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CHAPITRE O
INTRODUCTION ZOPOLOGIGUE.

Pour ce Cours, il est bon de connaitre la Topologie
II,

Générale, de Bourbaki, particulidrement les CHAPITRES I,
IV et IX, le Chepitre VI, §§ 1 et 2 (propriétés topologiques
de B®), le Chapitre VIII (nombres complexes) et, en particu~
lier, le Chapitre III (groupes tapologiques) . Les groupes %o~
pologiques non abéliens ne sont pas utilisés. Du livre d'a1gé
bre, nous ferons usage des Chapitres I et II; noter que nous
supposerons toujours que le corps de base est le corps réel R
ou le corps complexe €.

Nous rappelons iei quelques points de Topologie Gé-
nérale qui nous seront particulidrement utiles, et en particu
lier nous reprendrons une partie 4u Chap. X, de la Topologie
Générale de Bourbaki. -

Ta plupart des démonstrations, se réduisant 4 des
vérifications, sont laissées au lecteur.

1. Borne supérieure d'une famille de tepologies.

Considérons sur un ensemble E une famille non vi-
de (z,), ., de topologies. On sait qu'il existe une topo-
logie borne supérieure des topologies z,, 1i.e., la moins fi
ne des topologies sur E qul sont plus fines que chaque zi.
En designant par 9 i 1'ensemble des ouverts pour la topolo-
gle z, (1;€ I), la topologie borne supérieure est "engen-
drée"” par la réunion des 91.

Soient E un ensemble queleonque et (Ei) je1 Une
femille non vide d'espaces tepologiques et, pour chaque iel,
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f, vune application de E dang E, (L€I). Il existe une to

_'polog'ie, appelée topologie limite projective des Ei per les
applications fi’ qui est la moins fine des topologies pour

leaquelles toutes les applicationa ti aent continues: c'est

la borne supérieure des topologies images réciproques des to-

Pelogiea des 1':1 par les f:l.‘

Condition de séparation. Pour que E, nuni de 1a to
pologie limite Prejective 4'espaces B:I. par Qes applieations

ti solt séparé, il faut, et i1 suffit si les Bi sent sépa-

rés, que pour YEE, x £y, existe un £, tel que z,(x) £
# 1, (y).

Irangitivité de la limite projective. Si la topolo-

&le de E est la limite Projective des Ei par les applica-

tions fi et 8i la topologie de chaque Bi est aussi la 1i-

mite projective d'espaces "'11; par les applications 491 X de
?

E, dans des Eix (k€A), alors 1a topologie de E est 14

limite projective des espaces Bik rar les applications
‘Pi,k ofi (L€I et keAi).

En particulier, si F est un sous ensemble de X,
la topologie induite sur ¥ rar la topologie de X est 1la
limite pi‘ojectivo des Ei rar les restrictions des fi a P,

3
Autre cas particulier: 1a topologie limite projective des Bi

par les £, est 1l'image réecipreque de la topologie de 1'eaps
¢e produit 1I€ II E, rar l'application x — f(x)-(fi(x))ier

de E dans | [ Bi; si quels que soient x,ycE, xfy,
iel

11 existe un 1€ tel que ti(x) ;lfi(y), alors £ est un

L3
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isomorphisme d¢ E sur un sougs-espace du produit :I.IGII R, .(No

ter, en effet, que par,définition, la topologie &e :I.IeII'Ei
est la limite projective des L‘i par les projections naturel
les E—>E, ).
. Proposition 1. Soit E un espace topologique muni
. de la topologie limite limito projective d4'espaces E, par les
applications fi :
1) Soit ¢ une application d'un espace golegg
® dans E. Pour gue ¢ soit continme, 11 faut et 11

suffit que pour tout 1 1'application f o‘P de ¥ dans
E, soit continue.

2) Pour g'un filtre P sur E converge vers xcE,
il faut et il suffit gue pour tout 1, la base de filtre
£,(P) sur E, converge vers f,(x).

Si P est un ensemble qnelconque, (= - une. fa

)161

mille non vide d'ospaees topologiques, et si les fi sont

des applications des E, dans E, on peut considérer sur < E
la plus fine des topologies sur E rendant continues toutes
les applications f Les ensemblea ouverts (xesp. fernés)
dans cette topelogio sont les parties U - de E tels que
f (U) soit ouvert (resp. fermé) dans E, pour tout 1€I.

On en conclut qu'une application £ de E dans un
espacé topologique F est continue si et seulement 8l les &p
plieatiens fof, .sont toutes continues.

Ia topologie borne supérieure d'une famille de tope

' logies rentre dans ce sehéma.
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Cas particulier. On se donne une famille (4,)

parties de E, munie chacune d'une tepologie g Alors, 11
existe sur E une tepoclogie <z, la plus fine de celles qu'
induisent sur les Ai des topologies moins fines que z;i.I.ea
parties ouvertes (resp. feméea) pour T sont eelles dont 1'

intersect_ioxi avee chaque ‘1 est ouverte (resp. fermée} pour
z,. Une application £ de E dans un espace topalogique est
continue si et seulement si sa restriction a& tout Ai est con
tinue pour T, Si on peut trouver sur E une topologie <z

qu'induise sur chaque A, exactement Tyo alors T 3 T,,

donec € induit ° T, eur chaque X, . Le cas le plus impor-

tant de la situation décrite iei sera vu au Chap.IV, §2, Ne3,
th.2.

2. Borne supérieure d'une famille des structures u-
niformes. | '
Considérons sur un ensemble E une’'famille non vi-
de (_'u, i) je1 e esiructures uniformes. On sait qu'il existe

une structure uniforme borne supérieure des structures unifor
mes

ui’ is., la moins fine des structures uniformes sur ¥
qui sont plus fines qui chaque 1, . Le filtre des entourages
de cette structure uniforme eat le filtre engendré par la ré-
union des filtres d'entourages des U . L'ensemble des inter
sections d'un nombre fini d'entouragea ¥, dans U, (1<i<n)
est un systéme fondamental d'entourages de U . la topologie

associée & U est la bornme supérieure des topologies associ-
$os aux U,.

Si E est un ensemble guelconque, (B i jep e fa
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mille non vide d'espaces uniformes et, p_eur'ghaque iel, fi
une application de E dans E:L’ il existe sur E une strue-
ture uniforme, appelée structure uniforme limite projeetive
des Ei par les applications fi’ qui eat la moins fine de
celles rendant uniformément contirmes toutes les applic ations
fi; c'est la borne supérieure des structures uniformes images
réciproques des structures des E, par les f,. La topologie
déduite de cette structure uniforme est la moina fine sur P
rendant continues les apﬁlicatiens fi. Inversement, 'la struc
ture uniforme U , borne supérieure d'une famille (U ) ser ¥
structures uniformes peut &tre regardée comme la moins fine
de celles rendant uniformément continues les appliecations i-
dentiques E—>E,, ol B, désigne E mmi de. u,.
Condition de séparation. Pour que E, muni de la s-
tructure uniforme 1;m1te projective d'espaces ‘i par dea ap
plications z, soit séparé, il faut et il suffit que, pour
x,y €E, x ;fy, existe un indice i et un entourage V’i' de
E,, tels que (f,(x),f,(y)) Q’:Vi. Si de plus les E, sont es

pices uniformes séparés, il faut et il suffit que, pour
x,y€E, x £y, 11 existe un indice i, tel que’ fi(x) 'y fi(y).
Transitivité de la limite projective. Si la strucin
re uniforme d¢ E est la limite projective des Bi par les
applications f et si la structure uniforme de chaque Ei
est auassi la limite projective d'eapacea nniformes Eik par
les applications 1§, , d¢ E, dans des E,, (k € 4,),8l0re
1a structure uniforme de E est la limite prejective des es- -

paces E . par les applicatiens k[?i,kofi (LET et keli).
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En particulier, si F est un sous-ensemble de E,
la siructure uniforme induite sur F par la structure unifor

me de E est la limite projective des Ei par les resiricti

ons des f, & F. Autre cas particulier; la structure unifor

me limite projective des eapaces wniformes _Bi par les fi

est 1'image réciproque de lz structure uniforme de 1'espace

uniforme produit | | E,, par 1l'application x — f(x)-(f (x))
iel

de E dans | | E,; si quels que solent x,y € E/x 'y, 11
iel

existe un 1€ tel que fi(x) £ fi(y), elors £ est un isg

morphisme de l'espace uniforme E sur un sous~espace du pro-

duit I I'Eio
ierT

Proposition 2. Soit E un e 8space uniforme dont la
gtructure uniforme est la moins fine de celles rendant u-
niformément continues des applicatiens f, 8¢ E gems
des espaces uniformes E, (1 €1), |

1) Pour qu'un filtre $ sur E goit un filtre de
Cauchy, il faut et il suffit gue pour tout i1€I, f L (D)

801t une base de filt
filtre de Cauchy sur Ei

2) Soit ¢ une application d'un espace uniforme F
dans E. Pour que P 20it uniformément continue 11 faut

et 11 suffit gue, pour tout 1 € I, l'application ¢ 40
de F dans E;s soit uniformément continue.

3. Espaces précompacta.

Nous dirons qu'un eapace uniforme ¥ eat pr m ct
8l le complété de 1'espace séparé associé % B est compact.
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( Contrair-ement 2 Bourbaki, un espace précompact peut ne pas
&tre séparé). Une partie A de E est dite préecompacte si
le sous-espace uniforme A est précompact. Alors, il en est
de méme de aon adhérence dans E.

Proposition 3. 1) Pour gqu'un espace uniforme E soit

précompact il faut et il suffit gue, pour tout entourage
V de E, il existe un recouvrement fini de E par _des

ensembles petits d'ordre V.
2) Soit f une application uniformément continue

d'un espace précompact E dans un espace uniforme F, a-
lors. f£(E) est une partie 'nréeomgacte de F,

| 3) Soit E un espace uniforme dont la structure u-
niforme est la moins fine de celles rendant uniformément
continues les applications fi de E dans les espaces
uniformes E,. Pour que B goit précempact, il faut et

i
il suffit gue, pour tout icI, lea fi('E) soient des

parties précompactes de B .

Sous les eonditions de (3), on econclut de 1'énoncé
que pour qu'une partie 4 de E soit précompacte, 11 faut et
i1 suffit que, pour tout i€lI, fi(A) soit une partfé précom—
pacte de E:I.‘

Exereice. Pour qu'un espace E soit précempact, il
faut et il suffit que tout uwltrafiltre sur E seit un
filtre de Cauchy.

4. 1a &G zconver
Soit E un ensemble queleo'nque et P un espace u-
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niforme. Désignons par. %(E,F) l'espace de toutes les ap-
plications de E dans F. Soit A une partie quelconque de
E, U un entourage de P, soit W(4,U) 1'ensemble des couples
(iz,v) d'applications de E dans P, tels que (u(x),v(x)) € U
pour tout x € A. A &étant £ixé et U parcourant le filtre &
entourages de P (ou un systéme fondamental d'entourages de
P) les ensembles W(A,U) forment un systdme fondamental d'en
tourages d'une structure uniforme sur JF(E,F), appelé struc-
fu:re uniforme de la convergence uniforme sur 4, ou structure
wniforme de la A-convergence. Un filtre & qui comverge vers
u, pour la topologie déduite de cette structure uniforme est
dit uniformément convergent vers u,  dans A.

Soit & un ensemble quelconque de parties de E.la
borne supérieure des structures uniformes de la A-convergence
(A€ S) est appelée structure uniforme de la (5 -convergence.
On indique par ‘}G(E,F) 1l'ensemble X (E,F) muni de cette
structure uniforme. On a un systéme fondamental 4'entourages,
en prenant, pour chaque entourage U du filtre des entoura-
ges de F (ou d'un systidme fondamental 4'entourages de F) et

pour chaque suite finie (A d'éléments de S, l'enton
rage

i)lsisn

n

[ wia 0.
i=1

n
w(l ] 4,0) =
= 3
Tl est immédiat que la structure uniforme de le S-
convergence est la moins fine des structures uniformes sur

F(2,F) rendant uniformément contimueas toutes lesapplicatims
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§, (A€G) de T (x,?) dans les TF(i,F) munis de la A-con-
vergence, od §,(u) (ue ?(E,}_!‘))' ‘est la restriction de u 2
A,

) 7 strﬁcturc uniforme de la S -eonvergence ne chan
ge pas si on remplace S par 1'ensemble S' de toutes les ré
unions finies d'ensembles de S et aussi par l'ensemdble S
de toutes les parties d'ensembles €S . 81 S =« G on @
un systéme fondemental &' entourages, en prenant les ensembles
W(A,U) pour tout A€ & et pour tout .U du filtre des o=
tourages de F (ou d'un aystdme fondamental d'entourages h_'dc
P). R
Exemples. 1) Prenons pour G 1l'ensemble des partise
de E réduites & un point ou, ce qui revient au méme, 1l'en-
semble des parties finies de E. ILa structure uniforme de G-
convergence qu'on obtient sur °¥(E,F) est appelée structure
uniforme de la convergence simple; on désigne par T (5 T)
1'ensemble ¥ (E,F) muni de cetfe strutture uniforme. si,-
pour tout x€E, on désigre par % ‘l'application de F(®,P)
dans F que & chaque u€ET(E,P) fait correspondre u(xz)
(X(u) = u(x)), la strueture uniforme de la convergence simple
est la moins fine des structures uniformes rendant uniformé-
Dent contimnues les X, en d'autres termes 3 (E,P) est 1'es-
pace ;grodint l'B .

81 un filtre @ sur T (E,?) eonverge vers u
pour la topologie associée, on dit que P eonverge simple-
ment vers U, 81 E CE, on appelera structure uniforme de
18 convergence simple daps E , la structure uniforme de S -
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eonvergence sur ¥ (E,F), o G est l'ensemble des parties
finies de E . | '

2) 8$i & = {E} 1la structure uniforme qu'on obtient
est appelée structure de la convergence uniforme; on désigne
par ‘}u(E,E) 1'ensemble F (E,F) muni de cette structure.
Si un filtre @ converge vers u, pour la topologie corres-

pondante, on dit que @ converge uniformément vers u, dans
E.

3) Supposons que E eat un espace topologique et
soit G, l'ensemble de toutes les parties compactes de E. Ia
structure uniforme correspondante eat appelée structure uni-
forme de la convergence compacte; on désigne par ‘?’r-c(n,r) 1
ensemble F (E,F) muni de cette structure uniforme. On  dait
d'un filtre @ qui converge vers u, pour la topologie eor-
respondante, qu'il converge uniformément wers u, dans tout

eompact.

B étant un espace topologique, la structure unifor
me de la convergence simple est moins fine que la atructure
uniforme de la convergence compacte et celle-ci molna fine
que la structure uniforme de la convergence uniforme. '

Proposition 4. Soit G un ensemble de parties de
E, P un espace uniforme.

1) Pour gu'un filtre & sur I (E,F)  converge
yers u, il faut et il suffit que, pour tout Aeg, >
gonverge vers u, uniformément dans A.

2) Pour que & soit un filtre de Cauchy, il faut
i1 suffit gue pour tout LeG, @ goit un filtre  de
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Cauchy pour la A i-convergcnce.
3) Pour que M C.'} (E,P) soit préecompact, il faut

et il suffit gue pour tout heS, X soit préeampac

pour la A-aonvergence.

4) Pour qu'une application f d'un espace topolo-
.g;g_t_x_e_ (resp. uniforme) H dans ’3@(3,1!) soit eontinue
(resp. uniformément eontinue), il faut et il suffit gue,
pour tout A€&, f goit continue (resp. uniformément

continue) pour la A-convergence.
Résulte immédiatement de la définition de la G -con
vergence comme borne supérieure et des prop. 1, 2, 3.

Remarque. Si on consididre la G -eonvergence comme
la moins fine des structures uniformes sur & (E,F) = rendant
uniformément gontimea toutes les applications de restrietion
| $x (Ae@) de ‘¥ (E,F) dans lea ‘?'ft(A,l‘), alors, tenant
‘compte des prop. 1, 2 et 3, on obtient des variantes pour les
critdres de prop. 4. Ainei, au lieide 1): un filtre @ sur
‘56 (E,F) econverge vers uo- 8i et seulement ai, poﬁ;‘ tout
Ae G, la base de filtre @A = 95( @) formée par lés res-
trictions des ué€ § & &) converge uniformément vers ¢,(u )
(restriction de u 4 4). On laisse au lecteur le ‘soin ., de
dqnner les variantes analogues pour les critéres 2, 3 et 4 Qe
prop. 4.

Proposition 5. Pour que l'egg'ace uniforme ?’G(E F)

que E-UL.

Ae S



Pour voir que “F est séparé quand 'EG(E,F) 1'est,
on note que F est isomorphe au sous-espace de ?f'@ formé
des applications constantes de E dans P.

Théoréme 1. Pour gque ‘EG(E,F) gﬁ complet, il

faut et il suffit que F soit complet.

La necessité se démonstre en considerant F comme
le sous-espace des applications constantes de E dans F. Ia
suffisance résulte de la

Proposition 6. Soit @ un filtre sur ‘E (B,P) Pour

que § converge vers u il faut et il suf& que &
80it un filtre de Csuchy pour la S -gconvergemce et gue
@ converge vers u 2 pour la structure uniforme de la
convergence simple dans E = U A (c'est-d-dire que

e S
pour tout x'eno, @(x) converge vers u (x) dans P)

Vérification immédiate. On en conclut-

Corollaire. Solent G, et G’ deux ensembles de
parties de E tels que C“31C<"52 _0_1:_ U A U B
et soit H une partie de G (E,P). RS, BeG,

1) 84 H est complet pour la G, ~gonvergence,alors
H est complet pour la Gz-converggnce.

2) Si H est précompact pour la C-'52-conver ence,
alors, sur H, la structure uniform g de la G -conver -
gence et de la (5,-convergence coincident.

1) résulte immédiatement de la prop.6. Pour prouver

2), on supposera B=E et F séparé pour simplifier.

BES,
On peut supposer P 2 complet (sinon on passe au complété)

<
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fermé dens '}G (E,F). Comme eet espace est séparé, H est
. A
éme compact, donc sa atructure uniforme identique & . toute

tructure uniforme s‘parée moins fine, en particulier la stru
ture de la G -convergencc. En fait, il n'était pas néces-
aire que E = I l B et que P soit séparé, comme on ver-

Be S,
ait en utilisant l'exereicc 1, qui suit.

Propositien 6'. L'snsemble des u € T (HY) gu
transforment les LeG en des 2:__rl1_eg_ préeempactu de

?, est fem‘ _
€'est une conséquence facile du erit&re de précon-

»aeit‘ usuel . (prop. 3, 1)). : ;

' Qorollaire. Si P g_g_t_'-s_i_;gar‘. et co_n_lglct; 1'espace .
_ des applications de E dans P gui transforment  les
Ae & en des parties relativement ecmpactes, est conm-
plet p_o_lr_ la G -,cnnverggnée. - |

G x C -convergence sur un prod . | .
Proposition 6”. Soient E, P deux ensembles, & un
ensemble de parties de E, G un enéemble de parties ge
F, & 'x G Ll'ensemble des garties de ExF de la forme
" A%XB (ke S, BeG), 6 un espace uniforme. Alors, les
" espaces uniformes: T, (EXHE) ot T _(, 3 (r,0))
sont 1somogp__ hes (par 1'application canonique du premier

sur le second, définie en fhéorie des ensembles). | _
Résulte aussitdt des definitions des entourages res

ectifs. ' |
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. Exercices. 1) L'easpace séparé associé & ‘5@- (E,F)
s'identifie & J(E ,F) ot E = U A et ¥ st l'es
pace séparé associé & ‘ P. X e S .

2) St G, et G, sont deux ensembles de ‘partiee
de E tels que sur (E,P) 1la structure uniforme de le
G’lfconvergence coincide avee la structure uniforme de 1la

G’z-con_vergence, alors g{,- 'G;'é (evec les notations dh tTex- |
te). ' | | | |

5. la G -convergence dans les espaces d4'applicati-
ons continues. o |
En général, on doit conaid;‘rer divers sous—-ensenhles
_importants de 1l'espace de toutes les applications de E dans.
P. Soit E un espace topologique et F un espace uniforme,
nous désignons par & (E,F) 1le sous-ensemble de J(E,F) qu— .
'mé des applications continues de E dans F. Si on = munit
F(E,F) de la & -convergence, -on désigne par ‘6 (E,F) 1le
sous-ensemble B (E,F) muni de la structure unifome indui-
te. On désignera par (E F), B (E F) et B¢ (E,F), 1'en -
semble 8 (E,F) muni de la atructure de la convergence sim-
ple, resp. de la convergence uniforme, resp. de la convergen-l |
ce compacte.
| A cause de la continuité des ue€ B(E,F), on voit
'fdcilhm‘hht que, si on remplace (G par l'ensemble des adhé-
‘rences des Ae &, alors 6@ (E,F) ne change pas.
Proposition 7. Pour gue @ (E,F) soit séparé 1l

faut que F 1le aoit, et c'est suffisant, 8i E = ! l A
Ke©
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est dense dans E.

Théordme 2. L'ensemble 5 (E,P) est fermé dans
T (ED).

En d'autres termes, toute limite uniforme d'applica
tions continues est continue. | | '
Corollaire 1. Peur gue su(n,r) soit cemplet
faut et 1l suffit que P le soit.
' Pour la suffisance, appliquer les th.l et 2; P

I

i

la nécepsité, procéder comme pour le th.l.
- Corollaire 2. L'espace B (E,?) est fermé
‘5@(3,1‘) chaque fois gue foute ¢ toute anglication de E
?, dont les restrictions aux A€ S sont contimu eat
d4éja continue. Dans ce cas, B (E,2) est comple sl

et seulement si F 1l'est. |

IE.IE'

L'hypothdse du corollaire est satisfait par exemple
quand E est localement compact ou métriaable; et S 1l'en-
semble des parties compactes de E.

Notons, enfin, la ' |

Proposition 8. L'application (u,x) —> u(x) c_'!_é_

B,(E,F)XE dens P est continue, |

6. Ensembles équicontinus et uniformément équiconti-
nus. ' .
Seit E un espace topologique, F un espace uanor
ne, et H une partie de ¥ (E,F). On dit que H est equi-
continu au point x, de E, 8i pour tout entourage U de l',
il existe un voiainage Y de x, dans E, tel que
(n(x),u(x )) € U pour tout x € V et pour tout u€H.- H
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est dit éguieontinu dans E, si H est équicontinu en chaque

point de E, Endemment, H est équicontlnu au point x (resp.

. équicontinu dans E), alors u & H est continue au point b 4

(resp. continue dans E). Dens le cas ol E est un espace u-
niforme, on dit que H est uniformément équicontinu, si pour
tout entourage U dans F, 11 existe un entourage V dans
E_ tel que (u(x),u(y)) €U, pour fout (x,y) e VvV et tout
u € H. Alors, tout uw € B est uniformément égatcontinue. De

Plus, 1'uniforme équicontinuité implique évidemment 1'équicon
tinuité,

Exemples. 1) Tout ensemble fini de fonetions conti-
nues (resp. uniformément continues) est &quicontinu (resp. u-
niformément équicontinu); toute réunion finie d'ensembles &-
quicontinus (resp. uniformément équicontinus) est équiconti-
nue (resp. uniformément équicontinue).

2) St E et F sont des espaces métriques, 1'en-
semble de toutes les iaométries de E dans F est uniformé-
ment équicontinu,

Si H est une partie non vide quelconque de‘E(E F),
on considédre pour tout x de E, l'application u —> u(x)
de B dans F qu'on désigne par X; c'est un élément de
F(H,P). Si on munit H C F(E,F) de la topologie de la con-
vergence gimple, ou d'une topologlie plus fine, l'application
u —> u(x) est continue (K24, exemple 1), donc x appartient

a 8(g,7).

Proposition 9. 1) Soit E un espace topologique et
. HC ¥ (E,P). Pour que H soit §guicontinu au point x,




-17 - R

'de E (resp. équicontinu dans E), il faut et il suffit
que 1'spplication x—> % de ¥ dans g (H,F) soit
continue su point x_ (resp. continue dans E).

2) Soit E un espace uniforme et H C Y (E,F).Pour

fitL_l'ag;glieation Xx—>X% de¢e E dans - 8 (H,I)
soit uniformément 6guicont1nue.

3) Plus généralement, seit f -une application,con-
$tinue en ghague variahle, 4'un produit HXE de deux
espaces topologiques dans un espace unifome 2. 8L en
désige par £, a, . 'ag;glicatien x —> £(u,x) de E dans

P et par £ ¢ Lllepplication u —3 f(u,x) de H gans
F, alors les deux affirmations suivantes sont équivalen-
tes: . | |

a) L'ensemble dea f (u € H) est une ggtie 6—
‘quicontinue (resp. unifomémnt eontinue) de 8(!,1‘)

b) L'application T2 x de E dans g (1,7)
eat continue (resp. uniformément sentinue), :

Ia démonstration résulte aussitat des définitions. -

. Gorollaire 1. Seit H- un ensemble d'applicatiens
d'un espace compact E dans un espace mniforme F. I_-l_.
revient au méme que H soit équicontinu ou uniformément
dgquicentinu. : _' o

Cela résulte du fait qu'une applicatien centinue -

d'un espace campact E dane un espace uniforme (gu(n,r} est
uniformément continme, ' |
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Corollaire 2. Soit M wun espace topologique (resp.
uniforme), & '_u_.g ensemble de parties de E. Pour gu'u-
ne application f de M dans 'Eg(E,F) soit continue
(resp. uniformément continue), il faut et il suffit gue,
293;; tout A€ &, l'ensemble des applications t —>
£(t)(x), oi x € A, goit un ensemble équicontinu (resp.

uniformément §quicontinu) d'applications de N dans F.

Théordme 3. Soient E et P deux espaces %opslo-
giques, G un espace uniforme et £ une application de
EXF dans G.

l) S f est continue, alors: |

a) pour tout yc ¥, £ y' eat continue;

. .,

~ b) l'application y —> £ y 3¢ F dans G (B, @)
.y

est continue.

b) est équivalente &
b') 1l'ensemble des fx,- :9_1}_' x pareourtun com-
pact de E est une partie éguicontinue de B (F,G).

2) S4 E est localement compact, les conditions a)
et b) sont aussi suffisantes pour gque f soit continue.

L'équivalence de b) et b') est un cas particulierde
la prop.9, N¢3. Si £ eat continue, il en est évidemment de
méme des fonctions f.’y. Prouvons b): Soit y € F, X un com-
pact dans E et U un entourage symétrique dans G. Pour
“tout x € K, i1 existe un voisinage ouvert V. de x, et un
voisinage 'x de y, tel que, pour tout x' e Vx et y' € 'x

on ait (£(x’,y'),2(x,y)) € U. Coome X est compact, il exis
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te un nombre fini de points x, €K (1 £ 1 &n) tels que les
V. forment un recouvrement de K. En indiquant par W 1'in

x
i : .
tergection dea voisinages 'x
- i

il existe un x, € K tel que x' € Vx , done
' i

(f(x',y'),f(xi,y)) € U, bour tout y' € ¥, et, en particulier
(f(x",y),f(xi,y)) €U0 d4'od, on conclut que (£(x',y"),£(x’,
y)) € U, quel que soit x’' € K, ¢e qui achéve 1a preuveds 1).
Pour démontrer 2) on peut se ramsner au cas E compact et
considérer f comme compesée de 1'applicatioen (x,u) —u( x)
de Ex§ (E,6) dans G, qui est continmue (prop.7) et de 1'a
pplication (x,y) — (x,r.’y) de EXPF dans E x@u(s,e)-qxn

est aussi continue par hypothése.

de y, on a: pour tout x'€ K,

Théoréme 4. Soit B un espace topologique (resp.u-
niforme) et H une partie équicontinue (resp. uniformé-
ment équicontinue) de O (E,F). Sur K, la structure u-

niforme de la convergence simple dans E, de la conver-
gence simple dans une partie dense E  de E et | de la
convergence compacte (resp. précempacte), sont identi-

gues. . _

- 11 suffit démontrer que sur H, convergence simple
dans E et convergence compacte (resp. précompacte) sont i-.
dentiques. Supposons E espace tOp_ologique; il faut montrer
que si 'U. est un entourage dans P et K une partie eompac
te dans P®, 11 existe une partie finie A de E et un en-
tourage U' dans P, tels que W(4,U') Cl&K,U). On  prend
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"pour U' un entourage symétrique tel que U' C U. A cause de

1'équicontinuité de H, il existe pour tout x €K, un volsi

nage ouvert V de X, dans E tel que, pour tout x €V et

u € H, (u(x),u(xo)) € U'. Soit (vi)léién une suite finie

de tels voisinages recouvrant K, prenons dans chaque Vi un
élément X, € E et considérons 1l'ensembles A réunion des
X, (1< i &n), Soient u,v € H avec (u,v) € W(a,U0'), 1i.e.
(u(xi),v(xi)) & U' quel que soit x, € A, on conclut aussitot
que (u(x),v(x)) € U' < U quel que soit x € K, ce qui démon
tre la premiére partie. Dans le cas o E est un espace uni-
forme et H uniformément équicontinu, soit K une partie pré-

compacte de E et U un entourage quelconque dans E, on

prend U' comme ci-dessus, Il existe un entourage V dans E,
tel que, pour tout x,y €K, (x,y) €V et ue€&H on ait
(u(x),u(y)) € U'. On utilise, maintenant,

la prop. 3, 1 et m
construit A comme ci-~-dessus.

Théordme 5. Si H est une partie équicontinue (resp.
uniformément équicontinue) de

F(E,F), alors son adhé-
rence dans ‘}B(E,F) est équicontinue (resp. uniformé-
ment équicontinue).

Vérification immédiate. Compte tenu du th.4, on ob-
tient:

Corollaire. Cette adhérence est alors identique é

1'adhérence pour la convergence compacte
pacte).

(resp. précom-
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Proposition 10. Toute partie précompacte H de
de [, (E,F) est équicontinue; si de plus E estun es-

pace uniforme et si les éléments de H sont des foncti-

ons uniformément continues, alorsa H eat uniformément

dgquicontinu., Sur H les structures uniformes de la con-

vergence simple dans une partie dense Eo de E et 1la
structure de la convergence uniforme sont identigues.

I1 faut prouver que l'application x —> X de E
dans l‘;’u(H,r) est continue (resp. uniformément continue).Or
l'image E de E dans é’u(H,F) est uniformément équicon-

tinue (prep.8, corol.2), done, H étant précompact, sur E le
structure uniforme de la convergence uniforme est identique &
la structure uniforme de la convergence simple (th.4). Il suf
fit donc de vérifier que x —> X est continue (resp. unifor
mément continue) pour la convergence simple dans & (H,F), ce
qui signifie précisement que les fonetions x —> x(u) = u(x)
sont continues (resp. uniformément continues) sur E. Enfin,
dans la dernidre assertion de la proposition 10, on peut rem-
placer Eo par E  en vertu du th.4 et alors il suffit d'ep
pliquer la prop.6, cor. 2).

7. Ensembles relativement compacts et précompacts

de fonctions continues.

Théordme 6 (Ascoli). Scit E un espace compaet(res
pect. précompact) et F un espace uniforme, H un en-.
gsemble d'applications continues (resp. uniformément con-

tinues) de E dans PF.



1) Pour gue H soit précompsct dams B (E,F) 1
faut et il suffit gque H soit équicontinu (resp. uni-
formément équicontinu) et que H(x) soit  précompact
pbur tout x € E.

2) Supposons F séparé; pour que H soit relati-
yement compact dans 3 o(Bs?)y 11 faut et 11 suffit que

H soit équicontinu (resp. uniformément équicontinu) et
que H(x) soit relativement compact pour tout x € B.

Dens le premier énoncé, la nécessité résulte de 1la
proposition précédente et de 1'uniforme continuité des X; la
suffisance résulte du fait que sur H 1la structure uniforme
et de la convergence simple seront identiques, et de 1la prop.
3, 3%, Dans le deuxidme énoncé, on peut supposer H fermé. La
nécessité se voit comme plus haut. Pour la suffisance,on peut
supposer F complet (sinon on compléte et H aera aussi fer
mé dens & (E,]!')), done Gu(E F) est complet, alors H sers
précompact é cause de 1, donc compact puisque complet.

Corollaire _1_ Soit E un espace localement compact
ou métrisabdle, r un espace uniforme séparé, et H une
partie de B (E,F). Pour gue H soit relativement com-
pact (resp. précompact) dans B.(E,P), 11 faut et 41
suffit gue H soit 6guicontinu et que H(x) soit re-
lativement compact (resp. précompact ) pour tout X € E,

Ces conditions sont suffisantes sans reatriction sur
1l’espace E: on considare pour tout compact K dans E,1’en
semble EK -des restrictions de tous les éléments u de E a

L
i
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K, et on utilise la remarque qui suit la prop.4. Pour la ne-
cesasité, on est aussitdt ramené au th.6, en notant gqu'un en-
semble H d'appiications de E dans P est équicontinu si
et seulement si pour tout compact K CE, l'ensemble HK des
restrictiona & K des u € H est équicontinu.

Corollaire 2. Soit E un espace topologique (resp.

unjforme), & un ensemble de parties de E, ¥ un es-
pace uniforme et H un ensemble d'applications conti-
nues (resp. uniformément continues) de E dans F. Pour
A€ &, soit H, 1llensemble des restrictions & A des
u € H. Pour gue H soit précompact dans O(E,P), il
faut que H, soit équicontinu (resp. uniformément équi-

continu) pour tout A€ &, et H(x) précompact pour
tout x€E = I l A, Se les A€ & sgont précompacts,

ces conditions sont aussi suffisantes.

La premidre partie résulte immédiatement de la prop.
9, et la deuxiéme du th.6, N91, car il suffit de vérifier que
les HA sont précompacts pour la convergence uniforme.

Remarque. On a fréguemment & considérer des sous-es-
pecea N &'un espace 66(3,1‘), au lieu de 66(1‘,?) tout
entier. Ce qui précéde permet de donner des ocritéres de rela-
tive compacité pour des parties H de M. En effet, pour que
H soit relativement compact dans M, il faut et il suffit qu'
i1 soit relativement compact dans G@-(E,.F), et que son adhé

rence dans cet espace soit contenue dans N.



CHAPITRE I.
PROPRIETES GENERALES.

Seuf dans le N910 et une partie du N29, la structu=-
re particulidre du corps des reels ou des complexes n'intervi
ent pas dans ce Chapitre, et on pourra remplacer cescorps par
n'impprte quel corps valu@, moyennant certaines adaptations
evideﬁtes, Pour simplifier, nous supposerons néanmoins que le
corps de base k est le corps reel R ou le corps complexe
€. Nous supposerons une bonne connaissance de l'algadbre 1in6-
aire sur un corps k (voir Bourbaki, Algdbre, Chapitre 2) ein
sl que de la Topologie Générale de Bourbaki.

Nous omettons les démonstrations des assertions qui
résultent sans difficulté des énoncés antérieurs.

1. Définition générale d'un espace vectoriel topo-

logigue.

Définition 1. On appelle espace vectoriel topologi-
que un espace vectoriel muni d'une topologie telle que
les applications (x,y) —»x + y' et (A,x) — Ax de
EXE Qans E et de kXE dans E soient continues
(quand on prend sur EXE et sur kXE les topologies
produits). Un telle topologie sur un espace vectoriel est
dite compatible avec la atrueture vectorielle.

Un BVT est en particulier un groupe abélien topo~
logique, et on pourrait utiliser dana la suite lea resultat s
généraux (d'ailleurs triviaux) sur les groupes topologiques.
= Soit E un EVP, Xlors les translations dans E sont des
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homéomorphismes, ainsi que les homothéties non nulles (qui
sont donc méme des a.utomorphismes_ de E). Du premier faif re-
sulte que s A et B sont des parties d¢ E dontlune est
ouverte, alors A+B est une pértie ouverte (ecar réunion de

translatés d'un ouvert). - 81 M est un espace topologique,et
si f£,8, 2, B sont des applications continues de M dans E,
E, k et k resp., alors les applications £(%)+g(t),A(t)£(t)
et plus généralement A(t)£(t)+ p(t)g(t), sont des applica-
tions continues.de M dans E.

Proposition 1. Pour qu'un EVE E soit séparé, il
faut et il suffit que 1l'ensemble réduit 4 1'origine soit
fermé. | :

Nécessité evidente; pour la suffisance, on note que
la diagonale de EXE est 1l'image réciprogue de {O} psr l'ap
plication continue x-y, done fermée si | {0} est fermé.

Ia topologie d'un EVT est connue quand on connait
le filtre des voisinages de 1'origine, car le filtre des voi-
sinages d'un point quelconque x s'en déduit par la transla-
tion x. De fagon précise:

Propositiom 2. Pour gu'un filtre U sur 1'espece
vectoriel E soit le filtre des voisinages de 1llorigi-
ne pour une topologie compatible avec la structure vee -
torielle, il faut et il suffit gu'il satisfasse sux gon-
ditiens suivantea:

a. O admet une base formée a'ensembles  cerclés’

(un ensemble V est dit eerelé si AVYCY pour
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tout scalaire 2 de norme (1).
b. \J est stable pour les homothéties non nulles.
¢. Pour tout Ue U, il existe Ve \> tel gue
V+VCTU.
d. Les V € 0" sont équilibrés (i.e. pour tout

¥EE, ona Ax €V pour les scalaires A
assez petits).

é. Produits, sous-espaces, quotients.

Soit E un espace vectoriel, (Ei) une famille d4'E
VT, soit pour tout i fi une application linéaire de E
dans Ei' Alors la topologie la moins fine sur E rendant
continues les fi est compatible avec la structure vectoriel
le, i.e. fait de E un EVT. Ainsi 1l'image réciproque par u-
ne application linéaire f de la topologie d'un EVI F est
une topologie G'EVT sur E; en particulier un sous-espace vec
toriel E d'un EVT F est un EVT pour la topologie indui-
te (E sera appelé sous-espace vectoriel topologique de F). De
néme, le produit d'une famille (Ei) d'EVT, muni de la struc-
ture vectorielle produit et de la topologie produit, est wun
EVT, appelé produit vectoriel topologique des Ei.

L'essentiel sur les espaces quotients est résumé

dans le

Théordme 1. 1) Soit E un espace vectoriel topolo-
ggggg, F un sous-espace vectoriel, ¢ 1l'application ca-
nenique de E sur E/F, Alors la %opologie guotient de
la topologie de E fait de E/F un EVI. @ est une
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application ouverte d¢ E sur E/F. Un systéme fonda-

mental de voisinages de O dans E/F est fermé par les

images canoniques des voisinages de O dans E, parcou-
rant un systéme fondamental de voisinages. E/F est sépa-

ré si et seulement si F est fermé.

2) Seit G un sous-espace vectoriel de E  conte-
nant F, comsidérons G/F comme un Bous-espace vectori-
el de E/P. Alors, sur G/F, la topologie induite  par
E/F est identigue & la topologie guotient de G par F.
1'isomorphisme canonique de (E/)/(G/F) zavee E/G 3éfi-
ni en lgdbre, est aussi mn isomorphisme d'EVE.

Démonstration. 1) On voit d'abord que ¢ est une
3pplication ouverte (cela signifie que si UC E est ouvet,
1lors U+F _esat ouverf, ce qui a été signalé au Nel). Alors,
(£/F) X (E/F) s'identifie donc & (EXE)/(EXF) et X x (5/¥)
s'identifie & (kX E)/({0} x ri (en tant gqu'espaces topclogi-
ques), ce qui permet de prouver auseitdt pour E/F les axio-
nes d'un EVT. la caractérisation des voisinages de O  dans
¥/F résulte aussitdt du fait que est ouverte, et le eri-
Zare pour que E/F soit séparé est un cas particulier de 1la
prop.l. _
2) D'aprés ce qui précdde, la topologie quotient sur
G/F a comme ouverts les ensembles P (U ne), ed U parcourt
les ouverts de E, et la tepologie induite par E/F sur G/F
a corme ouverts les ensembles ‘f(U)h{\( G/F). Or en vérifie
aussitdt que @ (UNG) = P(U) N(G/P). La deuxiime partie de
# peut se voir de fagon analogue, ou comme cas particulier
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d'un résultat de topologie générale sur les espaces quotients
quelconques. _ |

Notons aussi que du fait que l'application canonigue
" d'un EVT sur un espace quotient est ouverte, résulte que 1l4- .
somorphisme algébrique classigue de (E /F.)X(E,/?,)  avee
(E,XE,)/(P;XP,) est un isomorphisme d'EVI (E, et E, ¢
tant des EVI, P, et F, des sous-espaces vectoriels).
Mais on fera garde que, si P est l'application ca
-nonique d'un EVT E sur un espace quotient E/P, et G un
sous-espace vectoriel de E ne contenant pas P, alors l'ap-
plicatiion canonique de G/(GNF) sur le sous-espace P(G) de
E/F n'est pas en général un isomorphieme 4'EVT (bien que ce
soit manifgstement un isomorphisme algébrique, et une applica
tion continue). Cela signifie ausei que si Y est un homo-
morphisme de E sur un espace H (voir Ne3), 1'application
induite sur un sous-espace G de E peut ne pas &tre un ho-

momorphisme; or cela résulte de la remarque que toute applica
tion linéaire continue u de G dans H peut &tre induite

par un homomorphiame de GXH sur H, savoir 1'application
(g’h) ——ly u + ha ’ .

3. Applications linéaires centinues,homomorphismes.

Soient E, ¥ deux EVT, u @no appliecation 1liné-
aire de E dans P. Pour que u goit contimue, il faut et
il suffit gu'elle soit continue 4 l'origine. Dans ce cas, si
N désigne son noyau, u définit une applieation linéaire con
tinue et biunivoque de E/N dans P. Rais cette application
ne sera pas en général un isomorphisme de¢ E/N sur u(E) pour

-
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es structures d'EVT, i.e. 1l’application inverse n'est pas tog_
jours continue. '

Définition 2. Une application linéaire u d'un EVT

E dans un autre F est dite un homomogh_'isme, 8i 1lt'ap-

plication de E/N (N, noyau de u) sur u(E) qui s'en
déduit est un isomorphisme d'EVT. .

Proposition 3. Soit u une epplication linéairecm-
tinue d'un EV? E dans un-autre P. Les eonditionssui-
vantes sont équivalentes: |
| a. u estun homomorphi gme.

b. u transforme les parties ouvertes de E en des

parties ouvertes de - u(E).
¢. u transforme les voisinages de 0 de E en
 des voisinages de 0 de u(E).

(On montre aussitdt que a. implique b., b. implique
. et que e¢. implique a.).

Les applications linéaires continues de E dans F
‘orment un espace vectoriel, noté L(E,F).

4. Structure uniforme d'un EVT.

Soit E un EVI. Pour fout voisinage U de O, 80
t ﬁ 1l'ensemble des couples (x,y) € EXE tels que x-y<U.
wand U yarie, les | forment la base d'un filtre d'entou~-

__gg_s_ pour une structure uniforme sur E compatible avec la

8 topologie de E. E sera toujours implicitement considéré

‘omme un espace uniforme grice d& eette structure unlforme.
Les translations, les homothétiea non nulles, aont
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- des automorphismes de E considéré comme un espace un;forme. |
' SL E et F sont deux EVT, toute application 1li-

néaire continue de E dens P est déjé uniformément conti-

. rme, Plus'généralemsnx, 81 un ensemble A d'applications li-

néaires de E dans P est équicontinu & l'origine, il est

unifornément Sgquicontinu (et & fortiori équicontimu). |

Soit E un EVT dont la topologie est la moins fine
des topologies rendant continues des applications linéairesfi.
de E dans des EVT Bi (N21). Alors 1la structure uniforme ;
de E est la moins fine des structures uniformes rendant les
fi_uniformément continues; en particulier, la strueture uni-
forme d'un sous-espace vectoriel topologique d'un EVT eat 1la

- structure induite, et la sfructure dnifofme du produit veeto-
riel topologique d'une famille d'EVT est le produit des strug
tures uniformes des espaces facteurs. Ainsi, une partie de E

est précompacte si et seulement si ses images par les fi sont
des parties précompactes des Ei.
L'espace uniforme séparé associé i un EVT E

est
l'espace E/N, o N est 1l'adhérence de 1l'origine.

La définition méme de la structure uniforme d'un EV
T E montre que

Eropositien 4. Pour gue la strueture uniforme d'un
EVI E s0it métrisable, il faut et il suffit que E soit

géparé et qu'il existe un systéme fondamental dénombra-
ble de voisinagga de O.

(Alors il existera en effet un systéme fondamental
dénombrable d'entourages).



-3 -

Un EVT étant aussi un espace uniforme, on sait ce
que signifie la notion 4'EVT complet. Pour les espaces non
complets, on applique la

Proposition 5. Soit E un EVT séparé, et E lles-
pace uniforme complété. Alors l'appliecation (x,y)—> x+y
de EXE dans E se prolonge par continuité en une ap-
plication continue de ®xE dans E, et 1'application

(2,x) — Ax de kXE dans E se prolonge par con-
Iinuité en une application continue de kxE dans E.
Les lois ainsi définies dans E gfont ge & _up_—— espace
vectoriel, et la topologie de £ est compatible avec
cette structure yectorielle. Enfin, la structure unifor-
me du complété de E n'est autre gue la structure _uni-
forme associé 3 1'EVT £ gqu'on vient de aéfinir.

la démonstration est standart on commence par noter
que l'application (x,y) —> x+y est uniformément continue
sur EXE, et 1l'application (A ,x) —> Ax uniformément con
tinue sur le produit d'une partie quelconque bornée de k par
E, d'ol aussitdt les prolongements voulus. La dernidre asser-
tion se vérifie en désignant par F 1'EVT £, et en prolonge
ant par continuité uniforme 1'isomorphisme identique de 'E
dans F en un isomoi’phisme de l'espace uniforme £ dans 1
espace uniforme ﬁ'; cette derniére application ne peut &tre
autre que l'application identique. ‘
Proposition 6. Soit E un EVT métrisable et com-
plet, P un sous-espace vectoriel fermé de E.  Alors
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E/F est métrisable et complet.

C'est un cas particulier de Bourbaki, Top. Gén.Chap.
9, §3, prop.4. - On fera attention qu'il existe des espaces
localement convexes complets (non métrisables) pas du tout pa
thologiques, qui admettent des espaces quotients non camplets.

La validité de prop.6 est une des raisons de 1'importance des
EVT métrisadles.

5. Iopologie définie par une semi-norme.

Définition 3. On appelle semi-norme sur un espace
vectoriel E, une fonction positive p sur E satisfai
sant aux conditions:

P(x +5) & p(x) + p(y) pour x,y ¢ E;

p(Ax) = [alp(x) pour X € E, A€k,

On dit que p est une norme, si de plus p(x)=0 im-
plique x = 0,

On appelle espace semi-normé (resp. normé) un espa-
ce vectoriel muni d;une semi-norme (resp. d'une norme).

Le plus souvent, si E eat un espace semi-normé,as
semi-norme est notée x —> [Ix||. On appelle boule unité ge
E 1'ensemble des &léments de tels que ||x|| 1. 81 v
eat cet ensemble, 1'ensemble des 616menta x de E tels que
Ixll € 2 (od A>0) est AV. V est manifestement cerelé
et équilidbré d'aprée le deuxiéme axiome des semi-normes, et

one V+VcCeov d'apr&a le premier axiome, Compte temu de
KNe 1, Prop. 1, on trouve:
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Proposition 6 bis. Soit E un espace semi-normé, V

sa boule unité.. Alors les homothétigques non nuls AV de
V forment une bage pour le filtre des voisinages d'une to-
pologie d'EVT sur E. La fonction [lx- y|| sur EXE est
un écart, qui définit la structure uniforme de 1'EVI E
(qui est donc séparé si et seulement si E est un espa-

ce normé).

Un espace semi-normé sera done toujours consideré
comme un espace vectoriel topologique,

Sous-espaces, .espacea'guotients et eapaces produits
d'espaces semi-normés. |

Soit E un espace semi-normé, F un sous-espace
vectoriel. Alors la semi~-norme de E induit une semi-norme axr
P, et 1la topologie correspondante est la topologie induite par

E. D'autre part:

Proposition 7. Considérons sur E/F  la fonction
X —> [X|| qui, & tout X € E/F (i.e. une eertaine par-
tie de E, translatée de P) fait correspondre la dis-
tance de l'origine & X (relativement 4 la fonction é-

cert [lx -yl ):
x|l =1nt x|
x€X _
~ Cette fonction est une semi-norme sur E/F, et 1la
togolog‘ e correspondante est la topologie quotient de
celle de E par P,
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Dorénavant, un sous-espace vectoriel ou uh espace
quotient d'un espace semi-normé sera toujours regardé comme
un espace semi-normé. En particulier, l'espacé'séparé E/R as-
" 8ocié & un espace semi-normé E (voif Ne5) = ol N est 1l'a-
dhérence de 1'origine, i.e. l'ensemble dea x € E tels que
x|l = 0 - peut &tre econsidéré comme un espace normé, §u'on
appelle 1'espace normé associé 2 l'espace semi-normé E. Ce
qui précdde conduit aussi & envisager la notion 4'homomo 8-
me métrique d'un espace semi-normé dans un autre: clest une

application linéaire continue de E dans F telle que l'ap-

plication de E/N sur le sous-espace u(E) de P gqui i'en
déduit (od N déaigne maintenant le noyau de 1l'application)
80it un isomorphisme (pour les structures d'espaces aemi-nor-
més). X fortiori u sera-t-il un homomorphisme au sens  au
Ne 3, _

Soit (pi) une famille de aemi-normes sur un espa-
ce vectoriel. Si p(x) = S¥p pi(x) est fini pour tout x € E,
alors p(x) est encore une semi-norme sur E, Voici une na-
‘nidre plus générale de construire d'autres semi-normes i par-
tir des p,. Considérons 1'application x —> ¢(x) = (p, (x))
de B dans nI, soit H un soua~eapace vectoriel de ..HI
contenant ‘P(E) ‘et aoit'enfin % une semi~-norme sur H “qui
est eroissante poui la structure 4'ordre naturelle induite sur
"H par . Alors x((pi(x)) est une semi-norme sur E. Par
exemple, si la famille (pi) est finie, les fonctions

1
Y pm et ) (p, 0D,
i ' i X
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sont des semi-normes, car on vérifie auuitaf que les expres-

sions - | . L
PN o« () ¥
' i i '

sur R sont des normes, - Notons enfin que si F est un es
pace semi-normé, et u une application linéaire de l'espace
vectoriel E dans P, alors [ u(x)|] est une semi-normesur
E, et la topologie associée est 1'image réciproque de la tope
logie de F par l'application u. Ces réflexions entrainent
la

Propositien 8. Soit E un espace veéto_rie_];, ()
une famille fime 3'espaces semi-normés, soit pour tout
i, £ _ug a_.p;glication linéaire d_e_' E dams E,. Alors
1a tepelogie sur E la meins fine rendantcentinues les
f, Bpeut dtre définie par une semi-norme. On peut par e-
xemple prendre l'une guelconque des trois semi-normes

1
8w 5, (2), Y @, () GandE.
i . i

Mais A priori, il n'y a pas lieu de préférer 1l'une
des semi-normes possiblea aux autres, et suivant les cas il

pourra étre plds commode de cheisir l1l'une ou l'autre de ces
semi-normes. - On voit qu'en particulier la topologie du pro-
duit d'un nombre fini 4'espaces semi-normés (resp.normés)peut
&tre définie par une semi-norme (resp. une norme).

Complété d'un espace normé. Un espace normé complet
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est appelé un espace d_é Banach (ou simplement un Bangch).Soit
E un espace normé quelconque, on sait que || x[| (distance &
l'origine) est une fonetion uniformément continue, qui se pro
longe donc par continuité a 1'espace vectoriel complété E (Ne
4, prop. 5) en une fonction notée encore || x|l , dont on cons
tate immédiatement que c¢'est encore une semi-norme. D'autre
part, la fonction [|x - y| sur ExE, qui prolonge par con
tinuité la fonction [ x - y| sur EXE, est donc la distan
ce dans 1l'espace métrique complété de 1'espace métrique E,donc -
la topologie de E est celle définie par sa norme. - Ainsi,

l"eagac compl 16t6 d'un espace pormé peut étre consideré com-
me un espace normé

Applications linéaires continues entre espaces  se-
. mi-normés. | |

Théordme 2. Solent E et F deux espaces semi-no-

nés.

1) Soit u une apglication linéaire de E dans F. .

Pour que u soit continue, il faut et il suffit gqu'il.
‘existe un M2 O tel que o

lux] & ¥ || x|  pour tout x €k,
. relation équivalente |

Sup lux] € M

BB IEP!
ou 2
u(V) C M.¥

. o4 V et W sont les boules upités de E et F.



-

2) Soit, pour tout u € L(E,F),

ull = sw Jux].

La fonction ainsi défihie sur L(E,F) est une gemi-nor-
me, et une vral norme si F est aéparé Muni de cette

seml-norme, L(E,F) est complet si F est complet.

Si E et F ‘sont des espaces semi-normés, L(E,F)
est toujours considéré comme un espace sem:.-normé de la fa-
gcon précédente. Dans tous les cas, || u|| sera appelé (par a-'
bus de langage) la norme de l'application u. . ”

Démonstration. 1) Il est évident que la premidre for
mule implique les autres, et. que ces _dernieres sont équiva-
lentes. D'autr'e part, u(V)C M.W° implique w(EV)Ce MW | pour
tout £ > 0, done. la continuité de u & l'origine, donc la
continuité de u (N2 3); réciproquement, sl u est oontinue,
on aura u(¢V) C ¥ pour € assez petit, d'ou u(V) € MW, avec
M =1/ce . Enfin, on voit par des réflexions ‘d'homogéneité que

1a deuxidme des formules dans 1) implique la premiére.
2) Bour tout x € E, u —> [ ux| est une semitmor

me sur L(E F), car image réciproque de la semi-norme de F
par l'application linéaire u —> ux. ‘D'autre part on a dit
que toute borne supérieure de semi-normes est une semi—norme,
donc || u]| est une semi-norme sur L(E, F). la fin est lais-

séea.u lecteur.

Corollaire. Pour que deux gemi-normes p et q sur

un méme espace vectoriel E définissent la méme topolo-
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gie, 1l faut et il suffit gqu'il existe deux nombres
O <dm&M  +%, tels que 1'on ait

m p(x) & q(x) £ M p(x) pour X € E.,

En effet, il faut exprimer que l'application identi
que de E muni de p sur E muni de q, ainsi que l'appli-
cation inverse, sont continues, et on applique alors le critd
re du th. précédent.

6. Généralités sur les espaces définis par des fa-
milles de semi-normes.

Soit E un espace vectoriel, soit (pi) une fa-
mille de semi-normes sur E. Considérons sur E 1la topologie
borne supérieure des tqp_olc_)gies assocides aux semi-normes Py
topologie qui fait de E un EVT (N2 2), ILa structure unifor-
me de E est la borne supérieure des structures uniformes as-
sociées aux Py (N2 4), donc définie par la famille des écarts
pi(x-y). Une famille fondamentale de voisinages de O dans E
est obtenue en prenant pour toute partie finie J de l'ensem-
ble d'indices I, et pour tout & S O, l'ensemble des xe€E
tels que pi(x) & & pour tout 1 €J, i.e. 1l'ensemble des x
tels que pJ(x) £ &, ou on pose pJ(x) = flelg pi(x). Par sui
te, la topologie définie par la famille (pi)ieI de semi-
normes ne change pas quand on y ajoute les bornes supérieures
P; d'un nombre fini de telles semi-normes. On peut manifeste
ment y ajouter les semi<normes sur E qui sont majorées par
un multiple d'une telle Py; on constate qu'on a alors obtenu

toutes les semi-normes sur E qui sont continues (donc en ra
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joutan@ d'autres semi-normes, la topologie de F deviendrait
strictement plus fine). |

Définitiqn 4. On appelle espace localement convexe,

- {#n EVI dont la topologie peut &tre définie par une fa-
‘mille de semi-normes (pi) sur E comme ci-dessus {i.
e. est berne supérieure des topologies semi-normées as-
aocighs aux pi). la famille (pi) est dite une famil-
le de définition pour la topologie de E. Une telle fa-
mille est dite fondamentale, si les boules unités assoei
ées aux 1 ) forment un systéme fondamental de voisina-

ges de Q.

(Cela signifie ausei que pour toute partie finie J
de I et pour tout M > 0, il existe une Py 2 M pJ.)

Tous les espaces vectoriels topologiques utilisésen
Analyse sont localement convexes, car ce sont les seuls espa-
ces pour leasquels on ait un nombre suffisant de résultats pro
fonds. Ils suffisent d'ailleurs amplement, car ils forment une
famille d'espaces stable par toutes les opérations usuelles,
comme on va voir maintenant.

Soit E un EVT dont la topologie est définie com
me la moins fine rendant continues des applications linéaires
fi de E dans des espaces localement econvexes E&, alors E
est lui-méme localement convexe; de fagen précise, sa topolo-
gie east définie par la famille des semi-normes p’fi’ ou pour
tout 1, p parcourt une famille de définition pour la topo-
loglie de ,Bi (cela résulte d'une propriété évidente de tran-
sitivité, valable en topologie générale, pour la méthode de
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8l, un sous-espace vectoriel Sopologique d'un espace locale-
ment convexe, le produit vectoriel topologique d'une famille
d'espaces localement convexes, est localement convexe. Soit B

un espace localement convexe, avec une famille fondamentale

(pi) de semi-normes, soit P un Sous-espace vectoriel, con-
sidérons sur E/F les "semi-normes quotients® ﬁi des pi(ND
2y Prop. 7). Il résulte aussitds Ae la prop. 7 que ces semi-
normes définissent préecisément la topologie quotient de E/F;
donc un espace guotient d'un espace localement convexe est lo-
ealement convexe. T . particulier, l'espace séparé associé a
un espace localement convexe (N2 4) est localement convexe.Le
complété d'un espace localement convexe est localement conve-
Xe. En effet, si (pi) est une famille de semi-normes sur E
définissant la topologie de B, les P, 8e prolongentpar con
%inuité uniforme en des semi-normes ﬁi sur le complété, et
les écarts correspondants sur E, qui prolongent les écarts
pi(x-y) sur E par continuité, définissent donc la structu-

re uniforme de % (Topologie Générale); la topologie de E est
donc définie par les ﬁi.

Voici une caractérisation utile des espaces locale-
ment convexes:

Proposition 9. La topologie d'un espace localement
convexe E peut &tre définie comme 18 topologie lamoins
fine rendant continues certaines applications linéaires
fi de E dans des espaces de Banach Ei° Si en parti-
culier E est séparé, E est isomorphe & un sous-espa-
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ce vectoriel topplogique d'un produit vectoriel topolo-
gique d'espaces de Banach.

| BEn effet, si (pi) est une famille de définitionde
le topologie de E, 1l suffit pour tout 1 de désigner par
Ei l'espace de Banach complété de 1'espace normé associé & la
semi-norme p, (N2 5), et par ¢

de E dans E,.

" l'application ecanonique

i
7. Ensembles bornés: eritéres généraux.

Définition 5. Soit E wun EVI. Une partie X de E
est dite bornée, si pour tout voisinage V de 0, il e~
xiste un scalaire A £ 0 tel gue H2ACYV.

Si A est borné, on aura méme A4 CV des que A
est assez petit (premdre V cerclé). Une partie d'une partie
born&e est bornée. Toute partie de B réduite & un point est
bornée (car les voisinages de O sont équilibrés); il en ré-
sulte que toute partie finie de E est bornée, car: la réuni-
on, la somme d'un nombre fini d'ensembles bornés est bornée
(utiliser prop. 1, ¢.). En particulier, les translatés d'un
ensemble borné sont bornés; il en est évidemment de méme des
homothétiques d'un ensemble borné. L'adhérence d'une partie
bornée est bornée (utiliser le fait que E, étant uniformisa-
ble, admet un systéme fondamental de veisinages ferméa de Q).

Proposition 10. Une partie précompacte d'un EVT est
bornée. '

En effet, a1 V est un voisinage cerclé de 0, il
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existe une partie finie B de E telle que A C B+ V (cela
exprime que A est précompg.ct), puis un scalaire A de nor-

me <1 tel que 2B CV, &0l AACAB+ AVCV+V. V
étant arbitraire, A est bien borné.

Proposition 1l. Soit E un EVT dont la t opologg
est la moins fine des ¢ opologee rendant continues des

agplicatione linéaires fi de E dans des EVT Ei Pour

fit que pour tout i, b 4 (A) 80it une partie bornée de
E,.

1 _
. Ia nécessité est un cas particulier du fait (immedi-
at): l'i mage d'un borné Rar une application linéaire contimue
est bornée. Pour la suffisance, 11 suffit de tenir compte de

la caractérisation des voisinages de 0 dans E,

- Cas parti
- culiers & expliciter: sous-espace, espace produit.

Soit E un espace semi-normé, V sa boule unité.
Pour que £ C E s0it borné, il faut qu'il existe un A £ 0
tel que AAX CV, et cela suffit, car on aura EARCEY pour
tout € > 0. Comme A& CV g'éerit aussi A C MV, ou M=
= 1/M, ou encore [ x|| < ¥ pour tout x € &, on voit que:

Proposition 12. S E est un espace semi-normé,
les parties bornées de E sont les parties bornées au

sens de l1a métrigue (plu 8 exactement, au sens del'écart
lx-30), t.e. les parties 4 telles gue

S < .
xupA 0 x|l +00
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En particulier, la boule unité d'un espace semi-nor
mé est un voisinage borné de 0. Réeiproquement:

Corollaire 1. Pour gue la topologie d'un EVT E puis-
se 8tre définie par une gemi-norme, respectivement une
norme (on dit alors que E est aemi-normable,resp. nor-
mable), il faut et il suffit gue E soit localement con-

vexe (resp. localement convexe et séparé), et qu'il ad-

mette un voisinage borné de O.

En effet, si V est un voisinage borné de 0, et si
p est une semi-norme continue sur E telle que la boule uni
té correspondante U soit contenue dans V, alors la topolo-
gle de B est celle définie par p. Car si W est un voisi-
nage queléonque de O, on aura AVC Y pour A £ 0 convena
ble, et & fortiori AUCY,

Corollaire 2. Soit u une application linéaired'un
espace semi-normé E dans un EVE? P. Pour que u soit
continue, il faut et il suffit que u iransforme la bou-

le unité V _de E en une partie bornée de P.

Ia nécessité résulte du fait que V est borné. Ré-
eiproquement, si u(V) est borné, soit W un voisinage de 0
@ans F, enaura Au(V)CW pour AL O convenable, d4'ol
u(AV)C¥W. Coome AV east un voisinage de O dans E, i1
suit que u est continue 4 1l'origine, denc eontinue. '

Soit maintenant E un espace localement convexe Aat
la topologie est 4éfinie par une famille (pi) des semi-nor-
mes. Ia eonjonotion des prop.1l et 12 montre qu'une partie 2 N

.
1]
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de E est bornée si et seulement si pour tout i, on a

;"2’; Py (x) < +o0.

On en conclut facilement:

Proposition 13. Soit E un espace loocalement con-
Yexe. Alors 1'enveloppe disquée d'une partie bornée de E
est encore bornée. (On appelle enveloppe disquée ade 1

l'ensemble des sommes finies E 2111' ol les x, sont

dans &, et Z“il‘“'

Par suite, 1'enveloppe disquée fermée d'un ensemble
borné (i.e. 1'adhérence de 1'enveloppe disquée) est encore un
ensemble borné.

Définition. Un EVT est dit guasi-somplet, sises par
ties bornées et fermées sont compldtes.

Exercice. Soit E un EVT. Montrer: pour qu'ure droi-
te de E sgoit bornée, il faut et il suffit qu'elle soit oon-
tenue dans 1'adhérence de 1l'origine. Donc E est séparé sl
et seulement si E ne contient pas de droite bornée.

8. Ensembles bornés: utilisation pour les (S -con-
vergences.

La nécessité de considérer dea ensembles bornés ap-
rarait dans le

Théoréme 3. Soit M un ensemble muni d'un ensemble
G de parties, £ un EVY, H un scus~espace vectoriel
de l'espace de toutes les applications de X dans E,
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muni de la topologie de la & -convergence. - Pour gue
cette topologie soit compatible awec la structure vecto-

rielle, il faut et il suffit que pour Tk u€H« trans-

forme les A € &G en des parties bornées de E.Alors la
structure uniforme de 1'EVT H est identigue & la stru-
cture uniforme de la (S -convergence. Si la topologie de
E est définie par une famille (p;) de semi-normes, a-
lors la topologie de H est définie per les gsemi-normes

pi,A(u) -1s;uepA pi(u(t)),g‘l_ i parcourt I et A par-

eourt (& (done H est lecalement convexe si E 1'est).
En particulier, si &G est réduit a l'unique élément M
(cas de la convergence uniforme), et a1 E estsemi-nor-

mé (resp. normé), alors la topologie de H est définie

par la semi-norme (resp. la norme)

lull =sw [lut)f
teM ,

(eppelée norme uniforme).

la démonstration est immédiate, en utilisant par e-
xample la prop. 1 (N2 1). Les 4 conditions sur le filtre des
voisinages de 0 dans H sont manifestement toujours veri-
fiées, & 1l'exception de la dernidre qui signifie iei précisé-
" ment que les i#(A) (u€H, A€&S) amont des parties bornées
de E.

Le théoréme 3 conduit & envisager 1l'espace de tou-
tes les applications u de M dans E qui transforment les
L€ & en des ensembles bornés., Muni de la topologie de 1la
(g-convergence, c'est un EVT noté BG(M,E). les espaces vee-
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toriels topologiques tels que H sont donc les gous-espaces
vectoriels topologiques de B@(M,E)o Si en particulier M est
un espace topologique, on désigne par CGB(M’E) le sous-espa
ce vectoriel topologique de BG5(M,E) formé des applications
continues (bornées sur les A €&). Quand en particulier &

est 1'ensemble des parties compactes de M, on obtient 1'espa
ce de toutes les applications continues de M dans E {car
les parties précompactes de E sont bornées (prop.10), muni
de la topologie de la convergence compacte: qFt espace est no
té C(M,E). Quand & est réduit & 1l'unique élément M (cas
de la convergence uniforme), on note c“’(M,E) l'espace cor-
respondant, i.e. l'espace dea applications cpntinues et bdor-

nées de M dans E, muni de la topologie de la convergene u-
niforme. Si E est un espace normé, C°°(M,E) est toujours

implicitement considéré comme un espace normé par la norme

uniforme [ ufl = Sup [ u(t)] . Quand M est compact, les
teEM

espaces C°°(M,E) et C(M,E) coincident. Enfin, quend E est
le corps des scalaires, on l'omet dans la notation, et on é-
erit CG-(M), c(M), ¢*° () (ce dernier est toujours un es-
bace de Banach: voir prop. qui suit).

Proposition 14. Avec les notations précédentes, si

E est complet, Bg(M,E) et C™(M,E) sont complets.
1l en est de méme de C(M,E) si p.ex. M est locale-
ment compact ou métrisable.

Comme on sait que, lorsque E est complet, 1l'espa-
) 1&: de toutes les applications de M dans E, muni de la stru
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cture de la (S -convergence, est complet, il suffit de prou-
ver que les espaces envisagés dans la proposition sont des
sous-espaces fermés de l'espacé?précédent. Cela est bien con-
nu pour C(M,E), quand M est métrisable ou localement com-
pact. On le vérifie de plus directement pour BG;(M,E). Alors
c™(M,E), intersection de l'espace BG;(M,E) (o & est 1ré-
duit & M) et de 1l'espace (fermé lui aussi) de toutes les
fonctions continues & valeurs dans E, et aussi fermd.

SI M et E sont des espaces semi-normes, et si
on considére sur L(M,E) 1la topologie de la convergence uni-
forme sur la boule unité V Qe M, cette topoiogie est défi-

nie par la norme | iup | u(x)]|, qui n'est autre que 1a
xj<&1l

norme définie dans le th.2, N2 5., Comme toute limite pour la
convergence simple (et & fortiori pour la convergence unifor-
me sur V) d'applications linéaires de M dans E est mani-
festement linéaire (du moins si E est séparé), la prop. 14
implique donc que L(M,E) est complet lorsque E est un es-
pace de Banach.

Proposition 15. Sous les conditions du th.3, _pour
gu'une partie P de H goit borné, il faut et ilsuffit
que pour tout A€, l'ensemble P(A) = U u(A) soit

ue P

soit une partie bornée de E.

Exercice. Montrer que si M est un espace locale-
ment compact non compact, la topologie de C(M) ne peut dtre

définie par une semi-norme (appliquer la prop.l2, corollaire
2).



- 48 -

9. Exemples d'EVT: espaces de fonctions continues.

Un isomorphismg et un homomorphiame canonigue. Soit

M un espace normal, N un sous-espace fermé. L'application

qui, & toute f € C™ (M), fait correspondre la restriction de
¥ & N, est évidemment une application linéaire, de name <1,
de C™ (M) dans C* (N). Le théordme d'Uryson implique qu'on
'a méme 13 un homomorphismeé métrigue de C™ (M) sur C (W),
identifiant donc ce dernier espace (en tant qu'espace normé)
au quotient de c*™ (M) par le sous-espace J des <fonctions
qui s'annulent sur N.

Boient K et I deux espaces localement compacts,
E un EVT. Alors les espaces C(K*L,E) et C(K,C(L,E)) sont
canoniquement isomorphes en tant qu'espaces uniformes (c'est
vrai chaqﬁe fois que E est un espace uniforme), et cet iso-
morphisme respecte les structures vectorielles.Ainsi C(KxL,E)
s'identifie & C(X,C(L,E)) en tant gu'espace vectoriel topo-
logique. Cet isomorphisme respecte les normes quand E est

‘normé. En particulier, on a un isomorphisme canonique d4'espa-
ces normés:

C(Rkx 1) = C(K,C(1)).

On fera attention qu'en général, si 1 n'est pas
compact, on aura C™ (KxL) # €*™(K,C*(L)); & priori,le deu
xitme espace est contenu dans le premier, mais en général s-
trictement plus petit (le lecteur trouvera des exemples) ..
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Une propriété d'approximation.

Théoréme 4. Soit M un espace compact, E un espa-

ce localement convexe. Alors les combinaisons linéaires
de fonctions ¢.a (od ¢ € C(M), a €E) sont Jdenses
dens C(M,E).

Démonstratibn. Soit £ € C(M,E), il faut momtrer que.
pour toute semi-norme continue p sur E, il existe une fonc

tion ¢g -Z .8, telle que p(fj(tl) - g(t)) €1 pour tout

t€ M, £ étant uniformément continue, il existe un récouvre-
ment fini (Ui)' de M par des ouverts, et un point t 4 dans
chaque Ui’ tels que t eui implique p(f(t)-f(ti))s 1. Po-
sons f(ti) ©a,, soit ( t{bi) une "partition de l'unité su-

bordonée & (Ui)", en prendra g = Z‘Piai' On aura alors

2(e) - a(8) = ) @ (8)(£() - £(x));

on peut se borner & sommer sur les i tels eue t € Uss a'ou
auseitdt p(£(t) - g(t)) & 1.

Coroilaire. Soient K et I deux espaces compacts.
Alors les fonctions combinaisons linéaires de fonctionsdu
type f(s)g(t) (o £ € c(K), g € (L)), sont denses
dans C(E*L). |

I1 suffit d'écrire C(EXIL) = C(K,C(L)).
Du th. 4 résulte immédiatement que ce th. reste va-
" lable quand M est seulement localement compact.
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Propriétés de séparabilité.

Proposition 16. Soit M un espace compact. Pour que

parable.

Suffisance: Soit fi une suite partout dense dans
c(M). sSi s,t sont deux points de M tels que fi(s)sfi(t)
pout tout i, on aura par continuité £(s) = £(t) pour toute
f €C(K), d'ol s = t. Sur M, la topologie 1la moins fine ren
dant continues les fi est donc séparée, done identique a 1la
topologie de K puisque moins fine. Or elle est métrisable.

Nécessité: On considdre une suite de récouvrements
ouverts finis de K, de diamdtres tendant vers zéro, et pour
chacun de ces récouvrements une partition de 1'unité subordon
née. La demonstration du th.4 montre que les corbinaisons li-
néaires des fonctions ?i correspondant & ces partitions de
1'unité sont denses dans C(M). Il en est de méme des combi-
naisons linéaires rationnelles de ces fonctions, d'ol la con-

clusion.
Conjuguant la prop. 16 avec le th.4, on obtient le
Corollaire. Soit K un espace compact métrisable,

E un espace localement convexe séparable. Alors C(K,E)

est séparable.

L'espace Co(l). Soit M un espace localement com
pact, E un EVT. Une application f de M dans E, est di-
te "nulle & l'infini", si elle tend vers O asuivant le fil-
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tre des complémentaires des parties compactes de M. On dési-
gne par CO(M,E) 1'espace des'épplications conxinugs de M
dans E quas sont nulles & 1'infini, muni de la topologie de
la convergence uniforme. C'est manifestement un sous-espace
vectoriel topologique de CQ?(M,E). Soit M le compactifié
d'Alexandroff de M (supposé non compact), soit ¥ 1le "point
3 1'infini" de M (i.e. le seul point de ¥ non élément de

M). Pour gu'une fonction continue sur M, & valeurs dans E,

soit nulle & 1'infini, il faut et il suffit que la fonction

sur f gu'on obtient en prolongeant par la valeur 0 sur ’

soit continue. Par 14, CO(M,E) est identifié au sous-espace

fermé de C(M,E) formé des fonctions nulles en ~ . Cette i-
dentification respecte les topologies. Les applications cons-

tantes de M dans E forment un supplémentaire naturel de
CO(M,E) [}

Proposition 17. Soit M un espace localement com-

pact, E un espace localement convexe. Alors CO(M;E est

1'adhérence dans C™ (M,E) de l'espace des applications

continues & support compact d¢e M dans E (le support
d'une fonction 4 valeurs vectorielles est l'ensemble.feg
mé, complémentaire de l'ensemble des points au voisinage

desquels la fonction s'annule).

Exercice 1. Montrer que sous les conditions précé-
dentes (M espace normal, N sous-espace fermé), si E est
un espace de Banach, l'application canonique de C° (M,E) dens

c* (N,E) est un homomorphisme métrique du premier espace sur
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un sous-espace fermé du second (utiliser le th. 4a'Uryson et
la prop. 6, N2 4). En conclure que c'est un homomorphisme mé-
trique de C (M,E) sur C(N,E) si N est compact (utili
ser le th.4 plus bas). Démontrer la proposition amslogue gquand
E est un espace localement convexe métrisable et complet. Que
peut-on dire quand E est un espace localement convexe quel-
conque?

Exercice 2. Soit M un espace complétement réguli-
er. E un espace localement convexe. Montrer que les fonctions
£ € ¢ (M,E) qui appartiennent & 1'espace vectoriel fermé en
gendré par les fonctions .2 (¢ € c™ (M), a € E), sont e-
xactement celles pour lesquelles f(M) est précompact. (Pro-
céder éomme pour le th. 4, ou se ramener au cas du th. 4 en
introduisant le "compactifié de Stone" de M - voir Bourbaki,
Topologie Générale, Chap. 9, § 1, Exercice 6).

Exercice 3. Soit M un espace compact, E un es-
pace uniforme métrisable et séparable. Montrer que C(M,E) est
un espace métrisable et séparable. (Prendre sur E une métri
que, et démontrer d'abord le lemme: un espace métrique sépa-

rable E est toujours isomorphe & un sous-espace d'un espace

de Banach séparable. - Pour le voir, prendre une suite dense
(xi) dans E, un a € E arbitraire, et montrer que l'appli-
cation x — @(x) = (d(x,xi) - d(a,xi))ieI dans l'espace
¢ (N) des suites bornées est une isométrie; on prendra alors
l'espace vectoriel fermé engendré par ¢(E)).

Exercice 4. Si M est un espace compldtement régu-



3 - - 53 -

lier non compact, alors C*°(M) n'est pas séparable. (Autre-
ment . M aserait un sous-espace dense d'un espace compact mé-
trisable i - son compactifié de Stone -, distinct de M, et

tel que toute fonction bornée continue sur M puisse se pro-

longer par continuité & tout M).

Exercice 5. Appliquer l'identification précédente
pour caractériser les parties relativement compactes de
C,(M,E). Cas de C_(M). - Etendre le th. 4 auxespaoes'co(m,n).

Exercice 6. Soit I un ensemble d'indices, et solt
Q,l(I) l'espace des familles sommables de scalaires sur 1'en

semble d'indices I: a) Montrer que la fonction

Heaply =) 1ayl

sur Sll(I) est une norme, qui fait de cet espace un espace
de Banach; b) Soit E un EVT complet. Montrer que si (xi)'
est une famille bornée dans E, alors pour tout A = (A i) €
‘€ 9}(1), 1a femtlle (A,x,) est une famille sommable dans
E, et sa somme u(?A) est une fonction 1inéaire continue de
A= (2 ) € Ql(I) Montrer que l'en obtAient ainsi exactement
toutes les applications linéaires continues de Q, (I) d&ans E.
¢) Si E est un espace de Banach, la norme de l'applioation
linéaire de Q (1) dans E définie par la suite (x

identique & Suwp |[lx,|l.
. del

Exercice 7. Soit I un ensemble d'indices. On dé-
gigne par QX (I) et ¢, (I) 1les espaces c™(1) et C_(1)

i) est
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construits sur I considéré comme un espace localement com-
pact discret; ce sont donc des espaces de Banach, co(I) est
un sous-espace normé de 0%(I). D'autre part, _Ql(I) désigne
l'espace des fonctions scalaires i —» 21 sur I telles
que Z[?\i[ < +%, muni de la norme > 7‘1[ (voir exer
cice précédent). Quand I est sous-entendu, ou pris identi-

que & l'ensemble des entiers positifs, on note lesespaces ré
[ -
cédents simplement J y e, et 2t s1 (2 ) € ] et

: 1l
(yi)e 27, posons {( zi),( p.i)> = Z.?‘i jy. Monter que
le dual (i.e. l'espace des formea linéaires continues, muni
de la norme naturelle - voir N¢ 5) de o s'identifie & L7,

“ . .
et le dual de ,Ql s'identifie a 1§ (pour le dual de . -'.Ql,
voir exercice précédent).

10. Autres exemples: les espaces f__(m) et £ ade
L.Schwartz,

Nous renvoyons & "Théorie des Distribution" pour la
notation DP pour les opérateurs de dérivation sur Rn, ol
P = (pl,...,p n) est un systéme quelcqx_xque de n nembres en-
tiers 0. DP désigne 1'opérateur ﬂ

‘g[_p[
Bxil ...._..kxin", |

o [p] -'pl * eec + p, @8t l'ordre de cet opérateur &ifféren
tiel. On a D° = identité, DPpY = DP*Y,

Soit U une partie ouvert non vide de Rn, on aé-
‘signe par E_(m)(U) ou simplement &lm) l'espace des fon
“elions scalaires sur U qui sont m fois continfiment dif-
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férentiables, muni de la topologie la moins fine rendant con-
tinues les applications DP (|p| < m) de cet espace dans
C(U) (espace des fonctions continues sur U, muni de la topo-
logie de la convergence compacte). On obtient ainsi un espace
localement convexe et métrisable (N2 4, prop. 4), dont une su
ite fondamentale de semi-normes est obtenue en prenant une
rsuite fondamentale" '(Kn) de parties compactes de U, et en

posant p (f) = n Sup [pP2(t) .
o [pl¢m, tex

Pour qu'un filtre (fi) dans é(m) tende vers
une f € &(m), i1 faut et 11 suffit que pour tout p avec
lp| € m, Dpfi tende vers DFf uniformément sur tout com-
pact. Soit (£,) un filtre de Cauchy dans E_(m), alors pour
tout p d'ordre ¢ m, les Dpfi forment un filtre de Cau-
chy dans C(U), donc convergent dans cet eapace vers une
gp € ¢c(U) (N2 8, prop. 14). Montrons que &, est m fois eon
tinliment différentiable et que ngo - g, 1.e. que fi' tend
vers g, dans {Sm). On est ramené & prouver que si des fi
continiiment différentiables tendent vers une limite &, uni-~
formément sur tout compact, et si toute dérivée partielle
-%; fi tende vers une limite h uniformément sur tout eomi
pact, alors &, est continlment différentiable, gt ses déri-
vées sont les hy . Pour ceci, on est manifestement ramené au
cas d'une variable, ol le résultat est classique.

Nous avons ainsi prouvé que ﬁfm) eat complet.

On désigne par &(U) ou simplement ¢&. 1'inter-
section des espaces ffmo(U), muni de la topologie borne su




périeure des topologies induites. C'est aussi la topologie la
moins fine rendant c¢ontinues les applications P de E(U)
dans C(U) (o} maintenant p parcourt 1'ensemble de tous
les indices de dérivation). C'est encore un espace localement
convexe et métrisadle, et le raisonnement précédent prouve en

core qu'il est complet. Cela résulterait aussi du lemme utile
suivant

lemme. Soit F wun ensemble, soit (Em) une famille
filtrante décroissante de sous-ensembles munis de struc-

tures uniformes, telle gus pour E CE, la  structure
‘uniforme de E  soif plus fine gque celle induite parE.
Soit E 1l'intersection des E , muni de la structure u-
niforme borme supérieure des structures induites par les

EE' Si les E sont séparés et complets, il en est de
péme de E.

Supposons maintenant que K a8oit un cube compactde
Rn. On peut encore définir comme ci-@essue les espaces E—W(K’),
E(K), et les réflexions précédentes prouvent encore que ce
sont des espaces localement convexes métrisables et complets.
1a différence essentielle consiste en ce que les espaces
&(m) (K) ' sont normablee puisque C(K) est un espace de Ba-
naeh (voir Ne5, prop. 8), tandis qu'on voit facilement que
les ém) (U) ne sont pas normables (appliquer prop. 12, eo
rollaire 1); &(U) et E(K) sont tous deux non normables.

le N2 7, prop. 11, nous donne un critdre pour les
parties bornées de £(m) (U) ou E(U): Pour que la partie
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A de C(!n)(U) (resp. de £ (U)) soit bornée, il faut et
i1 suffit que pour tout indice de dérivation p d'ordre < m
(resp. d'ordre quelconque), l'ensemble pP(a) «s0it une par-
tie bornée de C(U) (i.e. N2 8, prop. 15 - un ensemble de

fonctions continues sur U, uniformément born sur tout cam~

pact dans U). De mdme, une partie A de & m)(U) est re-
lativement compacte si et seulement si elle est précompacte,
donc si pour tout p d'ordre . m, 1'ensemble DP(A) est
une partie précompacte de C(U). Appliquant le th., d'Aseoli,

on trouve

Proposition 18. Soit A une partie de e(m eyy.

Pour gue A goit relativement compacte, il faut et _il

suffit que A soit bornée, et que pour tout indice de

dérivation p d'ordre égal & m, l'ensemble de foneti-

ons DP(A) soit équicontinu.

I1 suffit seulement de montrer qu'alors, pour tout
p d'ordre {m, l'ensemble de fonctions DP(4) est équicon
tinu. Or eela résulte du '

Lemme. Soit B un ensemble de fonctions continfi-

ment différentiables sur U, uniformément bornées sur

tout compact ainsi gue leurs dérivées du premier ordre.

Alors B est un ensemble équicontinu. (Formule des. a-

croissements finis).

Conjuguant la prop. 18 et le lemme, on trouve

Corollaire. Toute partie bornée de g(m+1) (U) est

relativement compacte damns &'V (U).
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A fortiori, toute partie bornée de E(U) est rela
tivement eompacte dans tous les &(m) (U), a'oh 1'important

Théordme 5. Dans &(U), parties bornées ot relati-
vement compactes sont les mimes. '

Ce qui précéde peut se répéter mot.pour mot pour les
espaces C(m)(x) et &(K), en particulier toute partie
bornée de E(XK) est relativement compacte. Comme ém+l) (K)
est normable,‘ le coro'llaire de proposition 18 montre m@me que
1'epplication ‘identique de E_(m"'l)(K) dans E.(m) (K) trans

forme un voisinage convenable de O en une partie relative-
ment compacte de

compacte.

&(m) (K). On dit que c'est une application

Exercice 1. Définir les espaces ¢(m) (u,E), £(U,E),
f.(m)(K,E), €E(K,E) quand E est un EVT quelconque. Mon-
trer que ces espaces sont complets quand E est localemsnt con
vexe et complet (se ramener au cas o E est un espace de Ba
nach au moyen de N2 6, prop. 9). - Montrer que si V est un

1}
ouvert dans Rn', L un cube compacte de R" » 2l0rs on a un
isomorphisme 4'EVT:

ey xV) = &(m)(u, &.(m)(V)) et
e™(kxry « £ (g, £(m (g
(et de méme pour E(UxV) et E(XxIL)).

Exercice 2. Caractériser les parties relativement
compactes de &Em‘y(U,E) et d¢ E(U,E), lorsque E est un
-espace localement convexe séparé et complet. Sous quelle eon



dition toute partie bornée de E(U,E) est-elle relativement

compacte?

( Exercice % Si m ym', 1l'application identique de
& m)(U) dans
el topologique.

') (0) n'est pas un isomorphisme vectori

11. 'Supplémentaires topoiogquea.

Rappelons que deux sous-espaces F, G d'un espace
vectoriel E sont dits supplémentaires, si l'application na-
turelle (x,y) —™x +y de FPxG dans E est un isomor-
phisme du premier espé.ce sur le second, ce qui signifie aussi
que FnG = {0}, F + G = E. Alors, la projection de PXG sur
le facteur F 4définit une application linéaire p de E sur
P; considérée comme endomorphisme dé E, elle satisfait aux

coriditi-ona
2 : g _1
p -p,.. P(E) = P et (O)-G.

L'application analogue de E sur G est alors 1-p.
Réciproquement, si p est un endomorphisme de E tel que
p2. = p, on voit aussitdt que p peut a'obtenir comme ci-des- _
sus, et de fagon évidemment unique puisque on aura F = p(E),

1;L (0). Un endomorphisme p d'un espace vectoriel - E,
tel que p2 = p, est appelé un projecteur. Les projecteurs de.
E correepondent donc exactement aux décompositions de E en
somme directe de deux sous-espaces supplémentaires F, G.

Supposons maintenant que E soit un EVT. Si F et
.G sont deux sous-espaces supplémentaires de E, 1'isomorphis
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me algébrique de FXG sur E est manifestement cantinu, mais
pas toujours un isomorphisme 4'EVT, i.e. l'application inver-

se n'est pas forcément continue., Si on a un isomorphisme 4

EVI, .c dit que F et G sont supplémentaires topologi-

Proposition 13. Soit E un EVT, F un sous-espa-
ce vectoriel. |

1) Pour.qu'un projecteur p de E sur F définis-
e un supplémentaire topologique G, il faut et il suf-
fit que p soit continu. Alors 1 - p est un homomor-
phisme topologique d¢ E sur G, i.e. définit un iso -
- morphisme vectoriel topologique de E/F sur G. (A tout

é1ément iu guotient E/F correspond son unique représen-

que dans E/F).
2) L'application de E/F sur G envisagée dans 1)
est une application linéaire continue de E/F dans E,

~—

faisant correspondre 3 tout élément du guotient un repré

sentant de cet élément dans E. Réciproguement toute ap-
plication ¥ de E/F dans E ayant ces propriétés peut
s'obtenir de cette manidre (et évidemment de fagon uni -
que, puisgu'on sura G = Y (E/F)).

La démonstration est évide_nte.

Corollaire 1. Deux supplémentaires topologiques d'un
méme espace F sont isomorphes canoniguement.

En effet, ils sont tous deux isomorphes canonique-
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ment & E/F.

Corollaire 2. Si E est un EVT séparé, et F et G
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires topologi-
ques, alors F et G sont fermés.

En effet, ce sont resp. les noyaux de 1l'applicatiomn
linéaire continue 1l-p ou p.

On fera_ attention que méme un sous-espace vectoriel
fermé d'un espace de Banach n'admet pas toujours de supplémen-
taire topologique, comme nous verrons plus tard, ce qui est
une source de nombreuses difficultés. Signalons que si D est
un opérateur différentiel & coefficients constants ellipti-
que sur Rn, n > 2, d'ordre non nul, alors c'est un homomor-
phisme de E(R") sur E(R®) qui n'admet pas d'inverse &

droite continu (vois plus bas), i.e. dont le noyau n'a pas de

supplémentaire.
Soit u wune application linéaire continue d4'un EVT

E dans un autre f‘. Une application linéaire continue v de

F dans E est dite inverse & droite (resp. inverse & gauche)

de u, siona uovs=l (resp. vou=1).

Proposition 20. Soit u une application linéa ire
continue d'un EVI E dans un mz_'_e_ F.

1) Pour gue u admette une application inverse 3
droite continue, il faut et il suffit que ce gsoit un ho-
momorphisme de E sur F dont le’noyau admette un sup-

plémentaire topologigue dans E.
2) Pour que u admette un inverse a gauche continu,
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il faut et il suffit que ce soit un isomorphisme de E

. dans P, dont l'image admette un supplémentaire topolo-
glque dans F. '

Le démqnstration est laissée au lécteur.

Soit E un EVT, soient El.,...,En un nombre fini
- des sous-espaces vectoriels de E. E est dite somme directe
topologlque des sous-espaces Ei, 8l l'application 'linéaire
~-continue naturelle (x;) — in de T1 E, dans E est
un isomorphisme vectoriel topologique du premier sur le se- . |
- econd, Alors les projéctions de 'T——T E sur les espaces fac-
‘teurs définissent des endomorphiames continus p; de E, sa-
tisfaisant aux. conditions:

2 . .
Py = %3 Py 0Py =0 pour 1£J;

Zpi = 1; | pi(E) = Ei
Réciproquement, on vérifie immédiatement que si on

.a une suite finie de projecteurs continus Py dans E, dont
les produits deux d deux sont nuls, et dont la somme est 1'i-

dentité, ils correapondent & une décomposition de’ E en som-

me directe topologique de sous-espaces E, = pi(E).

Exercice 1. Soit E ‘un EVI. Pour tout _sous—gspece
vectoriel de dimension finie de E admPtte un supplémentaire
topologique, il faut et il suffit que pour tout élément non
ml. x de E, existe une forme linéaire continue sur E qui
ne s'annule pas sur X.

Exercice g. Soit F un sous-espace vectoriel fermé
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d'un espace de Banach E, tel que E/F soit isomorphe en tant
qu'_espe;lce vectoriel topologique & 1'espace pl des suites
sommables (muni de la norme [[Afl, = Z_ ["Q\i_l). Montrer que
F admet un supplémentaire topologique (utiliser la prop. 19,
2) et 1l'exercice 6 du Ne 9)., | '

Exercice 3. Soit M wun espace localement compact
non compact, ﬁ son compactifié d'Alexandroff, E un EVT.
Montrer que C(M,E) est somne-dirécte ‘topologique de CA(M,E)
et de 1'espace des applications constantes de M dans E.

Exercice 4. Soit M un espace topologique, somme
topologique d"_u.ne .suita finie de sous-espaces .Mi.Montrer que
C(M) (voir définition au N2 8) est la somme directe topologi
que d'une suite des sous-’espé,ces_ isomorphes aux espaces C(M_i).

Expliciter les projecteurs correspondants.

Exercice 5. Soit M un espace métrisable, N  un
sous-espace fermé non vide dont la frontiére est séparable.
Montrer qu'il existe une application linéaire canonique de
c®(N) dans C% (M), inverse & droite de l'application liné-
~aire canonique de C™°(M) sur C°°(N) (Kakutani). (Soit

(x,) une suite dense dens la frontidre de N, soit V., _ l'en

| | i,n
semble des points x € M tels queé d(-xi,.x') <_Wn et d(x,N)
> 1/2n, soit (V“) le recouvrement ouvert de C-N for
mé par les V, o et par - CN. Construire une famille (%)
, . . %
de fonctions continues positives sur CN, avec . support
'&_ C V , uniformément sommadble au voisinage de chaque point

de C'N, et ayant pour somme 1. Prendre enﬁ.n', pour _toute'
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£ €,C°°(N), la fonction f sur M qui est identique & f sur

N, et & 1Zn f(xi) \Pi,n dans CN). Etendre ce resultat
y
au cas de C™(N,E):

12) quand E est un espace de Banach;

2¢) quand E est un espace localement convexe et
complet quelconque.

Remarque: Méme si M est compact, N un sous-espg
ce compact, il n'est pas vrai en général (si M n'est pas
métrisable) que l'application naturelle de C(M) sur c(N)
admette une application inverse & droite linéaire continue
(c'est faux p.ex. si M est le compactifié de Stone de 1'en-

semble des entiers, et N 1le compiémentaire dans M, de 1l'en
semble des entiers).

12, Sous-espaces vectoriels de dimension ou codimen-
sion finie.

Proposition 21. Soit E un EVI, F un sous-espace
vectoriel. Alors l'adhérence de F est un  sous-espace
vectoriel.

Corollaire., Un hyperplan V dans E est soit den-
se, soit fermé (i.e. si le complémentaire de V a un

point intérieur, alors V est fermé).

Théoréme 6. Soit E un EVT, x' une forme linéai-
re non nulle sur E. Pour que Xx' soit continue, il faut

et il suffit que l'hyperplan noyau de x' soit fermé.

Démonstration: Soit V cet hyperplan, il suffit de
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montrer que V fermé implique x' continue. Cela signifie
que, en posant F = E/N (F est un EVT séparé de dimension 1),
la forme linéaire sur F obtenue par passage au quotient, est
continue, Mais cette forme est du type Ae —> A, ou e est
un élément convenable de F, de sorte qu'on doit montrer exae

tement le

Lemme: Soit F un EVT séparé de dimension 1, e un
élément non nul de F. Alors l’application A —> Ae
de k sur F est un isomorphisme 4'EVT.

Soit en effet V wun voisinage cerclé de O dans F
tel que e €& V. I1 faut montrer que Ae—> A est continue
& l'origine, donc que pour € > 0 existe un voisinage W de
O dans F tel que Ae €W implique |A[ ¢ € . Or il suf-
fit de prendre W= €V, car Ae €W g'derit e € % vV, or
V étant cerclé, on aurait %V CV s8i on avait | % [€1, ce
qui serait absurde.

Théoréme 7. Soit E un EVT séparé de dimension fi-

une base de E. Alors l'applicati-

nie, soit (ei)l.sun

on (a,) — 2.7‘1 3, de X sur E est un isomor-
phisme veectoriel topologique du premier espace surle se-
cond (x® étant muni de la topologie produit).

C'est vrai si n = 1 (lemme précédent), procédons
par récurrence sur n, en supposant le th. démontré pour 1la
dimension n-1. Alors l'hyperplan dans E engendré par e,

ceer®y 4 est donc isomorphe & kn-l, donc complet, donc fer-
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mé puisque E est séparé, Par suite (th. 6) la forme linéai-
re inei —_ 7\n sur E est continue. De méme les au-

tres A, seront continues, d'ou le théoreéme.

i
Corollaire 1. Soit E un EVT séparé de dimensimfi-
‘nie. Toute application linéaire de E dans un EVT F est

continue. Tout sous-espace vectoriel de E est fermé.

‘Pour la premidre partie, il suffit de prendre E=k".
La seconde est contenue dans le

Corollaire 2. Soit E un EVT aéparé. Alors tout
_Bous-—espace vectoriel de dimension finie de E est fermé.

(I1 est en effet complet d'aprds le th. 7).

Corollaire 3. Soit E un EVE, F un sous-espace vec-

toriel fermé de codimension finie. Alors toute applica-
¥ion lindaire d¢ E dans un EVI G, qui s'annule sur P,
est continue. Tout supplémentaire de F est aussi sup-

plémentaire topologique.

En effet, E/F est de dimension finie et séparé,
donc la premidre assertion résulte du corollaire 1. Si H est
un supplémentaire de F, le projecteur correspondant de E sur

H est continu (car nul sur F), donc H est un supplémentai
re topologique. ’

Corollaire 4. Soit E  unm EVI, P un sous-espace

vectoriel fermé, G un sous-espace de dimension finie,
Alors F + G est aussi fermé.
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Soit en effet l'application canonique de E sur
1'espace séparé E/F, Y(G) est un sous-espace fermé de E/F
(corollaire 2), donc son image réciproque par {, qui n'est

autre que F + G, est fermée.

13. EVT localement précompacts.

Théoréme 8 (Banach). Soit E un EVT séparé admet-
tant un voisinage V de O gui est précompact. Alors E

est de dimension finie.

On prouve d'abord le

Temme. Soient E un EVP, F un sous-espace vecto-

riel, V un voisinage de O tel gue F + V £ E (p. ex.
F fermé et distinct de E, et V Dborné). Alors, pour

0k <1, ona V&P +kV.

Supposons en effet VCF + k V, i.e. en introdui-
sant G = E/F et 1'image canonique W de V dans E/F (qui
est encore un voisinage de O dans G): WCkW., On en con-
clut WCIN CKW C... KW, d'od WD fkli ¥ pour tout n.
Comme la réunion des '];n W est G (W é&tant équilibré), on
aurait donc W = G, i.g. F + V = E, contrairement & 1'hypo-
thése, Si p.ex. F est fermé et distinct de E, et V borné, .

alors W est une partie bornée d'un espace séparé non nul G,

donc W ¥ G.
Démontrons le th. 8 par l'absurde; prenons un 0< k<

¢1l; si E était de dimension infinie, on peurrait construi-
re par récurrence (lemme) une suite (xi) de points de V tel
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le que, En étant 1'espace engendré PAr X;,...,X , on ait
X .1 & E + kV. On aurait donc x, - x, &XxV pour 1 £ j, ce

qui est contradictoire avec 1a précompacité de V (kV étant
un voisinage de 0).

14. Théoréme des homomorphismes, du graphe fermé.

Théoréme 9, dit Théordme des homomorphismes(Banach),

Une application linéaire et continue u d'un EVT métpi-

sable et complet E sur un autre F est un homomorphis
me.

En considérant le quotient de E rar le noyau de
u, quotient qui est encore un EVT métrisable et complet (N24,
prop. 6), le th. précédent équivaut au cas particulier sui-
vant (théordme des isomorphismes): une application linéaire,

continue et biunivogue u d'un EVT métrisable et complet E
sur un autre

F, est un isomorphisme du premier sur le second
(i.e. ‘1'application inverse est continue). Ou encore:

Si on a,
sur un espace vectoriel, deux topologies compatibles avec la

structure vectorielle, et qui en font un EVT métrisable et

complet, alors ces topologies sont incomparables, ou identi-
ques. - La démonstration se fait en deux parties,

1. Sous les conditions du th. 9, pour tout voisina-

ge U de O dans E, l'adhérence de u(U) est un voisinage
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de 0 gdans F. (N'utilise que 1'hypothese sur F).Comme u(E)e
= F, la réunion des ensembles n u(U) = u(n U) (n entier po-

sitif) est F, et coome F est un espace de Baire, un des

n u(U) n'est pas rere. Donc u(U) n'est pas rare, i.e. son
adhérence contient une partie ouverte non vide W. Soit U' =
= UJ~-U, alors W - W est un voisinage de 0 dans F, conte
nu dans l'adhérence de u(U'). Donc l'adhérence d'un ensemble

u(U') est un voisinage de O, d'ol notre assertion.
2. Le th, 9 résulte maintenant du

Lemme. Soit u une application linéaire continue

d'un EVT E dens un autre F. On suppose gue E est mé-

trisable et complet, et que pour tout voisinage U de O

dans E, l'adhérence u(U) de u(U) est un - voisinage

de O dans TF. Alors u est un homomorphisme _d_e'E sur
F.

(Cela implique donc & posteriori que F est métri-
sable et complet). De fagon précise, soit U un voisinage de
0 dans E, nous montrons gque tout y € RTIT est de la forme
ux, od x € U+V, V étant un voisinage arbitraire de 0 dans
E (ce qui impliquera le lemme). Soit (Ui) une suite fonda-
mentale de voisinages de O dans E, telle gue Ul = U,
| U2 + U2C UNV, et Un + UnCUn-l pour n > 3. On en con-
clut que Un+l + cee + Un+k CUn si n>1l, et Ul+ "‘+Ukc
CU + V. Construisons par récurrence une suite (yi) d points

de F, telle que

y, € u(7,) et y - (37 oey) € u(U 4).
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(La possibilité de la récurrence est imédia‘be) Soit
T, €Uy tel que ux, = y,. La suite (x,) dens’ E est som-
mable, car E est complet et la somme d'un nombre fini des
Xy pour des indices 1 > n, est toujours € Un‘ Soit x-fo
un passage & la limite immédiat prouve que x € V+U et '

que
ux = Zuxi = y. Le lemme est par 134 démontré.

Corollaire 1. Soient E et F @eux espaces de Ba-
nach, U et V leurs boules unités, u une applicati-
on linéaire de E dans F telle que u(U) soit une

partie dense de V. Alors u est un homomorphisme mé-
trique de E sur F.

On a en effet démontré que tout élément de u(U) = V
est 1'image par u d'un élément de U+ ¢U = (1 + £)T, ou
€ ) 0 est donné.

Corollaire 2. Soit E un EVT métrisable et complet,
golent F et G deux sous-espaces vectoriels. Pour gue

F et G solent supplémentaires topologiques, il faut

et il suffit qu'ils soient fermés, et supplementaires au
sens algébrique.

(Appliquer le th. des isomorphismes & FXG et E).

Corollaire 3. Soient E et F deux EVT, E métri-
sable et complet, u une application linéaire et conti-
nue de E gdans F. Si u(E) # P, u(E) est maigre.

En effet, il résulte du lemme que si u(E) £ E, il
existe un voisinage U de O dans E tel que uiUS n'ait
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pas d'intérieur, or u(E) = [IJ n u(U).

Une autre forme importante du th. des homamorphismes

"est le

Théoréme 10, dit théorime du graphe fermé. Soit u
une application linéaire d'un EVT métrisable et completE

dans un autre F. Pour gque u soit continue, (il faut
et) il suffit que son graphe soit fermé, ou encore gu'il
n'existe pas de suite dans E tendant vers O, elle gue

la suite des transformées tende vers une limite non nul-

le.

Soit H -le graphe de ‘u, i.e. l'ensemble des ecou-
ples (x,ux) € EXF, o x parcourt E. Si H est fermé, c'
est un EVT métrisable et complet, et comme sa projection sur
E est une application linéaire continue biunivoque de H sur
E, c'est un isomorphisme 4'EVT d'aprés le théoréme des isomor
phismes. Donc l'application inverse est continue, donc aussi
u, qui s'obtient en composant l'application précédente avec
la projection de H sur F. - Dire que le graphe H est fer
mé signifie que si (xi) est une suite dans E tendant vers
une limite x, et si la suite des u(xi) tend vers une limi-
te y, alors y = ux. Remplagant X, par x, - Xx, on voit

aussitot qu'on peut se borner au cas x = 0.

Corollaire. Soient E et F deux EVT métrisables
=
et complets, u une application linéaire de E dans F.

Pour que u soit continue, il suffit déja gque u soit

continue pour une topologie sur F séparée et moins fi-




ne gue la topologie donnée de F.

Remarques. Pratiquement, le th.10 éignifie qu'une
application lindaire d'un EVT E métrisable et complet E
dans un autre F, définie "de fagon naturelle”, est toujours
continue. En fait, on ne comnait pas d'exemple explicite (4.
e. ne faisant pas appel & 1l'axiome du choix) d'une applicati-
on linéeire non continue d'un EVT métrisable et complet dans
un autre. Cependant, il est facile de voir que si E est un
EVT métrisable de dimension infinie, il existe des formes 1i
néaires non continues sur E: prendre une suite (xi) dans
E tendant vers 0, les X, linéairement indépendants, pren
dre sur l'espace veetoriel engendré par les x; la forme li-
néaire qui est égale & 1 sur les X,s et prolonger arbitraire
ment cette forme & tout E. - On notera que dans le th. des
isomorphismes comme dans le th. du graphe fermé, le fait que
les deux espaces soient complets est essentiel., Contre-exem-
ple quand P n'est pas complet: l'application identique de
E™1) (ry  dans £(m) (gy (N2 10) est une application 1liné
aire cohtinue et biunivoque de l'espace de Banach Es=
- &(m"'l)(K) sur le sous-espace P = u(E) de &(m) (K), mais
ce n'est pas un isomorphisme d'espace vectoriel topologique
de E sur PF. Contre-exemple quand E n'est paa complet: So
it F un EVT métrisable et complet de dimension infinie, v
une forme linéaire non continue sur P (voir ci-dessus), E
l'espace P muni de la topologie la moins fine rendant conti
nues l'application identique et v (B est donc un EVT métrl'
sable), soit u l'application identique de E sur F: u est
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une application linéaire continue biunivoque de E surF dont

l'inverse n'est pas continue.

Exercice 1. Tout espace de Banach séparable E est
isomorphe & un espace quotient de 1'espace Ql' dea suites
sommables (isomorphismes pour la structure normée). (Prendre
une suite dense (xi) dans la boule unité de E, et prouver
que l'application (Ai) —> Z?\ixi est un homomorphisme
métrique de Ql sur E). Tout espace de Banach E (sépara-
ble ou non) est isomorphe & un espace quotient d'un espace
Ql(I) (prendre pour I une partie dense de la boule unité

de E).

Exercice 2. Soit M un espace compact, E un espa
ce localement convexe métrisable et complet (resp. un espace
de Banach), F un sous-espace vectoriel fermé de E, ¢ 1'ap-
plication canonique de E sur E/F. Montrer que l'aprliceti-
on f—> Yof de C(M,E) dans C(M,E/F) est un homomor
phisme (resp. un homomorphisme métrique) du premier espace sur
le second. (Utiliser le lemme du N2 14 - resp. le corollaire
1l du th. 9 - et la démonstration du th. 4, N2 9). Si M est
seulement localement compact et dénombrable & l'infini, prou-
ver l'analogue pour C(M,E/F) et CO(M,E/F).

Exercice 3. Soit K un cube compact de B . soit F
un espace de Banach dont les éléments sont des fonctions sca-
1aires-sur K, avee une topologie plus fine que la convergen-
ce simple, S1 F contient les fonctions indéfiniment dif-
férentiables sur K, il existe un entier m > O tel que F
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contient aussi les fonctions m fois continiiment différentia

les sur X. (Montrer que l'application identique de l'espace
E(K) - voir N2 10 - dans F est continue).

Exercice 4. Soient E et F deux EVIT métrisables

et complets, soit u une application lindaire continue de E

dans F telle que u(E) soit de codimension finie. Montrer

que u est un homomorphisme. Plus généralement, deux sous-es

paces vectoriels de E, images d'espaces vectoriels topologi-
ques métrisables et complets par des applications 1linéaires

continues, et qui sont supplémentaires algébriques, sont sup-
plémentaires topologiques.

15. Le théordme de Banach-Steinhaus. -

Théoréme 11 (Théordme de Banach-Steinhaus). Soit E

un EVT métrisable et complet, F un EVT guelcongue, M un
ensemble d'applications linéaires continues de E dans
F. Pour que M soit équicontinu, il faut et i1 suffit
gue pour tout x € E, l'ensemble M(x) des transformés
de x par les u €M soit une partie bornée de F (i.e.
que M soit une partie de L(E,F) bornée pour la topo-
logie de la convergence simple - voir N? 8, prop.1l5).

La nécessité est immédiate, on vérifie que, plus gé
néralement '

Proposition 22. Si M est un ensemble _équicontinu
d'applications linéaires d'un EVT E dans un autre F,

alors pour toute partie bornée A de E, 1'ensemble
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M(4) = U u(A) est une partie bornde de F (i.e. X

ueM
est une partie bornée de L(E,F) pour la topologie dela
convergence uniforme sur les parties bornées de E -

voir N¢ 8, th. 3 et prap.l5).

Réciproquement, si sous les conditions générales du
th. 11, 1l'ensemble M(x) est une partie bornée de F pour
tout x €E, montrons que M est dquicontinu. Il suffit de
prouver 1l'équicontinuité a l'origine, i.e. que pour ‘iab voi-

sinage V de O dans F, l'ensemble U = M-l(v) = a(v)
ueM
est un voisinage V de 0 dans E. On peut supposer V fer-

mé, alors U est fermé, de plus l'hypothése sur M signifie
exactement que les ensembles U sont équffi’%;gg.’ Cr il résul
te du théoréme de Baire qu'une partie fermée €quilibré U de
E a un intérier non vide (voir premidre partie de la démons-
tration du th. 9), donc que U - U est un voisinage de0 dans
E. I1 en résulte que M-l(V—V) est un voisinage de O dans E,
d'ol la conclusion voulue, car quand V varie, V -V par-
court un sysféme fondamental de voisinages de O dans F.

Corollaire du Théoréme de Banach-Steinhaus. Soit E
un EVT métrisable et complet, F un EVT séparé quelcon-

que, (ui) une suite d'applications linéaires et conti-
nues de E dans F, convergeant pour tout x € E vers

une limite u(x). Alors (ui) est une suite équiconti--

nue, donc u est une application continue (et évidem-

ment lindaire) de E dans P, et (u;) tend vers u
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uniformément sur tout compact.

L'énoncé analogue pour un filtre & base dénombrabls
dans L(E,F) est d'ailleurs encore valable, car on se raméne
immédiatemment au cas d'une suite.

Une application particuliérement importante du th;
de Banach-Steinhaus est le théoréme suivant, qui redonne 1le
précédent en faisant P = corps des scalairea:

Théoréme 12. Soient E et F deux EVT métrisables
&% complets, G un EVT guelconque. Pour gu'une applica-
tion bilinfaire u de EXF dans G soit continue, (il

faut et) il suffit qu'elle soit continue par rapport &

chague variable séparément. Plus généralement, pour qu'un
ensemble M d'applications bilinéaires de EXF dans G
soit équicontinu, (il faut et) il suffit que les u &M
soient séparément continues, et que pour tout (x,y) €
€ EXF, l'ensemble M(x,y) des transformés u(x,y) par
les w € M, soit une partie bornée de G.

La nécessité des conditions est immédiate. La suf-
fisance résultera du

~ Lemme. Soit E un EVT métrisable et complet, T un
espace topologigue métrisable, G un EVI, M ur ensem-
ble d'applications (x,t) —> u(x,t) de EXT dans G,

linéaires par rapport & x. Pour que M soit éguiconti-
nu, il faut et il suffit que les trois conditions sui-

vantes soient satisfaites: 1) les u €& M- gsont continues

par rapport & x; 2) l'enspmble M est équicontinu par
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rapport & ¢, i.e. pour tout x €E, l'ensemble des ap-
plications t —» u(xo,t) de T dans G est é&gquicon-

tinu; 3) M est borné pour la topologie de la convergen-
ce simple, i.e. pour tout (x,t) € EXT,l'ensemtle M(x,t)
des u(x,t) pour u € M est une partie bornée de G.

(Ce lemme a été pris dans un manuseript de N.Bourbaki).

Le lemme implique bien le th. 12, car les conditions
du th. 12 impliquent les conditions du lemme (la condition
2) du lemme sera en effet vérifiée grice au théordme de Ba-
nach-Steinhaus). Pour démontrer le lemme, on peut se ramener
au cas ou T est compact, grice au fait suivant (dont la vé-
rification est immédiate): Soit P wun espace métrisable, M
un ensemble d'applications de P dans un espace uniforme G:
pour que M soit équicontinu au point p € P, il faut et il
suffit que pour toute suite (pn) tendant vers p, l'ensemble
des restrictions des u €M & l'ensemble des (pn) et de p
soit équicontinu au point p. - Quant T est compact, les hy-
pothéses 2) et 3) impliquent qué pour tout x € E, lt'ensem-
ble des u(xo,t) pour u€M et t &T est une partie bor-
née de G (petit raisonnement de compacité). Mais en vertu
du l'hypothése 1) et du th. de Banach-Steinhaus, cela impli-
que que l'ensemtie de toutes les applications x ——> u(x,t),
quand u varie dans M et t dans T, est un ensemble ¢é-
guicontinu d'applications de E dans G. Si donc W est un
voisinage de 0 dans G, et (xo,to) € EXT, il existe un
voisinage U de X tel que u(x,t) - -a‘(xo,t) € W, dé¢s que

X €U, quels que solent t €T et u €M, et d'autre par en
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vertu de l'hypothése 2) 11 existe un voisinage V de t, dans
T tel que u(xo,t) - u(xo,to) €W pour tout t €V, quel
que soit u € M. On a donc u(x,t) - u(xo,to) EW+ V pour
x €U, t €V, quel que soit u € M. Comme W éteit un voisi-

nage de O arbitraire dans G, il en résulte bien que M est
équicontinu.

Exercice - Soit E un espace topologique, F une
partie de E; on dit que F est maigre par rapport & E en

un point x de E, s8'il existe un voisinage V de x- tel
que VNF soit partie maigre de E. a) Montrer que si E est
un espace de Baire, et si F n'est maigre en aucun point

x €F, alors F est un espace de Baire. b) Montrer que si F
est un espace de Baire et dense dans E, alors E est un es-
pace de Baire et pour aucun point x € F, F n'est maigre en
x (par rapport & E). (Donc, si F est un sous-espace topolo
" &lque dense de E, pour que F soit un espace de Baire, i1
faut et il suffit que E 1le soit, et que F ne soit maigre
par repport & E en aucun point x €F). ¢) Soit E un EVT,
F un sous-espace vectoriel dense. Pour que F soit un espa-
ce de Baire, i1 faut et il suffit que E 1le sdit, et que F
ne soit pas maigre dans E. En particulier, si F est un EVT
métrisable, pour que ce soit un espace de Baire, il faut et
il suffit qu'il ne soit pas maigre dans son complété. d) Soit
E un EVT. Pour que E soit un espace de Baire, il faut et
i1 suffit que E ne soit pas la réunion d'une suite d'ensem-
bles fermés sans intérieur.



CHAPITRE 2,

IES TRROREMES GENERAUX DE DUALITE DANS
LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES. OU:

LE THEOREME DE HAEN-BANACH ET SES
PREMIERES CONSEQUENCES.

l. Introduction.

Comme le titre 1l'indique, nous groupons dans ce Cha
pitre toutes les propriétés de dualité qui se groupent immédi
atement autour du théoréme de Hahn-Banach, pour autant qu'el-
les se rapportent aux espaces localement convexes les plus é-
néraux. Des catégories particulidres d'espaces seront étudi-
ées dans les Chapitres suivants.

Contrairement au Chapitre précédent, la structure par
ticuliére du corps du réels, et en particulief sa structure
d'ordre, vont maintenant intervenir de fagon essentielle. Com
me le corps des féels R est un sous-corps du corps des com
plexes C, tout espace vectoriel complexe E est aussi muni
d'une structure d'espace vectoriel réel, soit Eo cet espace
veptoriel réel, Pour une topologie sur E, il revient au méme
qu'elle soit compatible avec la structure vectorielle sur les
réels, ou sur les complexes; si E est un EVT complexe, on -

peut donc considérer l'espace vectoriel topologigque réel as-

socié Eo. (Alors 1l'application x —> ix est un endomorphis
me continu de 1'EVT réel EQ’ dont le carré est égal & -1, et
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il est facile de voir que réciproquement, si on se donne sur
un EVT réel Eo un endomorphisre continu u de carré =1,

Eo ~est 1'EVT réel agsocié & une structure 4'EVT complexe bi-

en déterminée sur Eo; mais nous n'aurons pas besoin deceld ).

Appelons dual d'un EVT E (réel ou complexe), et

notons E', l'espace des formes linéaires continues sur cet es
pace. On a alors la

Proposition 1. Soit E un EVI complexe, Eo 1'EVT-

réel associé. Si & toute forme linéaire continue x' sur

E, on fait correspondre la fonction x-——>GL(x,xﬁ> sur

l'ensemble E = Eo’ on obtient une application biunivo-
que du dual E' de E sur le dual (Eo)' de E,

ui
est un isomorphisme pour les structures vectorielles ré-
elles de E' et (Eo)'. Si x' est la forme 1linéaire
complexe correspondant & la forme linéaire continue ré-
elle y', alors le noyau de x' est VANiV, ou V est le
noyau de y'.

Pour le premier point, on mnote que Q(x,x') est
bien une forme linéaire réelle continue sur E, soit y', que

x' s'exprime & l'aide de y' par
(x,x"» = {x,y> -1 {ix,yD

et que réciproquement, si y' est une forme linéaire réelle
continue donnée sur E, la formule précédente définit x' com
me une forme linéaire complexe continue. La caracterisation

du noyau de x' est aussi immédiate sur cette formule.
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2. Ensembles convexes, ensembles disqﬁés.

Définition 1. Soit A une partie d'un espace vee-

toriel E. A et dite convexe si avec deux points x et

7, A contient aussi le segment qui les joint.

o Reppelons que le segment qui joint les points x et

a'y est 1'ensemble des points x+(1l-2)y, o 0<£A K1,
- Un ensemble réduit & un point, une sous-variété linéaire ,
un segment, sont des exemples d'ensembles convexes. Si F est
un - sous-espace vectoriel de E contenant A, il revient au

méme de dire que A est convexe dans F, ou dans E.

Proposition 2. Soit E un espace vectoriel de di-

mension 1. Les parties convexes de E sont &{ntervalles

(finis ou infinis, fermés ou ouverts ou semi-ouverts) de
E.

Démonstration immédiate.

Proposition 3. Toute intersection, toute réunion

filtremte croissante de convexes est convexe; l'image di-

recte ou inverse d'un ensemble convexe par une applica-

linéaire est convexe; si les E
toriels et les Ai<: Ei

produlit des Ai est une partie convexe du produit des

sont des espaces vec-

i
des parties convexes, alors le

Ei; la somme d'une famille d'ensembles convexes A; Q'un

espage avectoriel E est convexe; un translaté, un ho-

mothétique d'un ensemble convexe est convexe.

Tout est trivial: Les cing premidres propriétés de
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stabllite se vérlfient dlrectment ‘le cas de la somme se rame'
ne alors au cas d'une somme. flnie, puis on regarde E:A com’
me 1'image du convexe TfT Ai-,par l'application linéalre
(xi) — in de E° dans E. En particulier, si A st
convexe, A + x est convexe pour tout x € E, car ;{x} est
convexe. | |

. Comme E est convexe;_et qﬁ’une intersection.. de
convexes @st un convexe, il existe un plus petit ensemble con
vexe contenant un ensemble A donné, on l'appelle 1' envelop-
Bg_cbnvexe de A. On le désigne prar la notation -_["(A).

Pr0p081tion 4. Soit-,A. une partle d'un espachvec-

_toriel Alors son'enveloppe'convexe - [(aA) est 1l'en-.

sont des'élé;

semble des sommes A%y gg es xi
: 1«<ig¢n '

f-gggggjgg, A et les hi,_dgs'écalaires_ppsitifs de som-

‘me égale & 1. |
Pour prouver la prop031t10n 4, 11 suffit de montrer

que 1' ensemble de ces sommes E:Aixi' est bien convexe (ce
qui est 1mmédlat), et qu'une tel}e somme Z:Xixi est conte
‘nue dans tout convexe B. contenant A. Or cela est  trivial
pour une somme de 1 ou 2 termes, et se vérifie par récurrence

sur le nombre de termes dans le cas. général.

Définition 2. Soit A une partle d'un espace vec-

toriel E. On dit que .A. est disquée, ou que A est un
disgue, si avec deux p01nts X et y 11 contient aussi
‘tous les points = Ax + V‘ ¥y, o A et » sont deux sca-
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laires tels gue |A| + |w| < 1.

Un tel ensemble est donc & fortiori convexe, et de
plus cerclé, i.e. stable par les homothéties de norme <1; la

réciproque est vraie, on a méme:

Proposition 5. Soit A une partie 4'un espace vec-

toriel E. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) A est disqué;
b) A est convexe et cerclé;
¢c) A est convexe, et AA <A pour [A] =1.

I1 suffit de prouver que ¢) implique b) et b) impli

que a). Admettons c) et prouvons que AACA pour IA] £1;
A

éerivant A = |A] X quand A n'est pas nul, on voit

qu'on est ramené au cas 0 <& A £ 1, or si X €A, On a -x €A,
donc (A étant convexe) le segment (-x,x) et en particulier
les Ax eavec 0 & A &1 sont dans A. Admettons B, soient

x et y dans A, et |[A| + |r| €1, prouvons que AX +
+ By €A: on peut supposer A et } non nuls, et en éeri-

vent encore A = |A| -\—:T ,  po= |p] il Se ramener au cas

oi A et p sont > 0; il suffit alors d'écrire

Ax + py = (,H‘P)("if‘ X + 9\’:?" y).

Les propriétés de stabilité époncées dans la propo-

sition 3 sont toutes encore vraies pour les emsembles disqués,
sauf qu'un translaté d'un ensemble disqué n'est en général

plus disqué. On le montre soit directement comme dans prop.3,
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soit comme corollaire de la prop. 3, en utilisant le critére
¢c) de la prop. 5. Comme un ééuS—espace vectoriel de E, et en
particulier E lui-méme, est manifestement disqué, on caclut
encore qu'il existe une plus pétite partié disquée de E conte

nant une partie A donnée; on l'appelle 1'enveloppe disquée

de A. On montre comme pour la proposition 5 que 1'enveloppe
disquée de A est l'ensemble des sommes Z"ixi’ ou les x,
sont des points de A, et les A des scalaires tels gue

i
Zl?\il £1.

Dans le cas ol le corps des scalaires est R, il

n'existe que +1 et -1 comme scalaires de norme = 1, donc
(prop. 5, critdre c)) les ensembles disqués sont alors les en-
sembles convexes symétriques (A est dit symétrigue si A=-A).

3. Cdnes convexes et espaces vectoriels ordonnés.

Bien que la théorie élémentaire qui suit ne soitms
nécessaire au développment de la théorie des EVT elle-méme,

nous la donnons en raison de sm intérét dans les applications.

Définition 3. Une partie A d'un espace vectoriel

E est appelée un cdne, si AA €A pour tout A>O0.

A peut contenir ou non 1l'origine; la définition si
gnifie aussi que A est la réunion de demi-droites "ouvertes'
d'origine O. L'ensemble vide, ou un sous-espace vectoriel,
sont des cones particuliers.

Proposition 6. Soit A wune partie d'un espace yec-

toriel. Pour gue A soit un cone convexe, il faut et il

suffit qu'il satisfasse aux deux conditions:
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S ArACA et AA A pour >«>o,
Pour la nécessité on écrit X+y= 2(—x + ) qui

montre que si =x,y E.A, alors X +y é A. la suffisance, est:

encore_plus triviale.

. On a encore pour les cdnes convexes des propriétés

de stabilité exactement identiques a celles de la propositlon
.3, sauf qu un. translaté d'un cdne convexe n' est pas un. cone
convexe en général, ces prOprlétés se voient encore soit di-
rectemenf;'BOit c omnie corollaire de la prop; 3. S1 A est une.
.partie quelconque de E, 11 existe encore un plus petlt ‘cone

convexe contenant. A, qu'on appelle le cdne convexe engendré

par K. On voit aussitot qué le cone convexe engendré par 4

est l'ensemble de toutes les sommes Z:kixi, ou les xlsont

dans -A et les A, des scalaires >0.

Définition 4; Soit E . 'un'eepace vectoriel.Une étru'

cture de pré—ordre sur E est dite gggggtible avec la struc-
ture vectorielle de E, 81 elle est invariante par translati-
ons et par homothéties strictement positives. Un espace vectn
riel E muni d'une structure de (pré) ordre compatib;e avec

la structure #ecforielle est appelé espace vectoriel (pré)or-’

Lee axiomes signifient donc que X £ ¥ J impliqﬁe
X ;‘z g'y + z pour tout  z € E, et AXx K %y pour tout 2>0.
On en déduit aussitdt que x, { y; ot X, < y2 . impliquent
x, +x, yl * y2 - En particulier, x £y équivaut & y -
- X ) 0 donc le préordre est connu quand on connait 1'ensem-
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ble P des éléﬁent§ 20 (appelés encore éléments -pdsit’i_
£s). D'aprés la prop. 6, on voit aussitdt que P est un cone
convexe, contenant évidemment 1l'origine. Réciprbquément, solt
P un cone convexe dans E coht_enant 0, on vérifie innnéd'i_a-.-
tement que la relation’ y-x <P définit sur E une reletion
de préordre (elle est réflexive parce que O € P, transitive
' parcé que P + P C P):, compatible avec la structure vectoriel

le (parce que AP C P pour A 0) On obtient ainsi la pre
midre partle de la . : ' '.

Proposition 7. 1) Soit E un-esbace vectoriel. A-
lors il y a correspondance 'biunivoqne entre les préordree
sur E compatibles avec la structure vectorielle, et

les cOnes convexes dans E - contenant l'origine. 4 X un

préordre compatible avec. 1a structure vectorielle corres-
pond le cone P des éléments positifs de E, et & P
correspond le préordre défini par: &y équivaut &

y-x €P.,

2) Pour qu'un espace vectoriel préordonné E soit
ordonné, il faut et il suffit gue P N (-P) = |0}; pour
qu'il soit filtrant croisaant il faut et il suffit que

e

P-P=E. (P désignant le cone des éléments positifa).

Ta deuxidme partie est laiseée au lecteur.

4. Correspondance entre semi-normes et disques equi-

1ibrés. Caractérisations des espaces localement convexes.

Théordme 1. Soit E un espace vectoriel, et soit p

une semi-norme sur E, Alors l'ensemble U des x€E tals
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que p(x) 1 ("boule unité' aeeociée A P) est un dis-
que éguilibré, et p ‘est connu gpand on connalt u, gré-
‘ce d
p(x) =~ Inf  Ai°,
AY0,X€ AU .

_ Réciproquement, si U est un disque équllibré aana_
:E,.la formule précedente (qui définit bien une fonction

- . positive p, U . étant . équllibré) définit une semi-norme
p sur E (appelée jauge de U), Sa boule unité est U
 g augmenté des extrémitée des- intervallee découpés par U

eur les droites réelles passant 2_; 0.

Partie directe triviale. Pour la réciproque, il est
.d'abord 1mmédiat que p(i\x) = |2] p(x) ‘pour. tout scalaire A
'(parce que L' est cerclé). ‘Pour prouver p(x+y) < p(x)+p(y),
on note que p(x) <A et p(y) 4 }L implique -p(x'f y) £
© & N4p,; car ' '

N M
yy v+ - X e

')\U+ rLUa(Aq-).L)(' (?\+}L)U

i (U étant convexe) La caractérisation de la boule unité aa-

sociée 4 p est de nouveau triviale. -Ona donc une corres-
' pondance’ biunivoque entre~1es semi-normes sur _E; d‘une part,"
et les disques équilibrés.dont'l‘iﬁterseétion?avec toute droi
te_hqmogéns réelle ést"ferméé d'autre part. En particulier:

Corollaire 1. Soit .E' un EVT. Alors ies semi-nor-

"; mes continues sur E correspondent ‘biunivoquement aux

voisinage disgués,gﬁ fermés de 0 dans E.
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‘Théoréme 2. Soit E un EVT. Les conditions suivan-
tes sont équivalentes:

a) E est localement convexe (voir Chapitre I, Ne
6, Définition 4);

b) E admet un systime fondamental de wuisineges dis-
qués de O;

c) E admet un systéme fondamental de voisimages con-
vexes de O.

Lréquivalence de a) et b) résulte du corollaire 1,
car dire que E est localement convexe signifie que les bou-
les unités associdées aux semi-normes continues sur E forment

un systéme fondamental de voisinages de 0. Il suffit donc de

montrer que ¢) implique b), et pour cela on note que si \'f

est un voisinage convexe de O, alors [/ﬁ\ AV est un voi-
A=l

sinage de O convexe (car intersection de convexes) et sta-
ble par homothéties de norme 1, donc disqué (prop. 5).

Soit E un espace vectoriel. la borne supérieure
de toutes les topologies localement convexes sur E est une
topologie localement convexe, quil est manifestement la topolo
gle localement convexe la plus fine sur E. Pour qu'une par--
tie convexe V de E soit un voisinage de 0, il faut et il
suffit qu'elle soit équilibrée. La necessité est triviale, et
pour voir qu'elle est suffisante, on peut encore supposer V

disqué (sinon on le remplace par [/;\ AV); alors V eonti
A=l
ent 1'intérieur de la boule unité définie par la semi-norme p
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;auge de V, donc est un voisinage de 0 pour la topologie
semi-normée définie par p, d'od notre assertion. - Un point
X €E est dit point interne d'un ensembie V, s1 V-x est é-
quilibré; on voit donc que si V est convexe, il revient au
méme de dire que x est intérieur & V pour la topologie 1o
calement convexe la pius fine, ce qui raméne une notion de na

ture purement algébrique & une notion topologique.

5. Ensembles convexes dans les EVT.

Proposition 8. Soit E un EVI, Alors 1l'adh érence

d'un ensemble convexe (resp. un disque, un cdne convexe)

est un ensemble convexe (resp. un disque, un cdne con-
vexe). | ‘

L'adhdrence de l'enveloppe convexe L (A) d'un en-

semble A est appelée enveloppe convexe fermée de A, et no-

tée . ['(R). On @éfinit de méme 1'enveloppe disquée fermée de
A (ou disque fermé engendré par A), et le cdne convexe fermé
engendré par A.

Proposition 3. Soit E un EVT, A une partie conve-
o -
Xe de E. Alors A est convexe, et s8'il n'est pas vide,

son adhérence est identigue & l'adhérence de A. Si X

est un point intérieur de A, alors l'intérieur de A

(resp. l'adhérence de A, respectivement la frontidre de

A) est la réunion des intervalles ouverts (resp. des in-

tervalles fermés, resp. des extrémités finies des inter-
valles) définis par l'intersection de A avec les droi~

tes réelles passant par 'xo.
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La démonstration résulte immédiatement du

Lemme. Soit A une partie convexe d'un EVI E, x
un point intérieur & 4, y un point adhérent & A; a-
lors le segment (x,y) privé de y est intérieur & A.

Soit en effet 0 < 7\ l, prouvons que Ax +(1- A)y
est intérieur & A. Soit U = A Consid®rons l'ensemble des
z €E tels que AU + (L -2z 32ax+ (1 - Ay, i.e. 1l'en--

A
gsemble y + ﬁ(x - U); c'est un ensemble ouvert contenant

y (car =x € U), donc (y é&tant adhérent & A) 11 contient
un 2z € A. Mais comme U CA, AU+ (1- A)z est elors un
ensemble ouvert contemu dans A, et contemant Ax + (1 -2y,
d'ol la conclusion.

Corollaire. L'intérieur d'un disque est un. disque,

1'intérieur d'un cdne convexe est un cone convexe.- Soit
P une semi-norme continue sur E, U la bouleunité as-

socide. U est fermé, son intérieur est l'ensemble des-

X €E tels gue p(x) <1, _sgi frontidre 1l'ensemble des
X €E tels que p(x) = 1.

Exercice 1. Soit A un ensemble convexe dans un es
pace vectoriel de dimension finie E; si la variété linéaire

affine engendrée par A est E, alors A a un intérieur non -
vide.

Exercice 2. Soit A une partie d'un espace vectori
el E de dimension finie n. Montrer que l'enveloppe convexe
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de A est l'ensemble des sommes & n termes Z:ﬁAx ol
xi €A, %i.> o, E:%i = 1. En conclure que si A est com

pact, ['(A). est compact.

‘ Exercice 3. Soit A une partie convexe compacte 4
un espace vectoriel :éel de dimension n, on suppose que 1l'in
térieur de A n'est pas vide. Montrer que A est homéomor-
phe & la boule unité de RB.

Exerciqe 4. Soient A e B deux parties convexss
d'un EVT séparé E. Montrer que 1'enveloppe convexe de A U B
est l‘ens_emble‘des sommes Ax + (1 - 2)y, avee X <€A, y€EB,
0 $'% <1. Corollaire: Si A et B sont convexes compacts,

alors [ (AUB) est compact. b) Soit A une partie convexe
de E, contenant O, montrer que son enveloppe disquée est
contenue dans A - A dans le cas des scalaires réels; dans
(A - A) + 1(A - A) dans le cas des scalaires complexes. Co-
rollaire: Si A est un ensemble cbnvexe relativement compact,

son enveloppe disquée est relativement compacte.

Exercice 5. Soit E.'un espace localement convexe.

Montrer.que 1'enveloppe disquée fermée d'une partie précom -

pacte de E est.précompacte. Cas ol toute partie bornée fer-
mée de E est compldte.

Exercice 6. Soit E un EVT, A une partie convexe
de E, V un sous-espace-vectoriel, alors TR(A\JV) = A+V.
. En conclure que.ai E est séparé, A ‘est convexe - com act ,
‘et V un sous-espace fermé, alors T(AUY) = A + V. (Mon-
trer que si A et B -sont deux parties de E, A compacte,
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B fermée, alors A+B est fermée).
- 6. Le théordme de Hahn-Banaeh.

Dans les. deux numéros qui suivent, un hyperplan dé-
signe un sous-variété linéaire affine de codimenmsion 1, non
nécessairement homogéne. Si E est un EVI, on a vu au Chap.
1, N2 12 (prop. 21 et th. 6) qu'un hyperplan V dans E est

fermé si et seulement ai son complémentdire a au moins un po=
| int intérieur, ou encore si et seulement ai, V étant donné
par 1l'équation x € ¥V & (x,x’) ‘= X, la forme .linééire
x' sur E est continue. Notons qu'il y a donc correspondan-
ce biunivoque entre les hyperplans non homogdnes fermés de E
et les formes linéaires continues non nulles sur E, & la. for
me linéaire x' correspondant. 1'hyperplan V d'équation
- {x,x’> =1, Dire que V ne rencontre pas un emsemble A, si
gnifie que x' ne prend pas la valeur 1 sur cet ensemble ;
81 A est disqué, cela signifie aussi que |{x,x'> | < 1
pour X €A. S1 A est de plus ouvert, donmc l'intérieur Qe
‘la boule unité associée a une semi-norme continue p sur E,
‘cela signifie aussi ‘que |~.x,x' > | €1 pour x €4, i.e.
[{x,x'> | & pour p(x) 1, c'est & dire que x', consi-
dér‘ comme forme linéaire sur l'espace E semi-normé par p,
est de norme <1 (Chapitre 1, Ne 5).

Théordme de HAHN-BANACH I. Soit E un EVT réel ou
complexe, soit U une partie de E, convexe, ouverte et non
- ¥ide, soit V une sous-variété linéaire de E ne ne rencentrant

. pas U. Alors il existe un gxpe;plan fermé pgssant par V, et
‘ne rencontrant pas u.
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Théordme de HAHN-BAWACH I. Soit E un EVE réel ou
complexe, soit U wune partie de E, convexe, ouverte et

non vide, soit V un sous-variété lindaire de E ne ren-

contrant pas U. Alors il existe un hyperplan fermé pas-

sant par V, et ne rencontrant pas U.

Démonstration. En faisant une translation, on peut

toujours supposer que O €V, donc que V est un sous-espace
vectoriel. De plus, on peut se borner au cas des scalaires ré
els, car dans le cas complexe, ai ¥ désigne un hyperplan ré
el passant par V, ne rencontrant pas U, alors WNiW est un
hyperplan complexe satisfaisant & la méme condition. Soit M
1'ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant V et
ne rencontrant pas U. Ordonné par inclusion, M est manifes-
tement inductif, soit W wn élément maximal, il suffit de prou
ver que W est un ﬁyperplan qui sera nécessairement fermé
puisque U est ouvert et contenu dans . CI. Montrons que si
alors W était de @pdimension > 2, W ne serait pas maxi-
mal. En effet, F = E/W serait un EVI de dimension 22,
et 1'image U' de U par l'application canonique § de E
sur F- serait une partie ouverte, convexe, de F ne conte-
nant pas O; si nous construisons alors une droite homogéne D
dans F ne rencontrant pas U', la proposition sera &tablie,
car 'li')l(D) sera dans M, contiendra ,# et sera distinct de
¥. On est donc ramené & trouver une droite homogéne D dans P
‘ne rencontrant pas une partie convexe ouverte U’ donnéq,_ ne
contenant pas l'origine., Comme dim.F > 2, on est aussit‘ojar ra-
mené au cas od F est de dimension 2 et on peut supposer F
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séparé. De plus, on constate aussitdt que C = U AU'  est

A>0
un cone convexe ouvert ne contenant pas 1l'origine, et conte-

nant U', de sorte qu'on peut remplacer U' par C. Comme le
complémentaire de {0} est connexe et manifestement distinct
‘de C, C a au moins un point fronti®re x dans ce complé -
mentaire. C étant ouvert, et un cdne, les Ax avec A2 G
sont aussi pdints frontiére, dae non contenus dans C. De mb-
me, si A<0, Ax ne peut &tre &lément de U, car alers
tous les points du segment (Ax,x) privé de x sersient dans
U (N2 4, lemme), ce qui n'est pas. Ainsi, la droite homogdne
passant par x répond & la question. CQFD.

Supposons maintenant que l'ensemble U du théoréme
précédent soit disqué. Il contient donc l'origine, donc la va
riété linéaire V n'est pas homogdne; elle est donc, dans 1°
espace vectoriel F engendré par V, un hyperplan non homogé
ne de F. Utilisant les remarques du début du N2, on trouve: |
toute forme lindaire x' sur un sous-espace 7, telle que
[{x,x'> | <1 pour x €UNF, est la restriction d'une for
me linéaire y' sur E, telle que |<x,y'> | <1 pour
x € U. En d'autres termes: '

Théoréme de HAHN-BANACH II. Soit E un EVT, p une

semi-norme continue sur E, F un sous-espace vectoriel

de E, x' une forme linégire sur F, de norme <1 (pour

18 semi-norme induite par p). Alors x' est la restri®

ction & P Jd'une forme lindaire y' sur E; de _norme
£1 (pour la semi-norme p sur E).
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Dens cet énoncé, nous avons omia de dire que ‘' x' et
y sont continuesa, car elles le sont automtiquement. Bien en
tend_u,‘ la topologie de E n'intervient pes en fait dans cet R
énoncé, mais seulement la donnée de 1a semi-norme .p.

Corollaire 1. Soit E un espace vectoriel locale-

mént'éonvexe, F un aous-eapace vectoriel. Alors toute
forme linéaire eontinue sur P est la restriction d'une
forme linéaire continue sur E. !l‘out ensemble équiconti-
nu de formes linéaires sur P est 1l'ensemble des res-
irictions d'un ensemble équicontinu -de formes 1inéaires

sur E.

11 suffit de noter qu'un ensenble A de formes 1i-
néaires, sur un espace localement convexe - (r par exemple) est
. équicontinu si et seulement si il existe un ‘voisinage U de 0
tel que toutes les 'x' € A _soient majorées par 1 en module
sur U; ou encore qu'il existe une semi-norme continue p sur
. ¥ telle que toutes les x' € A soient de norme <1 (quand

E est seni-non‘ par P = En particul:\.or:

Corollaire 2. Soit E un éspace loealement convexe
séparé. Alers pour tout élément non nul ‘' x de E, il e-
xiste x' € E' telle gue <x,x'> - 1.

Il suffit de coneid‘rer la fomo linéaire Ax —> A
sur la droite P engendrée par x, forme linéaire continue
car B donc F est séparé, et d'appliquer le cor.l1'= Plus
généralement, on prouve ainai le .
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Corollaire 3. Soit E un espace localement convexe

~ séparé, soient XypeeerX deslélémenta linéairement in-
dépendants de E, et ci"°"°n des scalaires quelcon-
ques. Alors il existe une forme linéaire continue x' sur

E telle que (xi,x'> = ¢, pour fout i.

En particulief, soit, pour tout i, xi une fcrme
linéeire continue sur E telle que <x x}) = S ; (indice
de Eronecker) pour tout j; alors l'opérateur Z x'®x dans
E est une projection continue de E sur 1'espa%e vectorim
el epgendré par les X, d'ou (Chap. 1, Ne 11):

Corollaire 4. Soit E un espace localement convexe
séparé. Tout sous-espace veetoriel de dimension finie de

E admet un supplémentaire topologique.

Exercice. Soit E un EVP, P un cdne convexe dans
E contenant l'origine et ayant un intérieur nen vide (c'est.
donc 1'ensemble des éléments positifs de E pour une certai-
ne structure d'éspace vectoriel pré-ordonné filtrant sur E,
(voir K2 3); soit F un sous—eapace vectoriel de E rencon-
trant 1l'intérieur de P. Montrer que toute forme linéaire "po
sitive"™ éur E, i.e. qui prend des valeurs positives sur P,
est continme, ot que toute forme linéaire positive sur P est
la restriction d'une forme linéaire positive sur E.

7. Séparation des ensembles convexes. Caracterisa-
tion de 1'adhérence d'un ensemble convexe.

Dans ce N2, nous n'envisageons que des espaces vec-
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torlels ;égl_s. | | |
Soit E un EVT de dimension P 1, x' une forme li"
néaire continue sur E, et ‘® un scalaire. Alors 1'ensemble .'
M des x €E ‘tels que (x x'> RS Y est u.n ensemble conve
| xe fermé dont 1l'intérieur - ll est l'ensemble des pointe x €E
tels._que {x,x'> < X, et dont la frontiére est_lhyperplan
vV d'équation - (x'x') = « . Un ensemble tel que M e'st- ap-
' pelé un demi-espace fermé et l'intérieur d'un tel ensemble_
" un demi-espace ouvert Comme les inégalitéa , (x,x') >
et (x x') > & g'derivent <x,-x'> < - et {x,-x"D{-K,
elles définissent aussi un demi-espace fermé Ml, resp. un de
mi-espace ouvert M1 'On constaté” qu'il exiate .exactement.. '
deux demi-eapaces fermés dont la frontiére soit l'hyperpl_an
fermé V, a savoir les ensembles M et M1 précédents° “on

les appelle les demi-espaces fermés définis par 1'hyperplan

(fermé) V. Leur intersection est V, tandis que les demi-es-
paces ouverts correspondants ne se rencontrent pas.

On dit qu'un hype glan fermé v sépare (reSp. 8é- -
pere strictement) deux parties A et B de E, sl A est
contenu dans 1'un et be dans l'autre dea demi-espaces femés
(resp. ouverta) définis par V. Cela signifie done qu'en met-
tant V sous forme d'une équation _ '< x,x'>' s X, X' pr_end

des valeurs < x sur A et des valeurs > X sur B (reép.

des valeurs < x sur A et des valeurs >  sur B), ou
vice-ire_rsa; ou encore que le point & (daxi_s R) sépare(regp.'
sépare strictement) les ensembles x'(A) et x'(B). Si done
x' est donné, pour qu'il existe un & tel que. i'hjperplan a
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{x,x'> = & sépare A et B, il faut et il suffit . qu'il
existe o  géparant x'(A) et x'(B); si en particulier 4
et B sont convexes, x'(A) et x'(B) sont convexes, donc
des intervalles (prop. 2), et 11 est évident qu'il suffit que
ces intervalles ne se rencontrent pas, i.e. que x' ne s'an-
nule pas sur A - B, c'est & dire que l'hyperplan homogine W

défini par x' ne rencontre A - B. Appliquant le th.de Hahn
Banach I,. on trouve la premidre partie de la

Proposition 10. Soit E un EVT localement convexe,
soient A et B deux parties convexes disjointes de E.

1) Si A ou B est ouvert, il existe un gxpegplan
fermé séparant A et B.

2) S1 A est fermé, B compact, il existe un hyper-
plan fermé séparant strictement A et B.

La deuxiéme partie se déduit aussitdt de la premi-
ére: il résulte de 1'hypothdse qu'il existe un voisinége.U de
O telque A+ U et B+ U ne se rencontrent pas (cela ré-
sulte d'une propriété bien connue des ensembles compacts dans
les espaces uniformes), et E é&tant localement convexe, on
peut prendre U convexe. Alors A + U et B+ U sont des
ouverts disjoints, aux quels on applique 1l).

Appliquant 2) au cas d'un convexe fermé et d'un en-
semble réduit & un point, on trouve le

Théordme 3. Soit A une partie convexe d'un espace

localement convexe E. Pour gue A soit fermd, il faut
et 11 suffit gqu'il soit 1'intersection d'une famille de
demi~espaces fermés.
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On en conclut aussitdt le résultat Plus générél en
apparence: '

Corollaire 1. Soit E un espace localement convexe,

‘A une partie de' E. Alors 1'enveloppe convexe fermée

T?(A) est l'intersection des demi-espaces fermés qui
contiennent A

Dire que x'o € E appartient & [ (A) signifiedone
aussi que pour toute X' € E' et tout scalaire X tels que
{x,x'> £ X pour X €A, ona <x°,x'>

Corollaire 2. Soit E un espace localement convexe,
A une partie de E. Alors 1l'espace vectoriel fermé en-

5endr par A est l'intersection des gxgerglans fermés
qui, contiennent A. ' -

On est en effet ramené & prouver que 81 V est un
sous-espace vectoriel fermé, et x € (3V,-11 existe un hyper-~
plan fermé contenant V, et non X, ce qui résulte aussitdt
du th., 3 (maia-encore rlus rapidement de l'application direc~
te du th. de Hahn—Banach I, en ﬁrenant un voisinage convexe U
de x ne rencontrant pas V). - Explicitement, un x € E ap-
partient & 1'espace vectoriel fermé engendrs par A si .- et
seulement 81 toute forme linéaire continue qui est nulle sur
A est pulle au point x.

Définition 5. Une partie A d'un EVT E est dite

totale, si 1'espace vectoriel fermé engendré par A est
identique & E,
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Le corollaire 2 précédent donne en particulier:

Corollaire 3. Soit E un espace localement convexe.

A une partie de E. Pour gue A soit totale, il faut

et il suffit que toute forme linéaire continue sur E gui

s'annule sur A so0it identiquement nulle.

La proposition suivante est parfois’ utile:

Proposition 11. Soit E un EVT. Pour que ' E soitsé-

parable, il faut et i1l suffit qu'il existe dans E une
partie dénombrable totale.

~.La condition est manifestement nécessaire; soit ré-
ciproquement A une partie dénombrable totale, donc telle que
l'espace vectoriel V engendré par A soit dense dans E.Com
me 1'engemble des combinaisons lindaires rationnelles des é1¢

ments de A est dense dans Vv, et dénombrable, notre asser-
tion suit.

Notons que le th. de Hahn-Banach IT et le th.3 pré
cédent sont les formes les plus commodes pour utiliser le thé
ordme de Hahn-Banach I (le plus général en fait). Les deux nu
méros qui suivont consistent essentillement a exprimer le th.
3 dans un elgorithme particulidrement maniable,

Exercice. Prouver le th. de Hehn-Banach I en admet-

tant soit la proposition 10, soit le th. 3.(Se ramener, dans
1'énoncé du th. de Hahn-Banach I, au cas o V est réduit &
un point x; dans le cas ou on admet le th. 3, distinguer d'a
bord le cas od x ¢ T, et traiter le cas ol x est un point
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frontiére de U par un rassage 4 la limite, en supposant .OGU;
comparer N¢ 8, exercice).

8. Systéme dual, topologie faible.

Définition 5. On appelle systdme dual un couple de
deux espaces vectoriels E, E' muni d'une forme bilinéaire
sur le produit EXE'.

ILa valeur de cette forme au couple (x,x') est no-
tée (x,x'> . On dit aussi que les espaces E, E' sont mis
en dualité par la forme (x,x') . Ia donnée d'une dualité en
tre E, E' équivaut aussi & la donné d'une application liné-
eire de E' dans le dual algébrique E de E, & x'€ E' cor
respbndant la forme x —> (x,x'> sur B; il revient en-
core au méme de se donner une applicafion linéaire de E dans
le dual algébrique E' de E'. - La dualité entre E et E'
est dite séparée dans E' (resp. dans E) si l'application de

E' dans E" (resp. de E dans E") qui lui correspond, est
biunivoque. Alors . n identifie d'ordinaire E' & un sous-es-
pace vectoriel de E  (resp. E & un sous-espace vectoriel
de E'"). Réciproquement, la donné d'un espa¥® vectoriel E et
d'un sous-espace vectoriel E' de son dual algébrigue E= dé-
finit un systéme dual (E,E'), séparé en E'; il est séparé
en E si et senlement si tout x € E sur lequel s'annulent
toutes les x' € E' est nul. - Ia dualité (E,E') est dite
séparée si elle est séparée en E et E'.

Exemple important: Soit E un ELC, soit E' son du
al, ﬁ et E' forment un systdme dual, séparé en E'. I1 est
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aéparé en E si et seulement si E est un espace +topologi-

que séparé (appliquer le th. de Hahn-Banach II,corollaire 2).

Définition 6. Soit (E,E') un systéme dual. On ap-
pelle topologie faible sur E 1la topologie la moins fine sur
£ rendant continues les fonctions x —> {(x,x'> , ol x'€E'
On définit de fagon symétrique la topologie faible de E', Ces

deux topologies sont notées respectivement c (E,E') et
G (E',E). |

En particulier, si E est un ELC, E' son dual, a-
lors (E,E') est un systéme dual, il lui correspond done une
topologie faible sur E et une topologie faible sur E';quand
on parlera de "la topologie faible" sur E ou E', i1 s'agi-
ra sauf spécification du contraire des topologies faibles pré
cédentes.

Les topologies faibles de E et E' en font des
~espaces localement convexes. Pour que E soit séparé pour la
topologie faible, 11 faut et il suffit que la dualité entre E
et E' soit séparée en E. (On a le méme critére pour E';
nous nous dispensons par la suite de répéter pour E' tous
les énoncés donnés pour E). Notons que la topologie faible de
E ne dépend que de 1l'image de E' dans E, donc c'est aus-
si la topologie faible définie par ce sous-espace de E.

Une partie de E est dite faiblement fermée (resp.
faiblement ouverte, faiblement compacte, etc.) si elle est

fermée (resp. ouverte, compacte, etc.) pour la topologie fai-

ble. On fera attention que si on part d'un ELC E, la notion
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de partie faiblement fermée, ou faiblement ouverte, de E est
plus restrictive que la notion de partie fermée, ou ouverte;
¢'est l'inverse pour faiblement compact et compact.

Un systéme fondamental de voisinages faibles de O

dans E est formé des ensemblea des x € E tels que
[<x,xi> [ €1

pour tout i, ox (x]) est un ensemble fini d'éléments de E-.
Ce voisinage'f§V‘ contient le sous-espace vectoriel H for-
né des x tels que <x, x'> = 0 pour tout i, d'ou on con
clut aussitot que toute forme linéaire sur E qui est majorée
en module sur V, est nulle sur H, donc une combinaison 1liné

aire des formes linéaires définies par les XxJ. Donc

Proposition 12. Soit (E,E') un systdme dual.flors

les formes linéaires faiblement continues sur E sont exac-

tement les formes provenant des x' € E'.

Bien entendu, par raison de symétrie, la caractéri-

sation analogue des formes linéaires faiblement continues aur

E' est encore valable.

Corollaire. Soit E un ELC. Alors les formes liné-
aires sur E, continuea pour la topologie initiale ou
pour la topologie faible, sont les mémes. |

Théordme 4. Soit E un EIC, A une partie convexe
de E. Pour gque A soit fermée, 1l faut et il suffit gue

A soit faiblement fermée.

On peut d'abord se ramener au cas des scalaires ré-
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els, car on vérifie immédiatement & 1'aide de la prop.l
si E

que
est un ELC complexe, sa topologie faible est identi-
qQue & la topologie faible de 1'espace vectoriel  topologique
réel'associé. Si maintenant A est fermé, A est 1l'intersec- :
tion d'une famille de demi-espaces fermés (th. 3); or un demi

espace fermé eat défini par une équation < x,x' > £ y Ou

x' € E', donc c'est aussi un ensemble faiblement fermé d'ou
résulte que A est faiblement fermd.

Corollaire. Soit E un ELC, A une partie g!_E;ér
lors l'enveloppe Sonvexe ferméede 4 est identigue a

son enveloppe convexe faiblement fermée. En particulier, .
son adhérence est identigue 4 son adhérence faible.

Théordme 4 bis. Soit E wun ELC, A une pgﬁtie de E.

Pour gue A soit bornée, il faut et i1 suffit g_g A so-
- 1t faiblement bornée. '

Il suffit de montrer que si A est faiblement bor- -

née, elle est déja bornde. Si d'abord E est un eapace normﬁ

alors l'application naturelle de E dana le dual E', o E'
est considéré comme un espace normé (voir Chap. 1, N2 5), est
un isomorphisme métrique (en vertu du th. de Hahn-Banach II,f'
. quand on prend pour F 1la droite engendrée par un x cE).
topologie faible de E est alors celle induite par la topolo
&le de la convergence simple dans le dual de E°'. En vertu du
~ théordme de Banach-Steinhaus (Chap. 1, Ne 15, th. 11) A est

donc un ensemble éguicontinu de formes linéaires sur E',puis
que borné pour la convergence simple, donc A est aussi bor- .
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g né au sens de la norme. - Dans le cas ou E est quelconque,
on considére la topologie de ' E oomme la moins fine ‘des topo -
logies rendant continues des’ applications. linéaires donnéesf
u, de E dans des espaces normés E, (Chap. 1, N¢ 6 ,PTop.9)-
et prouver que A est bornée revient a prouver que les u (A)
sont des parties bornées de By (Chap. l, Ne 7, prop. 11). Mais_
les ui sont aussi manifestement continues pour les topolo-f
gles faibles sur E et. Ei’ donc, les u (A). . sont des;nrties_

faiblement bornées des. Ei' On est ainsi ramené au cas parti-

'~ culier env1sagé a abord. Grace au th. 4 bis, 11 n'y a pascrin

convenient, si (E,E") est un systeme dual, de dire simple- '
- ‘ment "parties bornées", au 1ieu ¢ "parties faiblement " bor=

'nées" dans l‘espace E ou E'

, La prOposition 12, et surtout les ths. 4 et 4 bis,
'ramenant un grand nombre de questions relatives a un ' espace .
| _localement convexe E a des questions relatives a sa topolo-

'.gie faible, il y a souvent intéret a. substituer cette dernie-,
re topologie a la topologie initiale, et raisonner en termea.
de systémes duals..- On fera attention que la topologie foi-
ble d'un FIC E ‘en. fait rarement un espace complet De fagon

f,precise°

Proposition._j Soit (E E' ) .un gystems dual sépa-'_

' .ré Alors -le dual algébrique B de E', muni de la to=
pol gi faible <$(E' ,E'), est I'espace comglété de E-j
'muni de. 1a topologie faible.,‘ : :

En effet, E faible s'idsntifie a u.nsous-espace vec
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' *
toriel topologie de E'*, i1 faut seulement montrer que E'

est complet et que E y est dense. Or E'X est complet, car
c'est un sous-espace fermé de 1l'espace de toutes les fonctions
scalaires sur E' muni de la convergence simple, espace qui
est complet, Et E est dense dans Eft, car 11 suffit de mon
trer que toute forme lindaeire continue sur E'¥ ‘qui est nul-
le sur E est nulle (N2 7, th. 3, corollaire 3), or en vertu
de prop. 12 toute forme linéaire continue sur E' provient
d'un €lément de E', d'ol aussitdt la conclusion. -Notons que
si (E,E') est seulement séparé en E, alors le complété de
E faible s'identifie encore & 1'adhérence de E dans 1l'espa

ce complet E'*, muni de la topologie o (E ,E').

Exercice 1. Soit E un ELC. Pour qu'une suite (xi)
dans E tende faiblement vers une limite a € E, il faut et
il suffit que pour toute suite extraite de (xi), a 8soit a-

dhérent & 1'enveloppe convexe de cette dernidre.

Exercice 2. Soit A wune partie convexe d'un ELC .
Pour que A soit faiblement compact, il faut et il Suffit que
toute base de filtre sur A formée d'ensembles convexes fer-
més, ait une intefsection non vide.

(Pour la suffisance, montrer d'abord que A est fai
blement précompact, car faiblement borné; puis montrer que A
est faiblement complet. Pour ceci, si P est un filtre de
Cauchy faible sur A, noter gque l'ensemble des enveloppes con
vexes fermées de B € P est encore une base de filtre de Cau
chy faible, et admet un point faiblement adhérent, qui est



donc un point limite de ce filtre, et & fortiori de ¢ ).

Exercice 3. Soit E un espace normé de dimension
infinie. Montrer que E n'est pas faibl,emerit complet (noter
qu'il y a sur E' des formes linéaires non continues pour la
topologie normée ge E' - Voir Chap. 1, No 14, remarques -
et & fortiori non continues pour G (E',E)),

H

9. Polarité,

Définition 1. Soit (E,E') un systdme dual, et soit
A une partie de E. On appelle polaire de A et on note Ao,
l'ensemble des x' € E' tels que &(x,x') 2 =1 pour tout

X € A. On définit de fagon analogue le polaire d'une partie
de E',

Les propriétés les plus immédiates de cette notiozi
sont résumées dans 1e

Froposition 14. Soit (E,E') un systéme dual.
1) Le polaire d'une partie A. de E est une par-
tie de E' convexe, contenant l'origine, et faiblement

fermée. I1 ne change pes si on remplace A par 1'enve-
loppe convexe faiblement fermde de Auio}.

2) la transformation A — A% est déeroissante.
Ona (A1)° = %(AO) bour tout scalaire réel A .'_S_jz A
& B sont deux parties de E, ona (AUB)°er°nE°,

3) 81 A est disqué, alors A° est disqué, et i-

dentigue & 1'ensemble des x' € E' tels que [¢x,x'> |41
pour tout x €A. Si A est un cdne, 4° est un  cone,
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et identique & 1l'ensemble des x' € E' tels gue

Q_(x,x') 2 0 pour tout x €4A. Si A est un  espace
vectoriel, A° est le sous-espace vectoriel de E' or-
thogonal & A, i.e. l'ensemble des x' € E' tels que

<x,x'> =0 pour tout x € A,

Si A est une partie de E, on pourfa appeler po-
laire absolu de A 1l'ensemble des x' € E' tels que

[(x x| £1

pour tout =x € A, et.cone supplémentaire de A 1'ensemble des
x' € E' tels que Q(x,x > 2 0 pour tout x € A, Ia propg
sition 14, 3), nous dit que le polaire d'un disque est identi
que & son polaire absolu, que le polaire d'une.cdne est iden-
tique au cdne supplémentaire. Comme on constafe imméaistement
qﬁe le polaire absolu d'un ensemble A ne change pas quand

on remplace A par son eveloppe disquée, on voit que <c'est
aussi le polaire de 1'enveloppe disquée de A; de méme, le ¢d

ne supplémentaire de A est identique au polaire du cbne.en—
gendré par A,

Théordme 5 (dit "théoréme des bipolaires"). Soit
(E,E') un systdme dual, et soit A une partie convexe
faiblement fermée de E contemant O. Alors A=(A°)°.

Cela signifie que si x ¢ A, i1 existe une x'€E!
telle que & (x,x '> 2 -1 pour x €A, et &.(x XD -1
Dans cette assertion, seule intervient en fait la structu.re

de E considéré comme espace've'cto_riel topologique faible
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réel (voir N? 1), I‘'existence 4'une forme linéaire x' telle
que ci-dessus résulte alors immédiatement du Ke 7, th. 3.~ Si
A est une partie quelconque de E, alors son polaire Ao,donc
son bipolaire (A°)°, ne change pas si on remplace A ypar lien
veloppe convexe faiblement fermée de Aulo}, a'od

Corollaire 1. Soit A unhe partie guelconque de E.

Alors l'enveloppe convexe faiblement fermée de A U Uﬂ

est identigue au "bipolaire" (A°)° de A.

De méme, 1'enveloppe disquée faiblement fermée de A
est identique au polaire du polaire absolu de A; le cdne con
vexe faiblement fermé engendré par A est identique au codne
supplémentaire du cdne supplémentaire de A.

Le mécanisme de la polarité, tel qu'il résulte de
la prop. 14 et dqu th. 5, est résumé dans 1le

Scholie. Soit (E,E') un systdme dual. Soit K(E)
l'ensemble des parties de E convexes, contenant 1'ari-
gine et faiblement fermées, soit K(E') 1'ensemble ana-
logue des parties de E'. K(E) et K(E') sont ordonnés
per inclusion. Si & tout A €K(E) on fait correspondre:

son polaire- A°, et & tout A € K(E') son polaire A°

on obtient une application biunivoque de K(E) sur K(EY),

et son application réciproque. L'application A—> A°
est un isomorphisme de 1'ensemble ordonné K(E) sur 1l'en-
semble K(E') muni de 1'ordre inverse de son ordre na-
furel: Si A,B €K(E) alors ACB é4quivaut & A°DE°.
Le polaire de L[ (AUB) est A°NE°, le polaire de ANB
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est -[—‘(AOUBO,). On a (?\A)o = %‘(Ao) pour tout scalaire.
del .

2]

Enfin, la correspondance précédante entre X(E) et

K(E'), induit une correspondance biunivoque entre les dis~
ques faiblement fermés de E et les disques faiblement

fermés de E', entre les cdnes convexes faiblement fer-

més de E', et entre les sous-espaces vectoriels faible-

ment fermés de E et les sous-espaces vectoriels fai-

blement fermés de E'. Ces correspondances peuvent aussi
g'obtenir comme il est dit dans la prop. 14, 3).

Notons qu.e des deux formules (L (A UB))° « A°AE°
et (AnB)° =7 (A°u B°), dont la premiére est triviale(prop.
14), la deuxilme est un résultat non trivial & priori. Elle
résulte ici du début du scholie (donc du th. 5) et de la pre-
midre formule appliquée & A° et B° au lieu de A et B.
On peut aussi remarquer que dans K(E), ANB et T(A U B)
. sont respectivement la borne inférieure et la bornue supérieu
re de A et B, donc doivent se transformer par polarité en
la borne supérieure, resp. inférieure de A° et Bo., en ver-
tu du début du schalie. - Dans le cas o A et B sont des

espaces vectoriels V et W, les formules précédentes devien~
nent

v+ MO = v°nw’; (vam°® = v° + ¥
dont la premiére est triviale & priori, mais non la seconde.

Le th.5 est manifestement équivalent au th.3 énoncé
pour un espace vectoriel muni d'une topologie faible (on peut
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toujours supposer en effet que l'ensemble convexe de 1'énoncé
du th. 3 contient 0). Par suite, la conjonction des théordmes
4 et 5 est exactement équivalent au th. 3. Suivant les appli-
cations, c'est 1l'une ou l'autre de ces deux faces du th.3 qui
est utilisée; ces énoncés particuliers sont le plus souvent
maniables que le th. 3 lui-méme., - Dans la suite, c'est sur-
tout le théoréme des bipolaires (th. 5) que nous aurons & uti
liser.

Par la suite, la notion de polaire absolu nous sera
plus utile que la notion de polaire de la définition 7 (utile

par exemple dans les espaces vectoriels ordonnés). Dans tous

les travaux utilisant la polarité, on appelle d'ailleurs po-
laire de A ce que nous appelons ici son polaire absolu;mais
tant qu'on se borne aux ensembles disqués, ce qui ne présente
pas d'inconvénient en pratique, on a vu que les deux notions
coincident. - La notion de polaire absolu, introduite indépen
damment par divers auters, a été exploitée systématiquement
par Dieudonné-Schwartz. La notion plus générale de polaire(dé
finition 7) est due & N.Bourbaki. |

Exercice. Soit M un espace localement compact. Pour
tout t € M, soit E_h la forme linéaire £ — £(t) Bsur
¢(K). Montrer que la boule unité du dual JG(M) de C(M) est
1'énveloppe disquée faiblement fermée de 1'ensemble des E,.
Une W € JM(M) est dite positive si <(f,pn)> 2 O pour
£ ) 0. Montrer que 1l'ensemble des [+ € Jb (M) qui sont posi-
tives est le cone convexe faiblement fermé engendré par les

€., et que 1l'ensemble des j. positives telles que |[p]l <1
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est l'enveloppe convexe faiblement fermée de 1'ensemble des

& et de 0. En conclure que l'ensemble des M positives de
norme =1 est 1'enveloppe convexe faiblement fermée de l'ensem
ble des &, (Montrer que si j > 0, alors Ipll = (1)),

10. Les topologies de G-convergence sur un dual.

Proposition 15. Soit (E,E') un systime dusl, 4
une partie de E. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

a) A est faiblement bornée;
b) Pour tout x' € E' 1'ensemble des <x,x'>, ol
X € A, est borné;

c) A est faiblement précompacte.

lL'équivalence de a) et b) est un cas particulier de
Chap. 1, § 7, prop. 11. D'autre part, l'équivalence de b) et
c) résulte de la caractérisation usuelle des parties précom-
pactes dans un espace uniforme dont la structure uniforme est
le moins fine de celles qui rendent uniformément continues cer
taines applications fi de E dans des espaces uniformes Ei
(ici 1les fi sont les applications x —> (x,x"> de E
dans le corps des scalaires k; on sait que les parties pré-

compactes de k sont identiques & ses parties bornées.

Proposition 16. Soit (E,E') un systdme dusl, soit
(G un ensemble de parties de E. Pour gue sur E' la
topologie de la (G -convergence soit compatible avec la
structure vectorielle, il faut et il suffit que les A€S
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soient des parties faiblement bornées de E. S'il en est
ainsi, E' muni de la (S-convergence est un espace lo-
calement convexe; un systéme fondamental de voisinages
de O pour cette topologie est obtenu en prenant les po-
laires abosolps des A €& , et les intersections finies
des homothétigques non nuls de tels polaires.

La premiére assertion résﬁlte de la prop. 15 et du

Chap. 1, N2 §8, th. 3; la deuxiime assértion résulte du méme

théoréme, et de la définition des polaires absolus. - On voit
donc en particulier que la topologie de la g-convergence sur
E' ne change pas si on remplace les A€(S par leurs enve -
loppes disquées faiblement fermées; ni si de plus on adjoint
8 & 1les enveloppes disquées faiblement fermées B de réuni
ons finies dn’ homothétiques d'ensembles A, €&, et enfin tout
disque faiblement fermé contenu dans un ensemble tel que B.On
est alors ramené & un ensemble Go de disques fiblement bor
nés et faiblement fermés de E, invariant par homothéties. non
nulles, filtrant croissant et contenant tous les disques fai-
blement fermés qui sont contenus dans quelque ensemble IXACR
Alors on obtient évidemment un systéme fondamental de voisina
ges de 0 dans E', pour la topologie de la G;o-convergence,
en prenant les polaires des A e@;. Mais alors il résulte du
théoréme des bipolaires qu'on ne peut plus adjoindre & =1 o
d'autres disques faiblement fermés sans changer la topologie

correspondante sur E'; de fagon générale:

Proposition 17. Soit (E,E') un systéme dual, soit
un ensemble de parties faiblement disquées et fai-
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blement fermées de E, invariant par homothéties mm nul-

les, filtrant croissant, et contenant avec tout ensemble

A tous les disques faiblement fermés contenus dans 4.

Soit € un ensemble guelcongue de disques faiblement ba-
nés et faiblement fermés de E. Pour gue sur E' la to-
pologie de la (S -convergence soit plus fine gue la to-

pologie de la T -convergence, il faut et il suffit que
<A C N

En effet, si A€ T , alors A° est un voisinage de
0 dans E' pour la T -convergence, donc (si cette topolo-
gle est moins fine que la g-convergence) contient un ensen
ble B°, ot Be€&, d'od on conclut A C B, d'od Ae & .

Corollaire 1. Sous les conditions de la prop.l7, en
supposant que ¢ satisfait aux m@mes conditions que &,

pour gue syr E' les topologies de la (S -convergenceet

de la T -convergence soient identiques, il faut et il

suffit que @ =7T.

Corollaire 2. Soit (E,E') un systdme dual, soient

G et T deux ensembles de parties bornées de E. Pour
gque sur E' la topologie de la (5 -convergence soit plus
fine que la topologie de la T -convergence, il faut et
il suffit gue tout A€ T goit contenu dans l'enveloppe
disquée faiblement fermée de la réunion d'un nombre fini
d'homothétigues d'ensembles A, € & .

Ce corollaire est en effet équivalent & la prop.l7,
en vertu des remarques qui précédaient cette proposition.
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Définition 8. soit (E,E') un systéme dual. On ap-

pelle topologie forte, ou opolog} de la convergence bornée
sur E', la topologie de 1a convergence uniforme sur les par-

ties bornées de E. Si F est un espace localement convexe,
on appelle dual fort de E 1'espace dual E' muni de la to-

pologie de la convergence uniforme sur les rarties bornées de
E.

Comme les parties faiblement bornées d'un ELC E st
déja bornées pour la topologie initiale (th. 4 bvis), la topo-
logie forte de E' ne dépend que du systdme dual (E,E'). D
aprés la définition 8, la topologie forte de E' est la plus

fine des topologies localement convexes de <Ei'-convergence en
visagées précédemment.

Proposition 17 bis. Soit (E,E*) un systéme dual.
Pour qu'une togologie localement convexe sur E!' soit
une topologie de GE-convergence, bour un ensemble con-

e Cr—— At — | —

fit qu'il admette un systéme fondamental de voisinag&s?i'
de O disqués et fermés pour G(E',E).

C'est nécessaire en vertu de la caractérisation des
voisinages de O pour la G5-comrergence qu'on vient de don-
ner; c'eat suffisant, car si Ai est le polaire de Vi’ on a
V= A;’ donec la t0polqgie envisagée sur E' est la topologie

de la & -convergence, ot & est la famille des A.. - Si

i‘
on part d'un ELC E, on voit donc déji, en permutant les rd-

les de E et E' dans la proposition, que la topologie de E
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est une topologie de <35-convergence pour un ensemble & con

venable de parties de E' (en utilisant le th. 4)%s'0n va pré
ciser & .,

1l. Les ELC _comme duals munis d'une topologie de
G -convergence.

Proposition 18. Soit E un espace localement con-
vexe, E' son dual, E”

son dual algébrigue. Pour gqu'
sur E soit continue, il faut
et i1 suffit qu'il existe un voisinage disqué V de O
dans E sgur lequel x' soit majorée par 1 en module,

i.e. tel gue x' appartienne au polaire de V dans E*,
Pour gu'un ensemble A

une forme linédaire x!

de formes linéaires sur E soit
équicontinu, il faut et il suffit qu'il existe un voisi-

nage disqué V de O dans E tel que toutes les x'€A!

golent majorées par 1 en module sur V, i.e. tel que A
soit contenu dans le polaire de V dans E-

Ia démonstration est immédiate.

Corollaire 1. Soit E un ELC, et soit A une par-
tie équicontinue du dual de E. Alors 1l'enveloppe dis-

guée faiblement fermée de A est encore équicontinue.

Corollaire 2. Soit E un espace localement convexe.
Alors il y a correspondance biunivoque, par polarité, en-

Ire les voisinages disqués et fermés de O dans E, et

les parties égquicontinues disquées faiblement fermées de
E',
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En effet, le po_lair'e' d'un voisinage de 0 dans E
est une partie équicontinue de E (prop. 18), et le polaire
d'une partie équicontinue de E' est manifestement un voisi=-
nage de O dans E. Le corollaire résulte donc du théordme

des bipolaires. - Tenant compte de la prop. 16, on trouve'-jai_x_x_
tenant: |

Corollaire 3. Soit E un espace localement convexe,
8oit E' son dual. Alors la topologie de E est la to-
pologie de la & -convergence, o & est 1'ensertle des
parties équicontinues de E! (ou aussi l'ensemble des
parties équicontinues disquées faiblement fermées de E').

En particulier, si E est séparé, E apparait com
me le dual de E' faible, avec la topologie de 1la S -conver
gence, ou O est comme ci-dessus. lLa méthode de topologisa-
tion étudiée au N2 10 donne donc essentiellement tous les es-
paces localement convexes. La topologie d'un espace localement
convexe est connue quand on connait les ensembles &uicontinus

de formes linéaires pour cette topologie.

. Théordme 6. Soit u ELC. Alors les parties §é-
LS
quicontinues de son dualyfes parties faiblement relati-

vement compactes.

D'aprés la proposition 18, on peut se borner & prou
ver que si V est un voisinage disqué de O dans E, alors
le polaire % de V dans E* est faiblement compact. Or
0
N
" complet (voir prop. 13), done v° est faiblement complet., D'

est une partie fermée de E faible, qui est un espace
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autre part, il résulte aussitdt de la prop. 15 que V° estfai
blement précompact, d'od la conclusion.

Exercice 1. Pro;ver‘me théoréme de Hahn-Banach II
comme conséquence du théordéme des bipolaires (et du théoreéme
6 plus élémentaire). Prouver d'abord que toute forme lindaire
continue x' sur le sous-espace F est la restriction d'une
forme linéaire continue sur E, en appliquant le théoréme des
bipolaires au disque A formé des x€F tels que |[<{x,x'D>]|<
£1l: 1l existe une y' € A% c E' non identiquement nulle sur
F, et sa restrictionda F sera alors proportionnelle.é xY%
puis appliquer le théoréme des bipolaires et K2 5, exercice 6,
pour calculer le polaire dans E' de VNF, ol V estla bou
le unité associée & la semi-norme donnée sur E).

Exercice 2. a) Soit E un ELC séparable. Montrer
que les parties faiblement compactes de E' sont métrisabdles.
b) Soit E un ELC métrisable; pour que E soit sé-
parable, il faut et il suffit que les parties équicontinus de
E' soient faiblement métrisables (utiliser a) pour la néces-
sité; et Chap. 1, N2 9, prop. 16, pour la suffisance).Montrer
que cela implique que E' est faiblement séparable.
: ¢) Soit E un espace normé, Pour que E soit sépa
rable, il faut et il suffit que la boule unité de = soit
faiblement métrisable.

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel, E son du
al algébrique. I1 y a correspondance biunivoque entre les se-
mi-normes p sur E et les disques faiblement compacts A de
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E*: & p correspond le polaire de la "boule um_.té" qui ecor-
respond & p, et inversement, & A correspond la semi-norme
p(x) = Sup <(x,x'>.
xX'€A
Si on part d'un espace vectoriel topologique E, alorsdens la
correspondence ci-dessus, les semi-normes continues sont cel-
-1es qui correspondent & des disques faiblement compacts con-

tenus dans E'.

I2. Le théorime de Mackey: formulation générale.
Bidual d'un ELC.

Théoréme 7 (Mackey). Soit (E,E') un sytéme dual
séparé en E, et soit & un ensemble de parties bornées
disquées de E, filtrant croissant et stable par hamothé-
Yies. Munissons E' de la topologie de la G-convergen-
ge._Alors le dual de E' est identique au sous-espace
8u complété faivle £ de E, réunion des sdhéreces fai-
bles, dans E, des ensembles A€ S . Pour qu'une partie
de E soit un ensemble équicontinu de formes 1linéaires
sur E', il faut et il suffit qu'elle soit contenue dans
1'adhérence faible, dans i:, d'un ensemble A€ES |

I1 suffit de prouver la deuxiéme assertior., Or les
parties équicontinues du dual de E' sont les parties du du-
al algébrique E'* contenues dans le polaire, dans E'*,d'u.n
voisinage disqué de O (prop. 18), qu'on peut supposer de la
forme Ao, o A€ES (N2 10). Or, d'aprés le théorépe des
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bipolaires, le polaire de A° dans E'™ est identique & 1'a

dhérence faible du disque A, d'ol la conclusion.

Corollaire 1. Soit (E,E') un systéme dual, séparé
en E, soit (S un ensemble de parties bornées de E,

munissons E' de la topologie de la & -convergence. A-
lors le dual de E'

est le sous-espace vectoriel du com-

plété faidble E de E engendré par les enveloppes dis-
quées faiblement fermées, dans E, des Ac &,

On peut supposer les A€ (S disqués, il suffit de

monirer quesi on a un ensemble fini d'éléments A, de © et

i
de scalaires ?\i, alors 1l'enveloppe disquée faiblement fer-

mée de U ')\iAi dans E est contenue dans 1'espace envisa-
gé dans le corollaire; mais soit Ii 1l'adhérence faible de
Ai dans i:, c'est un disque faiblement compact dams E, d'od
suit facilement que Z 7\11'1 est un disque faiblement com-
pact dans i! I1 contient U"iAi’ donc aussi‘l'enveIOppe
disquée faiblement fermée de cet ensemble dans E, enveloppe

qui est bien contenue dans 1l'espace vectoriel engendré par les

i,
i

Corollaire 2. Soit (E,E') un systime dusl séparé
en E, et soit & un ensemble de parties bornées de E,
munissons E' de la topologie de la &G-convergence. A-
lors: 1) pour que le dual de E' soit contenu dans E,

il faut et il suffit que les enveloppes disquées faible-
ment fermées (dans E) des A€ & soient faiblement
compactes; 2) pour gue le dual de E' contienne E, il
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faut et il suffit que 1l'espace vectoriel engendré par les
enveloppes disquées faiblement fermées (dans E) des

A€ © soit identique & E; 3) donc pour que le dual de
E' soit identique & E, il faut et il suffit gue les
deux conditions précédentes soient vérifides.

Le cas de la topologie forte sur E' est particuli
¢rement important.

Définition 9. Soit E un ELC. On appelle bidual de
E et on note E", le dual de son dual fort E' (voir N210,4é
finition 8), muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties équicontinues de E'.

On vérifie immédiatement que les parties équiconti-
nues de E' sont fortement bornées, donc la topologie mise
sur E" est bien localement convexe. - Comme le dual fort de
E ne dépend que du systéme dual (E,E'), il s'ensuit que le
bidual est connu, sauf sa topologie, quand on connait le sys-
. téme dual (E,E'). Ainsi, si on part d'un systéme dual (E,E'),
il y a lieu d'appeler encore bidual de E 1le dual de E' fort
(sans topologie explicitée & priori). Si E est un ELC sépa-
ré, i1 s'identifie & un sous-espace vectoriel de E", la topo
logie de E est manifestement celle induite par E"; et Eﬁ
& son tour s'identifie & un sous-espace vectoriel du complété
faible E de E (mais bien entendu la topologie de E" ne se
ra pas en général celle induite par E). De fagon precise, 4
aprés le théordme de Mackey, E" est la réunion des adhéren-
ces faibles dans E des parties bornées de E, et plus géné-
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ralement, les parties équicontinues de E" (considéré comme

dual de E' fort) sont les parties de E"™ contenues dans 1'
adhérence faible d'une partie bornée de E.

Définition 10. Soit E un ELC. E est dit réflexif,
8'il est séparé et identique & son bidual.

De méme, si (E,E') est un systéme dual, i1l y a 1i
eu de l'appeler réflexif en E si E faible est réflexif(et
on part d'un ELC E, le fait qu'il soit réflexif ne dépend
que du systéme dual (E,E'), d'aprés les remarques précéden-

tes). La derniére partie du corollaire 2 du th. 7 donne ici
le

Théordme 8. Soit E un ELC séparé. Pour gue E goit
réflexif, il faut et il suffit que ses parties bornées

goient faiblement relativement compactes.

Corollaire. Soit E un ELC réflexif, F un sous-es-

pace vectoriel fermé. Alors F est réflexif.

En effet, comme toute forme linéaire continue sur F
est la restriction d'une forme linéaire continue sur E, la
topologie faible de F est induite par la topologie faible
de E. D'autre part, F est faiblement fermé (Nt 8, th.4),le
corollaire résulte alors du critére du th. 8.

13. Topologies compatibles avec une dualité. La to-
pologie de Mackey.

Dans ce N2, nous mettons simplement la derniére par
tie du corollaire 2 du théoréme 7 (théoréme de Mackey) dans
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Définition 11. Soit (E,E') un systéme dual séparé
en E'. Une topologie sur E est dite compatible avec la dua
1ité (E,E') si elle est localement convexe, et si le dual
de E pour cette topologie est identique & E'.

Ainsi la topologie faible G°(E,E') est compatible
avec la dualité (N¢ 8, prop. 12) et c'est manifestement la

moins fine des topologies sur E compatibles avec la dualité.

Théoréme 9. Soit (E,E') un systime dual séparé en
E'. Pour gu'une topologie sur E soit compatible avec
la dualité (E,E'), il faut et il suffit que ce soit 1la
topologie de la @ -convergence, oi & est un ensemble
de disques faiblement compacts dans E' recouvrant E'.

La condition est nécessaire en vertu de prop. 18,co
rollaire 3; elle est suffisante en vertu du théoréme (de Ma-
ckey) 7, corollaire 3 (ol on renverse seulement les rdles de
E et E'). - I1 y a donc, parmi les topologies sur E compa-—
tibles avec la dualité, une plus fine de toutes, savoir celle

qui correspond a S = ensemble de tous les disques faible-
ment compacts dans E°'.

Définition 12. Soit (E,E') un systéme dual, sépa-
ré en E'; on appelle topologie de Mackey sur E, et on note

T(E,E'), la topologie de la convergence uniforme sur les dis
ques faiblement compacts de E'. On appelle topologie de Ma-
ckey associée & la topologie d'un ELC donné E, la topologie
T(E,E') (ol E' est le dual de E).
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Le théoréme 9 peut alors se formuler aussi ainsi:

Corollaire, Les topologies sur E compatibles avec
la dualité (E,E') sont exactement les topologies loca-
leinent convexes comprises entre la topologie faibl e

S(E,E') et la topologie de Mackey <T(E,E').
En effet, pour une telle topologie, le dual de E

est compris entre les duals pour la topologie faible et 1la to
pologie de Mackey, i.,e. identique & E'.

En la suite, nous référons & 1'un quelconque des thé
orémes 7, 8, 9, comme "théordme de Mackey". - Nous verrons au

Chap. 3 qu'un ELC métrisable a toujours la topologie de Ma-
ckey.

Proposition 19. Soit E un ELC. Pour qu'une partie
disquée équilibrée V de E soit un voisinage de O pour
la topologie de Mackey T(E,E'), il faut et il suffit
que toute forme linéaire sur E, lﬁajorée par 1, en modu-
le, sur V, soit continue.

La nécessité résulte immédiatement du th. de Mackey,
car la forme linéaire considerée sera continue pour <Z(E,E')
Réciproquement, si la polaire de V dans E" est contenu
dans E', montrons que V est un voisinage de 0 por T(E,E).
On peut supposer que V est la boule unité associée & une se
mi-norme convenable sur E (N2 4, th.l), donc (théoréme des
bipolaires appliqué & V dans l'espace E muni de la semi~
norme précédente) que V est le polaire dans. E de V°. Com
me V° est un disque faiblement compact dans E! (appliquer



- 125 -

le th.6 du F211 & E considéré comme espace semi-normé), il
s'ensuit que V est bien un voisinage de 0 pour €(E,E').

Exercice 1. Montrer que dans 1'énoncé du th.9 et de
la définition 12, on peut remplacer le mot 'fdisque" par ‘'en-

semble convexe" (voir N¢ 5, exerc. 4).

Exercice 2. Soit E un ELC séparé complet, (x ) u-
ne suit bornée dans E, soit u 1 application linéaire conti
nue de . 1 dans E quielle aérinit (voir Chap. 1, N® 9, e-
xerc. 6). Montrer que pour que u soit continue pour la topo
logie c(,Q ’Cq ) (voir Chap. 1, N2 9, exercice 7) et la to-
pologie faible de E, i1 faut et i1 suffit que (x ) tende
faiblement vers 2éro. En conclure que si (x ) est une suite
tendant faiblement vers zéro dans un ELC eéparé et complet,a~
lors son eveloppe convexe fermée (resp. son enveloppe disquée
fermée) est 1l'ensemble des sommes Zaixi, ol (7\ ) par-
court l'ensemble des suites positives telles que Z‘Ai = ]
(resp. o () ) parcourt la boule unité de 71 ). (Montrer
que les deux ensembles précédents eont faiblement compacts
donc fermés, en appliquant le th., 6§ & g, et sont dual Ql

‘Exercice 3. a) Soit E un ELC métrisable complet ,
F un sous-espace vectoriel, x un point adhérent & P. Mon-
trer que l'on peut trouver une suite bornée (x ) dans P, et
une suite positive sommable de scalaires (A ), telles que
l'on ait x = Z (cette série converge, voir Chap.l,N¢
9, exerc. 6). l(ontrer que si (y.i est une suite quelconque
de scalaires >0, on peut supposer ci-dessus que ;\i £ ™
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pour tout i. b) En conclure que si x est un point adhérent
& F, ona x GF(K), ou K est une partie compacte convena
ble de F (prendre pour K une suite tendant vers O dans
F, contenant 1'origine). ¢) Conclure de b) que si E est un
ELC métrisable, pour que E soit complet, i1l faut et il suf
fit que 1'enveloppe convexe fermée d'une partie compacte de E
soit compacte (pour la.necessité, voir N2 5, exerc. 5). a)
Conclure de a) que si E est un espace normé, E est complet
si et seulement si toute série absolument convergente dans E

est convergente.

Exercice 4. a) Soit E un ELC séparé complet, plus
généralement un ELC dont les parties bornées et fermées sont
complétes. On munit E' de la topologie de la convergence cau
pacte. Montrer que le dusl de E' est identique &8 E (eppli
quer le th. de Mackey et N2 5, exerc. 5). b) Soit E un EILC
métrisable, munissons son dual E' de la topologie de la con
vergence compacte. Montrer que le dual de E' s'identifie au
complété de E (voir exercice 3), et est donc identique & E
si et seulement si E est complet. En conclure que le th. 9

devient faux si on y supprime le mot "disqué".

Exercice 5. Soit E un espace localement convexe dort
la topologie est identique & la topologie de Mackey associé .
Montrer qu'il en est de mdme du complété de E.

Exercice 6. Soit | une mesure bornée sur un espa
ce localement compact M, soit A une partie convexe ée 1% =
= L°°(}L). Montrer que si f est adhérente & A pour la to-
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pologie faible de L™ considéré comme dual de Ll, il exis-
te une suite (fi) dans A telle que pour tout p, 14 p <+,
fi tende vers f au sens de la topologie induite par I.p .
(Noter que la topologie induite par LP est 1a topologie de

la convergence uniforme sur la boule unité de F . y qui
une partie faiblement compacte de Ll, F '

est

étant réflexif(si

]
comme il est loisible, on suppose p > 1);

induite par rf est moins fine que 1la topologie de Mackey

1
(L7, 1), de sorte qu'il suffit d'appliquer le th.de Mackey
et le th, 4 du Ne 9),

donc la topologie

Montrer que, réciproquement, 81 A est
borné dans 1l'espace normé L™, alors 1'adhérence de A dans

1'espace normé Ll est identique & son adhérence faible dans
1% (appliquer le th. 6 & A).

Exercice 7. Soit M un espace localement compact,
soit E=2C (M), alors E' est l'espace des mesures bornées
sur M. Identlfn.ons 9. (M) & l'espace des mesures bornées dis
crétes sur M, et M & une partie de Ql(M) en faisant cor-
respondre & tout t € M la masse +1 au point t. Pour tou-
te X € E", soit fK la restriction de X a M, c'est une
fonction bornée sur X i.e. un élément £y e{™(M). Ta res-
triction de X & Ql(M) n'est autre que fy
tifie Q”(M) au dual de .Ql(M) (Chap. 1, N2 9, exerc. 7).

[ -]
1. Montrer que toute fonction bornée sur M, f e€f (M), est

quand on iden

de la forme fi, ot X est un élément de E" de norme £l
(Identifier f & une forme linéaire sur les sous-espace de
,Ql(M) de E', et appliquer Hahn-Banach; ou procéder directe

ment, en prouvant que la boule unité de E = Co(M) est dense
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pour la convergence simple dans la boule unitd de Q”(M)).

En
conclure que si M est infini, i.e.

E de dimension infinie,
alors E n'est pas réflexif. 2. Un espace Ll(y.)

(cons-
truit sur une mesure positive p sSur un espace localement
compact) n'est réflexif que s'il est de dimension finie, i.e.
}L somme d'un nombre fini de masses ponctuelles. (Noter que
le dual de Ll, qui est 1L® comme il est bien connu, est i-
somorphe en vertu d'un classique théordme de Stone-Gelfend &
un espace C(M), M compact, et que si Ll(y.) est réflexif,

son dual l'est, ce qui permet de conclure & 1l'aide de 19.)

14. Complété d'un espace localement convexe.

Théordme 10. Soit (E,E') un systdme dual séparé,
s0it (& un ensemble filtrant croissant de disques bor-

nés de E tel gue l'espace vectoriel engendré par leur
réunion goit identigue & E. Munissons E' de la topo-
lggi_e de la G -convergence, et soit E' 1'ensemble des
formes linéaires sur E dont les restrictions & tous
les A€ &G sont faiblement continues. Alors & est un

espace localement convexe séparé complet, et E' est un

- AN
gous-espace vectoriel topologique dense de E'; en d'au-

tres termes, 1'EVT ' est 1l'espace complété de E'(pour

la topologie de la (S -convergence).

Signalons tout de suite les corollaires suivants:

Corollaire 1. Sous les conditions du théoreme 10,

pour gue E' muni de la topologie de la S -convergence
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soit complet, il faut et il suffit que toute forme liné-

aire sur E dont les restriction aux A € (& sont fai-

blement continues, soit faiblement continue.

Corollaire 2. Soit E un ELC séparé; alorsle com-

plété de E s'identifie & 1'espace des formes lindaires

sur E' dont les restrictions aux parties équicontinués

sont faiblement continues, quand cet espace est muni de

la topologie de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de E',

Corollaire 3. Soit E un ELC séparé. Pour gue E
soit complet, il faut et il suffit que toute forme liné-

aire sur E' dont les restrictions aux parties équicon-
tinues sont faiblement continues, soit déjd faiblement

continue, i.e. soit élément de E.

(C'est ce dernier énoncé qui est le plus utile).

Démonstration. 1) On considére d'abord le cas parti

culier (le plus important en pratique, car il contient le co-
rollaire 3) ol les A € & sont faiblement compacts. Alors
pour tout x'é€ f', et A€ &, x'(A) est un ensemble com-~
pact dopc borné du corps des scalaires, donc E' est bien lo
calement .convexe pour la S -convergence. De toutes fagons, B
est complet, car c'est un sous-espace uniforme fermé de 1l'es-
pace de toutes les applications de E dans le corps Kk, muni

de la (S -convergence, espace qui est complet. Ia topologie
| de E' est évidemment celle induite par f’, et enfin E' eat
dense dans E?'; en effet cela signifie que toute forme liné-
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aire continue sur E' qui est nulle sur E' est identique-

ment nulle (N2 7, th. 3, corollaire 3), or les A€ & sont
évidemment encore compacts pour G‘(E,ﬁ') (puisque les x' €E'
ont des restrictions aux ae & quil sont déja continues pour
S(E,E')) de sorte que le dual de £' est identique 2 E
(th. de Mackey), d'ou aussitdt 1la conclusion.

2) Cas général. - On utilise le lemme suivant, ayant
son intérét propre:

Lemme., Soit E wun ELC, A une partie convexe symé-
irique de E, u une application .linéaire de E dens
un ELC F. Pour gue la restriction de u & A soit u-
niformement continue, il suffit déja que cette restric-
tion soit continue & 1'origine.

En effet, i1 faut trouver pour tout voisinage V¥V de
O dans F un voisinage U de O dans E tel que X,y €A,
x-y €U imﬁlique u(x) - u(y) €v, soit u(x-y) € v. Or on au
e X-y € A-A = 24, donc il suffit que u(2AnU) Cc v, soit
u(A{\%U) C %V, et d'aprés 1l'hypothése un tel U existe en ef
fet.

Appliquant le lemme & la situation du th., 10,onwit
que pour tout x' € f‘, la restriction de x' & tout Ae &
es.t uniformément faiblement continue, donc se prolonge par u-
niforme continuité en une fonction x! sur 1l'adhérence fai-

A

ble A de A dans E™. Soit E, 1'espace vectoriel engen-

dré par les 1, soit Gl l'ensemble des #hsques faiblement
compacts A dans E,. 51 x€E, ona Ax €1 pour un sca
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laire A >0 etun Ae & convenables, et on verifie aus-
8itdt que %x:i( Ax) ne dépend pas du choix du couple ( A yA)
(car (& est filtrant), soit <{x,x'd sa valeur, et que la
fonction (x,x') .ainsi définie sur E.X E' est bilinéaire,

1

Enfin, pour cet accouplement de El et I’"J", f’ s'identifie

& l'espace des formes lindaires sur El dont les restrictions
aux A € G sont continues, et l'ancienne topologie de 1la
G—convergence est identique a la topologle de la G' -conver
gence. Comme le systéme (E_L E )y, G X E' satisfait aux con-
ditions de 1la premlére partie de la démonstration, il s'ensuit
donc bien que E' est localement convexe, et le complété de

E'.

Exercice 1. Soit E wun ELC, A une partie disquée
de E, x' €E . a) Pour que la restriction de x' & A soit
continue, il faut et il suffit que pour tout ¢ 0, 1'inter
section de A avec l'hyperpl.;.'n d'équation (x,x') = € soit

relativement fermée dans A. (Utiliser le lemme, et montrer

que si U est un voisinage disqué de 0 dans E tel que
UNA ne rencontre pas V, alors |<x,x'd | < € pour
x € UNA; noter qu'on ne se sert que du fait que O ¢ AnV ).

b) Conclure de a) que pour que la restriction de x! a A

soit continue, il faut et il suffit qu'elle soit continue pour
la topologie induite par la topologie faible de E.

Exercice 2. Soit E un ELC séparé, A une partie
convexe de E. Montrer que le complété de A s'identifie &
l'ensemble des x € E" qui sont faiblement adhérents & A



- 132 -

et définissent des formes linéaires sur E' dont les restric
tions aux parties équicontinues de E' sont faiblement conti
nues (se ramener au corollaire 2 du th. 10, en utilisant 1le

th. 4, corollaire, appliqué au complété de E).
Exercice 3. Déduire la prop. 13 du th. 10.

Exercice 4. Soit E un ELC séparé et complet. Si
E' fort est réflexif, alors E est réflexif (montrer que tou
te forme linéaire fortement continue sur E' est faiblement
continue, en utilisant le corollaire 3 du th. 10).Montrer qu'
il suffit de supposer seulement les parties bornées et fermées
de E soient complétes (procéder comme avant, mais en utili-
sant le th. 7 et 1l'exercice 2)., - Remarque: ces résultats sont

aussl des cas particuliers de résultats plus généraux, que
nous étudions au §18).

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel, A une par
tie convexe symétrique. Montrer que si deux topologies locale
ment convexes sur E induisent sur A le méme systémede voi
sinages de O, elles induisent aussi les mémes structures uni

formes. (C'est un corollaire du lemme de ce Ne).

15. Lg_dualité pour les sous-espaces, quotients, pro-

duits, limites projectives.

Soit E un ELC, F un sous-espace vectoriel. Si &
toute x' € E' on fait correspondre sa restriction & ¥, on
obtient une application linéaire de E' dans F' dont le
noyau est 1l'orthogonal F° de F dans E'; cette application



- 133 -

applique méme E' sur F' (th. de Hahn-Banach II, corollaire
1), donc F' opeut s'identifier a E'/FO: alors, les parties
équicontinues de F' sont les images canoniques des parties
équicontinues de E' (méme référence). De 1'identité F' =
= E'/F° résulte aussi trivialement que la topologie faible
o(F,F') de F est identique & la topologle induite par la
topologie faible & (E,E') de E. - D'autre part, il est tri
vial que le dual de E/F s'identifie & 1'espace des formes
linéaires sur E a'annulant sur F, et qui sont continues,
i.e.'d F°; les parties équicontinues du dual de E/F s'iden
tifient alors aux parties équicontinues de E' contenues dans
F°. S1 E_ désigne E muni de O(E,E'), et si on applique
la derniére assertion a ES/F, on trouve que les parties éqq;
continues du dual de ES/F sont les parties de F° qui sont
contenues et bornées dans un sous-espace vectioriel de dimen-
sion finie, i.e. exactement les parties équicontinues du dual
de (E/F)s; par suite, la topologie faible associée & 1'ELC
E/F est identique & la topologie quotient de la topolo gie
faible de E. En résumé:

Proposition 20. Soit E un ELC, F un sous-espace
vectoriel, Munissons F de la topologie induite par E,
E/F de la topologie quotient. Alors le dual de F, s'i-
dentifie & E'/F°, les parties équicontinues de ce dual
gsont les images canoniques des parties équicontinues de
E', la topologie faible de F est identigue & la topo-
logie induite par la topologie faible de E. Le dual de
E/F s'identifie & F°, les parties équicontinues de ce
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dual sont les parties &quicontinues de E' contenuesdans
0 . o

F~, enfin la topologie faible de E/F est identique a

la topologie quotient de la topologie faible de E

Ce qui concerne les topologies sur les duals est ré
sumé dans la

Proposition 21. Soit E un ELC, F un sous-espace

vectoriel, &G un ensemble de parties bornées de E, CH

l'ensemble des intersections ANF, ou A parcourt &,

P(®S) 1l'ensemble des images canonigues dans E/F  des
Le S,

1) Ia topologie de la $(&G)-convergence dans 1le
dual F° de E/F est identique & la topologie induite

par la G -convergence dans E'.

2) Supposons E séparé, F fermé, (& filtrant crois-

sant et les A€ & disqués et faiblement compacts.A
)
lors dams le dual E'/F de F, la topologie de la &, -

convergence est identique & la topologie guotient de la

topologie de la (S -convergence dans E'.

1) est trivial, Pour prouver 2), on peut supposer é-
videmment & stable par homothéties; considérons sur E!/F°
la topologie quotient de la & -convergence, d'apfés la prop.
21 le dual de cet espace est 1l'orthogonal de F° dans le du-
al de E'; or le dual de E' est l'espace vectoriel réunion
des A€ G (th. de Mackey) et 1'orthogonal de F° dans cet
espace est la trace de F sur cet espace (car F est fermé);

de plus, les parties équicontinues du dual de E'/F° sont les
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parties du dual qui sont équicontinues dans le dual de E
(prop. 20), i.e. contenues dans un A€ &. Ce sont donc aussi

les ensembles contenus dans un Ale Y donc exactement les

19
ensembles qui sont équicontinus quand E'/F° est muni de 1la
G&-convergence; d'ou 1'identité des deux topologies envisa-

gées sur E'/F°.

Corollaire 1. Soit E un ELC, F un sous-espace
vectoriel. Alors la topologie faible du dual de E/F est
identique & la topologie sur F° induite par la topolo-
gle faible de E'; si F est fermé, la topologie faible
de F' = E'/F° est identique & la topologie guotient de
la topologie faible de E'.

Corollaire 2. Soit E un ELC réflexif, F un sous-
espace vectoriel fermé. Alors F est réflexif, et ledu-
al fort de F s'identifie au guotient du dual fort E'
de E par le sous-eapace F°. |

Il suffit de conjuguer la prop. 21 et le théordme 8,
corollaire.

Remarquons que dans le cas général oi les A € &
ne sont pas supposés faiblement compacts, la topologie de 1la
Gl-convergence sur le dual de F est moins fine que 1la topo
logie quotient de la G-convergence dans E', et peut &tre
strictement moins fine; ainsi, on peut trouver un espace E
métrisable et complet, et un sous-espace vectoriel fermé F,
tels que le dual fort de F ne s'identifie pas & un quotient

de E' fort. Remarquons aussi qu'en vertu de prop. 21 et de
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N¢ 1, prop. 17, corollaire 2, la topologie du dual fort de
E/F, & priori Plus fine que la topologie induite par E' fort
lui est identique si et seulement si toute partie bornée ade
E/F est contenue dans l'adhérence de l'image canonique d'une
partie bornée de E; cette condition peut étre infirmée méme

en prenant pour E un espace métrisable et complet réflexif.
Cependant, nous verrons au N¢ 17, prop. 32 que les topologies

fortes se comportent bien chaque fois que E est un espace
normé. '

Considérons une famille finie (Ei) d'ELC; une for
me linéaire x' sur le produit est déterminée biunivoquement

par le systéme (xi) de ces restrictions aux sous-espaces Ei,
car on aura |

(=g )axt) = E Cxy0% )
i
Il est manifeste que x' est continue si et seule-

ment si les xi sont des formes linéaires continues sur les
Ei’ et que x' parcourt un ensemble équicontinu se et seule-

ment si 1l en est ainsi de chaque x!. Donc '

Proposition 22. Soit (E,) une famille finie d'ELC,
alors le dual de | | Ei s'identifie, par l'accouplement
écrit ci-dessus, au produit | | E; des duals. Les par-

ties équicontinues du dual de | [ ] E, sont celles con-

tenues dans un produit | | Ai, ou pour tout i, Ai est

une partie équicontinue de Ei.






