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en témoignage d'amitié et d'affection



CATEGORIES COFIBREES ADDITIVES ET COMPLEXE COTANGENT RELATIF

par A, Grothendieck
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Introduction.

Le probléme-clef qui est & l'origine du présent travail est le

sauivant s soit donné, sur un espace topologigue X (ou plus généralement,

sur un topos) un homomorphisme de faisceaux d'anneaux A-—»B, commu$atifs
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pour fixer les idées. On se propose de classifier les extensions (com-
mitativea) de A-Algébres

0-3J~>3>E ——3B—>0 ,
avec J un Idéal de carré nul. Ce probléme contient comme cas particulier
le suivant, d'apparence plus géométrique : $oit donné un morphisme

f i1 X—Y

de schémas, on 8e propose de classifier lea Y-schémas X', munis d'ume
"“immersion d'ordre 1" i ¢+ X——X', i.e. d'une immersion surjective telle
que 1'Idéal J définissant X dans X! soit de carré nul. (Ce deuxiéme pro-
bl2me se raméne au premier en faisant Aﬂf-l(gy), B = 0y .)

I1 est bien conmu que pour un B-Module fixé (resp. pour un Module
quasi-cohérent J fixé sur le schéma X), l'ensemble des extensions cher-
ché est de fagon naturelle muni d'une structure de groupe. Le probléme
de donner une description cohomologique de ce groupe se résoud alors
par l'introduction d'un complexe de chaines de Modules L?/A (resp.

Lg/y) appelé le complexe cotangent relatif de B sur A (resp. de X sur

Y), le groupe cherché s'identifiant (fonctoriellement en J) & 1'hyperext
Ext'(L.,J). D'autre part, Ext°(L.,J) = Hom(E_(L.),J) s'identifie au grou-
pe des automorphismes d'extension de toute extension E de A-Algébres de

B par J.

Le Module Ho(L') n'est autre que le classique Module des diffé-
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rentielles relatives Q;/A(resp‘ ﬂi/Y). Dans la théorie présentée
ici, L. estun complexe de longueur 1, et n'a qu'un autre objet de co-
homologie non nul, savoir El(L_) y noté NB/Aou NX/Y et appelé Module

conormal de B sur A resp. de X sur Y. Une théorie plus satisfaisante

du point de vue de l'algébre homologique, due & Quillen [14](*) définira un
complexe T.B/A Tesp. T§/Y de longueur infinie, dont le notre se déduit

par troncature en "tuant les objets de cohomologie gi , Pour i 22 ".

Comme pour notre propos seuls les foncteurs Exti pour i = 0,1 importent,

le complexe tronqué étudié dans le présent travail suffira pour les
applications envisagées.

Le complexe L. sera défini comme un objet déterminé & isomorphis-
me unique prés de la catégorie dérivée [ 16] T(B) de la catégorie des
B-Modules. Nous aurons donc & utiliser de fagon essentielle le langage
des catégories dérivées de Verdier. La définition de L. se fera en ter-
mes de la catégorie E des extensions de A-Algébres E de B par des B-Mo-
dules variables J; associant & toute telle extension E son "noyau" J,
on trouve un foncteur E__._)Mod(B) qui fait de E une catégorie "cofi-
brée" (SGA 1 VI) au dessus de Mod(BY . Nous verrons au n® 6 comment on
peut reconstituer, & équivalence de Mod(B) —catégories prés, la catégo-
rie cofibrée précédente en termes du complexe L. auquel il donne nais-
sance. Cette théorie n'utilise que certaines propriétés simples de la
catégorie cofibrée E, et une premidre partie de notre travail (n®1 2 6)
donne une théorie de structure générale de telles catégories cofibrées

"additives". On trouve une correspondance parfaite,pour une catégorie

(*) Et indépendamment 3 M. André [19].
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abélienne C, entre les complexes de chafnes de longueur 1 de C (con~
sidérés comme objets de la catégorie dérivée D(E) ) et certaines caté-
gories cofibrées sur Q_(modulo Qréquivalence). J1 est trés probable

que cette théorie pourra s'étendre de fagon & donner une correspondance
entre complexes de chalnes de longueur n, et certaines "n-catégories”
cofibrées sur C ; et il n'est pas exclus gue par cette voie on arrivera
également & une "interprétation géométrique'" du complexe cotangent re-
latif de Quillen.

Les n° 7 & 11 sont ccnsacrés a développer les propriétés formel-
les les plus importantes des complexes L%/Y. Enfin le n° 12 suggére
quelques applications peossibles, et surtout, indique quelques problémes
d'extension de la théorie présentée iel & des situations voisines, fai-
sant intervenir des faisceaux d'anneaux topologiques.

J'avais été amené tout d'abord en 1961 & introduire le complexe
cotangent relatif pour un morphisme de schémas, pour pouvoir énoncer
avec la généralité qui convient [ SGA 6 0] 1le théordme de Riemann-Roch
en théorie des schémas. Faute d'un principe adéquat de globalisation, je
m'étais borné alors aux morphismes qui peuvent se factoriser en une im-
mersion suivie d'un morphisme "formellement lisse". Le principe adopté
dans le présent travail, consistant & définir le complexe cotangent re-
latif en termes de la catégorie cofibrée des extensions infinitésimales
d'algébres, remonte a 1963. Par ailleurs, dans le cas affine i.e. dans
le cas d'une algébre B sur un anneau A, ce complexe a été introduit in-

dépendamment et & peu prés simultanément, semble-t-il, par différents
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auteurs ; Cerstemhaber [9), Lichtenbaum [ 13],Schlessinger [ 13]. Ces
deux derniers auteurs définissent d'ailleurs comme complexes cotangents
relatifs des complexes de chalnes de longueur 2, qui constituent une
approximation meilleure que le complexe envisagé ici du "bon" complexe
eotangent relatif dd a4 Quillen . Nous renvoyons & [13] ’ [14] pour 1les
applications de ce dernier & la caractérisation cohomologique des "mor-
phismes d'intersection compléte" et des anneaux locaux "d'intersection
complé&te". Notre point de vue ici différe de celui adopté dans les tra-
vaux cités, en ce que nous mettons l'accent principal sur l'étude du
complexe cotangent relatif, et de ses relations avec les questions

d'extensions infinitésimales, dans le cas global, au lieu du cas. affine (¥).

Cela explique également la longueur prohibitive du présent travail,
pour laguelle nous nous excusons auprés du lecteur, domtnous suppose-
rons (sauf mention expresse du contraire), dans tout notre travail, la

patience égale a +e

l. Catégories cofibrées additives.

1.1. Dans ce qui suit, C désigne une catégorie additive, E une catégo~-

rie cofibrée sur C (SGA 1 VI 10). La fibre de E en l'objet A de C est

notée :E_(A) y et pour une fléche u¢t A—>B de C, le foncteur cochangement

de base correspondant (défini & isomorphisme unique prés) est noté u, s
u, ¢+ E(A) — E(B)

Soient A et B deux objets de C, alors les deux projections canoniques

de AxB définissent deux foncteurs E(AxB)——E(4) et E(axB)— E(B) ,

(*) (Ajouté en Mai 1968). Une globalisation de la théorie de André-Quillen
dans le contexte des topos annelés sera développée par L. ILLUSIE, en méme
temps que des applications & des questions standart d'obstructions (travail
en préparation).
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d'od un foncteur canonique (& isomorphisme unique préds)

(1.1.1) E(AxB) —>E(A)x%(B) .

Définition 1.2. La catégorie cofibrée E sur la catégorie additive C

est appelée une catégorie cofibrée additive, si elle satisfait aux deux

conditions suivantes :

(i) E(O) est équivalente & la catégorie ponctuelle.

(ii) Pour tout couple d'objets A,B de C, le foncteur canonique

(1.141) est une équivalence de catégories.

On fera attention que ceci ne signifie pas que la catégorie E
(dont on oublierait le foncteur structural E—3C ) est additive, ni
que ses catégories fibres __.T_B_(A) le sont. Il faut considérer par contre
que la définition 1.2 est une généralisation naturelle de la notion de
foncteur additif d'une catégorie additive dans la catégorie des ensem-
bles, en notant que les foncteurs d'une catégorie C dans (Ens) peuvent
s'interpréter en termes de catégories cofibrées sur C dont les fibres
sont des ocatégories discrdtes.

On supposera dans toute la suite que E satisfait aux conditions

d-e 1.2.

1l.3. Utilisons d'abord la condition (i) de 1.2. Pour tout objet 4 de C,
le foncteur __1:'1_(0)~—-9_E_(A), déduit de l'unique morphisme O—>A, définit
dans E(A) un objet 6, , unique & isomorphisme unique prés, comme image
d'un élément arbitraire de la catégorie E(0) Squivalente & une catégorie

ponctuelle. Cet objet
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OA € Ob E(A)
gera appelé par la suite gobjet nul de E(A). Si u: A-ws»B est le morphis-
mo nul, on a un isomorphisme canonique
u*(QA):!*QB (si u = O(¥)).
1.4. Utilisons de plus la condition (ii) de 1.2, en considérant, pour
tout objet A de C, l'homomorphisme somme
AxA——sp s
qui donne donc naissance & un foncteur
(1.4.1) E(axa) ~— E(4)
d'ol, gréce & l!'équivalence (1.1.1), un foncteur (défini & isomorphis-
me unique prés)
B(a)xE(A)—E(4) ,
que nous noterons par le signe du produit tensoriel :
X, 1Py .

Les propriétés d'associativité et de ecommutativité connues pour 1'homo-
morphisme somme AxA—, et celles del' objet nul vis & vis de cet homo-—
morphisme, permettent alors de définir des isomorphismes canoniques de
foncteurs

(XgY)®2 =.X@(¥2Z)

(1.4.2) IVY = YBX

X@GA: Q&QX':X
par rapport aux arguments intervenant dans ces formules. Nous admettrons
de plus, sans en faire la vérification détaillée ici, que ces isomor-

phismes satisfont aux conditions de compatibilité habituelles, étudiées

(*) On verra ci-dessous (1.4.6) que la notation u = 0 est en fait inutile.
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par exemple dans [2] . On peut dire de fagon imagée que, grice aux
conditions (i) et (ii) sur la catégorie fibrée E, les fibres E(A)
ressemblent & des groupes abéliens dans (Cat), tout comme dans le
cas d'un foncteur additif de C dans (Ens), les valeurs prises par
un tel foncteur sont munies de fagon naturelle de structures de
groupes abéliens. Pour compléter l'analogie, il convient également

d'introduire un foncteur

(1.4.3) =2x70 : Ea)—E()
déduit par cochangement de basé de 1 'homomorphisme

-3id, : A—A4,

A
et donnant lieu & l'isomorphisme canonique fonctoriel en X :
-1
(1.4.4) XWX T =8, y

-

qui suffit d'ailleurs & caractériser, & isomorphisme unique prés,
le foncteur "inverse! Xf"x-l, comme le montre une adaptation im-
médiate de l'argument prouvant l'unioité de l'inverse d'un élément

dans un groupe. Enfin, soit

u: A-——=>B

une fléche de C, alors le foncteur
u : E(AY—E(B)
est compatible avec les structures ® mises sur E(4) et sur E(B),

i.e. on a un isomorphisme canonique de bifoncteurs en X,Y

(1.4.5) Uy (X8Y) = uy (X)Bu, (Y) ,



et un isomorphisme canonique

(1.4.6) u*(OA) 20,

ces isomorphismes donnant lieu & trois diagrammes de compatibilité
évidents, correspondants aux trois isomorphismes de (1.4.2). On trou-
ve de méme, comme conséquence de la caractérisation de x~1 par (1.4.4)
par exemple, un isomorphisme canonigue de foncteurs en X :
(1.4.7) b, @& 2u T
1.5. les structures qu'on vient de mettre en évidence sur la catégo-
rie fibre _E_(A) impliquent diverses congéquences formelles, sans doute
bien connues des catégoristes, que nous allons passer en revue, en laig-—
sant leg démongtrations au lecteur zélé.

a) E(A) est un groupoide, i.e. toutes les fléches de cette caté-
gorie gont invergibles.

b) Pour tout objet X de E(A), Aut(X) = End(X) est un groupe com-

mitatif, oanoniquement isomorphe & Aut(OA) par l'application
f4—y Wid, Aut(oA)_,»Aut(X) .

c) Ltengemble des classes & isomorphisme prés d'objets de E(A)

est un groupe commtatif par la loi de composition qui, aux classes des

objets X et Y, associe celle de X®Y. Pour cette loi, 1l'élément neutre

est la classe de 6,, et 1'inverse de la classe de X est celle de xL.

1.6. Nous poserons par la suite

(1.6.1) E°(a) = Aut(0,)



(1.6.2) El(A) = ensemble des classes & isomorphisme
prds d'objets de :E_(A) .

On obtient évidemment ainsi deux foncteurs de C dans (Ens), notés E°
et El. En fait, utilisant les structures naturelles de groupes commu-
tatifs sur E°(4), £1(a) envisagés dans 1.5, on constate aussitdt
qulelles sont fonctorielles en A. De plus, il résulte aussitdt des
conditions (i) (ii) de 1.2 que ces deux foncteurs sont additifs.
D'aprés un argument connu, leur struoture abélienne est donc unique-
ment déterminée,la loi d'additiond E°(A) resp. o (A) provenant & la
loi d 'addition AxA-—=A.

On peut d'ailleurs préciser 1l'additivité du foncteur El, en no-

tant que pour deux fléches

u,v : A==3B

dans C, on a2 un jisomorphisme canonique dans :E_(B), fonctoriel en 1l'ob-

jet X de E(4A):

(1.6.3) (utv) (B = ua(X)vy(X) ,

dont la définition est laissée au lecteur 3 on en comclut formellement,
pour une fléche utA-——B, un isomorphisme canonique dans :E_(B) , fonc-
toriel en l'objet X de E(A) 3

(1.6.4) (<K =ug(X)™ .

1.7. Signalons également une conséquence pour la catégorie E elle-m@me
(et non plus pour ses catégories fibres) de la condition d'additivité

1.2 : dans B, les produits finis existent. En effet, un objet 9y de
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E(O) est manifestement un objet final de E, et si X (resp.Y) est un
objet de E au dessus de l'objet A (resp.B} de C, l'objet défini & iso-
morphisme prés du premier membre de (1.1.1), correspondant au couple
(X,Y) du deuxidme, est manifestement un produit de X et Y dans la caté-
gorie E. Il en résulte que si on ordonne Ob(E) par la relation X 2 Y
signifiant que Hom(X,Y) ﬂ ¢ , alors l'ensemble préordonné opposé a
Ob(L) admet des sup finis, et 3 fortiori est filtrant.

1.8. Nous allons maintenant définir une extension naturelle de la caté-
gorie cofibrée donnée E sur C en une catégorie cofibrée i sur la catégo-
rie Coch(g) des complexes de cochaines de C (i.e. des complexes & opé-
rateur de dérivation de degré +1 nuls en degré <O). Soit X° un tel com-

plexe, on définit les objets de E(X') comme &tant les couples

(X )
ol X € 0b E(K®) , as OKl-——>d:(X) étant un isomorphisme tel que l'iso-

morphisme :

WO a;(041) = 0,2 —3 a4 (a5(X)) & (a1a°) (X) = (0)(X)eby2 ,

qui s'identifie 34 un automorphisme de OK2 , 80it l'automorphisme iden-
tique i.e. corresponde 3 l'objet nul du grovpe commtatif E°(K2). (Con-
dition vide dans le cas important ol on a K2= O L). Une fléche de (X,a)
dans (Y,B) est par définition une fl&che f de X dans Y telle que l'on
ait

p=d(flo,

la composition des fldches étant celle de E(K°). Si
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>

u: K—k

est un homomprphisme de complexes de chaines, on définit de fagon
évidente un foncteur

u ¢ B —EEK)
dont la valeur sur l'objet (X.a) est (ul(X), u,,];(oc)) (o par abus
de notations u}‘( o) est regardé comme un homomorphisme
L d':(u:(x)), compte ter;z des isomorphismes canoniques
u_],;(OK]_) 2 By, et ui(d:(x) )= a'S(ud(X)) ), et la valeur sur la
fleche f de (X,x) dans (Y,p) est la fldche u®{f) . On trouve ainsi,
comme on constate aussitdt, un "pseudofoncteur" (SGA 1 VI 7) de 1a
catégorie C dans (Cat), permettant donc (SGA 1 VI 8) de définir une
catégorie cofibrée, 4 fibres les :E_(K'). sur la catégorie Coch(C)
des complexes de cochaines de C . Considérant C comme la sous-caté-
gorie de Cooh(_(l) formé des complexes "réduits au degré séro", on
constate aussitdt que la restriction de la catégorie cofibrée ﬁ ac
"n'est autre" que la catégorie cofibrée de départ E, i.e. lui est
canoniquement isomorphe.

La construction précédente n'utilisait que la condition (i)
de 1.2, qui implique aussitdt la m@me condition pour la catégorie co-
fibrée i Le fait que E so0it une catégorie cofibrée additive sur
C, i.e. satisfaisant les conditions (i) et (ii), implique aussitdt
la méme condition pour son extension E & Cooh(C). Les résultats
généraux précédents sur les catégories cofibrées additives sont

donc également applicables & E.
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1.9. Soient XK' et K'°deux complexes de cochaines de C, et u,v deux
homomorphismes de K'dans X'* , d 'oll deux foncteurs

U Ve ¢ EE)=2 EE') .
Soit k wune homotopie de u & v, i.e. un homomorphisme gradué de de-
gré -1 de K° dans K'"tel que l'on ait
(1.9.1) v-u= d'k+kd ,
ol d resp. d' est l'opérateur différentiel de XK' resp. K'° . Onva

associer & k un isomorphisme de foncteurs

(1.9.2) kot oy - v,
de la fagon suivante. Soit (X, o) un objet de ﬁ(K'), on va définir un
isomorphisme
(1.9.3) K, (%,0): ug(X, @) — v (K, %)
qui est donc un isomorphisme
@) u? (%)= vg(X)
satisfaisan® une condition de compatibilité relativement & ui@u), vi(a).
En vertu de (1.6.3) et 1.5 b), la donnée d'un isomorphisme (*) revient
4 la donnée d'un isomorphisme
(**) (vom®)y ()msbpio -
Or en vertu de (L.9.1) le premier membre est canoniquement isomorphe
EY ki d:(x), puisque 1l'on a
v = u® = kld° .
Utilisant 1l'isomorphisme «: OK1.~¢dth) , on en déduit un isomorphisme

du premier membre de Cﬁb) avec ki(QKl), lui-méme canoniquement iso-
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morphe par (1.3.1) & &, , ce qui définit (*'), done *). 11 faut
vérifier de plus que cet isomorphisme est bien compatible avec ui(a)
et vi(a), vérification laissée au lecteur, qui utilisera (1.9.1) en
degré 1. Enfin, il faut vérifier que 1'isomorphisme (1.9.3) est fonc-
toriel en X, ce qui est immédiat.

Nous admettrons au besoin par la suite, sans vérification, que
les isomorphismes de la forme k, de (1.9.2) satisfont & des propriétés
diverses, de transitivité par exemple pour des compositions d'homotopies,
qQu'on pourrait exprimer, dans le langage introduit par M. HAKIM [11]

en disant que les EKK') (ou plutdt les 2-catégories associées & ces ca-

tégories) sont les fibres d'une 2-catégorie fibrée au dessus de la

2—catégorie Coch(C), dans laquelle les 2-fliéches sont définies comme

les homotopies d'un homomorphisme de complexes dans un autre.

2. Catégories cofibrées exactes & gauche.

2.1. Dans ce numéro nous supposerons sauf mention du contraire que
la catégorie additive C est mdme abélienne, ce qui nous permettra d'in-
troduire sur la catégorie cofibrée E une condition plus forte que celle
de 1.2 . Pour la formuler, considérons d'abord un objet A de C et un
conplexe de cochafnes K° A-augmenté, i.e. muni d'un homomorphisme

e: A-—K°
tel que d°¢ = 0, ou ce qui revient au méme, muni d'un homomorphisme

de complexes de cochalnes

A—aX®
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Nous admettrons au besoin par la suite, sans vérification, que
les isomorphismes de la forme k, de (1.9.2) satisfont & des propriétés
diverses, de transitivité par exemple pour des compositions d'homotopies,
qu'on pourrait exprimer, dans le langage introduit par M. HAKINM [11]

en disant que les B(K') (ou plutdt les 2-catégories associées & ces ca-

tégories) sont les fibres d'une 2-catégorie fibrée au dessus de la

2—catégorie Coch(C), dans laquelle les 2-fliches sont définies comme

les homotopies d'un homomorphisme de complexes dans un autre.

2. Catégories cofibrées exactes & gauche.

2.1. Dans ce numéro nous supposerons sauf mention du contraire que
la catégorie additive C est m8me abélienne, ce qui nous permettra d'in-
troduire sur la catégorie cofibrée E une condition plus forte que celle
de 1.2 . Pour la formuler, considérons d'abord un objet A de C et un
complexe de cochafnes K° A-augmenté, i.e. muni d'un homomorphisme

e: A—K°
tel que d°¢ = 0, ou ce qui revient au méme, muni d'un homomorphisme

de complexes de cochaines

A—aX®
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(oﬁ A est regardé comme un complexe de cochaines réduit au degré
zéro). On en conclut donc un foncteur canonique, déterminé & isomor-
phisme unique prés (cf. 1.8) :
(2.1.1) E(4) 2 B(4) —>E(X")
En particulier, considérons une suite exacte

0—5a2 5 a4 T54" 50
dans C, et soit

(A" — A"]

le complexe de cochalnes réduit aux degrés O et 1, dont les composan-
tes de degré O et 1 sont A' et A" respectivement, et l'opérateur dif-
férentiel l'homomorphisme donné u : A'— A" . Alors la suite exacte

donnée définit un complexe augmenté

A—a[ar—yar]l
d'ol comme cas particulier de (2.1.1) un foncteur canonique
(2.1.2) B(a)—> E([A'—A"]). .
Ce foncteur associe & l'objet X de A le couple 01*(X),a ) ot & est
1'isomorphisme v*(u*(x))sz(vu)* (X) = (o)*(x).::.eh" évident (1.3.1).

Définition 2.2. La catégorie cofibrée E sur la catégorie abélienne C

est dite exacte a gauche, si elle est additive, i.e. 8i elle satisfait

aux conditions (i) et (ii) de 1.2 , et si de plus elle satisfait & la

condition suivante :

(i1i) Pour toute suite exacte O—»A-»A'-»A"—0 dans C, le foncteur

canonique (2.1.2) est une équivalence de catégories.



-16 -

Lorsque les fibres de E sont des catégories discrutes, de sor-
te que E est défini par un foncteur E de C dans (Ens), on vérifie
aussitdt que E est additive (resp. exacte & gauche) si et seulement
8i il en est de méme du foncteur E, ce qui justifie la terminologie
introduite ieci.

Proposition 2.3. Supposons que la catégorie fibrée E est exacte &

gauche, alors elle satisfait & la condition suivante, plus forte en

apparenee que la condition (iii):

(iii bis) Pour tout complexe de chaines K° tel que Hl(K') = 0,

i.e. tel qu'on ait une suite exacte

o 0d® 1at 2 L Oy
—> A ——P KT 3K~ kK" , ou A =H°(K") ,

le foncteur canonique de (2.1.1)

() —3E(K")

est une équivalence de catégories.

La démonstration est immédiate, utilisant une décomposition
de la suite exacte de l'énoncé en suites exactes courtes, et utili-
sant (pour 1l'inclusion BZ(K')CZ—-;K2 ) la conséquence immédiate sui-
vante de la définition 2.2 g

Corollaire 2.4. Supposons E exacte & gauohe. Alors le foncteur °

de 1.6 est exact & gauche, et pour tout monomorphisme A—B dans G,

le foncteur E(A)-»E(B) est fidaele.
La deuxi®me assertion résulte de la premidre, car E°(A)—E°(B)

est injectif, et on applique 1.5 b). La premidre assertion est une
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congéquence immédiate des définitions.

2.5. Dans cette section, nous allons suppecser la catégorie cofibrée
E exacte & gauche. Nous allons utiliser cette condition pour montrer
que le couple de foncteurs (E°, El) de C dans la catégorie (Ab) des

groupes abéliens provient de fagon naturelle d'un foncteur cohomologi-

que _tronqué & droite, i.e. nous allons définir, pour toute suite exac-

te
0—sA—par-T A" —30
un homomorphisme cobord
(2.5.1) ()2, gl (a)
fonctoriel en la suite exacte envisagée, et tel que la suite d'homo-
morphismes correspondante
(2.5.2) o-—>E°(A)-9E°(A-)—->E°(A")——>E1(A)-)E1(A')—->E1(A")

soit une suite exacte. (NB Cette suite exacte est limitée sur la

droite, ol on ne peut continuer par des zéros.)
Pour définir 1'homomorphisme (2.5.1), soit «€EC(A") i.e. soit

e un isomorphisme e,,%38,, . Par abus de langage, identifions par

A
I'isomorphisme canonique (1.4.6) 8yn ot v, (OA,) , de sorte que & peut
8tre considéré comme un isomorphisme v, (6,,)-=»8,, . Alors (QA,,oc)

est un objet de E([A'~—A"]), qui définit donc & isomorphisme unique
prés un objet de E(A), dont la classe est notée 3fx). Cela définit
l'application (2.5.1). Il faut prouver que cette application est addi-

tive, ce qui résulte de la formule immédiate
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(X,x) @(Y,p) =(X8Y, « @) -
La fonctorialité de O par rapport aux suitses cxactcs variables est im-
médiate et laissée au lectour. Il faut enfin vérifier l'exactitudo do
la suite (2.5.2). L'exactitude en E°(A) ot E°(A!) a été vue dans 2.4.

Exactitude en E°(A")

pour que @ (o) soit nul, il faut et suf=-

fit que (OA',OL) soit isomorphe 3 (OA"O)’ or on voit tout de suite que
les isomorphismes entro ces deux objets correspondent exactement aux iso-
norphismes OA'—-)-OA' dont l'image par v, est o , i.e. aux éléments de
E°(A') dont l'image dans E°(A") est o .

Exactitude en El(A) t pour qu'un objet (X,«x) de

E(A)  E ([A'—>A"]) ait comme image X dans E(A') ltobjet nul 0y, , 11
faut et suffit évidemment qu'il soit isomorphe & un objet de la forme
(QA',OC), i.e. que sa classe soit dans Im O .

Exactitude en El(A') : pour qu'un objet X de E(A') soit tel

que son image vy(X) dans E(A") soit un objet nul, il faut et il suffit
évidemment qu'on puisse trouver un objet (X,x) de E(fA'—a"]) = B(a)
dont il provienne, ce qui signifie que sa classe est dans l'image de

El(A)--—)El(A').

Proposition 2.6. Soient E une catégorie cofibrée additive sur la caté-

gorie additive C. Sojient K'~—yK'>—K"* dos hombomorphismes de complexes

dc _cochaines do C, do _composé nul, d'od (en appliquant la définition d¢

(2.1.2) 4 E définioc dans 1.8 au liou de p_) un fonctour canonique
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(2.7.1) ﬁ(K')—y ﬁ:_(tK"——;K"']) .

Considérons de m&me, pour chaque entier i, le foncteur correspondant

B(k) -E([ K imxri])

et supposons que ce dernier soit (2~i)-fidéle pour i = 0,1,2 ,

i.e. une équivalence si i = 0, pleinement fidéle si i = 1, et fidéle

si i = 2. Alors le foncteur (2.7.1) est une équivalence. L'hypothése,

et par suite la conclusion, est valable en particulier dans chacun

des cas suivants :

a) O—3K'—3K'!'—3K"+—0 est une suite exacte splittant en

chaque degré.

b) La catégorie C est abélienne, et E est exacte & gauche.

La derniére observation dans 2.7 est triviale et mise seule~
ment pour la commodité des références ultérieures. Quant a l'asser~
tion principale, sa vérification & partir des définitions est essen-
tiellement triviale, mises & part les difficultés habituelles concer-
nant les compatibilités, liées au fait que E n'est pas en goénéral
scindée. Cette difficulté se surmonte par 1l'astuce générale de
J. GIRAUD [10] , qui nous permet de nous ramener au cas od E est
méme coscindée, en la remplagant par une catégorie cofibrée convena-
ble C~équivalente & E. Cette réduction faite, on laisse la vérifica-~

tion de 2.6 au lecteur.
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Proposition 2.7. Soit E une catégorie cofibrée additive sur la ca-

tégorie abélienne C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

>

a) E est exacte & gauche.

b) Pour tout gquasi-isomorphisme K'——3K'' de complexes de co~

chalnes dans C, le foncteur correspondant

E(K') — E(K!")

est une équivalence de catégories.

¢) Pour tout complexe de cochaines K° acyclique, la catégorie

E(X') est équivalente & la catégorie ponctuelle, i.e. El(K') = 0.

d) E sur Coch(C) est exacte & gauche.

Les implications b)==a), b)==)c) et d)=>a) sont triviales,
et d'autre part a)=spc) est un cas particulier de 2.3. Il reste &
prouver c)wgb) et a)==pd).

Prouvons ¢)===b). Il est bien connu que la fldche K-——K'® est
isomorphe, dans la catégorie des fléches de K(_C_), 4 une fléche injec~
tive de complexes de cochalnes, s'insérant dans une suite exacte
courte qui splitte en chaque degré. Utilisant 1.9 , on est donc ra-
mené au cas ol on a une telle suite exacte courte
(2.7.1) 0—K'=» K'“y K" "= 0 -

En vertu de 2.6 , le foncteur naturel

(2.7.2) E(K) -B([K' k" "])



- 21 =

est alcrs une équivalence. Or, comme K'—K'' est un quasi-isomorphis~
me, K"° est acyclique, donc par hypothése :E_(K"') est équivalente & la
catégorie ponctuelle. Il en résulte aussitdt que le foncteur '"oubli de
o', (XP")"—’X :
ECK' —>k""])— E(K'")
est une équivalence de catégories. Il en est donc de méme de

BE(KY) —3E(K'") , comme composé des deux Squivalences précédentes.

Enfin, 1l'implication a)s=3pd) est contenue dans 2.6.

2.8. Nous allons maintenant donner un procédé pour associer, & une ca-
tégorie cofibrée additive E sur la catégorie abélienne C, une catégorie
cofibrée exacte & gauche R°:E_ et un foncteur cocartésien sur C

(2.8.1) E —R°E

ayant la propriété suivante s pour toute catégorie cofibrée exacte & gau~
che F sur C, le foncteur "composition avec (2.8.1) "

(2.8.2) Hom oooartC(Ro_@_, F)—> Hom cooartC(E,E)

est une équivalence de catégories. Dans la terminologie de M. HAKIM [11],
l'existence d'un tel R°E et de (2.8.1) s'exprime en disant que le 2-fonc~
teur d'inclusion de la 2~catégorie formée des catégories cofibrées exac—
tes & gauche sur C, dans la 2-catégorie formée des catégories cofibrées

additives sur G, admet un 2-foncteur "2-adjoint & gauche" E ~3R°E .

Conformément aux faits généraux de loc. cit. , cela précise & priori la

dépendance 2-fonctorielle de Rof_‘,_ en E, qui sera également claire sur la
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construction explicite que nous allons donner de ROE: Cette construc-
tion ne fait encore que paraphraser la construction du foncteur exact
a gauche R°E associé & un foncteur additif E de C dans la catégorie Ab
des groupes abéliens, fournissant un adjoint & gauche du foncteur d'in-
clusion de la catégorie des foncteurs exacts & gauche dans celle des
foncteurs additifs. Pour simplifier l'exposé de la construction, nous
allons supposer que C contient assez d'injectifs, bien qu'il smble cer-
tain qu'une variante évidente (esquissée plus bas) de la construction
donnée doive marcher dans le cas général.

Pour chaque objet A de C, choisissons une immersion A——aCo(A) de
A dans un injectif, posons C1(4) = C°(A)/4 , et soit
(2.8.3) c'(a) =[c(a)—cT(a) ] ,

oonsidéré comme oomplexe A-augmenté. Pour toute fléche dans C

us: A-—yB

soit

C'(u) :+ c'(a)—C'(B)
un prolongement de cette fldche en un homomorphisme de oomplexes, défini
par un prolongement arbitraire de u, considéré comme fléche de A dans
l'objet injectif C°(B), en une fldche de C°(A) dans C°(B). On sait que
deux tels choix de C'(u) différent par une homotopie, elle-m@me détermi-~
née modulo un homomorphisme de degré-1 de complexes. Vu les propriétés
de degré et le fait que Hl(C'(A)) = 0 , on voit qu'un tel homomorphisme

est nécessairement nul, donc 1l'homotopie précédente est uniguement dé~
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terminée. On en conolut, si
us A—B, v: B—FC

sont des fladches composables dans C, qu'on a une homotopie bien déter-
minée
(2.8.4) h(u,v): C°(v)C (u) ~ C°(vu) .
Ceci posé, on posera pour tout objet A de C
(2.8.5) R°E(A) = E (C° (&),
et si us A—»B est une fléche de {, on lui associe la fléche

R°E (u) : R°E(4)— R°E(B)
définie par cochangement de base par C'(u) dans la catégorie cofibrée ﬁ
sur Coch(C) :

R°(E)(u)(X) = ¢*(u) (X) .

Enfin, utilisant (2.8.4) et 1.9 , on associe & un couple de fléches

composable u,v comme ci-dessus, un isomorphisme de foncteurs
o
(2.8.6) h(u,v)* : R°%(E)(v) R°(E)(4) =R°(E)(vu) .

On wérifie alors, utilisant l'unicité de l'homotopisme déja invo-
qué, que l'on a pour trois fléches composables u,v,w de C le diagramme
commutatif habituel (SGA 1 VI 7), de sorte que les données qu'on vient
de construire définissent un pseudo~foncteur C—>(Cat) (SGA 1 VI 8), per-
mettant donc de construire une catégorie cofibrée, qui est la catégorie
R°§}(2.8.1) cherchée. Le foncteur cocartésien (2.8.1) se définit alors

fibre par fibre & l'aide des foncteurs dfaugmentation évidents du type

(2.1.2)
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(2.8.7) E(4)—3R°E(A) = E(C°(A))
et des isomorphismes de compatibilité évidents pour ces foncteurs et
uhe fléche A—)B dans C , par la méthode de SGA 1 VI 12 .

I1 faut encore vérifier que Rog.est bien exacte & gauche, ce que
nous laissons aux soing du lecteur, et enfin prouver la propriété 2-uni-~
verselle de (2.8.1), i.e. le fait que pour toute catégorie cofibrée F
exacte & gauche sur C, le foncteur (2.8.2) est une équivalence. Nous nous
bornons & indiquer le principe de la vérification, qui consiste & définir
un foncteur en sens inverse, et & vérifier que les deux composés sont iso~
morphes aux foncteurs identiques. La définition de ce foncteur quasi-in-~

verse de (2.8.2) se fait ainsi. Soit

£ E—E
un foncteur cocartésien de E dans F, nous allons en déduire un foncteur
cocartésien

£f1s R°E——F .
Or on déduit de fagon évidente de f un foncteur cocartésien
R°f : R°E—»R°F
et d'autre part le fait que F soit exacte & gauche s'exprime par le fait
que le foncteur cocartésien du type (2.8.1)
F—R°F
est une équivalence. Composant une quasi-inverse de cette derniére avec

o s . .
R”f , on trouve le foncteur cocartésien cherché f' . Nous laissons au lec-
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teur la définition de la variation fonctorielle de f' en f , et la vé-
rification qu'on obtient bien ainsi un foncteur quasi-inverse de (2.8.1),
ce qui n'offre pags de difficultés.

Lorsque l'on ne suppose plus que dans C il existe assez d'objets
injectifs, le principe de la construction de ROE est esgentiellement le
méme, avec quelques complications techniques. Pour un objet A de C , on
regarde tous les monomorphismes A ------,)CC> de A dans un autre objet (qu'on
ne suppose plus nécessairement injeotif), donnant encore naissance 2
un complexe A-augmenté C* . Si C° est majoré par un C'°, i.e. s'il
existe un homomorphisme C°——a(”® compatible avec les augmentations,
on en déduit un foncteur _E: (c*) —-——+f§_(C' ') qui, 4 isomorphisme unique
prés, est indépendant du choix de l'homomorphisme en question (lequel
est en effet déterminé modulo une homotopie unigue). Ceci permet alors
de définir raisonnablement une catégorie RO_E(A) comme une P_:_L_’m de caté-
géries de la forme _ﬁ_(C’) (od le symbole I..'.E"i'.‘, est entendu au sens de
SGA 4 VI 4 , et se réfdre & une catégorie cofibrée convenable sur la
catégorie associde & l'ensemble préordonné des C° ...) . Le détail de

cette construction est laissée au lecteur.

2.9. Notons que la construction de Rog montre que si A est un objet
injectif de C, alors le foncteur canonique

(2.9.1) E(4) — R°E(4)

est une équivalence de catégories. Lorsque C admet suffisamment d'objets

injectifs, la dépendance RO_I_E_ en fonction de E peut aussi s'interpré-
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ter de la fagon suivante. Soit Inj{§) la sous-catégorie pleine de C
formée des objets injectifs. Si, & toute catégorie cofibrée exacte 3
gauche sur C , on associe sa restriction F|Inj(C), on constate qu'on
trouve une 2-6quivalence de la 2-catégorie des catégories cofibrées
exactes & gauche sur C dans la 2-catégorie des catégories cofibrées
additives (sans plus) sur Inj(_C_) « En d'autres termes, si F,F' sont
deux catégories cofibrées exaotes & gauche sur C, alors le foncteur
restriction

(249.2) Hom cocartg(_F_‘.,F_‘ }——> Hom cocartr, . (<) (Pling(c),F| 105(C))

est une équivalence de catégories, et dlautre part toute catégorie co-
fibrée additive sur Inj (_C_) est Inj(C)~équivalente & une catégorie

de la forme F|Inj(C), avec F catégorie cofibrée exacte i gauche sur C .
Ceci posé, le fait que (2.9.1) soit une équivalence pour A injectif
s*interpréte aussi en disant que, via lt'identification précédente des
catégories cofibrées exactes & gauche sur C aux catégories cofibrées
additives sur Inj(C) , le 2-foncteur E~~»R°E de 2.8 s'identifie

au 2-foncteur "restriction & Inj(C) " , de la 2-oatégorie des catégories
cofibrées additives sur C dans celle des catégories cofibrées additives

sur Inj(C) .
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3. Complexe typique L% d'un objet de E . Procomplexe typique LY de L.

3.1, Soit A un objet de C, X un objet de E(A), et considérons, pour
un objet variable B de C, le foncteur
(3"1‘1) B HHOH{]E(ngB) = Dx(B) .

On a un homomorphisme fonctoriel évident

(3.1.2) HomE(X,OB).__;HomC(A,B) , i.ee Dy —>h, ,

od hA est le foncteur covariant de C dans (Ens) représenté par A.
Lorsque le foncteur DX est représentable, nous désignerons par Qy
l'objet de C qui le représente, défini donc par un isomorphisme fonc-

toriel en B :
(3.1.3) Homg(QX,B) ~ Hom_E_(x,oB) = D (B) .

Lthomomorphisme (3.1.2) correspond alors & un homomorphisme en sens
inverse

(3.1.4) dyt A== Q
Nous désignerons alors par

7

le complexe de chafnes défini par l'homomorphisme précédent, défini
donc par les conditions

X X X s
(3.1.5) Ly=4,L =0 , L /=0 pouri A0,1
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1topérateur différentiel de L?I.( dans L}CE étant lthomomorphisme d

de (3.1.4) . Le complexe 1X sers appelé le complexe typique de X.

Soit f3 X——X! une fléche de E, au-dessus d'une fléche
us A—>A' de C. On obtient alors, par composition avec
X-——2X' resp. A—A' comme fléches verticales, un diagramme com-

mutatif de fonoteurs de C dans (Ens) 3

D, —>3h

iy

Dyi—>h,, .
Lorsque DX et Dy, dont représentables, on trouve donc un carré com-
mitatif d'homomorphismes

A —50}(

R’

At— QX' ’

en d'autres termes un homomorphisme de complexes typiques
1l X X .
On trouve ainsi, lorsque DX est représentable pour tout X, que 17
dépend fonctoriellement de X , i.e. on trouve un foncteur
E—>Cn(c) ,

ol Ch(_C_) est la catégorie des complexes de chalnes dans C.
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3.2. Soit encore X un objet de E (au-dessus d'un objet A de ED tel
que le complexe typique L% de X soit défini, i.e. tel que QX exis-
te. Nous allons alors, pout tout objet B de C , considérer le com-
plexe de cochalnes

(3.2.1) Hom’(L%,B) ,

qui s'identifie au complexe de cochalnes de longueur 1 défini par
1thomomorphisme (3.1.2),et dont lo H° et le gl sont dono respec-
tivement le noyau et le conoyau dudit homomorphisme. Donc le noyau
stidentifie & l'ensemble des fléches X-——;OB qui sont au-dessué de
la fléche nulle u: A—>B , donc aussi 4§ l'ensemble des fléches dans

E(B) de u*(X) dans OB , i.e. (1.3) de OB dans 6, . On trouve

B

donc un isomorphisme canonique
. 0
(3.2.2) HO(Hom® (1%,8)) = E°(B)
évidemment fonctoriel en X (pour X variable parmi les objets pour

lesquels L% existe). On en conclut :

Proposition 3.3. Soit X un_objet de E tel que L% existe. Pour que

HO(L¥) i.e. Coker (dX: A-——)QX) existe, il faut et il suffit que le

foncteur E° soit représentable par un objet OE de C, et alors

HO(L¥) représente canoniquement ledit foncteur, i.e. est canonique-

ment isomorphe & QE .

Corollaire 3.4. La condition précédente est indépendante du choix

de X. Si elle est vérifiée, et si X —X' est un homomorphisme dans
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1
E tel que L}.( ot L).( existent, alors l'homomorphisme correspondant

' L) -
LI.{-—J) L}.( induit un isomorphisme sur les objets H0 (qui s'identifie

2 l'isomorphisme identique de l'objet OE représentant E°) .

3.5. Nous allons maintenant interpréter le Hl de (3.2.1) i.e. le co-

noyau de (3.1.1), en considérant l'homomorphisme naturel
1
Hom, (A,B) —>E (B)

dont la valeur en u: A—B est la classe de ltobjet u*(X) de E(3).

Cette application est bien un homomorphisme de groupes (1.6.3). Je dis
gue son noyau n'est autre que 1'image de 1'homomorphisme (3.1.2) . En
effet, pour que u appartienne au noyau, i.e. pour qu'il existe ur iso-
morphisme u*(X)-’T-'-) Op dans E(B), il faut et il suffit qu'il existe une
fléche X—> GB dans E au-dessus de u (les dites fl&ches correspon-
dant en effet biunivoquement aux fl&ches u*(X) —0, de E(B) ). On 2
donc un monomorphisme canonique

(3.5.1) Bl (Hom* (13, B)) B (B)

dont 1l!'image est forméedes classes d'objets de E(B) qui sont majorés
par X dans B (pour la relation de préordre dans Ob(E) obtenue en écrivant
X2 X! si et seulement si Hom(X,X') £ @ ). Soit alors

(3.5.2) E, € E

la sous—catégorie strictement pleine de E formée des objets de E majo-
rés par X § ctest évidemment une sous-~catégorie cofibrée de E , évidem-

ment additive comme E comme il résulte de 1.7 , et qui définit donc des

foncteurs additifs EXC> , EX1 y avec



- 31 -

ES=E° Exlc—; B,
puisque 1l'inclusion cofibrante_gxg;_jg est pleinement fidéle. On peut donc
préciser 1'inclusion (3.5.1) par 1'isomorphisme
(3.5.3) 1l (om™ (LX , B)) ;:_,Exl(a)
1

X
3.6. Soit X' un deuxi2me objet de E , sur 1'objet A' de C' , tel que L.
existe, et supposons que X' majore X, i.e. qu'il existe un morphisme

£: x'_ﬁx, Alors on a évidemment

EX g EX' s

d'ou

1 ]r
[N 5
(3.6.1) EX IEX' ,E

1

D'autre part, le choix d'un morphisme f : X'___>X définit un homomorphisme
Lf : L¥'.___9 L¥ ,
d'ot un homomorphisme de complexes de chaines
Hom'(L}.{,B) e Hom' (LX’ »B)
et par suite un homomorphisme pour les Hi . Nous savons déha que 1'homomorphis-
me pour le 1° est indépendant de £ , et s'identifie 3 1'endomorphisme iden-
tique de EO(B). On voit de méme immédiatement que 1'homomorphisme pour les
H1 rend coomutatif le diagramme
H' (Hom' (LY, ) <225E, 1(B)
(3.6.2) {
H' (Hom' (LY ,B)) =2y £, 1(B) ,
ot la deuxi2me fl@che verticale est 1'inclusion de (3.6.1). Il est en parti-

culier également indépendant de f.

3.,7. Ce dernier point peut d'ailleurs se préciser, en notant que si £, g

sont deux homomorphismes de X' dans X, d'ol deux homomorphismes

1

S - IPRS & 5 2N
alors on a une homotopie canonique
(3.7.1) ki ~~18 ,

g, £
ce qui revient ici 2 une fléche

X' X

kgt Ly ﬂx,_-,Ll-A

rendant commutatif les deux triangles du diagramme

A'— N X'
k<5

X >
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N 8
ou les fléches verticales sont induites par L - L? . Pour définir

k s
8, £
resp. g, et notons que l'isomorphisme u*éx')-,x défini par f et

désignons par u resp. v la fléche de A' dans A définie par £

vséX')._7X défini par g définit un isomorphisme

q*ﬂx')::1>v*§x') ,
ou ce qui revient au mfme en vertu de 1.5b) et (1.6.3), un isomor-
phisme

(v-u)*(}{') =58, 5
ce qui, par définition de ﬂx,, revient 2 la donnée d'une fléche
kg,f de S < dang A rendant commutatif le triangle supérieur du
diagramme. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'il rend
aussi commutatif le triangle inférieur, ce qui achdve alors de définir
1'homotopie cherchée (3.7.1).

On voit ainsi que si X' majore X, alors il y a une classe d'homo-

X! X
topie canonique d'homomorphismes de L. dans L. , savoir celle contenant

£
tous les L. pour f € Hom(X',X). Lorsque Lg existe pour tout objet X

de E , on trouve donc un proobjet canonique dans la catégorie K(C) des

complexes de C & homotopie prés, indexé par 1'ensemble préordonné Cb(E)
(qui est filtrant pour la relation de préordre opposée, en vertu de 1.7

E
On 1'appellera parfois le procomplexe typique de E, et on le notera LT

Si C est abélienne, on désignera par le méme nom, parfois, le proobjet de
la catégorie dérivée D(C) qu'il définit, en précisant suivant le contexte

si on travaille dans K(C} ou dans D(C).

3.8. Comme pour X variable, on a Svidemment

(3.8.1) E= L?Ex

(limite inductive filtrante suivant 1'ensemble préordonné filtrant (Ob E)°
opposé de Ob (E) ), on en conclut aussitdt

(3.8.2) l(s) = %Q,EXI(B)

(isomorphisme fonctoriel em B),les morphismes. de transistion du systéme induc-
tif &tant les inclusions (3.6.1). Compte tenu de (3.5.3) on trouve donc
(3.8.3) El(p) = %Hl(,nom'lf.(,a)) s

isomorphisme fonctoriel en B qui permet d'expriﬁer E1 en termes du pro-comple-
xe typique LE . Bien entendu, on exprime de fagon analogue E° comme

(3.8.4) E°(B) 22 Lip #oCom (LX , B)) ,

mais ol en vertu de 3.2 les morphismes de transition du syst2me projectif

intervenant au second membre sont des isomorphismes.
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Nous verrons au n°® 6 comment, plus précisémeat , on peut reconstituer
3 C.3quivalence prés la catégorie cofibrée E 2 1'aide du systéme des
complexes typiques L¥

3.9. Soient X et X' deux éléments de E tels que X' majore X, de sorte
qu'on a
E E E 1 1
ExC>Ep x SFyp
Ceei dit, les conditions suivantes sont é&évidemment équivalentes :
a) X majore aussi X', i.e. X et X' sont équivalents dans l'ensemble
préordonné Ob(E).
B) Ey = Ey.
c) EX1 = EX'1
Xl
Lorsque de plus Lg et L. existent, ces conditions équivalent aussi
3 la condition
1
d) Le morphisme canonique L?.__%,L¥ de K(C) (3.7) est un isomorphis-
1
me (i.e. pour une fléche f: X'__%,X, la fléche L?: L¥._4,L¥ est une équiva-
lence d'homotopie).
En effet, a) implique évidemment d) en vertu de (3.7), et d) implique

c) en vertu de (3.5.3) et la comptabilité 3.6.

3.10. En particulier, si X est un objet de E, les conditions suivantes sont
équivalentes:

a) X est un objet maximal de 1'ensemble préordonné Ob(E).

b) E =E .

¢) E =E

d) (Lorsque tout objet de E admet un complexe typique.) Pout tout
objet X' de E majorant X, la fléche canonique L?Z_., L¥ de K(C) (comple-
xes de C A homotopie pres) est un isomorphisme.

Pour qu'il existe un tel objet X de E, il est donc nécessaire et
suffisant que le proobjet typique LT dans K(C) soit isomorphe 2 un pro-
objet constant. Dans ce cas, on peut donc identifier LE a4 un objet de

K(C) i.e. 2 un "complexe2 homotopie prés dans C ", qu'on appelera encore

le complexe typique de E , et qu'on notera encore L= . Avec cette conven-

tion, les formules (3.8.4) et (3.8.3) deviennent simplement:

(3.10.1) E%B) ~H°(Hem' (12 ,3)) , clem)=~ul(uem (1 ,p))
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(isomorphismes fonctoriels enB) . Dans 6.4., nous verrons plus précisément
comment on peut reconstituer la catégorie cofibrée E & C-équivalence pres,

E
4 1'aide du complexe typique I= & Ob K(C)

3.11, Application & la catégorie cofibrée E.

Soit X un objet de E, d'ot la sous-catégorie cofibrée pleine (3.5.2)
E de E des objets de E majorés par X Il est évident alors que E s'iden-
tif1e 2 une sous-catégorie cofibrée pleine de E (C£. 1.8), dont la fibre
en le complexe de cochaines K de C est formé des couples (Y, o) ,
Y € Ob E(Ko), comme précisés dans 1.8 , tels que de plus Y soit majoré par
X dans E . Nous désignons par .1
)

X et EX

E° et E! , resp. E

les foncteurs addltifs sur Coch(c) associés aux catégories cofibrées ad-

ditives E resp. E Comme E est la réunion filtrante de ses sous-catégories

XA'
cofibrées pleines EX s
E =1%tgﬁx ’
on en conclut aussitdt des isomorphismes canoniques
i) . ~O “1 =1
(3.11.1) E- = E = lin E/ , 3 lin Eg ,

d'ailleurs les morphismes de trans§tion dans le deuxieéme systéme inductif de

(3.11.1) sont des monomorphismes, i.e. on a des inclusions

(3.11.2) E1 - E1 , .
permettant d'identifier les EX 3 des sais ~foncteurs de E1 , de réunion

égale & ce dernier.

Supposons que L¥ existe. Notre objet dans cette section est de définir
un isomorphisme canon1que, fonctoriel en X Q;Ob E et K" &€ 0b Coch(C)
(3.11.3) Ey Ly 2ul (Hon (L K)) ,
géneralisant (3.5.3), d'ou par passage & la limlte sur X (en supposant que
L existe pour tout X) un isomorphlsme canon1que fonctoriel en K’

(3.11.4) E (K ) o 1_35 H (Hom' (L , K'Y ,

la limite inductive étant prise sulgant 1'ensemble préordonné opposé & Ob E ,
ce qui a un sens grace & 3.7, On a d'ailleurs également la formule suivante,
dont la vérification est laissée au lec teur vue sa trivialité:

(3.11.5)  E°(R') 22 EY(K') 22 B%(om™ (LF k') 22 Hom( {1 ,HO(x))

Définissons donc (3.11.3). Soit (Y, K ) un objet de EX(K‘). En

vertu de (3.5.3) 1'objet Y de E(K°®) est défini par un norphisme
o

X o
u : L1 =K s
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(bien déterminé modulo morphismes provenant de morphismes Lx‘-y K° ).
Alors d*ﬁY) est défini par le composé a%° : 1. ~—)K.——) K , et la donnée
d'un isomorphisme OA de ce dernier objet avec 1'objet nul QKI équivaut a

la donnée d'un homomorphisme

u1 : I. __>K

tel que uld = (2%°) , par définition méme (3.1) de L . I1 faut enfin
exprimer la condition de comptabilité de l'isomorphisme o avec d1 intro-
duite dans 1.8. On constate que celle-ci s'exprime par la formule d1u1=0.
En résumé, un objet (Y, ol ) de EX
la donnée d'un diagramme commutatig X
O___,’]'..1 —3L I

'L “1111 2

est décrit, 2 isomorphismwe prés, par

qu'on peut encore interpréter comme un homomorphisme de complexes de chaines
Xxd, X .
u [Ll L, ].,K [1].

Soit v = (vo,vl) un autre tel homomorphisme, quels sont les isomorphismes
entre les objets correspondants (Y, & ) et (Z, B) de EX(K') ?
Ce sont les isomorphismes entre Y et Z dans E(Ko) satisfaisant & une condi-
tion de compatibilité avec ©*, » explicitée dansg 1.8. Or dans 3.5 on a wvu
que les isomorphismes de Y = uo(X) dans Z=v§(X) correspondent biunivoque-
ment aux homomorphismes

K LY 3K°
tels que

kldx =v® - ¢° .
I1 faut de plus exprimer la condition de compatibilité avec ok , ﬁ) déja
invoquée. On trouve que celle-ci s'exprime par la formule

dokl_ 1 1
Les deux conditions précédentes sur k expriment que k1 est une homotopie de
u a v, plus pgicisément que 1l'unique homomorphisme k de degré -1 d'objets
gradués [Ll --)L —3 K° qui coincide avec k en degré 1, satisfait 1la
condition

d(E¥) +dp.k =v-u

On a ainsi défini une bijection canonique, évidemment fonctorielle en

X et en K, entre le premier membre de (3.11.3) et 1'ensemble des homomor-
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d
phismes dans K(C) de[L}I( —x-) LZ{] dans K . Ce dernier enscmble est d'cu-
tre part isomorphe canoniquement (et fonctoriellement en K ,X) au deuxizme
membre de (3.11.3), qui peut aussi s'interpréter comme 1'ensemble des ho-
momorphismes dans K(C)
[ —% X3= o f1] -k
1 [+] 'x

X X
En effet, L. -1] est isomorphe 2 [Ll-—-)Lo par (idIX’ -idlx)- On
1 o

associe donc a 1'homomorphisme u = (uo,ul) ci~dessus 1'homomorphisme
u"(uo, - u ) de 1X [}i] 2 1'homotopie k entre u et v correspondantel’ho-
motopie-k entre u' et v' . Cccl achdve de définir 1la bijection canonique
(3.11.3).

3.12. La formule (3. 11 3) , qui peut aussi se récrire
X
bt L.
E (K; HomK(C)( . &y
montre donc que le foncteur E sur Coch () se factorise en fait par la
catégorie des complexes de cochatnes 2 homotopie pres (ce qu'on savait d'ail-
leurs déja grace 2 1.9), et qu'en tant que foncteur sur cette derniére

catégorie il est représentable par le complexe de cochalines L¥[—1],tout comme

le foncteur E° = E; d'ailleurs, représentable par le complexe JIE réduit

au degré O . On a en particulier un élément canonique de
-~ 1 X
TFip BNl

(3.12.1) § € obE(LY 1])
qui Rér l'isomorphlsme déjd envisagé entre L. []] et le complexe

X

[Ll .__g L l], correspond A 1'objet canonique

(3.12.2) fx € Ob E( 1] —1X)

défini par g% = (X, A), ot chest la "trivialisation universelle de X", ré-
sultant d: la définition méme (3.1) de L\ =L . i X' majorc X alors
est canoniquement isomorphe 2 1'image de gxx'
de cochalnes déduit par translation -1 de L , et en vertu:de la bijec-
tion (3,11.3) cette condition caractérise d$ja L.-a, LF en tant que fléche
de K(C).

€x
par 1e morphisme de complexes

4, Le proobjet NE,et 1'homomorphisme caractéristique d'un objet de E.

4.1 Dzus le présent numéro et le suivant, nous supposerons que C est une



- 36 -

d
phismes dans K(C) de[L}I( —x-) LZ{] dans K . Ce dernier enscmble est d'ou-
tre part isomorphe canoniquement (et fonctoriellement en K ,X) au deuxidme
membre de (3.11.3), qui peut aussi s'interpréter comme 1'ensemble des ho-
momorphismes dans K(C)
- X f .
(1 —F5]- v Bk
X X X

En effet, L. -1] est isomorphe 2 [Ll—-)Lo par (idl}i, -1d1}é). On

associe donc 2 1'homomorphisme u = (uo,ul) ci~dessus 1'homomorphisme
U'=(u°, - ul) de L¥ [}i] » & 1'homotopie k entre u et v correspondantel’ho-
motopie-k entre u' et v' . Ccci achdve de définir la bijection canonique
(3.11.3).

3.12. La formule (3. 11, 3) , qui peut aussi se récrire
X
bt L.
(K; HomK(C)( . &y
montre donc que le foncteur Ey sur Coch (€) se factorise en fait par la
catégorie des complexes de cochatnes 2 homotopie prés (ce qu'on savait d'ail-
leurs déja grace 2 1.9), et qu'en tant que foncteur sur cette derniére

catégorie il est représentable par le complexe de cochaines L%[—l],tout comme

le foncteur E° = E; d'ailleurs, représentable par le complexe JIE réduit

au degré O . On a en particulier un élément canonique de

e af 1) et

(3.12.1) - ObE(LY 1_'[)
qui Rér l'isomorphlsme déjd envisagé entre L. []] et le complexe

X

[Ll .__g L l], correspond & 1'objet canonique

(3.12.2) fx € O E( ¥ —51X)

défini par § = (X, A), ot chest la "trivialisation universelle de X", ré-
sultant de la définition méme (3.1) de L. =Sl . si X' majore X alors
est canoniquement isomorphe 2 1'image de §XX'
de cochalnes déduit par translation -1 de L , et en vertu:de la bijec-
tion (3,11.3) cette condition caractérise d$ja L.-a, LF en tant que fléche
de K(C).

€x
par 1e morphisme de complexes

4, Le proobjet NE,et 1'homomorphisme caractéristique d'un objet de E.

4.1 Dzuws le présent numéro et le suivant, nous supposerons que C est une
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catégorie ab&lienne, et nous nous intéresserons aux objets de cohomologie des
L¥ respectivement de LE , ces derniers étant interprétés comme les proobjets
X
‘(o D . ‘e _
(Hi(L'))XéOb(E) » pour i=0,1, Pour simplifier, nous supposerons que E satis
fait a8 la condition

(iv) Le procomplexe typigque LF de E est défini, i.e. pour tout objet

X de E, le complexe typique L¥ est défini i.e. le foncteur DX_EE (3.1) est

représentable.

Rappelons pour mémoire (3.4) que HO(LE) est un proobjot constant, s'i-

dentifiant donc a un objet de C que nous noterons.flE , et qui rcprésente

. o
canoniquement le foncteur E~ :

4.1.1) N -uad
E 0

On posera d'autre part

_ E
(4.1.2) FE = Hl(L.) ,
c'est donc le proobjet des NX » X € Ob(E), od pour tout objet de X de E, on
poOse

X

(4.1.3) N, = H (1Y) = Rer (A0l

X
ol A est 1'objet de C au dessus duquel se trouve X.

Proposition 4.2. Le proobjet NE de C est gtrict, i.e. si 1'objet X' de E

majore 1'objet X, alors 1'homomorphisme de transition NX,,_A,NX est un épi-

morphisme. De plus, pour X et X' comme ci-dessus, les conditions suivantes

sont équivalentes :

a) Nx,___.)NX est un isomorphisme.

[§
b) X5 1X est un isomorphisme dans la catégorie dérivée D(C), i.e.

t
pour une fléche f£:X'-_5 X, 1'homomorphisme correspondant Lg__,L.X est un qua-

si-isomorphisme.

1
est cffacable, i.e. pour tout objet B de C et

1
¢) Le foncteur Egr /EX

1 .
(B), il existe un monomomorphisme u:B—»B' dans C tel que

tout x €& EX'
1
u(x) € In Ex {B)

c') Pour tout objet Y de E au-dessus d'un objet B de C, tel que X' ma-

jore Y, il existe un monomorphisme u: B.__)B' dans C tel que X majore u)E(Y).

Si dans C il existe suffisamment d'injectifs, ces conditions équivalent

ausgi aux suivantes :

d) Pour tout objet injectif B de S, on a EXI(B) = EX.I(B)

d') Tout objet Y de E, au-dessus d'un objet injectif B de C , qui est

majoré par X' est majoré par X.
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Démonstration de 4.2. Les éauivalences a)&b) , c)¢Hc'), d)&d')
et c)&d) sont triviales. L'équivalence a)é&3c) est un cas particulier du
lemme suivant, compte tenu de (3.5.3) et de la compatibilité (3.6); ce lemmc

implique aussi la premiere assertion de la proposition.

Lemme 4,2.1. Soit L.'—3 L. un homomorphisme de complexes dans la catégorie

abélienne C, et soit i un entier (i=1 dans le cas particulier cnvisagé plus

haut). Si pour tout objet B de C, 1'homomorphisme

(%) El(p) = Hi(Hom'(L.,B))-A,E'i(B) = Hl(Hom' (L!,B))
est injectif, alors 1'homomorphisme

KR

(**) H (L") . (L)

est surjectif, (et la réciproque est vraie si on suppose de plus que 1'homo-

morphisme

B (L") —pH (L)

cst bijectif). Pour que le foncteur E'1/E soit en outre effacable, (ou en-

core, si C admet suffisamment d'objets injectifs, pour que ce foncteur s'an-

nule sur les objets injectifs), il faut ct il suffit que 1'homomorphisme

(¥X) goit méme bijectif.

La démonstration de ce lerme standard est laissée au lecteur.

4.3. Soit X un objet de E au dessus de 1'objet A de C. L'homomorphisme com-
posé

Cy? N_I_E_—.’NX = Ker ( A.-',ﬂ.x) —» A
de proobjets de C est appelé 1'homomorphisme caractéristique de 1'objet X.

En vertu de 4.1 et 4.2 , cet homomorphisme s'insére donc dans une suite

exacte fonctorielle en X

(4.3.1) N> A._,ﬂx_;ﬂ.E —0
Pour que l'homomof;hisme caractéristique soit nul, il faut et il suffit que
1'on ait Ny = 0, i.e. que 1'homomorphisme canonique A:,YLX soit injectif,

Guand il en est ainsi,fl est donc une extengion de flE par A, On obtient

X
un foncteur canonique de la sous-catégorie pleine Es de E formé des objets

2 homomorphisme caractéristique nul, dans la catégorie Eg(flE) des extensions
de.n.E par des objets de C :

ES"abgfcr;E) ’
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foncteur qui est évidemment un foncteur cartésien de catégories cofibrées
additives sur C. (Nous verrons plus bas que ce foncteur est une équivalence

lorsque E est exacte 2 gauche (2.2).)

4.4, On conclut comme cas particulier de 4.2 que pour un objet X dc E ,
les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout objet X' de E majorant X, 1'homomorphisme canonique

NX""NX est un isomorphisme.

b) Pour tout objet X' de E majorant X, 1'homomorphisme canonique
! X
L. —3 L. de 1la catégorie dérivée D(C) est un isomorphisme, i.e. pour une
' X
£l&che f:X'__%,X, la flache correspondante L¥.__a,1“ est un quasi-isomorphis-
me.
1 1
¢) Le foncteur E'/E," est effacable,
c') Pour tout objet Y de E au dessus d'un objet B de C, il existe un

monomorphisme u:B.—.B' dans C tel que u*(Y) soit majoré par X.

Enfin, si C admet suffisamment d'objets injectifs, ces conditions é&qui-

valent encore aux suivantes:
1
d) Pour tout objet injectif B de C, on a El(B) = Ey (B).

d') Tout objet Y de E au dessus d'un objet injectif B de C est majo-
ré par X.

Un objet X de E satisfaisant aux conditions précédentes sera appelé un

objet quasi-maximal de E . Pour qu'il existe un objet quasi-maximal de E, il

faut et il suffit donc que le proobjet LE de D(C) soit isomorphe 2 un proob-
jet constant. Dans ce cas, on peut identifier LE 3 un objet de la catégoric
dérivie D(g) , valeur commune (2 quasi-isomorphisme prés) des complcxes typi-

que L. pour X quasi-maximal. De m&me, N_ s'identifie alors a un objct de C,

E

valeur commune (2 isomorphisme canoning pres) des N, pour X quasi-maximel,

X

E
ou, si on préfere, limite projective du pro-objet stationnaire L+ . La suite
exacte (4.3.1) peut alors &trec considérée comme une suite exactc d'objets

ordinaires de C.

En plus des propriétés (i) a (iv) déja introduites pour la catégorie
cofibrée E, nous aurons donc 1l'occasion également d'utiliser la suivante :

(v) Il existe un objet quasi-maximal de E
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4.5. On peut donner du proobjet N_ une interprétation analogue 2 celle

E
déja donnée pourflE = HO(LE) (qui Teprésente E®), dont la vérification est

immédiate 2 partir de la définition et de (3.8.3) : NE proreprésente le

foncteur exact a gauche ROE1 associé 2 El. On en conclut que pour que E

admette un objet quasi-maximal, il faut et il suffit que ROE1 soit repré-

sentable, auquel cas il est représentable par 1l'objet NE de C.

5. Cas d'une catégorie cofibrée exacte a gauche.

5.1. Nous supposons dans le présent numéro que C est une catégorie abélien-
ne, et que la catégorie cofibrée E sur C satisfait aux conditions (1) (ii)
et (iv), i.e. que c'est une catégorie cofibrée additive admettant un pro-

E
complexe typique L— .

5.2. Soient L. et K’ deux complexes de C ; conformément aux conventions
générales, nous écrivons Extl(L.,K') pour les homomorphismes de degré i de

L. dans K’ dans la catégorie dérivée D(C). On a donc des isomorphismes ca-

noniques
i N~ 1 v - . i '-
(5.2.1) Ext (L. ,K )_%%Hommg)(rd K )%%me(g)(L.,K )

i
2~1im Hom (L'.,K"") R
LT,K  K(C)
ot L! parcourt la catégorie filtrante des objets de K(C) sur L. 2 fleche

structurale L! —3L. un quasi-isomorphisme, et K'" la catégorie filtrante
des objets de K(C) sous K' 2 fl&che structurale K'—3K'" un quasi-isomor-
phisme, K(C) désignant comme d'habitude la catégorie des complexes de C 2
homotopie pr2s. Rappelons d'autre part que pour deux ccuplexes L. , K° on a

isomorphisme canonique :
(5.2.2) Homg () (L.,K') = H'(Hom' (L. ,K'))

Supposons maintenant que K' soit réduit a un objet B de C . Alors il
résulte de la premi2re assertion de 4.2.1 que dans le premier systéme induc-
tif de (5.2.1), les homomorphismes de transition sont injectifs. En parti-

culier, on en conclut que 1'homomorphisme canonique

(5.2.3) ul (Hom' (L. ,B))-ﬁExti(L. ,B)
est injectif.
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4.5. On peut donner du proobjet N_ une interprétation analogue 2 celle

E
déja donnée pourflE = HO(LE) (qui Teprésente E°), dont la vérification est

immédiate 2 partir de la définition et de (3.8.3) : NE proreprésente le

foncteur exact a gauche ROE1 associé 2 El. On en conclut que pour que E

admette un objet quasi-maximal, il faut et il suffit que ROE1 soit repré-

sentable, auquel cas il est représentable par 1l'objet NE de C.

5. Cas d'une catégorie cofibrée exacte 3 gauche.

5.1. Nous supposons dans le présent mméro que C est une catégorie abélien-
ne, et que la catégorie cofibrée E sur C satisfait aux conditions (1) (ii)
et (iv), i.e. que c'est une catégorie cofibrée additive admettant un pro-

E
complexe typique LI~ .,

5.2. Soient L. et K’ deux complexes de C ; conformément aux conventions
générales, nous écrivons Extl(L.,K') pour les homomorphismes de degré i de

L. dans K’ dans la catégorie dérivée D(C). On a donc des isomorphismes ca-

noniques
i . i R i .
5.2.1 ML,k ) > 'K H '
( ) Ext (L. ,K") liT HomK(g)(L K )Q&l;? omx(g)(L.,K )

i
2~1im Hom (L'.,K"") R
L' ,K" R(C)
ot L! parcourt la catégorie filtrante des objets de K(C) sur L. a fleche

structurale L! —3L. un quasi-isomorphisme, et K'' la catégorie filtrante
des objets de K(C) sous K' a fléche structurale K'—3K'  un quasi-isomor-
phisme, K(C) désignant comme d'habitude la catégorie des complexes de C 2
homotopie prés. Rappelons d'autre part que pour deux ccuplexes L. , K on a

isomorphisme canonique :
(5.2.2) Homg () (L.,K') = H'(Hom' (L. ,K'))

Supposons maintenant que K' soit réduit a un objet B de C . Alors il
résulte de la premi2re assertion de 4.2.1 que dans le premier systéme induc-
tif de (5.2.1), les homomorphismes de transition sont injectifs. En parti-

culier, on en conclut que 1'homomorphisme canonique

(5.2.3) ul (Hom' (L. ,B))-ﬁExti(L. ,B)
est injectif.
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5.3. Revenant alors a la formule (3.8.3), on trouve un homomorphisme cano-

nique injectif, fonctoriel en B :
(5.3.1) El(B)C_gLig Extl(L}.{ , B)

Bien entendu, la formule (3.8.4) péut également s'écrire comme un isomorphis-

me fonctoriel :

(5.3.2) E°(B) =2 1im Ext°(LX,B)
X

Théoréme 5.4. Sous les conditions (i) (ii) (iv) rappelées dans 5.1, les

conditions suivantes sur la catégorie cofibrée E sont équivalentes :

a) E est exacte 3 gauche (condition (iii) de 2.2).

b) L'homomorphisme fonctoriel (5.3.1) est un igsomorphisme.

X
¢) Pour tout objet X de E et _tout quasi-isomorphisme u: L! —L.

dans €(C), avec L; = 0 pour i#0,1, il existe un objet X' de E majorant X

X
tel que le morphisme L.___,Lxlgg c(C) se factorise par u.

De plus, si ces conditions sont vérifiées, 1'opérateur cobord (2.5.1)
g'identifie, 2 1'aide des isomorphismes (5.3.1) et (5.3.2), a 1'homomorphis-
me déduit par passage 2 la limite 2 partir des homomorphismes cobords habi-
tuels

Ext®(LX |, am) P exellX | a)
5.4.1. On voit donc que lorsque E est exacte a gauche, alors la struc-
ture du foncteur cohomologique tronqué (Eo,El, /) de 2.5 est entidrement

déterminée 2 1'aide du procomplexe typique LE, en tant que proobjet de la

catégorie dérivée D(C) seulement. La situation est particulizrement simple

lorsque de plus E admet un objet quasi-maximal (4.4) , de sorte que LE g'i-
dentifie 2 un objet ordinaire de D(C), dont la connaissance implique celle
du foncteur cohomologique tronqué précédent, via les isomorphismes canoni-
ques déduits de (5.3.1) et (5.3.2)

(5.4.1.1) E°(B) ~Ext°(LE ,B) . El(B):’_Extl(LE , B)

Nous verrons plus bas (6.9) comment la connaissance de LE permet méme, dans

ve cas, de reconstituer la catégorie cofibrée E 4 C-équivalence preés.

5.4.2. Prouvons akﬁ;c). Soit en effet u: L!.4>L¥ un quasi-isomorphisme

comme dans c). Alors en vertu de a) et (2.7), le foncteur

E(L [ —EQY F1]
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est une équivalence. Utilisant 1'objet canonique'sX du deuxidme membre
(3.12.1), on trouve que celui-ci provient d'un objet g' du premier membre,
déterminé 2 isomorphisme unique pr2s. En vertu de (3.11.3), ce dernier est
donc défini par un homomorphisme dans K(C),

R % R
comme image de 1'objet canonique é x' Ppar le foncteur correspondant

E(L [;fl)-——?E(L'[}l]) . Comme 1'homomorphisme composé

L. L__>L'__9I¥

applique alors E X' dans S X (2 un isomorphisme prés), on 301t que cet homo-
morphisme est égal a 1'homomorphisme de transition L, ___,L , ce qui prouve
c). On notera qu'on a seulement utilisé la condition que Li = 0 pour i3 2

(de sorte que L![-l] est un complexe de cochainecs), et non pas Li = 0 pour
i4); il est d'ailleurs évident a priori que le cas particulier formulé dans
la condition c) implique le cas plus général en apparence qu'on vient de si-

gnaler.

5.4.3. Prouvons que c) implique b). Om sait que dans la formule (5.2.1),
si on suppose Hn(L.) = 0 pour nJ(no , on peut dans le deuxi2me membre se bor-
ner 2 des L! pour lesquels la méme condition est vérifiée. De plus, lorsque
K’ est un complexe de cochaines, on peut se borner dans cette expression de

i .

' ' = s . ' -
prendre des L! tels que Ln O pour n i : en effet, HomK(g)(L. ,K°) ne chan
ge pas, comme on constate aussitdt, lorsqu'on rcmplace L! par le complexe
tronqué déduit de L! en remplagant par O les composants de degré >i, et en

? ?
remplacant Li par Goker(Li+1
de L!). Cela dit, lorsque L. = L., et que K est réduit au degré zéro, on

—~>Li), (lequel tronqué dépend fonctoriellement

peut donc dans le deuxidme membre de (5.2.1) se borner aux L! qui sont des
complexes de chalnes avec L' = 0 pour i#¥ 0,1. Passant 2 la limite dans la
formule obtenue pour X varlable, on trouve que le deuxléme membre de (5.3.1)
s'exprime comme une limite inductive d'expressions HomK(C)(L! , B), o L! est
un complexe comme ci-dessus, s'envoyant dans un L. par un quasi-isomorphisme
de R(C). La condition c) cignifie que dans la catégorie cofiltrante de ces L!
les L¥ sont cofinaux. Donc le deuxitéme membre de (5.3.1) n'est autre que

l}g;ﬂomi(g)(L¥,B) , i.e. Bl(B) en vertu de (3.8.3).

5.4.4, Prouvons que b) implique a). Cette implication tombera comme un
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fruit mir dans (6.9 ), qui précise 1'isomorphisme (3.8.3) comme provenant d'une
équivalence remarquable de catégories fibrées. Mais comme la vérification

des compatibilités sur lesquelles devrait reposer loc. cit. est particulie-
rement pénible, nous indiquons ici le principe d'une démonstration plus di-

recte. Nous allons utiliger le

Lemme 5.4.4.1.  Supposons toujours que la catégorie cofibrée E satisfait

aux conditions (i) (ii) (iv) comme précisé dans 5.1. Alors pour toute suite

exacte

0-3A-3A'=p A" 50
de C, le foncteur correspondant (2.1.2) :
™ E(A)—E([a' - A"))
est pleinement fidele.

Utilisant le fait que le foncteur en question est compatible avec les
structure @ sur les deux membres (dans le sens explicité dans 1.4), on voit
que la fidélité (resp. pleine fidélité) du foncteur équivaut au fait que la
guite

0 —E%a) 5 E%(A") 3E°(A™)
est exacte en E°(a) (resp. est exacte), ce qui exprime en effet que 1'homo-
morphisme sur les groupes Aut des objets nuls induit par (™) est injectif
(resp. et que de plus un objet du premier membre qui devient nul dans le
second est nul). Donc la validité de la conclusion du lemme pour toute suite
exacte 05A2A'-32A"->0 équivaut & l'exactitude A gauche de E®. Or 1'hypothe-
se du lemme implique que E® est représentable (3.3), et 2 fortiori exact Y
gauche.

Compte tenu du lemme, pour prouver la condition a) de 5.4 moyennant la
condition b), il reste 2 prouver que le foncteur (™) est essentiellement sur-
jectif. Or en vertu de (3.11.3), un objet du second membre est défini par
un homomorphisme de degré 1 dans K(g)l

L¥ -—aEAV—§1¥ﬂ
En vertu de la dernidre formule (5.2.1), un tel homomorphisme définit un
élément de Extl(L¥ , A), donc un élément du second membre de (5.3.1). Comme
par hypothese (5.3.1) est isomorphisme, on voit qu'il existe un X' de E ma-

jorant X tel que le composé

L}.('-—) L}.{ -—)[2\' —n A"]
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soit dans HomK(C)(L » A), ce qui prouve, toujours en vertu de (3.11.3), que
1'818ment envisagé du deuxiéme membre de ( ) est dans 1'image essentielle du

second.

5.4.5. On a ainsi prouvé 1'é&quivalence des conditions a),b) et c) de 5.4, et
il reste seulement 2 prouver la dernidre assertion de 5.4 concernant la com-

patibilité des deux opérateurs ? relatifs 2 une suite exacte 05A A3 A" 0.
Choisissons un objet quelconque X de E. Comme E® est représentable par

= HO(L¥) , la donnée d'un élément de E°(A") &quivaut 2 la donné d'un ho-

E
~ 1 X
momorphisme u” Lo'—’A" tel que uld = 0, i.e. rendant commutatif le diagramme

L ——;L

l L

Al — A"
D'autre part, on voit aussit8t sur les définitions de (2.5.1) et de (3.11.3)
que 1l'objet (QA,&) de ﬁ( [A'-)A"])LV.E(A) de clagse d(ot) défini parx n'est
autre que 1l'objet associé dans 3.11. au diagramme commutatif précédent. Mais
c'est un point standard d'algdbre homologique, que nous supposons connu, que
1'81ément du Extl(L¥ » A) défini par ce m@me diagramme n'est autre que 1'ima-
ge dee{par D : Exto(L).{ , A")«;Extl(L).( , A). (A moins qu'on n'ait de la mal-
chance et que ce soit 1l'opposé ? !). Cela prouve la compatibilité annoncée
(resp. la compatibilité opposée), et achdve la démonstration de 5.4 (resp. de

son contraire).

5.4.6. Pour les applications de 5.4, il semble que ce soit (outre la compa-
tibilité pour les opérateurs cobord) 1'implication a)=3b) qui est la plus
utile. C'est pourquoi nous allons indiquer une démonstration directe de cette
foplication, utilisant la compatibilité en question.
Posons
i(13) lim Ext 1X , B) s

de sorte que nous avons un homomorpﬁlsme de foncteurs cohomologiques tronqués

£=(£°,£Y: (OB, ) - @ %Et,
ayant les vertus suivantes : £° est un isomorphisme, f1 est un mor~morphisme,
enfin E'l/E1 est effagable. En effet, un élément de E'l(B) est donné par un
homomorphisme de degré 1 damns K (C)

L}.(—-y c (B) R
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ot C’ (B) est ane résolution de B, et on voit alors tout de suite qua son Image
dans E' (C ) est dans 1'1mage de E (C ) (savoir, provient de 1'élément de
E (C ) défini par L1-9(1 ). Or on voit que les conditions que nous venons
d'énumérer pour f impliquent formellement que f est un isomorphisme. Pour
voir que fl(B) : El(B)-o E‘l(B) est surjectif, i.e. que tout élé&ment de
E'I(B) appartient 2 1'image de E (B), on choisit un monomorphisme B —C tel
que l'image de x dans E'l(C) est dans 1'image de El(C), et on va 2 la chasse
dans 1'homomorphisme de suites exactes

E(C)~E®(c/B) —EX(B) —EL(C) —E (c/B)

2 1,
E'°(C)-E' °(C/B) 5E! (B)-aE' (c)—,E' Lec/n) R

ce qui donne le résultat voulu.

-

Corollaire 5.5. Supposons que la catégorie cofibrée E est exacte & gaucheetqu'elle

admet un procomplexec typique. Alors pour tout complexe de cochafnes K' de [

1'homomorphisme canonique fonctoriel déduit de (3.11.4)

(5.5.1) E (K)__,lim Ext’ (LY K

est un igsomorphisme. Comptec tenu ge cet isomorphisme et de 1'isomorphisme

3.11.5 , pour toute suite exacte 0 3K '—3 K' > K" — 0 de complexes de

cochaines, 1'homomorphisme cobord
D: EOR") —» EL(K')
défini dans 2.5 (gréce au fait que E sur Coch(C) est exact & gauche en vertu

de 2.7) coPncide avec 1'homomorphisme déduit par passage 2 la limite des

X X
homomorphismes cobord habituels Ext (L. , K"')-ﬁ>Ext1(L.,K').

La premi2re assertion résulte aussitdt de la validité de la condition
c) de 5.4, en utilisant le raisonnement de 5.4,3. DPour la deuxigme, on pro-

cdde encore comme dans 5.4.5.

Corollaire 5.6.. Supposons que la catégorie cofibrée E est exacte 3 gauche et

qu'elle admet un procomplexe typique. Alors le foncteur canonique Es"’EE(HE)

envisagé dans 4.3, de la sous-catégorie cofibrée strictement pleine

Es de E formée des objets 2 homomorphisme caractéristique nul, dans la ca-

tégorie cofibrée des extensions deSIE par _des objets de C, est une équiva

lence de catégories.
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C'est une coungéquence facile de la condition b) de 5.4, compte tenu que
le foncteur envisagé est compatible avec les structures ® sur les deux mem-

bres Nous laissons la vérification au lecteur.

Corollaire 5.7. Supposons la catégorie cofibrée E sur C exacte 2 gauche (et

qu'elle admette un procomplexe typigggj. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) NE =0

b) Tout objet de E est quasi-maximal (4.4).

c) E est C-équivalente 2 la catégorie cofibrée Ex (f1) des extensions

d'un objet fixel]ngg.g par des objets de C .

Cela résulte aussitdt de 4.4. et 5.6. Notons d'ailleurs qu'une catégorie
de la forme Ex(f1) est automatiquement exacte 2 gauche et admet le complexe
typique‘fl, comme on le vérifie facilement. De plus, l'objetjj.dont il est
question dans c) est déterminé 3 isomorphisme unique pr2s, &tant canonique-
ment isomorphe a.ﬂ.E .

Corollaire 5.8, Soit E une catégorie cofibrée additive sur C, telle que le

foncteur E° soit représentable par un objet IIE‘gg_g (ce qui est le cas si

E admet un procomplexe typique). Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a)fl,=0,1ie E°=0.
b) Les catégories fibres E(A) ( A € Ob(C)) sont discr2tes.
c) Le foncteur E.— C est fid2le.

Si E est exact 3 gauche et admet un complexe typique, alors les condi-

tions a) 2 c¢) équivalent encore a celle-ci :

d) E est C-équivalente 2 la catégorie cofibrée 2 fibres discrétes défi-

nie par un foncteur représentable A f=ypHom(N,A): C -3(Ens)

L'équivalence de b) et c) est vraie pour toute catégorie fibrée ou cofi-
brée a fibres des groupoides (i.e. dont toute fléche ést cartésienne), celle
de a) et b) résulte aussitdt des définitions et de 1.5 b), enfin 1'équiva-
lence de ces conditions avec d) dans le cas précisé résulte aussitdt de
5.4 a) =3b).

Notons d'ailleurs que pour tout objet N de C, la catégorie cofibrée a
fibres discr2tes sur C définie par le foncteur AldHom(N,A): C—-3(Ens) est
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bien exacte 2 gauche et admet le complexe typique N[l], comme on le vérifie
facilement. De plus, l'objet N dont il est question dans d) est déterminé 2

isomorphisme unique pr2s par E, étant canoniquement isomorphe 2 NE .

5.9. Supposons que E sur C est exacte & gauche et qu'elle admette un complexe
typique, et supposons enfin queflE = 0 (cf, 5.8). On exprimera parfois ce

dernier fait en disant que la catégorie cofibrée E sur C est nette. Soit alors
X un objet de E au-dessus d'un objet A de C, de sorte que X est défini (a iso-

phisme unique prés) par son homomorphisme caractéristique

(5.9.1) s NE = Ne—3A

En vertu de la suite exacte (4.3:1) et de la relationﬁrlE = 0, on voit que

1'on a un isomorphisme canonique :

(5.9.2) nXQCOker } R

donc que cet homomorphisme caractéristiqu2 est un épimorphisme si et seule-
ment si flx = 0. On dira dans ce cas que l'objet X est un objet net de E.

La sous-catégorie pleinagnet de E formée des objets nets est une sous-caté-
gorie ordonnée (i.e. pour deux objets il y a au plus une fléche de 1'un

dans 1'autre), ayant uvn plus grand élément : l'objet Z de E(N) dont 1'homo-
morphisme caractéristique est idN . C'est aussi (a isomorphisme pres) le seul
objet de § A la fois quasi-maximal et net, et il est méme maximal. La caté-
gorie Enet est aussi la catégorie associée 2 l'ensemble ordonné des objets

quotients de N = N lequel s'identifie 2 1l'ensemble ordonné associé a 1l'en-

E H
semble préordonnéiﬁb(gnet) (pour la rclation de préordre habituelle).

5.10. On laisse au lecteur 1= soin d'énoncer les variantes de 5.8. et 5.9.
loraqu'on y remplace 1'hypoth2se d'existence d'un complexe typique pour E

par la seule existence d'un pro-complexe typique : dans la condition 5.8 d)
il y a lieu de remplacer le mot “:eprésentable” par "proreprésentable" (ou
encore "strictement proreprésentable"), et dans 5.9. il faut omettre 1l'asser-
tion de 1l'existence d'un plus grand &1ément dans Ob(gnet) : ce dernier exis-
te si et seulement si L admet un objet quasi-maximal, i.e. s'il admet un com-

plexe typique (comme postulé dans 5.9).

5.11. Supposons que la catégorie cofibrée E soit exacte & gauche et admette
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un complexe typique LE . D'apreés la théorie de structure connue [16] des
complexes n'ayant que deux objets de cohomologie au plus non nuls, on sait
que le complexe typique LE est connu, 2 isomorphisme (non unique !) pres

dans la catégorie dérivée D(C), par la connaissance de tes objets de coho-

mologie
Qg 8,
et d'une classe canonique - N
2
(5.11.1) = €Ext (QE » N )

En vertu de 5.4, ces données permetteﬁ? donc de reconstituer le 0 -foncteur
tronqué (EO,EI, 9 ), et comme nous verrons plus bas (6.10), elles permettent
méme de récupérer E elle-méme 2 C-équivalence prés. D'aprés la théorie géné-
rale de loc. cit. , la classe O(E est nulle si et seulement si LE est iso-
morphe dans D(C) au complexe

(5.11.2) [NE—(LQE]

On peut préciser ce point de la.?agon ‘suivante. Utilisant la suite exacte
infinie rzliant les Exti(L.,A), Exti(C)WA) et Exti(N,A), on trouve que %y
est aussi 1'obstruction 2 1l'existence d'un objet de E(N) dont 1' homomorphis-
me caractéristique soit égal a idN: N—>N D'autre part, on constate aussi-
tdt que pour un tel objet X, le complexe typique est isomorphe (dans C(C) ! )
a (5.11.2).

6. Catégories cofibrées définies par des complexes de chafnes, et théor2mes

de représcntabilité

6.1. Lorsque E est une catégorie cofibrée additive sur C admettant un pro-
complexe typique LE » proobjet de K(C), nous avons vu dans (3.8.3) et (3.8.4)
comment la connaissance de ce dernier permet de reconstituer les deux fonc-
teurs E° et El. Dans le cas ol E est de plus exacte 2 gauche, en vertu de

5.4 11 suffit mBme de connattre LE en tant que proobjet de D(C), grace aux
isomorphismes(5.3.1) et (5.3.2), et on en conclut la connaissance du foncteur
cohomologique (EO,EI;D ) 2 isomorphisme prés. Mais on voit sur des excmples
que méme lorsque E admet un objet maximal (3.10), de sorte que LE s8'identi-
fic 2 un objet ordinaire de K(C), la connaissance du foncteur cohomologique
précédent n'implique pas celle du complexe LE 3 un isomorphisme unique prés

dans D(C). Cela provient du fait qu'en général, si C est une catégoric abé-
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un complexe typique LE . D'apreés la théorie de structure connue [16] des
complexes n'ayant que deux objets de cohomologie au plus non nuls, on sait
que le complexe typique LE est connu, 3 isomorphisme (nom unique !) pres

dans la catégorie dérivée D(C), par la connaissance de tes objets de coho-

mologie
Qg o, o§,
et d'une classe canonique - N
2
(5.11.1) = €Ext (QE » Mg )

En vertu de 5.4, ces données permetteﬁ? donc de reconstituer le J-foncteur
tronqué (EO,EI, P ), et comme nous verrons plus bas (6.10), elles permettent
méme de récupérer E elle-méme 2 C-équivalence prés. D'aprés la théorie géné-
rale de loc. cit. , la classe O(E est nulle si et seulement si LE est iso-
morphe dans D(C) au complexe

(5.11.2) [NE—ZQE]

On peut préciser ce point de 1la ?agon suivante. Utilisant la suite exacte
infinie rzliant les Exti(L.,A), Exti(f)WA) et Exti(N,A), on trouve que oy
est aussi 1'obstruction 2 1l'existence d'un objet de E(N) dont 1' homomorphis-
me caractéristique soit égal 2 idN: N—>N D'autre part, on constate aussi-
tdt que pour un tel objet X, le complexe typique est isomorphe (dans C(C) ! )
a (5.11.2).

6. Catégories cofibrées définies par des complexes de chafnes, et théor2mes

de représcntabilité

6.1. Lorsque E est une catégorie cofibrée additive sur C admettant un pro-
complexe typique LE » proobjet de K(C), nous avons vu dans (3.8.3) et (3.8.4)
comment la connaissance de ce dernier permet de reconstituer les deux fonc-
teurs E° et El. Dans le cas ol E est de plus exacte a gauche, en vertu de

5.4 il suffit wlme de connaltre LE en tant que proobjet de D(C), grace aux
isomorphismes(5.3.1) et (5.3.2), et on en conclut la connaissance du foncteur
cohomologique (EO,EI;D ) 2 isomorphisme prés. Mais on voit sur des exemples
que méme lorsque E admet un objet maximal (3.10), de sorte que LE g8'identi-
fic 2 un objet ordinaire de K(C), la connaissance du foncteur cohomologique
précédent n'implique pas celle du complexe LE 3 un isomorphisme unique prés

dans D(C). Cela provient du fait qu'en général, si C est une catégoric abé-
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lienne , le foncteur qui 2 tout complexe de chaines L. de longueur 1 (i.e.
avec.Li = 0 pour i# 0,1) associe le foncteur cohomologique correspondant
(Ext*(L. , - )) sur C, n'est pas nécessairement pleinement fidele, ni méme
fidéle. Il est cependant possible de donner une caractérisation axiomatique,
3 isomorphisme unique prés, de 1£ en tant qu'objet de K(C) resp. de D(C),
en précisant les résultats 3.8 et 5.4 de fagon A obtenir une description
de la catégorie cofibrée E, 3 C-équivalence prés, en termes dudit objet LE .
C'est 12 le but du présent numéro.

Dans la suite, C désigne une catégorie additive, qu'on supposera abé-

lienne le moment venu.

6.2. Définition d'une catégorie fibrée additive @ sur Coch(Ab) .

Par Ab nous désignons la catégorie des groupes abéliens, é&léments
d'un univers fixé QLH Nous définissons g comme une catégorie cofibrée scin-

dée (SGA 1 VI 9) associée 2 un foncteur covariant
(6.2.1) 9 : Coch(Ab) —(Cat)

défini de la fagon suivante. Si K’ est un complexe de cochaines de groupes

abéliens, § (K') est la catégorie dont 1l'ensemble des objets est donné par
(6.2.2) ob 8 (k') = k)

1'ensemble des fléches de z dans z' (z,z' € Zl(K')) étant donné par
(6.2.3) Hom(s,z') = {ueKol du = z'-z}

La composition des homomorphismes se fait de facon évidente par 1'addition
dans K° . On obtient bien ainsi une catégorie, dépendant fonctoriellement

de K' de fagon évidente, d'ol une catégorie cofibrée scindée Q . On vérifie
immédiatement que si K° , K'* € Coch(Ab) , alors le foncteur ci-dessous est

un isomorphisme de catégories :

(6.2.4) 9 (R xK'") ~—> O(K" ) xO(K' ")

Il en résulte en particulier que la catégorie cofibrée § est additive, et
par suite les catégories fibres @ (K') = @ (K') sont munies des structures
supplémentaires explicitées dans 1.4. Ici on a m8me mieux, grace au scin-
dage et au fait que (6.2.4) est un isomorphisme, et non une équivalence

seulement : le bifoncteur © sur @ (K') est déterminé canoniquement (pas
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seulement 2 isomorphisme pr2s) et il satisfait aux "vraies" relations d'as-
sociativité, commutativité, unitarité et d'existence d'inverses (et non
seulement 2 isomorphisme prés comme dans (1.4.2) et (1.4.4)). Notons les

isomorphismes canoniques
(6.2.5) 0 °(k) ~ o), 0 tx) =utx)

On vérifie facilement que la catégorie cofibrée @ est non seulement addi-

tive, mais encore exacte 2 gauche. L'opérateur cobord correspondant

_QO(K“' )-—-}QI(K') , relatif 2 une suite exacte 0 —K —K''—s K" 5 0 dans
Coch(Ab), n'est autre via les identificatioms (6.2.5) que 1'homomorphiscme
cobord habituel HO(K“')‘_)HI(K').

En fait, pour pourvoir conclure que
Q (K)-8([K'"— k"])
est une équivalence de catégories, pour une suite K' 5 K''—3 K"" d'homo-
morphismes de complexes de cochaines de composé nul, il n'est pas néces-
saire que ceux-ci s'ins2rent dans une suite exacte courte. Il suffit qu'on

ait exactitude pour les suites

2 .2
0k K%k 0, ookiskl, k'l et 0oKELK

Cela se prouve en effet par la démonstration qui &tablit 1l'exactitude 2

gauche de @ .

6.3. Catégorie cofibrée additive QL associé 4 un complexe de

chaines L. dans C.

Soit L. un complexe de chaines de C , d'ol un foncteur
(6.3.1) K’ jegHom' (L. ,K*) : Coch(C)—»Coch(Ab) )

en supposant par la suite que l'univers?l a été choisi assez grand pour que
C soit une QL-catégorie (i.e. pour deux objets A,B de C, Hom(A,B) est iso-
morphe 3 un ensemble &lément de Al ). Composant avec le foncteur (6.2.1)

on trouve un foncteur
(6.3.2) K'f3y-@(Hom' (L. ,K")) : Coch(C)—>(Cat) ,
d'od une catégorie cofibrée scindée sur Coch (C), que nous noterons @ L

(6.3.3) 0 L. (K') = @ (Hom' (L.,K"))
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L'isomorphisme (6.2.4) implique évidemment un isomorphisme

(6.3.4) 0, ®x')THY (RIx P (K'Y,

qui implique a fortiori que é 1 st encore une catégorie cofibrée additive

(avec les précisions supplémentaires déja signalées dans 6.2).

On fera attention que si C est abélienne, cette catégorie cofibrée
QL.’ ni méme sa restriction 2 C, n'est en général exacte 2 gauche, Elle
1'est cependant si on suppose que le foncteur K’ ~~a~nHom'(L.,K’) est exact
(compte tenu du fait que é est exacte 2 gauche), ce qui signifie aussi que
les composantes de L. sont des objets projectifs de C. En fait il suffit
méme, pour que é L. soit exacte a gauche, que L° soit projectif, comme on
voit en utilisant la dernidre observation faite dans 6.2, Enfin, on voit de
méme que sans hypothése sur L. , si on a une suite exacte 0K —K' = K" 0
scindée en chaque degré, alors la suite transformée par Hom (L. , - ) est

encore exacte, d'ol résulte que le foncteur
A . o T e
QL_(K)—"QL,([K —K 1)

est une équivalence de catégories.

Signalons aussi que la catégorie cofibrée éL. est Coch(C)-équivalentc
4 1'extension canonique de sa restriction @ L. a C, ce qui montre que la
notation utilisée est raisomnable.

Notons qu'2a isomorphisme prés, le foncteur (6.3.1), et par suite la
catégorie cofibrée éL.’ ne change pas si on tronque L. , en remplagant les
L, pour i, 2 par O, et L

i 1
catégories cofibrées de la forme ] L.® on peut suppoOser que Li = 0 pour i2,

par Coker(L2 —>L1). Par suite pour 1l'étude des

ce que nous supposerons désormais.
Notons que si dans C les conoyaux existent, alors pour tout objet

X de QL , au-dessus d'un objet A de C, défini donc par un homomorphisme
X: Ll——;A s
le foncteur DX de 3.1 est représentable par la somme amalgamée

(6.3.5) .ﬂ.x=A-LLL L, ,
1

s'insérant dans le carré cocartésien



- 52 -

Ll—._;L

[v]
(6.3.5) l 1

A.—-.)ﬂx

Dans ce dernier, la fléche A-pﬂx n'est autre que celle envisagée dans 3.1 ,

et qui donne naissance au complexe typique L.

X
L. =[As).0.x] .
D'autre part, il est évident que QL admet un &élément maximal (3.10), sa-

voir l'objet au-dessus de L° défini par 1'homomorphisme cobord
-d : Ly—L  de L.[-1].

6.4. Application & la structure de EX .

Revenons alors aux conditions de 3.5, E étant maintenant une catégorie
cofibrée additive donnée cur C, X un objet de E tel que le complexe typigque
L¥ existe. Alors il est immédiat que les réflexions de 3.5 fournissent en

fait un foncteur cocartésien canonique

(6.4.1) ng —_ E’X s
qui est une équivalence de catégories cofibrées.

En particulier, si X est un objet maximal de E, de sorte que E = E_ ,
on trouve ainsi la structure de E, & C-équivalence prés, en termes du com-
plexe L¥ =.£§ (qu'il suffit d'ailleurs de connaltre en tant qu'objet de

K(C), cf. 6.6). On voit ainsi, compte tenu des résultats de 6.3, qu'on a :

Proposition 6.5. Soit E une catégorie cofibrée sur la catégorie additive C

ol _les conoyaux existent. Pour que E soit C-équivalente a une catégorie

cofibrée de 1la forme QL pour un complexe de chatnes convenable L. sur C ,

il faut et il suffit que E soit additive, admette un objet maximal, et que

pour tout objet X de E le complexe typique L¥ soit défini, i.e. le foncteur

DX de 3.1 soit représentable ; il suffit méme d'exiger cette condition pour

un objet maximal X de E.

En fait, nous verrons plus bas que L. est déterminé en termes de E

3 isomorphisme unique prés dans K(C), lorsqu'on exige (ce qui est loisible)
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qu'on ait Li=0 pour i32.

6.6. Rffet d'une homotopie entre homomorphismes de complexes.

Notons d'abord que les deux membres du foncteur (6.2.1) sont des
2-catégories [8] [11] et non seulement des catégories : c'est bien connu
pour (Cat), et sans doute aussi pour Coch(Ab) : plus généralement, pour
toute catégorie abélienne A, la catégorie C(A) des complexes de A peut &tre
considéréecomme une 2-catégories, dans laquelle les objets (ou O-fléches)
sont les complexes, les 1-fl&ches sont les homomorphismes de complexes, et
les 2-fléches sont les homotopies entre homomorphismes de complexes. Il y a
lieu alors de préciser la donnée du foncteur (6.2.1) en une donnée de 2-fonc-
teur entre 2-catégories [11] . Sa valeur sur les objets et les 1-fl&ches
étant déja définie, il reste 3 définir sa valeur sur les 2-flé&ches. Soient

donc
u,v : K"=3K""

deux homomorphismes de complexes de cochatnes dans Ab, et soit
h: u ~v

une homotopie de u 2 v, i.e. un homomorphisme de degré -1 d'objets gradués,

tel que

.
™ v-u=d,h + h dp

On va alors définir un isomorphisme entre foncteurs @(K')— 9(K'") :
(6.6.1) oh) 1 @ (W9 (W

Soit donc z un objet de Q(K'), i.e. un l-cocycle de K° , de sorte que
d z = 0. La relation (¥) appliquée 2 z donne donc

v(z) - u(z) = d h(z2) R

qui signifie donc que h(z) définit un homomorphisme de u(z) = @(u)(z) dans
v(z) = @(v)(z). On vérifie immédiatement que ce dernier est fonctoriel en

z, ce qui définit 1'isomorphisme (6.6.1). On laisse également au lecteur

de vérifier que les fonctions ainsi définies sur objets, 1-flGches et 2-flgd-
ches satisfont aux conditions, bien connues de tous, qui expriment qu'on a

bien un 2-foncteur.
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Revenant alors 2 une catégorie additive C munie d'un complexe de chaf-
nes L., le foncteur (6.3.1) provient également d'un 2-foncteur, donc il en
est de méme du composé (6.3.2). Comme conséquence, nous voyons que si on

a une homotopie
h: uacv

entre deux homomorphismes de complexes de cochaines de C, u,v: K==K',
alors on en-conclut un isomorphisme canonique entre les foncteurs corres-
pondants QL.(U)"iL.(V): SL.(K ):i;gL.(K"). Ce n'est d'ailleurs 12 qu'un
cas particulier de 1.9, moyennant une v&rificetion de compatibilité laissée
au lecteur infatigable.

Plus intéressante pour nous est la conséquence qu'on tire des réfle-
xions précédentes pour le comportement de la catégorie cofibrée gL. en
fonction de L. . Tout d'abord, comme le foncteur (6.3.2) est fonctoriel en
L. (de fagon contravariante),il en résulte aussitdt que la catégorie cofi-
brée QL. dépend fonctoriellement de L., i.e. la donnée d'un homomorphisme de

complexes de chaines
f: L' — L.
définit un foncteur de catégoriescoscindées sur Coch(C)
8 t 2,722y
avec les propriétés évidentes de transitivité (stricte, pas seulement 2

isomorphisme prés). Mais on a mieux : si on a deux homomorphismes de com-

plexes de chaines

f,g : Lt =3L.
et une homotopie

h: f~ g

de 1'un a 1l'autre, on en déduit un isomorphisme de C-foncteurs

Qh : gf—agg 3
qui fibre par fibre est déduit, comme il est dit au début de la section,
de 1'homotopie déduite de h entre les deux homomorphismes de complexes

Hom' (L. ,K') —sHom' (L!,K") définis par f et g respectivement.
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On peut dire, de fagon plus savante et plus compléte, que

(6.6.2) L. >0,

est un 2-foncteur, de la 2-catégorie opposée a la 2-catégorie Ch(C), dans
la 2-catégorie des catégories cofibrées sur C (dont les 1-fleches sont les
foncteurs cocartésiens de telles catégories, et les 2-fléches les C-homowmer-

phismes entre tels foncteurs), Ce 2-foncteur se définit via le 2-foncteur

(6.6.3) L b—>Q

de la catégorie opposée de Ch(C) dans la 2-catégorie des foncteurs de
Coch(C) dans (Cat), obtenu en composant les deux 2-foncteurs naturels

o L.p3¥em (L. ,-)

Ch(C) »(foncteurs de Coch(C) dans la 2-catégorie Coch(Ab))

composition avec le 2-foncteur
@ : Coch(Ab) — (Cat)

N g
(foncteurs de Coch(C) dans la 2-catégorie (Cat)).

En particulier, pour deux complexes de chaines L. , L! de C, de longueur 1,

on trouve un foncteur canonique
(6.6.4) 9 ( Hom'(L!,L.) [-1])—s Homy(® . &)

ol le premier membre n'est qu'une autre fagon d'écrire la catégorie des
homomorphismes entre les objets L.' et L. de la 2-catégorie Ch(C), et le
deuxiéme membre désigne la catégorie des C-foncteurs cocartésiens de

9y, dans @

6.6.5. Comme conséquence immédiate de ce qui préceéde, on trouve que si
f:L! «—»L. est un homotopisme (i.e. définit un ismorphisme dans K(C)),
alors Qf : QL!""’QL, est une C-&quivalence de catégories cofibrées. Par
suite, a C-équivalence pres la catégorie cofibrée QL. ne dépend que de la
classe d'isomorphie de L. comme objet de K(C).

6.7. Catégories cofibrées associfes A certains systdmes projectifs de

complexes de chafnes.

La premidre idée que pourrait suggérer le titre de la section et le

dernier résultat de la section précédente, c'est qu'a tout systéme projec-
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tif filtrant (L.(i))ieI de complexes de chaines, considérés comme objets de
K(C), on puisse associer une catégorie cofibrée sur C, qui serait une limite
de catégories de la forme QL.(i)’ de fagon que (3.8.3) puisse s'interpréter
comme provenant d'une C équivalence de la catégorie cofibrée &tudiée E avec

la catégorie cofibrée @ssociée au procomplexe typique LE de K(C). Cette

1dée s'avere cependant trop nafve, et il n'est pas possible en 1'occurence
de travailler avec des systemes projectifs dans K(C) seulement, il faut
quelque chose d'un peu plus subtil, faisant intervenir la 2-catégorie

C(C), dont K(C) provient en prenant les "1-fldches 2 isomorphisme pres"
comme nouvelles 1-fleches.

Soit I une catégorie telle que la catégorie OppOSéeqlo soit filtran-
te. Nous désignerons par I la 2-catégorie déduite de I da la fagon suivan-
te : les objets sont ceux de I, les l-flédches sont les fl&ches de I, anfin
les 2-fléches sont définies en déclarant que la catégorie Egg(i,j), pour
deux objets i,j de I, est la catégorie chaotique définmie par 1'ensemble
Hom(i,j), i.e. pour deux objets de Hom(i,j) on convient qu'il y a exacte-
ment une 2-fléche de 1'un 2 1'autre Supposons donné d'autre part un

2-foncteur
(6.7.1) N L —=Ch(Q)

Cela congiste donc en la donnée d'un foncteur ordinaire,

(6.7.2) Ay: L—Ch(©

plus la donnée, pour i,j € Ob(I) et pour deux objets f,g €Hom(i,j), d'une
homotopie

(6.7.3) N(E,8): N (D)~ A (8)

entre les deux homomorphismes de complexes
AN, N o N DB,

ces homotopies (6.7.3) étant soumises 2 certaines conditions (transitivité
etc) que nous ne réexplicitons pas. Si on munit donc Ob(I) de sa structure
de préordre habituelle ( i » j signifiant que Hom(i,j) # @), on voit que

(6.7.1) induit o©n fonctecur ordinaire

(6.7.4) cat(0b(1)) —»K(C)
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en composant (6.7.2) et le foncteur canonique Ch(C) —» K(C). Mais bien
entendu la donnée de (6.7.1) est plus précise que celle du seul systéme
projectif (6.7.4).

Ceci posé, nous allong définir une catégorie cofibrée additive

(6.7.5) g/\
sur C, en termes de /\, qui pour I réduit 3 une catégorie ponctuelle, donc
/\ défini par un complexe de chafnes L. , ne soit autre que QL. a C-iso-
morphisme prés. Il sera défini canoniquement en termes du foncteur ordi-

paire sous-jacent au 2-foncteur
(6.7.6) F: °-~;(2-catégorie des catégories cofibrées sur C),

obtenu en composant /\ avec (6.6.2). Pour associer 2 un 2-foncteur (6.7.6)
(transformant nécessairement 2-fléches quelconques en 2-fléches inversibles)
une catégorie cofibrée1*f sur C, 1'hypothese que C soit additive ne servi-
ra d'ailleurs pas. Nous donnerons seulement le principe de la construction.
Pour tout i€ Ob(I), nous choisirons un co-clivage (SGA 1 VI 7.1) de 1la
catégorie cofibrée F(i). On définit alors des catégories fibres

WY(a), A€0b(C ), par la formule

(6.7.7) Y(a) = Lim F(1)(4),
i

ol Lig a4 la signification explicitée dans SGA 4 VI 4 . Pour toute fllche

u: A—»B, le foncteur cochangement de base

v, :\&I(A)—~;“!2B)

se définit de fagon évidente "par passage 2 la limite”" 2 partir des fonc-
teurs analogues F(i)(A) —>F(j)(B), et de méme pour les isomorphismes de
transitivité. On vérifie qu'on trouve bien ainsi un "pseudo-foncteur" sur
C a valeur dans (Cat), permettant donc de définir la catégorie cofibrie
cherchée,

Cette définition de'qf= Q@ ne dépend que du foncteur ordinaire sous-
jacent au 2-foncteur (6.7.6), qui en 1l'occurence est défini déja en termes
du foncteur ordinaire (6.7.2). Le r8le joué par 1l'existence du 2-foncteur
(6.7.6) (transformant 2-fléches quelconques en 2-fléches inversibles) peut

s'expliciter de facon imagée en disant que la Lim figurant dans (6.7.7)
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peut s'interpréter 2 peu de choses prés comme &tant une limite prise sur

o
1'ensemble »réordonné Ob(lo) asgocié 3 la catégorie‘l? plutdt que sur I

elle-m8me. Ce point peut se préciser ainsi. Pour deux objets X,Y de MI(A),

provenant donc d'objets X;,¥y d'un F(i)(A) (1 €0b I), on peut définir un

systéme inductif
Y
(HomA(Xj, j) )j2 i
sur 1'ensemble préordonné opposé de 1l'ensemble des j€ Ob(I) tels que j i,
en notant que pour tout j yi, il y a un systéme transitif d'isomorphismes

entre les images inverses de X, par les différents homomorphismes j — i

i
(grace précisément 2 la donnée du 2-foncteur (6.7.6)), permettant par sui-

3

tate que les HomA(Xj,Yj) pour j variable forment bicn un syst2me inductif.

te de les identifier 2 un m8me objet X,. Définissant de méme Yj’ on cong-

Ceci posé&, on trouve une bijeetion canonique

(6.7.8) HomA(X,Y) .’:_’l_:]l:in’ HomA(Xj,Yj) ,

ol la limite inductive est prise sur 1'ensemble préordonné précédent. Cela
résulte facilement de la description de la catégorie Lig donnde dens 8GA 4
VI 4, valable parce que lo était supposée filtrante.

On conclut en particulier de cette expression le résultat suivant :

6.7.9. Supposons que les foncteurs de transition F(i) —aF(j) (jy i)
soient tous pleinement fideles. Alors il en est de mBme des foncteurs

canoniques

et les images essentielles des F(i) dansly'forment une famille filtrante

croissante de sous-catégories cofibrées strictement pleines de \H’, de
réunion W%I. Dans le cas o F provient d'un 2-foncteur A comme ci-dessus,
C étant abélienne, 1'hypothese de pleine fidélité é&quivaut d'ailleurs 2
la suivante : pour i,j€ Ob(I), avec j» i, 1'homomorphisme correspondant

A () - A (1) dans K(C) induit un isomorphisme pour les H_, et un épi-

morphisme pour les H,. Lorsque /A satisfait a cette condition, on dira

1
que /\ est un 2-foncteur admigssible. Cette condition ne dépend d‘'ailleurs

que du systéme projectif (6.7.4).
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6.7.10. I1 est immédiat, par passage 3 la limite sur la m@me assertion pour
les gL.(i)’ que la catégorie cofibrée Q/\ est additive. Lorsque le 2-fon-
teur /\ est admissible, on voit de m&me que tout objet de Q/\ admet un
complexe typique ; lorsque X provient d'un objet X de F(i), le complexe
typique de X dans Q A est simplement défini comme 1'image de son complexe

typique dans QL (i)

6.8. Structure des catégories cofibrées additives admettant un procom-

plexe typique.

Si E est une telle catégorie cofibrée, on constate que la construc-

tion de 3.7. définit un 2-foncteur

(6.8.1) A: E—3Ch(C) ,

~

ou E est la 2-catégorie déduite de E par le procédé expliqué pour I dans

o]

6.7. D'autre part, les réflexions de 3.8 donment en fait un résultat plus

précis que les isomorphismes(3.8.3) et (3.8.4), savoir une équivalence de

catégories cofibrées sur C :

(6.8.2) Q—3E

Bien entendu, pour définir gb\ , on peut remplacer A par sa restriction
2 une sous 2-catégorie I de E, provenant d'une sous-catégorie I de E telle

quel° soit cofinale dans_§° .

6.8.3. Lorsque la catégorie additive C est abélienne, on conclut de ceci

et de 6.7 1'é&noncé suivant : Pour que la catégorie cofibrée E sur la caté-
gorie abélienne C soit C-équivalence 2 une catégorie Q o , o A : I —Ch(C)
est un 2 -foncteur admissible (6.7.9), il faut et il suffit que E soit
additive et admette un pro-complexe typique. Utilisant de plus 5.4 c),

on trouve la condition pour que E soit de plus exacte a gauche, en termes
du proobjet de K(C) défini par (6.7.4), lequel proobjet est en effet cano-

niquement isomorphe au procomplexe typique de E.

6.9. Catégorie cofibrée exacte 2 gauche 1*{L = RO(P L définie par

un _complexe de chafnes L. dans C.

Nous supposervns encore L. de longueur 1 (cas auquel on peut toujours
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gse ramener par tronquage). Bien entendu, dans cette section il y a lieu de
supposer C abélienne, puisqu'il est question d'exactitude & gauche.
Nous voulons définir en termes de L. une catégorie cofibrée

exacte a .gauche ﬁf telle que le foncteur cehomologique tronqué associé

Tlo

soit donné par

(6.9.1) Wi oerti(a.,-) , i= 0,1

L'idée naturelle serait d'appliquer la construction de 6.7 au cas d'une

catégorie I formée de complexes de chaines L! munis de quasi-isomorphismes

L! ——3 L. ,
et cofinale parmi ces derniers. Compte tenu de 6.8 , il est clair & pos-
tériori qu'une telle description doit étre possible. Jé n'ai pas été ca-
pable de trouver une deseription simple & priori d'une telle I et d'un
2-foncteur convenable I —3»Ch(C). Aussi suivrons nous une autre voie (*),
en définissant H{L. comme la catégorie cofibrée exacte & gauche associée

(2.8) a la catégorie cofibrée additive Q. ¢

(6.9.2) ¥ =R Q. .

Reprenant la construction de 2.8 , en supposant pour simplifier qu'il ¥

a assez d'injectifs dans la catégorie C , on trouve que pour tout objet A
de C , la catégorie fibre 1£L.(A) peut se décrire ainsi : choisissant une
immersion A —>C de A dans un injectif, d'ot un complexe C'(A) = [C —C/A],
on a une équivalence de catégoriescanonique

(6.9.3) Y. ()~ 0 (Hom(L.,C7(8)

ol @ a la signification explicitée dans 6.1. Une autre immersion A——C'
dans un injectif donne un autre complexe A-augmenté C'°(A), d'ol une

éguivalence

(*) Voir note de bas de page p. 164,
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(6.9.3") Y (4) 2,9 (Hon'(L.,0"(4))

comparant (6.9.3) et (6.9.3') , on obtient une équivalence entre les
deuxiémes membres, qui n'est autre (& isomorphisme unique prés) que 1'équi-
valence entre ces catégories déduite, par la méthode de 6.6, d'un homo-
morpkisme de complexes A-augmentés

c*(a) >Cr'(a)

le fait important étant que pour deux tels homomorphismes, il existe une

unique homotopie de 1l'un & l'autre, définissant un isomorphisme bien

déterminé entre les foncteurs correspondants

(6.9.4) 0 (Hom'(L.,C"(A))—> @(Hom"(L.,C'"(4)) .

On trouve donc un systéme transitif d'isomorphismes entre les équivalences
de catégories (6.9.4) associées aux équivalences d'homotopie envisagées
C*'(A) ——>C'*(A), ce qui permet sans danger d'identifier les deux membres
de (6.9.4), et d'obtenir par la valeur commune une description invariante
de §;L.(A)' On procéde de méme pour définir le foncteur cochangement de

base

(6.9.5) ¥ () —Y ()
associé & un morphisme A — B dans C.

On sait (2.8) que la catégorie cofibrée Tﬂ'. ainsi construite est
exacte & gauche. On vérifie aussi qu'elle admet un objet quasi-maximal,
savoir l'objet de ‘EL.(L1) image de l'objet maximal canonique de QLSL1)
défini dans 6.3 . Onfin, on vérifie, encore que ce soit un peu pénible,

qQue les complexes typiques existent. Pour construire le complexe typique

associé & un homomorphisme de degré * dans K(C)

X: L.

>c'(a)

on construit un quasi-isomorphisme L! ——3 L. (avec L! complexe de
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chaines de longueur 1) et un homomorphisme dans K(C)

il — A
donnant le méme élément du Ext1(L.,A) (cf. 5.2), et on construit Ay
comme la somme amalgamée A u1:1'Lc'> , comparer (6.3.5). J'avoue n'avoir
pas écrit la vérification que ¢a représente bien le foncteur DX de
3.1 (pas plus que la plupart des nobles affirmations du présent numéro) 3
mais c'est vrai quand-m8me !
Soit maintenant E une catégorie cofibrée exacte & gauche sur G,

et soit X un objet de E tel que L).{ soit défini, de sorte qu'on a un fone-

teur cocartésien canonique (6.4.1)

0y ~> E;cE .
i

Comme E est exactea gauche, il résulte de la propriété 2-universelle de

ROQ x = E’ x Que ledit foneteur se prolonge, & isomorphisme prés, en un
L L.

foncteur cocartésien bien déterminé & isomorphisme unique prés

(6.9.6) ¥, —s .

On vérifie alors que c'est un foncteur pleinement fidéle, dont 1'image

essentielle est formée des objets X' de E, sur des objets A' de C, tels
qu'il existe un monomorphisme wu : A' —% A" avec u*(X') majoré par X.
En particulier, si X est un objet quasi-maximal de E (4.4), le foncteur

(6.9.6) est une équivalence de catégories. On obtient ainsi :

Théoréme 6.10. Soisnt C une catégorie abélienne, E une catégorie cofi-

brée sur C. Pour que E soit C-équivalente 3 une catégorie de la forme

YL. = R® ?L.:Q.‘l L. est un complexe de chafnes dans C, il faut et il

suffit qu'elle soit additive, exacte & gauche, qu'elle admette un objet

quasi-maximal {condition c) _9_110') §i4.4), et enfin que pour tout objet
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X de §_(ou simplement pour un objet quasi-maximal de E), le complexe typique

L% existe.

Bien entendu, L. se récupére en termes de E, du moins en tant qu'ob-
jet de la catégorie D(C), comme le complexe typique de E (cf. 4.4). Il
reste & étudier la dépendance fonctorielle mutuelle entre E et L. .
Pour ceci, revenons d'abord a l'étude des catégories QL. et explicitons
leur dépendance de L..On trouve d'abord une variante du "lemme de Yoneda"
pour les foncteurs & valeurs dans (Ens) décrivant les homomorphismes
d'un foncteur représentable dans un foncteur quelconque (en observant que
les pseudo-foncteurs g.—~9(0at) associés aux catégories cofibrées de la
forme QL. constituent une généralisation naturelle de la notion de fonc-

teur représentable additif) :

Théoréme 6.11. Soient C une catégorie additive, L. un complexe de chaines

de longueur 1 de C, }{ une catégorie cofibrée additive sur C. Alors

on a une équivalence de catégories canonique

(6.11.1) Hom cocart (QL. ,.gr)23$'§{ w.(-1D

obtenue en associant & tout objet F du premier membre l'objet F ( gL,)

du second, ot §; est l'objet canonique de 9y, (L.[=11) (ef 3.121).

Pour prouver ce théoréme, on paraphrase simplement la démonstration

du "lemme de Yoneda", en définissant un foncteur naturel en sens inverse,

et vérifiant que les deux composés sont isomorphes & l'identité. Nous

laissons, suivant l'habitude, les détails au lecteur.

Corollaire 6.12. Le Z-foncteur L. pn®; (6.6.2) , de la 2-catégorie

opposée de la 2-catégorie des complexes de chafnes de longueur 1, dans
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la 2-catégorie des catégories cofibrées sur C, est 2-fidéle, i.e. pour

deux arguments L., L! du type indiqué, le foncteur canonique (6.6.4)

Q (Hom" (L! ,L.)[—1]) —=> Hom cocart (QLZQL!’

est une équivalence de catégories.

Nous avons vu d'autre part déja dans 6.5, lorsque C admet des cono-

yaux, quelle est l'image essentielle du 2-foncteur envisagé dans 6.12.

Supposons maintenant dans 6.11. que Y soit exacte & gauche. Alors
on sait (2.8) que le premier membre de (6.11.1) est canoniquement équi-
s . . o] . .
valent & la catégorie Hom cocg,;tg(R QL.’ 1_1_' ). Prenant en particulier ¥

de la forme ¥L' , on trouve :

Corollaire 6.13. Soient C une catégorie abélienne, L. et L! deux com-

plexes de chalnes de longueur 1 dans C. Alors on trouve une équivalence

de catégories canonique

(6.13.1) Hom cocartg(¥L.,1£L!) EQI!L!(I“[-']]) ’

en particulier l'ensemble des classes, & isomorphisme prés, de foncteurs

cocartésiens de yL dans ¥LI est canoniguement isomorphe & HomD(C)(L! yL.),

et le groupe des C-automorphismes d'un tel foncteur est cano-

niguement isomorphe & Homgzc)(m yLo) = Hom(Ho(L!),H1(L.)).

On retrouve et précise ainsi le fait, implicite dans 6.10 , que
2y, et yL, sont C-équivalentes si et seulement si L. et L! sont isomor-

phes dans la catégorie dérivée.

Remarque 6.14. Lorsque la catégorie abélienne C admet suffisamment 4'ob-

jets projectifs, alors une catégorie de la forme ¥L admet méme un objet
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maximal, et non seulement quasi-maximal. Pour le voir, on choisit un
quasi-~isomorphisme L! —L. , avec Lé projectif, d'ol: une C-équivalence
Y-«’“"—»y ' i t te 2 he (6.3)
Zq° Lt d'autre part, on sait que QL! est exacte & gauche .3),
donc C-équivalente & la catégorie cofibrée exacte & gauche associée }{L, ’

donc on trouve une C-équivalence
Y
. Y, ’
ce gqui établit notre assertion.

Dans les numéros suivants, nous travaillerons dans la catégorie C des
modules sur un topos annelé donné, et dans ce cas il n'y a pas en géndéral
assez d'ebjets projectifs, sauf dans le cas ol ce topos est le topos
ponctuel.

Remarque 6.15. On peut prouver que les conditions de 6.10. sur E sont
aussi équivalentes & la condition suivante : E est exacte & gauche, ct les
foncteurs E° et R°E1 (foncteur exact 3 gauche associés & E1) sont repré-
sentables (comparer 4.5). Il est probable que ce théoréme de structure
s'étendra un jour aux catégories n-fibrées exactes & gauche (whatever

that means), qui seront exprimées en termes de complexes de chalnes de
longueur n.

6.16. Pour terminer le présent numéro, nous allons examiner ce qui se

passe quand on fait varier, non seulement la catégorie cofibrée E sur C,

mais la catégorie-base C elle-méme.

6.16.1. Donnons-nous un diagramme commutatif de foncteurs

\ F
—_—>

=

(6.16.1.1)

| & |'=

g
[
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ol C, C' sont des catégories additives, ou les foncteurs verticaux font
de E resp. E' une catégorie cofibrée additive sur C resp. C', et ol P
est un foncteur additif. Supposons que les complexes typiques d'objets
de E resp. de E' existent. Soit X' un objet de E' sur l'objet A' de C',

considéruns son complexe typique

- dy, .
LA PO SO
lui appliquant le foncteur additif , on trouve un complexe

Py <[ pan 2% o(a,n] -

Par définition (3.1) de ' , on a une fléche canonique de E' sur dy, :
u ?
X! -i.....) e
Qg
qui transformée par F donne donc une fléche sur p (dX')
F(uy,)
rPX')—o03 06
( ) P(va) ’

compte tenu de 1'isomorphisme canonique analogue & (1.4.6)

F(QB,) = QD(B') pour B' €0b C' .

F(x")

Utilisant la définition de , on voit que F(u.x,) définit un homo-

morphisme
XI
f:\00 : QF(XI) 7 P(ﬂxv) ’

donnant lieu & un diagramme comnutatif

dp(x)

idl ,\,CPX'
(de,) °
plany — X ca) ,

en d'autres termes on trouve un homomorphisme canonique de complexes
! 1 1
(6+16.1.2) cp}.{ (X )———)p(L}.{ ) .
Cet homomorphisme est fonctoriel en X*, comme on vérifie aussitoét. Passant

alors aux procomplexes associés pour X! variable, on trouve un homomor-
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phisme canonique de proobjets de K(C)
F(X1) B
et compte tenu de lthomomorphisme de projection de L? =(L¥)X € ob(c) dans

le premier membre, on trouve un homomorphisme canonique de proobjets de K(Q)

(6016.1.3) q)- $ L’Il}" «—-—9(12') s

6¢16.2. Lorsque E et E! admettent des objets maximaux, de sorte que

> (respe LE!) stidentifie i un objet de la catégorie K(C) (resp. K(C'))
des "complexes & homotopie prés", on a vu dans 6.4 comment on peut recons~
tituer, 4 équivalence de catégories cofibrées prés, les catégories cofi-
brées B, E!' en termes des complexes précédents. Nous laissons au lecteur
le soin d'expliciter comment, dans ce cas, la connaissance de 1'homomor-
phisme (6+16.1.3) dans K(C) permet de reconstituer le foncteur F 4 isomor-
phisme prés. Si on suppose seulement que E, E' admettent des objets quasi-
maximaux, mais en revanche que ces catégories sont exactes . gauche (Q'et
C! étant abéliennes), il est encore vrai gque les complexes typiques

12 ot LE!, en tant qu'objets des catégories dérivées D(C) et D(C'), déter-
minent E et B! 4 équivalence de catégories cofibrées prés (6.9) ;3 on
laisse encore au lecteur le soin d'expliciter, lorsqu'on suppose de plus p
exact, comment le foncteur F peut se reconstituer a2 isomorphisme prés en
termes de 1lthomomorphisme (6.16.1.3), considéré comme fldche de la caté-
gorie dérivée D(Ct).

6+16.3. Supposons maintenant le carré (6.16.1.1) cartésien dans (Cat),

de sorte que E' peut se définir comme l'image inverse de la catégorie
cofibrée E sur C par le "foncteur de changement de base" p ¢t C'—>C
Dans les deux cas favorables ci-dessus (6.16.2) ol les catégories L, E!
sont déterminées par leurs complexes typiques, on est donc amené & expri-

El ) .
mer I en termes de Lg « Nous allons supposer pour ceci que le foncteur
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p: C—>C' admet un adjoint & gauche ¢ (ce qui implique & fortiori que p
est exact & gauche). Alors un homomorphisme (6.16.1.3) reliant deux
complexes de X (C), K (C') équivaut 2 la donnée d'un homomorphisme dans
K(C') resp. D(C') :

(6.16.3.1) y: o (18 —12 resp. Lo (1) —y 12 .

Indépendamment de l'hypothése cartésienne sur le carré (6.16.1.1), on

voit aussitdt qu'on reconstitue les homomorphismes fonctoriels

(6.16.3.2) E'°(A') 3 E°(p(a")) , B''(a') —3 E'(p(a"))

induits par le foncteur F de (6?16.1.1), en termes de (6.16.3.1), compte
tenu des isomorphismes (3.10.1) resp. (5.4.1.1), en associant, & tout
homomorphisme (dans K(C') resp. D(C') de degré O ou 1 de 12" dans un
objet A' de C' son composé avec § , ce qui (gréce & la relation d'adjonc-
tion entre p et g ) fournit un homomorphisme LE--eyp(A') de degré O ou 1.
On en conclut que le foncteur

E.' _______ag ng-'

induit par F est une C-équivalence de catégories, i.e. que les homomor-

phismes (6.16.3.2) sont des isomorphismes, si et seulement si 1'homomor-

phisme ¢ dans (6.16.3.1) est un isomorphisme dans K(C'), resp. induit
dans D(gj) un isomorphisme du deuxiéme membre avec le complexe tronqué
QLG(LE)] , déduit de lv(bg) en " tuant les objets d'homologie H; pour i22".
Donc dans le cas ol le carré (6.16.1.1) est cartésien, cela exprime bien

12" en termes de IE comme o(L—E) Tesp. [lLo(LE)] .
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7. Application aux extensions de faisceaux d'anneaux.

7.1. Construction de certaines catégories cofibrées additives.

Dans tout ce numéro, S désigne un topos {SGA 4] s muni d'un homo-
morphisme
(7.1.1) A 3B
de faisceaux d'anneaux. On dit encore, A étant d'abord fixé, que B est
un A-qggggg sur S. Comme d'habitude, on dira que B est méme une A-algébre
si A est commutatif et si l'homomorphisme précédent est central, et il y

aura lieu également de distinguer le cas des A-algébres commutatives.

Parfois, nous supposerons de plus donné un homomorphisme d'Anneaux

(7.1.2) Kk ——— A ’

et référerons généralement aux considérations qui font intervenir également
ce dernier comme le "cas relatif" (sous entendu : "& la donnée de T7.1.2").
La terminologie et les notations du présent numéro sont inspirées de

EGA Ory §§ 18, 20, dont la lecture préliminaire est recommandée.

Nous allons définir, en termes de (7.1.1), trois catégories cofibrées
remarquables E, (i=1,2,3), au-dessus respectivement de trois catégories
abéliennes
(7.1.3) S s & s G ,
et dans le cas relatif, trois autres catégories cofibrées E! (i=1,2,3)

au-dessus de ces m@mes catégories abéliennes. On pose :
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G, = catégorie des Bimodules sur B = catégorie des Modules sur

1'Anneau B&ZBO (ot1 B° est 1'Anneau opposé de B).

22 = sous-catégorie pleine de _g_1 formée des B-Bimodules tels que

(7.1.4) le A-Bimodule déduit par restriction des scalaires ait m8me
loi gauche et droite = catégorie des Bimodules sur 1l'Anneau

o

B&AB .

¢, = sous-catégorie pleine de 94 formée des B-Bimodules ayant méme

loi gauche et droite = catégorie des B-Modules.

Quand nous travaillerons avec C, et L, (resp. Sy

supposerons toujours tacitement que B est une A-algébre (resp. une A-al-

et EB)’ nous

gébre commutative) par {7.1.1), et dans le cas relatif, que k est commu-

tatif comme A.

On introduit maintenant les catégories suivantes :

(7.1.5) EEQQA(B,-) = E, = catégorie des A-Anneaux E, munis d'un homomor-

phisme surjectif E ~3 B & noyau I de carré nul ;
le foncteur structural EH‘-—’Qﬂ est le foncteur

E M1 .

(7.1.6) ExalA(B,-) = E, = sous-catégorie pleine de la catégorie E,

formée des E qui sont des A-Algébres ; le

foncteur structural gé———)g_ est induit

2
par le précédent.

{7.1.7) ExalcomA(B,-) = EB = gpous-catégorie pleine de la catégorie E,
formée des E qui sont des A-Algébres commuta-
tives 3 le foncteur structural E,—»C, est

3 3

induit par le précédent.
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On définit un objet canonique de E, au-dessus d'un J € Ob(gd) :
(70108) DB(J) =B®J ’

oli le deuxiéme membre est muni de la loi de multiplication bien connue

(b+jyb'+j") = bb' + (bj'+jb') .
Si B est une A-algdbre (resp. une A-algébre commutative) il en est de
méme de DB(J), qui se trouve donc dans ce cas dans Ee(resp.gs) . Un
objet de E, isomorphe & un objet de la forme (7.1.8) est dit trivial

(sur A). Ceci posé, on définit, pour i = 1,2,3 3

(7.1.9)

E{ = sous-catégorie pleine de Ei formée des objets triviaux
en tant qu'extensionsde k-anneaux. Le foncteur struc-

. . .
tural §i-——> gi est induit par Ei——-_>gi .

7.1.10. On vérifie aisément que les catégories Eiet E{ sont des caté-
gories cofibrées sur gi (i=1,2,3), le cochangement de base, relativement
& un homomorphisme I —>» J dans Qi sy étant donné par une somme amalgamée
évidente de faisceaux abéliens, cf. EGA OIV 18. En fait, Ei est donc
une sous-catégorie cofibrée pleine de Ei , et d'autre part E, est une

=2

sous-catégorie cofibrée pleine de quge y et E, une sous-catégorie

3

cofibrée pleine de Ee,gq et de §3|C1 .

De plus, toutes ces catégories cofibrées sont additives (2.2), comme

on vérifie immédiatement (cf. loc. cit.).

T.1.11. Les catégories cofibrées Ei (i=1,2,3) sont méme exactes 2
gauche (2.2). On le voit de la fagon suivante. Considérons une fléche

dans §_1 s



0 > I' s E' 3B >0
(T.1.11.1) J l “
/
O_________%IH }E" %B _>O ,

avec I' — > I" un épimorphisme, de noyau I. Alors les "restrictions & I
de la A-extension E' de B par I'" , i.e. les sous A-Anneaux E de E' tels
que E'-——s B induise un épimorphisme E —> B de noyau égal a I, cor-
respondent biunivoquement aux isomorphismes de l'extension E" avec
l'extension triviale DB(I"), ou ce qui revient au méme (loc.cit.) aux
splittages de l'extension E", i.e. les homomorphismes de A-Anneaux

B —— E" inverses i droite de la projection E" -——3B , ou enfin aux
sous-A-Anneaux Eg de E" tels que E" —->B induise un isomorphisme
Eg-__>B + Dans cette correspondance, & E correspond Eg par E'—s E"
D'ajlleurs, il est trivial que, si dans (7.1.11.1) E' donc E" est dans
EQ (resp. dans EB)’ alors il en est de méme de E. Cela implique aisément

l'assertion d'exactitude & gauche faite pour les Ei .

On fera attention, par contre, que les E& ne sont pas exactes &
gauche en général, mdme si S est le topos ponctuel, i.e. si on travaille

avec des anneaux ordinaires (au lieu de faisceaux d'anneaux).

T.2. Faisceaux de différentielles, et complexe typique d'une extension.

T7.2.1. BSoit

0 —3I —3E —>»B —3 0

un objet de Eq, soit C un A-Anneau, et considérons un homomorphisme
de A-Anneaux

(7.201.1) u s C_aE ’
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d'oll un composé

On constate aussitdt que les homomorphismes de A-Anneaux
v: C—>B
tels que v, = U, sont exactement les"applications"de la forme

v=u+D ,

D: C—>I

est une"application' satisfaisant aux conditions suivantes :

D(c+c') = D(ec) + D(c') pour c,c' & C¢(U)
(7.2.1.3) D(a.lc) = 0 pour a € A(U)
D{ec') = ¢ D(c') + D(c) e pour c,c'€ C(U) |

ou U est un objet gquelconque de S. Une telle"application's'appellera

une A-dérivation de C dans le C-Bimodule I . (NB I est considéré comme

C-Bimodule par restriction des scalaires grice 2 ug C _-)B).

En particulier, si E = DB(I), de sorte qu'on ait un homomorphisme
de A-anneaux B -—>E, la donnée d'un homomorphisme u_ (7.2.1.2) définit
par composition uh homomorphisme u (7.2.1.1), et on voit donc que
l'ensemble des homomorphismes de A-Anneaux v de C dans l'extension

triviale E = DB(I) qui relévent u, est en correspondance biunivoque avec

l'ensemble des A~dérivations de C dans I.

7.2.2. Si I est un B-Bimodule, on notera

(7.2.2.1) DérA(B,I)

l'ensemble des A-dérivations de B dans I. Pour I variable, c'est évidem-
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ment un foncteur covariant en I. Nous allons voir ‘qu'il est représentable
quand I varie dans la catégorie Qi (i=1,2,3). Les objets qui le représen-
tent pourront &tre notés respectivement

3 ’

le deuxiéme étant défini si B est une A-algdbre, le troisidme si B est

(7.2.2.2) DiffanB/AEOb g, DiffalB/AEOb S5 DiffalcomB/AE,Ob C.

une A-algébre commutative. Ils sont donc définis respectivement par

l'isomorphisme fonctoriel en I

(7.2.2.3) Hom(DiffanB/A ,I) == DérA(B,I) I £0b g
et les deux isomorphismes analogues pour I & Ob ¢, resp. I € Ob QB .

Comme les foncteurs d'inclusion

QQ c4>gq et 95 3 G,
ont des adjoints & gauche
PG =8 Byt G
définis respectivement par les changements d'Anneaux pour les homomor-

phismes (en fait, épimorphismes) canoniques d'Anneaux 1t
o o) o _
(7.2.2.4) ng? -—-4>Bﬁh3 ’ B&AB = B@mﬁ —>B ’

on voit qu'il suffit 3 priori de prouver l'existence de DiffanB/A y et
on en conclura les deux autres modules de différentielles par les

formules

Diffal = (Diffa )
(7.2.2.5) B/A ¢, "g/al
DiffalcomB/A = q,z(DiffalB/A) .

Quant & la construction explicite de DiffanB/A y €lle est elle-m@me assez

évidente § comme quotient de

T - B9, Bg,B ,
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congsidéré comme B-Bimodule par les deux facteurs extrémes, par le sous-—

Bimodule engendré par les homomorphismes
A —->T, B@%B —> T
définis respectivement par
a pewdy 1]333,.1]38)1]3 et bgb' P——>1B®b®b' - b@b'®1B .
La A-dérivation universelle s'obtient par l'homomorphisme de faisceaux

(7.2.2.6) d.B/A : 13--———-91)11‘1‘&»11]3/A

a

défini par passage au quotient & partir de

b p— 1,801, .

T7.2.3 Il est maintenant évident que pour un objet d'une des six caté-

gories cofibrées El ’ _E_i envisagées, il existe un complexe typique (3.1).

Comme l'inclusion Ei——-*gl est cocartésienne et pleinement fidéle, il
suffit de considérer le ms des El s le complexe typique d'un objet de

Ei s'identifiant alors a celui du m@me objet dans El . Si

E: 0—3}I ——)E —3B—30

est un objet de Ql sur l'objet I de gl s, il est évident par T7.2.1 que le
foncteur DE de (3.1) est canoniquement isomorphe au foncteur
Ip—.;DérA(E,I) sur C; , qui en vertu de 7.2.2 est bien représentable
par le Module déduit du module de différentielles DiffanE/A, resp.
DiffalE/A y Tesp. Diffalc:c»mE/A s Par le changement d'!'Anneau
EQDZ'EO"'—?MZBO y Tesp. EEAEO—-—->B®AB° , resp. E—~>B . On vérifie
d'autre part que 1l'homomorphisme canonique 3.1.4 pour E n'est autre que

1'homomorphisme
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19y Diffang a(Engo)(B®§B°) ,

d .. o
(7.2.3.1) resp. I-—-;IhffalE/A ®(E8hE°)(B@hB ) ]
3 A sp;
Tesp. I >D1ffalcomE/A§bB ’

induit sur I-——)E par la A-dérivation universelle (7.2.2.6) et variantes,

de I dans le module de différentielles tensorisé.

Compte tenu de 3.4 , on trouve aussi immédiatement des isomorphismes

canoniques

(7.2.3.2) 'Q'E.1 = Diffany,, , QEQ = Diffaly,, ,QEB = Diffalcomy, -

Ainsi la connajissance d'un module de différentielles convenable de
B/A permet de reconstituer les foncteurs Eg et Eio associés aux catégories

cofibrées E. et E! dans 1.6 (N.B. on aura évidemment
= =
(7020303) QE, = QE! ) .
= =
Pour expliciter également les foncteurs
1 1 1
ET(I) = ExanA(B,I),E,Z(I) = E};alA(B,I), EB(I) = Exalcom,(B,I)
(7.2.3.4)
1 1
9 - =
E} (1} ExanA/k(B,I),Eé (1) ExalA/k(B,I) ,
a1
B} (1) = ExalcomA/k(B,I),
via la formule générale (3.8.3), il y a lieu de chercher des éléments

maximaux (3.10) ou quasi-maximaux (4.4) des catégories cofibrées envisa-

gées, ce qui va &tre fait dans les deux sections suivantes.
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7.3. Objets maximaux dans le cas relatif.

Notons que si on a un objet de gg
0—>>I —->E-—23B-—0 y

la donnée d'une k-trivialisation de ce dernier permet de l'identifier

a QB(I) en tant que extension de k-Anneaux, et la structure de A-Anneau sur
E est alors définie par un homomorphisme de k-anneaux A<—-¢)DB(I) gui
reléve l'homomorphisme donné A ~—23B , ou ce qui revient au méme en vertu de
T7.2.1, par une k-dérivation de A dans I . Ainsi, la donnée d'un objet de

E! sur I, muni d'une trivialisation en tant qu'extension de k-anneaux, re-
vient exactement & la donnée d'une k—dérivation

(7.3.1) D: A—PpI .
Cette construction montre d'ailleurs que si I est dans QQ (resp. 93)

alors l'objet E est dans E! (resp. Qé) sy €n d'autres termes on a

=2

(7.3.2) BoBl > BoE|G

(relations dont les analogues pour les Ei ne sont pas valables en géné-
ral). Utilisant maintenant 7.2.2 , on voit que la donnée d'un tel objet

revient aussi & la donnée d'un homomorphisme de A-bimodules

D1ffanA/k —_— I

ou encore d'un homomorphisme de B-bimodules (i.e. d'un homomorphisme
dans gq) :

Dans le cas ol on travaille dans Eé resp. Eé y 11 y 2 lieu de remplacer

cette interprétation par celle d'une fléche dans resp. 0, ¢

S, 3

. e
(7.3.4) D1ffalcomA/k ®A(B®AB ) > I
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resp.

(7.3.9) DiffalcomA/thB —_I .

Il en résulte aussitdt que E& admet un objet maximal canonique,

O~

(7.3.6) 3{ ob B

savoir celui qui correspond & l'isomorphisme identique du premier membre
de (7.3.3) resp. (7.3.4) resp. (7.3.5).

D'autre part, si pour un objet donné E de E{ sur I , on change de
trivialisation en tant qu'extension de k- Anneaux, un tel changement

est décrit, en vertu de 7.2.1 , par une k-dérivation

(7.3.7) D' : B —>I ,

ou ce qui revient au méme par 7.2.2 , par un homomorphisme de E-Bimodules
DiffanB/k > I .

Alors la dérivation (7.3.1) décrivant initialement E est remplacée, pour
cette nouvelle k-trivialisation, par D + (D'lA) , ot D'\A désigne la

dérivation induite sur A. Considérons 1'homomorphisme
. (o] .
(7.3.8) D1ffanA/kSYAngo)(BGZ? ) —~%>D1ffanB/k

qui représente l'homomorphisme de foncteurs en I Dérk(B,I) -—aDérk(A,I)
"restriction & A" , on trouve un complexe de chaines de longueur 1

correspondant dans _(_3__1 3

(7.3.8. bis) Compan®/ /X ¢ op on(e,)

et les considérations précédentes établissent & priori (indépendamment

de celles des numéros 1 & 5) un isomorphisme fonctoriel em I € Ob e,

(7.3.8. ter) ExanB/A(I) s H1(Hom'(Compan§/A,I)) R
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et m8me une équivalence de catégories cofibrées sur g_1

(7.3.8.quater) E._)Q_C B/A/x ,
ompan.

avec la notation ¢ introduite dans 6.3 . Lorsqu'an travaille dans

E! resp. E! , les mémes réflexions sont valables, en remplagant (7.3.8)

=2 3
par
. o
(7.3.9) D1ffa1A/E®A(BGhB ) sy DiffalB/k )
d'oll un complexe typique
(7.3.9 bis) Compalg/A/k € Ob Ch(ge) ,
resp. par
(7.3.10) DiffalcomA/ngB — DiffalcomB/k ,

d'ou un cemplexe typique

(7.3.10 bis)  Compalcon® /% & gy ch(gy) -

Nous nous dispensons d'écrire les deux formules en ter et quater.

7.3.11. Bien entendu, la comparaison de ces résultats avec les considé-
rations de 3.8 et 3.10 montrent que les complexes (7.3.8 bis), (7.3.9 bis)
et (7.3.10 bis) qu'on vient de construire sont bien les complexes typiques
(3.1) des objets maximaux canoniques (7.3.6), en d'autres termes que les
deuxiémes membres des flédches (7.3.8), (7.3.9) et (7.3.10) sont bien

les modules de différentielles

Diffan_, Diffal Diffalcom
§1/k ’ 1113 g'2/k ’ 1li1ialco g‘,3/}:

associds respectivement aux objets maximaux canoniques (7.3.6) 5{

(i=1,2,3) des E! .
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7.4. Objets quasi-maximaux dans le cas absolu.

T7.4.1. Nous allons maintenant prouver que les catégories cofibrées Ei
(i=1,2,3) admettent des objets quasi-maximaux (4.4). Contrairement & ce
qui a été vu dans le cas relatif, nous ne trouverons pas d'objet quasi-
maximal canonique (*), Conformément A la théorie générale, le complexe typique
d'un tel objet ne sera donc déterminé qu'a isomorphisme unique prés

dans la catégorie dérivée D(gi).

Pour donner une représentation uniforme de la construction, nous
fizons un entier i (égal 2 1 , 2 ou 3), et si T est un objet de S (donc
un faisceau d'ensembles sur un site définissant S) nous désignerons par
la notation
(7.4.1.1) A ir}
le A-Anneau (resp. la A-Algdbre, resp. la A-Algdbre commutative) libre
engendrée par T, de sorte que pour un objet C de la méme espéce (A—Anneau,
resp., A-Algébre, resp. A-Algébre commutative) on a une bijection fonc-
torielle en C

(7.4.1.2) HomA_ann(A{T},c):Hom(T,c) .

Nous laisserons au lecteur le détail de la construction d'un tel objet
libre, construction essentiellement triviale, et n'utiliserons que la
propriété universelle qu'on vient de signaler.

Soit alors T un objet de S et
(7.4.1.3) P, * T —> B
un homomorphisme qui engendre B en tant que A-Anneau, en d'autres termes,
tel que l'homomerphisme correspondant
(7.4.1.4) o+ a{r} — B

soit un épimorphisme. (On pourra par exemple prendre T = B 1) si

(*) @g, cependant la these de L, ILLUSIE pour une construction canonique.
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0 > —3>E —3B —0

est une extension de A-Anneaux, de noyau I, alers en vertu de (7.4.1.2)
les relévements de @ & E correspondent biunivoquement aux relévements de
Py 4 E . L'obstruction & 1l'existence d'un tel relévement se trouve donc
dans H1(T,I), et est donc nulle si I est injectif dans 91 (de sorte que
I, est un objet injectif sur T, donc acyclique). Mais I étant de carré
nul, les relévements de ®,2 E s'annulent nécessairement sur le carré J°

de J = Ker @ . Soit alors
(7.4.1.5) E, = K1)/ (Ker ¢)?

(o]

le A-Anneau augmenté vers B déduit de (7.4.1.4), c'est un objet de E

et le critdre 4.4 d) nous montre que ecet objet est quasi-maximal.

7.4.2. Considérons alors le complexe typique de %p y qQui est un com-
o
Plexe de chaines de longueur 1, que nous noterons

(7.4.2.1) 1B € ov0(c.) ,
=i
vu son caractére d'invariance par rapport au choix de T,¢o rappelé plus
haut. Utilisant le résultat général 5.4.1, on trouve donc un isomorphisme
de foncteurs sur C.
2

(7.4.2.2) Eg(I) = Ert(12, 1) El(I) Ext ' (1) 22Ext ' (1B4,1) ,

compatible d'ajlleurs avec les homomorphismes cobords définis gréce 3
7.1.11 et (2.5.1), pour les foncteurs des premiers memhres. De fagon
plus précise encore, la connaissance de LEi permet de reconstituer Ei a

C,-équivalence prés par la formule (cf.6.10) s

P~
(7.4.2.3) El-; !L.Bi .
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Lersqu'on désire des notations plus spécifiques pour les complexes
E,
typiques Lti, faisant intervenir A—B , on peut utiliser les notations

(7.4.2.4) Compan?/A , Compalg/A , Compalcomg/A .

tilisant ces notations, chacune des formules (7.4.2.2) et (7.4.2.3) se
spécifie en trois formules distinctes, dont nous n'écrirons qu'une seule :

(7.4.2.5) ExtanA(B,I):::Ext1(compan?/A , I)

laissant les formules analogues pour ExtalA(B,I), ExtalcomA(B,I) ete

aux soins du lecteur diligent.

T.4.3. Lorsque tout faisceau abélien de S est flasque, ce qui est le
cas en particulier si S est le topos ponctuel (plus généralement, le
topos associé & un espace compact totalement discontinu), alors le
raisonnement de 7.4.1 montre que 1l'objet §$ construit est méme un objet
m%ximal de Ei' Dans ce cas, on peut donc cozsidérer le complexe typique

L.} comme défini & homotopie prés, i.e. comme un objet de K(gi) défini

& isomorphisme unique prés.

7.5. Relations entre les complexes typiques obtenus,

Posant pour abréger
. E . B!
(7.5.1) ACO RN , pi(i) o 72

les relations envisagées s'expriment partiellement par un diagramme d'ho-

momorphismes de complexes
@ 5,0

(7.5.2) i

() 51,02 >p¢(3)

¥
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ou la i.éme fléche verticale est un homomorphisme dans D(gi), tandis
que les fléches horizontales inférieures sont des homomorphismes de com-
pPlexes abéliens compatibles avec les homomorphismes (7.2.2.4) sur les
anneaux d'opérateurs. Enfin, les fléches horizontales supérieures
désignent en fait des fléches dans la catégorie dérivée gauche D-(QQ)
resp. D-(ga) :L .

(7.5.3) L§1)§(38ZB0)(B8AB°)—>L§2) resp. L'2)% (30,5°) 13

%

oli les produits tensoriels écrits ® sont entendus au sens des catégories
dérivées gauches. Lorsque S est le topos ponctuel, on peut partout
remplacer les catégories dérivées D(gi) par les catégorigs K(gi) de
complexes & homotopie prés, et les produits tensoriels §'par des 3
ordinaires, compte tenu de 7.4.3 et des définitions explicites qui vont
suivre. Le diagramme (7.5.2) sera commutatif dans un sens évident, la con-
mutativité des deux carrés étant prise dans D(QQ) resp. D(gs) dans le

cas général, et dans K(QQ) Tesp. K(ga) dans le cas ob S est le toros

ponctuel.

7.5.4 Définition et étude des fléches verticales de (7.5.2). Nous nous

bornons & la définition de LS1)-———A LL(1), la définition des deux autres
fléches verticales se faisant de fagon exactement analogue. On utilise
le foncteur d'inclusion pleinement fidéle
?
(7.5.4.1) El<sE, ,

qui définit, puisque gh est exacte & gauche en vertu de 7.1.11 , un

foncteur oocartésien (cf. 2.8)

o !
(7.5.4.2) RE} —> E, .

En vertu de 6.11 , (7.5.4.1) est décrit par un objet de Eq(Ll(1)[-1]) ,
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dont la classe & isomorphisme prés est donc un homomorphisme dans D(gq) y

L§1)f-1]-——éld(1)[—4] sy ou ce qui revient au méme, un homomorphisme

(7.5.4.3) L{) ()
dans D(gq) s qui est la fléche cherchée. On peut aussi 1l'interpréter
comme étant la fldche qui exprime 1'homomorphisme (7.5.4.2), en vertu

de 6.13 , qui implique aussi que (7.5.4.3) est un quasi-isomorphisme Si

et seulement si 1l'inclusion (7.5.4.2) est une équivalence, i.e. (2.9) si

et seulement si pour tout B~Bimodule injectif I , toute extension de

A-anneaux de B par I splitte en tant gue extension de k-anneaux. Dans

le cas ou S est le topos ponctuel, et ol L§1) est donc défini comme
élément de K(gq) et non seulement de D(gq) , alors (7.5.4.3) est défini
par les considérations précédentes comme une flédche de K(gq) , et il

résulte de 6.12 que (7.5.4.3) est alors une éjuivalence d'homotopie si

et seulement si l'inclusion (7.5.4.1) est une équivalence, i.e. si la

condition énoncée plus haut est satisfaite pour tout B~Bimodule (injectif

ou non). D'autre part, le fait que (7.5.4.1) soit pleinement fiddle, ou
ce qui revient au méme (6.9) , que (7.5.4.2) le soit, s'exprime en termes

de 1l'homomorphisme (7.5.4.3) par le fait que cet homomorphisme induit

un isomorphisme sur les Ho (ce qui était évident & priori, les deux Ho

s'identifiant ici a DiffanB/A comme on l'a vu) et un épimorphisme sur

les H1.

7.5.5. Toutes ces réflexions s'étendent mot pour mot aux deux autres
fldches verticales de (7.5.2). Dans le cas ou S est le topos ponctuel,
et k — A —>B des homomorphismes d'anneaux commutatifs, on trouve en

particulier : si B est formellement lisse sur k (EGA Orv 19.3.1), alors
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on a une équivalence d'homotopie canonique
N
(7.5.5.1) Compalcom§/A.::§ Compalcom]?/A/k
dont les deux membres sont définis respectivement dans (7.4.2.4) et

(7.3.10. bis), le deuxiéme n'étant autre que le complexe
1 1
0 ——P%/kQAB _—)ﬂB/k ~3 0
(oi nous adoptens maintenant pour les modules de différentielles dans le
cas commutatif les notations de EGA 0 ,20) introduit déja dans
EGA OIV 20.6.5 . Cela donne l'interprétation de ce dernier complexe,

promise dans EGA Ory 20.6.26 . Voir plus bas (9.5.5) une variante globale

de ce résultat.

7.5.5. Nous laissons la définition des fléches horizontales de (7.5.2)
et la vérification de la commutativité au lecteur intéressé, wvu que nous

n'aurons pas & nous servir de ces fléches.

8. Application aux "variations infinitésimales" de faisceaux d'algébres.

8.1. Soit S un topos, A un anneau de S , muni d'un Idéal I de carré nul,

A = A/I , de sorte qu'on a une suite exacte
(8.1.1) 0—I —A—sA 30 , I“=0 .
Soit donné de plus une Ao—Algébre

(8.1.2) A

o]

)Bo s
i.e. une Algebre sur A telle que IBo =0 . On se propose de classi-

fier, & isomorphisme prés, les A-Algébres B "donnant Bo par réduction

modulo I" , de fagon précise, les couples
(8.1.3) (Byp)

ou B est une A-Algdbre, et ol ¢ est un isomorphisme de Ao-Algébres
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on a une équivalence d'homotopie canonique
[~34
(7.5.5.1) Compalcom§/A.::§ Compa,lcom]?/A/k
dont les deux membres sont définis respectivement dans (7.4.2.4) et

(7.3.10. bis), le deuxiéme n'étant autre que le complexe

0 ‘—’ﬂ;;/k@AB —*>ﬂ113/k —> 0
(o2 nous adoptens maintenant pour les modules de différentielles dans le
cas commutatif les notations de EGA 0 ,20) introduit déja dans
EGA OIV 20.6.5 . Cela donne l'interprétation de ce dernier complexe,
promise dans EGA Ory 20.6.26 . Voir plus bas (9.5.5) une variante globale

de ce résultat.

7.5.5. Nous laissons la définition des fléches horizontales de (7.5.2)
et la vérification de la commutativité au lecteur intéressé, wvu que nous

n'aurons pas & nous servir de ces fléches.

8. Application aux "variations infinitésimales" de faisceaux d'algébres.

8.1. Soit S un topos, A un anneau de S , muni d'un Idéal I de carré nul,

A = A/I , de sorte qu'on a une suite exacte
(8.1.1) O__-,I_;A._)Ao__.>0 , I“=0 .
Soit donné de plus une Ao—Algébre

(8.1.2) A

o]

)Bo s
i.e. une Algebre sur A telle que IBo =0 . On se propose de classi-

fier, & isomorphisme prés, les A-Algébres B "donnant Bo par réduction

modulo I" , de fagon précise, les couples

(8'1'3) (Bﬁ)) ’

ou B est une A-Algdbre, et ol ¢ est un isomorphisme de Ao-Algébres
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(8.1.4) : BB®HA—B .
La notion d'isomorphisme entre deux tels couples (ng) et (B';p') se

définit de la fagon évidente.

8.2. Un premier invariant d'un tel couple (ng) est 1'Idéal IB de B tel
que Bo_".iB/IB , lequel Idéal, &tant de carré nul, peut 8tre considéré

comme un Bo—Bimodule. On a un épimorphisme canonique

I@h Bo —> IB
[

compatible avec les structures de Bo-Bimodules, qui permet donc d'iden-

tifier IB & un quotient J du premier membre. Supposons donc par la suite

donné un tel quotient, i.e. un épimorphisme de Bo-Bimodules

et proposons-nous de déterminer les classes & isomorphisme prés de cou-

ples (B,q) correspondant & ce quotient.

8.3. Un tel couple, qui donne naissance & une suite exacte

(8.3.1) 0 —>J —=»B —>B —> 0 , -0

définit en premier lieu une extension de A-Algébres de Bo par J .
D'ailleurs, chaque fois qu'on se donne une telle extension de A-Algeébres,

comme IBo = 0 donc IB € J , on en conclut un homomorphisme évident

(8.3.2) up I®AOB°--—-—> J

dont l'image est IB . Ceci dit, on voit aussitdt que les couples (B,@)
correspondent, & isomorphisme prés, aux extensions B de A-Algébres de

Bo par J, qui satisfont & la condition suivante :

(8.3.3) ug =u .
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On a donc reformulé le probléme initial 8.1 en un probléme qui entre
dans le cadre étudié au numéro précédent. Ce dernier problédme garde un
sens, quel que soit l'homomorphisme de Bo-Bimodules donné (8.2.1) ’
dont il n'est plus nécessaire dans la suite de supposer que c'est un

épimorphisne.

8.4. Lorsque dans le probléme initial 8.1 on désire s'intéresser unique-
ment aux couples (B,p) avec ¢ commutatif, cela revient évidemment & se
borner dans la reformulation précédente aux extensions (8.3.1) qui sont
commutatives, c'est-a-dire (avec les notations de 7.1) & travailler dans
EB plutdt que EQ . D'ailleurs, les considérations qui précédent auraient
pu se formuler également, mutatis mutandis, en partant d'un probléme

de "variation de structure" pour des A-Anneaux (pas nécessairement des
A-Algdbres), ce qui nous aurait ramené & reformuler le probléme dans gh.
C'est pour la simplicité des notations que nous nous sommes bornés au
cas des Algébres, qui semble également le plus intéressant du point de
vue pratique. Par la suite, nous nous bornons pour fixer les idées au
cas des Algébres commutatives, i.e. nous travaillerons dans EB s il n'y
aurait rien & changer essentiellement dans les deux autres cas.

8.5. Nous poserons

(8.5.1) WA LB

’
complexe typique de la catégorie cofibrée §3 = ExaloomA(Bo,-) de 7.1 ,

et
BO/A
(8.5.2) NBO/A = NEB = H1(L. ) .

Nous allons définir, en termes des seules données (8.1.1) et (8.1.2) de

8.1 , un homomorphisme canonique
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(8.5.3) v s I®AOBO-—-,>NBO/A .

Pour ceci, notons que (8.3.2) nous définit, pour un B Hodule variable J,

un homomorphisme fonctoriel

(8.5.4) E;(J) = Exalcon,(B,7) _>HomBo(I®AOBO,J) )

Comme le dernier functeur est exact & gauche, la donnée d'un tel homomor-

phisme revient & la donnée d'un homomorphisme
R°E] (J) —> Hom, (I®, B _,J)
3 up (18, B,,7)

ol ROE; désigne le foncteur exact & gauche associé & E; . Or ce dernier
est représenté canoniquement par NB /A en vertu de 4.5 , de sorte qu'en

o
définitive la donnée de (8.5.4) équivaut & la donnée d'un homomorphisme

(8.5.3), qui est celui que nous voulions définir.

8.6. Interprétons maintenant la donnée d'une extension modulo isomorphisme
(8.3.1) comme correspondant & la donnée d'un homomorphisme dans la
catégorie dérivée D(Bo) :

(8.6.1) 1Bo/Ar 1) s

induisant un homomorphisme caractéristigue
(8.6.2) Xy NBO/A —J .

Ceci posé, on vérifie immédiatement & partir des définitions que 1'hom~-

morphisme uy de (8.3.2) n'est autre que le composé
.6, = : — —
(8.6.3) up ij.onBo >NBO/A > J
Comme l'ensemble degclasses d'isomorphie cherché, dans la formulation de

8.3, n'est autre que l'image inverse par (8.5.4) de 1l'élément u du
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deuxiéme membre, nous voyons donc que la solution du probléme, en lan-

gage cbéhomologique, est donnée par 1l'homomorphisme composé

(8.6.4) Bxt (I..EQ’/‘A sJ) —sHom(N /A,J)mﬂom(f@ B,yJ)

en prenant l'image inverse de l'élément donné u du dernier membre dans

Ext ! (1B0/4 ) 7)

8.7. On trouve ainsi que l'ensemble de classes d'isomorphie cherché
est soit vide, soit de fagon naturelle un torseur (= ensemble principal
homog2ne) sous le groupe noyau du composé (8.6.4). On t ut se proposer
d'expliciter l'obstruction & l'existence d'une solution du probléme
d'extension envisagé, et le noyau du composé (8.6.4) . Pour ceci, nous

Poserons pour abréger

BO/A
= = =
(8;701) P = I®HOBO 13 L. - L. ’ N = NB /! 13

et nous introduirons le cone de 1'homomorphisme P[1]-3L.

défini par (8.5.3) , de sorte qu'on a un triangle exact dans D(gq) :

/\

(8.7.2)

¢).
On a2 donc une suite exacte
(8.7.3)  0—H,(M.) —P —> N —H, (M) —>0 , et H (M.) > H (L.) ,

les Hi(M.) étant nuls pour i # 0,1,2 . La suite exacte des Ext™ nous

donne alors la suite exacte :

(8.7.4) 0 —sExt'(M.,7) —Ext"(L.,7) ——Hon(P,J) —>Ext2(M.,J)

(¥) Utilisant la théorie de André-Quillen, globalisée par L. Illusje, on peut

Bo/A
voir que M. est le tronqué a 1l'ordre 2 du complexe T © / o de

André-Quillen-Illusie , cf. 8.8,
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ou la fléche médiane n'est autre que le composé (8.6.4). Donc le noyau de ce dernier
. N 1 . . .
s'interpréte comme Ext (M.,J), tandis que l'obstruction A trouver une solution du

probléme peut se définir comme 1'image de u € Hom(P,J) dans Extz(M.,J).

8.8. (Rédaction revue en Mai 1968). Introduisons aussi le quotient

! = ~ = .
(8.8.1) P (BAOBO)/K , oit K = Ker (v: I®AOBO —> N

B/A) ’
[

de P = B&A Bo' Il est évident que 1'homomorphisme Extl(L.,J)-4> Hom(P,J) de (8.7.4)
o
se factorise a travers du sous-groupe Hom(P',J) de Hom(P,J), compte tenu de sa

factorisation (8.6.4). On peut alors répéter 1l'argument de 8.7, en y remplagant M.
par le mapping-céne M., de 1'homomorphisme naturel P'[l]4> L. déduit de 1l'inclusion

P' > Hl(L.) =N Or on verra plus bas (10.5.15) que ce mapping-cdne est cano-

B /A
niquement isomorphe a L.© A, par suite, la suite exacte (8.7.4) peut se remplacer

par une suite exacte analogue :

(8.8.2) 0-Extl(1Bo/0 1y 5 mxtl(1Bo/A 1) >Hom(p', N> Ext?(1LBo A0 1)

qui montre que l'ensemble des solutions du probléme posé est vide ou un torseur sous

I(L?O/Ao,ﬂ::EXalcomA (Bo’J)’ et que cet ensemble est non vide si et
o

seulement si 1'élément donné u € Hom(P,J) est dans le sous-groupe Hom(P',J), et si

son image dans Extz(L].3

le groupe Ext

°/A°,J) est nulle.
B/

Lorsqu'on utilise enfin les complexes T, A de Quillen et André, donnant

naissance 3 un triangle exact (cf. 10.5.22)

Bo/40
& A B./A

L
o’y B, —> T.0 ,

la suite exacte des Ext correspondante fournit directement la suite exacte

(8.8.3) 0—?Extl(T].3°/A°,J)—?Extl(T],go/A,J)—?Hom(@A BO,J)-yEth(T]?O/AO,J) ,

o

plus naturelle que (8.7.4) et (8.8.2), et qui sauf pour le dernier terme est essen-
tiellement identique a (8.7.4), On obtient ici un premier exemple concret d'un pro-
bleéme d'obstructions ot le complexe de Quillen et André T?O/Ao s'introduit naturelle-

ment, de préférence a son pile tronqué L?O/AO auquel nous nous bornons dans le

présent travail.
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8.9. Terminons ce numéro par quelques remarques sur les applications des

résultats de ce numéro et du précédent & la théorie des schémas.

8.9.1. Il est clair tout d'abord que dans le cas de topos annelés provenant
d'espaces topologiques annelés, ces résultats peuvent se formuler directe-
ment en termes d'espaces annelés, sans utiliser le langage des topos.

Ainsi, si f ¢+ X —3Y est un morphisme d'espaces annelés (commutativement),
on définit sur X un complexe de Modules L¥/Y (notation de 9.1.7), défini

4 isomorphisme unique prés dans la catégorie dérivée D(X) de la catégorie
des Modules sur X, de telle fagon que pour tout Module J sur X, on ait

une bijection canonique

1,,.X/Y
Exaloomf_1(gy) (QX’J) = Ext (L./ WJ)

et de méme un isomorphisme canonique entre Exto(L¥/Y,J) et le groupe

des automorphismes d'extensions de f-1(gy)-A1gébres de n'importe quelle
extension de QX par J (comme idéal de carré nul). On peut aussi inter-
préter les extensions d'Algébres dont il s'agit dans le langage plus
géométrique des immersions d'ordre 1 d'espaces annelés (comparer 11.2.3) :
il s'agit des espaces annelés X' sur Y, ayant méme espace sous-jacent que
X, munis d'un Y-morphisme X-—sX' qui induit l'identité sur les espaces
sous-~jacents, et qui est une ''immersion d'ordre 1" i.e. induit un

homomorphisme QK' ——a-gx qui est un épimorphisme & noyau de carré nul.

8.9.2. Ceci posé, si on suppose que £ : X —Y est un morphisme de

schémas, et si J est un Module gquasi-cohérent sur X, alors on voit que

les extensions infinitésimales X' de X par J sur Y sont eux-m8mes des
Y-schémas. Le fait que X' soit un schéma résulte aussitdt de EGA 1
2e édition 5.1.9 , et le fait que X' —> Y soit un morphisme de schémas

i.e. un morphisme "admissible" d'espaces localement annelés, résulte



- 92 -

immédiatement du fait qu'il en est de méme de £ ¢+ X—> Y et que

i ¢ X —X'" est une immersion nilpotente. Par suite, le Ext1 précédent

peut aussi s'interpréter, en termes plus géométriques, comme l'ensemble

des classes, & isomorphisme prés, de Y-schémas X' munis d'un Y-morphisme
X —X' qui est une immersion d'ordre 1, & Idéal d'augmentation égal

ad.

8.9.3. Considérons maintenant une immersion d'ordre 1
Y —> Y

de schémas, et un Yo—sohéma Xo. On se propose de classifier, & isomorphisme

prés, les couples (X,p) formés d'un Y-schéma X et d'un Yo-isomorphisme

o : XxYYo-’?f_> X, -
Les remarques faites dans 8.9.1 et 8.9.2 permettent d'appliquer les résul-
tats des sections précédentes & ce probléme. On trouve en particulier que
1l'ensemble des classes cherché, correspondant & un quotient quasi-cohérent
donné J de I® X , est de fagon naturelle un pseudo-torseur (i.e. vide
ou un torseur) :ous le groupe noyau de l'homomorphisme composé naturel

(8.6.4), prenant ici la forme

1 Xo/Y
Ext (L.” ,J) ___.;Hom(NX /Y,J)

>Hom(I®& XO,J) .

o
On explicite de méme comme dans 8.7 l'obstruction & l'existence d'une
solution, qui est un objet dans un certain groupe Extz(M.,J) calculé sur

Xo’ dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que le pseudo-

torseur précédent soit non vide, i.e. soit un torseur.
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9. Propriétés générales du complexe cotangent relatif.

Dans le présent numéro, nous donnerons quelques compléments sur le
complexe introduit dans le numéro 7, dans le cas des faisceaux d'anneaux
commutatifs, le plus intéressant semble-~t-il pour les applications a

présent.

9.1. Notations. Comme au numéro 7, nous considérons un topos S muni d'un
Anneau A et d'une A-Algébre B, A et B étant maintenant supposés commu-
tatifs, et nous nous intéressons & la classification des extensions
d'Algébres commutatives de B par des idéaux de carré nul, qui sont donc
les objets de la catégorie cofibrée sur Mod(B) notée EB ou ExaloomA(B,-)
dans 7.1. Le complexe typique L§3 = Compaloom]?/A correspondant, objet

de la catégorie dérivée D(B) de Mod(B) (7.4.2.4), sera noté par la suite
(9.1.1) L?/A = Compalcom].s/A ,

ces objets de cohomologie seront notés

(9.1.2) 11%/A - HO(L?/A) - Diffalcomy/,
(9.1.3) Ny = H1(L?/A) -V

Nous appellerons L§/A le complexe cotangent relatif de la A-Algébre B,

ou de B sur A, et NB/A sera appelé le Module cotangent relatif de B

sur A. Quant é.!Z;/A y C'est le classique Module des différentielles

(de Kihler) de B sur A, la notation utilisée ici étant celle de SGA 1 I
et EGA IV 16 .
Lorsque A —>B est un épimorphisme, i.e. Qu'on a un A-isomorphisme
B =~ AT ,

I un Idéal de A, alors



- 94 -

1 ~ 2
(9.1.4) JIB/A- 0 et NB/A I/1 .

(isomorphismes canoniques), d'oli un isomorphisme
B/A
(9.1.5) L./ >~ B/A[ﬂ .

La deuxiéme relation (9.1.4) justifie dans une certaine mesure le nom

"Module cotangent relatif" donné a NB/A .

Supposons maintenant que nous ayons un morphisme

(9.1.5) fi@X —3Y
de topos annelés (commutativement), dont les Anneaux seront notés QK et

Oy

également f, et d'un homomorphisme d'Anneaux sur X :

. La donnée de f consiste en la donnée d'un morphisme de topos, noté

-1 (*)
(9.1.6) £ (0y) —> Oy
On posera alors

-1
x/x %/ () 1 Al i}
(9.1.7) 1M/¥ .13 » ayy = Moy e 0y 0 M/t T Yo e (o))

Les objets ainsi introduits s'appelleront respectivement le complexe

cotangent relatif de X sur Y, le Module des différentielles relatives

de X sur ¥, et le Module cotangent relatif de X sur Y .

Remarque 9.1.8. En fait, il faut considérer la terminologie de "com-
Plexe cotangent relatif" introduite ici comme provisoire. En effet,
D.G. Quillen [14] arrive & définir un complexe de chaines T?/A sur S ,

défini & isomorphisme prés dans la catégorie dérivée D(B), complexe

(*) Nous notons £~! 1e foncteur "image inverse de faisceaux d'ensembles"
associé & un morphisme f de topos.
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dont les propriétés sont nettement plus satisfaisantes que celles de
L?/A y Qu'il faut considérer comme un tronqué de T?/A (par tuage des ob-
Jjets d'homologie Hi pour i 2). C'est plutst T?/A qui mériterait

le nom de complexe cotangent relatif, sa connaissance étant considéra-

blement plus riche que celle de son tronqué L?/A (*).

9.2. Rappels des propriétés essentielles. L'intérsét principal pour

nous réside ici dans les isomorphismes canoniques, fonctoriels en l'objet
J de Mod(B)

(9.2.1) ExtO (122, ) - Dér, (B,7) , et (1374, 7) - Exalcom,(B,J)

qui peuvent se préciser par une description de la catégorie cofibrée

a

exacte & gauche ExaloomA(B,-) sur Mod(B), & équivalence sur Mod(B) prés,

en termes de L?/A, comme la catégorie 1!
L

B/A (6.10) .

Supposons maintenant que l'on ait un Idéal I de B, soit
(9.2.2) c=8/1 |,
on obtient alors une suite exacte canonique
(9.2.3) N /12 _ 4. nl ec al o .
c/A— >*"B/AB° —¥ /A —F
Seules la fldche de gauche et l'exactitude en I/I2 sont en cause. Or
soit
2
(9.2.4) E = B/I° ,

qui est donc une extension de A-algébres de C par I/I2 comme idéal de

carré nul. Or on voit aussitdét qu'on a un isomorphisme canonique

1 ~ (2]
'n‘B/A®Bc - ‘nE/A‘ch ’

moyennant lequel l'opérateur 4 de (9.2.3) g'identifie & l'opérateur

(*) Voir note de bas de page, p.164.
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différentiel du complexe typique de l'extension E de C par I/I2 (7.2)Y.

Alors la flédche de gauche de (9.2.3) est définie comme 1'homomorphisme

caractéristique de l'extension E (4.3), et la suite exacte est un cas

particulier de la suite exacte (4.3.1).

Nous retrouverons par une autre voie cette suite exacte au numéro
suivant (cf. 10.5.23), ol nous arriverons & la prolonger d'un cran sur
la gauche, par adjonction d'un terme Nf/A,C s dans la théorie de
Quillen, cette suite exacte s'insére méme dans une suite exacte infinie

"de transitivité" bien plus belle...

9.3. Fonctorialités. Considérons d'abord, dans le topos S, un dia-

gramme comnutatif d'Anneaux commutatifs

B —m B!
(9.3.1) T T
A > At .

On en déduit un diagramme commutatif de foncteurs
ExalcomA,(B',-) —_— EkalcomA(B,-)

(9.3.2) ¥

v p
Mod(B") > Mod({B) ,

ou les fléches verticales sont les projections structurales des catégo-
ries cofibrées envisagées, la deuxiéme fléche horizontale est la restric-~
tion des scalaires de B' & B (qui est un foncteur exact), enfin la

premiére fléche horizontale associe & l'extension E' de A'-Algébres 2e B'



- 97 -

par J' son image inverse (en tant qu'extension de A-Algdbres) par B —>B'.
Conformément & la théorie générale 6.16.1 , on déduit de ce diagramme

un homomorphisme

(9.3.4) f(L].B/A) B

ou ce qui revient au méme, un homomorphisme canonique

(9.3.5) 1B/A %BB' 1B/ ,

dont la connaissance permet de reconstituer (é isomorphisme unique prés)

le foncteur précédent

Exalcom, ,(B',=) —> Exalcom, (B,-) .

Notons aussi que (9.3.4) induit des homomorphismes de B-modules

(9:3.6) 9113/;&.-”1113'/;\.' » Np/p —> Tgo/a0 ’

dont le premier est 1l'homomorphisme bien connu déduit de la propriété

universelle des Modules de différentielles.

Revenons de nouveau & la situation ol on se donne seulement A et B

sur S5, mais donnons nous de plus un morphisme de topos
(9.3.7) f: 8" —>5 .
Posons
-1 -1
A'=f '(A), B'=f£f (B) |,

de sorte que B' est une A'-algébre commutative. D'aprés les propriétés
d'exactitude du foncteur f~1 "image inverse de faisceaux d'ensembles" ,

on déduit de (9.3.7) un diagramme commutatif de foncteurs
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ExalcomA(B,-) > ExaloomA,(B',-)
(9.3.8)
-1
M\;d(B) f > Mod(B') )

la deuxiéme fléche horizontale étant un foncteur exact. D'aprés la
théorie générale 6.16.1 , on déduit de ce diagramme un homomorphisme

canonique
(9.3.9) £=1 (1B/4y A 3'/a ,

dont la connaissance permet de reconstituer {2 isomorphisme unique prés)

le foncteur précédent

s Exalcom,,(B',-) .

ExalcomA(B,-)

L'homomorphisme précédent induit des homomorphismes des objets de

cohomologie
(9-3'10) f-1 (ﬂ;/A)"D%I/AI ’ f-1(NB/A) —> N I/Al ’

dont le premier est encore 1'homomorphisme bien connu.

Proposition 9.3.11. a) Dans la situation (9.3.7), 1l'homomorphisme

(9.3.9) (donc aussi les homomorphismes correspondants (9.3.10)) sont des

isomorphismes.

b) Dans la situation (9.3.1), supposons que A'

soit A-plat et que le carré envisagé soit cocartésien (i.e. définisse

un isomorphisme B'Z2Y BehA') . Alors (9.3.5) est un isomorphisme, et

par suite on en conclut via (9.3.6) des isomorphismes

1 1 ~
n‘B-/A'ZQ’B/A ®p8"  » Npy/p T Np/, @B .
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Choisissons en effet un homomorphisme de faisceaux d'ensembles
(7.4.1.3) qui engendre B en tant que A-Algdbre, et utilisons-le pour
calculer le complexe typique L?/A suivant la méthode de 7.4. Dans le cas
a), soit @é : T'—>B' 1l'homomorphisme déduit de @, en appliquant le
foncteur f-1, et utilisons cet homomorphisme (qui engendre encore B!
comme A'-Algébre) pour calculer L?'/A' . Utilisant les propriétés d'exac-
titude du foncteur f—1, on voit que celui-ci commute & la formation du
complexe typique d'une extension d'Algébres, ce qui implique aussitdt le

résultat annoncé. On procdde de fagon toute analogue dans le cas b).

Utilisant a) ci-dessus, nous allons définir une fonctorialité mixte
pour le complexe L?/A s combinant les deux fonctorialités qu'on vient de

décrire. Considérons donc un diagramme commutatif de topos annelés

X ¢ h X'
(9.3.12) f £

hd

T8 ¥

nous allons en déduire un morphisme dans D(X')

(9.3.13) st (1 XYy ., X/

de la fagon suivante. Posons

a=£7(0y), B=0y , Al =107 (a) = (sn)7(Qy) 5 B, =07 (B)

Ar = £ (0

_Yv)’B'=O .

_X|
On a donc sur X' un diagramme commutatif d'Anneaux commutatifs
B" ————> B'

|

B, ————> &' ’

(9.3.14)
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qui donne naissance & un homomorphisme du type (9.3.5)

B'/A' ' ' ' '
(%) L.° °_..>L].3/A - X/ .
D'autre part, on a un homomorphisme du type (9.3.9)
BI/AI
(##) n~T Ay - w1 XYy e

qui est un isomorphisme en vertu de 9.3.11 a) . Composant l'inverse de
1'isomorphisme (##) avec 1'homomorphisme (%) , on trouve 1'homomorphisme

annoncé (9.3.13). On en conclut également des homomorphismes

(9.3.15) n~ (:Q/Y)-»n;{,/Y, , h"(NX/Y) — Ty -

On conclut aussitdt de la construction qui précéde, et de 9.3.11 b) :

Corollaire 9.3.16. Sous les conditions du diagramme (9.3.12), si g est

plat et le diagramme (9.3.14) cocartésien i.e. B'¢—B) & ,, A" , alors
(o]

(9.3.13) (et _par suite 8galement (9.3.15)) est un isomorphisme.

Comme cas particulier de ceci ou de 9.3.11 a), on trouve :

Corollaire 9.3.17. Soit f : X—~——>Y un morphisme de topos annelés.

Alors pour tout objet S de Y et tout objet T de X au-dessus de S, consi-

dérant le morphisme induit X/T > X/S sy On 2 un isomorphisme

canonique

AL 7

(compatibilité de la formation du complexe cotangent relatif avec la

localisation er. kaut).

Un énoncé essentiellement équivalent est le suivant : étant donné

A ——> B sur le topos S, et un objet U de S , on a un isororphisme



- 101 =

canonique
L(BIU)/(A10) ~ 1 B/2y

9.3.18. Il resterait, pour compléter cette section, & donner un résultat
de transitivité pour les homomorphismes de la forme (9.3.13). Arrivé a

ce point, le rédacteur déclare forfait. Il ne doute pas plus qQue le lec-
teur de la formule de transitivité (qu'il se dispense d'expliciter), qui

n'a pas l'air d'autre part d'8tre entidrement triviale (¥*).

9.4. Propriétés de quasi-cohérence, de cohérence et de perfection.

Alors que les propriétés développées dans les sections précédentes
9.1 4 9.3 sont essentiellement indépendantes des hypothéses de commuta-—
tivité faites, il n'en sera plus de mé&me pour celles qui vont suivre, ol

nous porterons notre attention sur le cas d'un morphisme de schémas

(9.4.1) fe:X—-—>7Y .

Supposons d'abord X et Y affines, d'anneaux B resp. A. Nous nous propo-

sons de donner un mode de calcul de L§/Y (ef. 9.4.5).

9.4.2 Considérons d'abord des homomorphismes d'Anneaux commutatifs

A —B —C

dans un topos quelconque, d'ol un homomorphisme canonique ( 9.3.5) s
L
B/A C
(*) [Lo/ ®B C] ——— Lo/A ’

ou les crochets dans le premier membre désignent le tronqué de longueur 1.
Pour un C-Module variable, et pour i = 0, 1, on en déduit un homomorphisme

fonctoriel

(*) Elle devient triviale dans le point de vue de L. Illusie, cf. sa these
déja citée.
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) Ext (LC/A,M) ——3Ext {L]?/‘%Bcl,m) QJ.)Exté(L]?/%BC,M)
2
Ext ( B/A ,

ou la dernigre fléche est la fléche d'adjonction habituelle. Par construc-
tion méme de (#) , 1l'homomorphisme composé (#*) s'identifie, moyennant

les isomorphismes (9-2.1) y 2 l'homomorphisme fonctoriel

By /a (M) —> Bp/, ()
déduit du foncteur qui, & chaque extension infinitésimale de C par M sur
A, associe l'image inverse de cette extension par le A-homomorphisme
B=—3C . Par suite, pour que l'homomorphisme (#) soit un isomorphisme
dans la catégorie dérivée D(C), il faut et il suffit que le foncteur

précédent soit une équivalence de catégories.

9.4.3 Montrons que cette derniére condition est vérifiée lorsque C est
de la forme BS-1, oi S est un sous-faisceau d'ensembles de B (et le
localisé BS-1 est défini par la propriété universelle habituelle, et

se construit & la fagon habituelle comme le faisceau associé & un pré-
faisceau U:—-—->B(U)S(U)-1...) . Pour le voir, nous allons indiquer un
foncteur en sens inverse, en laissant au lecteur le soin de prouver qu'il
est bien un quasi-inverse du foncteur envisagé dans 9.4.2. Or soit E une
extension de B par M (ot plutdét le B-Module déduit du C-Module M par
restriction des scalaires) sur A. Soit T le sous-faisceau d'ensembles

de E image inverse du sous-faisceau S de B ; on voit tout de suite que

-1 1 . C, et que

-1

est une extension de BT™' par MT-1, et que BT | = BS
-1

ET

M'I'-1 = MS = M (car M est en fait un C-Module), de sorte que ET est
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une extension de C par M. Elle dépend évidemment fonctoriellement de E,

ce qui donne le foncteur annoncé.

9.4.4. Il faut encore donner un moyen permettant de reconnaitre qu'une
Algébre C sur B est isomorphe & une Algébre de la forme BS-1. Pour ceci,
notons qu'on peut toujours prendre dans ce cas pour S l'image inverse
du sous-faisceau d'ensembles C#* des sections inversibles de C, et la
question revient donc & celle de savoir si 1'homomorphisme canonique

Bs~! 5 C

est un isomorphisme. Comme la formation de S (en termes de B —>C)
commute & tout foncteur image inverse relatif a4 un morphisme de topos,

et en particulier au passage aux fibres, on voit que lorsque le topos
envisagé admet suffisamment de "points" x , alors C est de la forme

BS™! si et seulement si pour tout x, C_ est de la forme Bxs;1 (pour

une partie convenable Sx de Bx)' Revenant & la situation (9.4.1), on
voit que cette condition est vérifiée en particulier pour 1'homomorphisme
d'Anneaux sur X

-1
1'étant fibre par fibre.

Considérons alors sur X le carré commutatif d'Anneaux

-1 .
f (Qy) = A! '.Q.x = B!
sl

x > By ’
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ou A, et BX désignent les Anneaux constants de valeur A et B, et par

X
suite (9.3.9) on obtient un homomorphisme canonique
B,/A R
.Y %o B ——s 1l /A M
X

L
oli dans le premier membre il est inutile de mettre le signe @ et de tron-

quer, grice au fait que B' est plat sur B . D'ailleurs on a

Sy

(L]-B/A)x (9.3.114a)) , de sorte que notre homomorphisme s'écrit

;E7K —_— L§/Y

B/A _
®'B OX = N

ol le premier membre n'est autre que le complexe de Modules quasi-

cohérent sur X = Spec(B) associé au complexe de B-modules LB/A

Ceci posé, je dis que l'homomorphisme précédent est un isomorphisme.

Pour le voir, introduisons aussi BT = BX?EXA' s de sorte qu'on a le

diagramme commutatif

A >B1 -———-—-l-——}B'
x > By ‘

et que l'homomorphisme envisagé se déduit de 1l'homomorphisme analogue

B/t 5, /a

u : ® iB1 >I“
X

en tensorisant sur Bj par B' , et en composant avec
/A'
Al
Vo 59313' e L. '/

Or, on a vu dans 9.4.2 et 9.4.3 que v est un isomorphisme (B' étant un

localisé de B1), et dans (9.3.11.b)) qu'il en est de méme de u, A' étant
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plat sur AX . I1 en est donc de méme du composé vu. On obtient donc :

Proposition 9.4.5. Si f + X — Y est un morphisme de schémas affines

d'anneaux B,A , on_a un isomorphisme canonigue de complexes dans D(X) :
XY~ B/A

ol le signe ~ désigne le faisceau quasi-cohérent associé & un B-module.

De cette description résulte en particulier que les Modules de
cohomologie fl;/Y et NX/Y de L¥/Y sont quasi-cohérents, et qu'ils sont
cohérents dans le cas noéthérien et X de type fini sur Y, -faits d'ailleurs

bien connus pourf11;/ Utilisant le résultat de localisation 9.3,17, on

v

trouve donc le

Corollaire 9.4.6. Soit £ ¢ X w—>» ¥ un morphisme de schémas. Alors

les faisceaux de 00homologie.£1%/Y QE-NX/Y de L§/Y sont quasi-cohérents,

ot méme cohérents si Y est localement noéthérien et f localement de type

fini. Enfin, si f est un morphisme d'intersection compléte (sca 6 VII),

alors L§/Y est un complexe parfait (SGA 6 I) d'amplitude parfaite

contenue dans l'intervalle [-1,0] .

I1 reste seulement & prouver la derniére assertion, pour laquelle
on est encore ramené au cas affine. Ecrivant 3B = A[T1,...,Tn]/1 ,
on sait alors que I/I2 est un B-module projectif de type fini (SGA 6 VII).
Comme fﬁé/A est libre de type fini sur C, donc son produit tensoriel
Par B est libre de type fini sur B, il en résulte que L§/A est parfait

d'amplitude parfaite contenue dans [}1,6] y d'ol la mé&me conclusion
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pour L¥/Y.

Remarque 9.4.7. Lorsque f est un morphisme d'intersection compléte,

done L§/Y est parfait, on peut considérer 1l'élément
c (- X/Y .
(LY ) € k' (X)

ol le deuxiéme membre est défini comme le groupe des classes de la
catégories triangulée des complexes parfaits sur X (SGA 6 IV). Cet élé-

ment joue le rdle d'un fibré cotangent relatif virtuel pour le morphisme

f, et joue un rdle important dans la formulation du théoréme de
Riemann-Roch pour f (SGA 6 Exp. 0). Le fait que dans le cas d'un morphisme
d'intersection compléte les propriétés cohomologiques de L¥/Y soient
irréprochables s'explique d'ailleurs, gridce au fait que dans ce cas
particulier, L§/Y coincide avec le "vrai" complexe cotangent relatif de

Quillen déja mentionné (9.1.8).

Remarque 9.4.8. Supposons que X soit quasi-compact et séparé. Alors
on sait par J. L. Verdier (SGA 6 II 3) que la catégorie Qcoh(X) des
Modules quasi-cohérents sur X a assez d'injectifs, et que le foncteur
naturel

D*(Qeoh(X)) ———> D'(X)
est pleinement fiddle et a pour image essentielle la sous-catégorie
pleine de D+(X) formée des complexes & cohomoclogie quasi-cohérente. Il
s'ensuit que l'assertion de quasi-cohérence dans 9.4.6 {lorsque X est
quasi-compact et séparé) peut se formuler ausei en disant que
1*/7 ost dans 1'image essentielle de D'(Qooh(X)), et définit donc un

objet bien déterminé & isomorphisme unique pres de D+(Qooh(x)). Mais
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cn observera que nous n'avons su décrire ce dernier objet qu'en utilisant
une méthode nous obligeant & sortir de la catégorie (trop restreinte) des

Modules quasi-cohérents (cf. construction dans 7.4).

9.5. Comparaison de L¥/Y avec un complexe de différentielles. Relations

ave¢ les morphismes formellement lisses.

Lorsqu'on a des homomorphismes d'Anneaux

(9.5.1) K —>A —>3B

sur le topos S, on a2 vu dans 7.5 (cf. derniére flache verticale de

{7.5.2)) qu'on a un homomorphisme canonique dans D(B)

(9.5.2) 1B/A [q/k®AB—-—> ,{')_;/A] ,

qui induit un isomorphisme pour les Ho s un épimorphisme pour les

H1. Utilisant ce dernier fait, on trouve donc une suite exacte canonique :

(9.5.3) NB/A—yﬂA/k®AB_;ﬂ]13/k.~> ﬂ;/A——Q o .

Nous verrons (10.5.23) comment on peut prolonger de deux crans sur la
gauche cette suite exacte, en lui ajoutant deux nouveaux termes NB/k
et NA/k 3 chez Quillen, cette suite exacte apparait d'ailleurs encore
comme un morceau d'une suite exacte infinie "de transitivité". Rappelons
aussi (7.5.4) que (9.5.2) est un quasi-isomorphisme si et seulement si

pour tout B-Module injectif J, toute extension commutative de A-Algébre

de B par J splitte en tant que extension de k-Algébres.

Interprétons ces rappels dans les notations des topos annelés

relatifs, en partant de morphismes de topos annelés

£
(9.5.4) X ST 57 .

On trouve alors un homomorphisme dans D(X) :
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. X/Y 1 1
(9.5.2-b18) Lo/ -——* E#(QY/Z)—; Qx/z] )
induisant un isomorphisme sur les faisceaux Ho s un épimorphisme sur

les H1 y d'ou une suite exacte

. 1 1 1 >
(9.5.3.bis) Nx/Y“" a*(ﬂy/z)—ﬁﬂx/z"’ QX/Y °

Proposition 9.5.5. Si on a des morphismes de schémas (9.5.4) tels

que gf soit formellement lisse (EGA IV 17.71.1), alors 1'homomorphisme

(9.5.2.bis) dans D(X) est un quasi-isomorphisme, en d'autres termes la

suite (9.5.3.bis) reste exacte en lui ajoutant un zéro sur la gauche.

En vertu du critére de quasi-isomorphie rappelé plus haut, il suf-

fit de prouver le résultat suivant @

Proposition 9.5.6. Soit f ¢+ X—»Y un morphisme formellement lisse

de schémas, alors on a

N

x/y = °

-

en d'autres termes, pour tout gx-Module injectif J, toute extension de

f-1(9Y)- lgébres de O par J est triviale.

En effet, sous la forme de la relation NX/Y = 0, on voit sur
9.3.17 que la question est locale sur X, ce qui nous permet de supposer
X et Y affines, d'anneaux B resp. A, tels que B soit formellement lisse

sur A (EGA 01y 19.3.1), et il suffit d'utiliser le

Lemme 9.5.7. Soient A4 un anneau commutatif, B une A-glgébre commutative.

Pour que B soit formellement lisse sur A, il faut et il suffit que

NB/A = 0 et _que ‘);/A soit un moduleﬂprggggtif sur B ; en d'autres

termes, que l'on ait un isomorphisme




Lg/A -~ N

H

oi ¥ est un B-medule projectif.

Cet énoncé n'est autre en effet que le critére jacobien de lissité

formelle (EGA Ory 22.6.1).

Remarques 9.5.8. Soit £ : X~ Y un morphisme de schémas. Nous dirons

que f est localement formellement lisse si on peut recouvrir X par des

ouverts Xi qui sont formellement lisses sur Y. Evidemment, si f est
formellement lisse, il est localement formellement lisse § j'ignore si la
réciproque est vraie en général. C'est ce qui est affirmé hadtivement

dans (EGA IV 17.1.6), mais la démonstration n'est valable que lorsqu'on
supposef\TQ/Y de présentation finie, par exemple si f est localement de
type fini. Le lemme 9.5.7 implique aussitdt le critdre suivant : pour
que f soit localement formellement lisse, il faut et il suffit que 1l'on
ait NX/Y = 0 et queJTL;/Y soit "localement projectif" dans le sens sui-
vant : on peut recouvrir X par des ouverts affines Xi, d'anneaux Bi’

tels que sur Xi le Module quasi-cohérentiT.;/Y soit donné par un Bi-
Module projectif. La réponse & la question de savoir si cette condition implique
la lissité formelle de f serait affirmative, si on pouvait montrer que
pour tout anneau commutatif B, tout B-Module N qui est localement pro-

jectif est projectif, ou ce qui revient au m@me, satisfait &

~
H1(X,Hog(N,£))=O pour teut Module quasi-cohérent J sur X = Spec(B).

D'autre part, on trouve facilement par le raisonnement de loc. cit.
que le morphisme f est formellement non ramifié (resp.formellement étale)

_ P . X/Y
(ECA IV 17.1.1) si et seulement 81“n'X/Y =0i.e. L= X/Y[i]



- 110 -

(resp. si et seulement sifw-;/Y =0 et NX/Y =0, i.e. L¥/Y =0 ).

9.6. Un critére différentiel conjectural de lissité (cf. EGA Ory 22.1.1).

C'est le suivant :
Conjecture Soient A —~>» B —~»C des homomorphismes locaux d'anneaux
locaux noethériens, avec A et C réguliers, B —3C surjectif donc C =~ B/I ,
I un idéal de B, enfin B localisée d'une A-algébre de type fini. Alors
B est formellement lisse sur A si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites :

a) B est régulier, i.e. 1'idéal I est un idéal régulier.

b)IQ.;/A @EC est un C-module projectif.

¢) L'homomorphisme caractéristique
2
NC/A —>1I/I (ef. (9.2.3))

est injectif.

Notons (EGA IV 17.5.3) qu'il revient au méme que B soit formelle-
ment lisse sur A pour les topologies discrétes ou pour les topologies
définies par les idéaux maximaux, et que lorsque B est l'anneau local
d'un point x d'un schéma X localement de type fini sur A, cela signifie
aussi que X est lisse sur Y = Spec(4A) en x, de sorte que la conjecture
énoncée donne bien un critére de lissité.

Les conditions a), b) et ¢) énoncées sont en tous cas nécessaires.
Pour a), on utilise par exemple le critére (EGA IV 17.5.1 b') de lissité,
doit déja &tre libre sur

A
B (EGA OIV 20.4.9), compte tenu que ce B-module est de type fini. Enfin

et (EGA IV 6.5.1). Pour b), on note que ﬂ;/

¢) résulte de la suite exacte qui sera définie plus bas (10.5.11)
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2 1 1
Np/i—>To/y — /1 “""’Q‘B/A QBC“"QC/A""—} °

et du fait que, 8i B est formellement lisse sur A, alors pour toute

. c
B-algébre C on a NB/A =0 (9.5.7).

D'autre part, les conditions énoncées sont aussi suffisantes
lorsque A est localisée d'une algébre de type fini sur un corps.
En effet, alors A contient un corps premier k, et comme k est parfait,
1l'hypothése de régularité sur C signifie aussi que cet anneau est formel-

lement lisse sur k pour les topologies discrétes (EGA O 22.6.7). On

IV
est donc dans les conditions d'application de EGA OIV 22.1.1 , qui

prouve que B est formellement lisse sur A, compte tenu qu'en vertu de
9.5.5, C étant formellement lisse sur A, l'homomorphisme caractéristique
envisagé dans 1l'énoncé de la conjecture s'identifie & celui envisagé dans
loc. cit. Dans ce raisonnement, la régularité de A n'a d'ailleurs pas

6té utilisée. I1 est probable qu'on puisse l'adapter également au cas ou
A est supposé seulement d'égales caractéristiques, en donnant une version

généralisée de EGA O v 22.1.1 dans le cas ol on considére sur C une

I
topologie qui ne serait plus nécessairement la topologie discréte, pour

formuler 1l'hypothése de lissité formelle dans loc.cit.

Le cas le plus intéressant semble donc le cas d'inégales caracté-
ristiques. Il y a lieu également d'étendre le critére conjectural de
lissité formelle au cas oli on ne suppose plus que B est localisée d'une
A-algébre de type fini, en remplagant alors les modulesﬂ ]13/A et NC/A

par des variantes, faisant intervenir les topologies habituelles des

anneaux locaux noethériens qui entrent en jeu.
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10. Suites exactes de transitivité.

Dans le présent numéro, nous précisons la dépendance des catégories
cofibrées _9,’_L et ¥, ~dun® 6 du complexe de chafnes L., en étudiant la
situation ol on a trois tels complexes formant un triangle exact, et
essayant d'expliciter les relations entre les catégories cofibrées corres-
pondantes sur C . Nous explicitons ensuite un cas particulier de cette
situation, dans le cas du complexe cotangent relatif étudié au n° 9 ;
on obtiendrait deux autres variantes des suites exactes obtenues, en se

plagant dans le contexte du n® 7 .

10.1. Catégorie cofibrée définie par un C-foncteur E' —s E"

Considérons un C-foncteur
(10.1.1) @ : E'—3E"
de catégories cofibrées additives sur la catégorie additive C . On va en

déduire une nouvelle catégorie cofibrée additive E sur C , notée

(10-1-2) E = [ -E-l___)E"] ,

de la fagon suivante. Pour tout objet A de C , les objets de ]_B_(A) sont les
couples (X',a) , avec X' ¢ Ob(E'(4)) et a : gp(X')'.‘_'.)QA une trivialisation
de ¢(X'). Les fléches de (X',q) dans (X1' ,0,1) sont les flaches de E'(A) de
source X', de but X; s qui sont compatibles dans un sens évident avec

les trivialisations. La composition des flidches dans E(A) est induite

par celle dans E'(A) . On obtient bien ainsi une catégorie E(A) . Pour une
fléche A—2>B de C , on définit de fagon évidente un foncteur "cochange-
ment de base" E(A)— E(B) , en utilisant le foncteur cochangement de
base E'(A)~>E'(B) . On définit de fagon toute aussi évidente, pour un

composé A—>B—>C , un isomorphisme de transitivité entre les deux fonc-
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teurs E(A) ———E(C) auxquels il donne naissance, de sorte qu'on obtient
un pseudo-foncteur (SGA 1 VI) permettant de construire &4 la fagon habi-
tuelle une catégorie cofibrée E sur C , admettant les E(4) comme catégo-
ries fibres et les foncteurs précédents E(A) ——>E(B) comme foncteurs de
cochangement de base. Par construction, on a un foncteur naturel
(X0 )X 4
(10.1.3) y: E—E' ,
qui est d'ailleurs fideéle.

On voit immédiatement que la nouvelle catégorie cofibrée E est

encore additive, d'ol des foncteurs additifs E°,E1 correspondants (1.6).

10.2. Une suite exacte sympathique.

Si A est un objet de C , on définit une application

(10.2.1) 3 : E'°(4a) —E' ()

7"
en associant & tout élément g = Aut OE du premier membre, l'objet

A
El
(QE ,a) de E(A), dont la classe sera notée 3(a) . On constate aussitdt
que cette application est fonctorielle en A, donc elle est additive.
Utilisant cette application, et les applications induites par les fonc-

teurs ¢ et § de (10.1.1) et {10.1.3), on trouve une suite d'applications,

fonctorielle en l'objet A de C

(10.2.2) 0 —>E%(A) —>E'°(4) —» E"°(A) —>E' (4) —E' 1 (4) —E"' (4) .

Cette suite est exacte. La varification de ce fait, essentiellement

triviale et analogue & celle de 2.5 , est laissée au lecteur. On fera
attention qu'on ne peut en général ajouter un zéro & droite de cette

suite exacte (si on tient 3 ce qu'elle reste exacte !).
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10.3. Cas ou E' et E" sont C-équivalentes & des catégories de la forme

O, et 9, (ef. 6.5).

On peut supposer L! et LV de longueur 1, ce que nous supposerons
désormais. Pour simplifier, nous supposerons C abélienne.

On sait (6.12) que ¢ provient d'un homomorphisme bien déterminé
dans K(C) :
(10.3.1) @, ¢t LY ——>1Lt .

On a ce qui suit :

2) E lui-m8me est C-équivalented une catégorie de la forme &,
le foncteur y de (10.1.3) étant donc défini par un homomorphisme bien
déterminé

(10.3.2) y, : Lt —> ¢

(L. lui-m@me étant d'ailleurs bien déterminé, & isomorphisme unique prés
dans K(C) , comme le complexe typique de E ).

b) Supposons que 1'homomorphisme

> No,

B, (%) : Ng,

induit par ¢, . (10.3.1) soit un monomorphisme, ou ce qui revient au méme

lorsque dans C il y a suffisamment d'objets injectifs, que pour tout tel
objet injectif A, l'application

®'(a) : B'1(a) —En 1 (a)
soit surjective. Alors les homomorphismes (10.3.1) et (10.3.2) s'insérent

canoniquement dans un triangle exact de D(C)

L.
(10.3.3) degré 1/// &\\\¢.
Ly P

AN ,
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de telle sorte que pour tout objet A de C , le diagramme suivant soit

commutatif

E"°(4) 2 5E'(4)
ll {
E°(Hom® (L ,4)) 2! (Hom® (L. ,A))
¥
ExtO(LY,A) ——O o Ext'(LV,4) ,

ol la premidre fldche horizontale est (10.2.1), la deuxiéme est 1'homo-
morphisme cobord déduit du triangle exact (10.3.3), les fléches verticales
supérieures étant celles de (3.10.1), les fliéches verticales inférieures
étant celles déduites de (5.2.1). (NB comme celles-ci sont injectives,
cela permet de récupérer l'homomorphisme (10.2.1) en termes du triangle
(10.3.3).)
c) Si on suppose que l'homomorphisme

o't By B
est un épimorphisme (et dans ce cas seulement), le triangle exact (10.3.3)
dans D(C) provient d'un triangle exact dans K(C) ; ce dernier peut se

décrire aussi canoniquement (é isomorphisme unique prés).

d) En tous cas, on trouve une suite exacte
(10.3.5) Ny ~—> N, —> NE-—B—mE,, — 05—, —30
(NB dans le cas b) ci-dessus, cette suite reste exacte en mettant un zéro
a4 gauche).
Esquissons la démonstration des assertions qui précédent. Utilisant
1'homomorphisme ¢ de (10.3.1) :
Ly ————yL"

(10.3.6) @, l L @,

ar
1 1
Ly ————> 1! ,
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introduisons la somme amalgamée

(10-3~7) L1 = L1' LLL!; Lg ’

de sorte que le diagramme (10.3.6) donne naissance a

”n
LY — 5 LY

;LC'> .

<
v
_.t" -

Utilisant les définitions des catégories cofibrées de la forme QL et
celle de E = [E'— E"], on trouve facilement que E est C-équivalente
4 la catégorie Q-L y OU
(10.3.8) L. = [L,— LC'>]
(de sorte que L, = LC'>). Cela établit a). Pour établir b), on note d‘abord
qu'on peut se ramener (quitte & remplacer L! par un complexe homotope)
au cas ou ¢, es8t un monomorphisme sur chaque composante, ¥, ¢ L'C'>.__7,LC'>
étant mé&me un monomorphisme direct : il suffit en effet de remplacer
L! par L! @ ELSE—?LQJ s et ¢, par l'homomorphisme de complexes décrit
dans le diagramme

qn

" ]
L ———— L

(10.3.9) (Cp!,d-") l l (Cpo,id-L,,)
L L ———31 @ L
d'eid,,, ° .

Supposang dorénavant que nous sommes dans le cas particulier annoncé et
soit Q. le conoyau du monomorphisme ® : LY —L! , de sorte que nous

avons une suite exacte courte



(%) 0 >LY > Lt > Q. » 0 .

Q. est un complexe de chaines de longueur 1, avec

Q1
Q

(o}

Coker ¥, == Coker(Lg—~—)L1)

Coker (cpc> : LI— L = Lo) ,

de sorte qu'on obtient une suite exacte

(%) 0 N ;Lg] —~3L. —3Q. —30

compte tenu que Lg""’lﬁ et Lg—-—aLé = L° sont des monomorphismes(le premier
parce qwil est déduit par cochangement de base du monomorphisme

L?-——ABLi)- Cette suite exacte nous prouve que L. ——Q. est un quasi-

isomorphisme, de sorte que la suite exacte (#*) donne bien naissance & un

triangle exact (10.3.3) dans la catégorie dérivée D(C).

Nous ne donnerons pas la vérification de la commutativité de
(10.3.4), que le rédacteur avoue n'avoir pas faite lui-méme. Indiquons
par contre pourquoi dans le cas c) on obtient m&me un triangle exact
dans K(C). (Le fait que la condition de ¢) est aussi nécessaire étant
immédiat, grice & la suite exacte en les Hi(Hom'(-,A)) associée a
un triangle exact dans K(C).) Appliquant l'hypothése de surjectivité pour
E'1(A)-———9E"1(A) au cas ol A = L" , on trouve qu'il existe des homomor-

1'

phismes
as:Li—>LY , 8 : Ll—sIly

tels que

oy - o +p e
de sorte que la fléche (@1,d") de (10.3.9) admet une inverse & gauche
(ayB). Donc dans la réduction faite ci-dessus, on obtient que non seule-

ment ¢, mais aussi ¢, , est un monomorphisme direct(*). Donc la suite
L

(*) i.e. admet un inverse 3 gauche.
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exacte courte (#) définit m8me un triangle exact dans K(C) , et non
seulement dans D(C). Il en est de mdme de la suite exacte courte (##) ,

car les monomorphismes L'C'> —yL, et L'C; —_— LC'> = LC> gont directs (le premier

1

parce que L'1'-—-> Li l'est). Cette suite exacte montre alors que L.=-~-Q.
est un isomorphisme dans K(C), d'oh le fait que (10.3.3) peut &tre consi-

déré comme un triangle exact dans K(C).

Enfin, établissons la suite exacte (10.3.5) de d), dans laquelle
seule la fléche 3 demande encore une définition (les autres fléches étant
induites par @ et y). Mais soit LY le complexe de chafnes déduit de LY
en divisant LY par le sous-objet de Z, (L) = H, (Lv) = Ngs » noyau de
H1(cp_) : NE,,——> N_.; . Par passage au quotient, ¢ définit un homomorphisme

e, : LWVW—>L! .
Compte tenu de la construction donnée ci-dessus pour L. , ce complexe
n'est pas changé quand on remplace ¢, par @, , de sorte qu'on trouve un
triangle exact dans D(C)

(10.3.10) L.

donnant naissance & une suite exacte d'objets d'homologie

O~—9H1(fF)-—e»H1UJ) ——9I%(L.)——aﬁs(fF)——yHo(Ll)——)HO(L.)——70 .

HO(LU)

Compte tenu de l'isomorphisme évident

H1(EF) ~ Im(H1(LU) — H1(L1)) ,



cette suite exacte définit une suite exacte de la forme (10.3.5).

10.3.10. Autocritique. Faute d'une lecture suffisamment approfondie des

oeuvres de Mao-Tse-Tung, le rédacteur n'est pas arrivé dans cette section
4 une formulation vraiment satisfaisante. Aingi, dans b) il manque une
caractérisation intrinséque du triangle exact obtenu, qualifié de "canoni-
que' alors que la canonicité n'est pas du tout apparente sur la construc-
tion explicite donnée. De mé&me, il manque une description simple de 1'homo-
morphisme ) de (10.3.5). Les mémes critiques s'appliquent & la section
suivante. I1 semble qu'il faille commencer par étudier l'effet, sur des
catégories cofibrées de la forme QL. et IL.’ d'un homomorphisme de degré 1

L. — LY sur les complexes de chaines.

10.4. Cas ou E' et E" sont exactes & gauche.

Dans ce cas, on obtient les résultats suivants :

a) E est également exacte & gauche. Lorsque C admet suffisamment
d'objets injectifs, il s'ensuit (2.9) que E est connu & C-équivalence prés,
quand on connait sa restriction & la catégorie Inj(C) des objets injectifs
de C .

b) Supposons que C admette suffisamment d'injectifs (*). Lorsque

E' et E" sont C-équivalentes & des catégories de la forme ¥4 et Lyn

(cf. 6.10), alors E est C-équivalente & une catégorie de la forme ¥y .

Notons que les complexes de chalnes de longueur 1 Li, LY et L.

P

sont déterminés & isomorphisme unique prés dans la catégorie dérivée D(g)

(*) Condition probablement inutile !



- 120 -

et que les foncteurs ¢ et § (10.1.1) et (10.1.3) sont définis alers par
des homomorphismes bien déterminés dans D(C)
(10.4.1) @ ¢t LY —L! , § ¢ L!—5L. .

¢) Sous les conditions de b), soit LV le complexe de chatnes qui
coincide avec L% en degré O, et est déduit en degré 1 de LY en divisant

1
par le sous=—objet de Z1(LE) = H1(LU) = Np, , noyau de 1'homomorphisme
NE"—'_"é NE' . SOi't
$; : fﬁ’———)ld

1'homomorphisme de complexes déduit de ¢, par passage au quotient. Alors

@ et §. s'instrent dans un triangle exact canonique de D(C) :

L.
i
(10.4.2) / \
it —— L:

tel que pour tout objet A de C , le diagramme suivant soit commutatif

d

’

E"°(4) > E'(a)
i) ]
(10.4.3) Ext®(1¥,4) Ext1(L. JA)
i |l
Ext®(TT,4) ® S Ext'(L.,4) ,

ol le premier 3 est celui de (10.2.1), le deuxidme est 1'homomorphisme
cobord déduit du triangle exact (10.4.2) , les fléches verticales supé-
rieures sont (5.4.1.1) et (5.4.1.2), la fldche verticale inférieure

gauche étant induite par 1l'homomorphisme canonique LY — IV .

d) Sous les conditions de b), le triangle exact (10.4.2) fournit
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une suite exacte canonique

LY N N b
(10-4.4) NE:,H NE—,‘"" NE 7 QE 7 Q.E_' 'Q_Fi" » 0

Esquissons la démonstration des résultats que nous venons d'énu-
mérer. L'assertion a) résulte aisément des définitions, par une chasse
diagrammatique un peu fastidieuse laissée au lecteur, dans le style de la
démonstration (omise) de 2.6 . Pour prouver b), on procéde essentiellement
comme dans la démonstration de 10.3 a) pour construire un complexe de
chatnes L. , par les formules (10.3.7) et (10.3.8). On voit alors tout
de suite que la restriction de QL. 4 Inj(C) est équivalente & celle i> E,
en procédant comme dans 10.3. Utilisant 2.9 , et le fait que E est exacte

4 gauche, on en déduit une C-équivalence E x¥, . Pour établir c¢), on

—
-

procéde alors comme dans 10.3 b) ; de mBme d) résulte immédiatement du

triangle exact (10.4.2).

10.5. Le triangle exact de transitivité pour les complexes cotangents

relatifs.
Soit S un topos, et
(10.5.1) A—3B —C
des homomorphismes d'Anneaux commutatifs sur S. Posons pour simplifier

(10.5.2) _F_.C/A = Exalcom,(C,-) , _E_'B/A = ExaloomA(B,-) ,

catégories cofibrées sur Mod(C) définies dans {7.1.7), et introduisons
de plus la catégorie cofibrée

(10.5.3) /8¢ _ gB/A Tgoa(s) Mo (C)

sur Mod(C), oli le produit fibré est défini grice au foncteur "restriction

des scalaires"
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(10.5.4) p : Mod(C)——> Mod(B) 3

£5/4,C I o 5
comme ce foncteur est exact, E est une catégorie cofibrée exacte a
gauche tout comme E?/A. Sa. fibre en 1l'objet J de Mod(C) est la catégorie

EP/A(p(J)) des extensions de A-Algébres commutatives de B par p(J).

On a un Mod(C)-foncteur naturel
(10.5.5) o+ B/ P/A0 ,
associant & toute A-Algdbre commutative E extension de C par un Idéal de
carré nul J, son image inverse par l'homomorphisme donmné B-—>C . Comme

la donnée d'un objet de EC

/® , i.e. d'une extension de B-Algeébres commu-
tatives E de C par un idéal de carré nul J, revient & la donnée d'une
extension de A-Algébres commutatives E° de C par J, munie d'un A~homomor-
phisme B —>E qui reléve 1l'homomorphisme domné B —=C , i.e. d'une

trivialisation de ¢KE°), on trouve (avec la notation introduite dans

(10.1.2)) une Mod(C)-équivalence

(10.5.6) /B & [ 5/A 9 o gB/AC

D'autre part, on sait que l'on a des Mod(C)-équivalences
C/A ~ C/B ~

(10:5.7) B2 s TS L0

avec les notations de 6.9 pour ¥ et de 9.1 pour les complexes cotangents

relatifs L?/A et L?/B . Utilisant de plus la Mod(B)-équivalence analogue

RN

et la définition (10.5.3), on trouve en vertu de 6.16.3 une Mod(C)-équi-

valence
(10.5.8) _EB/A’C = ¥18/a,C y

avec
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L
(10.5.9) LB/4:C [L]?/A—

®C 1 ,
L
ol @ désigne le produit tensoriel au sens des catégories dérivées, et ou

le signe [ ] désigne le complexe tronqué de longueur 1 obtenu en tuant

les objets d'homologie Hi pour i =2 2.

Ceci posé, nous pouvons appliquer les résultats des sections
précédentes, notamment 10.2 et 10.4. La suite exacte (10.2.2) se réduit

ici & la suite exacte bien connue (EGA O, 20.2.3) :

Iv
(10.5.10) o~——>DérB(c,J)-—mérA(B,J)__;DérA(B,J)-—-,ExaloomB(c,J)
——)ExaloomA(C,J) —_ ExaloomA(B,J)

D'autre part, 10.4 d) nous donne une suite exacte canonique, duale dans

un certain sens de la précédente

1 1 1
(10.5.11) Ny /pmg— N/, —3 Vg 5 —30p /, &C—3 0p/y —F Qg /g——>0

ol on a posé

L
(10.5.12) Ny pc ° H1(L].3/A &0)

et tenant compte que l'on a

HO(L]?/A %Bc) ~ HO(L]?/A) @¢ - Q.;/A 8¢ -

Introduisons de plus le complexe modifié

(10.5.13) [ B/4,C Ll}/A,c/KU]

-

ol1
(10.5.14) K = Ker(NB/A,C———). NC/A) ,
alors on trouve grice & 10.4 o) un triangle exact canonique dans la

catégorie dérivée D(C) de Mod(C) :
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10/B
(10.5.15) /
LB" A,C —-—--;LC.:/A

]

dont (10.5.11) est déduit en prenant la suite exacte des objets d'homo-
logie, et dont on peut de mé&me déduire la suite exacte (10.5.11) en pre-
nant la suite exacte des Ext® & valeurs dans J (avec deux grains de sel

évidents, pour le début resp. la fin des suites exactes envisagées).

On déduit de ces développements une généralisation évidente, dans
le cas ou on a des morphismes de topos commutativement annelés

(1005016) X '—i:-—>Y ——§.-)Z ’ h = gf t X —>7 .

On appliquera dans ce cas ce qui précéde avec

(10.5.17) a=n(,) , B=fT(,) , C=0; ,

de sorte qu'on a par définition (9.1.7)

(10.5.18) 198 o XY oA L XY

De plus, on trouve un isomorphisme canonique

L
(10.5.19) 1 B/a @0 Ler Y%y

En effet, comme le deuxiéme membre n'est autre par définition que

“1,.Y/7y &
£ (L 9) ®pC , il suffit de définir un isomorphisme

1B/A ~ e Y7

or un tel isomorphisme est donné par 9.3.11 a).

La suite exacte (10.5.11) peut maintenant s'écrire

1 1 1
(10.5.20) Wy p g —» Ny /7 —> Ny jy —> Py /5) — Qg /7 —>0x/y —¥0

ol on a posé
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(10.5.21) = H1(Lf*(L¥/Z)) .

NY/z,x
Cette suite exacte peut se déduire d'un triangle exact dans D(X)

/Y

(10.5.21) ¢// ﬁk\\\

Y7Z X L./z
ou on pose
/X Lf*(L¥/Z)/K[1] y
avec

K = Ker(N X/Y,2 ~—>N /Z .

Remarque 10.5.22. Dans la suite exacte (10.5.11) on ne peut en général
mettre un zéro & gauche, i.e. dans le triangle exact (10.5.15), on ne
peut en général remplacer L?;A C par L., /A C luj-m8me. C'est le premier
défaut sérieux que nous rencontrons ici pour le comportement des complexes
cotangents relatifs tels qu'ils sont définis dans le présent exposé. C'est
ce défaut qui peut sans doute &tre considéré comme la motivation princi-
pale pour l'introduction des complexes de chafnes T?/A de Quillen signalés
dans 9.1.8 , qui eux s'insérent dans un triangle exact

pC/B

@BC-————aT‘ ,

et donnent naissance & une suite exacte infinie prolongeant (10.5.11).

Remarque 10.5.23. Lorsque C est un quotient de B, C = B/I , on vérifie

(laissé au lecteur !) que les cing termes de droite de (10.5.11) se ré-
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duisent & la suite exacte (9.2.3) . D'autre part la suite exacte (9.5.3)
n'est autre que la suite exacte des quatre termes de droite de (9.5.11),

en remplacgant A,B,C par k,A,B .

Remarque 10.5.24. Lorsqu'on se donne des homomorphismes d'Anneaux
commutatifs

k~>A —4B ~C
du topos S, on peut travailler avec les catégories d'extensions d'Algébres

splittées sur k, et appliquer suivant le modéle de la section 10.5 les

résultats de 10.2 et 10.3 . On retrouve ainsi, essentiellement, les dévelop~-
pements de EGA OIV 20.6.15 & 20.6.25. Il y aurait lieu & ce sujet d'expli-
citer une relation de compatibilité entre le triangle exact (10.5.15) et

le triangle exact défini par la suite exacte courte (splittée en chaque
dimension) EGA Oy 20.6.16.1. Signalons enfin que des développements

tout analogues & ceux de la présente section 10.5 peuvent se développer

également en travaillant avec les catégories cofibrées Exan et Exal au lieu

de Exalcom (cf. 7.1), tant dans le cas absolu que dans le cas relatif sur
un Anneau de base commutatif k (ce dernier cas conduisant & généraliser

au cas d'anneaux non commutatifs les développements de loc. cit.).

10.6. Cas particuliers.

Nous allons donner quelques cas typiques oli la suite (10.5.20) reste
exacte quand on ajoute un zéro & sa gauche, i.e. quand dans (10.5.21)
on a
Z
72X YEX Lex(1Y/2) )
10.6.1. Un premier cas évident est celui ol on a

(10.6.1.2) NY/Z,X =0 .
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I1 suffit pour ceci que l'on ait

0
2y , 1
(10.6.1.2) Ny, =0 et Tor, (Qy/z » o) =0 s

s px 2 . . .
la deuxiéme de ces relations étant vérifiée en particulier si QY/Z

ou 0. est plat sur O, . Si par exemple g : Y —> Z provient d'un morphisme

X Y
de schémas localement formellement lisse, on a vu dans 9.5.8 que NY/Z =0
et Q;/Z est localement projectif, et & fortiori il est plat, donc dans ce

cas on a (10.6.1.1).

10.6.2. Lorsqu'on dispose de la théorie de Quillen {14] signalée dans
9.1.8, la suite exacte (10.5.20) peut se continuer en une suite exacte
infinie comme il a été "rappelé" dans 10.5.22 , le terme précédent NY/Z,X
étant HZ(TX/Y) « 5i donc on a

(10.6.2.1) HZ(T§/Y) =0 ,

alors on est dans le cas favorable envisagé dans la présente section. Voici

trois cas intéressants qui sont, ou semblent, justiciables de (10.6.2.1) :

a) Supposons que f : X —>Y provienne d'un morphisme de schémas
localement d'intersection compléte (SCGA 6 VII) ; alors il est établi dans
L14] que 1'on a
(10.6.2.2) Hi(T§/Y) =0 pour i =22 |,

en d'autres termes dans ce cas on a Tg/Y = Lg/Y

. Par passage a la limite,
ces mémes conclusions seront valables lorsque X et Y peuvent se recouvrir
par des ouverts affines Xi ’ Yi d'anneaux Bi ’ Ai y avec Xi sur Yi , et

Bi étant limite inductive filtrante de Ai-algébres d'intersection complétes.

Par exemple, cette condition est remplie si X,Y sont des spectres de corps

KyL : en effet, L est alors limite inductive de ses sous-K-algébres de type
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fini qui sont réguliéres, lesquelles sont relativement d'intersection
compléte sur K. On sait en effet que tout morphisme localement de type
fini de schémas localement noethériens réguliers est un morphisme d'inter-
section compléte.

b) Cette dernidre assertion conduit & se demander si, pour un
morphisme f : X —> Y de schémas localement noethériens réguliers (f pas
nécessairement localement de type fini), les relations (10.6.2.2) sont
vérifiées.

¢) Si f est un morphisme lisse de schémas, on sait que c'est un
morphisme d'intersection compléte, donc on est dans les conditions de a)
et on a (10.6.2.2). Cette relation est également vérifiée si on suppose
seulement que f est localement formellement lisse. En fait, dans ce cas
on a méme la relation (10.6.2.2) pour tout.i 2 1 et pas seulement pour
i 2 2. Utilisant ceci, et le triangle exact de Quillen signalé dans
10.5.22 , on trouve plus généralement que lorsque f : X——=Y est un
S-morphisme de S-schémas, X et Y étant localement formellement lisses sur
S, alors on a encore les relations (10.6.2.2), donc pour tout morphisme

de Y dans un topos annelé Z, on peut mettre un zéro 2 gauche de (10.5.20),

et dans le triangle exact (10.5.21), on a ¥:Z’X = L¥/Z’x .

11. _Complexe cotangent relatif et reldvement infinitésimal de morphismes

de topos annelés. Application aux morphismes formellement nets.

11.1. Reldvement infinitésimal de morphismes.

11.1.1. Pour fixer les idées et en vue de notre application aux schémas,

nous nous bornons dans le présent n°® 11 aux topos commutativement annelés,
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fini qui sont réguliéres, lesquelles sont relativement d'intersection
compléte sur K. On sait en effet que tout morphisme localement de type
fini de schémas localement noethériens réguliers est un morphisme d'inter-
section compléte.

b) Cette derniére assertion conduit & se demander si, pour un
morphisme f : X —> Y de schémas localement noethériens réguliers (f pas
nécessairement localement de type fini), les relations (10.6.2.2) sont
vérifiées.

¢) Si f est un morphisme lisse de schémas, on sait que c'est un
morphisme d'intersection compléte, donc on est dans les conditions de a)
et on a (10.6.2.2). Cette relation est également vérifiée si on suppose
seulement que f est localement formellement lisse. En fait, dans ce cas
on a méme la relation (10.6.2.2) pour tout.i 2 1 et pas seulement pour
i 2 2. Utilisant ceci, et le triangle exact de Quillen signalé dans
10.5.22 , on trouve plus généralement que lorsque f : X—Y est un
S~morphisme de S-schémas, X et Y étant localement formellement lisses sur
S, alors on a encore les relations (10.6.2.2), donc pour tout morphisme
de Y dans un topos annelé Z, on peut mettre un zéro & gauche de (10.5.20),

et dans le triangle exact (10.5.21), on a ¥:Z’X = L¥/Z’x .

11. _Complexe cotangent relatif et reldvement infinitésimal de morphismes

de topos annelés. Application aux morphismes formellement nets.

11.1. Helévement infinitésimal de morphismes.

11.1.1. Pour fixer les idées et en vue de notre application aux schémas,

nous nous bornons dans le présent n°® 11 aux topos commutativement annelés,
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ce qui conduira & travailler avec les complexes cotangents relatifs. Les
développements généraux du n® 7 permettraient de traiter de fagon essen~
tiellement identique le cas de topos annelés par des Anneaux non nécessai-
rement commutatifs, en introduisant des complexes de la forme Compan. ou

Compal. au lieu du complexe Compalcom. .

11.1.2. Donnons nous un carré de morphismes de topos (commutativement)

annelés
h

X e—2— 2,

z
(11.1.2.1) fl li
Z

Y —28

Pour simplifier les notations, nous supposons ce carré commutatif, en
laissant au lecteur le soin de faire les modifications évidentes lorsqu'’on

suppose seulement le carré commutatif & isomorphisme prés, i.e. qu'on se

goit donné un isomorphisme
fh = gi .
o g

Nous supposons de plus que i est une immersion d'ordre 1 , i.e. que i

induit une équivalence sur les topos, et que 1l'homomorphisme d'Anneaux

. =1
1 (9.2) — gzo

est un épimorphisme, & noyau J un Idéal de carré nul. Pour simplifier les
notations, nous supposerons encore que les topos sous-jacents & Z° et Z

sont les mémes, i induisant l'identité, de sorte qu'on ob¥ient sur le topos

|Z| = |Z°| une suite exacte d'extension d'Anneaux :
(11.1.2.2) 0—J -—0, >9_Z° 30 .

Nous nous proposons de chercher les morphismes de topos annelés
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h:2z2—ZX
tels que

hi =h , fh=g ,

i.e. rendant commutatifs les deux triangles inférieur et supérieur dans

le diagramme h

«—2% 7

r, (o)
(11.1.2.3) f \(i
— S 'Z

h
g

o e—— 4

M

Ces h peuvent aussi se décrire comme les Y-morphismes de Z dans X qui
prolongent le Y-morphisme h° , lorsque X,Z,ZO sont regardés comme des

topos annelés au dessus de Y gréce & f,g, et fho = gi .

11.1.3. Nous allons transformer le probléme en un probléme ne faisant
intervenir que le seul topos |Z°| = |Z| et des Anneaux convenables sur

celui~ci. Pour ceci, introduisons les Anneaux suivants sur Z° s

(11.1.3.1)  a=(m) (o) = n)'(¢g)) , B=nl(ep) ,C=g,
et enfin
(11.1.3.17) E = 1'1(92) -0, -

Les morphismes f et hq donnent naissance & des morphismes d'Anneaux

(11.1.3.2) A—3B —3C ,
tandis que g et i donnent naissance &
{11.1.3.2) A—>3>E—C ,
enfin la suite exacte (11.1.2.2) se récrit

(11.1.3.4) 0 —~3J —3E—3C —30

o
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La commutativité du carré (11.1.2.1) s'exprime par la commutativité du

carré correspondant

B > ¢
~ ~
(11.1.3.5) I
A >E ’

ce qu'on peut exprimer encore en disant que, B,C étant considérés comme

des A-Algdbres gréce & (11.1.3.2), et E gréce & (11.1.3.3), de sorte que
B-——>C est un homomorphisme de A-Algébres, E -~ C est également un
homomorphisme de A-Algébres, qui fait donc de E une extension de A-Algébres

de C par 1'idéal de carré nul J, grice & (11.1.3.4).

Ceci posé, on constate aussitdt sur les définitions que les mor-
phismes de topos annelés cherchés h ¢ Z —> X correspondant biunivoquenment

aux homomorphismes d'Anneaux E&—B rendant commutatifs les deux triangles
inférieur et supérieur du diagramme

B ——m—C
N

A ——— E ,

ou ce qui revient au méme, ils correspondent aux homomorphismes de
A-Algdbres B—— E qui relévent 1'homomorphisme donné B —>» C . (Noter
pour ceci que le morphisme de topos |Z°| = |Z| —-—}‘Xlinduit par h doit

8tre nécessairement égal & celui, donné, induit par ho).

En somme, la réduction précédente revient & se ramener au cas ol,
dans le carré (11.1.2.1), les topos sous-jacents & X, Y, Z, z, sont

identiques et les morphismes de topos induits par f, ho’ g, 1 sont
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les morphismes identiques.

11.1.4. Introduisons alors l'extension E' de A-algébres de B par le B~
Module p(J) déduit de J par restriction des scalaires au moyen de B —yC,

déduite de l'extension E de C par J par image inverse au moyen de B—>C :

(11.1.4.1) E' = ExgB ,

(11.1.4.2) 0 —p(J) —E'—3B —>0 .

Les relévements de A-Algébres cherchés B —E de B—>C correspondant
alors biunivoquement aux splittages de cette extension de B-Algébres, ou
ce qui revient au méme, aux isomorphismes d'extensions de E' avec DB(J).
C'est donc 2 priori um pseudo-torseur sous le groupe des automorphismes
d'extension de DB(J) sur A, et pour résoudre le probléme posé, il reste
4 exprimer quand ce pseudo-torseur est non vide i.e. est un torseur
(existence d'une solution), et & expliciter le groupe structural de ce

pseudo-torseur (degré d'indétermination de la solution).

Utilisant la théorie générale 9.2 , on est donc conduit & intro-

duire le complexe cotangent relatif

1 B/A

’

et on trouve par (9.2.1) que le groupe structural s'exprime comme
B
Extg(L./A,p(J)) y tandis que la classe de l'extension E', dont la nullité

est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une solution au problime,

peut &tre considéré comme un élément de Ext;(L?/A,p(J)). Utilisant les

isomorphismes évidents

: L
Ext;(L.,p(J)) = Exty(L.gyC,J)
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et 1l'isomorphisme 9.3.11. a)

A o -t MY

s

d'ol / L /
B/A = ~ X/Y
L. @hc o~ th(L. )

on arrive aux conclusions suivantes :

Théoréme 11.1.5 (Comparer EGA IV 16.5.17) Sous les conditions générales

de 11.1.2, l'obstruction qu'on vient de définir & l'existence d'un

Y-morphisme h prolongeant h° se trouve dans le groupe Ext1(th(L¥/Y),J) ,

et lorsque celle-ci est nulle i.e. lorsque un tel h existe, l'ensemble

des solutions est un torseur sous le groupe Exto(th(L§/Y),J)

~ Hom(hg(n;/y),J). Ici L¥/Y est le complexe cotangent relatif de X sur Y

défini dans (9.1.7), Lh* désigne 1'image inverse au sens des catégories

dérivées, et les Ext® et Hom sont pris sur le topos annelé Z° (lg§’Extl

étant bien entendu des "hyperext" globaux).

Remargues 11.1.6. A quelques questions mineures de fonctorialités (9.3)
et de compatibilités (11.1.7) prés, on peut considérer que 1l'énoncé 11.1.5
résume la "signification géométrique"” du complexe cotangent relatif
L¥/Y, en termes de questions d'extensions infinitésimales de morphismes
de topos annelés. Il convient pour les applications d'ajouter certaines
remarques, 3 peu prés évidentes :

a) Si dans 11.1.2 , au lieu de travailler avec des topos annelés,
on travaillait avec des: espaces topologiques annelés, les réflexions
faites pourraient se répéter mot pour mot dans ce contexte, et en fait

on constate que l'on a une correspondance biunivoque canonique et évi-

dente entre 1'ensemble des solutions du probléme posé en termes d'espaces
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annelés, et le probléme posé en termes des topos annelés correspondants.

Cela provient du fait que tout se raméne immédiatement & des questions

d'Anneaux sur resp. dans Zo'

b) Si les topos annelés resp. les espaces annelés envisagés

dans (11.1.2.1) sont localement annelés (pour la définition de cette

notion dans le cas des topos annelés, cf. [11]), et les morphismes
f, ho’ g, i sont "admissibles" (ce qui s'exprime, dans le cas des
espaces annelés, par le fait que les homomorphismes d'anneaux induits
sur les fibres sont des homomorphismes locaux d'anneaux locaux), alors
on constate aussitdt que pour toute solution h du probléme posé, h est
nécessairement admissible.

¢) Conjugant les remarques a) et b) , on voit par exemple que
si (11.1.2.1) est un diagramme commutatif dans la catégorie (Sch) des
schémas, et si on se propose de chercher les Y-morphismes de schémas
h : 2 —35 X qui prolongent ho’ alors la solution du probléme s'exprime

en termes de th(Lg/Y) (qui est un complexe & cohomologie quasi-cohé-

rente sur Z° grice & 9.4.6), comme il est dit dans 11.1.5 (comparer avec

8.9).

11.1.7. Pour pallier le manque de précision dans 1l'énoncé de 11.1.5
(qui omet de préciser la définitior explicite de 1'obstruction envisagée),
donnons une propriété fonctorielle simple de cette obstruction, qui nous

servira plus bas. Considérons un diagramme commutatif de topos annelés

B b, o
Xk X ¢ 72 €«e—— 4!
a} O
(11.1.7.1) £ ) i [i'
Ve Ye—E& Z< A ;
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o1 i et i' sont des immersions d'ordre 1. On se propose d'exprimer
1l'obstruction & prolonger le composé horizontal supérieur hé =B haa :
Zé —> X' en un Y'-morphisme Z'——> X' , en termes de l'obstruction
analogue a prolonger h° en un Y-morphisme h : Z —>»X . Ces obstructions
peuvent s'interpréter comme des homomorphismes dans la catégorie dérivée
D(Zé) Tesp. D(Zo) ,

X

(11.1.7.2) ¢' : Lhé*(L. X/Y

Y'Y 5 5017 resp. o La¥(1Y ") — 311,

ol J, J' désignent encore les Idéaux d'augmentation pour les immersions

i, 1! d'ordre 1 . Ceci dit, je dis que c¢' n'est autre que le composé

(11.1.7.3)
Lh(',*(L}-{'/Y'):»L(hoa)*(LB*(Ljff/Y')_) L(hoa)*(L}.{/Y) ~ Lq*(LhZ(L).{/Y))
- ~
~ Lo*(c)
~
. ¥
NG o*(I[1])

c! T~

= ~ \L
\‘ J|[1] ,

ou la premiére fléche est un isomorphisme de transitivité, la deuxiéme
est déduite de l'homomorphisme de fonctorialité du type (9.3.13) en lui
appliquant le foncteur L(hoa)* y la troisiéme est un isomorphisme de
transitivité, la quatridme se déduit de c.en appliquant Lo* , enfin la

dernidre est induite par a de la fagon évidente.

Bien entendu, la vérification de cette bBrillante compatibilité

est laissée au lecteur (cf. commentaire & la fin de 1l'Introduction).
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11.2. Morphismes formellement nets de topos annelés, et voisinage infini-

tésimal du premier ordre.

11.2.1 Etant donné un topos X et un homomorphisme d'Anneaux commutatifs
A —~— B

de X, on dit que la A-Algebre B est formellement nette, ou que B est

formellement net sur A , si on a la relation

(11.2.1.1) QQ/A= o ,
ou ce qui revient au méme, si on a un isomorphisme dans D(B) :
(11.2.1.2) B4~y

ou N est un B-Module, nécessairement isomorphe d'ailleurs a NB/A .

(Les notations sont toujours celles de 9.1.) On a vu dans 5.8 des fagons
équivalentes d'exprimer la relation (11.2.1.1), soit en disant que pour
toute extension de A-Algebres E de B par un B-Module J comme Idéal de
carré nul, tout automorphisme d'extension de E est l'identité (rigidité
de la catégorie des extensions de A-Algébres de B par J), ou en exigeant
la méme chose dans le cas particulier ol E est l'extension triviale

E = DB(J) y ou en disant que le foncteur naturel

Exaloomq(B,-)-—a Mod(B)

est fidéle, ou enfin que ce foncteur fait de ExalcomA(B,-) une catégorie
cofibrée sur Mod(B) qui est Mod(B)-équivalente & la catégorie cofibrée

& fibres discrétes définie par le foncteur représentable

J ey HomB(NB/A,J). (Dans la terminologie de 5.9 , nous dirons aussi que
Exaloom!(B,-) est une catégorie cofibrée additive nette sur Mod(C)).

On retiendra surtout que pour tout B-Modul J , la donnée d'une extension

commutative de A-algébres de B par J comme Idéal de carré nul, & iso-
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morphisme unique prés, équivaut i la donnée d'un homomorphisme

(11.2.1.3) NB/A _J

savoir 1l'homomorphisme caractéristique associé.

11.2.2. Conformément & la théorie générale 5.9 , on voit donc que si

B est formellement net sur A, alors dans la catégorie Exalcom!(B,-)

des extensions 4'Algdbres commutatives de B par des Idéaux de carré nul,
il existe & isomorphisme unique prés un seul objet E qui soit & la fois
une A-algdbre nette, et un objet maximal (ou encore, quasi-maximal (4.4))
de la catégorie Exalcom!(B,—) : c'est l'extension par NB/A dont 1'homo-
morphisme caractéristique (11.2.1.3) est l'application identique.
(Remarquer pour ceci que l'objet QE intervenant dans 5.9 , défini dans
3.1 , n'est autre que Q%/A@EB y comme il a été vu dans T7.2.3 , évidem-

ment nul si et seulement =i né/A 1'est-)Cette extension sera appelée

l'invariant différentiel normal d'ordre 1 de la A-Algébre nette B .

Pour donner une justification intuitive de cette terminologie,

considérons le cas particulier oi A —B est un homomorphisme

a

sur jectif, de sorte que B est A-isomorphe & un quotient
(11.2.2.1) B 2 4A/T ,
ce qui implique évidemment
(11.2.2.2) o, = o N, = I/I°
B/A ’ B/A ’

(isomorphisme canonique), 1'homomorphisme caractéristique

2
NB/A = I/I > J
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d'une extension E de A-Algébres de A/I par J étant simplement 1'homo-
morphisme induit par passage au quotient par l'homomorphisme I ——3J
induit par A—> E . On voit alors que l'invariant différentiel normal
d'ordre 1 de B sur A est la A-algébre B/12 , considérée comme extension

de B/I par 1'Idéal de carré nul I/I> .

11.2.3. BSoit maintenant

f: X—>Y
un morphisme de topos annelés, et prenons dans ce qui précédde
A=£"10,) B = 0
=Y LA =X :

Nous dirons que le morphisme est formellement net lorsque B est formel-

lement net sur A, i.e. lorsque l'on a

ﬂ;:/f o .
Nous laissons au lecteur le soin de reformuler dans ce contexte les
fagons équivalentes signalées dans 11.2.1 d'exprimer la condition pré-
cédente. Pour faire ceci, il y a lieu de donner une traduction en lan-
gage géométrique de la catégorie cofibrée ExaloomA(B,-). Celle-ci est
en effet isomorphe & la catégorie opposée de la catégorie formée des

diagrammes commutatifs

X —i s
f l £
Y
ou f est le morphisme donné de topos annelés, ot j est une immersion

d'ordre 1 (cf. 11.1.2) de topos annelés, induisant 1l'identité sur les
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topos tout court sous-jacents, et ou f' est un morphisme de topos
annelés. Le foncteur structural Exalcom,(B,-) —> Mod(B) = Mod(gx)
s'interpréte dans ce langage comme le contrafoncteur qui, au diagramme

précédent , associe le noyau du morphisme correspondant d'Anneaux sur X

37 (0 )

)gx .
Lorsque f est formellement net, l'invariant différentiel normal d'ordre 1

de B sur A (11.2.2) correspond dans cette traduction & un topos annelé

X' qui s'appelle le premier voisinage infinitésimal de X dans Y (rela—

tivement au morphisme formellement net f), et qu'on pourra noter aussi
X§1) s ou simplement X(1) si aucune confusion n'est & craindre, en
accord avec les conventions de EGA IV 16.1.2. Pour faire le lien avec
ces dernidres, notons que lérsqu'on travaille avec des espaces annelés
(tels des schémas...), il y a lieu "d'identifier" souvent dans les nota-
tions ces espaces avec les topos associés, de sorte que X§1) désignera
alors indifféremment 1l'espace annelé envisagé dans loc. cit. ou le

topos annelé associé. On notera que dans loc. cit. on suppose que
1l'homomorphisme A —3B est surjectif, ce qui implique évidemment que
Q;/A = Q;/Y = 0 , de sorte que f est bien "formellement net" et que

la définition de 11.2.2 de l'invariant différentiel normal du premier
ordre s'applique dans ce cas ; d'ailleurs l'exemple traité & la fin de
11.2.2 montre précisément que la terminologie utilisée ici est bien en
accord avec celle de EGA IV 16.1.2 . Notons enfin que si f ¢+ X—)Y
provient d'un morphisme de schémas (noté encore £ : X—> Y), alors f est
formellement net au sens du présent exposé si et seulement si il 1l'est

au sens de EGA IV 17.1.1 , grice au critére différentiel EGA IV 17.2.1 .
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Dans l'esprit de la définition de EGA IV 16.1.2 , notons d'ailleurs :

Proposition 11.2.4. Soit f : X—>»Y un morphisme de topos annelés.

Pour que f soit formellement net, il faut et il suffit qu'il satisfasse

3 la condition suivante : pour tout diagramme commutatif comme (11.1.2.1),

ot f est le morphisme donné, et i une immersion d'ordre 1 (resp. une

"immersion nilpotente" (*), il existe au plus un Y-morphisme h : Z—X

qui prolonge h° y i.e. au plus un morphisme h tel que fh = g , hi = h° .

Cet énoncé est en effet une conséquence immédiate de 11.1.5, qui
implique la nécessité dans le cas d'une immersion d'crdre 1, donc dans le
cas d'une immersion "d-ordre n" par récurrence sur n . La suffisance
s'obtient en prenant Z_ =X , Z = (le’DB(Q;/A)) . En fait, 11.1.5
donne plus d'information, en nous apprenant que lorsque la condition de
netteté formelle est vérifiée, alors (comme L§/Y.:: NX/Y[1] done
Lh:(Lg/Y):ﬂhg(Nx/Y)[1]) 1l'obstruction & 1l'existence du h (dont 1l'unicité
vient d'dtre affirmée) peut s'interpréter comme un élément de
Hom(h:(Nx/Y),J) (ot J est défini par 11.1.2.2) 3 i.e. comme un homomor-

phisme (en fait,comme on le verra plus bas, c'est un "homomorphisme caractéris-

tique" au sens de 4.3)

(11.2.4.1) X 3 hg(NX/Y)—__;J .

On peut donner une autre interprétation (11.2.6) de cet homomor-

phisme caractéristique, & l'aide d'une caractérisation universelle

(#) i.e. donnant lieu 2 une suite exacte (11.1.2.2), avec J un Idéal nilpotent.
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remarquable du premier voisinage infinitésimal, que voici :

Proposition 11.2.5. Considérons un carré commutatif (11.1.2.1) de topos

annelés, avec f formellement net (11.2.3), i une immersion d'ordre 1

(11.1.2). Soit d'autre part

x —3 5x(1)

£ (1)

le premier voisinage infinitésimal de X dans Y pour f (11.2.3). 11

existe alors un et un seul morphisme

g 1 5 — x(1)

tel que
. . 1
g'l = Jho ’ f( )gl - g

i.e. un et un seul Y-morphisme g' qui prolonge jhc s zo__g.x-—9 X(1).

(1)

L'unicité est claire par 11.2.4 , puisque par définition f est
formellement net. Pour prouver l'existence, il suffit de prouver que
l'obstruction & la dite existence, qui d'aprés l'observation faite aprés

11.2.4 peut s'interpréter comme un homomorphisme
(1) . h*(N ( J
X P Ao\Vx 1)/y) ——— ’

est nulle. Pour ceci, nous allons la comparer avec l'obstruction {11.2.4.1)
a4 relever h° en un Y-morphisme h s Z —> X , en appliquant la compatibilité

de 11.1.7 au cas du diagramme
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A3 , A} fo)
£{1) £
LY ~ v
P Fa
Y b idY Y o g z -
On trouve 1le diagramme commutatif
. n¥(§*)
jh N h¥* (W
(3 o) ( X(1)/Y) 7> O( X/Y)
(#)
x“) . .
J s

de sorte qu'il suffit de prouver que l'homomorphisme horizontal de ce
diagramme est nul. C'est ici bien slir qu'il faut utiliser le caractére
maximal de l'extension X(1) d'ordre 1 de X nette sur Y . On utilise la

suite exacte de transitivité (10.5.20) dans le cas particulier

x__s_.,x<1>__?_(_1_),y ,

on trouve la suite exacte de Modules sur X :

Nx“)/Y,x —iNx/YX——)NX/X(l)—b j*(Q;(U )/Y)--——) 9}1{/Y—“—) Q;(/XU ) 0

A 0

variable en fait pour tout extension.x(1) d'ordre 1 de X sur Y par un
Idéal A . Comme il a été signalé dans 10.5.23 , l'homomorphisme X dans
cette suite exacte n'est autre que 1'homomorphisme caractéristique de
l'extension X(1). Lorsque f est formellement net, dire que X(1) est le
voisinage infinitésimal d'ordre 1 de X dans Y , revient par définition
& dire que X est un isomorphisme, ce qui équivaut (compte tenu que

1 . . : 1 . (1)
Q = 0) au fait que ¥ ) =0 i.e. Q =0 i.e. X'l 3 Y
X/Y K(1)/Y X(1)/Y
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formellement net, et que 1'homomorphisme j* dans la suite exacte précé-

1
dente soit nul. D'ailleurs, grice au fait que @

x(1) /v

que la source de j* n'est autre que F¥(N (1) ) , donc la deuxidme
X Y

=0 , on trouve

condition signifie que 1'homomorphisme de fonctorialité (ef. 9.3.15)
™
(W ) —— XN

est nul. Appliquant le foncteur hi 34 ce dernier homomorphisme, on
trouve que 1'homomorphisme hg(j*) du diagramme (#) est nul, ce qui

achéve la démonstration de 11.2.5 .

Corollaire 11.2.6. Avec les notations de 11.2.5 , considérons le

morphisme suivant (ho,g') d'immersions d'ordre 1 :

h
Xe—2— 7
(o]
Tt
x(”<___'z ,
gl

il induit un homomorphisme pour les Idéaux d'augmentation correspondants

bWy ry) —> 7

Cet homomorphisme n'est autre que l'homomorphisme (11.2.4.1) d'obstruction

a4 l'existence d'un Y-morphisme h : Z—>» X qui prolonge ho'

La vérification est laissée au lecteur.

11.3. Voisinages infinitésimaux d'ordre quelconque pour un morphisme

formellement net, et complété formel.

11.3.1. Terminologie. Un morphisme
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i X —aX'

de topos annelés est appelé une immersion nilpotente si i induit une

équivalence pour les topos sous-jacents, et si 1l'homomorphisme d'Anneaux

=1
17 (0y,) ——305
est un épimorphisme dont 1'Idéal noyau J est nilpotent, i.e. satisfait

a la condition

Jl'1+1 =0

pour un entier n =20 convenable. On dit alors que i est une immersion
{(nilpotente) d'ordre n . Lorsque les topos sous-jacents & X et X' sont

les m@mes et le morphisme de topos sous-jacent & i est l'identité, on dit

aussi que X' est une extension infinitésimale d'ordre n , ou un voisinage

infinitésimal (absolu) d'ordre n, de X, au lieu de dire que i est une

immersion d'ordre n ; lorsque n n'est pas précisé, on parle simplement

d'extension infinitésimale ou de voisinage infinitésimal (absolu) de X.

Lorsque X se trouve au-dessus d'un topos annelé Y :

f+1X—>7Y ,

on appelle extension infinitésimale de X sur Y, tout diagramme commutatif

ou f est le morphisme donné, et ol i est un morphisme d'extension infini-
tésimale de X 5 quand il y a lieu, on précise "d'ordre n" comme plus haut.
La donnée d'un tel objet revient donc & la donnée d'un homomorphisme de

A-Algébres B'—3 B donnant lieu & la suite exacte et la relation :



0 > J >B' 3B —0 , J =0

ol on a posé, comme d'habitude
A=t"0, , B=0
=Y/ ? =X °

Pour f fixé, les extensions infinitésimales de X sur Y forment une catégorie
de fagon évidente, en utilisant par exemple l'interprétation précédente
en termes d'extensions d'Algébres (et renversant les fl2ches comme &
l'accoutumé). Nous nous intéresserons & la sous-catégorie pleine \Tzf)

de la catégorie de ces extensions, formée des extensions infinitésimales
X' de X sur Y qui sont formellement nettes sur Y, en supposant que f
lui-m8me est formellement net (de sorte que X lui-m@me est un objet de la
catégorie envisagée, lequel objet est évidemment un objet initial).
Evidemment, compte tenu de 11.2.4 , la catégorie W}Kf) est une catégorie
ordonnée, i.e. pour deux objets de cette catégorie, il y a au plus une
fléche de 1'un & l'autre. Nous ordonnerons Ob quf) en écrivant X' < X"
lorsqu'il existe un morphisme X' —3 X" (par quoi on entend évidemment :
un Y-morphisme compatible avec les "augmentations" X —> X' et X —> X").

On pourra appeler voisinage infinitésimal de X dans Y (pour le morphisme

f) toute classe d'isomorphie d'objets de qjkf), ou ce qui revient au
m8me, un objet de l'ensemble crdonné associé & 1l'ensemble préordonné
Ob'UYf). Les voisinages infinitésimaux de X dans Y forment donc un

ensemble ordonné, ayant X lui-me&me comme plus petit élément. La notion de

"voisinage infinitésimal d'ordre n de X dans Y "se définit dlors de fagon
évidente ; tout voisinage infinitésimal relatif contenu dans un voisinage
infinitésimal relatif d'ordre n est lui-m@me d'ordre n . Bien entendu,
& un voisinage infinitésimal relatif X' de X/Y , on peut associer une

A= f-1(QY)-A1gébre Oy, sur le topos|X|associé & X , laquelle Algébre
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est déterminée & isomorphisme unique prés, et munie d'un épimorphisme

d'augmentation canonique :

va-"'_>B = Q—X ’

& Idéal noyau nilpotent ; elle dépend fonctoriellement de X (de fagon

contravariante).

Théoréme 11.3.2. Soit f : X —>Y un morphisme formellement net (11.2.3)

de topos annelés. Avec les notations et la terminologie qu'on vient

d'introduire, on a ce qui suit :

a) Pour tout entier n > 0 , 1l'ensemble des voisinages infinitési-

maux d'ordre n de X dans Y (relativement & f) admet un plus grand

é1ément x(ﬁ) - x(®) |

) Pour tout diagramme commutatif de la forme (11.1.2.1) de topos

annelés, ou f est le morphisme donné, et oli i est un morphisme d'immersion

d'ordre n, il existe un unique morphisme 8, ¢ Z - X(n) tel que l'on

ait
£ n . A\n 1
( )gn = & ? g 1 J( )

n o ’

ol f(n) : X(n)-—} Y et j(n) s X-———»X‘n) sont les morphismes de topos

annelés définissant la structure d'extension infinitésimale de X sur Y.

¢) Soit, pour tout entier n3 0O , B_ =0 , de sorte que pour

?
n'2n 2 0 , le morphisme d'inclusion évident x(n).___;x‘n )

définit un homomorphisme de A-Algdbres (A = f'1(gy)) :

cPn,n' : Bn"_—__> Bn ’

et qu'on obtient un systéme projectif (Bn)nzo de A-Algébres sur le topos

|X| sous-jacent & X . Ce systéme projectif est adique , i.e. s8i pour tout
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entier n = 0 , on désigne par Jn le noyau de 1l'homomorphisme de transition

B —>B_ =3B , (de sorte qu'on a

(Jn)n+1 =0

pour tout n 2 0) , 1'homomorphisme qh,n' g Bnﬂ-—_)Bn induit un isomor-

phisme

nti
(11.3.2.1) Bn'/Jn' ~ B, pour n' 2 n20 .

d) Pour tout morphisme X'—> X" de voisinages infinitésimaux de X

dans Y, 1l'homomorphisme correspondant de f-1(gY)-Algébres gxﬁ——-—7ng

est un épimorphisme (*). Par suite, compte tenu de a), les voisinages infini-

tésimaux d'ordre n de X dans Y correspondent biunivoguement aux Idéaux

J gg_Bn contenus dans Jn s 2 1'Idéal J étant associé le voisinage infini-

tésimal X' dont la A-algébre structurale est Bn/J s, le morphisme d'aug-

mentation X —»X' étant défini par le morphisme de passage au quotient

B /7 ———)Bn/Jn =B, =0 -

Démonstration de 11.3.2. Notons d'abord que pour un voisinage infinité-

s8imal X(n) donné de X dans Y , la validité de la condition b) de 1l'énoncé

(n)

implique évidemment la validité de la condition a), (de sorte que X est
uniquement déterminé par la condition b)). D'autre part, si n' est un

?
entier tel que O <sn<n' , et si X(n ) satisfaisant & b) pour l'entier

(n)

n' existe, alors il existe aussi X satisfaisant & b) pour l'entier n ,
et i1 s'obtient via la A-Algébre Bn définie en termes de Bn' = Qx(n')
par la formule (11.3.2.1). Cela résulte en effet aussitdt des définitions.

Ceci montre que pour prouver a) et b), il suffit de le faire pour les

entiers n de la forme

(*) (en tant qu'homomorphisme de faisceaux d'ensembles).
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n = 2% sy avec m=21.

D'autre part, les considérations qui précédent montrent qu'on a alors
également c¢). Pour construire les
m
2 -1
Zm=X( ) ’

on note d'abord que pour m = 1 i.e. n = 1 , on peut prendre pour Z1 - X(1)

le "voisinage infinité=imal d'ordre 1 de X dans Y *défini dans 11.2.3 ,

qui satisfait & b) gr8ce & 11.2.5. On procéde ensuite par récurrence

(2"-1)

sur m, supposant construit déji Zm = X , et construisant ensuite

Zm+1' Pour ceci, comme Zm est formellement net sur Y, on peut définir

Zm+1 par

z =zl
m+1 m

(premier voisinage infinitésimal de Zm dans Y). I1 faut prouver que Zm+1
ainsi défini satisfait & la condition b) pour n = 2™*1_4 | Soit donc J

1'Idéal de O, défini par (11.1.2.2), de sorte que par hypothése on a

m+ 1
L
Or cela peut auesi s'écrire
m
J'2 =0 , o J!'= J2 .

Soit donc Z' le "sous-topos annelé" de Z ayant méme topos sous-jacent,

et 0,/J' comme Anneau structural, de sorte qu'on a le diagramme commu-

tati
atif L ho ]
o o
|+
f VA
| o
Y ¢ z ,






