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Premiere Partie: §§ 1 a 37

Nous donnons ci-dessous la table des matieres intégrale de 'ouvrage, compilée par I'auteur
lui-méme. La pagination est celle du manuscrit, composé de feuillets (recto + verso). La
numérotation est celle des feuillets et les deux c6tés manuscrits d’un feuillet correspon-
dent en gros a une page du présent format; autrement dit, on pourra considérer que la
numérotation correspond a des pages de ce format. Pour simplifier nous avons supprimé
les “primes” qui indiquent dans 'original des versos de feuillets (79’ = feuillet 79, verso).
Enfin, les paragraphes dont les numéros apparaissent en caracteres gras sont effectivement

soulignés dans ’original.
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Deuxieme Partie: §§ 38 a 53

Variations sur I’équation des lacets

Dans cette deuxieme partie, d’'un caractere encore plus “exploratoire” peut-étre que la

premiere, certains paragraphes ont été subdivisés d’abord en chiffres romains, puis de nou-

veau en chiffres arabes. Nous omettons ci-dessous cette subdivision de deuxieme niveau
pour les paragraphes 46(1I), 48(XI), 49(V) et 49(VI), les titres correspondants étant in-

intelligibles sans une bonne connaissance des notations utilisées. Pour la méme raisons,

certains intitulés particulierement peu transparents (du fait de 'emploi de notations ex-

plicitées dans le texte) ont été légerement abrégés.

38. Détermination de 7 3 = & 4
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et sur les automorphismes a lacets de ég 53 et de 7o 3:

1. To,g
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V. Les avatars de &g 3

VI. Automorphismes a lacets de 7 3 et @(J{ 3

VII. Calculs dans SL(2,7Z)": cocycles sous p

VIIL Calculs dans SL(2,7Z)": cocycles sous oo

[remarque en marge|] NB. Les calculs des sections VI, VII, VIII en partie

remplacés par ceux du paragraphe §46, avec des notations plus souples...

43. Digression sur les 1-cocycles des groupes cycliques

44. Retour sur les notations. Mise en équations dans SL(2, Z)
45. L’homomorphisme Mg 3 — GL(2,7Z)’,

et construction de 'extension N7 ; de T par SL(2,Z)"

46. Notations définitives (?) - récapitulation des calculs

pour les automorphismes a lacets de 7o 3 et de Garg

4

291
299

307
315

331

331
332
334
335
336
337
342
346

350
356
384

390



ILesgroupes/\;loget/%?) s o]0

IL. Calcul des éléments de N5 . . Ce 392
IT1. Calculs dans GL(2,Z) et dans GL(2, Z) - 14
IV. Les trois cas fondamentaux et les relevements K5, Ko, K_1; . . . . . 402

les sous-groupes Mba(a), ¢ € {7, 3,2, ~1,1/2}
V. Récapitulation en termes de /\;16’3[0]; 1
les sous-groupes My 5(q), ¢ € {0, 1,00}

VI. Retour sur l'introduction de « et ﬁ en termes de &, 7 S 414
47. Retour sur I’homomorphisme 7 3 2, 60 3, les groupes ./\/lo 3, NO 3, ./\/lo 3(0) . 415
48. Construction d’un schéma en groupes e 5

I. Etude du morphisme o — ap(a™) =[a,p] . . . . . . . . . . . 428

II. L’équation ¢ = ney(pw — 1) et le groupe By ~ B, » T Y

1. L’équation ap(a™t) = B.0(8) te1(p — 1) et le groupe G, , S ... 443

IV. Un épinglage canonique associé¢ a p,o . . . . . . . . . . . . 446

V. L’équation ap(a™") = (BB~ )er (1 — 1); le groupe G , .. . . . . 454

VI. Caractérisation du triplet (e, o, p) modulaire . . . . . . . . . . 462

VII. Récapitulation sur les épinglages . . A (6

VIII. Récapitulation sur I’équation; le groupe Sg et ses variantes . . . . 485

IX. Les groupes M, , et SM,, . . . . . . . . . . . . . . . 49

X. Structurede M,, . . . . . . . . . . . . . . . . .. 499

XI. Récapitulation sur M,, . . . . . . . . . . . . . . . . 508

XII. Rétrospective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b42
49. Les groupes M, , généraux . 1510

I. Préliminaires heuristiques . . . . . . . . . . . . . . . . 550

II. Les groupes M, , etc. “sans signes”; . . . . . . . . . . . . bh3

nouvelles variations sur ’équation des lacets

ITI. Passages de Mo 3 & N1 et de GL(2,Z)7{£1} A GL(2,Z2)~ . . . . . 555

IV. Ou on se bat avec “les signes” €3, €3 dans la relation des lacets; . . . . 568

calculs - brouillons...

V. Les groupes M, , généraux (contexte profini) .

VI. Les groupes M, , généraux: P 22

récapitulation et raffinement de la construction précédente
50. Enveloppes schématiques de groupes discrets: cas métabélien . . . . . 650

1) Sections unipotentes OO 1310

2 ) Essai de caractérisation des sections quasi-unipotentes . . . . . . . 652

3 ) Schéma en groupes associé a certaines extensions de groupes discrets . . 655

(noyau abélien)
4 ) Enveloppes schématiques des groupes métabéliens . . . . . . . . 0658

5



5 ) Caractérisation universelle de ’enveloppe schématique . . . . . . . 662

51. Exemple: la tour de Fermat O [0 2
1) Les groupes & = SL(2,Z), [mp,m], et & . . . . . . . . . . . 664
2) Zpyc: version provisoire N o [0
3 ) Les groupes O}, et variantes . . . . . . . . . . . . . . . 673
4) Lasuite 1 > NOE N -0, —1 . . . . . . . . . . . . 677
et relation avec GL(2,Z/12Z)

BYM, M viaN,, .. . . ... 682
6 ) [Deux suites exactes] . . . . . . . . . . . . . . . . . 634
TYN, N ete. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
8)N,, N, etc. O 11
9 ) Retour sur M, , MEM etc. . . . . . . . . . . . . . . . 69
10) M, (0), M, (5), M, ,(=])etec. . . . . . . . . . . . . . 691
11 ) L’homomorphisme M — M, , =M, (Z), . . . . . . . . . . 695
et relation avec la tour des courbes de Fermat: position du probleme

12 ) Scindage de I'extension G, ,/uc de 7* x G3 par M ... ... .oT700
13 ) [?7]tivisation de la tour de Fermat, e (1
et relation de compatibilité avec M — G, ,

14 ) Relation avec les Jacobiennes généralisées S . ... T20
15 ) Interprétation de Tg — N8 ~Z*-Z, . . . . . . . . . . . . 725
et digression sur les extensions kummeriennes

16 ) Réflexions sur le théoreme de Fermat . . . . . . . . . . . . 733

52. Approximations de Lie des systemes de Galois-Teichmiiller . . . . . . 737
1) Notion de L et T'L-groupe: cas discret . . . . . . . . . . . . 737
2)Casprofini . . . . . . . . . . . . .. L ... .. T4
3 ) Approximation de Lie des systemes de Galois-Teichmiiller . . . . . . 748
4 ) Approximation de Lie induite par une approximation de Lie “géométrique” 758

53. Le groupe de Teichmiiller spécial ST; 1 ~ GL(2,Z) et le groupe SN 1 .. 760
1) Action différentielle et groupe de Teichmiiller spécial (énoncé provisoire) . 760
2 ) Les groupes GL(2,R)*'" SL(2,R)™ . . . . . . . . . . . . . 1761
3 ) Le groupe GL(2,Z)~ . . . . . . . . . . . . . . . . . 763
4 ) L’isomorphisme GL(2,Z)" ~S7T,; . . . . . . . . . . . . . 766
5 ) Digression sur les revétements des germes d’espaces, .. . . . . . 768

et relations entre germes topologiques et germes différentiables des surfaces



La Longue Marche a travers la théorie de Galois, Part Ib, §526-37

§26. Groupes de Teichmiiller profinis

(Discrétification et prédiscrétification)

Soit 7 un groupe profini a lacets de type g,v, T le Z-module inversible de ses orien-
tations. On suppose qu’on est dans le cas anabélien, et on admettra qu’alors

(1) Centre(m) = {1},

plus généralement que le centralisateur dans 7 de tout sous-groupe ouvert de 7 est réduit

a {1}. On aura donc encore une suite exacte canonique de groupes profinis
(2) 1 — 7 — Autac(m) — Autextia(m) — 1.

On posera aussi

~
~

(3) Autextiae(m) = T(m),

et on 'appellera le groupe de Teichmiiller étendu de w. On posera aussi é(w) = Autjue(m),

de sorte qu’on peut écrire (2) comme
(2) l1—7—6(n)— () — 1.

Appelons “base” de m un ensemble d’éléments de 7: (x;, yi)1<i<g, (Ij)1<j<v, les [; engen-
drant les différents groupes a lacets, satisfaisant

(4) lyly_l---ll[acg,yg]---[$1,y1] =1,

et tels que ceci soit une relation génératrice. Si on choisit dans m,, une base (discrete)

(définition correspondante) (*), d’out une base de 7, ,: on aura une bijection évidente

(5) Bases(m)<Isomyac (g, 7).

(*) ou encore on définit 7, , comme le groupe discret de générateurs les z;,y;,l; et de
relation de définition (4)



L’ensemble des bases de 7 est un ensemble homogene sous &(7) = Autjac(). Si la base
correspond a un isomorphisme u : 7,, — m, le groupe my engendré par les z;, i, [;
n’est autre que u(my,, ). Les sous-groupes de 7 qui peuvent s’obtenir ainsi sont appelés les
discrétifications de 7. Celles-ci forment un ensemble homogene sous S(m) = Autiae(r),

canoniquement isomorphe au quotient du &, ,-ensemble & droite Isomjnc(7y,,7) par

(T
(6) Discrét(m)—Isomyac (g, m) /S,

Les automorphismes (profinis a lacets) de m fixant une discrétification m( s’identifient aux
automorphismes du groupe discret a lacets m:

(7) Autyae(m, ) =~ Autyac(mo).

La bijection (5) met sur 'ensemble des bases de 7 une structure de bitorseur sous &(7),

Sy.., et la topologie correspondante en fait un ensemble profini. L’ensemble des discrétifications
de 7, qui est un quotient de ’ensemble précédent, hérite d’une topologie quotient, qui n’est
autre que la topologie quotient du deuxiéme membre de (6). Cet espace n’est pas séparé

~

(&4, est toujours infini), car le groupe &,, C &, , n'est pas fermé. On désigne par
Discrét(m) l'espace topologique séparé associé, s’identifiant & Isomiac(fy.,,7)/S,,, Ol

S, désigne I'adhérence de &, , dans G, ,. On a d’ailleurs un homomorphisme évident

Sy — (‘ASg’,, dont I'image est ggy,,, nous admettrons qu’il est injectif et identifierons gg’y
a égyl,. Ainsi

8) Discrét’ (1) =~ Isomyae (g, 1)/ Sy

—~

Un élément de Discrét’ () s’appelle une classe de discrétifications de 7 (ou prédiscréti-

fication de 7). Si mp est une discrétification, on désigne sa classe par Wg. L’ensemble des

classes de discrétifications de 7 est un espace homogene sous é(ﬂ'), le stabilisateur de 7rg

s'identifiant & Padhérence de & (mg) = Autiac(m) dans &(), ou encore & &(m). Celle-ci

contient toujours .

~

9) Autpac(m, ﬂg) ~ S(mp).2

Pour toute [pré?]discrétification 7'('8, le sous-groupe de &(7) des automorphismes & lacets

qui fixent 7Tg est noté & (77'8). Cest donc Iimage inverse d'un sous-groupe de (), noté

@(ﬂg). (*) On a donc une inclusion de structures d’extensions:

(*) NB. L’ensemble des classes de discrétification de 7 se décrit en termes de groupes
extérieurs définis par m comme Isomextiac(7y,,,m) divisé par ‘i'g,,,; on a d’ailleurs une
application de degré 2 Isomext(7, ,,m)/ @;V — Tsomext(7g,,,7) /%, ce qui permet pour
toute classe de discrétification de définir ses deux orientations et de parler des classes de
discrétification orientées.



(10) |
1

Y
3
Y
G}))
A
>
A
—_

(On montre par voie arithmético-géométrique que l'inclusion ¥ — ¥ n’est jamais un iso-

morphisme). On trouve ainsi une application

~

(11) Discrét’ () — sous-groupes fermés de (),
[ — X))

évidemment compatible & I'action de &(7) (transport de structure) — opérant & droite via

() et ses automorphismes intérieurs sur lui-méme.>

On trouve ainsi une classe de conjugaison bien déterminée de sous-groupes fermés

~

de ¥(m), qu’on appelle ses sous-groupes de Teichmiiller “géométriques’. Il se pourrait
d’ailleurs que ‘EQW soit son propre normalisateur dans ‘ig’y ce qui équivaut a l’assertion
que (11) est bijective: la donnée d’une classe de discrétifications de 7 serait équivalente a
(Zelle d’un sous-groupe de Teichmiiller géométrique dans son groupe de Teichmiiller étendu
T ()

Notons qu’on a des homomorphismes canoniques

X, g

W
N>

(12)

W

(13) — &
(ou I = I(7) est 'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes a lacets de ),

induisant sur ‘i(ﬁg) des homomorphismes correspondants — d’ou la définition des sous-
N N . .
groupes €, T , T et de méme pour ¥. Notons que x ne prend sur T que les valeurs
+1.4
Le sous-groupe T+ des automorphismes extérieurs du groupe a lacets profinis 7, fixant
une classe de discrétifications 7r8 et de multiplicateur +1, joue un réle tres particulier. A

I’opposé de ce qu’on peut conjecturer sur T (dont T+ est un sous-groupe ouvert d’indice 2),

(*) c’est completement déconnant et ultra-faux; un moment d’égarement! Cela apparait
clairement par la suite...La question judicieuse (avec laquelle j’ai di sur le coup confondre)

c’est si ¥ est tnvartant dans T, i.e. si le normalisateur est ¥ tout entier.
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on supposerait plutot que €F est invariant dans < [voir note en bas de page précédente]. En
tout état de cause, les sous-groupes ainsi définis dans T via classes de discrétification de 7
(peut-étre n’y en a-t-il qu’un seul et unique!)® s’appelleront les sous-groupes de Teichmiiller

géométriques stricts. Le choix d’un tel sous-groupe de T est, en tout état de cause, un
élément de structure nettement plus faible que celui d’une classe de discrétification, et
méme que celui d’un sous-groupe de Teichmiiller géométrique (pas strict). Pour préciser
les relations entre ces deux notions, rappelons d’abord que T+ =3 se déduit de T comme
noyau de x|% : € — {£1}. D’autre part (pour un sous-groupe de Teichmiiller géométrique
strict choisi 1), considérons

(14) Ny =N = Norm, (%)

ol ¥ = F ([N est] peut-étre toujours égal & € tout entier), évidemment (si ¥ provient
d'un %)

(15) Y=%tCcTC N

Le groupe profini N'/¥ associé & ¥ se note 'y, (si ¥ est unique, on note '), et les
¢ donnant naissance au méme X correspondent a une classe de conjugaison d’éléments

d’ordre 2 de II'y;. 1l est clair en tous cas qu’on a une application injective

{ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques T dans T tels que Tt = ¥}

|

(16) {ensemble des éléments d’ordre 2 dans I'y;}

et que son image est stable par conjugaison. Montrons que deux éléments de I'image sont
conjugués dans I's. En effet, soient T, T O X tels que ¥ = T+ = '+, 1l existe g € T tel
que ¥ = Int(g)%, et on aura alors €'+ = Int(g)T+, i.e. g € N, OK.

Les éléments d’ordre 2 ainsi obtenus dans II's; s’appellent les involutions Canoniques.
On en donnera une interprétation conjecturale remarquable plus bas. L’ensemble ‘3//\/'
s’identifie a ’ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques stricts (une fois choisi

I’élément “origine” E).G Plus intrinsequement, on aura:

~
~

{Ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques stricts de T ()}

|

(17) Isomyae (g, ) /Ng.u
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ou on pose, comme de juste,

~

(18) Ny, = Normg (TF)

v
g.v g,

(peut-étre égal a QQW tout entier!).

Considérons maintenant le topos modulaire sur Q des courbes algébriques de type
(g,v), noté M, , o ou simplement M, ,. Si nous choisissons un revétement universel
X/Tg,/v (d’ot1 un revétement universel de Spec Q, i.e. une cloture algébrique Q de Q), on peut
préciser le m (M, . @) comme le groupe des M, , g-automorphismes de ce revétement et
lappeler le groupe de Teichmiiller arithmétique de type (g, v) (relatif au choix de /\71;: 0)-
On aura donc une suite exacte

(19) 1 —m(M — m1(Mg,) — Gal(Q/Q) — 1,

g,v,@)

(o1 Q et les points base sont explicités comme il a été dit). Notons que par la théorie
transcendante de Teichmiiller on a un isomorphisme (défini modulo 'opération induite par

T (Mg) sur m (M, 5)):
(20) mM, 5 ~ %/,

N Tt G4 ; +
(ou T, est le compactifié profini de T ).
Considérons d’autre part le schéma U, ,, sur M, ,,, courbe de type (g, v) “universelle”.
On a donc, en choisissant un revétement universel U, ,, de celle-ci au-dessus du revétement

—_ N —
universel choisi M, de M, ,, un diagramme commutatif:

1 > T > 7r1(1/{gyl,) —>7T1(Mg’y> —1
(21 — 22) 2{ l l
- > é(w)

et de méme pour Z/{gﬂj’@ — Mg,v,@:

(217) l-m—->mU,,5 — ™M, , 5 — L

On a bien stir un isomorphisme de groupes a lacets
(23) T~ Ty

dont on voudrait déterminer 'indétermination de facon précise.”
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Notons M, ., c le topos modulaire de Teichmiiller complexe, défini a 1’aide de la surface
C> Uyg,; il est muni du revétement universel canonique My, ¢ (§21; My ,.c ~ E,/A7 )

de groupe d’automorphismes ‘I:;V justement - U, , c étant lui aussi muni d’'un revétement

o
g,v+1

exactes des groupes discrets (dans le contexte topologique général)

—_ —
universel au-dessus du précédent, (U, ,c = E,/A ). Ceci donne naissance aux suites

1 - Ty > G;U > T;U 1
T
1 ~ g > Autiac(mg,) — Autextiac(mg,,) —1

(la premiére suite s’envoyant dans la seconde par un isomorphisme de structures d’extensions
[avec les identifications] &, = m1(Uy.,c) et T, = m(My,.c)) qui par passage aux
complétés profinis donne la suite exacte analogue pour les multiplicités algébriques sur C.

1

- e . <t
1 g ﬂ-g:V g ngy g sg,IJ

(25) | |

~

g — AUtiac(y,) — Autextiac(ny,,) — 1.

Cette situation provient d’ailleurs canoniquement d’une situation analogue sur Q, =
—_— —_— N ——

cloture algébrique de Q dans C, le choix de U, , ¢ définissant un Z/{g vTy d’ou un M 900y
Pour définir un isomorphisme entre cette suite (25) et la suite exacte (21’) (munie canon-

iquement de deux homomorphismes dans (22)) il faut

1) choisir un isomorphisme Q ~ @, — l'indétermination est dans Gal(Q/Q); ceci
permet d’identifier Q et Qy;

2) Choisir un isomorphisme (sur Q = Q) de (Zj{g\;)o (construit par voie transcendant
sur C et descendu & Q) avec L% — I'indétermination est dans m (M, 7). En résumé,
on a une classe d’isomorphismes de (21) et (25), définie modulo automorphismes intérieurs
dans le groupe profini 71 (U, ). Une fois choisi I'isomorphisme Q ~ Qy, les isomorphismes
correspondants transforment la classe de discrétifications orientée standard de 74, en
exactement une classe de discrétifications orientée de .

Changeant le choix de I'isomorphisme en son complexe conjugué, on trouve la quasi-
discrétification orientée opposée.® R

On voit d’autre part que I'image de 71 (M ,5) C m1(My,,) dans T () n'est autre que
le T+ correspondant a une quelconque des classes de quasi-rigidification discretes choisies
— le sous-groupe ne dépend pas du choix de cette classe — ce qui ne fait qu’exprimer que
I'image de w1 (M g’y’@) dans ‘3(7?), considérée comme sous-groupe de l'image du groupe
plus grand 71 (Mg, ), y est invariante — ce qui résulte du fait que 71 (M,  5) est invariant
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dans (Mg, ,.@). Ainsi 7 est muni canoniquement (non d’une quasi-rigidification discrete
orientée, ce qui dépend du choix d’un isomorphisme Q ~ Q,, i.e. d’lAlIl plongement Q — C),
mais du moins d’un groupe de Teichmiiller géométrique strict  C €(), & savoir I'image de
m(M, ,5) (isomorphe & [77])? Ceci posé, on a un homomorphisme canonique d’extensions

de groupes

11— ﬂ-l(Mg,v,@) — T (Mg’y> —_— Gal(@/@) —1
(26) ! l

1 -3 - Ny -1y, -1,

ouNg = NormiC (ﬂ)(E) et 'y, est le groupe des automorphismes extérieurs “arithmétiques”
de 7 (muni de X).

Pour le choix d’un isomorphisme Q ~ Q,, i.e. d’un plongement Q — C, I'image de la
conjugaison complexe de Gal(Q,/Q) n’est autre que I’élément d’ordre 2 de II's; associé au
sous-groupe de Teichmiiller géométrique, associé a la quasi-discrétification (orientée, mais
peu importe) canonique sur 7 (définie par Q ~ Q).

La conjecture naturelle ici, c’est que

(27) Gal(@/Q) — s

du groupe de Galois vers les automorphismes extérieurs arithmétiques de (m,X) soit un
isomorphisme. On peut la compléter par la conjecture, encore plus hardie, que de plus X

~

est invariant dans ‘i(ﬁ) (& X, invariant dans ‘i'g,,,), ce qui signifierait donc que Ny, = %,

ou encore que (*)

~
~

(28) T1(My) % (1) = Autextiae(m)

et Gal(Q/Q) s’identifierait au quotient “arithmétique” du groupe des automorphismes
extérieurs a lacets de 7.

Soit maintenant U une courbe algébrique de type g,v sur Q. Elle est définie par un
point de /\/lgﬂj’@ sur Spec Q, et comme fibre de U, ,, en ce point. Choisissons un revétement
universel de U, d’ou un groupe 7(U), canoniquement isomorphe au groupe 7 ci-dessus, une
fois choisi un isomorphisme entre Zj{;; et le revétement universel de U, ,, déduit de U , ce qui
donne une indétermination dans 7 (I/{gﬂj’@) ~ &, Ainsi, une fois choisi un isomorphisme
Q ~ Qy, on trouve sur 7 (U) une quasi-discrétification orientée [voir 8] (évidente d’ailleurs
a définir directement, par voie transcendante), changée en son opposée par changement
de I'isomorphisme Q ~ Q, par conjugaison complexe. D’autre part, le sous-groupe TF

(*) conjectural!



~
~

de ¥(m), correspondant a cette quasi-discrétification (orientée, peu nous chaut) ne dépend
pas du choix de I'isomorphisme en question Q ~ Q,, il est canoniquement associé & 7 en
tant que groupe fondamental d’un U sur un corps algébriquement clos (N.B. on pourrait
prendre un corps algébriquement clos de caractéristique zéro quelconque, pas la peine que
ce soit sur Q, cf. plus bas).

Si la conjecture sur I est vérifiée, il en résulterait que la donnée d’'un groupe prgﬁni
a lacets m de type (g,v), muni d’un groupe de Teichmiiller géométrique strict ¥ C ‘i(w)
(ce qui peut-étre n’est pas une structure supplémentaire du tout — X serait uniquement
déterminé par 7!) équivaudrait & la donnée d’une extension algébriquement close Q
de Q (dont le groupe de Galois serait NT(E) /¥ = T's) et le Ty-torseur Isom(Q, Q)
s'identifierait & I’ensemble (C Isom(wy ., m)/ ‘igvy) des quasi-rigidifications orientées don-
nant naissance a 7...) et d’un revétement universel de U, , g ousimplement d’un revétement
universel I:{; de Uy, = U, , 0. (*) La donnée d'un isomorphisme Q ~ Q revient donc
a celle d’'une quasi-rigidification orientée sur m compatible avec ¥ (condition peut-étre
automatiquement satisfaite...). Ceci dit, la donnée d’une courbe algébrique de type g, v
sur un corps algébriquement clos Q, et d’un revétement universel de celle-ci reviendrait &
la donnée d’une donnée précédente (a savoir un revétement universel d'un M, ,, plus un
point de M = sur Q définissant un revétement universel) (**) , et cette derniere donnée

9,v,Q
s’identifierait a un germe de scindage dans I’extension

1 —->mM, 5 > mMg,) - m(Q) — 1.

L’interprétation profinie (en termes des groupes extérieurs a lacets ) est alors un (m, ),
et un germe de scindage de
1—-Y =Ny -1y — 1.

Si on veut une courbe sur une sous-extension finie K’ de Q/Q, correspondant & un sous-
groupe d’indice fini IV C 'y, il s’agira d’un scindage partiel I — N.

Mais stirement, si cette description des courbes algébriques anabéliennes est pleine-
ment fidele, elle n’est pas 2-fidele, i.e. il faut des conditions sur ce scindage, qu’il faudra
examiner par la suite.

La description d’une courbe algébrique de type g, v sur un corps fixé, de type fini sur
Q, K quelconque, muni d'une extension algébriquement close K (donc I' = Gal(K /K) —
'y = Gal(Q/Q), ot Q est la cloture algébrique de Q dans K), en termes de I' « Iy,

(*) si on se donne seulement 7 comme groupe extérieur, avec 3, ce qui revient a la donnée
d’un revétement universel de M, .
(**) NB. Si on renonce a choisir U, ceci revient a travailler avec les groupes a lacets
extérieurs.



serait la suivante: dor}née d’un groupe extérieur a lacets 7 de type g, v, d’un sous-groupe de
Teichmiiller ¥ dans ‘i"(r), d’un isomorphisme Q ~ corps défini par cette situation (ayant
comme groupe de Galois Ny /X, de sorte qu’on trouve un isomorphisme 'y ~ Ny /Y),
enfin d'un relevement de I' — II'y (qui décrit une action arithmétiquement extérieure de
I sur (7, X)) en une action extérieur I' — Ny, de II' sur (7, X) avec des conditions qu’il
faudra essayer de dégager (nécessaires et suffisantes conjecturalement) sur ce relevement.

Notons que tout plongement K < C définit canoniquement sur le groupe extérieur
7 = 7 (Uz) une quasi-discrétification orientée, remplacée par 'opposée quand on remplace
le plongement par le complexe conjugué. Je dis que ces quasi-discrétifications définissent
toutes 3 comme groupe des automorphismes et que la quasi-discrétification définie par
K < C ne dépend que de sa restriction en Q — C — de facon plus précise, c’est celle qu’on
définit directement & I’aide de Q < C, i.e. de Q ~ Q,. Mais il y a lieu d’examiner aussi la
facon d’obtenir des discrétifications. Ainsi, si un I est défini sur Qy, [c’est] un 7 extérieur
de type (g,v), muni d’une quasi-discrétification orientée W8+, et d’'un germe de scindage
de

1—-Y =Ny -1y —1,

ou X = Autextlac(w,wng), qui fait opérer extérieurement le noyau du groupe défini par
I's sur 7, les points rationnels sur Q, correspondant aux classes de 7-conjugaison des
germes de relevement de cette opération extérieure en une vraie opération. Supposons
donc donné un tel point, i.e. on a un sous-groupe ouvert I' C I'y; qui opere bel et bien
sur m, 'opération définie mod automorphismes intérieurs (lui-méme unique car 7' = {1}!)
Dans cette situation, il faudrait définir dans © ~ m (Up, P) une discrétification orientée
o C 7, et pas seulement une quasi-discrétification orientée! (Bien sur, elle doit étre dans
la classe qu’on s’est donnée d’avance de discrétifications orientées, qu’on avait justement
notée 7T8+. On y reviendra — ainsi qu’a la situation analogue sur un corps de base K de
type quelconque...)

Je réfere au début du § suivant (§27) pour le changement de terminologie, la “quasi-
discrétification” devenant une “prédiscrétification”. Mais il y a lieu d’introduire aussi une
notion plus fine, correspondant au cas d’un 7; (profini) d’une variété algébrique X définie
sur un corps algébriquement clos K, quand on plonge K dans C: il y a une discrétification
mod automorphismes intérieurs — on l’appellera une prédiscrétification stricte. Dans le cas

~

d'un 7 a lacets, I’espace homogene sous T(m) de celles-ci s’identifie a
Isomyac(7g,, m)/(Fg - Tg,v) = Isomextiac(7g,u, 7)/Tg,0,

et cette action également ne dépend que du groupe profini a lacets extérieur défini par 7y .,
et équivaut a celle d'une “base extérieure” de m mod action de ¥, ,, i.e. d’'un isomorphisme

de 7 avec le 7,4, “type”, mod action de ¥, ,. L’application
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Bases extérieures de m — Prédiscrétifications de ()

fait donc du membre de gauche un torseur relatif a droite sur celui de droite, de groupe
v

Une prédiscrétification de (7, 3) correspond & un choix d’un isomorphisme de la cloture
algébrique @(ﬂ.72) = Q associé a (7,%), avec Q,. Quand on se donne (7, %) comme corre-
spondant a une courbe algébrique sur Q, i.e. qu’on se donne un germe de relevement de II's;
dans Ny, C S(7), i.e. un germe d’actions extérieures de I's; sur 7, toute prédiscrétification
doit donner naissance a une discrétification stricte et méme a une discrétification quand

on remonte un germe d’action (“admissible”) de I'y; sur ...

§27. Changement de type (g,v)

(a) Bouchage de trous

Je vais changer de terminologie, en appelant prédiscrétification ce que j’avais ap-
pelé (un peu péjorativement!) quasi-discrétification. En effet, on prévoit qu'une pré-
discrétification — compatible avec ¥ — qui revient moralement au plongement (modulo la
conjugaisAon complexe) dans C de la cloture algébrique Q de Q canoniquement associé &
(7r, X(C ‘37(7?))), donne naissance, dés que 'action extérieure arithmétique de 'y, = Ny /%
sur 7 est relevée en un germe d’action sur m, a une vraie discrétification de 7. Itou pour les
prédiscrétifications orientées. Le groupe Ny /¥ mérite aussi un nom — je vais 'appeler le
groupe de Teichmdller arithmétique associé a (7, X)) (*) , et ses éléments seront appelés les
automorphismes arithmétiquement extérieurs de m — déduits d’un automorphisme extérieur
(normalisant ) en négligeant les automorphismes extérieurs “géométriques” (i.e. juste-
ment ceux dans Y) — comme les automorphismes extérieurs ordinaires étaient décrits en
négligeant les automorphismes intérieurs de m. On fera attention que le caractere “multi-
plicateur” )

X : S(n) — Z*
est trivial sur X, par construction de X, et passe a I's;:

X, i 'y A

Bien stir, ce caractere s’appelera encore “multiplicateur”, ou “caractere cyclotomique”. Si

1

notre conjecture fondamentale est vraie', ce caractere identifie (I'y)a, & Z*. Par contre,

si [ = I(m), ’homomorphisme canonique

%—>6[

(*) moralement, ¥ = €+, mais il n’y a pas de '
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n’est pas trivial sur ¥, mais induit un homorphisme surjectif:
¥ — Gy,

d’ott un sous-groupe %' tel que
Y55 Sy (k%)
~
On voit de suite que tout v € ‘I qui normahse Y normalise X! = X NE, d'ott ' est aussi

invariant dans Ny. Soit NE =NgnN ‘3: on a un diagramme cartésien de sous-groupes de

N

T

(**) moralement, %' ~ T
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! S
N — N
]ng 'y

| S
X e— X

donnant un homomorphisme injectif N'/X' = N /N x N/X (ici N/N' = &1, N/E =Ty
et /' SN/N' ~ &), dont on voit de suite qu'il est bijectif

N/E!lN/N!XN/EEGIX]Fz,

et on a par suite aussi

NS SN /S =Ty,

i.e. le groupe 'y des automorphismes arithmétiquement extérieurs de (m, ) peut se
décrire aussi via les automorphismes extérieurs induisant 'identité sur I.
Dans le cas (g,v) = (0,3), on a X' = {1}, donc E56&3. N est le normalisateur de S3

dans €, N' ST, est son centralisateur, et A" s’identifie au produit direct des deux.
Soit maintenant I’ C I, v/ = card(I’), et considérons le groupe extérieur 7’ déduit de
7 par “bouchage de trous” en I\ I’; d’ott un homomorphisme

T— 7.
Considérons les bases de 7 pour lesquelles, les v/ premiers I; soient dans des groupes a lacets
Ly (" € I') — on les appelle adaptées a I’; elles forment un torseur C Isomyac(7,,,, 7) sous

le sous-groupe ég;(y’yl) de 6971, = Autjac(7y,,), formé des u € 6971, dont I'image dans
S invarie I’ensemble des v/ premiers éléments (ou encore I’ensemble complémentaire des
v — v/ derniers).

Pour une telle base, on trouve une base correspondante de n’. La donnée de (m,I")

équivaut a celle d'un torseur sous &g, .1, celle d'un 7’ a la donnée d'un torseur sous

~
~

Sy, et le passage de m & 7’ est décrit par le changement de groupe d’opérateurs

~
~

Sy — ég,u’-(*)

Cet homomorphisme envoie &, /) dans &, .+, et méme &, ) dans &/, aussi w dans

7', 1l s’ensuit que toute prédiscrétification de 7 en définit une de 7', de méme pour les

(*) D’ou aussi: toute base, toute discrétification, discrétification orientée de 7 en définit
une de 7', itou pour les classes de m, 7’ conjugaison i.e. pour les prédiscrétifications
(éventuellement orientées) strictes, et aussi pour les adhérences des classes i.e. pour les
prédiscrétifications et prédiscrétifications orientées. Il n’y a que le cas des arithmétisations
qui demande une analyse plus fine.
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prédiscrétifications strictes, discrétifications, basias extérieures “adaptées & I' 7. Enfin, si
on a une “préarithmétisation”? de 7, i.e. un ¥ C ‘3’:(7r), en déduit-on une préarithmétisation
de 7’ — i.e. (par exemple) si deux prédiscrétifications de 7 sont compatibles i.e. ont le
meéme groupe > C ‘37(7?) d’automorphismes extérieurs, en est-il de méme de leurs images?

Pour y voir plus clair, on va écrire sous forme de diagramme les ensembles remar-
quables associés a m, et ceci de deux fagons, I'une sans utiliser de structure particuliere sur

I = I(m), I'autre en utilisant un ordre total, ce qui permet, dans le torseur Isomj,e(7y ., 7)
!

2 . A !
, 9 : S
sous &, ., de définir le sous-torseur sous &, ,, qu'on peut noter Isomy,. (g, 7).
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discrétifications orientées ()
~ Isomyac (7,0, W)/G;U

~ ISOmiac<7Arg,l/7 7T)/GLJ—E’

Bases de () >~ Isomyac(7g,., )

|

GZJ/ [Bases' () ~ Isomj, (7., T)] %,v

Bases extérieures de 7
~ Isomyac (g0, ™) /Tg.0

~ Isomextiac(7g,u, )

S/

discrétifications orientées strictes ()

~ Isomyae (g0, W)/G:;,u e
~ Isomextiac(7g,u, W)/(z;—,v
~ Isomiac(ﬁg,y, W)/Gi;,—y Mg
~ Isomextiac(7g,u, W)/S‘!g—t_y
|
prédiscrétifications orientées ()
~ Tsomac(frg,, ™) /6,
~ Isomextiac (g, F)/i%;—,u
o~ Isomiac(ﬁg,y, 7)/65;1
~ Isomextiac (Tgvs W)/(i;ru
s l]rg,u
préarithmétisations de m
~ Isomyac(7g,0, W)/MQWS

~ Isomextiac (g, m) /Ny
|

~ Tsom, (7., m)/ Mg,

~ Tsomexty, (7q,., 7) /N,
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NB: On pose
Eg7V = Ng’y/zgﬂ/ = N;,U/E;,U

(ou X4, = ‘Z;"V, E;J, = ‘Z;ﬁ,). On peut aussi le décrire comme le groupe I's; associé
a un groupe extérieur profini a lacets m muni d’une prédiscrétification orientée « (sans
plus). Si on a deux tels couples (7, ), (7/,a’), dou 'y et 'y (X = Autextyse(m, @),

Y = Autexti, (7', a’)), on trouve en effet un isomorphisme canonique:
ac\T, ) p q
IFZ_>]F§)/

en prenant n’importe quel isomorphisme extérieur a lacets u de 7 avec 7’ transformant o
en o/ et Iisomorphisme associé I'y; — II's;y ne dépend évidemment pas du choix de u.
Ceci posé, les couples (7, ¥) d’un groupe profini a lacets de type (g, ), muni d’une pré-
arithmétisation, avec comme morphismes les isomorphismes arithmétiquement extérieurs
(relatifs a ¥ et X'...), forment un groupoide connexe II, ,,, ayant un objet “origine” défini
a isomorphisme unique pres comme étant (7, ,,%,,), ot au choix n’importe quel (7, 3,)
provenant d'un (7, «) (a une prédiscrétification orientée de ), et dont le groupe des

automorphismes est justement Iy .

On constate qu’a I’exception des deux espaces homogenes (sous & (), mais pas nécessairement

A

sous &(, I'), voire sous & ()) Bases(r) et Bases ext(r), les quatre autres sont en fait des

A N

N L . . 2 1/~
espaces homogenes sous G , et s’expriment comme quotients du &, -torseur Isom’ (g0, ),

| | ~ | | . 7 . .
par les quatre sous-groupes &; ,, &, , - 7y, &, ,, My, (ce dernier défini comme image

. | 2 , . . .
inverse de V, , dans &, ,,, tout comme M, ,, est défini comme image inverse de Ny ). On
N 5!
trouve d’autre part, si I’ = {ig,...,4,—1}, un homomorphisme &, , — &
! !
S, dans 6,

! - X1 ! - S
sous-groupe &, - 7y, de &, , dans le sous-groupe &, - 75, de G, ,. Enfin, comme

g,v’» €nvoyant

. A X1 X1
en envoyant m, , dans 7, ,/, donc 7, , dans 74 .-, Gg,v dans (‘SQ et le

/ /7
7V, 71/,

!
g,v'

| . . .
ce n’est autre que N, e Changeant de notation, ceci revient au
b

).

N
| . ! . . | -~ . .
3., s’envoie dans X N, , s’envoie dans le normalisateur de . , dans T_ ., je dis que
g g.v gV g.v

|

A >

Lemme: (*) N§ = Norm%!(E!)(: Norm%(E!) N

Al N
Evidemment on a Nj, C Normi(zl) N T ; inversement soit ¢ € T qui normalise X',
|

montrons qu'il normalise ¥, i.e. qu'il est € A (donc € N' = N N T )....
C’est pas clair. J’ai pourtant envie de prouver la

(*) pas prouvé
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Conjecture: L’application canonique
Prédiscrét ™ (7) — Prédiscrét™ (')

est bijective. Pour que deux prédiscrétifications orientées «, # de m aient méme groupe
d’automorphismes extérieurs X, = g, il faut qu’il en soit ainsi pour leurs images ¥,/ et
Y, ie. que X = Xgr, de sorte que la bijection précédente induit une bijection

Préarithmétisation(r) = Préarithmétisation(n").

Enfin, les bijections précédentes sont compatibles avec 'homomorphisme des groupes
! |

A~

d’opérateurs (AZ(W,[/) — ‘i(ﬁ’)‘l, a fortiori avec ‘3’:(7r) — ‘i".(r’), ce qui implique qu’elle
induit (pour une préarithmétisation ¥ C €(r) donnée de 7, donnant ¥’ C E(x’) dans 7’
avec X' — X/ !)5 un homomorphisme Né — Ng,, et ’homomorphisme correspondant

Iy =Ng/S - Ty = NS, /8"

est un isomorphisme.

Pour s’en convaincre il suffit de regarder le cas ou I’ = {i} (et si on note 7 =7, ,, I'

réduit au dernier élément de I). On a alors un homomorphisme

A~
~

T(r,i) — S()

(les automorphismes eztérieurs a lacets de 7 fixant ¢ définissent des automorphismes bien
déterminés de 7’ — pas seulement extérieurs, i.e. &(m,i) — S(n’) est trivial sur 7, et passe
donc au quotient en ¥(m,i) — S(m,1i)).

J’admets, en analogie avec le cas discret, que cet homomorphisme est un isomor-

phisme, de sorte qu’on a une suite exacte (*)
1 — 7 — %(m,i) — &(m, i) — 1

ou encore

Il =7y — (Zg;(wv—l) — 6411

qui contient la suite exacte

1— Tgv—1 — 3g;(y,y—l) - 6g,l/—l —1

(*) rappelons qu’on suppose m anabélien, i.e. 2g + v > 3
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comme sous-suite exacte. Il est commode de travailler plutot avec

Lt LS
1 — " Tgwv-1 " zg,l/ ” Gg,u—l —1
. e i
]' —»ﬂ-g’y—l . zg:V . 697V_1 —»1
Al al
| ——fryy g —%,, — &, —1.

!

g, On lit sur le

~l .
L’application Prédiscrét™ (m) — Prédiscrét™ (7') s’identifie alors a T, /%

N

N
diagramme que c’est ~ &, ,_ /6 gv—1, d’ou la bijectivité sur les ensembles de prédiscréti-
’ ’

fications orientées.

Dans le groupe ¥, = ¥, on a un sous-groupe invariant 7, ,_1 = 7', et un sous-groupe
g,v ? g, ?
!

Y (= ‘iijy) entre 7’ et ¥, donnant un sous-groupe %/ ~ é;’;_l dans T = T /7’ (~ (‘ASg’V_l),

et on sait bien qu’alors ¥/ ~ T'/¥' et que le normalisateur N de ¥ dans T est 'image
inverse du normalisateur N’ de ¥/ dans ¥, de sorte que N /¥ ~ N'/¥/] ce qui prouve ce
qu’on voulait.

Corollaire: On a des isomorphismes canoniques:
E97V%Eg7y—1% U

de sorte que si g > 2, on a canoniquement I'y , ~ II'y o; d’autre part I'; , ~ ' (g = 1,
v Z 1), IF()’V ~ ]1—‘()’3 (V Z 3) (*)

NB: Le “fait” admis est loin d’étre évident — méme que ‘i'g;(yw_l) — ‘igvl,_l soit surjectif

A~

ou que T4, ,—1) — G4, 1 soit injectif, est loin d’étre évident, et est peut-étre tout a fait
faux! Le fait admis revient a un énoncé d’existence d’'un foncteur en sens inverse “forage

de trous” qui en tout état de cause reste incompris.

§28. Changement de type (g,v) (suite):
(b) passage a un revétement fini

Soit 7 un groupe profini a lacets de type (g,v), anabélien comme toujours, 7’ un
sous-groupe d’indice fini. On sait (ou on vérifie, par passage au cas discret) que muni des

(*) On voit aussi que ¥ invariant dans ¥ équivaut & ¥’ invariant dans %’.
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traces sous 7 des sous-groupes a lacets de m, 7’ est un groupe a lacets. Ses sous-groupes a
lacets sont aussi les sous-groupes L’ tels que

a) L' = Centr, (L") N7’

b) L = Centr,(L’) est un sous-groupe a lacets dans .

On pose d(L') = [L : L], et on a ainsi une fonction d : I' = I(n’) — N*, et une

application I’ T , telles que Vi € I, on ait:

(1) Z dii'y=n (oun=[r:7']).

i’er’
. au dessus des

On aura la formule de Hurwitz

(2) 29 —2=n(29-2)+ Y _ (d(i') - 1),

i el’

ou la somme a droite est égale a (ncard(I) — card(I")), i.e.
(3) 2g' — 2+ card(I') = n(2g — 2 + card(I)).

(NB. 2g—2+card(I) est 'opposé de la caractéristique d’Euler-Poincaré a supports compacts
de la courbe dont 7 est le groupe fondamental...). (*)

De facon évidente, toute discrétification de 7 en définit une de 7’ — et il en est de méme
pour les discrétifications orientées, modulo un peu de cohomologie, ce qui revient a dire,
dans le cas discret par exemple, que T' ~ H?(U,Z) — HE(U',Z) ~ T’ peut s’écrire sous la
forme nf~1, ol § est un isomorphisme bien déterminé (I’isomorphisme trace) T’-=T.

Il n’est pas clair pour moi a premiere vue si application
Discrét(m) — Discrét(n’)

est surjective, ou injective. L’injectivité pour tout 7’ d’indice fini dans 7 signifierait que
deux discrétifications g, 7, de m qui sont commensurables, i.e. telles que my N 7 soit
d’indice fini dans 7 et dans 7(), sont égales.

Supposons que 7’ soit un sous-groupe invariant dans 7, et posons G = /7.

Conjecture: L’application Discrét(mw) — Discrét(n’) est injective, et son image est formée

des discrétifications 7, C 7' telles que G — Autextiac(n’) ~ Autextinc () ~ T(7}) se

(*) NB. Dire qu’on est dans le cas anabélien signifie que —EP, [i.e. I'opposé de la car-
actéristique d’Euler-Poincaré & support compact] est > 1, et cette relation est donc con-
servée par passage a un revétement. L’entier —EP; mesure par sa positivité stricte le degré
d’anabélianité en quelque sorte..
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factorise par T(m})) = Autextia.(m() (et en fait, méme par T(7r})"). En d’autres termes,
Vg € m, 3h € 7’ tel que Int(hg)(w() C 7}, i.e. -7y = m, ol 7y est le normalisateur de 7,
dans 7.

La condition pour qu'un 7, soit dans I'image est évidemment nécessaire. Montrons
qu’elle est suffisante, et que le mp donnant naissance a 7, par mp N 7’ est unique. On
a une action extérieure de G sur 7, qui définit l'action extérieure sur 7) ~ 7', or 7w se
récupeére canoniquement a partir de cette derniere (car Centre(7’) = 1), et on voit que
c’est le complété profini de I'extension my de G par =), définie par l’action extérieure de
G sur 7). On a donc bien une discrétification généralisée my de 7, au sens de la seule
structure de groupe profini, et elle induit 7, — mais il faut voir qu’elle est compatible avec
la structure a lacets de . Mais celle-ci s’explicite, & partir de la structure a lacets de 7/,
en prenant les sous-groupes a lacets L’ de «’/, et leurs centralisateurs dans 7. Faisant itou
pour my D 7, on devrait trouver une structure a lacets sur m, donnant lieu aux mémes
d;. J’ai 'impression que ca ne doit pas étre tres vache a prouver — ce serait comme si on
savait déja que toute extension “sans torsion” d’un groupe fini par un groupe a lacets est

de fagon canonique un groupe a lacets...

Corollaire: En tout cas, ’application
Discrét(m) — Discrét(r’)

est injective.

NB: Elle ne doit pas toujours étre bijective, car il doit y avoir une action extérieure d’'un
G sur un 7}, i.e. un homomorphisme G — (7)), qui ne se factorise pas par T(m)), et
qui pourtant est aussi bonne du point de vue groupe profini que celles provenant d’'un 7
et d'un sous-groupe invariant 7«’. En fait, partonsAd’une telle situation discréte my D m,
d’ou G = /7, et G — Autextlac(ﬂ{))A: T(mh) C Z(7Y), et conjuguons G par un élément
~v de ¥(}), de facon & trouver G — (7)) qui ne se factorise pas par T(m}). On trouve
une extension ¢ de G par 7}, isomorphe & 7o (en tant qu’extension de G par 7}), donc la
structure & lacets de 7}, en définit une sur 7 (de facon & étre induite par cette derniere),
mais pourtant la discrétification choisie g de 7 n’qst pas induite par une de 7. Pour faire
la construction, il suffit de trouver un élément v € ‘S’Z(W(’)) tel que Int(y)- G ¢ ¥ i.e. tel que
G ne stabilise pas v~ 1(7))) C 7). Un tel ~ existe toujours...

Bien stir, il n’y a pas de raison, pour deux discrétifications mq, 71 de 7, que si mg, 71 sont
m-conjugués (i.e. définissent la méme prédiscrétification stricte de ), il en soit de méme
pour 7, et ] pour l'action intérieure de 7’ (il faudrait que 7y, m soient conjugués par 7/,
et pas seulement par 7). Par contre, je présume que si mg, 71 sont “adhérents” 'un a l’autre

dans 'espace des discrétifications de 7, i.e. s’ils définissent une méme prédiscrétification,
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il en est de méme pour 7)), 77, et que 'application
(4) Prédiscrét(m) — Prédiscrét(n’)

qu’on obtient ainsi, est encore bijective, et qu’elle passe a son tour au quotient, pour définir
une application bijective

(5) Préarith(r) — Préarith(r’),
et que si X, ¥’ se correspondent par cette derniere, on a un isomorphisme canonique
(6) Iy — Iy,

compatible avec les actions de ces groupes sur 'ensemble Ps, des prédiscrétifications de 7
compatibles a 3, et ’ensemble Py des prédiscrétifications de n’ compatibles a ¥/ (qui sont
respectivement des torseurs a gauche sous I'y;, I'sy). En méme temps, on trouvera donc

~

que X est unique pour , i.e. invariant dans T(m), si et seulement si 3’ est unique dans
7', i.e. invariant dans (7).

En tout cas, la conjecture fondamentale qui interprete les I'y , comme I'y = Gal
(Qy/Q) aurait au moins comme conséquence que I’application Discrét™ (7) — Discré™ (7')

passe au quotient de deux fagons, pour donner un diagramme commutatif:

Discrét™ () Discrét™ (7')

4 4
P = Prédiscrét™ (r) —— P’ = Prédiscrét ™ (n)

4 4

A = Arithm(m) A" = Arithm(r")

et que le carré inférieur est cartésien (sans préjuger de 'injectivité ou de la bijectivité de
lapplication A — A’). Donc il faudrait que si 7o, 71 sont deux discrétifications orientées
de 7, qui définissent la méme prédiscrétification (orientée), alors il en soit de méme pour
leurs traces sur 7', m et 7, relativement & 7’. Mais déja si mp et m; sont m-conjugués
(i.e. définissent la méme discrétification orientée, stricte), ce n’est pas tellement clair —
mais si, car on aura ™ = 7’ - g donc si 71 = int(u) 7, écrivant u = u'ug avec v’ € 7,
ug € mp, on aura m = int(u')int(ug)my = int(u')my, donc 7 = int(u’)m donc =« et 7}
sont conjugués. Tachons de procéder de méme dans le cas général d'un v € é(ﬂ'o)+ tel
que 71 = u(m), en écrivant si possible u = u'ug, avec v’ € S(m, ), et ug € S(mp) ™, ot
on définit &(mg, 7))t comme le groupe des automorphismes discrets de 7y qui stabilisent
7, et &(m, m)T est son compactifié profini. On aurait alors m; = u/(ug(m)) = @ (o),
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ol & désigne 'image de v/ dans €(7})). En tous cas, il n’y a aucun probleme si 7/ est
un sous-groupe caractéristique de 7, car alors on a un homomorphisme discret &(my) —
S(n}), définissant 'homomorphisme &(7g) — S(#4). Comme les sous-groupes ouverts
caractéristiques de 7 sont cofinaux, on est ramené (pour les questions de factorisabilité
de D(m) — D(n') en P(w) — P(n’) et A(w) — A(n’) et de bijectivité des applications
P(n) — P(n') et A(w) — A(7’)) au cas ou 7’ est un sous-groupe caractéristique. On a
alors factorisabilité de D(7) — D(n’) en P(mw) — P(7'). ‘Montrons que cette application
est injective... Cela signifie (a) que l'image inverse dans (7o) de S(75)t est &(7)", la
surjectivité signifie (b) que tout élément de S(#}) est congru mod &(m))T & un élément
de I'image de &(mg). La factorisabilité en A(m) — A(x') signifie que (c) par I'application
précédente &(my) — &(nf), (NB. il est immédiat que c’est injectif) envoie M(mp) =
Normé(ﬂo)(éﬂﬂo)) dans M(n(), 'injectivité de A(m) — A(n’) que (d) 'on a méme que
M(m) est exactement I'image inverse de M(7'), la surjectivité de A(w) — A(7’) que (e)
tout élément de &(mf) est congru mod M (7f) & un élément de S(mg) (c’est plus faible que
(b)) — et ces conditions réunies impliquent que ’homomorphisme canonique

~ ~

M(m0)/6(mo) = 'ry — 'y = M(m)/S(mg)

est un isomorphisme — il suffit méme pour ceci d’avoir (c¢) (pour pouvoir définir cette
application) et (a) (pour son injectivité), et (b) et le renforcement (d) de (c) (pour sa
surjectivité). Donc on voit que tout est suspendu aux propriétés des homomorphismes
d’inclusions de groupes:

& () —r M(m0) > &(m0)

o R

&+ () — M) — & ()

a charge de prouver (a) et (b) (qui ne concernent que le carré composé) et (c).

Peut-étre les propriétés (a), (b) et (c) sont-elles tout a fait fausses — pourtant (a) (qui
correspond a l'injectivité de P(w) — P(n’)) semble assez plausible. La propriété (b) (qui
exprimerait la surjectivité deAP(W) — P(7")) est beaucoup plus problémAatique, voir fausse.
L’ennui, c’est que le groupe é(ﬂ'o) peut étre “beaucoup plus petit” que é(m’)), on s’en rend
compte en passant au quotient par le sous-groupe 7, = 7’ (contenu dans le plus petit des

groupes de (7), et invariant dans le plus grand), on trouve sur la deuxieme ligne les groupes

TH (), N(mh) et T(m}), sur la premiére des extensions des groupes correspondants pour

~

mo (S(m0), N(mo) et T(mo)) par le groupe fini G = my /7l ~ m/7’, notées par des”, de
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sorte que 1’on a:

G (my) o N (m0) o F(mp)

N

T+ () — N () —S(r))

WP

qui montre que les groupes de la premiere ligne normalisent le sous-groupe G C Tt (7))
(NB en fait on a G C T(x), et m se reconstitue & partir de 7, et de ce sous-groupe

X+ 2
de 7)) — on doit pouvoir montrer sans trop de mal que dans (8), T (my) et ¥(my) sont
justement les normalisateurs de G dans T (7})) et dans T(m}) (ce qui impliquerait bien
a), d’ailleurs) — mais je ne vois aucune raison plausible que (b) soit vrai — ce qui signi-
J g
fierait, essentiellement, qu’il n’y a pas plus de “transcendance arithmétique” définie par

le (“tres gros”!) %(m)) (mod T(m))T), que celle définie par le (“bien plus petit”) groupe

T(my) = Norm%(wo)(G)... D’ailleurs ces conditions (a), (b) ne sont pas impératives pour
que la conjecture fondamentale reliant les 7, ,, a Iy soit cohérente — par contre il faudrait
absolument avoir (¢) pour pouvoir au moins définir A(w) — A(x’) et (si X, ¥ se cor-
respondent) 'y, — sy, dans le cas 7’ caractéristique dans 7 (et dans tous les cas si on
admet de plus (a), qui semble assez plausible, et donne les injectivités qu’il faut). Mais

on se demande bien pourquoi un élément de ‘3(7?6) simplement parce qu’il est dans le

normalisateur R de G dans (7)), donc aussi R, et qu'il normalise R N <+ (7)), devrait
normaliser aussi T+ (7)) lui-méme! Il est vrai qu’on a fait des hypotheses draconiennes au
départ (partant d’un sous-groupe caractéristique m(, de my) qui doivent bien se refléter par
des propriétés particulieres de G C Tt (7). Peut-étre finalement 1’astuce de se ramener
a des sous-groupes caractéristiques pour examiner la situation n’est-elle pas si astucieuse.
Pour y voir plus clair, on pourrait déja essayer de comprendre le cas ou (sans suppose 7’
caractéristique), on suppose n’ d’indice 2 dans 7, donc invariant et G ~ Z/27Z, ou bien
on prend le noyau de ’homomorphisme canonique m — (map)2 (=~ (Z/27)%9 si v = 0,
~ (Z/2Z)**~1 si v > 1), en prenant par exemple T = 7o 3 — situation de la courbe de
Fermat 22 + y% + 22 = 0 (revétement octaédral de ]P’}@\ {0,1, 00}...)

Mais admettons provisoirement les hypotheses d’injectivité (relativement anodines),
plus la condition (c), pas anodine du tout — d’ou si 3 et 3’ se correspondent, un homo-

morphisme injectif
(9) Iy — Ty,

et voyons ce qu’on pourrait en tirer, en admettant méme, provisoirement (pour voir) que

(9) est un isomorphisme, c’est-a-dire toute la force de la conjecture principale I'y ~ I ,,.
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Soit m un groupe profini & lacets de type (g,v), 7’ de type (¢’,v’). Appelons “cor-
respondance” entre 7 et 7’ un couple formé d’un & profini & lacets et d’homomorphismes
A lacets & 5 7, & L 7/ qui sont donc chacune composée d’'un morphisme “bouchage de
trous”, et d’un isomorphisme avec un sous-groupe d’indice fini. Soient D), D, C D = I(n")
les sous-ensembles de D qui correspondent aux “trous bouchés par p” resp. par ¢, on
suppose §’il le faut que D, N D, = @ (sinon on pourrait factoriser par un méme quotient
7 de 7). En d’autres termes, si D, D, sont les complémentaires de D,, D, dans D (de
sorte qu'on a D, \ I = I(), D, \ I' = I(x’)), on a D, UD, = D.

On va supposer maintenant 7 muni d'un ¥ € A(w), 7’ muni d’'un ¥’ € A(n’), on ap-
pellera “correspondance arithmétique” entre 7 et 7’ un quadruplet (&, p, ¢, Xg) ou (8, p, q)
sont comme dessus, et g € A(®), tel que 'on ait Ly = p*(X) = ¢*(X'). Si Py, Py, Py,
sont respectivement les torseurs sous I'y;, I'sy, 'y qu’on sait, on a deux diagrammes

d’isomorphismes de torseurs:

Ps,,

PZ PE/ ]Fg ]FZ//

d’ou par composition un isomorphisme
(Ps,T's) = (Psy, T'sy).

On appelle “isomorphisme arithmétiquement extérieur” de (m, %) avec (n’,%’), tout iso-
morphisme de torseurs qu’on peut obtenir de cette facon. Deux correspondances sont dites
équivalentes du point de vue arithmétiquement extérieur, si elles définissent le méme iso-
morphisme arithmétiquement extérieur. La composition est définie par composition des
actions sur (Ps, ') — on voit que g¢a provient d’une correspondance. On trouve donc un
groupoide, dont on vérifie sans peine qu’il est connexe. (*) Je dis que les automorphismes
de (m,3) “sont” les automorphismes de (Pyx, ') définis par des éléments de I's;. Cest
facile...

Dans ce groupoide, il y a un systéme transitif d’isomorphismes entre les (7o, ¥, ), ol
mo est un groupe discret a lacets) plus généralement entre les (w,%,), o a € P(7) est un
prédiscrétification de m — définissons donc un isomorphisme arithmétiquement extérieur
de m4,, m ... Le groupe de ces automorphismes est noté II'y. Le groupoide des courbes
virtuelles arithmétiques extérieures s’identifie donc a la catégorie des torseurs sous II'y.
Une prédiscrétification (on pourrait aussi I’appeler une rigidification arithmétiquement
extérieure) n’est pas autre chose qu'un isomorphisme arithmétiquement extérieur entre cet

élément de référence, et .

(*) On l'appellera le groupoide des courbes arithmétiques extérieures.
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629. Critique de ’approche précédente

L’approche des paragraphes précédents semble finalement tres brutale. J’ai méme des
doutes si la conjecture sur les propriétés du foncteur “bouchage de trous” est vraie telle
quelle. Il est vrai que pour un groupe profini & lacets 7, si on fixe ¢ € I(m), on a un

homomorphisme canonique

~ ~
~ ~

(1) T, i) = T(n); — S(x),

(o Z(7); est le stabilisateur de ¢ dans T(7)), mais il est problématique si ¢’est un isomor-
phisme — et méme si c’est injectif, ou si ¢’est surjectif. Mais, choisissant une discrétification
9 C 7, d’out itou 7, pour 7/, ’homomorphisme précédent induit bel et bien un isomor-

phisme
(2) T(mo)i =~ &(mp)
d’ott

(3) (o) = &(mp)

et par suite, la suite exacte 1 — 7y — &(m}) — T(m}) — 1 donne:
(4) 1 — ity — F(mo) — F(mp) — 1
et par suite on trouve un homomorphisme injectif

~
~

i F(mo)s = T(mo)s = Tr)

(o 7, = 7’) donc un homomorphisme

(5) iy T — Z(m);

dont le composé avec (1) est I'injection canonique 7’ — & (7’). Remplacant la discrétification
To par une autre, 71, on trouve a priori un autre homomorphisme i,, : 7’ — %(m);. On

peut supposer que 71 = u(m), u € (AZ(W())Z' et par transport de structure on trouve

. . . 1
iry = Gu(me) = INt() 0 ir, 0 U,

ol u, est automorphisme de n’ défini par u via (1). Dire que i,, est indépendant du

choix de la discrétification 7, revient aussi a dire que son image dans ¥(7); est un sous-

groupe invariant — et alors I'action de T(m); sur le sous-groupe invariant i,,(7) = i(m7) via
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automorphismes intérieurs, n’est autre que celle définie par (1). Dans ce cas, on trouve

par passage au quotient un homomorphisme

~

(6) T(m)s/ 7 — S(n')

dont l'injectivité resp. surjectivité équivaudrait a celle de (1). Mais il n’est pas évident du
tout qu’il en soit toujours ainsi.

~
~

S’il n’en était pas ainsi, il s'imposerait de regarder le sous-groupe de T(7); formé des

v € %(m); qui normalisent le sous-groupe iy, (7'), et tels que action induite sur i, (')

correspond a celle donnée par l'action (1) de T(m) sur 7’. Ce sous-groupe H, (qui contient

A~

T(7m0)i) dépend donc a priori de la discrétification choisie. Remplacant 7y par u(mg) (ou

~

u € E(n);) le remplace par Int(u) - H — donc H tout au moins ne change pas, si on fait
varier my dans une classe de prédiscrétifications.

On peut faire des choix plus symétriques, en considérant pour tout ¢ € I le quotient
correspondant 7, de 7, d’oui, pour une discrétification donnée 7y, des homomorphismes

~
~

R ‘%(W)Z C %(m),

et on définit H,, C T(r) comme le sous-groupe des y € T () qui “permutent les imy,i €ntre

eux” dans un sens évident. On a donc

(7) Hyy 0 5(7); = Hry s
et
(8) H > %(m).

~
~

Le point que j’ai en vue, c’est que le sous-groupe de ¥(my) image de m; (M, ,), doit non
seulement normaliser ‘37(7?0)+, mais de plus étre contenu dans un H. C’est 1a une condition
que j’ai rencontrée par la bande, a la faveur de I’hypothese (peut-étre bien hative) que (1)
est un isomorphisme, qui impliquait (facilement) que l'on avait H = ‘i(wo) tout entier. Il
est possible que ‘i(ﬁo) soit un groupe a tel point démesuré et pathologique, qu’il ne pourra
jamais étre question de dire des choses raisonnables (et vraies) sur le groupe tout entier, (tel
que la bijectivité de (1) par exemple) et qu’on soit obligé de travailler avec des sous-groupes
plus petits, qui restent proches du discret (avec quand-méme des aspects supplémentaires
“arithmétiques”, dit au Ty = Gal(Qy/Q)!). En fait, il y a (pour I = I(7) # 0, i.e.
v # 0) dans le groupe ‘3(7?0) une structure simpliciale d’extensions successives, qui va étre
respectée par l'action extérieure du groupe de Galois, et dont il faudrait tenir compte. Elle
fait partie de la “structure a 1’00” dans le m; des multiplicités modulaires M, ,, qui méme
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pour v = 0 est sans doute non triviale, et il est possible qu’il faille en tenir compte, pour
arriver a mettre le doigt sur I'g.

A~
~

Sans essayer de donner d’emblée une description a priori de I'g “dans les €, ,”, on

va procéder de fagon plus inductive, en partant de la présence de I'g (pour des raisons
arithmético-géométriques), et en essayant de dégager des propriétés de cette présence peut-
étre assez fortes pour finir par donner une caractérisation purement algébrique. Rappelons
que, via le choix de U, ,, (différentiable), on avait pu construire, par voie transcendante, un
]\m et un @J/C = M/g:;@, d’ott un ]\m, et un m, d’ott un m (Uy,,,0), avec une
filtration en trois crans, dont les facteurs sont respectivement canoniquement isomorphes

a
(9) Tg,vs (AZ(WQ,V)+7 'y = Gal(@o/(@).

Ce groupe s’envoie (on présume injectivement) dans &(my ), induisant un isomorphisme
A . Ve . . )
entre son sous-groupe m(ug’yy@o) et 6(my,,); désignons son image par M, ,. Donc c’est

un sous-groupe fermé

A~

(10) S,, CM,,C6&,,

et (‘%;U est normal dans M,,,, (mais pas &, !), La donnée d’un tel M, , équivaut & celle
d’un /\/’g’y

(11) Ty C Ny C Ty

avec ‘i;,j normal dans Ny ,. On pose:

(12) Ly, = Ng,V/{i;u = Mg,V/é;u-(*>
On a un homomorphisme surjectif

(13) g — Iy,

dont on présume qu’il est bijectif —i.e. que les I'; , sont canoniquement isomorphes entre
eux.

Soit maintenant my un groupe discret a lacets de type g, v, alors on définit des sous-
groupes M, Ny, :

A~

(14) &(ro) C My, C S(mo)

(*) Dans I'y ,,, on a un élément canonique d’ordre 2 7, ,,, correspondant aux éléments de

~ s Al
(ZQ,V \ (Zg,y - (Zg,y‘
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A~

(15) F(mo) C Ny = M(m0) /70 C T(m0)

(et on pose 'y, = My, /S(m0)), en utilisant un isomorphisme my = Tg,» €t en procédant
par transport de structure — le résultat n’en dépend pas. Plus généralement, partons d’un
couple (m,«) d'un groupe m profini, muni d’une prédiscrétification c«, qu’on peut donc
interpréter comme une classe d’isomorphismes 7,, — m, définie modulo composition a

droite par un u € (‘ASg’,,. Alors par transport de structure on en déduit des groupes M.,

Na

(16) &, C Mo C &(r)

(17) 0 C Ny = Mo /1 C S(n)

avec &(m)* normal dans M., i.e. () normal dans AV,. On pose
(18) Ty = My/6F ~ N, /T

On a un élément canonique

(19) Ta €y, T2=1, 7, # 1.

«

Soit maintenant 7 un groupe profini a lacets de type (g, ). On appelle arithmétisation
de 7 la donnée d'un élément de

(20) A(r) = Isomyue(7rg,, )/ Mg, =~ Isomextiae (71g,0, 7) /N 0
Soit P () I’ensemble des prédiscrétifications orientées de m:

(21) P(m) = Isomyac (g v, W)/é;l, ~ Tsomextiae(7g., 7) /S5

g,V

alors II'y , opere librement & droite sur P(r), et
(22) A(m) = P(m) /g,

— P(7) est un torseur relatif sur A(w), de groupe I'y ,. Pour a € A(w), soit M, le
sous-groupe de é(w) des automorphismes de (7,a), il opere sur le II'y ,-torseur P, des

discrétifications orientées de 7 sur a. Pour a € P,, soit Sa C é(ﬂ'); alors éj; ne dépend
pas de a (on le notera S,); (¥) c’est aussi le noyau de 'opération de M, sur P,. On a

(23) & c M, c &(n)

(*) mais attention, S, dépend de a, i.e. 1, € ', dépend de a.
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d’ou encore

(24) T+ C N, C(n)

en posant

(25) N, =M,/m, TFH=6F/x.
On pose

(26) Ty = Mo /SF ~N,/TL.

Alors II', s’identifie au commutant de II'y , opérant sur P,, i.e. a II'y, “tordu” par le
torseur P,. Le choix d’'un a € P, revient donc au choix d’un tel isomorphisme

(27) r,~mT,,

qui est changé par automorphisme intérieur si on change a...
On a la catégorie des groupes a lacets extérieurs arithmétisés de type g,v — c’est un
groupoide connexe, avec une origine fixée (7, ,,a4,) (a4, arithmétisation “canonique”),
. 3 T + ~
dont le groupe des automorphismes est N ,, extension de 'y, par T}, ~ m (M, o)
(si I'g — II'y, est injectif!) (calculé par rapport au revétement universel canonique de

Mgy ,q)--

Se donner un objet de cette catégorie, c’est essentiellement la méme chose (& isomor-
—_—

phisme unique pres) que de se donner un revétement universel M, , o de ]\@@ — ou un

torseur sous N, ,; on considere alors la famille de courbes de type g, v sur M, , o

B e g

(28) Uy X, Mg oo =Uy(My.q)

comme étant “la” courbe algébrique dont le 71 extérieur (qui est donc le 1 de ce schéma...)
soit le groupe extérieur a lacets donné.

Si on prenait les groupes a lacets arithmétisés, pas extérieurs, on aurait encore un
groupoide connexe avec “origine” (7, ,,a,4,.), avec un groupe d’automorphismes qui est

Mgy, ~ m(Uyo). La donnée d’un objet de cette catégorie revient a la donnée d’un

revétement universel (non seulement de M, , , mais) de U, , g, soit U, ., @, qui sert
de revétement universel de référence pour la courbe relative (28), permettant alors de
préciser son groupe fondamental comme un vrai groupe a lacets (pas seulement un groupe
extérieur).

On peut enfin regarder aussi la catégorie des groupes profinis a lacets arithmétisés, ou
on prend comme morphismes les isomorphismes arithmétiquement extérieurs. On trouve
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encore un groupoide connexe avec origine marquée (7 ,,aq,,,), dont le groupe des auto-
morphismes est maintenant I’y ,. Maintenant les groupes 7o (7 groupe a lacets discret de
type g,v) sont canoniquement isomorphe entre eux. La catégorie est (conjecturalement,
admettant que I'g — II'y , soit un isomorphisme) équivalente & celle des revétement uni-
versels de Spec QQ, i.e. a celle des clotures algébriques de QQ, I’élément origine correspondant
5 Ty,

Quand on se donne un 7 avec arithmétisation a, alors il lui correspond donc canonique-
ment une cloture algébrique Q de Q. Le INg-torseur des isomorphismes Isom(Qg, Q), i.e.
des plongements Q < C, est en correspondance 1-1 avec I'une (P,) des prédiscrétifications
orientées de m donnant naissance a a.

Notons que tout « définit un élément 7, € Iy, 72 = 1 (74, # 1), d’olt une application

canonique

(29) Py — oIl

On voit que cette application est compatible avec I’action du groupe +1 sur P,,
Ta = T—q-

S’il est vrai que I'g = I'y ,, alors (29) induit par passage au quotient une application
bijective

(30) P,/ £15> ensemble des éléments d’ordre 2 de I,

(ott P,/ £1 = P} = ensemble des prédiscrétifications — pas orientées — sur a).

Cela provient du fait connu que dans II'g, les seuls éléments d’ordre 2 sont les conjugués
de 7, et que le centralisateur de 7 dans I'g est réduit a {1, 7}. On peut dire que la donnée
d’une discrétification (pas orientée) o sous I’arithmétisation a, revient & la donnée d’une
valuation archimédienne sur la cloture algébrique Q de Q définie par (m,a) (i.e. dun

isomorphisme Q; ~ Q, modulo conjugaison complexe).

§30. Propriétés des NV, ,, I';,

a) Propriétés liées aux sous-groupes finis

On aimerait dégager des propriétés, inspirées par le contexte géométrico-arithmétique,
mais qui puissent se formuler de facon purement algébrique — et qui soient assez fortes
peut-étre pour finir par caractériser les Ny .

Revenons a un (m,a), groupe a lacets arithmétisé, heuristiquement, il correspond
a la donnée d'une cloture algébrique Q de Q, et (si 7 est dgrin/é extérieurement) d’une

= de M

o) L de courbes

famille algébrique, paramétrée par un revétement universel Mg
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algébriques de type (g, v). Dans cette optique, réduire cette famille & une courbe algébrique
—i.e. se donner une courbe algébrique de type (g,v) sur Q — doit revenir & se donner un

noyau de relevement de I’homomorphisme surjectif
(1) N, =T,

(de noyau ‘Ej) La donnée d’un tel relevement sur un sous-groupe ouvert I’ revient a la
donnée d’une courbe algébrique de type g, v, définie sur I’extension finie K’ C Q définie
par IV. 1l s’agit ici non pas de relevements continus quelconques, mais de relevements
ayant des propriétés particulieres (dont certaines fort profondes, du genre “Weil”... mais
peut-étre conséquences de propriétés beaucoup plus simples). Les propriétés a dégager
devraient en tout cas étre stables par passage a un sous-groupe ouvert plus petit. Parmi
ces propriétés, il y aurait que ces germes de relevements pourraient a leur tour se remonter
a é(ﬂ') lui-méme — de facon également “admissible” en un sens a préciser — et méme qu’il
y aurait “beaucoup” de classes de m-conjugaison de tels germes de relevements, pour un
germe d’action extérieure sur m déja donné — ce qui correspond au fait naif que la courbe
algébrique U sur Q définie par cette action extérieure a “beaucoup de points” rationnels
sur Q. En fait, il suffirait, & la limite, de parler des propriétés de ces relevements plus
complets en un germe d’une vraie action de I';, sur 7 (pas seulement extérieure) — dont

les actions extérieures vont se déduire par composition avec
M, — Ny =~ M, /7.
On suppose donc donné un sous-groupe fermé
rc M, c &)
tel que
(a) r—-moT,=M,/=

est injectif, et a comme image un sous-groupe ouvert de I', — étant entendu que deux
sous-groupes conjugués sous m — voire méme parfois, sous M, — ne sont pas considérés
comme essentiellement distincts. On considere, en méme temps que I', ses sous-groupes

ouverts I'V. On veut surement, pour de tels sous-groupes ouverts

(b) = {1}.

Si on désigne par r I'image de I' dans N,, de sorte qu’on a une extension
(1) lor—E—-T—1
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(ou T est isomorphe a I'); on peut considérer I' comme une section de cette extension, I
comme une section partielle. L’hypothese 71 = {1} assure la rigidité de la catégorie des
points de U & valeurs dans Q, paradigmée par celle des germes de scindage de I’extension
(1). )

On peut aussi regarder les ensembles (&) = Centrpyg, (I') N &} et (THT =
Centry,, (I') N on a donc une suite exacte

~

2) 1" = (&N = @&

(3) (&0 = (="

Le deuxiéme membre de (3), par notre dictionnaire hypothétique, devrait étre cano-
niquement isomorphe au groupe des automorphismes de la courbe U sur K’, donc étre
un groupe fini, et méme la limite inductive (pour I décroissant) — qui est le groupe des

automorphismes de U sur Q — est finie. Désignant par un exposant fj le germe de groupe
correspondant, on veut donc que

A\ T® _ .
(c) Z = (T(‘I")F (= Centry, (T%) N T 1) soit un groupe fini

— ce qui fait pendant a (b), et exprime que les groupes d’automorphismes des points de

ngyy@ sur Q sont finis.

En fait, on voudrait que Z soit conjugué dans M, a un sous-groupe de T (si on
suppose qu’on dispose d’une discrétification my de 7, permettant de définir T — sinon, on
peut exprimer cette propriété en disant qu’il existe une discrétification 7y de 7, compatible
avec a, telle que Z C T(m) . ..)

Considérons maintenant un sous-groupe fini quelconque G C ‘Ej [N.B. si on prend
seulement G C M,, de sorte que l'image de G dans I'y = M,/ ‘ij est un sous-groupe
fini, alors s’il est vrai que 'y ~ Gal(Q/Q), cette image doit étre d’ordre 1 ou 2, et dans le
deuxieme cas, doit définir un 7 € II', correspondant & une prédiscrétification (pas orientée)
bien déterminée de 7. Ce cas devrait étre encore réutilisée dans la suite. . .] Supposons alors
que [ce n’est sans doute pas automatique — si on ne suppose pas N, = Norm%(@:a)], que G
est contenu dans T, pour une discrétification convenable dans la classe a, et que ’action
extérieure ainsi obtenue de G sur un 7y discret de type (g, ) soit toujours réalisable. Elle
est donc réalisable aussi pour une action de G sur une structure complexe, donc algébrique,

ce qui signifie qu’on peut trouver un germe de relevement admissible

IFa _>Na
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qui centralise GG. Considérons d’autre part
(4) Centry, (G) — II',

dont le noyau est Centrs+(G) = TG, Si on se placait dans le contexte discret (avec
une discrétification my C 7 invariante par G) on aurait, par les conjectures standard
topologiques, que ‘ij{G est le groupe des automorphismes, dans la catégorie isotopique, de
l’action de G sur une surface U de type (g,v), décrite par 'opération extérieure donnée
de G sur my. Ce groupe n’a aucune raison d’étre fini — s’il I’était, I’homomorphisme (4)
serait a noyau fini, donc serait un isomorphisme des noyaux des groupes, et il y aurait un
germe de relevement unique ]FEL — M, qui centraliserait G — ce qui signifierait qu’il y a
une seule facon de réaliser ’opération topologique de G sur U par une opération analytique
complexe, donc algébrique — or ce n’est surement pas le cas, ’ensemble des points fixes
de G opérant sur I'espace de Teichmiiller ng; n’est pas réduit & un point — c’est (dans le
contexte algébrique) une multiplicité schématique qui peut étre de dimension quelconque
— elle est de dimension > 0 en tout cas, si le quotient U/ /G n’est pas de genre 0.
A retenir en tout cas, comme propriétés plausibles:

(d) Pour tout sous-groupe fini G de €} (ou du moins si G C T+, quand on dispose d’une
discrétification 7y C 7 dans a), regardant Cent%(G) =Z(GQ), NoNZ(G) —» ', a une
image ouverte (et il y a méme des germes de relevements admissibles ', — Z(G)).

Ceci implique une propriété non triviale pour les ¢ € M, en tant qu’éléments de

~
~

T(m), ou mieux de N/ = Norm%(‘i) [ savoir: In € N* tel que ¢g” soit congru mod T &
un élément de Z(@)...]. Considérons en effet 'image Z5 de Z(G) NN’ dans T" = N/%.
On a évidemment I', C I, et 'image de Z(G) NN, dans II', n’est autre que Z; N1IT,.
Dire que celle-ci est ouverte, i.e. d’indice fini, implique donc que Vg € ', In € N* tel que
g" € Z,.

Notons que dans ¥ (7, ,) il n’y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-
groupes finis, donc si on regarde leurs centralisateurs Zg dans ‘Sf(ﬁg’y) et leurs images
dans
r,, =Nomy (%7,)/%5,

/
g,v?

voit donc que le sous-groupe Iy, de Ty, est tel que 'y , N Z, , soit ouvert dans I'y .

on ne trouve qu'un nombre fini de sous-groupes de I soit Z; ., leur intersection. On

Passons maintenant a des sous-groupes finis de é(ﬂ') lui-méme — ou du moins de
M, — ou, ce qui revient presque au méme, de éz{ On va, comme tantot, se borner a des
G C 6(mp), pour une discrétification convenable € a, car autrement il n’y aurait rien a dire.
On sait qu’alors G est cyclique — et correspond a une action de GG sur un U topologique,
avec point fire. On peut la réaliser de facon complexe, ce qu’on exprime en disant qu’il
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existe un relevement admissible ]F(uz — M, qui centralise GG. On sait d’ailleurs, si G # 1,
que

(5) ¢ = {1}

(ou plutot, on le sait dans le cas discret — on 'admet dans le contexte profini) — ce qu’on
peut encore interpréter comme une propriété de rigidité — ainsi

~G .G
Centré(G) =6 —%

est injectif, donc si on a T' C N, qui est dans I'image, alors il existe un relevement I' — S

unique qui centralise G, i.e. tel que I' — S . Mais en fait ce qu’on saura, pour un
I' € M, donné (décrivant une courbe algébrique via son action extérieure sur un ;) c’est
que I' € MY (i.e. l'action extérieure commute & une action extérieure donnée de G, i.e.
G opere sur la courbe algébrique) — et on voudrait néanmoins en conclure que lorsqu’on a
relevé G — €+ ou G — &7 (i.e. quand on s’est donné un point fixe de I'action de G sur )
alors laction de I'f se remonte automatiquement en I'" — M, de facon & commuter...... (i.e.
I — ME). Est-ce 1a une propriété du choix de M, ou de celui du relévement ' — N,
ou de G77

Dans le cadre discret, sauf erreur, si on a une action fidele discrete de G fini sur 7,
alors &(my)® — T(mp)¥ (qui est injectif, par 7§’ = 1) est aussi surjectif. Non, il y a erreur
— ¢a signifierait tel quel que si G opere fidelement sur une surface topologique U de type
g, v, avec un point fixe P, alors les automorphismes qui commutent a G fizent P (au lieu
de permuter seulement les points fixes entre deux...). Donc il ne faut pas s’attendre a ce
que tout tout élément dans A&, ni méme dans ‘iac, se remonte & MY — mais plutét ceci:
pour un G C ¥, (my) sous-groupe fini donné, les classes de m-conjugaison de “remontages”
a é, qui s’interpretent comme des points fixes d’une action de G sur quelque U, forment

un ensemble fini, sur lequel ‘S’Z(W)G opere de facon naturelle, et le stabilisateur d’un point
~ G
P ie. d’une classe de conjugaison de relevements se remonte de fagon unique en & . 1l

faudrait réexaminer ceci de fagon plus soigneuse par la suite. Mais il me semble qu’on ne
trouve pas ici de nouvelles propriétés des I' C M, ni de M, lui-méme, i.e. de I', comme
sous-groupe profini de IV = Normi(‘i) /%.

§31. Digression sur les relevements d’une action extérieure d’un groupe fini

G sur un groupe profini a lacets 7

A~

On suppose l'action extérieure fidéle, ie. G C T(n) = X, et que G = G*. On
suppose de plus qu’il existe une discrétification invariante mg, i.e. telle que G C ¥(m).
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Si on suppose G cyclique, alors sauf erreur il est prouvé que la situation est réalisable
topologiquement (donc aussi de fagon analytique complexe...)
Dans le cas discret, la signification des classes de my conjugaison de reléevement

G — &(mp) est bien comprise, de méme que pour les relevements partiels. On trouve une
réalisation canonique [si ' # 0] du groupoide fondamental associé au groupe extérieur m,
par un groupoide fini [4'] sur lequel G opere au sens strict, dont les points correspondent
aux classes de mo-conjugaison de sections partielles # 1 maximales. Le groupe T(my)® opere
de facon également canonique sur ce groupoide. Si P € U' correspond & un relevement
G — &(mp), alors un élément 7 € T(my)“ est dans I'image de &(m)“, i.e. peut se remonter
en u € 6(my) commutant a G, si et seulement si u(P) = P, i.e. (si @ est remonté de fagon
quelconque en v), si et seulement si v(G) est mp-conjugué a G, i.e. si et seulement s'il
existe g € mp tel que v(G) = int(g)(G), i.e. u o int(g~1)v fixe G (auquel cas bien sir il
centralise, par I’hypothese @ € ). Donc notre brillante assertion est une tautologie, et
donc le relévement est unique. Comme ' est fini, le stabilisateur T(my)% de P dans T(m)¢
est d’indice fini, et c’est donc ce sous-groupe d’indice fini qui se remonte gaillardement et
canoniquement.

Que peut-on dire dans le contexte profini? Bien siir, on a une application canonique

classes de my-conjugaison classes de my-conjugaison

de relevements de des relevements de

G en G — S(m) — G en G — &(m),

i.e. de scindage de ’extension i.e. de scindage de l’extension
l—=am—E—->G—1 lofo=m—E—G—1.

Il faudrait examiner d’abord
a) la question de la bijectivité de cette application,
b) si 7¢ =1 (rigidité), pour G # {1}
(pour un relevement donné, dans £ pour simplifier).
J’ai envie de conjecturer sans vergogne qu’il en est ainsi — ce qui impliquerait par
exemple que pour tout tel relevement de G, il y a un sous-groupe ouvert (%) p du groupe

~
~

(peut-étre vraiment immense a priori!) ¥ , qui se remonte canoniquement de fagon a
commuter a G....

Il faudrait manifestement faire, en méme temps qu’une théorie des opérations extérieures
des groupes finis sur des groupes discrets a lacets (qui est pour le moment extrémement
conjecturale) une théorie analogue dans le cas profini — j’aurai sans doute a y revenir par

la suite.

§32. Retour sur les aspects arithmétiques du bouchage
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de trous: relations entre I'y , et 'y ,

Bien str, on a que

Ny — 6,

est surjectif (puisque ¥,, — &, l'est), donc on aura

(1) 1N, , =Ny =6, — 1

v

~
~

et le diagramme cartésien de sous-groupes de €,

T+
(zg,u NQ’V

P

T, e,

g,v g,V
Ny =N, ;’V : ‘3:;,]] donnera un isomorphisme
! =l o~ 4
(3) NI BN, JSE, =T,

Dans le cas d'un (7w, a), (7 groupe extérieur a lacets, a une arithmétisation), on aura de

meme:

(4) {N;/{i‘; l{\[a/@: =T,
N, =N.- %t

Considérons maintenant pour tout ¢ € I le stabilisateur N; de ¢ dans N, et le groupe
a lacets (pas extérieur!) m;, de type (g,v — 1), déduit de m par “bouchage du trou 7"
(*). On a alors, pour une discrétification choisie a compatible avec 'arithmétisation, un

homomorphisme injectif
(5) o BEH e N g,

tel que le composé

T %, — () (= )

soit I'inclusion canonique. Ceci posé, on veut (**) que I'image de (5) (qui n’est peut-étre

. . z. . . . . . ~ |
pas invariante dans ;) soit invariante dans N, (***) ou ce qui revient au méme, dans N*

(*) On écrit ici N etc. au lieu de N, ; on suppose (g, v —1) aussi anabélien, i.e. 2g+v > 4.
(**) Plutot, il est vrai que!
(***) Cela signifie aussi que ¢; ne dépend pas du choix de la discrétification de classe a...
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(car N; = N' - &F

T, or T invarie cette image). Revenant & la situation universelle, cela

signifie:
(5) N, C T, est contenu dans le normalisateur des 7} — ‘i’!gfy (1<i<v-—-1),
N |

. . . ! * 2 Wi A . . . .
qui sont donc invariants dans N, , (*) De plus, ¥, , = &, ,_; induit un isomorphisme

(6) Ny, =M, .

g7V

Cette assertion se décompose en deux: tout d’abord que 1); applique bien N, ;7,, dans quy,,
— et ceci résulte de la définition arithmético-géométrique de ces groupes — cela implique

d’autre part, puisque v; induit aussi un isomorphisme
T~ &t
Sg’y - 697V_1’

qu’il induit un homomorphisme

]Fg,u A” g,v—1
(7) ! !
Ny /ZE, My, 1/6

et l'injectivité (resp. surjectivité) de (6) équivaut a celle de (7). D’ailleurs (7) s’insere, par

construction, dans un diagramme commutatif:

I'g
<8> 9/ \%‘,V—l
r,,

> II-—Wg,v—l

avec 0,, et 0,,_1 surjectifs, donc il est bel et bien évident que (6) est surjectif. La
bijectivité signifie que 6, , et §,,_1 ont méme noyau (alors qu’a priori il se pourrait que
84, ait un noyau plus petit, i.e. corresponde a une représentation de I'p “moins infidele”
que 0,,_1). D’ailleurs, il est évident (méme, a priori, sans utiliser la définition ailleurs
explicitée de Ny ,,) que 'homomorphisme A; de (7) ne dépend pas du choix de 0 < i < v—1
— par exemple puisque 'on passe de 1'un a l'autre en appliquant des opérations de T

(puisque T+ opére transitivement sur I) et que T+ opere trivialement dans II'y ,,...

On peut dire que (6) décrit M!g’,,_l (donc N;J,_l) en termes de Ny, — mais l'inverse

. . .. 2 Vi A .. . . . .
est moins clair, faute de savoir si ¥, , = &, ,_1 est injectif; si on le savait, on pourrait

!

gw—1-- 1l ne serait pas impossible d’ailleurs

s . 1 . .
décrire /\/'g', , comme l'image inverse de M
’

que (6) soit faux, i.e. que les 6, , soient infideles, mais de moins en moins quand on fait

(*) 11 suffit me semble-t-il de le prouver pour un i pour le déduire pour les autres.
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augmenter v — en passant a la limite projective 0, , seulement, aurait-on (peut-étre!)
une représentation fidele de I'g? Mais jusqu’a indication contraire, je préfere travailler
hypothétiquement avec (6), ce qui s’exprime par les suites exactes fondamentales

9) 1= gy BN BN 1(%)

qui étend la suite exacte

1=

(10) L= g B8, 58, 1

(et tient lieu de la suite exacte peut-étre défaillante

N N
7 1l—=fg1—%, %, —1 77).

Quand (7, a) est un groupe extérieur a lacets muni d’une arithmétisation — ce qu’on pour-
rait appeler une “courbe algébrique virtuelle” — alors ce qui précede permet de définir, sur
chacun des 7 de type (g, — 1) associés aux i € I(m), une arithmétisation canoniquement

associée a a, soit a;, et on trouve alors une suite exacte
11 1on = (N BN —1
( ) Tri ( a)i at
7

telle que 'on ait

(12) (%3)i = w;l(‘i@),
induisant
1 — ! -\ Vi N, 1
an ! ]
v @D

et induisant par passage au quotient
(13) r,—1,,.
De plus, 'application canonique

Discrét ™ (r) — Discrét™ ()

7

(*) On pourrait 'inclure dans une suite exacte un peu plus grande, avec (Ny,); et

g,v—1--
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définit par passage aux quotients
(14) P, — P,

compatible avec les actions de II'y, I/ et (13).
T
Je ne fais ici aucune assertion sur une soi-disant bijectivité entre ensemble des arithmétisations

de 7, et ensemble des arithmétisations de 7, — ce qui reviendrait & la bijectivité de

Al A
/Na — 6 /Ma/ ~ E/Na/,

W

qui n’aurait guére de raison d’étre que si on admettait T(r) = S(x!), qui me semble bien
problématique.

Cependant, on trouve, par le foncteur “bouchage de trous”, une équivalence entre la
catégorie des groupes profinis a lacets extérieurs arithmétisés de type (g,v), et des
groupes profinis a lacets (pas extérieurs!) arithmétisés, de type (g,v —1).

On peut se proposer d’essayer de préciser le type de propriétés qui vont caractériser
Ny, dans N/, = Norm%qy(‘lzy), ou encore Iy, dans I’} N, /%5, On a des

gv

homomorphismes naturels

! T+
(15) { I, , — Autext(%],)

r,,6 — Autext(‘f?;! )

v

et je présume que I'y , pourra se décrire comme image inverse d'un sous-groupe fermé
convenable de I'un ou de 'autre des seconds membres, i.e. qu’on peut le décrire en termes
des propriétés d’opérations extérieures sur @;V ou sur ¥, . Les conditions (e) en tout cas,
sont bien de ce type (propriété de normaliser des sous-groupes invariants w, de ‘Z;'V)

. N . o . - o,
Bien sur, on pourrait poser des conditions sur des automorphismes extérieurs (de ¥’

| | g,V
+! ~ !

disons), qui soient stables par passage successifs a des ', 4, ¥, ,,_; etc....et qui soient

engendrées par les conditions (5’) et (6). Mais il n’est pas dit du tout que cela suffira a
décrire les Uy, C I,

limite » =0 (si g > 2; ou pour lescas g =1, v =1, ou g = 0, v = 3). 1l est possible qu’il

ne serait-ce que parce que la condition devient vide pour le cas

faille faire intervenir des propriétés des m; des Mg oL liées a la compactification. Ce n’est
guere que dans le cas de (g,v) = (0,3) qu'il ne faut pas s’attendre du tout a ce genre de
condition.

Appelons “courbe algébrique potentielle” (sous-entendu, sur une cloture algébrique
non précisée de Q) la donnée d’un groupe extérieur profini 7 a lacets de type (g, v), muni

d’une arithmétisation a, et d’'un germe de relevement “admissible”
(16) T — N,.
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Elles forment une catégorie (pour les isomorphismes, pour le moment); si on se donne un
torseur P sous Iy, (ce qui, moralement, revient & se donner une cloture algébrique Q
de Q...) les courbes potentielles de type (g, V) relatives a ce torseur (moralement, corre-
spondant & des courbes algébriques sur Q...) sont celles munies en plus d’un isomorphisme

(“intérieur”)

(17) P, > P
(définissant un isomorphisme

(18) ', — I'p = Auty, ,(P).)

Cette fois-ci, on s’attend a trouver des ensembles d’isomorphismes finis, au lieu de torseurs
sous des groupes profinis considérables (*).

On considere les points de 7, comme les classes de m-conjugaison de relevements “ad-
missibles” de (16) en

(19) T — M, C S(n)

jink

i.e. un germe de vraie action de II', sur m avec 7"« = 1 ceci pour "admissibilité.

Queszfion liminaire: La connaissance de w, de X, = ‘3’:;1" - ‘S’Z(W), et d’un sous-groupe
I' C ¥(n) (normalisant X, tel que [’NY, = {1}) permet-elle de retrouver arithmétisation
de m — et, pour commencer, de retrouver N, (dans lequel T' - ¥ est d’indice fini)? 1l
suffirait, pour pouvoir répondre par ’affirmative, de savoir que tout isomorphisme extérieur
T — T4, qui envoie X sur fg’y = X,.., et tout sous-groupe d’indice fini IV - ¥ de N, dans
Ny.v, est compatible avec les arithmétisations. Or ceci revient exactement a:

(g) (facultatif, quand-méme!) Pour tout sous-groupe ouvert N/ de Ny ., les éléments
de ¥, normalisant ¥, , et qui transportent A dans N, sont dans N, ,, (a fortiori NV, ,

~

serait son propre normalisateur dans Norm (Tg0))-
g,v

Avec les “points de U” (définis comme classes de conjugaison de relevements (19))
“admissibles” i.e. satisfaisant (20), on fait un groupoide, ayant comme groupe fondamental

(*) Le casou P est le torseur trivial est celui des 7 [extérieurs 7] munis d’une prédiscrétification

orientée a; d’ou une suite exacte:

1—>‘§a—>J\A/’a—>]I‘a—>1
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extérieur m, et sur lequel I' C N, opere strictement (NB. pour se reposer, on se donne
maintenant I' lui-méme, pas seulement un germe — moralement, cela signifie qu’on a une
courbe définie sur une sous-extension finie K de Q/Q... Les points fixes de I' correspondent
aux points rationnels sur K, les points fixes sous un sous-groupe fermé I aux points
rationnels sur la sous-extension K’ de Q/Q associée & I'"...)

Soit maintenant I’ C I = I(m) une partie de I, stable par I". On trouve par “bouchage

de trous en I’” un groupe extérieur a lacets 7/, et un homomorphisme extérieur
(20) T— .
illeurs 7" héri une arithmétisation a’ par m — et on aur
D’ailleurs 7’ hérite d’une arithmétisat " pa et on aura

(21> ]Fa — ]FQN/
P~ ]P)a — ]P)a/

donc 7" est défini sur la méme P que ', (i.e. en faisant des trous dans U pour trouver
U', on n’a pas dérangé le corps de base algébrique absolu Q...). D’ailleurs on aura un

homomorphisme canonique

() — ()
induisant

E— a/

Na
(22) | |
Ty —— S
(induisant justement I'y, — I,/ par passage aux quotients), et on trouve, en composant
F — Na — a’
un homomorphisme également injectif

(23) I — Ny

qui est une quasi-section de N, sur I'y;. Donc sous réserve d’admissibilité, on trouve sur

7’ une structure de courbe algébrique potentielle, relative au méme P.

Je suis vraiment géné aux entournures, faute d’avoir une définition en forme d’“admissible”
— je vais y revenir tres vite — mais pour le moment, j’ai envie de noter que, si I’ # 0,
le groupe extérieur m’ peut se décrire par un vrai groupoide, ayant I’ comme ensemble

d’objets, et sur lequel I opére en sens strict (ceci est de ’algebre pure, indépendamment
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des histoires d’arithmétisation...) Le fait que I" opére trivialement sur les i’ € I’ implique

que pour tout i € I’, on a un homomorphisme canonique
(24) ' — 7' ()

qui releve son action extérieur, d’otl une classe de 7’-conjugaison de relevements de ’action
extérieure de I' sur 7/ en une vraie action de I' sur 7’ — on espere qu’elle satisfait 7% = 1

— et on a donc une application canonique
(25) I' — Pts(n’,a/, T).

Je dis que cette application est injective. Ceci est “évident” quand on interprete “action
extérieure admissible” par “réalisable par une vraie courbe algébrique”, et “relevements
admissibles” par “réalisables par des vrais points rationnels sur K, corps des invariants
de I (*). Mais on voudrait bien siir des raisons internes & la donnée des (Ny,,), et des
propriétés de ces données! Ce point étant admis (en mettant entre parentheses les deux
définitions essentielles d’admissibilité, sur lesquelles on va revenir plus bas) on trouve un
foncteur “bouchage de trous” (il faut faire aussi les restrictions anabéliennes habituelles):

Courbes algébriques potentielles Courbes algébriques potentielles
sur P relatives a un sous-groupe ouvert I'  — sur P relatives a I'

de I'p, et munies d’un ensemble munies d’une partie de ’ensemble
I’ de points a 'infini des “points invariants sous '

et sauf erreur, il est devenu évident que ce foncteur est une équivalence de catégories
[pour les isomorphismes| et comme conséquence, il y a le foncteur en sens inverse: forer
des trous en des “points” invariants sous I' (ou en des points quelconques, quitte & passer
a un IV plus petit).

Mais je me rends compte que ce n’est pas du tout évident — je vais essayer d’élucider
la situation axiomatiquement. On a fixé un genre g, on suppose donné, pour v variable (tel
que (g, v) anabélien) des sous-groupes fermés N, ,, C fg’y, normalisant ‘igiy, et satisfaisant

la condition essentielle que les ¢; : T, , — &, ,_1 induisent
Mg’y — Mg’y_l,

ce qui permet de définir la notion d’arithmétisation d’un = profini de type (g, v) anabélien,
et la théorie du bouchage d’un nombre quelconque de trous, et du forage d’un seul trou,
dans la catégorie des groupes de type (g, v) arithmétisés.

(*) On est ramené au cas Card(I’) = 2...
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On suppose d’autre part donné une sous-catégorie pleine (**) de la catégorie des
groupes profinis (qui pourrait se réduire aux sous-groupes ouverts de I'y, valeur commune
des II'y ,,, ou des sous-groupes ouverts du groupe II',, a une arithmétisation), et une notion
d’opérations extérieures “admissibles” de tels I' sur des w arithmétisés. On suppose
(1) SiI' opere admissiblement sur , tout sous-groupe ouvert aussi (et inversement);

(2) (***) Si de plus I' invarie une partie I’ de I = I(7), alors en “bouchant I'”, 'opération
de I' sur ' est admissible.

Quand on a une action effective (pas extérieure) de I' sur un (m,a) de type (g,v),
alors le foncteur “forage de trous” donne une action extérieure sur un (7°,a°) de type
(g,v+1) et on dit que 'action de départ est admissible, si 'action extérieure déduite ’est.
On trouve ainsi une équivalence entre la catégorie des systemes (m,a, ', 1, i) d'un (7, a) de
type (g,v + 1), avec une opération extérieure admissible ¢ d’'un I' dessus, et un i € I(m)
stable par T', avec la catégorie des (7',a’,T,4’) des (7', a’) de type (g,v), avec une vraie
action admissible ¢’ de T' dessus. La condition (2) assure que si I opére effectivement,
de fagon admissible, alors I’action extérieure déduite est admissible (mais I'inverse ne sera
pas vrai — il y aura des relevements “pathologiques” d’une action extérieure admissible
donnée...). On suppose de plus

(3) Si T opere effectivement de fagon admissible sur 7, alors 7' = {1}.

Cela implique que la catégorie des I'-points de 7, ou si on veut des sections de B r(=~
B,,) sur Br, est rigide. Mais considérons la catégorie limite inductive de la catégorie des
sections de B, r ~ B, sur des Br/ (I" sous-groupe ouvert); elle est discrete et correspond
a 'ensemble

Ptad(BTr,Fh ) ~ lim Ptad (Bﬂ-’pl)

ol 'on prend la limite inductive sur les ouverts I'V de T

Si Pt(B,.) # 0, alors (du seul fait que 77 = {1} pour tout sous-groupe ouvert de I')
le groupe extérieur m peut étre décrit canoniquement par un groupoide profini Pt(Bx r)
ayant Pt(Br ) comme ensemble d’objets (*), liés par le groupe extérieur 7, sur lequel I'
opere en sens strict, le stabilisateur I'p de tout point étant ouvert, et I'p — Aut(P) (~«
modulo automorphismes intérieurs) étant continue. On a ici que si a tout P € Pt(Br )
on associe la classe d’isomorphie de sections de B, r sur Br, on trouve une bijection — ce

qui caractérise le I'-groupoide en question a isomorphisme unique pres. On supposera:

(**) On la supposera stable par passage a des sous-groupes ouverts.
(***) 11 suffit de la poser pour Card(I’) = 1, i.e. bouchage d’un trou — dumoins si on sait

que la condition d’admissibilité ne dépend que de I’action des noyaux des groupes.
(*) Le groupoide & opérateurs stricts Pt(B, r) dépend fonctoriellement de (7,I"), pour

des morphismes extérieurs [77].
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(4) Si T opere admissiblement sur (7, a), alors il existe un sous-groupe ouvert IV de I dont
I'opération extérieure se reléve en une opération effective admissible —i.e. Ptyq(Br ) # 0.

Notons que dans la situation envisagée, du bouchage d’un trou i € I(m) d’'un 7, en
plus de ’homomorphisme
N N N
()i — &(m)

associé, donnant par composition

X Yl A ,
m)i — TU(m)
N . . . 2 P .
d’ou une action extérieure de ¥ () sur 7}, de fagon que les m = 7 commutent aux actions

~

extérieures de ¥(m), on a un homomorphisme canonique d’extensions, provenant de cette

action extérieure et de ’homomorphisme p; : 7 — 7’;

e S(n); —— F()i —— 1
Di lﬁbz‘ [W w;
| —— &(n}) —T()) — 1

qui n’est pas le composé

~
~

&(r); — S(r); L &()

7

(il peut se définir chaque fois qu’on a un groupe T, i.e. ‘i"(r), qui commute extérieurement
sur deux groupes extérieurs m, 7', et qu’on a un homomorphisme p; @ — 7’ qui commute
a l'action de T, et tel que le centre de 7 et le centralisateur de son image dans 7’ soient
triviaux...) C’est aussi ici ’homomorphisme de “transport de structure”, qui pour tout
automorphisme a lacets u de 7, associe ’automorphisme correspondant de 7,. On a oublié
de préciser:

~
~

(g) L’homomorphisme canonique (&y,,); — S,,,—1 associé a i € [0,v — 1] envoie (M, ,);
dans M, ,, donc il s’insere dans un homomorphisme de suites exactes:

1 -7 M(m); — = Ny(m); —1

W

1 - = M (7)) —— N (m) ——1

Y

Ceci posé, si on a une opération extérieure admissible I' — N, (7) de T sur =, fixant 4,
donc aussi par exemple N, (m) — Ny (') sur 7}, on peut considérer que tout relévement
I' - M, (m) pour m définit par composition un relevement I' — M,/ (7}) pour 7. On
conclut aisément de (2) que si le premier est admissible, le deuxieme ’est. On trouve donc

(27> Ptad(BTr,I‘> - Ptad(BTrg,F)
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et en passant a la limite, une application de I'-ensembles:

(28) Ptoq(By r:) — Ptad(Bﬂ’Fu)

— qui correspond d’ailleurs & un homomorphisme de I'-groupoides
(20) Ptog(Brrs) = Ptog(Buyre).

Ceci posé, soit P € Ptad(Bﬂ—;’I‘> le “point canonique” de Ptad(BWZ{’F> = (Ptad(Bﬂ/.’pu))F.
On demande:

(5) L’application (27) induit une bijection
Ptoa(Br,r) = Ptad(Br,r) \ {P}

ou encore (passant a la limite) une bijection de I'-ensembles
Ptoda(Brre) = Ptaa(By re) \ {P}.

Ceci signifie trois choses:
(a) L’homomorphisme canonique I' — M/ (}), composé de T' — N, () et de N (7) =
Pi

RN . Lo A
M/ (7]), n’est pas mi-conjugué a un homomorphisme composé I' = M, (7)) = My (7)),

ol & M, (m) est un relevement admissible.

(b) Si A\, pu: T' — M (m) sont deux relevements admissibles de I' — N, () tels que ¢; o A
et ¢; op: ' — M,(m) solent mi-conjugués, alors A et u sont déja mw-conjugués.

(c) Tout relevement admissible de I' — N/ (7)) en I' — M,/ (7}), provient par composition
d’un relevement admissible I' — M, (7).

Gréce a ceci: I'équivalence de categories entre systemes (7, a,4, 1,6 : T' — N,) et les
systemes (7',a/,1,0" : T — Ny, P), ot P € Pt(B, )", se précise de fagon parfaite au
niveau des points: les points I'-rationnels de B, s’identifient a I'un des pts ['-rationnels de
B, distincts de P.

Ceci nous permet alors (ce qui n’était pas faisable dans le contexte discret!) d’étendre

I’équivalence de catégories en une équivalence:

[Catégorie des systemes (m,«, I',T,0 : I' — N,) d’'un 7 arithmétisé par « de type (g,v)
avec 2g + (v — card(I')) > 3, de I’ C I(w), d’une action admissible extérieure de I' sur 7
telle que I' fize chaque point de I']

(30) | 2
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[Catégorie des systemes (7/,a/,I',T,0" : T — Ny ) d'un 7’ arithmétisé par o’ de type
(g,v) [V = v — card(I")] avec opération extérieure admissible de T' dessus, et une partie
I' C Ptoa(Bar) (done I' C Ptog(Byrr)b), i.e. I' formé de points invariants par T, i.e.

“I'-rationnels”].

On a alors un foncteur quasi-inverse: forage de trous en I'! Il est a noter que dans
cette approche, on a di se borner au cas d’un ensemble de points I’ C I(7), non seulement
stable par I', mais inclus dans I", ou encore & une partie I’ C Pt(B,/ ) non seulement
stable par I', mais méme dans Pt(Bﬂ-/’Fh)F. Pour montrer que sans cette restriction, le

foncteur naturel correspondant est néanmoins une équivalence, on est ramené a ceci:

(6) Soit (m,a,I" C I(w)) avec (m,a) groupe a lacets extérieur profini arithmétisé de type
(g,v), d’ou (7',a’) — soit T', avec I” sous-groupe ouvert opérant sur (m,a) de fagon ad-
missible (I' — N, (7)), et laissant stable I’, donc il opére de fagon admissible sur (7/,a’).
Supposons donné un reléevement de cette action de IV en une action admissible de I" sur
Nu, qui invarie I' C Pt(B, 1) ~ Pt(B,, ) [cf. le diagramme],

No)pp ~—T1

N

Ny <~—T

Alors il existe une action admissible unique de T" sur (7, a), qui prolonge celle de T et qui

donne naissance a celle donnée sur 7’.

L’unicité est-elle de toutes facons claire? Considérons l'extension £ de I' par L =
Ker((/\/a)p N Na), image inverse de l'extension (N, ) (de Ny pas L) viaT' — N/, on a
un scindage partiel de cette extension au dessus du sous-groupe IV de T, et 'assertion est
que ce scindage se prolonge, de facon unique & T'. On peut supposer I'” invariant dans T',
et on identifie IV & un sous-groupe de £. Toutes les sections de £ sur I" s’identifient & des
sous-groupes, sections I' de €. Pour un tel T, on a bien siir I' C Normg ('), d’ailleurs on

a évidemment:
(31) Normg(I")N L = L

et je présume quon doit avoir LT = 1 (qui généralise la condition (3) plus haut...) Or
cette condition implique Uunicité — savoir T’ = Normg (T”) et I'existence signifie que
Normg(I'”) — T" est un épimorphisme (donc un isomorphisme...).
Mais il faudra essayer de préciser, dans certains contextes (au moins celui des actions
arithmétiquement fideles, i.e. I' — II', injectif — qui correspond normalement au cas

des courbes algébriques définies sur des extensions algébriques de Q) — la notion d’action
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“admissible”. Pour ceci, on doit revenir sur la relation entre courbes (potentielles) et

revetements finis, ce qui donne aussi une fagon de faire varier g.

Mais j’ai envie d’abord de reprendre sous un autre aspect (peut-étre plus général) le
formalisme précédent, qui peut-étre aussi s’applique au cas des groupes discrets a lacets
(je pense au formalisme des U', lié aux actions extérieures de groupes finis sur de tels
groupes a lacets). Soit X un ensemble # ) (moralement, un ensemble de “points” d’une
courbe algébriques, ou d’une surface topologique...); on suppose donné, pour toute partie
finie I de X, de complémentaire U; = X \ I, un groupoide II;,,, ayant U; comme ensemble
d’objets. De plus, pour J D I i.e. U; C U, on suppose donné un homomorphisme de
groupoides

HMJ — HuI

qui sur les objets soit l'inclusion U; — U;. On supposera la transitivité (stricte) i.e.
[existence d’Jun foncteur covariant de la catégorie des parties U de X complémentaires de
parties finies (*) (avec les inclusions), vers la catégorie des groupoides, qui sur I’ensemble
d’objets coincide avec le foncteur évident... On suppose de plus que pour tout i € I,
on se donne un groupoide II; (ou Ip=), et pour i € I € P¢(??) un homomorphisme de
groupoides

1I Dr — Iy,

compatible avec les morphismes de transition m,, — my,, I D J. On suppose que pour [
fixé, on trouve sur II;;, une structure de groupoide a lacets par

Mps — Iy,

sans d’ailleurs exclure le cas ou I = (), et ot (ITy étant connexe, disons) le genre est 0. On
suppose de plus que si J D I i.e. Uy C Uy, et pour i € J \ I, ’homomorphisme composé

Ips — 1y, — Iy,

soit “constant”, de telle facon que 1I;;, se déduise de II;;, par “bouchage des trous” en
JN\I.

Jusqu’a présent, tout ceci pouvait se visualiser par exemple en partant d’une surface
topologique orientable X, et d’une partie X de X rencontrant toute composante connexe,
en prenant pour II; la restriction & X' \ I du groupoide fondamental de X \ I (si I # X; si
X =1, ce qui exige X fini, on prendra le groupoide fondamental de X \ I = X \ X', qu'on

(*) Si X est fini et I = X, on suppose que cependant II;;, (= Ily) n’est pas le groupoide
vide, mais un groupoide (qui s’envoie dans les précédents...) mais on ne pourra pas exiger

la transitivité stricte Il faudrait peut-étre faire des hypotheses anabéliennes sur II;, .
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aura du mal & envoyer dans les autres avec transitivité stricte, qu’a cela ne tienne!) Mais,
on est surtout interessé au cas X infini. Ou on prend X courbe algébrique sur un corps
algébriquement clos, X partie de X rencontrant toute composante connexe, et on définit
les 1I4, comme précédemment.

Soit maintenant I une groupe qui opére sur la situation (strictement, s’entend), donc
sur 'ensemble X, les groupoides Iy, , les Ip- (NB qu'’il permute entre eux), en commutant
aux homomorphismes

Iy

T HL{J et les HD: — Hul.

(On aura des difficultés, si X est fini, pour II;;, quand I = X, pour la commutation
stricte des IIy, — Ily,...mais passons...) Nous supposons définie une notion de sous-
groupe admissible de T" (ils sont en tout cas # {1}) telle que si IV est admissible alors tout
sous-groupe I'” D T aussi.

On suppose

(1°) VP € X, T'p # {1}, et I'p d’indice fini dans I" (i.e. orbite de P finie).

Nous voulons des conditions qui assurent que X et les I, etc. peuvent se reconstruire
a isomorphisme canonique pres a l’aide des données purement groupoidiques ou topossiques
(a opérateurs I') correspondantes. On peut le dire en langage topossique savant, mais on
va l'exprimer en termes de théorie des groupes a lacets. Soit I une partie de X stable
par I', on voudrait poser des conditions qui permettent d’exprimer (pour tout tel I) la
situation des groupoides IIy associés aux V' D Uy (i.e. les Uy avec J C I), les lIp- (i € I)
et 'opération de I' dessus, en termes des seules opérations de I' sur le groupe extérieur
a lacets mq(Ily,) associé a I ou plutot (car cela est immédiat, par 'opération de forage
de trous), en sens inverse, montrer comment, sous réserve d’anabélianité, disons de Ily
(pour fixer les idées), on peut plus ou moins reconstituer IT;;, et 'action de I' dessus..., a
partir de IIy (ou plutét, du topos By, ), et de l'action de I' dessus. On veut au moins
une description intrinseque des éléments de X’ et de I'action de I' dessus, via cette action
“molle” — qui, pour X connexe, revient encore a une action extérieure de I' sur un groupe
a lacets (sans lacets!) ...

Une premiere condition, sous forme faible, est que (supposant X' connexe, et appelant
m([) le groupe extérieur m (Il ), pour tout partie finie I de X') que pour 7(/) anabélien
(ce qui sera le cas pour I “assez grand”, du moins si X est infini, donc qu’on puisse prendre
I de cardinal arbitrairement grand...) I'application évidente

classes de m(I)-conjugaison
(2°) Ur — Pt(Br(1)re) = de germes de scindage de
I'extension £(I)

(compatible avec les actions de I') soit injective. Mais pour aller plus loin, il faudrait
pouvoir donner une caractérisation de I'image. Notons (nous plagant dans le contexte
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profini désormais) que si on se donne sur les 7w (/) des arithmétisations, compatibles avec
les homomorphismes extérieurs de bouchage de trous 7(I) — = (J), et avec 'action de I'
sur les 7(I), on a donc un homomorphisme canonique de I" dans le groupe commun I
des automorphismes arithmétiquement extérieurs de ces arithmétisations (et méme I' —
M (9)=n, ce qui est déja une donnée nettement plus forte). On peut donc supposer donnée
une notion de relevement admissible d’une telle action arithmétiquement extérieure, de telle

fagon que lapplication (2°) soit une bijection
I/{] = X \ I :> Ptad(Bw(I),Fh)-

Ceci signifie d’ailleurs, pratiquement, que la notion d’admissibilité satisfait aux conditions
(1°) & (6°) vues ci-dessus.

Quant a savoir ce qu’il y a lieu d’appeler opération extérieure “admissible” de I' sur
un groupe extérieur profini a lacets, cela reste pour le moment conjectural. On pourrait
a titre expérimental conjecturer que la notion qui suit marcherait. Appelons “admissible”
toute telle action )

I — %(n)

qui respecte une arithmétisation a, i.e. qui se factorise par le N, correspondant, telle que
I'image de I' — N,/ T =T, soit ouverte, et que pour tout homomorphisme de bouchage
de trous en i € I(n), m — w;, N(7); — M(x}), Phomomorphisme correspondant de I'; ni
d’aucun sous-groupe ouvert I' de I';, ne normalise un L%, j € I(w]) = I \ {i}; peut-étre
meéme faudrait-il imposer que @) = {1}, ot I'" est le noyau de IV 25 Z* — en tout cas
on s’attend & ce que D'on ait alors 77 = {1}, et si ce n’était le cas, il faudrait introduire
dans la définition — pour chaque opération de bouchage de trous relatif & I’ C I(), et un
choix d’un i € I', permettant de définir I'( ;y — M(n(I'))) (*¥).

Notons qu’une vraie action de I' sur 7 (pas seulement extérieure) qui releve une
action donnée “admissible”, est elle-méme admissible (en ce sens qu’elle définit une action
extérieure admissible sur un 7’ de type (g,v + 1)), si et seulement si cette action ou plutot
son germe, ne normalise aucun L; (i € I(7), et qu’il en soit de méme pour I’action induite
sur chaque 7(I') (I' C I = I(n)) [il suffit de prendre les 7w(I") pour I’ de la forme I\ {j},
§ € I, du moins si g # 0] — et qu’enfin I’action de I'% sur 7/ (I) (déduite de 7’ en bouchant les
trous en I, de sorte que 7’(I) a une seule classe de lacets; 7/(I) se déduit aussi de I'action
effective de I' sur 7(I) — avec 0 classe de lacets — en faisant “un trou” correspondant —
relatifs a un point ¢ € I), ne normalise pas de sous-groupe lacets... Mais je présume que la

(*) Plus généralement, pour ¢ € I’ C I = I(7) on impose que la [?7] action de I'} sur
7(I") correspondant & i ne normalise aucun sous-groupe L; (7 € I\ I'). On est ramené
pour ceci au cas ou I’ = I'\ {j}, donc ot 7(I’) n’a qu’une seule classe de lacets... (si g > 1)
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premiére condition (action de I'* ne normalisant aucun des L;) implique les autres. Mais il
faut dans la définition d’admissibilité aussi tenir compte de la condition (4°), qui implique
I’existence de suffisamment de relevements...

J’en arrive (péniblement!) & une

Conjecture provisoire profinie (**) Pour I" groupe profini donné, une action extérieure
sur un (7, a) arithmétisé anabélien de type (g, v) est dite admissible, si

a) L’homomorphisme I' — II', a une image ouverte

b) Les actions effectives déduites par bouchages de trous (i € I' C I = I(7))

ne normalisent pas de sous-groupe a lacets.

c¢) Il existe une infinité de classes de m-conjugaison de germes de scindages de I’extension
de I" par 7, qui ne normalisent aucun sous-groupe a lacets de m (***).

Une action effective de I' sur 7 est dite effective, si I'action extérieure est effective, et
si elle ne normalise aucun sous-groupe a lacets.

Ceci posé:

a) Si I opere effectivement de fagon admissible, on a

m = {1}

(peut-étre méme 71 = {1}).

b) Si i € I est stable par I' opérant extérieurement de fagon admissible, alors ’action
effective sur 7’ = (i) ne normalise aucun L (j € I\ {i}).

c) Si I' opere effectivement sur m de fagon admissible, en laissant fixe i € I, alors

laction correspondante effective (par passage au quotient) sur 7’ = m(i) ne normalise
aucun Lj;, j € I\ {i}).

d) Si I" opere effectivement sur 7 de fagon admissible, alors I’application
Ptad<B7-r’I‘h) — Ptad<B7-r”I‘h>

définie par c) est injective, et le complémentaire de son image est égal a {P}, ou P est
défini par le “trou” i.

(**) Canulé, cf. plus bas...
(***) Cette condition c) exclut sans doute des cas comme I' = N, ,, avec (g,v) # (0, 3), car

I'extension M, ,, de N, par 7y, n'admet sans doute pas de germe de scindage - ce qui
est équivalent (?7) au fait que U, , sur M, , n’admet pas de multisection étale...
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Mais cette derniere partie de l'assertion, allant au-dela de la seule injectivité — et
caractérisant 'image, me semble maintenant tout a fait douteuse — en effet, il suffit de
regarder un schéma S de parametres, de type fini sur Q (un K(m, 1) de préférence, par
exemple une courbe algébrique) et de prendre pour I' (non le groupe fondamental de son
point générique, i.e. d’un corps, mais) le groupe fondamental de S lui-méme. La donnée
d’une action extérieure admissible de I" sur un 7 correspond moralement a celle d’'une
famille de courbes U de type g,v paramétré par S. (*) La condition c) est vérifiée par
exemple si U provient d’une courbe algébrique sur le corps de base lui-méme, donc pas de
probleme — et il est manifeste que la surjectivité déconne. La difficulté provient du fait
que deux actions distinctes de U sur S peuvent ne pas étre disjointes!

Il faut pouvoir parler de sections “strictement distinctes” i.e. distinctes en tout point
de S — ce qui, en traduction profinie, revient a comparer deux scindages de ’extension de
[ par 7, avec les germes de scindages sur I" C " de T’ (en tant qu’extension de I'g par
une partie géométrique) qui correspondent aux points de S —i.e. les (germes de scindage)
admissibles justement. On a l'impression de tourner dans un cercle vicieux ou presque
— il semblerait qu’il ne faudrait pas trop vouloir avaler a la fois — traiter d’emblée tous
les groupes profinis I' a la fois — mais plutot se borner d’abord a ceux qui moralement,
correspondent a des m; de schémas de type fini sur Q, des K(m, 1) disons, ou méme des
variétés élémentaires a la Artin — et dans les définitions resp. conjectures se tirer par les
lacets des souliers, en récurrant sur la dimension. Au premier cran donc (dimension 0) on
se bornerait a des actions de groupes I' qui soient (modulo tout au moins passage a un
sous-groupe ouvert) “arithmétiquement fideles”, par exemple I' — II', injectif. Dans ce
cas-1a, la conjecture telle qu’elle est énoncée tantot semble raisonnable, ou du moins pas
nécessairement déconnante. Le test décisif, il est vrai, serait la possibilité d’obtenir les
“courbes” ainsi définies comme des revétements de P!\ {0, 1, 00}...

§33. Digression topologique:

Anti-involutions des surfaces orientées algébroides (*)

On appelle surface algébroide une surface U de la forme X \ S, X surface compacte
orientable, S fini. Alors X est determinée a homéomorphisme unique prés comme “com-

pactifié pur” de U; on la note U. Les homéomorphismes de U avec lui-méme s’identifient

(*) Les scindages d’extensions correspondent aux section de U sur S.
(*) Finalement je ne regarde que les surfaces compactes — pourtant le cas non compact

serait aussi tres intéressant a regarder — pour essayer de retrouver par voie algébrique,
sur I'automorphisme extérieur d’ordre 2 du 7y, la disposition des “points a l'infini” de la

courbe sur les composantes connexes de X7 = U.

50



aux homéomorphismes de X qui appliquent S dans lui-méme. Les orientations de X sont
en correspondance 1-1 avec celles de U. Le anti-involutions de U (supposées orientées)
sont en correspondance 1-1 avec celles de X qui conservent S.

On trouve alors une équivalence entre la catégorie des surfaces orientées algébroides U
munies d’une anti-involution o, et des surfaces a bord compactes Y, munies d’une partie
finie T; & (U, o) correspond (U /o, (U\ U)/o) — et & (Y, T) correspond Y \ T, o1 Y est le
“double orienté” de Y (qui est une surface orientée compacte), et T est I'image inverse de
T dans Y.

Nous nous intéressons maintenant au cas ou U est connexe de type (g, v), en examinant
d’abord le cas v =0, i.e. U =U, S = (auquel le cas général se raménera). La condition
v = 0 correspond au cas o T' = () — donc les U = X envisagés s’identifient aux doublements
orientés de certaines variétés a bord compactes Y. Lesquelles? Evidemment il faut que
Y soit conneze, et non orientable (**). Donc Y est caractérisé, a homéomorphisme pres,
par son genre 7y et le nombre p des composantes connexes du bord — il peut se déduire du
plan projectif réel Yy en y découpant v rondelles disjointes, et y recollant des rubans de
Mobius, puis en découpant encore p rondelles ouvertes — ce qui donne

x(Y) = x(Yy) — vx1(rondelles ouvertes) + yxi(rubans de Mébius ouverts)

—ux (rondelles ouvertes)

[ou x(Yo) = 1 et xi(rondelle ouverte) = 1]. Or le ruban de Mébius ouvert (déduit de Yy en
enlevant une rondelle fermée) a un x; égal a x(Yp) — xi(rondelle fermée), soit 1 — 1 = 0,
d’on

(1) x(Y)=1-(v+u),

pour une surface Y compacte connexe avec un bord a pu composantes non orientable de
genre 7.
D’autre part, on a
X(X) = x (X \ X7);

or X7 est une réunion de cercles donc son y est nul. Or, comme X \ X7 est un revétement
étale d’ordre 2 de Y, on a
X(X N\ X7) = 2x(Int(Y))

enfin

X(Y) = x(Y'\ 9Y) = x(Int(Y));

(**) Ce n’est pas vrai que Y soit nécessairement non orientable — seulement dans le cas ol

X7 =0.
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pour la méme raison que tantot (yx(9Y) = 0), d’ou enfin

(2) X(X) =2x(Y) =2(1 = (v + p)),

ou encore, puisque x(X) =2 — 2g

(3) g="+u.
Donc on trouve

Proposition: (*) La catégorie des surfaces orientées connexe compactes de genre g munies
d’une anti-involution o est équivalente a celle des variétés compactes a bord non orientables,

de type (v,v) (v le genre, u le nombre de trous), avec v +v = g.

Corollaire: (**) Il y a exactement g + 1 classes d’isomorphisme de systemes (X, o),
classifiés par o < p < g, ou pu = card(mo(X7)).

Si X = X, est une surface orientée compacte de genre g, cela signifie aussi que dans
le groupe A, = Aut(X,), il y a exactement g + 1 classes de conjugaison d’éléments o
satisfaisant

(4) o’ =1, sglo)=+1

(i.e. qui soient des anti-involutions). Elles fournissent g + 1 classes de conjugaison
d’éléments de A, /A7 = T, satisfaisant les mémes relations. Nous montrerons (on l'espere!)
que ces classes sont distinctes et que tout o € T, satisfaisant les relations (4) est dans 'une
de ces classes.

On admettra le

Lemme: Toute anti-involution du disque unité ou de C est conjugué de z — Z, et par
suite I’ensemble de ses points fixes est homomorphe a R, et en particulier est connexe.

Théoreme: Soit U une surface orientée séparée connexe, paracompacte, non isomorphe
4 52, o une anti-involution de U, U un revétement universel de U, d’ott 7 = Aut(U/U) et
une extension £ de Z /27 par 7, formée des automorphismes topologiques de U compatibles

(*) Non, on ne trouve qu’'une sous-catégorie pleine de celle de tous les (X,0). Il y a
d’autre part aussi les doublements orientés [[,, Y des surfaces orientables compactes a
bord non vide — si Y est de type (v, u), X est de genre g avec g =2y 4+ pu —1 (ouy > 0,
p>1).
(**) Ca ne marche qu’en se limitant aux (X, o) tels que X/o non orientable — cf. ci-contre
(i.e. (*)) pour le cas orientable.
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avec la relation d’équivalence définie par U \ U, et induisant sur U "automorphisme idy
ou o. Alors:

a) (Pour mémoire) U? est une sous-variété fermée de U de dimension 1.

b) Pour tout « € U7, on trouve une classe de m-conjugaison de scindages de ’extension
&, a la fagon habituelle, d’ot1 une application

(5) U — Sc(€,7)2),

ou Sc(&,7Z/2) désigne I'ensemble des classes de m-conjugaison de scindages de & sur Z/2Z,
ou encore des éléments d’ordre 2 de £ qui ne sont pas dans 7. Cette application se factorise
en une bijection

(6) 7o(U°) ~ Sc(&,7,/2).

c) Soit Z; une composante connexe de U7, correspondant a un scindage o; € £~
d’ordre 2. Alors

(7) w7 = {1} si et seulement si Z; ~ R.

d) Si Z; 2 R, ie. Z; ~ S! alors, pour une orientation choisie de Z;, désignant par
gi 'élément de m = m1(U) qu’il définit (défini a conjugaison pres), et par ¢; : Z — w
I’homomorphisme ¢;(n) = ¢ de Z dans 7, on a:

1°) ¢; est injectif;

2°) quitte a remplacer ¢; par un conjugué, on a
(8> 7% =Im (bz

Démonstration. On trouve 'application (5) en prenant, pour tout z € U7, 'opération
canonique de Z/2Z sur le revétement universel U(z) ponctuée en z, et en prenant les
opérations correspondantes sur U , déduites par les isomorphismes U~U (). On voit que
les opérations ¢’ obtenues sur U (pour z fixé) sont celles pour lesquelles U’ aun point
au-dessus de x — donc ’ensemble des x qui donnent naissance a la classe d’un o', sont les
éléments de l'image de U o' par la projection U — U. Comme par le lemme U " est non
vide et connexe, il s’ensuit que son image dans U? 1’est aussi — on va voir que son image
est exactement une composante connexe de U? — ce qui a la fois prouvera la factorisabilité
de (5) par mo(U?) (assez triviale de toutes fagons) et le fait que I’application déduite de
(6) est bijective.
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Soit Z; un revétement universel de Z;, et prenons le revétement universel correspon-

dant U; de U, de sorte qu’on a

7 — T,
) L
Z; —U

et par fonctorialité o opére aussi sur ce diagramme (en opérant trivialement sur Z;, Z-),
soit o; son opération sur U;. On voit donc que Z; s’envoie dans [7;’ ‘., qui s’envoie donc sur
Z; — ce qui acheve déja de prouver b).

Considérons I'image de Z; dans Ui|Z,-; c’est une partie ouverte et fermée (comme
image d’un homomorphisme de revétements étales sur la méme composante Z;), donc
c’est a fortiori une partie ouverte et fermée de [7;’ ‘. et comme cet espace est connexe, il lui
Z;

est égal. De plus Z; — U fait de Z; un revétement étale de son image Ui‘” dans U7

et comme U7 est simplement connexe, on trouve finalement
(10) Z; S U

Lorsque Z; est simplement connexe, i.e. Z; ~ Z;, cela signifie aussi que Uf ‘ est un
homéomorphisme (donc Z; = Z; — [7;’  est I’homéomorphisme inverse). Comme, pour
rEZietx e (Ufi)x, les &’ de ﬁfi au-dessus de x sont les éléments de la forme I+, avec
v e n7 (m = Aut(U;/U)), il s’ensuit que 'on a bien
(11) mlt =1

(3

ce qui est essentiellement la formule (7). Dans le cas Z; non simplement connexe, posant

on trouve un homomorphisme canonique
(13) o T —

et 'injectivité dans (10) équivaut au fait que (13) est injectif. Bien entendu, le choix d’un
générateur g7 de T; équivaut au choix d’une orientation de Z;, et g; = ¢;(g;) € 7 est alors
I’élément correspondant de 71 (U) dont il est question dans I’énoncé (moins précis, car on
n’y parle que de classe de conjugaison). Il est clair que o; (opérant trivialement sur 75, et
sur 7; par transport de structure) commute a I’homomorphisme injectif ¢;, donc ¢; induit

T; — mj*. Je dis que c’est en fait un isomorphisme
(14> (bz . E :> Wfi
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— il reste & prouver la surjetivité. Mais si v € 77¢, alors Zy € UZ*, donc v € ¢;(Z;) ce qui
signifie que vy = Z¢;(g) pour g € T;, donc v € Imy;, cqfd.

Corollaire 1: Soit 0; € T, (1 < i < g), correspondant a une anti-involution o; de Xq
telle que Card mo(XJ?) =i et Xy/o non orientable. Alors

a) Il y a exactement ¢ classes de 7 -conjugaison d’automorphismes effectifs d’ordre 2

de 7, dans la classe o; (ce qui prouve que si i # j, 0; et 0; ne sont pas conjugués dans

Tygon);

b) Siu; € &, = Autyac(my) est d’ordre 2 dans la classe o;, alors
(14) Ty = L

c) Si u;, u, € 84 sont d’ordre 2, de classe o;, alors 3h € 6; tel que
(15) ui = hush ™ = int(h)u;.

(NB. Nécessairement, 'image de i dans T} sera dans (%)) = Centrg, (0;)".)

Démonstration. a) et b) sont des cas particuliers du théoréme, appliqué a une anti-
involution o; de X4, avec WO(Xgi) de cardinal i. Soit Y;,; = X7* surface compacte a
bord non orientable connexe de type (g —14,1); il est bien connu et immédiat que le groupe
des automorphismes d’une telle variété est transitif sur mo(0Y), donc en remontant a
(Xg,04), que le groupe des automorphismes de (Xg,0;) est transitif sur mo(X7?), qu'on
peut interpréter aussi comme l’ensemble des classes de m,-conjugaison de u;, comme dans
b), ¢). Cela implique donc qu'’il existe i € T:;, commutant a o;, tel que — désignant par h
un relevement dans 6; — on ait u} m-conjugué a int(h)u;, ce qui signifie aussi qu’on peut

(quitte & modifier h) le choisir de fagon qu’on ait (15).

Corollaire 2: Sous les conditions du corollaire précédent, posant 7y =T (~ Z), on a un
diagramme de suites exactes

| T — e & T
(16) [ 1 1
1 ~T -G Sy

et I'indice de &} dans TS (et de &3¢ dans T7¢) est i.

Comme les deux dernieres fleches verticales sont des inclusions de sous-groupes d’indice

2, il suffit de traiter I’assertion concernant &*, €. Or T opere trivialement sur
) ) g p

I'ensemble des classes de m-conjugaison de u, d’apres c); d’autre part le stabilisateur dans
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‘3::;‘71', pour cette action, de u;, est formé des ¥ € ‘Z?;’” tels que int(y)u; soit w-conjugué a
u;, i.e. tels qu’il existe a € 7, avec int(y)u; = int(a)u;, i.e. a=ly € G:{“i, ce qui signifie
que 7 est dans 'image de &/, cqfd.

J’ai envie de construire une igure géométrique ou on puisse mettre en évidence simul-
tanément des anti-involutions topologiques qui donnent naissance aux o; € %, (& conju-
gaison pres, et aux divers u; € G, associés a un o; (ce qui sera alors facile, par la recette
générale). Nous savons que o; € T, s’obtient en regardant un X, comme doublement
orienté d'un Y = Y,_;;, donc en partant du plan projectif réel Yy, en y faisant g trous,
dont on rebouche g — i par des rubans de Mobius, en laissant les ¢ autres trous tels quels.
Soient D; (1 < j < g) les disques disjoints fermés correspondant aux “trous” donc

(17) Vo, = Yo\ U; DS

est une variété a bord (non orientable), contenue a la fois dans Yy et dans Y =Y,_, ;, et

coincidant méme avec Y en les points de

ov=|J ob;.
g—i+1<j<g
Soit X la sphere orientée qui revét Yy, et Uy = X \ Vp sa restriction sur UD;, c’est donc

le complémentaire d’une réunion de 2g disques

(18) Up = Xo \ U A;

1<j<g
ot Aj — Dj; est un revétement trivial a 2 feuillets de D; (A; = AL ITAY ~ D; X ¢, ot ¢
est un ensemble & 2 éléments qui s’identifie & I’ensemble des deux orientations de D;....).
Soit d’autre part M; (1 < j < g — i) le ruban de Mébius dont le bord a été recollé a V

par un homomorphisme

Soit
(20) M= I M
1<j<g—1

de sorte que
(21) Yg—ii=Volan M.

Soit donc X = X, le doublement orienté de Y;_; ; défini par (21), soit M = [licicy M;
I'image inverse de M dedans, qui est un revétement étale de degré 2 de M:

(22) Xgi=Xg\ Int(M),

56



et on aura

(23) Xg = Xg’i Haz\?f M

pour un homéomorphisme bien déterminé de OM avec une partie ouverte et fermée de

0Xg ;. D’ailleurs, on aura une application continue canonique:
(24) Z/{() — Xg,i

qui définit un homéomorphisme de X, ; avec la surface obtenue en contractant les 0A; C Uy
(0A; = (0Dj) x¢€j), pour g—i+1 < j < g al’aide des projections 0A; ~ (0D;) x€; — D;.

D’autre part, chaque M ;i (1 < j < g—i), revétement des orientations du ruban du
Mébius, est isomorphe au cylindre S! x I, et son anti-involution canonique est sans point
fixe, et s’identifie & (z,t) — (—z, —t) (ot S! est identifié aux nombres complexes de module
1, et I & [—1,41]). D’ailleurs, X orienté avec son anti-involution de revétement de Yj
s’identifie & la sphere ordinaire (dans un espace vectoriel euclidien de dimension 3), avec

Panti-involution x — —z. En résumé:

Proposition: On peut obtenir (pour 1 < ¢ < g fixé) les couples (X, 0;), & homéomorphisme
pres, en prenant la sphere (euclidienne orientée) Xy, avec son antipodisme standard 7, en
prenant un ensemble de 2¢ disques D; (j € J) mutuellement disjoints, stable par 7, et une
partie I’ C J/7 = I (I de cardinal g) avec card(I’) = i, et en procédant ainsi: pour tout
j € 1, soient A; = D’ U D} la réunion des deux disques correspondants, et S; = 9A;/7,
de sorte que S; est un cercle; soit

Tj:SjXIej

(ou I =[-1,+1], ¢, ={j €| jsuri} ~ ensemble des orientations de S;, I tordu par

€;, de sorte qu’on a un homéomorphisme canonique:
(25) 0T; ~ 0A;,

de sorte que X, = Uy Llga T (ou A = [[{A;, T = [[{Tj) est orientée. [NB. T} est
canoniquement orienté et ’isomorphisme (25) respecte comme il se doit l'orientation, i.e.
OT ~ 9V la renverse.] Ceci posé, 'antipodisme 7 induit sur chaque M; ~ S x €; I'anti-
involution canonique provenant de cette expression des O0T;, qui échange les deux com-
posantes connexes. Pour tout j € I, on prolonge 7|07 a T} en deux anti-involutions 7;,
7; de T; de telle fagon que

a) 7; soit sans points fixes,
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b) 7"1’- ait un ensemble de points fixes homéomorphe a S; par la projection T’ ;j — S,
cf. plus bas pour des choix particuliers explicites — on verra qu’on peut méme supposer
(cf. plus bas p des choix particuli plicit qu’on peut meé pp

7'—.
1,7 = S; x {0}).

Soit, pour toute partie I’ C I, 7/ 'anti-involution de X, = Vo llpr T (ou Vy =
Xo\UjesD}) qui coincide avec 7 sur Vo, avec 7} sur T} pour j € I', avec 7; pour j € I\ I'.
Alors on a

(26) x5 = J (s < {oy)

Jer

donc si card(I’) =i (0 < ¢ < g), alors 7/ est un o;.

Choix de 7;, 77. On choisit un isomorphisme S; ~ U e {z € C| |z| = 1}, d’ol une

orientation de S;, et une bijection €; ~ {£1}, d’ou I ~ I = [—1,+1] et on prend

(27) { 7(z,t) = (—zexp(int), —t)

7' (z,t) = (2, —t).

[NB. Pour la définition des 7}, on n’a pas besoin du choix d’un isomorphisme S; ~ U]
On a bien 72 = 72 = id, 7|01 = 7|01 = 7|07,

D’ailleurs on note que:
(#'7)? = #7177 = ((2,t) — (zexp(2irt),t)).

Ce n’est pas 'application identique — l’ensemble de ses points fixes est égal a ’ensemble
des (z,t) tels que t € {—1,0,+1} — i.e.

(28) T Z g x [o1% U {0}].
Soit
(29) pj =Titj, [(2,1) = (—zexp(int), )]

— c’est un automorphisme de Tj qui est l’identité sur 0T;. Pour toute partie I’ de [ = J/T,

soit

(30) pr = l'automorphisme de X, qui est l'identité sur Vo = X, \ U T,
jEINI

et qui est p; sur T pour j € I'(x).

(*) Posant p; = pyjy, on aura simplement p; = [[;c;p;. Sauf erreur, p; engendre le
groupe ST+ (T})(??) ~ Z, donc les p; engendre un groupe ~ Z!. NB. On a p; = T(j}T0-
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On aura donc
(32) T T = p[(')P]_(/)/l
ou Iy =0I'\I'NI", Il =1"\ I' N I"; d’autre part on aura evidemment

(33) [ps, px] =1 pour J, K C I.

Remarque: Au lieu d’un isomorphisme S; ~ U supposons donné plutét sur S; une
structure de torseur sous U% (U tordu par €;, grace a 'automorphisme d’ordre 2,
z+— 271 =z de U). On peut donc définir

(36 [sic]) exp : RY — U

ou [; C R, de fagon évidente, d’ou des anti-involutions 7;, 7'}’- 215 = T; par les formules
(27).

Si par exemple on choisit des disques D; tels que leurs bords soient des cercles eucli-
diens, alors il y a sur chaque 8D;- une structure de torseur sous un groupe U, invariante
par antipodisme, et qui passe donc au quotient. Des lors tout automorphisme de (Xo, (D))
qui respecte cette structure supplémentaire de torseur — et notamment tout automorphisme
qui respecte la structure métrique, opere sur X, en commutant au systeme des 7;, TJI- au
sens évident.

Egalement, si on retient sur X la structure conforme seulement, et si on choisit dans
chaque D; un “centre” aj, de fagcon compatible avec 'involution, alors le choix des a; €
Int(D}) définit une structure de torseur sur M; et ces structures sont invariantes par
transformations conformes qui respectent ’ensemble de points a;. [NB. On ne suppose
plus nécessairement que (0D; soit un cercle, seulement que 9D; pas trop sauvage. Si 0D;
est un cercle cette définition coincide avec la précédente si et seulement si a; est le centre
du cercle.]

Pour définir 7; sur 7}, il suffit de nettement moins de données que d'une structure de
torseur topologique sur T;. Ecrivant, pour (z,t) € S; x I%

(37) Ti(2,t) = (ue(2), —t)
ot uy : S; = S; est un homéomorphisme dépendant contintiment de ¢, écrivant que
7;10T; = 7|07} on trouve la condition

a) up =id si t € 019 ~ ¢; (ca s’écrit, si S; est orienté, u; = u_1 = 0);

écrivant que Tj2 = id, on trouve la condition
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by u_y =u; ' (t€I%),
et écrivant que 7™ = () on trouve la condition
¢) ug sans points fixes.

Si une orientation est choisie, les j +— wu; satisfaisant a), b), c¢) correspondent aux
applications [0, 1] — Aut(S;) par ¢t — wy, telles que u; = id, uo sans point fixe et d’ordre 2
(le cas envisagé plus haut est celui-ci ou ¢ — uq_; provient d’une représentation continue

R — Aut(S;)).

Remarques: On peut se proposer de déterminer la structure de toutes les anti-involutions
7, sur un cylindre orienté 7' ~ S x I9 (e = Or(S5)) qui n’ont pas de point fixe sur
le bord — ce qui implique déja que 7 permute les deux composantes connexes du bord.
Plus généralement, les anti-involutions 7 d’une surface a bord orientée X, n’ayant pas de
point fixe sur 0.X, correspondent aux variétés a bord munies d’un partie a la fois ouverte
et fermée (JY)" de Y — en associant a une telle (Y, (9Y)’) son “doublement” orienté
relativement a (9Y)" — a X, o correspondant (X/o, ImX? — X/o). Si X est connexe
compact, Y est compacte non orientable (*) ; supposons que son type soit (v, j), et soit
i = card(mo((0Y)’)) = card(m(X?)). Donc 0 < i < j, et x(YV) =1—(y+ ), et on voit de
suite que
X(X) = x (X \ (X]9Y)) = xo (X |Int(Y))

(car le x d’un cercle est nul)

— 2y (In(Y)) = 2(Y) = 2(1 — (7 + )
donc si X est de type (g,v), on aura x(X)=2—2¢,2—-29g —v = 2(1 — (v +j)), ie.
(38) g+v/2=~y+7]

(cela exige que v soit pair, ce qui était évident a priori, car o doit permuter les éléments
de mo(0X) entre eux, sans y avoir de points fixes...). Mais j’ai oublié de noter que v est
déterminé en fonction de (v, j,7) ou i = card((9Y")’) par

(39) v =2(j —1),

ie. i = j — /2. Donc il faut ici (pour ¢ = 0,v = 2) chercher (v,j,i) avec v € N,
0<i<jeN, telsquel'onaitv=2(j—1i),ie. j—i=1lie i=j5—1,ety+j=1,ce
qui donne la seule possibilité (comme i > 0, donc j > 1)

(*) Pas vrail Si Y est orientable de type (7,7j), avec 0 < ¢ < j, on aura g + v/2 =
2v+j—1,v=2(j—1i),ie i=j—v/2comme dans le cas ci-contre [celui du texte qui

suit].

60



a)y=0,j=1,i=0.

Le cas a) correspond au cas ot T? = (J; il se déduit du plan projectif réel en y faisant
un trou a bord (d’ou ruban de Mdbius), et en prenant le doublement orienté.

Le cas ou T # () donnera nécessairement un quotient Y orienté, on doit avoir que
pour son type (v, [?7]), le seul cas:

b) v=0,j=2,7=1 (quotient orienté)

déduit de la sphere a deux trous, i.e. du cylindre, en prenant le doublement orienté par
rapport a un des trous.
C’est bien les deux cas donnés respectivement par 7 et 7/ dans les formules (27).

Je voudrais maintenant construire une situation sous les conditions de la proposition
mettant en évidence un maximum de symétries — il est vrai que ’on pourrait travailler avec
tous les automorphismes de Xy commutant a I’antipodisme 7, invariant I’ensemble des D,
et respectant (disons) des structures de torseur topologique sur I’ensemble des 9D; — ou ce
qui revient naturellement au méme (a indétermination de multiplication par 2 pres) (*) les
automorphismes de Y; qui invarient D = U;c;D;, et respectent des structures de torseur
sur les composantes connexes dD; de 9D. On prévoit que (travaillant modulo isotopie) on
aura un groupe qui sera voisin d’'un groupe de tresses, et sans doute calculable sans grand
mal — et en le mettant ensemble avec le groupe engendré par les opérateurs précédents, on
trouvera peut-étre un démarrage pour engendrer par exemple T, par générateurs (anti-

involutifs) et relations.

Considérons le sous-groupe G de A, = Aut(X,) engendré par les 7/, I’ C I. Soit H
le sous-groupe engendré par les p;, (j € I). On a
T pJTr = T[/(T{j}Tq))T]/ = (T[/T{j})(TQ)T[/) € H

par la formule (32) donc H est un sous-groupe invariant. Les formules (32) montrent
que G/H est un groupe commutatif, et méme qu’il est isomorphe & +1 par le caractere
d’orientation tous les 7} sont égaux mod H).

Considérons comme élément de référence de H 1’élément
(40) T=Tp
(anti-involution sans points fixes de X,). On trouve alors par (32) que pour I’ C I,

(41) o =pr7= (] pj) - 7(),

Jer

(*) Non, sans indétermination, en relevant a la sphere de fagon a repsecter I'orientation.
(*) On veut du reste, comme 72 = 1, 73 = 1, que 7 = 7;,* = 7p},* donc TppT = ppt, ce
qui est (42).
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d’ailleurs on aura, pour j € I,

TpiT = Tp(TEyT0)T(0}y = TOTY = P;

(42) roir = p;t.

Ainsi G apparait comme le produit semi-direct de H ~ Z!, et de {£1} ~ {1,7} y opérant
par la symétrie p — p~!. Donc pour tout p € H, on a (7p)? =1, i.e. pour tout o € H™!,
o est une anti-involution. Comme o coincide avec 7 sur Vy = X, \ U;jerInt(7;), on voit que
I’ensemble des points fixes de o est contenu dans U;cInt(7;), et pour calculer I'indice de
o, i.e. card (ﬂo(Xg)), il suffit de prendre la somme des indices dans les T;. Or dans T}, on
a par (29) p;(z,t) = (—z exp(int),t), et par récurrence,

(43) P (z,t) = ((=1)" z exp(imn,t), t)
donc
(44) T,O;Lj (z,t) = ((=1)™ "'z exp(im(n; + 1)t), —t)

et (z,t) € T; est point fixe de Tp?j si et seulement si t = 0, et n; est impair, donc

[0 si n; pair
(45) I = {Sj x {0} sin; impair
donc
(46) Indice de u = 7 H p?j =

J

= cardinal de 'ensemble I}, des j € I tels que n; soit impair.

Il en résulte pour des raisons générales que u est conjugué dans A, = Aut(X,) (par
un élément de A;) aTp =ppT = Tp;,l, ou aussi p;,l’]' =Tp.
Mais si 7o, 7p" € G, (p/, p" € H), et si p € H, la relation

—1 2

p(rp')p™" =1Tp

équivaut a
/!

Tprplp =p

(ou Tpr = p~ 1), ie. p? = p/p"71; donc 7p et Tp” sont conjugués par un élément de H si
et seulement si p’p”~! € H? — ce qui précise I'observation précédente...
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La facon la plus riche en symétries simples pour disposer les 2g trous antipodiques
D; me semble la suivante. On considere la sphere euclidienne, avec l'action du groupe
diédral Dy, — par exemple quand c’est la spheére de Riemann qui est considérée comme

riemannienne, par le choix de antipodisme comme étant

1
47 = __.

on prend l'action type du groupe diédral (avec comme poles les points 0, oo, et comme
équateur le cercle unité U = {z € C | |z| = 1}), en écrivant I, comme C O(2,R), comme
produit semi-direct de {£1} par p,(C) = uy, le couple (€, a) (€ € pn, a € {£1}) opérant
par (£,a)(z) = £2*. On peut d’ailleurs I'élargir en un groupe D, ~ D,, x Z/27Z, ou le
deuxieéme facteur Z/27Z est engendré par antipodisme (47) (qui commute a I, — de méme
d’ailleurs que I'anti-involution z — 1/z, qui a comme ensemble de points fixes U et n’est
autre que la symétrie par rapport a ’équateur, leur composé z — —z étant la symétrie par
rapport a I’axe des poles...) donc on regarde les transformations

Ug, 0,3 = u51a757 é € fn, @ € {i1}7 6 € Z/2Z7

donc (2) = £20 L B—0
Ue o(2) = &2 si B =

Ue,a,0 2= {uzz(%) = sif=1
mais on se rappellera que 7 renverse l'orientation, donc est a manier avec réserve pour ce
qui concerne le “transport de structure” dans la situation présente. Ici n = 2g, Dy, est
d’ordre 4¢g, et D, d’ordre 8. On prend sur équateur une trajectoire de [y = [h2g, PAT
exemple justement l'ensemble pg,, de racines 2g-iemes de I'unité lui-méme (en tant que
sous-ensemble de la spheére) comme l’ensemble des “centres” des disques D;. On choisit
un disque D{ autour du point Py (assez petit pour ce qui va suivre) (*), et on prend les
transformés de Dj) par les § € p,. Ces choix étant faits, la surface X, est déterminée sans
ambiguité, et le groupe Dy, y opere par transport de structure, en permutant entre eux les
g cylindres T;, correspondant aux éléments de J/7 = J/{£1}, i.e. aux paires d’éléments
antipodiques de S, i.e. aux “diagonales” du polygone a 2u cotés qu’ils déterminent sur
I’équateur. Le groupe Dy, normalise le groupe G; de fagon précise on aura, pour u € Dy,

(49) urpu~t = Tu(I')

pour I’ C I = J/7, en tenant compte de 'opération de Dy, sur I. On aura donc en
particulier, désignant par 7, = 7y I'extension de I'antipodisme de la sphere X, (ou plutot
de 7|Vp) en un antipodisme sans points fixes de X, noté 7 précédemment

(50) UTgu_1 =T,

(*) 11 faut simplement que D{, ne rencontre pas {D, ol £ = exp(2ir/2g).

63



i.e. 7, commute a l'action de ID,,, et

(51) upjut = pu(s)-

On peut donc dire que D4 opere sur G, d’ott un produit semi-direct Dy, -G, qui opere donc
sur X,.

Quant a la question de prolonger de méme 'action sur X, de ]]529 tout entier en une
action sur X, ¢a a été fait sans crier gare, a Ty, correspondant naturellement 7x = 7,
qui a en effet le bon gotit de commuter & l’action de Dy,. [Il pourrait sembler plus naturel,
il est vrai, dans un esprit de “transport de structure (envers et contre tout?)”, de faire
correspondre a Tx, l'opération 7; donnée par (27), qui en chaque 7 serait égal a 7; (et sur
Vo, bien stir, coincide avec 7x,), 7j(2,t) = (2, —t), 'ensemble des points fixes de 7; étant
formé des g cercles médians S; x {0} des g tubes T;. On aura par (41) 77 = pr7g4, donc 77
commute également a ,,, puisque 7 et p; = [[,c; p; y commutent. Mais il ne semble pas
important pour le moment quelle convention nous adoptons.] On peut donc dire aussi que
le groupe ﬂj)gg opere sur ‘H — cette opération prolongeant celle de 7,4, identifié maintenant
a un élément de 1529, i.e. a antipodisme dans 1529 — et le produit semi-direct

(52) Doy - HDG={1,7,) - H

opere sur X,.
Il faudrait maintenant, dans cette voie:

1) Expliciter I’action extérieure de ce produit semi-direct sur le groupe fondamental
T4, avec une attention toute particuliere a ’action du groupe (Z/ 27,)3 C ]ﬁ)gg qui stabilise
un des cylindres 7} — qui dans ’espace euclidien de dimension 3 s’interprete comme le
groupe des changements de signe relatif au systeme d’axes orthonormés correspondant.

2) Etendre l'action sur m, du groupe de Teichmiiller (plus ou moins) “spécial” de
données chacun des T}, en ’action d’'un groupe analogue d’un ensemble plus grand obtenu
en lui rajoutant une “laniére” L (d’out un tore & un trou, et son groupe de Teichmiiller
spécial, qui s’introduisent de fagon naturelle) (*) voire I’ensemble encore plus grand obtenu
en mettant également la laniere antipodique L’ (cet ensemble se présente comme un cylin-
dre (LUL') ou “buse”, ot on aurait mis un tube (7}) en travers, et a la structure topologique
d’un tore & deux trous). Il est possible qu’il faille considérer de pres ce dernier, pour étudier
les relations entre les éléments de T, provenant des ensembles précédents.... Un travail

amusant sera de se débrouiller pour écrire les générateurs du groupe m,, et surtout la

(*) C’est essentiellement un SL(2,Z) — plutét une extension centrale remarquable de
SL(2,Z) par Z, qui rappelle celle de SL(2,R) par Z...(revétement universel de SL(2,R)).
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fameuse relation, dans une disposition géométrique relative des “anses”, qui est une dis-

position “panachée” — et non plus sagement a la queue-leu-leu!

En attendant d’entrer ainsi dans le vif de la structure du groupe de Teichmiiller, je
vais déja essayer de décrire des générateurs et relations pour le sous-groupe intéressant

qu’on vient d’écrire, Dy, - H. Je vais prendre les sempiternels générateurs eg, €1 de Do,
*kk
(**),

ee=ec=1, (ee1)?? =1

et y joindre 7 = 74, et poT =7’ (po = pj,, jo point marqué de I = J/7) satisfaisant

(e0)? = (1e1)? =11
exprimant la commutation de 7 a €, €1;
(e17)? =1,

i.e. € commute a 7/,
((60€1>g7'l>2 = 1

(Pinvolution (ege1)? commute & 7'); sauf erreur, ¢a fait un ensemble de générateurs et

relations pour Dy, - H — en résumé €, €1, 7, 7'

E=d=r2=7"=
(160)? = (161)? = (T'e1)? =1
(52> (6061)29 -1
2

C’est peut-étre pas tres astucieux comme choix de générateurs, en ce sens que €g, €1 ne sont
pas du tout sur le méme pied que 7, 7/ — ce ne sont pas des anti-involutions. Il vaudrait

mieux prendre €{, = Teg, €; = 7€, de fagon a obtenir:

do=€éi=r2=7"=1
: re))? = (1)) = (r'(r¢})) = 1
(52 bis) ( 0/1) :(11) (7'(er))

Ce sont essentiellement les “mémes” relations sauf la derniere de la deuxieme ligne.

Peut-étre ce petit jeu avec le tout petit groupe ]ﬁ)n opérant sur H est un peu une
amusette — le groupe ‘H ~ Z9 dans ¥, suggere beaucoup la situation d’un tore maximal

(**) NB. €y bouge le sommet du repere, €; l'aréte et pas le sommet, donc €;(jo) = Jjo.
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dans un groupe semi-simple; on a vraiment envie d’en avoir une caractérisation intrinseque
dans ¥, — ou dans &, ce qui est possible puisqu’en tant que groupe de transformations
topologiques effectives, il laisse fixe les points de Vy C X, — par exemple les deux poles,
qu’on peut prendre comme points base pour construire revétement universel et groupe
fondamental. Ce sont peut-étre les sous-groupes abéliens-libres maximaux. On aimerait
étudier le normalisateur — est-ce exactement ce qui provient des automorphismes de X, \
UT? ~ Vu? Les SL(2,Z) associés aux “laniéres” a travers le tube Tj, jouent-ils un role
analogue a celui des groupes SL(2, K) ou GP(1, K) “de rang 1” dans la théorie des groupes

algébriques réductifs? Si *** a AR

ne “mord” pas a la situation, la soumettre peut-étre
qui est a l’aise tant avec les groupes discrets et leurs générateurs et relations, qu’avec la

théorie des semi-simples — et la topologie...

§33bis. Etude des revétements finis -

relation entre les NV, ,, I';, pour g variable

Soient 7 un groupe extérieur a lacets profini arithmétisé de type (g,v), ©’ un sous-

groupe connexe de m, d’ou une application injective
Discrét(m) < Discrét(n');

on voudrait prouver qu’elle est compatible avec la relation d’équivalence de I’arithmétisa-
tion, de sorte que toute arithmétisation de © en donne une de 7', et de méme pour les
prédiscrétifications. On voudrait établir en méme temps que les applications
Pt (m) — Pt (') sur les prédiscrétifications orientées et A(w) — A(n’) sur les arithmétisations
sont injectives. Pour prouver ces points, on est ramené au cas ou 7’ invariant caractéristique
(cf. §28, diagramme (7)). Choisissant une discrétification 7o de 7, donc mj de 7', on trouve
donce &(my) — S(m}) et on a: A

L’homomorphisme &(my) — &(m}) envoie M (mg) dans M (7).

On aura donc un diagramme (variante de celui du §28):

~

S+ (m0) e M(m0) > &(m0)
(1) | | |
S (mp) v M(rh) — S(mh)

qui implique qu’une discrétification m; sur m qui donne méme prédiscrétification orientée
que 7o (resp. méme arithmétisation) définit une discrétification 7} de 7’ qui donne méme

prédiscrétification orientée (resp. méme arithmétisation) que .
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Donc on a bien Pt (7) — Pt (n'), A(w) — A(n’) et il faut encore exprimer I'injectivité,
qui revient aux relations

~ ~

2) &+ (mo) = &% () N &(mp),  M(mo) = M(rh) N &(mo)

i.e. un automorphisme a lacets de 7 qui, sur 7/, appartient a &(7y)), resp. a M(mx(), est
déja dans G(m), resp. dans M(m)).
L’assertion repérée étant admise, I’assertion non repérée signifie aussi que I’lhomomorphisme

canonique:
(3) Ty = Mao(m)/&F (7) — T, = M(x') /& (x')

est injectif. Par construction (via II'g), c’est aussi surjectif, donc on trouverait:

I’homomorphisme canonique (3) est bijectif et on trouverait aussi une bijection
(4) Po(m) — Py(n)

entre arithmétisation de m de type a et arithmétisation de «’ de type a’, compatible avec
'isomorphisme (3).

Enfin, ces résultats dans les cas 7’ invariant caractéristique s’étendraient aussitot au
cas d'un 7’ C 7 ouvert quelconque.

Procédant par exemple comme dans le §28 a coups de “correspondances” arithmétiques
extérieures entre “courbes potentielles”, on trouve un groupoide connexe (ponctué par les
Tg,v, Pr exemple, qui y sont canoniquement isomorphes), dont le 7; extérieur est la valeur
commune des I'y,, = I'y ,,. Pour trouver un isomorphisme canonique entre II'y , et I'y/ ./,
on choisit une correspondance entre m, , et my ./, par exemple on regarde I'un et I'autre
( quitte & passer de g,v a g,v avec U > v, et de méme pour ¢',v a ¢', v avec v/ > V')
comme des sous-groupes [d’indices] finis du méme g 3, d’ott T'g 3>, 5, T 3=y 5.

On aimerait maintenant voir ce qui, dans le yoga précédent, est indépendant de toute
conjecture. Par exemple, le fait que les homomorphismes surjectifs canoniques
I'y, — Iy, (gle méme, v/ constant) n’est pas établi. Cependant, si on savait que dans
la situation du (m,7') avec ' invariant caractéristique, on a €(mf) N &+ (my) = &+ (m)
(qui est un énoncé de nature relativement anodine sur des groupes a lacets profinis), on
concluerait a la bijectivité de 'z, — II'z, dans cette situation, et on en concluerait que le
noyau de I'g — Iy 3 s’envoie trivialement dans les I'y , pour tout v —i.e. qu’il s’envoie
dans les I'y , par lintermédiaire de 'y 3 — et que de plus 'y 3 — I’ ,, est un isomorphisme
pour tout (g, v) avec v assez grand — il suffit que la surface de type (g, v) (ou de type (g, ")
avec un v/ < v) puisse s’obtenir comme revétement étale de X 3, i.e. que 7y, se réalise
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(avec sa structure a lacets) comme sous-groupe d’indice fini de g 3. Alors, considérant un

" =myn i C gy, d’indice fini et contenu dans g 3, on aura un diagramme commutatif:

E073 —NP— Eg//7y//

]

Lo —— Ty,

d’olt notre assertion I'g3 — Iy ,/ et a fortiori I’homomorphisme surjectif I3 — Iy,
qui le factorise (v > V') est bijectif. Notons par exemple que les I'y,, — o3 (v > 3)
sont alors bijectifs. Mais on notera qu’en tout état de cause, on ne trouve de résultat
pour un g,v que si ¥ > 3 — donc ceci ne dit rien sur la fidélité éventuelle, par exemple de
o3 —Tyo=1y (9>2),oulllgz -1 =10T;.

Soit une courbe algébrique U de type g,v (*), définie sur un sous-corps K fini sur Q
de Qq, donc elle définit une action extérieure du sous-groupe ouvert I' = I'y C I'p sur
T (L{@O). Quitte & agrandir K, et a agrandir v ou v/ (i.e. faire des trous) pour trouver
U' on peut supposer que U est un revétement étale de (Uy3)k. On pose ' = w1 (UL ),

Q
m = m1(Ug). Soit alors 0 le noyau de ’

T (C IFQ) — E073,

il opére donc par automorphismes intérieurs sur 7 3, donc I'image de #’ = I" N 6 dans
le groupe des automorphismes extérieurs de ' C 7p 3 est un sous-groupe fini — a for-
tiori son image dans '/, et dans ANV (m), et dans I';. 1l en est de méme (choisissant
un point base rationnel sur K dans U’) de l'opération effective sur m (U, P) car il suffit
d’appliquer le résultat précédent a U \ {P}. On en conclut aussi que les noyaux des ho-
momorphismes 'y, — 'y 3 (v > 3) sont finis. On voit facilement que pour tout V.A.
[Valuation Arithmétique] A définie sur K, Popération de ¢’ sur [, T¢(A) se fait & travers
un groupe quotient fini.

Il devient tres difficile de s’imaginer comment il pourrait se faire que 6’ n’opere pas en
fait trivialement! J’ai méme I'impression que je peux montrer, grace au résultat du russe
que m’a signalé Deligne, que I'yg — 'y 3 est un isomorphisme! Cela signifierait que les
actions extérieures de I'p sur des m; ~ 7, , peuvent s’interpréter (au moins pour v assez
grand, g étant fixé) comme des scindages de lextension N, de Iy, par ‘E’Zg,,, — ou de
I'extension M, , de II'y , par ég,m quand il s’agit d’actions effectives.

Bien entendu, la question essentielle qui se pose alors (admettant I'g ~ 'y 3) est
de caractériser 'y 3 algébriquement, ainsi que les N, — et de donner une description
algébrique également des scindages “admissibles” — i.e. correspondant bel et bien a des

(*) On ne fait plus d’hypothese conjecturale (telle que 'injectivité dans (3)).
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courbes algébriques sur des corps de nombres algébriques, que ce sont exactement les ac-
tions relevant I’action extérieure donnée, qui ne normalisent aucun sous-groupe a lacets,
ou encore telle que ﬁ&’é* (mais il est concevable qu’il faille y ajouter de conditions plus
subtiles, faisant intervenir les Frobenius...). On peut se proposer de trouver une descrip-
tion des actions extérieures “admissibles”, sans avoir a passer par des actions effectives
admissibles — et a s’embarasser d’en donner une définition plus ou moins plausible. La
difficulté bien stir provient du fait que si I opere extérieurement sur g 3, il n’opere pas
extérieurement pour autant sur un sous-groupe ouvert donné n’ de 7 3. Mais on va sup-
poser justement qu’il existe une telle action, de telle facon que 7’ — 7y 3 soit compatible
avec les actions extérieures, et que l'action de T sur 7 se déduise (modulo isomorphisme)
de [77].

Pour ce deuxiéme point, on a une réponse immédiate (supposant connus déja les Ny ,,).
Soit un (7, a) de type g, v, avec relevement partiel de ', en I/, — N,. Elle sera admissible
si et seulement si on peut trouver un (7', a’) de type (g,7’) et un plongement de 7’ comme
sous-groupe d’indice fini de 7g 3 compatible avec a’, et un sous-groupe ouvert I'’ de II' 3,
et une action effective admissible de I' sur 71p 3 qui releve I'action extérieure donnée, et
qui invarie 7/, de fagon qu’a isomorphisme pres, (7, a), et le germe d’action de I dessus
se déduise de (7', a’) par 'action de T dessus, par “bouchage” d’un paquet de trous (et
oubli d’une action effective au profit de I’action extérieure). Il faut dans cette approche
de simplement savoir préciser algébriquement ce qu’on entend par action “admissible” de
I'"" C Ty,3 sur 7p, 3 — sous-entendant que ¢a doit correspondre aux points de U 3 rationnels
sur le corps de nombres défini par I'. On peut conjecturer celle-ci, par “bouchage de

trous”.

I semble qu’on puisse sur le méme principe donner une description des Ny, (donc de

I'y ) en termes de II'y 3. Utilisant les homomorphismes de transition ‘iQJ, — ‘igyy/, il suffit
de le faire, quand g est fixé, pour des v grands — assez grands pour qu’il existe une courbe
algébrique de type g,v sur Q qui soit un revétement étale de Uy 3 sur Q. On considere
donc un plongement correspondant de 7, , dans mg 3, et on décrete que si on peut faire

opérer extérieurement 'y 3 dans w,,, de fagon que m,, — my 3 commute a ces actions

extérieures, alors le sous-groupe de ¥, , engendré par ¥, , et 'y 3 est Ny .

§34. Description heuristique profinie de la catégorie des courbes algébriques

définies sur des sous-extensions finies K de Q,/Q (i.e. de C/Q)

On se borne aux courbes géométriques connexes (par commodité) anabéliennes (par

nécessité provisoire), cf. plus bas sur la fagon de se débarrasser de cette restriction. La

69



donnée d’un revétement de U@O définit une structure d’extension
(1) l-1—=YX—=I"—=1

ou encore on a un homomorphisme

(2) E—-T

(image I' ouverte, de noyau appelé m) ou I' C I'g ~ I3 est le sous-groupe ouvert
correspondant & K. Se donner une telle extension (moyennant Centre(r) = 1) revient
a se donner une action extérieure de I'V sur w. Une premiere question: faut-il mettre la

structure & lacets de m dans les données de 'objet (1) (ou (2)) censé décrire U /K?

Congecture: Ce n’est pas la peine — la structure a lacets de 7 est la seule structure a lacets
invariante par 'action extérieure de I' (ou de IT'®). Les sous-groupes & lacets L; sont les
sous-groupes maximaux dans 7, tels que Normg(L;) — I" ait comme image un sous-groupe
ouvert de I' (*). Je présume aussi que tout homomorphisme entre extensions £ de I'" par
un 7, &’ de T’ par un 7’ (€, £ provenant de courbes algébriques U, U’) et tel que I'image
de £ dans &’ soit ouverte respecte nécessairement la structure a lacets, et en fait provient
d’un homomorphisme (unique, on le sait) de courbes algébriques.

En tout cas, si on admet la description des sous-groupes a lacets, il sera clair que
I'image par v d'un L; sera ou bien (1), ou bien contenu dans un unique L;...

Ceci signifierait que le foncteur des courbes algébriques sur K ([avec comme| mor-
phismes les morphismes dominants) vers les groupes profinis extérieurs sur lesquels I" opere,
serait pleinement fidele. Le foncteur “extension du corps de base” de K a K’ correspond
au foncteur restriction d’un groupe extérieur (ou d’une structure d’extension) de I" a T”
(sous-groupe ouvert). Les revétements étales finis de I correspondent aux £-ensembles (U
étant choisi)...

Pour décrire I'image essentielle de ce foncteur, on n’est pas réduit aux conjectures. On
part de I’extension canonique &y 3 de I'g 3 = II' par 7 3, on prend un sous-groupe ouvert
&' de & 3, d'image I' C Iy 3, noyau 7’ C 7 3, et dans la structure a lacets canonique de
7' de genre g (induite par celle de 7 3), on prend un I C I(7’) tel que 2¢g + card(l) > 3,
stable par T', et on “bouche les trous” en I(n’) \ I. De méme, pour décrire quand une
action effective, relevant une action extérieure admissible, est elle-méme admissible — i.e.
peut-étre obtenue a partir d’une courbe algébrique U, ponctuée par un point rationnel sur
K. Ceci ne signifie pas pour autant, que si i est donnée par une action extérieure de I' sur
un 7, que les classes de conjugaison de relevements admissibles de cette action proviennent
bien toutes de points de U rationnels sur K. Mais on voit de suite que ceci sera le cas, des
que 'on admet la pleine fidélité pour les isomorphismes.

(*) et tout sous-groupe # {1} de m qui a cette propriété est contenu dans un unique L;...
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(NB. Méme pour les automorphismes de Uy 3 = IP’}@ \ {0, 1,00}, cette pleine fidélité

n’est pas du tout claire. Il faudrait prouver que le commutant de 'y 3 dans ‘3073 est
réduit a G3. La situation est moins sans espoir, quand on se donne, avec la structure de

roupe profini extérieur a opérateur I', une arithmétisation de 7 (ce qui suppose qu’on a
g pe p p ) q pp q

explicité une structure & lacets) invariante par I' — donc dans €(7) on dispose d’un N (),
et I' — N(m). Dans ce point de vue, pour un homomorphisme de I'-groupes extérieurs
(arithmétisés) ©’ — m, il est sous-entendu qu’il est compatible avec les arithmétisations, i.e.
si 7" est 'image de 7’ dans 7, on veut que larithmétisation de 7" déduite de celle de 7’ par
“passage au quotient”, soit celle induite par m. En particulier, pour les automorphismes
extérieurs de m, il est sous-entendu que non seulement ils commutent a I', mais encore
quils sont dans A (7) (ce qui implique qu’ils sont dans ¥(m), car le centralisateur dans
de tout sous-groupe ouvert de I'y est {1}!) Dans le cas de Up 3, on a Ny 3 ~ &3 x Iy 3,
et on sait que le centre de II'g 3 >~ II" est triviale — donc on trouve bien que le groupe des
automorphismes de cette structure est réduit a S3!

Ce point de vue est néanmoins probablement superflu — car on présume que pour
I’action extérieure donnée de I', il y a une unique arithmétisation invariante par I', et
que les homomorphismes “admissibles” de I'-groupes extérieurs “admissibles”, tels qu’ils
ont été définis précédemment, respectent automatiquement cette arithmétisation. S’il n’en

était rien, il faudrait bien entendu introduire les arithmétisations dans la structure.

Il se pose la question de trouver une description plus simpliste des actions extérieures
d’un I' sur un 7 qui sont “admissibles”. Ici, on va partir d’'un 7 dont on fixe déja une
structure a lacets et une arithmétisation a (invariantes par T'), de sorte que I' C N (7),
I' — II'; injective a image ouverte, i.e. I' correspond a un scindage partiel (ou germe de
scindage) de

~

1-%(r) > N(r) - T, — 1.

Soit (g,v) le type de m; si g > 1 le critére la plus simple, c’est que les “I"-points” de 7/
déduits de 7 en bouchant tous les trous, soient distincts. (NB. Si g = 1, en bouchant tous
les trous on tombe dans un cas abélien — mais ¢a ne fait rien). Si g = 0, il n’y a pas de
condition pour v = 3, et si v > 3, mettant & part une partie I’ C I(w) avec card(I’") = 3,
la condition c’est qu’en bouchant les trous en I \ I’, les I'*-points de m déduits des points
de I\ I’ soient distincts.

On notera que dans cette optique conjecturale, dans les cas limites (g,0) (¢ > 2),
(1,1), (0,3), on n’impose aucune condition a priori sur les relevements. C’est peut-étre
tres brutal — et il se pourrait qu’on trouve des relevements qui ne correspondent pas a une

courbe algébrique — i.e. qui en fait ne sont pas admissibles, méme s’ils le paraissent.

Pour y comprendre quelque chose, il me semble qu’il faut revenir a une interprétation
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des germes de scindages dits “admissibles” d’une extension telle que
1 — {g:g,v — Ny =g, — 1

oully, ~Tg ~ II'yg 35, comme correspondants aux points algébriques d’une variété (plutot
ici, une multiplicité) modulaire M, , @, dont Ny, est le groupe fondamental arithmétique,
et ‘EQW le groupe fondamental géométrique. J’aimerais examiner cette situation de plus
pres, par la suite. Pour le moment, il semble prudent de ne pas faire de conjectures hatives
pour une description directe (i.e. pas via Up 3) des opérations extérieures “admissibles”.
On travaillera donc pour le moment avec cette notion sous la forme constructive (via Uy 3).

Si on a un 7 extérieur de type (g, v) avec opération extérieure admissible de I' C T,
on prévoit qu’il y aura une prédiscrétification stricte canonique sur 7 (pas invariante pas
[, bien sur — mais telle que l'arithmétisation correspondante le soit). On va méme,
pour une action effective admissible de I'® sur 7 (relevant I’action extérieure donnée),
définir une discrétification orientée correspondante canonique my C m (remplacée par
une conjuguée, quand on conjugue le relevement I'" — &£ par un g € m) — toutes ces
discrétifications orientées (correspondant aux différents “points” de B, r:) définissent une
méme prédiscrétification orientée — et méme une méme prédiscrétification orientée stricte.

L’action effective de I'% sur 7 peut s’obtenir (a isomorphisme prés) comme suit: on
prend un sous-groupe ouvert & C &y 3, d’'ou extension 1 — 7/ — & — I — 1 avec
7' C 7o,3, donc 7’ = @, (my = 7’ Nmo3). On a une opération de I' sur I(n") = I(n), on
la prend triviale (quitte & passer a un sous-groupe ouvert de I''), on choisit i € I’ C I(n’),
on bouche les trous en I’, d’ou m, avec discrétification orientée 7y, et une action extérieure
de TV dessus, qui est relevée en une action effective grace a i. On trouvera bien ainsi un
“réseau” — une discrétification orientée dans 7w — je dis qu’il ne dépend pas des choix qui ont
été faits — en particulier, que les automorphismes de (7, a, I'%) transforment 7o en lui-méme.
De plus, si on a deux points x, y de B, rs, d’olt 7(x), 7(y), parmi les classes de chemins
de z a y (qui font un bitorseur sous 7(y), w(z)) il y a en a pour lesquelles 7(z) — 7 (y)
envoie mo(x) dans mp(y) — quand on se limite a ceux-ci, on trouve un sous-groupoide du
groupoide fondamental II(, Fh), qui est cette fois-ci un groupoide connexe a lacets. On
fera attention que I' n’opeére pas sur ce groupoide, bien qu’il opere sur I’ensemble de ses
objets.

§35. L’injectivité de I'g — Autextiac(7o,3)

Théoréme 1: (*) Soit I' = Gal(Q,/Q), ou Q, est la cloture algébrique de Q dans C,

(*) Démontré modulo le lemme 2 plus bas.
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considérons ’homomorphisme canonique
(1) I 9} ‘%0’3 = Autextlac(fro’g).
Cet homomorphisme est injectif.

Démonstration.

Lemme 1: Soit z € Q, x # 0,1 i.e. € Uy 3(Q); choisissons un chemin sur P(C) de
P = —j (point base pour définir 7o 3 = m1(Up 3(C), P), (NB. Uy 3 = PL(Q) \ {0,1,00}),
d’ott un isomorphisme 71 (Up 3(Qp), ¥) =~ 703, et par transport de structure une action
effective de II" sur 7 3 (pas seulement extérieure). Alors K = Ker © opere trivialement sur
70.3-

Démonstration. Il suffit de voir que 'opération extérieure de K sur mi (V) ou V = Uy 3\{z},
est triviale. D’apres le résultat de Belyi, il existe un morphisme (défini sur Q, ceci est
essentiel )

P'Q — P'Q,

étale au-dessus de Up 3 = P1Q\ {0,1, 00}, et tel que z — 0. Soit U’ le revétement étale

de Uy 3 = U induit, 7’ = m (U ) son groupe fondamental géométrique, sur lequel I" donc
K C T opere extérieurement. Alors (V) est un quotient de 7/, avec respect des opérations
extérieures de II', et il suffit de prouver que K opere trivialement sur /. Mais 7’ s’identifie
a un sous-groupe ouvert de 7y 3 = 7 (avec respect des opérations extérieures de K), sur
lequel I'opération extérieure de K est triviale. Il s’ensuit que l'opération extérieure de K

sur 7’ se fait & travers un groupe quotient fini.

1 ~ 7’ - & - K -1
{ L ]
1 - T & - K -1

[En effet, Paction extérieure de K se fait & travers action effective du groupe extérieur Ex,
laquelle par construction de K se fait par un homomorphisme £ — 11/ Z (£ = Centre(r)),
et 'action de & induite se fait par le composé £, — Ex — 7/Z, dont I'image est dans
N/Z, o N est le normalisateur de n’ dans 7. Donc I'image de K dans Autext(r’) est
contenue dans celle de N'/Z — Autext(n’), or /7 est fini.]

Repassant & 71 (V), on voit donc que l'image de K dans Autext(m;(V)) est finie,
donc I'image de K dans Aut(7g 3) est finie. Elle est d’ailleurs formée d’automorphismes

intérieurs, donc le lemme 1 sera conséquence du

Lemme 2: Tout automorphisme intérieur d’ordre fini de 7 3 (groupe profini libre & deux
générateurs) est trivial. De fagon plus précise: 73 a un centre réduit a {1}, et tout
élément de 7y 3 d’ordre fini est réduit a 1.
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Ceci est un énoncé d’algebre profini pure, que je reporte pour plus tard, pour en

terminer avec la partie “géométrique” de la démonstration du théoreme.

Lemme 3: Pour tout ouvert non vide V' C P'Q, considérant I’action extérieure de I sur

m1(V), la restriction de celle-ci & K est triviale.

Quitte a passer a un ouvert plus petit, on peut supposer par Belyi que V est un
revetement étale de Uy 3 — et le raisonnement précédent montre alors que ’action extérieure
de K se fait via un groupe quotient fini — mais cela n’est pas suffisant pour notre propos,
et n’implique pas par lui-méme que cette action soit triviale. D’ailleurs, au point ou j'en
suis, on aurait pu remplacer ¢ par n’importe quelle courbe algébrique quasi projective lisse
géométriquement connexe — pour trouver que K opere sur le groupe extérieur 71 (V) via un
groupe fini. Mais ici I'hypotheése V' C P'Q implique qu’il existe y € V(Q), soit x € U(Q)
son image dans U = Up 3. Prenant y, x comme points base pour les groupes fondamentaux,

on trouve maintenant un homomorphisme effectif de groupes fondamentaux
7T/ = 71(7, y) — W(ﬁ 7}073) = 7T1(17, SIZ’),
compatible avec une action effective de II' sur ces groupes. Par le lemme 1 ’action induite

de K sur m = m (U, z) est triviale, donc aussi son action sur le sous-groupe 7’. A fortiori

I’action extérieure est triviale, cqfd.
On peut maintenant prouver le
Lemme 4: K = {1} (i.e. le théoréme!)

En effet, sous les conditions du lemme 2, 'action de I sur I'ensemble I = S(Q,), ou
S =Pg\V, est déduite de I'action extérieure de I sur (V) si card(I) > 2, comme ’action
sur les classes de conjugaison de “sous-groupes lacets”. Comme K opere trivialement sur
le groupe extérieur, il opere trivialement sur I. Ceci étant vrai pour tout V., on voit
que l'action de K sur P}(Q,) = Q, U {co} est triviale, i.e. son action sur Q, I'est, donc
K = {1}, cqfd.

Ouf!

Il reste a reporter la démonstration du lemme 2, que je vais reformuler sous une forme

plus générale:
Théoreme 2: Soit 7 un groupe profini libre sur un ensemble fini I de cardinal > 2. Alors:

a) Le centre de 7 est égal a {1}.

b) Il n’y a pas dans m d’élément d’ordre fini autre que 1.

Finalement je cale sur a) — tout comme je ne vois pas pourquoi le centre de II' (et de
tout sous-groupe ouvert) doit étre réduit a {1}. Consulter Deligne a ce sujet!
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Pour b), voici un expédient. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
et considérons le corps des fonctions L = K(X) de U = P}, \ {n+1 points} (n = card([)).
Alors m ~ w1 (U), et c’est un quotient de &, = Gal(L/L). Comme 7 est libre, & — 7
se releve en m — &p, et il suffit de voir que £ n’a pas d’élément d’ordre fini # 1. Mais
d’apres Artin, il n’y a pas d’automorphisme d’ordre fini # 1 d’un corps algébriquement
clos L, sauf dans le cas ot L est extension quadratique d’un corps ordonné maximal R,
qui soit le corps des invariants de 7 (donc 7 d’ordre 2 exactement).

Mais en 'occurence on aurait R D L, et L D K, or dans K ’élément —1 est un carré,
donc R ne peut étre ordonné — absurde!

Corollaire 1 du théoréme 1: Soit X une courbe algébrique (lisse, géométriquement
connexe, quasi-projective), sur k extension finie de Q. (Je présume que I’action extérieure
de 8}? sur m1(X%) est fidele si U anabélien — a défaut de pouvoir le prouver, j’énonce:)
Alors il existe une partie ouverte non vide V' de X telle que I'action extérieure de 5,’;“ sur
71 (V%) soit fidele.

Démonstration. D’apres Belyi, on sait qu’on peut trouver V' C X qui soit un revétement
étale de U = (Up 3)k, je dis que ce V' la convient. Soit donc K le noyau de I'opération
extérieure de I' = 5,’;“ sur 7" = m1(V%). Soit y un point fermé de V, rationnel sur I'extension
finie &’ de k correspondant & un sous-groupe ouvert IV = 5,’;“, de T, soit K’ =T"N K. Soit
x I'image de y dans U: on a

' =m (Vg y) = 7 =m Uy, x),

et par construction 'action extérieure de K’ sur «’ est triviale, donc K’ opere sur «’ par

automorphismes intérieurs. Or on a le

Lemma 5: (*) Soit 7 un groupe profini & lacets, 7’ un sous-groupe ouvert; alors tout
automorphisme u de 7 qui laisse stable 7’ et induit sur 7’ un automorphisme intérieur
(resp. l'identité) est intérieur (resp. 'identité).

Admettons pour I'instant ce lemme — il en résulte que les éléments de K’, qui operent
sur m en induisant sur 7’ des automorphismes intérieurs, induisent sur 7 lui-méme des
automorphismes intérieurs, i.e. que l'action extérieure de K’ sur 7 est triviale. D’apres
le théoreme 1, on sait d’autre part que l'action extérieure de I sur 7 est fidele, donc
K’ = {1}. Tl en résulte que K est fini. Mais par Artin on sait que les seuls sous-groupes
finis # {1} de I sont ceux engendrés par une “conjugaison complexe” T, correspondant a

un sous-corps ordonné maximal entre k et k. Mais pour un tel 7 on a x(7) = —1, donc

(*) prouvé seulement modulo vérification de (2), (4) ci-dessous — pour le Corollaire 1; (2)
est d’ailleurs suffisant...
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I’action extérieure de 7 ne peut étre triviale — on gagne. En fait, la démonstration a montré

ceci:

Corollaire: Soient k un corps de caractéristique 0, U une courbe algébrique (lisse etc.)
sur k, telle que EF = T opere fidelement sur 71 (Uy) (opération extérieure). Alors pour tout
revétement étale géométriquement connexe V' de U, 'opération extérieure de I' sur w1 (V)

est également fidele.

Reste a prouver le lemme 5. Il suffit de le prouver dans le cas “respé” — 'autre s’en
déduit aussitot. Sim a au moins une classe de lacets (cas d’une courbe algébrique affine i.e.
non propre), alors 7 est libre — et le lemme 5 est valable justement pour de tels groupes.
Si (l;)1<i<y est un systeme de générateurs, soit L; le sous-groupe fermé engendré par [,
nous admettrons que Vn € N*

(2) L; = Centr, (L") (x).

Ceci posé, si 'automorphisme u de 7 induit I'identité sur 7/, In € N* tel que V1 < i < v,
u(l?) =17, donc u(l;) centralise I = u(l;)™, donc par (2) on a u(l;) € L;, i.e. u(L;) C L;,
mais on a Aut(L;) ~ Z*, et un automorphisme d’un Z-module libre de rang 1 est connu
quand on le connait sur ,L; < L;. Donc Vi on a u(l;) = I;, donc u = id, cqfd.
Dans le cas ou 7 n’est pas libre, prenons un bon (x;,y;)1<i<y — de sorte que 7 soit
défini par la relation génératrice
g

(3) [Tl vl =1.

1
Soient A;, A} les sous-groupes fermés engendrés par x;, y;. (Ils sont d’ailleurs tous conjugués
sous Aut(7)...). J’admets que ces groupes sont ~ Z (i.e. que les homomorphismes surjectifs
7 — Ay, 7, — Al envoyant 1 dans les z;, y; sont injectifs — c’est d’ailleurs trivial en passant
a m,ap) et qu'on a, en analogie avec (2), pour tout n € N*

Centr,(A?) = A;, Centr,(A'}) = A/,
et on termine comme ci-dessus.

Remarque: Le résultat le plus fort de fidélité dans la direction du présent paragraphe,
concernant des actions de II' et de ses sous-groupes ouverts, serait le suivant: si V' est une
courbe algébrique anabélienne sur I’extension finie k de Q, avec la cloture algébrique k,
alors non seulement I'action extérieure de £F =T sur 71 (V%) devrait étre fidele, i.e.

I — T(m) (%)

(*) pas prouvé!
(*) Cet homomorphisme se factorise automatiquement par le sous-groupe N (7) qui nor-
malise ().
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injective, mais méme 1’homomorphisme composé
I — N(n) = N(n) /S (n) ~ T,

devrait étre injectif (auquel cas ce sera méme un isomorphisme, puisqu’il est surjectif par
construction méme de N(m), I's...) Des raisonnements heuristiques faits précédemment
(moins convaincants sans doute que ceux du présent paragraphe!) semblent indiquer que
ce serait le cas au moins lorsque V' est un revétement étale de U = (Uy 3)x, auquel cas en

effet ’homomorphisme I' — II'; s’insere dans un diagramme commutatif

r

SN

r, I,—T,

ou my = m1(Uz), de sorte que 7 est un sous-groupe ouvert de mp, et 7’ est un sous-groupe
ouvert convenable, caractéristique dans my. S% on pouvait montrer que I'y, — II'z/ est
injectif (ce qui est plus ou moins une histoire d’algebre profinie), il en serait de méme du
composé I' — 'y, — '/, donc aussi de I' — II'x. Donc modulo cette hypothese sur les
groupes profinis, et utilisant Belyi, on trouve que pour toute courbe algébrique V sur k, il
existe V' C V ouvert non vide, tel que

IR |

(ou 7" = 71 (V7)) soit injectif. Quant & savoir si I' — 'y est lui-méme déja injectif — ou
ce qui revient au méme, si I' — II'y pour g > 2 et I' — II'; ; sont injectifs, je n’ai pas de
raison heuristique plausible pour m’en convaincre a présent — peut-étre est-ce tout a fait
faux? L’argument plus ou moins convaincant rappelé précédemment (a supposer qu’on
arrive a le justifier) montrerait seulement que si I' — II'; est injectif pour un 7 (ce qui
ne dépend que de son type (g,v)) alors il 'est pour les 7’ ouverts dans 7. On le sait a
présent (modulo peu de chose, tout au moins) pour les types (0, ) (v > 3) exactement — ni
plus ni moins — et on pourrait peut-étre le déduire pour les types (g, v) qui s’en déduisent
par “revétement fini”. Mais il est clair déja qu’on n’obtient pas les types (g,0) comme
cela (g > 2), ni méme aucun (g,v) avec g > 1, v € {0,1,2}. C’est dire qu’on est loin du
compte... Le premier cas bien intéressant serait donc le cas (1,1) (tore a un trou!), ou
@il ~ SL(2,Z) opérant extérieurement sur 71 1 (groupe libre & deux générateurs, encore —
comme par hasard) — 'action “arithmétique” de II'g sur 71 ; (i.e. l'action extérieure mod
T, ~ SL(2,Z) ) est-elle fidele?

§36. L’isomorphisme I'g — 'y 4
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et linjectivité de I'g — Autext(‘i'tl) ~ Autext(SL(2,Z)") (*)

Soit 7T(/)’3 le groupe quotient de II'y 3 défini par les relations
(1) =10 =1

c’est donc le groupe “cartographique orienté pour structures triangulées”, les 7 3-ensembles
finis correspondant aux cartes orientées finies (pouvant avoir des boucles aplaties) dont les
faces sont des triangles ou des mono-angles. L’opération extérieure de I'g (mais non celle
de &3 !) sur 7p 3 passe au quotient en une action sur 7%(’)’3. On peut améliorer le théoreme

1 du paragraphe précédent par la

Proposition:
L’action extérieure de I'g sur 7?6 5 est fidele.

Pour le montrer, on va plonger mp 3 comme sous-groupe d’indice fini dans 7(, 5, d’out
un plongement analogue

~ ~/
0,3 = To,3

qui sera compatible avec I'action extérieure de I'g.
Considérons pour cela le schéma quotient Y = ]P’}@ /63 = X/G3 avec les trois points

ap, a1, 0 de Y rationnels sur Q, ag correspondant a la trajectoire {0,1,00}, a; & la
1
) 9
I'ensemble des trajectoires “singulieres” géométriques). On sait que Y est une droite

trajectoire {—1,3,2} et as a la trajectoire {j,j}, (j = exp%) de G5 (ce qui épuise
projective (sur Q a priori), qu’on épingle par ag, a1, s comme points 0, 1, 00, donc Y ~ P};

I’homomorphisme X — Y s’identifie donc a un morphisme bien déterminé
(3) f: X=PG—-Py=Y

qui fait de X un revétement galoisien de Y, de groupe G3, étale au dessus de ]P’(%l)\{O, 1,00},
avec comme indices de ramifications en ces points 2,2,3. Du point de vue de la géométrie
des cartes (se plagant sur le corps de base C), on considére la carte déterminée sur X
par le triangle sphérique (0, 1, 00) (sur I’axe réel comme équateur) — qui est donc la carte
pondérée universelle — comme image inverse de la carte universelle (ayant un seul sommet
0, une seule aréte repliée 0 — 1, une seule face, de centre oo). Tout revétement étale
topologique de Uy 3(C) C X donne ainsi un revétement étale topologique de Uy 3(C) C Y,
ayant au dessus de 1 la ramification 2, au dessus de I’'infini la ramification 3 exactement, ce
qui correspond au foncteur “oubli” de la pondération, ou une carte triangulaire pondérée

(*) Les réflexions du présent paragraphe, un peu cahin caha, seront reprises de facon
moins pesante au paragraphe suivant.
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est considérée comme une carte tout court. Du point de vue des groupes fondamentaux,
on trouve ainsi une équivalence de catégories:
Revétements étales de X \ {0, 1,00} = Uy 3 ~ mp 3-ensembles
(4) L
Revétements de Y \ {0,1,00} = Up 3 /('objet X \ {0,1,00} de la dite catégorie)
~ m( 3-ensembles/E
ol:
- les revétements de Y\ {0, 1, 0o} considérés sont ceux dont la ramification est subordonnée
a la signature 2{1} + 3{o0},
- E est le 7 3-ensemble correspondant a 'objet X'\ {0, 1, 00} de la catégorie des revétements
étales de Y\ {0, 1, 00} & ramification subordonnée a 2{1} + 3{co}.

Ici, le point base de Y \ {0, 1,00} choisi pour décrire les revétements (& ramification

subordonnée a...) par un groupe fondamental & ramification, étant encore P = —j, on
aura:

—1
(5) E=fo(P)

et on peut expliciter ainsi la catégorie (7(, 5-ens.)/E, ou E est un espace homogene, iso-

morphe au quotient de 7}, 5 par le sous-groupe w3, noyau de 'homomorphisme surjectif

idoine,

0,3 — 63

lg — éléments d’ordre 2
(6) l1 — éléments d’ordre 2

loo — éléments d’ordre 3

[en marge:] A calculer!.

On choisit un Qg € E comme “origine” de E — pour pouvoir identifier £ comme
7 3-ensemble & 7( 5 /7’3 ~ S3 — alors Ens(n 3)/E sidentifie, par le foncteur F' — Fy,, &
Ens(mg’3).

On trouve donc en résumé une équivalence de catégories (dépendant du choix de Q)
mp,3 — ensembles — 76?3 — ensembles

qui est elle-méme décrite par un bitorseur sous (7(’s, 7o 3) et, & isomorphisme (non unique!)
pres par un isomorphisme
~ /0
70,3 — Tp,35

les isomorphismes ainsi obtenus (pour des origines variables du bitorseur) formant ex-

actement une classe de conjugaison par (s, i.e. un isomorphisme extérieur mo 3 — T3
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Quand de plus le choix de () varie, on trouve un composé my 3 — 76?3 — 7673 exactement

une classe de 7, 5-conjugaison, i.e. un homomomorphisme extérieur.
’

J’ai beaucoup turbiné pour pas grand chose — a défaut d’avoir écrit les fonctorialités
[7] tres générales [?77] pour les “groupes fondamentaux avec ramification”. Par exemple le
bifoncteur I mystérieux de tantot est formé des classes de chemins de P € X (C)\{0,1, 00}
(point base pour calculer my3) vers (o (jouant le role d’'un nouveau point base, ayant
le mérite de s’envoyer sur celui — P — qui sert a calculer 7r673, groupe fondamental a
ramification sur Y (C)\{0, 1, 00}...). Il serait peut-étre plus commode de définir directement

un foncteur en sens inverse,

(7) Revétements de Y (C) \ {0,1, 00} —  Revétements étales de X (C) \ {0, 1, 00}
subordonnés a la signature 2{1} + 3{o0}

par image inverse, suivi d’une normalisation.
Ici on utilise le fait que l'objet X (C) \ {0,1,00} de la catégorie des revétements a
ramification maximum imposée, réalise justement un maximum sur les points 1, 00 ou la

condition intervient. On trouve que le foncteur correspondant
(7 bis) T( 5 — ensembles — 7o 3 — ensembles
a les propriétés d’exactitude d’un foncteur associé a un morphisme de topos galoisiens

/
Brys — BTy 3

(commute aux limites inductives, exact a gauche) et est donc défini par un (o3, 7 5)-
ensemble qui soit un torseur (a droite) pour w5 (*). Le choix d’une origine pour ce

torseur définit alors aussi un homomorphisme correspondant 7y 3 — 7, 5.

Revenons a la situation arithmétique sur QQ, ou on dispose non seulement des groupes

fondamentaux géométriques profinis 7y 3, 7, 5, mais aussi d’extensions

1 =7AT073 =503 ~ 1T -1

)

(8) ./ /
1 > 7T073 > 503 > IF > 1

)

qui s’interpretent comme des groupes fondamentaux de U 3, resp. de Uy 3 avec ramifica-
tion subordonnée a 2{1} + 3{oco}. Les raisonnements précédents s’étendent a ce cadre et

fournissent donc un homomorphisme d’extension

1 > 7AT073 > 50’3 >~ ~1
) [ I
1 - 7?673 > 56’3 >~ ~1

(*) Ce bitorseur est aussi ’ensemble des Y¢ \ {0} homomorphismes du “revétement uni-

versel” a ramification imposée de cet espace sur le revétement universel ordinaire de

X(C)\{0,1,00}.
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défini modulo composition par un automorphisme intérieur de 7T(/)’3 [T0,3 — 70,3 s'insere

dans une suite exacte
. ~ A~/
(9 blS) 1— 70,3 — 7T073 — 63

et itou pour les groupes discrets, 1 — mp 3 — 7, 53 — G3].

Ceci dit, soit K le noyau de I'opération extérieure de II" sur 7r673. On voit alors que
I'opération extérieure de K sur le sous-groupe ouvert 7o 3 se fait par un groupe fini (en fait
par I'intermédiaire de 7 3 /70,3 =~ &3...) — ce qui implique, par le théoreme 1 du paragraphe
précédent, que le groupe K lui-méme est fini. Donc par Artinona K =1ou K = (1,7), 7
la conjugaison complexe. Mais comme x(7) = —1, il est évident que 1'opération extérieure
de 7 sur mp 3 (ol méme sur 7 5,y (= Z/2Z x Z/3Z) n’est pas triviale. Cela prouve la
proposition.

J’ai envie maintenant d’interpréter mj 5 comme ‘Ifl /(centre) (le centre est isomorphe
a {£1}), et itou pour 7y 5 =~ %1.1/{=£1}, isomorphisme qui soit compatible avec I'action
extérieure de I'. On a (pour mémoire)

(10) 1S GL(2,7Z),
I’isomorphisme étant obtenu ainsi
(11) i = 1.0 = Autext(m ) ~ Autext(ZQ) ~ GL(2,7)

[ou le premier isomorphisme est celui de bouchage de trou].

On a donc
(12) T~ SL(2,Z)
et
(13) Centre(% 1) ~ {£1}

(s’identifie au groupe des homothéties de SL(2,7Z)). Il est connu qu’on a dans SL(2,Z)/{£1}
deux générateurs \q, A3 satisfaisant respectivement

(14) M=1A=1

et tels que ces relations soient une présentation de SL(2,7)/{£1}. Sauf erreur ces éléments
proviennent d’éléments u4, ug de SL(2,7Z) lui-méme, satisfaisant

(15) ud =1,u} =1,



et qui correspondent aux seuls éléments d’ordres 6 et 4 (& conjugaison et passage a I'inverse
pres). En fait, tout élément d’ordre fini de SL(2,7Z) est conjugué a une puissance de uy
ou ug. Les sous-groupes engendrés respectivement par uy et ug, cycliques d’ordre 4 et 6,
sont les groupes des automorphismes des deux courbes elliptiques exceptionnelles (dites
“anharmoniques”) (en caractéristique 0).

Je n’ai pas de formule sous la main pour “placer” uy et ug, de facon qu’ils engendrent le
groupe SL(2,7) modulo son centre (ce qui implique sans doute qu’ils engendrent SL(2,7Z))
— mais on fera attention a la relation supplémentaire, s’ajoutant a (15)

(16) uj = ug

(c’est justement I’élément —1 du centre de SL(2,Z)). Je n’ai peut-étre pas besoin de la
formule explicite pour uy et ug. On définit alors

(17) 0.3 = SL(2,7Z)/{+£1}
par
(18) [ Aa, Il — A3

(donc I — (A3A2) ™' = XAz ! = AaA2), ot 1), 15, 1%, sont les générateurs de ) 3 COITESpon-

dants a ceux lo, l1, [~ de mg 3, avec les relations de définition

(19) U hlh=1,12=1,12 =1,

/ /

de sorte que ) 3 est bien le groupe de générateurs 11, I, satisfaisant & [ = 1,1 = 1.

Je veux maintenant me convaincre que I’homomorphisme correspondant a (17),
(20) #ths — SL(2,2)/{£1} = T, /{£1}

est compatible avec l'opération extérieure de I' = II'p. Pour ceci, j’'ai envie de définir
directement le composé avec 7o 3 — 7 3, i.e. 7o,3 — ‘Ztl /{£1}, et méme de le relever en
un homomorphisme

(21) To,3 — ‘Afil
Au niveau des groupes discrets, on définit bien
(22) 70,3 — SL(2,Z)
1, -1

-1 -1 —
par Iy = ug, loo = ug, lo — (ugua)™ = uy ug

82



et SL(2,Z) ~ ‘Zil s’identifie au quotient de w3 par le sous-groupe engendré par les

éléments
19,15, (1) 2) 7

D’ailleurs 7 3 peut s’interpréter comme un groupe de Teichmiiller TE)J;L (*), et (22) comme

un homomorphisme

(23) TE)J,Z - {ITJ

dont je soupconne qu’il se prolonge en un homomorphisme
(24) Tha — T11~ SL(2,Z)

[le premier membre étant] une extension de (1,7) par mg 3, qui n’est autre que le groupe
cartographique triangulé pondéré non orienté.

J'interprete le premier membre de (23) comme le 7; “géométrique transcendant”
du topos modulaire M6,47 classifiant les droites projectives avec quatre points disctincts
numérotés de 1 a 4; et le deuxieme membre de (23) est le m; transcendant du topos mo-
dulaire M ;, classifiant les courbes elliptiques (avec une origine fixée). On devrait donc

pouvoir définir, au niveau des multiplicités modulaires sur Q,

(25) (M 4)o — (M1,1)g,

qui donnerait naissance a (23).

Mais on voit de suite qu’on a un isomorphisme canonique
!
(26) MOA = I/{O,S

(je laisse tomber les indices Q), et la donnée de (25) revient donc aussi & la donnée d’une

famille de courbes elliptiques sur Uy 3. Mais si A est la °

‘variable € Up 3”7, en prenant “le”
revétement quadratique Ey de P! ramifié en 0,1, 00, \, on trouve une courbe elliptique,
avec quatre points marqués — au dessus de 0,1, 00, A — dont on peut prendre le point au
dessus de 0 comme origine — alors les trois autres points sont les trois points d’ordre 2,
indexés respectivemnt par 1, oo, A.

De fagon plus précise: sur un schéma de base quelconque S, sauf que 2 y soit inversible
(caractéristique résiduelle différente de 2), on a un foncteur qui va de la catégorie des
systemes (E, a, ) d'une courbe elliptique (homogene) relative sur S, et «, 3 deux sections

de E formant une base de o F, en tant que schéma localement constant en Fy — modules

(*) En effet ‘Z;J, est extension de ‘Z!g’y_l par 7y ,—1 (si (g, — 1) anabélien) et itou pour
les T+ Tyl = {1}
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(ou systeme local de Fo-modules) de S (donnant naissance a v = « 4 3, comme troisieme
larron - de sorte que (3, ) etc. sont en fait aussi des bases) (*) — vers la catégorie des fibrés
en droites projectives P sur S, avec quatre sections wug, u1, uso, A marquées disctinctes en
chaque point, en associant a E le quotient £/ + 1, muni des sections g, t1, tso, A qui sont
images respectivement de 0, o, 3,7 = a + ; et ce foncteur est presque une équivalence de
catégories. Ce qui lui manque pour I’étre, c’est que pour une courbe elliptique relative F,
la symétrie x — —x de E — qui est un automorphisme non trivial — opére trivialement sur
I'objet correspondant E/{£1} (**). Donc il faut prendre le champ sur (Sch), déduit de
celui des courbes elliptiques en commengant par prendre Isom(E, F') = Isom(FE, F)/ £ 1,
puis on prendra le champ associé a un préchamp (les objets sur S sont les “courbes ellip-
tiques relatives a symétrie pres sur S”). Le champ est représentable par une multiplicité
modulaire M7 ;, ayant comme groupe fondamental géométrique SL(2,Z)’/{+£1} justement,
déduit par exemple des variétés modulaires a rigidification de Jacobi déchelon n, M; 1[n]
— avec un groupe SL(2,7Z/nZ) opérant dessus, de sorte que

(27) M1 ~ (Mi[n], SL(2,Z/nZ))

et en outre que le sous-groupe central {£1} de SL(2,Z/nZ) opere trivialement sur M 1[n];
donc on peut faire opérer le groupe quotient SL(2,7Z/nZ) = SL(2,Z/nZ)/{%1}, et poser

(28) M{, = (Mya[n], SL(2,Z/nZ)")

(ce qui manifestement ne dépend pas du choix de n, n > 2). On trouve ainsi un homo-

morphisme

(29) Mg 4~ Up s — M 5,

qui fait de M(!)’ 4 un revéetement galoisien de groupe G3 de M{,h et de facon plus précise
(30) Moy = Mia[2) — My,

[la deuxiéme fleche définissant un| revétement galoisien de groupe SL(2,Fy) ~ &3), le
groupe fondamental géométrique de M 1[2] étant d’ailleurs isomorphe au noyau de I’homo-
morphisme SL(2,7Z)" — SL(2,7/27Z) qui factorise 'homomorphisme canonique SL(2,7Z)"—
SL(2,7Z/27).

(*) Il revient au méme de dire que l'on a trois sections «, 3,7 de oF sur S, qui sont

distinctes en tout s € S et partant # 1.
(**) Les pages qui suivent sont inutilement compliquées, avec I'introduction de M |, %} ;

etc. il suffit d’y aller brutalement avec la courbe elliptique y? = \/z(z — 1)(z — A) sur
Up 3, pour avoir Uy 3 — M 1; cf. plus bas...
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!
Passant aux groupes fondamentaux pour Mg , = Uy 3 et M! ;. on trouve un homo-
0,4 0,3 1,15

morphisme de suites exactes

. !
I ——o3=%54 —E,3=Noa

(31) | | {

1 > (’%3—3—1 > 5{’1 E > 1

~

([avec] f’fﬁ = ‘fil/{il} ~ SL(2,Z)/{£1}), qui identifie & 3 & un sous-groupe ouvert
d’indice 6 dans &7 ; = &1,1/{F1}, et itou pour 7y 3 dans ‘3’:’1+1 On trouve ainsi un isomor-
phisme

(32) 7?('()’3 :> Ker (Tll—j_l — 63) ~ (Ker(‘Zil — 63))/{:|:1}

compatible avec les actions extérieures de I'. On peut dire aussi qu’on a une structure

d’extension

(33) 1— 7AT0’3 — (le_j—l - 63 — 1

(ie. 1 — 793 — SL(2,2)/{£1} — SL(2,Z/2Z) — 1) compatible avec les actions de I
(I opérant trivialement sur S3).

Je finis par m’apercevoir que ce qu’on obtient ici est loin de (22) — cet homomor-
phisme (22) n’a rien d’injectif, par contre il est surjectif, et ses valeurs sont, non dans
SL(2,7Z)/{£1}, mais dans SL(2,Z) lui-méme! Il faudra donc que je revienne encore sur
une fagon de donner un sens arithmético-géométrique remarquable a (22), et son extension
aux groupes profinis correspondants. Pour le moment, je m’en tiens a exploiter un peu
(33). Tout d’abord je note que les arguments faits dans le cadre schématique marchent
aussi dans le cas transcendant, analytique complexe, et fournissent alors

(34) mo,3 — Ker(Th — &3) = Ker(SL(2,Z)/{£1} — SL(2,Z/2Z))
compatible avec (32), ou encore une suite exacte,
(35) 1 —m3— T/ =5L(2,2)/ +1 — &3 = SL(2,Z/2Z) — 1.

On aimerait interpréter (35) et (33), comme correspondant aux suites exactes analogues
liées au diagramme (9), reliant 73 et 7§ 3 — en identifiant 7 5 & T, 75 & TH. Ty

reviendrai tantot.

Remarque: On peut se demander si ’homorphisme
#to3 — SL(2,Z)/{£1} =~ Tf, /{=1}
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se remonte (*) (de fagon plus ou moins naturelle) en un homomorphisme
#to,3 — SL(2,Z) ~ T{,,

et itou pour les groupes discrets
o3 — SL(2,7Z) ~ ‘Zfl.

Bien str, comme w3 et 7y 3 sont libres (avec deux générateurs) on peut toujours re-
monter — d’exactement quatre fagons d’ailleurs (qui nécessairement, dans le cadre profini,
respectent les réseaux discrets). Mais peut-on le faire en respectant les opérations de I'?
Il suffirait pour cela qu’on puisse remonter Uy 3 — M | en Uy 3 — My (NB. My ; est une
Z/27-gerbe au dessus de M. {71), et je suspecte, d’apres le yoga “anabélien” que j’essaye de
développer, que I'inverse doit étre vrai (**) — que tout relevement de 79 3 — ‘3’14'1 commu-
tant aux opérations de II' est défini par un tel relevement Uy 3 — M ;. Or l'existence d'un
tel relevement Uy sz — M signifierait exactement ’existence d’une famille de courbes
elliptiques sur Uy 3, avec rigidification de Jacobi d’échelon 2, qui corresponde a 'invariant
tautologique A. Je doute qu’il en existe une, comme je doute que le relevement en termes
de groupes profinis a opération puisse se faire.

A vrai dire, comme ‘i'fl = SL(2,7Z)"n’a plus de centre trivial, il n’est plus raisonnable
de vouloir “tout exprimer” par les opérations extérieures de II' sur ‘iil, il faut plutot
revenir a l'extension &1 1 = £y, , de II' par ‘fil, et la question est si ’lhomomorphisme

Eo3 — 5{,1 = 51,1/{i1}

se remonte en

?
o3 — &1,

ce qui est plus fort que de trouver un relevement 7y 3 — ‘ifl, compatible avec les opéra-
tions extérieures de II'. Pour apprécier cette différence, je note que II' opere sur I’ensemble
E des quatre relevements 7o 3 — fi’l (interprétés comme homomorphismes extérieurs),
et la question posée sous la forme faible est s’il existe un élément de E invariant par II'.
S’il n’existait pas, il y aurait en tous cas un sous-groupe ouvert de II', d’indice 2 ou 4, qui
laisserait invariant un élément — donc, quitte a passer a ’extension finie correspondante
de ©Q, on trouve un reléevement, et quitte a passer a une extension un peu plus grande,
les quatre relevements possibles commutent a ’action extérieure de II'. Par contre, rien ne
prouve que I'on puisse trouver un “germe de relevement” de &3 — &1 en 8573 — Slu’l

(germes pris par rapport aux sous-groupes ouverts de & 3 contenant 7 3, ou méme tous

(*) Oui, on peut remonter, et c’est plus ou moins trivial... cf. plus bas...
(**) Pas tout fait, cf. page suivante pour une formulation plus raisonnable...
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les sous-groupes ouverts). L’obstruction a remonter sur & 3 lui-méme, i.e. a scinder une
certaine extension de & 3 par {£1}, est

(36) o € H* (& 3,7/27),

et rien ne dit que cette classe de cohomologie puisse s’effacer, en passant a un sous-groupe
ouvert de & 3.

Mais en termes géométriques, les courbes elliptiques relatives cherchées sur Uy 3 for-
ment les sections d’un champ sur (Up3)g — qui est une Z/2Z-gerbe — I'obstruction se

trouve donc dans un groupe de Brauer,
(37) B € H*(Uo3,Z/2Z),

ou comme U = Uy 3 est une courbe algébrique affine sur un corps (il suffirait qu’elle ne
soit pas de type 0,0), il s’en suit que ’homomorphisme canonique (& coefficients de torsion
quelconques)

H* €y, =) — H* (U, -)

est un isomorphisme. D’ailleurs, il doit étre plus ou moins trivial que (3 est I'image de
a — ce qui confirme l'intuition que si le relevement est possible au niveau des groupes
fondamentaux profinis (arithmético-géométriques), il I’est aussi au niveau des multiplicités
modulaires elles-mémes, donc qu’on a une existence d’une courbe elliptique relative sur
Z/{o73 qui...

Il est vrai qu’il est bien connu qu’une classe de cohomologie (37) a coefficients de
torsion s’efface, en passant a une extension finie du corps de base (Q en 'occurence). En

fait, on a une suite spectrale

(38) H*(Uo3,2/22) <= ES* = H?(Q, H(Up 3, Z/2Z)),

et ici H q(%) = 0 pour g > 2, donc on trouve une suite exacte
L EP' = HYQ,H'U)) — E3° = HY(Q,Z/27) — H*Uy 3) —
— Ey' = HP(Q, H'U) ~F%) — E3° = H3(Q,Z/2Z) — ...

Je me rends compte enfin que I’existence d’un relevement — i.e. de la courbe elliptique
hypothétique sur Uy 3 — est tout a fait triviale, il suffit de le définir par I’équation

y=Vaz(z—1)(z -\,
ie. y*—z(x—1)(z—\) =F(z,y;\) =0,
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ce qui définit une courbe plane affine, ou passer en coordonnées projectives
F(z,y,z;\) = y%2 — 2 + (1 + N2z — \az® = 0.

Je ne vais pas approfondir la question ici, dans quelle mesure ce choix est “naturel”.

Il donne en tous cas un homomorphisme tout ce qu’il y a de précis
(39) M!OA ~ Z/[()’g — Ml:h

d’ou un homomorphisme d’extensions

50’3 = N(!)A -1 -1

(39) i | H

1 ——%f, =SL(2,Z) — &1 = Ny - .1

A 1+
1 — > T0,3 = (ZOA

défini modulo automorphisme intérieur par un élément de €7, = SL(2,Z)", et au niveau
des groupes discrets,
>t
To,3 ’ (31,1

et méme,
(42) o3 — D'y = Ker (T, = SL(2,Z)" — &3 = SL(2,Z/2Z))

(et itou pour les groupes profinis). Ici 7y 3 est tel que le sous-groupe de congruence du
deuxieéme membre [?], soit I'y soit produit direct [??] sous-groupe 7y 3 et de son centre
{£1}. Mais en fait, il y a exactement quatre sous-groupes dans I's qui réalisent cette
décomposition. Pour ne pas faire de jaloux, on pourrait regarder 'intersection des quatre,
qui est un sous-groupe de I'y d’indice un diviseur de 24=16 [?] (*); c’est U'intersection des
noyaux de quatre homomorphismes I'y — Centre(I'y) = {£1}. En tant que sous-groupe de
70,3, il est d’indice un diviseur de 8 [c’est vrai et ¢’est méme trivial...] — ¢a ne m’étonnerait
pas que ce soit justement le groupe des commutateur de 7 3, qui est d’indice 4 — il y a la
toute une situation a élucider...

Bien entendu, il faudrait aussi expliciter I'homorphisme (42) (défini modulo automor-
phismes intérieurs) par ses valeurs sur les générateurs ly,l1,lo — j’y reviendrai peut-étre
tantot (¥*).

(*) NB. Ca doit étre le noyau de SL(2,Z) — SL(2,Z/AZ.
(**) Il n’est pas clair si 7 3 est invariant en tant que sous-groupe de ‘Ztl =SL(2,7Z), i.e.
stable par I'action extérieure de &3 sur SL(2,7Z) — je présume que oui, puisque S3 agit
aussi extérieurement sur 7o 3 a priori... ‘Ifl /70,3 serait une extension centrale intéressante
de &3 par {£1}...
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Théoréme:

L’action extérieure naturelle de I'g sur ‘i’il, et méme sur T = TF, /{£1}, est fidele.

On utilise le fait qu'on a un homomorphisme extérieur injectif
~ >+
0,3 — (51,17

compatible avec l’action de II', en procédant comme pour la proposition du début (ou 7?673
jouait le role de T7H).

Corollaire:

Les homomorphismes canoniques (surjectifs)
(43) Tg—1Ty, (v>1),

sont injectifs, donc des isomorphismes.

I1 suffit de le prouver pour I'g — II'; ; (puisque II'; ; est un quotient de II'y ,,, v > 1...),
or on a un homorphisme canonique I'y ; — Autext ‘iﬁrl et on peut considérer le composé,

'y — 'y 1 — Autext ‘i'fl — Autext ‘Zf’l;

par le théoreme précédent ce composé est injectif, donc aussi I'g — II'; 1, cqfd.

Remarque: On a vraiment I'impression, avec la proposition du début, et le résultat
précédent baptisé “théoreme”, d’avoir démontré deux fois la méme chose, et avec la méme
démonstration encore! Donc il est temps, apres ce détour, de s’assurer qu’il en est bien
ainsi, i.e. que I'homorphisme 7y3 — ‘3’14'1 qu’on vient d’utiliser s’identifie bel et bien
a I’homomorphisme 793 — 7%673, moyennant un isomorphisme convenable (qui reste a
décrire) commutant aux actions extérieures de I, qu’'on se proposait de construire (cf.
(10) & (20)) — et on I'a perdu en route, en essayant de trouver 7( 5 — T'f’rl par factorisation
dans 'homomorphisme composé 7,3 — w3 — T1'; [la premiere fleche étant donnée par
la surjection canonique| — et on s’est en un sens fourvoyé, car '’homomorphisme “naturel”
m,3 — ‘Z’ffl sur lequel on est tombé n’était pas du tout celui qu’on avait en vue: j’étais a
cOté de mes pompes. Donc il me faut revenir a la charge!

§37. Théorie des modules des courbes elliptiques via Legendre

(rigidification d’échelon 2)

Je me rends compte que j’ai pas mal compliqué des choses pourtant bien simples, au
paragraphe précédent. D’abord un remords de topologie des surfaces:
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Proposition: (*) Soit X une surface topologique paracompacte, G un groupe discret
opérant proprement sur X; on suppose que pour tout z € X, le stabilisateur G, opere
fidelement sur un voisinage de x (de sorte que G opere fidelement — en fait les deux doivent
étre équivalents) en préservant 'orientation locale (donc G, est un groupe cyclique) de
sorte que Y = X/G est une surface topologique paracompacte. Considérons ’ensemble
X'={r € X |G, # (1)} - qui est une partie discréte de X stable sous G — et I'image
Y' C Y de X' — partie discrete de Y — et la “signature” sur (Y, YY), pour laquelle le
coefficient d,, (y € Y') est I'indice de ramification ord(Gx) en les z € X au dessus de y.
Pout tout G-revétement X’ de X, considérons alors X’'/G =Y’ comme espace au dessus
de Y. Alors:

a) Y’/ est une surface topologique, revétement ramifié de Y, subordonné a la signature
d=d(X/Y).

b) Le foncteur X’ — Y’ = X’/G est une équivalence de catégories:

(1) Rev(X,G) = Revg(Y).

N.B. On peut expliciter un foncteur quasi-inverse, en associant a tout revétement ramifié
Y’ de Y compatible avec d, le (X, G)- revétement “normalisé” (en un sens topologique
facile a expliciter) de X x yY’. On a un énoncé analogue pour les schémas localement
noethériens réguliers de dimension 1, ou le foncteur quasi-inverse s’obtient en normalisant
X X YYI.

Corollaire: Soient x € X \ X', y son image dans Y. On suppose Y connexe (i.e. que
G opere transitivement sur 1’ensemble des composantes connexes de X ). Alors on a un

isomorphisme canonique

(2) m(X,G,7) 5 m ((Y, d), y)

d’ou, pour X connexe, une suite exacte canonique

(3) 1—m(X,z) = m((Y,d),y) - G—1.

N.B. On a un corollaire analogue dans le contexte schématique, X et Y étant des schémas
réguliers de dimension 1 — ou, le cas échéant, des schémas relatifs lisses de dimension

(*) Variante: G opere sur X avec sous-groupe invariant G satisfaisant les conditions
ci-contre [i.e. ci-dessus| on a alors, posant ¥ = X/G avec opération de G/G = H
dessus: Rev(X,G) ~ M((Y, d),H), qui donne 7 (X,G,x) = m((Y,c_l, H),y). Appli-
cation: &g 3 ~ T ;(~ GL(2,Z)"/ £ 1) (ott Gy 3 est une extension de Ty3 = &3 x Z/2Z

par mp 3).
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relative 1 sur un S, mais dans ce cas il faudrait (si j’en ai besoin) faire un peu attention

de préciser I’énoncé en forme raisonnable.

Exemple: Prenons X = P1(C)\{0,1,00} = Uy 3(C), G = G3 opérant de fagon habituelle,
donc (avec les conventions du paragraphe précédent), identifiant P*(C)/(G = &3) a P}(C),

avec:

(0,1,00) —0 dy=2

(4) (2,-1,1/2) =1 dy =2

(]75)'_>OO doo:37

on trouve Y = PYC) \ {0}, et d = 2{1} + 3{oc}. On trouve donc un isomorphisme

canonique:

(5) 71 ((Uo,3(C), &3),x) ~ 71 ((P*(C) \ {0}, d), y),

ot malheureusement on ne peut prendre z = P = j; il faut prendre z € P!(C) \
{0,1,00,2,—1,—-1/2,7,7} et le plus commode sera de prendre = tel que y = f(x) soit
le point base typique ) = y pour calculer le m; a ramification — pour un tel x on trouve

donc un isomorphisme canonique
(5 biS) 7T1((U073(C>,63>,.’L’) ~ 7T673

et en choisissant une G3-classe de chemins du point base initial P = y sur X = Uy 3(C)
vers x, d’ott un isomorphisme correspondant du premier membre de (5 bis) avec mg 3, on

trouve un isomorphisme canonique
(6) 1 ((Uo,3(C), &3), P) ~ mp 5

(qui change par automorphisme intérieur quand on modifie le choix d’une G3-classe de

chemins), d’ou la suite exacte
(7) 1 —my3— mh5— 63 — 1,
qui n’est autre que (9 bis) du paragraphe précédent, mais interprétée ici de fagon bien plus

transparente comme suite exacte d’homotopie pour &3 opérant sur Uy 3(C). Et on trouve
de méme, dans le cadre arithmético-géométrique, travaillant sur le schéma Uy 3 = Up 3¢ et
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son quotient Uy 3/S3 ~ Py, \ {0}, avec la signature 2{1} 4 3{oc} dessus, le diagramme de
suites exactes:

1 1
4 4

1 ——fo3 =3¢, -~ 7.5 -Gy ~1

I

Y 4

(8) 1 —— &3 =Ny, ~ & 3 CH -1
4 Y

Iy,=Tg = Ty

4 A
1 1

Nous voulons maintenant mettre en relation U 3, avec ’action de &3 dessus, avec la
multiplicité modulaire M; ; pour les courbes elliptiques (indices Q sous-entendus). C’est
domage d’ailleurs de travailler seulement sur QQ - je vais travailler plutot sur Z[%] - i.e. en
caractéristique résiduelle différente de 2.

Au paragraphe précédent j’ai identifié, un peu vaseusement, Uy 3 = M(!)A a M 2]
(sous lequel M; 1[2] est une gerbe liée par Z/2). Les ennuis techniques (plutot les compli-
cations conceptuelles) tiennent au fait que pour les courbes elliptiques (plus généralement
pour les variétés abéliennes de dimension quelconque), si n est un entier > 3, la “rigidifi-
cation de Jacobi d’échelon n” est bel et bien une rigidification, i.e. tout automorphisme
d’une courbe elliptique relative E qui induit I'identité sur ,, ' — sous schéma noyau de nidg
— est I'identité; mais il n’en est plus de méme pour n = 2, ou n est 'identité idg au-dessus
d’une partie ouverte fermée de S et —idg sur le complémentaire. Ceci suggere, pour une
meilleure compréhension, de coiffer M; 1[2] par un M 1[n], ot n est un multiple de 2;
donc Mj 1[n] sera un schéma ordinaire de type fini sur SpecZ (son image dans Spec Z sera

Pouvert Spec Z[1]) et au-dessus de SpecZ[1], le topos modulaire M 1 se récupére comme

(9) M171 >~ (Ml’l[’l’b],GL(2,Z/TLZ) = Fn)

au-dessus de SpecZ[+]. (*) Ici My 1[n] est le schéma qui représente le foncteur sur (Sch):

(*) Attention, c’est bien GL(2,Z/nZ) et non SL(2,7Z/nZ) qu’il faut prendre ici.
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S +— ensemble des courbes elliptiques relatives sur S
munies d’un isomorphisme (Z/nZ)é — o B ()
sur lequel le groupe T',, = GL(2,Z/nZ) = Aut((Z/nZ)?*) opére de fagon évidente. Le
schéma modulaire “grossier” (par opposition a la multiplicité ou topos modulaire) est
décrit au-dessus de Z/nZ par

(10) My =~ My [n)/Ty,

au-dessus de Z[1].
N.B. Le schéma ]/\47/1 sur SpecZ peut se décrire comme “I’enveloppe représentable” du
foncteur non-représentable

S +— classes d’isomorphisme de courbes elliptiques relatives sur S...
— itou sur un schéma de base (par exemple Q ou Spec Z[%]), quelconque...

I faut faire attention qu’en tant que schéma sur Z[] (ou sur Q, en passant & la fibre
générique), My 1[n] n’est pas relativement connexe (i.e. n’est pas a fibres géométriquement

connexes). En effet, un isomorphisme
2
(Z/nZ)g ~ nE
implique par passage a la seconde puissance extérieure, un isomorphisme
(Z/nZ) /\ nE o~ p271(S)
Z/nZ

d’ou1 un isomorphisme

Z/nZ ~ p(S)

qui s’identifie (prenant I'image de 1 mod n) a une section de p (S) ou ), est le (Z/nZ)*-
torseur relatif sur Spec Z[%] des “racines primitives n-iemes de 1”. On a donc un morphisme

canonique
(11) Mya[n) — py,

et c’est ce morphisme qui est a fibres géométriques connexes en caractéristique 0. Passant
a la limite sur n variable, on trouve sur Q

(12) M171[OO] = lili’l[’l’L] — H’Zo ~ SpecE

(**) Ce foncteur est représentable si et seulement si n > 3 (donc il ne l'est pas pour
n=1,2).
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ou le dernier isomorphisme est canonique et ¥ C C est la sous-extension cyclotomique
maximale de Q.

On récupere les M 1[n/], pour n'|n, n' # 1,2, a partir de M; 1[n] avec l’action de T'),
dessus par

(13) M171[’n/] ~ Mlyl[n] X, Fn’ ~ M171[n]/Kn’n/
sur SpecZ[1], ot
(14) Ky =Ker (I, = I'yy).(%)

Si on applique cependant cette formule dans les cas non licites n’=1 ou 2, on trouve pour
le cas n’ = 1, non M ; mais ]\/4: (schéma modulaire grossier), et pour n’ = 2, non M 1[2]
(qui n’est pas non plus un schéma), mais ce qu’on avait appelé au paragraphe précédent
M 1[2].

On peut expliciter M ; et ]/\47/1 sur SpecZ tout entier en termes des M 1[n] en les
décrivant au-dessus des schémas ouverts Spec(Z[2]), Spec(Z[=]) qui recouvrent Spec(Z)
(i.e. pour (n,n’)=1) par (9) et (10) en y prenant d’abord n puis n’, et en “recollant”

1
nn’

au-dessus de Spec(Z[—=]), par ces mémes formules appliquées a nn'...

On a d’ailleurs (pour mémoire)
Théoreme: M, ~E, (sur SpecZ).

On peut épingler un tel isomorphisme (défini a priori modulo le groupe affine entier
X — +X +n,n €Z), en notant qu’il y a dans m deux sections privilégiées sur Z, dont
les valeurs au point générique correspondent aux deux classes d’isomorphisme de courbes
elliptiques en caractéristique 0 (sur C par exemple) qui ont des automorphismes différents
de id, —id — les deux groupes d’automorphimes qu’on obtient sont d’ailleurs Z/4Z et 7 /67
(tres facile, par exemple par voie transcendante). Ce sont ce qu’on appelle sauf erreur les
courbes elliptiques “anharmoniques”. Sur un

M 1]n], le groupe des automorphismes rationnels sur k£ d’une courbe elliptique décrite
par un point x de Mj 1[n](k) s’identifie canoniquement au stabilisateur de x dans I',,:

(15) Aut(B,) ~ (D).

Bien str on a des énoncés idoines sur un schéma de base quelconque, pas nécessairement
un corps. Cela montre déja que les automorphismes des courbes elliptiques sont liés de
facon essentielle a la ramification de I';, opérant sur M 1[n]. On trouve ainsi:

(*) K, opere librement sur le schéma si n'|n,n’ # 1,2 mais pas bien sir si n’ =1 ou 2.
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Proposition: (Sur Spec@Q, si n # 1,2) Il y a exactement deux orbites de I',, opérant sur
M; 1[n] qui sont “critiques”, et qui correspondent a des stabilisateurs isomorphes respec-
tivement a Z/47 et 7/6Z, qui sont les groupes d’automorphismes des courbes elliptiques
(“anharmoniques”) correspondantes.

On montre que I';, n'opére pas fidelement sur M; 1[n] — le noyau de cette opération est
le sous-groupe central {£1}, image du groupe correspondant de GL(2,Z) — il correspond
au groupe des automorphismes “universels” +idg des courbes elliptiques E. Le groupe
quotient

(16) T/ :=T,/{£1}

opere fidelement, et on peut regarder le “topos mixte” (M 1[n],I},) — on trouve aussitot
qu’il ne dépend pas (a équivalence canonique pres) du choiz de n [a cela pres que 'ouvert
de SpecZ sur lequel “il a un sens” dépend de n...] (*) — et en fait, on a:

(17) (My1[n],T7,) =~ Mj 4

au-dessus de Spec Z[%], ott la multiplicité schématique modulaire Mj ; est décrite, en ter-
mes de courbes elliptiques “définies modulo symétries”, comme au paragraphe précédent.
Remarque: La proposition précédente semble dépendre de n, mais on voit a priori (grace
au fait que les I'y, ./, n/|n, n' # 1,2 operent librement) que si elle est valable pour un n, elle
est valable pour tous.

Notons aussi

Corollaire de la Proposition: En caractéristique 0, les stabilisateurs dans I'), (le groupe

qui opere fidelement sur (M 1[n]) des points des deux orbites critiques sont respectivement
Z]AZ et ZJ6Z. (**)

On a supposé ici que n # 1,2, mais rien ne nous empéche de regarder aussi
(18) My 1[2]' S My 1 [2m]/Tam 2 = My 1[2m] /o 21

(ot m est un entier quelconque > 2). L’action de I's ~ GL(2,Z/27) ~ SL(2,7Z/27) ~
S3 >~ TI'9y/Tom 2. Il n'est plus vrai, certes, que I'g,, 2 opére librement sur M [2m] — car
I'2,,,2 contient I'élément —1 € I'y,, correspondant a la symétrie universelle —idg —i.e. a
I’élément —1 de GL(2,Z). Mais le résultat général de rigidité rappelé au début implique
que

Com,2 :=T%,, 4/ 1>~ Ker (T, = I'y ~ S3)

1
nn’

(*) donc a condition de se placer au dessus d’un schéma de base tel Spec (Z]—]) ou n,n’

sont tous deux inversibles...
(**) valable pour n > 2, cf. plus bas.
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opere encore librement sur My 1[2m] — et cela implique que le corollaire de la proposition
est valable encore pour l'action de I'y(~ I'y >~ G3) sur M 1[2]".

Digression terminologique: M;; = M;j1[1] et les M 1[n], n € N*, sont définies a
priori comme des multiplicités schématiques modulaire, i.e. a) comme des topos localement
annelés localement isomorphes au topos étale d’un schéma (en 1'occurence de type fini sur
Spec Z, ou sur Q si on travaille en caractéristique 0) et b) définis, a équivalence pres définie
elle-méme & isomorphisme unique pres, comme “représentant” les foncteurs correspondants
S +— catégorie des courbes elliptiques relatives sur S, avec rigidification
d’échelon n, i.e. isomorphisme (Z/nZ)g ~ , E
= &L, (S)

donc par construction , on a pour tout schéma S une équivalence:

[o1 les homomorphismes sont des homomorphismes de topos localement annelés, i.e. homo-
morphismes de multiplicités).] Pour que les catégories E11,,(.S) soient discrétes, ou encore
que (Mj 1[n] soit un schéma, ou encore que les automorphismes d'une courbe elliptique
respectant une rigidification de Jacobi d’échelon n soient l'identité, il faut et il suffit que
n > 3, ie. n # 1,2. Donc M 1[2] n'est pas un schéma, mais M 1[2]" en est un, et
M; 1[2] — Mj 1[2]) est un isomorphisme local (décrit entierement par une Z/2Z-gerbe sur
M 1[2])). 1l faut quand méme prendre la peine de définir:

“théor.” ; “défini”

(20) M1’1[2] ~ (M1,1[2m],112m’2) — M1’1[2] ~ M1,1[2m]/F'2m72

(on a aussi My 1[2m]/T%,, 5 = My 1[2m]/T'ap 2) comme I'homorphisme canonique de “pas-
sage au quotient grossier” qui a un sens chaque fois qu'un groupe discret (disons) G opére

sur un schéma (disons) X, comme un morphisme
(21) (X,G) - X/G=Y

dont le foncteur image inverse (faisceaux sur Y = X/G — G-faisceaux sur X) est évident.
Ici on a un sous-groupe invariant z de G qui opere trivialement sur X, tel que G/z opere
librement, ce qui signifie que le morphisme (21) se factorise en

(22) (X,G) = (X,G/z2=G")—=Y =X/G=X/G
de sorte que le morphisme de multiplicité (21) s’identifie aussi, simplement, a:
(23) (M1,1[2m], F2m,2) — (Ml,l [2777,], Fl2m,2) ~ M171 [2]/
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Par contre, si on veut descendre jusqu’'a My 1[1)' = M{yl, en passant au quotient (au sens
“grossier”) dans M; 1[n] par I'},, 'homorphisme

(24) (M [n],T0) = M{, — My 4[n]/T% = My,

n’est plus un “isomorphisme”, i.e. n’est plus une équivalence, car I/, n’opere pas librement
— il a (méme en caractéristique 0) de la ramification de degrés 2, 3. [Si cependant en
excluant les courbes elliptiques anharmoniques, ¢a marcherait — ce n’est “qu’au voisinage”

de ces courbes elliptiques que (24) n’est pas un isomorphisme...].

En fait les raisonnements du paragraphe précédent établissent un isomorphisme (val-
able sur SpecZ[3]) (*)

(25) My a[2) = M4 ~ Uy

et cet isomorphisme est compatible avec les opérations de

(26) T, ~ Ty = GL(2,Z/2Z) = SL(2, Z/2Z)

sur My 1[2]" d’une part, de &3 sur Uy 3 d’autre part, quand on considere I'isomorphisme
(27) Ty = GL(2,Fy) = &5

qui associe, a tout automorphisme de [F3, son action sur les trois éléments non nuls o =
(1,0),8=1(0,1) et vy = (1,1) = a + B (de sorte qu’'on a d’ailleurs)

(28) y=a+p, a=3+7y, f=7+c

Il faudrait expliciter cette compatibilité, en considérant I’action naturelle de &4 sur M(!)’ 4
M(!)’n étant la multiplicité modulaire définie par

(29) Hom S, M(')n) ~ catégorie des courbes relatives sur S, localement

multipl (
isomorphes & P§ et munies de n sections mutuellement
disjointes numérotées S, Ss, ..., Sy.

N.B. C’est représentable bel et bien par une multiplicité si et seulement si n > 3, i.e. si le

champ des groupoides qu’on veut représentés est “rigide”, (**) et alors cette multiplicité

est méme un schéma, isomorphe d’ailleurs canoniquement au sous-schéma

(*) L'image de M 1[2)" dans SpecZ est SpecZ[3] tandis que celle de Mj 4 ~ U est
Spec Z tout entier.
(**) Si on veut une représentabilité pour n = 0, 1, 2, il ne suffit plus de travailler avec une

topologie étale — il faut des topologies fppf par exemple.
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Mon(1,,—3,Up 3) C 52{3, ol ici In—3 = {i € N |3 < < n} — ainsi M 5 ~ SpecZ (schéma
fini), et Mg 4 ~ Uo3 = P} \ {sections 0,1, 00} = Spec Z[T[1/{T(T — 1)}].

Mais on fera attention qu’il y a une opération naturelle de &,, sur Mém, donc sur
Mon(1,,—3,Up,3) — alors que I'on ne voit a priori que I'action de &3 x &,,_3 sur ce dernier:

I’isomorphisme canonique

(30) M}, =~ Mon((In—3,Uo3) C Uy (ot In—3 = {i e N|3 < i <n})
ne tient compte que des opérations naturelles du sous-groupe

(31) G3x6, 3C6,

de G,, sur M(!)’
I', = GL(2,F3) ~ &3 sur M(!)’ 4 qui nous intéresse est celle qui correspond au sous-groupe

n, €t pas de celle de &,, tout entier. Dans le cas de n = 4, l'opération de
S1 x 63 qui fixe le premier élément (correspondant a la section nulle d’une courbe ellip-
tique) et qui permute les trois suivants (correspondant aux trois éléments d’ordre 2 d’une
courbe elliptique générique en caractéristique différente de 2, qui sont les trois autres points
fixes de © — —z), alors que l'opération naive de &3 sur Uy 3 correspond au sous-groupe
G3 X 61 dans Gy, qui fixe les trois premiers éléments. Petite question de gymnastique
schématique (indépendante maintenant de la géométrie des courbes elliptiques, mais his-
toire de géométrie projective de dimension 1): comment passer d’une de ces actions de &3
a l'autre? On a envie de prouver que ce sont les mémes !

Notons que si I est un ensemble a 4 éléments, alors il lui est associé un ensemble a 3

éléments de “partitions de type (2,2)”, Pyo(I) = I, et ’homomorphisme
(32) 6[264—)6*263

est surjectif — son noyau est un sous-groupe isomorphe (non canoniquement) a Fo x Fy —
donc un groupe commutatif V' (I) annulé par 2, i.e. un espace vectoriel sur Fo, et en tant
que tel de dimension 2. En fait, V(1) operant sur [ fait de I un V (I)-torseur — donc I est
muni canoniquement d’une structure de plan affine sur Fy, et V(I) C & est le groupe de
ses translations. & s’interprete comme le groupe des automorphismes affines de I (toute
permutation de I est affine — il y a sur I’ensemble I une et une seule structure de plan
affine sur Fy), et &; comme le groupe Aut(V (1)) - ce qui suggere d’interpréter I comme
I’ensemble des trois éléments non nuls de V' (I), et en fait, on constate que 'on a une

bijection canonique
(33) I v v\ {0}

en associant a une partition I = I’ U I”, avec I',I"” de cardinal 2, la seule permutation
de I qui invarie I’, I et induit sur chacun une permutation non triviale (les éléments de
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&1 obtenus ainsi sont les permutations paires d’ordre 2, qui avec I'identité forment donc
le sous-groupe V' (I)).
On trouve, si i € I, d’ou I\ {i} de cardinal 3, une application canonique

(34) IN{i} -1

en associant & j € I\ {i} la partition de I en {i,j} et en son complémentaire. Cette
bijection étant compatible avec le transport de structure, on en conclut que I'isomorphisme
correspondant

est aussi le composé
(35) Sngiy — 61 — Gj,

(&1} étant le stabilisateur de i dans &) donc les quatre sous-groupes symétriques
d’indice 3 &\ ;) de &1 (i € I) sont canoniquement isomorphe & &; — donc entre eux, par
des isomorphismes qui sont d’ailleurs déduits des bijections canoniques

(37) IN{i} = I\{j} (i#j.i,j€l),

égales a la transposition (non a l'identité) sur I \ {i,j}. Cette bijection en effet est le

composé
IN{i} =1 =1\ {j},
et pour i, j variables, ces isomorphismes forment un systeme transitif d’isomorphismes.

\ . | 7 . 7 .
Revenant a ’action de &4 sur Mj 4, la clef de la compréhension est donnée par ceci:

Proposition: Considérons le sous-groupe V(I) de &; formé de l'identité et des involu-
tions paires. Alors l'action de V(I) sur M(!)J (*) est triviale, donc &; agit sur M(!)’I par
I'intermédiaire de &7/V (I) = &;.

Corollaire: Soit ¢ € I, alors l'action de &\ ;3 C &) sur M(!),I est déduite de celle de &5
via I'isomorphisme & p ;3 — & provenant de I\ {i} = I.

En particulier, pour I = [1,2,3,4], pour comparer 'action de & 53} et de G934}
sur M(!)’ 4 =~ Up 3 — ol la premiere est 'action standard de &3 sur U 3, la deuxieme celle de
S35 sur M1,1[2]’, on utilise I'isomorphisme

(38) 6{1,2,3} = (‘5{2,3,4}

(*) N.B. M(!), ; se définit en termes de I, pour tout ensemble I de cardinal > 3 comme
M 4
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explicité dans (37), correspondant & la bijection
1—4,2—3,3+— 2
des ensembles d’indices, qui correspond donc a I"automorphisme
(39) int(oy) : 63 — G3
en identifiant maintenant les deux ensembles d’indices [1,2,3],[2,3,4] & [0,1,00], et en

désignant par o; € G(g,1,00) (pPour i € {0,1,00}) la transposition des éléments # i. Donc

Corollaire: L’isomorphisme canonique
¢ / 1
Uos = Mia[2] (sur Z[3]),

quand on fait opérer &3 = Gg 1,00} sur I'un et I'autre membre, est compatible avec ces

opérations, via ’automorphisme int(oq), i.e.
(40) $(u-x) = (oruoy ') - ()

Il faut quand méme démontrer la proposition 4, qui équivaut bien str a ceci:

Corollaire: Soit X une droite projective relative sur un schéma .S, I un ensemble a quatre
éléments, (S;);cr une famille de sections mutuellement disjointes, et o une involution paire
de I (correspondant & une partition I = {iy,ia} U {is,i4} par oiy = is,00y = i1,003 =
ig,014 = i3). Alors il existe un automorphisme (évidemment unique) u de X, tel que

UoS; = Sg4-

Démonstration: On peut supposer que X = ]P’é, s1 = 0, 89 = 00; donc s3, s4 s’identifient a
des sections de OF; on prendra u défini par

A
U(Z)Z—, AEF(570}>
z
qui échange 0 et oo, et la condition pour échanger ss, s, s’écrit % = S4, % = s3, i.e.

A = s3s4 (N.B. il suffirait que (s1, $2, s3) et (s1, S2, 84) soient mutuellement disjointes — pas

la peine que s3, s4 soient mutuellement disjointes...)

Plagons nous a nouveau sur Q (pour fixer les idées), et considérons les groupes fonda-

mentaux des multiplicités modulaires M; 1, M{ ;. On part de

(41) {Mu ~ (Ml’l["}’ﬁ



(ou pour n = 2 on remplace M; 1[2] par M 1[2]"), qui donne des isomorphismes de groupes

extérieurs

1 (M1’1)27T1(M171[’I’L], Fn>(’l’b Z 3)

o

T (M 1)~y (M a[n], T7,)(n > 2)

(ot comme au (41) si n = 2), et comme M; 1[n| est connexe (méme s’il n’est pas géomé-

triquement connexe) (*), on trouve

1 —>-7T1(M171[n]> —>-7T1<M171> > Fn -1
(13) | | |
1 ——m(Mia[n]) —m (M) —1T75, ~1

qui permet de reconstruire 71 (My,1), en tant qu’extension de I';,, quand on connait 71 (Mj ;)

comme extension de I, par image inverse via I';, — I'/. On trouve comme de juste
Proposition: 71 (Mj,1) est une extension centrale de 71 (M7 ;) par {£1}.

D’autre part, on a les suites exactes d’homotopie sur Spec Q

1 —>7T1(M1’1) —>7T1(M171) > IFQ -1
(44) i i l
1 ——m (M) —*Wl(M{,l) - 1

(avec les isomorphismes (M 1) ~ ‘Iil, m1(Mi1) ~ %11 ~ Ni1) et la théorie transcen-

dante fournit des isomorphismes extérieurs canoniques (*)
(45) m1 (M) ~ SL(2,Z), mi(M] ) ~ SL(2,7)"= SL(2, Z)/+1,

On a la compatibilité essentielle suivante entre (43), (44), (45): la commutativité de

A
—_

1 —>7T1(M1’1> ~ SL(2,Z)A 7T1(M1’1> > ]FQ

(46) Jour L o
1 —— SL(2,Z/nZ —T,, = GL(2,Z/nZ) <~ (Z/nZ)* —1

(ol x,, est le caractere cyclotomique).

(*) c’est le théoreme de Kronecker d’irréductibilité de 1’équation cyclotomique.
(*) Attention; ne pas confondre SL(2,Z) avec SL(2,Z) !
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Passant a la limite sur n, ceci donne un diagramme commutatif

1 —>7T1(M171> ~ SL(2,Z)A—>7T1(M1’1) > ]FQ -1
(47) isurj i lx
1 SL(2,Z) ———~ GL(2,7Z) -7 -1

diagramme sur lequel nous allons revenir.

Pour l'instant je vais exploiter le deuxiéme isomorphisme (42) pour n = 2:
(48) 7T1(M{’1> = N1/71 >~ 7T1(M171[2]/, FQ = 63) ~ 7T1(Z/{073, 63),

ou le dernier isomorphisme correspond & l'isomorphisme int(oy) : &3 — &3, explicité
dans (40). On trouve donc bien, comme prévu aux paragraphe précédent — et de facon

entierement conceptuelle, I'isomorphisme d’extension

I ———m (M) —— m (M ;) ~Tg -1
(49) [ | [
1 —»ﬂl(m, 63) —"Wl(u(),3763> > EQ -1

ot l'onam (M] ) = T1") ~ SL(2,Z), m(M{ ;) ~ N7 1, m1(Up 3, 83) = 7t} 5 et w1 (U3, S3)
~ 5(’)’3. D’ailleurs, reprenant ces réflexions dans le contexte transcendant, on voit que cet

isomorphisme

(50) Foa {1} = 75 = m(MT,) = SL(2,2) = SL(2,Z)/ £ 1
est associé a un isomorphisme

(51) ros/ {315} = mhs = SL(2,2) = SL(2,Z)/ £1
déduit de I'isomorphisme de multiplicités analytiques complexes

(52) M~ (UG, S5).

11 faudrait quand méme expliciter '’homomorphisme (51) — qui n’est défini que modulo au-
tomorphisme intérieur, a priori, par des formules explicites — alors que sa définition ici sort
de facon purement conceptuelle, “géométrique” (au sens de la géométrie algébrique rela-
tive, des courbes rationnelles et elliptiques sur des espaces analytiques arbitraires). C’est la
un calcul clef, sirement instructif, qui ne devrait pas présenter de difficulté particuliere...

J’ai un peu laissé tomber en chemin dans tout ca le schéma modulaire “grossier” M 1,

apres avoir affirmé qu’il est isomorphe a El et qu’il y a deux sections marquées, dont les
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les valeurs en caractéristique 0 correspondent aux deux classes d’isomorphisme de courbes

elliptiques anharmoniques. En termes de I'isomorphisme
(53) M1’1 ~ M171[2]//F/2 22/{0’3/63

(valable sur Spec Z[3]), on trouve bien, au dessus de S = Spec Z[3], que ]\/4\1/1 se déduit d'un
schéma relatif Y qui est localement (au sens étale) isomorphe & P, en enlevant une section
s, dont l'existence implique déja que Y est globalement isomorphe & Pk — donc Y \ s(S)
isomorphe & E. Dans cette approche, on a donc envie de désigner par oo (non par 0,
comme en théorie des cartes !) cette section, qui correspond aux “points a 'infini” (0, 1, c0)
de Up 3, ou encore au “point a I'infini” de ]/\/[: 11 est d’ailleurs facile de vérifier a priori (par
la compactification de Deligne-Mumford de M ; et de ]/\I:) que ]/\/H/l sur Spec Z tout entier
est de la forme Y\ Im s, ou Y est lisse et propre sur Spec Z tout entier, et s une section — des
lors ce qu’on connait par exemple sur la fibre géométrique, et le fait que Z est principal,
impliquent que Y =~ PL et qu'on a donc ]/\47/1 ~ EL. Pour choisir cet isomorphisme,
on utilise les deux sections de E}, correspondant aux courbes anharmoniques. Ces deux
sections ne sont pas disjointes, elles se rencontrent en caratéristique 2 et en caractéristique
3 (pour ce qui se passe en caractéristique # 2, i.e. sur SpecZ[3], on le voit bien par
I'isomorphisme (53) — car en caractéristique 3 les deux orbites (2, —1, %) et (j,7) coincident
et se collapsent en un seul et méme point). Mais prenant 1'une de ces sections comme
section nulle (sauf erreur c’est celle qui correspond a la courbe elliptique la plus riche en
symétries, a savoir le groupe Z/67Z, qu’on prend — c’est une question de convention bien
stir — c’est donc aussi l'orbite {j, 7}, correspondant & un stabilisateur isomorphe a Z/37Z),
cela détermine I'isomorphisme ]Tfl/l ~ [} au signe prés. L’autre section devient alors un
entier de la forme £293° (a,b € N* — entiers bien déterminés dont je ne sais pas la valeur
par coeur), et on acheve de normaliser en exigeant que le signe soit plus. Donc

Théoréme: (pour mémoire — c’est bien connu)

Il y a un isomorphisme unique
(54) My, ~E}

qui en caractéristique 0 donne a la courbe anharmonique de groupe d’automorphisme 7 /67
I'invariant 0, et & celle de groupe Z/47Z un invariant > 0 (qui sera nécessairement 2%3°,
avec a,b € N* bien déterminés, mais par moi oubliés...b = 3, cf. ci-dessous).

En termes de 'isomorphisme
M1’1 ~ Z/{(),g/Gg C P1/63

valable sur SpecZ[3], ceci correspond & un isomorphisme entre P! /&3 et P! qui & 'orbite
(0,1, 00) associe co (non 0), et & l'orbite (j,7) associe 0 (non co), & l'orbite (2,—1,1) le
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fameux 2%3° (et non 1). La fonction (invariant modulaire)
(55) J(A) € Q)

qui réalise cet isomorphisme, i.e. le morphisme

(56) p. L, pL

correspondant (de degré 6, avec J ou = J,u € G3) est donc lié a celle inspirée de la
théorie des cartes, soit f(A), par

(57). J(A) = 223" F(N) 7

D’ailleurs, f(A) (ou J(A)) se calcule aisément par la connaissance de ses zéros et de ses
poles, avec leurs multiplicités, et la “normalisation” pour la valeur de f (ou de J) sur une

des sections 2, —1, 1: on trouve immédiatement

) 9
3 22(z—-1)2
(58) f(z) = §m7
donc,
a (22— 2z +1)3
(59) J(z) = 20423 3%

Comme J(\) doit garder un sens en caractéristique 3, et ne peut pas étre constante, ceci
montre d’ailleurs que b = 3, donc (59) s’écrit aussi

(22 —2+1)3
22(z—1)2 7

j(z) — 2a+2

mais on se rappellera que cette formule n’est pertinente — ne permet de calculer I'invariant
d’une courbe elliptique — que si la caractéristique est différente de 2, heureusement! Pour

décrire
(60) My, — Ky

(et en particulier pour déterminer I'autre invariant modulaire critique 2933, i.e. pour
déterminer a) aussi au voisinage de 2 — disons en caractéristique différente de 3 — il faut
une étude des courbes elliptiques qui ne passe plus par la représentation (de Legendre, sauf

erreur) y*> = \/z(z — 1)(z — A), ou encore, par la rigidification de Jacobi d’échelon 2, mais
par celle d’échelon 3.
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Remarques: on voit tout de suite que le quotient P}, /&3 s’identifie & PL de fagon unique
en prenant comme images des orbites (0, 1, 00) et (7, 7) les sections 0 et oo (par exemple, en
suivant la convention qui correspond a la théorie des cartes), et en prenant comme image
de Porbite (2, —1, 1) un nombre rationnel qui soit > 0.

Ceci est possible a priori, car on note que les orbites (0,1, 00) et (j,7) ne coincident
en aucune caractéristique, donc correspondent & des sections disjointes de Y = PL/G3,
tandis que l'orbite constante (2, —1, %) coincide avec la premiere en caractéristique 2, avec
la deuxiéme en caractéristique 3 (et ce sont la les deux seules coincidences qui peuvent
arriver).

On voit donc a priori que la troisiéme section sera de la forme 2¢/3°, avec o, 8 € N*.
Le calcul explicite est d’ailleurs évident; ’homomorphisme composé

(61) P L pl/G, ~ P}

doit étre de la forme f; = c f, avec la constante ¢ € Q choisie de telle facon que cf se
réduise bien en toute caractéristique (ce qui détermine ¢ modulo le signe), et que f1(—1) =
cf(—1) = ¢ > 0 (ce qui leve 'indétermination du signe). On trouve alors

N(A—1)2 22

(62) fi(A) = DZ—at1)? 3—3f()\),
donc
(63) fi(—1) = §—3 (donc av = 2,3 = 3).

Mais on fera attention qu’au voisinage de la caractéristique 2, ces calculs ne se rapportent

—~—

plus a M 1 et M 1, ou la configuration des trois sections n’est pas la méme qu’ici...

Sur la lancée de ces réflexions, il serait naturel de regarder de plus pres le schéma
(64) M 1[4] sur lequel agit T'y = GL(2,Z/4Z) viaT)y =T4/ £ 1
et 'homomorphisme
(65) My [4] — M2 ~Up 3
compatible avec

I, = GL(2,2/47)) £ 1 — T}, = Ty ~ GL(2,Z/27) ~ &3.(x)

(*) En fait le noyau de ’homomorphisme GL(k, A) — GL(k, A/J) est toujours un groupe

commutatif — et méme un A/J-module isomorphe & (A/J)* — si J est un idéal de carré
nul d’un anneau A. Donc ici Ker(GL(2, Z/4Z) — GL(2,Z/2Z)) est un groupe commutatif,
et méme un espace vectoriel sur Fo; il est isomorphe a F3.
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Un calcul immédiat, compte tenu que (Z/4Z)* ~ {£1} donne

CardT'y = 2Card SL(2,Z/4Z) = 8Card SL(2,Z/2Z) = 16CardI'y = 16 x 6.
Donc
(66) Card(I") , = Ker(I') — T%)) =8

i.e. Mj1[4] est un revétement galoisien de M; 1[2]" d’ordre 8. Notons qu’il n’est pas
géométriquement connexe sur Q, ou sur Spec Z[%], puisque M; 1[4] se trouve sur I’extension
quadratique p}, de Spec A ot A = Z[3], qui n’est autre que A(z). On a une factorisation
de My 1[4] — M;1[2]":

My 4] — (Uos)s —2+M11[2) ~Uos

(67) \ | |

1
SRy —— SpecZ[i] =S5
[ou les fleches horizontales sont galoisiennes du degré indiqué et] ot maintenant

M, [4] — M1,1[2]//s = (Uo,3)s

est un revétement galoisien dont le groupe est le noyau de FZ’Q det {£1}, ou encore celui

de SL(2,Z/AZ)" — SL(2,Z/2Z), que nous allons désigner par ST") ,, qui est d’ordre 4.
Proposition: Le groupe
(68) ST40 = Ker(SL(2,Z/AZ) — SL(2,Z/2Z)

est isomorphe a 7 L(2,F3) (groupe des matrices de trace nulle a coefficients dans Fy), avec
lopération évidente de SL(2,F5) dessus, et le sous-groupe {£1} correspond aux matrices
scalaires — le quotient SFQ’Q des deux est isomorphe & F3 (de facon idiote et pas canonique
du tout!). Regardant M 1[4] comme un revétement galoisien de M7 ,[2],, = (Uo,3)g, on
trouve géométriqguement “le” revétement abélien universel de Uy 3 de groupe annulé par 2

(et pour cause), qui a comme groupe de Galois (F5)10:1:°} /(diagonale). (*)

Enfin, tout est essentiellement tautologique, mais un calcul amusant a faire sera de
redécrire l'action de SL(2,Fs) sur 7L(2,Fy)/ (matrices scalaires), de fagon a l'identifier a
l'action de &3 sur F;O’l’oo} /(diagonale). Comme revétement de

(69) Ml,ls/ ~ M1’1[4]/SF21 ~ M171[2]/S’/Fl2

(*) NB Ce sont les 4 supplémentaire de ce sous-espace Fo «— T L(2,Fs) qui forment un
torseur sur le dual de V' = 7T L(2,F3), qui devraient correspondre aux quatre reléevements
en my 3 — ‘Zlf’rl = SL(2,7); cf. plus haut sur ces questions.

106



M 1[4] est un revétement galoisien d’ordre 24 (=4 - 6) de groupe SL(2,Z/47) . Ce serait

bien qu’on n’ait pas un isomorphisme
(70) SL(2,Z/47) ~ &,

(ot &4 est le groupe des automorphismes de I'octaedre), et que M 1 ¢, ne soit le revétement
de PL, \ {0,1,00}, avec ramification compatible avec 2{1} + 3{oo}, qui correspond a
loctaédre dans la théorie des cartes — on devrait avoir sur S’ = SpecZ[3][i] un isomor-

phisme canonique
(71) M 1[4]g ~ courbe de Fermat " + " + 2" = 0 (sur S’)(%)
dont le groupe d’automorphismes est justement une extension de &3 par

12101} /(diagonale)!

Pour bien faire, il faudrait expliciter la relation entre courbes elliptiques E (sur un
schéma S au dessus de Z[1][i]) munies d’une rigidification de Jacobi d’échelon 4, ey, ez
avec e; A eg = [i| 71, et solutions “non triviales” de 1’équation

(72) 2ty +z2" =0

sur S, i.e. les systemes de sections z,y,z € I'(S,0%) satisfaisant (72), modulo multi-
plication par un “scalaire” a € I'(S,Og*) — ou encore, rompant la symétrie en posant
X =x/z,Y =y/z, les solutions de ’équation

(73) X"+Y"=-1 (=), X,Y €I'(S,0%)...

On a ainsi interprété M; 1[2]" et (modulo des vérifications et une étude un peu plus poussée)
M; 1[4], en relation avec deux cartes triangulaires pondérées régulieres — la carte “diédrale”
ou carte triangulaire pondérée universelle (trois sommets 0, 1, 0o, trois arétes, deux faces
qui sont des triangles, type (p,q) = (3,3)), et la carte octogonale, qui est un revétement
d’ordre 4 de celle-ci (étale en dehors de {0, 1oo}).

Il serait bien aussi de regarder de plus pres le variétés modulaires congruentielles
M 1[3] et My 1[5], correspondant & des groupes modulaires “géométriques”:

(74)
ST = SL(2,F3)/ £1 (d’ordre 12) C GP(1,F3) (d’ordre 24) ~ &4
en fait on doit avoir STV, ~ 2,
STL = SL(2,F5)/ £ 1 (dordre 60) C GP(1,F5) (d’ordre 120) ~ groupe du bi-icosaedre

(*) 1l vaudrait mieux écrire I’équation de Fermat ici xf + =] + 2L, = 0.
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Sauf erreur, ces groupes sont respectivement les groupes 2, du tétraédre orienté et celui
s de l'icosaedre orienté. Si je me rappelle bien, les cas n = 2,3,4,5 épuisent les cas
de courbes modulaires congruentielles M 1[n| qui soient rationnelles. C’est une chose
remarquable qu’on trouve par exemple tous les polyedres réguliers finis a faces des triangles
[sauf un, a arétes repliées - celui de la figure (76), cf. plus bas...]; il était clair a priori,
par 'isomorphisme entre ‘3’171 et le “groupe cartographique triangulé orienté” 7r(’)’3, qu’on
devrait retrouver tous les polyedres réguliers finis a faces des triangles de cette fagon, mais
non pas que ce soit des sous-groupes de congruences, tres exactement. Le tableau obtenu

est alors le suivant:

groupe G = ST, courbe modulaire type du polyedre

D3 ~ G4 M 1[2)" triangle sphérique
(75> 914 Ml,l [3] tétraedre

G M 1[4]  octaedre

As M; 1[5]  icosaedre

Comme autres courbes modulaires (pas congruentielles) rationnelles galoisiennes sur
M, 1,1, il y aurait encore les quotients des précédents par les sous-groupes invariants de ST,
distincts du groupe entier et de 1. On trouve comme quotients possibles:

a) Cas G3: le quotient {£1} (via signature).

d) Cas 24: le quotient Z/37Z = 25 (via 64 — S3 induisant 24 — As3).

c) Cas G4: le quotient &3, et le quotient {1} de celui-ci.

(pour d il n’y a rien, 5 étant un groupe simple).

Les courbes modulaires rationnelles obtenues se réduisent aux deux cas a) et b) (qui
sont retrouvés dans c¢)). Dans le cas a), on trouve le revétement quadratique de Y =
P1(C)\ {0,1, 00}, qui est non ramifié en oo (car I'indice de ramification devrait diviser 2
et 3), qui correspond donc au revétement y = \/m et a la carte sphérique de type
(2,1) (sommets d’indice 2, faces d’indice 1), formée d’un sommet avec une aréte (équateur)
délimitant deux faces qui sont des monogones.

Le cas b) est le revétement cyclique d’ordre 3, ramifié seulement en 0 et en co (en 1,
I'indice de ramification doit étre diviseur de 2 et de 3, donc est 1) avec carte sphérique de
type (3,3), avec des arétes qui sont des boucles repliées:

(76) 1 seul sommet, 3 arétes repliées qui en sortent, une face triangulaire.

Les variétés modulaires sont trop proches de M 1,1 — avec un groupe d’automorphismes
(quotient de I, = SL(2,Z)) trop petit, pour pouvoir étre rigidifiantes; il faudrait que le
groupe de Galois-Poincaré du revétement soit multiple de 12 (multiple de 4 et 6!), pour que
la courbe modulaire ait une chance d’étre rigidifiante. Ces cas semblent donc nettement

moins intéressants.
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Il y aurait lieu par ailleurs, dans chacun des trois cas restants de (75) (mis a part donc
le premier cas, qui correspond & M 1[2]” et est & peu pres compris), d’expliciter la relation
entre les points des courbes rationnelles correspondantes, et entre courbes elliptiques a
rigidification de Jacobi, d’échelon respectivement 3,4,5. Il y a stirement des choses précises
dans Klein, mais on aimerait faire des choses un peu plus fines, qui soient valables simul-
tanément en toute caractéristique, i.e. sur des schémas de base généraux. Ce souci semble
intuitivement lié a la question des opérations de I'g sur les classes d’isomorphismes des
cartes, et plus particulierement des cartes sphériques régulieres. C’est assez extraordinaire
que **, depuis trois ans que la question est 1a, n’y ait pas encore touché. Dieu sait qu’elle
est juteuse!

Complément sur les rapports anharmoniques:

Soient 21, 2, T3, x4 des sections partout distinctes de PL, on veut construire la section
correspondante de Uy 3 = PL\{0, 1, 00}s. Soient a, b, ¢, d sections locales de O 4, avec ad—bc
inversible, telles que:
az+b
cz+d

(77) U= Ugped: 2
transforme (x1,x2,x3) en (0,1,00) — on aura donc
(78) A =u(zy).
Les conditions sur (a, b, ¢, d) pour ux; = 0 etc sont

ar1 =0, arag+b=cro+d, cxs+d=0

qui donnent, si par exemple a est inversible (sinon on peut supposer ¢ inversible), en
résolvant en b, ¢, d [ici quelques lignes de calcul élémentaire omises]:

(24 — 21)(22 — 73)

(r2 — 21) (24 — 73)

En tant que fonction rationnelle en x1,x9,x3, 24 (& coefficients dans un anneau integre

(79) M1, w2, T3, T4) =

fixé), A est caractérisé par les deux propriétés:

a) invariance par rapport a une (méme) transformation homographique sur les vari-
ables x1, xo, x3, x4, f(uri, uxs, urs, ury) = f(x1, 22,3, 24), €t

b)f(0,1,00,24) = 24 (avec un grain de sel pour donner un sens au premier membre).
On a de plus

c¢) une propriété remarquable de symétrie, qu’on explicite en définissant un homomor-

phisme de &4 dans le groupe homographique (moralement, GP(1))

o€ 6y =% GP(1)



de telle facon qu’on ait

(80) )‘(1:0_117 Lo-12,T5-13, xa—lél) = ¢0' ()\(.’171,.@2, 3, x4))
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[Les remarques entre crochets sont insérées par la rédaction.]
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49. Homomorphismes de M, 3, les groupes M, , généraux.

I) (*). Considérons un sous-groupe fermé G de My s, contenant S35, donc image inverse
d'un sous-groupe fermé de I'y3~. On suppose que celui-ci est ‘suffisament gros’ — disons
qu’il contienne un sous-groupe d’indice fini de I'q C I'y3™. Pour le moment, on suppose
pour simplifier que G C Kerez. En résumé :

(1) Sy € G C Mgy, weG = pulu)=1 (3).

Cette derniére hypothese signifie donc que pour tout u € G, on a ag(u) € 65{’ 4, donc on a
= ot A
(2) g —=< 653,

Bo
caractérisés par

(2) uo) = intlao)s, a = aolu),
u(o) = int(fy)o , Bo = Polu).

On considere

G(0) = GNMg,(0)
(3) N

Glo] = GNMg;s[0] = Normg(Lg) ,
de sorte que ’

(4) G =6(0)-654 (produit semidirect)

(5) G[o] = G(0)- LS idem

(6) Glln&gs = Ly .

On a posé

(7) L§ = sous-groupe fermé de &4 engendré par &g ,

et on définit de méme LY, LS.

Considérons un groupe profini M, et un homomorphisme (continu) surjectif

(8) G — M.
On pose
( ©(6ps) = 6 sous-groupe distingué de M
©) p(G(0)) = M(0)
p(Gl0]) = MI[0]
p(L§) = Lo.

1Ot on se met dans le bain ... Toute cette section I semble entierement inutile pour la suite, c’est un
tatonnement préliminaire qui débouche sur la section II, p. 553.



Donc ce sont des sous-groupes fermés de M, satisfaisant

(10) M(0) € M[0] € Norm(Lo)
(11) Ly € 6N MI0].
Par abus de langage, on désigne encore par p, o, €y, €1 ... les images de ces éléments

n ul isfont don relations connu n n particulier
dans G, satisfont donc les relations connues dans & 4", en particulie

(12)  o* =p* =1, op = &g, po = €1, g1 = o(eo) = pleo) .

Les restrictions des applications «g, Gy de (2, 2') & M, ,[0] seront plutot notées «, 3, ou
a, (3 sont en fait des applications

(13) SG ¥ image inverse de G dans SMy, —= 644
A\ ? B ?

={(u.f)€GX &S] 3" | fueG[0]}
dont on regarde les restrictions au sous-groupe (~ M, ,[0]) de SG défini par la relation
f=1
Composant a, (3 : G[0] —= &7 3" avec ¢|& 4", on trouve des applications, encore notées a,
B (ou o™, pM en cas de confusion possible)
(14) glo] == &,
satisfaisant donc

u(p) = int(a)p pour u € MJ0] de la forme p(uo),

(15) (o) = mt(B)o et a = a(u), = Blu) .
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A priori, a et § dépendent du choix de ug dont u provient, pas seulement de u — mais

—1 —
(16) ap(a) [u, p]
Bo(B)~ = [u,0]
n’en dépendent pas. Si on pose
(17) T, = Centr,(p) , T, = Centr,, (o),

on sait donc que, modulo 7, resp. T,, o, 3 ne dépendent pas de w.
Hypothese. o = a(uy), = [(up) ne dépendent que de u = ¢(uq) (pour uy € G[0]).
On va exprimer cette hypothese de facon un peu différente, en introduisant

(18) J = Ker(G[0] — M[0]),

on veut donc que pour
/
Uy = 501,60 s



avec ug € G[0], dp € J, on ait
a(up) = a(ug) Blug) = Bluo) -
Soient ag = a(uo), o = Bluo), g = aluy), Gy = B(uy), @ = aldo), By = B(6o) dans G,

de sorte qu’on aura, par les formules de cocycles dans G,

ay = dolag)ap , By = 60(30)8, ,

d’ou, en appliquant ¢ et notant que

def

©(do(a)) = ¢(d0)(p(an)) = ¢lag) = a, et de méme
ey
#(0o(B)) = @(Bo) = B8
(19) o = aa, g = 63 dans & ,

ot ey, B3, o, B', @, 3 sont les images par ¢ des quantités o etc. dans 63{79. Donc I’hypothese
signifie aussi

(20) V 8 € J X Ker(G[0] — M]0]), on a a™(6,), 37(8y) € Ker .

Quand cette hypothese est satisfaite, on a donc des applications
(21) M]0] % S

factorisant (14), et satisfaisant donc

(22) ulp) = it pour u € M[0], a = a(u), 8 = Blu)

uw(o) = int(B)o N

qui paraphrasent (21).

D’ailleurs, posant

(23) ¢ =oapl@)t,  n=poB)",

les relations (22) s’écrivent aussi

(24) u(p) = &p, u(o) = no

et on aura

(25) § = lwpl, n=luo],

et de plus

(26) £ = nlv, ot v ="t €Z (ulemultiplicateur de u) ,

qui provient de la relation analogue dans 63’ 5. (On suppose pour fixer les idées que
I’homomorphisme

g ~
G X 7 (‘multiplicateur’)



se factorise par
XM
(27) g — M — 7",

de sorte qu’on a une notion de multiplicateur (& Z*) pour les u € M.)

Considérons ’'homomorphisme naturel

M0 — Aut(S)

u > int(u)|S,

(28)

on voit sur (22) ou sur (24) qu'il est connu quand on connait
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les fonctions o, 3 : M([0] — &, et méme quand on connait seulement §, n : M[0] — &
(%). Si d’ailleurs on pose

(29) M'0] = Im(M[0] — Aut(&)) ,

ces dernieres fonctions £, n sont déja définies sur M’'[0] — alors qu’il n’est pas clair qu’il
en soit de méme de «, 3, quand M|0] n'opére pas fidelement sur &. On a ainsi une
application (§,n) d’'un certain sous-groupe M’'[0] € Normaye)(Lo) dans I'ensemble des
solutions de I'équation en &, n (26) qu'on écrira simplement

(31) n ¢ e Ly [*1,

relation qui implique (26) (avec la forme précise de I'exposant v) si on suppose p.ex. &
assez gros pour que &4 — SL(2,7Z) se factorise par & — ce qu'on va supposer, pour
nous simplifier la vie.

De fagon plus précise, soit

( 3\
a) &p conjugué a p dans G, i.e. £ de la forme

[ev, p] = ap(a) ™.
Y= Yepo = (& n) b) &o conjugué a o dans &, i.e. n de la forme
(32) [3,0] = Bo(3)".

¢) nlée Ly, ie IV eZtel que £ =ne’.

[plutdt no conjugué a o dans b)], et soit u € Aut(S) un automorphisme de &, et
posons

(34) § = [upl = upu=p™t = ulp)p™", ie ulp) = &p , cf. (24), (25), [7,

n = [u,0] = u(o)o™", ie u(o) = no

alors dire que &p (= u(p)) est conjugué a p signifie que u fixe la classe de conjugaison de
p, dire que no (= u(co)) est conjugué de o signifie que u fixe la classe de conjugaison de

2car p, o engendrent topologiquement &.
3[(30) n’existe pas.]
4[(33) n’existe pas.]



o. Enfin la condition 1§ € L; s’écrit aussi, comme

n ' = (ou(o™)(u(p)p™)

= ou(o™lp)p™!
I ©)
= olu(oc” p)(p o)
" N——
= €0 :gal
= o(uleo)sy '),
sous la forme
o(u(eg)eyt) € Ly, i.e. u(eg)gy! € Lo

(puisque Ly = 0~ '(L;)), ou encore (puisque &g € Lg) u(gg) € Lo, soit (puisque &y engendre
Ly)
U(Lo) = LO ,

i.e. que u normalise Ly (°).

Soit donc

u fixe [1a] classe de conjugaison de p et celle de o
(35) u normalise Lo

C Aut(6),

de sorte qu’on a une application (injective parce que p, o engendrent &)

B, . %
(36)
w o (o) =u(p)p, w0l =u(@)o ) .
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Hypothese fondamentale sur &, muni de p, o, d’oti g = 0 'p, e, = po~! =
o(e0) = pleo) -
(37)

a) G est engendré topologiquement par p, o.

b) L’application (36) (injective par a)) est bijective.

La condition b) signifie donc que pour (o, ) € & x &, satisfaisant une relation

ap(a)™t = Bo(B)teY, V' convenable,

=¢ =1

il existe u € Aut(&) tel qu’on ait

wg = apl@), e up) = imt(a)(p), ie u(p) = &
(u, 0] = Bo(B)7', ie. wu(oc) = int(B)(o), ie wulo) = no

SNBo~ ! =o0.
6Dans cet argument, on n’a utilisé que la relation 00_1,0 = ¢go [plutdt o~ lp = go] et le fait que &g
engendre Lo, et pas que 02 = 1 ou p? = 1 p.ex.




(on aura donc nécessairement u € B}, et u sera unique si on a a)).

Ainsi, sur I'ensemble des R,, des (§,7) satisfaisant a) b) c), on aura une structure de
groupe, déduite par transport de structure de celle de Bj etc.

!/
IT) Les groupes M/  etc.
Reprenons la situation ab ovo, en oubliant (au moins pour le moment) G, ¢ etc.

(7). Soit & un groupe — on se place pour le moment, soit dans le contexte des groupes
discretes, soit dans celui des groupes profinis, au choix. On va (pour fixer les idées)
prendre celui des groupes profinis. On suppose donnés

(1) p,o €6,

on pose

(2) g0 =0 'p, g1 = po ' = o(e) = pleo) (*)
Ly = sous-groupe fermé engendré par gg

(3) Ly = sous-groupe fermé engendré par € ,

donc L1 = p(Lo) = O'(L()) .

(4) Aut(6) 2282, g x &
défini par
() = Tupl = uwpulpt = ulp)p! donc u(p) = &p
5 ~ upla) e
nw) = [u,0] = woulo™" = wu(o)o! donc u(o) = no
\ = uo(u)™! (n=n(u)) .

Donc pour u € Aut(8), et § = {(u), n =n(u), on a

u fixe la classe de G-conjugaison de p

&p conjugué a p
{=ap()™ (a€6)
no conjugué a o

n=PBp(B)" (6€6)

u normalise Ly <= n 6 € L; <= £ =ne} avec v € 7 convenable.

(6) u fixe la classe de G-conjugaison de o

rree

"Pour une rectification systématique des notations qui suivent, cf. page 564, remarques.
8L.e. on a entre g9 = I}, 0 = 1j et p~! =1’ une relation I’_l11} = 1.
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Soient

(7) B,, = {u | satisfaisant les trois conditions (6)} C Aut(S)

£ =ap(a)™, ie &p conjugué a p,
(8) Yoo = (&m) | n=pc(B)7", e no conjugué a o (o, 3 € 6) ;
nlE e Ly, ie E=nel (vel)

de sorte que B, est I'image inverse de ¥, , par (4), et on a une application induite
(9) Bpﬂ— Po = Pp,o Ep’o- )

On suppose

a) p, o engendrent & topologiquement.
(10) (*) -

b) L’application (9) (injective par a)) est surjective (donc bijective).

On transporte alors par ¢ la structure de groupe de B,, a 3,,. On pose

(11) Ugn = ‘P_l(gﬂ?) € B,y ((&m) € Ep,o)v

de sorte que ug, est caractérisé par

uen(p) = &p

(12)
uen(o) = no.

L’hypothese b) signifie donc que , des que (§,7n) € X,,, i.e. {p conjugué a n, no conjugué
an, et 7 € Ly, il existe un automorphisme ue, de & satisfaisant (12) (et qui sera
unique par (10 a)). La loi de groupe sur 3, s’explicite ainsi :

§" = ugy ()¢

"

(13) &, n)&n) = &"n" avec
n' = ey (mn'

Considérons 'homomorphisme

S — Aut(6)
g — int(g),

I'image inverse de B,, n’est autre que le normalisateur de Ly dans &, soit M. On
veut construire alors un groupe G, ,, contenant & comme sous-groupe invariant, et dans
lequel s’envoie B,,, de facon que l'action tautologique de B,, sur & soit déduite de
cet homomorphisme, et que G, soit engendré par & et I'image de B,,, notée B, ,, qui

9 Attention, cette condition est satisfaite pour & = SL(2,Z)’ ! (Le signe € = e3(u) ne géne pas au
niveau &, 1 ...)



contient Ny. Sile centre de & est trivial, i.e. & C Aut(&) (S sous-groupe distingué), il
suffit de prendre le sous-groupe G, , de Aut(&) engendré par & et B, ,. Mais I’hypothese
que le centre de & est trivial n’est pas heureuse — p.ex. elle n’est pas satisfaite si & =
SL(2,Z)/ 4 1. Il me semble que 'introduction de A (sur lequel en pratique nous n’avons
aucun controle)
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n’était pas non plus judicieuse, et la condition B, , 2 Ny — il suffira de B) , O Ly. Je vais
donc considérer

S0G 0 &f B,, 6 le produit semi-direct, et

(14) Ly . S0G .o
g - nt(g)-g7".

L’image de cet homomorphisme est un sous-groupe distingué, car

a) il commute a & (trivial), et

b) il est invarié par B,,, car on aura pour u € B, ,

int(u) (i(g)) = int(u) (int(g) - g~") = int(ulg)) - int(u(g™")) = i(u(g))

(i.e. i commute aux actions de B, ,, opérant sur L, par restriction a Ly de I'opération
tautologique de B,, sur &, et sur SyG,, 2 B,, par automorphisme intérieur).

On peut donc considérer

def

(15) Gpo = S0Gpo/i(Lo)
alors les homomorphismes d’inclusion

B, v S0G,0 , 6 — SG,
donnent, par composition avec SoG ), — G, », des homomorphismes

(16) 6 . G B,, “ G,,,

po

rendant commutatif le diagramme

L/G\G
O\B/' e

(17)

On notera

(18) Ker(6 —G,,) = LynNCentr(&) = Ker(Ly— B,,) .
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Donc le cas & = SL(2,Z)’ (avec p, o comme & 'accoutumée on aura Lo N Centr(&) = 1.
Donc il ne semble pas a priori qu’il y ait des inconvénients majeurs a supposer que

(18) Lo N Centr(&) = {1}, ie. 6+ G,, injectif (107 .
Notons que I'image de
Ly — B,,
I +— int(])

(composé de (14) et de la projection SoG,, — B, ) est évidemment invariante, et posant

(19) TW, = Bp,U/ImLO
on trouve
(20) Gp,o/Gp,o =~ Bp,cr/LO = Tp,<77

i.e. [on a un] homomorphisme de suites exactes

1 Lo Byo T)o 1
(20 bis) [ [ H
1 S Gpo Yo 1
=SG,.o

NB Dans le cas G = SL(2, Z)’, etc., B,y C GL(Z) est le groupe noté précédemment B,
(alors plutot son image isomorphique Bj), et ’homomorphisme det |Bj, = B, , (trivial sur
Ly), induit par passage au quotient un isomorphisme

(21) T, = G,
et on voit, utilisant 'isomorphisme

B = 7Yo-Ly (semi-direct) , ou Yo—>B{/Lo~ Gp
i.e. B T LO s

po = Llpo-

que dans ce cas on a

A~

(22) G,. = GL(2,Z)". (')
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Mais dans les cas plus généraux auxquels nous aspirons, il ne faut pas du tout s’attendre
a ce que Y,, soit aussi petit — p.ex. qu’il soit commutatif. Par exemple dans le cas
“‘universel’ & = &3, on aura

(23) B,y = Mos™[0]' = Ker(Mgs~[0] =~ {£1}),

10[peux fois (18).]
"Dans le cas ou on part de SL(2,Z), p, o, on tombe sur G, , = GL(2,Z) [?] ...
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donc
(24) T,o,o‘ ~ I‘073N, (2 I‘:Q ') .

Par contre, on doit pouvoir sans inconvénient postuler I'existence d’un scindage canonique
de l'extension B,, de I',, [plutét Y,,] par Ly. En fait, si on suppose, dans le cas
général, olt néanmoins on suppose o> = p* = 1, i.e. & quotient de &3, que le quotient
G de 65“, 4 est assez grand pour s’envoyer dans GL(Z), alors B,, ~ Y,, s’envoie dans
B{], et Pimage inverse de Tj est un sous-groupe (qu’on pourrait noter 7, )

(25) T

PO

c B T

PO

PO — TP,U )

qui est un sous-groupe section, pour B,, — T, ,, et aussi (en tant que sous-groupe de

G,o) pour G,, — 7T, ,, de sorte qu’on aura

(26) B,o~T,,- Ly, Gpo ~T,,-6 (produits semi-directs) .

Soit maintenant

SG, o & {(a, B) | ap(a)™ = Bo(B)~ ¥, pour v € Z convenable, i.e. n~'¢ € Ly}
—— N——
(27) =¢ =1
G x 6.

N

On a une application canonique

SGpe — Yo
(O"ﬁ) = (57 77) ’ §= ap(a)_l7 n= 50(5)_1 )

(28)

qui est surjective par définition de X,,, et en fait par I'hypothese (10), on a presque une
section canonique

Ep,a - Sgp,o

(57 7]) = Ug,n

[c.a.d. (ugy,uey)], a cela pres que ug, n'est pas dans &, mais seulement dans G, .
Nous allons considérer alors I’ensemble plus gros

Gp.o of {(o, B) | ap(e)™" = Bo(B)"te¥, pour v € Z convenable}
—— S—— 12
(29) =¢ =n ( )7
C G, X Gpp

de sorte que 'on aura
(30) 5G,s = GpoN (G x B)

(en supposant (18) pour simplifier).

12NB On aura aussi £ = a(p)p™t, n = B(c)o™!, donc &,n € G (puisque & invariant dans G, )
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[page 557]

On trouve encore

g/w - Ep,a

31 = apla)™t = [a = ap)p!
B N e @, & T orl@T = el = oo
n = po(B)t = [B,0] = Blo)o!

(par définition de B,, on trouve bien que les (£,7) associés aux (o, 3) sont dans 3, ).
Cette fois-ci I'hypothese (10) implique qu’on a une section canonique

Ypo

&n) = (uey uey)

- gp,a

et on trouve (comme dans §48 III) :

Théoreme. Considérons les sous-groupes de G,

Z, = Centrg (p)

(33) (**)

Z; = Centrg (o),
et le groupe produit
B,, x T, x T,
alors on a une application bijective
Byo xT,xT, = §G,,

(34)
(u,a,b) +—— (ua"tub™t).

Corollaire. Considérons les homomorphismes de groupes

(35) 0 :Bpe —Y,0, 6c: Gpo —Vpo, 0, Z, — T 0o 1 Zo — Tpp,

P s

ot d¢ est I’lhomomorphisme canonique de passage au quotient par &,, = &, et d,, J,,
dp sont les composés de d¢ avec les inclusions Z, —~ G,,, Zs ~ G,,, [une ligne
manque] (). Soit

(36)  Sol%, = {(u,a,b) | da(u) = 0,(a) = 0,(0)} C Bpo x Z,x Z,  (*2,19)

Le.
(37) SOP?)’U = Bp,a X
I3NB dans le cas & = SL(2,Z)’ etc., on aura

oo Zp ><'rp7(7 Zg .

Z, = T,
Z, = N,.

14Par définition de B, (7), on voit que Z, — B, , et Z, — B, , sont épimorphes, donc aussi leurs
composés 0,, 0, avec B, , — T, , donc les quatre homomorphismes (35) sont épimorphes . ..

S Noté So7,,s dans le §48, IX ff.

I6NB La lettre S ici est inspirée de 'usage de cette lettre pour les ‘groupes de Teichmiiller spéciaux’, et
n’a pas donc le méme sens que dans SZ,, SZ,, ou elle indique que ’on prend le noyau de 4, d, (jouant
le role d’un déterminant ... ).
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Alors on a une bijection

(38) Sl ., = S0G,0 (défini dans (27))
(U,7 a, b) — (57 77) ) avec g = uailf n= ub—" .

Scholie. Par les bijections (34), (38), on transporte sur G,,, SoG,. les structures de
groupe naturelles de Fg}’; , F?w' Explicitant cette structure de groupe, on trouve notam-
ment pour SG,

(@, F)@f) = @),  avee o =u(a)a, B = (B)F

ulp) = & = int(a)p
u(o) = no = int(B)o
(avec & = ap(a) ™", n = Bo(B)7)

(

(39) U= ugy 0 6 — 6, défini par

\

Dans SF%U, on a un sous-groupe isomorphe a Ly, via
[page 558]

Ly — SI° C B,,xZ,%xZ,
(40) 0 p,o = P P

[ — (,1,1),

et l'action de Ly par translation a gauche sur SFS’U devient, par (39), I'action sur SG, ,
donnée par

(41) (v, B) +— (la, 1) .

Posant donc

def
(42) 0, = SIY,/ImLy ~ Z, xx,, Z, (7,
on trouve que (39) induit une bijection canonique
(43) I, == Lo\SG,. .
Posant
Sz, ¥ Ker(Z,—~T,,) = Centr
(44) P ( P P ) 6(10) (18)

Sz, = Ker(Z,—T,,) = Centrg(o)
[plutdt SZ, f Ker(Z, —T',,) = Centrg(c)], on a donc des suites exactes

1 — 82, — Z, — T,y — 1
1 — SZy — Zy —+ Tpy — 1,

(45)

1"Noté Tp% dans §48, IX ff.
8Introduire aussi
STy = Ker(l'yo —7T,,)

SG,, = Ker(G,o—>7T,5)
= 6,, =6
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et les expressions (37), (42) de Sol')
(46)

0
[} » donnent

1 — Ly x SZ,x 8Z; — SoI') ; — Tpp — 1,

(47) 1 — SZ,x S8Zy — T, — Tpp — 1.

NB Dans le cas & = SL(2,Z), p et o ‘modulaires’, on retrouve les Sol') , et I') , de §48
IX.
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Soit maintenant

[SMS, =1 SoMS, = {(u,a,b,U) | dp(u) = d,(a) = 0,(b) = da(U)}

(49) relation dan;?rp,a, cf. (19) [19] s

C SFSJ X G o (CByo X Zy X Zy x Gpy)

def

Mo, {(a,b,U) | d,(a) = 6,(6) = 6a(U)}

(50) relation?i;ns Yoo

C T, xT,xG,,
[plutdt ... C Z, x Z, X G,,]. On a donc un homomorphisme canonique

SMY MO
(51) P e
(u,a,b,U) +—> (a,b,U),

dont le noyau est formé des (u,1,1,1) avec u € B, tel que dg(u) =1, i.e. u € Ly, d’on
une suite exacte

(52) 1 — Ly — SM), — M), — 1

et des homomorphismes canoniques

e G;w

MO, e 7,

(53) 2z,
U

redonnant les homomorphismes analogues sur SMSU par composition avec (41), et de
plus on a un homomorphisme canonique

0
0 B
SM,, — By,

(54)
(u,a,b,U)

— u.

19[(48) n’existe pas.]
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On a aussi l'interprétation

(55) SoMp, >~ M), xx,, Byo;
SOMS,U s’exprime a l'aide de M?w et B,,, et en tant qu'extension de M, , par Ly est
I'image inverse de I'extension B,, de T, , par Lo. Et on a
(56) M~ Zyxx,, Zsxx,,Gpo
0
=19,

d’olt on déduit (comme 0,, d,, d¢ sont épimorphes)

(57) | SZ,%x57,x& — M0, % T,, — 1,
d:ef:\zgt

ot on a (44)
SZ, = Z,N6 = Centrg(p)
SZ, = Z,NGS = Centrg(o) .

De méme, on a
0~ 20
(49) SOMp,J - BP’U XTp,cr ZP XTp,cr ZUJ XTp,rrGP’U [ ] )

-~

= SOFQ,,U

donc on a une suite exacte canonique
(50) 1 — LyxSZ,x 82, x& — SM), —T,5 — 1.

Considérons I’homomorphisme canonique

& o M
(51) e

U — (1,1,U0),
[page 560]

son image est le troisieme facteur dans le noyau de (57), et on a une suite exacte canonique

(déduite de (56) et (57))

0 0
(52) 16 —M,, —TI,, —1,
parfois noté
Spo ?
et de méme on a (via (49) ou (50))
(53) 1 — 6 — SeMp, — SI,, — 1,
(53') 1l — SZ,x8Zy — M), — G — 1.

20[Saut dans la numérotation.]
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Considérons 'application

SoM), — Bx6x6

(54)
(u,a,b,U) +—— (ua ™, ub ™, uU™Y) = (o, 8, f),

on voit par le corollaire p. 557 (cf. (37)) que cela induit une bijection
(55) SIMS, = (5G,0) x 6.

On a ainsi pour un z € Sy M? _, d’une part pour les quantités

P07

(56) u_, A, .
) T =~~~
€Bpo €Zs €Z, €Gpo

associés, d’autre part les éléments
(57) a, Bu f? 57 1, Qo, 607 g, h tous dans 67

ou (a, B, f) [sont] définis en termes de (56) dans (54), et ou on a posé

§ = apla)™,n = PoB), g = fa, o = 18
g = aplag)™ = f7%p(f), h = Boo(B)~" = f'no(f).

On aura, en termes de «, (3, f, les expressions suivantes de 'action de U sur & :

(58)

Ulp) = t(f~la)(p) = int(f71)(&p)
Ule) = t(f7'B)(c) = int(f~")(no).

Remords. Finalement, dans tous ces développements, on n’a pas vraiment utilisé la
soi-disante ‘hypothese fondamentale’ (20), sauf la partie a). En 'absence de b), il y a lieu
d’introduire

(59)

(60) 2% = {(&,n) €6 x & |Tu€ By, ulp) =Ep, u(o) =no} C B, € X6,

qui n’est donc autre que 'image de I'application (9) : couples effectifs (£,n) satisfaisant
les conditions définissant ¥,, (cf. (8)). On notera

(61) Sg;ff, = Image inverse de X% par SG,, — %, (28) ,

et c’est sur SQ;E; qu’on aura une structure
[page 561]

de groupe isomorphe a SOFS,U, par 'isomorphisme (qui remplace (38))

0 ~ i
Solle == S0Gj0

(62) (u,a,b) +—— (ua L ub™?t).
) ~—~
=& =0
Ceci posé, revenons a M7, et la suite exacte
(63) 1—»66}?—»/\/{;0—» Iy — 1.
b
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Considérons le sous-groupe

Iy = Ker(Tys —»{*1})

(64)
= {yelGslu =1 3)},
et soit
(65) ‘o5 = Image inverse de Iy dans Mg, .

Soit & un groupe profini, et
(66) (N 65}? — &

un homomorphisme continu surjectif — ce qui revient au méme que de se donner deux
éléments

(67> Ps ,06 € G
(les images de p, o par 1) satisfaisant
(68) P = 0 = 1

[et qui engendrent &].

Définition (*!). On dira que v est effectif si pour tout u € M5 5[0], posant u(p) = &p,
u(o) = no, le couple

(e, me) = (u(§),uln) € Zpo

f ie. 3 ug automorphisme de & tel que

P50

est effectif, i.e. dans X

(69) us(ps) = &eps us(0s) = Ne0s ,

ou, ce qui revient au méme, qu’on a commutativité

S5 —— &3
(70) ¥ ¥
S .5,

Donc dire que c’est le cas pour tout u € M’g;[0] signifie que ces u transforment Ker 1)
en lui-méme — ou aussi, que Mgy (= M'G5[0] - &74') tout entier stabilise Ker. Cette
condition est donc automatiquement remplie quand &, pg, o satisfont la condition b)
de (20).

211’introduire par conditions équivalentes :

a) M5 3[0] — SCD.

b) Vue Mg, Jus € Aut G tel que ug 0 = o w.

b’) Ttou avec u € M’ 5[0].

¢) J¥a qui prolonge 1.
¢’) F¢es qui prolonge 1.
On dira alors que ¢ est effective. C’est automatique si (20) b) [est] satisfait.
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On a fait ce qu’il fallait pour avoir le
[page 562]
Théoréme. Soit v = g : 65&?—»6 un homomorphisme surjectif effectif (cf. ci-

dessus). Alors il existe un homomorphisme unique

(71> (CIVE ,0N,3 — M)

P&,06

ayant la propriété suivante : Si u € M’y est de la forme uapy (o,f,f € GSTQ, sa-
tisfaisant I'équation des lacets ap(a)™" = Bo(8)7'Y), alors Ya(u) est Uélément de M),
défini par les invariants (), ¥(8), v(f) (*2).

Corollaire. On a alors des homorphismes des suites exactes

I —— &5 — MG, | 1
(72) Ye \1/1/\4 T
0 0
1 G] Mi/) Pw 1.

L’homomorphisme 1, s’explicite a ’aide des trois homomorphismes

pr . I‘la — Zp

(73) q
¢Ta . F Q — ZO'

(74) va Moy — Goo (P

Pour © € M'Y., & son image dans I''>, et
0,37 Q>

(75) a = p, (&), b = ¢r, (1), U = Yg(x),
(76) dp(a) = 6,(b) = dc(U) dans T, ,

i.e. les trois homomorphismes composés

F/a Yr, Fp
can. \5\
~ n. ~ o
(77) 0.3 = I'q v L'y 1,0
Ya e
pro—

22En fait, on a bien siir en premier lieu un homomorphisme

S()MIE::), - SQM?/) .

23NB on écrit pour simplifier p, o au lieu de ps, os en indices.
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sont égaux. De plus, on aura d’apres (76)

(78) @DG’GH,?{\ - ¢6a

et enfin ceci :

(79) Si z€ M3, U=1v¢(r), on a commutativité dans
Sip " 6

(80) int ()| &7 4 int(U)|&
Sip——6.

[page 563]

On peut reprendre tout ceci comme un énoncé de fonctorialité des constructions faites,
par rapport a un homomorphisme surjectif

(81) 6 =%, &,

transformant le couple (p, o) de générateurs topologiques de & en un couple (p’, ') (**).

Il y a alors un unique homomorphisme

(82) SoMY  —Fsm0 GO,

[PsoMm0 = PSoMmy = Psmo = Psm dans ce qui suit], satisfaisant les conditions suiv-
antes :

a) psm passe au quotient en des homomorphismes

(

YB : Bpﬁ — 7

Xz [plut@t pro- — ch 0/]
. Z — L
(83) v ’ b )

Yo - Lo —> Ly

vc : Gpo — Gpo

b)

(84) Les homomorphismes g, ¢,, ¢, sont induits par ¢ (ce qui montre
que la connaisance de g se ramene a celle de ¢g) ;

c) On a commutativité dans

S Gpo
(85) = ps G
&’ Gy o

(ce qui montre, puisque G,, = B,, - 6, que ¢ est connu quand on connait ¢p) ;

o ® . P
2411 aurait mieux valu prendre & — & pour pouvoir spécialiser en &'.
25Ceci montre que pgaq est déterminé quand on connait les quatre homomorphismes ¢, Pps oy PG-
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d) Pour u € B, ,, posant v’ = ¢p(u), on a commutativité dans

u

S S
(86) s s
e—“ . &

(ce qui détermine @g en termes de ¢ = g, donc cela détermine g, et par passage
au quotient, aussi

(87) Om Mp,a — Mp/,O" )

Une autre fagon, plus directe, de décrire pgy a0 ou Yy, en termes des ‘parametres’ (o, 3, f)
au lieu de (u,a,b,U), est de dire que g po [plutdt @g,pol transforme un u, g en
Uor g pr, o &, ) f' sont les images de o, 3, f par ¢ :

o = p(a)
(88) PsoMo( Uapf ) = Uarp pr G = o(B)
€ SoMpo = o(f)

On retrouve ainsi, sous une forme un peu plus précise, le théoreme précédent en I’appliquant
au cas ott & = &4 (le ‘cas universel’ (*)), & quelconque — il vaut mieux dans la nota-
tion (81) interchanger le role de & et &'. Il est bon d’expliciter les invariants essentiels
dans le cas ‘universel’ :

|~ ~
6/ = Gaé\ 5 B/I)/’O./ - M,073[0] 5 T;)’,O" - /Q y
(90) Gl = MGy, Z, = Mys(=1), Z; = Mgs(1/2),
F;)/70./ — /(Q y [27] 3
[page 564]
/ ~ / !/ ~ / ! ~ !
(91) PP’,O', — TP’M"’ 5 Zp/ - plhol g T Tp’,o" ;

donc SZ;/ = SZ;./ == SF;/7O./ == 17 et
(92)  SoMlyo = SoGl. =~ SoMlyy, My e G e Ml

Remarque. En écrivant les relations (80) [(90)7], il devenait évident que les notations
utilisées dans toute cette section II (depuis page 553) étaient inadéquates (%), et qu'il
convient de les modifier de la facon suivante :

Zp,a7 Bp,cra SOGp,UJ Gp,cra Tp,d? Zp7 Zaa gp,cra Sgp,aa
Zy, Ze, SoIS,, I%,, SZ,, SZ,, SeMS,, MY, .

po ) T pa P

(93)

26Tout au moins ‘universel’ par rapport & I’hypotheése supplémentaire p3 = 1, 02 = 1 dans &.

2T[(89) n’existe pas.]

28Car je m’y étais inspiré du cas & = SL(2,Z), couple modulaire p, o (qui ne recoit pas méme 63"3?, a
cause de {£1}!) et non du cas universel, qui aurait dit me servir de fil conducteur pour mes notations.
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o ., et on enleve l'exposant © de

M, (qui se trouve donc remplacé par un ).

Autres cas particuliers importants explicités en :

29) & = SL(2,2)/ £ 1, (p,

o) couple modulaire.

B,, = wD‘MGZﬁME (Q,Aez}
Ly = {() |re 2}
' / g def _
G, = GL'(2,Z)/+1, ou GL'(2, 7)< {u e GL(2,Z) | det =1 (3)}
ST B ua(Z) ()
(94) Z, = {cep+d|F+ced+d®eZ}/+1
Z! = NAZ)/p(Z) avec notations de §48
SoM,, , = SM,, (Z)/% idem
M, , M, (Z)/% idem
-] ~ 7;,”0(2)/20 idem

3%) Prenons & = SL(2, Z), avec couple modulaire [(p,0)].

B,, = {(g?) ‘MEZ* w=1 (3), )\EZ}
G, = GU(2,Z), on GL'(2,2)“ {ue GL(2,Z)| det =1 (3)}
7z, = {ecp+d|c,deZ, E+cd+d®eZ}
T ¥ {totu|tueZ, 2+ue 2
Z! = T/ -{1,7%}, ou tto | J
(95) T = (701)
SoM, , =~ SM;, (Z)/%, avec notations de §48
M, , ( )/ 2o idem
S(]F/p’g S()T U( )/20 idem
\ Lo = T, (Z)/ idem
[page 565]

IIT) Considérons I'extension GL(2,Z)" de &7 3 par {£1} :

B(Cest G(Z)/p4(Z) avec notations du §48.
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1 1
1 {£1} SL(2, Z) - g4 -1
(1) 1 {+1} GL(2,Z) Shy 1

On s’intéresse au groupe N7, défini comme extension de MG, par {£1}, image inverse
de 'extension GL(2,Z) de GL(2,Z)/ 4 1 par {£1}, via 'homomorphisme canonique

(2) M5y — GL(2,Z) = GL(2,Z)/£1
(cf. §45 ...), de sorte qu’on trouve un homomorphisme de suites exactes

1

{£1} NT1

Mgy ——e 1

(3)

1 GL(2,Z) — GL(2,2) 1.

{£1}

On trouve un isomorphisme canonique entre l'image inverse 7/ de &5, C My, dans
N1, avec GL(2,Z)" (*), induisant un homomorphisme

(4) SL(27 Z)/\ - 171 )

dont la restriction a SL(2,Z)" s’insere dans une suite exacte canonique

(5) 1 — SL(2,Z)" ¢ N} — Ty — 1,
:Tf,L1/\ :FON,S

qui a son tour s’insere dans le diagramme

1 SL(2,Z)" Ny ry 1
(6) épi |épi X | épi
1 SL(2,Z) ——~ GL(2,2) 7" 1.

ONB T;, ~ GL(2, Z).
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On peut écrire

~Ty ~ SL(2,Z)" ~ SL(2,Z)"/+1
~ ! ~ ‘ +A
(7) Mo =~ M0,3(0> Sy3
~—_———

(semi-direct)

en termes de cette décomposition, et compte tenu qu’on a un homomorphisme canonique
(8) Mgs(0) — GL(2,Z)

qui remonte la restriction de (2) a Mg5(0), on trouve un isomorphisme canonique

[page 566]

9) NTL ~ NTL(0) - SL(2,Z2)" .

~ Mg 4(0) ~ T

Ainsi on a une opération de N7T;(0) ~ I'g sur SL(2,Z)" que je voudrais expliciter, en
utilisant le diagramme cartésien

SL(2, Z)" &4 = SL(2,2)"/ + 1

induit
par(2)
can.

SL(2,Z)/ +1.

(10)

cart.

SL(2,7Z)

Un élément u de I'g correspond a un couple

(11) (Oé,ﬁ) € 7%673 Xﬁ'(]’g;
~~

{1,700 }%0,3

satisfaisant I’équation des lacets

A

(12) ap(e)™ = Bp(B)'l] (veZ),

qui opere sur &4 ~ SL(2, Z)" par

u(p) = int(a)p = &p, ¢ = apla)™,

(13)
u(e) = int(flo = no, n = Pfo(B)",

ce qui est compatible avec 'opération (notée u) sur SL(2, Z) induit par int(u), ol u €
SL(2,Z) est I’élément défini comme 'image de u par (8), de facon précise :

(14) u = i, (@), ou i = x(u) est le multiplicateur, et
ir, : Gm — GL(2,2)

(15)
po— (69) -
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On aura, de fagon précise,

ap(a)” o

) = n(p), ou n = eBp(B)",

=
s
S~—
Il
I
=
o
=
an%
Il

(16)

=
1Q

avec, pour mémoire,

= +1 sietseulementsi p =
(17) & = e(p) € {1}
e = —1 sietseulementsi p =

Bien entendu, SL(2,Z)" est engendré aussi topologiquement par p et o,

et on identifie

+1 au sous-groupe central de SL(2,Z), donc de SL(2,Z)", en écrivant aussi —g pour le

produit de g € SL(2,Z)" par —1. On aura donc dans SL(2,Z)"

(18) ulp) = int(ffé)(p) = &p
et u(o) = eint(B)(o) = no
19) ¢ = ap(a)™, efo ()
e = eo(p) € {:I:l} C SL(2,Z2)",
[page 567]

ol maintenant & et [ désignent des relevements arbitraires de « et § a

SL(2,Z)" - ils

ne sont déterminés qu’au signe pres, mais int(a), int(3), £ et n sont déterminés sans

ambiguité par u. Notons aussi

(20) u(eog) = €} .

Si maintenant on a un homomorphisme surjectif

(20) Ny e g
induisant un homomorphisme
(21) SL(2,Z)" 6 cg,

7Im‘§[l

les images de p, o dans & (notées par les mémes lettres) satisferont

=0 =1, 3 =02,
(22) P P

et par suite [p?, o] = [0, p] = 1, i.e. p?, 0% sont centrauz (*3) ,

31Les soulignés désignent des éléments dans GL(2, Z) — a et  ne sont déterminés qu’au signe pres,

mais £, 7 sans ambiguité.
32 [Deux fois (20).]
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et on peut, pour u € N77(0), correspondant a des éléments &, 3 de SL(2,Z)" (déterminés
modulo signe), d’ou &, 7, essayer de trouver un automorphisme ug de &, satisfaisant les
relations idoines

(23) us(ps) = &eps us(0s) = Ne0s ,

et faire joujou avec & et 5. Mais on est obligé, comme on n’a pas nécessairement & €
SL(2,Z)", seulement & € GL(2,Z)", de faire intervenir 1’élément 7., de GL(2,Z)", et
I’action de son image 7 dans G sur &. On aura, en posant maintenant

(24) fos = OePs, E16 = pP&0s = os(cos) = psleos) (3)
= —0g'ps = —peos

des relations

(25) (o) =o', 1(p) =op), ()
qui impliquent, via (24) et (22),

(26) T(eo) = &, T(e1) = 7',

et on introduit le groupe

(27) 6 = {1,7}-6,

ou {1,7} opere sur & par les formules (25). Ceci dit, on est en mesure de paraphraser
des constructions déja faites par ailleurs.

[page 568]
V)

1°) Soit donc & un groupe profini, muni de générateurs p,o € & satisfaisant les relations
6 4 3 2 (def [ ,\ /36
(1) p=0 =1, p* = o0" (= =1)(7)

— un cas particulierement intéressant étant celui ou p® = 0% = 1, auquel néanmoins je
ne voudrais me limiter. Soit 7 un automorphisme de & satisfaisant

(2) (o) =0 = -0, 7lp) =0alp) ()

(ce qui signifie que 7, ‘passe au quotient’ en automorphisme 7 de &), ce qui implique

(3) =1

(4) 7(50) - 8517 7(51) = 61_17

33Donc dans & il y a un élément central canonique involutif, noté —1 ...

34Ce qui n’est pas la convention habituelle jusqu’a présent . ..

35 Je laisse tomber les indices &.

36Ceci signifie simplement qu’on se donne un homomorphisme surjectif SL(2, Z)" — &

3Tntroduire tout de suite I'élément équivalent 7/ = o~ 17 satisfaisant 7/(p) = p=1, 7/(0) = 071 (7/(g9) =
et Te) = &5 ).




ol
(5) g = op = —0 'p, g1 = po = a(gg) = o (o) = pleo) (3%) .
Posons
(5) e = {1,7}-6 [39] .
donc on a
(6) 1—+6—6 —{1,7} — 1.
Soit
u(eo) = €5
(7) B,y = { (u,p1) | u(o) conjugué dans & a o# p C Aut(8) x Z*,

u(p) conjugué dans & a p#

qui est évidemment un sous-groupe. La troisieme condition signifie d’ailleurs, puisque
p® =1, i.e. p" ne dépend que de l'image de u dans (Z/6Z)* ~ (Z/2Z)* x (Z/3Z)* ~
(Z/3Z)* ~ {£1}, donc

(8) P = p€3(M)’

que pour e3(u) = 1, u(p) est conjugué a p dans &, et pour e3(pu) = —1, il est conjugué a
p~! dans &, ou encore a p par un élément de &', i.e. un élément de la forme o, 7.,, avec
a; € & (puisque 7o(p) = o(p~!) justement ...). On voit de méme qu’on a

=0 sip=1(4)

=0l = sip=-1(4)

(9) ot = =W = ey(plo =

Ainsi :

Proposition. Pour que (u, p) € Aut(G) x Z soit dans B, ,, il faut et il suffit qu’il existe
aec @, Be6 tels qu'on ait

[page 569]

(10) u(p) = int(a)(p) u(o) = ex(p)int(B)(0)
ey

et enfin

(11) u(eo) = &

ot de plus on a

(12) a e 6 si et seulement si p=1(3) (19) .

380n fera attention au signe —, alors que précédemment on supposait souvent eg = o~ !p ...
39 [Deux fois (5).]
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On notera que (u, i) est uniquement déterminé par p et la connaissance de « et de (3, et
méme seulement par p et

(13) £ =apla)™, = e(Wbe(P)",
puisqu’on aura alors u par
(14) u(p) = &p, u(o) = no .

D’ailleurs, dans le cas ou

7 — &
(15)

n - &7

est injectif, 1 est déterminé en fonction de u comme multiplicateur de I'action de u sur
LS C &, image de (15), donc (u, p) est déterminé par u, donc par (o, 3,6 = e2(p)).
D’ailleurs, si & est assez gros pour s'envoyer dans SL(2,Z) (de facon & envoyer (p,7)
sur les éléments habituels), on a vu que « a lui tout seul détermine déja p, donc €, donc
I'élément de B, , est déterminé a 'aide de o, 3 seulement.

Mais quelles conditions doivent satisfaire (c, 3, ) pour déterminer un élément de B,, ?
Tout d’abord, il faut qu’il existe bien un automorphisme u (nécessairement unique) satis-
faisant (14) — ¢’est une condition sur &, 7 seuls. Il faut ensuite exprimer (11). Introduisant

(*) gy = 0 'p = —¢0,
d’ou
G = (<1l = —eh (carp=1(2)
u(ey) = —u(eo) (car u(—1) = —1, cf. ci-dessous) ,

donc la relation (11) équivaut aussi a
(%) u(eg) = ",

qui, par le sempiternel calcul, s’écrit ainsi :

[page 570]

=Y, o v=(u—1)/2, el =—e1=pot.
Oron a &/* = (=1)%e¥ =¥ = [¥, donc la relation des lacets garde la forme
(16) E= i | ov=(u-1)2.

On doit encore prouver le

Lemme. Soit u un automorphisme de & tel que u(o) soit conjugué dans & a o ou a ot

alors

(17) u(—1) = —1.

Wle a=rT.
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On aura en effet u(o) = int(a)(¢’), ot 0’ = ¢ ou = o', donc u(c?) = int(a)(c’?) =

int(a)(—1) = —1, OK.

Reste a exprimer enfin que u(p) = int(a)(p) est conjugué a p*, et u(o) a o*, et cela est
automatique pour o, puisque u(o) = int(5)(e2(p)o) = int(5)(c*) (par (19)), et pour p
cela signifie que ’'on a

(17) a = W (&) (1), on vs(u) € Z/2 est Pexpression additive de e3(p) ... [*2] .
Donc on trouve :

Corollaire. L’application

B,y — 6 x 6 x Z
(18) ’
(u,p) = ([u,p] , [wo] , n

est injective, et elle a comme image l’ensemble fof, des triples (£,m, 1) satisfaisant les
conditions suivantes :

1°) &p conjugué a p* = p=™ dans &.

30

)
2°) &0 [plutdt nol conjugué a o = o2 dans &.
) On a la relation des lacets (16).

)

4°) 1l existe un automorphisme u de &, satisfaisant u(p) = Ep, u(o) = no.

La conjonction des conditions 1°), 2°), 3°) est équivalente aussi a celle-ci :

(A) Il existe (o, f) € & x & avec a € G si et seulement si p =1 (3), i.e. a mod & =
) et tel quion ait &€ = ap(a)™t, n = ey(p).

Considérons I’homomorphisme de groupes

(19) b 22 By
I+ (int(1),1),
il est injectif si on suppose toujours
(20) Lo Centr(&) = {1} |
son image est invariante, car on a
(21) u(izgs(l)) = ires(ull)) = iL,p(l"),
ol u est le multiplicateur. On pose

(22) T

po =

4lgwon éerit aussi 73 Wa € 6.
42 [Deux fois (17).]
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d’ou [une] suite exacte canonique
(23) l1—Ly— B,y — T,, — 1,

et on a un homomorphisme (déduit de (u, y) — p en factorisant par T, )

(24) T,, % Z*,

Py

dont le noyau est noté Y,

(25) 1L — i, — Ty — 2" — 1.

[page 571]
Considérons les homomorphismes composés

€2

T,e > Z* 2 +1

(26) XY 5 €3
T, — Z* — =1
et surtout
(27) T/pm TZ,(, C T, sous-groupes d’indice 2, définis par
T/p,a = Ker(€3 o XT) 9 TZ,U = Ker(EQ (@) X’r) .

Soit maintenant

(28> Gp,a = ( Bp,o -6 )/L07
—_——

semi-direct, isomorphique a SoG), o

ou
Ly ™2 B,, - G,,
(29) 0 Ps Ps
[ +— int(l) - I,

dont 'image est invariante. On a un diagramme commutatif

/ \
\ / v

ou Ker(6 —G,,) ~ Ker(Ly— B, ;) ~ LO N Centr((‘S) est trivial si et seulement si on
a (20), ce qu’on va supposer par la suite. On a un homomorphisme de suites exactes

(30)

Lo B,, 2. Y

M

1 1

p,o

(31)

1 - S -G, e

p,0

NQ(T

Z .

ps0
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Posons
Z, = Centr
(32) P Gp,c' (p)
Zy; = Centrg, (o),
alors les homomorphismes induits par d¢g
5, 5o
(33) Zp - Tp,aa Za - Tp,a

ont des images qui contiennent T/ et T} , respectivement.
[page 572]

Proposition.

1°) L’image 6,(Z,) contient Y, ,, et est réduite a Y, si et seulement si p et p~" non

P, 0

conjugués dans & — donc elle est égale a T i.e. 0, L,— Y, , épimorphique si
et seulement si p et p=*

P,o ’
sont conjugués dans S.

2°) L’image 6,(Z,) contient Y7 . et elle est réduite a Y, si et seulement si o et

P’
ol = —o non conjugués dans & — donc elle est égale a Tpg Jie 0p i Lg— Y, 4
épimorphique si et seulement si o et 07 = —o sont conjugués dans S.

Corollaire 1. Si & contient comme quotient SL(2,Z/3Z), avec p = (,(1) %), o= (?_é)
(modulo £1), alors l'image de 9, est T/ |

En effet, on voit que p et &p~! ne sont conjugués dans &, car ils ne le sont pas dans
SL(2,Z/3Z). Vérifions le : p et —p~! ont déja des traces distinctes 1 et —1 dans Z/3Z,
ils ne sont pas conjugués. On a (70 )(p) = p~!, donc les éléments de GL(2,Z/3Z) qui

conjuguent p en p~! sont de la forme f 7!, avec [ = cp+ d, on veut det(f7.) =1, i.e.
det(f) = —1 (car det(72,) = —1), i.e. ¢ + cd + d* = —1, impossible.

1

Corollaire 2. Sio? =1, alors Z, — Y, , est surjectif. Si par contre & contient comme
quotient SL(2,Z/AZ) (sans ' !), avec p, o comme d’habitude, alors Im(d,) =17 .

Il faut voir que o et 0! = —o non conjugués dans SL(2, Z/4Z), en utilisant que 7, (0) =
o', donc les éléments de GL(2,Z/47Z) qui conjuguent o en o~ ! sont les g = f7,, avec
f =to +u, et dire que det(g) = 1 signifie det(f) = —1, i.e. t* + u? = —1, impossible.

[page 573]
Notons que d’apres (2), (4), on a

(35) s Y (r,-1) € B,, [43] |

et évidemment 73 ¢ Ly = B,, N &. Donc on a un plongement
= {1, T} . 6 (G Gp,cr

(36) T b T *,

g +—= g sige 6

43[(34) n’existe pas.]
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donc automorphisme 7 de & sera considéré comme induit par int(7z), ot 75 est considéré
lui-méme comme un élément de GG, ,. En relation avec ’égalité

qui montre que 75 normalise le sous-groupe L, engendré par o (isomorphe & un quotient
de Z/4Z), donc normalise Z, = Centrg, , (L), introduisons

(37) Na = {177—3} : ZO )
————

semi-direct

et I’lhomomorphisme canonique

N, 5 G,
(38) ™B > 17TB
r — x siz € Z, .

L’image de cet homomorphisme n’est autre que le normalisateur de o dans G, car un

g € G,, qui normalise L, doit transformer o en un générateur de L,, i.e. en o ou o' ;

dans le premier cas on aura g € Z,, dans le deuxieme g(o) = 75(0), i.e. 75'g € Z,, i.e.
g € T8Z,. L’homomorphisme (38) est injectif si et seulement si 75 & Z,, i.e. 0 # 07, i.e.
o2 # 1 ie “—17 #1.

Puisqu’on y est, profitons de la formule

8(p) = o(p™)
pour introduire
(39) T =01 & CGqG,,

(qui correspond a 1’élément

(40) T, = 00_017'00 = —OoToo = (%) € GL(2,Z) ) (),
T
=Ti1

on aura donc
(40) =1, T =p" [

Ainsi 7" normalise le sous-groupe L, (isomorphe & un quotient de Z/6Z) engendré par p,
donc il normalise le centralisateur Z, de L,, et on peut construire

(41) N, (1,72,

(semi-direct)

“UNB &' est un quotient de GL(2,Z)", et 7 y correspond & I'image de I'élément 7., = (7(1) (1)) de

CL(2,Z)".
4°NB On a en méme temps 7/(c) = o1, donc on peut considérer 7/ comme élément de N, et on a
N, ={1,7"} - Z, (produit semi-direct).
46 [Deux fois (40).]
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et un homomorphisme canonique

iP
Np - pso
(42) T/ — T/
r b pour r € Z, .

L’image de cet homomorphisme est le normalisateur de L, dans G,, — on le voit comme
tantot pour i,, en notant que p, p~* sont les seuls générateurs de L,. L’homomorphisme
i, est injectif si et seulement si 7/ &€ Z,, i.e. p#£ p~t e p? #1,ie. p# —1 (NB p=—1
implique que p commute a o, et que & est un quotient de Z/12Z, avec p correspondant
a2et o a3, maisici 2p = 0, donc & est un quotient de Z/4Z avec p correspondant a 2,
ca3d=-1...).

‘On a fait ce qu’il fallait’ pour avoir des épimorphismes

0p = dgoip
Np - Tp,a

(43) -
N, =l oy,
[page 574]
Soit
a=7130 mod &, ie. y(a)=-cs(p),
ay 590 = YOOI apla)t = ea()Bo(8) i, 0w = (= 1)/2 (b =)
=¢ =7
C & x 6 x Z*,
d’ou
&p conjugué dans G a p*
S5Gpoe — Xpo = (§,m,1) | €0 conjugué dans & & o* C Gx6x1Z*
(45) E=nlf ,onv=(n—1)/2
=[] = [B,0]
-1 -1
(@B e (@pla) T ealn). Bp(B) )

On désigne par ggff, I'image inverse de Efffg (cf. cor. p. 570), isomorphe & B,,. Par
construction, on trouve donc une application surjective

(46) Sga o owelt

On considere SG,, comme contenu dans un ensemble plus gros

X(@) = <s(x(d) A
(47) gp,d = (a7/87ILL) ap(a)_l = gQ(M)ﬁg(ﬁ)_l llll - Gpp X Gp,a X 7" )
N—— ——

=a(p)p~t =¢ =ea(pu)B(o)o~1 =n
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de sorte que l'on aura

SGps = GpoN (6 x & xZ)
(48) 50 ﬁ = 1
- (O[7 ﬁ? M) ( ) 9
5p(047'y3(“)) = 1

et on a encore une application canonique

gpo’ - Ep,a
(49) ’
(@, B,1) — (v, pl,e2() (B, 0], 1) -

On note ngg I'image inverse de Ef,ﬂ;, et on trouve

SG = G N (6 x & xZ

50 -
(50) = (., 8,1) € G % (5) !
’ p(ozT’”3(“)) =1

Or on a une section de

(51> gz,ﬁ; Ezijfa (5 = [U’a p]a n= [U, U]?M = XB(U))
B, , U

donée par
(52) u— (u,ur™"™ = ypu) ,
puisqu’on aura (posant € = eo(u) = (—1)"?)

[u, p] = up(u)™ = ¢

= l/2
elur’”W o] = euro(ur?)t = cu(ro(r2) No(u)t = uo(u)t = 7,
————

OK. Donc l'ensemble G, ,(u, i) = € des («, 3, ) audessus d'un (&, 7, p) = ([u, pl, [u, o, p =
xp(u)) sera exactement

[page 575]

=« :ﬁ
-1 2y —1
53)  Gpolu,p) = { (uag ,ur™by" ) [ ag € Zy, by € Zo, vo =1va(p)},

N J/

-~

= (uaal,ubfl,u) avec b = bo7'"2

qu’on écrit aussi

(54)  Gpolup) = {(uag",ui,(b), 1) [ a0 € Z,, beEN; .
o =g (cf. (37), (38))

£,(b)

e2(p) |}
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ou &, : N, — {£1} est défini sur (37) comme ’homomorphisme canonique s’insérant
dans la suite exacte canonique

(55) 1 — Z, — N, =% {£1} — 1.
{17}
~ {1,7/

Si on cherche I’ensemble des éléments de Sg;if, au dessus de (£, 7, 1), il faut de plus imposer
les conditions

(56) uaalT’”‘"’(”) € 6, uis(b) € &,
1.e.
Sa(uag't™) = 1, dc(uiy (b)) = 1,
soit encore
(57) da(u) = 6,(b) = 0, (7" - ag) .
——
cf. (43) cf. (43)

Posons donc

a =77 q dans N, (donc ag=7"a
p )

on voit que

a€eN, beN, telsque
(54)  Gpo(u,p) =  (ua™ 7" ub™ 1) | ,(a) = e3(p), e,(b) = ea(p), [47] .
5,(a) = 6,(8) = dc(u)
Introduisons donc le groupe
(55) M,.[0] = B,y xx,, N, Xx,, N
et les homomorphismes composés
(56) M,,[0] — N, H {+1}
M, 0] — N, — {£1}

(encore notés €,, ¢, par abus de notation), et

(57) M, [0] 5, X 77

soit xsa (ou simplement ), considérons

(58) M, o[0] 2= (41}« {1}
et
(59) M,,[0] =% {£1} x {£1}

v o— (ealx(®) , eslx(@))),

47[Saut dans la numérotation.]
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et considérons le sous-groupe de coincidence des deux homomorphismes précédents

MoGl0] = {z € SuMy, | po(2) = 23(7)}
(60) ) 0p(u) = 6,(a) = 6,(b), soit AeT,,

(b )
€Bpo €N, €Z, gp(a) = e3(xr(Q)), €5(b) = e2(xr(4))
On a une application naturelle

M) — & x & x Z*

(61)
(u7 a/7b) — (CK?ﬁ?lLL) Y
avec
a = ua" 7@
/8 — ubil (48,49) ,

po= xalu) = xp(a) = xo(b) .

et on a fait ce qu’il fallait pour que celle-ci soit injective et ait comme image S Qgg, donc
induise une bijection

(62) MEET0] =~ SGef .

Remarque. En fait, les formules pour (61) définissent méme une application
(62) M, 0] — &' x & x Z* [%°1 ,

et pour un (u,a,b) € M, (0], son image («, 3, p) est liée & u € B, , par les formules

[page 576]

(63) u(p) = int(a)(p) (S-conjugué a p, ot &’ = ¢,(a))
uw(o) = eint(f)(0) (S-conjugué a o°, on &’ = e,(b))

(mais sans qu’on ait nécessairement €’ = e3(u), € = ea(p)).

Ceci suggere une définition d’'un groupe un peu plus gros que B, ,, dans lequel B, , sera
inclus comme sous-groupe d’indice 1, 2 ou 4 — et qui aura 'avantage, dans les ‘bons cas’,
d’étre le groupe des points adéliques d’un schéma en groupes convenable sur Z. D’autre
part, pour éliminer le signe ¢ dans (63) (qui est présent méme si (u,a,b) € MSL[0]), j’ai
envie de remplacer [ par

(64) g o=7"p (on v € Z/2Z tel que (—1)" =¢) .
De sorte qu’on aura

(65) [u,0] = int(5)(0), ie. [u,0] = Bo(B)'.

4NB On a posé v,(a) € Z/2 tel que (—1)"»(*) = ¢,(a).
19NB On a identifié¢ a € N,, b € N, avec leurs images i,(a), i,(b) dans G, 5.
0 [Deux fois (62).]
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Ceci est lié a la convention quun u € T'g, que nous repérions par le couple (a, ) €
A ! A 7 . /.7 / A A !
Tos X Th3, sera désormais repéré par ce couple (o, 3') € mys X M5, avec

(66) x(a) = e3(p), x(8) = eap) (ot g = x(u) est le multiplicateur) ,
ce qui pour l'opération de u sur

64 = SL(2,2)"? = SL(2,Z2)"/ +1
ne change pas essentiellement les formules pertinentes
o u(p) = i)y, ulo) = (B0 (= int(F)o)

apla)™ = Bo(B) (= Fo(@)'l),  v=131,
mais pour 'opération dans
77" ~ SL(2,Z)" lui-méme

donne des formules plus simples, savoir, au lieu de

u(p) = int(a)p, u(o) = e-int(B)o

(68)
ap(a)™ = efo(B)717

les formules plus sympathiques

u(p) = int(a)p, (o) = it(F)o

(69)
ap(e)™ = Fo(B)7HY,

ou le signe ¢ = e9(u) a disparu. Il apparait dans les formules
(70) x(a) = es(p), X(8) = eap) -

Il me semble en avoir vu assez pour pouvoir reprendre ‘a main levée’ les constructions
précédentes et les achever, avec des notations plus adéquates.

Le groupe &', quotient de 7y ~ GL(2,Z)", prend d’ailleurs une importance croissante
dans nos calculs, c¢’est lui qui mérite la notation simple G, le sous-groupe fermé engendré
par p, o devenant &* — il correspond a 7—1+1A ~ SL(2,Z)". On supposera simplement que
7 ¢ &1 (7 étant I'image de 7,), ou ce qui revient au méme, que

(71) 7 ¢ &t

[page 577]

C’est finalement cet élément, qui normalise a la fois L, et L, via les formules remarquables
(+) Yoy =t o) =0t
qui prend le pas sur 7, qui satisfait a

(%) T(e0) = 5517 T(e1) = 61_1, et méme 7(0) = o
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(ce qui est évidemment trés vertueux !), mais dont P'action sur p

7(p) = o(p™)
est moins commode (°!).
V) Données préliminaires.
1°) Soit donc & un groupe profini, muni d’'un homomorphisme surjectif
(1) T\ ~ GL2,Z)" ™ &,

ce que nous exprimerons par la donnée de trois générateurs topologiques p,o, 7 € &,
satisfaisant

(noté —1)
On désigne par &% le sous-groupe fermé engendré par p, o, qui est donc I'image de
’TfflA ~ SL(2,Z)",
et on suppose que &1 # &, donc
(3) 6 ~ {1,7'} - &%,
N

(semi-direct)

et on a une suite exacte canonique
(4) 1 — 67 — 6 =5 {41} — 1.

On désigne aussi par vg le composé

Vs

T
(5) S o {41} «~ Z)27Z.

(=1)V ~——v

De fagon générale, on désigne (par abus de langage) par une méme lettre des éléments de
GL(2,Z) — tels eg, €1, T = Too, T' = Th, 0 = 000, P = Poo €tc. — et leurs images dans &.

2°) Les groupes Z,,, T,,.

Soit
u(eo) = £
def ’
Zpo = (u, pt,€,€") | u(p) conjugué dans &+ & p°

(6)

u(o) conjugué dans & a o°

C Aut(61) x Z* x {+1} x {1}.

51Néanmoins, 7' a sur 7 le désavantage sérieux de ne pas étre élément du groupe 7’ 3,3 ={1,7} 703,
oll on a la relation de rigidité 7r’6\’30 = 7r’(/)\’3p = {1} [oh U? est le centralisateur de o dans le
groupe U] — alors que dans {1,7'}-7( 3, le centralisateur de o n’est pas réduit a 1, mais est égal a {1,7'}.
De plus, 7’ a le désavantage de ne pas étre dans MB} e
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C’est un sous-groupe du groupe produit. Posons

) L, = sous-groupe de & engendré par p

L, = sous-groupe de & engendré par o ,

de sorte qu’on a des épimorphismes

Z/6Z - I,, N
Z/4Z — L, no— o,

[page 578]

et un diagramme commutatif d’homomorphismes

LP
(9) {1} T &
\L /

— 81 G est ‘assez gros’, on aura d’ailleurs que {£1} C» ST, ie. “—17 # 1 dans &7, et
meéme

L,NL, = {1}.
Les conditions (6) impliquent donc que
u(L,) G*t-conjugué a L,

(10)
u(Ly) GST-conjugué a L, .

Si G est ‘assez gros’ pour que p et p~t, o et 0~ n’y soient pas conjugués, alors un
élément (u,p,e,€’) de Z,, est connu par la seule connaissance de (u, ). Si d’autre part
I’homomorphisme

7 — &F
(11)

n - &

est injectif, alors p est connu quand on connait u. Donc si &7 est assez gros pour satisfaire
aux trois conditions envisagés, p.ex. pour qu’on ait un ‘homomorphisme modulaire’

(12) S — GL(2,2)

(transformant p, o, 7" en les éléments de méme nom), alors un élément de Z,, est connu
par la seule connaissance de u € Aut(G™).

On a un homomorphisme
iLg,Z
Ly = Z,,

I (int(1),1,1,1)

(13)
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dont 'image est invariante, le noyau n’étant autre que Lo N Cent(ST). Notons que l'on a
(14) LO N Cent(6+) - Lo N Cel'lt6+ (p) - Lo N L1 .

Car si ] € Ly et p commutent, i.e. si l = p(l), comme p(Lg) = Ly, on aura [ € L;. Donc
si Lo N Ly = {1}, ce qui est le cas si (12) existe, et méme s'il existe seulement

(12') S — GL(2,2) modulaire ,
alors on aura

(15) LoN Cent(&1) = {1},

et (13) sera injectif. Nous allons le supposer, pour fixer les idées.
On pose

(16) Yo = Zyo/Im Ly,

PO

de sorte qu’on aura une suite exacte canonique

(17) 1 Ly ™2 7,, 220, — 1.

Les homomorphismes canoniques de projection (u, u,e,e")— u, €, €' se factorisent par
T, et fournissent des homomorphismes canoniques
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Yo - 2

18 Y, D o(+1) soit T,, QOELE e £4q) % {41}
P, P

ey
Too —> {1}
les composés de ceux-ci avec Z, , — T, , sont notés

(]‘9) XZ:XTO(SZ) €Z:€T062, €/Z:€{r0527

de sorte que

(20) xz(u, p,e,€") = p, ez(u,p,e,6) = €, ey(u,p,e,e) = €.
On aurait envie de désigner par Tgp le noyau de (ey, %), par Tg"’ celui de xv, par Tg;
leur intersection, et d’introduire par les notations Zgﬂ, VA p’j leurs images inverses

p,o?

dans Z,,, i.e. les noyaux respectivement de (ez,¢%), de xz et de (xz,ez,€%).
3°) Les groupes S0G, ., G, -

On a un homomorphisme tautologique

Zpo

(u,p e, — u,

—  Aut(61)
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donc Z,, opere sur &%, et on peut donc considérer le produit semi-direct

(22) S0Gpo = Z,p 6T .
N —

(semi-direct)

On a un homomorphisme

Ly "% 50Gpy = Zpo-&*
(23) 0 0% p, Ps
[ — iL07z(Z) 'lil,

dont 'image est encore invariante. On pose

(24> Gp,a = SOGp,a/Im LO s
——

Zp,o-&F

de sorte qu’on aura une suite exacte

(25) 1 — Ly 59 850Gy — Gy — 1,

et un diagramme commutatif d’homomorphismes

iLo,Z Zp’o i
iLg, K

Lo / Go
W o /ﬁv

(a priori Ker(6" — G, ) ~ Ker(Ly — Z,,) = LoNCent(&™"), mais par hypothese (15)
il est réduit a {1}), s'insérant dans un diagramme commutatif de suites exactes

(26)

1 Ly teZ. 7 2., 1
(27> iLoﬁ{ [
1 et et G, T, 1.
On posera
(28) X¢ = Xro°odg, cq = ey odg, [e), =1¢&y0dq,
[page 580]
d’ou1 un homomorphisme
(29) G,, (OEGEG) 7o L) x {41}

nous conduisant & introduire G, G ,, G-? comme d’habitude.

P07 po?

L’injection ig+ : &7 C~ G,, peut se prolonger en un plongement (noté ig)

(30) 7:6 . 6 (G Gp,0'7
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que je définis par sa valeur sur 7 = o7/, par

(31) is(T) = iz(72),

ou

Tz € Z,, défini comme

52
(32) 7y = (int(r)|&F, 1, —1, —1) (>%) -
—— U~
cAut(et) €z €{£1} €{£1}

Désormais nous identifions & a un sous-groupe de G,,, et nous désignons par la méme
lettre des éléments de & (tels que 7, 7/, p, 0, €9, £1 etc.) et leurs images dans G, (°).
On aura d’ailleurs

trivial sur &*

—1lsur &8 =661

(32 biS) XG’|G = €G|6 = 8/G|6 = & -

4°) Les groupes Z,, Z,, N,, Ny, SN,, SN, ...

On note que I'élément 7" de & C G, , normalise L, et L,, donc normalise aussi

Z, fof Centg,,(p) = Centg,,(L,)
Zy, = Centg,,(0) = Centg,, (Ls),

(33)

donc {1, 7'} opere sur ces groupes, et on peut considérer

N, = {1,7}-Z
(34) g L2 (produits semi-directs) .
N, = {1,7}-Z,
On a des suites exactes canoniques
1 — Z, — N, % {£1} — 1
(35) P P _ { }
1~ Z, — N, =% {1} — 1,

et un diagramme commutatif d’homomorphismes canoniques

D, — N, e

(36) (1,7} x {£1} e G
Da - Na’ i“

ou

D, ~ Dg C GL(2,Z) engendré par p, 7’
(37) D, ~ D, C GL(2,Z) engendré par o, 7/

{1,7'} x{£1} = D,N D, dans GL(2,Z) ,

®28i Ty désigne I'image de 7 = 7¢ € G, dans Y, , = G, /6", & s’identifie & 'image inverse dans
G),o du sous-groupe {1,7r} de T, ;.
53Notons que T4 & Zp o, par contre on a 7¢ € Zp 5.
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donc

D, = {1,7}-L, (dumoins sip d’ordre 6 dans &)
D, = {1,7}-L, (dumoins si o d’ordre 4 dans &),

(38)

et les homomorphismes
D p N, P Dy — N, o

sont évidents. Les homomorphismes i,, i, aussi, bien str. Rappelons que

i, injectif <= 7'€Z, < p*#1 <= p#-1
(39) <= G est isomorphe & un quotient de Z/47Z

i, injectif < 7€ 7, < o?#1.
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Faisant opérer G, , sur &7, sous-groupe distingué, via automorphismes intérieurs, on voit
que tout élément de G, transforme L, C & en un sous-groupe & conjugué, donc est
congru mod &1 & un élément de Normg(L,) = i,(N,), et de méme pour L,.

Si g € Gpo et e =calg), & = e6(9), alors int(g)(p) o p7 =7"(p), nt(g)(0) o 0° =
() (ot (=1)" =¢, (=1)" =¢'), donc FJa =71""-ay € N, (olt ag = 7"g) tel que

a) g=a (61) et
b) ep(a) = &' = ealg)

(et itou pour N, ...) —donc Im(N Y —1,,) 27, Im(N Y —T,,) D TooNT .

p?a,
Mais cela ne prouve pas que 1’on ait commutativité ici — c¢’est sans doute [phrase incom-

plete].

En d’autres termes, posant
(40) N = {z € N, | epl@) = etlip@)} . Ng = {o € Ny | (@) = etalin ()}

les homomorphismes composés

. i e def .
(41) N pe > Lo, 0 = daoi,
io 6G def .
Ny = Goo — Y,0, d, = dgoi,

sont des épimorphismes. On a donc [un] diagramme commutatif de suites exactes

1 z, Ny = £} —— 1
(41) épi épi [%4] |
1 Y, —— Ty —2» {£1} —— 1

ol on a posé

(42) Y, = Ker(Y,, % {£1}).
54[Deux fois (41).]
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1 Z, N 2 (41— 1
(43) épi épi

1 T, T,o —— {£1} —— 1,
ou
(44) Y, = Ker(Y,, —»{£1}).

NB Les notations ev, €y : T, , — {£1} peuvent préter a confusion, la premiere référant
a l'action d'un w sur L, (non sur L,). Une notation un peu plus lourde, mais ne prétant

pas a confusion, serait ey ,, €y o

— ou meéme seulement ¢, €,, la confusion avec les homo-

morphismes de ce nom N, — {£1}, N, — {£1} étant anodine lorsque p* # 1, 0% # 1,

a cause des compatibilités (41), (43).

On a donc construit, a l'aide de (1), i.e. de & muni de p, o, 7/, des groupes &%, G, ,,
Toor Zpos /\/ ', N, g'insérant dans un diagramme commutatif de groupes

Ly~ SZ,, Zpo
\ &
S/\/'* —, ./\/;f S
.
SN* s Z* x {1} x {+1}
PR
Yvy
(45) | |

\/

ol on a posé

SZp,U iLo,L(LO) = Kel"(éz . Zp,o — 7T
(46) SN, = Ker(d, : N —7T,,)

SN, = Ker(6, : N;—7,,)
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de sorte qu’on a des suites exactes

)
1 — SN — Nf &

(47) P P(S
1 — SN — NF

po)

= Cent6+ (p) (55) )
= Centg+(0)
Yoo — 1 (56)
T,, — 1

NB On peut donc aussi les noter SZ,, SZ, au lieu de SN¥, SN
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s’envoyant dans la suite exacte
Jr

de fagon analogue a (27). De plus, les homomorphismes i, : Ny — G5 et iy : N — G5
ont une nette tendance a étre injectifs (cf. (39)), ce qu’on a indiqué sur le diagramme (45)
par le signe ‘— (signe d’inclusion pointillé). On introduit aussi

= od, : N* — Z*
(48) YT Rt )
Xo = Xr©o0s : N} — Z*,

(e

dont les noyaux (qui contiennent SN, resp. SN;, et qu’on se gardera de confondre avec
eux) sont notés comme de juste N+, N+

NB Il faudrait encore examiner les composés

(19) Ny — T, T {£1)
NF — T,, 2 {£1},

on verra que dans les ‘bons cas’, les restrictions de ces homomorphismes a Z,, Z, respec-
tivement sont épimorphiques.
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5°) Les groupes SoM,, ,, M, ., Sol')psy ['po-
On pose
(50) SOMp,J = Zp,a XTp,a N;)k XTp,a N; XTp,U GPJ
Mp,o = N; XTPJ Ng* XTP,[, Gp,o
(51) SOFp7U - Zp7o— XTPﬂa Np* XTP"’ N;
Fp,g = NP* XY, o N;,
560n a
(47 bis) lm(SN, — &%) — Nommes(L,)
Im(SN, — &) = Normg+ (L)

(ou encore, si p? # 1 resp. 02 # 1, ce sont N, NG et N, N S).
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d’ou [un] diagramme de suites exactes

1 1
Lo Lo
(52) 1 St — SyMyp—r Solpy— 1

1

6+—’ -/\/lp,o'—> Fp,a' — 1 )

1 1
et des suites exactes
(53) 1 — 57,5 xSN; x SN x 6% — SyM,p — T,0 — 1,
~ Lo
(54) 1 — SNy x SN;x &7 — M,, — T, — 1,
(55) 1 — 57, xSN; x SN — SoT'pg — Tpo — 1,
~ Lo
(56) I — SN X SN — Ty — T,y — 1.
On a aussi
(57> SOMp,a = Mp,o XTP,U Zp,a )
(58> SOFp,J = Fp,a XTP)U Zp,a )

i.e. les extensions SyM,, ,, Sol',» de M, ;, I',, par Ly se déduisent de I'extension Z,, de
T, par Ly par image inverse par M,, —1,,, I',, — T,, — et on a aussi

(59) SOMp,a' >~ Mp,o’ XFP,,_—,- SOFp,U )

i.e. I'extension SyM,, de M, , par Ly se déduit de I'extension Sol',, de I', , par Ly, par
image inverse par M, , —I',,.

On introduit un élément

=a =b =u
/ r_ / / /
(60) T € My, ™m= (1, 7, 76),
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ol 7, 7,, T4 sont les ‘avatars’ de 7', pris respectivement dans N, N, G, .. Ceux-ci ont
bien tous la méme image dans G, et a fortiori dans T, ,, donc deﬁmssent un élément de
M, », dont 'opération sur &7 est celle de 7. D’ott un plongement

s identité sur &+
(61) 6 X M,, :
TeF—Thy -
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pr
LUXSN*XSN* LO

\% , \
SO P, z Z/%U

LoxSNxSN x &+ sN*st I 5z , {£1}
EY,p = €y
\ N* s

pU\N

%
(62) SN*XSN;XGJF ....... . pI' e . 6+ (57) EY.o = EY
P I L 6G s
. | : {£1}
v Mo Gpo
s, M R
\ R . 's,G
G-
~—
={1,7/}-&t

On a resumé certaines des relations entre les groupes introduits jusqu’a présent dans le
diagramme commutatif (62), que je commente brieévement.

a) Toutes les fleches sont soit injectives ( C— ), soit surjectives (— ), a l'exception
peut-étre des trois fleches issues de T, .

b) Les onze carrés (six faces d'un cube, et cinq carrés marqués I, 11, 111, IV, V) sont
cartésiens.

c¢) Les cinq fleches marquées pr sont des projections canoniques de groupes produits
sur des produits partiels. La fleche marquée inj. : &* —»S/\/'p* X SNF x &% est
I'injection canonique.

d) Pour ne pas détruire la commutativité du diagramme, nous avons omis d’y faire
figure les fleches (d’inclusion, moralement)

szo - Gp707 N* - GP’U7 N* - GPv”’

p o

qui figurent dans (45).

ST[&* barré. Probablement la partie du diagramme comprenant ce sommet G1 et les
fleches correspondantes est invalide.]
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Pour ne pas surcharger le diagramme, je n’ai pas introduit dans ce diagramme de
notation pour certaines fleches composées utiles, telles

;

(Sr . FpJ — Tpp
(63) (5SOI‘ . S()Fpﬁ — Tp,o‘
(5/\4 . Mpﬂ — Tpﬂ
L 5SOM : SOMp,U - Tp,a ;
et
( ~
Xr = XT © 5F : Fp,cr — I
(64) Xsor = Xroodsr @ Solpe —= :*
XM = XT © 6/\/( : Mp,a - *
L XSomM = Xr© 650/\/1 : SOMp,o' - Z* 5

et les composés €7 ,, €2, : 7 — {£1}, ou ? peut prendre toute valeur Z, G (déja
introduits), Ny, N (on aura ey, , = €,, €x,0 = €5), I, SoI', M, Sy M. Le noyau
de x» est noté 7*, celui de €7, est noté 7', celui de €7, est noté 7", on note 7° =7'N 7",
7 =t ot =t 7t =240 70 §7 = Ker 6,, donc

S
T

(65) y 7t
?/

VA
S

QN

2+

20

;. N ! 1
est ‘cartésien’ [on 7°t =7T°, VT =721 et 7t =71"].

Rappelons aussi qu’on a commutativité dans

., {£1}
(66) S { Xe \ Z* , soit g : S — {£1}.
{+1}
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Le noyau de eg n’est autre que &*. En tant que sous-groupe de M, , (resp. de
G)) G s’identifie & I'image inverse dans ce groupe du sous-groupe {1,7} de I',,
(resp. du sous-groupe {1,74} de Y,,), ou 7{,, 7 désignent les images de 7/ € &
dans I', , et T, , respectivement.
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g) Le diagramme (62) a comme partie principale

/NN
\/ T

tous les groupes marqués sur ce dernier diagramme, & 'exception de Z*, {£1},
{£1} (mis entre crochets [ ) s’envoient dans Y,,, qui est le terme terminal de
ce diagramme, reliant 9 groupes (en ne comptant pas &, inséré comme source de
deux fleches pointillés) dans T, ,, déduits de quatre d’entre eux Z,,, N, o N G,p
(qui s’envoient dans Y,, par des épimorphismes) en prenant des produits fibrés
sur T,, de certains d’entre eux — le terme initial étant SoyM,,, qui est le produit
fibré des quatre facteurs précédents. En prenant les noyaux des homomorphismes
des ces neuf groupes dans Y, ,, on trouve un diagramme de méme type combina-
toire, reliant neuf groupes formés de Ly = SZ,,, SN, SN et 67 = SG,, et
de certains produits de ces groupes (dont le produit sur I'ensemble d’indices vide,

(67)

savoir {1} = Ker(Y,, Ld»Tp,U)), avec comme fleches des projections canoniques.
Nous avons inséré dans (62) seulement cinq parmi ces groupes produits, avec les
injections canoniques dans les produits fibrés dont ils proviennent, en nous dispen-
sant d’y faire figurer également SNy, SN, SG,, = &, les inclusions canoniques
S/\/;;k ., N;, SNz Nf, 67 =5G,, + G,,, et le diagramme complet des
projections des produits partiels de ces groupes et de Ly, ou manquent donc les
projections sur ces trois groupes, et les homomorphismes de ces groupes et de L
dans le groupe unité.
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6°) Liens avec X,,, SG,,.
On pose
( ¢p St-conjugué a p° )
+_ . ’ N E’
S0 = {Enpee) | 17O TCOMIBICR
(68) E=mn el
—~—
L =1y, oy =41 )

C 67 x 6% x Z* x {£1} x {£1}.

NB Si p non conjugué a p~! dans &, & connu quand on connait £, 7 — de méme si o non
conjugué & o1 (donc 0% # 1), ¢ est déterminé par &, n. De méme si Z —» Ly (n+—€l)

pn—1

est injectif, alors p est déterminé par £, 7, et la relation £ = nef™ " s’écrit aussi (sans faire
intervenir )

(69)

77715 S Ll .

Soit d’autre part

(70)

5G,o = {(a,ﬁ,u)\w=[ﬁ,a]e¥‘l}
—¢
C & x6 xZ.
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On a une application

.

500 — o € = lo]
n = [8,0]
(71) < (Oé,ﬁ,/i) — (57777”75,75>7 avec 1% le méme 5
g = es(a)
\ | ¢ = es(0)
qui est évidemment surjective (°%).
On définit d’autre part
yeff - — e e) €X, s | Ju e Aut(ST) avec u(p) = &p, u(o) = no
(12) e {(&n, 1, ¢) € Epo | (67) (p) = &p, u(o) = no} )
c Ep,a

(cet u sera alors unique, et inversement, la connaissance de u détermine &, 7). Il y
correspondance 1-1 entre les éléments de Y1 et les systemes (u, u,e’,¢) € Aut(ST)

a
p,0) X
Z* x {1} x {£1}, tels que I'on ait
u(p) est Gt-conjugué a p°
u(o) est &t-conjugué a o°
u(gg) = b (qui exprime & = nl¥)

— or cet ensemble n’est autre que le sous-groupe Z,, de Aut(&%) x Z* x {1} x {£1}
(cf. (6), p. 577). On trouve ainsi une bijection

Zyy > T (¢ = u

n = [u,o0]

(73) u (&€ ), po= x(u
e = eylu)

| ¢ = ez(u)

On désigne par Sggif, I'image inverse de Zfﬁ, dans SG,, par (71), donc on aura

/

[, p] = 8, 0]l
+ ) ;
501 = (B € 6 x 6 x ” Ju € Aut(6™) tel qu'on ait
(74) u(p) = alp) (= &p, avec § = [a,p])
\ u(o) = Blo) (= no, avec n = [B,0]
C SG0

58NB ¢ = ap(a)™! € &1, car on a g (&) = ap(d) = 1, car p opere trivialement sur &/6 ~ {41},
pour la méme raison n = Bo(83)* € G+,
e. [u,p] =&, [u,0] = .
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de sorte qu’on a un homomorphisme surjectif induit par (73)
(75) SG — xo
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On a une application canonique

( S()Fp,a = Zp,a XTP,G N; XTp,U N; - Sg;ﬂ; ( € Z,
a = u a—lle/’(a:)
(76) Tr = (U, a, b) —> (04’ 6’ Iu) , avec ﬁ —— b—lT/y(:L’)
€ Zs
\ (N = Xsr(z)

ou on a défini V'(z), v(z) € Z/27Z par
(~)" = £(a), (~1)"® = e(a).

Par définition de SoI',, comme produit fibré, on aura en effet ua™*, ub™* € &', donc
a, B € & ; on aura d’ailleurs

alp) = ula (7D (p) = ulp), et de meéme
N——
— (@

= (pe/(z))e/(z) =p

plo) = ulo),

d’ailleurs la condition [a, p] = [, 0] €' ne fait qu’exprimer la condition que u(ey) = &b
—— =

=[up] = [u0]
qui intervient dans la définition méme de Z,,. Je dis que 'application envisagée (76) est
injective. Il suffit de voir que quand (a, 3, ) sont connus, on connait u — en effet, on a

en termes de («, 3, 11)

(61 62)

)

V(e) = vela),  wv(r) = ws(B),  xer(@) = xz(u) = p,

(78)
d’olt a = 7@ 1y, b = "By

donc si u est connu, on connait également a et b, donc x. D’autre part pour déterminer
u€ Z,, CAut(GT) x Z* x {£1} x {£1} en termes de (o, 5, i), il suffit en vertu de (78)
de déterminer I’élément de Aut(G&™) qu’il définit, ce qui est immédiat sur (77). On a donc

(79) SOFp,O' C~ Sgeff

P

60Pour étre plus correct, il faudrait écrire

a = uip(a)_lT”’/(w)
B = wiy(b) @
617 e.
[a,p] = [u,p]
[B,0] = [u,0].

62NB On a, pour tout a € N, si g,(a) = (1)@ arve(@ ¢ 7, donc [uar™(), p] = [u,p]. Ttou
pour o ...
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il reste a voir que cette application est surjective, on a fait ce qu’il fallait pour. Notons
d’abord que le composé

STy Cv SGH o, (- Z,,)

n’est autre, par (77) et (71), que

{ = [u,p], donc u(p) = &p

n = [u,0], donc u(o) = &o
(80) & = (u,a,0) (&1, €' €) po= xsr(z) :

g = €(x)

e = ¢g(o)

4 eff ~ ) : : :
donc son composé avec X5 =~ Z, ; n’est autre que la projection canonique
SOF/M > ZPJ
(ua a, b) u,

qui est surjective, de noyau SN x SN = SZ, x SZ,. Considérons d’autre part

(

opérations de SN, x SN, sur (ao, bo) € SN x SN}
SG, =SZ,xS57,
(81) 4 B ’
= {(a.8,p) | [a,p] = [B,0]e"} | opere par
\ C GxGxZ (o, B, 1) — (aag, Bbo, 1) )

Il est clair qu’il opere librement, et que le quotient de G,, par cette action s’identifie a
Y0, donc on a le résultat idoine pour G; , et 37 .. Or, pour
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(82) e = (=1, e = (-1)
fixés, 'opération précédente de (ag, by) correspond, par 'application (76), a 'opération
(83) (u,a,b) — (u, 7" (ag)a, 7" (by1)b) ,

i.e. & la translation & gauche par (7',7%) (ag",by"). D’ott la surjectivité, et l'isomorphie
——

= (ag,bo) 1!
cherchée

(84) Solpe == SGE (cf. 76) .

La translation a gauche par [ € Ly dans Sy, , correspond, par la bijection précédente, a
I'opération

(85) (o, B, 1) = (I, 18, 1) ,
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dont il était clair a priori qu’elle stabilise ngff,. Passant au quotient, on trouve donc
(86) Fp,a — LO\SgZifj :

Enfin, considérons

SoMye — SGH x &F
= {(, 8,1, f) € EXSXZ x&" | [a, p] = [3,0]e1 7'}
r = (U,(I,b,U) - ((a7ﬁ7ﬂ)vf)

(

(87) o = ua_lT’Vp(a)
ﬁ — ub_lT’V”(b)
o= xsm@) (=xz(u)=x,(a) =x(0) = xc(U))
{ | [ = uU™1 .

Cette application est bijective (trivial par (89)).

7°) Fonctorialités.

Considérons
(88) 6 4 & , homomorphisme surjectif de groupes profinis.
Solent pe/, 0er, T - .- les images de p = pg, 0 = 0s, 7' =175, ... dans &',

Proposition. Conditions équivalentes sur ¢ :
a) L’application induite par ¢
& &
(89) Yoo = Zoo
applique ES;H dans ES;eH.
b) Pour tout u € Aut &*, qui normalise Ly, et tel que u(L,) fod L, u(L,) fod L, il
existe u' € Aut(&'") qui rend commutatif
St 7% St

,LL/

(90) u

St 7 Cla
en d’autres termes, u invarie Ker ¢.

b') Itou, en supposant seulement, a la place que u normalise Ly, que u(Lg) fod Lo (plus

les autres conditions).
c) Il existe un homomorphisme de groupes
(91) oz @ Ly, — Z,i;

compatible avec x, €z, €', et tel que V u € ZS,,, si u' est son image, on ait comme

dans (90). (NB ¢z sera unique, et est compatible avec iy, 7 (°%)).
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c') 1l existe un homorphisme de groupes
(92) oo+ GS, — G,

compatible avec xq, €, € et satisfaisant a la condition de compatibilité (90). (NB
Ce ¢c
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est alors unique, et compatible avec isq, izq, il applique Zp6 dans ZPG/, Z8 dans
ZE', qui se pmlongfa en @, ./\/'p6 HNpG , incguisant J\/p*6 ﬂ./\fp*6 , et se prolonge
en 0, : NS — NS, induisant N3 — N3 ...)

On dira alors que ¢ est prolongeable.

Corollaire. On peut alors prolonger ¢ en

(93) psm 1 SoGp, — SGy,
compatible avec 0z, 0,, 0,, O, compte tenu de vz, ©,, Yo, Pa, et cect de fagcon ‘compatible
avec tout’, notamment avec les diagrammes (45), (62).

/ s eff .- .y
Exemple. Supposons ZSG = Egae , alors les conditions de la proposition sont automa-

tiquement satisfaites (quelque soit I'homomorphisme surjectif & — &).

Remarque. Il se peut qu’on se donne un sous-groupe Z,”M C ZEU, et qu’on considere la

condition a) de la proposition seulement pour des u € Z,E,a (%1). Mais a laide de Z/E,a’ on
construit

oy GBS Z-L0G,. %= 20G,
dott NE et NE' ) NE et NF, T8, puis SoMY, et M3 .

Ceci posé, on a une variante évidente de la proposition, donnant des conditions de pro-
longement de ¢ en Soj\/lfw — SOMS;_.
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8°) Le cas universel & = GL(2,Z)".

Considérons la suite exacte

(1) 1 — {£1} — N} — My, — 1.
N
=M

On a

(2) {1} = Centre(M) = Centre(&™) (%),

63Donc il induit TEU — TPG’;.
6411 faut supposer pour étre a l'aise que 75, € Z/t')’g.
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d’ou par (1) une application
restriction a
&t/ =SL(2,Z2)"

(3) Mg — Aut(M) Aut(&T1) .
D’ailleurs, tout automorphisme de &*” invarie son centre, donc passe au quotient, d’ou
(4) Aut(67") — Aut(67"/ £1~6(3),

et le composé de (3) avec (4) est 'homomorphisme canonique

M03 Aut 6+/\)

(5) /

Aut(&5 5 = &M /{£1}) .
Cela montre que (3) est injectif, puisque MGs — Aut(Sj3') Dest.

Remarque. L’application Aut(G+") — Aut(Ga“, $) n’est pas injective par contre, les
éléments du noyau correspondant aux homomorphismes

&*" — Centre(61") = {+1},
ou encore aux homomorphismes
(6) SLN — {£1}, ou encore (612 — {£1}.

Or on veut que

= , 1 2 mod 12
P = [p,0] = 2197 . p

S, = (po
p3:0 o +— 3mod 12

12

[plutdt (p,o|...)], donc

(Ga)e == Z/2Z
(7) p — 0
— 1,

cet isomorphisme correspond au caractere G+ — {£1}, qui s’obtient aussi comme com-

posé
Sg
/—m
(8) St 63 — &t /\/71'/\ d’une permutation {:l:l}
groupe image
symétrique inverse
A trois de 7r6\,3
lettres dans &G+

650mn a posé
6 = 7171 >~ GL(2, Z)

& = T\ ~ GL22)"
6+ = 7—1,+1 = SL(27Z)
Gth = SL(2, Z)"

[Grothendieck écrit soit éJr, soit 61/ pour le méme groupe. Nous écrivons toujours
ST, et de méme pour &j4. Similairement pour 7 =7" etc.]
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Ainsi le seul élément 6 différent de 1 du noyau de (4) est donné par
(9) 0 : x+—— x-sg(x).

On notera, en posant

(10) LS = 2, Ly = LSnr =12,

que le sous-groupe §(L§) C G n’est pas G-conjugué a Lo, il est engendré par

(11) 9<€0) = —&o0 (car €g = 0p, sg(go) = —1) ,
et on vérifie que gy n’est pas conjugué a (—eo)* = —elj pour quelque u € /A (car on voit
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tout de suite, en passant a &} /75 ,, et notant que ly = &5 serait conjugué a (—f)* = I,
qu’on doit avoir g = 1, or gy et —eg ne sont pas conjugués méme dans SL(2, Z)’ o).
Or on va s’intéresser justement aux automorphismes de " qui transforment LS en un
sous-groupe conjugué. On notera que par contre

(12) 0(ly) = o, donc O(L§) = L .

Proposition. L’homomorphisme (3)
MS::)) - Aut(6+/\)

est injectif, et son image est formée des automorphismes u de &+ qui satisfont les deux
conditions suivantes.

a) u stabilise m = &7 2] = Ker(67" — SL(2,Z/27)).

b) u transforme LS en un sous-groupe de &T" & -conjugué de Ly, i.e. il existe
e Z et foe & tels qu'on ait

(13) u(eo) = int(fy")(ep) -

DEMONSTRATION. L’injectivité a déja été vue. Montrons que les conditions a) b) sont
nécessaires pour que u provienne d'un ug € Mg';. Pour a) c’est trivial, puisque ug stabilise
o3, donc son image inverse dans &*”. Pour la condition b), on est ramené au cas ou
uy € Mg5[0] (quitte & conjuguer par un élément de &3 ~ &*"/ £+ 1), dans ce cas on a
par construction de N7 a partir de Mg; (cf. IIT, page 665 ...)

(14) uo(€0) = €p

ou g € 7* est le multiplicateur, OK.

Inversement, soit u un automorphisme de ™" qui satisfait a), b), considérons 1’automor-
phisme @ de 67"/ +£1 ~ &3 qu'il induit. On voit donc que a(m)3) = 75, et que G(eg)
est &3 4-conjugué a un ef (1 € Z*). Donc par définition, on a @ € MGs (cf. page 390
ff.). Soit v’ Pautomorphisme de &*" induit par @ (via (3)) — alors «’ et u induisent le

méme automorphisme de &4 = &7 /{£1}, donc on aura v’ = 4O, ot © = u~'u’ est
un automorphisme qui
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1°) induit l'identité sur 6" /{£1}, et

2°) transforme LS5 en un sous-groupe conjugué
—on a vu que cela implique © =1, c.q.f.d.
Considérons maintenant la suite exacte

(15) 1l — +1 — 7 — m3 — 1,
=&+

[page 592]
et considérons le scindage donné par

m3 — w = 6T[2] = Ker(SL(2,Z) — SL(2,Z/2Z))

li — )\,L déf —ll .

(16)

Il y a un tel homomorphisme, en vertu de

(—loo)(=11)(=lp) = 1 dans SL(2,Z), i.e.
Lol = —1,

(17)

et il est évident que c’est un scindage. On aura de méme un scindage pour 7" sur mg;.
On désigne par 7y I'image de (16), i.e.
7o sous-groupe de 7 = &1[2] engendré par

(18)
)\0, )\1, )\oo (Ofl )\1 = —ll) s

et on a donc un sous-groupe 7 de 7.

Proposition.

a) Le sous-groupe my de 7 est d’indice 2, et il est distingué dans &.

b) Le sous-groupe w)) de " est d’indice 2 et il est distingué dans M — ou, ce qui revient
au méme, stable sous l'action de M/ £ 1~ Mgs.

DEMONSTRATION. Comme

pNi) = Aip
(19) o(h) = M, o) = X, o(de) = a(Mr)Th = AT
TXo) = At (A1) = AT T() = T(MA)T = oA,
on voit que 7y est normalisé par p, o, 7, donc par &. Qu’il soit d’indice 2 est évident.

Donc 7} est d’indice 2 dans 7" et normalisé par &”. Pour voir qu’il est normalisé par M
tout entier, comme

M = M(0)- &,
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on est ramené a vérifier qu’il est normalisé par M(0) ~ Mg;(0). Or on aura, pour

u € Mg;5(0),

u(p) = int(a)p g2 = &a(p)
(20) u(o) = eyint(fB)o a € 7 -{l,7}
u(eg) = &b g e ",
d’ou
u(=lp) = (=lo)*, Le. u(Ag) = Ay (car (=1)* = —1),

donc u(Xg) € 7 ; il reste & prouver que u(A;) € wy, or

u(A) = ul(p(ho)) = (up )(Ao) = int(e)(p)(ulh))

1

et comme 7)) est normalisé par &” et en particulier par apa™!, on trouve bien u(\;) € 7).

Corollaire. On a

T~ Ty X
(22) 0oX K
T X

ot
p = {1} = Centre(&T").

C’est trivial, puisqu’on a un scindage de 'extension centrale (15).

[page 593]
Soient
T = 177— g 6 5 DT = 7 X C 6 )
(23) 0 {1,7} [y X p
Mo = {1,0-} c G, D, = pexp S &,
de sorte que l'on a
D.NG& = D.Nm = D.Nmy = {1
D,N6 = D,N7t = pu D,Nm = {1}
On pose
T = T = DT * o Tor = T,
(25) K 0 0 H 0
Teg = Mo T = DU'7T[17 Toe = Mo To,

56Itou en remplacant &, m par &", 7.
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de sorte que l'on a

T, = Tor X b,
(26) 0 1%

Ty = Too X jb,

et itou en mettant des .

Normalisation de «, (3. Les relations (20) ne déterminent «, 5 que ‘modulo signe’. On
leve cette ambiguité en prenant

(27) a € s, B € mp.

Le groupe G /m. Il est décrit par générateurs p, o, T et relations

=t =712=1, P = o2,
(28) m(p) = o(p™), (o) =0"",
T(p) = p,

car on a

(29) 7(p) = (=li")p,

donc la derniere relation (28) s’écrit —I;* = 1, i.e. A} = 1, et implique Aoy = g = 1 (en
appliquant p). En termes de p, o, 7/, on trouve de méme

o=t =12 =1, P = o,
(30) T(p) =pt, To)=0"",
o(p) = p .

(31)

Quelle est I'opération de Mgy ~ M/ £ 1 sur &*/m? On a une structure d’extension

(32) l— pu — &"/my — &7 /7 — 1,
—~— N——
==+1 ~ &3

et les automorphismes en question conservent cette structure d’extension. Les éléments
de ./\/lE)N3 ~ M'/{£1} operent en induisant I'identité dans le quotient &3, et bien siir aussi
dans p — or un tel automorphisme de I’extension correspond a un homomorphisme

(33) 63 —_— U, ie. 63 ab — U,
*1

or
Sy ap —> {£1} = p,
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donc le groupe des automorphismes de &F /g induisant 'identité dans &3 est isomorphe
a Z /27, son générateur est donné par

) =
(34) O(z) = sg(z) x, donc (v) P
(o) = —0o
[page 594]
Composant avec les formules (20), on trouve
S
(35) u|6+/\/ﬂ_6\ = 052('“4) : p p :
o > &o(u)o
le.
(35 bis) [4,0] = eo(u) dans &/m (7).

Reprenons la définition

(36) Z = Z,, ¥ {ueAut(&H)

u(L,) & -conjugué a L,
p,o [

L
(Ly) &1 -conjugué a L, ¢
U(Lo) = LO

de sorte qu’on aura, pour u € Z,

u(p) G-conjugué a p

(37) u(o) G-conjugué a o (= eo)
u<€0) = 557
: N zZ — &
avec i € Z* et g, ¢’ € {£1} bien déterminés (car est injectif, p et p~!

n - £
ne sont pas & \-conjugués, ni o et 071). Je dis qu'un tel u provient de MG — il reste a
vérifier, en vertu de la proposition, que u stabilise 7", qui est engendré par ly, l1, lo. Or

o1 aura
U(lo) = lg € 7T/\

et
u(h) = \U&(lo) = int(f)(p")(u(lo)) = int(f)(p") (1) ,
= int(f)(p") (u)

festh

67Cela s’écrit aussi [, #] = sg(x)">(") dans &+ /7y (u € M', x € &) (attention, ga foire si on ne
suppose pas u € M', seulement u € M ...).
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or &” et a fortiori int(f)(p°) normalisent 7", donc
u(ly) € 7",
et comme
u(—=1) = -1, d’ou u(lse) = —u(lily)™ = —u(ly) tu(ly)™,
on a aussi u(ly) € 1, OK.

Si on identifie u & un élément de Mg, on voit qu’en fait
u € Mgy =~ M0] C M (%),
et on aura donc (20), de fagon plus précise,

u(p) = int(a)p
(38) u(o) = eint(B)o avec

A N
a € T, B € m

pe z,
u(ey) = €

qui & leur tour impliquent (37). En fait, les formules (38) pour u(p), u(o), u(eg) déterminent
de fagon unique p € Z*, g5 € {£1}, a € 1)), § € 7, et on aura nécessairement alors

(39) €2 = &), er = e3(p) [e5 =7]

ou ¢, est 'homomorphisme qui intervient dans la suite exacte
(40) 1 — 1y —» mp, —> {£1} — 1.

Ainsi on a prouvé :

Proposition. Dans le cas universel (& = &), on a Z, , += M'(0] o M310], les
composants u, j, €, € d’un élément de Z , correspondant respectwement (en termes de
uy € M[0]) a uo (zdentzﬁe a un €lément de Aut(&™M)), = x(uo) (le multiplicateur de

uo), € = e3(p), € = ea(p).
Corollaire. On a G,o > M =N7|, T, = M/GTN = N} /67N ~ MG, /655 ~ T,
[page 595]

Remarque. Il est tentant d’écrire les deux premieres relations (38) sous la forme

(@ tu)(p) = p, ile. alu € Z,,

(41)
(B~ u)(0) = eyo, soit B7u € N

et d’introduire alors

a = a'u € Z,, donc u = aa, a = ual,

b = f'u € N,, donc u = Bb, f = ubt,

68 Attention, on n’avait pas introduit précédemment MG 3[0], mais seulement M3[0] € M5, Or il

(42)

n’est pas vrai que l’on aurait u € MBE, p.ex. on peut avoir u = g¢. L’'image de u dans &3 est dans {1, 0¢},
donc en corrigeant au besoin par g, on aura un élément de MBNS [0]. Cf. rectification plus détaillée p.
609 ff. On va noter Z,, , = M'[0] = Z, , N M".
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et les développements du §48 (notamment XI) peuvent faire s’attendre que les quantités a,
b, pour u € M]0] variable, dépendent multiplicativement de u. Nous allons voir cependant
qu’il n’en est rien. Soit en effet

0: Gpo =+ M —7T,, ~Tq
I’lhomomorphisme canonique, de sorte que l'on aura
(43) o(u) = 6(b) = 174d(a),

en posant
r = (5(7’), 83:(—1)1/3 (VgGZ/2Z)

Si u' correspond a V', ', V4, on aura de méme

(43 bis) Sy = 6(b) = 76(d)
et si v’ = u'u correspond a a”, V', V{,

(43 ter) S(un) = 5(b") = 748(d") .

En fait, on aura

V" =0b, vl = vi+uvs et V] = vi+us
44
( ) (16 6// _ 8,&‘ " __ /
On aen u
u(o) = eyint(f)o
(o) = ehint(#)o,
d’ou

(Wu)(o) = v (u(o)) = exint(u'(8))u'(0) = eehint(u'(8)3 )0

avec u/'(3)3 € w{}, ce qui par I'unicité prouve
(45) g = d(B)s, €y = Eheq,

d’ou on conclut bien

b// — b/ . b 7
~~~ ~~~
= By = B (u'u) = -1y =gu

ie. 3" Wu=F"p 1 u, ie B = g (B7Y), e, B =/ (B), qui n'est autre que
(45). La relation € = ehe;3 est aussi évidente, p.ex. sur la relation (qui caractérise €3 et
de méme €}, %)

(46) u(p) est T -conjugué a p .

Il reste donc a examiner la relation hypothétique

qui implique

(*) 6(a") = 6(a’)o(a) ,
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mais comparant (43), (43 bis), (43 ter), on trouve la relation

0(u)d(u) = r'd(a)ryé(a) ,

V/l
=6(uw'u) = 143 8(a’)

[page 596]
[i.e.] ) )
A = 7o) o)
ou encore
6(a") = md(a)r4*é(a) ,
ie.
(47) d(a") = 7¢(d(a))o(a) .

Donc la relation (%) équivaut a
(48) 6(a") = 72(6(d")), ie. [6(d), 7] = 1, ie. [0(u), 7] =1 (%9) .

Cela montre que si v3 = 1, i.e. e5 = —1, alors la relation (x) équivaut a la commutativité
de §(u') avec Ty. C’est une condition draconienne sur un élément de I'gq qui, pour un
élément de I'q lui-méme tout au moins, implique que v’ € {1, 7r} — et par des arguments
heuristiques, on a vu qu’il devait méme en étre ainsi pour tout élément de I'g. Il apparait
que le succes de la présentation du §48 XI tient au fait que dans la situation envisagée
dans ce cas, le groupe T, , ~ 7* était commutatif, donc 7y central. En dehors de ce cas,
la quantité a = o~ lu € Z, C» G,, dépend multiplicativement de I'élément u € M'[0],
seulement & condition de se borner & des u € M'[0]".

Nous allons essayer de sauver la mise, en trouvant un homomorphisme canonique

——
=Zpo =S,y C Solpe

indice 2

MYO] — 7}, %, N, NE ()

Notons que le deuxieme membre est formé des triples

(49) | u= fb= f'a, avec f, f' € &T" convenables} (M,

{(lu , a, b)
e M[0] eN) eN

et pour un tel triple, on aura

u(o) = int(fb)(o) = int(f)int(b)(0) = ea(u)int(f)(o)
(49 bis) —22()(0)
u(p) = mt(F)(p5W) = int(fes(r)(p) = it(Fes(r))(p)
9Puisque §(u) = 74%d(a).

ONB On a SoI', ,/L§ > Solp0 /L < T, =T,
"ICe qui implique

ea(u) = e,(b)

e3(u) = ¢gpla)
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ol on pose

. 1 s g5 = +1
e3(7') def . ’ 5 Le. g3(7') = 0" sieg = (—1)" .
7 sl g3 = —1

Si u correspond a «, B (cf. (38)), les formules (49 bis) s’écrivent aussi respectivement

int(f)(e) = int(8)(0), ie. [ = Bo' (i€Z/AZ)
int(f/es(r))(p) = int(a)(p) | Lo, fe(r) = apl (jEZ/6Z).
Donc on trouve :
Proposition. Pour un u € Z) , = M'[0] ~ Mg fizé, les (u,a,b) € ST, au dessus de
u sont exactement les éléments de
= flu avec f = aples(r) (j€Z/6Z)

(50) (u,a,b) ) .
b = f~lu avec [ = fo (i€ Z/AZ)

(72) .

Considérons alors 1’élément (u, a,b) au dessus de u ayant 1'expression la plus simple en
termes de «, (3, en prenant ¢ = 0, j = 0, correspondant donc aux choix :

[page 597]

(51) a = e(thatu, ie. a = ualey(r)
b = B tu, ie. B = w7t
je me demande si cette section ensembliste de SOPL,U au dessus de Zﬁ!w = M'0] est

multiplicative, ou, ce qui revient au méme, si a et b définis par (51) dépendent multiplica-
tivement de wu.

Proposition Soit (u,a,b) € SOF!W; (cf. (50)). Pour qu’on aiti = 0, j = 0, i.e. pour
qu’on ait (51) — i.e. pour que (u,a,b) appartienne a la section ensembliste précédente, il
faut et il suffit qu’on ait les relations

(52) u=0b= e30)a mod 7 (™).

DEMONSTRATION. Comme p = ub™! et agz(0) = uoes(7') = ua~tesz(c™!) (™) sont
tous deux dans 7, la condition est nécessaire. Pour la suffisance, on note que (52) s’écrit,
avec les notations de (50), donc f =ub™t, f/ =wua™!, ie. fles(07) = uatez(o7?),

(53) [ fes(o™!) € mo,

72

ol a, 3, g, £3 sont définis par u via (38).

30l on a posé
1 si 3
e3(0) = .
o sl g3

+1

|
I
—

“NBr'r=0"1', 70" =1.
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et réduisant modulo 7} dans &” /m cela s’écrit 367 = 1 et aples(t/o') = 1, cette derniere
relation s’écrit aussi a(p)ez(7) =1, i.e. e3(7)p! =1, or e3(7)a =1, la condltlon [1mm]

c.q.f.d.

Soient maintenant wu, correspondant & a, b, €3, et u/, correspondant a a', b', ), soit
3 ) ) y €3y
u” = vu'u, correspondant a a”, b" = b'b et ¢ = ehes, de sorte qu'on aura

u = es(o)a (mg)

v = ei(o)d  (m])

W' = ei(o)d” (n),

= @ = e-e5(0) -e3(0)-a”’, oue € {£1}, e = —1 si et seulement si e3 = —1 et ef = —1
= (e5(0)a’)(e3(0)a)
ce qui donne
des(0)a = ees(o)a” (7)),

ie.
(53) a" = ee3z(0)(d) - a (™), 1.

Donc la relation escomptée

a" = da, équivalente a a' = da (7)),

est vraile si et seulement si on a

[page 598]
(54)
ee{£l}, e= X _1 si et seulement si e5 = gh=—1
es(o)(a’) = ed (mp), ot wr | 1 osioe = +1
63(0’) =
o st eg = —1.

Cette condition (54) s’explicite suivant les cas :

a) siez=1,alorse =1 et (54) [est] toujours vérifiée.

(55) b) siez = —1, alors (54) s'écrit o(a’) = e -a’ (7)), i.e.
0,0/ =€ ,  oules désignent les classes dans M /x{}.
u sioefy = 1
Comme on a a’ = &h(o) '/ = , on trouve que la condition
ol siogf = —1

(55 b) équivaut aussi a

o(u') = ehu' dans M/7, ie.
(56)
[0,0] = &
SNB e3(0) et e3(c~!) operent de la méme fagon car o~ ! = —o.

76 [Deux fois (53).]
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(équivalence valable aussi bien pour €5 = 1 que €5 = —1). Or on a vu (35) que 'on a dans
6+ /\/,n_(/)\

i.e. [0, 0] = eo(u'), ou encore

(57) [6,0] = ex(u').

Comparant (56) et (57), on voit que (56) prend la forme équivalente

(58) go(u') = e3(u).
On a donc prouvé :
Proposition. Soient u, v’ et v” = u'u dans M'[0] = Z[!W, correspondant a €3 = €},
e = ehes dans {£1}, et a a = e3(7)a " u, o = (7)o, o = 5(7) o7t W, avec
= el (r)es(r) u'u

a,d,a" e NJ, a=es3(0) u, d =...,d" = ... (m) (""). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) On a

a' = da
a’) On a
a" = da (7))

b) On a e3 =1, i.e. a(p) = p, ou o(a') =e4a’ (7))

b') Ona e5=1, i.e. a(p) = p, ou d'(0) =cho (7).

c) Ona e3=1, i.e. a(p) = p, ou o(v') = bt/ (m]})

) Ona e3=1,ie alp)=p,oud(o)=cho ()

d) Onales=1ouch=c¢}, e ehey =1|.
Corollaire. Au dessus des deux sous-groupes
(59) 2% = M0] £ {uez,, |a)=1}

n " def
Zp, = MU = {ueZ,,|e(u) =cs(u)}
l'application section ensembliste
A: 72, — S,
-
(60) ~ M![o]
u (u,a = e3(7)a u, b= 57 1u) ("8)

77NB
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est une section multiplicative. Mais elle n’est pas multiplicative au dessus de M'[0] tout
entier.

[page 599]

Remarque. Les éléments de 'image inverse SOFSJ de Z !;’U dans SOF!pp qui appartiennent
a la section envisagée sont caractérisés (en vertu de la proposition p. 598) par la relation

(61) u=0b=a mod 7} (™),

qui rend évident que c’est un sous-groupe. Je n’ai pas trouvé de jolie expression analogue

41 2 " S . R
pour 'appartenance d’un élément de SOI’;M (caractérisé par la relation ey(u)esz(u) = 1) a
la section correspondante.

Proposition. Soit S§I, , C SoT'} , le sous-ensemble de SoI'), , [donné par]

SeT 0
u = b s
(62) = (u,a,b) € Z,, pr" x N (7o)
~~ u = e3(0)a mod 7" =7n x {£1}
= MI0]
!
C S, -
Alors :
a) ng!pﬂ est un sous-groupe de Sor!p,o.
b) L’homomorphisme canonique S§T, , — Z, , = M'[0], (u,a,b)—u, est surjectif,

et son noyau est le sous-groupe, isomorphe a = {£1}, des éléments (1,¢,1) avec
eep=N,nr"=L,N7"

DEMONSTRATION. Le fait qu’on a un sous-groupe résulte du calcul déja fait p. 597, 598, la
condition que le produit de deux éléments (v, a’, ), (u,a,b) de ST Fiw y soit, s’exprimant

encore par la formule

(56) 0,7 = &y dans M/7" (au lieu de M/x(}) [50] |
ou encore
(56 bis) W,6] = &,  soit & =&

——

—u(6)o— 1 =&

Or dans &/m, les images de €, et ¢} appartiennent toutes deux au sous-groupe central
7 /7o, donc ils sont triviaux dans & /7, donc la relation (56 bis) est trivialement satisfaite.

La surjectivité de I’application SgFi),U—»Z;,’U provient du fait que S{{F!p’(7 contient la

section ensembliste A(Z) ) de la proposition p. 597. Le noyau est formé des (1,a,b) avec

ac NynmbeN;Nm. Or NyNG& =1L, NyNG = L, et

(57) meWA:LaﬂWA:Ma meﬂé\:chﬂﬂ'S:{l}v

"8Cf. proposition p. 597.
™En plus de e3(u) = 1, qui caractérise les éléments de SOF;LU.
80[Saut dans la numérotation.]
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[page 600]
d’otu la caractérisation du noyau.

Corollaire. Considérons SOF!p’U comme une extension de Z;’U = M'0] par L, X L, ~
Z/6Z x Z/AZ, donc (en écrivant L, ~ p x L_, ~ Z/3Z x Z/2Z) une extension de
Z/27Z x Z/3Z x Z/AZ. Cette extension correspond donc canoniquement a trois exten-
——— —— ——

=M = L*p Lo
stons, par p, L_,, L, respectivement. L’extension par L_, x L, est munie d’une section
canonique. Il reste une extension (c’est justement ng!pyg) de Z}w par p.

Cette extension correspond justement a l’ambiguité de signe pour choisir un a@ = 7" au
dessus de & € 7"/ £ 1 défini par u € Z, , = M'[0], qui se refléte par 'ambiguité & choisir
le signe pour a € NJ, lié a o par (51),

(58) a = e3()a " u, a = ua tes(7') .

Nous avons pu lever cette ambiguité par I'exigence « € 7}, = {1, 7} x 7}, et nous venons
de constater que ce choix, pour canonique qu’il soit, n’est pas multiplicatif. En méme
temps, on trouve I'explicitation complete de o” (normalisé canoniquement par la condition
o € mj),) associé a u” = u'u, en termes de o’ (associé a u’) et a (associé a u) également
normalisés en termes de a’, a. En effet, la proposition p. 598 nous dit dans quels cas
exactement on a

(59) a' = da,

savoir si et seulement si on a

(59 bis) ez(u) = 1 ou go(u)es(u') = 1.
Mais on sait maintenant qu’en tous cas on doit avoir

(60) ' = eda, e € {£1},

et on trouve maintenant que € = +1 si et seulement si on est dans le cas (59 bis), [e =]—1
dans le cas contraire, i.e. si e3(u) = —1 et e5(u/)es(u’) = +1. En résumé :

Corollaire. Soient u, v’ € M'[0], d'ou v’ = u'u, soient o, o/, o" € ), associés
(définis par u(p) = int(a)p etc.), et posons

[page 601]
(61) a = e3()atu, ad = eh(ta M, a" = g5t ",
ou

/ 1 SZ 83 = 4 / / 7 /

e3(7') = : et de méme pour e4(7'), €4(7') ,
T si g3 = —1
et ou
g3 = e3(u) = e3(x(u)), et de méme pour cf, b

— donc € = e3¢5. On a alors

(62) ' = eda, avec ¢ € {1},
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et
e = +1 sietseulement si e3=1 ou ehey =1, donc
(63)
e = —1 sietseulement si e3=—1 et ehely =—1.
On aura donc
" _ ", n—1_n /
o = wad" ()
(%)
—1 1 /

Je présume qu’on aura

(64) o = ed(a)d &) ol ¢ [est] donné par (63).
En effet,
a = uatez(7)
a/ — u/alflgg(,r/) ,
d’ou
u(a) = U/’LLCL_153<T/)U,_1

u’(a)o/ = Jua~ ( )%/1%//1/( )7
la formule (64), en vertu de (x), prend donc la forme

a/—1€3<7_/) — 53( ) /1— 17

ie.

les(7'), 0] = 1,
elle n’est pas toujours vérifié si e5 = —1, i.e. e3(7') = 7, ou elle représente encore une
restriction draconienne sur a’. La formule toujours correcte est

off = (eu(@)e) - ey(T) (e es(T)]) -
= () (@) e3(+)

"“1u’ (61), la formule un peu alambiquée (*?) :

(65) o = (eu()d) - [/ es(7)]

= eh(1)a’

Le. comme &4(7")d’ = «

(ou e € {£1} défini dans (63)).

II reste & examiner la question si I'extension SoI'y, de Z , o~ /\/l![ | par yi = {£1} est
triviale ou non tenant compte du fait que ses restrictions a Z , et a Z , sont triviales.
Soient S’T o , dans S“ donc

A S”F les images inverses de A Z, pa,

P

SETY, = Sgrt,nrv

V11

(66)
|/l/ |
Sqr = SgmePW ,

81Pas vrai en général.
82Gic ! Voila le monstre qui m’a fait passer par des sueurs froides pendant une semaine ou deux !
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et on a des suites exactes d’extensions centrales

1 — p — S, — 2V — 1
(67) P o
— ZV 1,

po p,o

. . . , . 1/ "
qui sont scindées par des sous-groupes notés respectivement SJ°I) , Si°I ., de sorte

P07 po?
qu'on a

SETY, ~ SpTh, x
(68> 7 —
Sol,e = S3°L, 5 X .

[page 602]

Je me pose la question si ces sous-groupes

1/ "/ |
Sgorm C ngbva C S(’)T'pﬂ

T !/// T !//l 1!
SO Fp,a < SOFp,U C SOFp,U

(69) %)

!

o
sous-groupes) que l’extenspion S§ F!W de Z}w par p, scindée sur Zi;a et sur Z!p,j;, provient
en fait (avec lesdits scindages) d’extensions de Z,,/ Z!p/p (~*1) et de Z,,/ ZZ;; (~ +1)
par p, qu’il faudrait ensuite caractériser (comme trivial ou non trivial). Comme les sous-
groupes en question sont distingués dans SJ " [= S§ F{!JCU etc.] resp. Sf F!W, si x est un
élément de STT' qui n’est pas dans SFT" resp. ST, dire que STT" (resp. STI"") est
distingué dans SIT" tout entier signifie simplement qu’il est normalisé par z.

1°) Cas de S7°T" dans SZI". On prendra

sont invariants dans S§I) , ce qui signifierait aussi (passant alors au quotient par ces

(70) xr = (uo, aop, bo) avec uy = 7, d’olt 53(“0) = 82(“0) = X(Uo) =—1,
ag =T, Bo=1, ap = e30(T) g ug = 7', by = By tup = T,
donc
r = (UOITa aOZTla bOIT)7
donc on a

Vi

z e ser” c st et oz SITY,

et il faut voir si z normalise S7°T". Soit

(71) = ( b)) e spr' e Qs )
u=(eb) e ST e . =
€Z €N} €N es(u) =
et calculons
zuzr ' = zuz = (1(u),7(a),7(b)),

est-il dans S°I" (et non seulement dans S{I”), i.e. a-t-on

(72) m(u) = 7'(u) = 7(b) (7o) ?

83Sous-groupes d’indice 4 dans S§T, ..
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La relation 7(u) = 7(b) = 7(a) est conséquence immédiate de (71), donc (72) équivaut a
7'(a) = 7(a) (m), ie. o '(r(a)) = 7(a),
ie.
(73) [0,7(a)] =1 dans &/m .
Ou encore, en vertu de (35 bis),
go(7(a)) = 1, ie. go(a) = 1,
ou enfin (comme a =u (m))
(74) go(u) = 1.

Cette condition n’est pas conséquence de la condition e3(u) = 1, ce qui montre que SgOF!/
n’est pas invariant dans SFT".

[2°)] SFoT*" est-il invariant dans SFT" 7 Soit

83(%0) = 1
1 a)

(75) L = (UO,CL(]?b()) € SZ)TOF! \Sg)rr 5 donc 52(U0> = -1

[page 603]

et étudions son action sur

=1

&
~—
™
[\
—~
<
~—
™
w
<
~—

1

(76) u = (u,a,b) € S§°I” ey —es
b) u =0b = e3(0)a (1)) .

(77) zuz™' = (uo(u),ao(a), bo(b))

et la relation zuz=! € SgOFW s’écrit

(78) uo(u) = bo(b) = €5(0) -aola) ().
Or les relations (75 b) et (76 b) impliquent aussitot

up(u) = bo(b) = aples(o)-a)
—_———
= eslao(0)]-ao(a)
donc la relation (78) équivaut aussi a

(79) eslo] = eslao(o)]
84NB e3(ug(u)) = e3(u).
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ce qui est automatiquement vérifiée si e3 = 1, et pour €3 = —1 revient a
(80) o = ag(o) (m), i.e. go(ag) = 1, ie. eo(ug) = 1,

relation qui est fausse par ’hypothese (75 a). Donc on trouve encore Sj o7 non invariant
dans SZT". Par contre, posons

(

Sol0 = Ker(Sol0 % s ) = SoI' N Sl
= Sl ns,r”

(81) = S n S, [%5]

SgT0 = SN SgT

\ SreTY = S0 N Sier

de sorte qu’on a une suite exacte
(82) 1 — p — SPr'% — Sr'% — 1,
canoniquement scindée par S;°I'g — on trouve donc
(82) S0 = S7oT0 x [%6] .

. ’ s 7 | . . . !
Ceci posé, les calculs précédents montrent que SJ°T'?, qui est d’indice 8 dans SFT", est
un sous-groupe invariant. En résumé :

Proposition. Considérons les sous-groupes SgOF!/, Sropt” SFeT!0 de SETY (dindices 4,

4,8), qui sont les images des restrictions respectives Z' Z!///, Z'0 de la section ensembliste
A définie par (51), (52) de ST sur Z = M|0] - qui est multiplicative sur ces sous-groupes,
et définit donc des scindages des images inverses Sgr”, S{{F!m, SrT'0 de AR AR AL
dans SFT"

V1 V1

83) STV ~ ST x . ST~ ST xp, ST~ ST g

On a alors ceci :

a) Sy, ST ne sont pas distingués dans STT" (¥7).

b) SFT'0 est distingué dans SET', de sorte que lextension ST de Z' ~ M'[0] par
[ est canoniquement isomorphe a l'image inverse d’une extension centrale (savoir
STt /S3eT'0) de 2V ) 210 ~ o x p par pu.

[page 604]
Examinons cette extension centrale

(84) Ly &y — 1,

~ sgr;,a/sgﬂr!p?a

85[?, les SoI's & droite manquent partiellement sur la copie.]

86 [Deux fois (82).]

87Ce qui implique qu’il n’existe pas de section (multiplicative) de I'extension SFT' de Z' par T', qui
coincide avec A sur Z" ou sur 2.
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s'insérant dans le diagramme d’extensions

1 " & X L 1
| (e3.62)
(85) 1 u SgT, . — Z,,, ~ M'0]
|
1 — LyxLy— Sol',, Z,, 1.

L’intéréet de (84) est qu’elle permet de récupérer 1’extension SO]'—‘!p,O' de Z/!w par L, X L,
par la loi covariante-contravariante dans le foncteur ‘extensions’, via

| (e3,62)

po — HX L, w — L,xL,
(36) 1 (o)

(‘homomorphisme diagonal’) ,

ainsi que la sous-extension SJ F!pya de celle-ci (de Z;,U par ).

Etudions d’abord l'ordre des éléments de € — ils sont évidemment diviseurs de 4, sont-ils
tous d’ordre 2 (ou 1) ? Soit donc

u = b A
87 w=(u, a, b)ecSi, Le. (7o) (%8) .
€Z €Ny €N u = esola (")

. . | 4.
Je veux examiner si u? € S{°I"Y. Evidemment
!
u = (u?a®b?) € SET0
. N . . " . .
il reste a voir si u? € SJ°T", i.e. si on a non seulement u* = b? (m) et u? = a? (") — ce
qui est clair et exprime simplement u? € SFI’ — mais méme

(88) u? = a? mod 7y (7).

La relation

u = e3lo]-a mod 7
s’écrit aussi
u = +esfo]-a mod 7o
et implique
u? = e3lo]aesfo]a mod 7 ,

ce qu’on peut écrire

) a? sioeg = 1
(89) Ut Enodn) €383l0)(a)-a =

—o(a)-a si g3 = —1

88NB Pour éviter des confusions, on écrit e3[0], e3[7] etc. au lieu de e3(0), e3(7') pour 0”3, /3 etc.
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Donc (88) est vraie si e3 = 1, tandis que pour e3 = —1, elle équivaut a
ola) = —a  (mg),
ie.
[o,a] = —1 dans &/m ,
ie.
go(a) = -1, Le. ex(u)es(u) = 1.
——

Donc on trouve :

Proposition. Soit z € £ (cf. (89)). Pour que U'on ait x* = 1, il faut et il suffit qu’on ait
e3(z) =1 ou e9(x)es(x) =1, i.e. que l'on ait

(90) x e EUE”,

[page 605]

ou

(91) & ={rxe&|e(x)=1}, E" = {r e |ey(n)es(x) =1} .

Corollaire 1. &£ a exactement deux éléments d’ordre 4, qui sont les deux éléments de £
au dessus de l’élément (—1,1) de pu x p. Ces deux éléments sont inverses l'un de ['autre,
ce sont les deux générateurs du seul sous-groupe cyclique d’ordre 4 de £, qui n’est autre

que &" = {x € £ | eg(x) = 1}.
Corollaire 2. L’extension £ n’est pas scindée.

Car étant centrale, elle serait isomorphe a (u x p) X p, donc ses éléments seraient d’ordre
qui divise 2.

Nous pouvons regarder maintenant £ comme extension de £/&" ~ {+1} = p par &”
(~ Z/4Z). 1l faudrait d’abord expliciter 'opération de £/E" = p sur & — I'élément —1
d’ordre 2 de p induit un automorphisme involutif de £” ; d’ailleurs Aut(E’) ~ (Z/47Z)* ~
{#£1}, donc 'automorphisme en question est la multiplication par un signe +1, qu’il faut
déterminer. On va nommer [un] représentant de —1 € £/&” [et] prendre I’élément de
& provenant de

Vi

(92) z = (up=1,a=1,by=1) € ST (cf. (70)),
qu’on va faire opérer sur 'image d’'un
(
83(U) = -1
! 52(”) = 1
(93) u = (u,a,b) € SJI", avec <
v = b mod 7y
u = oca mod 7"

(qui est un générateur de £”). On aura donc

Q(Q) = (T(u)77,(a)’7(b)) = (17576)(u7a7b)

= (u,ea,eb)
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modulo S§°TY, avec un signe ¢ € {1} & déterminer. La condition de congruence s’écrit
(ur(u)™, ear’(a)™, ebr’(b)™!) € SJI°,

quon soit dans STT'Y est évident et valable quel que soit le choix du signe € ; c’est la
condition de congruence qui distingue S;°T" de SFT" qui est essentielle, savoir

(94) ur(u)™t = ear'(a)™? (7)) .

La difficulté dans cette approche vient du fait que les seuls éléments de M qu’on sache
expliciter sont ceux qui proviennent de & ~ GL(2,Z) lui-méme, or pour ceux-ci, on a
eo(u)es(u) = 1, alors que le u ci-dessus doit satisfaire eo(u) = 1, e3(u) = —1, donc
ea(u)eg(u) = —1. On peut d’autre part travailler dans le quotient GL(2,Z) de M, et y
prendre

R w=—1(3)
(95) u= (‘5(1]) avec u € Z* w= 114
ie. p= 5 (12),
tandis que 7 correspond a la matrice
r= (1)
[page 606]
on aura de toutes facons
ur(u)™t =1
Soit d’autre part dans GL(2, Z)
a = Tag, ag = cp+d, Ated+d> el
(96) 0 0 P
(R
donc
(97) a = (Y0) (%cfa) = (%)
et
(98) p= —(+cd+d) (3.

On travaillera avec le sous-groupe fermé m) dans SL(2,Z) engendré par
~lbh=-071), ~h=-0(1). “lk=-(7)
et dans le groupe quotient de GL(2, Z) par 7', qui est extension de 7* par
SL(2,2)/n) =~ SL2,Z)/m = {(p,0) | /= 0% =1, p* = 0%, o(p) = p'}

[c.a.d. (p,o| ...)], et méme produit semi-direct grace a

T o= {(§9) |cez} € 7

89Un peu bref, cf. plus bas ...
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opérant par l'intermédiaire de e5(&) [?] (cf. p. 593, 594 — formules (34), (35), (35 bis)).
On doit supposer

(99) oa = u ("), ot o= (Y7),
donc
(100) oca = (20 5%) -

La relation (99) s’écrit

(102) a =u (SL(2,Z2)), ie. detoa = detu, i.e. (98) [90]
oa = u (2)
et cette derniere congruence s’écrit
(103) c=0 (2), d=1 (2 (1) .
NB On ne peut avoir la congruence mod 4 : ca =u (4) , caron aurait p = —d = -1 (4),
ce qui est contraire a I'hypothese (95) : p=1 (4).
Revenant a la relation (94), on trouve ceci :
Lemme. Soient c¢,d € y/ satisfaisant
(104) p Y (Pted+d) e 2 (°2)
(105) p =1 (4 (ie. ®+cd+d*=-1 (4)),
(106) c=0 (2, d=1 (2).
Soit
(107) a=T(p+d = (7)) € GL(2,2)
(entier de déterminant 11). Alors on a une congruence
(108) at’(a)”! = ¢ mod m) C GL(2,Z) ,
et le signe e € {£1} ne dépend pas des choix faits pour ¢, d.
[page 607]
C’est le moment de le calculer ! Reprenant
ap = cp+d € Z,,
on aura
a = Tag, (a) = aot’, at’(a)™! = Tagmlagt = T'(ag)ay’,

90[(101) n’existe pas.]
91_d =p (2) en est une conséquence, car p=1= -1 (2).
92NB On aura nécessairement u = —1 (3).
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ou
T/(Clo) = Cp_1+d = tao 93)
ag' = ‘ag/detag = —L(cp”" +d),
donc 1 1
/ —1 — / —1 - _ —1 d 2 — —1 d 2
ar'(@) = P! = —lep 4D = (e +d)
Or on a
(cpt+d)? = p 2 +2cdp?t +d> = —(+2cd)p+ (2cd + d*) .
~— ~—
= —p :l—p
Or
c =0 (2 = A 2d = 0 (4
d =1 (2) = ? =1 (4),
donc
(%) (cp™ ' +d)?* =1 (4) .
et comme par hypothese
ted+d = -1 (4),
on aura
1
—1 —1 2

Donc on a prouvé, en fait :
Proposition. Soient ¢, d € 7Z tels que 19 2 cdrad®e 7*, soit
a="7(p+d) = (¢ Ctd) e GL(2,7),

SUPPosSons
i.e.

Alors on a (posant 7' = (_(1)(1) )
at’(a)™! = &9() (4)

(a fortiori on a la congruence modulo w( ).

Corollaire. L’extension £ de p X p par p (84), ou de p par " ~ Z/AZ, est non
commutative.

Mais voici une fagon de le voir sans calcul. Si l'extension était commutative, sa classe
d’isomorphie serait donnée par un Exty, (ou un Extg jaz)- Or le foncteur Ext!(—, p) est

930n pose dans My (Z)
t
uw = (Tru) —u,

1

et on aura % = p~! (plus généralement u = u~! si detu = 1)

UNBo=(979)
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additif. Comme la restriction de 'extension aux sous-groupes &'/ et £" /i de p X p est
triviale, et que p x p est la somme directe de ces sous-groupes (qui sont respectivement
1 x p et le sous-groupe diagonal), il s’ensuivrait que 1’extension serait triviale, or on a vu
que ce n’est pas le cas.

La structure du groupe & s’explicite aisément, p.ex. en tant qu’extension de £/E&" ~ pu
par & ~ Z/4Z. Choisissons un élément quelconque [x] de £ \ E”, il est d’ordre 2 (les
seuls éléments d’ordre 4 étant dans £”), de sorte que 'on a

[page 608]

(110) E ~ {1,x}-&".
~——_——’

(semi-direct)

Notons que si z opérait trivialement sur £”, i.e. si £ était isomorphe au produit, alors
pour un élément u de £” d’ordre 4, x - u serait d’ordre 4, ce qui est absurde (troisieme
démonstration du fait que £/E” ~ p opére non trivialement sur £”). Or du seul fait que
I'opération de {1,z} sur £” est non triviale, elle est connue, donc la structure de £ est
déterminée — en fait on a

(111) E ~D,.
Il y a un choix privilégié¢ de z, en prenant pour x 1’élément

def . ~
7. = 79,0 mod S7°T° . ol bien siir
(112) Sol 0

/
TSI = (7-77— JT) 9
de sorte que I'on a une représentation canonique
(113) E ~ {l,me}-&" (%) .
——
produit semi-direct

L’homomorphisme & — i1 X u se récupere par ses restrictions aux deux facteurs

po~ {11} — pxp, . — (—1,-1) (homomorphisme diagonal)

E" wx {1} v uxp.

I’unique homomorphisme

(114) |

non trivial £’ — p,
déduit de I'isomorphisme

~

L 5§' d:Cf 5”/25” > 1

Le fait que £ ne soit par commutative s’exprime aussi par le fait que ’lhomomorphisme
canonique

(115) Eab = X [

est un isomorphisme, i.e. que le sous-groupe noyau p de £, — i X p est aussi le sous-
groupe des commutateurs.

BN ~ 7 /AZ, Te(u) = u~! pour u € £”.
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On a vu que 'extension £ de pu X p par p n’est pas scindée, mais qu’en est-il de son image
inverse, I'extension SIT" de Z' ~ M|[0] par p ? A priori, nous savons seulement qu’il n’y

a pas de scindage de cette extension qui prolonge le scindage canonique A dont on dispose
au dessus de Z° = Ker(Z' (o.22) (1% 11). Je présume que méme SFI”, extension de Z'" par

1, est non triviale, et méme ’extension qu’elle induit du sous-groupe

o =Tqn I'g C M0] € M[0] = Z'.
~—~

~ M[0])

Il serait intéressant d’identifier, plus précisément, I'extension par I'q qu’elle induit, qui
correspond a un élément canonique

(115) c € H'(Spec Q,p,) C Br(Q),

[page 609]

sauf erreur on aura

(115) c = [°1,

glgu
S~
cup-produit

ot £, ¢ € H*Q,p,) sont les éléments qui décrivent respectivement les extensions
Q(v1) = Q(v/=3), et Q(+/3) — contenues l'une et I'autre, ainsi que Q(v/—1) = Q(3),
dans I’extension biquadratique Q(_i , j ) = Q(¥1), le corps des racines 12imes
N N~
=V-1_3
de I'unité (dont le groupe de Galois est (Z/12Z)* ~ (Z/3Z)* x (Z/AZ)* ~ p x p). 11 doit
étre trivial — quand on connait un peu les fondements — que ¢ ainsi explicité est # 0, et
n’est pas non plus scindé en passant a Q(7), le troisieme larron.

Considérons maintenant le plongement central

o, ! _ ! * *
(e SOFp,O’ — pr_ XTNP XTNU

(116) )

e +— (lL,g1)

a valeurs dans
Ker(Sol',, — Z,,) ~ L, x L, ,

on a donc un homomorphisme canonique de relevement

(117) M'[O] = Z,!o,o = Sgrlp,a/u - SOF;,U/inM(:u)a
9 [Trois fois (115).]
97NB
Z ~ M0
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qui s’explicite en termes de deux homormorphismes canoniques fondamentaux (°®)
| a . | b
(118) Zpy — NJju, Z,, — N7,
~

~ M[0] ~ T'g-L

ou, je rappelle

Ny = {ue Mlulp)=p="}
C M =N, ~T4- &0
(119) _SL(2 Z)
N: = {ue M |u(o) =2 (= gy(u)o)}
\ c M.

Les applications a, b sont données par les formules (cf. 51)

(120)
a = uates[r’], B = ub™!,

ol « € w)},, 0 € my sont caractérisés par

(121) u(p) = int(a)(p) u(o) = ex(0)int(3)(c) .

Les quantités a = a(u) € N /u, b= b(u) € N sont caractérisés en termes de u € Z' (a
au signe pres seulement) par les congruences

(122) w="b (n)), u = eszlo]a ("),

qui impliquent a fortiori (réduisant modulo &*") qu’on a commutativité dans

[page 610]

Ny {=£1}

7 \
”’\ /'

Il serait temps de rectifier la confusion (p. 594) entre Z = Z,, C Mg, et A ZAU =
Z N M. On aen effet

(123) ~ Tg

(124) Zpow = M(0)-LE = Mg, Ly
semi-direct, C M C Mg,
(125) Z,y ~ Z,,NM = M()-Lf =+ Mg,(0)- Lg"®
—_———
semi-direct, C M C M(T,S

98Ceci mérite d’étre explicité dans un théoreme récapitulatif . ..
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[plutdt Z,, N M' 7]. Le lien entre les deux est donné par le diagramme

1 LE Z,, T, 1
(126) ( 2( |
1 LS Zype T, L,
~~
~ M(0) ~Tg

olt LT — L§ est l'inclusion d’indice 2 de

(127) L= 12 . IS =¢2.
—~—

= (3

Bien entendu, c’est bien sur Z' , non sur Z,,, quon a défini (117), (118), d’ott (123).

p?U’
Je m’intéresse & la restriction des homomorphismes (123) au sous-groupe L7 de 7' ; la

p7o-7
caractérisation (122) montre que ’homomorphisme induit
Ly — Nj/{£1}
est trivial (car a en termes de u ne dépend que de u modulo 7), tandis que I’'homomorphisme
induit
Ly — N

se factorise par Lf/Lg" ~ Z/27Z (car b en termes de u ne dépend que de u modulo 7g).
Sa valeur b sur [, est caractérisée par les conditions

bEN;, b = [ (7T0),

qui sont satisfaites évidemment par b = —1. Donc il y a lieu d’introduire aussi, qu’on le
veuille ou non, le plongement central canonique

., ,/\[;
(128) :
-1 +— -1
et on a commutativité dans
Ly —— Z,,

(129)

Lg/Lg" ~ p ——— N7 .

Donc on trouve, a partir des deux homomorphismes (123)
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[page 611]

| . . .
de Z, ,, par passage au quotient deux homomorphismes canoniques

Ypo— Ny /{£1}

(130) ry

Tpo— Ng/{#1},

qui sont en fait des sections de

N;/{:l:l} TMJ
rq <~ M(0)
NG {1} Too

de sorte qu’on trouve des décompositions

12

N /EL) = T, SZ,/{+1)
———

(131) =L,/{+1} ~ Z/3Z
N /{£1} Ypo SZs/{£1}
—_———

= Lo /{*1} ~ Z/2Z

12

(produits semi-directs). L’opération de Y,, sur L,/{£l} =~ Z/3Z est donnée par le
caractere quadratique e3, celle sur L, /{+1} ~ Z/27Z est donnée par le caracatére quadra-
tique e,.

La symétrie de présentation des deux homomorphismes (130) est un peu bidon — p.ex.
'homomorphisme I'g = Y, , —= N /{#1} se remonte de fagon évidente en

Iy = Ty —— NI

]

M(0) — M[0] = 2.

(132)

Une autre facon de le voir est de noter que

(132) T,o =~ My0]/LE [*1 ,
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ol
def T ! T
= Mo(0)- Ly T, M0] = M(0)- Lg" ;
sous-groupe
d’indice 2

Mg|0]

or sur Lj°, Phomomorphisme induit par

M) = 7}, — N

PO 4
est trivial. Ainsi on a méme un scindage de
(133) l1—L, —N; —7,, — 1
~—~
~Tg

Q

en un produit semi-direct

Ny ~7Y,,-L,,

qu’il vaut mieux écrire en caractérisant le sous-groupe section en tant que sous-groupe de
Gy =~ M, soit donc

1%

= Im(Mo[0] —+ A
(134) = Im(M[0] — N) (")

= {B7'u|ue M(0), 3 enrj tels que u(c) = ey(u) int(3) (o)}
= {veN; |33 emn) tel que fv € M[0] = Normpy(Ly) N M [T} .

Posant

(135) ML MO) o, € M E M),
indice 2

[page 612]

de sorte qu’on a

(136) M~ My xp (102) |
on a donc
w1 def * ! * |
Ncr = Na’ nM = o0 X M1

9 [Deux fois (132).]
100711 est possible qu’il manque quelque chose ici.]
10INB On définit M' comme I"image inverse de ./\/lé)’}, i.e. le noyau de la représentation canonique

M — &N /7h = Aut(&TN /7).
———
263

102NB On a M} =~ My,
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et on trouve que

(138) Sy = Y, =Tg.
Posons pour abréger

(139) M(1/2) = Njg,  cf (137),

on aura donc que M(1/2) est un groupe-section pour N7, extension de Y,, par L,, et a

fortiori pour M, extension de Y,, par &7, et en méme temps pour My, M'.

(M = M) ()
M M(1/2) -
" (12) -
M M(1/2)- &1
\ Ny~ M(1/2)- L,
[ Si on veut paraphraser en introduisant
(141) N o NinMy = {veN; | Taen) tel que\ozy_/eM(O)},

=u

c’est donc Iensemble des v qu’on peut associer & des u € M(0) € M'[0] ~ Z, , & laide
de a € ) tel que a~'u € N7, ie.

u(p) = int(a)(p®) , ol g3 = e3(u) = e3(v) .

Mais comme u(p) doit avoir méme image dans &3 ~ & /7" que p, il faut qu'on ait
g3 = 1, et alors « est élément a(u) associé a u, et v = a~lu est I'image canonique de u
dans AV Ainsi on trouve :

Proposition : L’homomorphisme N;(!)HTM = I'q est injectif, et a pour image
T;,o = {7 S Tp,o ’ €3(7> = ]'}
def

Corollaire. N C Z), i.e. Ny = Z, = Z, N M,

Il est naturel de poser

(142) =7y, = M(-)).

PO p

Comme ./\fp*! 2 Z,!D D u, on voit que 'on a

N;! = ;féx,u (donc./\f;!:Z[!,)
(142) I [1047]

103 Attention, M' est invariant dans M, et M}, est invariant dans M', mais non dans M, cf. plus bas.
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Le sous-groupe Z, , = M(—]) est une section de M’ sur T/, ~ Ty, et étant contenu
dans Mg, M" M’ Z;, Z,, on aura des décompositions en produits semi-directs

(M)~ M(=3) m

M = M(=)) -7

(143) M =~ M(-))-6
Z, =~ M(=7) xp

\ Z, ~ M(-J) xL,

[page 613]
Revenons au diagramme (130), je dis que I'homomorphisme

Tp,o; - Np*/{j:l}
~—
:I‘a
ne se reléve pas en un homomorphisme de Y,, dans N , — en d’autres termes, que

Pextension Y7/, de T,, par {1} = p qu'elle définit n’est pas triviale. Pour identifier
cette extension, considérons le diagramme

M![O] _ 7 can. T,, = Z,!,,U/LS hom. (130)/\/’;/{:&1}

P,

can., (u,a,b) > u can.
(passage
au quotient)

(144) Sol’ Sl (sans ')

<«

!
p,0

incl. incl.

-

()
iy ' *
SO FP,U N 7

qui montre que l'on a un diagramme de carrés cartésiens
M(0) e M'[0] =2, — e T, e NT/{£1)
(145) ‘ [

M(0)” ——— SiT,,

2 IT

2 III ‘ 2

T, —— N,

ot M(0)~ est défini comme l'extension de M(0) par p induite par Uextension SGI, , de
M'0], qui s’identifie donc aussi & 'image inverse de I'extension 175, de T, par u, par
Iisomorphisme composé M(0) =T, ,. Donc I'extension T}, de T,, par u s’identifie

104 [peux fois (142).]
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essentiellement a l'extension M(0)~ de M(0) par p, dont on s’est convaincu plus au moins
qu’elle n’était pas triviale.

Voici une autre fagon d’obtenir ’homomorphisme canonique Y, , — N, /E1, et I'extension
17, de T,,. Considérons

* | * !
(146) N = NinM
On a alors
(147) NINGT = Ker(W'— T,0) = L,N7 = pu,
b
=lq

d’autre part I’lhomomorphisme

(148) N;! — Y, est épimorphique .

Car il suffit de voir que pour tout u € M(0) il existe un élément de N; ' qui lui est congru
modulo &. Or on a u(p) = int(a)(p) avec a € 7 = {1,7} - 7", Siegz(u) =1, i.e. v € ",
atue Z,C /\//;k fait ’affaire. Si e3 = —1, on aura

a = aoT, ag € ™,

et on a

donc

donc o~ taytu € N, OK.
[page 614]

Donc on a une suite exacte

(149) 1l —p— Z8 — Y, — 1,
~— S~~~
~Ty, ~Tg

qui fait de Z;‘! une p-extension de T, ,, d’olt un homomorphisme canonique
! *
TP,U = Z;/uﬁNp/lu’u

qui, bien entendu, n’est autre que le premier homomorphisme (130).
9°) Récapitulation sur le cas universel.

Finalement, j’ai I'impression que j’ai fait encore des larges détours et contorsions, pour
finalement me perdre dans les sables, et perdre un peu le fil. Je vais donc récapituler ce
qui me semble essentiel.

@

(1) Z,5 =~ M(0)-L§ = M][0] (opérant sur &*" par opération induite par I'adjoint).
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On distingue dedans un sous-groupe d’indice 2

(2) Zyo = M(0)- Lj
On a
(3) G,o ~ M,
et, plus précisément, le diagramme
1 Lo Zpo T,o 1
0 L
1 Gt Go T, 1
s’identifie au diagramme
M(0)-L§
~
1 LS M]0] 'y 1
(4 bis) [ (
1 Gt M rg 1.
D’ailleurs, les homomorphismes
P e H
aly'
(5) T,o 7
s’identifient & EQ‘ [
€3 /M
(5 bis) ry — % 7
@ On a
(6) Ny = {ue M|u(o) = 0= (=e(u) 0= elr](o) = &[r'](0) )}
et
.
N:n&» = D, = {l,7} L, {1,7'} - L,
) NnG&th = L, (~ Z/AZ)
Ninm = u
N: N 0 = {1} .




[page 615]

Posons

(8)

et

(9)
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b= M(0)-m € M = M(0) -7 = Ker(M —G3),
de sorte que M' ~ M{ X u

M(1/2) € NEL A M,
N = NpnME,

alors I'homomorphisme M — T, ; induit un isomorphisme

(10)

M(1)2) = NIy =T, ,

donc on a des scindages en produits semi-directs

(11)

(13)

et

(14)

Soient
(15)
on trouve

(16)

(

M~ M(1/2)-&T"
M M(1/2) -7
M, M(1/2) -
NP = M(1/2)
| Ne = M(1/2)- L, ,

T,e = M(1/2) = N o NF.

Ny = {ue M ulp) = p=™ (=e[(p))}

(N:ne" = D, = {17} L,
NN = L,
Nnm = p

| Monm = {1}.

« 1 def %
Ny = NynMy,

p

x| def * [
N = Ny M

Ny € Z, = Centra(p) = Centra(Ly) |
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et on note aussi

(17) o= 2, = M(=7).

p0
On voit que 'homomorphisme M — T, , = I'q induit un isomorphisme
_ | ~ ~
(18) M(=7) = Z,o =+ T;w =TIg.
~—
def

= {'YET/J,J I 83(7):1}

d’ott on déduit un scindage en produits semi-directs (voire produits directs)

;

M= M=) &7
M= M=)
(19) M M'(=7) - mo
Z, = N = M(=g) xp
\ Z, ~ M'(=3) xL,.
[page 616]
Soit maintenant
(20) pe = {1,7} € &",
alors p1,» normalise L,, car
T(p) = p,  don T(L) = L,

donc il normalise Z, = Centa(L,), donc aussi ZF!, = Z,N M (puisque M’ est invariant
dans M) = Zé,o X = M'(=7) x p. Dailleurs p,» N Zé = p N M = {1}. Soit

(21) N = p - Zy) = po - (Zpo x 1)

p p

~ M(=7)xp=T'gxp

~
(produit semi-direct)

On fera attention que contrairement a ce que pourrait suggérer cette écriture, . ne
. | . . , ey . 2 2 N ?
normalise pas Z,, — sinon on aurait une décomposition en produit N » =Ny oulN, ;=

p0>
2 . . .
ot + Z, 5, or il n’en est rien. On a une suite exacte

(22) 1l —p— N, —T,p — 1,
~—~
=Ty

de sorte que NV, ; est une quasi-section de multiplicité 2 de I'extension N’ ,— L), oude
M —7T,, =Tq. Ainsi on trouve

M = N A, 677

(23) N, = j\/; Ay Lp = /\/; xL_,
~—
~ Z/3Z
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L’extension (22) de T,, par p est 'extension notée Y7 dans la section précédente, elle
est stirement non scindée. Elle donne naissance a un homomorphisme canonique

(24) Tp,U;'N;/Mg’N://.L

Remarque. Pour bien faire, il faudrait expliciter 'opération de 7/ sur

Z/!) ~ [!)Ox,ul»I"ax,u,
en termes de I'opération de I'image 7+ de 7/ sur I"a par automorphisme intérieur (NB 7
n’est autre que I'élément de I'q C T'q ‘conjugaison complexe’) et d'un homomorphisme
de I"a dans p, i.e. d'un ‘caractere quadratique’ de F’a — il y a fort a parier que celui-ci
est justement €5 — de sorte que I‘%M ~ I"a N I‘"a apparalt comme invariant par 7’ ... En
somme, il y aurait lieu de reprendre I'étude de 'extension faite dans la section précédente,
en y partant du point de vue des «,  associés,

[page 617]

dans 'optique actuelle, sans doute plus simple. Il y aurait lieu en méme temps d’expliciter
une autre section partielle, qui serait au dessus de

"o = {zelg|a(@)s@) =1},

et qui mériterait peut-étre la notation M(v/3) ou du moins M(q), pour un générateur q

convenable de Q(v/3) 7?7 (1%).

Je me rends compte que je suis en train de déconner — ayant un peu perdu contact avec
le contenu géométrique de mes calculs. Il faut garder a I'esprit que

(25) My = My

correspond, au ~ pres, au m; de Upzq, les section de M} —» I'q ~ T, correspondent
donc (au ™~ pres) a celles de m; (U 3q) sur I'q, donc (‘moralement’) aux points rationnels
sur Q de Uy 3q — quand ce sont des sections partielles, aux points de Uy 3q a valeurs dans
des extensions finies de Q. Ainsi, la section envisagé dans b) correspond bien au point
1/2 de Up 3 q, la section partielle M(—7) envisagée ici dans c) correspond au point —J de
Up3q, qui est dans Uy 3(Q(v/1)), donc la notation M(—7) est raisonnable. Quant & Ny,
il n’est pas C M} —méme en divisant par g ; on trouve apres division par g une section
de Mg; sur I'g, mais ce n’est pas une section de ME)} Or au ~ pres, Mg, est le mp de
M , Q> schéma modulaire sur Q des courbes elliptiques modulo symétrie. Donc la donnée
de cette section correspond a la donnée d’une telle ‘courbe elliptique modulo symétrie’
sur Q. Passant au sous-groupe 1’"5 — ce qui correspond a I’extension de corps de base de
Q & Q(j) = Q(V1) — on retrouve l'image dans MB} de la section partielle précédente
M(=])) — cela montre donc qu’il s’agit toujours de la ‘méme’ courbe elliptique. J’ai bien
I'impression cependant que sur I'g tout entier, cette section de Mg’; ne peut se remonter
en une section de M sur I'gq — i.e. justement que I'extension N ; de I'q par p est non
triviale. Cela signifierait-t-il qu’il n’existe pas de courbe elliptique définie sur Q d’invariant
0 7 (Chose qui semble absurde — on doit pouvoir sur un corps trouver n’importe quel

1059 Mérite un examen attentif.
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invariant ... (19%)). De fagon précise, on a le diagramme de schémas modulaires sur Q

schéma modulaire
des courbes
elliptiques 1,1

gerbe
(26) de groupe p

schéma modulaire

schéma modulaire des E ’
- grossier )

courbes elliptiques M171
modulo symétrie

le fait qu'un point de M ;(Q) ne se remonte
[page 618]

pas en un point de M 1, ne signifie pas que son image dans E’ ne se remonte pas a Mj ;.
De fagon précise, le diagramme s’identifie a

M, ~ (Upgs, Gs)
(27)

11~ (U, G3) —— Up3/G3 ~ z/10,3/@53 ~ E |

ol &3 est Uextension de &5 = SL(2,Z/2Z) par p, définie par

63 = 6+ / 0
(28) ~ SL(2,7Z)/(sous-groupe invariante engendré par —l)
sous-groupe invariante (d’ordre 4) engendré par —I,

l

~ SL(2,Z/4AZ)
i.e. sous-groupe engendré par —ly, —[;

en faisant opérer &3 sur Uy 3 par I'intermédiaire de G3. Un point de M ; rationnel sur
Q s’identifie donc a un G3-torseur 7' sur Q, muni d’'un morphisme

(29) T — Uz

compatible avec les actions de &3, un point de M, ; s’identifie a un &s-torseur 1" sur Q,
muni d’un morphisme

(30) T — Uy
compatible avec Popération de &3 (1°7). Désignant par
T =T/p

le &;-torseur correspondant, la donnée de (30) équivaut a la donnée de (29). Donc les
relevements a M, ; d'un point de M, rationnel sur Q s’identifient aux S;-torseurs T
qui relevent le &3-torseur 7', i.e. (& isomorphisme pres) ils correspondent aux homomor-
phismes T'q — &3 qui relevent I’homomorphisme I'q — &3 qui définit 7' (1%9) :

1069

1077 est le torseur sur SL(2,Z/2Z) des (pré)rigidifications de Jacobi d’échelon 2, T celui des ‘pré-
rigidifications de Jacobi d’échelon 2 précisées’ (le premier est défini pour une courbe elliptique modulo

symétrie, le deuxieme seulement pour une vraie courbe elliptique.)
1080n suppose maintenant choisi un point de T/(Q).
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I'q

Ss;

I'obstruction est, comme il se doit, une extension de I'q par p,, i.e. un élément de
H?*(Q, pty) >~ 2Br(Q). Dans le cas qui nous occupe, l'image de T dans Uy 3 est formée
de {—7,—7}, qui est connexe sur Q, sans doute I'q — &3 est surjectif (1%?). De fagon
générale, dans la traduction galoisienne en termes de scindages de M 3 sur I'q, I’homo-
morphisme I'q — &3 est le composé

k
I'q — Moz — 63,
qui est trivial si et seulement si k est une section de
M673 = Ker(/\/l073 —>63)

sur I'q. Ici on a une section de M!073 au dessus du sous-groupe I’b d’indice 2, donc
k|Tq = 1, donc k(T'q) C &3 est d’ordre 2, on voit que

[page 619]

c’est le sous-groupe {1, } de &3, car I'image de 7/ = o7 € Mj 3 dans &3 est (comme
celle de 7 est 1) égale a celle de 0 = 0, i.e. 0. Cela signifie que 'on a

T ~ T() A{l,doo} 63 y

i.e. T est déduit d’un p-torseur (i.e. d’une extension quadratique de Q — savoir justement
Q(v1) = Q(j)) par extension du groupe d’opérateurs p—» &3 (=1 d4,). Donc,
prenant I'image inverse de u = {1, 6} dans S3, on trouve une extension de [4 par [ —ca
ne peut guere étre que Z/47Z ! (1'%) — que j’ai envie de noter £”,

~ Z/AZ

"

et le probleme d’obstruction est de trouver un remontage

g//—>ILL

/

I'q

(qui n’existe sirement pas! (1)) — donc l'obstruction s’interpréte comme 1’extension
de I'q par p, image inverse de l'extension £”. (Il faudrait regarder pourquoi, en termes

109Canulé, cf. rectification plus bas.

100ui, c’est évident, puisque o = 0o, dans &3 = SL(2,Z)/m est bien d’ordre 4, donc £" ~ Z/4Z
canoniquement ...

Wl est évident en effet, grace a (T'Q)ap &~ Z* D Z5, on a (Z})4 ~ Z/27Z, donc déja sur Zj ca ne se
remonte pas.
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classiques, cette obstruction est scindée, quand on passe au sous-groupe I"é’ correspondant
au corps Q(v/3)).

Ainsi, le point Q-rationnel envisagé de M/ ; ne se remonte pas en un point Q-rationnel
de M; ;. Par contre, son image 0 dans E' ~ U 3/S; doit bien se remonter — i.e. il doit
bien exister un G3-torseur P, et un G3-homomorphisme

P — Z/{O,g 5 ie. ? — Z/{O’g .

=P/u

Considérons en effet le sous-schéma

Q = Uz xg {0}

image inverse de 0, soit

Py = Quaa -
C’est un sous-schema qui, sur un corps K 2 Q(j), est somme de deux points, et qui sur
Q est connexe — c¢’est un schéma canoniquement isomorphe a Spec Q(—7). Il est stable
par G3, qui y opere via

63 i 220
et I'opération galoisienne de p sur le puq-torseur .
[page 620]

Ainsi on a le diagramme

(31) / (M%)

On voit alors que la catégorie des relevements des points Q-rationnels de E’ en un point
Q-rationnel de M, ; resp. M, est équivalente a celle des &3-torseurs P sur Q, qui
relevent le p-torseur Fy. On avait choisi un P = T de fagon particulierement triviale, en
utilisant le scindage

de &3 — i — mais le torseur 7' ne se remonte pas en un T. Les classes d’isomorphie de
points de M ; resp. de M;; au dessus du point 0 de E’, correspondent de méme aux
classes de conjugaison (modulo noyau &3 [resp.] @5; de G3 — p [resp.] S — 1)
de relevements de I'q — p en I'q — &3 resp. I'q — ég.

Considérons un relévement en
FQ — 63,

son image est un sous-groupe de &3, qui est soit {1,d,} ou un de ses conjugués {1, ¢},
{1,601}, ou c’est &3 tout entier. Dans le premier cas, on a vu que ¢a ne se remonte pas en
S;. Donc pour pouvoir remonter, il faut prendre un épimorphisme I'q — &3 — on sort
donc du contexte abélien sur Q, pour entrer dans le domaine des extensions abéliennes de

H2NB Le noyau de Sy — u est une extension centrale de Z/3Z par pu = Z/2Z, elle est donc triviale
et isomorphe & Z/6Z (noyau engendré par p).
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Q(j). Examiner en termes de groupes de Galois s'il existe un tel relevement I'q — S,
et comment les obtenir, apparait comme un exercice plaisant et délectable de théorie des
corps de classes, que je ne vais pas poursuivre pour le moment, pour ne pas éterniser cette
digression. Revenant par la suite sur ce point, il me faudrait en méme temps expliciter
la relation entre les points de vue remontage d’homomorphismes de I'q, et scindage de
Pextension My s de I'q par &4, ou M de I'q par &+ ~ SL(2,Z)".

[page 621]

Revenons au sous-groupe
3

N, SN M
~~

M/(=]) = Z,!)o

U

contenant le sous-groupe section partielle M(—7) =~ I"QN. Soit

M=) E Ker(M'(-7) =+ p)
= ZaM"
(32) 14 0
= NynMg'
2
g MI(_3> )

qui est donc une section partielle au dessus de

(€2,€3)
—

ry = Ker(Tg [t X )

(33) .
= Ker(Tg — Z* — (Z/122)").

Modulo une vérification que je vais faire plus bas, 7/ normalise M°(—7). Considérons
alors

(34) M=) & - MO(=5), ot o = {1,7),
N’

(semi-direct)
. . ? .
c’est un sous-groupe d’indice 4 de N, ,» et on a maintenant

(3) M (<5) == T§

c’est une section partielle au dessus de ’(’Q’N, d’ou des isomorphismes

[page 622]

M/N ~ M///(_j) . 6+/\

(36)
N* ~ M”/(—j) . Lp.
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Diagramme récapitulatif des sous-groupes de N° , obtenus jusqu’a présent :

MOU—g) 2 o M) e M) xp Z,
——
(37) M"(—7) 2 M”'(Q% NI C ’ N,
]-q( 9 IL;J( 3 I:;)
/;7}'/( 2 57" C i 5p

oll nous sommes ici intéressés surtout a la ‘face supérieure’, couvrant des sous-groupes
d’indice fini de N, intermédiaires entre celui-ci et Mo(—7) (d’'indice 24 dans N}). Je
vais examiner la question d’invariance de ces sous-groupes les unes dans les autres, et la
structure des groupes quotients.
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Je vais refaire un diagramme qui montre mieux les relations entre les groupes en question :

(38)

: 2 2
ﬁ pe—— D
3. 3.
':\_/ , ) U A
L, ¢ ~ D,
0) Sous-groupes d’indice fini dans Z,

— dans le diagramme il y en a quatre :

7 = M(=3) x i~ M(-7) =

= Z;Eo ;é
39) J J

MO(=7) x pp 20 MO(=7) = 70

Sont-ils invariants dans Z, ? C’est clair pour les sous-groupes

(40) M'(=7) X p Z,NM = Z[!, , et pour
MO(=7) x p Z,Nn M NKer(ey : M —» p)

113 Attention, M’(—7) - p, n’est pas un sous-groupe, car ji,- he normalise pas M'(—7).
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— cela montre que ces groupes sont
[page 623]

méme invariants dans N, puisque Z,, M', Kere, sont stabilisés par ¥, D’ailleurs,
comme Zl!)0 = M'(—7) est invariant dans Z;) = M'(—=7) x p, pour montrer qu’il I'est dans

Z,, il suffit de prouver qu’il est normalisé par p (puisque Z, = L, - Z[!, — c’est plus ou

moins trivial) ; or examinons de fagon générale pour x € M si x normalise

def

My = M(0) -7 ;
comme il normalise 7, il suffit de voir si pour u € M(0), on a
zur™t € My,

qui équivaut aussi a

rur u (mo) ,
ie.
[z,u] € m .

Or on sait que pour z € &, u € M', on a

(%) [z, u] = (sg(x))> mod g
—~—

= pu(x)~!
[c.a.d. sg(z)2, ou &(u) = (—1)"2], ou

can.

sg 0 6 N Gy

Cela montre le

Lemme. Six € &%, u € M), alors conditions équivalentes :

a) ruz~t € Mj .

b) zur™ = u (m) , ie [z,u] € 7.

c) sg(x)2™ = 1, d.e. sg(x)=1ouey(u)=1.

Corollaire 1. Soit x € &*". Pour que x normalise M}, il faut et il suffit qu’on ait
sg(z) = +1.

Corollaire 2. Le sous-groupe Ml = M"(0) - wy est normalisé par G+ 7.

Ceci montre en particulier que p normalise M, donc aussi M’(—7) = Z/!)0 = Z,N My, qui
est donc invariant dans Z,. Il en est donc de méme de son intersection avec M°(=7) X p,
"

soit M"(—=7). (Ou encore : ce groupe est égal & Z,N My, et /\/lg! est normalisé par p ... ).
Ainsi les quatre groupes (39) sont distingués dans Z,.

Pour voir s’ils sont distingués dans N , = e+ Zp, 1l suffit de voir sils sont normalisés par
7'. C’est clair pour Z,!D = Zpﬂ/\/l! —d’ou le fait que /\/; = ,uT/-Z:) est un sous-groupe de N;‘.
Pour voir lesquels des trois autres sous-groupes envisagés de ce dernier sont normalisés,
il faudrait donc expliciter Paction de 7/ sur Z, = M'(=7) X p.
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[page 623 bis]
Notons que 7 € M(0) € M} normalise M}, donc il opere sur M' = M} xpu par
~—

~ FaXTr()
I'opération produit de la conjugaison par 7 dans My, et I'identité dans . On a d’autre
part 7/ = 70, on a vu que

(40) o(z) = eo(x)x (mo) [pour] =z € M i
donc
(41) 7(z) = eo(x)7(x) (m0) [pour] z € M,

donc il s’ensuit :

(42) Si x e M}, alors 7'(z) =2 (m) <= 7'(v) e M] = &(z)=1,

. . | .,
en particulier, M{" est normalisé par 7 .

Donc appliquant ceci aux éléments de Z;O = M'(—=j) dans Zﬁ!) = M'(=J) X p, on trouve :

Soit x € Z/!)0 , alors
(43) ,
T(v) € Z,, <= &) = 1.

. | — -, . .
Corollaire. Z,, = M'(—]) n'est pas normalisé par 7', donc n’est pas invariant dans N;,

mais M°(=3) = Z, N ./\/18! est normalisé par 7', donc aussi son produit par .

Donc le seul des quatre sous-groupes (39) de Z, qui ne soit distingué dans Np* est
M (=)) = Z/!)O. Les autres donnent naissance, par produit semi-direct avec ., a des
sous-groupes de N ,, invariants dans N, ,- Le plus petit de tous ces sous-groupes est
MPO(=7), qui est d’indice 24 dans J\/';. Le groupe quotient

Ny M (=])

est donc un groupe d’ordre 24, qui regoit d’ailleurs le groupe D, = p. - L, C N s
normalisateur de L, dans GL(2,Z), groupe isomorphe a Dg, et d’ordre 12. Le noyau de

(44) D, tv N;/M°(=])
est évidemment contenu dans L, = D, N Z,, et il est réduit a 1 puisqu’on a meme
L,NZ,, C L,NnMy = L,Nm = {1}.

Ainsi D, (d’ordre 12) apparait comme un sous-groupe d’indice 2 de N/ M°(=7), tout
comme il est sous-groupe d’indice 2 de &/my. Il serait tentant
[page 624]

alors d’établir un isomorphisme

N IMO(=g) = & /mq

14 peux fois (40).]
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compatible avec ces plongements de D,. Essayons-le ainsi :

Proposition. Considérons [’homomorphisme composé
épimorphisme
de degré 4
— >

45) M % GL((2,Z) — GL(2,Z/4Z) &/my ~ &/l
— ——

<~ GL(2,Z) /&[4]
N——

=6

qui induit sur 8" C M I’homomorphisme canonique &" — &"/nty. Alors ’homomorphisme
induit
N: I 6/71'0

a comme noyay ./\/lo(—j), et induit par passage au quotient un isomorphisme

(46) N MO(=)) = &/my .

DEMONSTRATION. Les éléments de M%(—7) sont les éléments de la forme

u € M), a € m
v =au| u(p) = alp) (doncey(u)=1) { -

go(u) =1

ils sont en correspondance 1-1 avec les éléments de M°(0) = {u € M(0) | e2(u) = e3(u) =
1}. L’image de v dans GL(2Z)/Im 7}, a fortiori dans & /m, est égale & celle de u. Donc
I’assertion que M"(—7) est dans le noyau de M — &/m, équivaut a celle que M°(0) est
dans ce noyau, donc que 'on a un diagramme commutatif

MO) — M
(47) (82763)\ (45) (115) .
X [ ’ S/mo
Notons que le composé
M S/mo (Z/AZ)* ~ {£1}

N\

GL(2,Z/AZ)
n’est autre que £5. Notons aussi que par la compatibilité

6 t—FM

\ | (45)

6/7T0

115NB Le caractére €3 n’intervient pas dans I'explicitation de M — &/, cf. plus bas ...
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I'opération de M sur & /my déduite de 'homomorphisme (45) n’est autre que 1'opération
déduite des automorphismes sur & en passant au quotient par my, opération qui, pour
u € M et en particulier sur M(0) C M', est donnée par e5(u) (cf. p. 594). Ainsi

[page 625]

on voit que M”' s’envoie dans le centre de &/my, qui est contenu dans G+ /m, et en fait
égal a 'image u de /7y dans & /my (puisque le centre de & /7 ~ &3 est trivial). Donc
on a une factorisation
!
M" — oy . S/m,

centre

et il faudrait vérifier que cet homomorphisme M” — i n’est autre que €3, qui est donc
trivial sur M°' et a fortiori sur M°(0). En fait, on se convainc que le noyau n’est pas
Ker(e3|M") (qui contient en effet 1 1), mais M/ — on va y revenir plus bas.

Admettant ce point, on trouve donc
Ker(W — & /m) = N:nMy
et comme Np* N ./\/l!O = Z,!O0 = M'(—=7), on trouve que le noyau cherché est égal a
M (=) N M" = M° (=), c.q.f.d.
Donc on a bien un homomorphisme injectif (46), et comme les groupes
[page 626]
en présence ont méme ordre 24, cet homomorphisme est bien un isomorphisme, c.q.f.d.

1) Application a la structure de M,, et a la définition d’un homomorphisme

M — Mo/ t1p-
Rappelons que

(48) Moo Ny, NE X, G s
ol
(
Gpo ¥ M ~ M(0) - &
——
~ Mg 5(0)
def ~ ~
(49) Y Too € G/ & = TG (== M(0)),
=G0
| N, = Normum(L,) , N7 = Normpu(Ls) -

D’autre part, nous avons introduit les sous-groupes remarquables

Ziy = M1/2) C N; (p. 615, (9))
N = Z ey C N (p. 616, (21)) .

— [

(50)

Le premier de ces groupes ne contient pas pu, le deuxieme le contient,

Zzlfoﬂﬂ = {1}

(51)
N, 2,
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et

Z:;O — Tp,o = I'g )
(52) =Tq

? ~

1 — —»Np — T,, — 1 exacte.

Soit alors
ME’J déf N; XTp,a ZéO XTp,o Gp,a

(53) -

c M,,.

On a un plongement central canonique

X X . M,,
(54) I I I ’,
(E ? 8/ Y 81/) |_> (57 g Y E//)

provenant des plongements centraux

s N p e N p — G

N S

PO

6;(,:6+,
et on a
M 0 (X pxp) = (1x pxp),
donc
(55) pxp e M

On désigne par p, le sous-groupe central p de NV, ou de NZ, ou pu x 1 dans /\/l“pp. Il est
clair par (52) que l'on a une suite exacte

(55) 1 —_— /"LP L, Mup,o’ —_— Gpﬂ. —_— 1 [116] ,
—~—

~ M

d’olt des homomorphismes canoniques

[page 627]

(56) M =~ Mhp,a/ﬂp e Mpo/pp (M) .

Evidemment le sous-groupe M:  de M, , contient S,, = SG,, ~ &, en fait on a un

16 Deux fois (55).]

170n verra donc

def
s, = M ,/6Y, Cv Ty,o = M, /61, .
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diagramme de suites exactes

1 fp X &g —— M5 Y,p— 1
) L
1 SZyxSZyx &F, —— M,, T,,— 1.

=L, =0Lo

Dans lisomorphisme (56), le sous-groupe &*" de M correspond au sous-groupe
o X &5, [1s = 6,4, il s’envoie isomorphiquement sur le sous-groupe &,, de M, /1,
On trouve ainsi

:6;_,(7 ZTp,o-
I —— 6" M ~-Tg — 1
¢ ll i
(58) I —— 6,—0’—,0'_> ME},U/MP_> F,ho,a'/up—> 1

]_ E— GZU—b MP,O'//'LP_> Fp,a/ﬂp—’ 1

Ainsi, on trouve en passant que I’'homomorphisme canonique épimorphique [*]

(59) 1 —+ SZ,% 8%y —= Tpy —v Tpy — 1

= LyXLs

admet une ‘bisection’ FEW (dont I'intersection avec SZ, x SZ, est p, X 1),

Iyo ~ FE),U - ST
~SZ,xSZs = Lyx Ly
Lpo/tp (FE),O'//J/P> (Lp/pp X Lo ) -
S —

~Tp o Fa

PO

FEM NST,, = p,

(60)

Pour dire ce que deviennent les sous-groupes remarquables

M(0) , M]0] : M'[0] , M;|0] ,
~—— —— ~——
=M®[0] = M(0)-L§  =M"T[0]=M(0)-L§  =M"™0[0] = M(0)-Lg°
M(1/2), M(=3), M"(=3), N}
——
=7

0o
de M par 'homomorphisme
M e Moy e My,

il faudrait d’abord introduire les groupes adéquats dans les M, , généraux. Nous allons
donc revenir sur ces groupes maintenant.
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[page 628]
VI) Les groupes M, , généraux : récapitulation, raffinement.

1°) Donnés. Ce sont celles de V 1°) (p. 577). En plus de & (profini) et de GL(2,Z)" — &,
homomorphisme continu surjectif, i.e. des générateurs p, o, 7 (ou p, o, ') de &, on se
donne aussi un sous-groupe ouvert

(1) &' Cc6at, invariant dans & .

Dans le cas universel & = GL(2,Z)", la donnée de &* peut correspondre au point de vue
ou on regarde le sous-groupe M de M formé des v qui normalisent & et qui operent
trivialement dans &% /6" — c’est un sous-groupe ouvert, qui définit dans g =M /6T
un sous-groupe image I‘EQN ouvert, dont on peut se proposer d’étudier les représentations
dans des groupes profinis convenables. Un cas intéressant sera celui ol

6" = 79, donc M? = M",
ou & = 7, donc M? = M.
Si 6 = &, donc M = M

[plutét & = Gt dans le troisiéme cas ?], on retrouvera les constructions précé-
dentes. Un cas intéressant aussi est celui ou G est le groupe des points adéliques entiers
d’un schéma en groupes sur Z (dans ce cas, il est vrai que p, o, T n’engendrent peut-
étre & que modulo groupe fini, i.e. ils engendrent peut-étre seulement un sous-groupe
ouvert. Dans ce cas, il faudrait plutot paraphraser les constructions qui suivent dans le
cas schématique. J’y reviendrai par la suite. Un choix intéressant d'un &' est alors la,
composante neutre de S.)

J'hésite a introduire des notations Zf, o ME,,J etc. — pour ne pas surcharger des notations
déja lourdes. Donc je préfere utiliser les notations plus simples 7, , etc. — étant entendu
que dans ces constructions, le groupe &% intervient — quitte & réintroduire la notation °

au cas de besoin.

On pose
= jur
—~
(2) G = {1,7}-6" C &.
[page 629]
20) Zpos Yoo
Soit
/ )
a) Jae€ 6” avec eg(a) = g3, u(p) = a(p)
det b) 3B €L avec £6(B) = e, u(o) = (o)
Zp,a = (u7ﬂ7527€3)
(4) c) uleo) = €p
| d) u normalise &° J
C Awt(6") x Z* X pu X pu, [118] .

H8[(3) n’existe pas.]
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Proposition. Z,, est un sous-groupe du groupe produit.

DEMONSTRATION. Les conditions a), d) définissent évidemment chacune une sous-groupe.
Compte tenu que

la condition b) signifie aussi que

(5) b') u(o) est G-conjugué a 0% (= 90) ,

et sous cette forme il est clair que la condition b’) définit un sous-groupe. Je ne pense
pas que la condition a) définisse a elle seule un sous-groupe. Mais si G,y désigne le sous-
groupe du produit défini par la condition b) [etc.], on va montrer que G, p) est un
sous-groupe de G,y — ce qui prouvera la proposition. Soient u, u' € Gy [plutdt Gup)l,
correspondant & (u, 1, €9, 3) et (v, i/, €h, %), et & o, o/ € &%, de sorte que 'on a

6)  ulp) = alp), u'(p) = o(p), avec eg(a) = &3, as(@) = &5,

prouvons que w'u € Gy — i.e. qu’il satisfait aussi a (b). Sieg =1, 1e a € S C & [il
est possible qu’il manque quelque chose icil, u/(«) est défini et on aura

(Wu)(p) = u'(u(p)) = v'(alp)) = v(a)(w(p)) = vw'(a)((p) = (W()a)(p) = a"(p),

avec
o = u(a)d € &
(7) (@) ! Cas e3=1
es(a”) = egld) = & = e3¢}
(puisque u'(a) € &%, i.e. eg(u/(a)) =1, et e3 = 1). Dans ce cas on gagne. Si g3 = —1, on
écrit
a = T, o € 6%,
et on aura

u(p) = (7)(p) = ao(r(p)) = ag(a(p™)) = (wo)(p" )

ol maintenant ago € 6T, donc v/ (apo) est défini, et on aura

(w'u)(p) = '(u(p)) = (o) (u'(p™")) = (v (o)) (p™")

~——
=a'(p71)
et comme
p~t = o7(p)

on trouve
(8) (u'u)(p) = a"(p) ,
avec

et et edl

—~N NSNS

o = eu(ap)u'(0) o or, ou

e € u = {£1} = Centre&™ est choisi de facon que o’ (si possible) soit dans &-.
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Notons que tous les facteurs de ce produit sont dans &% ou &+, en tous cas o € &.
[page 630]
Réduisant modulo &7, la relation o € &% s’écrit

&€ {1,7}, ie. éd(oydor e 1,7}, soit éu(ofd's € {1,7},

on distingue encore deux cas :

1°) g5 =1, 1e. & =1 ; la relation s’écrit

() éu' (oo = 1.
2°) g = —1,1.e. & =7 ; comme 70 = —oT, la relation s’écrit
(%) —éu'(o)o = 1.

Donc dans tous les cas, la relation s’écrit

W (o) = (egh)o~!, soit encore

(9)

u(o) = (—egh)o.
Or supposant maintenant qu’on a b) pour «’, ce qui implique
(o) = eho,

on voit donc qu’il suffit de choisir € de fagon que —ee} = &), i.e.

o !t
€ = —&83,
donc on aura
" ! /
o = —eseau( apo o oT
2<3 (, 0 ) v’
=aroc=ar’ —T
i.e.
(10) o' = ghesu(ar)(a'T) } Cas g53=-1,

formule qui a un sens car a7’ € &*, donc u/(ar’) est défini, et 'argument précédent
prouve que I’élément en question satisfait

(11) o € GF es(@”) = egla)es(d),

en distinguant les cas (%) et () de (9). Méme conclusion dans les premier cas ou
eg(a) =1 (7). Cela acheve la démonstration.

Remarque. Si G est ‘assez gros’, 'homomorphisme de projection est injectif,

(12) Zyo Cr Aut(G)* (cf. p. 578) .
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Examples dans le cas universel.

a) &% = &% = SL(2,Z)". La condition (4 d) est vide, les conditions a), b) équivalent
respectivement au fait que u(p) conjugué a p*3, u(o) conjugué a o2, i.e. on retombe
sur la définition (6), p. 578, qui donne

(13) Zpo = M(0)-Lg = M®[0] = M[o] (7).

b) &% = 7 = 1 x p. On trouve maintenant
(14) Zpo = M(0)- Lj = M[0] = M[0]
(noté Z,, , dans V 8°) (120, 121),

¢) &% = 7. Les conditions a) et b) n’ont pas changé par rapport au cas précédent,
puisque ™ = 7y X p et p est central ; par contre, la
[page 631]

condition d) devient nettement plus stricte, on trouve p.ex. que Z,, N &7 = Lg°
(d’indice 2 dans le groupe correspondant L du cas précédent), et comme I'opération
de M(0) € M sur & /m, ‘se fait par le caracteére &5 °, on voit que 'on a maintenant

(15) Zyo = M"(0)- L5 = M"[0],

ol, pour mémoire,

M'(0) = Ker(M(0) =~ p)

M"[0]p = Ker(M[0] — p)
M0 = M(0)- Lg° .

(122>'

Ces deux derniers examples suggerent 'opportunité, dans le cas général ot on disposerait
d’un sous-groupe 6% de &%, invariant dans &, tel qu’on ait

(16) S = & x pu

"9NB A priori on a plutét Z, , C MG, mais on a

Mop MG510]

[ [
M(0)-L§ =+  Mos(0)- Ly .

120Dans ce cas, il est immédiat que Z, , opére trivialement sur &+ /&%, car il en est ainsi de M'[0] =
M™0].

121Expliciter & nouveau pourquoi (i.e. pourquoi (g9,1,1,1) € Z, ;).

122]] en est ainsi si dans la définition de Z,, on exige dans d) que u induit Popération triviale sur
&1 /6", condition que j’ai finalement abandonnée comme inutile. Donc avec la nouvelle version, les cas
6% = 7 et 6% = my donnent le méme Z, ,. Mais je voudrais obtenir M™[0] = M[0]) = M(0) - 7o, le
groupe de b) est un peu trop grand, celui de ¢) (ancienne maniére) un peu trop petit !
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(ot 11 est le sous-groupe central universel u = {1, p*} = {1,0%}), de définir Z,, en termes
de &F, et de choisir les a, (3 de la définition (4) dans

(17) &y, el (1),

Remarque. On est tenté de remplacer la définition (4) (pour a) et b)) par la définition
d’apparence plus simple de la p. 578, qui rend évident qu’on a un sous-groupe. Mais elle
ne donne pas, méme si &% C 7 (cas universel) une action triviale de Z sur &+ /7, comme
on le veut stiirement [quelques mots manquent] qu’en se restreignant a des (u, i, €9, €3)
avec g3 = 1, car p~! n’est pas égal & p ! Il est vrai (dans le cas universel p.ex.) que u(p)
est conjugué dans &1 & p®, mais en général il ne le sera pas par un élément (disons) de
.

On posera

(18) Ly = {le LS| (int(1),1,1,1) € Z,,} (')

(ot LY C &7 est 'ensemble des €, n € Z), et on a un homomorphisme canonique
(19) Ly — Zpo

injectif si et seulement si on a

(20) LN Centr(6) = {1},

I'image invariante ('?°). On pose

(21) wa = Zp,a/L(h) )
d’ou
b Oz
1
83%‘
(23) Zpg——+ Vo 2= L
52&{
s
déduit de
= £3
(u, 1, €2, €3) — U
— &9
123Cette remarque sur un Gg devient maintenant inutile.
124NB On a LE) D Lo N &Y, et Iinclusion peut étre stricte, cf. exemple c) ci-dessus ..., oil Lg = L7,

Lon&f = Lj°.
125Ce qu’on suppose.
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[page 632]
On pose
ho = Keresy, T, = Kereay, T, = Keregrear,
(24) Tg,a - YNY'=Y"nY" = Y"NnY ’
Zos Zoos Lo s Zg’o sont les images inverses de T, , dans Z,, .

Ce sont donc des sous-groupes d’indice 1, 2 ou 4 de T, resp. Z,, — I'indice 4 ne pouvant

se présenter que pour Y9 70 .
Remarques. [Ces remarques vont jusqu’a la page 650.]

1°) On a donc

a) u(p) est Gi-conjugué a p
(25) Zgg ~ { (u,p) € Aut(&*) x Z* b) u(o) est Gi-conjugué a o

(isomorphisme de groupes). La condition d) de (4) — stabilité de &% sous u — est
conséquence ici de a) b) c), car on aura

ulp) = p (&)
ulo) = o (&%),
ce qui implique
(25 bis) u(z) = = (&9 Ve e 61,

i.e. la stabilité de &% et une action triviale de u sur &/&" [plutdt sur &1/&f] (1%6).

2°) On a encore 1'élément remarquable

(26) Tz € Zpo 7 = (1,—1,-1,-1) (127 .

3°) S0y Gpos SoGh s G,

Procédant comme page 579, on trouve

;
po?

Zpy — Aut(&T)

126Plys généralement,

a) u(p) est Gf-conjugué a £[7](p)
Zy'y =~ § (u,p,e) € Aut(&F) x 7" xp b) wu(o) est Gf-conjugué a g[7](o)

127(Cest une raison de plus pour ne pas exiger dans (4 d) que u opere trivialement sur &1 /&t ce qui
nous ferait perdre 7 !
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d’ou des produits semi-directs

(27) e

et un homomorphisme

ih
(28) Ly <9° S,Gh, C SoG,,

) — iLO,Z(l) s
d’image invariante, ce qui permet de poser
def
(29) Gpo = S0G,o/ImLy D G, = SyG3,/Im L,

Zp,o-&F

d’ou [des] suites exactes

1 Ly —— SGh, Gi, 1
) ( (
1 Li —— SyG,, Gro 1

et [un] diagramme commutatif

iz C
Zp7U th,a' Gpao—

) T .

LE) (“Los, b C S+,

s’insérant dans [un] diagramme commutatif de suites exactes

1 L - Ty Y, 1
(32) 1 — & G, Y, 1
1 Cas Gpo T,o 1.
On considere les composés
)/ :
(33) Gpo—v T, 0 20 7



notés
Xa = Xrodg, €2¢ = €27 00¢ , €36 = Ogesr
[plutdt e3¢ = €371 0d¢]. On a maintenant
/ " " 0
Gp’g, Gp,m GP’U, Gp,a comme dans (24)
+ 1+ "+ "+ 0+ 128
(34) Gr, =Kerxe, G, G5, G G (%) .
(T, = Ker xy oublié ...)
Si
(35) ¢ € G;U - Gpﬂ , ™ € Tp’c,
[page 633]

désignent les images de 7 (26) dans G, T, ,, on peut faire I'identification

S ~ image inverse de {1,7v} C Y,, dans G,,, par G,, — T, ,

trivial sur &*

(36)

S" = image inverse de {1,7v} C T, dans G% , ,
et
(37) s = X6|6 = EQG|6 = 63@|6 .

—1sur 7.

Considérons I’aplication canonique

gy Che o Gor —  AW(E") Z: x

X i
U — (int(g)|6+ D xaw) , esalw) ggc(m).
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Proposition. C’est un homomorphisme de groupes. L’image de GEM est formée des

systemes )
(u, p1,€9,63) € Aut(G1) x Z* x u x

satisfaisant les conditions

§

a) u(p) est & -conjugué a e3[7)p ,

b) wu(o) est & -conjugué a 5[7)0
(30) ) u(o) jug 2[7]

c) u(go) est & -conjugué a el

\ d) wu stabilise & (automatique via a), b) sicy = £3) .
Son noyau est
u = (u,1,1,1) € Z°F

(40) Fuea, |t ) € &,

f € 6, u = int(f)

128Ttou avec G’hp o -
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Corollaire. Soient
(41)  Zy = Centre: (Lo) , Zb = Zon& = {f e & | (int(f),1,1,1) € Z,,},

de sorte que LE) sidentifie a un sous-groupe central de Zg. Considérons ['application

Zy — SG, = Z,, G

W e 2 ug) = ) 7 o u(f) = (ni(f),1,1,1) € Z,, € G,
€6t €2y,

Cette application est un homomorphisme de groupes, elle induit sur LE) C Zg I’homo-
morphisme canonique (28), et L C Z3 est Uimage inverse de ip,sa(L}) =
Ker(SoG”p,U — th). On trouve ainsi un homomorphisme injectif

(43) Zi/Ly < G

P07

dont l'image est le noyau de (38), i.e. on a une suite exacte canonique

_,17

(44) 1 — Lf — ZF — G, — G,
~~

C Aut(&+)xZ* X uxp

ol C?hpﬂ est formé des (u, i, 9, €3) satisfaisant les conditions (39).

Remarque. Cette proposition fait apprécier dans quelle mesure la construction faite
ici de GEM est plus fine que celle ou on le définissait simplement comme un groupe
d’automorphismes de & (avec méme au besoin des p, €, ¢’ par dessus le marché . ..).

[page 634]

On va considérer aussi ’homomorphisme (en fait effectivement moins fin que (38), méme
dans des cas pas du tout dégénérés tels que & = SL(2,Z))

G, — Aw(S") x pu  x p

(45)
u — (int(@)|&" , e3(w) , exu)

induit par (38), son image est formée des systémes (u, €3, £2) tels que

a) u(p) est Gi-conjugué a £3[7](p) ,
b) wu(o) est Gi-conjugué a &5[7](0) ,

)
(46)
¢) u(LS) est G-conjugué a Ly ,
\

d) u stabilise &% (automatique si €3 = &9, via a), b)) .
Son noyau est

u = (u,pu,1,1) € Z°F
(a7) Fuea, | vl es
f € & tel que u = int(f)
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Pour apprécier la structure du noyau, soient

SNy = Normgs+(Lo) ,

(48) .

SNE = SNoNG' = {fe&"|TpeZ tel que (int(f),p,1,1)€ Z,,},
et soit
(49) SNy = {(u, p) | u(z0) = e6} SNG = SNon (WG x 27)

C SN, x Z* ’
— donc on a
SNg =~ SN§ Z — L

(50) 0 0 si 0 est injectif (129) .

(u, ) — w n o+ &

On a un homomorphisme canonique injectif

SNg  — SoGi, = Z,, 6F

(51)
(fMIJ) — f_l'(int(f)aLl»l) = u'f_la

qui induit sur L5 ’homomorphisme canonique (28) (et qui prolonge (42)) — il est encore

vrai que 'image inverse de % LO,SG(LE)) est Lg C SN, et on trouve ainsi une suite exacte
canonique

(52) I L = SNy — Gy —= Gy — 1.
—~—

C Aut(ST)xuxp

olt G, est formé des (u, ey, €3) satisfaisant (16) — i.e. on a

(52 bis) SNG/Ly ~ Ker(Gh —» Aut(&%) x i x p1) -
[page 635]

4°) Ny Noy Zpy Zoy N3y NE, Z5, ZE.

On pose

Ny = {a€Gpolalp) = p=, ou e5 = e3(a)}
N, = {beG,,|blp) = p=, ol e = &(b)}.

(53)

NB Il n'y a pas lieu finalement de trainer des * en donnant une définition de N,, N, qui
donneraient des groupes plus gros. (Donc p. 580 je me suis autocanulé a ce sujet . ..)

On pose
Z, = Centrg, (p) = Centrg, (L,) = Ker(N, > p)

Z, = Centrg, (o) = Centr, ,(L,) = Ker(Af, )
129T¢6u pour SNp.

(54)




112

(55) Sz, = Z,Nn6" = Ker(Z,—7T,,) = Centrg+(p) = Centre+(L,) (130)
SZ, = Z;,NGT = Ker(Zgng,g) = Centrg+ (o) = Centre+(L,) ’
d’ou
1 — 2, — N, 2% p— 1
(56) SR ().

€20

1 — ZO' — NO’ — /_L — 1
Le fait qu’on peut mettre des 1 au bout provient du fait que 7 € N, N N, satisfait
(57) 82(7'/) = 63(7'/) = X(T’) = —1.

On a un merveilleux diagramme (p. 580)

D,—+N,NG&

/! By AN N
S

(58> D7 = pr X / / Gp,a
Dy,—~ N,NG& N,
——
= MT/.SZF’
ou mieux
(59) D,

h(
Q

/ " j
/”LT/;» DT’ \6
: \SJ\/p( - N,
\ / - ]
SZU (| —|— Za v Gg,a
/ D, \ e B

L,

1300n définit de fagon idoine SN, SN, mais on a SN, = SZ,, SN, = SZ,.
131Guites exactes scindées par i, — la deuxiéme aussi scindée par ji,.
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On définit :

(60) NELONE, Z3, ZE, SZ%, SZE,

p P o

intersection de N,, N etc. avec &% . On a des suites exactes

50
1 — SZ8 — N} =5 7T,, — 1

(61) "
1 — SZ8 — NE 2y, 1,

et des homomorphismes de suites exactes

[page 636]
( 6h
1 —— SZ° Nf—s Ty p— 1
1 —— 52, N, =, 1
(62)
58
1 —— SZ: N e X,y 1
1 —— SZU Na’ i ’Yﬂp,a'—> ]-7
\
4 Eh
1 A Nj —2ew 1
épi épi
1 T, Yoo p -1
(63) .
1 V4 NE 220y 1
épi épi
1 T, Yoo 1 1

(et diagrammes analogues sans ?).
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On a donc un diagramme

LE) ~ SZp,cr Zp,o
SZ8 S N
f I
SZﬂ h 7,
/ 53/; %
(64) 1 ﬁrp,a—> 1
1 - &t S -y — 1

(cf. p. 581, (45)), et diagramme analogue sans .

Je voudrais maintenant définir lanalogue des sous- groupes M(1/2), M'(=7), M"(=7),
/\/ " de p. 615 ff., ce qu1 implique qu’on ait un groupe C G* % o Jouant le role de M}, —T'idéal
seralt que ce SOIt G , lui-méme. Mais dans le cas umversel G = GL(2,Z2)", &% = 7,

dot Z,, = M'[0] = M(O) LT, Ly = LT, on trouve G, , ~ M,
G“pﬂ = sous-groupe de G,, = M engendré par &% = 7y et par Z,, = M(0) - LT
= M) -7 = M, et non M(0) - my = My, .

L’ennui provient finalement du fait que c’est Z,, qui est trop gros ; on aimerait définir
dans Z,, un sous-groupe qui joue le role de M(0) - 7. Il n’y a pas de difficulté si on peut
définir dans Z,, un sous-groupe qui corresponde a M (0),

(65) Zpo(0) C Zpo
qui donne un scindage
(66) Zpo ~ Z,,(0) - L (semi-direct) ,

et on aura alors

(67) Goo ~ Z,,(0)-6",
————

(semi-direct)

[page 637]

et on poserait

def
G, = Z,,(0)- &
(68) C G, C G = Z,,(0)-6F

Zi, = G0N Zpy = Zy0(0) - (LyN &)

P00
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Rappelons une fagon standard d’obtenir un scindage canonique de Z,, sur T,,, quand
on dispose d'un (p, o)-homomorphisme

(69) S — SL(2,Z) = SL(2,Z)/{+£1},

commutant a ’action de 7, ce qui induit un homomorphisme

(70) Zpo — By = {(§1) |peZxeZ}

grace a l'étude du §48, induisant

Ly — Ly={(1) | ez
(71) 0 fn {(01) | A€ Z}
eo — (o1) -

Plus précisément, on a un diagramme de suites exactes

1 L} Zy s Yo 1
e
(72) I ( r
1 i/ . Bt g 1.

/
0
s (o1) (7))

Si ’homomorphisme (71) est un isomorphisme, alors tout scindage de la deuxieme suite
exacte en définit par image inverse un de la premiere. Mais dans les cas typiques qui nous
[intéressent], LE) (qui n’est pas assez petit pour donner ‘le bon’ Gi,g I) n’est pas assez
gros par contre pour donner un isomorphisme dans (71) ! Mais on peut aussi faire une
hypothése supplémentaire — savoir que l'image inverse par (70) du ‘tore’ section

(73) Ty = {(49) |pez} C By,
qui est un sous-groupe

Z,5(0) = {u€ Z,, |sonimage (§1) est dans Ty, i.e. A =0}
A

PO

(74)

N

satisfaisant
(75) Zpo(0)N Ly = {1},

soit en fait un sous-groupe section ; i.e. que Z,,(0) C~ Y,, soit épimorphique, i.e.
isomorphique ; i.e. que I'on a bien

(76) Zyy = Z,0(0)- LY.

J’ai de bonnes raisons de penser que (des que (69) existe) cette condition est satisfaite
dans tous les cas vraiment utiles. Ce choix d'un

[page 638]

Z,+(0) ala bonne propriété d’ailleurs d’étre ‘fonctoriel’ dans un sens évident (cf. plus bas
les questions de fonctorialité), ce qui sera essentiel pour avoir un bon formalisme. Ceci
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nous permet donc de définir un sous-groupe (G%,)o C G4, par (68). Si sa définition
n’était ainsi un peu trop alambiquée, c’est [ce] groupe ‘plus fin’ qui serait meilleur, et
mériterait en fait la notation plus simple GEW.

Autre fagcon de procéder 7 On cherche en somme des restrictions adéquates dans la
définition de Z, ,, qui impliquent que LE) =LyNG,ie. quepourl € Ly, on a

(int(1),1,1,1) € Z,4 — I € G°.

Mais dans le cas universel, avec &% = , prenant [ = Iy, son image dans &/&% = & /7 est
I’élément central non trivial de & /7, Pautomorphisme intérieur qu’il définit dans &* /g
(et méme dans &/m) est trivial — donc ce n’est pas par des propriétés de cette action
qu’on arrivera a l’exorciser !

Mais peut-étre est-il prématuré d’essayer déja de ‘découper’ nos groupes GE,,U, ./\/lfw ‘aussi
fin que possible’ — peut-étre y a-t-il encore des erreurs d’orientation assez grossieres, qui
se rectifieront par I’examen de cas particuliers. Donc je vais renoncer pour l'instant a con-
tinuer a investir de I’énergie aux découpages, et m’en tiendrai donc la dans ce sens, quitte
a y revenir par la suite et a raffiner les constructions présentes, qu’il faudra cependant

comparer a l'occasion a celles de §48, XI.
[page 639]
5°) SoM? 4y M2y SoTpos Dy v v

On posera comme dans p. 583

SOMp,cr = Zp,a XY,),U N,E XTp,o '/\/:E XTp,cf GP,U

(77)
S[)ME),O' = vao' XTp,a N/E XTp,a Nou' XTp,U Gup,o’
(78) MPvU = Nﬂu XTPVO '/\/‘Uu XTP»U G/’vU
ME)vU = Npu XTF”O' Noh' XTPVU th7o'
(79) SOFM = pr XTP,U N/E XTp,g ./\/:E

vao' = Ng XTp,o' Noh' )

d’ou [un] diagramme de suites exactes

1 ST SoM,,— Sl g — 1

PN TS TS

6+( ./\/lpﬁ_> Fp,a—’ 1 [132] ,

L L L
1 &" LL» SOMHPJL—» Sol'% , L
N\

[GERS M T8 ]
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et des (homomorphismes de) suites exactes

=y
—~ =
1 — SZ,o XSNix SNEX &% —= SMi, — T, , — 1

o T

1 — 5Z,, xSNEx SNFx &7 — SyM,, — T,p — 1
———

[133]

=y

1 — SNIXSNIX G — Mi, — T,, — 1

"

1_>SN5XSN£X6_>M/),J_>T/)7O'_>]‘

(83) 1 — Ly x SN? x SNZ — STy — T — 1
(84) 1 — SNIXSNE — Ty — Tpp — 1,
[et]
(85) SOMp,a = Mp,a XTp,o— Zp,a

S()./\/lhp#7 =~ M%g XY, o Zp,a
(86) Sol'po = Upo Xv,, Zpo
(87) SOM,D,U = Mp,o' XFP,J SOFp,O'

S()./\/lup’(7 ~ M;U pr’a S()Ppﬁ .

Remarque. Cette dégelée de groupes donne un peu le mal de mer. Je ne suis pas str que
les variantes Sy (So M, SoM?, SoI') soient tres utiles. Reste la comparaison [?] entre des
invariants avec ou sans , surtout donc M, , et MEW — dont la ‘différence’ est ‘la méme’
qu’entre G+ et G et entre G et G _: de facon précise, M po st invariant dans M

p,o ) p,0)
et G’“p’g dans G, ; on a des isomorphismes
(88) 61/6" = G0 /G, = My /M, .

Les groupes G, ,, M, , jouent par rapport a wa, Mi,a le role de fourre-tout, notamment
pour nous permettre de considérer les automorphismes p, o de G* M%U comme induits

P
par des automorphismes intérieurs de groupes

132 [Deux fois (79).]
133[(80) n’existe pas.]
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[page 640]
environnants G, ,, M, .

On a un élément

(89) T//\/l:(T;),T;,Té)

eNt ENE €G),

au dessus de 7'4 € T,,, d’ou des plongements canoniques

G MEW &' = image inverse dans M, , de {1,7¢} CT,,
(90) IA (
S —— M,, S = image inverse dans M, de {1,7v} C Y, ,

[plutét & image inverse dans /\/l”pja]. On peut reprendre le diagramme bordélique
de p. 584, avec des ? a la clef ...

Je vais voir si je peux me dispenser justement de redévelopper les liens avec ¥,,, SG, »
etc. — quitte a y revenir au besoin par la suite.

6°) Fonctorialités.

(131). Cf. p. 588. En plus de 'homomorphisme surjectif
(91) & =& (%),

on suppose que ¢ applique & dans & 1. On désignera ici par 7, ,, M, , etc. les invariants
associés a &, [par] Z, . etc. ceux de &'. On a des conditions équivalentes comme dans
loc. cit. — ou on va laisser tomber la considération de ZSU ...— qui signifiaient que pour
tout

u = (u,p,e2,63) € Z,,

il existe un automorphisme v’ de &’ rendant commutatif
6+ 14 6/+

(92) ¢

St ¥ 6,+ ’

lequel w' sera unique. Il revient au méme de dire que les v € Aut(S™) qui proviennent de
Zyo, 1.€. qui normalisent Ly, et qui transforment p, o en des éléments Gf-conjugués a p,
o, stabilisent le noyau de ¢ (91). On trouve alors

[page 641]

(93) Zpo 5 Zyor

I34NB Jusqu'ici (dans 1°) & 5°)) on n’avait pas utilisé ’hypothése que p, o engendrent G7.
135]] vaut mieux [1e] noter &g — &, cf. p. 643 ff. ...
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compatible avec les actions de Z,,, Z, , sur & resp. &' *. et avec les homomorphismes
Z D) Lu —_— 6+ Z D) L/h —— G/Jr
PO = 0 ) p,o0 = 0 )

d’ou par la construction standard un homomorphisme

e
(94) Gp,cr — Yo
induisant

b Pl b
(95) G, — Gp,ya, ,

d’ott un homomorphisme du diagramme (64) relatif a (o, p), dans le diagramme analogue
relatif & (o', '), avec ou sans ?. Il n’en faut pas plus pour que toutes les constructions et
diagrammes du numéro précédent, relatives a p, o, s’envoient dans celles relatives a o/, o’.

Remarque. Supposons que &', &’ " satisfassent a la condition suivante :

)
Pour tout couple d’éléments o/, ' € & i, tels que l'on ait

[*] o', p] = [#,0]e"! pour y € Z convenable

il existe un v’ € Aut(&'") tel que

(97) u'(p) = d(p), u'(o) = B'(0),
(96) < e
(98) o' "' e Centraw(p) 3 e Centrpy (o),

la relation des lacets [x] s’exprimant en termes de u par la condition

(99) (L) = LY, i.e. v/ normalise &’ .

\

Alors tout (p, o)-homomorphisme (&, &%) — (&', &%) est nécessairement admissible.

Nous allons appliquer ceci au cas ou G est universel — mais pour pouvoir en dire tout ce
qu’on a envie, je vais d’abord parler des sous-groupes

[page 642]
7°) Les groupes M, ,[0], M, (p), M, (o).

Dans le groupe

(100) SOMHPJ == Zp,o‘ XTP,[, ./\/;E XTp,a N(E XTP,O’ GE},U

= (o= (0,0,b,U) € Zpy x NEx NEx G5 | 55(u) = 5,(a) = 6,(b) = 6a(U)} ,
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on introduit trois sous-groupes

SoM, (0)
(101) SoM,.0(p) SoM?,, par [1a] condition U = i,(a)
SoMyq(0) S SeM:, par [1a] condition U = i.(b)

N

SoM? . par [1a] condition U = iz(u)

N

en utilisant maintenant les trois homomorphismes canoniques

iz ¢ Zye o Gy
(102) i, + N, v G,,
ig . NO— . G/LO' .

Ces trois groupes sont manifestement tous trois isomorphes a Z,, X, N p” XY, , /\/:E =
Sol',» ; de facon précise, dans la suite exacte (52),

1 — 6" — SM,, — STy — 1,

I’lhomomorphisme canonique Sy M,, , — SoI',, , induit des isomorphismes entre les groupes
(68) et SoI',, ; ces trois groupes sont donc des sous-groupes sections.

On définit M, ,[0], M, ,(p) (ou M, ,(1/2)) et M, ,(c) (ou M, ,(—7)) comme les images
de SoM,,»(0), SoM,,»(p) et SyM, ,(o) par ’homomorphisme canonique SyM,, » — M, ,,
ce qui revient a poser

Mpﬂ[o] = {(a7b7 U) S ME},U | U < Z/Mf}
(103) M,o(p) = {(a,b,U)e M:, | U =a}
M,yo(0) = {(a,b,U) e Mi_ | U =0} .

Donc les sous-groupes M, ,(p), M, (o) de MEM sont des groupes sections au dessus de
Ffw ~ /V;E XY, ., /\/'CE, donc

M~ M, (p)- &
(104) ne palp) (semi-directs) ,
th ~ M, (0)- St
et de méme
M, ~ M,, St
(105) 4 palf) (semi-directs) .
M, ~ M,,(0) &
D’autre part, on aura
1 L M, [0] T,, 1
!
(106) SoM 4 [0]

1 Ly —— ST, r,, 1,
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donc l'extension M, ,[0] de I, , par LE) s’identifie a I'extension SoI',, de I, , par Lg, ie.
a I'image inverse de l'extension Z,, de T,, par LE), via ’lhomomorphisme canonique

[page 643]

(107) Fp70' = '/\/’ph XTp,cr Noh' - Tpvg :

Donc la donnée d’une section de Z,, sur Y, (cf. a ce sujet p. 636 ff.) en définit une de
Sol'ps sur I'y», donc de M, ,[0] sur I', ,. Quand une telle section est fixée, on dénote ce
groupe section par

M, (0) € M,
donc on aura
Myol0] =~ M,(0)- L
(108) M, ~ M,,(0) &
M, ~ M,,(0)-&

[plutdét M,, ~ M,,(0)- - &*].
8°) Retour sur le cas universel, et ’lhomomorphisme M" —»./\/lfw/up.

Nous supposons maintenant que & correspond au cas universel GL(2, Z)", avec un &°
quelconque. On va noter le cas universel par un indice 0 : &Sy, &7, &5 ete. (136), et &,
G ete. se noteront &, &7 etc.

Je pose

( 3\

a) u(p) est Gf-conjugué a e3[7](p)
)

o

107 Me = v e M u(o) est G-conjugué a ey[7](0) cM

c¢) u(gp) est G-conjugué a e}

d) wu stabilise M"

ou bien sur
po= x(u), e2 = ea(u) = e2(p) , e3 = es(u) = es(p) ().

Je dis que M est un sous-groupe de M. On peut le voir en reprenant les calculs de la p.
629 ff. Je préfere procéder ainsi.

[page 644]

On a vu qu’on a
(108) Zppay  M[0] = M(0) - Lg =~ MG[0] = Mg5(0) - Lg® ,

inclusion qui est une égalité si &3 = &7, et qui identifie Z,, & M'[0] = M(0) - LT si
Gf =7 ou = 0.

1360u Z,, 4, ete. ... On écrira &7 au lieu de & .
137[Saut dans la numérotation.]
I33SNB M! D p.
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[ (139) En fait, si 6% C m, alors on trouve

a) u(p) = alp) avec a € &L

(109) Zpy = qu= 1wy -_I b) wu(c) = B(o) avec B € &1

~ =
L7\'
€MO %o ¢) u stabilise &

et on note que «a, @ dans a), b) sont déterminés par u = wugl de fagon unique, méme
si on suppose seulement u € M'[0] sans plus, et qu’on exige a, 8 € my,. On sait que
’est un sous-groupe de Aut(SF) x Z* X p x pu — et en fait, de Aut(S7) (prop. p. 629).
Comme ce groupe opére sur & via M3, et méme via M3[0], il s’envoie dans Mg 3[0]
par un homomorphisme de groupes, donc dans M'[0] ~ MG 3[0] par un homomorphisme

de groupes. ]

Considérons le systeme

(110) (63, Zoons L3 Ce Zy o) Zonon — Aut(S), L 63)
(cf. ‘digression’ plus bas, 9°)), qui donne naissance a

(110") G o0 5 Ss C Gpyoo s Zpyoo > Gpoop s

et considérons le systeme analogue a (110)

(111) Sy, M0 , LY Cu M0], M[0] — Aut(S&y), Ly &F | ,
~—~—~ ~—

= M(0)-L7 (engendré par )
qui donne naissance (loc. cit. (9°)) a la situation
(111) (M, S C M, M[0] c &) .

Or grace a (108), on a un homomorphisme de (110g dans (111), correspondant a 'identité
sur &4, (108) sur Z,, ,, l'inclusion canonique Lj C—~ L§. Il en résulte un homomor-
phisme de (110") dans (111’), en particulier un homomorphisme canonique de suites ex-
actes

[page 645]

1

Sy —— Gppoo— Tppoo— 1

£0,00

(112)

1

S¢ M ry 1,

ot Y, ., — I'q estaussiinduit par (108), et s’identifie a
~—— ~—
~ Zpg,oo/Ly =~ M[0]/LS

(113) Zpooo/ Lg —+ M0}/ L5 .

139Cette explicitation ne semble servir & rien.
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Par définition méme de L} comme étant essentiellement Z po.00 NS¢, on voit que (113) est
injectif, donc G, 5, — M est toujours injectif (c’est un isomorphisme si Sl Dm...).
On déduit par composition de (112) un homomorphisme de suites exactes

1 S —— Gy Tppo— 1
(114)
1 Sy M Ty 1.

On voit alors immédiatement que 'image de thwo dans M n’est autre que M* (107).
On a donc

NG p,o
(115) défini dans (107) (140) |
TPo,Cfo C ]-_‘(NQ

ce qui montre en méme temps dans la foulée que M? est bien un sous-groupe de M.

On a maintenant

b def 7 i i
(117) MPO,UO - Npo XTPO»UO NUO ><TPoﬂo GPOJO )
——
~ Mb
ou
d e > M, donc

NG = {ue Miu(p) = p}

po
Ni o~ {ue M| u(o) =02}

o0

et finalement on a

(118) P20

Moo = N (p) Xpg Nee(0) g MP,
ot Th = Ty = 7T

pooo & T'q, explicité dans (116) ,

d’ou une suite exacte

= LyxXLs
———
(119) 1 — SZyy x 825y — M . — MF — 1,

ou le noyau SZ,, x SZ,, est un groupe tout petit, savoir

HMONB On a

(116) Tooro = Ty = {uera

le relevement ug de u en ug € M(0)
satisfait les conditions a) b) d) de (107)

(noté\z aussi Yo = FFJ, si To dénote I'g) (*1).
1A vérifier.
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[page 646]

(120) Ker(M: o M?) ~ SZ, x SZy, ~ L, x Ly ~ Z/6Z x Z/AZ .

£0,00

Nous allons améliorer encore la situation en découpant dans M”pwo un groupe encore plus
petit, qui soit une extension de M? par p.

Notons que
(121) My oy = Ny xps NE e GB L CONG X N Xy M
b
=M

ou Iy def ', et ot ce dernier produit fibré n’est autre que la quantité ./\/l,()uol,)(70 qui corre-

spondrait au cas de &% = &7 tout entier (noté M, , ala page 626 et suivantes). Dans ce
groupe on a défini le sous-groupe, qui était noté ME)’U a la page 626, et que je vais plutot

. ? , .
noter maintenant M, ., défini comme

(122) M’ = N X, Zyo Xr, M [142]

olu, on rapelle,

N,y = Normp(L,,) , N, = Normpy(L,,) ,
Z, = Centrpy(Ly,) = Centra(og)

(12 (ol = S ,
Ny = Z -t © Ny ou Z, = Z,NM,
NI =Z, n My (= N;yNMy) € N,

\

de sorte qu’on a bien
M? - Npo XTo NGO XTg M (143) :
Ceci rappelé, on va poser

(124) M3 = ME _AM' C M

£0,00 £0,00 £0,00

(intersection dans N,y xr, Ny, X, M),

et considérer ’homomorphisme induit par (119),

MET M

P0,00
(125) 1 1
M— M.

!

142 [p1utot Ngo comme premier facteur 7 Z

dans ce qui suit.]
143Indépendant du choix d'un &P,

,0 comme deuxiéme 7?7 - Questions similaires
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On a vu (p. 626, (55)) que M’ — M fait de M” une extension de M de noyau u,. Donc
le noyau de MZO’JO — M est égal & p, N M;O’UO, or il est clair que 'on a i, C M?

p0,007
cf. (114), donc p, C ME)ZVUO. On trouve donc un homomorphisme de suites exactes

€ Mpy.09
1 - [ MZWO—» Mt
(126) ( (
1 [y M M 1,
et il reste a voir si ’homomorphisme
(%) M o — M

est un épimorphisme, et sinon, caractériser son image. Notons que la définition (124)

donne aussi, compte tenu des expressions (118) pour M4 _ et (122) pour M’

£0,00 PO

(127) M~ NE Xrg ZE Xrg M° (144
ou on a posé

7 _ ? _ ?
(128) NFEO o NPO N N’PhO o NPO N Mh
ZEo = Z o NNE = Zb gn M,

et 'homomorphisme (*) n’est autre que la troisieme projection du produit fibré. Donc
I'image de (*) n’est autre que I'image inverse, dans M*, par M* — Yy =T, ,, de I'image
de

(%) /\/;EO? Xrg Nch!O — FE) (s To).

Il reste donc a montrer que cet homomorphisme est surjectif, ou encore que les homomor-
phismes

N/EO? - Fu
! ]
N, 000 T F0

sont surjectifs (le premier sera alors une extension de Fg par fi,, le deuxieme un isomor-

phisme). Soit donc u € Fg, provenant de u € M ~ wa, satisfaisant donc aux conditions

a), b), ¢), d) de (107). On voit donc qu’il existe y € &4 C M tel que B~ ug € N (op).

Ici j’ai arréeté les vérifications, pensant y revenir dans les jours suivants ; il s’avere que
ce n’est pas urgent — il importait plutot de développer le cas particulier ‘tour de Fermat’
pour préciser les idées du formalisme général des M, ...

T, = Im(M?) C 'y



126

[page 648]

9°) Digression de formalisme des groupes.

@ Soient

(1) G, G C @, N I a, dott SN =¢p 1(8) C N
la situation d’un groupe G, sous-groupe invariant &, et sous-groupe N tels que
2) PLGI6, ie N/SN = G/6.

On va reconstituer cette situation a partir de la suivante :

2) &, N, SN CN, N - Au(8), SN 2=, g 45

ou &, N sont des groupes, SN un sous-groupe distingué de N'; N'— Aut(&) un homo-
morphisme de groupes, i.e. une action de N sur &, enfin SN'— & un homomorphisme
de groupes. On suppose que

a) Daction de SN sur & induite par celle de &, soit aussi celle déduite de
(3) SN — &, via I'opération adjointe de &, et

b) SN — & est compatible avec [1’]action de N.

Il est clair comment (1) définit (2), montrons comment un systeme (2) permet de recon-
stituer un systeme (1). On part donc de (2), on pose

(4) SoG = N -6 (semi-direct) ,

on définit un homomorphisme

N LS
5) S . S5G (146) |

o () = ()

145 [peux fois (2).]
HM6NB On a, par hypothese (a), pour u € SN, z € &
(%) u(z) = uru”l = pu)zp(u),
dans SoG =N - &

1

donc si ¢ = ¢(u), on a u(x) = uzu™" =z, i.e. ¢ = p(u) et u commutent.
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On n’a pas encore utilisé le fait que [SN] soit distingué dans N, et 'hypothese (b) ; ceci
implique que I'image de (4) est distinguée dans SyG, car on a, sia € N, u € SN,

a(u- o) Ha™t = aua™ -ap(uHa

~—_——
€ SN

= p(au—ta"t)

i.e. 'homomorphisme (5) commute aux actions de A sur SN et sur SoG 2 N, donc
I'image de SN est normalisée par N C SyG. Il faut encore vérifier qu’elle est normalisée

également par &, mais on a mieux : 'image de SN -1+ SoG commute A G, ie.
[page 649]

pour tout u € SN, up(u)~! induit Popération triviale sur & — ce qui est en effet trivial
par (3 a).

On peut donc poser
(6) G ¥ S,G/i(SN) ,

on trouve alors un diagramme commutatif

N
SN

(7) SN G
e S
G

9

on voit que I'image de & dans GG est un sous-groupe invariant, et que l'on a un isomor-
phisme aur les quotients

(8) N/SN = G/&
ce qui implique que 'on a aussi un isomorphisme
(9) Ker(SN 24 &) =+ Ker(W 2% @),
donc
on : N — G estun plongement

(10) i

wsny : SN — & est un plongement .

On trouve ainsi des équivalences de catégories inverses I'une de 'autre, entre la catégorie
des situations (1), et celle des situations (2).

@ Considérons maintenant une situation

(11) G7 S g G7 (SDZ-/\/’@_>G)161
d'ott des SN; = ¢; (&),

avec la condition

(12) Vie I, oi « Ny — G/6 =T épimorphique ,
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peut-on la reconstituer a partir de
(13) S, (-/Vz', SNi ., @i, 0i ier

ou pour tout i € I, (N;, SN;, ¢;,6;) satisfait les conditions (3 a, b) — ou bien stur pour
tout ¢ €

(14) 0; : N; — Aut(6), o; + SN; — &.

Il est tentant de reconstituer G' & I'aide de & et des N, comme une sorte de ‘somme
amalgamée’ relative a

N;
plongemery '
SN; G .

«
o

S
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Mais il est plus raisonnable de dire que pour tout 4, on reconstitue via (N;, SN;, ;, 6;) la
situation (pour i fixé)

-/\/’Z';'

(15) L

S-/\/z—’67

et qu’on reconstitue (11) lui-méme en se donnant un systéme transitif d’isomorphismes
entre les G; (i € 1), induisant ['identité sur &. Une telle donnée implique en premier lieu
la donnée d’un systeme transitif d’isomorphismes entre les

(16) T NS,

— qu’on identifiera donc a un méme groupe

(17) T, groupe quotient commun des N; (par les SN;) .
Identifions maintenant G;/& ~ T; a T,

(18) Gi/6 ~ T,

et formons le produit fibré

(19) ¢6=1]] gi> & (147y .

icl v

La donnée d’un systeme transitif d’isomorphismes entre les (;, induisant l'identité sur
les sous-groupes &, et compatible avec le systeme transitif d’isomorphismes déja envisagé

147G est extension de T par &1,
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entre les T; = N;/SN; ~ G;/S, équivaut alors a la donnée d’un sous-groupe G de G,
satisfaisant les conditions

a) G NG&! = diagonale §(&) de &7 |
(20)

b) L’homomorphisme G — T est épimorphique .

En d’autres termes, on a construit a I’aide de (13) et des syemes transitifs d’isomorphismes
entre les T;, une extension G de leur ‘valeur commune’ Y par &' — et la structure
supplémentaire () est la ‘restriction’ de cette extension en une extension de YT par le
sous-groupe diagonal de &7,



