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§ . — RESULTATS DE FIDELITE

A tout corps K, associons son topos étale By, qui est un topos (profini) galoisien. Le
groupoide des points de By est noté Ily, il est anti-équivalent canoniquement a la cateé-
gorie des clbtures algébriques séparables de K. Si K est un telle clture, son groupe des K-
automorphismes Gal(K /K) on Ex / § identifie au groupe des automorphismes des points de
B, associé 3 K /K (il vaut peut-étre mieux de dire : 4 I'opposé de ce groupe - le [] des clotures
algébriques de K est comme celle des foncteurs fibres, a 'opposée de celles des points ...) Bien
entendue, By se reconstitue a partir de IT,, comme le topos des systemes locaux (continues)
sur IT; - et en termes de E ., comme le topos des ensembles discrets a actions continues de
Eg x-

Pour un homomorphisme de corps K — K’, i.e. un homomorphisme de schémas

Spec K’ — Spec K, on a un morphisme de topos correspondant
(1) By — By

associé a un homomorphisme de groupoides fondamentaux

(2) I, — 1.

Ceci s’exploitait en disant qu’un objet [] II,, (i.e. point de By, ou revétement universel
de By, ou cléture K’ de K’) en définit un des IT, (ainsi, on prend K = clbture algébrique
de K’ dans K) et pour deux points correspondants, on a un homomorphisme de groupes

fondamentaux correspondants, qui s’interpréte par exemple comme

(3) L — Ex
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et qui peuvent de reconstitue ’homomorphisme de topos comme une “restriction des

scalaires”.

L'image de (3) est le sous-groupe fermé de Ex ;- qui correspond a la sous-extension K de
K /K, cloture algébrique de K dans K’ i.e. K, =K NK'.

— K
— K

Quand K’ est une extension de type fini de K, K| est une extension finie de K, et on es conduit

N <—™X

que I'image de (3) est alors un sous-groupe d’indice fini,égale a Ex  si et seule si K; =K i.e.
K est séparablement algébrique clos dans K’. D’ailleurs, on montre sans [] que (si K est
extension de type fini)’homomorphisme (3) est injectif si et seule si K’ est une extension
algébrique de K. Donc il est bijectif si et seule si K’ est une extension de K. Dans le suite
nous nous bornons (précisément) aux corps de caractéristique 0, et la condition précédente

signifie alors que K — K’ est un isomorphisme.

Ainsi, le foncteur K — By ou K — I, ou (K,K) — Fx /x> est conservatif quand on
se limite comme morphismes de corps K — K’ (de caractéristique 0) a ceux que fait de K’

une extension de type fini de K.

P. ex. Il suffit de se limiter aux extensions de type fini des corps fermées @Q - on trouve un
foncteur conservatif de la catégorie de ces corps dans celles de groupoides (ou de topos), au
sens: un (') morphisme de corps qui donne une équivalence de groupoides (ou de topos) est
un somorphisme.

Quand on prend des corps quelconques, le 2-foncteur K — By ou K — Il ou
(K,K) —> Ex /. est cependant loin d’étre fidele. Ainsi, si K est séparablement clos, By est
le “topos ponctuel”, Il le groupoide ponctuel, £z = 1 - il est donc que les morphismes
entre corps séparablement clos [ ] par les morphismes entre leurs topos étales, ou groupoides
fondamentaux! Pour cette raison, il y a lieu d’associer a un corps K un objet plus [] que B,
ou Il, a savoir le systeme projectif des By , ou des I, pour K; sous-corps de K de type

fini sur le corps [], et & un systéme (K, K) le systéme projectif des Ex /i OU K est le clbture
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algébrique séparablement clos K; dans K. On []

IT, ~ li(_mHK_
(4) By ~ li(_rnBK
Egx = lim Eg:

Le. on reconstitue les objets By, Iy, Ex  a partir des systemes projectifs correspondant -
mais |'inverse n’est pas vrai. En fait, comme le foncteur Ind(Corps type fini) — corps de la
catégorie des systemes inductifs de corps de type fini, vers celle des corps, est une équivalence
de catégories (pour des raisons triviales), il s’ensuit que les foncteurs K — By, ou K — Il
ou (K,K) —> Ex g, €tant des corps vers les [ ] avoir [] les propriétés de fidélite des foncteurs
K —B,,ouK — I, ou (K,K — I% x) [ ] aux corps [ ] de type fini, auxquels nous allons
pour la suite nous [], [] des temps. Mais il sera nécessaire au cours de travail, de donner
une description algebrique, par exemple, de pro-groupes finis associé par exemple a C (plus
précisément, a (C,C) ).

Le role dominant [ ] joué pour le corps premier de caractéristique 0, @ donc pour By et
I15, qui a un objet canonique, noté Q, - la cléture algébrique de Q dans C. On pose (%)

) Ty = Eg, /0

Pour tout corps K de caractéristique 0 - en particuliere pour ces corps K de type fini sur Q,

[] quand nous allons nous [ ] par le suite - on a donc des homomorphismes canoniques
(6) By — B, Ig—TI

qui Pexplicitait, quand on a choisi un objet de IT i.e. un K/K, d’oti un Q/Q, pour un

homomorphisme de groupes profinis

Par le suit, on regardes toujours By, [T ou Ex , comme muni de cette structure supplémen-
taire on ce soit les morphismes (de topos, de groupoides, ou de groupes profinis) “arithmeé-

tiques” dominant la situation.

Zet on écrit souvent I5, o au limite des £, pour une cloture algébrique [] Qde@
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Un intérét particulier s’attende un noyau de (7), que je note 7tz . - on (°) Pappelle “partie
géométrique” de groupe de Galois Ex  par opposition au quotient Ex /g o = I x <
I550> que j’appelle se partie “arit_hmétique”- celle-ci est un sous-groupe ouvert de I, [];
correspond au sous-corps [] de Q/Q, extension finie /Q de Q/Q, cloture algébrique de Q

dans K, de sorte qu’on a une suite exacte

4
(8) 1 KKk EE/K rE/K 1(%)
On va donner une interprétation de ce noyau, et de la suite exacte (8), en écrivant

9) K= 1(iLnA ;
ou les A; sont les sous-Q-algebres de type fini de K, correspondant au systéme projectif des
“modeles affines” U, = Spec(A;) de K/Q. Parmi les A, il y a d’ailleurs un systeme [ ] fermé
des A; réguliers, i.e. des U, lisses/Q, [] comme morphismes de transition des morphismes
de localisation []. On peut méme, d’aprés Mike Artin, prendre comme U, des schémas “éleé-
mentaires” sur K, se dévissant en fibrations successives de courbes. Notons que SpecK =7
est le point générique [] des U, qui sont [ ] sur k (cloture algébrique de @ dans K).

Le choix de K définit un point géométrique 7 sur les U, d’ott des groupes 7,(U,,7) =T,
et [ ] bien connus

SpecK =lim U,
—

(10) Eg o= mi(n7) S lim{] (1 = 7,(U.7)

1

D’autre parte, si on pose

(11) U=U®Q

on a pour tout  une suite exacte d’homotopie

(12) 1—

Jon va noter I' =TI . cette “partie arithmetique”

‘NB gk = (1) siet seule si K algébrique sur Q, i.e. fini sur Q.
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qui forment un systéme projectif de suite exactes, ou d’extensions ayant toutes méme quo-
tient I, et dont les noyaux
m; = (U, 7))

sont des groupes fondamentaux “géométriques” - que [ ]] d’ailleurs [ ], en utilisant un plonge-
ment de [] dans C (d’oti un isomorphisme Q ~ Q,), comme les [] profinis de 7,(U.(C),7),
ou maintenant 7 est interpréte comme un point [ ] aux variétés complexes U,(C).

La suite exacte (8) est donc le limite projectif des suites exactes d’homotopie (12) (°), ce
qui donne en particuliere
(13) gk = lim

i

Utilisant les fibrations des U, (dans le cas ou on s’astreint prendre de variétés élémentaires
d’Artin), on trouve que tout 7t; est un groupe extension successive des groupes profinis fibres
(ou []). Ceci redonnes p. ex. que le dimension cohomologique de 7; est [], celle de E; est <
n+2 (pour des coefficients de m-torsion, [ ]) - et par passage a la limite, des [ ] correspondantes

pour les dimension cohomologiques de 7z et Ex ¢
(14) dim coh—l—ﬂE/KSn, dim coh I‘E/Kgn—i—Z

qui sont en fait méme des égalités (sauf erreur), et donnant donc une description coho-

mologique simple de degré d [] absolu de K.

Théoréme (1). — Soit K un corps extension de type fini de Q, K une cloture algébrigue de K.
Alors pour tout sous-groupe ouvert E de Eg ., son centralisateur dans Eg . est réduit au groupe

unité. Iton pour g .

Démonstration. — Soit I" CT' C Iy, I'image de £ dans I' = Iy qui est donc un sous-
groupe ouvert. I'image dans I des centralisateurs de E’ dans E [] centralisateur de I” dans T

Je dis qu’il est égale a 1, ce qui équivaut donc au
Corollaire. — Dans o =I5 o, le centralisatenr de tout sous-groupe ouvert est réduit a (1).

OPS Ce sous-groupe ouvert I invariant, il est bien connue (°) qui son centre est réduit a

1 donc si Z est son centralisateur dans Iy, I’homomorphisme Z — Ty /" est injectif donc

>cette interprétation

63 vérifier



LA LONGUE MARCHE A TRAVERS LA THEORIE DE GALOIS

Z est fini. Mais on sait que les seules éléments # 1 de Ijy d’ordre fini sont les conjugués de
T, conjugaison complexe. Mais le centralisateur de 7 dans I est réduit a [] donc on peut
contenir I, donc 7 & z, donc z = (1).

[]a E C Egg, on voit donc que son centralisateur Z dans Ex . est une image dans T
réduite a {1} donc z C 7z . Soit 7' C 7 = 7z le [] de 2’ sur 7, Cest un sous-groupe

ouvert de 7, et on est ramené a voir que Centr (7') = {1}, i.e. le

Corollaire. — Soit 7© un groupe profini, extension successives de groupes profinis libres. Alors

le centralisatenr z dans 1 de tout sous-groupe onvert 1’ de 1 est réduit a {1}.

Par dévissage on est ramené au cas d’un groupe profini /ibre. On sait que 7o’ est donc
libre. OPS 7’ invariant, (') et on admet que le centre d’un groupe profini libre est réduit a 1.
Donc Z — 7/’ est injectif, donc Z est fini, et on admet que dans un groupe profini

libre, il n’y a pas d’élément (*) d’ordre fini # 1 - ce qui [] la démonstration.

Scholie. — Le fait que Ex . soit a centre trivial peut s’exploiter en disant que le groupoide Il
(ou le topos By) [ ] a équivalence pres, définie a isomorphisme unique pres, quand on connait le

J * /N
groupe exterieure associé a Eg ..

Les homomorphismes Eg; , —> Eg associés a des homomorphismes K — K’

/K’ K

d’extensions de type fini de QQ, ayant une image ouvert dans un centralisateur reduit
a 1, on voit de méme que ’homomorphisme de topos By, — B, ou de groupoides
I1,, — Il sont détermines a équivalence pres (définie a isomorphisme unique pres) par
I’lhomomorphisme correspondant de groupes extérieures. Il [] en particuliére ainsi de mor-
phisme structurel By — By, ou Il — I1; qu’on peut interpréter intrinséquement comme
un homomorphisme de groupes profinis extérieures Ex — Eg. Mais nous [] suivre [], en
exploitant le fait que 7z, est lui associé a centre trivial. Cela signifie que I'extension de
I' = Tg x par 7z x est enticrement connue, a isomorphisme pres, pour 7z el fixés, en
termes de laction extérienre correspondant de I' sur 7z, comme I’image inverse de ’extension
universelle

1— Aut(n)— Autext(m)— 1

Pour K fixé, donc k fixé, [] quon fixe un ' = I, revient a dire qu’on fixe une cloture

7
8
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A. GROTHENDIECK

algébrique de k, [] quon fixe un 7z = 7,(K ® k) signifie [] quon fixe une revétement
universel de Spec(K ®, k)= n®, k, les deux ensembles reviennent 4 se donner le revétement
universel 77 = Spec(K) de K. Par le suite, nous décrivons (avec une fidélité qui reste a []) les
couples (K, K) d’une extension K de Q de type fini, et d’une cl6ture algébrique K de K, par
les triples (7,1, ¢), ot 7w = 7 o et T =T . sont des groupes profini, et ¢ : T — [](7) une
action extérieur de I sur 7t - ce qui peuvent de reconstituer 'extension Ex  de Iy . par g ..
J'ai oublie [] qu’il faut de plus se donner I' comme sous-groupe d’un I bien déterminé,
Le. qu’il faut se donner un objet de Il et une [ ] fidele de I' dessus - pour reconstruire [] cas
données un homomorphisme de groupoides profinis Il — Il, plus un objet de II - ou
encore, un morphisme de topos progaloisiens By — B, plus un point de B. On peut ainsi
fixer un objet de Iy, i.e. un point de By, i.e. un Q, et étudier les K, avec un plongement de
k (cloture algébrique de Q dans K) dans QQ - mais [] donner une cloture algébrique K de K
qui induise Q/Q. Ils sont décrits [?]

On a ainsi plusieurs [ ] essentiellement équivalentes, pour décrire par voie profinie une

extension K de type finide Q :
1) Pour le topos étale By, en tant que topos progaloisien sur B ;

2) Pour le groupoide fondamental II; de ce topos (groupoide de ces points, ou de ses

revétement universel) - en tant que groupoide au dessus de Il ;
3) Pour le groupe extérieur Ey, au dessus de groupe extérieur Eq ou Iy ([]);

4) En termes d’une cl6ture algébrique K /K (i.e. en décrivant le couple (K, K) plutot que
K), par un objet Q € (Iy) et un homomorphisme de groupes profinis £ — I ;

5) En termes d’une cléture algébrique fixe Q de Q, et ou I' = I5,g [] les couples (K1)
oui:k — Q est un plongement de la cloture algébrique & de Q dans @ des Q :
pour le groupes extérieur 7t = 7t,(K), sur lequel un sous-groupe ouvert Iy C T opére
extérieurement par des groupes profinis extérieures 1t,(K) = Iy, sur lesquels un sous-

groupe ouvert I' (non précisé []) de I , opere extérieurement ;

6) En termes d’une Q/Q : pour le groupoide Uye,o [].

10
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Un homomorphisme de corps K — K’ donne (’) [] & un homomorphisme de groupes
extérieures, 7' — 77, ou I'image de 7’ dans 7t est ouvert [ ] de centralisateur réduit a (1), ce
qui implique [ ] que le morphisme de topos By,g 5 — By 7 es déterminé (a isomorphisme
unique pres) par [ | homomorphisme extérieur. De plus on a des actions extérieures de I' =
I, C T sur 7’ et 7, de fagon que ©' — 7 [] et ceci suffit pour reconstitue, d’une part les
groupes extérieures E, E’ extensions (“extérieures”) de I'[ ] 7r, 7/ (et , a équivalence rigide pres,
les By, Bs et By — By, By, — By) et de plus 'homomorphisme d’extensions extérieures
E—E'deT.

Remargue. — Quand 7w # (1), i.e. K pas fini sur @, le théoréme 1 peut se renforcer, sauf

erreur, en écrivant que pour tout sous-groupe 7’ C 7t ouvert dans 7, Centr (") = {1}.

Si z est se centralisateur, on a zN 7w = (1) d’apres le théoreme 1, prouvons que I'image de
z dans Iy o C Tz est finie (ce qui [] alors, que z est d’ordre 1 ou 2, et dans le [] cas que son

image des I  est [] pour un 7 de conjugaison complexe).

[1E pour un sous-groupe ouvert assez petit (ce qui revient a poser a une extension finie
de K)[] 7' = 7, alors 'image z’ de z dans T est contenue dans le noyau de ’homomorphisme
@ : T — [](7). []je sais prouver que cet homomorphisme est injectif (ou est ramené aussitot

ou cas ou K est de degré de [] 1, et on est ramené ou cas des 7r; d’une courbe algébrique ...)

Théoreme (2) (°). — Le foncteur K — T,/ Il des extensions de type fini de Q vers les
groupoides profinis sur Il est fidele i.e. si deux homomorphismes f, g : K — K’ définissent des

homomorphismes de groupoides sur Iy isomorphes

I, — 11,
N
Iy

(i.e. il existe un isomorphisme de foncteurs a : f* — g* tel que pour tout objet n/ de Iy, le

?on suppose pour simplifier qui c’est

19En fait, ce théoréme n’est pas spécial & Q - il [ ] avait sur un corps de [] quelconque est en fait

11
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carré

pﬁﬂﬂamf)
p(n) ——p'(n)
est commutatif) alors f = g.

Lhypothése sur £, g signifie aussi, en termes d’une cléture algébrique choisie K’ de K,
donnent via f [] g deux clotures algébriques de [] ’'on peut trouver un isomorphisme [ ]

celui-ci (") (] d’identifier Ex ik e Eg i) de telle fagon que les deux homomorphismes
f*a g : Eﬁ/,[{/ I EE,K

sont égaux. C’est sans doute plus claire en termes d’une cl6ture algébrique Q fixée de Q,
en disant que les deux homomorphismes f*, g* : Ex, — E de groupes profinis extérieures
(avec opérateurs I ) sont égaux.

Ecrivons comme [] K = limA;, donc 7 = Spec(K) = lim U}, on a (en termes d’un point

géométrique quelconque 77 de SpecK i.e. en termes d’un K)

ny =limm,(U,,7), ou U,=U&Q
et il suffit de voir que pour tout z, f|A; = g|A, []le fait que 7, (") = ,(g) : gy — 7, (U;)
(comme homomorphisme de groupes extérieures. On [] fixé, on a K’ = lim A, ou les A.
— ]
contient f(4;) et g.(A,), donc
g =lim nl(vj,?), avec V]» = Spec(4;) ®k Q.
]

Notons (] les V; réguliers) que les homomorphismes de transition des le systeme pro-
jectif de nl(vj,ﬁ) sont surjectifs - donc 7, — 7, (V j,?) est surjectif, ce qui implique que
Pégalité de f*etg* : 4 []7,(U,;) (comme homomorphismes extérieures) implique celle de
7T1(Vj) - 771(U]‘>-

Donc Pégalité /, = g (dou f = g) est conséquence de résultat plus général). “[]

géométrique”

induisant “I'identité” sur [] cl6tures algébriques [ ]

12
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Corollaire (1). — Soient X, Y des schémas de type fini réduits O-connexes sur un corps al-
gébriquement close k, et f,g :+ X — Y deux morphismes, on suppose que 7 (f),7,(g) :
(X)) — 7, (Y) sont éganx (en fait [ ] extérieurs) Alors

a) SiY seplongue parun i :Y — G un groupe algébrique commutatif extension d’une V.A
par un tore, il existe un u € Y (unique) tel que g(x) = f(x)+ u et pour tout x € X (h),

ie (iog)=r,0(iof) (v, [)

b) Si Y est une variété élémentaire d’Artin, avec fibres successives des courbes anbéliennes, et
X []est dominant, alors f = g. (**)

Démonstration. — a) Lunicité de [] est [] - i.e. il suffit d’examiner les actions de [] sur
les groupes abelianisés dans 7, et méme sur leurs composantes /-adiques. [] Jacobienne

généralisée de type “ext. d’une V.A par une tore” [] X, on sait que
1°) Les morphismes [ ] avec ¢ un homomorphisme de groupes algebriques

2°) Un tel homomorphisme ¢ est connu quand on connait ses actions sur les [ ] sont denses

3°)

De ceci, on [] que [] implique []
Lhypothese que 7,(f) = 7,(g) signifie donc qu’il existe a € 7,(Y)), tel que
(]

[]- [] cette image est un sous-groupe onvert de 7r,(U) ([ ] dominant!). Donc on est ramené
a cect: [ ]

Finalement,

Corollaire (2). — Le condition | = g de corollaire précédent, est []si on suppose que K est
de caractéristique 0, X []est dans 'une des hypotheéses suivantes
¢) limage de 7t ,(F) est un sous-groupe ouvert de 7w,(Y'), Y est une variété élémentaire d’Artin
anabélienne
d) Pimage de 70 (X) par 7, (F)

2En fait, dans a) il suffit de supposer que

13
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Comme le [] de un sous-groupe ouvert de 77,(Y") (7r,(Y") étant extension successive de
groupes profinis fibres anabéliennes) est réduit a (1), comme un a un® plus haut, le cas ¢) est

un cas particulier de d), [ ] dans le cas d), [] X pour un ouvert d’Artin [ ]

La situation X, Y, f, g provient, par extension de corps de [] d’une situation analogue
sur un corps K extension de type fini de Q. Soit K la cléture algébrique de K dans & [] de K
2 K. On a donc [] satisfaisant la condition d) avec [] trivial.

Mais ces hypotheéses impliquent que les extensions E(X /K) = (X)), E(Y/K) = 7,(Y)
de Ex 4 [], ainsi que les homomorphismes [] induits, sont réconstruite a partir de [] et de

I’action extérieure de E . sur ces groupes. On va montrer maintenant le

Corollaire (3). — Soient X, Y deux schémas de type fini sur un corps K extension de type fini
de Q, On suppose que Y se plongue dans une extension d’une V.A. par un tore, X réduit, X, Y
[]0-connexe. Soit K une cléture algébrique de K, d’oit des extensions “extérieures” Ey, y, Ey x de
Egp= Gal(K,K) [] (X)), ,(Y), et pour tout morphisme f : X — Y, un morphisme []de
Ex x [1Ey k-

Soient f,g : X 3 Y tels que [] - i.e. [] soient conjugués pour un élément de 7,(Y) []
alors f = g.

En fait, il suffit méme que s homomorphismes d’extensions [ ] soient égaux, [] f = g.
(C’est a dire, [] des hypotheses anabéliennes, des hypotheses [ ] ge¢ométriques sue les actions
de [], [] on peut laisser tomber les aspects anabéliens [ ] sur les aspects abéliens []) []-

Il suffit de voir que [] a noyau abélien associée - I’hypothese implique que f(x) et g(x)
deéfinissent le méme donne de conjugaison de scindages. Donc il suffit maintenant de prouver

le

Théoréeme (3). — Soit X un schéma de type fini sur un corps K, extension de type fini de Q,
on suppose que X est géométriquement O-connexe et se plongue dans une extension d’une V. A.

par un tore (p. ex. X est une variété élémentaire d’Artin, a fibres [ ).

Considérons une cléture algébrique K /K et I’extension extérieure correspondant £, /K
dans Eg ; = Gal(K /K) par 7,(X) (X =X ® K) et extension déduite de ENX/K de Ez i par

1341 faut
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7,(X),,. Considérons les applications

(%) X(K) — Classes de 7(X) — conjugaison de scindages de Ey . sur Ex

(%) X (K)—> Classes de conjugaison de scindages

Ces applications sont injectives.
Démonstration. — 1l sutfit de le [] pour le seconde application, et on est ramené au cas
ou X est lui-méme un groupe algébrique G, extension d’une V. A. par une tore. Alors

’application est un homomorphisme de groupes
(16) G(K)
obtenue ainsi. On considere pour tout [ ] la suite exacte [ ]

0—[]—=GC[]l—G—1

[] suite exacte de cohomologie
et passant a la limite, on trouve

00—

le composé de (16) avec ’homomorphisme canonique

[]

compte tenu de

[]

[ ] que ’homomorphisme induite par

[]

dont le noyau [] est fermé des éléments de G(K) infiniment divisibles dans Q. []ici K
étant un corps [ ] de type fini le théoréme de Mordell-Weil [ ] que G(K) est un Z-module de
type fini - donc G(K) — h(_m G(K), est injectif. Donc []

Remarque. —

[] x dans le “revétement universel abélien” G de G construit comme lim des revétements
G(n)~ G de G, donnée, [ ]. L’énonce dit que si [ ] est trivial - i.e. si [] mais dans ce cas [ ] soit

[] étales.

15



A. GROTHENDIECK

est cependant possible que [] ...

[ ] aux conditions de de Corollaire 1, b), [ ] avec les groupes fondamentaux [ ], on trouve
que

(]

Complément. — Retour sur une démonstration géomeétrigue du Théoreme 2, Corollaire 1

b). On peut supposer que ce est le Jacobienne généralisée de Y, et il suffit de montrer le

Lemme. — Soit Y une variété élémentaire d’Artin anabélienne (sur K algébriquement clos),
Y <[]y ] son plongement dans sa Jacobienne généralisée, [] et U un onvert []de Y, tels que
U+uCY. Alors u =1, on muni []de U dans Y est I’identité.

Par dévissage, on es ramené au cas ou Y est une courbe. Supposons le d’abord compléte,
de [] que [] implique [] et J : U — Y induit par lui, je dis que H,(z) = H((), ou ce qui

revient au méme, puisque Y — J;, induit un isomorphisme H, (@) : H,(Y') — H,(J},)

16



§ II. — LA QUESTION DE PLEINE FIDELITE

Soient K, K’ deux extensions de type fini de Q - est-il vrai que tout II;-homomorphisme
I1,, — II provient d’'un homomorphisme de corps K’ — K ? On est ramené aussitOt au
cas o1 — une clture algébrique Q de Q étant choisie, d’oti un I55,0 - K et K" ont des sous-corps
k, k' (cloture algébrique de @ dans K resp. K’) isomorphes, avec des plongements &, & —
Q de méme image, que Ey et Ey, peuvent étre considérés comme des extensions d’'un méme
groupe I' = I3, par 7y resp. 7g,. La question est alors si tout homomorphisme de 7,
dans 7, qui commute a ’action de T, est induit par un homomorphisme K < K’. Pour
construire ce dernier, il faudrait donc avoir une idée comment reconstruire K, K’ a partir
des extensions Ey, Ex,, ou encore a partir des groupes profinis extérieurs avec opération de
I' dessus. Et on pressent que le Théoreme 3 du paragraphe précédent (appliqué notamment
a P, convenablement troué...) pourrait donner la clef d’une telle construction.

Bien stir, des homomorphismes extérieurs quelconques 71, — 715 n’auront pas de sens
géométrique - I'idée est que les opérations du groupe I' = I, dessus soit si draconienne,
qu’il n’est possible de trouver un homomorphisme extérieure qui y commute que par voie
géométrique - par des plongements de corps. Donc il est essentiel ici que le corps de base
ne soit pas quelconque, mais un corps tel que Q (ou, ce qui revient manifestement au méme,
une extension de type fini de Q). Encore faut-il se borner aux homomorphismes 7, — 7,
dont on décrete d’avance que I'image soit ouverte - sinon, prenant pour 7y, le groupe unité
(i.e. K’ = k), on trouverait un homomorphisme K — k correspondant! Il faut pour le
moins, pour travailler a ’aise a partir d’homomorphismes 7, — 7 (au lieu de Ey, —

E) supposer que le centralisateur dans 7, de 'image de tout sous-groupe ouvert de 7,
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soit réduit a {1} - on dira que ’homomorphisme en question est anabélien alors - de telle
fagon qu’a partir de cet homomorphisme (commutant aI') on reconstitue ’homomorphisme
d’extensions Ej et E., qui est 'objet vraiment essentiel. Par exemple, si justement K’ = k&,
donc E, =T, ce qui nous intéressera, ce ne seront pas le I-homomorphismes de 7, = {1}

() dans 7, mais bien les sections de E sur T

Question-conjecture. — Soient K, K’ deux corps, extensions de type fini de Q, et un morphisme
By — By de topos sur B .

Les conditions suivantes sont-elles bien équivalentes [7]

(@) L’homomorphisme provient d’un plongement de corps K — K'.
(b) L’image de ’homomorphisme extérienr E, — E a une image ouverte.

(c) Lhomomorphisme extérienre Ey, — Ey. est anabélien. (**)

NB. On sait que (a) = (b) = (c) et que (b) équivaut a 1, —> 7y, a une image ouverte.

Une réponse affirmative impliquerait que st degtr K'/Q < degtr K /Q, alors il n’y a pas
de de tel homomorphisme Ey, — Ex, compatible avec les projections dans E; = Iy, en
particulier, il en résulterait que toute section de Ey sur I' = Im(E; — Ify), ou sur un sous-
groupe ouvert I'” de T, a un centralisateur non-trivial dans Ej - et comme son centralisateur
dans T est réduit a {1}, cela impliquerait que pour toute telle section, on aurait (si 75 # 1)
7t £ {1}. Or je m’apergois que ceci est sans doute faux (cf. plus bas, numéro 3) - il faudrait

renforcer (c) ci-dessus en [:]

(c') Phomomorphisme E, — Ej induit par £, — Ej est anabélien (ou E, est le noyau

de ’homomorphisme composé

x caractere cyclotomique A N
E K’ r@ /Q Z ) .

Mais pour voir que cette condition est nécessaire pour que I’homomorphisme soit
géomeétrique, il faudrait vérifier que pour tout sous-groupe ouvert £’ d’un Eg, le central-

isateur dans £ (non seulement de £’ lui-méme, mais méme de E£”°) est réduit & 1 - ce qui

(c) n’est pas assez fort, cf. plus bas...
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résulte de la démonstration du Théoreme 1, et du fait (**) que pour tout sous-groupe ouvert
I" de T = I, le centralisateur (non seulement de I", mais méme) de I'® dans I est réduit a
{1}.

Dongc, la conjecture initiale revue et corrigée donné la

Conséquence (conjecturale). — Pour tout section de E sur un sous-groupe ouvert I'" de I,
de sorte que I opére (effectivement) sur 1y, on a (si K pas algébrique sur Q, i.e. mp # {1})

e # {1}

a vrai dire, a certains égards les I sont des groupes trop gros pour pouvoir travailler di-
rectement avec, il y a lieu de regarder I, comme un lim de groupes I, associés a des modeles
affines de K - et on s’intéressera plus particulierement a des modeles affines qui sont des var-
ietés élémentaires - plus généralement, qui sont des K(7, 1) (au sens profini...). Il est possible
qu’il faille d’ailleurs, dans I’énonce de la conjecture de départ, prendre un homomorphisme
extérieur E,, —> E; dont on suppose d’avance (en plus de ’hypothese anabélienne et de la
compatibilité avec les homomorphismes dans Iy) qu’elle est compatible avec les filtrations de
ces groupes,associés a ces modeles (“filtration modélique” (grossiere)).

Nous allons alors, au méme temps que des extension de type fini de Q, les homomor-
phismes entre tels, et homomorphismes de groupes profinis associés, étudier la situation
analogue pour des “modeles” élémentaires anabéliens, voire des modeles K(7,1) généraux
(On peut aussi regarder de tels modeles sur un corps K, extension de type fini de Q - mais
passons pour le moment sur cette situation mixte, un peu batarde...) Si U, V sont des
tels modeles, tout morphisme V' — U définit un morphismes de topos galoisiens sur By,
B, — By, et si U est élémentaire anabélien, ce morphisme et connu quand on connait
seulement H, (B, Z,) — H;(By, Z,) - ce qui est beaucoup moins que la classe d’isomorphie
d’homomorphismes de B-topos. (En fait, sans hypothese anabélienne sur V, des que V' se
plonge dans une variété anabélienne, f est connu quand on connait son action sur les topos
étales...). Mais quels sont les homomorphismes B, — B,,, ou E;, — E,,, qui correspon-

dent a des morphismes de modeles? Avec un peu de culot, on dirait [:]

Conjecture fondamentale. — Soient U, V deux schémas de type fini sur Q, V' séparé régulier,

U une variété élémentaire anabélienne sur une extension finie de Q. Considérons un morphisme

153 vérifier!
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B\, — B, des topos étales sur Q - ou, ce qui revient an méme, un homomorphisme de groupes

extérienrs
fiEy=m (V) — Ey=m(U),

compatible avec les homomorphismes extérienrs dans Ty = 71,(Q). ()

Conditions équivalentes [ :]

(@) Cet homomorphisme provient (a isomorphisme prés) d’un morphisme V. — U sur les

modeles (qui est donc uniquement déterminé)

(b) f|Ey, est anabélien, i.e. 'image par f de tout sous-groupe onvert de E, a un centralisatenr

réduit a 1.

Pour la nécessité de (b), on est ramené aussitOt au cas ou V est réduit a un point, ou cela

se réduit a la

Conséguence conjecturale. — Soit I’ C Im(E,, — L) un sous-groupe onvert, correspondant
q 7 U Q 8
a un corps k fini sur Q, considérons un k-point de U, d’on un relevement I' — E;, de sorte

\ . , /o
que I" opere sur 1ty;. Ceci posé, on a my; = {1}.

On étudiera par la suite les relations entre cette “conséquence conjecturale”, et la précé-
dente (d’apparence opposée!) concernant les Ej.

La conjecture fondamentale sur les modeles implique la conjecture fondamentale sur les
corps, a condition de prendre soin, dans cette derniére, de se limiter aux homomorphismes
compatibles aux filtrations modéliques. (')

Plus généralement, prenant maintenant pour U des schémas qui sont des lim des mod-
eles élémentaires anabéliens, avec morphismes de transition des immersions ouvertes affines
(pour pouvoir passer a la lim dans la catégorie des schémas), pour V un schéma lim de schémas

— «—
sépares réguliers de type fini sur Q (morphismes de transition immersions ouvertes affines
sans plus). Alors les morphismes dominants de schémas V — U doivent correspondre aux

homomorphismes extérieurs E,, — E;, compatibles avec les projections dans £y = I,

16NB Pour 'unicité, on est ramené aussitot au cas o V' lui-méme est un modele élémentaire anabélien, si ¢ca

nous chante.
7Et il vaut mieux se borner a ’équivalence de (a) et (b) - la condition (c) avec les centralisateurs risque de

passer mal & la lim.
o
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et telle que I'image soit ouverte. Par exemple, on pourrait prendre pour U, V les spectres

d’anneaux locaux réguliers essentiellement [?] de type fini sur Q.

Cette conjecture fondamentale (éventuellement revue et corrigée en cours de route ?)
étant admise, la question qui se pose ensuite est de déterminer les topos (pro)galoisiens sur
By qui proviennent de modeles élémentaires anabéliens ~ ou encore, les 77, = 7, (U) de
tels modeles étant connus, de déterminer quelles sont [1es] actions extérieures possibles de
sous-groupes ouverts I de Iy sur de tels groupes fondamentaux - et éventuellement question
analogue pour d’autres types de groupes profinis, correspondant a des K(7,1) qui se réalis-
eraient par des variétés algébriques (sur C, disons), mais pas par des variétés élémentaires. (J’ai
en vue autant des variétés modulaires, tels que, notamment, des variétés modulaires pour les
courbes algébriques...) a partir de 13, on reconstruirait par recollement, en termes profinis,
tous les schémas lisses sur un corps de type fini sur Q (ou plutdt la catégorie de ceux-13), ou
plus généralement, sur un corps quelconque - puis, sans doute, par “recollement”, la caté-
gorie des schémas localement de type fini sur un K - tant [?] des [varier?] la catégorie des
fractions qui s’en déduit en rendant inversibles les homéomorphismes universels....

Les réflexions précédentes suggerent aussi des énoncés comme le suivant : Pour un schéma
de base S localement noethérien donné (**), les foncteurs X — X, allant de la catégorie
des schémas réduits localement de présentation finis sur S, vers la 2-catégorie des topos au-
dessus de X, est 1-idele (deux homomorphismes f,g: X =3 Y tels que les morphismes
de topos f, , g,.: X, 3 Y, au-dessus de Set soient isomorphes, sont égaux) et méme peut-
etre pleinement fidéle, quand on passe a la catégorie des fractions de (Sch;,)/S obtenue en
rendant inversibles les homéomorphismes universels ... Exprimant ceci par exemple pour les
automorphismes d’une courbe algébrique propre sur une extension fini de Q, on retrouverait
le “fait” que tout automorphisme extérieur de £, (K le corps des fonctions de X) qui respecte

la structure a lacets [?] et qui commute a ’action de I, provient d’un automorphisme de X.

18S de caractéristique 0?
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§ III. — ETUDE DES SECTIONS DE E u SURT

Soit U un schéma [] lisse de type fini [] le corps K, d’ou &, — &, et'’ on se propose
d’etudier les sections [ ] IT;; x-conjugaison [ ] plus généralement, [ ] un méme topos [] les sec-
tions &'y — &, ou &'y est un sous-groupe ouvert de & ([] qui signifi que [] fait une
extension de [] finie sur K). Si K de type fini sur le corps Q et si U se plonge dans une

schéma [ ] un groupe commutatif rigide ’application

[] d’isomorphisme
U(K) — sections de B, sur By
i.e. alors des IT; x-conjugaison

des sections de &, sur &

est injectif. On va examiner d’entre fagons géométriques de trouver des sections.
Supposons d’abord que U soit une courbe algébrique, [] (0,0) ou (0,1), i.e. 7,(U) =
7ty x 710}, On a[]le groupe de lacets L; fournit un scindage (des []i.e. [])[], d’ot
[]

et en prenant [ . Il ne exist, p. ex. [] dessus de -conjugaison de scindages.

Proposition (*°) : On suppose (g,v) # (0,0),(0,1) i.e. 7w = 7y # (1). Alors les classes
de 7-conjugaison scindage de (1) définis pour les scindages de (2) sont distinctes de celles

associés aux points de U(K). Si de plus (g,v) # (0,2), i.e. si [] est dans le cas anabélien,

19
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alors les classes de 7t-conjugaison de scindages de (1), associés a des scindages de (2) pour deux
indices : = 7, et = 1, distincts, soint distincts.

La premiére assertion s’obtient en “[]” le trous 7, alors la section envisagé devient la sec-
tion de U U {i} = U’ associée au point Z, et celle est donc distincte de celle associée aux [ ]
points de U’, i.e. aux points de U - a fortiori [ ] pour le sous-groupe [ ] par L,. On [] de méme
pour [] que les [] de scindages associées aun L; et un L, , i; # i,, sont distinctes, [] sauf le
cas de type (0,3) [] on tombe sur le type (0,1), ou [] de résultat d’injectivité. Mais on peut

[], a condition d’admettre que pour un scindage de (2), faisant opérer I sur 7, on a

(3) =1L,

1

(donc =" = (1), d’ailleurs) - résultat que on [] plausible. [] que le [] de conjugaison de

sections détermine le [ ] de conjugaisonde L,, [] 7.

Conjecture A : Soit U courbe algébrique anabélienne [ ] 0-connexe sur corps K de type fini
sur Q. Alors toute section de (1) est d’une des deux types [], i.e. soit définie par un point de

U(K), [] une section d’une extension (2), avec i € I(7)" i.e. [] un point de [] rationnel sur K.

Si on [ ] cette conjecture, alors on va concluirait, pour passage a la limite, en considérait le
corps de fonctions L de U et E, — Ej (E, peut étre considéré comme un groupe a lacets [ ])
que tout scindage de cette extension provient d’une scindage d’une extension de type (2), avec
1elT=[]K)(X = U ). Les [] de telles scindages se grouperaient [ ] paquets (on regardont
[] des sous-groupes image de I'* par ses sections,) et un []. Donc on retrouve [ ] (donc ainsi
des X (K’) pour tout extension finie K’ de K) en termes de I'extension &, de & [] 7, x, [] de
reconstitue les

Donc en fait c’est la structure &, — & qui est le plus riche a priori, et de loins plus
commode pour [] et 1[] “modélique” de la conjecture précédente revient a la forme “bira-
tionalle”, quand on y precise cette [] en disant que [ ] scindage de &, — & si revient [ ]
scindage de &, — & (on ainssi, [ ] un scindage de &, — &, si V est un modele [] U)

On [] les conjectures précédentes (sous forme modelique, disons) sous une forme plus
géométrique, en introduisant, un méme topos qui 3 un revévetement universel U de U, []
X'de X [1U (1X = 0). NB[].

Donc X’ peut étre considéré comme le [] de U
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[]

Conjecture B :

En fait, je conjecture [ ] dans la conj[ecture] B, il est []

Nous pouvons définir les courbes de Poincaré sur un corps [ ] de K [ ] universels de courbes
alg[&briques] anabéliennes sur K ([] courbes anabéliennes U, V sur K [] Poincaré isomor-
phes []). Etant donné une courbe de Poincaré [] sur K []. Ceci posé :

Conjecture B’ : Soient K un corps de type fini sur Q ([]), K une clbture algébrique de K, de
[] [1T =Tg sur U, []sur K, d’oti [] action de T sur [ ]. Ceci posé : 1l existe un point fixé [ ]
™ [Jsur [1 ().

[] conjecture B, pour celle-ci [], [] d’'un groupe profini 7, [] U, soit une courbe
alg[ébrique] anabélienne sur K.

Que [] les conjecture précédentes [ ] pour un modele S de K (disons, élémentaire anabéli-

enne) [ ] Uy provient d’une courbe [] U sur § [] un hom [omorphisme] de groupes
E U,

l
(4) E;

de noyau 7z, [] est £y — Ey déduit

Ainsi, les sections de £y sur Ex [] Ex — Ey; [] triviaux sur le noyau de [] £x — E
correspondent [ ] aux sections

de Ey sur Us. Nos conjectures implique donc qu'il y a existent deux [] telles sections :
1°) celle qui correspondent a des points de Uy /K 1.e a des sections rationelles des Us sur S
- mais on va vérifier [ ], qu’une telle section rationelle [] a une section de [] (4), [] c’est une
section [] ([])- 2°) Celle [] a des 2 € I(Uy) rationels sur K, i.e. a une section [ ]. Et il faudrait
étudier encore a quelle conditions une telle section définit un [] non vide de scindage de (4) -
et comment déterminer [ ] tous ces scindages.

Avant d’élucider ces deux [], un peu [], je voudrais voir [] la conjecture A (ou B) [],
permet de reconstruire la catégorie des modeles ¢lém [entaires] anabéliennes sur Q, et celle
des extensions de type fini de QQ et des modeles élém [entaires] anabéliennes sur ceux-ci, [ ]
des groupes extérieurs [ ] topos associés a partir [] fondamentale de Iy =I5 [].

“forage de trous”
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et de réconstitue en principe les schémas lisses sur [ ] K, par recollements de tels [ ]. Mais|[ ]
que pour [ ] un telle description, Il en faudrait développer un langage géométrique [ ] mieux a
I’intuition géométrique, que [ ] extensions de groupes profinis ... [ ] extérieures, et si les points
rigides (a [] clotures algébriques de corps) jouent un rdle prépondérant. Je [] et en méme
temps, [ ] les topos étales (pas seulement le []) [] des schémas décrits ici par des extensions.

[1le cas de U = U schéma relatif sur S, “élémentaire” sur § - a fibres successives anabéli-
ennes (5’1l le faut) [] a 7z, non nul, § étant [] (pour fixer les idées) lisse sur Q, irreductible,
corps de [] K, []- Considérons une section rationelle [] de U sur §, définissant une section
de Ey; sur Ey - [] qui revient au méme, [] de ’hom [omorphisme] surjectif, Ex — E []
Ex — Ey ([])- Je veux montrer que f []i.e. une section de Us sur S, [] le section de Ey;
sur Ex provient d’une section de Ey; sur Eg, i.e. []le[] Ex — Ey; []sur

le noyau de £, — E;.

Notons que cette derniere condition est une condition “de codimension 1 sur §” - de fagon
plus précis, si [ ] est un sous-schéma fermé de S de codim [ension] > 2, alors, posant [ ], on
a 71,(8") = 7,(S) = E pour le “théoréme de pureté” - [] le noyau de Ex — Eg est le [] que
celuide E,, — E, [] ([ ]) que le sous-groupe fermeé [ ] pour les noyaux des £, — E/, ou les
S! sont des ouvert “modeles” qui [] §’. Si donc les conditions envisagés sont [ ] relativement
aux S ([]) [] rationelle envisagé est [ ] sur les S’ i.e. sur §' - alors celle est vérifié relativement
a § - ce qui est [ ] signifie que le section est [] sur S. Dong, [], il faudrait [] a priori qu’une
section de Uy, sur S’ [] une section de Ug sur S. [] d’une courbe relative Ug = X— T, X lisse
sur § de dim[ension] relative 1, 7 fini [] sur S, [] T décomposé sur S. Si X [] relatif > 1,
on sait ([ ] Weil) que le section [ ] une section de X, soit D I'image inverse de 7', ¢’est un [ ]
sur S, dont le [ ] sur [] est nul, [] il est nul, [].

[], et des fleches horizontales surjectives- hom [omorphisme]
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§ IV. — SECTIONS D’EXTENSIONS ET ANNEAUX DE
VALUATIONS GENERAUX

D’abord une révision de notations. Si X est une [ ] connexe, je note

(1) &x =1L(X)

. ) . e A . .
son groupe fondamental profini [ ] extérieur, et si X est un revétement universel profini

de &y, []

[]

son groupe fondamental [] est un groupe profini. Si X = Spec(A), ou A est un anneau
(le plus [] une corps) je note &, et []. Si A est [] A-algebre telle que Spec(g) — ¥ soit une
révetement universel de X (ce qui le détermine a [] unique pres). Bien entendu, si & est une

“[] géométrique” de X, on note

~

(3) & =T,(X,&) =",

ol X (&) est le revétement universel de X []en &. Le choix de & correspond d’une [][]
et d’une extension [] ([]) et on note alors ainsi 3 [] cff; Q@[DI[]

[]

ou k() est la cloture algébrique de k(2) dans 2. Bien sur, si X = Spec(A), on note aussi
&% - notation [] utilisée [] &5, K un corps, K une cloture algébrique [] sépare de K

Si X est un Y-schéma, Y-connexe, [ ]
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(5) E(F): 8 — &,

ou f : X — Y [] &y est un foncteur sur X

(Schconn) ——  groupes extérieures

qui se précise pour I’homomorphisme injectif des groupes profinis

(6) &8 —&f

ol Y est le revétement universel de Y défini par X—YX [

On peut désir que

(5) (X, X)— &F

est un foncteur, de la catégorie des schémas O-connexes X munis une revétement universel
([]) vers celle des groupes profinis. Cecis’applique en particulier en regard [ ] des (X, &) munis
d’un point géométrique [ ] on a donc

st on a un homomorphisme de schémas “[] profinis” (X,&) — [].

C c’est un foncteur [] un triple X — X — Y avec X, Y O-connexe, X un revétement
universel, plus généralement, si [ ] avec [] 1-connexe, on pose

[] dispose d’une “suite exacte d’homotopie universel” [] X — Y, alors le donnée (pour
X — Y donné) de T — X, (avec T 1-connexe) peut s’interpréter par la donnée d’un

composé

T—Y

et d’un relevement [] T — X [] d’une section de X; = X X T sur T'. Ceci pose,

(12) g)?/y ~ 7y (Xp; T) 5)2

27



A. GROTHENDIECK

et []

(13) l— &y — 6 — & — 1

(Cette hypothese [ ] satisfait si Y = SpecK, K un corps, Si X est [ ] O-connexe sur K)

Plus généralement, si on a une suite exacte d’homotopie universel, mais [] avec & —

&y [,
On?! []factorisation de X — Y en
(14) X—Y  —Y

avec Y étale fini [] sur Y et &', — &y, était maintenant epi, [ ] suite exacte universel

d’homotopie. []

(15) g;/yl, g;/y,
[]
(16) g)?xy/T ~ 8y 1y

qui on peut noter é";T, []mais X x, T.
Bien sur, [ ]
sidentifie [] groupe de Galois Gal(K,K)
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