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de mmxx lien un groupe diagonc

Catdzorie tannakienne (sur un corps k)

sphle G = D(T Jd(‘-? semi-simple, et pour tout objet Elmple (ou isc
Typique) S de de rang d(S), End(S) est de rang d(S)<).
Soit A, cette ¢ atégorie. Elle est définie & equlvalence prés (res

pectant structures et contraintes) par un élémentAe H (k G)e On &

d'autre part
1%(k,6) = Hom(I", Br(k)) .,
donc /M est définie essentiellement par l'homomorphisme zana
R T — Br(i)

Psurxisut La catégorie M est graduée de type I" , les objets homoge:
yns 5.2

nes de type I" sont/isotypiques, donc pour tout ig I’ , il y a exactc

ment un objet simple, & isomorphisme pres, I;‘.i , gz homogéne de degreé

. (I1 semble que ce soit une deuxleme c ractérlsa’glon des catégories
s&'é,(_‘tvd.u—k [T R 'S U..?..A-.-—'l\ Zr}g-__)
tam('xaklennes de lien D(P) 1) Le degré de cet &1ément est égal & 1l'or-
d
dresde u(i) dans Br(k). Donc l'anneau K(M) est donné par
K(M) e z(T]),

5_'111._e:L cK(M) =, ng= 0 (&(1)) pour tout i &I

La base canonique de K(M) formée par les objets simples étant
fornée des d(i)e’ . Si M, est l'objet simple de puids degré i,
alors End(Mi) est le éorps gauche foxsux de centre k dont 1'invariant

dunvs Br(k) est u(i)e.

F‘\fermes d'un systéme de générateurs ( ;.)i I/ e\'L.,.—ni:(d un)
dbjets sm"‘ﬁ-’%.:“i?x TXiype aegr%—:r.)/‘t/dc/s {

(1) i.e. G—G R i.e. de ;

Si1 I'=2 fla donnée u(rev1ent 1a donnde d'éléments

(systeme @

(. ¢ Br(k) Choisissang pour tout i un objet isotypique non nul de

degré i, soit B, ,,et désignant par Ai=End(}{{i) l'algdbre d 'Azpmaya

: de clasqe ; 20 '
associée, (ot réconstitue (4 équivalence unique prés} respectant tout)



Men termes de la famille des Ai ntxdxsxxniixrsxdExxxrangx3§ comme
suitx . On considére d'abord la catégorieﬁ sous-additive exgandréa
ayant comme objets les €léments Y de E(I) ’ (?::= (7;)161 étant
intérprété comme QEifi ), nx avec Hom( ’f , ¥') =0 ,Bit £ ot
= f;) AiﬁY}‘ si '_Y: = f_' , la composition des morphismes évidentes. O:
définit de fagen évidente le foncteur & (addition de ﬁ(I) sur les

objets, produit tensoriel sur les homomorphismes) et ses constramiiic

Mok
“_t.l— . A
“__,JJ“” de fagon que l'on trouve une sous-f-catégorie. Son enveloppe Karout
nne est une;catégorie abélienne, qui s'identifie 3 1la sous-catégorie
pleine de\ﬁaformée des élémeng% goag }830%8@30§§g;gss&g?&%3nes non

i. .
£28%% a,° (donc E, de rang'd; ), soit L, = det By = A,k (oh B, dési

l'objet de la catégorie construite correspondant ixtx i.éme élément

' e \——--——" -
nulles sont & degrés & N(l) D'autre part, pour tout i, si A, est a
& ] s d i

la base canonique de Q(I), goit 1, eee), C'est un objet préinversibl

X= D .
( QL(est pleinement fidéle) et en inversant les L, , on trouve (3 &

équivalence présf respectant tout ) le catégorie vA4-.
Quand I" n'est pas libre, on trouve une construction analogue e:

convenzhle~ .
termes d'un sysdime de générateurs ( (Y;)iGI , mais en"rendant dsxpt

A explici-

ter ¢ égaux 4 1 X" de plus certains éléments. Ces constructions sont bien

adaptées pour décrire las R-foncteurs de JU}dans une Bxcatégorie
tgnnakienne, et pour décrire le changement de base.{ Pour cette dern:
re raison notamment, il aurait été malédroit dans le cas général de
prendre les Mi simples ee..)s. Attention, dans la description des
f-foncteurs en questidn, de tenir csmpte des cbntraintes,'notamment
de celle d4 commutativitd; il semble qu'il doive revenir au méze 4

exiger que le mng est conservé ... | ' o



4

et la classe de End(8) dans Br(ZGJ (1e couple (&r,jf) étant défini

. \ NS
3 isomorphisme prds). Sans supposer./4 semi¢sipple, on peut/dire ¢
la plus granie sous-catégorie semi-simple(engendgée par les objets
seni-simples) est connue a équivakence preés par la connalssancqhgg%
cédente, qui implique donc la connaissance de K()A) = (2:)(3¥—Eh
variance pour Res changements del base par k' variable sur k. De fa-
¢on précise,Z’:Z()&k,) en tant qu'ensemble sur correspond & l'en:
ble gasxssxps dont la fibre Exk en & est l'ensemble d es corps compo-
sants de Z Q. k' , soient Zﬁ_i ’ l'applicatlan M) = Z(EE) KCA&.)—

(—') est donné par - . o
¢ +— 1, (i) ,

ou n, est donné par la régle suivante: si d est isxdegréxdE 1l'ordre
;,é Br(2,.), celui de son image dans Br(Z'r) est un xdiws diviseur
! de d, et on a n; = d/d . (A généraliser au cas ol les Z_ ne sc

pas nécessairement séparables). St k' est une xS extension alg. ¢

se de k, l'ensemble > s'identifie & 1'ensemble somme des fibres en !
des Spec(Z.) eese
b) Supposons maintenant M SexixianxakiEnss munie d'un produit

tensoriel a contraintes d'associativité et commutativité, avec 1.

On désigne sous le nom de "caractires numériques® de 2. " les donnde:

suivantes:

"‘-’."F’_Lq-

J*‘l) l'ensemble (& bijection prész:aés Eox classes d 'isgmorpnie
d'objets simples de M, |

2) Ia donnée de la multiplication de K(M) = z(‘i),’ ce qui
revient & la donnée pour tout & ,T ¢ Z du produit '

T ='2f-tc°-€".f : (C-rﬁ_' C[V)J

;-( A - -\7 )1':% d 'w?\; (RN \’""%\ V""t" 4 a—ﬂ"?ﬂ_ ‘. *



Etude numérique des catégories tannakiennes.

a) Soit M une caiégorie abélienne k-linéaire avec Hom de dimens:
finie (k un corps). Si M est un objet simple de M » la sous-catégc
abélienne de M qu'il engendre est équivalente & la catégorie des
vectoriels de dimension finie sur le corps K = End(I-I.). On voit aindl
que l'abjet i reste semi-simple par une extensior; k'/k sss Kﬁkk' est

un compdsé dzxssrpx d'algébres de matrices (i.e. est une algdbre

epa g,
—-d.l

semi-simple). Ceci est via‘é»k(pour tout k' sss c'est vrai pour 4
parfaite de k, xsou sss le centre &z Z de K est s éparable sur k{ On

dit alors que M est absolument semi-simple (& généraliser au cas n'e

pas supposé simple).

Le groupe K(M) est le groupe libre engendré par l'ensembler
Z (M) des classes'd'objets simples de AL . Si k' est une extension
 de k, la fagmon dont un objet simple ¥ de M tel que M., soit semi-
simple se décompose enn objets simples se voit sur la structure de

K8 k' = K' : si K' est le produit d'algébres M (K{) ,» ol les X! son-
le i¥v 1, i '

des corps gauches, (alors 1 se décompose en r compesantsisotypique:

: T Mt

/

(correspondants aux K} ) chacun ayant n; composants simple;*,l.’"Si k' e:

une extension quasi-galoisienne de k, les classes des -}:’L sont conju

guées entre elles par l'action de Gal(k'/k) =il. On trouve alors une

bijection canozkj(que (si l'hypothése faite est vérifiée pour tout obje
simple &x i de/M , p.ex. si k'/k est méme galoisienne)

Z(M) >=Z (M)/T .

" Il y aurait lieu de généraliser au cas ol on ne suppose pas nécessair

ment que les K@ k' sont semi-simples ....

Si M est selni-simple, > ,
{Ta catégorie A est connue A équivalence rrés quand on connait

l'ensemble = = 2 (M), et l'application

> Zoj@r@r)) o
I Ot ’
associant 4 toute classeﬂi'objet simpie ¥ de S la elasse—de End ()



3) La donnée de l'application
™ — (Zo-v 3;—-) ’ 50- (‘Br(zp)'
envisagde dans a).

4) ILa donnée de la fonction

rang : M — 2

-lorsque M est supposéesmxmiwtannakienne.fizax
On notera que la donnée de 1),2) équivaut 3 la donnée de l'annc
commutatif K = K(M ), avec sa "partie effective
g%t soug-groupe de K(M) engendré par les
cZ(M), MeOb ,
_ @
_ T K4 K
(NB Z se récupdre i partir de cs3 donnée/égaﬂg)l'ensemble des éléme
non nuls minimaux de Keff ). Ia donnée de 3) permet a}ors de trouver
comme explicité dans a), la variance fonctorielle de 1l'anneau KO%k.)
par rapport A k'. Enfin la donnde de 4) permet en principe de .
retrouver les polyndmes caractéristiques (en particuiier, la trace ¢
le déterminant) d'un endomorphisme d'un objet dxz(semi-simple *?) if
de E , en termes de polyn8mes caractérisiiques réduits (resp. trace
. End(M;),_
réduite, norme réduite) dans les algdbres d'Azumaya/correspondant Aw
composantes isotypiques Mi de M. Pour M isotypique de rang n, on aur:
en effet, si K5End(M) a comme centre Z de rang r sur k, donc n=n'a,

et K de rang a2 sur Z, avec d{ n' -(NB M de rﬁpydn' sur Z):

deth = dpk NZ/I{(Nr{/Z(f)) (n'/'d.= n/dr)

. ) - n'
;.'3_.\.. ,.ku— (" mu:nﬁ"' TI‘Mf = Trz/khrr{/z(f)) '&' \

A (o, — AT ) n'/d

i vLL;:u_ f:;:\r““ PolM(f,t) = Lz/k(PoHK/z(f,t))
Sm T On fera attention que la connaissance des caractéres numériguecs
W K de 1a catégorie tannakienne /A4 ne permet pas en géniral de réconsii-
L) tuer celle-ci & équivalence prés, méme si k est un corps élg. clos

de car. O (de siarte que la donnée de 3) devient vide) etuﬁ4 semi-simy




..u)vb*"/
¢t méme dans le cas parulculler ou/ckAest la catégorie des remésen’
un groupe fini (? ? & vérifier dans littérature qu'un group

tions df
e de multipli:

fini n'est pas détrminé par la connaissance de la tabl

tion de sEsxXk son ensemble de caracteres, et les rangs de ceux-ci ..

vComme exception & cette remargue, signalons cependant le cas oh.}4e:

tannakienne & lien diagonalisable (ahors Z devient un sous—groupe

= anc détermine le lien, et la donnée de 3) donne 1'homomorph1

K",
S — Br(k) qui suffit & tout déterminer). Regarder le cas ol le'li«

b

est un groupe de t.m.

c) Cas d'un lien qui est de t.m. On suppose connu le caractére
numérique ffongx de M . Prenant le changement de base par une
cléture séparable k' de k, on trouve que &' = E(J/fk$ ) (canonique-
ment déduit de la.donnée dumérique; avec l'opération de ¢ =Gal(k'/x
déssus) est muni d'une structure de groupe induite par la multiplice
tion de KCLL ) = Z(E: ) , Eixax respectée par l'action de K . Ceci
nous donne le lien G = D([" ) (o T est le groupe 2! avec l'acti
de X ). L'ensemble 2 s'identifie A 1'ensemble des orbites

— de [C opérant sur [ . SiC” est une teile orbite, le corps Z~ n'
est autre que 1eLcorbs des invariants 2. < k' du stablisateur d'un
- point de l'orbite 7 Si M_est un objet de: type &, on ﬁ un homomor-

phisme

: G —= Aut(Me) = ;_‘, (les soulignés indiquel
qu'on prend des schéms sur k ...) ' '
qul se factorise par le centre Z,-de K_en

t%_: G._i Z — 55 8 G ,

et on vérifie aussitdt qu'on a

u4§)=§,¢; ,



27,
1- .
est la classe de la gerbe tannakienne qui définit}ﬂ. Donc la conna
sance du caractere numérique de}% équivaut & la donnée, en plus du
fquixiapkiguexdd i axdsnne=
groupe de t.m. G sur k, des classes ugﬁ 2) pour tous les homomor
phismes u de G dans des tores de la forme %/L Qm , ou Z est une

extension finie de k. £On vient de voir en effet que la donnée du

caractére numirique permet de réconstituer ce qui préqéde. Pour vo

1l'inverse, notons que =Ex le rang &0§7 de M_est déterminé par la

formule : o

n(>) = card(o™) drd(f})

(ot card® est le cardinal de 1'orbite5~',.ord (f}) est 1l'ordre de
3' dans Br(Zv)). | : '

| ILa question de savoir si le caractdre numérique détermine

& équivnlence de catégories tannakiennes prés fevient donc, pour G

fixé, a4 la question de savoir si un élément @=x ? ¢ H?(kpl,g ) est cc

nu quand on connait les uf(?) pour u: G-—oé? comme dessus. nxyaxzi

C'est le cas pour G diagonalisable prowxdixumixzkie (pro-dénombrable
On va examiner deux aufres cas.

Exemple kE . G est un tore de diménsion~l, done (s'il n'est.trivial)

tordu-par une extension quadratique Z de k. On a donc une suite exac

0— o2 g M/t g .0,
G'ou on conclut, par la suite exacie de cohgmologie et le th. 90 que
Ker (u: Hz(k,G)——on(E,gx)) est nui. Donc dans le cas envisagé, le

caracteére numidrique détermine M a équivalence pris.

ed le résultaj~précédent nontre q l'ensemble des ¢ a?ses.de//

v :




Catégories tannakiennes définies par des cristaux.

1. Soit k un corps de car. p >0, qbuion regarde comme algebre sur

Z_ , dont 1'idéal maximal est muni de puissances divisées. Cela donr

, qualifié aussi de "absolu"

et aux lodules loc. libres de type fin bﬁg“gedf%asaanglgﬁpgig}a)a
resp. de prés; finie

si cristaux en modules (localement libres) sur k . Ces cristaux forsn

un sens au site cristallin de k (sur 2

une f-catégorie gp-linéaire, arezxdesxXohxgquixssrExdEsxnd@IInXdEXER
iixixsnxx§§xx On peut expliciter cette catégorie & l'alde d'un p—ann

W de corps résiduel k, comme la catégorie des modules-libres de type

fini (resp. de type fini) M sur ¥, avec pour tout entier n une

connexion absolue sur hn M/pnM &elativement 3 Wé fur Z _/p Z ), a

e habeade
courbure nulle, cgs connexions se recollant pour p variable. Lorsquc

b est parfait, W est l'anneau des vecteurs de Witt construit sur k, ¢
dans la &scription précédente, on peut oublier les connexions: les cz
gories envisagées sont simplement la catégorie des modules libres de

t.f (resp. des modules de t.f.) sur W. Si K est le corps des fraction

de W, la catégorie des isocristaux smx (-crlstaux 4 isogénie prés) su
k est équivalente & Modf(K). &kﬁsﬁxnnﬁxszxégnxinxtxnnakxn““nx:uzz,;T

.Z . La catégorie des cristaux.sur k dépend fonctoriellement de
k, d'ol pour tout cristal la possibilité de définir son trahsformé p:

le changemeht de base J “*“ XimxP 1 k— k s, Soit Mc* . La donnée d'w

M avec un hamomorphisme

(r
F..: M —> M
ut

s'appelle un F%crlstal sur k.
0= Z -~linéaire
une catégorie. ~dont les Hom sont des modules de type fini sur Zp (atte

b noilll, .
-tion, pas sur W, méme si k est parfait !). 00 n'ést pas. une miuyforiz

On.notera que les F=cristaux forment

catégorie tannakienne, méme une fois tensorisée par Qp s Car 1l mdnqu
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interne. On dit qu'un F-cristal lM.est non déaxénéré s'il

un Hom

-

("J
existe un entier 1 0 et un homomorpnisme V: H— M  tol que VF

Soit FCri§3(k) la catégorie dmaxismozrisizuw déduite de la catégor:
— . :

des £x F-crimstaux non dégénérés en localisant par rapport 4 p ; ¢’

donc une sous-f~catégorie de celle des F-cristaux 2 isogénie pres.

On l'appellera la catégorie des F-isocristaux effectifs, et on la:

ra tomber le qualificatif "iso" s'il n'y a pas de risque de confus:
/ K(-1) Wi-1)

Le F-isocristal de Tateinverse ~€st déduit du Fécristal-défini par

le ciistal unité, avec‘EK(_l) = p.id (cet F-cristal est évidemmen:
non dégénéré !). On voit alors que K(-1) est faiblement inversible
et on constate que lorsqu'on ajoute formellement a Féiis;(k),das-un
inerse K(1) de Ké%alors on trouve une catégorie tannakienne sur Q,
ayant un foncteur fibre évident sur K; cette catégorie est notée

" FCriso(k), et appelée catégorie des F-ésocristaux.@u.simplement, s
K(1) est

n'y p3 a pas risque de confusion, des F-cristaux) sur k.
le F{cristal de Tate , et on désigne par M~HMN(n) le foncteur de te:
risation par sa puissance tensorielle n.éme. Si n=-m, m};O, ce fonc:

teur est induit par le foncteur sur les F-cristaux effeétifé (sans :

consistant & multiplier F par pm..

3 Lorsque k est parfait, désignant par$ l'automorpnisme de Frobc
us de W=W(k), la donnée d'un F-cristal revient & la donnde d'un

modulg de type fini M sur W muni d'un homomorphisme
{l.\’ .
F.sa M = :-»:ﬁw(w,r)——» M,

M

et le F{cristal est non dégénéré sss l'homomorpnisme précédent est u

isogénie i.e. est de rang égal & rang M , ou encore sgs il induit un

isomorphisme apres tensorisation par K. La catégorie Eisn Feitrs(k)

s'idcitifie alors & la catégorie des vectoriels de dimension finie



E sur K, munis d'un mxdawxax automorphisme r=lindaire F,j ExxxxBxx
b

qu'on a intérét & interprdéter comme un lsomorphisme K-lindaire
- . — — r s —_—
.EE : B = E@-K(I\’{—) O
Les opérations tensorielles sont définies par transport de structu:
(cf. cas d 'un groupe, ici 2, opérant sur un corps eese)e Les F-isc

cristaux effectifs s'interprétent alors cowue les (E,FE) téls que

F, laisse invariant un réseau, ce-qui signifie aussi que l'ensemble

E

des itérés 7.0 , n 0, est borné dans 1éx vectoriel End(E). Tout(E,

»

B
devieg¥ig§?gggifmaprés multiplication de Fy par une puissance conve
He de p, ce qui est une auire fagon de dire que la.catégorie des

F-isowristaux se déduit de celle des F-gfocristaux effectifs pxarx e
rendant énversible K{-1) .

4. Ia catégorie tannakienne Feriso(k) est un invariant arithét
que intéressant attaché é k (fonctoriellement); sa dmmé#sx connaiss
ce équivaut & celle de la gerbe associde (sur g@), soit G(k)? Parmi
les structures supplémentaires qu'il convient d'étudier en méme ften:
- que cette gerbhe, il faut inclure la structure d'effectivité de 1la
catégorie Fcifso(k) dex ses représen%ations linéaires, cellé de
lﬁbbjet de Tate inverse (définissant un homomorphisme canonique de
G(k) vers la gerbe'triviale de groupe gm), enfin pour k parfait tout
au moins, la donnée du foncteur fibre naturel sur K(k) (qui est donc
une section de la gerbe G(k) sur K(k)); pour k non parfait, il conxc
viendrait gz d'étudier de méme la séction de §(k) sur le cdrps des
fractions K de n'importe quél p-anneau W de corps résiduel k.
L'intéré,_t';d’e’?i‘t%otion de F-cristal nmmxdéxsnéxs provient ¢

fait que 1l'on nﬁj .foncgghr "cohomologie cristalline"

SRR AT A
! cgis'




1llant de la catégorie des schémas propres et lisses sur k vers lc
F-cristaux gardués, Exm§§ftﬂ%i§,%31‘57t additif (pour la somme des
X ) et compatible avec ﬂ\(ie R des ;chém;s étant le produit cartés
de fagon compatible avec les associativités et commutativités (tan
pour la somme que pour le produit), en faisant attention d'utilise:
la régle de Koko pour la contrainte de commutativité. De plus, mod:
des vérifications qui n'ont pas_encére été faites par Berthelot, L
qui ne peuvent manquer de sortir prochainement, le foncteur précéd.
est méme défini en prenant.comme morphismes des corraspondénces al;
briques & équivalence algébrique prés, et s'en va vers les F-crist:
non dégénérés; de fa;on précise, il doit étre vrai que pour tout i

il existe un V, :dxms Hi——»(Hl}Q'tel que FV, = pi id , ViF = Pi i

(C'est en tous cas vrai si X se remonte en car. 0) Modulo cette véri

cation, on trouve donc un foncteur

Hcr:s“‘.schemas promxes lisses sur k-—»CﬁvdkFurlso(k)) ’
;compatlblé\g .tout (un "fonc»eur cohomologiaxz" dans la terminologie
de l'exposé de Kleiman { ]). Bien entendu, on a -Crls(Pl) H(-1)
blus généralement on devra avoir (quand Berthelot aura bien travéi

2,00 W

si X est géométriquement connexe et de dimension d, (isomorphisme
canonique, compatible & la multiplication ...). En admettant le y
des motifs (on a besoin ici de la structure gradude de la catégorie
des motifs sur k, pour pouvoir canuler par la régle de Koko la con-
trainte de commutativité naturelle sur les motifs, provenant de i'i.
morphisme de commutativité XxY¥-= YxX sur les schémas ...) on éura w
homomorphisme de gerbes canonique A éD-;ut%uw

m(k)@ <—§_(k) y GAAD Tt o | M l(‘f i—> 1’Cmo J-)

: v . .
ou TT(k) ezt la gerbe associée A la catégorie tannakienne (sur Q.




(iso0)) (semi-simples) )
desgwotifs/sar Ik, et 1l'indice gp désigne lénffetxiu changement de bc

par g;=>gp « Cot homomorphisme est compatible & 1l'augmentation "de

Tate" et aux structures d'effectivité. Modulo du travail 4 faire dc

Berthelod, pour k = Fq un corps fini & q éléments, la connaissanc
de 1l'image dxxXxdsax H*(X) dans Feriso(k) permet de calculer 3a Zor
tion éxde X, par la forjyule qu'on devine et que je me dispose décrir
(D'ailleurs, modulo les conjectures de Weil, la connaissahce de la
fonction:;;permet, grice A cette formule, de réconstituer Hc:;s(x)

4 isomorphisme prés dans Feriso(k), du moins virtuellement (i.e.

1l'image de chaque H:ris(x) dans 1l'anneau K(Fecriso(k))) si on ne dés

pas admettre que T*x% les. H  sont nécesszcirement des éléments semi-s

ples de Feriso(k)eeee)

;. F~cristaux de mivezx pente nulle. On définira plus loin la pente d'

r-cristal "homogene". Ici, nous allons dntroduire directement les

.F-cristaux de pente nulle. Pour ceci, pour tout faisceau p-adique

v/ c
. operation .
constructible /sur k{correspondant donc 2 une xnprSﬁ%ngxan continue

de Tr= Gal(k/k) dans un module da'typeAfini sur gp) on lui associe d
fa;on évidente un F-cristal M , noté'parfois (par abus de notations)
M=ToVW , '

(méme s'il n'& a pas de W choisi, dans le cas k imparfait f_), 6n

aura

PropositionJJ.Le foncteur K VEZ~W est une équivalence de la cat:

=P !
gorie des faisceaux p-adiques cdnstructible§sur k vers la scus-catég

rie pleine de la catégorie des F-cristaux éur k,. formée des F-crista:
c\f
M tels que. FM t M — M soit un isomorpuisme .

Corollairel.l.Le foncteur précédent induit un foncteur pleinement
- :

. . . — .
fiddle (campatible avec las £-gtructures)/de la catégorie des

e ————




.Spec (k') —» Spec(k) est un morphisme de descente effective pour

Ce dernier rend commutatif(Ie diagramme
() —— G(x¥)
Egk‘)XYGglgg*Bb(k)x(gm]Qp

(i.e. on a, sur les catégories tannakiennesyxmm correspondantes, un
canle »

diagramme commptatif A isomorphisme, prés).

a(x') —  6(k) .
(mod isomorphisme canonique)/

Oubliant dans ce dernier les facteurs [gm} , on voit donc que
G(k')—> G(k) se factorise par la sous-zziEgaxiz gerbe de G(k) corres-

pondant au sous-gooupe fermé de ﬂi(k) image deftl(k') ese A prouver

Proposition (:L Si k' est une extension Rimir étale de k, alors l'ho-

momorphisme de gerbes G(k')— G(k) est un monomorphisme dont 1'image

est exactement la sous-gerbe "ouverte" définie ci-dessus. En particul

et, si k' est une extension finie galoisienne de k, arxaxmme de groupe
Q.
de Yalois g , W& om\une suite exacte canonique de gerbes
> | R .
0 — g¥(k) — g(k) — [g19p~o :
Cet énoncé devrait &tre formellement dquivalent au suivant:

la catc
. L, ' :
gorie fibrée des Fcriso(L) sur des composés finis,de corps de car. p.

La démonstration de ce dernier fait est + triviale.

Question (1. A-t-on encore un énoncé analogue lorsqu’on suppose que
k' est ﬁne extension galoisienne de k qui peut-&tre infinie ? Le cas
le plus intéressant serait celui ol k'est la cldture sépéfable de k,
de sorte qu'on aurait un dévissage de{Q(k) en |

()Y 0 — G(kt) —  g(k)— T— 0 3 ;

lorsque k est parfa;t i.e. E alg. clos, ndus verrons que g(i) ne

\

dépend pas essentiellement de K. A




précédente pourraient &tre appelés les

(3

gp Tailsceauconstructibles sur k vers la catégorie Feriso(k). Pour

objet R(E,F,) de cette dernidre, les conditions suivantes sont équi

{si k parfaltx
lente r"ET‘Tﬁ,FE) appartient a4 l'image essentielle du foncteur pré

dent; . b) 1l existe un réseau Mc<E stable par Fp smx 2t par FE-

(i.e. tel qus Fp induise un gutomorphisme de M); c) la famille de.

1kérés » n 2 , est bornée ;

Les F-isocristaux en question sont appelés "trivaux" ou
"de pente nulle™, On trouve ainsi un épimqrphisme de’gerbes
G(k) — E(i,rc) ’

s
oh’Ei(k) est la gerbe sur Qp drsxxEprEseriatioRSxEaniixu=s associéde

v
d) E et E sont effectifs.

la catégorie tannakienne des Qp-faisceaux constructibles, équivalen-
ixixxnxnimppﬂxaigg (une fois choisie une cldture algéobrique k de k)
4 la gerbe triviale définie par l'enveloppe algébrique gt p—-adique
du groupe pro-fini T = Gzl(k/k). Tenant compte de 1'homomorphisme
d'augmentation de Gate, on trouve méme un homomorphigme |
&lk)— (k) x Le_], |

=P
ohigml est la gerhe triviale définie par G . On vérifie facilemen

‘que c'est encore un épimorphisme (i.e. que le foncteur

“-allant de la catégorie des mBi Qp-faisceaux cbnstructibles{gﬁ} k vers

Feriso(k) est pleinement Piddle). Les P-isocristaux de la forme

F-isocrisfaux de niveau zéro

(. Considérons maintenant un’ homomorphisme de corpsy

k— k',

‘d'oll un homomorphisme de catégories tannakiennes sur Qé

Feriso(k) — Feriso(}') .

et un homomorphisme de gerbes tannakiennes sur QP en sens inverse




S

A Nous verrons gi-dessus que la réponse a la question précddc:

!
est affirmative lar sque k est un corps fini, en particulier si ¢

le copps @ enier _If_p' . On trouve dlors, gréce & cette & ructure

dtextension sur _Q(EP), un homomorphisme canonique de Gerbes (pour

tout k)

G(k) = G(“‘ )x

DTS (2) b
et powr k parfait, une réponse-aisirmative 4 la ques‘b:.on précédern

revient & 1l'assertion que 1'homomor phisme précédent est une équiv
lence de Gerbes. Comme on connait m rfaitement bien la Gerbe

G(F ) et ©n homomorphisme dans TZ (F ) (ef plus bas) cela donner
donc la structure de G(k) en termés de lé. connaiasance de fﬂi§
I Ek) (connu c;uandon conrait ['l(k) = Gal(k/k)) et «& 1'homomorpx:.
mep _p(L)t-u ltp(-ﬁ-p) (connu quand on connglt Tiq (k)=X (E )— Z). Ce:
résoudrait donc la question de la structure de _g_(k) powr k @m rfai-
On notera que ll!'objet de Tate de Fc:éis;o(k) provient de celui de

FcrlSO(F ) et sera donc également déterminé. Le foncleur fibre ca

= K(k)»
nique sur K fcozresoond alors 4 un fonctew fibre de ‘Feriso(F._ ) sw
la catogozﬂe des o —faisceaux constr. SBr k

K , un fonctew fibdre de/"*'::zi.,. sur X, et un isomorpnisns ent;.e -
"restrictions" de ces foncteurs & la catégorie des _gp-fazs ceaux

constructibles sur F_ ; or le premier foncteur fibre nt'ést autre

celui dédrit_par » =p’
que (ITdxtension des scalaires gp—;{-é.ﬁ ) — K=K(k) du I‘¢01‘1c:’l;e1.1:r.' fibr

analogue sur fcriso(F ) , le deuxilme est e foncteur ‘4+->Vﬂ K,
p '-“P

l'isomorphisme mxsmnxnrox entre les restrlctlons est ll'isomorp ol

L“"V'L W e € Ao (L—o-—\so-u— c.;-‘,-.:;—(om) hls ¢

canonique évident"‘Donc_la "structure supplémeriaire de _C_}_(_) (savoir

sa section mur canonique sur K) est déterminéepar la connaissance ¢

la section de L(p(k) sur K (i.e. le foncteur précédent VHVﬁQ K )«
> > 3 P
1l'isomorphism de l'iemge de ladite section dans E'p(_l'_"_P) avec la sec

KR . . -, tion provenant def la section canonique de IZ' (F ) sur “p ; ce sont

Laotae o des données qui ne sont évidemment m s contenues dans celle du grou

wﬂ.l‘ - E 3ok
. ~
“‘9 ) IL - P" )_‘0 . C¢ - cpud ¥, STy,

Pty o T Skt U e F



r e~ ".\'.'.\-
P VT )
bay o O ac e Iy )
N mfu'\w\‘ rfo=fini "abstrait " fi(h), mais on se convainc facilement qutellc
k\"' u. L
nt contenues dans la donnde de ce groupe, + son opération sur

AM“”\‘\t\ ’Df)_'*
v ~ W1 “cloture algébrique K de K (ou simplement, sur sa cldture non r

\ \ Y
A N WA

o /
- vt sv¥ide .sur W ...). = Il resterait enfin & déterminer la structure
LU ol

\owu -t
d'effectivité dans la catégorie Feriso(k) dét@imdrde par la récet

*:t»““ AR P

\.,.\ " pr écédent em.ﬂcmggxxixntxmkmﬂhmanmm.gmu\(:Lz)xnxtxmgnna_
w® G

? e paxm:s*czmx;«;}mxﬁxximuxm Or il est immédiat que l'teffectivité dn

¥,'.~ F-isociistal est invariante par changement de base, en particulie:

-
' par le changement de base k— X , ce qui raméne au cas d'un k alg
“ermes—3@¥ la terminolog:

‘.h,
»
M"
(’J-
queaxment clos, ou encore au cas de -E-p .

introduit e plus bas, on trouvera donc que les F-isocristaux effec:

sont ceux qui sont & pente $.0 (i.e. dont tod es les composantes

isopent iques mxxk non nulles sont de pente>. 0).

I1 reste donc & étudier la gerbe Q(Ep), avec samxfomakIuwx

8.
Xihxry section canonique sur _QP s, Sa struoture dlextension, et sa

. &,
structure dteffectivité. /I‘ou'b d'abord, la donnée du foncteur fi

la geroetrlv* ale définie par

canonigue permet dfidentifier G(F ) a

le lien /de cette gerbe. Comme Fcriso (I‘p) avec so;x_ foncteur fibre
F

E

s'lidentifie & la catégork des aut omorphismesde ',v'ectoriels de dimen

E, .
sion finie sur QP s, avec le foncteur "oubli de ¥p " , on woit que .
lien de 1la gerbe est l'enveloppe Q Eﬁ?géor:q ue da groupe discret 2
Soit G ce groupe affine sur -Qp . I;L est évidemment ccmuutatif,

"\ ’ donc produit d'un groupe vggtgrlel Gu par un groupe de t.m.)gl. .
i ype » '
l Ce dernier est l'euveloppe ‘multiplicatif= du groupe Z , et il

slensuit aussitdot cue clést le groupe de t.m. dont le groupe des

caractdres sur gp est donné par

=37,
xlsomorphtbsme compatible avec 1'actlon de Gal(Q /op) ) D'E;utre



1/

: foee 1T
Wae \\m‘ Aar s ohten ‘I;.»).

part [ia gerbve g_(F ), gréce auzms foncteur fibre évident M"fibre

® sur la catdégorie des QO —falsccaux constructibles swr FP ’

9 -rAJ_‘ .
stlidentifie & la na{ aiE&kéﬁ%gl SS% chﬁ;@%?nﬁeque du g upe

iz ’mixxnnmmakaxmlaxzﬂnstakmxnisémxnt;xnxxx:

en &
-p

profini Kl(V ) = ,
O — _ '
Uh%?éigceau constructible sur Ep stidentifie & un vgctoriél de dir

n finie = sur'gp , muni d'un automorphisme Fﬁ tel que lixmam op(

n
de r E se prolonge par @ ntinuité en une ozératlc
Z su P Mvd?d..‘ghu;& Sy M‘Qu.. J-‘\ 42

sio

tion nr*FE

de 5; Z . IdenulflantL&a catégorie de ces (anT) a unesous-catégc
pleine dex la catégorie B=x Fcriso(QP) des couples (E,F;), ol Fy ©
G! de

(F)

un aut omorphisme guelcongue , on voit que le lien EXXTOXER.

de cette catérorie s'identifie & un quotient du lien G de Fcrlso(i

déterminé plus haut, et on voit aussitdt que ce quotient est de la

X
forme G xG.' , ou G.' est &r qutient de Gr.(ceci revient & dire ¢

si on décompose F_ en produit de sa composante unipotenie mr sa
E

composante sem1—51mple, alors la condltlon que Fp définisse une op:
A

ratlon de Z ne dépend gue de la composante sew1—51mp*e) de fagon

prec1se, G' est le groupe quotlent de Gr défini par le sous—groupe

formé des unités péadioues : celc

du groupe des caracteéres ﬁ' " de G..

signifie en effey que FE définit uneopération de Ty 7 (i.e. définit

un F—isocristél de pente nulle) sss les valeursx propres de Fp sont
des unités, ce qui réslte en effet aussitét du critére donné plus
haut des F—isocristaux'de penée nulle (ou se vérifie diecfément dé
fagon immédiate; la référence au résult at sur les fourbis de pente
nulle devrait se Jjustifier par un grain de sel, car liinblusion |
utilisée ici des Q —-faiscaux constructibles sur ﬁp dansx les PF-isoz
cristaux n'est pas celle utlllsée-éius—héﬁi, ef. plus bas). On trou
ve ainii une structure dfextension sur G S Lien(gjgw)): )
0O —— H — G — Gt =— 0,

ou H est le groupe de t.m., dont le groupe des caractéres est le




quotient de §* par le sous-Jroupe des uniiés, donc canoniquement’

isomorphe & Q , par l'isomorphisme
G “unités 5 Q

donnds par la valuation p-adique Vp normalisée mr la condition

vp(p) =1 .
L'opération de fﬁgx Gal(ﬁb/gp) sur ce groupe quotient Q est trir

1¢, de sorte que H est diagsonalisable de groupe des caractéres Q :
H = D(Q) .
L'augmentation de Tate de G correspond & 1‘'homomorphisme

Z——)E&’.l‘——’P’

et llaugmentation induite sur H correspond & l'inclusion canonique

ze—>Q

(grdee & notre choix de la valuation normalisée comme indiquéé).

B.2. Il faut maintenant expliciter ldhomomorphisme de geibes
(:J.'} : L Q(EP)—' I.(p(zp)

- correspondant a lt'inclusion

i: ‘Qp-faisceaux constructibles cq-Fcriso(gp)

de 5.2. On a vu que l'image essentielle est exactement égale & la
) ‘ pleine ;
sous-catégorie fj(ap—

que i s'identifie a unefmmcksuz. R-équivalence

faisceaux constructibles), guixsst de sorte

de la catégorie des
Qp—faisceaux constructibles avec‘elle-méme. On consta?e alors que
l'homomorphisme correspondant sur les liens HxxK G!'— G! est ltidern
tité, mixgux de sorte que i est défini par un tarseur sous G! , et
- que ce.torseur sous G'! peut se décrire ainsi (aurait pu passer a la
fin de 7, dans le cas d'unvk quelconqﬁe eee)e On a un homomoxrphisme
canonique X

(5.0.0) E) =Z — 61(g,) ,
dtou un komamoxpkix foncteur

T s 61
_torseuTs sous (2), —> torseurs s~us G! *¥




I'7

Dlautre part, on a un torseur év1dnnt P sur -Qp de groupe(z) , c.

de -Qp ; ﬁo& Brena

resvondant & l'ex ension non ramifiée maxlmale
P
ltimage/de ce torseur: clest lui.

Aol s ko 3. Soit H la gerbe noyau de (8.2.1), qui a donc comme lien

Lh Ay \-t.Lh-&

OC' r*“"’ le groupe diagonalisable H de 8.l. Dtaprés le sorlie général
Q \»6‘*\. . N
,J._ PYGAE X f)(ref) la classe |

U u : S 2 g4 - = Br = Hom .

&) <" §€ H (QP’L'LI\I‘} H) HOIII(_Q, (Rp)) _(Q,_Q/,
Lot o Clemge cette gerbe est donnée par : :

km(l-u» )

,,..Cs Aan -
P “-._MMO . g .b () ) i e .

“

ou .
1

9 H (gp, G!)

est la classe du torseur P, Pour faire le calcul, notons qu'on a

un xnﬁﬁzqgi‘nx;x H!' de G , correspondant au sous-groupe de §

= %

Iy foxwkmx engendré mr les racimns de l'unité(= éléments' de toxs

-

on) et tout es les raciens RBe p , pl/n (ce groupex est bien invari

Gal('_Q /__Q_ ) ). On a alors un homomorphisme d'extensions

TR SIS, B
B T T S v 0 — H — G —Gl— 0
y;:" aan IS o k}”\lb% o l'\“‘/-r)’) . -3 IA(
o — = B zgn— 0,

par

st H‘—}h’v« oo, 9
Co YVa- Cm \nipdas i (e C P) ’ T
L dim ui montre quled EmRRifixdexezlmulixx a
"oy (\Uh‘ N ITPETONCTY o ( . )( n) '
f et Ui »A-‘ o QN S "= =
.t\:‘ _g. “ “’\) S e e e -‘.I..,C' 5 /0
S .. H T ou _
IL;';‘S ’k "(.‘I- " Q‘ \..:-m—--‘(h \’Q‘“ 2T -A- 4 l »
i’; . Yt l'“"‘" & —.[.ZJ p €H (_an’ Z )
.\v.oo-'\' - [-\.—)é\,f '
est l'image de/ par Gl—o Z . On constate que le composé de (8, 2.6

avec l'homomorphlsme preécédent est ltidentité de Z donc }’], est
la classe du torseur canoniaue Po de la fin de 8.2. A ltaide:t de

ceci, il faut vérifier que la classe ‘5' correspond (par lt'isomorphi

me

Br(Q,) x Q7/2;

du corps'd.e classe tocal, & lthomomoxphisme canonlque Q—-—a Q/,Z,



de passgge au quotient (sauf errcur de signe, car je n'ai nulle p
fait attention aux signes). .
8.4. Considérons maintenant 1'homomorphisme

I1 evt clair qu'il se factorise pmar H (i.e. que le composé'
g
rcrlso(zp) — Fcr:.so(ip‘

Qp-faisceaux constructibles sur -‘?-p

s'envoie dans les obgets "constants" ...) , dfol un homomorphisme
(8.4.2) G(EF,)— X .

. Par Dieudonné-NManin, on connait la structure des. objets de
Feriso(k) pour E algébriquement closm, on sait que ces objets soni
s‘emi-simples et proviennent (mod isomorphisme) dlobjets de _
Fcriso(gp). Cela implique que (8.4.l), donc amssi (8,.4.2), est un
monomorphisme de gerbes. Pour montrer que c'est une équivalence,
il suffit de montrer qu'un objet simple non constant de Hxmexgmmz
Rep(H) donne un objet non constant de Rep(g('E))f'- Feriso(E)). Or
les chk sses dl'objetssimples de Rep.(I_-I_) sont indexés par les é€lément
de Q , et si on considére lfobjet simple de Fc:ciso(gb):ﬁep(g(;
~ défini par (E,_LIE)) avec Fp ayant comme polyndme minimal

ATr-ps avec r,se¢Z , rx»l, (1_‘,5) =1, aiors "sa restriction a

H donne un objet simple #zxf (car il reste simple dans Feriso(X))
de classe S/r.E'_Q_ , et celuifci, d'apreés ‘la‘classfficat&;on de Dieudo:
né=Manin, mtaesztxpazx a},une image dans Fc iso(X) gqui n'est pas consta:
si r¥0 ...

Y On a éonc @dskxxxin¥ résolu par 1'affirmative, pour k'_‘.F.'.pi la
question 6.2 , en déterainant en méme temps (3 équivale nce définie
4 isomorphisme unique pres) la gerbe H(X) associde & une cldture
algébrique k de k=§p ; EEnaExmmux elle ne dépend pas (& Izaommxrmhiix

équivalence déterminée & isomorphisme unique prds) du choix de la

-— .
cldoture algébrique envisagée ¥ , et par Dieudonné=-lanin est can. équ




unb'g [and

-

Eye I
fwde g2

vL(‘

£ 2Ex® 25N

v

e

valente & G(¥) pour tout corps alg. clos ¥ de cax. p 0 (de fagon

précise, si Ip estx la cldture algébrique de _Ep dans ¥ , l'inclus.

indait une égquivalence de gerbes

(Y)Y G(F)izxH? .
G _(_sz _"‘; )
Nous avons dit que les classes dlobjets

de celle—ci dans ¥

8.,6. Etude de Rep(H)
simples sont en correspondance biunivoque avec les éléur nts de Q :

1télément de Q correspondant a un objet isotypique est éit la
rente de cet élément. Nous avons vu que ltobjet de Rep(g) défini'
par llobjet -Qp @y /(r¥-p%) de Fcriso(gp) , muni de la multiplice

on par T, est simple de pente s/r (s,r¢2Z, r2>1, (s,r) =1 ), de

rdd’sorte que nous obtenons ainsl un catalogue complet des objets. simr

Er s ° Bien entendu, Er est de rang r, dlautre part son corps
’

des endomorphismes est X3x un corps gauche /tant'/la classe dans
Br(_qp) = Q/Z est s/r mod 1 , d'aprés-ce qu'on a vu dans 8.3.
Rep(i) est limite inductive des sous-cgtésories pleines Rep(H,r),
r -1, ou (_I:;,r) est le quotient de la gerbe H corre‘spond au quotic

(ii,r) = G_ de son lien, tel que l'homomorphisme de Tate zmmilixuimx

I ad .
induise un homo*norunsm (H, r) —> -g-m stidentifiant & x— X~ : F-:
cristaux (sur k) de pente m‘hl’qiple de” 1/xr .

Donc (H, r) mttderkifia asti'Ferhe de lien G , ayant ooumme classe

'Adans Br(Q ) 1¢ générateur canodique-1l/r mod 2 de rBr(QP)yg/rE'.

CTest aussi, plus canoniquement, "la" gerbe définie par le corps
gauche Kz;‘s{ plus haut, gux

sXercice amusant, que Jje ntai pas fait: la structure additiv
de Rep(H) étant entidrement déciite mr la collection des K s
expliciter sa ®-structure ... i.e. écrire les relations canoniquesh
en termes de prodilits tensoriels entre les Er,s R Autre exerciee
suggéré: trouver Y"canoniquement' une description des modules de -

Dieudonné des réduits des groupes de Iubin-Tate en termes des Er g '

,(ﬁen particulier, les ILubin-Tate assoc:.és aux ex"ensa.ons non ramifiées




L]

‘e Ao I}ur q_f )-___; ‘

: ‘H[mdk¥ o
de _Qp ) qui sont donc isomorphes‘ (mais_—'s";hs,doute non canoniqguem.

aux E. ; pour r 31: ils donnent des modules libres de rang 1 cano:
9

—

quds sous les Kr,l ...V]
9. Pour k quelconque, on trouve un ko R-homomorphisme canoniquc
fXx2xxdsx défini a isomorphisme unique prés (on utilise un choix
dlune cldture algébrique E de k, mais ce choix és_j:i ines‘sentiel ..

Feriso (k) —» Rep(H)
ou encore un homomorphisme de gerbes

H—> G&k)

(zappelons que cet homomorpnisme se factorise par le noyau,dz soi
gx H(k), de _g(k)-lfp(k), et que pour k pa;'fait on devine que 1l'thc
morphisme obtenu H-H(k) est une équivalence ...). Si Q , un
Péisocristal sur k est dit hmmmgixx de pente )\ si son image dans
Rep(i) est de pente A . On voit alors aussit8t qu'lun F-isocrisal
est de pente zéro sss il est Mtrivial® i.e. satisfait aux conditio
de 5.2 (ce qui justifie 1la terminologie qui est introduite, un peu

prématurément, & cet endroit), il est effectif sss son image dans

Rep(4) l'est,i.e. est & pente> O.
Considérons l'homomorpnisme de liens associé

H — G(k) |,
on trouve alovs que si k est parfait, l'homomorphisme précédent es

central , en dlautres termes H opére sur 1le foncteur identique d

E,T : ) )
Feriso(k)-Rep(G(k)) , de sorte que tout F—isocris‘tal/s’é"géc'ompose

en ses 'composantes isopentiques" E/\ ,/\E 9 . E est "trivial® resﬁ.
effectif sss Ey = O pour A7 0 (resp. by \"9) .
F=iso :
Notons que 1le ,cri’stal de Tate X(1) est de penie-l, Donc

(pour k parfait) tout P{isocristal se met de fagon unique sous la

forme

E = 2 _E,(-i) , ' |
. leZ + ' ™~ .
ou E; est a composantes isopentiques de pente O(«.'\<l « Dtailleurs

3
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les By qui sont & composantes isopgpidmuss ) teld que 0K €41
ont exactement les modules de Dieudonné des groupes formels p-di

sibles sur k (la catégorie de ces modules de Dieudonné qErrAIRANG

est opposée a ) .
Ia catégorle de ces groupes, mod 1sogén1e). Dtautre part, un PF-is

cristal est dl'amplitude isopéntique contenue dans 'CO,.'L'] (intexv
fermé) sss c'edt le module de Dieudonné d'un gr'ogpe de Barsotti-T.
sur k (la catégorie des F-isocristaux enwisagée étant gaﬁ{’x.'alen{e
4 1a catégorie des groupes de B.T. sur k mod. isogénie «): le

F-isocristal unité corcespond au groupe de B.T. ind-étale _Qp/gp s

k .

Supposant toujours k parfait la condition dextiikexxzir que
effectif/ i.
id

(E,Fg) soit effectif at qu'il existe un V; ; (teT—que FVy ;=ViF = p
(ef n2) signifie que E est dl'amplitude isopentique contenue dans
To,1]. ‘
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10, Cas k fini. Supposons k = .I_-‘_’E"l , o0l g=p° . En vertiu de 6.1,

sx la Berbe g(_zq) est connue, c'est la sous~-gerhe: évidente de

g(gp) , s'insérant dans une suite exacte .
0 — G(F) — G&(E,) — Rep(Z/¥32) — 0 .

I1 est clair alors que pour Eq conine pour EP , la réponse a 6.2 est

affirmative, donc les considérations du n?7 s'appliquent: on trouv.

la structure de Q(Fq) comme gerbe + ses structures supplémentaires

examinées jusqu'a présent. :
canonique (E FE)*—' B '
‘Le foncteur fibrerssur I’c.clso(r ) Exwakzux sur le coris Kh)-

‘.J,\\- h(?‘ P"") (i.e. sectlon canonique de _(_}_(j_'q) sur Ah’) est muni d'une
'\
,.)”'V ~—~~ structure supplémentaire, savoir un automorphisme linéaire F-.-.a ’
. - '
,‘U" .P"\-—/'de sorte que le groupe IIZdIxIquE sur kxxz Ka corre pondant & cette
v snl
7~ d -g '
/..—/, ), section de G(_Ijq) sur K, savoir le sous groupeiy G‘! de Gh‘_ ouvert
\'"f A \./ d'indice ¥ (correspondant au sous-groupe des racines- l,l/émes de 1

.A

&
3\»“ o.q(" * dans le groupe des caractéres [ f e G

W /)



(Frovenius relatif & F.")
est muni d'un é*e“ﬁﬂt de G&(I\J)/"Ce dernier n'est "au Jctle dlailleurs

\m
que __i y o £ est le générateur canonique de G (le Frobenius 4bso
1) ‘Q--m:mixxdmnquumx&ﬁxmtxenxnxmxm{gmﬁ&xﬁxpm Notons que

a.-fdc est un monomorphisme: (car X xs? est un épimorpnisme dans

, donc induit un isomorphisme entre GK& et Ka)zc(gq) ,transfs.

-
g, )

mant le frobenius xmXakx absolu en le frobenius relatif é.‘gq . Gra

4 ceci, on voit :

Provosition 10.l. La ca‘tégoffle‘lﬁFc/rlso(zq)ﬁo K, est équivalente a
i & by "“la catégor;g‘m};crlso (F )8 ph s,/ avec iq cozrespondant a ia?
::-;?‘CE; (ou on peut, si on veut, considérer iq et £ comme des enduF:,orphisms
V- ‘- A:“‘ des foncteurs identigues de Fcrlso(gq) resp. Fcriso(gp)), et corres
o pondance des foncteurs fibres canoniques‘. Le foncteur déduif._. du

changement de base Fp—, Eq
Feriso(F QQ 5t —3 Feriso(F )QQ Ka;

atidentifie, par l'équivalence precédente, au foncteur qui a tut

couple (E, F ) d'un vectoriel sur Ky et dun au'tomorphlsm dudit,

Q) o M ey = ?st\-a: ) — Fnde \'f] )u&i ny

associe le couple (E, Fp
1)

MV edAps 1 G2, ) s (E, RO,
10.2. Comme on connait G(%) comme une sous—gerhe .C_}a,de g = g(_gp),
et que celle~ci contient H , on connait donc eriprincips d!inclusio:
donc aussi le foncteur _
G = i — .
ReP(_v) Feriso(E,) Rep(H) |
?gﬁma;iQﬁxgmlfe-fom'beur-cof};ésp'é?fgzi}'ﬁ“ .
I‘cr:.uo{"l?‘ Qﬁ _,Is,

Lteffet de cc;/ foncteury sur les classes d'!isomorphie d'elements

Rep (I )QQ X -

est connu (comme chaque fois gu'!il s'agit d'un morphisme d'une

xsrbsxdz 6atégorie tannakienne & lien commutatif dans une autre.

4 lien de type multiplicatif) par la connaissance de l'homomorphisie

de liens correspondant




E 2.6, — G |,
lui-méme déterminé par la connaissance de l'homomorphisme en sens

inverse sur les groupes de caract%res
F'N

Q 2 gh2Agt :

' i al )
On lit sur ce diagramnme W'hsomorphlsme naturel "du grou

des caraciéres de G, avec Q‘*‘, provenant de lt!'élément ;E'_qe G})(g) ,

on q@r—donﬂe
wi( X)) = v (N .
On trouve doncx le résultat suivant de Manin, énoncé sous une for.

plus jolie et débarédssé dlhypothdses restrictives parasites:
Froposition 10.3. Soit (E, Fg ) un F-isocristal sur Eq , q=pv S

considérons le polynome carractéristique f(T) de FE‘? s Soient

‘ — \..-n'—:-‘\‘ )l"”)‘;\l (N=rang E) ses racines, et C1 » +sC, leurs valeurs ab:

LT .

13 w’- ™ .,._.-lues normallsées (c = v (,\.), v 4p)=1) Alors sux dans Rep(U) _Q
P

1 -l c-
\
:"\Lt\____,r\ T Qp s lt'image de (E E ) a comme pentes les nombres
différentes

~ ’?crlso(F )IQ_Q q
AI‘U*) J) cl/\) y ees °N/\? dn sorte que, si les/Pérités possibles sont

- pixawenxzuttipXiriteéx p. = s5./r. ( s.,r. ;€ 2% 4 x4 3;1 (s T, )—l)
. = i i’"i i’ rﬁf'-‘-"", i’
avec multiplicité d; , on a ri[di i.ey v d, ;=T et l'image dc

) (E,FE)'dans Fcriso(z’p) est isomorphe a ZEP df e
. A S

o



