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Introduction

L’idée du présent travail, définir une théorie des schémas relatifs au-
dessus d’'un espace annelé, c’est-a-dire donner un sens a la notion
intuitive de famille de schémas pavaméirée par un espace annelé est
déja suggérée dans les exposés de A. Grothendieck au Séminaire
Cartan de 1960/61, exposés no 7 & 17. La question soulevée alors était
la suivante : certains problémes de modules de la théorie des schémas
gardent un sens une fois reformulés dans la catégorie des espaces anne-
1és en anneaux locaux au-dessus d’un espace annelé donné, par exemple
un espace analytique ou une variété différentiable. La notion de schéma
relatif doit alors permettre d’utiliser tels quels les résultats de la théorie
des schémas classique pour résoudre ces problémes, tout en rendant
compte de leur nature algébrique. De méme, la notion de schéma
relatif au-dessus d’un espace analytique (au sens de [10] exposé 9) doit
donner lieu A une interprétation des résultats de H. Grauert et R.
Remmert [9] concernant les images directes supérieures des faisceaux
cohérents par la projection canonique

P X XP X,

olt X est un espace analytique et X X P” est I'espace analytique pro-
duit de X par I'espace projectif type de dimension 7, par une théorie
du type GAGA [19] relative au-dessus d'un espace analytique.

Cependant en vue d’autres applications, on a préféré le cadre des
topos annelés a celui trop restrictif des espaces annelés.

Dans les deux premiers chapitres on développe quelques prélimi-
naires indispensables pour pouvoir utiliser les topos annelés. Ceux-ci
forment en effet une 2-catégorie, c’est-a-dire, en gros, que les Hom de
tels objets ont eux-mémes une structure de catégorie. La nécessité de
pouvoir appliquer des méthodes de descente dans un tel contexte nous
conduit 4 la définition d’une 2-catégorie fibrée et d'un 2-champ sur un
site. La notion de 2-champ n’est que I'adaptation au cas des 2-caté-
gories de la notion de champ introduite par J. Giraud dans sa Thése
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[8]. On obtient alors le résultat : soit S un %-topos (resp. un ¥-topos
annelé) ol % est un univers fixé, la 2-catégorie fibrée sur S dont la
fibre au-dessus de U e Ob S est la 2-catégorie des ¥-topos sur S/U
(resp. des U-topos annelés sur (S/U, Ogy)) et les 2-foncteurs de chan-
gement de base sont les restrictions naturelles, est un 2-champ. En
d’autres termes, dans les deux cas envisagés, on peut « recoller » les
objets et les morphismes de la 2-catégorie fibrée sur S correspondante.

On donne ensuite, dans le cas des anneaux d’un topos, la définition
d’un anneaw local et A’un anncan striciement local et on résoud les prob-
lémes universels permettant de définir le spectre d'un topos anmnelé
et son topos étale, notions généralisant respectivement celles de spectre
d’un anneau et de topos étale d'un schéma.

Au chapitre IV on définit la catégorie Schg des Schémas relatifs sur
un topos annelé S, en utilisant la notion de champ associé a une catégorie
fibrée sur un site ([8] I 4.12), puis un 2-foncteur Fg de Schg dans la 2-
catégorie des ¥-topos anmelés en anneaux locaux sur S. On appelle
alors quasi-schéma relatif sur S tout %-topos annelé en anneaux locaux
sur S qui est équivalent 4 I'image d’au imoins un schéma relatif sur S
par Fs. On obtient ainsi deux notions: celle de schéma relatif sur S
plus proche de l'idée initiale de famille de schémas paramétrée par S
et celle de quasi-schéma relatif sur S, de nature plus « géométrique ».
Ces deux notions ne sont équivalentes que dansle cas « de présentation
finie » : le 2-foncteur Fg n’esten effet en général pas (1)-fidéle, mais sa re-
striction & la catégorie des schémas de présentation finie est (2)-fidele.

On définit pour un module sur un quasi-schéma relatif sur S, la
propriété de S-quasi-cohérence, propriété qui généralise celle de quasi-
cohérence pour les modules sur un schéma ordinaire et qui permet
d’étendre A ce cas les principaux résultats cohomologiques de la théorie
des schémas contenus dans EGA III on traite ensuite le probléme de
la représentabilité des 2-foncteurs contravariants de la 2-catégorie des
U-topos annelés en anneaux locaux sur un %-topos annelé¢ S dans la
catégorie des ¥-ensembles, par un quasi-schéma relatif sur S et quel-
ques applications 4 des problémes de modules.

Enfin on étudie le cas des quasi-schémas relatifs sur un espace ana-
lytique complexe. A un tel quasi-schéma X est naturellement associé
un espace analytique X*. On peut alors sur le modéle de la théorie de
J. P. Serre [19] et en nous appuyant sur les théorémes de H. Grauert
et R. Remmert (loc. cit.) résoudre la question de la comparaison de la
géométrie algébrique et de la géométrie analytique. Le théoréme fon-
damental est le suivant:

Théoréme: Soient S un espace analytique complexe, X un quasi-schéma
propre sur S, X* Uespace analytique naturellement associé a X. La caté-
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govie des faisceaux de Ox-modules cohérents est alors équivalente par le
SJoncteur image réciproque a la catégorie des faisceaux de Oxh-modules
cohérents.

Des résultats de R. Kiehl [16] et [17] montrent d’ailleurs que ce
théoréme est encore vrai dans le cas ot S est un espace rigide analyti-
que sur un corsp k& valué complet ultramétrique, situation que nous
n’avons pas envisagée dans cet ouvrage.

Un autre exemple d’utilisation de ces notions peut étre trouvé dans
un article de A. Grothendieck [13]. Il y montre comment, en utilisant
des schémas relatifs du type fibrés projectifs et fibrés en drapeaux sur
Ie topos étale d’un topos annelé X, on peut définir les classes de Chern
des Ox-modules localement libres.

Un résumé de ce travail a paru sous forme de thése présentée a la
Faculté des Sciences d’Orsay en Décembre 1967.

Je suis heureuse de remercier ici le Professeur A. Grothendieck pour
la générosité avec laquelle il donne son temps a ses éléves. C’est a ses
conseils et a ses encouragements constants que ce livre doit le jour.



Chapitre I

2-catégories fibrées

Nous aurons par la suite & considérer la 2-catégorie des ¥-topos, la 2-
catégorie des ¥-topos annelés etc. .. (oit % désigne un univers). Pour
faire de la « descente » dans un tel contexte, il devient alors nécessaire
de remplacer la notion de catégorie fibrée [12, no 195], par celle, un
peu plus compliquée de 2-catégorie fibrée. Le but du premier chapitre
est de décrire le plus briévement possible cette situation et de montrer
aussi comment se généralise en celle de 2-champ la notion de champ
introduite par J. Giraud dans sa thése [8].

1. Généralités sur les 2-catégories

La notion de 2-catégorie est due 4 J. Benabou, on pourra voir par
exemple [2] dont nous adoptons certaines des notations. Dans ce qui
suit, pour désigner une 2-catégorie, on utilisera des caractéres gothi-
ques.

Définition (1.1). On appelle 2-catégorie § ’ensemble des données sui-
vantes :

(i) un ensemble d’objets Ob €,

(ii) pour tout couple (X, Y) d’objets de Ob €

une catégorie Homg (X, Y) notée encore Hom(X, Y),
(iii) pour tout triple (X, Y, Z) d’objets de Ob €
un foncteur (« accouplement »):
(1.1.1) Ux, v,z : Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) - Hom(X, Z)
satisfaisant aux conditions :
()" pour tout triple (X, Y, Z) d’objets de Ob €
(1.1.2) Lx,x, vy, ) = pix,v,v( ,1dy) = tdpomx,y) -
(i)’ pour tout quadruple (X,Y,Z, T) d’objets de ObE on a
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(« associativité des accouplements ») :
(1.1.3)
Ux,z, T ° (MX, v,z X idHom @, T)) = MUx,v,T° (idHom(X, y) X By, 2z, T) .

Exemple (1.2). Les catégories forment une 2-catégorie notée Cat.

(1.3) Nous utilisons la convention de [2] pour les notations suivantes :
soient € une 2-catégorie et (X, Y) un couple d’objets de Ob€. Un
objet f de Hom(X, Y) est appelé 1-fleche de € de source X et de but
Y et est noté

(1.3.1) fiX->Y.

Soient f et g deux objets de Hom(X, Y). Une fléche « de f dans g de la
catégorie Hom(X, Y) est appelée une 2-fleche de € et est notée

f
(1.3.2) XVaY ou oaifog.
g

Soient X, Y, Z trois objets de Ob €. On notera simplement gof

" (resp. B *x) au lieu de py, v,z(f, &) (resp. tx, v, z(%, 13)) pour (f, g) €
Ob Hom(X, Y) X Hom(Y, Z) (resp. (x, f) € FI Hom(X, Y) X
Hom (Y, Z)).

Le diagramme suivant :

Y

(1.3.3)
T

N
-ng |-

selit: «o est une 2-fléche de & o & ddns g o f ». Six est unisomorphisme,
on dit que le diagramme (1.3.3) commute & 'isomorphisme o pres.

Deux objets X et Y d’une 2-catégorie € sont dits équivalents s’il
existe deux 1-fleches % : X — Y et v : Y — X et deux 2-fleches inver-
sibles (ou 2-isomorphismes)

aivou —>idy,

,3 U ov > 1 dy .
Dans ce cas les-1-fleches » et v sont dites des éguivalences quasi-in-
verses.
(1.4) Soit € une 2-catégorie. Si on oublie une partie de la structure

de © de la facon suivante : pour tout couple (X, Y) d’objets de Ob@,
on remplace la catégorie Hom(X, Y) par son ensemble sous-jacent et
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pour tout triple (X, Y, Z) on remplace I'accouplement pyx y, z par son
application sous-jacente, on obtient une catégorie ordinaire notée :

(1.4.1) Cat €

et qu’on appellera catégorie sous-jacente & .

Réciproquement toute catégorie C définit une 2-catégorie dont les
objets et les 1-fléches sont respectivement les objets et les fléches de C
et dont les 2-fléches sont les 2-fléches identités. On la note

(1.4.2) 2-Gat (C)

et on a la relation C = Cat (2-Gat (C)).
(1.5) Soient € et €’ deux catégories. On appelle 2-fonctenr

F:€ - @
I'ensemble des données suivantes:
i} une application
(1.5.1) F:Ob(&»Ol’:j@’,
ii) pour tout couple (X, Y) d’objets de Ob C, un foncteur
(1.5.2) Fx,y : Hom(X, Y) - Hom(F(X), F(Y)),

iii) pour tout tiiple (X, Y, Z) d’objets de €, un 2-isomorphisme
£x,v,z de Gat (1.2) rendant commutatif le diagramme

Hom(X, Y) X Hom(Y, Z) SN Hom(X, Z)

(1.5.3) Fx v X Fy,z EX,Y,Z/ , Fy ;
Hom(F(X), F(Y)) % Hom(F(Y), F(2)) ——> Hom(F(X), F(2))

de sorte que les conditions suivantes soient vérifides :
(i)’ pour tout X e Ob @, on a
(1.5.4) FX,X(id.X> = idF(X) ’
(ii)” pour tout couple (X, Y) d’objets de €, on a
ex,v,y (7 ,idy) = idFX’Y
et ’
ex, x, v(idy, )= idFX, v

(ii1)” pour tout quadruple (X, Y, Z, T) d’objets de €, on a I'égalité
des 2-isomorphismes de Eat

€x,v,T * (idFX,Y X 5?, %,@r) =¢x,z,1 * (ex,v,z X isz, s

4
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ou #* désigne ici la composition évidente de deux 2-fléches d’une
2-catégorie dans des diagrammes accolés du type |

anra

Remarque (1.6). 1l résulte de la définition qu'un 2-foncteur transforme,
tout diagramme commutatif & isomorphisme prés en un diagramme
commutatif & isomorphisme prés. Un 2-foncteur n’induit un foncteur
sur les catégories sous-jacentes que si ey y ; = id pour tout triple
(X, Y, Z). Un tel 2-foncteur sera dit strict.
(1.7) On définit de maniére analogue la notion de 2-bifonctenr
F:Ex@ —-¢".

(1.8) Un 2-foncteur F : @ — €’ est dit (i)-fidéle pour i = 0,1, 2, si
pour tout couple (X, Y) d’objets de € le foncteur Fx y est (5)-didele.
On dit que F est (3)-fidéle ou encore que F est une 2-équivalence si F
est (2)-fidele et si tout objet de €’ est équivalent & au moins un objet
image d'un objet de § par F. :
(1.9) La 2-catégorie Hom(€, )

Soient € et ¢’ deux 2-catégories. On définit une nouvelle 2-caté-
gorie Hom(¢, €’) comme suit :
(1.9.1) Les objets de Hom (€, €’) sont les 2-foncteurs de € dans ¢'.
(1.9.2) Soient F' = {F%, F% v, ek v, 7z}, 1 = 1, 2 deux 2-foncteurs de C
dans C’.

Une 1-fleche (4, 5) de F* dans F? consiste en la donnée

(i) pour tout X € Ob @, d’une 1-fleche de €’

Ay F(X) - (X)),
(ii) pour tout 1-fleche f: X — Y de € d’un 2-isomorphisme de €’
nidy o Fk y(f) > Fx, y(f) o Ay,

qui vérifient les conditions :

(i)’ pour tout X € Ob €, 14, = 1d,,,.

(if)” pour tout couple f: X - Y, g:Y — Z de 1-fléches compo-
sables de @, le diagramme

Azo 8}(, v,z(f, &)
2 eV el

Az o F ;7 (gof) Az o Fy z(8) o Fx,v(f)
¢ 77g o 1dF§(, Y(f)
‘ Hgf F%;,Z(g) o Ayo F}(’ v(f)

™
v 85{, v, z(f, &) Ax v ! R
F,z(gof)o Ax %’,Z(g)°F§{,Y(f)°AX

est commutatif.
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(1.9.3) Soient (A,7) et (A’,%’) deux 1-fleches de F! dans F%, on
définit une 2-fléche
oz (4,7) = (A7)
par la donnée pour tout X € Ob € d’une 2-fléche de '
ox: Ay - Ay

telle que pour toute 1-fleche f: X — Y de € le diagramme

Ay o Fy, y(f)—% Fi y(f) o Ax
avo Floy(f) | y | Pl oox
Ay o Fx,y(f) — Fk.y(f) o A%

soit commutatif.

A partir de ces définitions, on obtient une structure de catégorie sur
I'ensemble Hom(F!, F2) des 1-fléches de F! dans F2. Pour trois fonc-
teurs F1, F%, F3 on a une notion naturelle d’accouplement pm g, p
(1.1.(ii1)) et on obtient alors la 2-catégorie Hom(€, €'). On en déduit
en particulier une notion d’équivalence de deux 2-foncteurs de € dans € :
F! et F? sont équivalents s’il existe deux 1-fléches quasi-inverses 'une
de I'autre de Hom(€, ¢

(A7) P —F, (L) F—>F.

Définition (1.10). Soient F : € — €' et G : ¢’ — € deux 2-foncteurs.
On dit que F est 2-adjoint & droite de G ou que G est 2-adjoint @ ganche
de F ¢’il existe un morphisme de 2-foncteurs.

(1.10.1) (A,7) : G oF — idg

tel que le morphisme naturel de 2-bifoncteurs.
(1.10.2) Homg ( ,F( )) — Homg(G( ), )

qui en résulte soit une équivalence, c’est-a-dire si le morphisme qu’on
obtient en fixant chacun des deux arguments est une équivalence de
2-foncteurs.
(1.11) Les 2-catégories FL € et §/S

Soient € une 2-catégorie et A la catégorie associée a4 I'ensemble
ordonné des entiers {0, 1}. On définit la 2-catégorie FI € par:

(1.11.1) FLE = Hom (2 — Cat (4), €) . (1.4.2)

Remarquons que Fl (Cat(®)) et Cat(g ! €) ont méme ensemble d’objets
mais que la premiére est sous-catégorie non pleine de la deuxiéme.
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Soit b : I € — € de 2-foncteur but et soit S € ObE. On désigne
par

(1.11.2) €/S

la 2-catégorie dont les objets (resp. les 1-fléches, resp. les 2-fleches)
sont les objets (resp. les 1-fleches, resp. les 2-fleches) de FIE, dont
les images par b sont S (resp. ¢dg, resp. idy,). Ici encore Cat(@)[S
a méme objets que Cat(€/S) mais s’identifie & une sous-catégorie non
pleine de cette derniére.

2. 2-problémes universels. Problémes de représentabilité

(2.1) Soit € une 2-catégorie, on notera @° la 2-catégorie opposée,
obtenue en inversant le sens des 1-fleches de €.

(2.2) Soit € une 2-catégorie. Disons rapidement comment on peut
généraliser aux 2-foncteurs

g — Cat

la notion de représentabilité.

Notons §(€) la 2-catégorie des 2-foncteurs de §° dans €at (1.9).
On définit comme dans le cas des catégories ordinaires le 2-foncteur
strict

(2.2.1) h:€C—FE)
qui & X € Ob § associe le 2-foncteur strict (1.6)
(2.2.2) hy( )= Homg( , X)

et qui est défini de maniére analogue sur les 1-fléches et les 2-fleches.
Soit par ailleurs f e Ob (€) un 2-foncteur. Pour tout X € ObG,
on définit le foncteur

(2.2.3) hX, . Homg ©) (hx, f) - f(X) .
Comme suit: & # € Ob Homg,(hy, f), on associe

hx, i) = u(idy) € Ob f(X) ,
et a
@ :M—>%,, QEFZ Hom%(@)(hx,f),
Oon associe

by (p) = @(idy) : u(idy) — w'(1dy) .
Le foncteur hy ; est une équivalence de catégories, une équivalence

quasi-inverse étant donnée par

(224) kX,f .f(X) —> Hom%(@)(hX, f) ,
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ol pour tout & € Ob f(X), kx ¢(£) = u; est le morphisme de 2-foncteurs
e hy -, ug( ) =1()(§),

et olt pour @ : & = & € FIf(X), kx (@) = f( )g) * s — ug.

En particulier en posant f = hy, on obtient la proposition.
Proposition (2.3). Le 2-foncteur h (2.2.1) est 2-fidéle (1.8).
Définition (2.4). On dit que le 2-foncteur f ¢ Ob F(E) est représentable
si f est équivalent & un 2-foncteur de la forme hy. On appelle solution
du 2-probléme universel déterminé par f, le couple (X, u) ou X € Ob ¢
et u est une équivalence de 2-foncteurs

uhy 5f.

On dit de plus que le couple (X, &), olt & = u(idy) € Ob f(X), est
une donnée de représentation de f. ‘
Proposition (2.5) (Unicité des données de représentation). Soit f un
2-foncteur représentable de F(€) et soient (X, &), (X7, &) deux données
de représentation de f. Il existe alors un couple (4, ¢) formé d’une’
équivalence de €

A XX
et d’'un 2-isomorphisme

e f(d) (&) HE.

De plus pour tout autre couple analogue (4y, &), il existe un 2-iso-
morphisme unique
oA —)21

tel que & o ({(x) (&) = e.
Démonstration. Soient (X, &) et (X', &) deux données de représen-
tation de f. Par hypothéses les morphismes définis en (2.2.4)

#e thy > f

Ug - h X f

sont des équivalences de 2-foncteurs. En utilisant (2.3) on voit alors
qu'il existe une équivalence de €

A XX
et un 2-isomorphisme de F(C)
¢ atg ohy —> ug.
Mais comme
e o hy(tdy) = ug(d) = f(2) (&)
et
ug(idy) = &,
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on en déduit un isomorphisme ¢ = hy ()

e = e(idy) 1 f() (£') - &.
Soit alors (4;, &) un couple analogue. Il existe un isomorphisme unique

& f(2) (&) — f(2) (&)
tel que & oy = &, Ou encore un isomorphisme
o =t (A5 ug(hy)
mais comme #,, est pleinement fidéle, «, se reléve un isomorphisme
unique
&A= . O

Exemple (2.6). 2-produiis et 2-produits fibrés dans une 2-catégorie

(2.6.1) 2-produits. Soient € une 2-catégorie et (X, Y) un couple d’objets
de €. Considérons le 2-foncteur de F(E) qui & tout U € Ob € associe
la catégorie produit

Hom(U, X} X Hom(U, Y)
et défini de maniére analogue sur les 1-fléches et les 2-fléches. Si ce
2-foncteur est représentable on dit que le produit de X et Y est repré-
sentable dans € et on appelle produit de X et Y une donnée de re-
présentation (X XY, pr : XXY - X, pry : X XY = Y) de ce 2-
foncteur.
(2.6.2) 2-produits fibrés
Soient € une 2-catégorie et a : X - T, 5 :Y — T un couple de
1-fléches de € de méme but, considérons le 2-foncteur
HXXTY : (,gl) - @at

qui & U € Ob @° associe la catégorie Hy, y(U) suivante: les objets
de Hy, ,v(U) sont les triples (c, 4, &) formés de deux 1-fléches de €

c:U—- X,

a:U-Y
et d'un 2-isomorphisme ¢ : b od - a o ¢, qu'on peut encore noter

4
U——>X

dl 8/ 1&1
Y@—T T .
et les fleches (¢, d, &) — (¢/, d’, &’) sont les couples de 2-fleches de €

yic—>¢
6:d—d
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tels que le diagramme
id, o
— b o a

od

b
sl le’
idaoy ‘]/
a

o¢——> a oc’

soit commutatif. On compléte de maniére analogue la définition de
Hy, v sur les 1-fleches et les 2-fléches de €.

Si le 2-foncteur Hy, .y est représentable, on dit que le 2-produit
fibré de X et Y au-dessus de T est représentable et on appelle 2-produit
fibré (X X 7Y, py, Py, €) une donnée de représentation de Hy, .y

Proposition (2.7). Soit fe ObF(C) un 2-foncleur représentable et
soit (X, &) une donnée de représentation de f. Soit de plus S € Ob (€).
Alors pour que la vestriction

fs 1 @%/S — Cat
de f, obtenue en composant f avec de 2—3‘0%0153%1' «oubli de S»
ig:€/S—>¢,
soit un 2-foncteur veprésentable, il faut et il suffit que le 2-produit (X X S,
P, p: X XS—>X,0:X xS~ S, existe dans €, et le couple (X xS,
f(p)(&)) est alors une donnée de représentation de fs.

Démonstration. Supposons que X X S existe et soit ¢ : U — S un
objet de §/S. D’aprés la définition de (X X S, p), la composition avec p
induit une équivalence de 2-foncteurs de €°/S dans Cat :

Homgs( , X X S) = Homg(ig(), X) .
Mais en composant avec I'équivalence
ue oig : Homg(ig( ), X) = fs,

on en déduit que fg est représentable et que le couple (X X S, f(p)(£))
est une donnée de représentation de f;.

Réciproquement supposons fg représentable et soit (¢ : X; — S, &)
une donnée de représentation. A la donnée de & est associée une
équivalence

w : Homgs(, (Xy, ) — Homg(ig(), X) .
Soit p: X; - X, p = u(idy), et soit v une équivalence quasi-inverse
de #. Montrons que (X, p, ¢) est un 2-produit de X et S. Il suffit
de montrer que par composition avec p et ¢ on obtient une équivalence
de 2-foncteurs

a : Homg( , X;) = Homgf , X) X Homg( , S) .
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Mais on obtient aussitot une équivalence quasi-inverse
b : Homg( , X) x Homg( , S) = Homg( , X;)
en considérant un couple {p: T -~ X, p: T — S} comme la donnée
d’un objet (T, y) de €/S et d’une 1-fléche de €
p:ig(T, ¢) - X .
On définit alors & par
blg, p) =1is0v(@) -

3. 2-catégories fibrées

(3.1) Soit p: € — & un 2-foncteur et soit U ¢ Ob &. On désigne par
(3.1.1) [y
la 2-catégorie «fibre au-dessus de U» qui a pour objets, 1-fléches
et 2-fleches les objets, 1-fleches et 2-fléches de € dont I'image par p
est respectivement U, id;; et ididU .
Soit ¢ : V' — U une 1-fleche de © et soient X € Ob@y, Y € Ob €,
on note
(3.1.2) Hom, (Y, X)
la sous-catégorie de Hom(Y, X) dont les objets sont au-dessus de ¢ et
dont les fleches sont au-dessus de id,. Siona V = U et ¢ = #dy, on
note cette catégorie
(3.1.3) Homy (Y, X).
(3-2) Soit v: Y — X une 1-fleche de § au-dessus de ¢: V' — U. Par
composition v définit une 1-fléche v de Hom(CY, Cat) ‘
(3.2.1) v : Homy( , Y) — Hom,( , X) .
Définition (3.2.2). On dit que v est une 1-fléche cartésienne de € si v
est une équivalence (1.3) de Hom(Cy, Cat).
(3.2.3) Soient v: Y - X et v/: Y’ - X deux 1-fléches cartésiennes de
méme but au-dessus de la méme 1-fléche ¢ de &. Il résulte aussitét
de la définition qu'il existe une éguivalence ) et un 2-isomorphisme ¢ de €
4 AY Y, e:voldv.
Soit de plus (4;, &) un autre couple formé d'une équivalence et d'un
2-isomorphisme
M:Y-=>Y, g:voel—v,
il existe un 2-isomorphisme unique
Ry
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rendant commutatif le diagramme

U'le
/ /
v ol

1

Définition (3.3). Soit p : € - & un 2-foncteur. On dit que p est fibrant
ou que € est une 2-catégorie fibrée sur & par p si

(i) p est un 2-foncteur strict (1.6),

(ii) pour toute 1-fléche % :V — U de & et pour tout X € Ob €, il
existe une 1-fléche cartésienne v: Y — X de but X au-dessus de ¢,

(iii) lJa composée de deux 1-fléches cartésiennes composables est une
1-fléche cartésienne.
Exemple (3.4). Le 2-foncteur but b : FL € — € est fibrant, si et seule-
ment si les 2-produits fibrés (2.6.1) exjstent dans €.

Un diagramme

v
X—X

(3.4.1) lﬂ Z%ﬂ ll

V————->U
%

ou (v, %, ¢) : A’ — A est une 1-fleche de F{ € cartésienne audessus de #,
est dit diagramme 2-cartésien. La condition (iii) de (3.3) traduit alors
la tramsitivité des 2-produits fibrés.

(3.5) Les 2-foncteurs « changement de base». Soit p : € — & un 2-foncteur
tibrant et soit #: U’ — U une 1-fleche fixe de ©. La restriction aux
fibres au-dessus de U du 2-foncteur but définit un 2-foncteur

(3.5.1) by : FlC)y >Cy.
A la 1-fléche # on associe un 2-foncteur
(3.5.2) Vu 1€y — FE)y

qui vérifie by oy, = idg,, dela fagon suivante: pour tout X e Ob €y,
on choisit une 1-fléche cartésienne

(3.5.3) uy : X' > X

au-dessus de #; pour toute 1-flecche 1: X — Y de €, on choisit un
couple (A, &) formé d’une 1-fleche 1’ : X’ — Y’ et d’un 2-isomorphisme



3. 2-catégories fibrées 15

¢ rendant commutatif le diagramme

x—2s x
1]

(3-5.4) Zw }%1L
N

Uy

Il résulte des définitions que, pour tout X, la 1-fléche uy est déterminée
a équivalence prés et que, pour tout 4 : X — Y, le couple (4, ¢) est
alors déterminé a un 2-isomorphisme unique prés. Pour tout X € Ob €y,
on associera a la 1-fléche idy le couple (idy, idiay). A toute 2-fleche
& 1y — Ay de € est alors associée une 2-fléche unique &’ : 4; — 4, de
€y telle que

(3.5.5) g0ty *a') = (x *uy) ogy .

Ayant ainsi défini le 2-foncteur v, en le composant avec le 2-foncteur
source

(3.5.6) s FE->C,

on obtient un 2-foncteur dit 2-foncteur de changement de base
(357) Au :@U”%(‘SU’-

Le 2-foncteur A, est défini & équivalence prés; I’équivalence entre
deux 2-foncteurs de changement de base étant définie & un 2-iso-
morphisme unique prés.

En particulier soient v : U” — U’, # : U’ — U deux 1-fléches com-
posables de S; définissons arbitrairement A, A4, 4, , ; il existe alors

une équivalence de 2-foncteurs
{3.5.8) Zu’vi/luo,,-?/lvo‘/lu.

Cette équivalence est définie 4 un 2-isomorphisme unique prées; donc
pour trois fleches composables de &, w : U — U”, v:U" - U/,
u : U’ — U, il existe un isomorphisme canonique

(359) Cu,v,w - (Zv,w*'id/lu) °ﬂ-u,vow - ('id/lw*lu,v) °ﬂ-uov,w

et une relation de compatibilité que nous n’écrivons pas, entre les
différents isomorphismes obtenus pour quatre 1-fleches composables.
(3.5.10) Nous dirons comme dans SGA 1 VI que le choix des A4, et
des A,,, définit un clivage de € sur &. Un clivage est un scindage si
les 4, , sont des isomorphismes de 2-foncteurs et si les isomorphismes
€4,y,w (2.5.9) sont des isomorphismes identités.

Definition (3.6). Soient (€, p) et (€, p’) deux 2-catégories fibrées au
dessus de &; on définit comme dans SGA 1 VI et ([7] 1.24) les 2-caté-
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gories

(3.6.1) Homg(€, ). et Carteg@, €) .

La premiére est la sous 2-catégorie de Hom(€, €’) qui a pour objets
les 2-foncteurs F : € — @ tels que p’ o F = p, pour 1-fléchesA: F;— F,
ler 1-fléches telles que ¢dy oA = 4d,,, et pour 2-fléches & : 4 — 4/, les
2-fleches telle que iy, , * o = idy - La deuxiéme est alors la sous
2-catégorie pleine de la premiére dont les objets sont les 2-foncteurs
qui transforment toute 1-fleiche cartésienne de € en une 1-fléche car-
tésienne de €.
(3.7) 2-catégories fibrées sur une catégorie ordinaire

Nous supposons désormais que la 2-catégorie de base est la 2-caté-
gorie associée & une catégorie S. Pour simplifier nous noterons © au lieu
de 2-Cat(S).

Soit R un crible de S (cf. [8]) resp. de S/U ott U € Ob S); on définit
la 2-catégorie

(3.7.1) Lim § = Carte(R, €)
R
et le 2-foncteur «restriction»
(3.7.2) , gg : Lim € - Lim €
5 xR
(resp. @r,v : Lim € — Lim €) .
N[ R

Le 2-foncteur «valeur en U»
(3.7.3) - vy : Lim @ — €y
S/

est une 2-équivalence et permet, pour tout crible R des S/U de définir,
par composition du 2-foncteur gy, y avec une équivalence quasi-inverse
de vy, un 2-foncteur non canonique

(3.7.4) yr,v Gy~ LimE.
R

(3.8) La catégorie fibrée Homgy(X, Y)

Soit © une 2-catégorie fibrée sur une catégorie S. Soient U € Ob S
et (X,Y) un couple d’objets de €. Nous définissons sur S/U une
catégorie fibrée ordinaire

(3.8.1) Homgy(X, Y)

qui est I'analogue du préfaisceau Homg(x, y) de [9, I 2.4]. Soit (4,
Ju o) un clivage de € (2.5.10). La catégorie fibrée Homg;y(X, Y) estla
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catégorie fibrée associée au 2-foncteur de S/U dans €at dont 'appli-
cation sous-jacente de Ob S/U dans Ob @at est I'application qui a
u : V — U associe la catégorie

(3.8.2) Hom@V(Au(X), A,Y))

et qui est définie de maniére naturelle a partir de cette application grace
aux 4,,,, et & un choix d’équivalences quasi-inverses w, ,, des 4, ,.

Soit par ailleurs R un crible de S/U. Avec les notations de (3.7.4),
on a une équivalence natuvelle

(3-8.3) Hom Lim § (‘/’R, v(X), g, u(Y)) 3}}2 Homg (X, Y),
R R

qui résulte immédiatement de la définition des deux membres.

4. 2-catégories fibrées sur un site. 2-champs

Soit E = (§, J) un site (SGA 4 VI 7.3.1) ott S est une catégorie et ot J
est une topologie sur S, et soit (€, ) une 2-catégorie fibrée sur S. On
peut alors définir I’analogue des notions de préchamp et de champ
introduites par J. Giraud dans [9]. Nous nous bornons ici  introduire
une terminologie qui nous permettra d’exprimer simplement que dans
certaines 2-catégories fibrées que nous rencontrerons, on a toutes les
propriétés de recollement souhaitées. '

Définition (4.1). On dit que € est un 2-préchamp (resp. un 2-champ)
si pour tout objet U de S et pour tout crible couvrant R de S/U, le
2-foncteur

(3.7.4) e, v: 6y > Lim§

D

R

est (2)-fidéle (resp. est une 2-éguivalence) (1.6). '
(4.2) 11 résulte de (3.8.3) que les deux propriétés suivantes sont equl-
valentes :

(i) € est un 2-préchamp,

(ii) pour tout U € Ob S et pour tout couple (X, Y) d’objets de €,
la catégorie fibrée Homgy(X, Y) est un champ.

On a l'analogue des propriétés des préchamps et des champs: «un
2-préchamp est une 2-catégorie fibvée dans laquelle les 2-fléches et les
1-fléches se recollent; un 2-champ est un 2-préchamp dans lequel les
objets se recollent».

(4.3) Nous ne pousserons pas plus avant I'étude des 2-catégories fibrées
sur un site. En particulier, nous ne nous intéressons pas ici, comme on
pourrait le faire suivant le modéle de J. Giraud [9], au 2-préchamp ou



18 I. 2-catégorie fibrées

au 2-champ associés 4 une 2-catégorie fibrée. De telles notions néces-
siteraient en effet qu'on se place dans le contexte plus large des bi-
catégories ([2] 1), qui généralisent les 2-catégories en ce sens que 1’asso-
ciativité des 1-fleches n’est plus imposée qu’a un 2-isomorphisme donné
prés, avec une condition naturelle de transitivité pour trois 1-fléches
composables.

Nous n’aurons par la suite a utiliser que le résultat suivant :

Proposition (4.4). Soient E = (S, J) un U-site (SGA 4 VI 7.3.1) 0@t S
est une U-catégorie et J une U-topologie sur S, F une catégorie fibvée et ©
un 2-champ sur S. Soit (F',f:F — F') le champ assocté 4 F [9 1 4.1.2],
le 2-foncteur induit par composition avec f

(‘garts(F’, @) - @arts(F, @)

est une 2-équivalence.
Démonstration (abrégée). Soit U € Ob S et soit (¥, ¥) un couple d’objets
de F,. Le préfaisceau sur S|U

(4.4.1) . Homgy(x, v}

peut étre considéré comme une catégorie fibrée discréte. Soit alors
h:F—>C

un 2-foncteur cartésien, & h est associé un foncteur cartésien

(4.4.2) hy : Homgy(x, ¥) — Homgy(A(x), () .

Mais désignons par

(4.4.3) Homgy(%, ¥), @ : Homgy(x, y) — Homgy(x, y)

le faisceau associé au préfaisceau (4.4.1); il résulte aussitot de la con-
struction du champ associé & une catégorie fibrée que (4.4.3) est un
champ associé & (4.4.1) et que par conséquent is existe une factorisation

(4-4.4) hZJ : HOm’s/U(x, y) - Homs/U(h(x), h«(y)) N

& thyoa—hy,

le couple (hy, &) étant déterminé & un 2-isomorphisme unique pres.
On en déduit aussitdét que la proposition est vraie si dans I'énoncé
on remplace (F/, f : F — F) par le préchamp associé a F. En particulier,
on est ramené au cas ol F est un préchamp. Dans ce cas on peut
encore supposer pour faire la démonstration ([9] 4.2) que la catégorie
fibrée F est scindée et que F’ est le champ scindé défini par

F, = lim Cart(R, F), UeObS ([9]4.1.5),
ReJ(0)
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ou J(U) désigne 'ensemble ordonné filtrant des cribles couvrant U
et otl les morphismes de transition du systéme inductif sont les fonc-
teurs de restriction d’un crible a un raffinement, et que

fiF>F

est le foncteur naturel qui & ¥ € Ob Fy, U € Ob S, associe I'image dans
Fy de la section cartésienne au-dessus de S/U associée & x par le scindage
de F.

Faisons alors ces hypothéses et construisons une 2-équivalence quasi-
inverse

g : Carts(F, €) - Carts(F/, €) .
Soit
h:F-@

un 2-foncteur cartésien. On lui associe le 2-foncteur cartésien
h:F —-G@
comme suit : soit ’ ¢ Ob Fy, ott U € Ob'S; #” provient d’une section

cartésienne
sy :R—=F, ReJU).

Par composition avec h, il lui est associé une section cartésienne
ho Sy o R—GE.

Désignons aiors par ‘
UR, U- Cart (R, @) - ®U
une 2-équivalence quasi-inverse de g,  (3.7.4). On définit alors
h/(X/) = U, U(h o sx') .
11 faut ensuite compléter h’ en un 2-foncteur, définir aussi g sur les
1-fléches et sur les 2-fleches de Carts(F, €), puis montrer que g est bien

un 2-foncteur quasi-inverse du 2-foncteur de composition avec f. Ces
vérifications sont laissées au lecteur.



Chapitre II

% -topos

1. ¥-sites. U-topos

Dans tout ce qui suit % désigne un univers fixé. Nous rappelons en vue
de fixer les notations certaines définitions et propriétés concernant les
U-sites et les %-topos. Pour plus de détails, le lecteur se référera a
SGA 4, chap. T aIV.

(1.1) Soit S un %-site. On dé51gne par Sla catégorie des préfaisceaux
de %-ensembles sur S et par Sla sous-catégorie pleine de S des faisceaux

de %-ensembles sur S. Alors S est un %-topos. De plus on a les foncteurs
usuels

(1.1.1) 7:S—>S, i:5>S, a:5-§

ol 7 est le foncteur U |- Homg( , U), ¢ est le foncteur d’inclusion et a
le foncteur «faisceau associé», adjoint & gauche de 7, auquel on a imposé
la condition @ o7 = 7ds.

(1.2) Un morphisme f : X — Y de %-topos est un foncteur f* : Y — X
des catégories sous-jacentes qui commute aux limites projectives finies
et aux limites inductives quelconques. Un tel f* a un adjoint a
droite f,.

(1.3) Soit X un %-topos. Un ¥-site de définition de X consiste en la
donnée d’un site S et d’une équivalence de %-topos

(1.3.1) 7S —>X.

Soit k=/hoaon:S—>X et soient 4e0b X et UecObS (resp.
@ € F1S). On notera A(U) (resp. A(g)) pour Homx(k(U), 4) (resp.
Homy(k(gp), 4). Soit s € A(U), et soit ¢ : V — U une ﬂeche de S, on
notera encore s, au lieu de 4 () (s).

(1.3.2) Si la topologie canonique de S est plus fine que celle du site,
si S a un objet final et si les produits fibrés finis sont représentables
dans S, on dit que S est un site standard.

(1.3.2) Si S est un site standard de définition de X, le foncteur a4 o 7
est pleinement fidéle, et par suite le foncteur % I'est aussi.
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(1.4) Les ¥-topos forment une 2-catégorie, que nous noterons oy,
dont les objets sont les %-topos, dont les 1-fléches sont les morphismes
de %-topos (1.2) et dont les 2-fleches f — g sont les morphismes f* — g*
des foncteurs f*, g* associés aux morphismes de %-topos.

(1.5) La 2-catégorie Top a un objet initial, le %-topos ponctuel catégorie
des faisceaux de %-ensembles sur ’ensemble vide que nous notons

(1.5.1) 9,

et un 2-objet final, la catégorie des ¥-ensembles, catégorie des faisceaux
de ¥-ensembles sur un espace ponctuel que nous notons

(1.5.2) Ens.

2. Les points d’un topos. L’espace associé a un topos

Définition (2.1) : Soit X un %-topos. On appelle foncteur fibre de X tout

morphisme
& :Ens - X

de source le ¥-topos final Ens (1.5.2), donc tout foncteur
g% : X — Ens

qui commute aux limites projectives finies et aux limites inductives.
Soit F € Ob X (resp. # € FI X) et soit & un foncteur fibre de X; on
utilisera pour désigner la valeur du foncteur fibre en F (resp. en u)
la notation

(2.1.1.) F¢ (vesp. ug) \
au lieu de £*(F) (resp. £*(u)).

(2.1.2) On appelle point de X une classe & isomorphisme preés d'un
foncteur fibre de X.

(2.1.3) Soit S un ¥-site, on appelle foncteur fibre de S (resp. point de S)
tout foncteur fibre (resp. tout point) du %-topos associé a S.

Définition (2.2) : Soit S un %-site. On dit que S est & fibres conservatives
ou a « assez» de poinis si pour tout # € FIS les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) # est un monomorphisme (resp. un épimorphisme),

(ii) pour tout foncteur fibre & de S, %, est un monomorphisme (resp.
un épimorphisme).
Exemple (2.3) : Soit X le %-topos associé & un espace topologique X,
A tout sous-ensemble fermé irréductible Z de X, est associé un foncteur
fibre, encore noté Z,

Z:Fw F,=1lim I'U, F),
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oti la limite inductive est prise sur la catégorie filtrante décroissante
des ouverts U de X, tels que Z n U soit non vide.

Réciproquement, soit £ un foncteur fibre de X et soit Z(£) le com-
plémentaire du plus grand ouvert U de X, tel que U soit non vide.
On vérifie aussitot que Z(&) est un fermé irréductible et que le foncteur
fibre associé a Z(£) est isomorphe a &.

. Il existe donc une bijection naturelle entre les points de X et les fermés
srréductibles de X,. On en déduit aussi que X est & fibres conservatives.

Définition (2.4) Un espace topologique X, est dit espace pur s'il vérifie
la propriété : «tout fermé irvéductible de X, a un point générique unique »
(Par exemple un espace séparé, I'espace sous-jacent d’'un schéma sont
des espaces purs). -

Si X est le %-topos associé & un espace pur X,, il existe (2.3) une
bijection naturelle entre les points de X et les points de X;. Nous
allons montrer qu’a tout espace topologique X, est canoniquement
associé un espace pur p X, dont le topos associé soit équivalent au
topos associé & X;. Plus précisément on a,:

Proposition (2.5) Désignons par top ¢t par top-p respectivement la caté-
gorie des U- -espaces topologiques et la sous-catégorie pleine de top des
U-espaces purs ; il existe un foncteur «espace pur associé »

2 . top — top-p
adjoint & gauche du foncteu} naturel d’inclusion
1 : top-p — top .
De plus, soit pour X, ¢ Ob top,
ot Xy = p(X)

Vapplication naturelle qui résulte de Uadjonction, «™* induit alors un
isomorphisme entre la catégorie des ouverts de p(X,) et la catégorie des
ouverts de X,,.
Démonstration. Soit X, un espace topologique, on désigne par p(X)
I'espace topologique suivant :

. L’ensemble sous-jacent |p(X,)| de p(X,) est I'ensemble des fermés

irréductibles de X,
D’autre part A tout ouvert U de X associons le sous-ensemble |p U|

de |p(X,)| défini par:
lp Ul ={Z e|p(X)l; Znu#0}.
On vérifie aussitot que I'application

U~ |p Ul
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commute aux intersections finies et aux réunions quelconques et que
donc, quand U parcourt l'ensemble des ouverts de X, les [p U] for-
ment les ouverts d’'une topologie sur |p(X,)|. On désigne par p(Xy)
P’espace topologique ainsi, obtenu. .
De plus, soit
[ XY,

une fonction continue et soit Z un fermé irréductible de X,. L’adhérence

f(Z) de f(Z) dans Y, est alors un fermé irréductible et I'application
P p(Xo) =~ (V)

définie par p f(Z) = f(Z) est continue.

Montrons alors que l'espace $(X,) est pur: c’est en effet la conséquence
des deux propriétés suivantes dont la vérification est immédiate a
partir des définitions :

(i) soit Z un'fermé irréductible de X,. L’adhérence de Z dans p(X,)
est I'ensemble des fermés irréductibles de X, qui sont contenus dans Z.
(i) Soit F un fermé irréductible de p(X) et soit U louvert de X,
tel que |p U| soit le complémentaire de I dans p(X,). L’hypothése que
F soit irréductible se traduit par la propriété que le complémentaire Z
de U dans X, est irréductible et F est 'adhérence de Z dans p(X,).
On a donc défini ainsi un foncteur

(2.5.1) p :top — topp.

Soit alors

(2.5.2) Xy — p(Xy)

I'application définie par .
afx) = {a} .

On voit alors que &~ (|p U]) = U. L’application « est donc continue
et'«~! induit un isomorphisme de I'ensemble des ouverts de p(X,) sur
I’ensemble des ouverts de X,.

De plus toute application continue |

[ X, =Y,

ol Y, est un espace pur se factorise alors de facon unique en

Xo'i> Y,

(2.5.3) oc\ /f’
#(Xo)
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ott, pour Z ¢ p(X,), f(Z) est I'unique point générique du fermé irré-
ductible]@ de Y,; il en résulte que p est adjoint & gauche de s. []
(2.6) L’espace associé & un U-topos

(2.6.1) Définition du foncteur esp

Sojent X un ¥-topos, ouv(X) la catégorie des ouverts de X,

(2.6.1.1) E(X) = Homg,y(Ens, X)

la catégorie des foncteurs fibres de X (2.1) et X I'ensemble des points
de X (2.1.2). On note

Er £
I’application
«classe d’isomorphisme »: Ob E(X) - X, .
A tout ouvert U de X, on associe le sous-ensemble |U] de X, défini
par
Ul = (£ Xo; Ug + 0} .
On obtient ainsi une application croissante
Uew U],

de I'ensemble ordonné des ouverts de X dans ’ensemble ordonné des
parties de X,, qui commute aux intersections finies et aux réunions.
On en déduit que les |U| forment, quand U parcourt ouv(X), les
ouverts d’une topologie sur X,. On note

(2.6.1.2) esp(X)

I’espace topologique ainsi obtenu.
D’autre part soit
f X =Y

un morphisme de topos ; par composition on en déduit un foncteur
E(f) : E(Q) — E(Y)
et une application
Joi Xo— Y.
Mais, pour tout ouvert V de Y on a
SHvD =10,
et f, définit donc une application continue
Jo 1 esp(X) — esp(Y) .
Désignons alors par

(2.6.1.3) Top’
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Ja catégorie dont les objets sont les %-topos et dont les fléches sont les
morphismes & un 2-isomorphisme prés de %-topos. On voit qu’on a
ainsi défini un foncteur

(2.6.1.4) esp : Top” — Top .

Remarque (2.6.2). 11 résulte aussitot de la description de l'espace pur
associé A un espace topologique que si X et le ¥-topos associé a un
espace topologique X,, l'espace esp(X) est isomorphe & l'espace pur
p(X,) (2.5.1). Plus généralement si le site des ouverts de X est a fibres
conservatrices (2.2), espace topologique egp(X) est pur et I'application

ouv(X) — ouv o esp(X),
U — |U|

est bijective.

Exemple (2.6.3). Soit S un schéma et soient S, (resp. S,, resp. S; les
topos associés & S pour la topologie des Zariski (resp. étale, resp. fidéle-
ment plate de présentation finie [SGA 4 VII]). On trouve alors que
esp S; (i = 1, 2, 3) est isomorphe a Iespace topologique sous-jacent au
schéma S.

Théoréme (2.6.4). Le foncteur

esp : Top’ — top (2.6.1.3)
est adjoint & dvoite du fonctewr « topos associé »

¢ :top - Top’.

Démonstration. Soit X un %-topos; les foncteurs

Im : X — ouv(X),
qui A tout F € Ob X associe son image Im F dans l'objet final de X, et

7+ ouv(X) — ouv o esp(X)

défini par §(U) = |U]| (2.6.1), sont des morphismes de sites (pour les
topologies canoniques de ouv(X) et de ouv o esp(X)). De plus, pour tout
morphisme de topos

f:X=>Y,
si nous désignons par
- ouv(Y) — ouv(X)
et par
f7* 2 ouv o esp(Y) — ouv o esp(X)
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les morphismes de sites déduits naturellement de f, le diagramme
suivant est commutatif

m ]
Y ———— ouv(Y) ———> ouV o esp(Y)

(2.6.4.1) f*

f ko
v Im ¥ 7 v
X ——— ouv(X) ——> ouv o esp(X) .
Soit alors X, un espace topologique, on a une application naturelle
Hom (1(X,), Y) — Hom (esp o {X,), esp )

et, en composant avec I'application continue de X, dans ’espace pur
qui lui est associé ((2.5.2) et remarque (2.6.2))

o 1 Xy —> esp ot(Xy) ,
on en déduit une application
Hom (H(X,), Y) — Hom(X,, esp Y) .

11 faut voir qu'elle est bijective, mais il suffit alors de remarquer que
si X = #(X,), chacun des morphismes de sites

Im : X — ouv(X)
et 4 :ouv(X) — ouv oesp(X)

induit une équivalence sur les topos associés et que si on considere le
diagramme (2.6.4.1), la donnée de fi” 1 détermine alors f* 4 isomorphis-
me prés. [

Remargue (2.6.5). 11 faut se garder de croire qu'un topos dont le site des
ouverts est un site de définition soit toujours assogié & un espace topo-
logique. L’exemple et la proposition qui suivent dus & P. Deligne, don-
nent des précisions sur ce point.

Exemple (2.6.6). Un site formé &’ ouverts et qui w'a aucun point: Soit X
le site suivant : les objets de S sont les ouverts de I'intervalle I = [0, 1]
modulo les ensembles de mesure nulle; les fleches de S sont les inclu-
sions 4 ensemble de mesure nulle prés et les familles couvrantes sont
les familles dénombrables surjectives & un ensemble de mesure nulle
pres. »

Dans S tout les morphismes sont des monomorphismes. Montrons
que S n’a aucun point: en effet tout foncteur fibre £ de S définit par
composition avec le foncteur canonique ouv I — ouv(S) un foncteur
fibre de ouv(I) donc un point x de I. Soit U I'ouvert complémentaire

de x dans I et soit U sa classe dans S; on aurait Ug = 0, ce qui est

impossible car U est final dans S.
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On a cependant :

Proposition (2.6.7). Soit X un U-topos localement noethérien engendré pay
ouv(X), X est alors associé & un espace fopologique X, qui est de plus
localement noethérien.

Démonstration. 1 suffit de prouver que ouv(X) a assez de points c’est-
a-dire que pour tout couple d’objets (U, V) de ouv(X) tels que

UcV et U=£T

il existe un foncteur fibre & tel que Ug = @ et V, £ 0. En effet on en
déduira alors que l'application

7 2 ouv(X) = ouv o esp(X)

est bijective.

Soit {U; — ex}s; un recouvrement ouvert de l'objet final ex de X
tel que, pour tout ¢ € I, X/U, soit noethérien il suffit évidemment de
prouver que si U n U; # V n V, il existe un foncteur fibre £ de X /U,
tel que (Un U)g=0et (Vo V) 5% 0. On est donc ramené au cas
olt le site ouv(X) est noethérien. Soit alors W un ouvert maximal tel
que UC WetV ¢ W et soit

&Y ouv(X) — Ens
le foncteur défini par
E’p‘}(z‘l)-——{ & s.1 dAcw
{%} si A& W
ot {#x,} est un ensemble ponctuel, objet final de Ens. La définition de
W montre que 4 & W équivaut a V C W n 4 et par suite on a les
relations

EI?V(H Ai) =N 5% Ai

elig iel,
pour tout ensemble fini d’indices I, et
Eh(04) = Ui 4;
iel iel

pour tout ensemble d’indices I ; donc &} est un foncteur fibre qui répond
ala question. [

3. Produits

Nous donnons ici quelques résultats concernant les produits dans la
2-catégorie Top (1.4).

Théoréme (3.1). (P. Deligne). Dans la 2-catégorie Top les 2-produits
sont représentables.
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Voir [SGA 4 IV] pour la démonstration.
Remarque (3.2). En général, il n’est pas vrai que le 2-foncteur « topos
associé 4 un espace topologique», 1, commute aux produits fibrés.
Mais on a par exemple le résultat : si X et ¥ sont deux espaces topolo-
giques quasi-compacts admettant une base &’ ouverts stable par intersection
finie et formée & ouverts quasi-compacts, alors la fléche naturelle

HX % Y) - HX) x 1Y)

est une équivalence de topos.
Signalons aussi le résultat intéressant suivant :

Proposition (3.3). (J. Giraud). Soient f: X — Y unm orphisme de topos
et VeObY. Soit
fr i X[f*V =Y
défini par
B W = V) = {*A) : f*W) = (V)
et sotent ‘
pYV =>Y, g:X[f*V->X
les morphismes camoniques et ¢ : ¥ o p* g% o f* Visomorphisme na-
turel .
ey (W X V) 3 £*(W) x f*(V).
Alors le diagramme suivant de Top

X/f* V_q__> X

(3:3.1) .
[ GERY.

Y2 .y

est 2-cartésien (1.3.4).
Démonstration. Le résultat énoncé est conséquence immédiate du
lemme suivant

Lemme (3.3.2). Soient 4 : T — X un morphisme de topos, U € Ob X
et p : X/U — X le morphisme canonique. 11 existe alors une bijection
naturelle entre Pensemble E, des classes d’isomorphisme des couples
(k, «) formés d'un morphisme de topos k : T — X/U et d'un 2-isomor-
phismea : p o k = h, et lensemble H(2* U, T) des sections de 2* U.
Démonstration du lemme. Soit
d:idy —p*U =
la fleche de S/U associée & la diagonale U — U X U, et définissons
v Ey— HMW*U,T)
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en associant a (%, &) la section s = x(U) o k*(d) de A*(U),

k) «(U)
k*(idy) —— k*(p*(U)) —— 2*(V)

(k*(idy) est en effet un objet final de T). La propriété pour » d’étre une
bijection résulte alors du fait que pour toute fleche A : V — U de X, le
diagramme de X/U

(idy, 4)

— TV XU

A ‘ 1 (4, 1dy)
¥ d
U - U x U
(oo V,U,V x U, U x U sont regardés comme des objets de X/U
respectivement par 4, 1dy;, et les projections sur le deuxiéme facteur) est
cartésien et qu’on en déduit, grice a « le diagramme cartésien suivant
de T

k*(lz) s B (V)

¥ s ¥
k*({dy)——h*(U) 1.

4. Le 2-champ {3op ; S}

Soit S un ¥-site. Nous étudions dans ce paragraphe les propriétés de
recollement des topos variables au-dessus de S. Pour cela, nous définis-
sons la 2-catégorie fibrée {Top ; S} dont la fibre au-dessusde U e Ob S -
est la 2-catégorie des ¥-topos sur S/U. Elle est munie d’'un scindage
naturel. Nous montrons de plus qu’elle jouit des propriétés de recolle-
ment qui en font un 2-champ (I1.4.1).

(4.1) La 2-catégorie fibrée {ZTop ; S}

L’ensemble des objets est défini par

(4.1.1) Ob{%op ; S} = [ [ Ob Zop/S/U . (1.1.11.2)
UeObS

Un objet est donc un morphisme de %-topos
f:X-—=S/U
Pour f: X - §/U, g : Y — §/V, on définit

(4.1.2) Homgy s1(f,8) = Tl Homy(f o).

peHomg(U , V)

Les fonctewis d’accouplements sont définis de facon évidente.
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Le 2-foncteur
(4.1.3) p:{Zop;S}—S
est le 2-foncteur but. On a en particulier
P(f: X —>S/U)=U et p(aecObHom(f,g)=¢-

Le 2-foncteur p est fibrant (I.3.3) puisque pour ¢ :V — U,
gpeFlSetf: X — S/U, le carré

X|f*(g) — X

o l l f
+
S)V —S/U
est 2-cartésien d’aprés (3.3).
D’autre part, si on définit
(4.1.4) A, Top/S|U — Top/S[V
par f — f,, pour deux morphismes composables
pw: W=V, p:V->U,
on a I’égalité des 2-foncteurs
Apoy = Ay 0 A,
si bien que les A, définissent un scindage (1. 3.5.10) de la 2-catégorie
fibrée {Zoyp ; S}.
Nous allons montrer que {3op;S} est un 2-champ Montrons
successivement que c’est un 2-préchamp, puis que c’est un 2-champ.

Proposition (4.2). La 2-catégorie fibrée scindée {Top ; S} est un 2-pré-
champ. i

yoy

Démonstration. Le scindage naturel de {Top;S} permet de définir
(1.3.8) pour tout couple f: X — S/U, g : Y — §/U, la catégorie fibrée
scindée

HomS/U(fr g) -

11 faut montrer que cette catégorie est un champ. On peut supposer
pour la démonstration que U est 'objet final de S. Il faut alors montrer
que pour tout crible R couvrant I'objet final de S le foncteur défini en
(3.7.4)
yr + Homg(f, g) — I;iEHoms(f» g)
R

est une équivalence. Nous allons contruire une équivalence quasi-
inverse yg.
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Un objet de (If_rg Homg(f, g) consiste en la donnée

(i) pour tout U ¢ g)b R, de (Ay, &) ol

Ay (X[f*U = Y[g*U
est un morphisme de topos et ou gy est un isomorphisme de foncteurs

ey tAF g* U — f*[U
(les notations f/U et g/U désignent respectivement les restrictions de
fetgas/U),
(ii) pour toute fleche @ : V — U de R, d’un isomorphisme
dy A — (D)

rendant commutatif le diagramme

&
A g*|V—T f5V
d,g*|V
? (ev)y
(A)g 8%V

La donnée des 4, équivaut a celle d’isomorphismes J,
by
YU —2— X[f*U

69%'77
Dy
Y/g*V X/f*V .

Or X/[f* U (resp. Y/g* U) est la fibre en U du champ
@t Hx, g —>R (resp. ¢, : Hy,gs > R)

sur R obtenu par le produit fibré de catégories

Hx, g — FIX Hy n—— FIY
q),' ‘b (resp. (pg) Jb
¢ ¢ {
R——X R———Y.
% g:{-

Par suite, les données (1, 8,) définissent un R-foncteur fibrant
A/ : HY,R—-> HX,R:

d’oti en utilisant I’équivalence Y -—> Lim Hy ; et une équivalence
“R
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quasi-inverse de X — Lim Hy g, on obtient un foncteur 2% : Y — X.
'
Le foncteur ¥ commute aux limites inductives et aux limites projec-
tives finies (puisque celles-ci se calculent fibre & fibre dans Hy g et
dans Hy g et que les A; sont des morphismes de topos). 4* définit donc
un morphisme de topos.
Soit alors ¢ : Hg — R le champ obtenu par produit fibré

Hy —— FIS
¢| ‘b
!

v
R——S ,

les restrictions f, et g, définissent des R-foncteurs fibrants
f* :Hg = Hx &, g'* :Hg— Hy g

et les g définissent un isomorphisme ¢’ : 4’ g — f’, d’olt comme précé-
demment un isomorphisme & : A* g* — ¥*. On a ainsi défini 'appli-
cation sous-jacente A yp. On définit alors yg sur les fleches de la méme
fagon en associant aux ay : (Ag, &y) — (ty, 17y) d’abord une 2-fleche
o' (A, &) — (u,7), puisx : (4, &) = (u, n). Le foncteur yz est évidem-
ment quasi-inverse de yg. ]

Théoréme (4.3). La 2-catégorie fibrée {Top ; S} est un 2-champ.
Démonstration. 1l reste & prouver que, pour tout U € Ob S et pour tout
crible R couvrant de S/U, le foncteur

wg : Top/S/U — (I:in {Zop; S}
R

est surjectif & une équivalence prés. On peut encore supposer que U est

Tobjet final. La démonstration se fait en plusieurs pas.

(4.3.1) Soit A un objet de Lim {Zop;S}. Cest-a-dire un 2-foncteur
R

cartésien de R dans Top/S ou encore 'ensemble des données suivantes :

(i) pour tout U € Ob R, un morphisme de topos
fo: Xy = S/U,

(ii) pour toute fleche ¢ : V — U de R, un couple (4,, &,) formé d'un
morphisme de topos
lp Xy = Xy

et d’un isomorphisme de foncteurs
€p LAy ofE = [T o Slp



4. Le 2-champ {Zop; S} 33

faisant du diagramme

un diagramme 2-cartésien,

(iii) pour tout couple y : W — V, ¢ : V — U de morphismes com-
posables de R un isomorphisme

No,p * Apop > Ap 0dy

compatible en un sens naturel avec les isomorphismes &, &, et &,,4-
En composant A avec le 2-foncteur source

Top/S — Top

puis par l'inclusion naturelle de $op dans €at?, on obtient un 2-foncteur
A" R — @at. 11 lui est donc associé par le procédé standard de
(SGA VI 9) une catégorie fibrée sur R que nous notons 4. Soit alors

X(A) = Lim Az .
®

Les foncteurs de changement de base de Ay sont des morphismes de
topos et les propriétés a) b) ¢) du théoréme de Giraud (II 1.3) se vérifient
alors fibre par fibre et par suite sont vérifées par X(A).

D’autre part les données (4.3.1) (i) peuvent s’interpréter comme un
morphisme

_ f:S - Az
du 2-foncteur S : R? — Gat qui définit la catégorie fibrée ¢ : Hg — R
dans le 2-foncteur Az D’ou par le foncteur Lim et compte tenu de ce

R
que (Hg, ¢) est un champ, on obtient un foncteur

f¥:S = X(A)
qui, on le vérifie fibre par fibre, commute aux %-limites inductives et

aux limites projectives finies.
(4.3.2) Soit U, € Ob R, f donne par restriction

J*1Uo = §]Uy = X[f*(Up) -
Nous allons prouver qu’il existe une équivalence

ho 2 X[f*(Uy) = Xy,
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et un isomorphisme .
Bo : ho o f*[Us — f3, -

Ceci prouvera que A(U,) est équivalent a pg(X) (Uj).

Au-dessus de R x U, nous avons trois 2-foncteurs cartésiens natu-
rels associés a A

AV, A%, A% 2 R x Uy — {Top , S/Up}

définis comme suit :

a) Le 2-foncteur A7 est déduit de /A en associant & U X U, la
restriction

(f)/U x Uy : Xglffs (U X Ug) = S[U X Uy

et défini naturellement par restriction des (4,7, 4) sur les fleches.
b) Le 2-foncteur AV est déduit de A en associant a U X U, la
restriction

(fu)U x Uy : Xy [f5, (U X Uy) = S/U X Uy
et défini naturellement par restriction des (4, 7, , ) sur les fléches.

c) Le 2-foncteur AYs est obtenu en composant /A avec l'inclusion
R X U, C R, autrement dit en associant a U X U,,.

Sfoxv, : Xvuxw, = S/U X Uy

et de la méme facon sur les fléches.
Or la méme construction que celle effectuée & partir de A pour
définir X et f donne & partir de A% un couple équivalent & (X/f*(U),

f|U,) et & partir de AV le couple (Xy,, fr,). 1l suffit donc de montrer
que les 2-foncteurs AYs et A" sont équivalents. Or chacun de ces 2-

foncteurs est équivalent & AUs, En effet, on démontre I'équivalence de
AYs et A~Uo A partir de la propriété que chacun des diagrammes

Xyxo—> Xy~ Xylfts (U X Ug)— Xy
- =
S/U x Up—>S|U S/U x Uy—> S|U

est 2-cartésien. De méme on démontre que AV et AU sont équivalents
en échangeant U et U, dans les diagrammes ci-dessus.

(4.3.3) On en déduit aussitdt que la %-catégorie X est un U-topos. En
effet, soit (U,)ser, I € %, une famille couvrante génératrice de R. La
famille (f*(U,))ier est une famille épimorphique de X. D’autre part,
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pour tout i ¢ I, il existe une équivalence &, : X/f*(U,) — Xy,. Donc
pour tout i € I, X/f*(U,) a une famille de générateurs indéxée par un
ensemble de %. Comme on a I ¢ ¥, on en déduit que X a aussi une
telle famille et donc X est un %-topos d’aprés le théoréme de Giraud
(I1. 1.3).

(4.3.4) Tl reste & prouver que le 2-foncteur ygp(X) est équivalent a /.
On a déja montré que, pour tout U, il existe une équivalence

(hos Bo) = pr(X) (Uy) — A(T,) ,

il reste 4 montrer que pour tout ¢ : Vy — U, il existe un isomorphisme
y, rendant commutatif le diagramme

\WR(X)(VO)—-—') A(Vy)
V%’
Pr(X) (Up) —— A(U,)

avec pour deux morphismes composables la condition de compatibilité
habituelle.
On définit y, A partir de I'isomorphisme 7,

Xy [f# (Vo X U)y—— Xy/fd,(Vo X U)
17%7
Xu [f§(Uy x Uy ——> Xylft(Up X U)

qui est le 2-isomorphisme qu’on obtient par factorisation du 2-isomor-
phisme

Xy lf(Ve X U)—— Xy,
XU‘,/fl,I‘:(UO X U) - XUo
a travers Xy /f (U, X U), en utilisant la propriété que le carré
XolfE(Us X U) 3 Xy,xv —> Xy,

A

/U, X U S/U,

est 2-cartésien.

Les conditions de compatibilité entre les y,, résultent alors aussit6t
de l'unicité de ceux-ci.

Le théoréme (4.3) est donc démontré.



Chapitre III

#-topos annelés. %-topos annelés en anneaux locaux
et en anneaux strictement locaux

1. ¥-topos annelés

Définition (1.1). On appelle %-topos annelé un couple (X, 4), formé dun
%-topos X et d'un anneau 4 de X, commutatif et unitaire; (dans toute
la suite, tous les anneaux rencontrés seront supposés commutatifs et
unitaires). On peut considérer 4 comme un faisceau d’anneaux sur X.
Le topos X est appelé topos sous-jacent et 'anneau 4 est appelé faiscean

structural du topos annelé (X, 4). K
(1.2)  Un morphisme
(1.2.1) F:(Y,B) = (X, 4)

de ¥-topos annelés consiste en un couple f = (p, ) formé d'un mor-

phisme de %-topos
p:Y—->X

et d’un homomorphisme d’anneaux unitaires

0 (p* A—B.
(On remarquera que @* commutant aux limites projectives finies
transforme tout anneau unitaire en un anneau unitaire.) On désigne
par
(1.2.2) 0. A — gp: B
I’homomorphisme associé & § par adjonction.

(1.3) Soient f, g : (Y, B) - (X, 4) deux morphismes de ¥-topos anne-
s, f = (@, ), g = (, 7). Une 2-flecche « de f dans g consiste en la
donnée d'un morphisme de foncteurs

u I p* —> p*
tel que 77 o u(4) = 0.
(1.4) On obtient de facon naturelle une 2-catégorie notée

(1.4.1) Top an
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dont les objets sont les %-topos annelés, dont les 1-fléches sont les mor-
phismes de %-topos annelés (1.2) et dont les 2-fléches sont celle définies

en (1.3).

2. %-topos annelés en anneaux locaux

Définition (2.1). Soit (X, 4) un #%-topos annelé et soient U € Ob X,
s € A(U). On appelle ounvert d’inversibilité de s et on note
(2.1.1) U,

le plus grand sous-objet de U sur lequel la restriction de s soit inver-

211371;65 (2.2). Soient (X, 4) un ¥-topos annelé, ¢ : V' — Uun mérphisme
de X, s, te A(U); on a les propriétés :
(i) Uy =U,n U,
en particulier U = U, pour tout entier » > 0,
(ii) la restriction s, de s & V est inversible si et seulement si on a
ImgecU,,
(iii) Ve, =V X vUs .

Définition (2.3). Un %-topos annelé (X, 4) est dit %-topos annelé en
anneauns locanx et anneau 4 est alors dit anneau local si les conditions
équivalentes suivantes sont vérifiées

(i) pour tout U € Ob Xet pour tout s € A(U), ona
U=U,uvU,,_,,
(ii) pour tout U e Ob X et pour toute famille {s;};, s; € A(U),
qui engendre 'idéal unité de 4(U), on a
U=UU,.

iel
L’implication (i) = (i) est évidente et on a immédiatement (i) = (ii)
par récurrence sur le nombre n des sections {s;}i_i,..,. telles quil
"

existe des sections {A;}imi,..n 7 € A(U) avec 3 Iys; = 1.

i=1
Critére (2.4). Soient E = (S, J) un ¥-site et 4, un préfaisceau sur S.
Considérons la propriété suivante :

(2.4.1) pour tout U e Ob S, pour tout s € 4,(U), il existe une famille
couvrante de £
{Ui e U}ieI

telle que pour tout ¢ € I on ait soit s/U,, soit (1 — s)/U, inversible.
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Si la propriété (2.4.1) est vérifide, le faisceau 4 associé & 4, est un
faisceau d’anncaux locaux. Réciproquement si E est un site standard
(IT 1.3.2) et si 'anneau 4 est local, le préfaiscean 4, vérifie la propriété
(2.4.1).

Démonstration. Soit en effet X le %-topos associé 4 E. L’hypothése
(2.4.1), entraine que, pour tout U € Ob X et pour tout s e A(U), la
famille {U,, U;_,} est majorée par une famille qui couvre U et donc
est couvrante. Réciproquement supposons I'anneau A local et le site E
standard, le foncteur % : S — X est alors pleinement fidéle. Soient
UeObS,sedyU), et s’ ¢ A((U)) 'image de s. Il existe des familles
épimorphiques de X du type
{WU) = WUy},  AMU) = 2U)a-s)}

telles que les restrictions s/a(U;) et (4 — s)/h(U,) soient inversibles.
En composant, on obtient une famille couvrante du type indiqué.

Exemple (2.5). Soit A un anneau de %-Ens. Il résulte de la définition
que A est un anneau local si et seulement si, pour tout s € 4, un au
moins des deux éléments s ou 1 — s est inversible; on reconnait 13 une
caractérisation de la notion habituelle d’anneau local.

Proposition (2.6). Soient ¢ : Y — X un morphisme de %-topos et 4 un
anneau local de X. Alors p* 4 est un anneau local de Y.

Démonstration. Rappelons la construction du faisceau ¢* 4 [SGA 4
I1I 1.1]. Pour tout V ¢ ObY, désignons par |, la catégorie suivante :
les objets de I}, sont les couples (U, m) ot U € Ob Xetoum : V — ¢* U
est une fleche de Y ; soient (U, m) et (U’, m’) deux objets de |, une
fleche 1 : (U, m) — (U’, m’) est une fleche I : U — U’ de X telle que
p*(l) om = m'. Soit alors p le foncteur

P, - X, pU,m=0U, pi)=1I;
le faisceau @* A est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau
e A: Vi lImA@p()) .
7
Montrons alors que ¢ A satisfait au critére (2.4): soient Ve Ob Y,
seg@ A(V); s provient pour un (U, m) € Ob |, d'un ¢ € A(U). D’autre
part on a
U=U,nU,.,
donc aussi
e*(U) = ¢*(Uy v ¢*(U1—t> .
Soient alors dans Y

Vi=7V Xoxw) ®*(U), Ve =V Xuoiv) 9*(Us-) -
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OnaV =V, UV, et de plus s/V; et (1 — s5)/V, sont inversibles. La
propriété (2.4.1) est bien vérifiée.

Corollaire (2.7). Soit (X, 4) un %-topos annel¢ en anneaux locaux,
alors pour tout foncteur fibre & de X (I 2.1.2), I'anneau 4. est un
anneau local.

Corollaire (2.8). Soient X, un espace topologique et 4 un faiseceau
d’anneaux sur X,. Pour que 4 soit un anneau local il faut et il suffit
que, pour tout x € X,, la fibre 4, soit un anneau local.

Démonstration. Si A est un anneau local, pour tout x ¢ X, 4, est un
anneau local grice 4 (2.7). Réciproquement, supposons que pour tout
x € X,, A, soit un anneau local. Le critére (2.4) est alors vérifié¢ pour
le site des ouverts de X, et le faisceau 4. [

Nous montrerons plus loin (3.10) que plus généralement, si X est un
topos A fibres conservatrices (I 2.2), pour qu'un anneau A de X soit
local, il faut et il suffit que pour tout foncteur fibre & de X, 'anneau 4,
soit un anneau local.

Définition (2.9). Soit f = (g, 6): (Y, B) — (X, 4) un morphisme de %-
topos annelés. On dira que f est admissible si pour tout couple (U, s)
ot U € Ob X, et s € A(U), le monomorphisme

P*(Ug) = ¢*(U)o.s)
est un isomorphisme.

Remarque (2.10). Dans le cas ot f est un morphisme de %-topos annelés
,associé & un morphisme d’espaces annelés

fo = (@0 0) = (Yo, B) = (Xo, 4),

il est facile de voir que f est admissible si et seulement si, pour tout
y €Yy, Thomomorphisme

G.y . A(”o(ﬁy) - BJ/

vérifie la propriété: «pour tout s e Ay, 0.,(s) est inversible si et
seulement si s I'est». En particulier si A, et B, sont des anneaux
locaux, ceci équivaut 4 dire que 0., est un homomorphisme local.

Critére &admissibilité (2.41). Soient ¢ : Y — X un morphisme de ¥%-

topos, E = (S, J), b : S — X, un ¥-site de définition de X, 4, un pre--
faisceau d’anneaux sur S, B un anneau de Y. Désignons par (s B)s le

aisceau sur E induit par @, B grice au foncteur / et soit §, : 4o >

f(p« B)s un homomorphisme de préfaisceaux d’anneaux. A la donnée

de 0, correspond, par passage au faisceau 4 associé au préfaisceau A,

puis par adjonction, un homomorphisme de faisceaux d’anneaux

0:9p*4 — B.
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Supposons alors vérifiée la propriété:
(2.11.1) Pour tout U € Ob S et pour tout s € 4,(U), il existe une famille
de morphismes de S

U,y

telle que s, soit inversible dans 4,(U,) et telle que la famille

{@*(B(UL)) — ¢*(h(U))e,0}

soit épimorphique dans Y.

Alors le morphisme f = (@, 0) : (Y, B) — (X, 4) est admissible.
Réciproquement si f est admissible et si E est un site standard

(IT 4.3.2) la propriété (2.41.1) est vérifiée.

Démonstration. Supposons la propriété (2.11.1) vérifiée. Soient U € Ob X,
s € A(U), il faut montrer que le morphisme

¢*(Ug) == ¢*(U)a.9
est un isomorphisme. Soit alors K

{h(UJ — Ulier

une famille couviante de source des objets de S et telle que pour tout
¢ € I la restriction de s & A(U,) provienne d'un s; € 4,(U,). On a

¥ D)o X o) @* (BU)) = @*(MU)) 0,50
P*(U) Xy p*(W(U)) = ¢* (B(Us:) -
Il suffit donc de montrer que, pour tout ¢ € I, le monomorphisme
‘p*(h(Ui)Si) = ‘P*(h(Ui))ﬂe(Si)

est un isomorphisme. On est donc ramené au cas ot U = A(U,) et ot
s provient d’un élément s, € 4,(U,). Mais d'aprés (2.11.1), il existe une
famille

et

{Um L Uo}
telle que (sy),,, soit inversible et que la famille
{*(MUL) = @*(B(Ug)ayn) }

soit épimorphique. La famille des ¢*(2(U,)) majore alors le monomor-
phisme
@*(WUg)s) — ¢*(A(U0))sy(s,

qui est donc un isomorphisme.
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Réciproquement supposons que f soit admissible et que S soit un
site standard. Soient U € Ob S, s ¢ 4,(U) et s’ I'image de s dans 4(U).
Comme on a I'isomorphisme

@*(W(Us)) = @*(1(U))os) »

il suffit alors de choisir pour

{U‘,‘ Pe s U}

une famille de morphismes de S telle que la restriction de s & U, soit
inversible dans A4(U,) et que la famille

{MUs) - U}

soit couvrante. [
Définition (2.12). On notera

(2.12.1) Lop an loc

la 2-catégorie dont les objets sont les %-topos annelés en anneaux
locaux, dont les 1-fléches sont les morphismes admissibles et dont les
2-fleches sont celles induites par les 2-fléches de Top an. On a un 2-
foncteur naturel d’inclusion

(2.12.2) i:%Zop anloc — Top an.

3. Propriétés d’anneaux. L’anneau local universel. Anneaux
strictement locaux

Définition de quelques sites (3.1). Soit S la catégorie des schémas
affines de type fini sur Spec Z. On aura & considérer sur S les quatre
topologies suivantes : la topologie chaotigue t,, la topologie de Zariski
73, 1la topologie étale 7, et la topologie fppf (fidélement plate de présenta-
tion finie) 75. Rappelons [SGA 3 IV 6.3] quelles sont ces topologies.
Elles sont associées a la prétopologie définie par les famille couvrantes

{pos : Xo = X}
telle que

() X = U ga(X),

(ii) pour 7, les g, sont des isomorphismes,
pour 7, les g, sont des immersions ouvertes,
pour 1, les @, sont des morphismes étales,
pour 7y les ¢, sont des morphismes plats de présentation fine.

Les topologies (7,);~0,1,2,3 sont indiciées par ordre de finesse croissant
et pour les ¥%-topos associés (f;);—01,2,3, on a donc des morphismes
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canoniques de %-topos
a B v
(3.1.1) Ty —> Sy I —> Fp .

Remarquons que chacun des sites (S, 7;) est un site standard. En
effet il existe un objet Spec Z, les produits fibrés sont représentables
et pour tout Y € Ob S et pour toute famille couvrante de (S, 7)

{Xo— X},
le diagramme

Hom(X, Y) - [[ Hom(X,, Y) I ]] Hom(X, X x X3, Y)
« «,f

est exact (propriété de descente des morphismes considérés [SGA 1,

VIII 5.1]).
Sur chacun des %-topos &;, on désignera par
(3.1.2) 0;

le faisceau d’anneaux représentable dans S par Spec Z[#], c’est-a-dire
le faisceau sur (S,7;) qui & tout schéma X € Ob S associe 'anneau des
sections globales du faisceau structural de X. On a donc aussi des
isomorphismes canoniques

(3.1.3) 0, 5% 0y,
0y, = * Oy,
Oy So* O,
Proposition (3.2). L’anncaw O (3.1.3) est un anneaw local.

Démonstration. Montrons que le critére (2.4) est vérifié pour le site
(S, 7,). Soient X € Ob S, s € O4(X), les ouverts affines D s et D (1 —s)
forment un recouvrement de X sur lequel le critére est vérifié.

Corollaire (3.3). Les anneaux 0, et Oy sont des anneaux locaux.

(3.4) Soit T un %-topos. Comme (S, 7,) est un site standard, on a un
foncteur pleinement fidele )

ho 1 S = Fy
et & tout morphisme de ¥-topos
f:T=>,
est associé un morphisme de sites
(3.4.1) Jo:65m)—>T

c’est-a-dire, puisqu’ici 7, est la topologie chaotique, un foncteur qui
commute aux limites projectives finies ; la correspondance

fe 1
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définit alors une équivalence des catégories
Hominp(T; "j’) g Hom@iteﬁ(s) T) .

Désignons par

(3.4.2) An(T)
la catégorie des anneaux de T. On définit le foncteur
(3.4.3) @ : Homg,,(T, &) — An(T)

ol @ est défini sur les objets par @(f) = f*(0,) et sur les fleéches
A f— g par D(2) = A0,). On définit d’autre part le foncteur

(3.4.4) ¥ : An(T) — Homg,, (T, &)

qui a tout anneau 4 de T fait correspondre le morphisme de topos
(3.4.5) fa:T—F,

associé au morphisme de sites

(3.4.6) Joa :S—>T

défini comme suit : pour X € Ob S, f,4(X) représente le faisceau sur T
(3.4.7) U~ Hom,,(I'(X, 0y), A(U)) .

Proposition (3.5). Les foncteurs D (3.4.3) et ¥ (3.4.4) sont des équivalences
quasi-tnverses Lune de I’autre.

Démonstration. Soit 4 un anneau de T; comme &, est représentable
par Spec Z[f], on a

D o W(4) = fo's (Spec Z[t]) ,
donc @ o ¥(A) est le faisceau
U + Hom,, (Z[f], A(U)) =~ A(U),
et par suite @ o ¥ est isomorphe au foncteur identité de An(T).

Soit d’autre part f:T — F, un morphisme de %-topos et soit
=" o D(f). D’aprés ce qui précéde on a un isomorphisme naturel

_ () = D(f)
donc encore un isomorphisme
e : £y (Spec Z[t]) 3 f; (Spec Z[f]) -

Mais comme f; et f,” commutent aux limites projectives finies, on en
déduit que pour tout entier # on a aussi un isomorphisme naturel

&, fo (Spec Z[ty, ..., 8,]) /5 (Spec Z [ty, . . . £,]) -
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D’autre part soit
w:ililty,...,t,) =%, ..., 1]

un homomorphisme d’anneaux. Un tel homomorphisme est défini par
la donnée de # polynoémes P = (Py, Py, ... P, de Z[t, ..., ¢,] etil
lui est associé le morphisme (ensembliste) de faisceaux de &,

i 0> O

défini pour U € Ob et s € O%(U) par u(s) = P(s). Or comme f; et fo-
commutent aux limites projectives finies, ils transforment le morphis-
me % en un morphisme du méme type défini par le méme polynbéme
A coefficients entiers. Un tel morphisme s’exprime en effet unique-
ment A Paide de diagrammes ne faisant intervenir que des produits
finis de fléches du type

1:e—> 0,

o:0,— 0,,
m,a: 0y X Oy — O,
0,:00—> Oy X =+ X Opy  p=1,2,0.0,m,...

oite désigne’objet final de#, , 1 I'élément unité de &, o le morphisme
symétrie par rapport & I’addition, 7 et  les morphismes multiplication
et addition et d, le morphisme diagonal.

Donc les restrictions de f; et f; & la sous-catégorie pleine de S dont
les objets sont les schémas affines du type Spec (Z [t, . .., 4,]), n € N,
sont isomorphes. Comme tout objet de S est isomorphe & une limite
projective finie de tels objets, on en déduit que f; et f, sont isomorphes,
ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (3.6). Le 2-foncteur
T~ An(T)
de la 2-catégorie des ¥-topos dans la 2-catégorie des ¥-catégories est

représentable (I 2.4) et le couple (,, ) est une donnée de représen-
tation de ce 2-foncteur.

(3.7) On dit encore que O, est ' Anneau universel.

Proposition (3.8). Soient h: T — T un morphisme de U-topos et A un
annean de T. Les deux morphismes de U-topos fyx(ay €t f4 o (3.4.5)
(resp. les deux morphismes de U-sites fopea) 6 h* o fo4) sont isomor-
phes.

Démonstration. Les anneaux [ (@) et h* o f(0,) sont en effet iso-
morphes. On utilise alors la proposition (3.5).
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Proposition (3.9). Soit T un U-topos et soit A un annean de T. Pour que
A sott un annean local (2.3) 1l faut et il suffit que le morphisme

(3.4.4) foa=P(A):S—>T

soit continu pour la topologie de Zariski ;Ze S.
Démonstration. Supposons A local, soit X = Spec B un objet de S et
soit

{Xi = X}
une famille couvrante pour la topologie de Zariski de S. Il faut montrer
que la famille

{fo4(X3) = fo 4(X)}
est alors épimorphique. On peut remplacer la famille des X; par une
famille finie (Dsy, Ds,, ..., Ds,) d’ouverts spéciaux ol sy, S5, .. ., S,

sont des éléments de B tels qu’il existe %, %, . . ., k, € B vérifiant

P
Z h, s;=1.
i=1
Soient alors U ¢ Ob T et 7 ¢ Hom,, (B, 4(U)); il faut montrer qu’il
existe une famille couvrante :

{Us = U}

telle que la restriction 7, de » & U, se factorise par un des Ds;: ou,
autrement dit, telle que 7,(s;) soit inversible pour un s;. Mais comme

b
2 () r(s;) =1
i=1
et que 4 est local, la famille (U,,);=1,.., couvre U et a la propriété
indiquée.
Réciproquement supposons que f; soit continu pour la topologie ;.
Soient alors Ue Ob T et s e A(U). A la section s ¢ A(U) est associé
un homomorphisme

s I - A(U)

et la famille Df | D (1 — #) couvrant spec Z[t], il existe une famille
couvrante
{Us = U},

telle que la restriction s, de s’ & U,, définie par la restriction s, de s
a A(U,), se factorise soit par I'(D¢) soit par I'(D (1 — ?)), donc telle
qu’une au moins des deux restrictions s/U, ou (1 — s)/U, soit inver-
sible. L’anneau 4 est donc local (critére 2.4.1).
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Corollaire (3.10). Désignons par
(3.10.1) - An loc(T)

la catégorie des anneaux locaux de T définie comme la sous-catégorie
pleine de An(T) dont les objets sont les anneaux locaux. Le 2-foncteur

T+ An loc (T)

de la 2-catégorie des ¥-topos dans la 2-catégorie des ¥-catégories est
représentable et le couple (,, 0,) est une donnée de représentation de
ce 2-foncteur.

(3.10.2) Pour exprimer cette propriété, nous dirons que O, est I’ Annean
local universel.

Proposition (3.11). Soit T un U-topos ayant assez de foncteurs fibres el
soit A un anneau de T. Pour que A soit un anneaw local, il faut et 1l suffit
que pour tout fonctewr fibve & Uanneau A soit wn anneau local.

Démonstration. On sait déja (2.7) que, si 4 est un anneau local, pour
tout foncteur fibre & 'anneau 4 est local. Réciproquement supposons
que pour tout foncteur fibre & 'anneau 4, soit local; il faut montrer
que f, 4 est continu pour la topologie de Zariski, autrement dit que,
pour toute famille couvrante

{X; = X}
de S pour la topologie de Zariski, la famille
foa(Xd) — foa(X)

est épimorphique. Or ceci se vérifie fibre par fibre et la conclusion
résulte de l'isomorphisme des foncteurs

(foa)s > foae 3.8). O

Ces considérations nous permettent de définir une propriété pour
un anneau d’un %-topos plus fine que celle d’étre un anneau local.

Définition (3.12). Soient T un %-topos et A un anneau de T. On dit
que A est un anneau strictement local (resp. (fppf)-local) si le foncteur

foa:S—>T

associé A& A (3.4.6) est continu pour la topologie étale (resp. pour la
topologie fidélement plate de présentation finie) de S.

Il résulte alors aussitét de cette définition que l'anneau O, est
strictement local, que I'anneau O, est (fppf)-local et que le couple
(s O)imz3 @ une propriété universelle analogue a celles de (Fy, Gp)
et (£, @,). On dira encore que 0, est I'anneau styictement local universel
et que V'anneau 0, est I'anncan (fppf)-local umiversel.
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Proposition (3.13). Soient i : T/ — T un morphisme de U-topos et soit A
un anneaw strictement local (vesp. (fppf)-local) de T. Alors I'anneaun h* A
est strictement local (resp. (fppf)-local).

Démonstration. La proposition est une conséquence immédiate de la
définition et de la proposition (3.8).

Proposition (3.14). Dans le cas d'un anneaw de U-Ens, la défimition
d’annean strictement local donnée ici est équivalente & celle donnée dans
EGA IV, 18.8.2, & savoir: un anneaw strictement local est un anneat
local hensélien & corps vésiduel séparablement clos.

Démonstration. Soit A un anneau de %-Ens. Nous utiliserons les
caractérisations suivantes :

(C)): A est un anneau strictement local au sens défini en (3.12) si et
seulement si, pour tout homomorphisme ¢ : B — A de source une
Z-algébre de type fini, pour toute famille surjective
Joi
(F) {X,; = Spec B;— S, = Spec B}
de morphisme étales, il existe au moins un indice ¢ et un morphisme

;S = Spec 4 — X;

bt

désigne la famille déduite de (F) par changement de base, il revient au
méme de dire qu'un des f; au moins admet une section.

au dessus de S,. Si

(C,): Soit A un anneau local, 4 est un anneau hensélien a corps
résiduel séparablement clos si et seulement si (EGA IV 18.8.1) pour

tout morphisme étale
f:X - S =Specd

et pour tout point x € X au-dessus du point fermé s de Spec 4, il
existe une section % de f telle que u(s) = %.

Soit alors A un anneau local hensélien & corps résiduel séparable-
ment clos et soient {B, f;};; comme dans I’énoncé de (C,). Comme
la famille

{fi : X; > Shier

est surjective, il existe au moins un indice ¢ tel que f;'(s) soit non vide,
f; est alors surjectif (f; est en effet un morphisme ouvert dont I'image
contient s) et par suite admet une section.
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Réciproquement, soit 4 un anneau strictement local au sens de
(3.12), on sait déja que A est un anneau local. Soit alors

f:X—>S=Specd

un morphisme étale surjectif et soit x ¢ X un point de la fibre f~(s).
Comme x est isolé dans sa fibre on peut, en remplagant X par un ouvert
affine convenable supposer que x est I'unique point de X au dessus
de s. D’autre part on sait [EGA IV 8.9.1 et 17.7.8] qu’il existe une
Z-algébre de type fini B, un homomorphisme ¢ : B — 4 et un schéma
affine étale surjectif

fo : Xo = Spec B

tel que f se déduise de f, par changement de base. La caractérisation
(C,) montre alors que f admet une section, ce qui achéve la démon-
stration. [

Corollaire (3.15). Soient T un %-topos et A un anneau de T. On a alors
les propriétés:

(i) Si A est un anneau strictement Ibcal, pour tout foncteur fibre &
de T, 'anneau 4, est un anneau local hensélien a corps résiduel sépar-
ablement clos.

(ii) Si T a assez de foncteurs fibres (II 2.2), 4 est un anneau stricte-
ment local si et seulement si, pour tout foncteur fibre &, 'anneau 4,
est un anneau local hensélien a corps résiduel séparablement clos.

Démonstration. L'assertion (i) résulte de (3.13) et de (3.14) et la dé-
monstration de (ii) est calquée sur celle de (3.11).

Exemples (3.16.1). Le faisceau structural d’un espace analytique sur
un corps valué complet algébriquement clos %, est strictement local
puisque ses fibres sont des anneaux locaux henséliens de corps résiduel
k ([17] exp 19.3 cor 2).

(3.16.2) Soit X le topos annelé associé 4 un schéma et soit X,; le topos
étale de ce schéma [SGA 4, VII 1]. Alors Ox,, est un anneau strictement
local. Nous montrerons plus loin que le couple formé de X,; et du
morphisme admissible canonique

:IZIX”——>X

est solution du 2-probléme universel défini par X correspondant a la
recherche des morphismes admissibles des #%-topos annelés en anneaux
strictement locaux dans X. Nous verrons aussi que ce probléme a
encore une solution dans le cas olt X est un %-topos annelé en anneaux
locaux, ce qui nous permettra de définir la nottion de topos étale
associé a un topos aunelé en anneaux locaux, comme généralisation
de la notion de topos étale associé a un schéma.
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4. Une autre caractérisation des anneaux strictement locaux
(resp. fppf-locaux)

Nous allons maintenant donner une autre caractérisation d'un
#%-topos annelé en anneaux strictement locaux (resp. fppf-locaux) et
pour cela nous introduisons dans un %-topos annelé (X, 4) pour tout
couple (U, P) formé d'un objet U de X et d’'un schéma affine P sur
Spec 4(U); un objet universel U, de X-au-dessus de U qui joue un
role analogue & celui de I'objet U, (s € A(U)) introduit précédemment
(2.1.1).

(4.1) Définition de 'objet Up. Soient (X, 4) un ¥-topos annelg,
U e Ob X et P un schéma affine sur Y = Spec 4(U). On désigne par
R(P) I’'anneau de P.

Soit alors (7,, le préfaisccau sur X/U qui a ¢ : V — U associe
T’ensemble
Homy, (Spec 4(V), P) =~ Homyy, (R(P), A(V)) .

C’est un faisceau. Il est donc représentable par un objet de X/U, c’est-
a-dire par un couple

~

Up=(Up, @ : Up > U)

olt Up € Ob X. On peut décrire encore le faisceau Uy et la fléche ¢,
comme suit :

UP(V) = H HOI’DA(U)(R(P), A(V))

Hom(V, U)

et @, est la projection naturelle sur U(V) = Hom (V, U).
11 résulte de la définition qu’il existe une section canomique au
dessus de Y
ly :Spec A(Up) — P

telle que, pour tout couple (¢, {)
¢ :V—->U, IleHomy(Spec A(V), P),
il existe une factorisation unique
p:V—=>Up
telle que @ = @, o et [ = [; o Spec A ().

(4.2) Construction de Up dans le cas oit P est un Y-schéma affine de
présentation finie

Dans le cas ott P est de présentation finie, on sait (EGA4 IV 8.8)
qu’il existe un morphisme de schémas

a:Y — Y, = Spec 4,
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ol 4, est une Z-algébre de type fini et un schéma affine P, de présen-
tation finie sur Y, tel que

P ~ Po X Yo Y .
~ D’autre part, 2 'anneau 4 de X est associé (3.4.5) un foncteur f4
de la catégorie des Z-schémas affines de type fini, dans le topos X,
défini par
falZ)(U) = Hom,,(I'(Zy, 0z), A(V)) .

En particulier au morphisme @ : ¥ — Y|, est donc associé un élément
a de f4(Y,)(U), que nous noterons plutot

a:U—f; (Y, .
Définissons alors (U p, @,, ) comme suit
(4.2.1) Up = U X vy fa(Po)
(4.2.2) @ Up—=>U
est défini par la premiére projection, et”
(4.2.3) Iy : R(P) - A(Up)
s’obtient en remarquant que

R(P) = R(P;) ®4,4(U)

et que le diagramme commutatif (et cartésien)

U —> fa(X,)

Up — fa(Po)

donne par définition du foncteur f; un diagramme commutatif d’homo-
morphismes d’anneaux

A(U) ~—— 4,

1

A(Up) < R(Py)

On remarque que le triple (U p, 5, o) ne dépend pas (a isomorphisme
preés) du couple (Y,, P,) choisi, car si 4; est un anneau de type fini

sur Z et si
b:Ay—>A4,, a:4;,— AU)

sont deux homomorphismes d’anneaux tels que a; ob = a. Soint
Y, = Spec 4, et P, = P, Xy, Y;. Comme f; commute aux produits
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fibrés on a alors:
U Xy o fa(Pr) = U X4 vy (fa(Yy) Xf,}(yv)ff}(Po)) 2= U Xy vy fa(Po) -

D’autre part, pour voir que (Up, l, ¢,) a la propriété universelle
cherchée, il suffit de traduire la propriété universelle de Up comme
produit fibré en utilisant la définition du foncteur fj.

Remarque (4.3). Soient (X, A) un %-topos annelé, U € Ob Xet s € A(U).
Si on prend pour P l‘ouvert affine Ds de Spec 4(U), on voit aussitot
que Up est un sous-objet de U qui coincide avec le plus grand sous-
objet U, de U sur lequel la restriction de s devient inversible.

Nous sommes alors en mesure de donner une autre caractérisation
des anneaux strictement locaux (resp. fppf locaux).

Proposition (4.4). Soit (X, A) un U-topos ammelé. Pour que A soit
strictement local (resp. (fppf)-local) il faut et il suffit que pour tout objet
U de X et pour toute famille surjective

{Pi_> Y}ieI

de schémas affines dtales (vesp. plats de présentation finie) sur Y
= Spec A(U), la famille de fléches de X

{Up,— Ulicr
soit épimorphique.
Démonstration. Supposons 4 strictement local (resp. fppf-local) et soit
{P, > Y} famille comme dans I'énoncé. On peut alors (EGA IV
8.10, 11.2.7 et 17.7.9) supposer que la famille de morphismes de sché-

mas affines
{P 0 Yotier

qui intervient dans la construction des Up, (4.2) est surjective et
formée de morphismes étales (resp. plats de présentation finie). Comme
A est strictement local (resp. fppi-local) la famille

{fa(Po) — fa(Yo)}

est épimorphique, d’olt le résultat. [ y
Réciproquement, supposons la condition de I'énoncé réalisée, et soit

{POz - Yo}ieI

une famille surjective de morphismes étales (resp. plats) de schémas
affines de type fini sur Z. Soient U = f3(Y,), 4, = I'(¥, Oy,
a: A, - A(U) Phomomorphisme associé & lidentité de f1(Yo)(0),
Y = Spec 4(U) et P; = P, Xy, Y. On a alors:

Up, = fa(Po)
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et 'hypothése implique donc que la famille
{fa(Po) = fa(Yo)}

est épimorphique. Donc f; est continue pour la topologie étale (resp.
fppf) de S, et A est un anneau strictement local (resp. fppf-local).

5. Une propriété des morphismes admissibles de la 2-caté-
gorie des ¥-topos annelés en anneaux strictement locaux

(5.1) Soit (g, ) : (Y, B)— (X, 4) un morphisme de %-topos annelés,
soient U € Ob X et P un A(U)-schéma affine. Désignons alors par P
le B(g*(U))-schéma affine qui s’en déduit par le changement de base
associé & §(U). On a défini (4.1) le triple (Up, @ : Up — U, I, : R(P) —
— A(Up)); on lui associe par fonctorialité

(5.1.1) g*(o) 1 g*(Up) = g*(U),

Iy =1y ® aw) B(g*(U)) : R(P) > B(g*(U))
on a donc une fléche naturelle
(5.1.2) Ow,p) i 8*(Up) —~ g*(U)3 -

Proposition (5.2). Soit (g, 0) : (Y, B) — (X, 4) un morphisme admissible
de U-topos annelés en anneaux locaux, alors pour tout U € Ob X et pour
tout A(U)-schéma étale affine surjectif, la fléche Oy py (5.1.2) est un
monomorphisme. Si on suppose de plus que A est strictement local, alors
O, p) est un isomorphisme.

Démonstration. Soient 4, — A(U) un homomorphisme d’anneaux tel
que A, soit une Z-algébre de type fini et P, un 44-schéma affine étale
surjectif tel que P = P, X 4, A(U). Avec les notations de (4.2), on a:

Up = U X vy Ja(Py)
d’olt :
g*(Up) = g*(U) Xié*A(Yo)fg.*A(PO) =~ g*(U)p
avec P = Py X 4,8%(4) (g*(U)). On est donc ramené a démontrer la
propriété dans le cas ot Y = X, ot g est l'identité et o1 0 : 4 — B
est un homomorphisme admissible. On a donc
B(U,P) : UP — Uﬁ .

Soient alors {2; : V — U, 7; : Spec A(V) — P};., , deux éléments de
Up(V). Dire qu’ils ont méme image dans Uz(V), c’est dire que d; = A,.
Par un changement de base, on peut donc supposer que U = V.
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D’autre part, les sections 7; déduites des 7, par changement de base
coincident. Il faut alors montrer qu’il existe un recouvrement {U,— U}
tel que 7{U, = 7|U,.

Or, sous les hypothéses faites, #; et 7, sont des immersions ouvertes
et le sous-ensemble des points de Spec 4(U) otr elles coincident est un
ouvert #. Comme 7, = 7,, on en déduit que I'image réciproque de # sur
Spec B(U) est égale & Spec B(U). Recouvrons alors % par des ouverts
de la forme Ds;, j ¢ J, s; € A(U) et soit. pour tout j € J, s; I'image de S
dans B(U). Comme B est local, la famille

{ Us; e U}fej
est couvrante. D’autre part, d’aprés le choix des s;, les restrictions
de 7, et 7, aux Us7. sont égales; d’ott le résultat, puisque 0 est admissible
et qu'on a donc U = U -

Supposons alors 4 strictement local et montrons que 0y, p est un
isomorphisme. On voit aussitét qu’on est ramené 4 démontrer la pro-
priété suivante: soit ¢ : Spec B(U) — P un A(U)-morphisme, il existe
une famille couvrante

{Us = U}
telle que ¢/U, se factorise par une section

7o 1 Spec A(U,) — P.

Soit :
Comme A est strictement local, U, — U et donc Up — U sont des
épimorphismes. De méme,

(Up)p — Us
est un épimorphisme et par suite :

(Upp—>U
est un épimorphisme. Or, nous allons montrer que ¢/(Up)ps se rcleve
toujours.

Désignons comme précédemment par:

I, : Spec B(Up) = P, [y :Spec A(Up) — P
les A(U)-morphismes canoniques. Par définition de 6y p) on a un
carré commutatif
L

(5.2.1) Spec B(Up) ——> P

t i

| N
Spec B(Up) — Spec 4 (Up) -
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De plus, par définition de Usp, il existe o : Up — Usp, tel que

0/Us =1, o Spec B(x) .
Soit alors
v (Us)p— Up

la fléche naturellement de Up — U, on peut compléter le diagramme
(5.2.1) comme suit

1 s P

T

N
Spec B(U p) — Spec A(Uy)

Spec B(Up)

p p I
Spec B((Up)p) — Sl?rec A((Up)3p)

& o

_ Spec B((Up)5) — Spec U ((Us)z)

oit on a désigné par les mémes lettres & et u les morphismes qui sont
fonctoriellement associés & « et y. Comme la composée des fleches ver-
ticales de gauche et de [, n’est autre que p/(Up)p, ceci fournit la fac-
torisation cherchée. [

Remarque (5.3). Si on remplace les hypothéses de la proposition (5.2)
par celles que P est un A(U)-schéma affine fidelement plat de présen-
tation finie et que A est un anneau fppf-local, le méme raisonnement
ne s’applique plus car les sections ne sont plus en général des immer-
sions ouvertes. Le morphisme 0w, p) n'est plus en général un mono-
morphisme comme le montre le contre-exemple suivant : X est le topos
ponctuel, B est un corps k, 4 = k[u]/u? et A — B estI’homomorphisme
# -> 0. Prenons alors R(P) = A[t] et les sections

7 it u, it 0.

On a bien 7; = r, sans avoir 7, = 7,. Par contre, la deuxiéme partie
du raisonnement de la proposition (5.2) s’applique mot par mot, et on
voit donc que 0y, py est un épimorphisme.

6. Propriétés de recollement des topos annelés

Soit (S, Os) un ¥-topos annelé. On définit la 2-catégorie fibrée sur S
des U-topos annelés variables sur (S, Os)

(6.1) {Zop an; (S, Os)}
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de maniére analogue & celle de ({Top; S} (I1.4). L’ensemble des objets
est donc défini par

(6.2) Ob {Top an; (S, Os)} = [[ Ob (Top an/(S/U, Ogp) ,

UeOb S

pour f: (X, Ox) = (S/U, Ogy) et g: (Y, Oy) — (S/V, Ogy), morphis-
mes de topos annelés, on définit

(6.3) Hom(f,g) = [] Hom,(f g)

geHomg(U, V)
les foncteurs d’accouplement sont ceux qu’on imagine, et le 2-foncteur
(6.4) p:{Topan; (S, Os)} — S

est défini comme en (II 4.1.3), en «oubliant» la structure annelée.
On vérifie comme en (11 4.1) que le 2-foncteur p est fibrant et que la
2-catégorie fibrée ainsi obtenue est scindée par le scindage naturel

(6.5) A, : ZTop an/(S/U, Ogy) — Top an/(S/V, Ogy)

analogue du scindage défini en (II 4.1.4).
On a encore un théoréme de recollement :

Théoréme (6.6). La 2-catégorie fibvée scindée {Top an; (S, Og)} est
un 2-champ.

A

Démonstration. Ici encore, on est ramené & montrer que, pour tout
crible R de S couvrant I’objet final, le 2-foncteur canonique
y&" : Top an/(S, O9) ~ Lim {Top an; (S, 05)}
g R
est une 2-équivalence. La démonstration se décompose en deux parties.
(6.6.1) Le 2-fonctenr an wg* est (2)-fidéle (I 1.8)
Soient f = (¢, 0) : (X, Ox) = (5, Os) ,
g= () (Y, Oy) > (S, Os) deux objets de Top an/(S, O). On est
ramené & montrer que le foncteur canonique

YR” + Homggpan sis, 09(/, §) = Lim Homs, o) (/, 8) ,
R

olt Homs o (f, g) est la catégorie fibrée scindée sur S associée a fet g
(I 3.8) grice au scindage canonique de {Top an; (S, Os)} est une équi-
valence de catégories.

Or par «oubli» de la structure annelé, on obtient un foncteur

yr : Homgeys(g, ) — Lim Homs(, )
R

qui est une équivalence de catégories (II 4.2). Soit %y une équivalence
quasi-inverse de yg. Nous allons compléter »;en une équivalence xg”
quasi-inverse de yg".
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Un objet de Lim Homs o(f,g) consiste en la donnée (i) pour
R

tout U € Ob R de (Ay, &y) : fIU — g/U (II 4.2 (i)) et d’'un homomor-
phisme
&y DA% (Oyvjv) = Oxpu

(ot on écrit plus simplement X/U pour X/p* U et Y/U pour Y/p* U)
rendant commutatif le diagramme

% (10) x
2k (Osip)— " A3 (Oyy0) — = Oxyu

(6.6.1.1)  &y(Os)
98(Osiu)

(ii) pour toute fleche » : V' — U de R, d’un isomorphisme d, : Af —
— (2%), rendant commutatifs les diagrammes

by

®

% %V * * Xy
‘ VY @y )»V(@Y/V)—* (9x/V
(6.6.4.2) 4, y¥ 1 / (ey), et d,(Oyw) l /O‘U)r
(%), v¥ 22), (Oy)

On définit alors 1* et ¢ comme en (II 4.2) par

(2%, &) = xel{iv, ev, 4,}) -
D’autre part, toujours avec les notations de (II 4.2), soit

Ux,R * I:}fi Hy, g =X (resp. uy,g }iﬂ Hy,r = Y)
R R

une équivalence quasi-inverse des foncteurs naturels

X — Lim Hy g(resp. Y — Lim Hy g} .
R '

On a alors:
tx, g ({Oxju}) = Ox (resp. uy, g({Oyu}) = Ov) ,

et, d’aprés la définition méme de A%

tx,r ({AG(Oyp)}) = 2% Oy

Les données {«y,d,} définissent une fléche de Lim Hy g, et
R

ux r{{oy, 4,}) définit donc un homomorphisme « : 4* Oy — Oy. De

plus la commutativité de (6.6.1.1) entraine 'la commutativité du
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diagramme
A% o
¥ p*(0) > A Oy—— Oy
(0
(O5) 6
¢*(0s)

On obtient ainsi l'application sous-jacente & x§* qu'on compléte
aisément en un foncteur quasi-inverse de g™

(6.6.2) Le 2-foncteur yg" est surjectif & une équivalence prés.
Un objet A% de Lim {Zop an; (S, O} consiste en la donnée
R

(i) d’'un objet 4 de Lim {op; S} déduit de A* par le 2-foncteur
R

A

«topos sous-jacent». Or & un tel 4, on a vu (II. 4.3.1) qu’on peut
associer une catégorie fibrée Ay et un foncteur §: Hy — Ag, auquel
est associé un morphisme de topos ¢ : X(A4) — S,

(ii) d'une section cartésienne Oy p de Ay munie d’une structure
d’anneau,

(iii) d'un homomorphisme d’anneaux 6g: @ Og x — Ox,r 01 Og g est
la section cartésienne de Hy définie par 0.

La donnée (ii) définit donc un faisceau d’anneau Oy de X(A4) et la
donnée (iii) définit un homomorphisme 6 : p*(0s) ~ Oy. On obtient
donc un morphisme f = (g, 6) de ¥-topos annelés, et on vérifie comme
en (II 4.3) que yg"(f) est équivalent & A%,
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Chapitre IV

Spectre d’un ¥-topos annelé

1. Définition du spectre d’un %-topos annelé

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'a tout %-topos annelé
(X, A), on peut associer de fagom wniverselle un couple formé d'un
%-topos annelé en anneaux locaux (ITT 2.3) (X, 4) et d’un morphisme
de ¥-topos annelés
7w (X, Ay = (X, 4).
Un tel couple, comme toute solution d’un 2-probléme universel est
défini avec V'unicité explicitée en (I 2.5); c’est-a-dire que (()N(, A, )
est défini 4 une équivalence prés dans la 2-catégorie (Top an/(X, 4)),
I’équivalence entre deux solutions étant elle-méme définie & un 2-iso-
morphisme unique prés. On peut encore exprimer ce qui précéde par le
théoréme suivant :
Théoréme (1.1). Le 2-fonctenr d’inclusion
i :Zop anloc — Top an

admet un 2-adjoint & droite (I 1.10).

Nous noterons
(1.1.1) Spec : Top an — Top an loc

le 2-foncteur adjoint & droite de i et
(1.1.2) 7w i oSpec - idgyy oy

le morphisme de 2-foncteurs qui permet d’exprimer I'adjonction de i
et de Spec.

Nous allons décrire le 2-foncteur Spec. Soit (X, 4) un ¥%-topos et
soit E = (S, J), ot S est une ¥%-catégorie et ou J est une %-topologie
sur S, un ¥-site standard de définition de X (I 1.3.2). On définit X
comme le %-topos assicié au U-site E= (§, ]N) suivant.

(1.2) La catégorie S
Les objets de S sont les couples (U, s) formés d'un objet U de S
et d'un élément s de A(U). (Rappelons (II 1.3) que si k:5—-X
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désigne le foncteur naturel, on utilise la notation 4(U) pour désigner
Homy (k(U), 4)). Une fléche ¢ : (V,#) - (U,s) de S est une fleche
@ : V — U telle que ¢ appartienne au radical 1(s,) de I'idéal engendré
par s, dans A(V).

Dans S les produits fibrés sont représentables, et si

(Ul’ sl) - (U: S) ) (U2’ 32) g (U! S) >
sont deux fléches de S, on a Tisomorphisme
(Up 81) X, (Up, 83) = (Uy Xp Uy, $18) -

De plus si ¢ est un objet final de S, (¢, 1) est un objet final de S.

(1.3) La topologie ] -
On la définit 4 I'aide de familles couvrantes On prend pour [ la
topologie la moins fine telle que

(i) pour toute famille couvrante
{U; = Uier
de S, la famille
{(Un1) = (U, 1) }iex

soit couvrante.

(ii) pour tout U € Ob S, pour toute famille {{s;};;, s} d’¢éléments
de A(U) telle que s; € t(s) pour tout 7 ¢ I et que s € ¥({s;};c7) (radical
engendré par la famille des s; dans 4(U)), la famille

{(U, 8) > (U, 8)}iex
soit couvrante (en particulier si s est nilpotent, la famille vide couvre
(U, s)).
Proposition (1.3.1). Les familles de fléches de S du type

@

(13.2) {(Uz» $2,9 — (U, S)}iEIA,lELs

o1t

@i
{Ul - U}}.eL

est une famille couvrante de S et ou, pour tout A€ L, s,, €1 ({NS" iYier,) »
avec I, fini, forment une prétopologie qui définit la topologie J.
Eneffet, pour un ensemble de familles de morphismes de mémebut, on
vérifie que les axiomes qui caractérisent une prétopologie sont satisfaits :
cet ensemble est stable par changement de base et par composition et
pour tout (U, s) € Ob S, {¢d(U, s)} appartient a I'ensemble. [
Remarque (1.3.3). Dés que la catégorie S n’est pas réduite 4 la catégorie

ponctuelle, la topologie fn’est en général pas plus fine que la topologie
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canonique puisque si U est un objet non initial de S et si s € 4(U)
est nilpotent, I'objet (U, s) de S est couvert par la famille vide sans
&tre initial. Le site E n’est donc pas un site standard.

(1.4) Le faisceau A
Le faisceau A est le faisceau associé au préfaisceau 4 suivant
~

sur E

§) A(U, ) = A(U) H

N

(i) soit ¢ : (V,#) — (U, s) une fléche de S, on définit A(p) comme
le composé de

Alp) 1 AU, s) = A(V,s,),
et de ’homomorphisme «changement de partie multiplicative »

AV, s,) = AV, 1) .

Soit alors X le U#-topos associé au -site E = (§, } on a ainsi
défini un ¥-topos annelé (X, 4).

Proposition (1.5). Le YU-topos annelé ()~(, A) est annelé en anmeaux
locaux.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le préfaisceau 4 défini en (1.4)
sur le site E vérifie le critére (I1T 2.4.1). Or soient (U, s) € ObS et
occA(U,s), 0 =als", ac A(U). Les restrictions de ¢ & (U: as) et de
1 —0¢ a (U, s"""—as) sont inversibles et la famille formée des deux
morphismes (U, as) — (U, s) et (U, s*** — as) — (U, s) est couvrante;
d’otr le résultat. [

(1.6) Le morphisme wex, 4 : (X, A) = (X, A4) .

Le foncteur p :S — S, défini par p(U) = (U, 1), est un foncteur
continu qui commute a la formation des produits fibrés et transforme
objet final de S en objet final de S. Clest donc un morphisme de sites
auquel est associé un morphisme de ¥%-topos

7‘6;(—>X

Soit  : A — A le foncteur naturel du préfaisceau A dans le faisceau

associé¢ 4. Comme pour tout U e ObS, A_(U, 1) = A(U), on a un
homomorphisme de faisceaux d’anneaux

~

8:A—>7‘5*A
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défini sur E = (S, J) par (U) = $(U). On en déduit par adjonction
I’homomorphisme
et A > 4.

On définit alors 7y  4) comme le morphisme de %-topos annelé
X, 4) = (7'6, 8) .

(1.7) Factorisation d’un morphisme de source (Y, B) € Ob Top anloc
et de but (X, A).

Soit f= (p, 8) : (Y, B) = (X, 4) un morphisme de %-topos anne-
1és, olt B est un anneau local. Montrons qu’il existe une factorisation

(f, &) ou
[=@0) :(Y,B) > (X, 4)
est un -merphisme admissible (III 2.9) de %-topos annelés et o «:

fSmo f est un 2-isomorphisme de Top au.

{1.7.1) Définissons @, :S - Y comme suit : pour (U, s) € Ob'S, @(U, s)
=@ (U)gs, 0 ¢~ : S =Y est le composé du foncteur £ :S — X et
de ¢* : X — Y. Soit

AV, t) = (U,5s)

une fléche de S, C’est-a-dire une fléche 4 : ¥ — U de S telle quet € 1(s;).
Alors la restriction de .

¢ (4) 1 (V) = ¢(U)
a ¢*(V),( induit la fléche

PoA) = @o(V, 1) — @o(U, ) .

Le morphisme ¢, transforme objet final de S en objet final de Y
et commute 4 la formation des produits fibrés. En effet si

(Ulr 31) - (U’ S) et (Uz: 82) - (U: S)
sont deux fléches de ,S~, on a un isomorphisme naturel:
‘P'(Ul)o‘(s,) ><¢-(U)9,(s) @-(Us)o.isn) = [ (Uy) X o (U) (p‘(UZ)]G.(sls,) .

De plus g, est un foncteur continu. En effet, soit

&a
{(Us $2,) = (U 8) }biery 2er»
une famille de morphismes de S du type (1.3.2). Alors, la famille
{p(U) = o (U her
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est une famille épimorphique de Y, donc puisque on a 1’isomorphisme

‘P'(Uz)e.(s o (U)) X (U) <P'(U)e.(s) ,

i
la famille
@ (Uz)e( ) —> @ (U)

est encore épimorphique. De plus comme B est un anneau local, de
T'hypothése
Sg, € TSy, i} iery)
I résulte que la famille
{‘P‘(Uz)e.(sgl) - <P'(U/1)e.(sgl)}
est épimorphique, donc que la famille composée

’ {<P‘(Z;]z)e.(sgl) - 9"(U)e.<s)}

est aussi épimorphique.
Au morphisme de sites @, assocmns le morphisme

~

@p:Y =X

de U-topos. Le foncteur p* : X - Y est défini & un isomorphisme prés,
et comme on a I’égalité des foncteurs

Poop =9,
il existe un isomorphisme des morphismes de ¥-topos associés
(1.7.1.1) &1 @* S g% omt

(1.7.2) Pour tout objet (U, s) de S, I’homomorphisme
A(U) - B(g'(U)o.»)
obtenu en composant 6.(U) et la restriction
B(‘P'(U)) - B(‘P'(U)o.(s))
se factorise de maniére unique en
0o(U, s) : A(U, s) = B(g"(U)oyy)

et définit de maniére évidente un morphisme de préfaisceaux de S.
Par passage aux faisceaux associés, on en déduit le morphisme

0.:4 - ¢* B,
d’ou1 par adjonction un morphisme

(1.7.2.1) 9:9*4 > B.
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Nous avons ainsi défini un morphisme de %-topos annelés
F=(@0) :(Y, B) > (X, 4).

11 reste alors & montrer que l'isomorphisme & (1.7.1.1) définit en
réalité un 2-isomorphisme

(1.7.2.2) x:if>mof
autrement dit que le diagramme
gr4
(1.7.2.3) !
@* © 9'6* A
commute. Il revient au méme, si «. désigne I'isomorphisme
X. 17Ty © (_p* - @y
naturellement associé & « de montrer que le diagramme

s« B

e

74(0) o, "y 0@y B

(1.7.2.4)

commute, ce qui résulte aussit6t de la définition des différents homo-
morphismes.

Proposition (1.8). Le morphisme de U-topos annelés

| f=(@ 0 :(Y,B) > (X, 4)
défint en (1.7) est admissible.
Démonstration. On utilise le critére (III2.11). Soient (U, s) ¢ Ob §,
o= (a,s") e A(U,s)otracAU) et
a:(U,as)— (U,s)

la fleche de S induite par id,,. Alors s, est inversible et de plus la fléche
naturelle

¢ (U,as) — (@'(U, 3))5.(6)
est un isomorphisme. Le critére est donc bien vérifié. [J
Proposition (1.9). (Unicité de la faclorisation). Soient
fg: (B> (X 4), [f=@0, g=@&n,
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deusx moyphismes de U-topos anmnelés ot (Y, B) est annelé en anneaux

locaux el ot u : f — g est une 2-fléche de Top an. Soient (7, o). (g, B) des
factorisations comme en (1.7) od

fg: (. B) — (X A)
sont des morphismes admissibles et ot
oc:n:of—:.,f, Bimog—>g
sont des isomorphismes. Alors il existe une 2-fléche unique
w:f—>g

qui vende commutatif le diagramme

— &
mof —f

T oY %M

Loog

T o —>g

Démonstration. Pour tout (U, s) e Ob S, ot UcObSetse 4(U), on
désignera par (U, s) I'image de (U, s) dans X et par s 'image de s dans

A(U, 1). Montrons d’abord que le monomorphisme (U, s) « (U, 1);
est un isomorphisme. Soit ¢ : (V,#) — (U, 1) un morphisme de S tel

que la restriction s, de s & A (V, t) soit inversible. Il existe alors une
famille couvrante {y; : (V,, ;) — (V, #)};e; telle que pour tout ¢ ¢ I,
la restriction s,,,,, de s & 4(V,, ¢,) soit inversible; c’est dire que

V8, Sq,ow) - (V,,t)

z (A}
est un isomorphisme. Par suite le monomorphisme
(V,tsy) = (V, 1)

est couvrant, ce qui prouve I'égalité (U, s) = (o, 1)%.
L’hypothése que f est admissible montre, compte tenu de la commu-
tativité du diagramme

0.(0)
4(U) - B(p*(U))

. j 0.(U, 1) ¥
AU, 1) ———~= B(g(U, 1))



1. Définition du spectre d’un %-topos anneld 65

et de I'isomorphisme

P*(U, s) = (U, 1))ag
que l'isomorphisme
«(U) 1 9*(U, 1) — ¢*(U)
induit un isomorphisme bien déterminé
x(U)s 1 @*(U, s) 2 @*(U)gyy -

De méme pour g = (y,%), § induit un isomorphisme uniquement
déterminé

:B(U)s : E*(U: S) —31{)*((])1;.@) .

D’autre part soit # : ¢* — y* tel que pour tout U ¢ Ob S le dia-
gramme

commute, #(U) induit pour tout s un morphisme bien déterminé sur
les sous-objets

w(U)s 1 @*(U)o) = 2¥(U)ie 5
en composant avec x(U), et (B(U),)~", ona donc pour tout objet (U, s)
de S un morphisme uniquement déterminé

w(U, s) : *(U, s) — p*(U, s)
qui satisfasse aux conditions de commutativité voulues.

Corollaire (1.10). Avec les notations de (1.7), la composition avec =
induit une équivalence de catégories

Hominpaulnc((Y’ B): (’)"(’ A3) - Hom%np an((Yr B)’ (X, A)) .

(1.11) Fonctorialité
Pour tout (X, 4) € Ob Top an, choisissons un couple

(X A), 7, (X, A) > (X, A)}
comme précédemment. A toute 1-fléche de Top an
h:(Y,B)— (X, 4)
est associé le couple (%, g,) ol
i (7, E) - ()Z, fi)
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est un morphisme admissible et ot
&yt hoy, By S, ay o

est un 2-isomorphisme. Le couple ('}7, g,) est déterminé a un isomor-
phisme prés.

Si pour toute 1-fleche # de Top an, nous choisissons le couple (k AR
d’aprés la propriété d'unicité indiquée, pour tout couple de 1 ﬂéches
composables de Top an

h:(Y,B) - (X, 4), k:{(Z C)— (Y, B),
il existe un isomorphisme unique
(1.11.1) Suppi(hok)~ >hok
compatible avec g, &, &,0%-
De plus a toute 2-fleche
oy > by, by Byt (Y, B) — (X, 4)

est associée une 2-fleche unique ’

~

% H hl — %2
qui rende commutatif le diagramme

~ 17'6()( A4) 0%

Tox,4) oM~ I, 4) °k
eh’l 8h2
|

Les applications .
(X, 4) » (X, 4)
(1.11.2) W
%> U -

et les isomorphismes oy, | 5.(1.11.1) définissent un 2-foncteur
(1.11.3) Spec : Top an — Top an loc.

Par ailleurs les morphismes de projection

T, 4) ¢ 6(: ;1) - (X, 4)

et 'application

}Ll—){;’hih oJ'C(Y,B)-:>TL'(X’A) oh
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définissent un morphisme de 2-foncteurs
(1.11.4) 7t i o Spec — idgyy an -

Le corollaire (1.10) exprime alors que le morphisme 7 fait du 2-
foncteur Spec un 2-adjoint & droite de i, ce qui démontre le théoréme
(1.1). @

2. Les points du spectre

Proposition (2.1). Sotent (X, A) un U-topos annelé et ()N(, fi) son spectre;
soit x un point de X associé a un foncteur fibre & et soit % un point de X
au-dessus de %, associé au foncteur fibve E. Alors & s'identifie de fagon
naturelle & un point p de Spec Ag ef Vanneaw Az est isomorphe au loca-
lisé (Ag)y.

Démonstration. 11 résulte de la définition du spectre que le morphisme

;é : (Ens, ﬁg) — (;(, ﬁ)
se factorise par un morphisme admissible
£ : (Ens, ./Ig) — Spec(Ens, 4;) .

On est donc ramené au cas oll X est le %-topos Ens et oli 4 est un
anneau de Ens. Mais on a alors le résultat:

Proposition (2.2). Soit A un anneau de U-Ens, le U-topos annelé
Spec(Ens, 4) est alors équivalent au U-topos annelé associé au schéma

affine (Spec 4, A).

Démonstration. On prend pour site de définition S de Ens le site de ses
ouverts (réduit & deux éléments, un objet initial et un objet final) et le
site S est alors isomorphe au site des ouverts affines spéciaux de Spec
A de la forme Ds, ou s € 4 ; d’ou le résultat. [

(2.3) On peut résoudre dans la catégorie des espaces annelés un pro-
bléme universel analogue 4 celui posé au chapitre 1, c’est-a-dire a tout
espace annelé (E, A) associer de fagon universelle, un couple formé
d’un espace annelé en anneaux locaux (l?, AT) et d’'un morphisme
d’-espaces annelés

p (B, A) — (E, 4).

Si X est le ¥-topos associé & E, on devra ensuite comparer le %-
topos annelé associé a (fz‘, AN) et le spectre de (X, 4). Nous laissons a
titre d’exercice le détail des démonstrations des deux propositions
suivantes :
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Proposition (2.4). (C. Chevalley). Le foncteur d’inclusion
1 : top an loc — fop an

adment un adjoint & droite.

Indication. Soit (E, A) un espace annelé. On prend pour E Pespace
obtenu en munissant 'ensemble I] Spec 4, de la topologie engendrée
xeE

par les ouverts (U, s», ot U est un ouvert de E et s € A(U), du type
suivant: <U, s) = {(v, p), x€ U, p e Spec 4,, s, ¢ p}. Le faisceau A
est alors le faisceau associé au préfaisceau (U, s> v A(U) [1/s]. 3
Proposition (2.5). Soit spec le foncteur adjoint & droite de i (2.4) et soitt
le 2-foncteur «topos annelé associé & un espace annelé», le morphisme
admissible naturel des 2-foncteurs

t ospec — Spec of
est une équivalence de 2-foncteurs.

Indication. Si on prend pour site S de définition de X le site des ouverts
de E, le site § de définition de X est un site d’ouverts et le morphisme
t E - X est induit par le morphisme de sites (U s) » KU, s>. Pour
montrer que les deux sites de définition de tE et de X qui sont des
sites d’ouverts, sont isomorphes il suffit de montrer que les points de E
séparent les ouverts de X qui sont de la forme (U, s).

Remarque (2.6). Il est intéressant de se demander quand on a résolu
un probléme universel dans la 2-catégorie Top an si on ne peut pas en
déduire un résultat analogue dans la catégorie fop an par application
d’un 2-foncteur «esp-an» (espace annelé associé) qui vérifierait une
propriété d’adjonction analogue a celle du 2-foncteur esp (II 2.6.4) et
si par exemple on ne pourrait pas déduire la proposition (2.4) de (1.1).
Or soient
f=@0), g=@mn:(, B~ (X4

deux morphismes de Top an et soit # : f — g un isomorphisme, défini
par u* : p* — yp* tel quey = 6 o u* A. Soient ¢y = esp @, Y, = esp .
On a bien ¢, = y, mais siu* A4 n’est paslidentité on n’a pas en général
7 = 0. On peut donc en réalité définir seulement un foncteur

esp-an : (Top an)’ — (fop an)’,

ou (top an)’ se déduit de la catégorie top an par passage aux classes
d’isomorphismes sur les faisceaux structuraux. Et A toute solution de
probléme universel dans Top an est donc associée une solution d’un
probléme universel analogue dans (top an)’. Le résultat (2.4) est donc
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plus fort que ce qu’on obtiendrait par application d’une telle méthode.
(2.7) Soit 4 un anneau de ¥-Ens, on notera plus simplement

(2.7.1) Spec 4

le %-topos annelé Spec(Ens, 4), équivalent au %-topos annelé associé
au schéma affine Spec 4.

Soit (X, Ox) un %-topos annelé en anneaux locaux. Le morphisme
canonique

(X, 0)() i (Ens, I’(ax))
se factorise par un morphisme admissible
(2.7.2) (X, Ox) — Spec I'(Ox) .

En particulier si (X, 4) est un %-topos annelé, on a un mor-
phisme admissible naturel de %-topos annelés

(2.7.3) Spec(X, 4) — Spec I'(4) .

3. Localisation

(3.1) Soit (X, A) un %-topos annelé et soit E = (S, J) un site stan-
dard de définition de X. Alors E = (S, J) est un site de définition de
Spec (X, 4). Désignons alors pour (U, s) € Ob S par

(3.1.1) Aw, s

le faisceau d’anneaux sur X/U associé au préfaisceau sur S/U qui, &

@ : V — U, fait correspondre I'anneau A(V, sy). Le faisceau Ay g
est le localisé par rapport & s de la restriction Ay de A @ X|U.
Par ailleurs, la restriction du morphisme 7y | 4

(3420  wx, 0/(U, ) = (XN, s), 4(U, 5)) - (X/U, 4]0)
se factorise en un morphisme

(343)  ow,s: (XI(U, ), AU, 5)) - (XU, A(U, 5))
et définit donc un morphisme admissible

(3.1.4)

Proposition (3.2). Le morphisme Gy ) de (3.1.4) est une éguivalence de
U-topos annelés. :

~ ~

Cw,9 : (XI(U,s), A(U, 5)) — Spec(X/U, A ) -

Démonstration. 11 résulte aussitot de la définition de S quon a un
isomorphisme naturel

SI(U, 1) - (S/U)~
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et par suite que
ow,n t (X/(U, 1), 4/(U, 1)) - Spec(X/U, 4]U)

est une équivalence de %-topos annelés. On est donc ramené au cas ol
U est un objet final. Par composition avec @ v, 4v), on en déduit
donc, pour tout %-topos annelé en anneaux locaux (T, O), une équi-
valence de catégories ,

0t Homgay e toe (T, O7), (X/(U, 1), 4)(U, 1)) —
— HoMgqy (T, ), (X/U, 4/0))

Mais o, induit une équivalence de la sous-catégorie pleine (N:(T, s) de la
premiére catégorie dont les objets sont les morphismes

g= () : (T, 09 - (X|(U, 1), 4)(U, 1)

pour lesquels %(U, 1) (s) est inversible dans I'(T, 1) dans la sous-
catégorie pleine C(T, s) de la deuxiémg dont les objets sont les mor-
phismes

J= (g 0): (T, Or) = (X/U, 4/U)

pour lesquels 6(U) (s) est inversible dans I'(T, @7). Or il est immédiat
que C(T, s) et C(T, s) sont respectivement équivalentes a

Homzap autae((T, 1), (X/(U, ), A/(U, 9)) et
Homgyy oy (T, O1), (X/U, A(v,)), la restriction de «, 2 c(, s) étant
alors identifiée au foncteur de composition avec le morphisme naturel
Tw,g (XU, 9), A(U, 5)) = (X/U, 4w ) ,
d’ou le résultat. [

Proposition (3.3). Soient f: (X', Ox) — (X, Ox) un morphisme de U-
topos annelés, 4 une Ox-algébre et A’ la Oxr-algébre image véciproque de
A par f. Le diagramme

Spec(X’, 4’) — Spec(X, 4)

ol

Spec(X’, Ox.) — Spec(X, Ox)

est alors 2-cartésien dans Top an loc.
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Démonstration. La propriété résulte de ce que le diagramme
(X', 4") —— (X, 4)

) |
(X, Oxr) = (X, Ox)
est 2-cartésien dans Top an et de ce que le 2-foncteur Spec est un
2-adjoint a droite.

Corollaire (3.4). Soient (X, Ox) un %-topos annelé, 4 une Oy-algébre
et U ¢ Ob X. Soit f: Spec(X, 4) — (X, Ox) le morphisme canonique
alors le diagramme

Spec(X, 4)/[f*(U) —— Spec(X, 4)

v {
Spec(X/U, Oxv) — Spec(X, O)

est 2-cartésien dans Top an loc.

4. Image réciproque d’'un 4-module sur Spec (X, 4)

(4. 1) Soit (X A) un U-topos annelé et soit M un A-module. On désigne
par M 1e A-module image réciproque de M par i, a) (1.6)

(4.1.1) : M=M®, 4

Soit E = (S, J) un site de définition de X. Le faisceau I est alors

~ ~

isomorphe au faisceau associé au préfaisceau M sur E = (S, J) défini
par

(4.1.2) MU, s) = M(U) @0 AU, s) .

Proposition (4.2). Le foncteur M > M commute aus U-limites inducti-
ves, d la formation des produils tensoriels et anx limites projectives finies.
Démonstration. En effet, la propriété de commuter aux limites projecti-

ves finies est vérifiée séparément par les foncteurs M +— M ou M est le
préfaisceau (4.1.2) et par le foncteur faisceau associé. Les autres pro-
priétés citées résultent des propriétés des foncteurs image réciproque
de modules. [

Corollaire (4.3). Soit % : M — N un homomorphisme de 4-modules.
On a les isomorphismes

Ker % = (Ker u)~,  Coker % = (Coker #)~,  Im% = (Im u)~
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Si M est un A-module quasi-cohérent (EGA 0.5.1), M est un A-
module quasi-cohérent.

(4.4) Définition du préfaiscean M™ sur S
Soient (X, 4) un ¥%-topos annelé, M un 4-module, E = (§, J) un site
standard de définition de X. Pour tout (U, s) € Ob S, soit

iy : XJU - X
le morphisme canonique de topos, on désigne par My - le faisceau

sur X/U
(4.4.1) ) My, o= ]Ek;(M) ®j§;A A,

olt Ay, est le faisceau d’anneaux défini en (3.1.1). On définit alors
un nouveau préfaisceau M+ sur E = (S, J)

(4.4.2) (U,s) > MU, s) = I'My,) -
Désignons par
(4.4.3) o« M - M*

I’homomorphisme naturel. Comme pour tout (U, s) € Ob Sle préfaisceau
sur SJU

(4.4.4) (V A U) — M*(V,s,)
est un faisceau, I’'homomorphisme
(4.4.5) B:M M

du préfaisceau dans le faisceau associé se factorise de maniére unique
par o en un homomorphisme

(4.4.6) A:M* > M.
Proposition (4.5). Pour tout A-module M , le préfaisceau M+ défini en
(4.4.2) est un faiscean et I homomorphisme A (4.4.6) est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons prouvé que M+ est un faisceau, il résulte
alors de la propriété de factorisation indiquée en (4.4.5) que M+ est un

faisceau associ¢ & M et que A est un isomorphisme.
Montrons que M* est un faisceau. Soit (U, s) € Ob S et soit

(4.5.1) (W 0~ 0, s

une famille de morphismes de S telle que
{(poc : Ua g U}ocGL
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soit une famille couvrante de S et que, pour tout « € L, I, soit fini
(peut-étre vide) et tel que

S0, € Y{Sx, i}ier,) -
Comme I’ensemble des familles de ce type est cofinal dans I'ensemble
des familles couvrantes de S il suffit de montrer que ’homomorphisme %

h:M+(U,S)_>Ker{HM+( xr az)——)HM aXUUﬁ’ O"Lsﬁv?)}

est un isomorphisme.
Montrons d’abord que le préfaisceau M+ est séparé, c’est-a-dire que
% est injectif, ou encore que I’homomorphisme

T M+US HM ouoci)

est injectif. Or soit & € M*+(U, s) tel que m(£) = 0. Il est équivalent de
montrer que & = 0 ou que sa rectriction &, & M*(U,, s,,;) est nulle
pour tout o € L. On est donc ramené a montrer que
7 MH(U, s) — [] M+(
i€l

est injectif dans le cas olt I est fini et ol s € ¥({s;}ser). Si [ est vide, s
est nilpotent et M+(U,s) = 0. Si I+ @, soit &e M*(U,s) tel que
7(£) = 0. Quitte & remplacer U par un recouvrement assez fin, on
peut supposer que & provient d’un élément &, € M (U, s) sont la restric-
tion & M(U, s,) est nulle pour tout 7 € I. On en déduit qu’il existe un
entier # tel que s?& = 0 pour tout ¢ ¢ I et donc comme s € ¥({s;})
qu'il existe un entier m teil que ™. & = 0, & est donc nul et donc aussi
&=0.

Montrons alors que % (4.5.2) est un épimorphisme. Soit (&, ;) €
e [1 M+(U,, s,,;) un élément du noyau

Ker {H M+(Um sa,i) 31__[ M+(Uos XU Uﬁ’ sa,isﬁ:f)}

I’hypothése entraine en particulier que les restrictions de g, ; et &, ;,
& M*(U,, Sy, i, 5,:) sont égales pour tout couple (i, 1,) € Iy X Lo
Quitte a remplacer, pour chaque &« € L, U, par un recouyrement con-
venable et les s, ; par leur restriction on peut supposer que &, ;€
e M(U,, s,,;) et que les restrictions de &, ; et §, ; a M (Uss Sa, i, Sa, i)
coincident pour tout (4, %,) € I, X I,. Dans ces conditions on sait

qu’il existe un unique élément &, ¢ M(Um Sp, ) dont la restriction coin-

cide avec &, ; pour tout 7 € I (cf. EGA 11.3.7). On obtient alors une
famille

{ga}aEL ) (sz) s(p ) i
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qui vérifie de plus pour tout (x, ) e L X L
&l Us Xy Up = fﬁanxU Uﬁ

comme il résulte de la commutativité du diagramme

M(U.,s,) ——— M(U,,s,,))
M*(Ussy, Up, Sp,p) — M*(Usxy Up, Sa,i5,5)
0
M(Uy, Spp) T M(Up, s5,5) »

du fait que le préfaisceau M+ est séparé et que la famille
{(UrxxU Uﬁ: Soyi Sﬂ,i) g (UacXU Uﬁ: s%‘ﬁ)}iEIo‘ , jEIﬁ

est couvrante. .
Comme My g est un faisceau, les sections £, se recollent en une
section & de M*(U, s) = I'(M(y, ), d’ott le résultat. [

Corollaire (4.6). Pour tout A-module M, I'homomorphisme canonique
Y M —m, s

est un isomorphisme.
Corollaire (4.7). Le foncteur M M est un foncteur pleinement
fidele de la catégorie des A-modules dans la catégorie des 4-modules.
Démonstration. Pour tout U € Ob S le faisceau My 4 est isomorphe
au faisceau j§(M) et par suite

MU) : M(U) - M+(U, 1)
est un isomorphisme, ce qui démontre (4.6). Le corollaire (4.7) en est
une conséquence immédiate puisque sz, est unfoncteur quasi-inverse a
gauche du foncteur M » M. [J
Corollaire (4.8). La catégorie des A-modules qui sont isomorphes a
I'image réciproque par 7y, 4y d'un A-module est une sous-catégorie de
la catégorie des A-modules, stable par noyaux, conoyaux et images
(donc abélienne), équivalente par les foncteurs quasi-inverses M — M
et @, a la catégorie des 4-modules.

Corollaire (4.9). Soit X un %-topos et soit An X la catégorie des
anneaux de X. Le 2-foncteur

An X — Top anloc/(X, Z)
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ot Top an loc/(X, Z) désigne la 2-catégorie des U-topos annelés en
anneaux locaux (T, O;), munis d’un morphisme de %-topos annelés
7 . (T, O7) - (X, &), défini par

A+ {m : Spec (X, 4) - (X, Z)} ,
admet un 2-foncteur quasi-inverse a gauche
{72 (T, Or) > (X, Z)} > 7y Op 5
¢’est donc un 2-foncteur 2-fidéle, c’est-a-dire que pour tout couple 4, B
d’anneaux de X le foncteur naturel
Cat(Homa, x(4, B)) = Homzoy an toeyix, 2y (SPec(X, B), Spec(X, 4))

est une équivalence de catégories.

Corollaire (4.10). Soient X un %-topos, 6 : A - B un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux de X auquel est associé le morphisme admissible

f= (@, 0) : Spec(X, B) — Spec(X, 4) .

Soit de plus M un B-module. On désigne par M g (resp M 4) Vimage
réciproque du B-module M (resp. du A-module Mg) sur Spec(X, B)
(resp. sur Spec(X, A)). 1l existe alors un isomorphisme canonique

piMySf Mg.
Démonstration. Par définition du A-module My, pour tout (U, s) €
cObS, on a Myg(U,s) = M(U,0(s)), on en déduit un homomor-
phisme p : M, — fy Mg Mais les deux faisceaux de A/U-modules
(Mg w,s et M(u,os) (4.4.1) sont isomorphes et 1’homomorphisme

naturel
ut(U, s) : M{5(U, s) — M+(U, 0(s))

est un isomorphisme; en utilisant (4.5) on voit que u est un isomor-
phisme.

Proposition (4.11). Soit (X, A) un U-topos annelé et soit M un A-module.
Soit E = (S, J) un site standard de définition de X. Pour tout (U, s) €
€ Ob S, on a (3.1.4) un morphisme

ow, (K AU, 5) > (XU, 4w, -
Les propridtés sutvantes sont alors équivalentes.
i) Il existe un A-module M tel que M soit isomorphe & M.

i) Pour tout (U, s)‘ € Ob S, 7l existe un Ay -module My tel que
‘/%(U,s) sott isomo;'phe a M(U, s) ®A(U,s) A(U,s)'
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iii) I7 existe wune jamzlls {(U,, 8,)}icr @'0bjets de S couvrant lob]et
final et pour tout 1, 1l existe un Ay, -module M, tel que M|(U,, s,) soit
isomorphe & M; Q4 ;. Aw,, s
Démonstration. On a évidemment les implications (i) = (ii) = (iii).
Montrons que (iii) = (i). On peut supposer que la famille couvrante de
(iii) est du type (U,, S« i)ic 1,, e OW la famille (Uy)yer, couvre I'objet
final de S et ol pour tout &, I, est fini et 1'idéal engendré par les s,
1el,, est A(U,).

Il faut prouver que 'homomorphisme naturel

(r2q M)~ — M

est un isomorphisme. La question étant locale sur X on est ramené a
montrer que (iii) implique (i) dans le cas out la famille couvrante qui
intervient dans (iii) est une famille du type

{{e, s;) = (€, 1) }iex

ot e est un objet final de S, ot I est finj et olt I'idéal engendré par les s;
est I'anneau I'(4). Soient alors pour tout 7 € I (resp. pour tout (7, 7) €
el x1I)

fi X A)le, s) — (X, 4) (resp. £, 0 (X, A)f(e, s;5) - (X, 4))
les morphismes de restriction, et soient
7y =7, 4) °J; (resp. 7;; = x, 4y © fi;) »
M, = m, [ M (resp. M; = a4 f35 M) .

Con51derons alors M; (resp. M;;) comme un A-module et soit
M M,®,A (resp. M =M;; Q4 A) il résulte du corollaire

(4. 10) qu'on a 1’1somorphlsme
M = fix Vi
(resp. M, = fiju [ M) -

Par ailleurs il est immédiat qu'on a 'isomorphisme

M Ker{nf,*f*cﬂ Hf“*f }

sel
et donc A est isomorphe & M @, A ot M est le A-module
M_AKer{l—[M "*HM }

Teq (7, 7)

Corollaire (4.12). Tout A-module quasi-cohérent (EGA O 5.1) est
isomorphe a I'image réciproque d’un A-module.
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Démonstration. Soit # un A-module quasi-cohérent. 1l existe une
famille couvrant l'objet final de S

{(Us, ) = (s, D}ier
et si pour tout 4, on désigne par

i (K AU, ) = (X, ),
7 2 (X, AUy s) = (XU, Ay, o)
les morphismes canoniques, une suite exacte

(fF A)P— (fF A > fF M) > 0.

Mais comme le foncteur ~ est exact et que pour tout i on a les isomor-
phismes

(fF ) 2 fHAP)
et
o (fF AP) 2 (A, )T
soit M; le 4y, ;-module
M, = Coker {m;s () : Aw,, " = A(w,, 9"}

la restriction f¥* /4 de M & (X, A)J(U,, s;) est isomorphe & M, R aws, s X
X f¥ A, d’ou le résultat.

Remargue (4.13). Si X est le %-topos final Ens et si 4 est un anneau de
Ens, comme tout 4-module est quasi-cohérent, soit «# un ff-module,
il y a équivalence entre les propriétés

i) ol est quasi-cohérent,
ii) o est isomorphe & (7, M)~ .

Dans le cas oli (X, 4) est un ¥-topos annelé quelconque, la deux-
iéme propriété est plus forte que la premiére.

5. Le topos étale d’un topos annelé

Une construction analogue a celle du Spectre permet d’associer a tout
U-topos annelé (resp. & tout %-topos annelé en anneaux locaux)
(X, 4), un U-topos annelé en amnecaux strictement locaux universel au-
dessus de (X, A), que nous appellerons le fopos étale (resp. le topos
étale strict) de (X, A). Plus précisément, désignons par

Top an 8 loc

la sous 2-catégorie pleihe de Top an b dont les objets sont les %-topos
annelés en anneaux strictement locaux. On a alors
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Théoréme (5.1). Chacun des 2-foncteurs d inclusion
F, : Top an “— Top an 8 loc
y F, : Top anloc > Top an 3 loc
admet un 2-adoint & droite.
Nous appelons fopos étale I'adjoint de F; et fopos éfale strict 'adjoint
de F,. Nous démontrons le théoréme en (5.4).
(5.2) La catégorie C,

Soit (X, 4) un %-topos annelé et soit E = (C, J) un %-site standard de
définition de X. A ces données nous allons associer une nouvelle catégo-

rie C, qui est I’analogue de la catégorie C utilisée pour la construction
de Spec(X, 4) (1.2).

Les objets de C, sont les couples (U, P) formés d'un objet U de C
et d’'un schéma affine étale sur Spec A(U).

Une fléche

p:(V,Q) = (U, P)
de C, est un couple ¢ = (#, 7) formé d’une fleche de C
w:V—->U
et d’un morphisme de schémas
r:Q— P
rendant commutatif le diagramme

7

- P

——Q

%
Spec A(V) —— Spec A(U)

ot u est le morphisme de schémas associé a .

La catégorie C, a des produits fibrés : en effet si (U,, P;) — (U, P),
(U,, P,) — (U, P) sont deux fléches de C; de méme but, désignons par
P’, P;, P, respectivement les images réciproques de P, P;, P, sur
Spec A(U; Xy U,), on a 'isomorphisme

(U, Py) X v, py (Us, Py) = (Uy Xy U, P X pr P3) -

De plus si ¢ est un objet final de C, I'objet (e I'(4)) est un objet
final de C,.

Lemme (5.3). Soit f= (p, 6) : (Y, B) = (X, 4) un morphisme ad-
- missible de ¥%-topos annelés en anneaux locaux. Soit (U, P) un couple
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formé de U ¢ Ob X et d’un 4 (U)-schéma affine de présentation finie P.

On suppose que P se factorise par le sous-schéma ouvert v = U D's;,
sel

s; € A(U) de Spec A(U). Alors si P; = P Q4 4(Uy,), la famille

w1 g3
est une famille épimorphique de Y.

Démonstration du lemme. Pour montrer que la famille {y;} est une
famille épimorphique de Y, il suffit de montrer que pour toute fléche
AV —-e*U)p

de Y, il existe une famille épimorphique

{Vi—> Vhe
telle que pour tout 7 e I, la restriction /V; se factorise par u, La
donnée de 1 équivaut A celle d'un couple (, #) ottl : V — ¢*(U) est une
floche de Y et oil 7 est une section du schéma P au-dessus de Spec B(V)

P———P

Spec B(V) — Spec B(g*(U)) — Spec 4(U) .
L’existence d’une telle section montre que le morphisme de schémas
Spec B(V) — Spec A(U) se factorise aussi par v. Donc si pour tout 1,5,

désigne I'image de s; dans B(V), la famille {s;};; engendre l'idéal
unité de B(V). Comme I'anneau B est local la famille

{V_si = V}ier
est épimorphique. De plus comme f est admissible, on a
e*U) = ¢*(Dosn »
Dot V5, — ¢*(U) se factorise par p*(Us), d’ou A|V5; se factorise par
e*(Uy)p, T

(5.4) Démonstration du théoréme (5.1)
Soit (X, 4) un %-topos annelé (resp. annelé en anneaux locaux), nous
allons construire un %-topos annelé en anneaux strictement locaux au-
dessus de (X, 4)

7 1 (Xy, 4g) > (X, 4)

(resp. 7 : Xy, Ay) = (X, 4)

avec 7; admissible), universel.
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(5.4.1) Soit E = (C, J) un site standard de définition de X ol C est une
U-catégorie et o1 J est une ¥-topologie sur C, on définit le #-topos X,

(resp. X;) comme associé au ¥-site E; = (C, J;) (resp. IEN1 = (C,, jl)
décrit ci-dessous. '
La catégorie C, est la catégorie définie en (5.2).

La topologie J, (resp. _71) : on la définit comme la topologie la moins
fine telle que

i) si {U; — U} est une famille couvrante de C, la famille
{(U,, Spec A(Uy)) — (U, Spec 4(U))}
soit couvrante.

ii) Si {P; — P} est une famille épimorphique de morphisme de

A(U)-schémas étales, la famille
{(U, P) - (U, P)}
soit couvrante. »

iii) Rien (resp. pour tout 4(U)-schéma affine étale P qui se facto-
rise par I'ouvert v = U D s,, 5, € A(U) de Spec A(U), la famille
iel
{(Ug;, P) = (U, P)lic
olt P; = P Q4w A(Uy), soit couvrante).

Remarque (5.4.2). La condition (iii) de (5.4.1) montre qu’on obtient
un site équivalent au site El en remplacant la catégorie C, par la sous-

catégorie pleine (N:l de C, dont les objets sont les couples (U, P) ol
P — Spec A(U) est de plus surjectif.

(5.4.3) L’annean /Il (resp. 4,) est I'anneau du %-topos X; (resp. )?1)
associé au préfaisceau

4, : (U, P) > R(P)
oll R(P) désigne I'anneau structural du schéma affine P.

Proposition (5.4.4). L’anncau A, (resp. A,) est un anneau stvictement
local.

Démonstration. Comme on passe de E; a El en remplacant la topologie
Ji par une topologie plus fine, il suffit de montrer que A, est stricte-
ment local. II faut pour cela montrer que le foncteur

fa, 2SS =X,
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ot S est la catégorie des schémas affines de type fini sur Z et ot 43,
est le foncteur défini en (III 3.4.5) est continu pour la topologie étale
de S. C’est-a-dire, soit

{P 0; ™ Yobier
une famille finie surjective de morphismes étales de S: notons comme

précédemment B, et R(P,) les anneaux respectifs de Y, et R(P,) il
faut montrer que

{fz.ll(Poi) - f‘:ll(Yo)}isI

est une famille épimorphique de X;. Ou encore soit (U, P) € Ob S; et
soit
@ BO —> Al(U, P)

il faut montrer qu’il existe une famille couvrante de C,;
{(Us P) > (U, P)hier
telle que pour tout A € L, la restriction
17 BO — AI(U;” P/l)

se factorise par un des R(P,). Or comme B, est de type fini sur Z, on

peut, quitte & remplacer (U, P) par les objets d'un recouvrement sup-
poser que ¢ provient d’un homomorphisme

@ : By — R(P).
Mais la famille
{(U’ p XY., Poi) - (U: P)}iel

est alors une famille couvrante de C, et la restriction de g,
q)O,; : BO - R(P XYO PO,‘)
se factorise par R(P,), d’out le résultat. [

(5.4.5) Le morphisme m, (resp. 7).
Soit alors

Py :E—>E, (resp. By, : E — Ey)
le morphisme de sites défini par
$0,(U) = (U, Spec A(D))
(resp. Po,(U) = (U, Spec A(U)) .
11 lui est associé le morphisme de %-topos

Pt X=X (reSp-51=>~<1—>X)-
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D’autre par, on a un homomorphisme naturel
&1 A > pry Ay (resp. & 1 4 — Pux A2)

obtenu & partir de I'homomorphisme du préfaiscean A, (5.4.3) dans
le faisceau associé en remarquant que

A4,(U, Spec A(U)) = A(U) .
On note alors
= (py, &) + (Xy, 4q) ~ (X, 4)
(resp. 7 = (;1’ &) (Xy /Il) - (X, 4)
le morphisme de %-topos annelés correspondant.

Proposition (5.4.6). Le morphisme 7, (5.4.5) est admissible.
Démonstration. Soient U € Ob C, s € A(U), on a alors
£i(U) = (U, Spec A(U) ,
~ 1
Ry = (v, spee 4@ 5]

mais il résulte alors de la condition (5.4.1) (iii) que le monomorphisme
PHU) > BHU)
est un isomorphisme. [
Montrons alors que 7, (resp. 7;) donne bien la solution du probléme

universel.

(5.4.7) Factorisation d’un morphisme de source un U-topos annelé en
anneaux strictement locanx
Soit
f=1(p,0): (Y, B) > (X, 4)

un morphisme de Top an (resp. de Top an loc) de source un ¥-topos
annelé en anneaux strictement locaux. On définit une factorisation

(fi» ) (resp. (fi, &) o
1= (g1, 64) : (Y, B) = (X, 4y)
(resp. [, = (P 6,) : (Y, B) - (3(1, /fl))
est un morphisme admissible et ou
®:f—>mofy (resp. & : f = Ty o fy)

est un isomorphisme, comme suit :
Soit E = (C, J) un ¥-site standard de définition de X, alors

pF i X, =Y (resp. @¥)
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est le morphisme de %-topos associé au morphisme de sites
@G> Y (resp. ;) »
(U, P) > ¢i(U, P) = @*(U)p  (resp. (U, P) = ¢*(U)5) -
Comme B est strictement local, le morphisme ¢; est bien un morphisme
de sites (resp. grice au lemme (5.3), on vérifie que @, est bien un mor-

phisme de sites).
D’autre part, on définit

6,. : A, > @x B (resp. 6.)

comme "’homomorphisme de faisceaux associé 4 I'homomorphisme de
préfaisceaux

(U, P) = (U, P) : R(P) - B(p*(U)p ),
et I'isomorphisme

x gt >gfom  (resp. & :g* > @ o7)

s’obtient A partir de 1'égalité des foncteurs

g=giopi  (resp.g=Fropi).

La propriété que f; (resp. fl) soit admissible résulte du fait, qu’on
vérifie facilement, que, avec les notations précédentes, pour tout
s € R(P), si P, désigne I'ouvert affine de P ol s est inversible, (U, P)
s’identifie avec le plus grand sous-objet de (U, P) sur lequel s est
inversible, et on a I'isomorphisme

e*(U)p, = (¢*(U)p)s -

Proposition (5.4.8). (Unicité de la factorisation). Sous les lypothéses de
(5.4.7) le couple (f,, o) est défini & un 2-isomorphisme unique prés.

Démonstration. 11 résulte en effet de la proposition (ILI 5.2) que pour
tout (U, P) € Ob C,, si on désigne par

(U, P) : ¢f(U, P) = ¢*(U)
le morphisme obtenu en composant
&(U) : (U, Spec A()) - o*(U)
et le morphisme naturel
gH(U, P) > ¢}(U, Spec 4()) ,

et par
LU, P) : R(P) — B((pi"(U, P))
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le composé de 6,(U, P) et de 'homomorphisme naturel
R(P) — 4,(U, P),

au couple (g,(U, P), 4(U, P)) est associé¢ un unique isomorphisme
¢ (U, P) — o*(U)

compatible avec 4,(U, P) et (U, P). D’ou le résultat. [



Chapitre V

Schémas relatifs et quasi-schémas relatifs

1. Schémas relatifs sur un %-topos annelé

(1.1) Soit (S, Us) un %-topos annelé. Notons

(1.1.1) 2 :S—Cat
le 2-foncteur défini par
('1.12) Z(U) = SChF(U,(?s)

pour U eObS, ol Schry, oy désigne la catégorie des schémas sur
Spec I'(U, Og) et pour ¢ : V — U, p € F1§

(1.1.3) Z(g) : X X Qrw,o9 L'V, Os) -
A ce 2-foncteur est associée une catégorie fibrée sur S qu’on note
(1.1.4) {258, 0} .
On désigne alors par
(1.1.5) {Sch; (S, O5)}

le champ associé ([8] I 4.1.2) & cette catégorie fibrée.

Définition (1.2). Soit (S, O5) un %-topos annelé et soit g 'objet final
de S. On appelle schéma relatif sur (S, Os) ou (S, Os)-schéma ou S-
schéma s'il 0’y a pas d’ambiguité, (resp. morphisme de (S, Os)-schémas)
un objet (resp. une fléche) de la catégorie fibre du champ {Sch; (S, Os)}
au-dessus de ¢s. Une telle catégorie n’est donc définie qu’a équivalence
prés, nous supposerons que nous en avons choisi une pour tout topos
annelé (S, Og), et nous la noterons

(1.2.1) Schis,og ou Schs.

Un schéma relatif X sur (S, O) est donc défini par

(a) une famille {U;};; d’objets de S qui couvre I'objet final de §,

(b) pour tout 7 € I, un I'(U;, Og)-schéma X,

(c) pour tout couple (3,7) € I X I, des isomorphismes des retric-
tions de X; et Xj. A un recouvrement assez fin de U; X Uy, ces isomor-
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phismes vérifiant une condition de transitivité sur un recouvrement
assez fin de U; x U; x U,.

Proposition (1.3). Pour tout U-topos annelé (S, Og), les limites projectives
[inies et les sommes divectes fintes sont veprésentables dans la catégorie des
S-schémas.

Démonstration. En effet, comme il s’agit de limites projectives et de
sommes directes finies, par localisation on est ramené a démontrer la
proposition dans le cas des schémas ordinaires. [

Exemples (1.4). Nous allons décrire la catégorie Schy dans quelques cas
simples.

(1.4.1). (S, Os) = (e, A) ou e est le ¥-topos final (e = %-Ens muni de
la topologie canonique) et 4 est un anneau de ¥%-Ens: la catégorie Schg
est alors équivalente a la catégorie Sch, des schémas sur Spec 4.
(1.4.2) (S, O5) est le U-topos annelé associé a un préschéma ordinaire
(So, Os) la catégorie Schg est alors équivalente a la catégorie des
schémas au-dessus de S,.

(1.4.3) (S, O5) = (Top G, (4, II)) oun Top G est le ¥-topos des %-en-
sembles sur lequel un %-groupe G opére, 4 est un %-anneau etz : G —
— Aut 4 est un homomorphisme de groupes: la catégorie Schg est
alors équivalente a la catégorie des schémas sur Spec 4 sur lesquels
le groupe G opére de fagon compatible avec .

(1.4.4) (S, Og) est le ¥-topos annelé associé & une topologie T sur un
schéma ordinaire X comprise entre la topologie de Zariski et la topologie,
fpqc; outre les topologies précédentes on peut prendre pour T par
exemple la topologie fppf et la topologie étale. La catégorie Schg est
alors équivalente a la catégorie des foncteurs

F :Schy — Ens

oi1 Schy désigne la catégorie des schémas ordihaires sur X, qui vérifient

(a) F est un faisceau pour la topologie 7 de Schy,

(b) il existe une famille de morphismes de schémas couvrante pour =
telle que, pour tout 7, la restriction de F a Schy, soit représentable.
On dit encore que F est, localement pour 7, représentable par un
schéma ordinaire.

L’équivalence ci-dessus résulte aussitdt de la théorie de la descente
[SGA 1 VIII th 5.2] des morphismes de schémas par un morphisme
fidélement plat quasi-compact, qui se traduit ici par la propriété que
la 2-catégorie fibrée {2, (S, Os)} est un 2-préchamp.

(1.4.5) Soient (S, O5) un %-topos annelé, E un Og-module localement
libre de rang 7 -+ 1. On sait associer 4 E u[ne classe de cohomologie

Ep e HU(S,Gl (r + 1))
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oit GI (v -+ 1) est le faisceau sur S
U AutNU’@S) (F((], 05),+1) .

Une telle classe &, définie sur un recouvrement (U)cs de eg permet
de recoller dans le champ {Sch; (S, Os)} les I'(U,, Os)-schémas Pry,, o)
(espace projectif de dimension 7), et définit donc a isomorphisme prés,
un schéma relatif sur S qu’on désigne par P(E). Nous montrerons au
Ch. VII comment on peut généraliser cette construction au cas olt E
est un Og-module de présentation finie.

Définition (1.5). Soit (S, Og) un ¥%-topos annelé et pour tout U e Ob S
soit

('1.5.'1) }'U : SChI’(U,OE) — SCh(S[U’USIU)

le foncteur «restriction 4 la fibre en U» du foncteur naturel
(1.5.2) A:{Z, (S, Os)} — {Sch, (S, Og)} .

Nous dirons qu'un S/U-schéma X (resp. un morphisme de §/U-schémas
f) est associé au I'(U, Og)-schéma X, (resp. au morphisme f, de I, 0s)-
schémas) si X (resp. f) est isomorphe & l'image de X, (resp. de Jo) par
le foncteur 4.

2. Propriétés de morphismes de S-schémas

(2.1) Soit (P) une propriété de morphismes de schémas ordinaires
telle que la proposition suivante soit vraie:

Proposition (2.1.1). SoitSun schéma et soit f : X — Y un morphisme
de S-schémas. Alors

(i) si f ala propriété (P), fisy : X(gy) > Ysyala propriété (P) pour
toute extension ¢ : S” — S du schéma de base.

(ii) Soit (U,);c; une famille couvrante d’ouverts de S, pour que f
ait la propriété (P) il suffit que, pour tout 7 € I, la restriction

fUi : XUi-é YU?Z

de f au-dessus de U, ait la propriété (P).
(2.1.2) On pourra prendre par exemple pour (P) la propriété d’étre
(i) une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion
fermée),
(ii) quasi-compact.
(iii) quasi-séparé (resp. séparé).
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(iv) localement de type fini (resp. localement de présentation finie,
resp. de type fini, resp. de présentation finie).

(v) affine.

(vi) propre.

(vii) surjectif.

ete. ..

Remarque (2.1.3). Soit S un schéma. La propriété pour un morphisme
de S-schémas d’étre quasi-projectif (resp. ¢ projectif) (cf [EGA ChII
5.3.1 et 5.5.1]) ne vérifie pas la condition (ii) de (2.1.1). On dira que
le morphisme de S-schémas

XY

est localement quasi-projectif (vesp. localement projectif), s'il existe un
recouvrement (U,);c; de S tel que la restriction

fUi :XUZ' - YUL'

soit un morphisme quasi-projectif (resp. projectif) pour tout i e I.
Pour cette propriété la proposition (2.1.1) est vérifide.

Définition (2.1.4). Soit (S, Og) un ¥%-topos annelé et soit f: X — Y
un morphisme de S-schémas. On dit que f a la propriété (P), ou (P) est
une propriété de morphisme de schémas vérifiant (2.1.1) s'il existe une
famille couvrante (U,),.; de S telle que, pour tout 7 € I, la restriction
a la fibre en U,

Ju; + Xy, = Yy,

soit associée (1.5) & un morphisme de I'(U;, Os)-schémas ayant la
propriété (P). .

Définition (2.2). Soient (S, 05) un ¥%-topos annelé et X un S-schéma.
Nous dirons de méme que X a la propriété (P) ot (P) est I'une des
propriété d’étre quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. affine, resp.
localement de type fini, etc...), si le morphisme naturel de X dans
I'objet final de Schg a la propriété (P).

3. Le 2-foncteur Fs,

(3.1) Soit (S, O5) un ¥-topos annelé. A tout S-schéma, nous allons
associer un %-topos annelé en anneaux Jecaux sur (S, Og). Plus pré-
cisément, nous allons définir un 2-foncteur cartésien

(3.1.1) Fs, 09 1 {Sch; (S, O5)} — {Top anloc; (S, O5)}
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qui me seva pas (1)-fidéle en général, mais donc la restriction aw champ
des (S, Og)-schémas de présentation finie sera (2)-fidéle, ce qui nous
permettra de représenter un S-schéma de présentation finie par un
%-topos annelé en anneaux locaux.

(3.2) Défimition de Fs, g
Pour définir Fs, o il suffit (1.4.4) de définir un 2-foncteur cartésien

(3.2.1) Fis,o9 : {25 (S, Os)} — {Top anloc; (S, O)}
Soit U € Ob S, on définit
(3.22) F;'] N SCh[’(U,(?S) —_> 5:0;3 an IDC/(S/U, 05/(])

par le 2-produit fibré
(3.2.3) I3 XO — XO xSPeCP(U,@s) SPGC(S/U, 05/[]) X \

ot X, désigne le %-topos annelé associé & X,. Il résulte de IV (3.3) que
lorsque X, = Spec 4, soit £ = 4 Qrw,og Fsiv> 0N
- Fy (X,) = Spec (S/U, A)

ce qui permet en recouvrant un schéma quelconque par des ouverts
affines d’avoir une bonne description de son image.

On compléte aussitét les Fy; en un foncteur fibrant; d’oti on déduit
le 2-foncteur Fs, ) en passant au champ associé.

Montrons alors les propriétés de fidelité de F, o).

Proposition (3.3). La restriction du 2-foncteur F(S,,)S) au champ des
S-schémas de type fini et quasi-séparés (2.2) est (1)-fidéle.
Démonstration. 11 suffit de prouver que, pour tout U € Ob S et pour
tout couple f : X — Spec I'(U, Os), g : Y — Spec I'(U, Os) de I'(U, Os)-
schémas de type fini et quasi-séparés, si on désigne par (X, f), (Y, &)
respectivement les %-topos annelés en anneaux locaux sur (S/U, Ogy)
associés a f et g par F, o), le foncteur induit par Fs, o9

(3.3.1) @ HomSchS/U(f) g — Hominp anIoc/S/U(f’: g)

u > (U, ey)
est (1)-fidele. Plus généralement, on va montrer que si X est quasi-
compact et si Y est un I'(U, Os)-schéma de type fini et quasi-séparé,
@ est (1)-fidele.

Soient u et v ¢ Homggg,/(f, 8) et soient (%, e,) (7,e,) leurs images
par ¢, il faut prouver que, s'il existe une 2-fléche o : (%, ¢,) — (7, &,),
alors on a nécessairement u = v et ¢ =14dg, .. La question étant
de nature locale sur S, on peut supposer que U est I'objet final de S
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et que u et v sont des morphismes de I'(0s)-schémas. Les hypothéses
entrainent (EGA, IV 1.2.4) que # et v sont des morphismes quasi-
compacts.

On va prouver d’abord que la propriété est vraie dans le cas ol
X = Spec 4 et olt Y == Spec B et out B est une [(0g)-algébre de type
fini. Soient alors u,, v, : B 3 4 les homomorphismes de I'(&s)-algébres
associés a u,v. Soient A =4 Qrgy Us et B = B Qrg Os et o,
v 1 B 3 A les homomorphismes associés a #, v. Il résulte alors de
(IV 4.9) que s’il existe une 2-fléche g : (%, ¢,) — (¥, ¢,), on a nésessai-
tement ' = v et ¢ =1idg ., . Il suffit alors de voir que o' = v’
entraine que # = v dans Schs. Ce dernier résultat est une conséquence
du lemme suivant : ’

Lemme (3.3.2). Soient 4 et B des I'(0Ug)-algébres, et A et B les Os-
algébres qui leurs sont respectivement associés, I'application naturelle
y + Homgg,, (Spec 4, Spec B) — Homg_ g, (B, )
est injective si B est une I'(Os)-algébre de type fini et bijective si B

est une I'(Og)-algébre de présentation finie.
Démonstration du lemme. Notons pour U € Ob S et pour C une I'(0g)-
algébre, C(U) = C @rpg I'(U, Os). On a les isomorphismes :
HOII]OS/U__a]g (cﬂ/U, %/U) = HomF(U, 05)(B(U)’ o{(U))
pad HOln['(U’ 05)(3, U@(U)) .

D’autre part, Homs., (Spec 4, Spec B) est isomorphe a la valeur
en Pobjet final eg du faisceau associé au-préfaisceau
U = Hompy , og(B(U), A(U)) = Hompy(B, A(U)),

ety s’obtient en passant au faisceau associé dansle morphisme de préfais-

ceaux N
c: HOmp(as)(B, A()) — HOmF(OS)(B: U@(.)) .

On en déduit aussitot (EGA4, IV 8.8.21) que y est un monomorphisme
(resp. un isomorphisme) si B est une I'(0s)-algébre de type fini (resp.
de présentation finie).

Montrons alors la proposition (3.3) dans le cas général. Les notations
et les hypothéses étant les mémes que précédemment, on suppose
donnée une 2-fléche ¢ : (%, &,) — (V. ¢,), c’est-d-dire un morphisme de
foncteurs p* : %* — v* qui rende commutatif le diagramme

V
ES

&y o* g* .

o*g*



3. Le 2-foncteur F(S, 0g) 91

Remarquons qu’on peut supposer X affine. En effet, X est quasi-
compact, donc réunion finie d’ouverts affines (X,);_y,.» Si pour
chaque 4, on sait démontrer la propriété pour la restriction de u et v
é. X, on en déduit qu’elle est vraie pour % et v. On supposera donc que

= Spec 4.

Soit Y, un ouvert affine de type fini de Y et soit Y son image
dans Y. Soient U = »1(Y,), V =v71(Y,). U et V sont des ouverts
quasi-compacts de X. Donc il existe des familles finies {s;};er, {¢;}es
d’éléments de A4 tels que U = U Ds ,V=1U Dt

iel je ]
Soient U = u* Yo, V = o* YO,,j—Q( ) U -V est néces-
sairement un monomorphisme. On va prouver qu’il existe une famille

{S,} d’objets de S couvrant I'objet final, telle que pour tout «, fsc‘ pro-
vienne d’une inclusion
fat Us, & Vs,

et que vg o j, = us [Us,, ce qui montrera que sur S,, on'a ([U)s,
= (v/U)s,. Recouvrant alors Y qui est quasi-compact par un nombre
fini d’ouverts affines, on en déduira que sur un recouvrement (S,)
assez fin de es on a ug = vs_ et par suite u = v dans Schg.

L’hypothese U ¢ V montre que pour tout ¢ € I, la famille

{(es, 2 s;) — (es, si)}fel

est couvrante dans Spec(S, £). Par suite il existe une famille couvrante
de S, {S,}, telle que

Si/Sa €1 ({S t'/So‘}iej)

olt t désigne le radical dans A(S,). Mais comme [ est fini, on peut
supposer, en remplagant le recouvrement {S,} par un recouvrement
plus fin, que s;/S, appartient au radical des {s;#;/Ss};; dans A(S,).
Mais cela signifie que dans X on a l'inclusion D(s;/S,) ¢ Vs, Comme I
est fini, on peut trouver un recouvrement assez fin pour que, pour
tout «, on ait Us ¢ V.. On peut donc remplacer u et v par leurs
restrictions 4 U, et pour montrer que # = v et que g = 1dG, e, ON est
ramené 4 le démontrer pour les restrictions u;, v, : Ds; - Y, et la
restriction g; de g & X/(es, s;). On applique alors le lemme (3.3.2).
Proposition (3.4). La restriction du 2-foncteur Fs o au champ des
S-schémas de présentation finie est (2)-fidéle.

Démonstration. Avec les notations de (3.3), il faut prouver que le
foncteur ¢ (3.3.1) est (2)-fidele si f et g sont des morphismes de présen-
tation finie. On va montrer que ¢ est (2)-fidele dés que f est quasi-
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compact et quasi-séparé et que g est de présentation finie. On sait
déja que g est (1)-fidéle. On va montrer qu’il est essentiellement sur-
jectif. Soit donc (%, %) : { — g, on va prouver qu’il existe un morphisme
u : f — g tel que (¥, 5) soit isomorphe 2 (%, ¢,). Dans le cas ott X et ¥
sont affines et oll Vanneau B de Y est une ['(0s)-algebre de présen-
tation finie, la proposition est une conséquence du lemme (3.3.2). On
va donc se ramener au cas affine.

D’abord comme X est quasi-compact et quasi-séparé, on peut se
ramener au cas ot X est affine. En effet, X est réunion finie d’ouverts
affines X,; si on sait montrer que pour tout 7, il existe un morphlsme
w, t X, — Y de Schg tel que la restriction (%;,1%,) de (¥, 73) 2 X/X;
(X' des1gnant encore I'image de X; dans X) soit isomorphe 2 (u;, &,);
pour deux indices distincts, #; et u; se recollent sur X; N X qul est
quasi-compact (on utilise la proposmon (3.3)) et définissent donc un
morphlsme u: X — Y de Schg tel que g o u = f. D’autre part, tou-
jours grice a (3.3), les isomorphismes (%, 7,) — (4, ¢, ) se recollent

nécessairement et définissent un isomopphisme o : (¥, 7) - (%, ¢,,).
On peut donc supposer que X = Spec 4, ott A est une I'(0s)-

algebre. Soit alors ¥ = U Y, un recouvrement fini de Y par des
jeJ

ouverts affines dont les anneaux B;soient des I'(0g)-algébres de pré-

sentation finie. On désigne par Y; I'image de Y; dans Y et soit X;

=U* Y}. Les X7 forment un recouvrement ouvert fini de X = Spec(S, 4).
D’autre part, chaque X est recouvert par une famille

{(U ) g X }.xel

:7’

ot U, ;€ ObS et s, ;€ A(U, ;) et on peut méme supposer (enrempla--
¢ant U, ; par un recouvrement plus fin) que s, ;€ A(U,,;). La famille
composée {(Uy,j» Sx, ;) bac 1j,jey couvre I'objet fmal de X On en déduit
que la famille {U, ,7}“E 1;,j¢] COUVTE €s et qu’il existe un recouvrement
plus fin {U,};¢; tel que si
= ]_[jHoms (Us, Uy,p)

I'unité 1y, de 4(U;) appartienne a l'idéal de cet] anneau engendré
par la famille {(s,,;)p}pex- On en déduit qu’il existe un sous-ensemble
fini K,, ¢ K; et une famille {a,},cx, d’éléments de A(U) tels que
Z ag(sy,)p = 1. En remplagant encore { U}z par un recouvrement

plus fin on peut encore supposer que a,¢€ A(U) et que I'égalité
> a,(Ss,;)p = 1 a leu dans A(U)). La restrlctlon Xy, de X a §/U,
ek,

est par suite réunion finie des ouverts affines D(s,,;), ¢ € K, Par
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restriction de (¥, n) on obtient (¥, ., 7, ek, 2L

. U, 0 ~
Xy /DGy, i) Yu,/ (Yo,
"/
Spec(S/U , AJU,) .

On est alors ramené au cas affine et on sait qu’il existe u, e 1 D(sy,)g —>
— (Y;)y, de Schgy, tel que (%, 4, 1, ) soit isomorphe a (143, » euy, (p)
On en déduit en recollant d’abord 4 j et 4 fixés, c’est-a-dire en faisant
varier ¢ € K,, puis en faisant varier j € J qui est fini, qu'il existe un
morphisme % : X — Y de Schg tel que (%, #) soit isomorphe a (%, &,)-

(3.5) Nécessité des conditions de finitude

L’¢tude de divers schémas sur le méme site annelé que nous allons
décrire ci-dessous va nous fournir trois contre-exemples illustrant la
nécessité des conditions suivantes:

19) Nécessité dans le lemme (3.3.2) de Phypothése que B soit une
I'(Og)-algebre de type fini (resp. de présentation finie).

29) Nécessité, pour que ¢ (3.3.1) soit (2)-fidéle, de 'hypothése que X
soit quasi-compact.

(3.5.1) Description du topos annelé (S, A)

On désigne par N ’ensemble des entiers naturels et par N I’ensemble
NU {oo} Soit I = (b, Iy, ...,y -..) une suite infinie de nombres
premiers distincts. On defmlt S comme le %-topos associé au site 4

suivant :

a) Les objets de s sont les suites infinies U = (ny, #g, . - . , 7, - - .)

d’éléments de N dont un nombre fini de termes seulement appartient
a N (c’est-a-dire ny 7 ©0).

b) s est muni de la relation d’ordre produit, c’est-d-dire U = (n,
Hgy o v vy Mgy ) < U = (g, 1y, . . nj,,...) si n, < my, pour tout p.
¢ a un plus grand élément w = (oo, 00, . .., oo, ...), a des bornes
supérieures quelconques et des bornes inférieures finies.

c) la famille {U; < U}, est couvrante si U = Sup U,.

2
Il est d’ailleurs immédiat que s n’est alors autre que le site des
ouverts non vides de I'espace topologique (N)N muni de la topologie
produit des topologies sur chaque facteur N définies par les ouverts
u,={keN; k<<n},nel.
Sur s on définit le préfaisceau £ suivant :

AU = (g, My ooy, .. ) > AU) =[] ZI1F 2
peN
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avec la convention Z[i7 Z = le. La restriction A(U) — A(U’) pour

U’ < U est définie de maniére évidente et il est clair que £ est un
faisceau.

(3.5.2) Nécessité des conditions de finitude dans le lemme (3.3.2)
19) Soient B = A{w)[{];ex = (H Zl) [tlpen, €t C =1II Q. Ce
peN P peN P
sont deux A (w)-algébres. Nous allons montrer que
y : Homg,(Spec C, Spec B) - Hom(#, &)

n’est pas injectif.

En effet, Homgyg (Spec C, Spec B) est isomorphe a la valeur
en o du faisceau associé au préfaisceau U +> (C(U))¥, désignons par D
ce faisceau; et Homy,(B, &) est isomorphe & &(w)¥. Il faut donc
montrer que D(w) - €(w)N n’est pas injectif. Nous allons montrer que
D(U) - E(U)N n'est injectif pour aucun U e Obs. En effet soit
¢ = (ep)pen € C(@)N oll ¢, = (0,0,...0,1,,0,...) (1, désigne I'unité
dans le p*™e facteur). Il est alors facile de voir que la restriction ¢
de ¢ & C(U)N est toujours différente de 0 tandis que son image ¢; dans
E(U)N est toujours nulle. Vérifions le :

dire que ey = 0 signifie que pour tout p, I'image ¢, de ¢, dans
&(U) est nulle, ce qui résulte immédiatement du fait qu’on peut écrire
U = Sup U, avec, pour tout &, n, < oo et que dans

C Ru) A(Us), on a ey, ®1 =(0,0,...,ep;”?“,...0)®0=O.

Mais pas définition du site s, pour tout U = (my, %5, . . ., Mgy o )il
existe une infinité de p tels que n, = oo, donc pour lesquels ¢, 7 0
et donc ey £~ 0. '

Nous avons ainsi prouvé la nécessité de faire I'hypothése «B de
type fini» pour démontrer que y est injectif. Prouvons maintenant la
nécessité de faire 'hypothése «B de présentation finie» pour démontrer
que y est bijectif.

2%) On définit cette fois B = A(w)/({¢,}pen) avec ¢, = (0,...0,
14, 0,...) et C comme en 19).

L’anneau B est le conoyau de 'homomorphisme de o4(w)-algébres

At A(w) [tlien = A(w)

défini par A(f,) = e, On en déduit aussit6t avec les notations de 19)
que Homg,(Spec C, Spec B) est isomorphe au noyau de ’homo-

morphisme de &(w)-modules
p ) > D)
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défini par w(1) = (p €p - - - » ¢ - - -) tandis que Hom (B, 8) est iso-
morphe au noyau de ’homomorphisme dé £(w)-modules

Wt o) > E)X
défini par p'(1) = (63, s, - - - , €, - - -). Or I'étude faite en 19 montre
que x' est le morphisme nul (donc Hom,, (8, £) ~ & (w)) et par contre
que u(1) % 0. L’homomorphisme y est donc injectif, mais n’est pas
surjectif.
(3.5.3) Nécessité de faire U'hypothése »X quasi-compact « pour démontrer
que @ (3.3.1) est (2)-fidéle. Soit pour tout p € N, B, = le muni de la
structure de A(w)-algébre définie par projection de A(w) sur le p*™°
facteur. On prend X et Y

X=]]X, X,=SpecB,, Y =Specc(o).
peN
On a alors: pour tout p e N, le faisceau B, associé & B, est nul, en

effet tout U ¢ Ob s est de la forme Sup U, avec 7, , < oo et dans

B, QuumAUL), 1®1=¢"a p&(0,...,0 ¢, 0...0) = 0. Par

suite X est le topos initial et Homgpes,.q)(X, Y) = {0}. Par contre

X, o0 =11B,=1] Q, =C et Homg,, (X, Y) est isomorphe 4 la
peN peN

valeur en o du faisceau associé au préfaisceau U — Hom,, (4(®),
C(U)) = C(U), c’est-a-dire & €(w) # O.

4. Changement de base

(4.1) Soit f= (¢, ) : (Y, Oy) = (X, Ox) un morphisme de %-topos
annelés. Pour U ¢ Ob X, 8(U) : I'(U, Ox) — I'(p*(U), Oy) permet de
définir par produits fibrés un foncteur

fv + Schspee rw,ox) ~ Schgpee rig=vy, 04)

qui commute aux restrictions U’ — U de morphismes de X. On en
déduit un foncteur fibrant

(4.1.1) {Sch; f} : {Sch; (X, Ox)} — {Sch; (Y, Oy)}

d’ol1 un foncteur de changement de base défini 4 isomorphisme unique
pres

(4.1.2) Sch f : Schix, o) — Schyy, oy)

4.2) Sovites

(
(4.2.1) Soient f, g deux morphismes de %-topos annelés tels que source
(f) = but (g), il existe un isomorphisme unique

&, :Sch(fog) = SchgoSchf
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(4.2.2) Si f est le morphisme de restriction (X/U, Oxy) — (X, Ox),
ot UeObX, Schf est isomorphe au changement de base dans la
catégorie fibrée {Sch; (X, Oy)}.

(4.2.3) Schf transforme (X, Oy)-schémas ayant une propriété (P)
vérifiant la proposition (2.1.1) en (Y, Oy)-schémas ayant la propriété
(P).

5. Schémas relatifs sur un site muni d’un préfaisceau
d’anneaux

(On aurait pu donner directement la définition qui suit, mais les notions introduites
dans ce paragraphe seront uniquement utilisées dans le paragraphe 6 a titre d’inter-
médiaires techniques.)

(5.1) Soient s un ¥-site qui a un objet final et 4, un préfaisceau d’an-
neaux sur . On définit le champ {Sch; (s, 4y)} et la catégorie Schy ),
fibre du champ {Sch; (s, A,)} en I'objet final de s en remplagant dans
les définitions données en (1.1) le %-topos annelé (S, Os) par le site
annelé (s, A,).

De méme soient (s;);_, , deux ¥-sites ayant un objet final et pour
chaque 7, #; un préfaisceau d’anneaux sur s,. Soit f: (g, 0) : (s,
Ay) — (85, Ay) un morphisme de sites annelés en préfaisceaux, c’est-a-
dire un couple formé d’un morphisme de sites ¢* : 4, — 4, qui trans-
forme objet final de s, en objet final de 4, et d'un homomorphisme de
préfaisceaux 0 : A, - @. A, On définit alors comme en (4.1.2) un
foncteur de changement de base

(5.'1.'1) SChf : SCh(ﬂzsv‘ta) bt SCh(duv‘(q)

qui vérifie les propriétés (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3).

(5.2) Passage au faisceau associé

Soient s un ¥%-site qui a un objet final et soit £ un préfaisceau
d’anneau sur s, A le faiscean d’anneau associé & oA et A : oA — of I"homo-
morphisme canonique. Le morphisme g = (¢4, 2) : (s, £) — (5, A) in-
duit un foncteur

(5-2.'1) SCh[l N SCh(g,d) d Sch(a’ A)

Ce foncteur w’est en général pas une équivalence de catégories. On a
cependant le résultat

Proposition (5.2.2). La restriction du foncteur Sch u (5.2.1) d la catégorie
des (s, A)-schémas de type fini et quasi-séparés est (1)-fidéle. De plus
Sch p induit une équivalence de la catégorie des (s, A)-schémas de présen-

tation finie dans la catégorie des (s, A)-schémas de présentation finie.
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Démonstration. Notons pour simplifier 4 = ['(A4), A = I'(A). Une
partie de la proposition (5.2.2) est conséquence du lemme suivant:
Lemme (5.2.3). Soient X un A-schéma quasi-compact (resp. quasi-
compact et quasi-séparé) et Y un A-schéma de type fini et quasi-
séparé (resp. de présentation finie). Soient X = X x, A, Y=Yx 4 4.
L’application

Sch u(X, Y) : Homses ) (X, Y)‘ — Homgy,

@ A”)<X » ¥)

est injective (resp. bijective).

Démonstration du lemme. Comme la démonstration ressemble beaucoup
a celle des propositions (3.3) et (3.4) nous en abrégeons un peu la
rédaction.

Supposons d’abord X quasi-compact et Y de type fini et quasi-
séparé. Comme la question posée est de nature locale sur 4, tout revient
4 démontrer que six, § : X 3 Y sont deux morphismes de A-schémas

tels que leurs images & et ‘g soient des morphismes égaux de A-schémas
localement sur 4, on a &« = . Comme X est quasi-compact, on est
aussitdot ramené au cas olt X est affine. Soit alors Y, un ouvert affine
de Y et solent U = a7 1(Y,), V = ~YY,). 1l suffit de montrer qu’il
existe un recouvrement {S,;};.; de Vobjet final de s tel que, pour tout
lelL,onait U, cV,eta/Uy = 9/U,. Recouvrant Y par un nombre
fini d’ouverts afhnes on en déduira le resultat Notons alors U V Y0
les 1rnages respectives de U, V, Y, dans Xetdams V. Ona U=V
= 0‘—1(Y0)-

Les hypothéses faites impliquent quex et 8, donc aussi &, sont des
morphismes quasi-compacts. Si B = I'(X, Oy), il existe un nombre
fini de sections {s;}icr, {f;}jey, S; ;€ B telless que U= U Ds,

M
i€l
V = U Dt,. En désignant par s; et £, les images de §; et t dans BR, 4
jeJ ~
on a aussi U = | D§; = U Dt On en déduit que pour tout 7€ I,
1€l

§; appartient au radical dans BR, A de I'idéal engendré par {s;¢ }7'6 7
Il existe donc un recouvrement {S,;} de l'objet final de s tel que la
restriction s;/S; appartienne au radical de l'idéal engendré par {s;#;};cs
dans B ®, A(S;). On a donc D(s;/S) ¢ Vg, et pour un recouvrement

A

assez fin Ug, ¢ Vg,. Il reste a montrer que a/Ug, = f/Us, au moins
pour un recouverment assez fin. Mais il suffit de montrer que localement
a/D(s;]S;) = BID(s;/S;) et on est ramené au cas ot X et Y sont affines.
Soit C = I'(Y, Oy), ot C est une A-algébre de type fini. Par hypo-

thése, on a un épimorphisme de A-algébres
Al by, .. 8] > C—>0,
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d’ott le diagramme commutatif de morphismes de préfaisceaux d’an-
neaux, dont les deux lignes sont exactes

0 — Hom, (C, B®y 04()) (-B®A ())

¥ ~
0 — Hom, (C, B, A4()) ~ (B ®A ) ))* .

le morphisme (B ® 4 4(.))" = (B ® 4 «4(.))" induisant un isomorphisme
sur les faisceaux associés, le morphlsme

Hom, (C, B®, 4(.)) — Hom, (C, B®, A())
induit un homomorphisme sur les faisceaux associes. [

Remarquons que si on supprime I’hypothése que Y est de type fini
le lemme devient faux méme avec X et Y affines. Il suffit de prendre
C = Alt)iex ¢t B = A. On a alors Hom, (C, B®,4A()) = (AN
et Hom, (C, B®, A()) =~ (4())Y. On a déja montré des exemples
(3.5.2) de préfaisceaux o4 pour lesquels il est faux que (A(.))Y¥ — (A())x
induise un monomorphisme sur les faisceaux associés.

Supposons maintenant que X soit mn A-schéma quasi-compact et
qua51—séparé et que Y soit un A-schéma de présentation finie. Soit
§:X>Vm morphisme de A-schémas. 11 faut montrer que, locale-
ment sur 4, & se reléve en un morphisme & : X — Y. Le schéma X est
réunion finie d’ouverts affines (X,);c;- Si on sait montrer que pour
tout 4 € I, la restriction &; & X ; se reléve localement en «;, comme pour
i, el x I, X;n X, est quasi-compact, il résulte de la premiére
partie de la démonstration que les restrictions de «; et «,;, & X; n X,
coincident localement. On pourra donc recoller les «; sur un recouvre-
ment assez fin de s. On peut donc se remaner au cas ot X est affine.

Smt X = Spec B. Y est réunion finie d’ouverts affines, Y = U Y.
jeJ

501ent Y l'image de Y, dans Y et U = oc‘l(Yi). L’ouvert U est

réunion fmle d’ouverts {Dsj i ML, .4 € B Ry A. Comme, X = U U
19] —
I'idéal engendré par les {5, A}leL].,ie 7 contient l'unité de B®, 4

On en déduit qu'il existe un recouvrement {S,} de s tel que les §; ; se
relévent en des éléments s; ; , € B A(S,) pour lesquels I'idéal
engendré contienne l'unité. Par suite les {Ds; ; /‘}“Li’fef recouvrent

X, et on est ramené au cas ott X et Y sont affines. Le résultat est

alors immédiat par le méme argument que précédemment avec cette
fois, C de présentation finie.
Pour achever la démonstration de la proposition (5.2.3) il reste

4 montrer la propriété suivante: soit X un schéma de présentation
finie sur Spec 4, X se reléve en un schéma de présentation finie sur
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(s, A). On se raméne d’abord a démontrer la propriété pour X affine.
En effet X est réunion finie d’ouverts affines (U,);c;. Supposons qu’on

sache relever localement les U, en des schémas affines U; (on s’abstient,
pour faciliter I'écriture de mentionner les recouvrements sur lesquels
on peut relever et on écrit U; au lieu Uy, etc...). Sment alors

B, = I'(U,;, Oy, Bi—Bi®AA. Pour (¢,7) el X I, U nU “est
quasi- compact il existe donc une famille finie (5; AL, o i€ B

telle que U n U = U D5;;. Comme les {Siz}aez,; siier, sont en nombre
ZeL; if

fini, en remplacant I'objet final de S par des objets de s d’'une famille
couvrante assez fine, on peut supposer que s;; € B;. On pose alors

pour tout (4,7) eI x I, U;, = U Ds;, Uy est un ouvert de U,.
Ael;;

De plus, comme Ui ;= Uﬁ = Ui n Uj, d’aprés la premiére partie de
la démonstra’cion, il existe, localement sur s, un isomorphisme
®i; 1 Uy qui induit l'identité sur U, n U;. En raisonnant de

méme pour U n U n Uk pour tout triple (i,7,k) eI X I x I, on
voit que les ¢,; vér1f1ent des conditions de recollement. D’ol1 en re-
collant les U, grace aux données de recollement ainsi trouvées, on

obtient un (, #4)-schéma X dont I'image soit isomorphe & X. Par
construction méme, X est quasi-compact et quasi-séparé. Il reste donc

a4 montrer qu un schéma affine de présentatlon finie X = Spec B,

avec B = A[tl, coes b (v, o vy) OR ;€ A[tl, ot i =1, , P,
se reléve en un (s, A)-schéma affine de presentatlon f1n1e Mais 11 ex1ste
un recouvrement {S,} de s tel que tous les coefficients des v; se relévent
en des éléments de «£(S,). Les v; proviennent alors d’éléments

Uy € A(Sy) [By -+ 8]
et X, s, Se Teléve en X, = Spec B, avec

B, =A(S) o s ) (hae s oy t0y).

6. Propriétés de transitivité

(6.1) Soient (S, Us) un ¥-topos annelé, X un (S, Ug)-schéma relatif
et (X, Oy) le ¥-topos annelé en anneaux locaux sur Spec(S, Us) associé
a X par le 2-foncteur F, oy (3.1.1). Dans ce paragraphe, nous nous

proposons de comparer les catégories Schis o /X et Schix g,). En par-
ticulier, lorsque X est I'objet final de Schis ¢, nous comparerons les
catégories Schs, o) et Schpec s, ) -
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(6.2) Soient (S, 4) un U-topos annelé, S le ¥-site défini en (IV 1.2),
A le préfaisceau sur S défini en (IV 1.3), A(U, s) = A(U) [1/s], et

7w = (p, 0) :(S, A) - (S, 4)

le morphisme de sites annelés p* : S — s, Pp*¥U) = (U, 1), et 6 = id,
A—p,. 4 =A4.

Proposition (6.3). Avec les notations de (6.2), le foncteur de changement
de base Sch mw : Schis 4y — Schg | 7y est une équivalence de catégories.

Démonstration. Montrons successivement que

a) Schaw est un foncteur fidéle : la question étant locale sur S, on est
ramené & la question suivante: soient f, g : X - Y deux morphismes
de schémas ordinaires sur Spec I'(S, 4). Si les restrictions de f et g

coincident localement dans §, elles coincident localement dans S. On

peut donc supposer qu’il existe un recouvrement de S du type
(Uas S)icr, aers OU {U, — es}yer est une famille couvrante et olt pour
tout o € L, {s;};cz, est une famille finie d’éléments de A(U,) qui

engendre 'idéal unité, tel que les restrictions de fet g a (U,, s,) sment
égales. L’hypothése signifie alors que les restrictions de fet g & U,
coincident au-dessus de chaque ouvert (Ds;);; de Spec 4(U,), comme

les ouverts (Ds,);cz, recouvrent Spec 4 (U,), on en déduit que f; = gg,.

b) Schx est pleinement fidéle : soit f : X — Y un morphisme de (S, A)—
schémas, il faut montrer que f provient d’un morphisme de (S, 4)-
schémas. Comme, grice 4 a) la question est de nature locale sur S,
on peut supposer que X et Y sont des schémas sur Spec I'(S, 4) et
qu’il existe .un recouvrement (U,, s,); I,,acz du type décrit en a) tel

que fy_,s) provienne d’un morphisme f, ;: Xw,,sp > Yw,,s) de
schémas ordinaires. Par localisation sur S, on peut méme supposer que
le recouvrement {U,} est celui défini par I'objet final et donc qu’il
existe une famille finie {s;};.; d’éléments de I'(A) tels que pour tout
© € 1, fi,s, provienne d’un morphisme de I'(4)-schémas f; : X; - Y,
olt X; et Y, désignent respectivement les ouverts de X et Y images
inverses de 'ouvert Ds; de Spec I'(4). Pour tout couple (7, 7) ¢ I X I,
les restrictions de f; et f a Uouvert X;; image inverse de Ds; s; dans X
coincident dans Sch, ), donc d’ apres a) en localisant encore sur S,
on peut supposer que ces restrictions coincident comme morphismes
de Spec I'(4)-schémas. Les f; sont alors les restrictions d’un morphisme

f i1 X — Y de I'(4)-schémas.
c) Schm est essentiellement surjectif: si on se donne un schéma relatif
sur (S, 4), il faut montrer qu’il se reléve en un (S, 4)-schéma. Le rai-
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sonnement est le méme qu’en b); par localisation sur S, on est ramené
au cas ol le schéma a relever X est déterminé par une famille {X};.;
de schémas sur Spec I'(4) donnée au dessus des ouverts affines {Ds;} 1,
s; € I'(A), d’un recouvrement fini de Spec I'(4), ot on s’est donné de
plus, pour tout (3,7) € I x I un isomorphisme #;; dans Schg z) des
restrictions de X; et X; & T'ouvert Ds, s;, Ces isomorphismes vérifiant
les conditions de recollement habituelles au-dessus de Ds;s; s, pour
(i,7,k) e I x I x I. D’aprés a) et b) on peut supposer, en localisant
encore sur S, que les isomorphismes #,;; sont des isomorphismes de
I'(A4)-schémas et que les conditions de recollement sont vérifiées dans
Schry. Les X se recollent alors en un ['(4)-schéma. [

Corollaire (6.5.1). Si A est un faisceau (par exemple si le %-topos S
est localement de type fini), le changement de base

u: SCh(g,A) g SChSpec(S,A)

est une équivalence de catégories.
D’autre, part, compte tenu des propositions (3.3) et (3.4), on a
aussi:

Corollaire (6.3.2)

(i) La restriction du foncteur g : Schis, 4) — Schgpeqs, 4) @ la sous-
catégorie pleine de Schs, 4 formée des (S, A)-schémas de type fini et
quasi-séparés est (1)-fidele.

(ii) Le foncteur g induit une équivalence de la catégorie des (S, 4)-
schémas de présentation finie avec la catégorie des Spec(S, 4)-schémas
de présentation finie.

Citons un autre cas oll y est une équivalence de catégorie.

Proposition (6.4). Si (S, 4) est un U-topos annelé en anneaux locale
foncteur p : Schis, 4y — Sehspecs, 4) €St une équivalence de catégories.

Démonstration. Le foncteur identité de (S, 4) se factorise par Spec(S, 4)
et définit un morphisme admissible de %-topos annelés en anneaux
locaux

A:(S,A) - Spec(S, 4)
quasi-inverse 4 gauche de 7, ot le morphisme de ¥-topos sous-jacent
4 A est associé au foncteur
A:S—>S, AU, s) =(U,,1)
le foncteur de changement de base
SchZ : Schgpees, 4y — Schys, 4

est quasi-inverse 4 gauche de y. La propriété que Schl est de plus
quasi-inverse & droite de p résulte alors aussitot du fait que, comme A
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est local, pour toute famille {(U,, s,) — (e, 1)} couvrante, la famille

(22

{(Ujs; 1) — (es, 1)} est une famille couvrante plus fine. [

Remarque et contre-exemple (6.5)

Le foncteur u : Schis, 4) = Schg,eqs, 1) n'est pas (1)-fidéle en général;
en voici un contre-exemple :
On prend pour site S le site décrit en (3.5.1) et pour faisceau 4 sur S
le faisceau
AU = (mg, g, ooy tyy .. ) > 11 B(p, n,)
p=1
ot B(p, n,) = Z[x,, yp]/x:p Y, sin, < oo et B(p, o0) =<1_iE Zx,,y,) %59,

(Z est I'anneau des entiers, %, et y, désignent des indéterminées). On
définit les restrictions de maniére évidente et on voit aussitot que 4

est un faisceau d’anneaux. Soit alors x € 1(4), ¥ = (%, %, - . -, Ep, o)
ot1 x, désigne la classe de #, dans B(p, o0). Si on pose
C =TI —=), D=At,ty. .., 0,1,

montrons que I'application

7 + Homygy, ( (Spec C, Spec D) — HomSChSpec( (Spec C, Spec D)

S, 4) S, 4)

n’est pasinjective. En effet, Homg, s A)(Spec C, Spec D) estisomorphe a

la valeur en eg du faisceau associé au préfaisceau U — (C @) A(U)N

et HomSChspec(s 4 (Spec C, Spec D) est isomorphe a la valeur en (es, 1)

du faisceau sur S associé au préfaisceau (U, s) = (C Qrwuy 4(U, s))¥,
et I’application § est celle qui se déduit des applications naturelles

(€ @y A(U)N — (C ®r AU, D)N.

11 suffit donc de montrer qu'il existe & = (§,)pen € CN dont I'image
soit nulle dans (C @ ruy 4(Us, s[,‘))N pour un recouvrement convenable
(Ua, 5s) de (es, 1) et dont 'image dans (C @ruy 4(U))N ne soit nulle
pour aucun U # @. Or ceci est vérifié si on prend £, = (0, ..., 0, Ei,,
0,...,0,...)et comme recouvrement de (¢5, 1) celui formé de (eg , %)

et de (es, (1 — x)). On a en effet C Qpuy I'(4) [1—1—] = 0, donc
—x

aussi C @pre) Afes, 1 — x) = 0. D’autre part, l'image de &, est nulle
dans C @ry) A(U,x) pour tout U puisque (0,...,0, Ypr Oy oo vy
0,...) est nul dans A(U, x) dés que U = (ny, 7, . . ., #y, .. .) avec
#n, < 00, donc est nul dans A~(U, x). Cependant comme &, est nul
dans C @ry) A(U) seulement si ,(U) < oo, & est toujours non nul
dans (C ®ruy A(U)N. @
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(6.4) Nous allons maintenant généraliser le corollaire (6.3.2) au cas des
(S, A)-schémas au dessus d’'un (S, 4)-schéma donné.
(6.4.1) Description du foncteur hy : Schis, /X — Sehix, o)
Soient X un (S, 4)-schéma relatif et f : (X, Ox) — (S, 4) le %-topos
annelé en anneaux locaux sur (S, A) associé a X par le 2-foncteur F 4
(3.1.1). Nous définissons le foncteur

hy t Schig, 4/ X — SCh(x,aX)
comme suit:

Soit 4:Y — X un morphisme de (S, 4)-schémas. Il existe un
recouvrement {U; — ¢s};e; tel que A provienne de morphismes
)1 Y, X; de A(U)-schémas.’ La famille U, = f* U, forme un
recouvrement de ey et par construction méme de X ona des diagram-
mes 2-cartésiens

X/(j't — (X))

7

Spec(S/U;, 4y,) — t(Spec A(U)Y) .
Le changement de base Sch,, : Schy, — Schyy, permet alors d’associer

a Y, un schéma Y sur X /U D autre part, les propriétés de recollement

des Y, se transforment en des propriétés de recollement pour les Y

qui définissent donc 2 isomorphisme prés un X-schéma relatif Y. La
méme construction peut se faire pour les morphismesde (S, 4)-schémas
au-dessus de X, ce qui nous définit un foncteur

hX : SCh(S’A)/X — SCh(X,QX)
3 isomorphisme prés. On a alors :
Proposition (6.4.2). Avec les notations de (6.4.1),

(') si X est un S-schéma de type fini et quasi-séparé, la vestriction de
hy a la sous-catégorie pleine de Schs, 4/ X des schémas de type fini et
quasi-séparés est (1)-fidéle ;

(i) si X est un S-schéma de présentation finie, hy induit une équiva-
lence de la catégorie des (S, A)-schémas de presenmtwn [inie au-dessus de
X avec la catégovie des (X, Oy)-schémas de présentation Sfinde.
Démonstration : Le diagramme suivant :

Schs, A),X—> Fop an loc/(X, Ox)
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commute & isomorphisme prés. La conclusion de (i) et la (2)-fidélité
de 2y sous les hypothéses de (ii) résultent alors immédiatement des pro-
positions (3.3) et (3.4). Il reste & montrer que, sous ’hypothése de (ii),
tout (X, Ox)-schéma relatif de présentation finie se reléve enun (S, 4)-
schéma au-dessus de X. La question étant de nature locale sur S, on
peut supposer que X provient d’'un I'(4)-schéma de présentation finie.
Comme X est quasi-compact et quasi-séparé, on se raméne facilement
au cas ot X est affine, soit X = Spec B oll B est une ['(4)-algébre de
présentation finie. (X, Ox) est alors équivalent a Spec (S, &) ol
H = B Qruy 4. Soit alors Y un schéma relatif de présentation finie
sur Spec (S, A), d’aprés le corollaire (6.3.2), Y se reléve en un
(S, B)-schéma relatif de présentation finie, puis d’aprés (6.3) en un
schéma relatif de présentation finie sur (S, B) olt B est le préfaisceau
U BQ@ru A(U). Mais un schéma de présentation finie sur (S, B)
s’identifie canoniquement (parce que B est de présentation finie sur
I'(A4)) 4 un schéma relatif sur (S, 4) qui se factorise & travers Spec B. [

?

7. S-quasi-schémas

Définitions (7.1). Soit (S, O5) un ¥%-topos annelé. Un ¥%-topos annelé en
anneaux locaux X sur S est dit associé au S-schéma X si X est équi-
valent & I'image de Xpar le 2-foncteur Fg, o) (3-1.1).

On appellera S-quasi-schéma tout %-topos annelé en anneaux locaux
au-dessus de S associé & un S-schéma.

On dit que le S-quasi-schéma X a la propriété (P) (ol (P) est une
propriété de schémas vérifiant la proposition (2.1.1) s'il existe au moins
un S-schéma ayant la propriété (P) auquel X soit associé.

(7.2) La 2-catégorie S-q ©cl) des S-quasi-schémas est alors la sous-2-
catégorie pleine de la 2-catégorie des ¥-topos annelés en anneaux
locaux au-dessus de S dont les objets sont les S-quasi-schémas.

On dira qu'un morphisme f de S-quasi-schéma a la propriété (P) (ou
(P) est une propriété de morphismes de schémas vérifiant la proposition
(2.1.1) s’il existe au moins un morphisme de S-schémas ayant la pro-
priété (P) auquel f soit associé.

(7.3) Les propositions (3.3) et (3.4) expriment alors que la 2-catégorie
des S-quasi-schémas de présentation finie est équivalente & la catégorie des
S-schémas de présentation finie.



Chapitre VI

Cohomologie des faisceaux S-quasi-cohérents
sur un S-quasi-schéma

1. Quasi-cohérence relative

Soient (S, @) un %-topos annelé et (X, Oy) un S-quasi-schéma (V. 7).
Le but du présent paragraphe est de définir une sous-catégorie abélienne
.de la catégorie des Ox-modules, dont les objets aient de «bonnes »
propriétés cohomologiques, analogues aux propriétés des faisceaux
quasi-cohérents sur un schéma ordinaire [voir p. ex. EGA III].

(1.1) Introduisons quelgues notations ef définitions.
Soit (Y, Oy) un %-topos annelé. Pour ¥V ¢ Ob Y, on note

(1.1.1) v 2 (Y[V, Oxp) — (Y, Oy)

le morphisme naturel d’inclusion.

Soit X un %-topos (non annelé) et soit f : Y — X un morphisme de
#%-topos. Pour tout couple (U, V) formé d’'un objet U de X et d'un
sous-objet ¥ de f* U, on note

('1.'1.2) ‘f(U,V) :Y/V—)X/U
la restriction naturelle de f. Si V' = f* U, on note simplement

('1.'13) fU au lieu de f(U,f*U)-

Soit alors I un Oy-module. Nous dirons que I est (f, U, V)-stable
si ’homomorphisme naturel
(1.1.4) ew,v) (% Flw,n Qugony ¥ O IV F,
ol on note ( ),y pour le foncteur [ vy o fy, )+ est un isomor-
phisme.

(1.2) Soient alors (S, Os) un %-topos annelé, (X, Ox) = Spec(S, O)
7t : X = S le morphisme structural. Il résulte aussitot de (IV. 4) qu'on
a les propriétés suivantes:

(1.2.1) Les Oy-modules (7, es, ex)-stables sont les Oyx-modules isomor-
phes & un module M image inverse d'un Ogmodule M (IV 4.6).
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(1.2.2) Soit F un Ox-module ; les conditions suivantes sont équivalen
tes (IV 4.11)
(

i) F est (m, ¢s, ex)-stable,
(i) il existe un recouvrement (U, s;);; de X ol U;eObS,
s, € I'(U,, O) tel que pour tout i € I, F soit (w, U,, (U,, s;))-stable,

(ili) pour tout (U, s), Ue ObS, se I'(U, Os), F est (m, U, (U, s))-
stable.

(1.2.3) Tout Ox-module quasi-cohérent est (7, ¢s, ex)-stable (IV 4.12).

(1.2.4) La catégorie des Oy-modules (7, es, ex)-stables est une sous-
catégorie abélienne de la catégorie des Ox-modules qui est stable par
noyaux, conoyaux, produits finis et limites inductives et qui de plus
est équivalente & la catégorie des Os-modules, l'équivalence étant
donnée par les foncteurs quasi-inverses I'un de l'autre F > my F et

M~ M.

Proposition (1.3). Soient (S, Os) un U-topos annelé, X un I'(Os)-schéma
et (X, Ox) le S-quasi-schéma associé a X.*Soit

F: (X, 0x) = (5, 05)
le morphisme structural. On notera I'(Og) = A et pour tout U € Ob S
AU =T, 0),  Xg=XQ,40).
Xy, Oxp) = (X[f* U, Oxjpy) est le S| U-quasi-schéma associé @ X et
on a un homomorphisme naturel
hy @ (Xys Oxy) — (Xv, Oxy)

ois Xy est le U-topos associé & Xy. Soit de plus F un Ox-module.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

(i) Pour tout U e Ob'S et pour tout ouvert affine V de Xy, F est
(f, U, BE(V))-stable.

(i1) I7 existe um vecouwvrement (V,);cr de X par des owverts affines tel
que, pout tout 7 € I, F soit (f, es, h* V,)-stable.

(iil) Il existe un recouvrement (U)jey de S et, pour tout je J, il
existe un recouvrement (Vi,k)keKj de XUi par des ouverts affines, tels
que pour tout (7, k), 7 € J, k e K, F soit (f, U;, h*éf(Vj,k))-smble.
Démonstration. On a évidemment (i) = (ii) = (iii). D’autre part, en
utilisant (1.2.2), on voit que 'hypothése (ii) implique que F est (f, ¢,
h* V)-stable pour tout ouvert affine ¥V de X : en effet, on recouvre V
par des ouverts affines (Ds,)eer, Sx € I'(V, O), formant un recouvre-
ment de V plus fin que le recouvrement par les (V; n V),; et on
utilise P'implication (ii) = (i) de (1.2.2).
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Montrons limplication (ii) = (i) : soit U € Ob S et soit (V, )ir
le recouvrement affine image réciproque du recouvrement (V,);.; sur
Xp. L'implication (i) = (i) de (1.2.2) montre que F est (f, U, BE(Vi)-
stable pour tout ¢ € I et le raisonnement qui précéde montre alors que
F est (f, (V) ¢ f*U)-stable pour tout ouvert affine V de Xy;.

11 reste & montrer que (iii) = (ii), mais d’aprés le raisonnement fait
plus haut, les hypothéses de (i) (resp. de (iil)) sont indépendantes des
recouvrements affines choisis de X (resp. de Xy,). On peut donc suppo-
ser que X est affine et que I est (f, U, f* U,)-stable. Le faisceau F est
alors (f, es, ex)-stable d’apres (1.2.2). [0

Définition (1.4). Soient (S, &) un ¥%-topos annelé, P un schéma relatif
sur (S, Og), f: (X, Ox) — (S, Os) le S-quasi-schéma associé 4 P. Soit F
un Oy-module. On dit que F est gquasi-cohérent relativement a S, ou S-
guasi-cohérent s'il existe un recouvrement (U);; de S tel que, pour
tout i € I, Py, provienne d'un I'(U;, Og)-schéma X; et que les condi-

tions équivalentes de la proposition (1.3) soient vérifiées pour les donneés
{X,;, X[f* Uy, jpu, I}

Corollaire (1.5). Il résulte immédiatement de (1.3) que la condition de
la définition (1.4) ne dépend pas du recouvrement (U,);.; et des
I(U,, Og)-schémas X, choisis.

(1.6) De (1.2.3) et (1.2.4) on déduit aussitdt, avec les hypothéses de (1.4):
(1.6.1) Les Ox-modules quasi-cohérents sont aussi quasi-cohérents rela-
tivement a S.

(1.6.2) La catégorie des Oy-modules S-quasi-cohérents est une catégorie
abélienne, stable dans la catégorvie des Ox-modules par noyaux, conoyany,
produits finis et limites inductives quelconques.

(1.7) Solent (S, Og), P, (X, Ox) comme dans (1.4). Bien que le 2-foncteur
Fs,09 quid un S-schéma associe un S-quasi-schéma, ne soit pas en
général (1)-fidele, la catégorie des Oy-modules S-quasi-cohérents ne
dépend pas du S-schéma P auquel X est associé. Plus précisément, on
a:

Proposition (1.8). Soient (S, Os), P, (X, Ox), f comme dans (1.4), et soit
F un Ox-module S-quasi-cohérent. Alors pour tout couple (U, V) formé
d’un sous-objet V de f* U, tel que le morphisme canonigue

X[V, Ox) = Spec(S/U, fw, v+ Oxv)
soit une équivalence de U-topos annelés, I est (f, U, V)-stable.

Démonstration. Soit A = fiy,yyx Oxy. Pour tout recouvrement
{U, = U}z, le morphisme canonique

X[V x f* U — Spec(S/U,, 4y)
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est alors une équivalence de %-topos annelés et en utilisant (1.2.2) on
voit qu’il est équivalent de montrer que, pour touto € L, F est (f, U,,
V x f* U,)-stable. On peut donc supposer que U est objet final de §,
que V est un ouvert de X et que X est réunion d’ouverts (V) tels
que, pour tout ¢ ¢ I, le morphisme

(1.8.) X[V, — Spec(S, Ay Ox)

soit une équivalence de %-topos annelés. Recouvrons alors pour tout
iel, V xV, par une famille du type {(Uj sp)}acr, UicODbS,
s, € A(U;) (ou V' x V; est identifié & un objet de Spec(S, 4) par I'¢qui-
valence X/V — Spec(S, 4)). Le faisceau F est alors (f, Uy, (Uy, s3))-
stable et, comme la famille {(U,, s;) — V} est couvrante on en déduit
le résultat par (1.2.2). O

Etant donnés un %-topos annelé S et un S-quasi-schéma X, on a
donc défini sans ambiguité la catégorie des Ox-modules S-quasi-cohé-
rents.

Proposition (1.9). Soient ¢ : T — S unt morphisme de U-topos annelés,
X un S-quasi-schéma et Xy le T-quasi-schéma dédwit de X par change-
ment de base ot soit F un Ox-module S-quasi-cohérent Alors le Oy -

module Fr déduit de F par changement de base, est T-quasi-cohérent.

Démonstration. Par localisation, on est aussitot ramené oti. X ~ Spec
(S, A), avec A une Ogs-algébre. On a alors Xy ~ Spec(T, A7) avec
Ay = A Qog Or- Si F est associé au 4-module M, Fr est alors associe
au Ay-module My = M Qo Or. [

Proposition (1.10). Soient S un U-topos annelé, f : X — Y un morphisme
de S-quasi-schémas et F un Oy-module S-quasi-cohérent Alors f* F est
un Ox-module T-quasi-cohérent.

Démonstrvation. Par localisation, on est aussitdot ramené au cas ol
X ~ Spec(S, 4) et Y ~ Spec(S, B), pour lequel le résultat est immé-
diat. [

Proposition (1.11). Soient S un U-topo sannelé et f : X — Y un morphisme
quasi-compact et quasi-séparé de S-quasi-schémas (V 7.20) et F un Ox-
module S-quasi-cohérent. Alors fy F est un Oy-module S-quasi-cohérent.

Démonstration. La question étant locale sur Y, on est aussitot ramené
au cas ol f est associé 4 un morphisme f, : X, — 4o de I'(0s)-schémas,
avec Y, affine et X, quasi-compact et quasi-séparé. Soit alors (Up,);es

un recouvrement fini de X, par des ouverts affines et pour tout (7, 7) €

el x 1, (Voiﬂ)leLﬁ un recouvrement fini affine de U, n Uy,

Désignons par U, (resp. V;;) pour i€ I (resp. pour A€ L,;) I'image
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réciproque de Uy, (resp. de Voii ;) sur X. On a l'isomorphisme
F = ker {11 Ju 5 F = .Hleij'A*j?;Mﬂ F}
i€ 257,

Comme f, commute aux noyaux et aux produits finis, on a encore

i R

¥

Et comme la catégorie des @y-modules S-quasi-cohérents est stable par
noyaux et par produits finis, on est ramené au cas ol X, est affine et la
proposition résulte de (IV 4.10).

2. Images directes supérieures de modules S-quasi-cohérents

Théordme (2.1). Soient S un U-topos annelé, ¢ © A — B un homomor-
phisme de Os-algébres et f = Spec(S, ¢) : Spec(S, B) — Spec(S, 4).
Soit F un Ox-module (ot X = Spec(S, B)) S-quasi-cohérent. Alors pour
tout entier p > 0, on a RPf, F = 0.

Démonstration : On notera Y = Spec(S, 4), M le B-module 7, F. On a

donc F ~M =M & 5 Ox. Désignons par Cy la catégorie des Ox-modules
S-quasi-cohérents. On a montré (IV 4.10) que f. M =~ M4 ® 4 Oy,
ce qui montre que la restriction de f, & Cy est un foncteur exact. Soit
un entier p >4, et supposons démontré que pour tout entier g,
0 < g < p, larestriction de R? f,, & Cx soit nulle (si p == 1, la condition
est vide), alors pour tout monomorphisme F — F’, de Cy, on a le
monomorphisme
0—-RCf, F— RFf, F’

En effet F”” = Coker (F — F’) appartient & Cyx et par hypothese si
p>1 Rt f,, F” = 0. Si p =1, comme la restriction de f, a4 Cx est
un foncteur exact, 'homomorphisme 6 : f, F”* — R! f,, F est I'homo-
morphisme nul et on a encore le résultat.

Pour montrer que R? f,, F = 0, il suffit donc de montrer que pour
tout & e I'(Y, R? f,, F), il existe, au moins localement au-dessus de Y
un Ox-module F’ ¢ Ob Cx et un monomorphisme 4 : F — F’ tel que
l'image de & dans I'(Y, R? f,. F’) soit nulle. Nous utiliserons ce procédé
pour démontrer le théoréme par récurrence sur p.

Supposons donc le théoréme démontré pour ¢, 0 < ¢ < et mon-
trons qu’il est vrai pour p. Soit & € I'(Y, R? f,, F). En localisant par
rapport & Y par un recouvrement du type (U, s;), avec U,e ObS,
s, € A(U), on peut, en changeant les notations et en remplagant S/U;
par S (resp. 4y, s, et B,,s, par 4 et B) supposer que & provient
de &, ¢ H?(X, F). 1l existe alors un recouvrement de X, qu’on choisit
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du type (U,, S3)ier, ,acr (00 (UJser st un recouvrement de S et on,
pour tout « € L, I, est fini et les s; € B(U,), I € 1,, engendrent I'idéal
B(U,)), et qui vérifie &,/(U,, s,) = 0 pour tout couple (x, 7). Rempla-
cant encore S/U, par S, on peut supposer qu'il existe une famille finie
(s))ier» S; € I'(B) qui engendrent I'(B) et tels que l'image de &, dans
[T H?(X/(es, s;), F) soit nulle. Mais soit j; I'inclusion

i€l

it Xies, 5 = X )
et soit F; = j;. j* F. Comme F est isomorphe au module M associé au

B-module M, chaque F,; est un Oy-module S-quasi-cohérent, isomorphe
au module associé au B-module Msi. De phis comme la famille

(es, S;)ier est couvrante, le morphisme

F—F =][F,

2el
est un monomorphisme et comme Cy est stable par produits finis, F’
est S-quasi-cohérent. Le raisonnement fait plus haut montre qu’il
suffit de prouver que I'image de & dins H?(X, F’) est nulle. Nous
utilisons le lemme suivant dont la vérification est immédiate :

Lemme (2.1.1). Soient X un %-topos, F un groupe abélien de X; et

U € Ob X. Alors pour tout entier » > 0, on a le diagramme commuta-
tif

, ,
H¥(X, F) ——— HYX|U, j} F)

)7 v

H(X, ju«j§ F)

oit A est 'homomorphisme de restriction, u est déduit par fonctorialité
du morphisme naturel

F—jusju F

et v est le edge-homomorphisme dela suite spectrale

E} 9= H'(X, (R?jys) 78 F) = H(X|U, j F) .
On en déduit ici que H?(X, F) — [] H?(X/(es, s;), F) se factorise par
[T H2(X, j« 7% F) qui est isomorphe & H?(X, F*) puisque la cohomologie
i
commute 4 la formation des produits finis. Il suffit alors de montrer
que, pour tout z € I,

v, : H¥(X, ju 5% F) — H?(X/(es, s,), F)
est injectif.
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Pour p = 1, il résulte de la suite spectrale du lemme (2.1.1) que ¥,
est injectif. Supposons p > 1. Le module 5§ F est S-quasi-cohérent sur
Spec(S, B;) et 'hypothése de récurrence appliquée  j;« montre que le
terme

E7 ¢ = H"(X, (R ;%) j¥ T)
de la suite spectrale du lemme (2.1.1) est nul pour 0 < ¢ <{ p. Le terme -
E7:?=" est donc nul pour » 7 0 et pour 7 p. On en déduit alors
[M XV 5.5] qu’on a une suite exacte
0 — E2:0 — H?(X/(es, s;), F) - E%? 0.

Comme de plus E? = 0 pour ¢ < p, on a E?=*>5= = 0 pour tout s et
par suite I'épimorphisme E2£:© — E%;° est un isomorphisme. On en
déduit que v; est bien un monomorphisme. []

Remarquons qu’il résulte du théoréme qu’en réalité »; est un iso-
morphisme.

Corollaire (2.2). Soit f: X — Y un morphisme affine de S-quasi-
schémas (V 7.2), pour tout Oyx-module S-quasi-cohérent, et pour tout
entier p > 0, ona R?f,, F =

Théoréme (2.3). Soient (S, A) un U-topos annelé, (X, Ox) = Spec(S, 4),
@ : Spec(S, 4) — (S, A) le morphisme structural. Pour tout O -module
S-quasi-cohérent F et pour tout entier p > 0, on a R¥ my ' = 0.
Démonstration. La restriction de m, & la catégorie Cx des Ox-modules
S-quasi-cohérents est un foncteur exact. On utilise le méme procédé
que celui utilisé dans la démonstration de (2.1).

Soit p un entier, p > 1, et supposons le théoréme démontré pour
tout entier ¢, 0 < ¢ < p. Soit & € I'(R? . F). En localisant par rapport
a S, on peut supposer que & provient de &, € H?(X, F) et en localisant
encore par rapport & S, on peut supposer qu’il existe une famille finie
{8;}ier 5; € I'(4) qui engendrent I'(4) comme idéal et tels que la
restriction de & a H?(X/(es, s;), FF) soit nulle pour tout ¢. Soit alors,
avec les notations de (2.1)

Fi=juftF,  F=]IF,.
F’ est un Oy-module S-quasi-cohérent ; I’ — I’ est un monomorphisme,
et on a la factorisation

H?(X, F) . [T H*(X[(es, ), 7F F)

2

HP(X, F)
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Mais, comme (R?74;:) 7% F = 0 pour tout ¢ £ 0, le morphisme » est
un isomorphisme, d’oli le résultat.

(2.4) Cas particulier des morphismes quasi-compacts et quasi-séparés
Soient (S, Og) un %-topos annelé, f: X — Y un morphisme quasi-
compact et quasi-séparé de S-quasi-schémas (V 7.2) et F un Oy-module
S-quasi-cohérent. Nous allons donner un moyen de calculer localement
R?f, F. :
En localisant sur Y, on peut supposer que f provient d’un morphisme
de I'(Os)-schémas ordinaires

fOZXo—> Yo,

avec Y, affine et X quasi-compact et quasi-séparé.

Soient alors Yy = (Vy);e; un recouvrement fini de X, par des
ouverts affines et pour tout couple (4,7) € I x I, ¢ 5 7, soit %ii =
= (Voﬁ A)MLU un recouvrement fini de V, n Voj. par des ouverts
affines. Par image réciproque, & ¥, et aux’?)[,“ correspondent respective-
ment le recouvrement ¥ = (V,);;; de X et les recouvrements U, =
= (Viil)leLU de V;n V,;. On désignera alors par [, Jy, ..., J

les ensembles suivants

ne ot

(2.4-'1) ][) = I 2
Ji= _U.Lij ’

1]
etpour w > 1, J,={0= (90,7 - sJuAts Ags - - -, Ag)}, oW 2 € I,
(1 Jas - =2 Ju) € I" — (4,4, . . ., 9), Ay € Ly;,. On a encore

J.=U U Lij X Ly, X oo- X Ly,
el jerm_(i,4,...,4)
Pource J,, 0= (4,71, .+ ,JpA,...,4,), on pose ,
" n

(2.4.2) Vo, :kg V%.k i (resp. V, ==k(=‘[1 Vifk lk) .

Vo, est un ouvert affine de X,. A ces données correspond un hyper-
recouvrement de type 2 (cf. [SGA 4] V ap. 3.1), K. avec
(243) K,=][1V:., K =][[Vii, K, = ]_][ Vs,

7 o&f,
et les applications semi-simpliciales évidentes. Soit Z, le faisceau semi-
simplicial associé a K., i.e. défini par

(2-4-4) ZK‘VL= H ZVO’

c€fy,
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ol Zy,_ est le faisceau de Z-modules libre engendré par V, sur X (pro-

longement par 0 de la restriction a V,, du faisceau constant Z) avec les
applications différentielles habituelles. Le faisceau semi-simplicial Zg.
est acyclique en degré strictement positif et le 0%®e faisceau d’homologie
est le faisceau contant Z [(loc. cit. 3.2)]. Soit F un Oy-module, on
notera Cg (F) le complexe de faisceaux

(2.4.5) Cx.(F) = Hom'(Zg,, F) .

Le faisceau de degré = est isomorphe a

(2.4.6) Ck,(F H JvWdv, -
CFE n

Ck.(F) est donc d’une maniére naturelle muni d’une structure de com-
plexe de Ox-modules.

Proposition (2.4.7). Si F est un Ox-module S-quasi-cohérent, le complexe
Cx.(F) est un complexe de 0X-modules S-quasi-cohérents.

Démonstration. En effet, on a Cy H 7,,6* 7%, F ou J, est fini et

ou 7y _est un morphisme quasi—compact et quasi-séparé de S-quasi-
schémas. De plus ji; F est un Oy;-module S-quasi-cohérent, (1.10),
d’ol le résultat d’aprés (1.11). [

Proposition (2.4.8). Soit F un Ox-module S-quasi-cohérent, alors f,. Cx (F)

est un complexe de Oy-modules S-quasi-cohérents dont le p*™° groupe de
cohomologie est canoniquement isomorphe & R? f, F

Démonstration. Soit J* une résolution injective de F et soit ¥-le com-
plexe simple associé au double complexe

Cx.(97) = Hom(Zg,, ) .
On a une fléche naturelle d’augmentation
F - 7.
Montrons que * est encore une résolution injective de F:on a
= @ Cg, ),
p+g=n

donc #" est un Ox-module injectif car c’est une somme finie de modules

isomorphes 2 I;[ v« 3%, J¢ qui sont injectifs puisque J, est fini et que
13
»

iy .etjE transforment modules injectifs en modules injectifs. Calculons
Vo o

alors la cohomologie de ¥-. Pour cela nous étudions la seconde suite
spectrale du double complexe

Hfr H?(CK‘(J.)) .
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Comme J- est injectif et que Zg, est acyclique en dimension ¢ =~ 0, on
voit que

pour p > 0, HY (C (7)) = HY (Hom(Zg, I7)) =0

et
Hj (CK.(J')) =J".

Comme J* est une résolution de F, 1a seconde suite spectrale dégénére et
on en déduit que ¥+ est aussi une résolution de I.

On en déduit en particulier que le #*™ groupe de cohomologle du
double complexe f, Cx (J°) est isomorphe a R" f, IF. Pour démontrer
la proposition, il suffit alors de montrer que le morphisme canonique

fu Cx(F) = fo Cr (")

est un quasi-isomorphisme, c’est-d-dire qu’il induit un isomorphisme sur
la cohomologie.

Or, calculons la lére suite spectrale du double complexe f,, Cg (J°),
on a a

Hi; (fi Cx(5)) = (H (fivgs 7 ) [T H ((Fiv s ¥ T) -
ucjp aejp

Or ji_ J* est une résolution injective du Oxjv -module S-quasi-cohérent
iv, Fetfj, : X[Vy~>Y est un morphisme affine de S-quasi-schémas.
On en déduit que Hf; (fy Cx,/(J*)) = 0 pour g 7 0 et

HY (fs Cx.(97) S fu Cx.(F) -

La premiére suite spectrale est donc dégénérée et les edge-homomor-
phismes

H* (fi Cx.(F)) > R fy F
sont des isomorphismes pour tout #. [

Corollaire (2.4.9). Soient (S, O5) un %-topos annelé, f: X — Y un
morphisme quasi-compact et quasi-séparé de S-quasi-schémas et F un
Ox-module S-quasi-cohérent. Alors pour tout entier p, R? f, F est un
Oy-module S-quasi-cohérent.

Corollaire (2.4.10). Soient (S, @) un %-topos annelé, f: X -,
g 1 Y — Z deux morphismes de S-quasi-schémas, avec f quasi-compact
et quasi-séparé et g affine. Alors, pour tout Ox-module S-quasi-cohé-
rent F, et pour tout entier , ’homomorphisme canonique

R? (g of)y F —> gy (R? f,. F)

est un isomorphisme.
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Corollaire (2.4.11). Soient (S, 05) un %-topos annelé, f : X — Y un
morphisme de S-quasi-schémas et soit F un Ox-module S-quasi-cohé-
rent. Supposons que f soit associé A un morphisme f, : X, —> Y, de
I'(0g)-schémas avec Y, affine et X, quasi-compact et quasi-séparé et
que F soit associé¢ & un Ox-module quasi-cohérent F, Pour tout
UecObS, soient Xp, = X, @rog) I'(U, 0g), Yo, = Yy Qreg X
x I'(U, 0s); & f, et F, sont alors associés respectivement le morphisme
Joy @ Koy = Y, etle OXOU-module quasi-cohérent Fy, .

Par ailleurs on a 'équivalence (Y, Oy) =Spec(S, 4) ot 4 = I'(Oy,)
Rriog Us- Désignons par 7, : Spec(S, 4) — (S, 4) le morphisme ca-
nonique, on a alors I'énonceé :

Pour tout entier p le A-module z,. (R? f,, F) est isomorphe au Sfaiscean
associé au préfaiscean sur S

U ww— H?(X,, Fo,) -

Démonstration. Soit K, un hyper-recouvrement de X, du type envisagé
en (2.4.3). On note, pour U ¢ Ob S K, (resp. K.), les hyper-recouvre-

ments correspondants de X, (resp. de X). Le Oy-module R? f,, I est

S-quasi-cohérent et isomorphe au ¢ groupe de cohomologie du com-
plexe fy (Cx.(F)) (2.4.8). Or on a

S CKn(F) =H S ]V*]%{ F,

oefy,
et pour tout ¢ € J,, on a une équivalence du type
(X/Vs 0X/Va) 2 Spec(S, B,) ,

oll B, est une A-algebre. Le Oxjv,-module j?ﬁ‘; F est S-quasi-cohérent,
donc associé 4 un B,-module M, et on a un isomorphisme

Ty fie Jr v F 5 M) -

Par ailleurs le A-module My, est isomorphe au faisceau associé au
préfaisceau sur $

U~ I'(Vy, Fy) ®1‘(05) I, 0s) = F(VOGU’ FoU) -

Comme m, induit un foncteur exact de la catégorie des Oy-modules S-
quasi-cohérents dans la catégorie des A-modules, s, (R? fy F) est iso-
morphe au ™ foncteur de cohomologie du complexe 7y fy Ck.(F)
qui, d’aprés ce qui précéde, est isomorphe au faisceau associé au pré-
faisceau .

U~ H? (Ko, Fo,) -
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Mais comme les ouverts qui définissent K, sont affines et que Fy
est quasi-cohérent, la suite spectrale ([SGA 4] V Ap. 4)
H? (Ko, 5(Foy)) = H?*(Xoy, Foy)
dégénére et on a l'isomorphisme
H? (Ky, Fo) = H? (Xoy, Fop) S
d’ot le résultat. [
(2.5) Changement de base plat
(2.5.1) Soient ¢ : (T, @) — (S, O5) un morphisme de %-topos annelés,
[ (X, Ox) — (Y, Ox) un morphisme de S-quasi-schémas et fr : (X, Oxs)
- (Yr, 0YT) le morphisme de T-quasi-schémas déduit de f par change-
ment de base. Pour tout Ox-module F (resp. Oy-module G) on note Fr
(resp. Gy) le Ox-module (resp. le Oy,-module obtenu par image réci-
proque.
Soit F un Ox-module, pour tout entier , on a un homomorphisme
naturel [EGA III 1.4.15] .
¢¥ (R fy F)r — R¥(fr)s Fr.

Proposition (2.5.2). Avec les hypothéses et les notations de (2.5.1), sig
est un morphisme plat (c’est-a-dire si O est un ¢* Og-module plat), si
f est un morphisme quasi-compact et quasi-séparé de S-quasi-schémas
et si F est un Oy-module S-quasi-cohérent, alors p* est un ¢somorphisme.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que localement ¢* est un isomor-
phisme. On peut donc supposer que f est associé & un morphisme
Jo t Xo — Y, de I'(Os)-schémas, avec Y, affine et X, quasicompact et
quasi-séparé. Utilisons alors les résultats et les notations de (2.4). Soit
K. un hyper-recouvrement de X du type considéré en (2.4.3). Il lui
correspond par changement de base un hyper-recouvrement Ky. de
meéme type sur X¢. Soit

g (f* Cx(F))t — fre Crr.(Fr)

I'homomorphisme naturel de complexes. Comme Oy est ¢ *(0s)-plat, pour
tout entier g, on a un isomorphisme canonique

(F4(f Coe )}, 2 9 (f C(F))r)

D’autre part, il résulte aussitoét des définitions et de (2.4.8) que le dia-
gramme suivant est commutatif:

~

91y CelF)) o 96 fr ey ()
S |s

L v
(RTfy F)y ——— R fr= Fr .
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11 suffit donc de montrer que @ est un isomorphisme. Or soit U un
ouvert de X associé 4 un ouvert affine de X, ; il est immédiat que I'ho-
momorphisme

(fi Joe 78 F)r = fredupa 0, Fr
T

est un isomorphisme, donc de méme @ est un isomorphisme. [

3. Fibrés projectifs

(3.1) Soient (Y, Oy) un %-topos annelé, E un Oy-module localement
libre de rang (# + 1)."On a défini le Y-schéma relatif P(E). On désignera
par (X, Oy) = P(E) le Y-quasi-schéma associé. Le Y-schéma P(E)
était obtenu, en recollant 3 1’aide de 1’élément & € Hl(Y, GL (» + 1))
associé 4 E et défini sur un recouvrement % = (U);; de Y, les
I'(U,, Oy)-schémas Pry,, 0, En recollant de la méme facon les

images inverses des faisceaux inversibles canoniques des Pr,, oy) Sur
les Xy, on obtient le faisceau inversible Ox(1). Nous montrerons natu-
rellement que le couple formé du Y-quasi-schéma X et du faisceau
Ox(1) est solution d’un 2-probléme universel (Ch. VII).

(3.2) Sous les hypothéses de (3.1), on définit comme dans le cas des
schémas ordinaires pour tout entier # € Z, le faisceau inversible

(3.21) Ox(n) = Ox(1)®"
et pour tout Ox-module F, le Ox-module F(n) par
3.22) F(n) = F @, Ox()

(3.3) Avec les notations de (3.1), soit f le morphisme structural
f1 (X, 0x) = (Y, 0v),
et soit #* le morphisme de Y-quasi-schémas
I (X, Ox) — Spec(Y, Oy)
qui s’en déduit par factorisation. Le morphisme f” est quasi-compact et

séparé. En combinant les résultats du corollaire (2.4.11), de [EGA III
2.1] et de [15] III 3, on obtient aussitot les deux propositions.

Proposition (3.3.1). Avec les notations de (3.3), on a

(i) Les seules valeurs de i entier positif et de n € L pour lesquelles on
peut avoir Rify Ox(n) =0 sonti=0etn=>0,i=retn<—7r—1
(ii) II existe un isomorphisme canonique gradué

& :OTy Tyy oo, T,] = Q@ fu Ox(n).

n>0
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(i) Pour n < — v — 1, R fy Ox(n) est un Oy-module libre de iype
Sfine ayant une base formée d’éléments &, 4, ... 5 avec p; > 0 et py + py
e, = — .

Propositien (3.3.2). Soit w = f* (A" E) (r — 1). Alors

(i) on a un isomorphisme canonique

T: R fpoox0y,
(1) pour 0 < i <retmel ou pour i = v etn <0
Rif, w(—n) =0,
(ii1) Paccouplement cup-produit
R fy Ox(n) X RO fy ox(— 1) = R fy
est un accouplement parfait de faisceaux localement Libyes.

(3.4). Théoréme de finitude. Avec les notations de (3.3), pour tout Ox-
module de présemtation finie I, on a les propriétés

(i) Rifu F =0 pour ¢ >r '

() I7 existe un recouvrement (U,);c; de Y et pour tout 1 € I, il existe
un entier n; tel que pour n = n; I homomorphisme canonique

f;f'ifUit F(%) - F(”)
soit surjectif.
St on suppose de plus que O est cohérent, on a aussi

(iii) 17 exzste un recouvrement (U;);crde Y et pour tout © ¢ I, il existe un
entier n;tel que pour n > n; et pour tout ¢ > 0, on art R? fy., Fy (n) = 0.

Démonstration. Les trois propriétés & démontrer sont des propriétés de
nature locale sur Y. Comme F est de présentation finie, on peut supposer
aprés avoir localisé par rapport 4 Y que F provient d'un Oy -module de
présentation finie F, (ot X, = P?(QY)). Comme X, est recouvert par 7

ouverts affines, la propriété (i) résulte du corollaire (2.4.11) et de EGA I11
(1.4.12). Pour démontrer (ii), il suffit alors de montrer qu’il existe un
entier #, tel que, pour n = n,, F(n) soit engendré par ses sections au-
dessus de X. Or on sait que ce résultat est déja vrai pour F, [EGA 1T
(2.7.9)]. 11 reste alors 4 démontrer (iii) sous ’hypothése que Oy est
cohérent ce que nous faisons suivant le modéle de EGA III (2.2.2). Le
Ox,-module F, est isomorphe 4 un quotient d’un Oy -module E, somme
finie de Oy (m;). On a donc une suite exacte

O-R—-E-—-F-—-0

ot E = @ Ox(m,), avec J fini et olt R est cohérent. Le Ox-module E
ieJ
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vérifie. (iii) (3.3.1). On en déduit alors la propriété pour I par récur
rence descendante sur ¢ en utilisant pour tout entier #, la suite exacte

Ri-'f, E(n) - R~ f, F(n) - R? f, R(n)
et ’hypothése de récurrence appliquée 4 R. O

4. Propriétés noethériennes

Proposition (4.1). (J. P. Serre). Soit S un U-topos et sott Osun annean
cohérent de S, les conditions (N) suivantes sont équivalentes.

(N) (i) Pour tout U e ObS et pour tout Ogp-module cohérent F,
toute suite croissante de sous Ogy-modules cohérents de I est
localement stationnaire.

(ii) Pour tout U € Ob S, toute suite croissante d’idéaux cohérents
de Oy est localement stationnaire.

J. P. Serre démontre cette proposition dans un article aux Annales
de I'Institut Fourier (1966, pp. 363 —374) et montre que le faisceau
structural d’un espace analytique vérifie les propriétés équivalentes
(N). En vue de l'application au cas des espaces analytiques, nous
montrons ici que la propriété (N) se transmet au faisceau structural
des S-quasi-schémas de présentation finie. En particulier, c’est ce
résultat qui nous permettre d’affirmer que le faisceau structural d'un
quasi-schéma projectif sur un espace analytique est cohérent et donc
d’utiliser le théoréme de finitude (3.3).

Définition (4.2). On dira qu’un faisceau d’anneaux cohérent est essen-
tiellement noethérien s'il vérifie les propriétés (N) de (4.1).

Proposition (4.3). Toute algébre de présentation finte sur un anneau
essentiellement noethérien d’'um topos est un anmeau essentiellement
noethérien.

Démonstration. Soit A un anneau noethérien d’'un %-topos S et soit I
un idéal cohérent de A. L’anneau A /I est cohérent. D’autre part toute
suite croissante d’idéaux cohérents de A/I se reléve en une suite crois-
sante d’idéaux cohérents de 4 localement stationnaires, donc est aussi
localement stationnaire. Il suffit donc de montrer que pour tout anneau
essentiellement noethérien A, 'anneau B = A[f] est essentiellement
noethérien. Comme I’hypothése et la propriété a démontrer sont de
nature locale sur S, chaque fois qu'une propriété sera vérifiée par les
objets d’un recouvrement de S, on pourra supposer qu’elle est vraie
sur S, ce qui reviendra a changer les notations.
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Montrons d’abord que B est cohérent. 11 suffit de montrer que le
noyau C d'un B-homomorphisme

A:Bﬁ—>B \

est un B-module de type fini. On peut supposer que A est défini par p
polynémes @y, Q,, . . ., Q,, Q; € I'(4) [£]. Soient alors, pour ¢ =1, . . .,
. 4; = Q,(0), g; € I'(4). Aux g¢; est associé un A-homomorphisme

Aot AP > 4

dont le noyau H est un 4-module cohérent. De plus on a le diagramme
commutatif
0—-C->B?-+ B

oo ¥
0—>H-—>A?—- 4

ott les fleches verticales sont les A-homomorphismes déduits par fonc-
torialité de 'homomorphisme d’augmentation ‘

e:B—- 4, S0

Pour tout entier %, £ > 0, désignons par B, le sous-A-module de B
engendré par les polynémes en ¢ de degré inférieur ou égal A £. Soit
h = Sup d°(Q,. L’homomorphisme 2 induit un 4-homomorphisme

i=l...,p
A 2 BY = By

Soit C, le sous-faisceau C n Bf de C. Le A-module C, est isomorphe au
noyau de 4,. C-est donc un A-module cohérent et son image C; dans H
est un sous 4-module cohérent de H. Soit alors C’ I'image de C dans H.
On a
C=SupC,, C’ = Sup C;,,
k ®

et 'hypothése faite sur A montre que C’ est encore un A-module
cohérent. On peut donc supposer (en utilisant la remarque faite plus
haut) qu’il existe un épimorphisme de A-modules

41 ﬁ’» C’'——0,
et comme C — C’ est un épimorphisme, on peut supposer qu’on peut
relever @, en un B-homomorphisme ¢ : B! — C rendant commutatif
le diagramme

Bq _._(p._>c
&? I

¥ {

TERLINpY
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On peut supposer de plus que ¢ est défini par g p polyndmes
P el(4) [, i=1,2,...,9, j=1,2,...,p.
On note P; = (P;y, P;s, . .., Pyp) € I'(C).
Soit alors n = Sup d° P;;. Comme C, est un A-module cohérent, on
peut supposer qu’ﬂigxiste un épimorphisme de A-modules
Yo A" = C, .

Le morphisme 1, est défini par 7 sections de C,, donc de C. On lui
associe de facon naturelle le B-homomorphisme

p:B - C

dont I'image contient C,.
Montrons alors que 1e B- homomorphlsme

p Dy: B DB >C

est un épimorphisme de B-modules.
Soit R e I'(C). On peut supposer que R = (Ry, R, ..., R,), avec
R, e I'(4) [f] pour tout ¢ =1, ...,p.SiSupd® R, <#n,ona Re I'(C)

et R est dans I'image de p. Sinon soit # = R(0) I'image de R dans I'(C").
On peut supposer que 7 est combinaison linéaire A coefficients dans

I'(4) des P,(0) -

On a alors R—ZcxP—tR’ (¢ Ry, tR; ..., tR;). Comme
i=1

Z(tR)—O on a aussi A(R) =0 et R’ e I'(C). Mais de plus on a
Sup d° R; <Sup d° R,. D’ot le résultat par récurrence sur les degrés. [

Pour montrer que B wvérifie la condition (N), nous ‘tiliserons le
lemme et la définition qui suivent :

Lemme (4.3.1). Soit A un annéau essentiellement noethérien d'un’

topos S et soit b un idéal cohérent de B = A[{]. ‘Pour tout entier & >0,
désignons par B, le sous-4-module de B engendré par les polynomes en
t de degré k. Alors b, = b n B, est un sous-A-module cohérent de B;.

Démonstration. On peut supposer que b est engendré par g sections
globales Py, Py, ..., P, P; e I'(4) [t]. Soit b = Sup d° P,. Pour tout

entier # > h, la suite (Py, Py, ..., P,) définit un homomorphlsme de
A-modules : : :
ln . B%_h — B”
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ot BY_, (resp. B,) qui est isomorphe & 4@+ (resp. & A**) est un
A-module cohérent. L’image C, de 4, est donc un sous A-module
cohérent de B,. De plus la suite des C, est une sulte croissante de sous

A-modules de B et on a
b=supC,.

D’autre part pour # > &, B, est un sous 4-module cohérent de B,,
donc B, n C, est encore un sous-A-module cohérent de C,. La suite
n + B, n C, est une suite croissante de sous A-modules cohérents de
B,. On déduit alors de 1’égalité

b, = Sup (B, n C,)

et de I'hypothése que 4 est essentiellement noethérien que b, est un
A-module cohérent. [

Définition (4.3.2). Soit 4 un anneau essentiellement noethéorien d'un
topos S et B = A[t]. A tout idéal cohérent b de B nous allons associer
un idéal cohérent noté a(b) de 4 de la faton suivante: avec les nota-
tions de (4.3.1), pour tout entier £ > 0 posons

Bk = B n Bk »

et soit 4, : b, — B,/B;_, 'homomorphisme canonique. En composant
2, avec V'isomorphisme naturel B,/B;_, =~ A, on obtient un homomor-
phisme de 4-modules

/'{;, . Bk - 4

dont l'image a,(b) est un idéal cohérent de A.
D’autre part, la multiplication par ¢ défini un monomorphisme

50 Dy = Bry

et on a les relations
;"I;'l'i ° sk = Z];

la suite a,(b) est donc une suite croissante d’idéaux cohérents de 4.
On définit alors a(b) par

a(B) = Sup a,(b) -
Rk

Comme la suite a,(b) est localement stationnaire, I'idéal a(b) est cohé-
rent. []

Nous pouvons alors achever la démonstration de la proposition
(4.3). Soit (b,);ex une suite croissante d’idéaux cohérents de 4. Il faut
montrer que cette suite est localement stationnaire. Or la suite {a(b,;) };cx
est une suite croissante d’idéaux cohérents de 4. Elle est donc locale-
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ment stationnaire. Comme la propriété a démontrer est de nature
locale sur S, on peut supposer que {a(b,)} est stationnaire & partir de
7 =1y
De méme comme a(b;) = Sup a,(b;) (4.3.2), on peut supposer
n

que la suite # > a,(b;) est stationnaire a partir du rang n = n,. Mais
la suite i > b; ,, = b; n B, est une suite croissante, de sous 4-modules
cohérents de B, . Elle est donc localement stationnaire et on peut la
supposer stationnaire 4 partir du rang 7 = 7,.

Soit alors j, = sup (4y, 74). Montrons que la suite {b;},cy est station-
naire A partir de ¢ = 7.

Comme @, (b;) est un idéal cohérent de 4, on peut supposer,
puisque c’est vrai localement, que a,(b;) est engendré par k sections
(ay, ag, . . -, a;), a;€ I'(4), pour I =1, ..., k, et on peut supposer de
plus que, pour tout I=1,2,..., &, il existe Q¢ I'(4) [f] tel que
0, € I'(b;) et ait pour terme de plus haut degré 4, ¢™. Soient alors ¢ 2> 7o,
UecObS,PeI'(U,b;) et montrons qu’'ona P e I'(U, b;). La question
étant locale sur U, on peut supposer que P € I'(U, 4) [£]. On va raison-
ner par récurrence sur le degré » de P.

Sin <my,onaPel(UDV,)=1IU,D,,) Ona fini
Sin > n,, le coefficient b de ¢* est localement combinaison linéaire

de a,, as, - . . , 4;. On peut donc supposer que
3
b= lZ B
=1

k
Soit alors P, = P — X Byt ™. Onad® P, <n —1et P, e I'(U, b,).
l=1

D’ot1 le résultat par l’l;ypothése de récurrence. [
On en déduit le théoréme :

Théoréme (4.4). Soient (S, Os) un U-topos annelé et (X, Ox) un S-quasi-
schéma localement de présemtation finie (V 7.2). St Os est un annean
essentiellement noethérien, alors Oy est un anneau essentiellement noethé-
rien.

Démonstration. Comme le résultat & démontrer est de nature locale sur
X, on peut supposer que (X, Ox) = Spec(S, 4) ou 4 est une Os-algébre
de présentation finie. L’anneau 4 est alors (4.3) un anneau essentielle-
ment noethérien. ]



Chapitre VII

Modules sur un schéma relatif.
Exemples de 2-foncteurs F : Top an (oc/S — Cat
représentables par des S-quasi-schémas

1. Modules sur un schéma relatif

Dans ce paragraphe, nous allons en préliminaire définir une notion
de «Ox-moduley, ou X est un schéma relatif sur un topos annelé,
notion que nous comparerons a celle de Ox-module, ott X désigne le
quasi-schéma associé & X. Ces deux notions sont en particulier équi-
valentes quand on fait des hypothéses de finitude convenables.

" Dans tout ce paragraphe, (S Os) désigme un U-topos annelé fixé.

(1.1) Les champs {Alg-mod; S} et {Hg-Mod; S}

(1.1.1) On définit le champ {Alg-Mod; S} sur § comme champ associé
([8] 1.4.1.2) a la catégorie fibrée C sur S suivante:

(i) pour tout U ¢ Ob S, la fibre en U est la catégorie Cy; des couples
(Ao, My) formés d’une I'(U, Os)-algebre 4, et d'un A,-module M,.

(ii) Les foncteurs de changement de base sont les foncteurs «exten-
sion des scalairesy.

(1.1.2) Notons alors {Alg-Mod,; S} (resp. {Alg-Mod,; S}) la sous-
catégorie fibrée pleine de {Alg-Mod; S} dont les objets proviennent
localement des couples (A4, M,) formés d’une I'(U, Os)-algébre de
type {ini (resp. de présentation finie) 4, et d’un A,-module M, de type
fini (resp. de présentation finie). Les catégories fibrées {Alg-Mod,; S},
© =1, 2, sont encore des champs.

(1.4.3) On définit encore la catégorie fibreé { A g-Mod; S} (resp. {Hy-
Mody; S}, resp. { M g-Mody; S}) dont la fibreen U.e Ob S est la caté-
gorie €y (resp. &,), resp. &) des couples (4, M) formés d'une Os-
algebre (resp. d'une Og-algébre de type fini, resp. d’une Os-algébre
de présentation finie) 4 et d'un 4-module (resp. d'un A-module de
type fini, resp. d’'un 4-module de présentation finie) M, et dont les
foncteurs de changement de base sont les foncteurs de restriction. 11
est immédiat que les catégories fibrées ainsi définies sont encore des
champs.
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(1.1.4) Pour tout U € Ob S, on a un foncteur naturel, image inverse,
C, > &y (1.1.1 et 1.1.3)

qui commute aux changements de base des catégories fibrées C et
{Ag-Mod;S}. On en déduit un foncteur cartésien

@ : {Alg-Mod ; S} — (A g-Mod; S},
dont on désignera par ‘

D, : {Alg-Mod; ; S} — {Ag-Mod; S}
les restrictions aux champs décrits en (1.1.2).et (1.1.3).

Proposition (1.1.5). Le foncteur @, (1.1.4) est, fidele et le foncteur D,
(1.1.4) est une équivalence de catégories. '

Démonstration. Soient (4y, M,) et (By, N,) deux objets de la catégorie
Alg-Mod . Une fléche J

(ag, bo) = (Ao, M) — (Bo> Ny)

de cette catégorie consiste en la donnée d'un homomorphisme de I"(0g)-
algébres a, : 4, - B, et d’'un homomorphisme de Ajmodules I, :
My - No,,. Pour démontrer que @, est fidéle et que P, est pleinement
fidele il suffit alors de montrer

a) que soient 4, une I'(0;)-algébre de type fini (resp. de présenta-
tion finie), B, une ['(0g)-algébre et 4 et B les Os-algébres qui leurs sont
respectivement associées, le morphisme de faisceaux qui se déduit du
morphisme de préfaisceaux

U > {HOmF(U,(gS)(AQ ® F(U, 05), BO ® F(U, 05))
" - Hom,yS/U (A/U, BJU)}
est un monomor;bhiéme (resp. un isomorphisme).

b) Remplagant Og par 4, que si M, est un I'(Os)-module de type
fini (resp. de présentation finie) et si N, est un I'(0s)-module, M et N
désignant les Osg-modules qui leurs sont respectivement associés, le
morphisme de faisceaux qui se déduit du morphisme de préfaisceaux

U > (Homp, 0 (My @ I(U, 05), Ny @ I(U, 05))
- HomDS/U (M]U, NJU)}

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme).

La démonstration de a) et b) est immédiate et se fait en utilisant
Iexactitude & gauche du foncteur Hom et des résolutions de 4, du type
(O Ty, ..., t,] = Ag = 0 (resp. I'(Og) [ty, - .., 8,) = T'(O) [, . .., 8,1 —

-
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— Ay — 0) et des résolutions de M, du type I'(05)" — M, — 0 (resp.
(O™ — ['(Os)* — M, — 0). Le détail en est laissé au lecteur.

Pour montrer que @, est une équivalence de catégorie, il suffit de
montrer qu'on peut relever un couple (4, M) olt A est une Og-algébre
qui admet une présentation finie du type

u
Os [ty tyy ..oy 8] > Oty by, .o 8] > A -0

et M est un 4-module qui admet une présentation finie

v
A? - A9 M —>0.
On définit alors A4, par la suite exacte

)
T[0Tty . t,] > (O (ty ... 8] > A, = 0.

D’autre part comme @, est pleinement fidéle v se reléve et en localisant
sur S, on peut supposer que v se reléve en yn homomorphisme de 1'(€g)-
modules v, : A2 — AZ; on définit alors M, par la suite exacte

v
A? 2 A7 M, 0. O

(1.2) Modules sur un schéma relatif
On a défini (V 1.1.5) le champ {Sch; (S, @)} des S-schémas relatifs.
De la méme fagon, on peut définir le champ

(1.2.1) {Sch-Mod ; (S, O5)}

des schémas modulés au-dessus de (S, Og) en replagant dans la définition
de (V1.1.2) pour tout U e ObS, la catégorie Z(U) = Schry, o par
la catégorie 2"(U) des couples (X,, F,) formés d'un I'(U, Og)-schéma
X, et d'un Oy -module F,. On a un foncteur naturel «schéma sous-
jacent »

(1.2.2) s : {Sch-Mod ; (S, Og)} -> {Sch; (S, Og)}
qui induit un foncteur s’ sur les fibres au-dessus de 1'objet final de S
(1.2.3) s" 1 Sch-Mod(s 5) — Schs, o)

le foncteur s’ a une section canonique # obtenu en «recollant » les
foncteurs

ty + 2(U) — 2(U)
X, (X, Ox)
Soit X un S-schéma, on définit Oy par 1'égalité
(1.2.4) 0y = t'(X)



1. Modules sur un schéma relatif 127

Définition (1.2.5). Soit X un S-schéma, on appelle Oy-module (resp.
morphisme de Oy-modules) tout objet (resp. toute fléche) de Sch-
Mods, o) au-dessus de X (resp. de idy) par le foncteur s’ (1.2.3). On
note Mod,, la catégorie des Ox-modules ainsi obtenue. On définit encore
de fagon évidente la catégorie Mod, x (resp. Mod,x) des Og-modules
quasi-cohérents de type fini (resp. de présentation finie).

{1.2.6) Soient X un S-schéma et Xle S-quasi-schéma associé & X. Onaun

‘foncteur naturel
@, : Mody — Mody

de 1a catégorie des Oy-modules dans la catégorie des Oy-modules et des
foncteurs
@, Mod;y - Modix =12

Modyx (tresp. Modyy) désigne la catégorie des Oy-modules de type fini
(resp. de présentation finie).

Proposition (1.2.7). Soient X un S-schéma quasi-compact (vesp. quasi-
compact et quasi-séparé) et X le S-quasi-schéma qui lui est associé. Alors
le foncteur D, . (resp. Day) (1.2.6) est fidéle (resp. est une équivalence de
catégories).

Démonstration. Soient M, N € Ob Mod‘X et soient A, N les Ox-modules
qui leurs sont respectivement associés. Il suffit de montrer que si M est
de type fini (resp. de présentation finie) le morphisme de faisceaux

@x(M, N) : Hompaay(M, N) — Homgody (M, N)

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme).

La question étant de nature locale sur S, on peut supposer que X est
un I'(0g)-schéma et que M et N sont des Ox-modules. Si X est un
schéma affine, le résultat est une conséquence de (1.1.5).

Supposons alors X quasi-compact et soit (U;);ey un recouvrement
fini de X par des ouverts affines. Du fait que la formation du faisceau
associé commute aux produits finis, on déduit facilement qu'on a la
suite exacte

0~ ‘760mModx(M: N) g 1—; C7607”M¢:~c|U’i(zu—Uzo NUi) :
1€
Mais si M est de type fini, de la commutativité du diagramme
0 — Hommoay(M, N) — l—; Hompody, (Mu, Nu)
i€ K
0— ‘%om.llodx(ﬂ: ‘/V) - l—i[ ggﬂmj/odui('ﬂUir ‘/VU,,:)
1€

et du fait que la fleche [] @y, (My,, Ny,) est alors injective, on déduit
©odel
que px(M, N) est injective.
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De méme si X est quasi-compact et quasi-séparé, soit (U,);; un
recouvrement affine fini de X et pour tout (¢,7) € I x I soit (Vl)leL
un recouvrement affine fini de U; n U,. Onaalorsle diagramme commu-
tatif dont les lignes sont exactes
00— %ﬂmModx(M N - H(%ﬂﬂlModU (MU ,NU ) —_ H(?fvaodV (MV)J NVA)

i€l | UL

¥ \ ¥
O'—>c7€0m_/”odx(.ﬂ, :/V g %vmﬂodu ('/%U . c/V ) le(l_l'l; 3€0mﬂodv (e/ﬂy ’JVVJ,)

et le fait que si M est de“’hprésentation finie, gyx(M, N) est un isomor-
phisme résulte de ce que pour tout i € I, ‘.<pU‘i(M up N Ui) et pour tout

AeU L1 ” Py(My,, Ny,) sont des isomorphismes.

2. ‘Platitude

Rappelons la définition :

Définition (2.1). Soient S un %-topos A un anneau de S et M un A-
module. On dit que M est A-plat si le foncteur N+ N @, M de la
catégorie des A-modules dans elle-méme’est un foncteur exact.

et le théoreme

Théoréme (2.2). (P. Deligne). Soit ¢ : (T, O7) — (S, Os) un morphisme
de U-topos annelés et soit M un Os-module plat Alors le Ot-module
M ® g Or est plat [SGA V].

Corollaire (2.3). Soient (S, O5) un ¥-topos annelé, M un Os-module et
(U,)ier un recouvrement de S..Pour que M soit un @g¢-module plat,
il faut et il suffit que pour tout 2 € I, M/U, soit un Osju;module plat.

Corollaire (2.4). Soient (S A) un %-topos annelé, M un A-module
(S A) — Spec(S, 4) et M le A-module i image ré(nproque de M. Pour

que M soit un A-module plat, il faut et il suffit que M soit un A-module
plat.

Définition (2.5). Soit (S, Os) un ¥-topos annelé et soit (4,, M,) un
fobjet de Alg-Modp(as). On dira que M, est Ogplat s'il existe un
recouvrement (Uj);;, de S tel que, pour tout 4, la restriction de
(4o, My) & U, provienne d’un couple (4;, M;) formé d’une I'(U,, O)-
algebre 4, et d'un A;-module M, tel que M, soit un I'(U,, Og)-module
plat.
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(2.6). Soit alors (4, M) I'image de (4,, M) par Ds (1.1.4)- 11 résulte de
(2.2) que M est un Og-module plat.

Définition (2.7). Soient (S, Og) un %-topos annelé et M un Og-module.
On dira que M est de pseudo-présentation finie s'il existe une Og-algébre
de présentation finie 4, un A-module de présentation finie P et un
isomorphisme de Osg-modules de M et de Pyy).

Définition (2.8). Soient (S, Os) un %-topos annelé, M un Og-module de
pseudo-présentation finie et (4, P) comme dans la définition (2.7).
11 résulte de la proposition (1.1.5) qu’on peut relever (4, P) de facon
essentiellement unique en (4,, Py) (4o, Pp) € Ob Alg-Mod,s. On dira
alors que M est Os-fortement plat pour le couple (4, P) si P est Os-
plat (2.5).

- La question suivante est encore a 1’état de conjecture.

Question (2.8.1). Soit (S, O5) un ¥-topos annelé. Les propriétés de
platitude et de forte platitude sont-elles équivalentes pour un Os-module
de pseudo-présentation finie? :

Remargque (2.8.2). Dans le cas out S a «assez »'de foncteurs fibres, il
résulte facilement de EGA IV 11.2.6.1 qu’on peut répondre afflrmatlve—
ment 4 la question (2.8.1).

Définition (2.9). Soient. (S, &) un %-topos annelé, f: X - Y un mor-
phisme de S-schémas relatifs et ¥ un Og-module. On dit que F est
f-plat, s'il existe un recouvrement (U,);c; de S tel que, pour tout 7 € I
les restrictions fy;, et Fy, de f et F a U, proviennent respectivement
d’un morphisme f; : X; — Y, de I'(U;, Og)-schémas et d'un Oy -module
F, tel que F; soit f-plat.

Définition (2.10). Soient (S, O5) un %-topos annelé, ¢ : X — Y un mor-
phisme de S-quasi-schémas de présentation finie et F un Ox-module de
présentation finie. I1 résulte des équivalences (V 3.4) et (1.2.7) qu’on
peut relever le couple (@, #) en un couple (f, F) formé d’un morphisme
f: X —Y de S-schémas de présentation finie et d’un’Oy-module de
présentation finie F. Nous dirons alors que & est g-foriement plat si F
est f-plat. Il en résulte évidemment que F est g-plat et il est probable-
ment vrai (2.8.1) que les deux propriétés sont équivalentes ; elles le
sont d’aprés (2.8.2) si S a assez de foncteurs fibres.

Nous dirons de méme que le S-quasi-schéma de présentation finie X
est fortement plat s’il est fortement plat sur le S-quasi-schéma final
Spec(S, Os).
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3. 2-foncteurs F: Top an loc - Cat ‘représentables
par un S-quasi- schéma

Proposition (3.1). Soient (S, O5) un U-topos annelé, (T, Or) un U-topos
annelé en ammeaux locaux au-dessus de (S, Og), (X, Ox) un S-quasi-
schéma. Alors la catégorie

C = Homgyp an 1aesis, 0g) (T, O1), (X, Ox))

est une catégorie discréte, c’est-a-dire que pout tout couple f, g d’objets de
C, lensemble Home(f, g) est soit vide soit rédust & un isomorphisme de f
dans g.

Démonstration. La propriété a démontrer est de nature locale sur X.
En effet supposons la démontrée pour tous les topos annelés X/U,,
ot (U,);; est un recouvrement de I'objet final de X, et soient f, g un
couple d’objets de C. Alors si pour tout ¢, il existe un isomorphisme
& fy, > 8u;» c€S isomorphismes se recollent nécessairement en un

unique isomorphisme « : f — g; s’il exidte un ¢ tel que HomcUi( fu;

gu,) =, alors Hom¢(f, 8) =@.

On peut donc supposer que X =~ Spec(S, A) ol A est une Os
algébre. Soit alors (y, d) : (T, &) — (S, Os) le morphisme structural.
La donnée de f et g équivaut & la donnée de morphismes de topos
annelés

(@, 6), (p, ) : (T, Or) = (S, 4)
et d’isomorphismes ¢, : p* — y*, & : y* — x* qui rendent commutatifs
les diagrammes

§* 05— g* 4 y* 05— y* 4
31‘5 lo & |§ n
¥ ¥ oo v
Z* 05 E— 01- x* 05 '—‘(‘s‘—> 07

Alors Home(f, g) ekt non vide, et il est réduit & un isomorphisme unique
e==¢7' og : @* — p*, si et sculement sizy oe(d) = 0. 1

(3.2) Les 2-foncteurs F: Zop anloc/(S, Os) — Cat représentables par
des S-quasi-schémas seront donc en réalité des 2-foncteurs & valeurs
des catégories équivalentes ¢ un ensemble, I'équivalence étant obtenue
en associant 4 une telle catégorie I’ensemble des classes d’isomorphismes
de ses objets. A4 un tel 2-foncteur est donc associé de fagon naturelle un
2-foncteur

Top an loc/(S, Os) — Ens.
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En effet plus généralement soit € une 2-catégorie et soit
F:€—Cat

un 2-foncteur tel que pour tout X € Ob€, F(X) soit une catégorie
discréte. On lui associe alors le 2-foncteur

F :8 — Ens

obtenu en faisant correspondre 4 tout X € Ob €, I'ensemble F/(X) des
classes d’isomorphismes des objets de F(X), a toute 1-fleche ¢ de €
'application F'(p) déduite de F(p) par passage aux classes d’isomor-
phismes ; pour toute 2-flécchex : ¢ — ¢ de € comme F(«) est nécessaire-
ment un isomorphisme, on a

Flp) =Fly) et Fla)=tdeg.
Réciproquement, F est déterminé a équivalence prés par la donnée

de F'.
Remarquons d’ailleurs que la donnée d’un 2-foncteur

F:8 — Ens
est équivalente 4 la donnée d’un foncteur ordinaire
F : cat (€) — Ens

qui vérifie de plus : pour tout couple (¢, y) de 1-fleches de € pour lequel
’ensemble des 2-fléches de ¢ dans y est non vide, on a F(p) = F(p).

Définition (3.3). Soit (S, Os) un %-topos annelé et soit
f: Zop anloc/(S, Os) — Ens
un 2-foncteur. (Pour simplifier nous noterons simplement T au lieu de
@ : (T, Or) = (S, Oy)

un objet de la catégorie Top an [0c¢®/(S, &), le faisceau Oy et le mor-

phisme ¢ étant sous-entendus). On dit alors que f est de nature locale,

si, pour tout objet T € Ob Top an (oc¢®/(S, &), le préfaiscean sur T

(3-3-1) fr: U~ f(T]0)

est un faisceau.

Supposons alors que S soit le %-topos final Ens. Le faisceau Os est

. donc un anneau 4 de Ens. On note simplement 4, au lieu de (Ens, 4),

ce topos annelé. Un objet de Top anloc/4 est alors un ¥%-topos annelé

en anneaux locaux (T, Or) avec une structure de A-algébre sur I'(Oy).

En particulier Spec I'(0y) est encore un objét de cette 2-catégorie. Soit

alors

(3.3.2) Jr
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le faisceau sur T associé au préfaisceau
U f(Spec I'(U, 05)) .

Comme T est annelé en anneaux locaux, pour tout U € Ob T on a un
morphisme canonique de Top anloc/4

(3.3.3) Yy : T/U — Spec I'(U, O5) ,
d’oli un morphisme de préfaisceaux

U b flyy) : f(Spec I'(U, 05)) — fT/U)
auquel est associé le morphisme de faisceaux

(3-3.4) Vo fy —>f'r‘~

Théoréme (3.4). Soit A un annean de Ens, et soitf: Top anloc’/4 — Ens
un 2-foncteur. Les conditions suivantes sont: alors équivalentes :

(i) f est représentable par un A-quasi-schéma (i.e. par le U-topos annele

associé & un schéma ovdinairve sur Spec A).

(i) on a les trois propriéiés ; ’

a) f est de nature locale (3.3),
b) pour tout T e Ob Top anloc/d, le morphisme de faisceaux Wy
(3.3.4) est un isomorphisme,
c) la restriction de f d la catégorie des sckemas sur Spec A est vepré-
sentable.

Démonstration. Montrons que (i) =» (ii). Si_f est représentable ona
évidemment (ii) a) et ¢). Pour vérifier qu’on a aussi (ii) b), il suffit de
montrer que pour tout morphisme ¢ de (T, O;) dans un A-quasi-
schéma X, il existe un recouvrement (U,);c; de T tel que ¢, se facto-
rise de maniére unique par Spec I'(U,, O;). Il suffit pour cela de prendre
pour (U));c; les images inverses par @ des ouverts d'un recouvrement
affine (V,);cr de X. :

On a (ii) = (i). En effet, soit X le A-quasi-schéma qui représente la
restriction de f a la catégorie des A-schémas. Par hypothése on a

f(Spec I'(U, Or)) =~ Homgyy oy 1oej4 (Spec I(U, Or), X)

et par suite le faisceau fT est isomorphe au faisceau sur T assoc1é au

préfaisceau
U — Hom(Spec I'(U, Oy), X) .

D’autre part, le raisonnement qui précéde montre que ce dernier fais-
ceau est isomorphe au faisceau

U HOm((T/U, OT/U)) X) .
De plus il est isomorphe au faisceau fr (hypothése ) d’ott le résultat. ]
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Définition (3.5). Soit (S, &) un %-topos annelé. On dit qu'un 2-foncteur
f: Top an’loc/(S, Os) — Ens

est de nature schématique si f est de nature locale (3.3) et sl existe un
recouvrement ¥ = (U,);.; de S tel que pour tout ¢ € I, la restriction

* fy, : Top anloc®/(S/U;, Ogy,) — Ens
soit équivalente a la restriction d’un 2-foncteur
F, : Top an loc®/I(U,, O5) — Ens

qui vérifie les conditions (ii) a) et b) de (3.4).

Pour qu’un tel 2-foncteur soit représentable par un S-quasi-schéma,
il suffit que chacun des F; soit représentable par un I'(U;, 0s)-schéma.
Grice a (3.4), ce dernier probléme est alors équivalent au probléme de
la représentabilité de la restriction des fonctewrs F, 4 la catégorie des
I(U,, Os)-schémas. :

Nous allons appliquer ce qui precede A Pétude de certains 2-fonc-
teurs.

4. Les 2-foncteurs Drap,,(E), Grass,(E) et P(E)

(4.1) Rappelons quelques définitions classiques: Soient (S, Os) un U%-
topos annelé et E un Og-module. Considérons la catégorie Quoty (E)
diont les objets sont les couples (F, p) formés d’un Os-module Fetdun
épimorphisme de Os-modules

P ZIE—>F,

et dont les fléches sont associées & la relation de préordre suivante ;

(F,7) > (G, q)

signifie : il existe un homomorphisme & : ¥ — G tel que ¢ = o p.
L’homomorphisme « est nécessairement un épimorphisme unique-
ment déterminé, et si F et G sont des Ogmodules localement libres de
méme rang fini, « est un isomorphisme.
Soit alors

m o= (my, Mg, . . ., My)

une suite croissante finie d’entiers positifs. On appelle drapean de type
m dans E toute suite croissante.

(4.1.1) (F, p) = {(Fy, p1), (Fa, £3), - -+ s (Fp D2)}
de quotients de E ot Fy, F,, ..., F, sont des @s-modules localement
libres de rang respectifs #,, m,, . . ., m,. On définit alors 'ensemble.

(4.1.2) Drap, (E)
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des classes 4 isomorphisme prés de drapeaux de type m dans E. Lorsque
la suite m est' réduite 4 un entier, m = (»}, on écrit

(4.1.3) Grass, E

(grassmanniénne d’'indice #) au lieu de Drap,, E et lorsque # = 1, on
note ) )
(4.1.4) P(E)

(projectif associé 4 E) au lieu de Grass, E.

(4.2) Le préfaisceau sur S, U — Drap,,(E,) est alors un faisceau qu’on
note

(4.2.1) Drap,(E).
D’autre part, soit E, un I'(0g)-module. On définit le faisceau
(4.2.2) Drap,,(E,)

comme faisceau associé au préfaisceau
U Drapm (EO ®p(05) F(U, 05)) .

Soit E le Ogmodule Ey® rg s, on a un morphisme naturel de
faisceaux

(4.2.3) d, : Drap,(E,) — Drap,(E)

Proposition (4.2.4). Soient (S, O5) un U-topos annelé, E, un I(Og)-
module de présentation finic et E le. Os-module Ey Qrg Os. Le mor-
phisme d,, (4.2.3) est alors un isomorphisme.

Démonstration. Le résultat est une conséquence immédiate de la pro-
position (1.1.5).

(4.3) Définition des 2-foncteurs Drap,, E, Grass, (E) et P(E).
Soient (S, Og) un %-topos annelé et E un Og-module. On définit le
2-foncteur

(4.3.1) Drap,,(E) : Top an loc®/(S, Os) - Ens
comme suit :
(i) pour tout objet f: (T, O1) — (S, Os) de Top an loc/(S, Os), on
pose
Drap,,(E) (f) = Drap,,(Ex)
ot E¢ est le O-module image réciproque de E par f.
(ii) A toute 1-fleche (4, ) : f/ — f de Top an loc/(S, ),
AT, O7) > (T, Oq) ,
e ff Sfol,
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X/s

on associe I'application naturelle qui, compte tenu de l'isomorphisme
ET :) 2'* ET' »

fait correspondre & l'image réciproque par A d'un drapeau de type m
dans E+, un drapeau de type m dans E;'.
On définit de méme, pour m = (n) et pour n» = 1, les 2-foncteurs

(4.3.2) Grass,(E) et P(E).

Proposition (4.4). Soient (S, Os) un U-topos annelé et E un Os-module
de présentation finie. Le z-foncteur Drap, (E) (resp. Grass,(E), resp.
f"(E) est alors représentable par un S-quasi-schéma de présentation finie.

Démonstration. Le 2-foncteur Drap,, E est de nature schématique.
En effet, il existe un recouvrement (U,);c; de S tel que pour tout
ie I, E soit associé & I'(U;, Os)-module de présentation finie E,;.
Le [2-foncteur Drap,(E)y, est alors équivalent & la restriction du
2-foncteur

F; = Drap,(E;) : Top an loc/I(U;, Os) - Ens .

D’autre part, il est immédiat que F; vérifie les conditions (ii) a) et b)
de (3.4). De plus la restriction du foncteur F; 4 1a catégorie des I'(U;, Us)-
schémas est représentable par un I'(U;, Os)-schéma de présentation
finie, d’on le résultat griace 4 (3.4). [

5. Les 2-foncteurs [] (Z/X), Homg(X, Y), Auty(X)

X/s

(5.1) Soit (S, Og) un ¥-topos annelé et soient X un S-quasi-schéma
et Z un S-quasi-schéma au dessus de X. On définit le 2-foncteur

(5-1.1) 1T (Z/X) : Top anloc®/(S, Os) — Ens

X/S
par )I/_! (Z/X) (T, O07) = HomXT(XT, Zy)
(voir [11] exp. 190 No 2). De méme soient X et Y deux S-quasi-schémas,
on définit les 2-foncteurs.
(5.1.2) Homg(X,Y), lsomg(X,Y), Autg(X. Y) de Top an loc®/(S, Os)
dans Ens par

Homg(X, Y) (T, O7) = Homy(X+, Yq),

Isoms(x’ Y) (T) 0'\') = ISOD’IT(XT, YT) y

Auty(X) (T, 07) = Autr(Xy) .

On a en particulier

Homg(X, Y) = [T ((Xx Y)/X) .

X/$
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Proposition(5.2.). Soient (S, O5) un U-topos annelé, X un S-quasi-schéma
de présentation finie, Z un quasi-schéma de présentation finie au dessus
de X. Alors le foncteur [ | (Z/X) est de nature schématique.

“X[S

Démonstration. En utilisant la proposition (V 3.4), on voit qu'il existe
donc une famille couvrante (U,);.; de S, et pour tout ¢, un relévement
de Xy, et Zy, respectivement en un I(U;, O5)-schéma de présentation

finie X; et un I'(U;, Os)-schéma de présentation finie Z;au dessus de X.
Le foncteur H Z|X) est alors équivalent 4 la restriction

Fi = H ,/X) iop an [oc® /F(U,,, 0s) — Ens .
Xi/5;

Le foncteur F; est de nature locale. Il faut montrer que plus que, pour

tout topos annelé en anneaux locaux T au dessus de wu; 0s), le

faisceau F;t est isomorphe au faisceau sur T,associé au préfaisceau
V > F;(SPEC I'(V, O5)) .

Or ceci traduit simplemént la propriété que la restriction du
2-fon¢Tteur F(T/Ui_ o)) (V.3)  la catégorie des T/U;-schémas de présen-
tation finie est 2-fidele. ‘

Corollaire (5.2.1). Soient (S, Og) un %- topos annelé Xet Y des S- -quasi-
schémas de présentation finie. Alors les 2-foncteurs Homg(X, Y),
Isomg(X, Y) et Auts X sont de nature schématique.

On en déduit en utilisant (3.4) et les théorémes de représentabilité

dans le cas de schémas ordinaires ([11] exp. 190)-

Corollaire (5.2.2). Soient (S, Os) un-¥-topos annelé, X un S-quasi-
schéma de présentation finie, propre et fortement plat (V 7. A-et VI)
sur S et Z un S-quasi-schéma de présentation finie et localement quasi-
projectif sur S (V 2.1.3 et 7.1) au dessus de X. Alors H (Z/X) est
représentable par un S-quasi-schéma.

Corollaire (5.2.3). Soient (S, 05) un %- topos annele, X un S-quasi-
schéma localement projectif et plat et Y un S-quasi- -schéma localement
quasi-projectif. Alors Homg(X, Y) est représentable par un S-quasi-
schéma. Si X et Y sont tous deux localement projectifs et fortement
plats sur S, le foncteur Isomg(X, Y) est également représentable par un
S-quasi-schéma.

6. Le 2-foncteur de7 Hilbert

(6.1). Soient (S, Os) un ¥-topos annelé, X un S- quasi-schéma de pré-
sentation finie, F un Oy-module de présentation finie, on définit
conformément a [11] (Exposé 224 No 3), le 2-foncteur
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7
(6.1.1) Quot(F/X/[S) : Top an [oc/(S, Os) — Ens,
ot Quots(F[X/[S) (T, O;) est I'ensemble des quotients de Fr sur X qui
sont de présentation finie et fortement plats sur T. Lorsque F = 0Oy,
le 2-foncteur ainsi obtenu est le 2-foncteur de Hilbert et on le note

(6-1-2) QUO’S(O)(/X/S) = H"bx/s .

Proposition (6.2). Soient (S, Os), X, F comme dans (6.1). Le 2-fonctenr

Quotg(F/X/S) est de nature schématique (3.4).

Démonstration. 11 existe une famille couvrante (U,);; et pour tout

i€ I un I'(U;, Os)-schéma de présentation finie X; et un Oy -module

de présentation finie F; tel que le 2-foncteur restriction du 2-foncteur

Quotg(F/X/S) & Top an loc/S/U, soit équivalente & la restriction du

2-foncteur.

Q; = Quotry,, g9 (F:/X,/Spec I'(U;, 0Os)) : Top an loe/I(U;, Og) — Ens.
D’autre part la propriété que pour tout tbpos annelé en anneaux

locaux T au dessus de Spec I'(U,, 0s), le faisceau Q;, restriction de Q;

a T soit isomorphe au faisceau sur T associé au préfaiscean

V - Q, (Spec I'(V, 0Or))

est une conséquence immédiate de la proposition (1.2.7).

On en déduit le corollaire ([11] exposé 221 3.1):
Corollaire (6.3). Soient (S, O5) un ¥-topos annelé, X un S-quasi-
schéma de présentation finie localement projectif (V 2.1.3) et F un
Ox-module de présentation finie. Alors le 2-foncteur Quofg(F/X/S) est
représentable par un S-quasi-schéma.

7. Le 2-foncteur de Picard

(7.1) Soient (S, Og) un ¥-topos annelé, X un S-quasi-schéma de présen-
tation finie, f: X — S le morphisme structural. On définit, confor-
mément 4 [11] exposé 195 No 3 (voir aussi [19]), le 2-foncteur de Picard.

(7.1.1) Picys : Top an loc®/(S, Os) — Ens.

comme suit. Pour tout T € Top anloc/(S, Os), désignons par T, le topos
fppf, de (T, O;) défini de maniére analogue au topos étale de T, ou
dans la construction de (IV 5), on remplace les couples (U, P) formés
d’un objet U de T et d'un schéma affine étale P surjectif sur Spec I'(U,
O;) par les couples (U, P) ou UeObT et P est un schéma affine
fidélement plat de présentation finie sur Spec I'(U, O¢). Soit alors
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le morphisme déduit de f par changement- de base. On pose
(7.'1.3)£ PiCX/s(T) = HO(TP, leﬁ(ﬁ)”z_rp))

ce qui définit de maniére évidente un 2-foncteur Picy;s dont la res-
triction & un %-topos T est un faisceau. On a_encore :

Proposition (7.2). Soient S un %-topos annelé et X un S-quasi-schéma
de présentation finie. Le 2-foncteur Picy;s (7.1.1) est alors de nature
schématique (3.5).

Démonstration. Soit 1 le 2-foncteur Picys. Il est de nature locale et si
(Uy)ier est un recouvrement de S tel que, pour tout 7, X, provienne
d’un I'(U;, Og)-schéma de présentation finie X, la restriction f;, de f
est équivalente 2 la restriction du 2-foncteur f; = Picy rw,,oy- Chan-

geant les notations, on peut supposer que U, est I'objet final de § et
que X provient d’un I'(0s)-schéma X,. Il reste alors & montrer que le
morphisme de faisceaux

Pr :fT "’fT% (3-3.4)

est un isomorphisme. Or pour U € Ob T, f(Spec I'(U, Or) est isomorphe
au groupe des sections en U du faisceau associé au préfaisceau sur lesite
étale de Spec I'(U, O4)

P HI(XOP: O;I;OP) s

ot Xy, = X, X r(os) P, et fT(U) est donc isomorphe a la valeur en U
du faisceau associé au préfaisceau sur le site fppf de T

(V, P) > HYXo, O, )

ol VeObT et ot P est un schéma affine fidélement plat sur
Spec I'(V, O7). Remarquons que le fait qu’on puisse supposer que
P — Spec I'(V, Oy) est surjectif provient de ce que T est annelé en
anneaux locaux, en effet soit (U, P) tel que UeObT et que
P — Spec I'(U, O) soit un morphisme plat de présentation finie (donc
ouvert); comme on a une factorisation

gy : TIU — Spec I'(U, Or)
on peut remplacer U par l'objet ¥ de T, image inverse par gy de 'ouvert
Vo image de P dans Spec I'(U, Or) et P par P = P Xy, oy W, Oq).

De méme fr(U) est isomorphe au groupe des sections en U du
faisceau associé au préfaisceau sur Tp

(V, P) — HY(Xy,, 0%, )

p) "
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Le morphisme ¢ est alors le morphisme de faisceaux associé au mor-
phisme de préfaisceaux sur le site fppf de T:

(V, P) = oV, P) : HY(X, 0%, ) ~ HY(Xv,, 0%, )

olty,(V, P) est 'application qui, 4 la classe & isomorphisme prés d’un
faisceau inversible L sur X, associe la classe a isomorphisme prés du
OXVP-module inversible ¥, image inverse de L. La propriété que pr
soit un isomorphisme est alors une conséquence de la proposition
(1.2.7). O

On en déduit par exemple (comme conséquence des théorémes de
représentabilité du foncteur de Picard dans le cas des schémas ordi-
naires ([11]) exposé 232).

Corollaire (7.3). Soit S un #%-topos annelé et X un S-quasi-schéma
projectif et lisse sur S. Alors le 2-foncteur Picys est représentable par
un S-quasi-schéma.



Chapitre VIII

Equivalence algébrique-analytique

i. Introduction

Dans ce qui suit le terme d’«espace analytique» signifiera «espace
analytique sur un corps k», ol £ est un corps valué complet non discret
algébriquement clos, fixé une fois pour toutes si on ne précise pas, et la
définition adoptée est celle d’espace analytique avec éléments nilpo-
tents, telle qu’elle est donnée par A. Grothendieck dans [10] Exposé 9.
Le but de ce chapitre est d’étendre au cassdes schémas relatifs propres
sur un espace analytique complexe les théorémes de J. P. Serre de
Gaga [19] (voir aussi 'exposé No 2 de A. Grothendieck au Séminaire
H. Cartan 1956/57). On utilise de fagon essentielle le théoréme suivant
de H. Grauert et R. Remmert [9].

Théoréme (1.1). Sotent Y un espace analytigue, X =P X Y ot P’
désigne Uespace projectif analytique type de dimension v, f: X - Y la
projection, U un ouvert relativement compact de Y, Ox(1) le faiscean
tnversible canonique de X, F un O x-module cohérent. Sous ces conditions :

(i) les Oy-modules R? f., F sont cohérents.
(i) 2! existe un enticr ny tel que pour tout n > ny, f*fo F(n) — F'(n)
sott surjectif sur f~1(U).

(iii) 71 existe um entier m, tel que pour tout emtier n > m, on ait
R?f, F(n) = 0 pour tout entier p > O.

2. La correspondance algébrique-analytique

Comme dans un espace analytique les seuls fermés irréductibles sont
les points, le 2-foncteur «¥-topos annelé associé», noté t, induit un
2-foncteur 2-fidéle de la catégorie des espaces analytiques dans la
2-catégorie des ¥%-topos annelés en anneaux locaux. Nous noterons
(S, Os) le U-topos annelé associé 4 'espace analytique (S, Og).

Proposition (2.1). Soit S un espace analytigue sur un corps k; on désigne
par An|S la catégorie des espaces amnalybiques sur S. Soit (X, Ox) un
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S-quasi-schéma localement de présentation finie. Alors le foncteur
(2.1.1) Homys, 0g) (t( ), (X, Ox)) : An®/S — Ens,

otr Hom’ désigne U'ensemble des classes & un 2-isomorphisme prés de
morphismes admissibles de ‘U-topos annelés en anmeaux locaux, est
représentable. ‘

Démonstration. On est aussitot ramené par localisation au cas ot
X = Spec(S, 4) avec 4 une Os-algebre de présentation finie. Soit
@ : T — S un espace analytique sur S, on a un isomorphisme naturel

Hom(ls, Os) ((T’ OT)) : (X: 0X)) == HomOS (A’ P OT) »

et le foncteur Hom, o ((), (X, Ox)) est donc représentable par le
spectre analytiqgue de A ([15] exposé 19).

(2.2) Désignons alors par X* I'espace analytique qui représente le
foncteur (2.1.1). On définit ainsi de maniére évidente un foncteur

() : X > X*

de la catégorie des S-quasi-schémas localement de présentation finie
dans la catégorie des espaces analytiques sur S.

Remarque (2.3). Soit S un espace analytique complexe. Il résulte de
(VI 4.1) que, pour toute I(Os)-algebre de type fini 4, il existe un
recouvrement ouvert (U,);cy de S tel que, pour tout s € I, A @ rog L'(U;s
Oy) soit une I'(U;, Og)-algébre de présentation finie. On peut aussi dé-
duire cela du résultat plus fin suivant (cf. [5]): Soit S un espace
analytique complexe. Il existe une base d’ouverts U qui ont la pro-

priété : 'anneau des sections de Og au-dessus de 'adhérence U est un
anneau noethérien. On en déduit aussitot:

Proposition (2.4). Soit S un espace analytique complexe. La catégorie
des S-schémas localement de type fini est équivalente a la catégorie
des S-schémas localement de présentation finie.

En particulier, si S un espace analytique complexe et si X est un
S-quasi-schéma localement de type fini, rappelons que nous avons
démontré (VI 4.4) que le faisceau Ox est essentiellement noethérien.
Par la suite, on utilisera seulement le fait que Oy est cohérent.

Proposition (2.5). Soient S un espace analytique, f : X — Y un mor-
phisme de S-quasi-schémas ott X et Y sont localement de présentation
finie, f* : X* - Y"le morphisme correspondant d’espaces analytiques.

Par transitivité (V 6.4.2) & (X, f) on peut associer un Y-quasi-schéma
localement de présentation finie et par le changement de base t(Y") - Y
on en déduit (V 4.1) un #(Y*)-quasi-schéma localement de présentation
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finie X’. On a alors la propriété de transitivité suivante: les espaces
analytiqgues X* et X'* sont canowiquement isomorphes.
La démonstration est facile et laissée au lecteur.

Proposition (2.6). Soit S un espace analytique. Le foncteur X — X*
de la catégorie des S-quasi-schémas localement de présentation finie dans
la catégorie des espaces analytiques sur S a les propriéiés suivantes :

(@) ()* commute & la formation des limites projectives finies et des
sommes finies.

(i) ()* transforme toute immersion (resp. toule immersion fermée,
resp. toute immersion ouverie) (V 7.3) de S-quasi-schémas localement de
présentation finie en une immersion (vesp. une immersion ouverte, resp.
une immersion fermée ([10] exposé 9) d’espaces analytiques.

(iii) ()* transforme tout morphisme séparé (vesp. localement projectif,
vesp. surjectif, vesp. propre) (V 7.3) de S-quasi-schémas localement de
présentation finie en un morphisme despaces analytiques sur S séparé
(resp. localement projeciif, resp. surjectif, résp. propre).

Démonstration : (i) résulte du fait que le foncteur ( )" transforme I’objet
final Spec (S, &s) des S-quasi-schémas en 1'espace analytique S, et de
ce que ()" commute aux produits fibrés, comme on le voit en revenant
4 la définition par représentabilité du foncteur (2.1.1). (ii) se démontre
en revenant a la description locale du foncteur ()* et & la définition
des immersions dans le cas des quasi-schémas et dans le cas des espaces
analytiques.

(i) et (ii) entrainent 'assertion sur les morphismes séparés puisqu’un
morphisme f: X — Y de S-quasi-schémas est séparé si et seulement
si le morphisme diagonal

Ay : X > Xy X

est une immersion fermée.

Pour démontrer les autres assertions de (iii) remarquons que grice
4 (2.5), il suffit de les démontrer pour les morphismes de but le S-quasi-
schéma final. Examinons alors successivement les cas restants

a) Soit X un S-quasi-schéma localement projectif. Comme la pro-
priété a démontrer est de nature locale sur S. on peut supposer que
X est associé 4 un sous-schéma fermé de type fini X, du schéma projectif
P?‘(as). SOit

i: X —> P§

I'immersion fermée correspondante de S-quasi-schémas. Comme on le
voit aussitdt en utilisant la définition de Pg comme solution de pro-
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bléme universel, I’espace analytique associé a P§ est ’espace projectif
relatif P, x S ol P} désigne l'espace analytique projectif absolu de
dimension 7. Le morphisme #* est alors une immersion fermée et par
suite X* est une espace analytique projectif sur S.

b) Soit X un S-quasi-schéma de présentation finie tel que le mor-
phisme structural f soit surjectif. Il faut montrer que f* est surjectif,
ou encore que, pour tout s € S, la fibre (%)~ (s) est non vide. On peut
supposer X associé a un I'(0s)-schéma de type fini (X, ) et 'hypo-
thése entraine que pour tout se€ S, le morphisme X, — Spec Os
déduit de f, par passage a la fibre est surjectif, ou encore que la fibre
géométrique

Xy(s) = Xo, Qo5

est non vide. L’application du Nullstellensatz & un ouvert affine non
vide de X,(s) montre alors aussitot que la fibre (f*)~1 (s) de X* est non
vide.

¢) Soit X un S-quasi-schéma propre. Nous allons montrer qu’en
localisant suffisamment sur S, on peut supposer que X est associé
aun ['(0g)-schéma X tel que le morphisme structural f: X — Spec I'(¥s)
soit propre, et que de plus il existe un schéma X’, g : X’ — X, au dessus
de X tel que g soit un morphisme projectif et surjectif et que f' = f o g
soit projectif. Graice 4 a) et b) on en déduira que le morphisme fest
projectif et que le morphisme g* est projectif et surjectif, on en déduit
aussitot que f" est propre. En effet, il faut montrer que f* est univer-
sellement fermé, mais les hypothéses étant stables par changement de
base, il suffit de montrer que f* est fermé. Or soit F un fermé de X7,
FUF) = f*(g""*(F)) est fermé. On utilise d’ailleurs seulement ici les
hypothéses que f” est projectif et que g est surjectif.

Or, en localisant sur S, on peut supposer que X est associé & un
I'(Os)-schéma X et 'hypothése entraine que pour tout s e S, la fibre
X, est un schéma propre sur Spec Os ;. Mais comme I’anneau Os s est
noethérien, on peut appliquer le lemme de Chow (EGA 1I) (5.6.2) et il
existe alors un O, ~schéma X, g, : X, — X, au dessus de X,, tel que g,
soit projectif et surjectif et que le morphisme structural f; : X, — Spec
Os , s soit projectif. Mais comme on a:

Os,s =1im I'(U, Oy) ,

—
selU

il résulte des théorémes de passage a la limite inductive (EGA IV 8)
qu’en remplacant S par un ouvert convenable U contenant s, on peut
supposer que X, fo, & Se relévent respectivement en X7, f/, g en sorte
que f* = f o g soit projectif et que g soit surjectif et projectif. [
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Proposition (2.7). Soient S un espace analytique et X un S-quasi-schéma
localement de présentation finie. Alors le morphisme structural de U-topos
annelés en anneaux locaux

@ HX") - X
est un morphisme plat.

Démonstration. Comme la question est de nature locale sur X, on peut
supposer que X = Spec(S, A) ot 4 est une Og-algébre de présentation
finie. On a alors X* = Spec an 4. Soient % un point de X*, s son image
dans S. L’image »” de x dans X est le point de Spec 4, ou

As =4 ®OS OS,s ’

image inverse de l'idéal maximal de Oy , par l'homomorphisme

naturel
p A, = Oxh ,.

11 suffit alors de montrer que le localis¢ |

_'P;; : (As)x' g OX, by

est un homomorphisme plat d’anneaux locaux. Mais p,, devient un
isomorphisme par passage aux complétés ([15]) exposé I9 prop. 3 et
prop. 4) et comme Oyk , est noethérien, ’homomorphisme Oy% , —
— Oy , est fidélement plat. D’olt le résultat. [

(2.8) On notera alors avec les notations de (2.7)

F + F*

le foncteur «image réciproque» de la catégorie des Oy-modules dans
la catégorie des Oynr-modules, foncteur qui est exact en vertu de la
proposition (2.7).

Corollaire (2.9). Soient S un espace analytique, X un quasi-schéma
localement de présentation finie, F et G deux Ox-modules et supposons
que F soit de présentation finie (resp. que F admette localement une
résolution de longueur p -+ 2 par des Ox-modules libres de type fini).
(Si S est un espace analytique complexe, nous avons vu que Ox est
cohérent et que 'une ou l'autre de ces conditions équivaut a «F est
cohérent»). Alors 'homomorphisme naturel

(%U%QX(F, G))h —> :760’7’20 1k (Fh', Gh)
(resp, (b ty (F, G))* — é”’wthh(F", G, n<p

est un isomorphisme.
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Démonstration. La propriété étant de nature locale sur X, on peut
supposer que F admet une présentation

0% - 0% - F -0
(resp. Lyyo > Lypy =~ -+ > L= F - 0).
I.’assertion sur les Hom est alors immédiate, et 1’assertion sur les

. St se voit par récurrence sur p en appliquant 'hypothése de récur-
rence & F; = Ker {L; — F}).

3. Comparaison des images directes supérieures

Soient S un espace analytique, f : X — Y un morphisme de S-quasi-
schémas localement de présentation finie, et F un Oy-module Pour
tout entier p, on a un homomorphisme naturel

(3-1) gt (R? fy FY > RP f} F*.

Dans toute la suite, nous nous limitons au cas ott S est un espace
analytique complexe. Pour tout S-quasi-schéma localement de type
fini X, le faisceau structural Oy est alors un faisceau cohérent (V1 4.4).
Démontrons le théoréme de comparaison :

Théoréme (3.2) Soient S un espace analytique complexe, f: X — Y
un morphisme propre de S-quasi-schémas localement de type fini et F un
Ox-module cohérent. Pour tout entier p, I homomorphisme (3.1)

¢ : (R? fy F)' - R? fL T
est alors un isomorphisme.
Démonstration. Nous allons montrer d’abord qu’on peut se réduire au
cas ot Y = Spec(S, O5). En effet a f : X — Y est associé par change-
ment de base un t(Y”)-quasi-schéma localement de-présentation finie
(X', f) et X'* est isomorphe & X"* (2.5). Soit F’ I'image réciproque
de F sur X’. L’homomorphisme ¢ se factorise alors par
(3.2.1) e (R fo F)* - RP f F' .
Comme le morphisme #{Y*) - Y est un morphisme plat, & est un
. isomorphisme (on a montré (VI 2.5.2) que c’est vrai dés que f est quasi-
complet et quasi-séparé). On est donc ramené a démontrer le théoréme
dans le cas ott Y = Spec(S, Us). Soit alors z: Spec(S, Os) — (S, 0s)
le morphisme structural, et

Jfo=meof i (X, 0x) = (5, Os);
on a alors les isomorphismes (VI 2.4.8 et 2.3)
(3.2.2) (R? foe F)* 20y (RP fy F) =~ R fou F .
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Examinons alors d’abord le cas particulier ot X est localement
projectif sur S. La propriété a démontrer étant de nature locale sur S,
on peut supposer que X est associé a un sous-schéma fermé de type
fini du schéma projectif Pf 4 -

Soient 7 : X — P§ et /" : X* ¢ P} x S les immersions fermées cor-
respondantes de S-quasi-schémas et d’espaces analytiques respective-
ment. Les foncteurs 7, et ¢% sont exacts et transforment faisceaux
cohérents en faisceaux cohérents. On est donc ramené a démontrer
I’énoncé dans le cas olt X = P§. Nous procédons par récurrence sur 7.
Si7=0o0naf=idsges,og, [ = ids,o et le résultat est évident.
Soit 7 un entier > 0. On sait déja que pour tout # € Z

fo* Ox(n) _>ff;(- Oxh (n)

est un isomorphisme, chacun des deux membres étant d’ailleurs iso-
morphe 4 la partie homogéne de degré = de Oglty, %y, . . ., £,].

En remplacant S par les ouverts d’un recouvrement assez fin,
on peut supposer que F provient d’un faisceau de présentation finie F,
de P7,) et par suite qu’on a une suite exacte du type

Dfes Ox(—m;) — @]y Ox(—p;) > F - 0.

En remplacant encore S par des ouverts relativement compacts for-
mant un recouvrement, on peut supposer ((VI 3.4) et théoréme de
Grauert et Remmert (1.1)) qu'il existe un entier %, tel que pour # > n,,
on ait pour tout entier p > 0

Rffy F(n) =0 et RPf* F'mn) =0
et les suites exactes
@f:d‘* Ox (— m; +n) — (‘B;'=1f* Ox(— b+ n) —> fy F(n) -0,
@fﬂfi Oxh (— m; + n) — ®§=1f§2 Oxh (— P+ n) — fir FMn) - 0.
On en déduit naturellement que pour » > n, et pour tout entier p,
’homomorphisme
R f,, F(n) - R fi Fh{n)

est un isomorphisme.

Soit alors & : F — F(n) I’homomorphisme «multiplication» par 7 -
et soit G = Kero, H = Ima, K = coker o; de sorte qu’on a les suites

exactes courtes
0-G—-F—-H-—>0,

0> H—> F(n) > K —0.

Comme on sait déja démontrer le théoréme pour F(n), il suffit de le
démontrer pour G et K. Or G et K sont nuls au dessus de l'ouvert U
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image réciproque de l'ouvert affine U, de Pp ), complémentaire du
sous-espace fermé Z = Pp, ‘ , défini par Fidéal I = (£). On est donc
ramené 3 démontrer.le theoreme pour un faisceau G cohérent et nul
sur U. En remplacant encore S par les ouverts d’un recouvrement
assez fin, on peut supposer que G provient d’un faisceau de présentation
finie G, sur Pr,, & support dans Z. Tl -existe alors un entier % tel que

I*G, = 0. Un dévissage par les suites exactes
0 — I"1 Gy — I"Gy— I" Go/ "' Gy — 0
nous raméne au cas'oit I G, = 0. Si ¢ désigne alors 'immersion fermée

) SO

définie par I'idéal I on a G ~ 4.4% G, d’ol le résultat d’aprés I’hypo-
thése de récurrence.

Démontrons le théoréme dans le cas olt: X est propre sur Spec(S, 0s).
On peut ici encore supposer que X est associé a un ['(Og)-schéma

propre X.
Soit alors s € S. Pour tout ouvert U de S contenant s, 'image

inverse de X/f*U par le morphisme canonique
t (Spec Og ) — Spec (S/U, Ogp) ,
est équivalente au topos annelé associé au schéma
X, = X ®@rg)0s,s

D’autre part, soit Coh (X/f* U) la catégorie des Oyjy-modules
cohérents. L'image réciproque par le morphisme

JX) = X[f*U

induit une équivalence de la catégorie lim Coh (X/f*U) dans la caté-
sel
gorie des Oxgsmodules cohérents Coh(X).
Soit F un Ox-module cohérent. Pour prouver que ¢ (3.1) est un
isomorphisme, il suffit de prouver que, pour tout s € S,

(3-2.3) @, 1 (R fo, F), — (R f FY);

est un isomorphisme. Or en utilisant ’équivalence
lim Coh (X/f*U) — Coh(X)
a7

on voit aussitot que les conditions énoncées ne dépendent que du
Ox-module F, associé & F. On remarque, d’ailleurs, que d’apreés

(VII 2.4.5), on a un isomorphisme canonique
(3.2.4) (R foq F)y = HP(X®, F¥) .
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Soient K, = Coh(X,) la catégorie des Oy -modules cohérents K{
la sous-catégorie pleine de K, formée des Oy -modules cohérents tels
qu’il existe un ouvert U contenant s et un relévement en un Oy -
module cohérent vérifiant le théoréme. I1 suffit de montrer que K;=K_.
On peut alors appliquer le lemme de dévissage de [EGA 111 3.1] : K, est
une sous-catégorie exacte de K,. Il suffit de vérifier que pour tout
fermé irréductible Y, de X| il existe un faisceau cohérent G, de support
Y, qui appartienne a K. On est alors ramené au cas ol X, est irré-
ductible et ot Y, = X,. Il existe alors un schéma irréductible X et un
morphisme g, : X, — X, projectif et surjectif tel quef, o g, = f; soit pro-
jectif (lemme de Chow [EGA II5.6.2]). Pour » assez grand, on a
R? g, Oyn) = 0 pour tout p >0, et le faisceau g,, Ox!(n) a pour
support X;. En remplacant S par un ouvert convenable contenant s,
on peut supposer [EGA IV 8] que X et g, se relévent respectivement
en le I'(Og)-schéma projectif X’ et en le I'(Og)-morphisme g: X’ — X
projectif et surjectif. Notons alors

g X - X

le morphisme de S-quasi-schémas associé 4 g. Pour » assez grand on a
R? g, Oy.(n) = 0 pour tout $ > 0. Soit alors G = g, Ox(n). Comme
le morphisme ‘
t (Spec O; ;) — Spec(S, Us)
est plat, G; est isomorphe a g, OX;(n). 11 suffit donc de démontrer
que G vérifie le théoréme.
Comme, pour tout » > 0,ona R? g OX; (n) = 0, ’homomorphisme

(3.2.5) H?(X,, g Ox/(n)) — H? (X, Oy (n)

est un isomorphisme. De méme la suite spectrale de Leray
R? ft (R7 gt Oxm(n)) = RPFI flOxi(n)

dégénére, puisque l'application du théoréme, démontré dans le cas
projectif, 4 g, montre alors que R? g% Oxn(n) = 0 pour ¢ > 0, et on
a l'isomorphisme

(3.2.6) RO fL (g% Oxn(n) 2 RO [ Ox(n) .

D’autre part en utilisant le théoréme dans le cas des morphismes pro-
jectifs, on voit qu’on a l'isomorphisme

(3.2.7) H? (X}, 0 (n)) 2 (R? [ Oxi(n),

En tenant compte alors des isomorphismes (3.2.2), (3.2.4), (3.2.5),
(3.2.0) et (3.2.7), on obtient le résultat. [
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Corollaire (3.3). Soit X un quasi-schéma propre sur I’espace analytique
complexe S. Alors le foncteur F — F" de la catégorie des Oyx-modules
cohérents dans la catégorie des Oxr -modules cohérents est pleinement
fidele.

Démonstration. Soient F et G deux Oy-modules cohérents. Le faisceau
Homo, (F, G) est un Ox-module cohérent et ’homomorphisme

Homgy (F, G)* — Hom,, , (F", G")
est un isomorphisme (2.9). On en déduit (3.2) en notant f : X — Spec(S,
0s), le morphisme structural et fy = of : X = S, que
fo, Homo (F, G) — [y Homeg(F", G")
est un isomorphisme, donc aussi
Homy, (F, G) — Hom,,,(F", G")
est un isomorphisme. []

Corollaire (3.4). Soient X un quasi-schéma propre sur I'espace analy-
tique complexe S, s € S, I et G deux Oy-modules cohérents. Notons
X; = X Xspeeis, 05) 1 (Spec Oy, et Fy et G, les Oy -modules images
réciproques de F et G. Pour tout entier , il existe alors un isomor-
phisme canonique.
Ext@xs (X,; Fs, Gg) = IEE Extp,
seU

(X%; F%, GY) .

A
U
Démonstration. Les faisceaux Extp (F, G), n € N, sont cohérents et on
a les isomorphismes (2.9)
(3.4.1) (fty (F, G))* = &ty 0 (FP, Gh .
D’autre part, comme le morphisme de topos annelés 7, : X, - X est
plat, 'homomorphisme
(3.4.2) af (Szip (F , G)) - Sty (F, G
S
est un isomorphisme [EGA Oy 12.3.5].
Par ailleurs comme on a les deux suites spectrales
(3-4.3) H? (X, 62th, (F, G)) = Exty (X; Fy, Gy)
s S
et
(3.4.4) im H? (X}, é”mlSX{zI(F?], G})) = lim Extj

seU seU

Xb, Ft, Go)

PR

il suffit de montrer que les termes initiaux sont canoniquement iso-
morphes. Or H?(X_; Exty (F,, G,) est isomorphe (VII 2.4.5) a lafibre
S
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en s du faisceau R? f, Ext} (F, G), d’oli le résultat grace au théoréme
(3.2). [

Théoréme (3.5). Soit X un quasi-schéma propre sur Uespace analytique
complexe S. Alors le fonctewr F v+ F* induit une équivalence de la
catégorie des Ox-modules cohéyents dans la catégorie des O xh-modules
cohérents.

Démonstration. On sait déja (3.3) que le foncteur considéré est pleine-
ment fidele. Il suffit donc de montrer que pour tout Oxs-module
cohérent F’, il existe un Oy-module cohérent F tel que F’ soit iso-
morphe & F* On dira plus simplement que F’ se reléve en F. 11 suffit
alors de montrer, compte tenu des hypothéses et de la proposition (3.3).
que F’ peut se relever au voisinage de chaque point s de S, les reléve-
ments locaux se recollant nécessairement.
Nous décomposons la démonstration en plusieurs étapes

(3.5.1) Soit i : XY une immersion fermée de présentation finie de
S-quasi-schémas propres de présentation finie, si tout Oyi-module cohérent
se reléve, alors tout Oxh-module cohérent se ¥eléve.

En effet, X est défini par un idéal cohérent J de Oy et le foncteur 7,
induit une équivalence entre la catégorie des Oy-modules cohérents
et la catégorie des Oy-modules cohérents annulés par J. De méme
le foncteur 4% induit une équivalence de la catégorie des O xi-modules
cohérents et des Oyw-modules cohérents annulés par J*. Soit alors F'
un Ogh-module cohérent. Le Oyr-module cohérent G’ = i, F’ se reléve
en un Oy-module cohérent G. De plus comme le foncteur ()" est exact,
on a

(J-G)=3*G"=0

et comme il est pleinement fidéle (3.3.), on en déduit que J-G =0
et donc que F’ se reléve.

(3.5.2) Le théoréme est vrai pour les S-quasi-schémas de présentation finie
localement projectifs.

En utilisant ce qui a été démontré en (3.5.1) et compte tenu de la
nature locale du probléme, on voit qu'il suffit de le démontrer pour le
quasi-schéma projectif type X = P§. Soit alors F’ un Oxi-module
cohérent. En utilisant le théoréme de Grauert et Remmert (1.1), on
voit qu’au dessus de tout ouvert relativement compact U de S, il
existe une suite exacte

L, L; Fy 0
ot L] et L), sont des O,%-modules du type @, Ox!(—n,). On peut
donc les relever en des Oy-modules L, et L, du type @F, GXU(“’%)-
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Comme le foncteur ( )* est pleinement fidele, v’ se reléve en v et donc Fyy
se reléve en le Oy -module Coker v.

(3.5.3) Envisageons alors le cas géneral d’'un quasi-schéma X propre
sur §, qu’on peut supposer associé 4 un schéma X propre sur Spec I'(Og).
Soit se S et soit X le schéma X, = X Qr) Os,,- Ce schéma X

est noethérien. Soit Y, une partie fermée de X,. Les théorémes de
passage a la limite [EGA IV 8], montrent qu’il existe un ouvert Ude S
constenant s tel que Y| se reléve en une partie fermée Y, de X
= X Qg (U, Og). Dans ce qui suit, on notera de la méme fagon
un fermé dans un schéma et 'unique sous-schéma fermé réduit qui lui
est associé. Soit Yy, le S-sous-quasi-schéma fermé de X, associé & Yy,
On note P(Y) la propriété suivante pour Y, : P(Y) : pour tout ouvert
V tel que V C U et tel que s € V, pout tout Oxl-module cohérent I’ de
support contenu dans Y, il existe un ouvert W tel que se W et W c V
et que la restriction Fyy de F' a X3}t se veléve en un 0X£V—module cohérent.

La propriéte P(Y,) ne dépend que du fermé Y choisi et P(@)
est évidemment vérifiée. De plus, démontrer le théoréme équivaut
a démontrer P(X). Ceci nous améne a une autre réduction :

(3.5.4) Pour démontrer la propriété P(X,) décrite en (3.5.3), on peut
supposer que le schéma X est réduit.

Soit N, le nilradical de X,. Comme X est un schéma noethérien,
N, est un Oy -module cohérent et nilpotent. L’immersion fermée de

présentation finie et surjective
it Xo X,

définie par N, se reléve sur un voisinage convenable U de s en une
immersion surjective de présentation finie

Jo i X\ Xy .
Comme jy est surjective, I'idéal N” quasi-cohérent de type fini de Oy,
qui définit 7 est contenu dans le nilradical de Oy, et comme X; est
quasi-compact, on voit qu’il existe un entier positif # tel que N* = 0.
Dans la suite, nous simplifions les notations en remplagant U par
I’objet final.

Supposons alors démontrée la propriété de relévement des faisceaux
cohérents pour X’ au voisinage de s (P(X;) est vraie) et montrons
que P(X) est vraie pour X. Soit G un Ogr-module cohérent et posons
G, = (NM* G, pour k =0,1,...,n, avec G, =G et G, = 0. Pour
k=1,2,...,n, on a la suite exacte

0~ Gy~ Gy - Gyy[G, — 0.
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Les faisceaux G;_,/G, se relévent au voisinage de s puisqu’ils sont
annulés par N’ et que sur X', P(X;) est vraie. On démontre alors
que G, se reléve pour tout k par récurrence descendante sur % a partir
de & = n.
En effet, si H, et L, sont respectivement des relévements de
Gy_4/G, et de G, sur un voisinage convenable de s, l'isomorphisme
152 Ext},xU (Xys Hypyo Lyyy) :'lirfl, Exty, (X5 (Gi—1/GR)y Gry)

h
U
seU selU

montre qu’on peut relever G, , qui est extension de G;_,/G, par G,
sur un voisinage convenable de s.

(3.5.5) Démonstration de la propriéié P(X,) décrite en (3.5.3) dans le
cas ot X est réduit.

On démontre que pour tout fermé Y, de X, la propriété P(Y ) est
vraie, par récurrence noethérienne. Le schéma de la démonstration est
inspiré de celui d’une démonstration donnée par A. Grothendieck dans
I'exposé No 2 au séminaire H. Cartan de 1956/57.

On commence par faire une réduction’ au cas oit X est irréductible.
Si X, n’est pas irréductible, il est réunion finie de fermés irréductibles
(Y 4=1,2,...,n Relevons les Y? au dessus d’un voisinage con-
venable de s en des fermés Y? de X et soient 7, : Y\ ___ X" les immer-
sions fermées d’espaces analytiques correspondantes. Seit F’ un
Oxn-module cohérent et soit, pour i =1,2,...,#n

F;=]¢*]:k F.

Chaque F; est cohérent et comme P(Y?}) est vrai par hypothése, on
peut supposer, en localisant sur un voisinage convenable de s’'que
chaque F; se reléve en un Ox-module cohérent F;. Le Oxi-module
@7_, F; se releve alors en le Oy-module @7, F,. Considérons alors
T’homomorphisme

u:F - O, F;.

Comme X, est réduit, la restriction de 7, : Yi\_ X 4 (Yﬁ —UYin Y@)
j#1
est une immersion ouverte. On peut donc supposer, en rétrécissant

encore le voisinage considéré que la restriction de 7, : Y% — X* 3

(Y”’ — U Yitn Y”’) est une immersion ouverte. Si bien que # est un
=i

isomorphisme sur le complémentaire de la réunion des (Y n Y7*),_..
Soient alors G’ = Ker #, H’ = Coker # et soit K’ le faisceau défini

par les suites exactes
0-G - F —-K -0,
0->K - @, F,—~ H —0.
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Les faisceaux G, H' et K’ sont des Oxr-modules cohérents. De plus,

le support de G’ et de H’ est contenu dans le fermé 2% = {J (Y?* n Y7%)
3 . jAi

Comme Z, = |J (Y n Y)) est un fermé strictement contenu dans X,

G’ et H' se relévent d’aprés I'hypothése de récurrence. De méme K’

se reléve puisque le foncteur ()* est exact. On en déduit que F’ se

reléve localement d’aprés la propriété de relévement des extensions.

(3.5.6) On est donc ramené au cas o X est irréductible.

On utilise le lemme de Chow dans le cas irréductible [EGA 11 5.6.2] :
Il existe un schéma irvéductible X; et un morphisme m, : X, — X,
projectif et bivationnel tel que f,= f, o7, : Xy — Spec O s,s Soit pro-
jectif. En particulier il existe un fermé Y strictement contenu dans X,
tel qu'au dessus de U; = X, — Y, , induise un isomorphisme.

Sur un voisinage convenable de s, on peut relever la situation, si
bien qu’en changeant au besoin les notations, on obtient un morphisme
7 : X' = X de I'(Og)-schémas, avec & projectif, /' = f o projectif et
tel que z induise un isomorphisme au dessus de U ouvert qui reléve
de U,.

Soit alors F’ un Oxi-module cohérent et soit G’ = #"" F’'. G’ se
reléve sur un voisinage convenable de s, en un Ox-module cohérent
G et d’aprés (3.5.1) on a

(7 G)* =~ Al G*.

De phis, la restriction & U”* de 'homomorphisme canonique
v:F -l ¢~ (7, G)

est un isomorphisme. On utilise alors le méme raisonnement que pré-
cédemment et si H’ = Ker v, K’ = coker v, et si L est défini par les
suites exactes

0O-H - F —-L -0,

O—>L'—>(n*G)h——>K'——>O.

H’ et K’ se relévent puisque par I'hypothése de récurrence P(Y) est
vraie et que H’ et K’ sont 4 support dans Y”. On en déduit que L’ et
par suite F’ se relévent. Ceci achéve la démonstration du théoréme

(3.5). @

Corollaire (3.6). Soit X un quasi-schéma propre sur un espace analy-
tique complexe. I y a alors une bijection naturelle entre I’ensemble
des souis-quasi-schémas fermés de présentation finie et I’ensemble des
sous-espaces analytiques fermés de X™.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme (3.5) ol on restreint
le foncteur F > F* A la catégorie des faisceaux de Ox-modules cohé-
rents quotients de Oy. [
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Corollaire (3.7). La restriction du foncteur ( )" 4 la catégorie des quasi-
schémas propres sur un espace analytique complexe S est un foncteur
pleinement fidéle.

Démonstration. Soient X et Y deux S-quasi-schémas propres. Il faut
montrer que I'application naturelle

( )* : Homg(X, Y) - Homg(X", Y*)

est un isomorphisme.

Or lapplication graphe est un isomorphisme de l'ensemble
Homg(X, Y) sur le sous-ensemble des sous-quasi-schémas fermés de
présentation finie G de X XsY tels que la restriction a G de la projec-
tion sur X induise un isomorphisme

p: G X,

Soient alors f et g € Homg(X, Y) tels que f* = g". On déduit de (3.6) que
f et g ont méme graphe et donc que /= g.

Montrons que ( )* est surjective. Soit f* : X* — Y* un morphisme
de S-espaces analytiques. Son graphe définit un sous-espace analytique
de X* x ¢ Y* qui d’aprés (3.6) se reléve en une immersion fermée de
présentation finie de S-quasi-schémas

ZN~—> X XY

pour montrer que Z est le graphe d’un morphisme de S-quasi-schémas
de X dans Y, il suffit alors de montrer que la composée avec la projection
sur X

j:Z\—>XXSY—>X

est un isomorphisme. Or on sait que 7 est un morphisme propre de pré-
sentation finie, affine. Comme on peut par localisation se ramener au
cas olt X est un schéma noethérien, on en déduit que 7 est fini. De plusy
est un monomorphisme., En effet dire que j est un monomorphisme
équivaut A dire que les deux projections

pry, pry 1L X L3 X

sont égales. Mais comme j* est un isomorphisme, on a (pr)" = (pra)",
d’ot pr, = pr, puisque le foncteur ( )* est fidéle. Or tout monomorphis-
me fini est une immersion fermée (cf. par ex. [18]), donc 7 est une
immersion fermée définie par un idéal cohérent J de Ox. Comme J* = 0,
on en déduit que J = 0, donc j est un isomorphisme, et par suite Z est
le graphe d’un morphisme f qui reléve f. [
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4. Application 4 1a représentabilité de certains foncteurs

Proposition (4.1). Soit S un espace analytique et soit

F : An%/S — Ens

un fonctewr. Supposons que F soit isomorphe & la restriction @ An°(S
d’un 2-fonctenr

F’ : Top anfoc/(S, Os) — Ens

représentable pay un S-quasi-schéma de présentation finie X et soit (X, &)
une donnée de répresentation de F'. Alors F est représentable et si
P HX?) — X désigne le morphisme canonique de U-topos anmnelés et
si & = F'(p) (£), (X", &) est une donnée de représentation de F.

Citons pour terminer quelques exemples de foncteurs auxquels on
pourra appliquer la proposition (4.1).

(4.2) Les foncteurs Drap,,(E), Grass,(E) et P(E) (VII. 4) ot E désigne
un Og-module de présentation finie.

(4.3) Le fonctewr Hilbgns. Soit X un quasi-schéma propre sur un
espace analytique S. Le fait que le foncteur Hilbyng

Hilby#s : An°/S — Ens

défini par: « Hilbys/s(7) est I'ensemble des classes d’isomorphismes de
Oyl -modules cohérent quotients de O xl et plats sur 7'» soit isomorphe

a la restriction du 2-foncteur Hilbys défini en (VIL. 6) résulte alors de
(3.5) et de la propriété suivante: Si F est un Oy-module cohérent tel
que F* soit S-plat, F est S-plat. En effet comme la propriété & montrer
est de nature locale sur X on peut supposer que X = Spec 4 ot 4 est
une I'(0g)-algébre et’que F est associé & un A-module de présentation
finie F,. Pour voir que F est S-plat, il suffit de montrer que pour tout
seS, Fi=Fy @, Os,, est Os +plat, ou encore que F, est Os s plat
en tout idéal maximal z de 4. Mais comme le corps de base est €, donc
algébriquement clos, A tout idéal maximal correspond un point x de X*
et (4,), = Oyn , est fidélement plat. D’ott le résultat.

(4.4) Le foncteur Picyn /s- Soit S un espace analytique complexe et soit
f: X — S un S-quasi-schéma propre de présentation finie. Le foncteur
image inverse induit une équivalence de la catégorie des Oy-modules
inversibles, sur la catégorie des Oxn-modules inversibles. On en déduit
aussitét que le foncteur

Picyn;s : An®/S — Ens



156 VIII, Equivalence algébrique-analytique
défini par Picyss(T) = HO(T, RY(f7)} O ) est isomorphe A la restric-
tion du 2-foncteur
Picyys : Top an [oe®/S — Ens
défini par Picys(T) = HO(T, R fr+ O;"(T).
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