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Introduction 

Le présent travail est consacré à la théorie du complexe cotangent sur 

les topos annelés (globalisation du formalisme d'André ([1), [2]) et Quillen ([24], 

[25]», et à des applications de celle-ci à quelques problèmes de déformation infi­

nitésimale globale. Les plus intéressantes concernent des calculs d'obstructions à 

la déformation de schémas en groupes plats commutatifs, calculs qui jouent un 

rôle-clef dans les travaux récents de Grothendieck (1) et Messing (2) sur les 

groupes de Barsotti-Tate. 

Voici, brièvement, le contenu des divers chapitres. 

Le chapitre 1 rassemble le matériel d'algèbre homologique nécessaire à la 

construction et l'étude des propriétés du complexe cotangent. Nous introduisons la 

notIon de faisceau d'homotopie d'un faisceau simplicial et prouvons une variante 

globale d'un théorème de Whitehead [9], à savoir que si un morphisme f: X --> Y 

de faisceaux simpliciaux induit des isomorphismes sur les faisceaux d'homotopie en 

tout degré, il en est de mame du morphisme 1l (f) : 1l (X) ----? 1l (y) induit sur 

les 1l-Modules simpliciaux libres engendrés. En "inversant" les flèches qui indui­

sent des isomorphismes sur les faisceaux d'homotopie, on définit diverses catégories 

"dérivées", généralisations communes des catégories dérivées de Verdier [27] et des 

catégories homotopiques de Quillen [23]. En raison de son importance pour la théorie 

du complexe cotangent, nous étudions plus spécialement la catégorie dérivée des 

Modules sur un Anneau simplicial: triangles distingués, Ext i , produit tensoriel 

aérivé. Le dernier paragraphe contient la définition des foncteurs dérivés de 

certains foncteurs non additifs sur la catégorie dérivée D- d'un topos annelé, 

et les analogues globaux des isomorphismes de décalage de Quillen ([24] 7.21). 

(1) A. Grothendieck, Cristaux et modules de Dieudonné, exposé au Congrès Internatio­

nal des Mathématiciens, Nice (1970), et Cours au Collège de France, 

70-71 et 71-72. 

(2) W. Messing, The Crystals associated to Barsotti-Tate Groups, with Applications 

to Abe1ian Schemes, Thesis, Princeton (1971), à para1tre. 
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Au chapitre II, en utilisant la théorie des résolutions standard et la 

variante du théorème de Whitehead indiquée plus haut, nous définissons le complexe 

cotangent LX/ y d'un morphisme de topos annelés X ~ Y, et étudions ses proprié­

tés générales de fonctorialité et compatibilité au changement de base. Le résultat 

principal qui généralise ([25] 5.1), est qu'un composé X ~ Y ~ Z de morphismes 

de topos annelés donne naissance à un triangle distingué (canonique et fonctoriel) 

dans la catégorie dérivée D(X), dit "triangle de transitivité" : 

Dans le chapitre III, nous établissons, pour un morphisme de topos annelés 

X ~ y et un QX-Module l, un isomorphisme fonctoriel canonique entre le groupe 

des classes à isomorphisme près de Y-extensions de X par 1 et le hyperext 

1 
Ext (LX/y,I). Ce résultat nous permet de comparer Lx/y au complexe construit 

par Grothendieck dans [17] : ce dernier est isomorphe dans D(X) au tronqué de 

LX/ y obtenu en tuant la cohomOlogie en degré ~-2. Combinant ces résultats avec 

ceux du chapitre II, nous obtenons des applications de la théorie à des questions 

de déformations de topos annelés et de morphismes de topos annelés. Nous exprimons 

l'obstruction à la déformation plate au premier ordre d'un topos annelé comme 

eup-produit avec une certaine classe fondamentale définie en termes du triangle de 

transitivité décrit plus haut, classe qui apparait comme une généralisation naturel-

le du classique invariant de Kodaira-Spencer (cf. [16]). Ce résultat résout affir-

mativement une conjecture de Grothendieck, qui est à l'origine du présent travail. 

Le reste du chapitre est consacré au calcul du complexe cotangent de quelques types 

de morphismes de schémas (morphismes lisses, intersections complètes). 

Utilisant une variante de la théorie du complexe cotangent pour les faisceaux 

d'algèbres graduée S,nous traitons, au chapitre IV, des questions de déformations 

de Modules. L'obstruction à la déformation plate au premier ordre d'un Module est 

exprimée comme eup-produit avec une certaine classe fondamentale, qui généralise 
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l'extension habituelle défïnie par les jets à l'ordre un d'un Module. Cet invariant 

donne naissance à une théorie des classes de Chern pour les complexes parfaits, 

qui est exposée au chapitre V , après quelques préliminaires sur les catégories 

dérivées de complexes filtrés. La théorie contient en particulier celle du polynôme 

caractéristique d'un endomorphisme d'un complexe parfait, ce qui résout une question 

soulevée dans (SGA 6 XIV), 

Le chapitre VI (*) prépare le terrain pour les calculs d'obstruction relatifs 

aux déformations de schémas en groupes. Il se compose, pour l'essentiel, de calculs 

généraux sur la cohomologie de topos associés à certains diagrammes. Ces calculs 

complètent ceux de Deligne-Saint-Donat dans (SGA 4 VI), dont notre exposé est 

d'ailleurs logiquement indépendant. Le résultat le plus frappant est l'expression 

des Ext de Modules sur un Anneau comme groupes de cohomologie "spatiaux" d'un 

topos défini à partir de spectres d'Eilenberg-Mac-Lane. Comme sous-produit, nous 

obtenons une formule explicite remarquable pour la résolution désirée par Grothendieck 

dans (SGA 7 VII 3.5.4). L'idée de la construction, qui remonte à Mac-Lane (3), nous 

a été suggérée par L. Breen, qui fait un usage essentiel de cette résolution dans 

ses travaux récents sur les Exti(G ,G ) (4). 
a a 

Le chapitre VII contient des calculs d'obstruction pour les déformations 

au premier ordre de torseurs sous un schéma en groupes plat, de schémas en groupes 

plats non commutatifs, et de schémas en groupes commutatifs plats avec schéma en 

anneaux d'opérateurs. Les obstructions sont encore décrites comme eup-produits avec 

certaines classes fondamentales, parmi lesquelles on trouve (dans le cas des torseurs) 

une généralisation de la classe construite par Atiyah dans (5). Les résultats de ce 

(*) Les chapitres VI à VIII seront publiés dans un second volume, qui paraîtra 

prochainement. 

(3) S. Mac-Lane, Homologie des anneaux et des modules, Colloque de Topologie 

algébrique, Louvain, 1956, p. 55-80. 

(4) L. Breen, travail en préparation. 

(5) M. F. Atiyah, Analytic connexions on fibre bundles, Mexico Symposium, 1958. 
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chapitre, qui, dans le cas des torseurs et des schémas en groupes non commutatifs, 

complètent et précisent ceux de Demazure (SGA 3 III) et Giraud [13), avaient été 

conjecturés par Grothendieck (6). La méthode que nous utilisons consiste à ramener 

le problème initial à celui de déformer un diagramme convenable (par exemple un 

schéma en groupes sera vu Comme un schéma simplicial particulier), ou plus exactement 

le topos annelé de ce diagramme, problème qui est justiciable des résultats généraux 

du chapitre III. Les formules du chapitre VI permettent d'écrire les obstructions 

ainsi obtenues sous une forme plus simple, faisant intervenir des invariants 

familiers, tels que l'Algèbre de Lie d'un schéma en groupes lisse, ou, plus 

généralement, le complexe de Lie d'un schéma en groupes plat, complexe introduit, 

dans le cas fini, par Mazur-Roberts dans (7). 

Le chapitre VIII est indépendant des résultats des chapitres IV à VII. 

Il est consacré à l'exposé d'une théorie non publiée de Quillen sur la cohomologie 

des groupoïdes formels. Moyennant quelques raffinements, cette théorie nous permet 

d'établir, dans le cas des intersections complètes locales, certaines relations 

remarquables entre complexe cotangent, complexe de de Rham, et cohomologie cris­

talline (8). 

Les principaux résultats des chapitres l à Vont été résumés dans quatre 

Notes aux Comptes-Rendus (9) ~~. 

(6) A. Grothendieck, lettre à J. Giraud (13.6.69), lettres à L. Illusie (2.12.69). 

(7) B. Mazur and L. Roberts, Local Euler Characteristics, Inventiones math. 9, 

201-234 (1970). 

(8) P. Berthelot, Cohomologie cristalline des schémas, Thèse, à paraître. 

(9) L. Illusie, Algèbre homotopique relative, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 268, 

p. 11-14 et 206-209, 

Complexe cotangent relatif d'un faisceau d'algèbres, C. R. Acad. Sc. Paris, 

t. 268, p. 278-281 et 323-326. 

(*'~ Le lecteur pourra également consulter, pour l'ensemble de ce travail, un 

résumé multigraphié par les soins de la Faculté des Sciences d'Orsay. 
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Prerequisites 

Nous supposons le lecteur familier avec le langage des topos, tel qu'il 

est exposé dans la première partie de (SGA 4) (notamment l'exposé IV), et le for­

malisme des catégories dérivées de Verdier ([27], (SGA 4 XVII». Il est également 

conseillé au lecteur d'avoir quelque connaissance des techniques simpliciales 

([10], [11], [23]), qui jouent un rôle fondamental dans nos constructions; cette 

connaissance n'est toutefois pas indispensable, car nous rappelons avec assez de 

détails les résultats dont nous avons besoin. Signalons enfin qu'il n'est pas 

nécessaire, pour aborder cet ouvrage, d'avoir lu les articles d'André ([1], [2J), 

Grothendieck [17] et Quillen ([24], [25J), dont notre travail est, pour l'essentiel, 

logiquement indépendant. 

Leitfaden 

(D-----?l 

VI~--------------~ 

Conventions standard 

Nous utiliserons parfois la convention de Deligne (SGA 4 XVII 0.1), consistant 

à désigner par le signe" = " un isomorphisme fonctoriel canonique. 

Quand nous parlerons de catégories, de topos, de "petitesse", etc., nous 

omettrons parfois de préciser l'univers ambiant: il sera sous-entendu qu'il s'agit 

d'un univers fixé dont lN est élément. 

Nous appellerons schéma (resp. schéma séparé) ce qui s'appelait naguère 

préschéma (resp. schéma). 



CHAPITRE l 

ALGEBRE HOMOTOPIQUE RELATIVE 

1. Rappels. 

1.1. Objets simpliciaux, homotopies ([lOJ, [11), (23). 

On note A la catégorie dont les objets sont les ensembles finis totale-

ment ordonnés non vides, les flèches les applications croissantes au sens large. 

Pour n € lN et iE[O,n], on désigne par 

l'injection croissante qui oublie i, et par 

[O,n+1] -? [O,n] 

la surjection croissante qui repète i. 

Soit C une catégorie. Un objet simplicial de C est un foncteur 

de AO dans C, un morphisme d'objets simpliciaux de e est un morphisme des 

foncteurs correspondants. Si X est un objet simplicial de e. on écrira, pour 

n ElN , Xn au lieu de X([O, n]), et, parfois, on notera simplement dn 
i 

(ou d.) 
1 

la i-ième flèche de face X(di ). et n (ou si) la i-ième flèche de dégéné-n sl 
i rescence X(sn). On notera 

(1.1.1) simpHe) 

la catégorie des objets simpliciaux de C. De manière analogue, on définit, pour 

tout entier p ~ l, la catégorie, notée p-Simpl(C), des objets p-simpliciaux 

de C, ou foncteurs de (AP)o (*) dans C. Dua1ement, on définit la catégorie 

Cosimpl(C) des objets cosimp1iciaux de C, ou foncteurs de A dans C, et, 

pour p ~ 1, la catégorie p-Cosimpl(C) des objets p-cosimp1iciaux de C, ou 

foncteurs de AP (*) dans e . On définit encore, pour tout couple d'entiers p, 

q ~ 1, la catégorie, notée (p,q)-Slmpl(C), des objets simpliciaux mixtes de 

(*) AP .. ,AX ••• xA , 
p fois 
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~ (p,q) de C, ou foncteurs de (~p)o x ~q dans C. On aura surtout à 

travailler avec les catégories du type Simpl(C) ou 2-Simpl(C). Si X est un 

objet p-simplicial (resp. p-cosimplicial) de C, on appellera sous-objet diagonal 

de X, et l'on notera ~,l'objet simplicial (resp. cosimplicial) défini par 

E I--'.l> X(E, ... ,EL 

Pour X E ob C ,notons K(X,O) le foncteur constant ~o ~ C de 

valeur X on dit encore que K(X,O) est l'oblet simplicial trivial (ou constant) 

défini par X. Le foncteur X~ K(X,O) est adjoint à gauche du foncteur 

Y!-?Y o 
pour X E ob C, y E ob Simpl(C), la flèche canonique de restriction 

est un isomorphisme. Comme K(X,O)o - X , le foncteur 

K(-,O) C ----.,. Simpl( C) 

est donc pleinement fidèle, et son image essentielle est formée des objets 

simpliciaux dont toutes les flèches de face et de dégénérescence sont des isomor-

phismes. Quand il n'en pourra résulter de confusion,nous écrirons simplement X 

au lieu de K(X,O). 

Remarquons que, si i o ' il : (ol==tE sont des flèches de ~ telles 

que io ~ il ' il existe une unique flèche : [0,1] ~ E de ~ telle que 

ido 
m io ' idl = il • Par suite, pour X E ob C, Z E ob Simpl(C) , le diagramme 

d'ensembles ci-dessous, oà la flèche de gauche est la flèche naturelle de restric-

tion, est exact : 

0.1.3) 

Hom(d ,X) 
o ~ 

On appellera augmentation de Z dans X la donnée d'une flèche f: Z ~ X 

de Simpl(C), i.e. (1.1.3) d'une flèche f 
o Zo --> X telle que 

La donnée d'un objet simplicial de C augmenté dans X (i.e muni d'une augmen-

tation dans X) équivaut à celle d'un objet simplicial de C
fx

' ou encore à celle 

d'un préfaisceau sur la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés à valeurs 
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dans e, prenant la valeur X sur l'ensemble vide. 

Pour Z E ob Simpl(e), on notera rro(Z) E ob e le conoyau de 

~ Zl ~Zo ' quand ce dernier est représentable; on peut alors écrire 

(1.1.3) comme un isomorphisme 

Ainsi, lorsque dans e les conoyaux de doubles flèches sont représentables, le 

foncteur TIo(-) est adjoint à gauche du foncteur K(-,O), de sorte qu'on a, 

entre les catégories e et Simpl(e) la suite de foncteurs adjoints 

1.1.5. Soient uo ' ul : X =::$ y des flèches de SimpHe). On appelle ([10]1. 7) 

homotopie entre Uo !! ul la donnée, pour chaque flèche f: E ~ [0,1] de 

~ , d'une flèche u
f

: X(E) --> Y(E) telle que 

(i) pour tout triangle commutatif de A 

[0.1] 

le carré 

xun 
U

f 

" Y(I':) 

X(p) 1 y(,l 

u 
xrr) Il ) Ylr) 

soit commutatif, 

(u) u(doe) ~ uo ' u(dle) - u i ' oi) e est la projection sur {a} • 

Si u est une homotopie entre u 
0 

et ul ' et x: X'~X une flèche de 

alors les ufx(E) : X' (E) ~ Y(E), pour f : E ~ [0,1], définissent une 

e, 



homotopie entre u X 
o 

et 
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y: Y~Y' est une flèche de C, les 

YU f X(E) ~ Y'(E) définissent une homotopie entre YU
o 

et YU
l 

. De manière analogue, 

S : C -- C'est un foncteur, les S(u
f

) : S(X)(E) _ SCy) (E) définissent une 

homotopie entre S (u ) et 
o SCul"~ On dira que Uo et ul sont homotopes si U

o 
et u

l 
sont 

congrues modulo la relation d'équivalence engendrée par la relation "il existe une 

homotopie entre". D'après les remarques précédentes, la relation d'homo~opie est 

compatible avec la composition des flèches, de sorte qu'on peut définir une catégorie 

(1.1.5.1) Hotsimpl(C) 

ayant m@mes objets que Simpl(C), et dont les flèches de X dans Y sont les 

classes d'homotopie de flèches (de Simpl(C») de X dans Y. On dit que Hotsimpl(C) 

est la catégorie des objets simpliciaux de C à homotopie près. On a un foncteur 

naturel 

Simpl(C) ~ Hotsimpl(C) 

On dira qu'une flèche de Simpl(C) est une équivalence d'homotopie (DU un homo-

topisme) si son image dans Hotsimpl(C) est inversible. Si S: C ~ C'est 

un foncteur, S se prolonge canoniquement en un foncteur, noté encore S, de 

Simpl(C) dans Simpl(C'), et, d'après la remarque faite plus haut, ce dernier 

se prolonge canoniquement en un foncteur de Hotsimpl(C) dans Hotsimpl(C'). 

On définit de manière analogue la notion d'homotopie entre flèches de 

Cosimpl(C) et la catégorie Hotcosimpl(C), 

1.1.6. Soit p : E ~ B un foncteur, notons Simp(p), ou p, son extension 

naturelle à SimpHE). Soient uo ' ul : X ~Y des flèches de SimpHE). On 

a vu que toute homotopie u entre 1] et 
o 

que u est une homotopie relativement à 

l'homotopie "constante de valeur f" , i.e. 

S : [aJ~ [0,1] de /::, . Si S = T et f 

lieu de "Ids-homotopie". On dira que u 
o 

u
l 

définit une homotopie peu) 

f, ou f-homotopie, si peu) est 

peu) -f pour toute flèche 
s a 

- IdS , on dira "S-homoto~ie" au 

et sont homotopes relativement à 

f (ou f-homotopes) si u o et sont congrues modulo la relation d'équivalence 
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engendrée par la relation "il existe une f-homotopie entre". Soit v : X' ---7 X 

une flèche de projection g: S' ---7 S, on a vu qu'une homotopie u entre 

et définit une homotopie uv entre uv a 
et si u est une 

u o 

f-homotopie, alors uv est une fg-homotopie; de mSme, si w = Y ---7 y' est 

une flèche de projection h : T ---7 T', et si 

et u l ' alors wu est une hg-homotopie entre 

u est une f-homotopie entre 

wu 
o 

et wu
l

• Il en résulte 

qu'on peut définir, pour S E ob Simpl(B), une catégorie 

(1.1.6.1) Hotsimpl(E)S 

u 
o 

ayant mêmes objets que Simpl(E)S' et dont les flèches de X à Y sont les 

classes de S-homotopie de S-flèches de X à Y. Supposons que le foncteur p 

soit fibrant (resp. cofibrant). Alors il en est de même de Simpl(p) (Giraud 

[12J 1.16) • La donnée d'une f-homotopie entre deux flèches u 
o 

et 

au-dessus de f équivaut dans ce cas à celle d'une S-homotopie (resp. T-homotopie) 

entre les flèches correspondantes X ~ u if(y) 
o 

et X ---7 u
l 
*(y) (resp. 

uo*X ~ y et ul*X ~ y). Si f = IdS et si u est une S-homotopie entre 

U
o 

et u
l

' alors, pour toute flèche g: S' ---7 S (resp. h : S ----:;. Sor) on a 

une S'-homotopie g*u entre g*u et gilo,'1 (resp. une S"-homOl:opie 
0 

h*u entre h*uo et hël)' définie par (gifu)s = gif(u
S

) (resp. h*u) s = h*(us » 

pour s : [aJ---7 [0,1) E FI {;. Par suite, le foncteur gif : Simpl(E)s ---7 Simp1(E)S' 

(resp. h* Simpl(E)S ---? Simpl(E)S") se prolonge en un foncteur 

0.1.6.2) gif : Hotsimpl(E)S ---? Hotsimpl(E) S' 

(resp. h*: Hotsimpl(E)S ~ Hotsimpl(E)S") , 

, t d d"f' , é' H t' l(E ) fl'bre"e (resp. cofibrée) sur ce qUl perme e e lnlr une cat gorle 0 slmp lB 

Simpl(B) dont les fibres sont les catégories Hotsimpl(E)S' 

Le foncteur p: E ---7 B étant à nouveau quelconque, soient q: F ~ B 

un foncteur et m: E ---7 F un B-foncteur, notons encore q (resp. m) l'exten-

sion de q (resp. m) à Simpl(F) (resp. Simpl(E». Alors m transforme f-homotopie 

en f-homotopie, donc, pour S E ob Simpl(B), induit un foncteur 
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(1.1.6.3) 

Par suite, quand E et F sont fibrées (resp. cofibrées) sur B, m induit 

un Simpl(B)-foncteur 

On laisse au lecteur le soin de formuler les variantes cosimplicia1es 

des énoncés précédents. 

1.2. Le théorème d'Eilenberg-Zilber. 

1.2.1. Soit A une catégorie additive. On notera C(A) la catégorie des 

complexes de A Cl). On dira que L E ob C(A) est un complexe de chatnes 

(resp. de cochaînes) si Li 

ou c. (A), (resp. C[oCA), 

= a pour i > 0 (resp. i < 0). On notera CO)(A), 

ou C'CA» la sous-catégorie pleine de C(A) formée 

des complexes de chaines (resp. cochatnes). Soit n un entier ~ l ; par complexe 

n-uple de A on entend la donnée d'un objet ~n_gradué de A, muni, pour 

1 ~ i ~ n, d'une différentielle di de multidegré (0, ••• ,1, •••• 0) (1 à la 

i-ième place). telle que did
i 

= 0 et did
j 

= djd
i 

pour l S i < j Sn (2) 

un morphisme de complexes n-uples est un morphisme d'objets gradués compatible 

avec les di' On notera n-CCA) la catégorie des complexes n-uples de A. 

n-CoJ(A) ou n-C.CA) Cresp. n_C[oCA) ou n-C'CA» la sous-catégorie pleine 

formée des complexes de, chaînes (resp. cochaînes) Le. nuls en multidegré > 0 

(resp. < oL On a un foncteur "complexe simple associé" ([27J, (SGA 4 XVII» 

J: n-C(A) --:> CCA) 

dont nous rappelons la définition 
Pl'" .,p 

L n la différen-

(1) à différentielle de degré +1, le degré étant écrit en exposant; on se permettra 
parfois de regarder un objet de C(A) comme un complexe à différentielle de degré 
-1 grâce à la convention d'écriture Xn - X • 

2 . ~ 
( ) cf. ([27], (SGA 4 XVII) ; on s'écarte ici de la convention de Cartan-Eilenberg [7J. 
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P1""'P i~jPi 
tielle d de L étant donnée, en restriction à Ln. par Ilj (-1 1 d j • 

Le foncteur complexe simple associé induit un foncteur f : n-C. (Al --+ C. (Al 

(resp. n-C' (A) _ c· (A». 

1.2.2. Soient nE:N. n"' 1 • et X un objet n-simplicial de A (l.l), on 

appelle complexe de chatnes de X le complexe de chatnes n-uple X défini par 

donné par di = ~ (-l)jX(Id ..... d
j

, ... ,ld) (d
j 

à la i-ième place). On a ainsi 

un foncteur additif 

n-Simpl (Al ----+ n-C. (Al X 1---+ X 

exact quand A est abélienne. (Dua1ement, on a un foncteur additif complexe 

de cochatnes associé 

n-Cosimpl (A) ~ n-C' (A), X r- X 

A chaque objet X de n-Simpl (A) on peut attacher deux objets de C. (A), Jx 
et (li X)'" , qui dépendent fonctoriellement de X. En vertu du théorème 

d'Eilenberg-Zilber-Cartier ([10] 2.9 et 2.16), il existe des homomorphismes 

fonctoriels 

induisant l'identité en degré 0, et inverse l'un de l'autre à homotopie fonctorielle 

près. Pour n = 2, un tel couple d'homomorphismes est fourni par la flèche dite 

"shuffle-map" 

(1.2.2.1) 5i ----iJo. ( llX) 

et la flèche dite "d'Alexander-Whitney" 

(1.2.2.2) 

qui dont définies comme suit ([10J2.15) : (1.2.2.1) envoie Xp,q dans Xp+q.p+q 

par E (-1) e:(iJ,V)X(s'llq ... sVl, siJp ... siJl ), la somme étant prise sur les (p,q)-"shuffles" 
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de (1,,,. ,p+q) , (~,v) désignant la signature de shuffle (~,V); (1.2~2.2) 

envoie X p+q,p+q 
dans X par X(dP+q •.. dP+1,do ••. do). On montre([2l], [23J) 

p,q 

que la flèche (1.2.2.1) (resp. (1.2.2;2» est "associative" (resp. "coassociative") 

dans le sens suivant : Soit X un objet simplicial triple de A, notons ~ (1,2) X 

le sous-objet diagonal partiel correspondant aux deux premiers arguments, i.e. 

(E,F) ~ X(E,E,F), et de même ~ (2,3) le sous-objet diagonal partiel correspon­

dant aux deux derniers, alors on a un carré commutatif 

(1.2.2.3) )x a 5 (!lU ,2)X) ~ (resp. (/~() 
a' j U!.(I. 2)X)' ~ ) 

b j 1, b'l 1, 
~ (~(2,3,xj ~ (l9()- S (~(2,3)X) 

~ c' ~Sx ) , 

où c et d (resp. c' et d') sont définies par (1.2.2.1) (resp. (1.2.2.2», 

a (resp. a') est définie par ~1. 2. 2.1) (resp. (1. 2.2.2» en restriction aux 

deux premiers arguments et par l'identité sur le dernier, b (resp. b') est définie 

par (1.2.2.1) (resp. (1.2.2.2» en restriction aux deux derniers arguments et par 

l'identité sur le premier. 

1.3. Le théorème de Dold-Puppe. 

Dans ce numéro, A désigne une catégorie abélienne. 

1.3.1. Soit X un objet simplicial de A, on appelle complexe normal de X 

le sous-complexe NX de X (1.2.2) défini comme suit ([10] 3.1) 

(la différentielle étant induite par do). Il dépend fonctoriellement de X. 

Soit Y un objet de C.(A) (1.2.1), on appelle transformé de Dold-Puppe 

de Y l'objet simplicial KY de A défini comme suit ([lOJ 3.2) : 

(KY) 
n 

ES ES Y 
O~Sb f: [O,nJ _ [O,pJ p, f 
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où f parcourt toutes les flèches surjectives [O,n] - [O,p] de /::, 'et 

y f = Y ; pour u E Hom,([O,mJ ,[ o,nJ), (KY(u): (KY) --+ (KY) est 
p, p <l n m 

définie de la manière suivante sur chaque composant YPt f : il existe un unique 

carré commutatif de Ô 

[Otm] 
U 

~ [O,n] 

,1 
J' 

[0,'1 J ' ) lD,p J 

où g est surjective et injective ; si q = p, (KY){u) envoie Y p,f dans 

Yp ,g par l'identité ; si q = p-l et 

Yp-l,g Yp- l par la différentielle de 

dO, (KY) (u) envoie Yp , f = Yp dans 

Y ; dans les autres cas, (KY)(u) 

envoie Yp,f dans Y q,g par la flèche nulle. L'objet simplicial KY dépend 

fonctoriellement de Y. 

Théorème 1.3.2. (Dold-Puppe[lO] 3.6). Les foncteurs N : Simpl(A) -+ C. (A) .!! 

K : C.(A) -+ Simpl(A) sont guasi-inverses l'un de l'autre. 

1.3.3. Le théorème (1.3.2) a les corollaires suivants. 

(i) Les foncteurs N et K sont exacts: pour qu'une suite 

S = (O_X'-+X--+X"-+O) de Simpl(A) (resp. C.(A» soit exacte il 

faut et il suffit que la suite NS (resp. KS) le soit. 

(ii) On a un isomorphisme fonctoriel canonique 

x NXESDX 

où DX est le sous-complexe dégénéré de X, défini par 

Le complexe DX est homotopiquement trivial (Eilenberg-Mac-Lane( [lOJ 3.22», 
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donc l'inclusion NX ~ X est un homotopisme (1). 

1.3.4. De plus (1).0)3.31) les foncteurs N et K sont compatibles aux homotopies 

pour qu'il existe une homotopie entre des flèches uo ' ul : X:::: X , de Simpl(A) 

(1.1.5) il faut et il suffit que Nuo et NUI soient homotopes (en particulier 

la relation "il existe une homotopie entre" sur les flèches de X dans X 1 est 

une relation d'équivalence) ; pour que des flèches vo ' vI : y==t y' de C.(A) 

soient homotopes il faut et il suffit que les flèches Kvo ' KVI le soient. Par 

suite, si l'on note Rot (A) la catégorie des complexes de A à homotopie près 

[27J et Hot. (A) la sous-catégorie pleine formée des complexes de chatnes, 

les foncteurs N et K induisent des foncteurs quasi-inverses l'un de l'autre 

N Hotsimpl(A) __ Rot. (A) ,K Hot. (A) ~ Hotsimpl(A) 

1. '3. 5. Plus généralement, pour nE Il, n 2: 1. on peut définir des foncteurs 

"complexe normal" 

N : n-Simpl(A) __ n-C. (A) 

et "transfotmé de Dold-Puppe" 

K n-C. (A) _ n-Simpl (A) 

quasi-inverses l'un de l'autre. Donnons par exemple la définition de N pour 

X Eob n-Simp1(A), NX est le sous-complexe de X (1.2.2) défini par 

Ker X(Id, .•• ,di 
, ... ,Id) 

Pj 

(les différentielles partielles étant induites par les X(Id, •••• do , •••• Id). On a 

(1) On dit qu'une flèche de C(A) est un homotopisme si elle est inversible dans 

la catégorie Hot (A) des complexes à homotopie près [27). 
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des corollaires analogues à (1.3.3) (i) et (ii)), le sous-complexe dégénéré DX 

de X étant défini par 

On peut montrer C(2Ü VIII 8) que, pour n = 2, les flèches (1.2.2.1) et (1.2.2.2) 

respectent les sous-complexes normaux (resp. dégénérés), i.e. on a des carrés 

cODDIlutatifs 

7 ~"r ------+. fI 
fx __ (.o;l-'..;. 2::..:.-=2..:... 1::..:};........;)> ( Il X) Cl. 2. Z. 2})o rx 

t t l 
fDX --------'»» D 6 X ---""~fDX 

1.4. Catégories localisées, calculs de fractions. 

1.4.1. Soient A une catégorie et S une partie de FI (A). On définit ([11J l 1.0 

une catégorie A(S-l), dite localisée de A psr rapport à S, et un foncteur 

p : A --» ACS-l ), dit foncteur canonique ou de localisation, caractérisés par 

la propriété que tout foncteur de A dans une catégorie C transformant les 

éléments de S en flèches inversibles se factorise de manière unique à travers p. 

1.4.2. On dit ([Lü l 2.2) que SCFl(A) permet un calcul de fractions à droite 

si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(Fr 1) Les flèches identiques de A appartiennent à S • 

(Fr 2) Si u: X --.. Y et v : Y --» Z appartiennent à S, vu sppartient à S. 

(Fr 3) Tout diagramme 
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Y' 

X __ .....:u=-__ .. ~ y 

oi) t ES s.e complète en un carré cODDDutatif 

X' ------" Y' 

·l X __ .::u __ ....; .. ~y 

oi) sES. 

(Fr 4) Pour tout diagraDDDe cODDDutatif 

X ====t y __ t=-_ .. ~ y' 

oi) t es , il existe un diagraDDDe cODDDutatif 

oi) ses. 

Dualement, on dit que S permet un calcul de fraction à gauche si (Fr 1), (Fr 2), 

et les conditions ci-dessous sont satisfaites 

(Fr'3) Tout diagraDDDe 

X' 

oi) s eS se complète en un carré cODDDutatif 
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u 
X :lO Y 

.j 
1 

t 

X' " y' 

où tEs • 

(Fr '4) Pour tout diagramme commutatif 

X' ~X----:'Y 

où sEs , il existe un diagramme commutatif 

X~Y~Y' 

où tEs 

Enfin, on dit que S permet un calcul de fractions bilatère si S permet à la 

fois un calcul de fractions à gauche et un calcul de fractions à droite. 

1.4.3. Si S permet un calcul de fractions à droite (resp. à gauche), alors 

l'ensemble des flèches de S de but (resp. source) un objet donné de A forme 

une catégorie cofiltrante (resp. filtrante), (SGA 4 l 2.7 ), et pour X, 

y E ob A(= ob A(S-l», on a 

lJi RomA (X', Y) 
X'_X 

Es 

= h!œ RomA(X,y') 
Y~Y' 

) , la limite étant prise suivant 

les flèches de S de but X (resp. source y) ; de plus le foncteur de locali-

sation commute aux limites projectives finies (resp. inductives finies). Si S 

permet un calcul de fractions bilatère, on a une formule symétrique 

lim RomA(X',y') 
X '-:::::+ X E S 

Y'-Y'ES 

et le foncteur de localisation commute aux limites inductives et projectives finies. 
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1.4.4. Supposons que Sc Fl(A) permette un calcul de fractions à droite. Soient 

F : A -+ B un foncteur, et X un objet de A. On dit (cf. SGA 4 XVII 1.2» 

que Fest dérivable à gauche en X par rapport à S si le pro-objet de B 

LF(X) = "}J:!!!" F(X') 
X'-X 

Es 

est essentiellement constant. On dit que Fest dérivable à gauche (par rapport 

à S) si F est dérivable à gauche en chaque objet X de A. On peut alors 

regarder X 1-+ LF(X) connne un foncteur 

qu'on appelle dérivé gauche de F par rapport à S. Si P : A ~ A(S-l) est le 

foncteur de localisation, on a un morphisme naturel de foncteurs 

~ (LF)p-F 

et il est innnédiat que le couple (LF,~) est aussi le dérivé gauche de F 

suivant p au sens de ([23]1 4), i.e. que toute 2-f1èche 

se factorise de manière unique à travers u
F

• 

On laisse au lecteur le soin de formuler la notion duale de dérivabilité 

à droite, quand on suppose que S permet un calcul de fractions à gauche. 

1.4.5. Soit A une catégorie abélienne. On dira qu'une flèche f de Simp1(A) 

est un quasi-isomorphisme si la flèche f induite sur les complexes de chatnes 

(1.2.2) est un quasi-isomorphisme, ou, ce qui revient au même (cf. (1.3.3», s'il 

en est ainsi de la flèche Nf induite sur les sous-complexes normaux. On notera 

Dsimpl(A) (resp. D.(A» la catégorie localisée de Slmpl(A) (resp. C.CA» par 
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rapport aux quasi-isomorphismes. Les foncteurs N et K (1.3.2) se prolongent 

de manière unique en des foncteurs N : Dsimpl (A) ~ D. (A) et K : D. (A) -'» Dsimpl (A) 

quasi-inverses l'un de l'autre. Comme tout homotopisme est un quasi-isomorphisme 

et que, d'après [27], le foncteur canonique C. (A) _ Hot. (A) (1.3.4) 

est un foncteur de localisation (1.4.1), le foncteur canonique 

Simpl(A) _ Dsimpl(A) (resp. C. (A) _ D. (A» se factorise de manière unique 

à travers Hotsimpl (A) (resp. Hot. (A», et l'on a un carré commutatif où les 

flèches horizontales sont des équivalences de catégories et les flèches verticales 

des flèches de localisation 

Slmpl (A) _......;;N'--_. » C. (A) K ;. Simpl(A) 

Hotsimpl(A) N 
1 1 

~ Hot. (A) K ,. Hotsimpl (A) 
1 

j 
K 

j 
;;0 D. (A) ~ Dsirnpl (A) 

j 
DsimpllAJ __ .:.;,N_--i~ 

On dira qu'une flèche de Hot. (A) (resp. Hotsimpl(A» est uncpasi-isomorphisme 

si 60n image dans D.(A) (resp. Dsimpl(A» est inversible. 

Proposition 1.4.6 a) L'ensemble des quasi-isomorphismes de Hot (A) permet 

un calcul de fractions bilatère (1.4.2). 

b) Le foncteur canonique 

D. (A) -- D(A) 

est pleinement fidèle et a pour image essentielle la sous-catégorie pleine de D(A) 

formée des complexes à cohomologie nulle en degré >0. 
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1.4.7. La preuve de (1.4.6) sera donnée dans un instant. Auparavant, introduisons 

quelques notations : Pour X Eob C(A) et nE 7l, on définit les complexes 

tronqués 

te n (X) 

où la différentielle est induite par celle de X de la manière évidente. On a 

un épimorphisme 

(1.4.7.1) 

et un monomorphisme 

fonctoriels en X , donnant des isomorphismes fonctoriels 

(1.4.7.3) Hom(t[nX,y) -=..;. Hom (X ,Y) , Hom(Z,X) 4f:!- Hom(Z,tn!) 

pour y E ob C[n(A), Z E ob Cn](A), où C[n(A) (resp. Cn)(A» désigne la 

sous-catégorie pleine de C(A) formée des complexes nuls en degré < n (resp. >n). 

La flèche (1.4.7.1) (resp. (1.4.7.2) induit des isomorphismes sur la cohomologie 

en degré:tn (resp. ~n). Par suite, si L' ~L est un quasi-isomorphisme de 

C(A) avec L E ob Cn 
J(A), le composé tn )(L') ~ L' _ L est un quasi-isomor­

phisme de Cn](A) ; de même, si M ~ M'est un quasi-isomorphisme avec 

M E ob C [n (A), le composé M ~ M' ~ t [n (M') est un quasi-isomorphisme de 

C [n(A). 

Preuve de (1.4.6). C'est purement formel (cf. SGA 4 XVII 5.5.4.1) : utiliser 

t 0) : RotCA) ~ Hot. (A) et le fait (Verdier (27) ) que dans Hot (A) les 

quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions bilatère. 
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1.5. Résolutions simpliciales standard. 

1.5.1. Notons A la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés. Soient 

E Eob À et (SI)IEE une famille de foncteurs d'une catégorie e dans 

elle-même, on sait définir [5] le composé 0iEE SI (si E [O,n] , 

0iEESI = So .•• Sn ' et si 

foncteur S, on écrira SE 

E = ~, 0iEESi = Ide)' Si les 51 

au lieu de 0iEISi 

sont égaux à un même 

On dira qu'un objet simplicial (resp. cosimplicial augmenté X de e (i.e. 

(1.1) un contrafoncteur (resp. foncteur) de A dans e) est homotopiquement trivial 

+ l si l'augmentation X+ -X(~) (resp. X(~) ~X) ( ) est un homotopisme (1.1.5). 

1.5.2. Soit (T,U) un couple de foncteurs adjoints, T : A ~ B, U : B ~A. 

On note a IdA ---=;.. UT, b : TU - IdB les flèches d'àdjonction. On définit ( 8 

[14], [19] ) un objet simplicial augmenté de la catégorie End(B) des foncteurs de B 

dans B, noté (T,U)., qu'on appelle résolution simpliciale standard définie par (T,U). 

Explicitement, on a 

(T,U)n (TU)[O,n], (T,U)_l = (T,U)(~) I~ 

d~ =(TU)[O,i-l] * b * (TU)[i+l,n] (2) 
1 

sn = (TU)[O,i-l] T * a * U(TU)[i+l,n] 
i 

l'augmentation étant donnée par b : TU _ IdB Dualement, on définit (loc. cit.) 

un objet cosimplicial augmenté de End(A) , noté (U,T)' , qu'on appelle résolution 

cosimpliciale standard définie par (T,U). Explicitement on a 

(U,T)n = (UT) [O,t\) , (U,T)-l = (U,T)(~) IdA 

di (UT) [O,i-l] * a * (UT)[i,til 
n 

si (UT) [O,i-l] U* b *T(UT) [i+2,n] 
n 

l'augmentation étant donnée par a : IdA --- UT. 

Par composition avec un foncteur F : A --;!Jo e (resp. e ~ A) on 

définit un objet cosimplicial augmenté F(U ,T)' (resp. (U ,T) 'F) de Hom(A,e) 

(resp. ~(e,A». De même. par composition avec un foncteur G : B ~ C , 

(1) On note X+ (resp. x+) l'objet simplicial (resp. cosimplicial) non augmenté 
sous-jacent. 

(2) Avec les notations standard ([14] App. 1). 
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(resp. C ~ B), on définit un objet simplicial augmenté G(T ,U). (resp. (T ,U).G) 

de ~(B,e) (resp. Hom(e,B» • 

Théorème 1.5.3. ( loc. cit.) (i) Les oblets simpliciaux augmentés U(T ,U). II 

(T,UÀT sont homotopiquement triviaux. 

(ii) Les objets cosimpliciaux aUgmentés T(U,T)' et (U,T)'U ~ 

homotopiquement triviaux. 

1.5.4. L'énoncé (ii) se déduit de (i) par passage aux catégories opposées. Sans 

entrer dans le d6tail de la démonstration (loc. cit.) de (1.5.3), novs rappellerons, 

pour être complets, comment on construit un homotopisme inverse de l'augmentation 

U(T,U)+ ~U (resp. (T,U)+ T __ T). On remarque que, pour E E ob li , on a 

U(T ,U). (E) = (U ,T) 'U(E), donc, pour f: E ~ F E FI [; , on a une flèche 

f. U(T,U).(f) U(T,U).(F) ---+U(T,U).(E) et une flèche 

f (U,T)'U(f) U(T,U).(E) ---+U(T,U).(F). Notons" les flèches de /:. d'origine 

o Les r/J. définissent l'augmentation U(T ,U)+ _ U , et l'on vérifie 

(loc. cit.) que les r/J' définissent un morphisme U --;;"U(T,U\ inverse à droite 

du précédent. On définit alors une homotopie (1.1.5) u entre Id et 

U(T,U\ de la manière suivante: pour f E -- 19,1J EFI /:. 

on pose u(f) fl·fl.: U(T,U).(E) __ U(T,U).(E) où 

f-l(l)~E. De manière analogue, pour EEob E, on a 

fI est l'inclusion 

(T,uLT(E) = T(U,T)' (E), 

d'où, pour f: E~FE Flt;, une flèche f. : (T,U).T(F)- (T,U).T(E) 

et une flèche f' : (T,U).T(E) --..:. (T,U).T(F). Les"'. définissent l'augmen-

tation (T ,U)+T -.:;;.. T et les r/J' définissent un morphisme T _ (T ,U\T 

inverse à droite du précédent. On définit une homotopie ventre ""r/J. et 

Id: (T,U)+T=::;(T,U)+T comme suit: pour f: E-[O,lJEF111, on pose 

où f est l'inclusion f-
1 (0) c..-.,. E. 

o 

Exemples 1.5.5. Soient T un topos et A un Anneau de T . 

a) Pour X E ob T. on note A (X) (ou ~) le A-Module libre engendré 

par X (SGA 4 III ). C'est le faisceau associé au préfaisceau U ~ ACU) (X(U». 

C'est un A-Module plat. Notons A-Mod la catégorie des A-Modules. Le foncteur 



- 19 -

A(-) est adjoint à gauche du foncteur d'oubli A-Mod ~ T, i.e. on a un isomor-

phisme fonctoriel canonique 

(l.5.5.l) 
(X) 

HomA_Mod(A ,M) ~ Ho~(X,M) 

pour M E ob A-Mod. La résolution simpliciale standard, fonctorielle en M Eob A-Mod, 

définie par le couple de foncteurs adjoints (A(-), oubli), sera notée 

(1.5.5.2) FA (M) ~ M 

(ou F(M) ~M s'il n'y a pas d'ambigutté sur A) et appelée résolution libre 

standard de M. D'après (1.5.3), la flèche (1.5.5.2) induit une équivalence 

d'homotopie sur les objets simpliciaux de T sous-jacents: c'est donc un quasi-

isomorphisme selon la terminologie qui sera introduite plus bas «2.2.1) et 

(3.1.7», (ce qui signifie d'ailleurs simplements que (1.5.5.2) induit des isomor-

phismes sur les Modules d'Homologie des complexes de chatnes correspondants). 

b) Pour M E ob A-Mod, on note 

l'Algèbre symétrique de M (SGA 4 ). Désignons par A-Alg la catégorie des 

A-Algèbres. Le foncteur M~ SA(M) est adjoint à gauche du foncteur d'oubli 

A-Alg ~A-Mod, i.e. on a un isomorphisme fonctoriel 

(1.5.5.3) 

pour B E ob A-Alg. 

Pour X E ob T , on note A[X] la A-Algèbre libre engendrée par X , 

définie par la formule 

(1.5.5.4) A[X] 

Le foncteur X ....... A[X] est, d'après (1.5.5.1) et (1.5.5.3), adjoint à gauche du 

foncteur d'oubli A-Alg ---;. T, Le. on a un isomorphisme fonctoriel 

(1.5.5.5) HomA_Alg(A(X) B) ~ Ho~(X,B) 
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pour B E ob A-Alg. La résolution simpliciale standard, fonctorielle en B E ob A-Alg, 

définie par le couple de foncteurs adjoints (A[-J, oubli), sera notée 

<1.5.5.6) 

(ou P (B) ----7 B s'il n 'y a pas d'ambigutté sur A) et appelée résolution libre 

standard de B • D'après (1.5.3), la flèche (1.5.5.6) induit une équivalence 

d'homotopie sur les objets simpliciaux de T sous-jacents, donc «2.2.1) et 

(3.1.7» est un quasi-isomorphisme, i.e. induit des isomorphismes sur l'homologie 

des complexes de chaînes de A-Modules correspondants. 

2. Faisceaux d'homotopie d'un faisceau simplicial. 

2.1. Définition des faisceaux d'homotopie, propriétés d'exactitude. 

2.1.1. Rappels sur les TI n d'un ensemble simplicial pointé. 

Rappelons ([U]VI 3) qu'à tout ensemble simplicial pointé (X,x) on 

associe un ensemble Tlo(X,x) appelé ensemble des composantes connexes de (X,x) (1), 

et, pour nElN, n""l, un groupe Tln(X,x), commutatif pour n",,2, appelén-ième 

groupe d'homotopie de (X,x). Les Tln(X,x) dépendent fonctoriellement de (X,x) 

dans la "catégorie homotopique pointée" ([U]IV 4.3), 'lui est une catégorie 

localisée de la catégorie des ensembles simpliciaux pointés à homotopie près (i.e. 

Hotsimpl(Enspoint) (1.1.5), où Enspoint est la catégorie des ensembles pointés) 

en particulier, deux flèches homotopes (X,x) :(y,y) induisent le même mor-

phisme TI n (X ,x) ~TI n (y ,y) pour nE lN, tout homotopisme d'ensembles simpliciaux 

pointés induit des isomorphismes sur leurs TI n On montre ( [11] VII 2) que TI (X) 
o 

(resp. Tln(X,x), n""l) s'identifie à l'ensemble des composantes connexes (resp. 

au n-ième groupe d'homotopie) de la réalisation géométrique de (X,x), ce qui 

explique la terminologie. 

Tl
o 

(X ,x) 

en (1.1.4). 

cotncide avec l'ensemble TI (X) 
o 
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On peut calculer les 11 n (X,x) par le procédé suivant. Tout d'abord, si 

X est de Kan ([U)rV 3), alors, d'après ([l1JI 4.1.2, IV 2.3 et 3.1.4), TTn(X,x) 

s'identifie à l'ensemble des classes d 'homotopie de morphismes de f:l..n)1 Un) dans 

(X,x) , où ~(n)1 6(n) est l'ensemble simplicial pointé obtenu en contractant le 

bord &(n) du simplexe-type 1::. (n) en un point ("sphère simplicial pointée"). 

Explicitant cette définition, on en déduit ([.22]15.5) qu'on a 

(2.1.1.1) 11 n(X,x) 

avec les notations suivantes 

Z 
n 

Z IR (\ Z 
n n n 

où est la projection de X 
n 

sur un point et l'inclusion du point-base 

dans X
n

_
l 

; 

R 
n 

est la relation d'équivalence sur X 
n 

identifiant des simplexes 

et v si et seulement si diu 

z tel que d z 
n 

u, 

div pour OS: iS n et s'il existe un simplexe 

dn+1 Z = v, et Os i Sn . 

Cette description montre que 11 n (X,x) se calcule par limites inductives finies 

u 

et projectives finies à partir de X
n

+ l ' X
n 

' X
n

_l ' des opérateurs de face d~+l , 

d~ , et du point-base de X
n 

(resp. X
n

_
l
). Si maintenant X est un ensemble 

simplicial quelconque, on utilise le plongement fonctoriel de X dans un ensemble 

simplicial de Kan ([l!O) 4) : 

(2.1.1.2) x L.-.". E~ (X) 

Il est prouvé dans (loc. cit. 6.5) que e; est inversible dans la "catégorie 

homotopique" ([11] IV 2.3.0, de sorte que, si x est un point-base de X et si 

l'on note encore x son image dans Ex "'(X), (e;, xl induit un isomorphisme 

(2.1.1.3) 11 (X,X) ----;l> TT (Ex(X)(X) ,x) 
n n 

pour n EN. On a par définition ([20] 4) 

(2.1.1.4) Ex"'(X) 



Exn+l (X) Ex (Exn (X» 

où, pour Y E ob Simpl(Ens), 

n+l 
~ 
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n 
eExn(X) eX 

1 ey : Y~ Ex (y) ~ Ex (Y) 

(2.1.1.5) EX(Y)m ~ Hom(Sdt..(m) ,Y) 

est d~fini comme suit 

Ex(Y) (f) Hom(Sd t:. (f) ,Y) pour f [O.m] --ID.nJ EFl t:. 

Sd d~signant le foncteur subdivision barycentrique et Ô la projection canonique. 

La subdivision de t:.(m) s'obtient en recollant suivant certaines faces un nombre 

fini d'exemplaires du simplexe-type t:.(m) ,donc EX(Y)m est limite projective 

d'un diagramme fini en faisant intervenir que les op~rateurs de face de Ym dans 

Ym- l • Par r~currence on en déduit que Exn(X) se calcule terme à terme par limite 

projective finie. Ainsi. dans le cas g~n~ra1. les op~rations à effectuer pour 

calculer TIn(X.x) comprennent (1) des limites projectives finies, pour passer 

de X aux Exk(X) • (ii) une limite inductive dénombrable pour passer des Exk(X) 

à Exm(X) (2.1.1.4), (iii) des limites projectives finies et des limites inductives 

finies pour calculer nn(EX~(X).x) par la formule (2.1.1.1). 

Si X est un groupe simplicial. TI (X) 
o 

est un groupe, et les TIn (X.x) , 

n;o l • sont abéliens et ind~pendants du point-base x , (plus précisément si y 

est un point-base, la translation à droite par x-ly donne un isomorphisme 

(2.1.1.6) 

où 1 est le point-base unité. On montre (cf. par exemple «(22] § ln que tout 

groupe simplicial vérifie la condition de Kan. et l'on déduit (loc. cit.) de (2.1.1.1) 

que les groupes d'homotopie sont donnés par 

(2.1.1. 7) Tf (X) ~ H (NX) 
n n 

où NX est le sous-groupe simplicial normal, d~fini (comparer (1.3.1» par 

(2.1.1.8) (NX) 
n 



la différentielle étant induite par 

est un sous-groupe distingué à Ker do 

à (2,1,1.7». 

2.1,2, Faisceautisation. 

d 
o 
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(noter que l'image de 

(NX) n -+ (NX) n-l ' ce qui donne un sens 

A partir de maintenant, on se fixe un topos T , dont on note e l'objet 

final. Quand on parlera de faisceaux (d'ensembles, de groupes, de modules, etc,) 

sans préciser, il sera sous-entendu qu'il s'ag~t de faisceaux (d'ensembles, de 

groupes, de modules, etc,) sur T , Soit X un faisceau simplicial, i.e. un objet 

simplicial de T • Un point-base de X est une flèche e -';joX, i.e. un élément 

de Xo(e} ; si U est un objet de T 

une section de X au-dessus de U 
o 

un point-base de X au-dessus de U est 

Un faisceau simplicial pointé est un couple 

(X,x) ,où X est un faisceau simplicial et x un point-base de X 

Soit (X,x) un faisceau simplicial pointé. Pour n ElN , on appelle 

n-ième faisceau d'homotopie de (X,x), et l'on note TIn(X,x), le faisceau associé 

au pré faisceau U \--!Io-TI
n 

(X (U), xl U) (2.1. 1). Le faisceau TT 0 (X ,x) est indépendant 

de x , il cotncide aVec le faisceau TTo(X) = Coker do, dl : XI~Xo (1.1.4). 

On dit que X est ~ si l'on a TTo(X) ~ e . Pour n 21 , TT n(X,x) est 

un faisceau de groupes, abéliens pour n ~ 2 . Les Tr
n 

(X,x) sont des foncteurs de 

(X,x) dans la catégorie SimplCT,) des faisceaux simpliciaux pointés, et même, comme 

il résulte du cas ensembliste (2.1.1), dans la catégorie à homotopie près corres-

pondante Hotsimpl(T,). 

Conune le foncteur "faisceau associé" commute aux limites inductives 

Cresp. projectives finies} (SGA 4 II 3), il découle de la description explicite 

donnée en (2,1.1) que TIn (X,x) se calcule par limites inductives et limites projec­

tives finies à partir de (X,x). Compte tenu des propriétés d'exactitude des 

limites inductives filtrantes et des foncteurs "image inverse par morphisme de 

topos"CSGA 4 IV), on en déduit: 

Proposition 2.1.2.1. Pour nElN, la formation de nn CX,x) commute aux limites 

inductives filtrantes et à l'image inverse par un morphisme de topos, !c:~ 
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(i) si (Xi,xi)iE 1 est un système inductif filtrant de Simp1(T.), la 

flèche canonique 

est un isomorphisme ,; 

(U) si f T' --"'T est un morphisme de topos, la flèche canonique (1) 

est un isomorphisme. 

En particulier, la formation de TI n(X,x) commute au passage aux fibres 

si t est un point de T (SGA 4 IV), on a 

Les propriétés rappelées plus haut des groupes d'homotopie d'un groupe 

simplicial se faisceautisent trivialement. Si X est un Groupe simplicial (i.e. 

un objet simplicial de la catégorie des Groupes de T), TI 0 (X) est un Groupe, et, 

pour n;;' 1 , TT n (X,x) est un Groupe abélien, indépendant du point-base x (conune 

plus haut, si y est un point-hase, la translation à droite par 

isomorphisme l1(X,x) ~TIn(X,y». On pose comme plus haut 

TI (X) 
n 

TI (X,!) 
n 

-1 x y donne un 

oà est le point-base défini par la section unité. D'après (2.1.1.7) ~n a 

(2.1.2.2) TI (X) 
n 

H (NX) 
n 

oà le second membre désigne le n-ième faisceau d'homologie du sous-Groupe simplicial 

normal NX, défini par la formule analogue à (2.1.1.8). Si X est abélien (i.e. 

les X le sont) alors (l.3.3) (U» l'inclusion NX C-.;,;..X est un homotopisme, 
n 

donc on a 

(2.1.2.3) TI (X) ~H ab 
n n 

(1) provenant de la fUche canonique (XCU). x(U» ---+«l'*X)(l'*U), Cftx)(f'*U». 
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2.2. Le théorème de Whitehead. 

2.2.1. Soit f: X ---'3»Y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T , et soit 

nE JN • On dit que f est un n-quasi-isomorphisme si TT 0 (f) : TI 0 (X) _TI 0 (y) 

est un épimorphisme et si de plus, pour tout u E ob T et tout point-base x de 

X au-dessus de U (2.1.2) 

est un isomorphisme pour i < n et un épimorphisme pour i = n • On dit que f 

est un quasi-isomorphisme si f est un n-quasi-isomorphisme pour tout n Quand 

T a assez de points (SGA 4 IV), dire que est un n-quasi-isomorphisme (resp. 

un quasi-isomorphisme (équivaut, d'après (2.1.2.1 (H)), à dire que ft 

est un n-quasi-isomorphisme (resp. un quasi-isomorphisme) pour tout point t de T 

Lorsque T est le topos ponctuel, f est un quasi-isomorphisme si et seulement 

si f a une image inversible dans la catégorie "homotopique" ( [11J IV 2.3.0, 

voir ( [23] II 3 Prop. 4) pour une démonstration et une liste de conditions équi-

valentes. Si f est un morphisme de Groupes simpliciaux, dire que f est un 

n-quasi-isomorphisme signifie, d'après les remarques faites plus haut, que 

TT
i 

(X) ~TTi(Y) est un isomorphisme pour i < n et un épimorphisme 

pour i = n ; lorsque X et Y sont abéliens, cela revient à dire, d'après 

(2.1.2.2) et (2.1.2.3), que Nf (resp. f) est un (-n)-quasi-isomorphisme au 

sens de (SGA 6 l 1.4.2), i.e. que le cône de Nf (resp. f) (regardé comme un 

morphisme de complexes à différentielles de degré + 1) est acyclique en degré ~ -no 

Le théorème ci-dessous, dans le cas où T est le topos ponctuel. est dÙ 

à J. H. C. Whitehead, voir par exemple [9] th. 5). 

Théorème 2.2.2. Soit f: X ~y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T , 

et soit n E lN, n ~ 2 On fait l'une des hypothèses suivantes: 

(1) T a assez de points 

(1i) f est sous-jacent à un morphisme de faisceaux abéliens simpliciaux. 
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Alors,!i f est un n-quasi-isomorphisme, il en est de même de 

Z(f) : z(X) --;. z(Y) (1). 

Corollaire 2.2.3. Sous les hypothèses de (2:2.2), ~ f est un quasi-isomorphisme, 

11 en est de même de l'l(f) . 

Remarque 2.2.4. Je conjecture que les hypothèses (i), (ii) de (2.2.2) sont 

superflues. 

2.2.5. Rappels sur les limites inductives locales. 

La démonstration de (2.2.2) cons1ste à se ramener au cas du topos ponctuel. 

Cette réduction est triviale dans l'hypothèses (i), d'après (2.1.2.1 (11». Dans 

l'hypothèse (1i), on doit travailler un peu. Le principe de la réduction m'a été 

suggéré par P. Deligne, il repose sur sa technique de "passage à la lim1te induc-

tive locale", exposé dans (SGA 4 V 8), et que nous allons d'abord rappeler briè-

vement. 

Une catégorie localement filtrante sur T est une catégorie L co fibrée 

sur (Ille" foncteur image directe L (U) ~ L (V) correspondant à une flèche 

V _ U de T étant noté comme une restriction i ~ il V), qui "vérifie loca-

lement les axiomes des catégories filtrantes", i.e .• de manière précise, qui 

vérifie les axiomes 

(LF 0) Il existe une famille couvrante (U~ ~ e) telle que L(U~) soit 

non vide. 

(LF 1) Quels que soient U E ob T et i, j E ob L(U), il existe une famille 

couvrante (U~ ~ U) et des objets ka. de L (Ua.) tels que Hom(ij Ua.. k~) 

et Hom(jlua.' ka.) soient non vides. 

(LF 2) Quels que soient l'objet U de T et le couple de flèches 

f, g : i~j de L(U), il existe une famille couvrante (Ua. _ U) et des 

flèches sa. de L (Ua.) de source j Iua. telles que sa. (flua.) s~ (glu~) • 

On note l'l (-) le foncteur l'l-Module libre engendré (SGA 4 VII 6.8). 
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Exemples. (i) TO est de mnaière évidente une catégorie localement filtrante sur T. 

(ii) Quand T est le topos ponctuel, la notion de catégorie localement 

filtrante sur T coïncide avec la notion usuelle de catégorie filtrante. 

Soit C une catégorie. Un système inductif local d'objets de C indexé 

~ L est un foncteur de L dans C. Quand on parlera de systèmes inductifs 

locaux indexés par L sans préciser, il sera sous-entendu qu'il s'agit de systèmes 

inductifs locaux d'ensembles. Dans le cas de l'exemple (i) ci-dessous (L = T
O
), 

un système inductif local d'objets de C indexé par L n'est autre qu'un préfais-

ceau sur T à valeurs dans C ; d'autre part, quand T est le topos ponctuel, 

la notion de système inductif local d'objets de C indexé par L coïncide avec 

la notion habituelle de système inductif d'objets de C indexé par L . On a 

un foncteur évident 

(2.2.5.1) T ~ Hom(L ,Ens) 

qui associe à un faisceau E sur T le système inductif local i E L(U) ~E(U) , 

dit système inductif local trivial (ou constant) défini par E , et noté encore E. 

On montre dans (SGA 4 V 8) que le foncteur (2.2.5.1) admet un adjoint à gauche, noté 

~ Hom(L ,Ens) _ T 
L 

qu'on appelle limite inductive locale suivant L on a donc un isomorphisme 

fonctoriel 

(2.2.5.2) Hom (!.4! Fi' E) 

tEL 

pour E E··ob T et (Fi)iEL E ob ~(L,Ens). On montre de plus (loc. cit.) que 

le foncteur ~ 
L 

commute aux limites projectives finies, d'où il résulte que lim 
r; 

préserve les structures algébriques "définissables en termes de limites projectives 

finies et limites inductives quelconques", telles que par exemple les structures 

de groupe, anneau, module, comodule, etc. Dans le cas où L = TO (Exemple (i», 

le foncteur ~ n'est autre que le foncteur faisceau associé; quand T est le 
L 

topos ponctuel, la limite inductive locale coïncide avec la limite inductive 

habituelle. Dans le cas général, l'existence du foncteur ~ se prouve ainsi 
L 
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on dit qu 'Wle famille (ia. - i) de flèches de L 
0 

est couvrante si 1. famille 

correspondante (Ua. ---il> U) de flèches de T est couvrante; on définit ainsi une 

topologie sur La, et l'on montre que LO
, muni de cette topologie est un site 

de définition de T ; le foncteur lim est alors défini comme le foncteur faisceau 
T 

associé (d'où le fait qu'il commute aux limites projectives finies). 

Soit L'une sous-catégorie cofibrée pleine de L , on dit que L'est 

cofinale si, pour tout U E ob T et tout i E ob L(U), il existe une famille 

couvrante (Ua. ---:;,. U) et des i~ E ob L' (Ua.) 

soit non vide. On vérifie alors trivialement que L'est localement filtrante, 

et que, pour tout système inductif local (Et) indexé par L, la flèche canonique 

-----; .... ". lim 

iEL 

est un isomorphisme. 

Ces rappels étant faits, la démonstration de (2.2'.2) dans l'hypothèse 

(ii) sera donnée après quelques lennnes. 

Lemme 2.2.6. Soit A un anneau, et soit u: E -.,;. F un morphisme de complexes 

de A-Modules (1). Il existe alors une catégorie localement filtrante L ~ T 

et un système inductif local (ui : Ei -Fi)iE L de morphismes de complexes de 

A-modules de présentation finie tels que 2 
u - Hm u

i 
( ). 

il 

Preuve. Pour U E ob T, notons L (U) la catégorie suivante : un objet i de L (U) 

est une flèche de morphismes de complexes de A-modules, dont le but est ueU) et 

l'origine, notée ui ' est un morphisme de complexes de A-modules de présentation 

finie, autrement dit, i est un carré commutatif de complexes de A-modules 

(1) On note encore, par abus, A l'anneau constant sur T de valeur A. 

lim u. -- ~ 
iEL 

est défini en appliquant ~ composante à composante. 

L 
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E(U) __ .::.U~(U:..i:) __ .,.> F(U) 

où Ei (resp. Fi) est composé de modules de présentation finie (cette donnée 

équivaut d'ailleurs à celle d'un carré commutatif de complexes de A-Modules 

au-dessus de U 

ElU __ ::Jul~U __ FI U 

où est constant et les composantes de ont pour valeurs des 

A-modules de présentation finie) ; une flèche f': i _ j de L (U) est un 

triangle commutatif 

f 

u(U) 

Pour V -U E FI T , on définit de manière évidente un foncteur "restriction" 

L(U) -L(V). On obtient ainsi une catégorie L cofibrée sur TO 
, dont on 

vérifie immédiatement qu'elle est localement filtrante (déjà chaque catégorie 

fibre L(U) est filtrante). Par construction, on a un système inductif local 

(ui)iEL de morphismes de complexes de A-modules de présentation finie, et un 

morphisme de systèmes inductifs locaux (u
i

) iEL -- u, d'où une flèche de morphismes 
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de complexes de A-Modules 

(*) - u 

Montrons que (*) est un isomorphisme, i.e. que, pour n E~ , la flèche 

(resp. ~ F~ -~) 
iEL 

induite par (*) est un isomorphisme. On se bornera à le faire pour la flèche non 

respée, le cas de la flèche respée étant analogue. Compte tenu de la description 

du foncteur !!i comme foncteur faisceau associé à un préfaisceau, on doit 
L 

montrer deux choses 

(a) si x est une section de En au-dessus d'un objet U de T , 

alors, quitte à se localiser sur U , il existe i E ob L(U) 
n 

et u E Ei tels 

'lue i{y) = x 

(b) si i E ob L(U) et z E E~ sont tels que i(z) = 0, alors, quitte 

à se localiser sur U , il existe une flèche i~j telle que f{z) = 0 Pour 

(a) , on note que x définit une flèche x : A __ En(U) telle que x(1) = x 

et cette flèche s'insère dans une flèche : ui - u(U) ,où Ei (resp. Fi) 

est nul en dehors de l'intervalle n, n+1 ,et i est donné sur cet intervalle 

par le cube 

A 
__________ ~I~d ____________ )~A 

Id ~ 
x ----------t-------------~A 

dx 

u(ulx 

d u(U)x(=u(U)dx) 
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La vérification de (b) est analogue et laissée au lecteur (il n'y a pas besoin 

non plus de se localiser sur U). Ceci achève la preuve de (2.2.6). 

Remarque 2.2.6.1. Si dans (2.2.6) on suppose que E et F sont nuls en dehors 

d'un intervalle [a,bJ de ~ U(-co)U(+"'} • les ui : Ei - Fi tels que Ei et Fi 

soient nuls en dehors de [a,bJ forment un système cofinal. 

Lemme 2.2.7. Soient n E Zl, A un anneau, u: E _ F un morphisme de complexes 

de A-Modules tel que Hn+1(u) soit injectif. Soit U E ob T , ~ 

f : u' ~ u(U) un morphisme de morphismes de complexes de A-modules (1) tel 

~, si G' désigne le cône de u' ,Rn(G') soit de tyPe fini. Alors il existe 

une famille couvrante (Ua.~U), et, pour chaque a. ,un diagramme commutatif 

de morphismes de complexes de A-modules 

~v-O 
a. 

où la ligne est exacte, va. est le morphisme identique d'un complexe concentré 

en degré n et de valeur un A-module libre de type fini, ~ Hn+1
(ua) est injectif 

et a même image que Rn+l(u'). 

~. Elle est analogue à celle de la première partie du lemme standard "de 

prolongement" (SGA 6 l 1.4.1). Notons E' (resp. F') la source (resp. le but) de 

u' , p : E' _E(U) (resp. q : F' _F(U» la flèche définie par f. Comme 

Rn(G') est de type fini, il en est de même de Ker Rn+l(u') par la suite exacte 

de cohomologie, donc il existe une flèche avec M li bre de type 

fini, telle que la suite M __ Hn+l(E ') _ Hn+1 (F') soit exacte. La flèche 

M __ Hn+1(E') se factorise à travers en 

composé M _ Zn+l (E') _ Zn+l (F') a une image contenue dans Bn+l (F') donc 

se factorise à travers F,n en t : M_ F,n. D'où un carré commutatif 

(1) qu'on peut regarder, de manière équivalente, comme un morphisme de morphismes 

de complexes de A lU-Modules u' _ ulu ,où u' est constant. 
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M 

[ 
1 , j r 

D'autre part, l'Image du composé M~Zn+l(E'l ~ zn+l(Elu) est contenue 

dans Bn+l(EIUl , car on a un diagramme commutatif 

où le composé supérieur est nul par construction et Hn+l(uIU) est injectif par 

hypothèse. Donc, quitte à se localiser sur U, on peut supposer que le composé 

M...!:....;.Zn+1(E') ....E.....,.zn+l(EIUl se factorise à travers Enlu en s : M--;'Enlu 

d'où un carré commutatif 

M 31 Zn+1 (E ') 

J 
l 

EnlLl ... zn+l(Elu) 

Le carré 

M t <- F,n 

q 
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ne sera pas en général commutatif, posons 

Par construction, le composé M ~ Fnlu ~ Fn+1lu est nul, i.e. l'Image de 

li est contenu dans zn(FIU). On définit alors un morphisme de complexes 

u" : En ----=;P Ffi par 

n-l 
... - E' 

"' 1 
.- l" ,n-l 

3L ['-'! .::b E ,n rr,d) • E,n-rl ----30 

1 l "' Cd :,) 
l 

(O,dl 3oH@F~n ,. f ,n+l ---->-

un morphisme de complexe p' : E" -+ E lu par 

et un morphisme de complexes q' F"-Flu par 

•.. _ F,n-lJLHo2'-f,n (U,dl ~ F ,n-rl _ 

1 
1 

r ~ , q:' 

Le carré 

E" __ u::.'_' __ ..... Fil 

est commutatif par définition de li , en d'autres termes on a un morphisme 
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f' = (p', q') : U" ~U\U . Par construction, Hn+
1

(u ll
) est injectif et a même 

image que H
n

+1 (u'). D'autre part, on a une injection naturelle u' _ u" 

compatible avec f: u' -- u\U et f' Ull ---iIoo- U lu " et donnant une suite 

exacte 0 --+ u' -- u" - v - 0 ,où v est le morphisme identique du 

complexe réduit à M placé en degré n • ce qui achève la preuve. 

Lemme 2.2.8. ~ nEZ:, A un anneau, u: E -- F un morphisme de 

complexes de A-Modules tel que Hn(u) soit surjectif. Soit U E ob T ,~ 

soit f: u' _ u(U) un morphisme de morphismes de complexes de A-modules. 

On suppose que Hn+1 (u') est injectif et que Hn(G') est de type fini, G' 

désignant le cÔne de u' . Alors il existe une famille couvrante (Uo.- U) , 

~, pour chaque 0. ,un diagramme commutatif de morphismes de complexes de 

A-modules 

où le ligne est exacte, 1t est de la forme 

(Mo. en degré n) 

avec Mo.~ A-module libre de t)'pe fini, 

surjectif. 

~. Elle est analogue à celle de la deuxième partie du lemme de prolongement 

déjà cité (SGA 6 l 1.4.1). Comme Hn+l(u') est injectif, la suite exacte de 

cohomologie implique que Hn(F') __ Hn(G') est surjectif (1). Donc, comme 

Hn(G') est de type fini, il existe un A-module libre de type fini M et une 

flèche t : M __ Zn(F') telle que le composé M~Zn(F') _Hn(F') _Hn(G') 

(1) on note comme précédemment E' (resp. F') la source (resp. le but)de u' , et 
p : E' -- E lu (resp. q : F' ---;00 F lU) la flèche définie par f. 
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soit surjectif, et l'on a un carré commutatif 

M ___ ..;O=--____ .. ~ E ,n+ 1 

tl 1 u' 

F ,n ______ --..~ F ,n+l 

D'autre part, comme Rn(u) est surjectif, quitte à se localiser sur U on peut 

trouver une fl èche s : M ~ Zn (E 1 U) rendan t CODDDuta tif 1 e diagr8DDDe 

-----jl;. Rn (FI U) 

et l'on a un carré cODDDutatif 

M 
___ ...;0:....-__ --'11. E ,n+ 1 

-1 1· 

En général le carré 

M ___ .....;t=--___ -:~;. F ,n 

ne sera pas commutatif, posons 
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L'Image de Ô est contenu dans Zn(FIU) (il en est déjà ainsi de l'Image de us 

(resp. qt», et même dans Bn(FIU) car le composé M ~ Zn(FIU) ~Hn(FIU) est 

nul par construction. Donc, quitte à se localiser sur U , on peut supposer que Ô 

se factorise à travers Fn- 1 lu en € : M ~ Fn-1lu . On définit alors un morphisme 

de complexes u" : E" - F" par 

_ E,n-2 ~ E,n-1 (~)~ M $ E,n 

u' 1 l~, G.I:) 
(0) Td$d! 

_ F,u-2 W- MEElF,n-1 _ M$F,n 

un morphisme de complexes p' : E" - Elu par 

---:> E ,n-1 ~ MeE ,n ~ E ,n+1 _ 

p l (.,p' 1 1 ' 

et un morphisme de complexes q' : F" - Flu par 

~ F,n-2 ~ M$F,n-1 Id$d .. M$F,n (D,d) ~ F ,n+1 - ... 

l, ("'l ("" l 1 ' 
~ Fn - 2 \U ~ Fn - 1 lu d Fnlu d ;;; Fn+lIU __ 

Le carré 

E" u" 
g F" 

p' 

1 l" 
Elu 

ulU , Flu 
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est commutatif par définition de Ô , i.e. on a un morphisme 

f' = Cp', q'l: u"---;..uIU. Il est clair que Hn+1Cu"l = Hn+1Cu') et que 

Hn(u") = CMEEiHn(E') ___ HnCF'» est surjectif. D'autre part, on a une injection 

naturelle u' --- u" , compatible avec : u' ~ ulU et fT 

et donnant une suite exacte 0 ~ U 1 ~ ut! ~ V ~ 0 ,où v est le 

morphisme de complexes 

CM placé en degré n) 

1 l id 

1 

... -- 0 _ ~I ~ ~I --... 0 ----... 

ce qui achève la preuve. 

Lemme 2.2.9. Soient [n,a] un intervalle de Z, A un anneau noethérien, 

u : E --- F ~ n-quasi-isomorphisme (SGA 6 l 1.4.2) de complexes de A-Modules 

nuls en degré> a . Il existe alors une catégorie localement filtrante L sur T 

et un système inductif local (ui : Ei --- Fi):iEL de n-quasi-isomorphismesde 

complexes de A-modules de type fini tels que u lim 
TET 

et 

nuls en degré> a . 

~. D'après (2.2.6) et C2.2.6.1) il existe une catégorie localement filtrante 

L et un système inductif local Cu. 
l 

Ei -- Fi)iEL de morphismes de complexes 

de A-modules de type fini, Ei et Fi étant nuls en degré> a , tels que 

u = lim u. . Tout revient donc à montrer que ceux des ui qui sont des n-quasi-
1ft l 

isomorphismes forment un système cofinal. Mais cela résulte d'une application repétée 

de (2.2.7) et (2.2.8) (l'hypothèse de finitude de loc. cit. est vérifiée car le 

cône de est un complexe de modules de type fini, donc ses modules de cohomo-

logie sont de type fini, A étant noethérien). 

Lemme 2.2.10. Soient L une catégorie localement filtrante sur T , (Xi)iEL 

Cresp. (Ai)iEL) un système inductif local d'ensembles (resp. anneaux). Posons 

X = lim X. , A = lim A .. La flèche canonique TEt' 1 ut l 



- 38 -

est un isomorphisme. 

~. Laissée au lecteur. 

Fin de la démonstration de (2.2.2). On se place dans 1 'hypothèses (ii), i.e. 

on suppose qu'on a un morphisme f: X _y de Z-Modules simpliciaux tel que Nf 

soit un (-n)-quasi-isomorphisme. En vertu de (2.2.9), il existe une catégorie 

localement filtrante L sur T et un sytème inductif local (gi: Li - Mi) iEL 

de (-n)-quasi-isomorphismes de complexes de chaînes de ~modules de type fini 

tels que Nf = ~gi . Utilisant le théorème de Do1d-Puppe (1.3.2), on déduit 
iEL 

un système inductif local (hi)iEL (Kgi)iEL de n-quasi-isomorphismes de 

~modules simpliciaux tel que f = 1im hi 
TEt 

(il est immédiat que les foncteur~ 

et N commutent aux limites inductives locales). D'après (2.2.10) on a 

K 

lim 
iEL 

(h. ) 
Z 1 . En vertu du théorème de Whitehead cité plus haut (i.e. (2.2.2) 

dans le cas du topos ponctuel), les 
(h. ) 

Z 1 sont des n-quasi-isomorphismes.Compte 

tenu de (2.1.2.2) et des propriétés d'exactitude des limites inductives locales, 

il en résulte que zef) est un n-quasi-isomorphisme, ce qui achève la démons-

tration de (2.2.2). 

2.3. Catégorie dérivée des faisceaux simpliciaux. (1) 

On garde le topos T et les éonventions de (2.1.2). 

2.3.1. Le topos Simp1(T) , sorites sur les Hom. 

Il résulte du critère de Giraud (SGA 4 IV 1.2) que la catégorie Simp1(T) 

des faisceaux simpliciaux sur T est un topos : plus présicément, si T est un 

Q-topos, où Q est un univers contenant lN ,Simp1(T) est un Q-topos, car on 

peut prendre comme famille de générateurs les L\(n)u' n ElN, U E ob T , comme 

il découle de la relation 

(1) Ce numéro peut-être sauté en première lecture. 
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(2.3.1.1) x (u) 
n 

(si E est un ensemble simplicial, on note ET ' ou simplement E , le faisceau 

simplicial déduit de E par application du foncteur "faisceau constant associé"). 

Pour X, Y E ob SimpleT), on notera 

(2.3.1.2) Homs (X ,Y) 

le faisceau des homomorphismes de X dans Y dans le topos Simpl(T), caraté-

risé par l'isomorphisme fonctoriel 

(2.3.1.3) 

pour Z E ob SimpleT). Compte tenu de (2.3.1.1), ~(X'Y)n est le faisceau 

U~Hom(t><n)U XX,Y), et, pour f: [O,n]--[O,m]E Fl /:;, la flèche 

Homs(X'Y)f : Homs(X'Y)m -~(X'Y)n est définie par les flèches Hom(,'\(f)U x X,Y). 

Quant T est le topos ponctuel, Homs (X,Y) co!ncide avec l'ensemble simplicial 

considéré habituellement par les topo10gues (cf. par exemple ( [U] II 2.5.3». 

On posera 

(2.3.1.4) ~(X'Y)o = !!2!!!(X,Y) 

autrement dit, Hom (X ,Y) est le faisceau U ~ Hom(~,y) • Avec cette notation, 

(2.3.1.1) s'écrit sous la forme 

(2.3.1.5) X 
n 

et l'on peut dire que Homs(X,Y) est le faisceau simplicial [O,n] 1-+ Hom(/:; (n)X X,Y). 

D'autre part, (2.3.1.3) admet la variante faisceautique habituelle 

(2.3.1. 6) Homs(Z,Homs(X,Y» ~ Homs(Z X X,y) 

Le foncteur r (T ,-) : T ~ Ens induit un foncteur r (T, -) : Simpl(T) -- Simpl (Ens), 

adjoint 11 droite du foncteur "faisceau simplicial constant associé". On posera 

(2.3.1.7> Homs(X,Y) r (T ,Homs (X, Y» 
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En d'autres termes, Homs <X,Y) est l'ensemble simplicial [O,n]""'-" Hom(Mn) X X,Y). 

De (2.3.1.6) on déduit un isomorphisme fonctoriel (2.3.1.8) 

Hom(Z,Homs(X,Y» ~Homs(Z X X,y) 

Soient f: X' __ X, g: Y' --y des flèches de Simp1(T). On notera 

(2.3.1.9) Homs (X '/X,Y' /y) 

ou Homs(X'/~, Y'/ y) quand on voudra éviter toute ambigutté, le faisceau sur 
-- f g 

Simp1(T) des homomorphismes de f dans g (i.e. des couples u: X --y , 

u' : X' _y' tels que uf = gu'), ou, si l'on préfère, le sous-faisceau de 

Homs(X,Y) X Homs(X',Y') défini par le produit fibré 

Homs(X'/X, Y'/Y) -------~'" ~(X',Y') 

j Homs (X' ,g) 

Homs Cf,Y) 
Homs (X,Y) ---------------.~ Homs(X',Y) 

Si X est l'ensemble simplicial final, on écrira simplement Homs(X',Y'/Y) au 

lieu de Homs (X' /X, Y' /Y). 

On posera comme précédemment 

(2.3.1.10) Homs (X ' /X, Y' /Y) r (T,~(X'/X, Y'/Y» 

Enfin, soient p X -- Z, q y -- Z des flèches de Simp1(T), on notera 

(2.3.1.11 ) 

(ou Homsz(p,q) si l'on veut éviter toute ambiguité) le faisceau sur Simp1(T) 

des Z-morphismes de X dans Y, et l'on posera 

(2.3.1.12) 

Entre les foncteurs (2.3.1.9) et (2.3.1.11) on a diverses relations analogues 

à (2.3.1.6), et dont nous ne dresserons pas la liste, attendu qu'il s'agit de 

relations triviales qui ne sont pas particulières à SimpleT) mais sont valables 



- 41 -

dans n'importe quel topos. Nous consignerons cependant pour la suite l'isomorphisme 

canonique fonctoriel 

(2.3.1.13) 

pour K, Z E ob Simpl(T) et X, Y E ob Simpl(T)/z (K X X et Homs(K,Y/Z) 

étant regardés comme objets au-dessus de Z de la façon naturelle}. On tire 

de (2.3.1.13) des formules analogues avec Homs
Z 

(resp. Hom
Z

' resp. Hom
Z

) qu'on 

laisse au lecteur le soin d'écrire. 

Les foncteurs Homs, Homs qu'on vient d'introduire commutent aux limites 

projectives en leur second argument (ce sont des adjoints à droite) donc "préservent 

les structures algébriques (sur le second argument) définissables en termes de 

limites projectives". Par exemples, si Y est un Groupe simplicial, il en est 

de même de Homs(X,Y) pour X E ob Simpl(T) ; si Y --;.. Z est un morphisme de 

Groupes simpliciaux, Homs(X,Y/Z) est un Groupe simplicial muni d'un morphisme de 

Groupes dans Z , etc. 

Soit f: T' ~T' un morphisme de topos. L'extension naturelle de 

f* à SimpleT) commute aux limites inductives et aux limites projectives 

finies, donc est le foncteur image inverse par un morphisme de topos noté encore 

f : Simpl (T') ~ Simpl (T) ; le foncteur image directe correspondant 

f* SimpleT') ~ SimpleT) n'est autre que l'extension naturelle de 

f* T' _ T (1). Pour X, Y E ob Simpl (T) on a un homomorphisme canonique 

fonctoriel 

(2.3.1.13) 

Celui-ci est un isomorphisme si X est, localement sur T , isomorphe au faisceau 

simplicial constant défini par un ensemble simplicial de présentation finie (on dit 

qu'un ensemble simplicial E est de présentation finie s'il existe une suite 

1 
(l Quand T est le topos ponctuel, le foncteur f~f (resp. f* l n'est autre que 

le foncteur "faisceau simplicial constant" (resp. r (T', -» envisagé plus haut. 
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où L 
o 

sont des sommes finies d'ensembles simpli-

ci aux du type A (n» : on est en effet ramené au cas où X = A (n), on a 

~(t.<n), y) = ~(Mn) ,XII(p) ,y), et l'on gagne grâce à (2.3.1.5) car 
p 

Mn) X li(p) est de présentation finie ( [l1J II 5.5>. 

2.3.2. Cylindres, objets de chemins, interDrétation des homotopies. 

Rappelons ([ll] IV 1.2) que la projection A (1) - l.(O) est un homoto-

pisme, et même, plus précisément, que les flèches Id et dls
o 

de l.(1) dans 

li(l) (resp. Id et dOs
o

) sont homotopes par une homotopie respectant le point-base 

(OJ = i(o) (resp. il} = dO(O», Pour X E ob Simpl(T), le faisceau simplicial 

6(1) X X (resp. Homs(l. (1), X» sera appelé cylindre (resp. objet des chemins) 

de X. D'après (2.3.1.3), le foncteur cylindre est adjoint à gauche du foncteur 

objet des chemins. Les deux points-base de l.(1) et la projection de li(1) sur 

un point définissent des flèches dO, dl 

s 
o 

X=:6(1)X X, sO:1::. (1) X X -- X 

X ~~(I::.(l), X» telles que (resp. do' dl : Homs(li(l) ,X)::::: X, 

sOdo 
= sOdl 

= Id, (resp. dos
o 

= d
1

s
l 

Id), et il résulte de ce qu'on vient de 

rappeler que SO est un homotopisme au-dessous de X quand on regarde 1::. (l) X X 

comme au-dessous de X via ou au choix (resp. so est un homotopisme 

au-dessus de X quand on regarde Homs (A(1) ,X) comme au-dessus de X via do 

ou dl au choix) (cf. (1.1.6) pour la notion d'homotopie relative envisagée ici). 

Soient u
o

' u
l 

: X~Y des flèches de Simp1(T), la donnée d'une homotopie u 

entre 

d u 
o 

u 

° 
u 
0' 

u 
0' 

et 

udl 

dl u 

u
l équivaut à celle d'une 

u
l 

(resp. d'une flèche 

u
l

). Pour que u et u
1 0 

flèche u : 1::. (1) X X--Y 

u : X ~ Homs ( t:( 1) , y) telle 

soient homotopes, il faut et 

qu'il existe, pour un entier n , une "homotopie composée de longueur n 

telle que 

que 

il suffit 

entre 

U o et u1 ' i. e. par définition une flèche de In X X dans Y (où ln est l'en­

semble simplicial défini dans ([l1J IV 1.1» coïncidant avec U
o 

(resp. u
1

) sur 

{O} X X (resp. (n} XX) (ou ce qui revient au même une flèche de X dans 

Homs (ln ,Y) telle que ... ). Il en résulte qu'on a 
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(2.3.2.1) Hot(X,Y) = Tl o Homs(X,Y) 

où Homs (X,Y) est défini en (2.3.1.7) et Hot est une notation abrégée pour 

HO~otsimp1(T) • La notion d'homotopie relative s'interprète de manière analogue. 

Soient Z E ob Simp1 (T), X, Y des objets de Simp1 (T) au-dessus de Z 

U o ' u1 : X=:: y deux Z-flèches. La donnée d'une Z-homotopie u entre u et 
o 

u
l 

(1.1.6) équivaut à celle d'une Z-flèche u : A(1) X X _ Y telle que 

udo u , udl 
= u (resp. d'une Z-flèche u : X __ Homs(A(1), Y/Z) telle que 

0 1 

ud u , ud
l 

= u
l

) (cf. (2.3.1. 9) et (2.3.1.13». Par suite on a 
0 0 

(2.3.2.2) 

Où Homz(X,y) est défini en (2.3.1.12) et HotZ(X,y) désigne l'ensemble des 

classes de Z-homotopie de Z-morphismes de X dans Y 

Proposition 2.3.3. Le foncteur canonique 

Simpl (T) -----....,;;>. Hotsimpl (T) 

identifie Hotsimpl(T) à la catégorie localisée (1.4.1) de SimpleT) par rapport 

aux homotopismes. 

~. C'est une conséquence formelle de l'existence d'un cylindre (resp. d'un 

objet des chemins). Posons pour abréger SimpleT) = A , Hotsimpl(T) = B , notons 

H l'ensemble des homotopismes. Le foncteur canonique A ~ B induit un foncteur 

(*) 

qui est un isomorphisme sur les objets et un épimorphisme sur les flèches. Il 

reste à voir que (*) est injectif sur les flèches. Pour cela, il suffit de montrer 

que s'il existe une homotopie u entre deux flèches uo ' u
l 

: X~Y , alors 

u et 
° 

co!ncident dans A(H- l ). Or u est définie par une flèche 

u : 

que 

XX A (1) ~ y telle que 

dO, dl : X~XXA 0) 

ul ' donc on est ramené à voir 

co!ncident dans A(H- l ), mais cela résulte de l'existence 

de l'homotopisme SO : XX'" (1) _ X tel que sOdo = sOdl = Id. (On peut faire un 
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raisonnement analogue en utilisant l'objet des chemins Homs(~(l), y» . 

Proposition 2.3.4. Soit f X ~y une flèche de Simpl(T), Il existe un 

triangle commutatif 

Y' 

" ~ 
\ ... 

x --------;.:>Y 

un hom\)lOpi:s.t~,f'. 

~. Définissons le "mapping-cylinder" y' par le carré cocartésien 

__ ..:f_' __ -.;..)o y' 

X --'----"". Y 

i.e. y' est le quotient de ( li (l) X X).ll. y par la relation d'équivalence 

qui identifie (D,x) à f(x). La projection SO : li (1) X X --'>' X est un homoto­

pisme au-dessous de X rétractant dl , donc par co changement de base (cf. (1.1.6.2» 

définit un homotopisme p: y' ~ Y rétractant , D'autre part, la flèche 

i : f'do : X __ y' ,envoyant x sur la classe de (l,x), est un monomorphisme, 

et l'on a f: pi, ce qui achève la preuve. 

Définition 2.3.5. On appelle catégorie dérivée des faisceaux simpliciaux sur T , 

ou catégorie dérivée simpliciale de T , et l'on note D.(T), la catégorie localisée 

(1.4.1) de SimpleT) par rapport aux quasi-isomorphismes (2.2.1). 

Remarque 2.3.5.1. On dira qu'une flèche u de Hotsimpl(T) (on écrira aussi 

Hot.(T) en abrégé) est un quasi-isomorphisme si u est l'image d'un quasi-isomor-

phisme par le foncteur canonique SimpleT) -----!l'Hot. (Tl. Il résulte de (2.3.3) 

que D,(T) s'identifie à la catégorie localisée de Hot. CT) par rapport aux 

quasi-isomorphismes. 
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Théorème 2.3.6. Supposons gue T ait assez de points (SGA 4 IV 6.4.1), Alors, 

dans Hot.(T), l'ensemble des quasi-isomorphismes permet un calcul de fractions 

à gauche (1.4.2). (1) 

Preuve. Les a~iomes (Fr 1) et (Fr 2) sont trivialement vérifiées. Montrons qu'on 

a (Fr'3). Soit un diagramme de Simpl(T) 

X' 

·1 u 
X ---~ .... '" Y 

où s est un quasi-isomorphisme. Quitte à remplacer par une flèche isomorphe 

dans Hot. (T), on peut, d'après (2.3.4), supposer que est un monomorphisme. 

Définissons y' par le carré cocartésien 

X' -------">"> y' 

·1 
X -----,.:;.-y 

Je dis que t est un quasi-isomorphisme. Il suffit (2.2.1) de le vérifier en 

chaque point de T , autrement dit on peut supposer que T est le topos ponctuel. 

D'après (C2:!] Cor. p. 3.19) s est une extension anodine ([11] IV 2), donc 

([11] IV 2.1 (11» 11 en est de même de t. Reste à vérifier (Fr '4). On procède 

comme dans le cas du topos ponctuel ([11] IV 2.3). Soit un diagramme de Simpl(T) 

f 
X'~ X~Y 

g 

tel que fs et gs soient homotopes, étant un quasi-isomorphisme. Quitte à 

remplacer s par une flèche isomorphe dans Hot.(T), on peut supposer (2.3.4) que 

s est un monomorphisme. La donnée d'une homotopie composée de longueur n entre 

(1) L'hypothèse que T a assez de points est sans doute superflue. 
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fs et gs définit comme dans (loc. cit.) un diagramme commutatif à carrés cocarté-

siens 

l X X :> Y' 

7"J 1 t 

l X X' ') M Y 
n 

!~ 1 s.us 
X'llx' ----~'- x 11. X / 

la flèche verticale X.li X ~ In X X (resp. X'.1LX'~I XX') 
n 

est l'injection 

canonique définie par les points-base 0 et n ; on a donc une homotopie composée 

de longueur n entre tf et tg, mais t est un quasi-isomorphisme, car dans 

le cas ponctuel (loc. cit.) t est une extension anodine, donc (Fr'4) est bien 

vérifié, ce qui achève la preuve. 

2.3.7. On sait C [U] IV 3.2.0 que, dans le cas où T est le topos ponctuel, 

la catégorie D.CT) est naturellement équivalente à la catégorie à homotopie près 

des ensembles simpliciaux de Kan. On veut voir maintenant ce qui subsiste de cette 

propriété dans le cas général. 

2.3.7.1. Soit ~ un ensemble de monomorphismes d'ensembles simpliciaux. Nous 

dirons que ~ est faiblement saturé si ~ vérifie les conditions (i), (ii), (iii) 

de ([11] IV 2.1) et, de plus, est stable par somme disjointe finie et composition 

finie. Si ~ est un ensemble de monomorphismes d'ensembles simpliciaux, l'inter-

section des M faiblement saturés contenant ~ est un ensemble faiblement saturé 

qu'on appelle ensemble faiblement saturé engendré par ~. Nous dirons qu'un mono-

morphisme i d'ensembles simpliciaux est une extension anodine stricte si i 

appartient à l'ensemble faiblement saturé engendré par les inclusions du type 

V(n,k) - ben) ,où V(n,k) est le "cornet" de sommet k défini par lI(n) 
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(noté Ak[n] dans (loc. cit.». Les arguments de (loc. cit.) montrent que si 

y ~ X est une inclusion avec X de type fini, i. e. quotient d'un nombre 

fini de simplexes standard, alors l'inclusion (~(l) X y) U (e x X) ~ 6(ll X X 

(où e = (OJ ou (il) est une extension anodine stricte, et, comme en ( [11] IV 2.2), 

on en déduit que, si K <......;.- L est une extension anodine stricte, alors il en est 

de même de l'inclusion (L X y) U(K X X) ~ L X X • 

Définition 2.3.7.2. Soient i : K - L un morphisme d'ensembles simpliciaux, 

p : X - Y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T • Nous dirons que p 

possède la propriété de relèvement local (en abrégé PRL) relativement à i ~, 

pour tout U E ob T , et tout diagramme commutatif 

KU ) )( 

'u l 1 p 

LU 
g 

)OV 

il existe une famille couvrante (Uo, ~U) et, pour chaque cr. , une flèche 

LU ----7- X telle que le diagramme 
(l. 

soit commutatif. Soit M un ensemble de morphismes d'ensembles simpliciaux, ~ 

dirons qUe p possède la PRL rel. à M !! p possède la PRL rel. à chaque 

élément de ~ 

~ 2.3.7.3. Soient p un morphisme de faisceaux simpliciaux, ! un ensemble 

de monomorphismes d'ensembles simpliciaux, ! l'ensemble faiblement saturé 

engendré (2.3.7.1). Les assertions .. p possède la PRL rel. à N .. et .. p possède 

la PRL rel. à:li" sont équivalentes. 
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C'est une conséquence triviale des définitions. 

2.3.8. Nous dirons qu'une flèche p de Simplet) est une fibration (ou un morphisme 

fibrant) si p possède la PRL rel. à toute inclusion du type V(n,k) ~ ~(n), 

ou, ce qui revient au même d'après (2.3.7.3), rel. à l'ensemble des extensions 

anodines strictes (2.3.7.1). Nous dirons qu'un faisceau simplicial X est de Kan 

si la projection de X sur le faisceau simplicial final est une fibration. Dans 

le cas où T est le topos ponctuel, on retrouve la notion habituelle ([l1J IV 3.1). 

Il découle trivialement des définitions que la notion de morphisme fibrant est 

stable par changement de base dans Simpl(T), rétraction, composition finie, 

produit fini, et image inverse par un morphisme de topos T' ----;.. T (pour cette 

dernière assertion, utiliser que la flèche (2.3.1.13) est un isomorphisme pour 

X constant de présentation finie). En particulier la notion de fibration est 

stable par passage aux fibres ; quand T a assez de points, dire que p est une 

fibration équivaut à dire que Px est une fibration pour tout point x de T 

Soit X un faisceau simplicial. Pour tout entier n;' 1 , le préfaisceau 

simplicial U 1--+ Exn(X(U» (2.1.1.4) est un faisceau simplicial, qu'on notera 

Exn(X). Le faisceau ~ Exn(X) est composante à composante, le faisceau associé 
n co 

au préfaisceau U ~ Ex (X (U» (loc. cit.), on le notera Ex "'(X). Il est immédiat 

que c'est un faisceau simplicial de Kan. Par faisceautisation (2.1.1.2) définit 

un monomorphisme 

(2.3.8.0 X~Ex"'(X) 

qui est un quasi-isomorphisme. 

2.3.9. Soit f: X --=;'-Y un morphisme de Groupes simpliciaux. Les arguments de 

([23J II § 3 Prop. 1 p. 3.8), mutatis mutandis, montrent que f est une fibration 

(au sens (2.3.8» si et seulement si Nf (2.1.2.2) est un épimorphisme en degré >0, 

ou encore si et seulement si la flèche X --=;.- Y XK(TT (y) ,0)K(TTo (X) ,0) est un 
o 

épimorphisme en tout degré. Compte tenu de (2.1.2.2) et (2.1.2.3), f est donc 

un quasi-isomorphisme fibrant si et seulement si f est un épimorphisme en tout 
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o . Il en résulte en particulier que si 

X' ------~)X 

l 
Y' ---------;;.>y' 

est un carré cartésien de Groupes simpliciaux, et si est un quasi-isomorphisme 

fibrant, il en est de même de f' (puisque Kedf') ~Kedf»). (J'ignore si 

l'analogue de cette dernière assertion pour les faisceaux simpliciaux est vrai en 

général, il l'est en tout cas dès que T a assez de point par réduction au cas 

ensembliste) . 

Proposition 2.3.10. (cf. ([ll] VI Prop. 4.3»). Soit Y ~X une inclusion 

d'ensembles simpliciaux avec X de type fini, et soit E _ F un morphisme 

fibrant de faisceaux simpliciaux. Alors la flèche canonique 

Homs(X,E) ~ Homs(Y/X,E/F) 

(cf. (2.3.1.9» est un morphisme fibrant. 

La preuve est la même que dans (loc. cit.) : on utilise le fait (2.3.7.1) 

que, si K ~ L est une extension anodine stricte. l'inclusion 

(L X y) U (K X X) ~ L X X est une extension anodine stricte. 

Corollaire 2.3.10.1. Si X est un ensemble simplicial de type fini et E ----.,.. F 

un morphisme fibrant de faisceaux simpliciaux, la flèche Homs(X,E) ----;.- Homs(X,F) 

est un morphisme fibrant. 

Corollaire 2.3.10.2. g Y ~X est une inclusion d'ensembles simpliciaux avec 

X de tyPe fini. et E un faisceau simp li cial de Kan, la flèche 

Homs(X,E) ~Homs(Y,E) est une fibration. 
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Proposition 2.3.11 • .B.2ll F : E --lI>F un morphi81lle de fahceaux simpliciaux de 

~. Il existe un triangle commutatif 

F 

où f' est une fibration et un hornotop i sme 

~. Elle est "duale" de celle de (2.3.4). Notons F' le faisceau simplicial 

d4fini par le carré cartésien 

F' g 
~ Homs (Ml) ,F) 

(*) p 

) 1 
dl 

E 
f .JF 

Le section d4finit une section i de P. et comme ast un 

homotopisme au-dessus de F (2.3.2), i est un homotopisme par cbangement de 

base (1.1.6). Posons f' ~ doS. On a f .. f'i • Donc on aura gagné Bi l'on montre 

que f' eBt une fibration. Or le carré (*) se décompose en carrés cartéaiens 

F' ----g'-----~) ~(A(l),F) 

<, ", 1 l ", ,d., 
f x Id 

----------':1>)> F x F 

1", 
E -----~----------~~ F 

et l'on a f' - doS - pr2 (dl,do)g = pr2 (f X Id) (p ,q) .. pr2 (p ,q). Comme E est 

de Kan, pr2 : E X F --il>F elt une fibration; d'autre part, C01llllle F est de 
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Kan, (dl ,dO) est une fibration d'après (2.3.10.2) appliqué à l'inclusion 

({O}U (l)) ~ b.(l), donc, par changement de base, (p,q) est une fibration, 

donc f' est une fibration, ce qui achève la preuve. 

Théorème 2.3.12. ~ Hot.(T)kan la sous-catégorie pleine de Hot. (T) formée 

des faisceaux de Kan, D.(T)kan la catégorie localisée de Hot.(T)kan par rapport 

aux quasi-isomorphismes. Si T possède assez de points, alors, ~ Hot. (T)ksn ' 

les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions à droite, et le foncteur 

est une équivalence de catégories. 

Preuve. Les axiomes (Fr 1) et (Fr 2) (1.4.2) sont trivialement vérifiés. Soit 

maintenant 

X __ ....;u;;"" __ )!i" Y 

un diagramme de SimpleT) dont les sommets sont de Kan et où t est un quasi-

isomorphisme. D'après (2.3.11), On peut supposer que test fibrant. Définissons 

X' par le carré cartésien 

X' -------;)'" y' 

l ' 
X __ .::u'--_":'),. y 

Comme Test fibrant, il en est de même de s, et par suite X' est de Kan. 

D'autre part, par réduction au cas ensembliste, on voit que s est un quasi-

isomorphisme, donc (Fr 3) est bien vérifié. Reste (Fr 4). Soit 
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x ===:~:~ y _--"t_-,);,. y 1 

un diagramme de SimpleT), dont les sommets sont de Kan, et Où T est un quasi-

isomorphisme tel que tf et tg soient homotopes. Comme précédemment, on peut 

supposer, d'après (2.3.11), que Test fibrant. La donnée d'une homotopie composée 

de longueur n entre tf et tg définit alors un diagramme commutatif à carrés 

cartésiens 

X' -----:» Homs(I ,Y) 

~r sl 
x -----;~ .. Homs{i fI ,Y/Y') 

-- \1 n 

~ 

(f,~ l 
y X Y 

t X t y' X y' 

où In - {a} U(n}, la flèche verticale ~(In' y) -;. y X Y (resp. 

Homs(In'Y') --Y' X Y') est définie par l'inclusion In"-ln ,et (*) est 

la flèche canonique. D'après (2.3.10) et (2.3.10.2) les flèches verticales du 

diagramme sont des fibrations (et par suite tous les sommets du diagramme sont 

des faisceaux de Kan). Comme l'injection naturelle y --+ Homs(I ,Y) (resp . 
-- n 

Y' ~Homs(In'Y'» est un homotopisme et que t est un quasi-isomorphisme, 

HomS(In,t) est un quasi-isomorphisme. D'autre part, vu la stabilité des quasi­

isomorphismes fibrants par changement de base dsns le cas ensembliste, t A t 

et (**) sont des quasi~isomorphismes. Donc (*) est un quasi-isomorphisme fibrant, 

donc aussi s (toujours par réduction au cas ensembliste). Comme le diagramme donne 

une homotopie de longueur n entre fa et gs, l'axiome (Fr 4) est donc bien 

vérifié, ce qui prouve la première assertion. Pour la seconde, on utilise le foncteur 

~~ (2.3.8.1), Celui-ci commute aux produits finis, donc (cf. (20J II 9» se 

prolonge en un foncteur Ex"': Hot.(T) ~Hot,(T\an ' D'après (2.3.8,0, ce 

dernier transforme quasi-isomorphismesen quasi-isomorphismes, donc se prolonge en 

un foncteur Ex'" D,(T) ~D.(T\an ,qui, toujours d'après (2.3.8.1), est 
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quasi-inverse du foncteur naturel D. (T)kan ~ D. (T), ce qui achève la démonstration. 

Remarques 2.3.12.1. (i) Comme dans (2.3.6), l'hypothèse que T possède assez de 

points est sans doute inutile. 

(ii) A la différence de ce qui se passe dans le cas du topos ponctuel, 

(cf. ([U] IV 3.2.1», le foncteur de localisation Hot. (T\an -D.(T) n'est 

pas en géné,ral une équivalence de catégories : pour un exemple, voir plus bas 

(3.2.1.16) et 0.2.1.20). 

2.3.13. Variantes relatives. 

On se fixe B E ob Simpl (T). 

2.3.13.1. Nous dirons qu'une flèche de Simpl(T)/B est un quasi-isomorphisme 

si la flèche sous-jacente de SimpleT) en est un. Nous appellerons catégorie 

dérivée de T rel. à S, et nous noterons D.(T,S) la catégorie localisée de 

Simpl(T)/B par rapport aux quasi-isomorphismes. Notons d'autre part Hot. (T,B) 

la catégorie ayant mêmes objets que Simpl (T) lB et dont les flèches sont les 

classes de B-homotopie de flèches de Simpl(T)/B (1.1.6). L'interprétation des 

B-homotopies à l'aide d'un cylindre (2.3.2) montre, comme dans (2.3.3), que Hot. (T,S) 

est localisée de Simpl(T)/B par rapport aux B-homotopismes, et par suite que 

D. (T,S) est localisée de Hot.(T,B) par rapport aux quasi-isomorphismes (avec 

l'extension évidente de la terminologie). 

Notant que les limites inductives dans Simpl (T) lB "se calculent déjà 

dans Simpl(T)", on a la généralisation suivante de (2.3.4) : 

Proposition 2.3.13.2. Soit f: X --","y une flèche de Simpl(T)/B' Il existe 

un triangle commutatif de Si11lpl(T) lB 

y' 

./ 

x -----''----~> ... y 



- 54 -

~ i est un monomorphisme et p ~ B-homotopisme. 

On obtient de même la généralisation suivante de (2.3.6) 

Théorème 2.3.13.3. Supposons que T ait assez de points ( SGA IV 6.4.1) (1) • 

~,~ Hot.(T,B) , les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions 

à gauche (1.4.2). 

2.3.13.4. Soient E - F une flèche de Simpl(T) lB et Y -. X ~ Z des 

flèches d'ensembles simpliciaux. On notera ~(y/x/z,E/F/B) le faisceau (sur 

Slmpl (T» des homomorphismes du diagramme Y -+ X -+ Z dans le diagramme 

E --F --..". B • Quand Z est l'ensemble simplicial final, on réduira la notation 

à ~(Y/X,E/F/B) (observons que pour B = l'objet final de Simp1(T) on 

retrouve l'objet ~(Y!x,E/F) introduit en (2.3.l.9». 

Nous dirons qu'un morphisme de Simpl(T)/B est ~ s'il en est 

ainsi du morphisme de Simp1(T) sous-jacent. 

Procédant comme dans ( [11) VI Prop. 4.3), on obtient l'énoncé suivant, 

qui généralise (2.3.10) : 

Proposition 2.3.13.5. .22!! y ~ X une inclusion d'ensembles simpliciaux avec 

X de type fini, ~ E __ F un morphisme fibrant de Simpl(T)/B' ~ 

la flèche canonique de Simpl(T)/B 

~(x,E/B) ~ ~(Y/X.E/F/B) 

est un morphisme fibrant. 

A l'aide de (2.3.13.5), on obtient facilement la variante relative 

de (2.3.11) 

Proposition 2.3.13.6. Soit f: E _ F un morphisme de Simpl(T) lB' !.!!E 

E -+ B ..!:!. F ~ B fibrantB. I1 existe un triangle commutatif de Simpl(T) lB 

(1) hypothèse sans doute inutile, COmme dans (2.3.6). 
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Où f' est fib~ant et est un B-homotop i sm~. 

On a enfin l'énoncé suivant, qui généralise (2.3.12) 

Théorème 2.3.13.7. ~ Hotfib.(T,B) la sous-catégorie pleine de Hot.(T,B) 

formée des Il __ B fibrants, D'. (T ,B) la catégorie localisée de Hotfib. (T ,B) 

par rapport aux quasi-isomorphismes. Si T possède assez de points (1) , alors, 

dans Hotfib.(T,B), les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions à 

droite, et le foncteur naturel 

D'.(T,B) ~D.(T,B) 

est une équivalence de catégories. 

~. Grâce à (2.3.13.5) et (2.3.13.6), la première partie se prouve essentie1le-

ment comme l'énoncé analogue de (2.3.12). Pour la seconde partie, on peut utiliser 

la construction de ( [U] VI 5.5.0, qui est fonctorielle, et fournit, par faisceau-

tisation, pour chaque X E ob Simpl (T) lB un quasi-isomorphisme X --... X' de 

Simpl (T) lB ' fonctoriel en X ,avec X' _ B fibrant. 

3. Anneaux et Modules simpliciaux. 

3.0. Sauf mention du contraire, les Anneaux considérés dans la suite sont supposés 

associatifs, commutatifs et unitaires, les Modules et Algèbres sont supposés unitaires. 

On conserve dans tout le nO 3 le topos T et les conventions de (2.1.2). 

(1) hypothèse sans doute inutile, comme dans (2.3.12). 
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3.1. Généralités. 

3.1.1. On appelle Anneau simplicial (de T) tout Anneau du topos SimpleT) (2.3.1). 

On notera Ans(T) la catégorie des Anneaux simpliciaux de T • 

Soit A un Anneau de T . On appelle A-Module simplicial (resp. A-Algèbre 

simpliciale) un Module (resp. une Algèbre) sur A vu comme Anneau simplicial trivial 

(1.1). On notera A-Mods (resp. A-Algs) la catégorie des A-Modules simpliciaux 

(resp. A-Algèbres simpliciales). 

Soit A E Ans(T). Conformément aux notations générales, on notera A-Mod 

(resp. A-Alg) la catégorie des A-Modules (resp. A-Algèbres). Pour E, F E ob A-Mod, 

on notera 

HomSi\.(E,F) 

(ou simplement ~(E,F» le A-Module des homomorphismes A-linéaires de E dans 

F dans le topos SimpleT) (SGA 4 IV). On a donc (cf. (2.3.1) 

0.1.1.0) 

où te second membre désigne le faisceau sur T des homomorphismes A-linéaires de 

dans F. Rappelons l'isomorphisme cher à Cartan 

0.1.1.1) 

pour L, M, N E ob A-Mod , d'où l'on déduit des isomorphismes 

0.1.1.2) 

(3.1.1.3) 

où Homs = r (T,~( ». Rappelons d'autre part (2.3.1) que, pour X E ob SimpleT) 

et E E ob A-Mod, ~(X.E) est muni naturellement d'une structure de A-Module; 

on a un isomorphisme fonctoriel 

(3.1.1.4) HomSi\. (A (X) ,E) ............... ~(X,E) 

où A(-) désigne le foncteur A-Module libre engendré (SGA 4 III), d'où l'on 
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déduit des isomorphismes 

(3.1.1.5) 
(X) 

Homs
A 

(A ,E) ~ Roms(X,E) 

0.J..1.6) Hom
A 

(A (X) ,E) ~ Rom(X,E) 

De (3.1.1.3) et (3.1.1.6) on tire en particulier 

(3.1.1. 7) 

pour M, N E ob A-Mod, X E ob SimpleT). Rappelons également que si B est une 

A-Algèbre (resp. une A-Algèbre (resp. une A-Algèbre au-dessus d'une A-Algèbre Cl, 

~(X,B) (resp. Homs(X,B/c) (2.3.1.9» est muni naturellement d'une structure de 

A-Algèbre (resp. A-Algèbre au-dessus de Cl. 

3.1.2. Notons An(T) la catégorie des Anneaux de T ,et Anmod(T) la catégorie 

des Modules sur un Anneau variable de T , qui est, comme on sait, une catégorie 

fibrée et cofibrée (scindée) sur An(T) un objet de Anmod(T) est un couple (A,E), 

où A est un Anneau et E un A-Module, une flèche (A,E) --- (B,F) est un couple 

(f,u), où f: A _ B est un morphisme d'Anneaux et u : E _ F une flèche 

A-linéaire, (ou, ce qui revient au même, une flèche B-1inéaire E 0AB -- F) , le 

foncteur projection Anmod(T) __ An(T) est (A,E) 1---'» A • Par suite, la catégorie 

des objets simpliciaux de Anmod(T) est de manière naturelle une catégorie fibrée 

et co fibrée sur la catégorie des objets simpliciaux de An(T) (1.1.6), et cette 

catégorie fibrée et cofibrée n'est autre que la catégorie des Modules sur un Anneau 

simplicial variable de T • Soit A un Anneau simplicial, on sait définir (1.1.6) 

la notion d 'homot:opie entre deux flèches u
o

' u
l 

: E __ F de la catégorie-fibre 

A-Mod. Comme on a vu en (2.3.2), une homotopie u entre u 
o 

s'in terprète 

comme une flèche de faisceaux simpliciaux E _~(~(l),F) ; dire que u est 

"au-dessus de A" équivaut à dire que la flèche précédente est A-linéaire (pour la 

structure naturelle de A-Module sur le second membre), donc correspond (3.I,l.7) à 

une flèche A-linéaire E 0
A

A(lI(l) ~F . Si l'on note Rot. (A) la catégorie des 

A-Modules à A-homotopie près (cf. (1,1.6.1», on a donc 
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(3.1.2.0 RotA(E,F) 

pour E , F E ob A-Nod, avec la notation abrégée habituelle RotA = RO~ot.(A) 

(noter que RomsA(E,F) est un groupe abélien simplicial, donc, la relation 

"il existe une A-homotopie entre u o et u " 1 
est une relation d'équivalence, 

(il n 'y a donc pas lieu de considérer de A-homotopies "composées"), et RotA (E,F) 

est un groupe abélien). Des interprétations précédentes découle aussi, comme en 

(2.3.3), que Rot. (A) est la localisée de A-Mod par rapport aux A-homotopismes. 

De manière analogue, interprétant la catégorie Algs(T) des Algèbres 

sur un Anneau simplicial variable de T comme la catégorie des objets simpliciaux 

de la catégorie (fibrée et cofibrée) des Algèbres sur un Anneau variable de T , 

on définit, pour A E ob AnseT), la notion de A-homotopie entre des flèches 

blement à l'aide de l'objet des chemins: une A-homotopie u entre u o 
et 

est une flèche de A-Algèbres u : P -Roms(t,(l),Q) (où le second membre est muni 

de sa structure naturelle de A-Algèbre), telle que dou = uo ' dlu 

notera Rot (A-Alg) la catégorie des A-Algèbres à A-homotopie près, c'est (encore 

par les mêmes arguments) la localisée de A-Alg par rapport aux A-homotopismes. 

On aura également à travailler avec la catégorie A-Alg/B des A-Algèbres 

au-dessus d'une A-Algèbre donnée B • Considérant Alg(T) comme catégorie (fibrée) 

au-dessus de An(T) X An(T) par le foncteur (source, but), A-Alg/B s'interprète 

COmme la fibre au-dessus de CA,B) de la catégorie des objets simpliciaux de 

Alg(T) (i.e. AIgs(T», d'où la notion de A-homotopie au-dessus de B entre flèches 

ua ' ul : P -Q qui s'exprime encore comme la donnée d'une flèche 

u : P _ !!2!!!!(fl(l) ,Q/B) de A-Algèbres au-dessus de B telle que d u = u 
o 0 

dlu = ul • On notera RotCA-Alg/B) la catégorie des A-Algèbres au-dessus de B à 

A-homotopie au-dessus de B près; c'est la localisée de A-Alg/B par rapport aux 

A-homotopismes au-dessus de B 

Dans la suite, on se permettra de dire "homotopisme" au lieu de "A-homoto-

pisme", quand il n'en pourra résulter de confusion. 
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3,1,3. Soit A un Anneau simplicial, On a un morphisme canonique de complexes 

de chatnes de 7l-Modules 

(où le ~ est pris pour la structure de ~Module simplicial sous-jacent (1,2,2», 

défini comme composé de la flèche canonique (1.2,2,1) A~® A~-(A®A)~ et 

de la flèche (A ® A)- ---7 A~ induite par la structure d'Anneau de A, Compte 

tenu de l'associativité (1,2,2,3) de la flèche canonique (1,2,2,1), le morphisme 

(3.1.3.1) fait de A- une ~Algèbre différentielle graduée, Il est bien connu 

d'ailleurs (et facile à montrer sur la forme explicite de (1.2.2.1» que A- est 

strictement anti-commutative (i.e. xy (-l)pqyx pour x de degré p et y de 

degré q ,et x2 = 0 pour x de degré impair), et munie canoniquement d'un 

système de puissance divisées au sens de [6] (mais nous ne 

nous servirons pas de ce dernier fait). Il en résulte que H. (A) = $ Hn (A) = $ TIn (A) 

est de façon naturelle une ~Algèbre graduée (strictement anti-commutative".), 

Si f: A--liI"B est un morphisme d'Anneaux simpliciaux, r: A~_B~ est un 

morphisme d'Algèbres différentielles graduées, et H.(f) : H.(A) -R.(B) un 

morphisme d'Anneaux gradués. 

De la même manière, si M est un A-Module, on définit à l'aide de (1.2.2.1) 

un morphisme de complexes de chatnas 

0.1.3.2) 

qui définit sur ~ une structure de A~-Module différentiel gradué. Et R.(M) 

est un R. (A)-Module gradué. 

Parfois il est plu. commode de travailler avec le sous-complexe normal NA 

de A~ , qui, d'après (1.3.5), est une sous-Algèbre différentielle graduée de 

et avec le sous-complexe normal NM qui est un NA-Module différentiel gradué. 

A­ , 

3.1.4. Soient A un Anneau de T , E, F des A-Modules simpliciaux. L'homomorphisme 

composé 
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où la première flèche est donnée par (1.2.2.1) et la seconde vient de l'accouplement 

1 naturel E ®A RomsA (E ,F) _ F , définit ( ) un homomorphisme de complexes de 

A-Modules 

(3.1.4.1) 

où le second membre est le complexe habituel des homomorphismes de E~ dans F~. 

Je dis que l'homomorphisme 

(3.1.4.2) 

induit par (3.1.4.2) (avec les notations de (1.4.7» est un homotopisme, ce qui 

signifie que, pour tout complexe de chatnes L , la flèche 

induite par (3.1.4.1) est un isomorphisme. D'après Dold-Puppe (1.3.3 et 1.3.4) 

et l'isomorphisme cher à Cartan, on est ramené à montrer que, pour tout A-Module 

simplicial M, la flèche 

(**) Rot«L ® El' _Rot(L - ® E~, F"') 

induite par la flèche canonique (1.2.2.1) L- ® If" _ (L0E)~ est un isomorphisme, 

mais cela résùlte de ce que (1.2.2.1) est un homotopisme, d'où notre assertion. 

Par application du foncteur ~(T,-), (3.1.4.2) fournit un homotopisme 

(3.1.4.3) 

Proposition 3.1.5; ~ A un Anneau simplicial, et soit f E ~F lm morphisme 

de A-Modules. Il existe lm triangle commutatif de A-Mod 

(1) via l'isomorphisme cher à Cartan. 
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~/\ 
E , f 

~ i est un monomorphisme et p un homotopisme. 

La preuve est analogue à celle de (2.3.4) 

A (l1(l)0 E 
A 

utiliser le "cylindre" 

3.1.6. Soient A un Anneau simplicial, B une A-Algèbre. Nous dirons qu'une flèche 

f : X ~y de A-Modules (resp. A-Algèbres, resp. A-Algèbres au-dessus de B) est 

une fibration si la flèche de faisceaux simpliciaux d'ensembles sous-jacente est 

une fibration (2.3.8). Comme on a vu plus haut (2.3.9), cette condition signifie 

que la flèche induite par f sur les sous-complexes normaux (pour la structure 

de ~ -Modules simpliciaux sous-jacente) est un épimorphisme en degré> 0 , ou encore 

que la suite x ~y ~ Coker TT (f) ~ 0 est exacte (comme suite de 
o 

A-Modules, TT 0 (f) étant regardé comme morphisme de A-Modules via 1 'homomorphisme 

d 'Anneaux A ---+TT (A) cf. (3.I. 3». 
o 

Proposition 3.1.6.1. Soit f: E --30> F une flèche de A-~ (resp. A-Algèbres, 

resp. A-Algèbres, resp. A-Algèbres fibrées au-dessus de B). Il existe un triangle 

commutatif de A-Mod (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B) 

E ~ F' 

\/' 
F 

~ i est un homotopisme et f' une fibration. 

Cela découle en effet de la preuve de (2.3.11) (et de son analogue 

(2.3.13.6», la formation de l'objet des chemins Homs(6(l),F) (Homs(b(1), Fla) 

dans le deuxième cas respé) préservant les structures de A-Modules (resp. A-Algèbres. 

resp. A-Algèbres au-dessus de B). 



- 62 -

3.1.7. A désignant toujours un Anneau simplicial, nous dirons qu'une flèche de 

A-Mod (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B) est un quasi-isomorphisme si la flèche de faisceaux 

simpliciaux d'ensembles sous-jacente est un quasi-isomorphisme. Nous noterons D.(A) 

(resp. D{A-Alg), resp. D(A-Alg/S» la catégorie localisée correspondante, qui est 

aussi la catégorie localisée de Hot. (A) (resp. Hot(A-Alg), resp. Hot{A-Alg/s» 

(3.1.2) par rapport aux quasi-isomorphismes (avec l'extension évidente de la 

terminologie). Quand A est l'Anneau simplicial trivial défini par un Anneau A de 

T , la catégorie A-Mod (resp. Hot.(A), resp. D. (A» s'identifie par le foncteur N 

à la catégorie C.VI-Mod) (resp. Hot.(r~Mod), resp. D. (A -Mad» (cf. 1.4.5 et 

1.4.6). 

Théorème 3.1.8. Soit A un Anneau simplicial. 

(i) Dans Hot.(A) (3.1.2) l'ensemble des quasi-isomorphismes permet 

un calcul de fractions bilatère (1.4.2). 

(ii) ~ Hot (A-Alg) (3.1.2) l'ensemble des quasi-isomorphismes permet 

un calcul de fractions à droite (1.4.2). 

(ii)' Soit B ~ A-Algèbre. Notnas Hotfib(A-A1g/B) la sous-catégorie 

pleine de Hot (A-AlgiS) formée des A-Algèbres fibrées sur B. Dans Hotfib(A-Alg/B), 

l'ensemble des quasi-isomorphismes permet un calcul de fractions à droite (1.4.2), 

et la catégorie localisée de Hotfib(A-Alg/B) par rapport aux quasi-isomorphismes 

s'identifie canoniquement à D(A-Alg/S). 

~. Compte tenu de (3.1.5) et (3.1.6.1), la preuve est essentiellement la même 

que celle (2.3.6) et (2.3.12) (et de la variante relative de (2.3.13.7». Le fait 

qu'on dispose de structures de ~-Modules simpliciaux sous-jacentes permet de se 

passer de 1 'hypothèse d'existence d'assez de points: si 

X' 
_______ =u_' _________ ~>y. 

. j 
X li 



- 63 -

est un carré cocartésien de A-Mod avec s un quasi-isomorphisme injectif, alors 

t est un quasi-isomorphisme, car x'lx est acyclique et u' induit un isomorphisme 

de x'lx sur Y'/Y; de même (cf. (2.3.9» si 

X' --------~)o Y' 

8 

x 

est un carré cartésien de A-Mad (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B) avec t un quasi-

isomorphisme fibrant, alors s est un quasi-isomorphisme fibrant. Compte tenu de 

cette remarque, et grAce au fait que les homotopies dans A-Mod (resp. A-Alg, 

resp. A-Alg/B) s'interprètent à l'aide de cylindres et d'objets de chemins conve-

nables (3.1.2), l'adaptation des arguments de la preuve de (2.3.6) et (2.3.12) à 

la situation présente est immédiate et laissée au lecteur. 

Remarque 3.1.8.1. Dans le cas où l'Anneau simplicial A est trivial de valeur A, 

l'énoncé (i) redonne (1.4.6 a» pour la catégorie A -Mad (compte tenu des équivalences 

de Dold-Puppe rappelées supra). 

3.2. Triangles distingués et Exti dans D. (A). 

3.2.1. Foncteurs y , 0 , cp ,w ,Exti 

Posons 

(3.2.1.1) y 

de sorte qu'on a une suite exacte 

(dl) 
li: 

cr 

(3.2.1.2) O __ ?l _y_o __ O 

scindéeen chaque degré. Autrement dit, y(resp. 0) est le ?l -module simplicial de 

chatnes "réduites" (à coefficients entiers) de 0(1) pointé par dO (resp. de la 
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b(O) :~(l» munie de son point-base 

naturel). Le ~-module simplicial y est homotopiquement trivial. Les complexes 

normal1s's de y et cr sont 

(3.2.1.3) N Y (O~Z~7L-O) 

N cr (0_7L_0_0) 

où la composante 7L à gauche est placée en degré homologique 1 (cf. «(10)5.28», 

et la suite exacteN(3.2.1.2) est la suite exacte évidente O~~ _Ny_Ncr_O 

Soit maintenant A un Anneau simplicial. Pour E E ob A-Mod , on posera 

0.2.1.4) 

où y (resp. cr) est regardé comme 7L -Module simplicial constant. Par tensorisation 

avec E , on déduit de (3.2.1.2) une suite exacte de A-Mod fonctorielle en E 

(3.2.1. 5) 
i 

o ----""'E -4 y E -0 E_O 

Le foncteur y (resp. 0) de A-Mad dans A-Mod est appelé foncteur CÔne 

(resp. suspension). Noter que, comme y est homotopiquement trivial il en est 

de même de y E pour tout E E ob A-Mad, 

Pour F E ob A-Mod, on notera qlF (resp. wF) le sous-objet de Homs (l\(l) ,F) 

form' des "chemins d'extrémité 0" (resp. des "lacets issus de 0"), 1. e. le A-Module 

défini par le carré cartésien 

(3.2.1. 6) cpF ~ Homs(A(l),F) (resp. w F ~ Homs (t.(ll ,F) 

1 id, 1 
(do ,dl) 

0 )0 F 0 "F J< F ). 

Le A-Module <'PF est homotopiquement trivial (cf. 2.3.2», et l'on a une suite 

exacte fonctorielle en F : 
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0.2.1. 7) 
p 

o ~w F~c:pF~F --TT (F)_O 
o 

où PF est induite par dl : Homs(ll(1),F) _F (la preuve de (2.3.11), avec les 

rôles de do et dl échangés, montre que PF est une fibration, donc son conoyau 

est TTo(F) d'après (3.1.6». Le début de (3.2.1.7) se déduit de (3.2.1.2) par 

application du foncteur Homs(-,F). Des formules chères à Cartan découlent des 

isomorphismes d'adjonction 

(3.2.1.8) Hom(y E,F) -=- Hom(E, cpF) 

Hom (crE , F) ~ Hom(E, wF) 

(et des isomorphismes analogues avec Homs (resp. Homs) au lieu de Hom), pour E , 

FE ob A-Mod. 

Lemme 3.2.1.9. (cf. ([,23]6.3, proof of prop. 1), Pour E, FE ob A-Mod, il existe 

des morphismes de suites exactes 

(i) (3.2.1.5) 

O-wcrE_c:p oE-crE--O 0.2.1.7> 

(H) o ---wF -- ywF ~ qllF -- 0 (3.2.1.5) 

o -(I.F ~tpF ----"" F ~ TTo(F) __ 0 (3.2.1.7) 

où adj est la flèche d'adjonction définie par (3.2.1.8). 

Preuve. Il suffit de transcrire les arguments de (loc. cit), ce que nous allons 

faire rapidement pour être complets. Soit 

h : l1 Cl) x. llCl)_ l\(l) 

(OE) 
o 

o , donc a fortiori TT (crE) 
o 

o . 
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l'homotopie standard entre dOso et Id: ~(1)~8(l) (doso est la projection sur 

le point-base il} (DI]IV 1,2), donc hdo 
= dOso , hdl = Id, On en déduit une homo-

topie Homs (h,F) entre sodo et Id, i.e. une flèche 

telle que h dO 
1 0 sodo ' h dl 

l Id. D'oô une flèche 

h2 : ycp F __ cp F 

telle que h dl 
2 

= Id, d'où, grâce au carré commutatif 

(11 F 

[ 
cpF 

dl 
-_......::~----'" y wF 

[ 
dl 

------''-------... y cpF 

un diagramme (H), où il reste à véri fier que cr (l)F - F (définie par passage 

au quotient) est bien la flèche d'adjonction. Ce dernier point résulte des deux 

suivants: a) Le carré 

y (1) F .. :'! (l)F 

1 
adj 

ycpF adj 
~ F 

est commutatif (les deux composés étant adjoints de 1 'inclusion WF~cp F) ; 
h p 

h) le composé y cpF -4 cp F ~F est la flèche d adjonction, ce qui 

découle du fait que le composé dlh
l 

z(~(l»@z Homs([){l),F) -+F est la flèche 

d'adjonction (relative aux foncteurs Z(~ (I»®z - et Homs(8 (1),-1), lui-même 

conséquence de ce que dl Homs(h,F) est l'identité de Homs(b(l), F). Pour cons­

truire (i), on procède de manière analogue, en utilisant cette fois les flèches 
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et 

déduites de h. 

Corollaire 3.2.1.10. La flèche d'adjonction E ~w 0 E est un quasi-isomorphisme. 

La flèche d'adjonction 0 W F --+ F est un quasi-isomorphisme si et seulement si 

F est connexe, l.~. TIo(F) = 0 . 

En effet, comme y M et ~ M sont homotopiquement triviaux pour 

M E ob A-Mod, la première (resp. seconde) assertion découle de (3.2.1.9 (i» 

(resp. (3.2.1.9) (ii» ) et du lemme des cinq. 

3.2.1.11. Les foncteurs cr et W transforment flèches homotopes en flèches homotopes, 

et aussi quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes (comme il résulte des suites 

exactes (3.2.1.5) et (3.2.1.7», donc se prolongent en un couple de foncteurs 

adjoints noté encore (0, w) de Hot. (A) dans Hot. (A) (resp. D. (A) dans D. (A». 

D'après (3.2.1.10) le foncteur cr: D.(A) ---7'D.(A) est pleinement fidèle. Pour 

E, FE ob D.(A) et p E 7l, on posera 

<3.2.1.12) lI!xt~(E,F) (
IL n+p 

lim HO~.(A) 015, cr F) 
n~?p 

la limite inductive étant prise suivant les isomorphismes de suspension. (On écrira 

parfois ExtP(E,F) au lieu de lExt~(E,F) quand il n'y aura pas d'ambigutté sur A). 

Il découle trivialement de la définition qu'on a. pour i E li! , des isomorphismes 

fonctoriels canoniques 

0.2.1.13) Extp - i (E ,F) 

0.2.1.14) 

Quand A est un Anneau simplicial trivial de valeur A et qu'on identifie Hot. (A) 

(resp. D.(A» 11 une sous-catégorie pleine de Hot(A) (resp. D(A» <3.1.7), le 

foncteur suspension s'identifie au foncteur translation X ~X[l ] , et les lExtP 
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définis en (3.2.1.12) s'identifient aux hyperext habituels, i.e. on a des isomorphismes 

fonctoriels canoniques 

(3.2.1.15) 

Supposant toujours A trivial, faisons l'hypothèse que le topos T possède assez 

de points. D'après le théorème de Whitehead (2.2.2) et la formule de Kunneth, le 

foncteur de Simpl (T) dans A-Mad transforme quasi-

isomorphismes en quasi-isomorphismes. Il fournit donc par prolongement un adjoint à 

gauche au foncteur d'oubli D. (A) ----;"D. (T) ,i.e. pour X E ob D. (T), F E ob D. (A), 

on a 

(x) 
H0'"o. (A) (A ,F) Honu. (T) (X,F) 

d'où, en remplaçant F par <IF, pour p E!Il , 

(3.2.1.16) 

ce qui montre en particulier que les ExtP(A(X) ,F) ne dépendent que de la structure 

de ~-Module simplicial sous-jacente de F. Si X est de Kan (2.3.8), on a 

d'après (2.3.12) 

lim Hot (X', OPF) --­X' -X 

la limite inductive étant prise suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes 

X' ~ X avec X' de Kan (les s qui sont fibrants formant d'ailleurs un système 

cofinal (2.3.11». Maintenant, les groupes Hot(X', oPF) s'interprètent agréablement 

comme p-ième groupes de cohomologie de certains bicomplexes. D'une manière générale, 

pour Y E ob SimpleT) et ME ob A-Mod , on définit un groupe abélien simplicial 

mixte de type (1,1) (cf. (1.1) 

0.2.1.17) Hom' CY,M) 

tel que 

autre que 

Hom' (y,M)i
j = Hom (y . ,M.), dont le 

J 1 

Hom'«A(Y»~, MI. Pour p ElN 

complexe simple associé (1.2.2) n'est 

, on a 
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0.2.1.11) 

(3.1.4.3) 

- TT Homs (Y, cfM) 
o 

d'où finalement, grâce à (2.3.2.1), 

(3.2.1.18) 

Conjuguant (3.2.1.16) et (3.2.1.18) on obtient donc en résumé 

Thèorème 3.2.1.19. Le topos T étant supposé posséder assez de points, soient A 

un Anneau de T x un faisceau simplicial de Kan et F un A-Module simplicial. 

~,pour p E lN , 

lExtP (A (X) ,F) lim 
---+ 

X' --X 

limite prise suivant les classes d'homotopie de guasi-isomorphismes fibrants 

X' ~ X, HPHom·(X',F) désignant le p-ième groupe de cohomologie du complexe 

simple associé à l'objet simplicial mixte défini en (3.2.1.17). 

Scholie 3.2.1.20. Pour X trivial défini par l'objet final de T , la notion de 

quasi-isomorphisme fibrant X' ~X coîncide avec celle d'hyperrecouvrement de T 

envisagée par Verdier dans (SGA 4 V App.), à cela près que dans (loc. cit.) on 

impose aux hyperrecouvrements d'être "semi-représentables" par rapport à un site 

générateur de T • D'autre part, pour F trivial, HPHom· ex' ,F) est le p-ième 

groupe de cohomologie de Cech habituel BP(X',F). Le théorème (3.2.1.19) apparaît 

ainsi COmme une généralisation naturelle de celui de Verdier (loc. cit.). 
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3.2.2. CÔnes, triangles distinguês. 

L'Anneau simplicial A êtant à nouveau quelconque, soit u: E ~F 

une flèche de A-Modules. On appelle cône de u le A-Module dêfini par le carrê 

cocartésien 

E 
u ;. F 

i 
E 

1 1 
'lE il eCu) 

ou, si l'on prêfère, par la suite exacte 

(3.2.2.0) 0 __ E (-~Ej Y E E9 F _ eCu) ~ 0 

Il dêpend fonctoriellement de u. Pour F = 0 (resp. F = E et u = Id), on a, 

à un isomorphisme canonique près, eCu) = a E (resp. y E). On a une Buite de 

flèchesde A-Mod 

(3.2.2.1) 

où est l'injection canonique et p l'êpimorphisme dêduit de 18 projection 

F __ O. 

Dualement, on appelle fibre de u le A-Module dêfini par le carrê 

cartésien 

F(u) -------;)~ cp F 

1 
1 P, 

E __ ...:u'--_---; .. ~ F 

ou, si l'on prêfère, par la suite exacte 

<3.2.2.2) 

(l'exactitude aux deux termes de droite vient de ce que PF est une fibration donc 
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aussi (u, -PF)' et TIO(u,-PF) = TIo(u) , cf. (3.1.6». Le A-Module F(u) dépend 

fonctorie11ement de u. Pour E = 0 (resp. E = F et u = Id), on a, à un 

isomorphisme canonique près, F(u) - w F (resp. ~F). On a une suite de flèches de 

A-Mod 

(3.2.2.3) 

oü q est la flèche canonique et i l'injection déduite de l'injection 0 ~F • 

3.2.2.4. On appelle triangle de D.(A) toute suite de morphismes 

L--M~N~oL 

de D. (A). Un morphisme d'un triangle (L _ M _ N -- rs L) dans un triangle 

(L' -M' _N' -cyL') est une suite de morphismes f: L _L' ,g: M-M', 

h : N -- N' de D. (A) tels que le diagratmne 

L -----'~ ... M -----'~~ N ---.?' cr L 

.j 
L'_ M' __ N' -oL' 

soit cotmnutatif. On dit qu'un triangle est distingué s'il est isomorphe à un 

triangle du type (3.2.2.1). Cette notion correspond, dans le cas ponctuel, à celle 

de triangle cofibrant définie par Qui11en dans [23). On pourrait aussi, à partir 

de (3.2.2.3) COtmne modèle, définir une notion de "pseudo-triangle distingué" (ou 

"triangle fibrant" dans la terminologie de (loc. cit.», mais celle-ci semble 

dépourvue d'intérêt (1). 

On a déjà observé que, lorsque A est un Anneau simplicial trivial de 

valeur A et qu'on identifie D.(A) à une sous-catégorie pleine de D(A) par le 

foncteur N (3.1.7), le foncteur suspension s'identifie au foncteur translation. 

Par suite, l'image par N d'un triangle de D. (A) est un triangle de D(A). 

(1) Pour A trivial de valeur A , elle ne co!nciderait pas avec la notion usuelle 
de triangle distingué dans D(A). 
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Prgposition 3.2.2.5. L'Anneau simplicial A étant supposé trivial, soit X ~ 

triangle de D.(A). Pour gue X soit distingué, il faut et il suffit gue NX le 

~ (2). 

~. Si v: L ~M est une flèche de complexesde A-Modules (plus généralement 

de complexes d'une catégorie abélienne), on note CCv) son c6ne défini de la 

:::::::(::""':ji' 
C(v)i = Li+l e Mi, la différentielle étant donnée par la 

Il est bien connu que cCv) s'identifie à la somme amalgamée 

de C(I'\,)=Ny®L (3.2.1.3) et de M au-dessous de L : on a une suite exacte 

o _L __ C(I'\,) e M __ CCv) _ 0 

où la première flèche est x I-+(O,-x,vx), la seconde (a,b,c) t---'JI" (a,vb + cL 

Cela étant, supposons X distingué et prouvons que NX est distingué. On peut 

supposer X du type (3.2.2.1). Notons a, : NyE --;JI>NY® NE = C(I~E) le 

morphisme d'Alexander-Whitney (1.2.2.2). Il est immédiat ( [10] 5.32) que le carré 

NE " tl Y E 

Id l l u 

NE ( 
)0 C(I~E) 

où les flèches horizontales sont les injections canoniques, est commutatif. Utilisant 

l'exactitude de N , on en 

(-::E) 
o -NE .....:..=;,..:.._" ... N y E e NF 

déduit un morphisme de suites exactes 

---_"" ... NC(u) _0 

<t El Id l 
----'1") CH(u) - 0 

où la ligne inférieure est la suite (*) correspondant à v = Nu. Comme a e Id 

~~ou, ce ~~~-revient au même (cf. (1.3.3», que ~ le 80it. 
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est un homotopisme, la flèche NC(u) ~CN(u) est un quasi-isomorphisme. D'autre 

part, par fonctorialité du cÔne, on a un carré commutatif 

NC(u) ------------~3 N cr E 

\ 1 
CN(u) -----~:> (NE)[l J 

où les flèches horizontales sont les flèches canoniques définies par la projection 

F ~O, (et les flèches verticales des quasi-isomorphismes comme on vient de voir, 

celle de droite n'étant d'ailleurs autre que l 'homotopisme d'Alexander-Whitney 

N CI E _N cr ® NE). On a donc en définitive un quasi-isomorphisme de triangles 

NE 
Nu ... NF • NC(u) - N cr E 

Id 

1 j Id l j 
NE 

Nu 
;J NF " CN(u) ~ (NE)[l] 

ce qui prouve que NX est distingué. Inversement, si NX est distingué, alors, 

d'après la démonstration précédente, NX est isomorphe à NY pour un triangle 

distingué Y convenable, donc, par Dold-Puppe, X est distingué, ce qui achève 

la démonstration. 

Remarque 3.2.2.6. Soit B ~A un morphisme d'Anneaux simpliciaux. Tout triangle 

distingué de D. (A) définit par restriction des scalaires un triangle distingué 

de D.(B), car la formation du cÔne d'un morphisme de A-Modules est compatible à 

la restriction des scalaires. En particulier, tout triangle distingué 

E ~ F ~ G ~ cr E de D. (A) définit un triangle distingué de D. (7l ). donc 

0.2.2.5) un triangle distingué de D(7l). et par conséquent la suite de 

Modules 

TT (A)­
o 
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où l'opérateur bord est défini grâce à l'isomorphisme '"n ( cr E) Tr
n

_
l 

(E) , est 

exacte. 

Proposition 3.2.2.7. L'Anneau simplicial A étant à nouveau quelconque, soit 

u : E _ F une flèche de A-Mod, ~ j : F ----""' C(u) l'inJection canonique. 

Il existe un quasi-isomorphisme fonctoriel canonique À : C (j) _ (J E tel que 

le carré 

C(u) 

C(u) 

soi t cOllDlluta ti f, k (resp. p) désifi!!ant l'injection (resp. la projection) canon igue , 

et gue d'autre part le carré 

C(j) 9 31 oF 

, l 
~~ u 1" 

(JE )0 (J F 

soit cOllDllutatif à homotopie près, q désignant la projection canonigue. 

Preuve. On a un morphisme de suites exactes 

O-+F Gp~y Fe C(u) ~ CU) ~O 

(*) 

1 <0 l,,, 
'" O~F c(u) P .,. " E _0 

Donc À : C(j) ~(J E, défini cOllDlle la flèche verticale de droite, est un quasi-

isomorphisme satisfaisant la première condition de l'énoncé. Vérifions la seconde. 

Par fonctorialité de (*) et q par rapport à u, on peut tout d'abord supposer 

que E = F et u = Idp • On a alors j = i 
F ' est donné par la suite exacte 
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(H) 

et À (resp. q) : CÜF ) -cr F est induit par pr
2 

(resp. pr
l

) : y F $ Y F -y F . 

La sutte (**) (resp. le morphisme À , resp. le morphisme q) se d~duisent, par 

tensorlsation avec F , de la suite analogue (resp. des morphismes analogues) pour 

le topos ponctuel et F = z.: • Il suffit donc de montrer que les flèches de C (i z.:) 

dans cr induites par les deux projections de y $ V sur Y sont oppos~es à homotopie 

près, ou, ce qui revient au m@me, que leurs images par le foncteur N le sont. Or, 

appliquant N à (**) (pour F = ZZ), on trouve que 

NC(i~ = (0 ~:G$:il (Id,Id). :il _ 0) 

la composante ZZ à droite ~tant p1ac~e en degr~ z~ro. Les deux flèches de NC(i~ 

dans Ncr (0 _:il -'!I>O _0) (3.2.1.3) sont d~finies par les deux projections 

de :il $ :il sur :il, leurs restrictions à Hl (NC(i:il» sont oppos~es, donc elles 

sont bien oppos~es à homotopies près, ce qui achève la d~onstration. 

f 2_ h 
Corollaire 3.2.2.8. Sous les hYpothèses de (3.2.2.6), si E ~F --.,..G -cr E 

est un triangle dist1ngu~ de D. (A), le triangle F ~ G ~ cr E ~ F est 

distingu~ • 

~ 3.2.2.9. Soient E --4 F ~G des flèches de A-Mod. Les conditions 

suivantes sont ~9uivalentes : 

(i) gf est homotope à O. 

(H) g se factorise à travers le cÔne de f. 

(iii) f se factorise à travers la fibre de g. 

~. C'est trivial sur les d~finitions. 

Proposition 3.2.2.10. Soit X = (E --+F -G -cr E) un triangle distingué de 

D.(A), ~ M E ob D.(A). Les suites 

..• -'!I>Exti(G,M) _Exti(F,M) _Exti(E,M) -'!I>Ext1+l(G,M) --+ •.• 
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obtenues, compte tenu de (3.2.1.13) ~ (3.2.1.14), par application des foncteurs 

lExt*(-,M) ~ Ext*(M,-) au triangle X sont exactes. 

~. D'après (3.2.2.8) et la définition (3.2.1.12), on est ramené A montrer que 

les suites 

(i) H~. (A) (G ,M) - Ho~. (A) (F ,M) - Ho~. (A) (E ,M) et 

(H) Ho~. (A) (M,E) - HO~. (A) (M,F) - Ho~. (A) (M,G) 

sont exactes. Prouvons l'exactitude de (i). On peut supposer que X est le triangle 

standard (3.2.2.1) défini par une flèche u: E ~ F de A-Mod. L'assertion résulte 

alors du calcul de D.(A) par fractions A gauche (3.1.8) et de (3.2.2.9). Prouvons 

1 'exactit'}d~ ie (U). Quitte A remplacer la suite E -i;..F - (G '" C(u» 
ç1E 

suite E f Y E e F _ G , on peut supposer que la suite 

0--"" E ~F -4G _0 est exacte. On a un morphisme de suites exactes 

O-E_F 
g 

;"G-O 

1 

1 

j lGd) 1.1 

l (.0, -P
G

) 
I)_F(,,) ~F,?q:G Jo 

G __ ü 
(3.2.2.2) 

par la 

où la flèche verticale médiane est un homotopisme, donc la flèche verticale de 

gauche est un quasi-isomorphisme. Donc on peut remplacer la suite E -- F - G 

par la suite F (g) -+- Fœ cp G __ G , et on peut remplacer A son tour cette dernière 

par la suite F(g) ___ F -G • L'assertion résulte alors du calcul de D. (A) par 

fractions A droite (3.1.8) et de (3.2.2.9), ce qui achève la démonstration. 
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3.2.3. Triangle distingué associé à une suite exacte, calcul de llixt
l 

Soit X = (0 ~ E ~ F ~ G _ 0) une suite exacte de A-Mod. On 

associe à X un triangle distingué ~(X) de D. (A) défini comme suit. On considère 

le diagramme commutatif suivant, où les lignes sont exactes 

(3.2.3.0 0 --~ >-E 
-iE , Y E !I c;E ;.-0 

" 1 1 r p 

0----30-
C-~F) 

!lE !I Y E $F _C(u)--;;,,-o 

.. 1 l", 1 ' 
o-----.::~ ;>OE >- F ')0 G j)oO 

La flèche s est un quasi-isomorphisme. On pose 

-1 
0.2.3.2) X(X) (E -4F --I-;..G ps ~ a El 

Il est clair que l(X) est distingué, dépend fonctoriellement de X , et que tout 

triangle distingué de D.CA) est isomorphe à un triangle du type X(X). On notera 

"(X) le morphisme G-c;E de X(X). Si f: E-E' (resp. g: G'-G) 

est une flèche de A-Modules, on notera ~X (resp. ~g) l'extension 
E 

o ---.,.. E' _ E' $ F --""G ---.,.. 0 (resp. 0 ---.,.. E _F x GG' --iil'"G' --iiI'" 0) déduite 

de X par f Cresp. g). Par fonctorialité de X, on a 

(3.2.3.3) (c; f) X (X) X(X)g 

Il s'ensuit que X induit un homomorphisme fonctoriel 

où le Ext l 
à gauche est calculé dans la catégorie abélienne A-Mod. Nous allons 

utiliser X pour obtenir une description des éléments de Extl(G,E) en termes 

d'extensions de A-Modules. 
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3.2.3.5. Pour ME ob A-Mod, nous noterons 

i 
(O-+M~yM_aM~O) 

la suite exacte (3.2.1.5), et, si TIo(M). 0 , 

~ = 

la suite exacte (3.2.1.7). Nous noterons d'autre part 

Q, : CI W ~Id et Il : Id-W CI 

les flèches d'adjonction définies par (3.2.1.8), 

Lemme 3.2,3.6. Or, a 

(H) 

Id . 
aM 

-1 . - ~ 

Preuve. La première relation résulte du fait, observé dans la preuve de (3.2.2.7), 

que les flèches de C(i
M

) dans a M induites par les deux projections de y M ~ Y M 

sur y M sont opposées à homotopie près (donc opposées dans D.(A». D'après 

(3.2.1.9) (H» on a 

d'où (3.2.3.3) 

x(~) 0. M 

d'où (ii) (compte tenu de (i». 

Lemme 3.2.3.7. Soit 

x (O_F-4M_E_O) 

une suite exacte de A;Modules. Les Conditions suivantes sont équivalentes 
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(i) X(X) = 0 

(ii) il existe un quasi-isomorphisme E' ~ E tel que X*s splitte; 

(iii) il existe un quasi-isomorphisme F -'" F' tel que t* X splitte. 

Preuve. Nous nous bornerons à prouver l'équivalence de (i) et (iii), celle de (i) 

et (ii) étant analogue. Si t*X splitte pour un quasi-isomorphisme t : F ~F', 

on a X(t*X) = cr t'X.(X) , donc 'X.(X) = 0 puisque cr t est inversible. Inversement, 

supposons que l'on ait 'X.(X) o . A10rs,d'après la suite exacte (3.2.2.10) 

il existe une flèche r : M _F de D. (A) telle que ri = I~ (dans D. (A». 

Cela implique (3.1.8 (i» l'existence d'une flèche q : M _ F' de A-Modules 

telle que t = qi soit un quasi-isomorphisme. On a alors t*X = q*(i*X), et i*X 

splitte, d'où la conclusion. 

Proposition 3.2.3.8. Soient E, F des A-Modules. 

a) 
1 

u EIExt (E,F), il existe un quasi-isomorphisme t : F _F' 

(resp. s: E' _E) et une extension X (resp. y) de E'p"!!!' F' (resp. de E' 

.p..!!!. F) telle que l'on ait 

cr t -1 'X.(X) u) 

b) ~ t' : F _F' (resp. t" : F __ Fil) un quasi-isomorphisme, 

et X' (resp. X") une extension de E .p..!!!. F' (resp. Fil). Pour que l'on ait 

-1 -1 
cr t' "iX') = cr t" 'X,(X") , il faut et il suffit qu'il existe des quasi-isomorphismes 

r' : F' -G .ll r" : Fil ~G tels que r't' soit homotope à r"t" et que 

r'4fX' - r"*X" dans Extl(E,G). 

b') Soient s' : E' --':iO-E (resp. Sil : E" _E) un quasi-isomorphisme, 

et Y' (resp. yll) une extension de E' (resp. E") .p..!!!. F. Pour que l'on ait 

'X.(y,)s,-l = x(Y")s"-l • il faut et il suffit qu'il existe des quasi-isomorphismes 

(os)-l dans D.(A). 
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r' : D ~ Et et rI! : D -...,. E" tels que sir' soit homotope à s"r" ~ 

Y'*r' = y" * r" dans Ext1 (D,F). 

~. Nous nous bornerons à prouver l'assertion a) non respée et l'assertion b), 

la preuve de a) respée et b') étant analogue. 

a) D'après (3.1.B (i», il existe des flèches de A-Modules 

s étant un quasi-isom~phisme, telles que u = 8-
1 f. Comme 

on dispose de la suite exacte f G (resp. fcr F) <3.2.3.5). Posons X = - f G* f . 

On a des morphismes de suites exactes 

X O~wG-* ~E_O 

j 1 1-f 

f
G O-wG-cpG- G---O 

r· 
'" !. 1 w s 

f 
crF O-wcrF~cp cr F ~cr F-- 0 

Posons t = (w s) SF : F ~ W G, où SF: F ~ II) 0 F est la flèche d'adjonc-

tion (3.2.3.5) t est un quasi-isomorphisme (3.2.1.10). Du diagramme ci-dessous 

on tire, graêe à (3.2.3.3), 

Mais, d'après (3.2.3.5), on a 

(0 Q ) -1 (f ) 
1-' F X cr F - Id 

d'où 

-1 (cr t) X(X) u, 

ce qui prouve a). 
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b) Prouvons le "il suffit". On a 

x(r'* X') X(r"* X") 

d'otl (3.2.3.3) 

ar' X(X') a r" 'X. (X") 

Comme on a r't' r"t" dans D. (A), il vient 

x(X ') 
-1 a r' a r" X(X") cr t' cr t,,-l X(X") 

d'où l'assertion. Reste la partie "il faut". En vertu de (3.1.8 (1) il existe des 

quasi-isomorphisme r' 
1 

: F' ~GI et r" 1 F"-GI 
tels que rit' soit 

homotope à rl\t" Posons X' 
1 = r't* X' , X"l = r"t * X" .Ona (3.2.3.3) 

'X.(X 't) = a r't (X'), 'X. (X,\) = a r"t X<X") , d'où l'on tire 

donc, puisque r'lt' r"t t" dans D. (A), on en déduit 

D'après (3.2.3.7) il existe alors un quasi-isomorphisme q: Gl ~G tel que 

q*x,\ = q*X't dans Extl(E,G), et par suite r' = qr't et r" = qr,\ répondent 

à la question, ce qui achève la démonstration. 

3.2.4. Nous dirons qu'un morphisme 

O~E'~E~E"~O 

, 1 
O~F'_F~F"~O 

de suites exactes de A-Modules est un quasi-isomorphisme si f' et f" sont des 

quasi-isomorphismes (auquel cas f est aussi un quasi-isomorphisme). Nous appellerons 

catégorie des vrais triangles de D. (A), et noterons VT.(A), la catégorie localisée 
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de celle des suites exactes courtes de A-Mod par rapport aux quasi-isomorphismes. 

On peut introduire la catégorie des sui tes exactes courtes "à homotopie près" (deux 

flèches uo ' ul : X----:Y de suites exactes courtes sont dites homotopes s'il 

existe une flèche u :?l(f:, (1» ®X.......,.Y telle que udo • u
o

' ud1 ~ u
l

) et 

montrer par les sempiternels arguments (cf. preuve de (3.1.8 (i» ) que VT.(A) se 

calcule par fractions bilatéralement à partir de cette dernière. Cela étant, il 

est immédiat qu'un quasi-isomorphisme de suites exactes courtes de A-Mod induit 

un isomorphisme des triangles distingués qui leur sont associés par X (3.2.3.2), 

en d'autres termes X induit un foncteur 

'X VT. (A) -- T. (A) 

où T.(A) est la catégorie des triangles distingués de D.(A). Celui-ci est, comme 

on a vu, essentiellement surjectif; il est aussi conservatif, mais ce n'est pas 

en général une équivalence de catégories. 

3.3. Produits tensoriels dérivés. 

3.3.1. La catégorie D'hv(A) • 

Soit A un Anneau simplicial de T . Un A-Module simplicial M, i.e. 

un objet de la catégorie A-Mods = Simpl(A-Mod), peut-être regardé comme un objet 

bisimplicial dont les lignes M .q 
sont des A-Modules et les colonnes M 

p. 

Ap-Modules simpliciaux. On a des foncteurs évidents 

A-Mod ~ A-Mods ~ A-Mod 

des 

dont le composé est le foncteur identique : le premier associe à un A-Module L 

le A-Module simplicial trivial verticalement de valeur L • le second associe à 

M E ob A;'Mods le sous-objets diagonal t:, M (1.1). 

La tensorisation par y (3.2.1.1) regardé comme ?l-module bisimplicial 
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(1) trivial horizontalement (resp. verticalement) définit un foncteur 

(3.3.1.1) Yh (resp. y v) : A - Mods - A-Mods 

On définit de même par tensorisation avec cr un foncteur 

(3.3.1.2) 

et, plus généralement, pour f: E --"" F E FI A-Mods, on définit le cOne horizontal 

(resp. vertical) de f comme la somme amalgamée 

(3.3.1.3) E ~ F rresp. E ';!> F 

[ j r 1 
y hE ') Ch (f) ., E 'Jo C (f) ). 

v v 

On vérifie tout de suite qu'on a 

(3.3.1.4) tch (f) bC(f) v c (1:. f) 

Notons D. (A) 
v (resp. D'hv(A» la catégorie localisée de A-Mods 

par rapport aux flèches qui induisent des isomorphismes (resp. quasi-isomorphismes) 

sur les A-Modules d'homologie. La suite spectrale des bicomplexes Hhuv ~~ , 
p q 

jointe au théorème d'Eil~nberg-Zilber (1.2.2), montre que 1:.: A-Mods ~A-Mod 

se factorise à travers D'hv(A), I.e. on a un diagramme commutatif de foncteurs 

(3.3.1.5) A-Mocls ,. D. (A) - ::> D.hv(AJ v 

[., 

l ' 
A-Mod ,. D. (A) 

où les flèches horizontales sont les foncteurs de localisation. En particulier, 6 

(1) Si A est un anneau de T , on appelle A-Module n-simplicial un objet n-simpli­

cial de A -Mad n.l) (ou, si l'on préfère, un Module sur A regardé comme Anneau 

n-simplicial trivial). 
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induit, pour E, F E ob A-Mod, un homomorphisme fonctoriel 

(3.3.1.6) 

pour n E?l (en effet 

X : Extn(E,F) 

t:.cr 
v 

t:. d'après (3.3.1.4}). Pour n = l, on retrouve 

l'homomorphisme (3.2.3.4), comme il résulte aussitÔt de (3.3.1.4). 

De manière analogue on définit la catégorie Dv(A) (resp. Dhv(A» 

localisée de C(A-Mod) par rapport aux flèches qui induisent des isomorphismes 

(resp. quasi-isomorphismes) sur les A-Modules d'homologie. Par Dold-Puppe (1.4.6) 

D'v(A) s'identifie à la sous-catégorie pleine de Dv(A) formée des complexes 

dont la cohomologie est nulle en degré» 0 • De même, D'hv(A) s'identifie à la 

sous-catégorie pleine de Dhv(A) formée des complexes dont la cohomologie est 

acyclique en degré> 0 • 

L'inclusion A-Mod ~ A-Mods induit un foncteur 

0.3.1.7> 

rétractê par t:.. 

3.3.2. Produit tensoriel dérivé de Modules simpliciaux. 

Notant comme d'habitude D;(A) la sous-catégorie pleine de Dv(A) formée 

des complexes dont la cohomologie est nulle en degré assez grand, on sait définir 

(SGA 4 le dérivé du produit tensoriel 

L 
® 

Rappelons que, pour E, F € ob D;(A) , on a 

L 
E ® F -=::::.. L ®F 

si L ~E est un quasi-isomorphisme de complexes de A-Modules, avec L à com-

posantes plates. (Noter qu'un A-Module L est plat si et seulement si ses composantes 

Ln sont des An-Modules plats). 
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~ 3.3.2.1. ~ L ~ A-~, f: E ~F un quasi-isomorphisme de 

A-~. II L est plat, ou si E ~ li' sont plats, alors L ® f : L ® E -L ® li' 

est un quasi-isomorphisme. 

~. Dans le cas particulier où A est trivial, l'assertion résulte aussitÔt 

d'Eilenberg-Zilber et KUnneth. Dans le cas général, tensorisons par f la résolu-

tion libre standard FA (L) ~L Cl.5.5.2). On obtient un carré commutatif de 

Modules simpliciaux 

® E ®F 

1 1 
!. ® E L ® F 

où L ® E et L ® F sont regardés comme A-Modules simpliciaux triviaux. D'après 

le cas particulier, la flèche horizontale supérieure induit des quasi-isomorphismes 

sur chaque ligne (utiliser le fait que pour X E ob Simpl(T), ME ob A-Mad, on a 

(X) -v (X) 
A ®A M ---~ ®~). D'autre part, toujours d'après le cas particulier, si L 

est plat, ou si E et F sont plats, les flèches verticales induisent des quasi-

isomorphismes sur chaque colonne. Par les suites spectrales des bicomplexes, il en 

résulte, sous ces m@mes hyPothèses, que la flèche horizontale inférieure de (*) est 

un quasi-isomorphisme, cqfd. 

3.3.2.2. Par dévissage, on déduit aussitÔt de (3.3.2.1) que, si f, g sont des 
L 

flèches de D~(A) inversibles dans Dhv(A) , alors f 0 

inversible dans Dhv(A). En d'autres termes, le foncteur 

induit un foncteur 

(3.3.2.3) 
L 
o 

Celui-ci définit à son tour par restriction un foncteur 

(3.3.2.4) 
L 
o 
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En fait, on s'intéressera surtout au foncteur composé 
L 

t ® ~ 
0.3.2.5) ® D.(A) X D.(A) ~D'hv(A) _D.(A) 

Proposition 3.3.2.6. Soient E. F des A-~. Le pro-objet de D.(A) 

"tim" L ® M 

pris suivant la catégorie (filtrante (3.1.8 (i» des quasi-isomorphismes 

L_E, M_F de Hot. (A) (3.1.2). est essentiellement constant de valeur 
.t t 

E ® F • Par suite (1.4.4) le foncteur ® est le dérivé gauche du foncteur 

® : Hot. (A) X Hot. (A) ---'.!O- Hot. (A). 

~. Il suffit d'observer d'une part que les quasi-isomorphismes L ~E 

(resp. M _ F) avec L (resp. M) plat forment un systène cofinal (si P est un 

A-Module quelconque, FA(P) ~P induit, par Ei1enberg-Zi1ber et la suite spectrale 

des bicomplexes, un quasi-isomorphisme ~ FA(P) ~p. et 

plat). d'autre part que pour L (resp. M) plat on a L ® F 

.(. 

À FA(P) est un A-Module 
t 

(resp. E ® M) -= E ® F . 

3.3.2.7. Pour E E ob D.(A) fixé. le foncteur E ® - commute à la suspension 

et transforme triangles distingués en triangles distingués. Cela résulte aussit6t 
t 

de ce que E l8i F"'::::'" L ® F. où L _ E est un quasi-isomorphisme avec L plat • 

.t L 
Remarque 3.3.2.8. Pour A trivial de valeur A. on a (E ® AF) ~ E ®AF • 

comme il résulte de Ei1enberg-Zi1ber. 

3.3.3. Suites spectrales. 

Proposition 3.3.3.1. (cf. ( [23] 6.8 th.6». L'Anneau simplicial A étant à 

nouveau quelconque, soient E. F des A-Modules. Il existe une suite spectrale 

du premier quadrant, à valeur dans la catégorie des Ho (A)-Modu1es. fonctorielle 

en chacun de ses arguments 
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t 
~. On a (3.3.2.5) E ® F ~(E ~ F) , d'où, par Eilenberg-Zilber, 

H*(E ~ F) -:::::!.... H* JE ~ F L Il suffit donc d' écrire la suite spectrale HnHv ~ H* 

relative au bicomplexe E ® F . Pour la fonctorialité, on peut utiliser le calcul 
L 

de E ® F à l'aide de la résolution libre standard. 

Proposition 3.3.3.2. (cf. (loc. cit». Sous les hypothèses de 0.3'.3.0, il 

existe une suite spectrale du premier quadrant, à valeurs dans la catégorie des 

H(A)-~, fonctorielle en chacun de ses arguments 

t 
~ "*(E ® F) 

où kq désigne la partie homogène de degré q ~ H*(A)-Module gradué 

H (A) 
!or~~ ("*(E), H*(F» (rappelons (3.1.3) ~ H*(A) est un Anneau gradué 

l 
antt-commutatif et ~(E) (resp. H*(F» ~ "*(A)-Module gradué ( ». 

La preuve de (3.3.3.2) sera donnée après quelques préHminaires. Pour 

L, ME ob A-Mod, on définit, à l'aide des "shuffles" (3.1.3), un homomorphisme 

canonique fonctoriel 

(3.3.3.3) 

où le premier membre désigne le produit tensoriel habituel des Modules différentiels 

gradués L et M sur l'Anneau différeutiel gradué A • On en déduit un homomorphisme 

canonique fonctoriel 

0.3.3.4) 

Définition 3.3.3.5. Nous dirons qu'un A-Module M est spécial s'il existe un 

~Module simplicial plat P , dont l'homoiogie est. plate sur 2Z , tel que M -==. A ®2Z P. 

(l) On renvoie à (IV 1.2.3) pour la définition du produit tensoriel dérivé de 
Modules gradués sur un Anneau gradué. 
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Lemme 3.3.3.6. Si M est spécial, (3.3.3.4) est un isomorphisme. 

Preuve. Prenant P comme dans (3.3.3.5), on a 

L ®7kP 

Par associativité des shuffes, on a un carré commutatif 

1 l 
où les flèches verticales sont données par (3.3.3.4) et la flèche horizontale infé-

rieure est l'isomorphisme canonique. Comme P et H*(P) sont plats, les flèches 

verticales sont des isomorphismes par KUnneth et Eilenberg~Zilber. Par suite la 

flèche horizontale supérieure est un isomorphisme, cqfd. 

Remarque 3.3.3.7. Il découle de (3.3.3.6) que si P est un 7k -Module simplicial 

spécial, la flèche canonique 

est un isomorphisme. Si M est un A-Module spécial, H*(M) est donc un ~(A)-Module 

gradué plat. 

Lemme 3.3.3.8. Pour M E ob A-Mod, il existe une résolution fonctorielle de M E!! 

un complexe (de chatnes) de A-Modules spéciaux L.(M), satisfaisant de plus à la 

condition que H*(L,(M» soit une résolution de H*(M). 

Preuve, Tout revient à construire un épimorphisme fonctoriel L (M) ~ M , tel que 
o 

Lo(M) soit spécial et H*(p) un épimorphisme. Par la théorie des résolutions de 

Cartan-Eilenberg plates [27] , plus Dold-Puppe, on dispose d'une telle cons-
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truction pour A =~ ,notons-la L~(-). Dans le cas général, on prend 
o 

Lo(M) = A ®~l!(M) : la fUche composée A ®~ L~(M) --'!l'A ®~ M --'JO>M est un 

épimorphisme et induit un épimorphisme sur l'homologie, on a gagné • 

Preuve de 3.3.3.2. 
.t 

D'après (3.3.2.5), on a E ® F"'=' èJ (E ® L. (F» , où L. (F) 

(3.3.3.8) est vu comme un A-Module simplicial grAce à Dold-Puppe. Observons que 

la propriété que les lignes de L.(F) soient des A-Modules spéciaux se conserve par 

l'application du foncteur K de Dold-Puppe, ainsi que le fait que H*(L. (F» ~H*(F) 

soit un quasi-isomorphisme. Ecrivons la suite spectrale 

E
2 

H
vert 

H
hor ~ H* pq P q 

relative au bicomplexe E ®L.(F), dont l'homologie totale est H*(E ~ F) d'après 

la remarque du début et Eilenberg-Zilber. On a d'après (3.3.3.4) 

H
hor (E ® L (F» 
q p 

Comme H*<L.(F» est une résolution graduée de H*(F) par des H*(A)-Modules 

gradués plats (3.3.3.7), on a donc 

et l'on obtient bien la suite spectrale annoncée dans (3.3.3.2), 

Remarques 3.3.3.9. a) Un quasi-isomorphisme de A-Modules E ~E' induit un 

isomorphisme sur les suites spectrales correspondantes (3.3.3.1) (resp. (3.3.3.2». 

b) Pour A trivial, on retrouve les suites spectrales habituelles 

(cf. (3.3.2.8) et [27]. 

c) On peut également montrer, en paraphrasant les arguments de Qullien 

([23J6.8 th. 6), qu'il existe une suite spectrale fonctorielle 

t 
• H (H (E) ®A F) ~ H*(E 

p q 

à valeurs dans la catégorie des H (A) -Modules. 
o 
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3.3.4. Extension des scalaires. 

Soit A ~B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T . Il découle de 

(3.3.2.1) que le foncteur (cf. [27J) 

L 
B ®A -: D;(A) _D;(B) 

induit un foncteur, encore noté 

L 
B ® A - : Dhv(A) -- Dhv(B) 

Celui-ci définit par restriction un foncteur 

L 
B ® A - : D·hv(A) --> D·hv(B) 

Comme plus haut, on s'intéressera surtout au foncteur composé 
L 

B ®A-
6 (3.3.4.1> D. (A) ---", D.hv(B) _ D. (B) 

Proposition 3.3.4.2. ~ F .!!!! A-~. Le pro-objet de D. (B) 

"~' B ® AM 

pris suivant la catégorie (filtrante)des quasi-isomorphismes M ~ F de Hot. (A), 

est essentiellement constant de valeur 
.(, 

B 0A- est le dérivé gauche du foncteur 

.(, 
B ® AF . Par suite (1.4.4) le foncteur 

B ®A - : Hot. (A) _ Hot. (B). 

~. Elle est analogue à celle de (3.3.2.6). Nous l'omettons. 

L 
3.3.4.3. Le foncteur B ®A - commute à la translation des degrés et transforme 

triangles distingués en triangles distingués. Utilisant (3.3.1.4), on en déduit 
.(, 

que B ®A - commute à la suspension et transforme triangles distingués en triangles 

distingués. En fait, il y a mieux: on sait ( V 2 ) qu'on peut définir 
L 

B ®A - : VT-(A) - VT-(B) , où VT-(-) désigne la catégorie des vrais triangles 

de (-), et, toujours par les mêmes arguments, on montre que ce foncteur induit un 
~A-

foncteur VT.(A) _ VT.(B) (3.2.4). On a un carré commutatif 
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t 
B®A-

VT. (A) VT. (B) 

rj 
~ 

j 
BIS> -

T. (A) 
A , T. (B) 

où X est le foncteur défini en 0.2.4). 

Proposition 3.3.4.4. !2!! nEZ.!2.!!!. E E ob D. (A) , F e ob D. (B) , il existe 

un isomorphisme canonique fonctoriel 

(cf. (3.2.1.12) pour la définition des lExt). 

~. Compte tenu de (3.3.4.3), on peut se borner à n - 0 . On peut d'autre part 
.(. 

supposer E plat. On a alors B ®AE ~ B ®AE L'isomorphisme canonique 

fournit, par passage à la limite suivant les quasi-isomorphismes F ~ M , 

l'isomorphisme annoncé (cf. (3.1.8 (i» ). 

Remargue 3.3.4.5. Soit F' ~ F _ Fil _ cr F' un triangle distingué de D.(A). 

Alors les isomorphismes (3.3.4.4) définissent un isomorphisme des suites exactes 

(3.2.2.10) : 

Enoncé analogue dans le cas d'un triangle distingué E' ~ E _ E" ~ crE • 
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Corollaire 3.3.4.6. II A ~B est un quasi-isomorphisme, les foncteurs 
.t 

B ®A - : D. (A) ---'>- D. (B) .!!.!:. "~" : D. (B) ~ D. (A) sont quasi-inverses l'un 

de l'autre. 

Preuve. Il s'agit de montrer que les flèches d'adjonction définies par (3.3.4.4) 

sont des isomorphismes. Pour E E ob D.(A) , la flèche d'adjonction 

est un isomorphisme, car on peut supposer E plat et qu'alors elle est donnée par 

la flèche d'adjonction ordinaire E ~ B ®AE. i.e. E ®A(A~ B), qui est un 

quasi-isomorphisme d'après (3.3.2.1). Soit maintenant FE ob D.(B). Montrons que 

la flèche d'adjonction 

(*) 

est un isomorphisme. Le foncteur "oubli": D. (B) --;. D. (A) étant conservatif, il 

suffit de montrer que (*) donne un isomorphisme dans D. (A). Mais le composé 

où la première flèche est l'autre flèche d'adjonction, est l'identité de F (consi-

déré comme objet de D.(A». D'après la première partie de la preuve la première 

flèche est un isomorphisme, donc il en est de même de la seconde flèche, et l'on 

gagne. 

3.3.4.7. Soient A ---'>- B ---'>- C des morphismes d'Anneaux simpliciaux. Pour 

F E ob D. (A), on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

La preuve est immédiate. 
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3.3.5. Produit tensoriel dérivé d'Algèbressimpliciales. 

3.3.5.1. Soient A un Anneau simplicial, B une A-Algèbre. La résolution libre 

standard PA(B) ~ B (1.5.5.6) induit, par passage aux sous-objets diagonaux 

(et d'après Eilenberg-Zilber et la suite spectrale des bicomplexes), un quasi-

isomorphismes 

IlPA(B) _B 

de A-Algèbres. L'Algèbre Il PA(B) est libre terme à terme, donc en particulier 

plate comme A-Module (loc. cit.). 

Proposition 3.3.5.2. ~ B, C ~ A-Algèbres. Le pro-ob let de D{A-Alg) 

où la limite est prise suivant les quasi-isomorphismes P ~ B , Q ~ C de 

Rot{A-Alg )(1) , est essentiellement constant de valeur P ®AC (resp. B ®AQ) pour 

P (resp. Q) plat sur A. Par suite (1.4.4) le foncteur 
t 

-®A - D{A-Alg) X D(A-Alg) - D(A-Alg) est le dérivé gauche du foncteur 

-®A - Rot{A-Alg) X RodA-Alg) __ RodA-Alg). 

Preuve. D'après (3.3.5.1) les quasi-isomorphismes P ~ B (resp. Q ~ C) avec 

P (resp. Q) plat forment un système cofinal. La proposition se déduit donc triviale-

ment de (3.3.2.6~. 

4. Dérivés des puissances symétriques et extérieures. 

La théorie des foncteurs dérivés des puissances symétriques et extérieures 

est due, dans le cas ponctuel, à Dold-Puppe [10] ; sa globalisation sur 

les topos annelés, à P. Deligne, qui traite séparément le cas des dérivés dans 

(1) Ceux-ci forment une catégorie filtrante d'après {3.l.8 (ii». 
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nO] (non publié) et dans nb[o (2) (SGA 4 XVII). La technique bisimpliciale employée 

ici permet d'unifier ces deux théories. 

4.1. Préliminaires sur D 

Soit A une catégorie abélienne. On se propose de montrer que D-(A) est 

rétracte d'une catégorie dérivée convenable d'objets bisimpliciaux mixtes. 

4.1.1. Rappelons (1.2.1) qu'on note C(A) la catégorie des complexes de A (à diffé­

rentielle de degré +1), et C.(A) (resp. C'(A» la sous-catégorie pleine formée des 

complexes nuls en degré> 0 (resp.<O). On désignera par C:(A) la sous-catégorie 

pleine de la catégorie 2-C(A) des bicomplexes de A (loc. cit.) formée des bicom­

plexes L "contenus dans le deuxième quadrant", i.e. tels que LPq = 0 si p > 0 

ou q < 0 . La catégorie C.(A) (resp. C'(A» s'identifie de manière naturelle à 

une sous-catégorie pleine de C:(A). Plus généralement, on définit un foncteur 

pleinement fidèle 

(4.1.1.1) i C (A) ----'> C: (A) 

en associant à L E ob C(A) l'unique bicomplexe iL nul en dehors du bord du second 

quadrant et ayant E pour complexe simple associé, i.e. 

Id 
0 ~ L

2 

1 1 d 

0 !> Cl .,. L 1 

r r 1 d 
cl -2 d L- 1 d 

!> LO >L .. 

(1) Si A est une catégorie abélienne, DO](A) (resp. Db[o(A» désigne la sous­

catégorie pleine de D-(A) formée des complexes à cohomologie nulle en degré> 0 

(resp.< 0) • 
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On a donc 

(4.1.1. 2) fi = IdC(A) 

et un diagramme commutatif de foncteurs pleinement fidèles 

(4.1.1.3) 

G, (Al 

Si M est un bicomp1exe, on notera Hhor(M) (resp. HP t(M» le p-ième complexe ver 

de cohomologie horizontale (resp. verticlae). Avec cette notation, on a, pour 

L E ob C(A), 

(4.1.1.4) HP(L) si p<O 

t[oL si p = 0 

0 si P > 0 

0 si q < 0 

toJL sl q = 0 

Hq(L) si q> 0 

4.1.1.5. Désignons par D:(A) la catégorie localisée de C:(A) par rapport aux 

flèches qui induisent des quasi-isomorphismes sur les complexes de cohomologie 

verticale, notons D~(A) la sous-catégorie pleine de D:(A) formée des complexes 

dont la cohomologie verticale est acyclique en degré assez grand. D'après (4.1.4), 

i induit un foncteur 

(1) On rappelle que ~ désigne le foncteur complexe simple associé (1.2.1). 
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i D(A) ---~>~ D: (A) 

D'autre part, si f: X --> Y est une flèche de C:(A) telle que Hq t(f) ver soit 

un quasi-isomorphisme pour tout q , alors f f: jx ---> JY est un quasi-

t
vert 

isomorphisme: en effet, notant q] le foncteur qui tue la cohomologie verticale 

en degré > q , on a f = lim t vert 
f 

- q] , 
donc f f = lim ft vert f donc il suffit 

-- )q] , 

de montrer que f tvertf 
qj 

est un quasi-isomorphisme, ce qui résulte aussit8t de la 

suite spectrale Hhor Hvert ~ H* appliquée aux complexes t;jrt X, t;jrty 

~eux-ci sont concentrés dans la bande horizontale [O,q], donc la suite spectrale 

converge). Par suite, le foncteur f induit un foncteur 

f: D:(A) -- D(A) 

et le composé 

est l'identité. Observons que i envoie D-(A) dans D~(A) et que J envoie 

D~(A) dans D-(A). 

4.1.2. Désignons par Simplmixt(A) la catégorie des objets simpliciaux mixtes de 

type (1,1) de A (cf. (1.1», i.e. 

Simplmixt(A) ~(~ X ~o,A) Simpl (Cosimpl (A» Cosimpl (Simpl (A» 

Par la théorie de Dold-Puppe (1.3), on dispose d'un foncteur complexe normal associé 

"vertical" N
vert 

: Simplmixt(A) --> C· (Simpl(A» (resp. "horizontal" 

Nhor : Simplmixt(A) ~ Cosimpl(C.(A» ), et l'on a un carré essentiellement commu-

tatif de foncteurs 

(4.1.2.0 Simplmixt (A) 

",,, 1 
Cosimpl (C. (A» 

N 
vert 

N 

> C· (Simpl (A» 

1 0"(,) 

} C: (A) = C.C· (A) C·C. (A) 
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On dispose d'autre part d'un foncteur transformé de Dold-Puppe "vertical Il 

Kvert : C:(A) ~ Cosimpl(C.(A» (resp. "horizontal" Khor : C:(A) _C'(Simpl(A» ), 

et l'on a un carré essentiellement commutatif quasi-inverse du précédent 

(4.1.2.2) Simplmixt(A) 0( 
K C' (Simp1(A» 

Co,' .. HK) 1 
K 

r KM, 

Cosimpl (C. (A» ( vert C: (A) 

On notera 

(4.1. 2. 3) N Simp1mixt{A) ~ C: (A) 

K C: (A) --_> Simplmixt(A) 

les foncteurs composés définis respectivement par (4.1.2.1) et (4.1.2.2). Ils sont 

quasi-inverses l'un de l'autre. 

flèches 

qu'on a 

Notons Dmixt(A) la catégorie localisée de Simplmixt(A) par rapport aux 

f telles que H
q 

(f) soit un quasi-isomorphisme pour tout q Observant vert 

Hq N ~ NHq (exactitude de N (1.3.3 (i») on en déduit que les vert vert 

foncteurs N et K de (4.1.2.2) induisent des foncteurs quasi-inverses 

N 
(4.1.2.4) Dmixt(A) ..... i--__ "D: (A) 

K 

4.1.3. Soient B une catégorie abélienne et 

(4.1.3.0 F A---_> B 

un foncteur, non nécessairement additif. On notera encore F le foncteur composé 

(4.1.3.2) F fNFKi 

Celui-ci cotncide, quand (4.1.3.1) est additif, avec l'extension naturelle habituelle 

de (4.1.3.1) à C(A) (car les foncteurs N et K commutent à tout foncteur additif). 

Pour mesurer le défaut d'additivité d'un foncteur, on dispose de la notion de "degré" 

([lOJ 4.18). 
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Lenune 4.1.3.3. Soient [a,bl un intervalle de ~ U - {oo}u + (m} contenant ° 
~ X un complexe de A nul en dehors de [a,b] II F est de degré <. k 

(loc. cit.), FX est nul en dehors de [ka,kb]. 

~. En effet, d'après ( [10] 4.23) et l'énoncé dual, NFKiX est nul en dehors 

du rectangle -ka ~p '0, ° 'q o;Çkb • 

Remarque 4.1.3.4. Sans hypothèse sur F, il est trivial que si X est nul en degré 

> a (resp. <b) il en est de mame de FX 

~ 4.1.3.5. ~ u, v : X--;Y des flèches de C(A). g u et v sont 

homotopes, F(u) ~ F(v) sont homotopes. 

~ 'De1igne). Soit h tel que v - u dh + hd. On a 

(*) h h+ + h -

f 
si i (:0 

{:' 
si i <;0 

(h-)i 

si i> ° si i>O 

Soit w: X ~ Y défini par w - u = dh+ + h+d. On a donc, d'après (*), 

v - w = dh- + h-d. Maintenant h+ définit une homotopie entre iu et iw consi-

dérées comme flèches de C·(C.(A», donc (1.3.4) une homotopie entre K iu vert et 

Kvertiw , soit finalement une homotopie "verticale" (i.e. cosimp1iciale) entre Kiu 

et Kiw. De même, h- définit une homotopie "horizontale" entre Kiw et Kiv. L'une 

et l'autre homotopie se conserve par application de F, d'où l'assertion. 

Remarque 4.1.3.6. Soit G : B ---'!>oC un foncteur entre catégories abéliennes. Pour 

X E ob c. (A) (resp. C' CA», on a un isomorphisme fonctoriel 

(*) (GF) (X) - GCF(X» 

Celui-ci vaut encore pour X E ob C(A) si l'un des foncteurs F, G est additif. 

Dans le cas général (*) n'est malheureusement pas valable, conune le montre l'exemple 
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A = B = C = catégorie des modules sur un anneau k, F = G = ~ , X = L[l] $M[-l] où 

L et M sont des k-modu1es. Cela tient au fait que, dans la définition (4.1.3.2) 

de l'extension d'un foncteur à CCA), on ne peut en général remplacer i par un 

autre plongement de CCA) dans C:CA) sans changer le foncteur composé correspondant. 

4.2. Dérivé gauche d'un foncteur compatible aux limites inductives locales. 

4.2.1. Retour sur les limites inductives locales. Nous aurons besoin de la variante 

suivante de la notion explicitée dans (2.2.5) (nous renvoyons le lecteur à (SGA 4 V 8) 

pour plus de détails). Soient T un topos, l une catégorie localement filtrante 

sur T ,et C une catégorie au-dessus de TO On appelle T-système inductif local 

d'objets de C indexé par tout TO-foncteur de l dans C. (Si C'est une 

catégorie, les foncteurs de l dans C' correspondent bijectivement aux TO-foncteurs 

de l dans considérée comme catégorie sur par pr l ' de sorte que 

la notion définie dans (2.2.5) est un cas particulier de celle définie ici). Prenant 

pour C le champ [13J des faisceaux sur T , on montre (SGA 4 V 8) que 

le foncteur qui à un faisceau associe le T-système inductif local trivial correspon-

dant admet un adjoint à gauche, noté lim , qu'on appelle limite inductive locale 
r--

et qui commute aux limites projectives finies. On prouve dans (loc. cit.) le 

Théorème 4.2.1.1. (Deligne-Lazard). Soient A un Anneau de T et M ~ A-Module. 

Pour que M soit plat, il faut et il suffit que M soit la limite d'un T-système 

inductif local de Modules libres de type fini. 

En fait, (4.2.1.1) est conséquence du lemme plus précis 

Lemme 4.2.1.2. (SGA 4 V 8). Soit f: E ~ M un morphisme de A-Modules où M 

est plat et E de présentation finie. Alors se factorise localement à travers 

un Module libre de type fini. 
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Proposition 4.2.1.3. ~ X un complexe de A-~, borné supérieurement, acycli-

~, et à composantes plates. ~ X est limite d'un T-système inductif local 

de complexes bornés, homotopiquement triviaux, de Modules libres de type fini. 

~. Considérons la catégorie 1 suivante. Les objets de 1 sont les couples 

(U, f E --> X/U), où U E ob T f est un morphisme de complexes de Alu-Modu1es, 

avec E borné et à composantes de présentation finie, Une flèche 

(u. f E --> xl U) - (V, g : F _ xl V) est un couple formé d'une flèche 

V _ U de T et d'un triangle commutatif 

E/V ~ F 

"- / , 

~/; Ej li 

xlv 

Il est immédiat que 1 est une catégorie localement filtrante sur T • et que la 

flèche naturelle 

Hm 
~ 

i E 1 

----~~x 

où. pour i = (U, f : E _ xl U) Elon a posé E = Ei ' est un isomorphisme (cf. 

preuve de (2.2.6», Pour prouver la proposition, il suffit donc de montrer que la 

sous-catégorie pleine de 1 formée des i tels que Ei soit homotopiquement tri­

vial et à composantes libres de type fini est une catégorie cofinale (2.2.5). En 

d'autres termes, on est ramené à montrer que toute flèche E ~x ,où E est 

borné et à composantes de présentation finie, se factorise localement à travers un 

complexe borné, homotopiquement trivial, de Modules libres de type fini. 

(a) Supposons d'abord X conCentré dans l'intervalle [a,b] de ~ , 

On va montrer, par récurrence sur d b-a, que f se factorise localement à travers 

un complexe homotopiquement trivial, à composantes libres de type fini, et concentré 

dans [a,b]. Pour d = 0, X = 0 , et il n'y a rien à démontrer. Supposons donc 

d > 0 , On peut supposer E nul en degré> b • D'après (4.2.1.2), fb: Eb __ Xb 
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se factorise localement à travers un Module libre de type fini, de sorte qu'on peut 

supposer libre de type fini. Alors, quitte à se localiser, x se décompose en 

X~X' ex", où x' (resp. X") est concentré dans l'intervalle [a,b-l] (resp. 

[b-l, b]), X" étant libre de type fini en chaque degré. Par l'hypothèse de récurrence, 

prlf : E ~ X' se factorise localement à travers un complexe homotopiquement trivial, 

à composantes libres de type fini, et concentré dans l'intervalle[a,b-l], et l'on 

gagne. 

(b) Dans le cas général, soit n E ~ tel que E soit nul en degré < n • 

Alors d'après (a), il existe localement un carré commutatif (en traits pleins) 

E :>0 L 

/" 
/ /j (*) / f' 

/' 

/' 
/' D 

X ~ t[n_l X 

où p est la projection canonique (1.4.7.1), et L est borné, homotopiquement 

trivial, à composantes libres de type fini, et nul en degré < n-l. Comme L n-l est 

libre de type fini, localement f ,n-l se relève en L n-l ~ Xn-l , de sorte qu'on 

peut supposerqu 'il existe une flèche L ---;. X rendant cODDnutatif le triangle 

inférieur de (*). Comme p est l'identité en degré ~ n et que E est nul en 

degré < n , le triangle supérieur de (*) est également commutatif, ce qui fournit 

la factorisation désirée et achève la preuve de (4.2.1.3). 

4.2.2. Construction de LF. 

On se fixe un topos T , des Anneaux A et B de T , et un T-foncteur 

F du champ (Giraud, [l~) des A-Modules dans le champ des B-Modules. On suppose que 

F commute aux limites inductives locales, i.e. que, pour tout T-système inductif 

local (Li)iEI de A-Modules (4.2.1), la flèche canonique 

est un isomorphisme. 

----...,>l> F (~Li) 

iEI 
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~ 4.2.2.1. ~ u : X ~ Y un quasi-isomorphisme de complexes bornés supé-

rieurement de A-Modules plats. ~ F(u) (4.1.3) est un quasi- isomorphisme. 

Quitte à remplacer u par (i,u): X ~ CX $Y ,où CX est le cOne 

de Idx et i l'injection canonique, on peut, compte tenu de (4.1.3.5), supposer 

u injectif et la suite exacte 

scindée terme à terme. Donc Z est borné supérieurement, à composantes plates, 

et acyclique. D'après (4.2.1,3), il existe un système inductif local {Zi)iEI de 

complexes homotopiquement triviaux, tel que Z .. lim Zi • Si l'on note rrr 
u, 

O--'>XIU~Yi ~Zi ~O 

la suite exacte déduite de (*) par Zi --'> zlv (où U E ob T est la projection 

de 1), on a 

u .. lim 
tEr 

Mais comme les Zi sont homotopiquement triviaux, les ui sont des équivalences 

d'homotopie, donc, d'après (4.2.1.3), il en est de même des F{u
i
), et par consé­

quent, vu l'exactitude des T-limites locales, et le fsit que F y commute, 

F(u) = ~ F(ui ) est un quasi-isomorphismes, cqfd. 

4.2.2.2. Notons Hot(A) la catégorie des complexes de A-Modules à homotopie 

près [27] • D'après (4.1.3.5), l'extension {4.1.3.2} de F aux complexes de 

A-Modules induit un foncteur 

F Hot(A) --'> Hot{B) 

Comme tout complexe de A-Modules à cohomologie bornée supérieurement est but d'un 

quasi-isomorphisme de source un complexe de A-Modules plats borné supérieurement, 
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il découle de (4.2.2.1) que, pour X E ob D-(A), le pro-objet de D(B) 

LF(X) "lim" F(X') 
~ 

X' ~X 

où X' ~ X parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X, 

est essentiellement constant (de "valeur" F(X') pour X' à composantes plates et 

borné supérieurement). En d'autres termes (1.4.4), F admet un dérivé gauche 

Il est clair que LF commute à la localisation au-dessus d'un objet de T. 

D'autre part, les RnLF commutent aux limites inductives locales: 

Proposition 4.2.2.3. ~ (Xi)iEI un système inductif local de complexes de 

A-Modules, II X = ~ Xi • On suppose les Xi et X à cohomologie bornée supérieu­

~. Alors, pour n E lZ, la flèche, canonique 

est un isomorphisme. 

Preuve. Les foncteurs "troncature" t q ] (1.4.]) étant visiblement compatibles aux 

limites inductives locales, on peut supposer les Xi et X à degrés bornés supé­

rieurement. Soit Y un complexe de A-Modules borné supérieurement ; appliquant 

à KiY «4.1.1.0 et (4.1.2.3» le foncteur "résolution libre standard" (1.5.5 a», 

puis prenant le complexe simple associé, on obtient un quasi-isomorphisme 

Ley) -----? Y 

fonctoriel en Y , où L(Y) est à degrés bornés et à composantes plates ; de plus, 

L(-) commute aux limites inductives locales, puisqu'il en est ainsi des foncteurs 

i, K, oubli, Module libre engendré, complexe simple associé. On a donc 
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d'oà 

cqfd. 
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F(L(X» 

F(~ L(Xi » 
~ F(L(Xi » 

4.2.2.4. Si X est un complexe de A-Modules tel que HkX. 0 pour k > p , où 

p est un entier négatif, il résulte trivialement de (4.1.3.4) que l'on a 

H~F(X) = 0 pour k > p • On a d'autre part: 

Proposition 4.2.2.5. Soit n un entier ~ 0 • On suppose que 

F A-Mod ~ B-Mod 

est de degré ,,; n (cf. (4.1.3». Soient [a, b ] un intervalle de tz contenant 0, 

~ X un objet de D-(A). On a alors, avec les notations de (SGA 6 l §§ 4, 5), 

Si de plus F transforme A-Modules plats (resp. libres de type fini) ~ B-Modules plats 

(resp. libres de type fini), alors on a (avec les notations de (loc. cit.» : 

(resp. parf.ampA(X) C [a.b] ~ parf.ampB(LF(X» c [na,nbJ) 

~. c'est une conséquence immédiate des définitions et de (4.1.3.3). 
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4.2.2.6. Exemples. Pour un A-Module M, notons ÀA(M) (resp. 'A(M» l'Algèbre 

extérieure (resp. à puissances divisées) de M. C'est une A-Algèbre graduée stric­

tement anticommutative (1) (resp. commutative et munie de puissances divisées), 

égale à M en degré un, et caractérisée par la propriété universelle habituelle, 

à savoir que l'injection M ~À M (resp. f M) est universelle parmi les morphismes 

de M dans la partie homogène de degré un d'une Algèbre graduée strictement 

and-commutative (resp. commutative et à puissances divisées (2». L'Algèbre A M 

(resp. r M) est le faisceau associé au préfaisceau u~ ÀA(U) (M(U» (resp. 

fA(U)(M(U». 

Les foncteurs ÀACM), rA(M) , ainsi que le foncteur Algèbre symétrique 

SA(M) (1.5.5 b», commutent à la localisation au-dessus d'un objet de T, et aux 

limites locales en M (cela résulte aussitÔt des propriétés universelles). On peut 

donc prendre comme foncteur F de (4.2.2) (avec A = B) l'un des foncteurs S, À, f, 

ou une composante homogène de S, À, r, ou tout produit tensoriel de telles compo-

santes. 

Pour E. F E ob A-Mod, on a un isomorphisme fonctoriel canonique d'Algè-

bres graduées 

El) F) 

et des isomorphismes analogues avec ÀA et 'A (dans le cas de ÀA le produit 

dans le membre de droite est défini par la règle des signes habituelle 

(x ® y)(x' ® y') = (-l)pq
xx' ® yy' pour y de degré P. x' de degré q). rI 

en ré sul te que les foncteurs sn, À n • :fi sont de degré n, ([la) 4.18), et 

transforment Modules plats (resp. libres de type fini) en Modules plats (resp. 

libres de type fini). 

i.e. pour x de degré p et y de degré q • et 

pour x de degré impair. 
(2) La notion d'Algèbre graduée à puissances divisées se définit comme dans le cas 

ponctuel, cf. [6). 
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4.2.3. Produits. 

On conserve le topos T et l'Anneau A de T (4.2.2). 

4.2.3.1. Pour P, Q des A-Modules simpliciaux mixtes (i.e. des objets de 

Simplmixt(A-Mod) (4.1.2», on a un morphisme fonctoriel de bicomp1exes 

(4.2.3.2) NP ® NQ ~ N(P ® Q) 

obtenu en composant la flèche de shuffles(1.2.2.1) et la flèche d'Alexander-Whitney 

cosimpliciale duale de (1.2.2.2) (l'ordre dans lequel on effectue cette composition 

n'ayant d'ailleurs pas d'importance). En termes explicites, l'image par (4.2.3.2) 

de x®y, Où x (resp. y) est une section de NPq 
p 

(resp. NQq') est p' , 

sl1. y 

la somme étant prise sur tous les (p,p')-shuffles (~,v) de (l,p+p'), €(~,V) 
, 

désignant la signature du shuffle (~,v). Par passage aux complexes simples associés, 

on déduit de (4.2.3.2) une flèche canonique fonctoriel le de C(A) 

(4.2.3.3) --~) f N(P ® Q) 

Comme (1.2.2.1) et (1,2.2.2) sont des homotopismes, il en est de même de (4.2.3.3), 

D'autre part, les propriétés d'associativité (1.2.2.3) de (1.2,2.1) et (1.2,2.2) 

impliquent une propriété analogue pour (4.2.3.3), à savoir que, pour P, Q, R 

des A-Modules simpliciaux mixtes, le carré ci-dessous est commutatif 

(4,2.3,4) r NP $ f NQ ® J ~R 
" . (4,2.3.,,\ 

f NP ® f N(Q ® R) 

C4,2..3.31 ® ~ fNÜ' .:i9 Q) ® fNR 

1 (4.2.3.3) 

__ (:...4""'..::2-,-, =-3,,,,,J:":;) __ 7:> J NC P ® Q ® R) 

(1) Les produits tensoriels sont pris sur A, 
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4.2.3.5. Soit B une A-Algèbre simpliciale mixte, associative, mais non nécessai-

rement commutative. La flèche composée 

où le seconde flèche est définie par le produit B Cil B --? B , définit sur f NB 

une structure de A-Algèbre différentielle graduée. Si B est graduée, alors NB 

est bigraduée de manière naturelle. En particulier, désignons par T = ffi Tn l'un 

des foncteurs SA' "A' rA (4.2.2.6). Pour E E ob C(A), TE(lil
fn 

NTKiE) est 

donc une A-Algèbre différentielle bigraduée, i.e. pour m. n EN , on a un 

morphisme de complexes 

(4.2.3.5) 

associatif dans le sens évident. Supposons maintenant E E ob n-(A) , et remplaçant 

E par une résolution plate, on déduit de (4.2.3.5) une flèche de n-(A) 

L 
(4.2.3.6) LrmE Cil LTnE ~ L~~ 

fonctorielle en E, et vérifiant la condition d'associativité que l'on pense. Il 
dfn 

~n résulte en particulier que H·LTE, où LIE est une A-Algèbre 

bigraduée. 

4.3. Suites exactes de Koszul et formules de décalase. 

4.3.1. Suites exactes de Koszul. 

On conserve les notations de (4.2). 

4.3.1.1. Soit B une A-Algèbre bigraduée, anti-commutative pour le second degré, 

ce qui signifie que, pour x (resp. x') de bidegré (m,n) (resp. (m',n'», on a 

x'x = (_l)nn'xx'. Soit (p,q) un couple d'entiers. Une A-dérivation de bidegré 

(p,q) de B est par définition un endomorphisme d de bidegré (p,q) du A-Module 

bigradué sous-jacent, tel que 
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d(xx' ) (dx)x' + (_l)qn'x(dx') 

pour x et x' comme plus haut. (On a une notion analogue de A-Algèbre bigraduée 

anti-commutative pour le premier degré, et de dérivation de bidegré (p,q) de celle-ci). 

Proposition 4,3.1.2. Soit u: E ~ F un morphisme de A-Modules. 

a) Il existe sur l'Algèbre bigraduée A E ® SF (anti-commutative pour 

le premier degré) une unique A-dérivation d de bidegr~ (-1,1) telle que 

d(x ® 1) 2 1 ® ux, d(l ® y) m 0 pour x (resp. y) section de E (resp. F). Elle 

satisfait de plus à dd = O. 

b) Il existe sur l'Algèbre bigraduée r E ® A F (anti-commutative pour 

le second degré) une unique A-dérivation d de bidegr~ (-1,1) telle que 

d(Yk(x) ® 1) = Yk_l(x) ® ux, d(l ® y) = 0 pour x (resp. y) section de E 

(resp. F), Yk: E ~ rkE d~signant l'application canonique. Elle satisfait de 

plus à dd = O. 

La preuve se fait par l'âne qui trotte, nous l'omettrons. 

4.3.1.3. L'Algèbre A E ® SF (resp. r E ® A F), munie de la dérivation d définie 

en C4.3.1.2) s'appelle Algèbre (ou complexe) de Koszul de u. On la notera 

KoS,(u) Cresp. Kos'Cu» (1). Elle dépend fonctoriellemcnt de u, chaque carré 

conunutatif 

E 
__ -=u ___ >~ F 

1 j 
E,--_u~F' 

définissant canoniquement un morphisme d'Algèbres bigraduées Kos.(u) ~ Kos.(u') 

(1) On regardera Kos.(u) (resp. Kos'(u» comme un complexe de chaines (resp. 

cochaînes), le degré extérieur n correspondant au degr~ homologique (resp. 

cohomologique) n • 
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(resp. Kos'(u) ~ Kos'(u'», compatible à la différentielle d. En particulier, 

la donnée de deux flèches 

E _....:u::....._> F _-...;v:.----'>~ G 

de composé nul définit des morphismes d'Algèbres différentielles bigraduées 

(i) Kos.(u) ~ SG 

(ii) r E --'> Kos' (v) 

4.3.1.4. Notons v le foncteur ~( ,Al. On a des accouplements canoniques 

«(26], (SGA 4 XVII» 

Il E ® II(E v) ~ A 

On vérifie que ceux-ci définissent un accouplement 

Kos.(u) ® KOs'(u") ~ A 

(où A est regardé comme complexe concentré en degré 0). Celui-ci est une dualité 

parfaite pour E et F localement libres de type fini, i.e. identifie Kos.(u) 

à KOS'(u')" (resp. KOs'(u") à Kos.(ul ll
) 

Dans la situation de (4.3.1.3), la flèche (U) r(Gv) ~ Kas' (u V) 

v " 
relative à G

V ~ FV .!:!..;,. EII s'identifie à la duale de (i) Kos. (u) ~ SG (quand 

E, F, G sont localement libres de type fini). 

4.3.1.5. Soient u: E ~ F , u' : E' ~ F' des morphismes de A-Modules. Les 

isomorphismes canoniques d'Algèbres bigraduées 

II(E $ E') ® S(F $ F') ~ (/\ E ® SF) ® (II E' ® SF') 

r(E ® E') ® /\(F $ F') -.::=.... (f E ® /\ F) ® (r E' ® /\F') 

"sont compatibles à la différentielle de Koszul d de (4.3.1.2) (lorsqu'on munit 
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le membre de droite de la différentielle "produit tensoriel")", Le. fournissent 

des isomorphismes d'Algèbres différentielles bigraduées 

Kos.(u al u') ~ Kos.(u) ® Kos.(u') 

Kos·(u al u') -= Kos'(u) ® Kos'(u') 

Proposition 4.3.1.6. [24J II 7.34). §.2ll 

o -----7> E ~ F ~ G -----7> 0 

une suite exacte de A-Modules plats. Alors les morphismes (i), (ii) de (4.3.1.3) 

sont des quasi-isomorphismes. 

~. Par passage à la limite inductive locale et localisation, on peut, gr tee 

à Lazard-Deligne, supposer E, F, G localement libres de type fini et (*) scindée. 

Par dualité (4.3.1.4), on peut se borner à prouver l'assertion pour (i). Le splittage 

de (*) définit gra~e à (4.3.1.5) un isomorphisme 

de sorte que, par KUnneth, on est ramené à prouver que, pour un A-Module libre de 

type fini M, k~oS,(I~) est acyclique pour n > 0 ,kn désignant la partie 

homogène de degré total n. Utilisant K08.(I~) -= KOS.(I~,) ® Kos.<IdM,,) pour 

M • M' al M" , on se réduit à M - A , auquel cas l'assertion est triviale. 

4.3.1.7. Sous les hypothèses de (4.3.1.6), le morphisme induit par (i)" (resp. (ii» 

sur les parties homogènes de degré total n donne une suite exacte 

qu'on appelle suite exacte de Koszu1 définie par (*), 
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4.3.2. Formules de décalage. (cf. ([24] 7.21». 

Proposition 4.3.2.1. Soit E E ob D-(A). Pour n Em* , il existe des isomorphismes 

fonctoriels canoniques de D(A) 

(i) LSn(E[l]) ~ (L A~) en) 

(ii) L An(E[l]) ~ (L~) en] 

En outre, ceux-ci sont cOmpatibles aux accouplements (4.2.3.6), i.e. pour m EID~ 

on a des carrés commutatifs (1) .. 
L 

LSm(E[l]) ® LSn(E[l]) (4.2.3.6) 

"'.'" j 
L !lm(E)[rn] ~ L ME}[nj(~llmn (4.2.3.6) m-:.n > 1. f\ (E)[..-.-n], 

L 
L Am(E[l]) ® L An(E[l) (4.2.3.6) > L 1\ m+n(E[l J) 

Ciil ® (H) j 
L;4"(E)[Ill] ~ Lr'CE)[n](-l)mn (4.2:" .• ,.::3.",;.6::.,,),--_ ..... 

l,Hl 
> Lrn+n(E) [mt-n] 

~. On peut supposer E à composantes plates et borné supérieurement. On a 

la suite exacte canonique 

(*) 0 -7 E -7 C(E) ~ E[l] --'> 0 

Où C(E) désigne le cône du morphisme identique de E. D'OÙ, par application du 

foncteur Ki, une suite exacte 

(1) Dans la définition des flèches horizontales inférieures on utilise l'isomorphisme 
L L 

canonique (attention aux signes) X[m] ® yen] ~ (X ® Y) [m+nJ (cf. Verdier (27J ). 
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Les composantes de E étant plates, (**) est une suite exacte de Modules plats 

sur A regardé comme Anneau bisimplicial mixte trivial. On peut donc appliquer 

(4.3.1.6), ce qui fournit, d'après (4.3.1.7), des suites exactes 

Appliquant le foncteur r N on en déduit des suites exactes 

(il" 

(U)" 

Les termes intermédiaires de (1)" sont du type r N(An-PKiE ® SPKiC(E» pour p > O. 

Or, d'après (4.1.3.5), SPC(E) est homotopiquement trivial, donc il en est de même 

de ~N(An-PKiE ® SPKiC(E» qui, d'après (4.2.3.3), s'identifie à homotopie près 

à An-PE ® SPC(E). On voit de même que les termes intermédiaires de (ii)" sont 

homotopiquement triviaux. Par suite, la flèche de DCA) 

définie par (0" (resp. (i1)") est un isomorphisme, d'où l'isomorphisme (i) (resp. 

(ii» annoncée (rappelons que la flèche P ~ X-n[n] définie par une résolution 

de longueur n, f : X ~ P , est égale au composé de f-l: P ~ X et de la 

projection canonique X ~ x-n[n]). Pour la dernière partie de la proposition, on 

observe d'abord que les flèches (i) et (ii) de (4.3.1.3) sont des morphismes 

d'Algèbres bigraduées, donc qu'on a un carré commutatif 
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kUXos. (u) ® k~os.(u) > km+TIKoS. (u) 

l l 
SmG ® SnG :> sm+nG 

On conclut grllce au fait suivant, dont la vérification est laissée en exercice au 

lecteur : soient P (resp. Q) un complexe borné supérieurement de Modufes plats , 

f : X ~ P (resp. g : Y ~ Q) une résolution de longueur m (resp. n) par des 

complexes bornés supérieurement de Modules plats, notons u: P ~ X-m[mJ 

(resp. v: Q ~y-n[nJ) la flèche de D(A) définie par f (resp. g), alors, 

si w: P ® Q ~ (X-m ® y-n)[m+nJ désigne la flèche de D(A) définie par la 

résolution f ® g : X ® Y ~ P ® Q , on a 

L 
w • (_l)mn u ® v 

L L 
X-mcmJ ® y-n Cn] étant identifié à X-ID ® y-n[m+nJ par l'isomorphisme canonique. 



CHAPITRE II 

COMPLEXE COTANGENT DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans ce 

chapitre sont supposés commutatifs et unitaires. 

1. Définition du complexe cotangent. 

1.1. Sorites sur les dérivations et les différentielles. 

Nous rappelons ici quelques définitions et propriétés bien connues, voir 

(EGA 0IV 18 et 20) dans le cas ponctuel, [17] dans le cas global. 

1.1.1. Soient T un topos, A un Anneau de T, B une A-Algèbre, M un B-Module. 

Une A-dérivation de B ~ M est un homomorphisme de A-Modules d: B ~ M 

tel que 

O.1.1.!) d{xy) = xdy + ydx 

pour U E ob T, Y E B(U). Les A-dérivations de B dans M forment un groupe 

abélien qu'on note 

0.1.1.2) DerA(B,M) 

et qui dépend fonctoriellement de (A,B,M) {cf. (EGA 0IV 20.2.1». Soit 

0.1.1.3) BEI) M .. SB(M)/ El) S~(M) 
i:'2 

la B-Algèbre des nombres duaux sur M Notons A-Alg/B la catégorie des A-Algèbres 

au-dessus de B. On a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1) SB(M) désigne l'Algèbre symétrique de M sur B (1 1.5.5. b». 
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(1.1.1.4) 

d 1 >(x ~ x + dx) 

1.1.2. On a une suite exacte 

U.1.2.0 

x~y~xy 

splittée par les deux morphismes d'Anneaux 

U.1. 2.2) 

JI (x) .. x ~ 1 

On pose, pour n E lN , 

Cl.l.2.3) 

qu'on appelle Anneau des parties principales d'ordre n ~ B ~ A. La struc-

ture de B-Algèbre sur n PB/A définie par sera souvent nommée gauche 

(resp. ~), et quand on regardera comme une B-Algèbre sans préciser, il 

sera sous-entendu qU'il s'agit de la structure gauche. La suite (1.1.2.1) définit 

une suite exacte 

(1.1.2.4) 1 1 
O~OS/A ~PB/A ~B ~O 

L'Idéal ~/A - 1/1
2 

est de carré nul, donc de manière naturelle est un B-Module, 

qu'on appelle Module des différentielles (de K»hler) de B ~ A. On a une 

A-dérivation canonique 

(1.1.2.5) 1 
B --> OB/A 

2 
dB/A(x) - 1 ® x - x ® 1 mod 1 
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définissant un isomorphisme fonctoriel en le B-Module M 

0.1.2.6) 

(La preuve que (1.1.2.6) est un isomorphisme est immédiate, soit qu'on recopie 

l'argument de (EGA 0rv 20.4.8), soit qu'on ramène l'assertion à (loc. cit.) en 

1 l 
OS/A est le faisceau associé au préfaisceau U ~ OS(U)/A(U»' remarquant <jue 

Le Module 1 
OS/A dépend fonctoriellement de 

à un carré commutatif 

(1.1.2.7) 

correspond un homomorphisme 

homomorphisme de B'-Modules 

0.1.2.8) 

B ---------------?> B' 

l 
A -----------?> A' 

l l 
OS/A ~ OB, lA' au-dessus de 

l ---.,..> OS'/A' 

Si M est un B'-Module, l'homomorphisme 

(cf. (EGA 0rv 20.5» 

B ~ B' , i. e. un 

défini par (1.1.2.8) s'identifie via (1.1.2.6) à l'homomorphisme canonique 

1.1.2.9. Si (1.1.2.7) est cocartésien, i.e. B ®~' ~ B' • (1.1.2.8) est 

un isomorphisme ; de plus, la flèche canonique 

0.1.2.10) 
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est un isomorphisme. 

Ces assertions sont triviales sur la définition (1.1.2.4) (cf. EGA 0IV 2.5.5». 

L'isomorphisme (1.1.2.10) est d'ailleurs un cas particulier du fait que le foncteur 

CA -? B) t---;I> n;/A connnute aux limites inductives quelconques, comme il résulte 

aussitÔt de la définition 

1.1.2.11. Soient 

A--?>B--?>C 

des morphismes d'Anneaux de T. Par fonctorialité de 01 , ceux-ci définissent une 

suite de C-Modu1es 

(1.1.2.12) 

Cette suite est exacte. Si de plus C est une B-A1gèbre libre, i.e. C ~ B[X] pour 

un X E ob T (1 1.5.5.4), alors la suitè prolongée par un zéro à gauche 

0.1.2.13) 

est exacte 

En effet, pour U E ob T , la suite 

(resp. 

est exacte d'après (EGA 0IV 20.5.7), d'oô, par faisceautisation, l'exactitude de 

(1.1.2.1~ (resp. (1.1.2.13». 

(1) La suite C1.1.2.l3) est encore exacte si l'on suppose seulement qu'on a C ~ SB(M), 

oô M est un B-Module plat ; en effet, par passage à la limite inductive locale 

(1 4.2.1.3), on est aussitÔt ramené au Cas o~ C est libre de type fini sur B 

(connue Al gèbre) • 
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1.1.3. Soient M un A-Module, B ~ SA(M) l'Algèbre symétrique de M, 1 un 

B-Module. D'après (1.1.1.4) et (1 1.5.5.3), une A-dérivstion de B dans lest 

uniquement déterminée par le morphisme A-linéaire de M dans 1 sous-jacent, 

en d'autres termes la flèche naturelle 

Cl.1.3.1) 

est un isomorphisme. Comme HomA(M,I) s'identifie (canoniquement et fonctoriellement) 

à Ho~(B 0AM.I). (1.1.3.1) fournit, compte tenu de (1.1.2.6), un isomorphisme 

fonctoriel 

(1.1.3.2) 

La fonctorialité de (1.1.3.2) s'explicite ainsi : soient f: A ~ A' un morphisme 

d'Anneaux, M (resp. M') un A (resp. A')-Module, u: M ~ M'un morphisme 

A-linéaire ; on a alors un carré commutatif 

1 
A 

f ) 

et la flèche 

s'identifie via (1.1.3.2) à 

1.1.4. Il est clair sur (1.1.2.4) que la formation de 

r 
A' 

définie par ce carré 

rl -/- commute à l'image 

inverse par un morphisme de topos : si f : T' ~ T est un morphisme de topos, on 

a un isomorphisme canonique fonctoriel 

0.1.4.1) 
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En particulier, la formation de rl -1- commute au passage aux fibres. Autre exemple, 

qui nous sera utile plus bas soit A ~ B un morphisme d'Anneaux simpliciaux 

alors le B-Module (de de T, i.e. d'Anneaux du topos simplicial 

1 
SimpleT»~ OB/A a pour composante de degré 

SimpI(T) ; 

1 
n OSn/An (via l'identification (1.1.4.1) 

appliquée au foncteur image inverse SimpleT) ~ T • X ~ Xn) ; pour 

l I 
u : [O,m] ~ [O,n] E FI a , la flèche (OB/A)n --> (OB/A)m correspondante 

1 I 
s'identifie à la flèche OB lA --> OB lA définie par le carré commutatif 

n n m m 

B 
n 

r 
A 

n 

Il 
______ ~u~ ______ ~) B 

A 
------~u~ ______ 7> A 

!TI 

no 

1.1.4. Soit f X ~ X un morphisme de topos annelés. On pose 

(1.1.4.0 

On dit que 

le topos X 

P~/Y est l'Anneau 

n annelé par Px/y 

1 
OX/Y 

des parties principales d'ordre n de X sur 

s'appelle n-ième Y-voisinage infinitésimal de 

y 

x 

dans la diagonale. On dit que ai/y est le Module des différentielles (de K~h1er) 

de X sur Y. A un carré commutatif de topos annelés (1) 

(1.1.4.2) X 
'" 

li X' 

1 
f ' 

Y ~ 
v y' 

(1) "commutatif" signifie "u*f* = f'*v* à isomorphisme donné près" 

(1.1.4.4) n'est commutatif qu'à isomorphisme donné près. 

donc plus bas 
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correspond un morphisme 
1 1 

OX/y ---? OX, /y' de Modules au-dessus de u, i.e. 

un morphisme 

0.1.4.3) 1 1 
u* OX/y -----> OX, /y' 

défini comme suit 

A' ~ f,-1 0 ,B' 
-X' Qx" d'oa un carré commutatif d'Anneaux de X' 

0.1.4.4) B --------7:" B' 

1 r 
A --------'):". A' 

la flèche (1.1.4.3) est alors la flèche 

1 
---"'» OB'/A' 

définie par (1.1.4.4), compte tenu de l'identification de 1 
n.B/A à -1 1 

u OX/y 

par (1.1.4.1). Si (1.1.4.4) est cocartésien, (1.1.4.3) est donc un isomorphisme 

d'après (1.1.2.9). De même, les flèches de fonctorialité définies par des morphismes 

de topos annelés 

x-4Y~Z 

s'inscrivent, d'après (1.1.2.11), dans une suite exacte 

(1.1.4.5) 1 1 1 
filflY/Z -----? "X/Z ----? "X/y ----? 0 

1.2. Définition du complexe cotangent. 

1.2.1. Soient T un topos, A ~ B un morphisme d'Anneaux de T. On a défini 

en (r 1.5.5.6) la résolution libre standard de B sur A: c'est une A-Algèbre 

simpliciale PA(B) augmentéevers B par un quasi-isomorphisme 

sont des A-Algèbres libres, définies par récurrence par 

ses composantes 
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(1.2.1.1) 

pour n>O 

Par construction, PA (B) dépend fonctorie11ement de B sur A à un carré 

commutatif d'Anneaux 

B > B' 

1 
il 

1 
A > A' 

correspond un diagramme commutatif 

(1.2.1.2) PA (B) ) PA' (li') 

\ \\ \ 
B > B' 

1 * \) 
A ) A' 

la flèche PA(Bn) ---!:o PA,(B')n est donnée par récurrence par la flèche oblique 

du carré commuatif 

(1.2.1.2.0 A[P A (B) n-l ] ---------;.) A[PA, (B')n_1] 

1 j 
Comme le foncteur "Algèbre libre engendrée par "collllllute aux limites induc-

tives quelconques et le foncteur "oubli" (de la catégorie des Algèbres dans celle 
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des faisceaux d'ensembles) commute aux limites inductives filtrantes. le foncteur 

P_(-) commute aux limites inductives filtrantes: si (~--> BÀ)ÀEL est un système 

inductif filtrant de morphismes d'Anneaux, on a un isomorphisme canonique 

0.2.1.3) 

Plus g~n~ralement, on a encore un tel isomorphisme si (~--> BÀ)ÀEL est un 

T-système inductif local au sens de (1 4.2.1.3) (en effet les foncteurs "Algèbre 

libre engendr~e par" et "oubli" commutent aussi aux T-limites inductives locales. 

comme il r~sulte aussitat des d~finitions). 

Soit f: T' --> T un morphisme de topos. Il est i~diat sur les définitions 

qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.2.1.4) 

Enfin. soit A ~ B un morphisme de préfaisceaux d'anneaux. Notons ~ 

le foncteur faisceau associ~. Il est i~diat qu'on a un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

0.2.1.5) 

1.2.2. Soit A --> B un morphisme d'Anneaux du topos simplicial SimpleT) Alors 

PA(B) est un Anneau bisimplicial (ses lignes sont les A-Algèbres PA(B)m' ses 

colonnes les 

augmentée vers 

An-Algèbres simpliciales PA (Bn», muni d'une structure de A-Algèbre 
n 

B, A et B étant regardés comme Anneaux bisimpliciaux triviaux 

dans la direction verticale. Par passage aux sous-objets diagonaux (1 1.1) on a 

un triangle commutatif d'Anneaux simpliciaux 

0.2.2.1) 

P!"~,~î 
(1) Pour alléger, on écrit P~(B) au lieu de 6P

A
(B) 
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L~ A-Algèbre P~(B) eat libre compoa~nte à compos~nte. D'~utre part, il découle 

d'Eilenberg-Zilber (1 1.2.2) et d'une suite spectrale des bicomplexes que la flèche 

horizontale de (1.2.2.1) est un quasi-isomorphisme (cf. (1 3.3.5.1». 

1.2.3. Soit A ~ B un morphisme d'Anneaux de T. On appelle complexe cotangent 

de B ~ A, et l'on note L
BIA 

le B-Module simplicial 

(1.2.3.0 

oa p. PA(B), Il dépend fonctoriel1ement de A~ B à un carré commutatif d'Anneaux 

B ---------------» B' 

) r 
A -------;,..> A' 

correspond un morphisme de B-Modules simpliciaux 

(l.2.3.2) LB/A -----~> LBIIAI 

défini comme suit le diagramme (1.2.1.2) fournit une flèche canonique P-linéaire 

1 
nplA 

1 -----;:.> DpI/A' 

(avec en abrégé PA(B). P, PA,(B'). p'), d'oü (1.2.3.2) se déduit par produit 

tensoriel avec B ~ B' au-dessus de P ~ P' La flèche (1.2.3.2), ainsi que 

la flèche B'-linéaire 

<1.2.3.2)' 

qui lui correspond par adjonction, aera dite canonique. 
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D'après (1.1.3.2) et (1.2.1.1) on a, pour n > 0 , un isomorphisme canonique 

(1.2.3.3) 
(PA(B) -1) 

B ® A n 
A 

(qui garde encore un sens pour n· 0 en convenant que PA(B)_l = B). Celui-ci est 

fonctoriel en B/A: la flèche induite par (1.2.3.2) en degré n s'identifie par 

(1.2.3.3) à 

(PA(B)n_1) 
A 

la flèche produit tensoriel sur 

(PA,(B') 1) 

A -? A' de B -? B' et de la flèche 

--...,. A' n- déduite de 

simplement, à la flèche 

(1.2.3.3.1) 
(PA(B) -1) 

B ® 2Z n 
2Z 

produit tensoriel sur 2Z de B --...,. B' et de 

Soit (A~ ~ BÀ)ÀEL un système inductif filtrant (voir un T-système 

inductif local) de morphismes d'Anneaux de T. Alors on a un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

(1.2.3.4) lim LB /A -- ~ ~ 

Cela résulte en effet de (1.2.1.3) et du fait que le foncteur 

limites inductives (1.1.2.9). 

r:l -/- commute aux 

Soit f: T' --...,. T un morphisme de topos. De (1.1.4.1) et (1.2.1.4) 

découle qu'on a un isomorphisme fonctoriel canonique 

(l.2.3.5) 

Enfin, soit A --...,. B un morphisme de préfaisceaux d' anneaux, notons !! 

le foncteur faisceau associé. Il résulte de (1.2.1.5) et du fait que 

à !! que l'on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

0.2.3.6) 

cl -/- commute 
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1.2.4. Soit A ~ B comme en (1.2.3). L'augmentation PA(B) ~ B définit une 

augmentation 

Cl.2.4.1) 

Proposition 1.2.4.2. La flèche 

1 
--~ll>OB/A 

définie par (1.2.4.1) est un isomorphisme. 

~. Posons PA(B). P • Le fait que P ~ B soit un quasi-isomorphisme 

implique en particulier que la A-Algèbre B est conoyau de la double flèche 

Pl :::::Po • L'assertion résulte donc simplement du fait que le foncteur 

commute aux limites inductives, 

rl -/-

Corollaire 1.2.4.3. Soit M En B-Module. Il existe un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

Proposition 1.2.4.4. Supposons que B ~ SA(E) ,oa E est un A-Module plat. 

Alors (1.2.4.1) est un quasi-isomorphisme. 

~. D'après Lazard-Deligne (1 4.2.1.3), E est limite d'un T-système inductif 

local de Modules libres. Les limites inductives locales étant exactes (lac. cit.), 

on peut donc, compte tenu de (1.2.3.4), supposer que E ~ A(X) pour un X E ob T 

On a donc B ~ A[X]. D'après (1 1.5.3 (i» appliqué aux foncteurs T· A[-] , 

U· "oubli", l'augmentation PA(A[X]) ~ A[X) est un homotopisme (de A-Algèbres 

1 1 
simpliciales). Par suite OP/A ~ OB/A (oa P = PA(B» est un homotopisme de 

A-Modules simpliciaux, donc en particulier un quasi-isomorphisme. Or, les composantes 

de P étant libres, ~/A est, d'après (1.1.3.2), un P-Module plat. Il en résulte 

(1 3.3.4.6) que ~/A ®pB ~ ~/A est un quasi-isomorphisme, cqfd. 
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1.2.5, Soit A ~ B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T, Alors ~/A est 

un B-Module bisimplicial, B étant regardé connne Anneau bisimplicial trivial dans 

la direction verticale (cf, (1.2,2», On pose 

(l,2.5.n 1/). • 
--a/A 

o~ p. P~(B) (1.2.2). C'est un B-Module plat, qui, lorsque A ~ B est défini 

par un morphisme d'Anneaux Ao ~ Bo ,de T, co!ncide avec le complexe cotangent 

LB lA introduit en (1.2.3.1). La flèche (1.2.4.1), regardée comme flèche de B-Modules 
o 0 

bisimpliciaux, induit, par restriction à la diagonale, une flèche de B-Modules 

a.2.5.2) b. 
LB/A 

1 
--~> on/A 

Proposition 1.2.5.3. Supposons que, pour chaque n E~ , il existe un An-Module 

plat En tel que Bn ~ SA (En) (c'est le cas par exemple si B est libre sur 
n 

A terme à terme). ~ (1.2.5.2) est un quasi-isomorphisme. 

~. Posons p. PA(B) • D'après (1.2.4.4), la flèche ~/A ®pB ~ ~/A ' 

regardée comme flèche de B-Modules bisimpliciaux, induit un quasi-isomorphisme 

sur chaque colonne. La proposition en découle, grAce à Eilenberg-Zilber et une 

suite spectrale des bicomplexes. 

1.2.6. Soit 

(1.2.6.1) B > 8' 

1 1 
A > A' 

un carré commutatif d'Anneaux simpliciaux de T. 
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Proposition 1.2.6.2. On suppose que les flèches horizontales de (1.2.6.1) sont des 

quasi-isomorphismes (I 3.1.7). ~ 

a) Les flèches canoniques ci-dessous induisent des quasi-isomorphismes 

sur chaque ligne (1) : 

(1) 

(ii) 

(Hi) ~/A ~~'fA' 

b) La flèche canonique 

(resp. !.fIA ,\B' - ~'/A') 

est un quasi-isomorphisme. 

~. a) Montrons, par récurrence sur n ~ -1 , que 

est un quasi-isomorphisme. (on convient que (i)_l est la flèche donnée B --> B'). 

Pour n = -l, c'est l'hypothèse. Supposons donc n ~ 0 • Par l'hypothèses de récur-

rence, PA(B)n_l ~ PA,(B')n_l est un quasi-isomorphisme. D'après Whitehead (1 2.2.3) 

il en résulte que 

( *) 

est un quasi-isomorphisme. Appliquant (I 4.2.2.5), on en déduit que 

(1) suivant la terminologie de (1.2.2). 
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est un quasi-isomorphisme. Utilisant maintenant l'hypothèse que A --> A' est un 

quasi-isomorphisme, on en d~duit, par KUnneth (1 3.J.S.2),que les flèches horizontales 

et verticales de (1.2.1.2.1) sont des quasi-isomorphismes, donc aussi la flèche 

oblique, qui n'est autre que (i)n Montrons maintenant que (ii)n et (iii)n sont 

des quasi-isomorphismes pour tout n. Pour (iii)n' qui, comme on a vu, s'identifie 

à (1.2.3.3.1), cela résulte de Whitehead (1 2.2.3) et de KUnneth (1 3.3.2.6) ; pour 

(ii)n la preuve est analogue. 

b) Compte tenu de l'assertion a) relative à (iii), le fait que 

1:. 1i. LB/A --> Li'/A' soit un quasi-isomorphisme découle d'Eilenberg- Zilber et d'une 

suite spectrale des bicomplexes. 1:. LB/A ~tant plat, l'assertion respée en résulte 

d'après (1 3.3.4.6). Ceci achève la preuve de (1.2.6.2). 

Corollaire 1.2.6.3. Sous les hypothèses de (1.2.6.2), supposons de plus que B 

soit libre terme à terme sur A. Alors on a un isomorphisme canonique de D.(B') 

~'/A' 

~. D'après (1.2.5.3), la flèche canonique (1.2.5.2) est un quasi-isomorphisme. 

Les deux membres étant des B-Modules plats, on en déduit par KUnneth (1 3.3.4.2) que 

(1.2.5.2) 

est un quasi-isomorphisme. Mais, d'après (1.2.6.2'b», on a un quasi-isomorphisme 

canonique ~/A ®BB' ~ ~'/A' , d'oü la conclusion. 

Remarque 1.2.6.4. La preuve précédente montre que la conclusion de (1.2.6.3) est 

encore valable si, au lieu de supposer B libre terme à terme sur A. on sUppose 

seulement que ~/A ~ ~/A est un quasi-isomorphisme et que 
1 OB/A est plat. 

Corollaire 1.2.6.5. Sous les hypothèses de (1.2.6.2), on suppose de plus que B 

et B' sont libres terme à terme sur A et A' respectivement. Alors la flèche 

canonique 
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est un quasi-isomorphisme. 

Preuve. On a un carré commutatif 

1 
1 

--------->:> OB' / A' 

D'après (1.2.5.3) les flèches verticales sont des quasi-isomorphismes. D'après 

(1.2.6.2 b» la flèche horizontale supérieure est un quasi-isomorphisme. Donc la 

;;:f1èche horizontale inférieure est un quasi-isomorphisme, cqfd. 

Scholie 1.2.6.6. Soit A ~ B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T Notons, 

comme en (1 3.1.7), A-Alg/B la catégorie des A-Algèbres au-dessus de B et 

D(A-A1g/B) la catégorie localisée de A-Alg/B par rapport aux quasi-isomorphismes. 

D'après (1.2.6.2 b», plus KUnneth, le foncteur 

(*) t:. L _/ A ® B A-Alg/B ___ B-Mod 

induit un foncteur 

( -11*) D(A-A1g/B) ---> D.(B) 

(B-Mod désigne (1 3.1.7) la catégorie des B-Modules, D.(B) la catégorie localisée 

par rapport aux quasi-isomorphismes). D'autre part, (1.2.5.2) définit un morphisme 

naturel 
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entre foncteurs de A-Alg/B dans D.(B). Je dis que 

dérivé gauche, au sens de ( [23] 14), du foncteur 

(~), ~ (~), ~ 

1 
O_/A ®_B. (rel. au foncteur 

de localisation A-Alg/B ~ D(A-Alg/B». En effet, utilisant la description 

(1 3.1.8 (ii)') de D(A-Alg/B) comme catêgorie de fractions à droite de Hotfib(A-Alg/B), 

il suffit, d'après (1 1.4.4), de montrer que, pour chaque A-Algèbre C 

fibrêe sur B, le pro-objet de D.(B) 

fllimfl -C' ---7>C 

où C' ~C parcout les quasi-isomorphismes de Hotfib(A-Alg/B) de but C, est 

essentiellement constant de valeur 1::. LC/A ®CB • Or cela résulte de (1.2.5.3) et 

(1.2.6.5), compte tenu du fait que pt(C) ~ C est fibrant, étant surjectif dégré 

à degrê. Cela prouve donc notre assertion. Observons que celle-ci permet d'interpréter 

la notation ~/A comme une notation abrégêe pour 

1 dérivé gauche de C I-il> 0C/A C!hB • 

1 
L "a/A' valeur en B du 

Voici une autre caractérisation de ~/A comme objet de D.(B). Avant 

de l'énoncer, remarquons que le foncteur de B-Mod dans A-Alg/B associant à 

M l'Algèbre des nombres duaux B $M (1.1,1.3) transforme quasi-isomorphisme en 

quasi-isomorphisme, donc induit un foncteur (encore noté M~ B $ M) de D.(B) 

dans D(A-Alg/B) • 

Proposition 1.2.6.7. Soit ME ob D.(B) • Il existe un isomorphisme canonique, 

fonctoriel en M, 

1::. 
Honn. (B) (Ljï/A,M) ~ Honn(A_Alg/B) (B,B EIl M) 

Preuve. Observons d'abord que, d'après (1.1.1.4) et (1.1.2.6), on a, pour 

C E ob A-Alg/B et F E ob B-Mad , un isomorphisme canonique fonctoriel 

(*) 
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Interpr~tant les homotopies dans B-Mod (resp. A-Alg/B) à l'aide d'objets de 

chemins (1 3.1.2), on déduit de (*) un isomorphisme fonctoriel 

Cela ~tant. on a, d'après (1.2.6.6), 

limite prise suivant les quasi-isomorphismes fibrants C ~ B . D'autre part, on a. 

d'après (1 3.1.8 (i». 

limite prise suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes M ~ F . On 

en déduit : 

H~.(B)(~/A,M) - ~ ~ HO~ot.(B)('~/A @CB,F) 
M_F C--;'B 

~ ~ ~ H~ot(A_Alg/B)(C.B$F) (**) 

M-->F C--B 

--""'- lim 
~ 

M~F 

Homn(A_Alg/B) (B,B $ F) 

HOmn(A_Alg/B) (B,B 9 M) 

(13.1.8 (11')') 

ce qui ~tablit l'isomorphisme annoncé en (1.2.6.7). 

1.2.7. Soit 

f X ------;,.,. y 
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un morphisme de topos annelés. On appelle complexe cotangent de X ~ Y le 

~-Module simplicial Lx/y défini par 

(1.2.7.1) '-x/y 

Il dépend fonctoriellemant de f à un carré commutatif de topos annelés (1.1,4.2) 

X 
1.1 X' <" 

,1 f' 

y « y' 

correspond un morphisme 

0.2,7.2) u*'"x/y ----> '-xl/Y' 

défini par (1.2.3.2)' relatif à (1.1.4.4), compte tenu de (1.2.3.5) ; on laisse 

au lecteur le soin d'expliciter l'isomorphisme de transitivité relatif au composé 

de deux carrés (et la condition de oocycle correspondante pour un composé de trois ••• ). 

Avec la notation (1.1.4.1) on a (1.2.4.1) une augmentation 

(1.2.7.3) 

fonctoriel1e en f, dans le sens que pour un carré (1.1.4.2) le carré 

1.1* '-x/y 
(1.2.7.2) ,. Lx, !y' 

(1.2.7.3) 

1 j (1.2.7.3) 

* nI (1.1.4.3) > -.1 
1.1 x/y ,~, !y' 

est commutatif. Rappelons (1.2.4.2) que (1.2.7.3) induit un isomorphisme 

(1.2.7.4) 
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2. Premières propriétés. 

2.1. Triangle de transitivité. 

2.1.1. Soient T un topos, et 

(2.1.1.1) A ---..,. B -----> C 

des morphismes d'Anneaux simpliciaux de T. Ceux-ci s'insèrent dans un diagramme 

commutatif d'Anneaux simpliciaux 

(2.1.1.2) A ---... ~ P ---~~ Q 

l l 
A ---~ B ---+;0 C 

où P = P~(B) (1.2.2.1), Q 
A 

~ Pp(C). Comme Q est libre terme à terme sur P • 

la suite canonique 

(2.1.1.3) 

1 est exacte (1.1.2.13). Comme "G/P est plat sur Q • la suite déduite de (2.1.1.3) 

par extension des scalaires à C est encore exacte. On note 

(2.1.1.4) 

cette suite exacte; on l'appelle suite exacte (ou vrai triangle, cf. (1 3.2.4» 

de transitivité relative à (2.1.1.1), Elle dépend fonctoriellement de (2.1.1.1) : 

un diagramme commutatif 

(2.1.1.5) A ---~~ B --~~ .... C 

l l l 
A'_B'---,>C' 

définit un morphisme du diagramme (2.1.1.2) dans le diagramme analogue relatif à 

A' ~ B' ~ C' , d'où un morphisme de (2.1.1.3) dans la suite exacte analogue 
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(relative à A' ~B' ~ C'), d'où finalement un morphisme de suites exactes de 

C-Modules 

(2.1.1.6) 
r:, 

----,.". LC'/B'/A' 

correspondant par adjonction à un morphisme de suites exactes de C'-Modules (1) 

(2.1.1.6) , A 
~ LC'/B'/A' 

Proposition 2.1.2. Le triangle distingué de D,(C) a 
associé à LC/ B/ A par le 

foncteur X ~ (1 3.2,4) s'écrit, à isomorphisme canonique fonctoriel près, 

où les flèches de degré zéro sont les images dans D,(C) des flèches canonisues, 

~. Par fonctorialité de (1.2.5.2), on a un diagramme commutatif canonique 

fonctoriel 

(*) 

où la ligne du bas est (2,1,1.3). Comme Q est libre terme à terme sur P, la 

flèche verticale de droite est un quasi-isomorphisme d'après (1.2.5.3). De même, 

a 1 
comme P est libre terme à terme sur A. li/A ~ OP/A est un quasi-isomorphisme, 

(1) Ne pas oublier que (2.1.1.4) est une Suite exacte de C-Modules plats. 
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donc par KUnneth (I 3.3.4.2) la flèche verticale de gauche est un quasi-isomorphisme. 

Enfin, comme P est libre terme à terme sur A et Q libre terme à terme sur P, 

Q est libre terme à terme sur A, et la flèche verticale mêdiane est un quasi-

isomorphisme. Les eomposantes de (*) êtant plates sur Q , on dêduit de (*), par 

extension des scalaires de Q à C , un diagramme commutatif 

çà les flèches verticales sont encore des quasi-isomorphismes, la ligne du bas 

êtant 
/:;,. 

LC/ B/ A • On a d'autre part un diagramme commutatif eanonique fonctoriel 

/:;,. 
J.:P/A ®pC 

/:;,. IJ. 
> LQ/A ®QC -- LQ/P ®QC 

(***) l j 1 
r:, 

li/A ~C 
r:, 

,. LC/A > 
IJ. L
C/B 

oa les flèches verticales sont des quasi-isomorphismes d'après (1.2.6.2 b». Mettant 

ensemble (**) et (H*), on obtient la proposi tion. 

2.1.2.1. Si, dans (2.1.1.1), A, B, C sont triviaux, on écrira LC/ B/A au lieu 

/:;,. 
de LC/ B/A Le triangle distingué de D.(C) associé à LC/ B/ A s'êcrit alors 

~/A~C 
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où les flèches de degré zéro "sont" les flèches canoniques; d'après (1.2.4.2), la 

suite exacte d'homologie correspondante se termine, à isomorphisme canonique foncto-

riel près, par la Buite (1.1.2.12). 

Proposition 2.1.3. Si les flèches verticales de (2.1.1.5) sont des quasi-isomorphis-

!!!' la flèche canonique (2.1.1.6) (resp. (2.1.1.6)') est un quasi-isomorphisme 

(1 3.2.4). 

Preuve. Il suffit de montrer que la flèche induite pur les triangles distingués 

sous-jacents est un isomorphisme. Compte tenu de (2.1.2), cela résulte de (1.2.6.2 b}). 

2.1.4. Notons O~/B/A la suite (1.1.2.l2) relative à (2.1.1.1) 

exacte sauf peut-être en 1 Ojj/A ®BC • Le diagraonne (2.1.1.2) définit canoniquement 

un morphisme 

(2.1.4.l) 1 
> OC/B/A 

Supposons B libre terme à terme sur A, et C libre terme à terme sur B. Alors 

la suite 1 
0C/B/A est exacte, et il découle de (1.2.5.3) que (2.1.4.1) est un 

quasi-isomorphisme (1 3.2.4). Joignant cette remarque à (2.1.3), on obtient 

Corollaire 2.1.4.2. On suppose que les flèches verticales de (2.1.1.5) sont des 

quasi-isomorphismes, et que B est libre terme à terme sur A et C libre terme 

à terme~ B. Il existe alors un isomorphisme canonique de VT.(C'} (I3.2.4) 

b. 
LC'/B' lA' 
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2.1.5. Soient 

(2.1.5.1) X~y g > z 

des morphismes de topos annelés. La suite exacte de QX-Modules simpliciaux 

(2.1.5.2) 

est appelée suite exacte (ou vrai triangle) de transitivité relative à (2.1.5.1). 

Elle dépend fonctoriellement de (2.1.5.1) : un diagramme commutàtif 

(2.1.5.3) X __ --=.f __ ---;)'" y ---..:.1(------7) Z 

u 

1 1 1 
x· __ --"-f _' __ ~'" y' __ --'8"--' __ ""» Z 1 

définit un diagramme commutatif d'Anneaux de X' 

(2.1.5.4) A >B >C 

1 \ j 
A' ) B' ) C' 

où C' = Qx" B' 
-1 

, A' = (g'f,)-l(O ) -1 B = u-lf-l(O ) f' (Qy,) -Z' C u (Qz) -y 

AD -1 -1 
u (gf) ~, d'où, par (2.1.1.6)', compte tenu de (1.2.3.5), un morphisme 

(2.1.5.5) u*LX!Y!Z ----~> Lx' Iv' !Z' 

Pour un "composé" de deux diagramme (2.1.5.3), on a une transitivité qu'on laisse 

au lecteur le soin d'expliciter. 

D'après (2.1.2), le triangle distingué de D(X) associé à LX/ Y/ Z s'écrit, 

à isomorphisme canonique fonctoriel près, 
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(2.1.5.6) 

f*Ly/Z -----...;.) ~'Z 
oà les flèches de degré zéro sont les flèches canoniques (1.2.7.2) (plus exactement 

leurs images dans D(X». La suite exacte d'homologie de (2.1.5.6) se termine, 

à isomorphisme canonique fonctoriel près, par la suite (1.1.4.5). On notera 

(2.1. 5.7) K(f,g) 

la flèche de degré un de (2.1.5.6). On l'appelle classe de Kodaira-Spencer de 

(2.1.5.1). Celle-ci joue un rOle fondamental dans la théorie des déformations, 

comme on le verra plus loin. 

2.2. Changement ,k bas!'. 

B ----??> B' 

1 1 
A ----,> A' 

un carré cocartésien d'Anneaux simpliciaux de T. On suppose que la flèche canonique 
-t 

B ®AA' ~ B' de D(A-AIg) (1 3.3.5) est un isomorphisme. Alors les flèches cano-

(H) 

sont des quasi-isomorphismes. 
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~. Posons P!(B) 

commutatif 

p 

j 
B 

1 
A 

L'hypothèse 
t 

B ®AA' ~ 

donc, par commutativité de 

P , 

B' 

pA (B') = P' , 
A' 

B' 

1 
implique que 

(*) • pl ~P' 

pl ~ B' est un quasi-isomorphisme 

est un quasi-isomorphisme. D'autre 

part, comme P est libre terme à terme sur A, pl est libre terme à terme sur A'. 

Des flèches canoniques 

la première est un isomorphisme d'après (1.1.2.9), et la seconde est un quasi-

isomorphisme d'après (1.2.6.5). Par extension des scalaires à B' il en résulte 

aussit6t, d'après KUnneth (r 3.3.2). que (i) est un quasi-isomorphisme. Prouvons 

maintensnt que (ii) est un quasi-isomorphisme. Posons P~(A') = Q, R = P ®AQ , 

R' - PA(B'). On a un diagramme commutatif 

p ----------------------~ 

j 
B ~ B' 

r~/ 
A > A' "'<'"-' ------- Q 

------,.:> R' 

1f 
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.(, 

L'hypothèse B ®AA' ~ B' implique que R ~ B' est un quasi-isomorphisme 

donc, par commutativité de (**), R ~ R' est un quasi-isomorphisme. D'autre 

part, comme P (resp. Q) est libre terme à terme sur A, il en est de m~me de 

R (le produit tensoriel de deux Algèbres libres est une Algèbre libre). Des 

flèches canoniques 

la première est un isomorphisme <1.1.2.10), et la seconde est un quasi-isomorphisme 

d'après (1.2.6.5). Par extension des scalaires à B' il en résulte (d'après 

KUnneth) que (ii) est un quasi-isomorphisme, ce qui achève la preuve de (2.2.1). 

2.2.2. Compte tenu des suites spectrales (1 3.3.3), la condition 

dans D(A-A1g)" est vérifiée dans les cas suivants : 

"B~A'~B' A 

a) si H (TorA(B,A'» = 0 pour q > 0 (donc a fortiori si 
A 

p q 

Tor P(B A' ) = 
q p' p 

o pour q > 0) ; 

b) si TorH*(A) (H (B) H (A'» = 0 pour p > 0 et la flèche (r 3.3.5.4) 
p *, * 

H*(B) ®n (A)H*(A') ---? H*(B') est un isomorphisme. 

* 
Corollaire 2.2.3. Soit, COCUlle en (1.1.4.1), 

XE u X' 

l 
y o<!o<!:--.------ y' 

un carré commutatif de topos annelés. D'o~, COmme en (1.1.4.4), un carré commutatif 

d'Anneaux de X' 



On suppose Qu'on a 

flèches canoniques 

sont des guasi-isomorphismes. 
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B -------7> B' 

1 1 
A -------7> A' 

o pour q >0, et LB'/B A' 
®A 

o . Alors les 

~. Posons B ®AA' = BI • Le triangle de transitivité relatif à A' -> BI -> B' 

(resp. A -> BI -> B') montre que la flèche canonique 

est un quasi-isomorphisme. D'après (2.2.1), la flèche canonique 

est un quasi-isomorphisme. Par KUnneth (r 3.3.2), il en résulte que 

est un quasi-isomorphisme, donc finalement, gtftce à l'assertion du début, que (i) 

(resp. (ii» est un quasi-isomorphisme, cqfd. 

2.3. Localisation. 

Proposition 2.3.0. Soient f: X ~ Y un morphisme de topos annelés, V un objet 

de Y, U un objet de X au-dessus de V. X' (resp. Y') le topos X/U (resp. 

Y/V) muni de l'Anneau induit par QX (resp. Qy), d'oà un carré commutatif de topos 
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x -.!<:-_-=u'--__ x' 

1 
y ""'(------ y' 

où les flèches horizontales sont les flèches de localisation, f' ~tant induit 

~ F • Alors la flèche canonique u*LX/Y ~ LX'/Y' est un isomorphisme. 

~. La flèche s'identifie à l'image par -1 
u de la flèche 

-1 f (Qy) ~ QX' donc l'assertion r~sulte de (1.2.3.5). 

Proposition 2.3.1. ~ T un topos, u: A ~ B un morphisme d'Anneaux de T, 

On suppose que u est un ~pimorphisme dans la ca~gorie des Anneaux de T (!,~, 

que la flèche produit B ®AB ~ B est un isomorphisme), et que B est plat sur A. 

Alors on a LB/A = 0 dans D(8), 

~. Par hypothèse, le carr~ ci-dessous est cocart~sien 

B __ ..::I:,;:;d __ --'» B 

Comme B est plat sur A, il résulte de (2.2.1) que LB/A ~ LB/ B est un 

quasi-isomorphisme. Mais LB/B = 0 dans D(B) 

d'où l'assertion. 

d'après (1.2.4.4) (puisque 1 
OB/B 0), 
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Corollaire 2.3.1.1. Soit 

B ., B' 

r 1 
A >A' 

un carré commutatif d'Anneaux de T. On suppose que les flèches horizontales sont 

des épimorphismes dans la catégorie des Anneaux et que A' (resp. B') est plat 

~ A (resp. B). Alors la flèche canonique LB/ A ®BB' ~ LB'/A' est un 

quasi-isomorphisme. 

~. D'après (2.3.1) on a LA'IA (resp. LB'/B) = 0 dans D(B') (resp. D(A'». 

L'assertion résulte donc des triangles de transitivité relatifs à A ~ B ~ B' 

et A~A' ~B' 

2.3.2. Les hypothèses de (2.3.1) sont vérifiées en particulier si u est un 

morphisme de localisation, par quoi nous entendons qu'il existe un sous-faisceau 

d'ensembles X de A tel que u(X) soit contenu dans le sous-faisceau B* des 

unités de B et que la flèche canonique X-lA --> B induite par u soit un 

isomorphisme (cf. ( [17J 9.4.4». (Rappelons que l'Anneau de fractions x-lA et 

la flèche canonique A ~ X-lA sont caractérisés par la propriété universelle 

habituelle, à savoir que toute flèche de A dans un Anneau A' envoyant X dans 

A'* se factorise de manière unique à travers X-lA). Noter que si u est un 

morphisme de localisation, il existe un plus grand X possédant la propriété 

indiquée plus haut, à savoir u-l(B*) . Le fait qu'un morphisme de localisation 

soit un épimorphisme dans la catégorie des Anneaux est trivial sur la définition, 

quant au fait que X- l A soit plat sur A. il se vérifie facilement tout comme 

dans le cas des anneaux ordinaires. 
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~ 2.3.3. (i) Soit u: A ~ B un morphisme de pré faisceaux d'anneaux de T 

Si, pour tout U E ob T u(U) : A(U) ~ B(U) est un morphisme de localisation, 

alors le morphisme de faiscesux d'anneaux associé au !.A ~!.B est un morphisme 

de localisation. 

A __ --=u'--_~) B 

\/ 
C 

un diagramme commutatif d'Anneaux de T. Si u est de localisation, alors pour 

C' , est de localisation. 

A _---'u=--_~) B __ v'--_-'):;. C 

des morphismes d'Anneaux de T. Si u et v sont de localisation, il en est de 

même de vu. Inversement, ~ vu est de localisation et si u est un épimorphisme 

de la catégorie des Anneaux, alors v est de localisation. 

(iv) Soit f: T ~ T un morphisme de topos, ~ u : A ~ B .l:!!! 

morphisme d'Anneaux de T. Si u est de localisation, il en est de même de f*u 

Inversement, si f*u est de localisation et si f* est fidèle, u est de loca-

lisation. 

~. C'est à peu près trivial sur les définitions. Pour (i), notons X le sous-

préfaisceau de A image inverse par u du préfaisceau des unités de B, de sorte 

que u induit un isomorphisme X-lA ~ B ; il est immédiat que au induit un 

isomorphisme (~)-l(~) ~!.B • Pour (ii), soit X c A tel que u induise 

un isomorphisme X-lA ~ B, et notons X' l'image de X par A ~ A®CC' , 

a ~ a ® 1 ; il est immédiat que u ®CC' induit un isomorphisme 

X,-I(A ®CC') ~ B ®CC' • Prouvons (iii). Supposons u et v de localisation; 

soit Y = v-l(C*), X = u-l(y) ; si f: A ~ C'est tel que f(X) C c'*, f se 
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travers C ) car si b E B 

car 

b 
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x ~ u-1(B*), et f à son tour se factorise à 

s'écrit localement 
-1 

x a pour 

a E A, donc, si v(b) E C* , alors a E X et f(b) = f(x) -lf(a) E C'* , donc 

vu est de localisation. Inversement, supposons vu de localisation et u un 

épimorphisme d'Anneaux ; posons comme précédemment Y = v-1(C*), X = u-1 (y) ; si 

g : B -? C'est tel que g(Y) C C'*, alors on a gu(X) C C'* donc gu: A ~ C' 

se factorise à travers C en g: C -? C', et, Comme u est un épimorphisme, 

l'égalité gvu = gu implique gv - v ,donc v est de localisation. Reste à 

vérifier (iv). Supposons u de localisation, soit X C A tel que u induise 

un isomorphisme X-lA ~ S ,posons X' = f*X ; la donnée d'un morphisme 

v : f*A -? S' tel que v(X') C S'* équivaut, par adjonction, à celle d'un 

morphisme w : A -? f*(B') tel que w(X) C f*(S'*) = (f*(B'»* donc à celle 

d'un morphisme S -? f*(B ' ), donc finalement, par adjonction, à celle d'un morphisme 

f*B -? S' , ce qui prouve que f* u est de localisation. Inversement, supposons 

f*u de localisation, posons X = u-1(B*), de sorte que u se factorise à travers 

donc f*(~) est un isomorphisme, donc comme f* est fidèle, u est un isomorphisme, 

ce qui prouve que U est de localisation, et achève la preuve de (2.3.3). 

Proposition 2.3.4. Soient X un topos annelé, X~ son spectre au sens de 

Mme Hakim ([18]chap. III), p: X--? X la projection canonique. Le morphisme 

-1 
p (Qx) -? QX- est un morphisme de localisation. 

~. D'après (loc. cit.), le morphisme est associé au morphis-

me de pré faisceaux 

U E ob X, s E QX(U) 

L'assertion résulte donc de (2.3.3 (i». 
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Corollaire 2.3.5. ~ Y un topos annel~, X un sch~ma relatif sur Y ~ 

de Mme Hakim ([lB]chap. IV), d'oil (loc. cH.) des morphismes de topos annelés 

X --:> Y".P...,. y ,oil Y" est le spectre de Y et p la projection canonique. 

La flèche canonique LX/Y ~ LX/Y" est un quasi-isomorphisme. 

D'après (2.3.4) et (2.3.1) on a y/y. 0 dans D(~) • L'assertion 

résulte donc du triangle de transitivité (2.1.5.6) relatif à X --:>yN--:>y • 

Corollaire 2.3.6. !2!S X un schéma affine d'anneau A, ~ Ax le faisceau 

constant sur X de valeur A. Le morphisme canonique Ax ~ QX (EGA Err l 1.8.4) 

est un morphisme de localisation. 

~. X est en effet le spectre du topos ponctuel annelé par A. On peut aussi 

remarquer que ~ ~ QX est trivialement de localisation en chaque point, donc 

de localisation d'après (2.3.3 (iv». 

2.3.6. Soit f: X --:> y un morphisme de schémas affines, correspondant à un 

morphisme d'anneaux u : A ~ B • On a alors un carré commutatif canonique 

(2.3.6.0 BX > QX 

Ux 

1 1 
~ > C1(Qyl 

où les morphismes horizontaux sont de localisation d'après (2.3.6) (NB. le morphisme 

du bas est l'image par f-
1 du morphisme canonique Ay ~ Qy , donc est de locali­

sation d'après (2.3.3 (iv»). Rappelons (EGA Err l 1.8.5) que le foncteur qui à 

un B-module M associe le QX-Module quasi-cohérent correspondant ~ s'identifie 

canoniquement au foncteur M ~ ~ ®s QX • En particulier, on a canoniquement 
X 
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(1.2.1.4) 

et par suite le carré (2.3.6.1) fournit une flèche canonique 

Proposition 2.3.6.3. La flèche (2.3.6.2) est un quasi-isomorphisme. 

Preuve. Les flèches horizontales étant de localisation, l'assertion résulte de 

(2.3.1.1) • 

Corollaire 2.3.7. ~ f : X ~ Y un morphisme de schémas. Les faisceaux 

d'homologie de LX/Y sont quasi-cohérents. Ils sont cohérents si Y est localement 

noethérien et f localement de type fini. 

~. La question étant locale d'après (2.3.0). on peut supposer X et Y affine. 

La première assertion résulte donc trivialement de (2.3.6.3). La seconde en résulte 

aussi, compte tenu de (1.2.6.3) et du fait que, d'après André ([lJ 17.2 p.69), 

toute algèbre de type fini B sur un anneau noethérien A admet une résolution 

P ~ B on P est une A-algèbre simpliciale libre de type fini en chaque degré. 

Proposition 2.3.8. Soient S' ~ S un morphisme de topos annelés, X un schéma 

relatif sur S C(18)chap. IV), X' le schéma relatif sur S' déduit par changement 

~, d'on un carré commutatif (1) de topos annelés 

X ~(;-__ u,,-__ X' 

'l l f' 
S OO!<!;--_ ..... v __ _ s' 

(1) et même 2-cartésien ( [18] III 3.1). 
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La flèche canonique 

(*) 

est un morphisme de localisation. 

Preuve (1). La question étant locale, on peut supposer que X est le spectre d'une 

2s-Algèbre A • Alors X' est le spectre de 

(*) s'insère dans un carré commutatif 

.. 

où l'on a posé h = fu = vf'. La flèche horizontale supérieure est un isomorphisme 

par définition de A' • La flèche verticale de droite est de localisation d'après 

(2.3.4). D'autre part, toujours d'après (2.3.4), f-1A ~ Qx est de localisation, 

donc (2.3.3 (iv) + (ii» la flèche verticale de gauche est de localisation. Donc 

(2.3.3 (iii» (*) est de localisation, cqfd. 

Corollaire 2.3.9. Soient S un topos annelé, X (resp. y) un schéma relatif sur 

S, Z = X XSY «(lSJchap. IV), d'où un carré commutatif (2) de topos annelés 

(1) Je remercie Mme Hakim, qui m'a communiqué cette preuve. 

(2) an fait, 2-cartésien ( [18J IV 3.1). 
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La flèche canonique (où h fp qg) 

est un morphisme de localisation. 

Corollaire 2.3.10. Dans la situation de (2.3.8), supposons qu'on ait 

-1 
Tori(fU) (~)(u-I(Q~), f,-ICO » 0 . > 0 Al 1 fI' h . ... ~ A "'il'. pour 1 • ors es ec es canon1ques 

sont des quasi-isomorphismes. 

~. Appliquer (2.2.3), l'hypothèse LB'/B ® A' = 0 de (loc. cit.) étant 
A 

satisfaite d'après (2.3.8) et (2.3.1). 

Similairement, on a : 

Corollaire 2.3.11. Dans la situation de (2.3.9), supposons qu'on ait 

h-l(O) -1 -1 
Tori "'il (p (Qx) , q (Qy» = 0 pour i > 0 • Alors les flèches canoniques 

sont des quasi-isomorphismes. 

Remarque 2.3.12. Si, dans C2.3.9), S est un schéma ordinaire, l'hypothèse de 

(2.3.11) signifie que les faisceaux quasi-cohérents sur définis 

dana (EGA III 7) sont nuls pour i > 0 (dans la terminologie de (SGA 6 III 1.5), 

on dit que X et Y sont tor-indépendants sur S). En effet, pour z E Z , 

x ~ pez), y = q(z), s = h(z), on a 
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limite inductive suivant les ouverts affines U" x ,. V" y, W" s tels que 

f(U) C w, g(V) C W. 



CHAPITRE III 

COMPLEXE COTANGENT ET EXTENSIONS INFINITESIMALES 

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans ce 

chapitre sont supposés commutatifs et unitsires. 

1. Cslcul du tronqué à l'ordre un du complexe cotangent. 

1.1. Sorites sur les extensions d'Algàbres. 

Nous passons en revue ici quelques notions bien connues, voir (EGA 0IV 18) 

dans le cas ponctuel, [17) dans le cas global. 

1.1.1. Soit T un topos. Par une extension d'Algàbres de T on entend un diagramme 

commutatif d'Anneaux de T 

E _......t:P_~'> 8 

X ~I 
A 

oà p est surjectif, le noyau de p étant un Idéal 1 de carré nul. Il existe 

alors sur 1 une unique structure de 8-Module telle que 

p(x)y xy 

pour x (resp. y) section de E (resp. 1). On dit que X est une A-extension de B 

~ B-Module 1. Les extensions d'Algàbres de T forment de manière naturelle 

une catégorie, notée 

0.1.1.1) 

(1) Vu le chapeau coiffant ce chapitre, cette notation ne prate pas à confusion. 
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un morphisme d'extensions d'Algèbres étant défini comme un diagramme commutatif 

E' > E 

"~ 1''',-
B' 

" B 

1 / 
A' > A 

En associant à chaque extension X comme plus haut le couple formé du morphisme 

A ~ B sous-jacent et du B-Module 1 = p-l(O), on définit un foncteur 

(1.1.1.2) TI Exal ~ Algmod 

où Algmod désigne (cf. (1 3.1.2» la catégorie des couples (A ~ B,I), où 

A ~ B est un morphisme d'Anneaux et 1 un B-Module, un morphisme 

(A' ~B', l') ---'> (A~B, 1) étant défini comme un couple formé d'un carré 

commutatif 

B' -----~>B 

1 1 
A' -----?>A 

et d'un morphisme l' ~ 1 au-dessus de B' ~ B (i.e. un morphisme B'-linéaire 

l' ~ l, ou, au choix, un morphisme B-linéaire l' ®a,B ~ 1). 

1.1.2. Dans la suite, on s'intéressera plus spécialement à certaines sous-catégories 

(non pleines) de Exal. Pour un Anneau A fixé, on notera 

0.1.2.0 Exal A 

la sous-catégorie de Exal formée des A-extensions, les flèches étant les flèches 

d'extensions induisant l'identité sur A. Pour un morphisme d'Anneaux A ---'> B 
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fix', on notera 

0.1.2.2) 

la sous-cat'gorie formée des A-extensions de B par un B-Module variable, les 

fl~ches 'tant les fl~ches d'extensions induisant l'identit' sur A et B. Enfin, 

pour un morphisme d'Anneaux A ~ B fixé et un B-Module l fixé, on notera 

0.1.2.3) 

la sous-catégorie formée des A-extensions de B par I, les flèches étant les 

fl~ches d'extensions induisant l'identité sur A, B et I. 

1.1.3. Soient A un Anneau de T, et 

x .. (0 ~ l ~ Il: --? B ~ 0) 

une A-extension d'Algèbres. Soit 

u C~B 

un morphisme de A-Algèbres. On d'finit, comme dans (EGA 0IV 18.2.5), la A-extension 

"image de X par u" : 

(1.1.3.1) 

c'est une A-extension de C par l considéré comme C-Modu1e via u on a un 

morphisme canonique 

(1.1.3.2) 

de ExalA , dont l'image par n (1.1.1.2) est (u,idI ) • Si u' 

morphisme de A-Alg~bres, on a un isomorphisme canonique 

0.1.3.3) 

C' ~ C est un 

de ExalA(C',I), isomorphisme satisfaisant à la condition de cocycle habituelle. 



- 154 -

Soit maintenant 

v r )0 J 

un morphisme de B-Modules. On définit, comme dans (EGA 0rv 18.2.8), la A-extension 

"image de X par v" : 

Ü.1.3.4) 

c'est une A-extension de B par J on a un morphisme canonique 

Ü.1.3.5) X--~) "*x 

de ExalÂ(B,-), dont l'image par n est (idB,v). Si v' 

de B-Modules, on a un isomorphisme canonique 

0.1.3.6) 

J ~ J'est un morphisme 

de ExalÂ(B,J'), isomorphisme satisfaisant à la condition de cocycle habituelle. 

1.1.4. Soit: 

y O~J~F~C~O 

un morphisme de ExalÂ • On a alors un isomorphisme canonique de ExalÂ(B,J) 

0.1.4.0 v~ ~ Y*u 

et la flèche f: X ~ Y est la composée 

X (1.1.3.5») v~ 
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1.1.5. Fixons le morphisme d'Anneaux A ~ B • Le foncteur TI (1.1.1.2) induit 

un foncteur 

(B-Mod = cat~gorle des B-Modules). Celui-ci, grâce à (1.1.3.4) et (1.1.3.6), fait 

de ExalA (B, -) une catégorie cofibrée sur B-Mod, et même une cat~gorie "cofibr~e 

additive" au sens de Grothendieck [17] , ce qui signifie que ExalA(B,O) est 

équivalente à la catégorie ponctuelle et que, pour M, N E ob B-Mod, le foncteur 

est une ~quivalence de catégories (1). La vérification de ce fait est triviale. 

De là découle (loc. cit.)que, pour ME ob B-Mod, la catégorie-fibre ExalA(B,M) 

est une "catégorie de Picard", i.e. un groupoïde muni d'une "addition" associative 

et commutative à des isomorphismes donnés près satisfaisant à certains axiomes de 

compatibilité (voir (SGA 4 XVIII ) pour une définition en forme). L'ensemble 

des classes d'isomorphie d'objets de ExalA(B,M) est, comme dans toute catégorie 

de Picard, un groupe abélien ; nous le noterons 

(1.1.5.1) 

l'élément neutre est la classe de l'extension triviale définie par l'Algèbre des 

nombres duaux Be M (II 1.1.1.3), Le groupe des automorphismes d'une extension 

donnée X E ob ExaIA(B,M) s'identifie canoniquement aU groupe des automorphismes 

de l'extension triviale, lui-même canoniquement isomorphe, d'aprés (II (1.1.1.4», 

à DerA(B,M). L'ensemble des splittages de X, ou isomorphismes de X avec 

l'extension triviale, est donc soit vide, soit un torseur sous DerA(B,M). (2) 

Si f: M ~ N est un morphisme de B-Modules, le foncteur image directe 

(1) ExalA(B,-) est même "exacte à gauche" (loc. dt. 7.1.11), mais nous n'aurons 

pas besoin de cette propriété. 

(2) La vérification directe de ces propriétés est d'ailleurs triviale. 
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est un foncteur entre catégories de Picard, donc en particulier définit un homomorphisme 

de groupes 

0.1.5.2) 

Soit u c ~ B un morphisme de A-Algèbres. Le foncteur 

est un foncteur entre catégories cofibrées additives cocartésien su-dessus du foncteur 

"restriction des scalaires" B-Mod ~ C-Mod, donc induit, pour chaque M E ob B-Mod, 

un foncteur entre catégories de Picard 

et par suite un morphisme de groupes 

0.1.5.3) 

Enfin, soit A' ---? A un morphisme d'Anneaux. Le foncteur "oubli" 

est un foncteur entre catégories co fibrées additives cocartésien au-dessus du foncteur 

identique B-Mod ---? B-Mod, donc, pour chaque M E ob B-Mod, induit un foncteur entre 

catégories de Picard 

et par suite un morphisme de groupes 

(1.1.5.4) 

1.1.6. Soit un diagramme commutatif d'anneaux 

(1.1. 6.1) 
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oà p est surjectif de noyau 1. On vérifie trivialement, comme dans (BGA 0IV 20.5.11), 

que la différentielle extérieure (1 1.1.2.5) 

1 
dB/A : a--->~ns/A 

induit, par passage au quotient, un homomorphisme C-linéaire 

La suite de C-Modules (cf. (EGA 0IV 20.5.12» 

0.1.6.2) 1/1
2 

d
BIA > ni/A ®:sC ---> O~/A --"" 0 

oà la seconde flèche est la flèche canonique de fonctorialité, est exacte. En effet, 

il est immédiat que P~/A (1 1.1.2.3) est le quotient de 1 
Pa/A par l'Idéal engendré 

par les images de 1 ® B et B ® l , et l'exactitude de (1.1.6.2) en découle par 

passage aux Modules de différentielles (1). Ls suite (1.1.6.2) ne dépend en fait que 

de la A-extension 

0,1. 6.3) o --"" 1/1
2 

--"" B II 2 
--"" C --"" 0 

définie par (1.1.6.1) la projection a ~ BI • B/12 définit un diagramme commutatif 

1/12 da/A 1 1 
> OBIA ®BC > °CtA >0 

(1.1.6.4) ,,1 j id 

cl 1 '1' 

1112 BI' A l l 
> ''Il IA®B c ) Île/A 

... -ô'> 0 
1· l 

oà la flèche verticale médiane est un isomorphisme, Ce dernier point se voit comme 

dans (BGA loc. cit.), en appliquant la suite (1.1.6.2) à B ~ BI • Si la A-extension 

(1.1.6.3) splitte, alors la suite (1.1.6.2) prolongée par un zéro à gauche est exacte 

(1) On pourrait aussi paraphraser les argumenta de (RGA loc. cit.), mais le calcul 
direct esquissé ici est plus court. 
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et scindée, comme le montre un calcul direct immédiat (1). 

1.1.7. Soit C une A-Algèbre. Nous dirons que C vérifie la condition (L) si, 

pour toute A-extension 

O~I~B~C~O 

la suite (1.1.6.2) prolongée par un zéro à gauche, 

est exacte. 

~ 1.1. 7 .1. Supposons gue C • SA (M) ,00. M .!.!..L!m A-Module plat. ~ C 

vérifie la condition (L). 

~. Soit 

(*) o ~ l ~ B ----;. C ----;. 0 

une A-extension. Prouvons que la suite 

(**) 

est exacte. Par passage à la limite inductive locale (1 4.2.1.3), on peut supposer 

M libre de type fini, donc C ~ A[tl, ••• ,tr ) • Quitte à se localiser à nouveau 

(pour relever t l , ,tr ), on est donc ramené au cas 00. (*) splitte, auquel cas 

(**) est exacte et scindée comme on l'a vu plus haut. 

Supposons que C vérifie (L). Nous noterons 

(1.1.7.2) diff(X) • (0 ~ l ~ ni/A ~C ~ Cl~/A ~ 0) 

la suite exacte associée à la A-extension 

(1) La réciproque est également vrsie (cf. (EGA loc. cit.», msis nous n'en aurons 
pas besoin. 
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x • (0 ----;.. 1 ----;.. B ----;.. C ----;.. 0) 

On obtient ainsi un foncteur X ~ diff(X) de Exalâ(C,-) dans la catégorie 

des C-extensions de 1 
0C/A pour un C-Module variable, foncteur compatible avec les 

projections naturelles sur C-Mod, d'o~ un morphisme de groupes 

0.1. 7.3) dUf 

fonctoriel en 1 E ob C-Mod. 

1.1.8. Soit C une A-Algèbre, et soit 

i f 1 
Y • (0 ----;.. 1 ~ J ---"'> 0CI A ----;.. 0) 

une suite exacte de C-Modules. On en déduit une A-extension de P~/A ~ C $ O~/A 
par 1 (1): 

( Oi) id $ f 1 
y' = (0 ~ 1 -----;.. C Et) J --~> C Et) (lC/A -----;.. 0) 

d'o~ une A-extension de C par 1 

(1.1.8.1) 

oQ j2: C ----;.. P~/A est l'homomorphisme définissant la structure droite (II 1.1.2), 

i.e. j2(x) = classe de 1 ® x • x + 

de la catégorie des C-extensions de 

d
CI 

A (x). On défini t ainsi un foncteur Y ~ Alg(Y) 

1 Oè/A par un C-Module variable dans la catégorie 

Exalâ(C,-), foncteur compatible avec les projections naturelles sur C-Mod, d'on un 

morphisme de groupes 

(1.1. 8.2) aig 

fonctoriel en 1 € ob C-Mod. 

U) 1 regardé comme ~/A-Module annulé par (l~/A 
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Proposition 1.1.9. !2!! C ~ A-Algèbre vérifiant la condition (L) (1.1.7). 

Alors les homomorPhismes diff(1.1.7.3) ~ a1g(1.1.8.2) sont inverses l'un de l'autre. 

~. Soit 

x ,. (0 --;,. l ~ B ~ C ~ 0) 

une A-extension de C par 1 • On a un diagramme commutatif de A-extensions 

o ~ l --_ ...... >~ B _____ -'L'--' -------;:..> C :> 0 

id j(:,,{J 
1 1 o ~ l ---~:> ce (ORlA ®SC) ---~> c e DC/A ----7 0 

o~ la ligne du bas est la A-extension de 1 
PC/A par l déduite de diff(X) (1.1.8), 

et par suite on a X ~ alg(diff(X». Inversement, soit 

1 
Y - (0 --;,. l ~ J ~ DCI A --;,. 0) 

une suite exacte de C-Modu1es. On a par définition de alg un morphisme de A-exten~ 

sions 0.1.3.2) 

O---:I~î-I[Y 
Y' o ----!'Jo l ----!'Jo C e J ~ C e n~J A ~ 0 

La flèche verticale médiane, en tant que flèche de A-Alg/C, définit d'après (II 1.1.1.4) 

une A-dérivation de B dans J, i.e. une flèche u: ~/A ®SC --;,. J , qui, comme 

on le constate aussitOt, rend commutatif le diagramme 
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dS/A 
l 1 o ------? l ) i1B/A 0é > Oc 1 A ------? 0 

id 1 " lid 

O--?I '> J "D~/A ~ 0 

Où la ligne du bas est Y, et la ligne du haut diff(alg(Y», donc on a 

y ~ diff(alg(Y», ce qui achève la démonstration. 

Remarque 1.1,9.1. On a montré en fait que, sous les hypothèses de (1,1.9), les 

foncteurs alg et diff (entre la catégorie ExalA(C,-) et la catégorie des 

A-extensions de C par un C-Module variable) sont quasi-inverses l'un de l'autre. 

1.1.10. Soit 

f X~Y 

un morphisme de topos annelés. Par un Y-voisinage infinitésimal d'ordre un (ou y 

extension) de X on entend un diagramme commutatif (1) de topos annelés 

(1.1.10.1) X __ .=i __ ;!» X' 

1/ 
'l 

où i est une équivalence sur les topos sous-jacents de est 

surjectif à noyau de carré nul (2) ; un morphisme de Y-extensions de X se définit 

(1) à isomorphisme donné près, comme en (II 1.1.4), isomorphisme le plus souvent 

négligé dans la pratique. 

(2) dans la pratique, on fera souvent comme si les topos sous-jacents à X et à X' 

étaient les mêmes, i étant l'identité sur ceux-ci. 
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de .la manière évidente. L'ensemble des classes d'isomorphie de Y-extensions de X 

par un QX-Module 1 Ü.e. de diagrammes (1.1.10.1) tels que KerCi-1(Qx,) ~ QX) ~ 1) 

s'identifie naturellement à Exalf-l(O )(QX.l). Le groupe des automorphismes d'une 
-y 

Y-extension de X par 1 donnée s'identifie canoniquement à 

Derf-l(O )(QX.I) ~ HomO (ni/y.I) (cf. (1.1.5) et (II 1.1.4». 
-y -X 

1.2. Le théorème fondamental. 

1.2.0. Soient T un topos, A ~ B un morphisme d'Anneaux de T, M un B-Module. 

Le but du numéro (1.2) est d'établir un isomorphisme fonctoriel 

1.2.1. Soit 

p P > B 

"""~I 
A 

la résolution libre standard de B sur A (1 1.5.5.6). Rappelons qu'on a par défini-

tion (Il 1.2.3) 

1 et que np/A est un P-Module plat. D'après (1 3.3.4.4), on a donc un isomorphisme 

canonique 

0.2.1.0 

(1) Rappelons (1 3.2.1.15) que si L est un B-Module s1mp~1c1al. et L- désigne 

le complexe de chalnes correspondant, on a des isomorphismes canoniques 
", n ) ,.J n( _ ) -' n (_) ""xtB(L,M -mxtB L ,H -H RHoma L ,H 
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Celui-ci est fonctoriel en M E ob B-Mod, et aussi en le morphisme A ~ B dans le 

sens suivant : soit 

(1.2.1.2) s' ----"'~ B 

1 1 
A' ----»A 

un carré commutatif d'Anneaux, d'on (II 1.2.1.2) un diagramme commutatif 

<1.2.1.3) p' ) p 

~ \\ 

avec p' - PA,(B'), alors le carré 

(1.2.1.4) 

B' > B 

1 \1 
A' > A 

l 
-----'» Ex~, (~I lA' ,M) 

où les flèches horizontales sont données par (1.2.1.1) et les flèches verticales sont 

les flèches canoniques (II 1.1.2.8) et 1.2.3.2), est commutatif; la vérification est 

triviale. 
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1.2.2. Observons que P, en tant que A-Algèbre du topos simplicial Simpl(T), 

vérifie la condition (L) (1.1.7) cela rêsulte en effet, d'après (1.1.7.1), du fait 

que P est libre terme à terme. Cela dit, soit X une A-extension de B par M 

On en déduit une A-extension Xl'P de P par M (1.1.3.0, d'ott une extension (de 

P-Modules) de 1 
0p/A par M (1.1.7.2), d'ott finalement un élément 

0.2.2.1) n(X) = X diff (~p) E 

ott X est l'homomorphisme défini en (1 3.2.3.4). Il est clair que X ~ n(X) 

définit un homomorphisme de groupes 

(1.2.2.2) 

fonctoriel en M. Celui-ci est également fonctoriel en A ~ B étant donné un 

carré commutatif (1.2.1.2), le carré ci-dessous 

(1.2.2.3) 

ExalA,(B',M) 

ott la flèche verticale de droite est définie par la flèche canonique 

1 1 
OP'/A' ~ OP/A et la flèche verticale de gauche est composée des flèches 

canoniques ExalA(B,M) ~ ExalA,(B,M) (1.1.5.4) et ExalA,(B,M) ~ ExalA,(B' ,M) 

(1.1.5.3), est commutatif; la vérification est laissée en exercice au lecteur. 

Théorème 1.2.3. L'homomorphisme fonctoriel 

composé de n (1.2.2.2) et de l'isomorphisme (1.2.1.1), est un isomorphisme. 

~. On va construire un isomorphisme inverse de n. Soit 
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D'après (1 3.2.3.7), il existe un quasi-isomorphisme de P-MOdules s M~N, 

et une extension Y de l 
ITP/A par N tels que l'on ait 

(*) y 

On a ainsi une A-extension (1.1.8) 

a1g(Y) (O~N~E~P~O) 

Comme P est acyclique en degré > 0, on en déduit, par application de Ro' une 

A-extension Roalg(Y) 

B par M 

de H (p) 
o par Ho(N), d'oà finalement une A-extension de 

(R 8)-1 ... H alg(Y) * (H p)-l .. (0 ~ M --7 F -!> B -!> 0) 
o 0 0 

(où F ~ RoE). Je dis que celle-ci est indépendante, à isomorphisme près, du choix 

du couple (s,Y) utilisé pour décrire y. En effet, supposons qu'on ait 

-1 -1 y cr s' ~(yI) .. cr S" X(y") 

où s' : M -!> N' (reep. s": M -? N") est un quasi-isomorphisme de P-MOdules 

et y' (reap. y") une extension de l 
ITP/A par NI (resp. N"). Alors, d'après 

CI 3.2.3.7>, il existe des quasi-isomorphismes t' : N' ~ L et t" : N" ~ L 

tels que t's' soit homotope à t"s" et que les extensions t'*Y' et t"*Y" 

soient isomorphes (en tant qu'extensions de l 
OF/A par L). Soit Z une extension 

de l 
OF/A par L isomorphe à t ' * y' et t"* y" • Par fonctoriali té de alg (1.1.8.2), 

on.a 

alg(Z) t'.~ alg(Y') t" ... alg(ylI
) 

On en déduit 
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d'oi) 

Mais, conune t's' est homotope à tUs", on a 

H t'H s' • H t"H s" o 0 0 0 

d'où finalement 

ce qui prouve notre assertion. On définit donc une application 

<1.2.3.0 

en posant 

1 1 
pour y EExtp<np/A,M) décrit par (*). On va montrer que ~ et ~ sont inverses 

l'une de l'autre. Soit X une A-extension de B par M. On a, dans ExalA(B,M), 

(1.1.9) 

- X 

ce qui prouve ~ • id. Inversement, soit décrit par 

a par définition 

(1 3.2.3.3) 
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Le morphisme de A-extensions 

alg(Y) 0--: i ----);!> j ----)~ l :;': 
défini par la projection sur Ho fournit (1.1.4.1) la relation 

On en tire 

Mais on a 

d'oil 

vs • H s 
o 

(1.1.9) 

ce qui prouve ~~. id et ach~ve la démonstration de (1.2.3). 

1.2.4. Soit 

(1.2.4.0 0----+ M' ----+ M ~ M" ----+ 0 

une suite exscte de 8-Modules. Compte tenu de (II 1.2.4.3) et (1.2.3), la suite 
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i 
exacte des ExtB(LB/A'~) définie par (1.2.4.1) s'écrit, à isomorphisme canonique 

fonctoriel près, 

<1.2.4.2) 

où les flèches l, 2, 4, 5 sont les flèches canoniques de fonctorialité. 

Proposition 1.2.4.3. La flèche 3 de (1.2.4.2) cotncide avec l'homomorphisme 

à : DerA(B,M") --? ExalA(B,M') défini cormne suit: soit u une A-dérivation de B 

dans M" , regardée cormne une flèche , B --? B ffi M" de A-Alg/B (II 1.1.1.4), alors 

ou est la classe de X*u, Où X est la A-extension 

id ffi f 
o ---?M' ~ B ffiM ----:> B ffiM" ---? 0 

~. Il s'agit de vérifier que le carré 

DerA(B,M") ---~----?> ExalA(B,M') 

Où la flèche verticale de gauche (reap. droite) est l'isomorphisme (II 1.2.4.3) 

(resp. composé de l'inverse de (1.2.1.1) et de ~ (1.2.3.1» et la flècbe horizontale 

supérieure l'opérateur bord de la suite exacte des Ext , est commutatif. Cela va 

résulter de la compatibilité plus précise suivante, à savoir que, avec les notations 

de (1.2.3), le carré 

o Der A\P,M") -_...!:I.._--'>~ Exal/l.(p,M') 
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i oà la flèche horizontale du haut est l'opérateur bord de la suite exacte des Extp 

(ordinaires) relative à une suite exacte de P-Modules (0 ~ M' ~ M ~ Mil ~ 0), 

est commutatif. Pour vérifier ce dernier point, il suffit, par fonctorialité, de 

montrer que, si Mil = 01 les images de la flèche 
'-P/A ' 

1 1 
id ; np/A ~ np/A dans 

1 ExalA(p,op/A) par les deux composés coïncident, mais cela résulte trivialement 

des définitions, d'oà la proposition. 

Remarque 1.2.4.4. Vu la compatibilité (1.2.4.3), il est facile de vérifier directe-

ment l'exactitude de (1.2.4.2) jusqu'au terme ExalA(B,M) inclus. 

1.2.5. Soient 

des morphismes d'Anneaux de T, et soit M un C-Module. On a alors un triangle 

distingué de D(C) (II 2.1.2.1) 

(l.2.5.2) 

oà les flèches de degré zéro sont les images des flèches canoniques. Compte tenu 

i de (II 1.2.4.3) et (1.2.3), la suite exacte des Extc(-,M) définie par (1.2.5.2) 

s'écrit, à isomorphisme canonique fonctoriel près, 

(l.2.5.3) 

oà les flèches l, 2, 4, 5 sont les flèches canoniques de fonctorialité (cf. 

(II 1.1.2.8), (1.1.5.3), (1.1.5.4». 
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Proposition 1.2.5.4. La flèche 3 de (1.2.5.3) coincide avec l'homomorphisme 

o : DerA(B,M) ~ ExalB(C,M) défini comme suit: pour u E DerA{B.M), ou ~ 

clssse de la B-extension 

O~M~ceM~C~O 

B 

Preuve. Posons, comme dans (II 2.1.1), PA(B) - P, P~(C). Q • On a donc une 

suite exacte (II 2.1.1.3) 

(*) 

qui, par extension des scalaires à C, fournit le triangle (1.2.5.2). Cela étant, 

la compatibilité à démontrer va résulter de celle-ci: M désignant maintenant un 

Q-Module, le carré ci-dessous 

où les flèches verticales sont les isomorphismes canoniques et la flèche horizontale 

supérieure l'opérateur bord défini par la suite exacte (*), est commutatif. Par 

fonctorialité, on peut se borner à supposer 
1 

M" ITP/A ®pQ et à vérifier que les 

images de la flèche identique de par les deux composés sont égales, ou, 

en d'autres termes, que l'on a la relation 

(**) o(dp/A ® 1) = alg(*) 

La preuve de (**) sera donnée après quelques préliminaires. 
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1.2.6. Soit A ~ B un morphisme d'Anneaux. Rappelons (II 1.1.2) qu'on a une 

A-extension 

(1.2.6.1) 

et deux morphismes de A-Algèbres 

jl(x) • image de x ® 1 , j2(x) • image de 1 ® x , 

qui splittent (1.2.6.1). Soit M un B-Module. Le produit tensoriel 

(1.2.6.2) 

calculé via la structure droite (i.e. définie par j2) et regardé comme B-Module 

via la structure gauche (i.e. définie par jl) s'appelle Module des parties princi­

pales d'ordre un de M. Tensorisant (1.2.6.1) à droite par M, on obtient une 

suite exacte de B-Modu1es 

0.2.6.3) 

fonctorielle en (A ~ B,N>, dite suite exacte des parties principales. Soit 

maintenant C une B-Algèbre. Alors est muni naturellement d'une structure 

de B-A1gèbre (compatible avec sa structure de B-Module), et la suite exacte des 

parties principales 

0.2.6.4) 

est une B-extension de C par 1 
OB/A ~C 

~ 1.2.6.5. 
1 

~ ExaIB(C.OB/A ®BC), (1.2.6.4) s'identifie canoniquement à 

l'image. par l'homomorphisme 0 défini en (1.2.5.4), ~ A-dérivation 

1 
dB/ A ® 1 : B ~ OB/A ~C • 
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Preuve. Le diagramme commutatif d'Anneaux 

d~finit un diagramme commutatif 

où e est la l'n'jec tio", évidel1t€. On à 

de sorte que (*) définil un morphisme da tl-extensions 

(**) 

1 
Où C ~PB/A (resp. 1. ) 'b • P BI A S'Ile est regardé comme B-Alge re V1.8 (resp. 
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Lorsqu'on identifie P~/A à B $ ~/A via jl ' la flèche 1 ® j2 : B ~ C ®SP~/A 
s'identifie à b \---;l> b.1 + 1 ® ~/Ab. de sorte que la ligne du haut de (**) n'est 

autre que l'opposée de la A-extension o(dB/A ® 1). Comme la ligne du bas de (**) 

est l'extension des parties principales (1.2.6.4), on a bien la compatibilité qu'il 

fallait démontrer. 

Observons maintenant que le diagramme commutatif d'Anneaux 

définit un morphisme de B-A1gèbres 

0.2.6.6) 

(où le second membre est regardé comme B-A1gèbre par b I-? b.l). 

~ 1.2.6.7. On a un diagramme commutatif B-linéaire 

------7> c ';> 0 

l C:J 
où les lignes sont exactes, la ligne du haut (resp.~) étant définie par (1.2.6.4) 

(resp. par la suite exacte canonique (Il 1.1.2.12) 
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Preuve. Laissée en exercice au lecteur. 

Corollaire 1.2.6.8. Quand la suite canonique 

est exacte, son image par 

alg 

est l'extension des parties principales (1.2.6.4). 

Fin de la preuve de (1.2.5.4). La relation (**) à démontrer découle de la con jonc-

tian de (1.2.6.5) et (1.2.6.8). Ceci achève la preuve de (1.2.5.4). 

Remarque 1.2.6.9. Vu la compatibilité (1.2.5.4), il est facile de vérifier directe-

ment l'exactitude de (1.2.5.3) jusqu'au terme ExalA(C,M) compris (cf. (EGA DIV 

20.2.2» • 

Corollaire 1.2.7. La composée des flèches de D(C) 

(*) 

on la première est la flèche de degré un du triangle de transitivité (1.2.5.2) et 

la seconde la flèche canonique (II 1.2.4.1), est l'élément de Ext~(LC/B' n!/A ®BC) 

défini par l'extension des parties principales (1.2.6.4) via l'isomorphisme (1.2.3). 

~. La flèche composée (*) est l'image de la flèche canonique 

1 
~/A ®BC -? o;/A ~C par l'opérateur bord 

de la suite des Ext définie par (1.2.5.2). Comme la flèche canonique 

LB/ A ®BC ~ n!/A ®SC correspond à la A-dérivation 

l'assertion résulte donc de (1.2.5.4) et (1.2.6.5). 

1 
dB/A ® 1 : B ---? OB/A ~C , 
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~ 1.2.8. W.!:. A ~ B un morphisme d'Anneaux, surjectif de noyau 1 • Notons 

U Is A-extension 

Alors f~f*U définit un isomorphisme fonctoriel 

2 
Ho~ (III ,M) -..<:::-~) Exal A (B ,M) 

~ M E ob B-Mod. 

~. Recopier, mutatis mutandis, la démonstration de (EGA 0IV 18.3.8). 

Corollaire 1.t.8.1. Sous les hypothèses de (1.2.8), ~ Ho(LB/A' • 0 , ~ 

isomorphiame fonctoriel canonique 

~. Le produit B ®AB ~ B étant un isomorphisme, on a (Ir 1.1.2) 

donc (II 1.2.4.2) Ho(LB/A) = 0 Par suite, la projection canonique 

LB/A ~Hl(LB/A' [lJ définit un isomorphisme fonctoriel 

1 
OB/A = 0 , 

pour ME ob B-Mod. Compte tenu de (1.2.3) et (1.2.8), on en déduit un isomorphisme 

fonctoriel 

d'oà la seconde assertion. 

Proposition 1.2.9. Soient des morphismes d'Anneaux 

A --~> P ---"P_-» B 

oà p est surjectif de noyau 1 • On a alors un carré commutatif 
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Hl(~/P) 
d 

) Ho(Lp/A ®pB) 

(1.,,-°r j= Cn 
1.2.4.2) 

-dp/A 
1/12 1 

)0 OF/A ®pB 
(1.1.6) 

on d est l'opérateur bord de la suite exacte d'homologie du triangle de transiti-

vité défini par (*). 

~. Compte tenu de (1.2.5.4), on est ramené à vérifier que, pour M E ob B-Mod, 

le carré ci-dessous 

(II 
l'l'2.,:OT~A ~",,: 

2 
----~---.,.> Ho~ (III ,M) 

l = C1.2,8) 

DerA(P,M) è 
------=------~> Exalp(B,M) 

on è est l'homomorphisme défini en (1.2.5.4), est commutatif. Par fonctorialité, 

on se ramène aussitôt à vérifier que, pour M = o;/A ®pB , les images de la flèche 

sont égales. Cette dernière 8ssertion 



- 177 -

Corollaire 1.2.9.1. Sous les hypothèses de (1.2.9), supposons gue la flèche canonigue 

l Lp/A ~ np/A (II 1.2.4.1) soit un quasi-isomorphisme et que 1 
î.rp/A soit plat 

~ p (ces deux conditions sont vérifiées par exemple si p. SA(M) , ~ M ~ 

~ A-Module plat (II 1.2.4.4». Alors dans D(B), le tronqué à l'ordre un t[_lLB/A 
1 (1 1.4.7) ( ) s'identifie au complexe de cha1ues 

d 
o ~ 1/12 2.1.A,. nl 

® B ~ 0 "'PIA P 

~. Vu les hypothèses, le triangle de transitivité relatif à A ~ P ~ B 

(II 2.1.2.1) s'écrit 

Par troncature on en déduit, compte tenu de (1.2.8.1) et (1.2.9), un triàngle distingué 

2 l où la flèche de degré un est donnée par -dp/A : III ----? np/A ®pB Par suite 

t[_lLB/A s'identifie dans D(B) au cOne de -dp/ A : 1/1
2 ~ o;/A ®pB , d'où 

l'assertion (les complexes 0 ~ 1/12 ~ o;/A ~B ---> 0 munis des différentielles 

d
P/A 

et -dp/ A étant évidemment canoniquement isomorphes). 

(1) L
B/A 

est regardé ici comme objet de D(B) via Dold-puppe (r 1.4.6). 
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Scholie 1.2.9.2. La projection LB/A --> t[_lLB/A (1 1.4.7.1) induit un isomorphisme 

Ext!(LB/A,M) ~ Jl!xt!(t[_lLB/A,M) (i • 0, 1) 

pour ME ob B-Mod. Ainsi (1.2.9.1), ob l'on prend pour P une A-Alg~bre libre, 

redonne, compte tenu de (II 1.2.4.3) et (1.2.3), un théor~e de Grothendieck 

[17] 7.4.2.2). 

1.3. Une deuxi~me démonstration du théor~me fondamental. 

On peut redémontrer (1.2.9.1), du moins dans le cas ob P est l'Alg~bre 

symétrique d'un A-Module plat, par une méthode directe n'utilisant que la définition 

du complexe cotangent. D~s lors, si l'on admet le théor~me de Grothendieck déjà cité 

( [17] 7.4.2.2), on obtient une nouvelle preuve du tMor~me fondamental (1.2.3). Les 

résultats de ce numéro n'étant pas indispensables pour la compréhension de la suite, 

nous conseillons au lecteur de le sauter en premi~re lecture. 

On continue à travailler dans le topos T des numéros (1.1) et (1.2). 

1.3.1. Soient A un Anneau de T, B une A-A1g~bre. Pour abréger, nous dirons 

que B est presque libre si l'on a B ~ SA(M), ob M est un A-Module plat. 

D'apr~s Lazard-Deligne, (1 4.2.1.3), B est alors limite inductive locale de 

A-Alg~bres libres de type fini. Si B' (resp. B") est une A-Alg~bre presque libre, 

il en est de même de B' ®AB" ; si B est une A-Algèbre presque libre, alors pour 

toute B-Alg~bre C, B ®AC est une C-A1g~bre presque libre. 

1.3.2. Soient 

Cl.3.2.1) A ----'? P ----; B 

des morphismes d'Anneaux (de T), le second étant surjectif de noyau 1. On notera 

DB/P/A le complexe de chatnes de B-Modu1es 
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(1.3.2.2) 2 1 
DB/P/A • (0 ~ III ~ nplA ~B ~ 0) 

est placé en degré zéro, la différentielle étant définie par la 

différentielle extérieure dp/A (cf. (1.1.6». Ce complexe dépend fonctoriellement 

de (1.3.2.1) : un diagramme commutatif 

A -- -~-;. P ----?> fi 

( if) 

1 1 1 
A' ----?> p' ---? B' 

oà P ~ B (resp. P' ~ B') est surjectif, induit un morphisme de complexes de 

B-Modules DB/PIA ~ DB' Ip' lA' , et, pour un "composé" de deux diagrammes tels 

que (*) on a une transitivité qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter. 

~ 1,3,3, Soit un diagramme commutatif d'Anneaux 

f~ 
A ----'~=---'» B 

oà P est presque libre sur A ~ i (resp. j) surjectif de noyau 1 (resp. J). 

Alors la suiee 

Cl.3.3,O 

définie par le morphisme de complexes DBIAfA ~ DBIPIA ' est exacte. 

Preuve, Posons Q. P ®AB . On a un carré cocartésien 

P __ ....:i_' __ ~> Q 

l , 1 
A ----=---'l» B 
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et définit une augmentation t de Q sur B telle que j .. ti'. Comme P 

est plat sur A, l'Idéal de if est 1 ®AP , et l'on a une suite exacte 

où K est l'Idéal de t. Par tensorisation avec B (sur p), on en déduit une suite 

exacte de B-Modules 

Mais on a des isomorphismes canoniques 

1,.,. '" O~ o:p / A ",pQ ~ --q/B (II 1.1.2.9) 

K/K
2 

---""-? ~/B ®QB 

(ce dernier parce que B est libre sur B (1.1.7.1», donc on déduit de (*) une 

suite exacte 

où l'on vérifie facilement que les flèches coïncident avec celles de (1.3.3.1). Il 

reste donc à prouver l'exactitude de (1.3.3.1) en 1/12 • Par passage à la limite 

inductive locale, on peut supposer 

localiser, on peut trouver des sections a
1

, ••• ,an de A telles que l(ar )· j(tr ), 

1 ~ r ~ n • L'augmentation s de P sur A définie par set ) .. a 
r r 

est telle que j" is. Elle définit donc une rétraction de la flèche 1/12 ~ J/J2 • 

de sorte que (1.3.3.1) est alors exacte et scindée, ce qui ach~ve la démonstration. 

Proposition 1.3.4. Soit un diagramme commutatif d'Anneau~ 
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oa P (resp. Q) est presque libre sur A, ~ P (resp. q) surjectif. Alors la flèche 

canonique 

est un quasi-isomorphisme. 

~. Comme P ~ Q se factorise canoniquement à travers P 0AQ , qui est 

presque libre sur P, on peut supposer que Q est presque libre sur P Notant l 

(resp. J) l'ldéal de p (resp. q). on a alors la suite exacte (1.3.3.1) 

(*) 

n'autre part, comme Q est presque libre sur P, on a la suite exacte (II 1.1.2.13) 

comme est plat sur P , on en déduit, par application du foncteur 0QB, une 

suite exacte 

Maintenant, on vérifie trivialement qu'on a un morphisme de suites exactes 

(**) 

En d'autres termes, on a une suite exacte 

oü la première flèche est la flèche canonique, d'o~ la proposition. 
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Corollaire 1.3.4.1 (cf. SGA 6 VIII 2.2). Soit un diagramme commutatif d'Anneaux 

on P 'resp. Q) est presque libre sur A, ~ p (resp. q) surjectif. Alors il existe 

un isomorphisme canonique de D(B) 

Preuve. La A-Algèbre R = P ®AQ est presque libre, donc, d'après (1.3.4) on a des 

quasi-isomorphismes canoniques 

d'où l'assertion. 

Proposition 1.3.5. Soient A ~ B un morphisme d'Anneaux, P = PA(B) la résolu-

tion libre standard de B ~ A, 1 LBtA • OP/A ®pB le complexe cotangent (II 1.2.3). 

Il existe un morphisme canonique de complexes de B-Modules 

NLB/A ~ DB/p lA 
o 

induisant des isomorphismes sur l'homologie en degré 51. (1) 

Conjuguant (1.3.5) et (1.3.4.1), on obtient le résultat annoncé au début 

de 0.3) 

(1) N désigne le foncteur "complexe normal" (1 1.3.1) 
que P ~ B est surjectif. 

on rappelle d'autre part 
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Corollaire 1.3.6. Soient des morphismes d'Anneaux 

A~P~B 

on P est presque libre sur A. g P ~ B surjectif. Alors,.!!.!:!l!. D(B), le 

tronqué t[_lLB/ A s'identifie canoniquement à DS/ P/A 

Preuve.de (1.3.5). Soit J L'Idéal noyau de la flèche canonique P ~ B • D'après 

(1.3.4), Ho(DB/P/A) et Hl (DS/ P/A) sont des B-Modules simpliciaux trivi~ux, 

en d'autres termes 

est un isomorphisme en degré> 0 . On en déduit un morphisme de complexes 

u NLB/A ~ DB/p lA 
o 

tel que Uo soit l'identité et u
l 

le composé 

on la seconde flèche est la différentielle de N(J/J2 ) et la première l'inverse de 

(Ndp/A)l • On a alors une suite exacte (1) 

o ~ t_1JN(J/J2) --'> NLB/A --:!4. DBlp lA ~ Ho(Jli)[l] ~ 0 
o 

.e. 
Or, comme P ~ S est un quasi-isomorphisme, J est acyclique, donc J ®pB • 0 

(1 3.3.2). La suite spectrale (1 3.3.3.1) 

donne HoO ®pS) = Hl (J ®pB) = 0 • et p'ar suite (*) implique que Hiu est un 

isomorphisme pour i5 l , ce qui achève la démonstration. 

Pour la notation voir (1 1.4.7). 
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2. Déformations de topos annelés et de morphismes de topos annelés. 

Nous reprenons dans ce numéro quelques problèmes de déformations abordéS 

par Grothendieck dans [17] • Le fait de disposer du "bon" complexe cotangent nous 

permet de préciser et complèter son étude, notamment sur la question de la "variation" 

des obstructions. 

2.1. Déformations de topos annelés. 

2.1.1. On se fixe d'abord un topos T et un Anneau A de T. Rappelons qu'on a 

un foncteur (1.1.1.2) 

associant à chaque 

TT Exal1\. ----'> A-Algmod 

A-extension 0 ~ l ~ B ~ B 
o 

le couple 

chaque morphisme de A-extensions 

f 
! 

le couple 

o ----'Ji> J ----'Ji> C ----'Ji> C ----'Ji> 0 
o 

·r f 1 
f o 

O~I~B----'Ji>B ----'Ji>O 
o 

oi'! u: I~J est le morphisme de 

par f • Notons que le morphisme de C -Modules o 

v C ~ J 
o 

(B
O

' 1) , et à 

B -Modules induit 
o 

défini par u (par adjonction) a pour Image I.C, de sorte que v est surjectif 

si et seulement si le carré d'Anneaux défini par f est cocartésien. Rappelons 

d'autre part le critère de platitude bien connu (cf. (Bourbaki, Alg. Corn. Chap. III, 

§ 5, th. 1) dont la démonstration s'étend trivialement au cas d'Anneaux d'un topos) : 

(1) A-Algmod est la sous-catégorie de Algmod (1.1.1) formée des couples (B,M), où 
B est une A-Algèbre et M un B-Module, un morphisme (B,M) ~ (C,N) étant le couple 
d'un morphisme de A-Algèbres B ~ C et d'un morphisme de B-Modules M ~ N • 
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~ 2.1.1.1. Soit, comme plus haut, i: 1----:>.Q un morphisme de A-extensions 

tel Que le carré d'Anneaux correspondant soit cocartésien. Alors, avec les notations 

précédentes, pour que C soit plat sur B, il faut et il suffit que Co soit plat 

~ Bo et que v soit un isomorphisme. 

2.1.2. Fixons maintenant une A-extension 

et un morphisme de A-Algmod d'origine n(1) 

et considérons le problème suivant (cà A ne joue qu'un rOle de figurant) 

Problème 2.1.2.1. Trouver un morphisme de A-extensions 

tel que l'on ait n(i)· (fo'u) • 

Le problème peut-être reformulé ainsi trouver une B-extension C de 

par J dont l'image par la flèche composée 

ExalB(Co' J) ~ ExalB(Bo,J) ~ HO~ (l,J) 
o 

C o 

soit le morphisme donné u, la première flèche de (*) étant la flèche canonique 

définie par fo ' la seconde l'isomorphisme canonique (1.2.8). Or on a un carré 

commutatif 
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o~ la flèche horizontale inférieure est définie par la flèche canonique 

LB /B ®B Co ~ LC /B (cela résulte simplement de la fonctorialité de l'iso-
000 

morphisme (1.2.3». Par suite, le problème (2.1.2.1) se résout par la suite exacte 

des Ext~ (-,J) définie par le triangle de transitivité LC /8 /8 (II 2.1.2.1), 
o 0 0 

laquelle s'écrit, à isomorphisme canonique fonctoriel près 

(2.1.2.2) o ----;l> DerB (Co,J) ----;l> DerB(CO,J) ----;l> 0 ----;l> ExalB (co,J) ----;l> 
o 0 

On obtient (compte tenu des remarques suivant (1.1.5.1) et de (II 1.2.4.3» 

Proposition 2.1.2.3. (i) Il existe une obstruction 

ou 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que le problème (2.1.2.1) 

admette une solution (i.~. qU'il existe une B-extension f~ Co ~ J ~ 

l'image par (*) .!2i!:. u). 

(ii) Quand w(~,fo'u). 0 , l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions 

f du problème est un torseur sous le groupe Exal
B 

(Co,J) 
o 

(-=- Ext~ (LC /B ,J) 
000 

(l.2.3». 

(iii) ~~_groupe des automorphismes d'une solution f du problème s'iden-

tifie canoniquement à DerB (Co,J) 
o 

(-""--lExt~ (LC /B ,J) (II 1.2.4.3) • 
Q 0 0 

2.1.3. Pour ~ et f : B ----;l> C 
000 

fixés comme en (2.1.2), l'obstruction 

W(~,fo'u) (2.1.2.3 (i» dépend fonctoriellement de u. Plus précisément, si l'on 

désigne par 

(2.1.3.1) c ) 
o 

t'obstruction correspondant à la flèche d'adjonCtion 1 ~ 1 ~ Co ' alors, pour 
o 
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une flèche u l ~ J correspondant par adjonction à v l ®B Co ~ J , on a 
o 

(2.1. 3. 2) 

Tenant compte de (2.1.1.1), on déduit de (2.1.2.3) 

Corollaire 2.1.3.3. Supposons Co plat sur Bo' Alors: 

(i) La classe w(.!!,f
o

) (2.1.3.0 ,est l'obstruction à l'exiatence d'une 

déformation plate de Co ~ B , i.~. d'une B-extension f telle que C !2!! 

plat sur B ~ C ®BBo ~ Co un isomorphisme. 

(ii) Quand w(.!!,fo'. 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de déformations 

plates de Co ~ B est un torseur sous le groupe 

( ~ lExt; (Lc lB ' l ®B Co) 0.2.3». 
o 0 0 0 

ExalB (Co,l ®B Co) 
o 0 

(iii) Le groupe des automorphismes d'une déformation plate donnée de 

~ B s'identifie canoniquement à DerB (Co' l ®B 
o 0 

(II 1.2.4.3». 

2.1.4. Fixons maintenant les morphismes 

f 
A~B~C 

o 0 

C 
o 

et étudions la dépendance de w(.!!,fo) (2.1.3.1) par rapport à la A-extension.!!. 

1 
Notons e(.!!) ElExtB (LB IA,l) l'élément défini par .!! via l'isomorphisme (1.2.3). 

o 0 
Regardant e(.!!) comme une flèche 

triangle commutatif de 

(2.1.4.1) 

de degré un LB lA ~ l 
o 

l 

dans D(B ), 
o 

on a un 
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ob la flèche horizontale est la flèche canonique (degré zéro) et la flèche verticale 

la flèche de degré un définie par (1.2.8.1) ; c'est en effet une simple conséquence 

de la fonctorialité de l'isomorphisme (1.2.3), vu que la flèche verticale en question 

n'est autre par définition que celle définie via l'isomorphisme (1.2.3) par ~ 

L 
regardée comme B-extension. Par application du foncteur ~ Co ' on déduit de 

o 
(2.1.4.1) un triangle commutatif de D(Co) : 

(2.1.4.2) 

ob la flèche verticale (de degré un) est la projection sur Hl et la flèche oblique 
L 

la composée de e(~) ®B Co 
o 

par définition de W(~,fo)' 

(2.1.4.3) 

et de la projection sur Ho. Observons maintenant que, 

on a un triangle commutatif de D(C ) 
o 

ob la flèche oblique supérieure est la flèche de degré un du triangle de transi ti-

vité Le lB lB et la flèche verticale coïncide avec la flèche verticale de (2.1.4.2). 
o 0 

Enfin, le morphisme de triangles de transitivité (II 2.1.1.6) 

Le lB lA 
o 0 

> Le lB lB 
o 0 

(1) On peut, si l'on veut, écrire ® au lieu de ~ , sur la ligne de (2.1.4.2). 
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défini par le diagramme commutatif 

fournit un triangle commutatif de D(e ) 
o 

(2.1.4.4) 

/ 
oà la flèche oblique de gauche (resp. droite) est la flèche de degré un de Le lB lA 

o 0 

(resp. Le lB lB) 
o 0 

et la flèche horizontale coïncide avec la flèche horizontale de 

(2.1.4.2). Assemblant les triangles (2.1.4.2), (2.1.4.3) et (2.1.4.4), on obtient 

Proposition 2.1.4.5. L'obstruction canonique w(~,fo) (2.1.3.1) est égale au 

morphisme composé 

où la première flèche est la flèche de degré un du triangle de transitivité 
L 

Le lB lA J la seconde la flèche e(~) ®S eo(e(~) désignant la flèche de degré un 
000 

LB lA ~ l définie par ~ via (1.2.3», et la dernière la projection canonique 
o 

sur Ho 
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Corollaire 2.1.4.6. Quand Co ~ Bo-Algèbre plate, l'obstruction w(~.fo) 

à l'existence d'une déformation plate de Co !!!!!: Bo est donnée par le "eup-produit" 

(e(~) ®S Co)K(Co/Bo/A) 
o 

est la flèche de degré un du triangle de transitivité LC lB lA 
o 0 

2.1.5. Soient 

A~B~C 

des morphismes d'Anneaux de T. Tensorisant par C la suite exacte 

(II 1.1.2.4) 

via la structure droite (resp. gauche) de 1 1 PBIA • on obtient une PB/A-extension 

f" (resp. f') de C par nil A ®BC • 

par la flèche (*) de (2.1.2.2) (Bo 

dont l'image dans HO~(ni/A' nilA ®BC) 

étant remplacés par B et C 

respectivement) est la flèche d'adjonction. D'après (2.1.2.3 (il» on a donc un 

élément 

Proposition 2.1.5.1. L'élément cHf") - cHf') n'est autre que la classe de 

l'extension des parties principales (1.2.6.4). 

~. Il suffit de remarquer que la B-extension induite psr f' (resp. f") via 

1 jl : B ~ PB/A (structure gauche) est triviale (resp. est l'extension (1.2.6.4» 

et d'utiliser que la flèche 

1 1 
lExtC(LC!pl ,M) ~ExtC(LC/B.M) 

B/A 

induite par jl (M étant un C-Module quelconque) rétracte l'injection canonique. 

(1) cl. classe d'isomorphle de 
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2.1.6. Traduisons en langage "gêmétrique" les rhultats prêcêdents. Soit un 

diagramme commutatif (1) de topos annelês 

(2.1. 6.0 

(r~l 

'"1"/' 
s 

Où i (resp. j) est une S-extenslon de Xo (resp. Yo) par 1 (resp. J) (1.1.10). 

On a slors, sur le topos IXol (2), un morphisme de p~l(~)-extensions 

(2.1.6.2) O-j-f-fo-O 
o ~ f-lJ ~ f-10y ~ f- 10y ~ 0 

o 0- ~1-

o 

Où l'on a identifi' Ixi à IXol (resp. IYI à IYol) au moyen de Iii (resp. 

Ijl). En particulier, on a un morphisme de QX -Modules 
a 

(2.1.6.3) v f- l J ® 0 ---il> 1 
o f-I(O -X 

o _y) 0 
o 

Quand fo est plat, alors, d'après (2.1.1.1), f est plat si et seulement si v 

est un isomorphisme. 

Fixons maintenant le diagramme 

(1) à isomorphisme donnê près (cf. (II 1.1.4». 

(2) On note 1_1 le 2-foncteur associant à un topos annel' son topos sous-jacent. 
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(2.1.6.4) 

et le morphisme v (2.1.6.3). Le problème de compléter (2.1.6.4) en un diagramme 

(2.1.6.1) correspondant à v est un problème du type (2.1.2.1) sur IXol. Tradui­

sant (2.1.2.3), (2.1.3), (2.1.4.5), on obtient, compte tenu de (II 1.2.7, 2.1.5) : 

Théorème 2.1.7. (i) Il existe une obstruction 

2 E lExto -x 
o 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante à l'existence d'un diagramme (2.1.6.1) 

induisant le diagramme (2.1.6.4) et le morphisme v (2.1.6.3) donnés. Quand 

w(fo,j,v) ~ 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de diagramme (2.1.6.1) solutions 

1 lExto (LX /Y ,1), et le groupe d'automor-
-X 0 0 

du problème est un torseur sous le groupe 

"p"'h"i-"s.::;m"'e-'::s....::d'-'.:::u"'n.:::e....::s.:::o.=l.:::u.::t.=i.:::o.:::n....::d.:::o.:::nn.:::é=e~s_'~id~e::.n=t:::.i:::.h::::· e::.-c::.a:::;n~o::.n::.1:::.· 8::,:u::;e::;m:::e::,:n::.t::.....::à Ext~ (LX /Y ,1). 
-X 0 0 

(U) o 

Quand fo est plat, est l'obstruction à l'existence d'une déformation 

plate de X sur Y o -- W(fo,j) = 0 , l'ensemble des classes d'isomorphie 

1 de déformations plates de Xo ~ y est un torseur sous lExto (LX /y , f~J) et 
-x 0 0 

le groupe des automorphismes d'une déformation plate donnée s'idegtifie canoniquement 

! lExt~ (LX /y , f~J). 
-x 0 0 o 

(iii) La classe w(fn,j), considérée comme morphisme de degré deux 

(1) i.e. une Y-extension X de Xo par 1 telle que le morphisme correspondant 

f~J --. l soit un isomorphisme, auquel cas X est plat sur Y • 



- 193 -

~ D(X
O

) , est égale au morphisme composé 

LX -----> Lf~y Is ~ Lf~J ~ f~J 
o 0 

Où la première flèche est la classe de Kodaira-Spencer K(Xo/Yo!S) (l.~. (II 2.1.5.7) 

le morphisme de degré un du triangle de transitivité LX IY 18)' la seconde Lf~e(j), 
o 0 

où e(j) : Ly Is ~ J 
o 

est la flèche de degré un définie via (1.2.3) par la 

S-extension j , enfin la dernière flèche est la projection sur H 
o 

2.1. 8. Soient 

X~Y~z 

des morphismes de topos annelés. Notons yI le topos Y annelé par l'Anneau des 

parties principales (Il 1.1.4.1) ; on a donc une Z-extension canonique 

(triviale) : 

de Y par 1 OYtz . Notons x' (resp. X") le topos X annelé par 

est regardé comme Qy-Algèbre pour Is structure gauche (resp. droite). On a donc 

deux yI-extensions X' , x" de X par f*r.Ç/Z ' d'où d'après (Z.1.7 (i», un 

élément 

Traduisant (1.2.7) et (2.1.5.1), on obtient le résultat suivant, qui justifie la 

terminologie "classe de Kodaira-Spencer" (cf, ([16], § 7» : 

Proposition 2.1.8.1. L'élément cl(X") - cl{x') est l'image par le morphisme 

canonique 
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1 (déduit de la projection Ly / Z ~ DY/Z (II 1.2.7.3» de la classe de Kodaira-Spencer 

K(X!y!Z) (112.1.5.7). 

2.1.9. a) Supposons que, dans (2.1.6.1), les topos Xo ' y 
o 

S soient locale-

ment annelés et les morphismes fo ' qo admissibles au sens de Mme Hakim [18]. 

Alors il est immédiat que les topos X et Y sont localement annelés et les morphis-

mes X ---:> y ---:> S, i, admissibles. Ainsi, quand (2.1.6.4) est un diagramme de 

topos localement annelés (et morphismes admissibles), le problème de prolonger 

(2.1.6.4) en un diagramme de topos localement annelés (2.1.6.1) (et morphismes 

admissibles) correspondant à un morphisme donné (2.1.6.3) équivaut au mame problème 

où l'on oublie les conditions supplémentaires ("localement annelés", "admissibles"), 

donc est justiciable de (2.1.7). 

b) Supposons que, dans (2.1. 6.0, Xo ~ Yo ~ S "soient" des morphismes 

de schémas, (i.e. soient les morphismes de topos annelés zariskiens définis par des 

morphismes de schémas), et que 1 (resp. J) soit un QX -(resp. Qy -) Module 
o 0 

quasi-cohérent. Alors il résulte de a) et de (EGA 1 2e édition 5.1.9) que X et 

y "sont" des schémas et les morphismes X ~ Y ~ S, i, j des morphismes de 

schémas. Par suite, quand (2.1.6.4) est un diagramme de schémas et I un QX -Module 
o 

quasi-cohérent, le problème de prolonger (2.1.6.4) en un diagramme de schémas (2.1.6.1) 

correspondant à un morphisme (2.1.6.3) donné est encore justiciable de (2.1.7). 

c) Enfin, supposons que dans <2.1.6.0 Xo "soit" un schéma relatif plat 

localement de présentation finie sur Yo (i.e. que fo soit le morphisme de topos 

annelés défini par un schéma relatif ••• ) (1) et que v (2.1.6.3) soit un isomor-

phisme. Alors il est immédiat que X est un schéma relatif plat localement de 

présentation finie sur Y. Par suite, si dans (2.1.6.4) x o 
est un schéma relatif 

plat localement de présentation finie sur Yo ' le problème de déformer 

schéma relatif plat sur Y est justiciable de (2.1.7 (ii) et (iii». 

x o 
en un 

(1) voir Mme Hakim ( [18] chap. IV) ; l'hypothèse de locale présentation finie 

implique que les deux notions de platitude envisagées dans (loc. cit.) cotncident. 
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2.2. Déformations de morphismes de topos annelés. 

2.2.1. Soient T un topos, a un Anneau de T • Considérons le diagramme 

commutatif (en traits pleins) 

<2.2.1.1} f 0 > C > 0 

1" 

t 
r:, i 

Q .!l 0 J B > B > 0 

'" 0 

f .f. 1 1 '0 
! 0 ) Ao ) 0 

défini par des morphismes de R-extensions i:! ~!, h:! ~ f, et un 

morphisme (go'v): (Bo,J) ~ (Co,K) de A-Algmod tel que (ho'w) = (go,V)(fo'u), 

(fo'u) (resp. (ho'w» étant induit par i (resp. h). Observons en passant que, 

pour i, h. go donné a (tels que h • g f ), alors, si la flèche l ®A B ~ J 
o 0 a 0 0 

définie par u est un épimorphisme (resp. un isomorphisme), il existe au 

plus une (resp. une et une seule) flèche v: J --> K telle que vu· w . Cela 

étant, on se pose le 

Problème 2.2.1.2. Compléter (2.2.l.l) suivant le pointillé en un diagramme commu-

tatif, i.e. trouver un morphisme d'extensions K:! --> f induisant (go'v) et 

tel que .& i • h 

Notons 

(2.2.1.3) 

les éléments définis par les A-extensions !, Q via (1.2.3), et 

CI 3.3.4.4) 
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les morphismes canoniques définis par v, go • Il est clair que le problème (2.2.1.2) 

admet une solution si et seulement si les A-extensions v*~ et Q*go de Bo par K 

sont isomorphes, i.e. si l'on a 

La suite exacte des i lExt
B 

(-,K) 
o 

relative au triangle de transitivité LB lA lA 
o 0 

s'écrit (cf. (2.1.2.2» 

ou, si l'on préfère, 

(*) 

(en utilisant l'isomorphisme canonique (1 3.3.4.4». Or, par hypothèse, les morphis-

mes de 1 dans K induits par les A-extensions v*~ et Q*go coïncident avec 

le morphisme donné w . Par suite v*e(~) - e(Q)*go donne zéro dans HomC (1 ®A Co,K) 
o 0 

dans la suite (*), donc on a 

(2.2.1.4) 

Quand v*e(~) - e(Q)*go = 0 , il existe un isomorphisme entre les objets v*~ et 

f*go de ExalA(Bo,K), et d'après les remarques suivant (1.1.5.1), l'ensemble de 

tels isomorphismes forme un torseur sous le groupe DerA(Bo,K) ; notons qu'on a 

des isomorphismes canoniques 

(II 1.2.4.3) 

(par la suite exacte des 
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i 
Ext

B 
(-,K) 

o 

(r 3.3.4.4) 

En résumé, on a obtenu 

Proposition 2.2.2. Avec les notations (2.2.1.3), la classe (2.2.1.4) est l'obstruc-

tion dont l'annulation est nécessaire et suffisante à l'existence d'une solution 

du problème (2.2.1.2). Quand celle-ci est nulle, l'ensemble des solutions forme 

o 
un torseur sous le groupe Extc (LB lA ®B Co,K) 

o 000 

(~ DerA (Bo,K». 
o 

2.2.3. Soit un diagramme commutatif (1) (en traits pleins) de topos annelés 

i 
(2.2.3.1> X ( ,. X 

u r i 

" y C 
'" y 

" 

r j " ~o 

k 
z C 3 z 1"./// 
S 

Où i (resp. j) est une Z-extension de Xo (resp. y ) 
o 

par l (resp. J), et 

k une S-extension de Zo par K On a donc (1.2.3) des éléments 

(2.2.3.2) e(i) e (j) 1 
E lExto (~/z,J) 

-y 0 

et des morphismes canoniques 

v g* K -----;;. J 
o 

w h*K --7 l 
o 

(1) avec le grain de sel habituel, cf. note (2) de (2.1.6). 

o 
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Donnons-nous d'autre part un morphisme 

(2.2.3.3) u f*J ---!!> 1 o 

tel que w - u(f~). Notons comme tout à l'heure que si v est un épimorphisme 

(resp. un isomorphisme), alors il existe au plus un (resp. un et un seul) u 

vérifiant w ~ u(f~). (En particulier, si go est plat et Y une déformation 

plate de Yo sur Z, cf. (2.1.7 (ii», u n'est plus une donnée supplémentaire). 

Cela posé, (2.2.2) se traduit ainsi: 

par la flèche canonique 

(resp. la flèche composée 

Alors on a 

1 
E lExto (f~ IZ ,1) 

-X 0 0 
o 

le groupe de droite s'injectant canoniquement dans l 
lExto (f~y IZ,I). Pour qu'on 

-X 0 

puisse compléter suivant le pointillé (2.2.3.1) en un diagramme commutatif induisant 

u , il faut et il suffit que l'on ait ~e(j) - e(i)*fo ~ 0 • Quand 

e(i)*fo ~ 0 , l'ensemble des morphismes de topos annelés X ~ Y 

solutions du problème est un torseur sous le groupe lExt~ (f~y Iz ,1) 
-X 0 0 

o 

Remarques 2.2.5. a) Faisant, dans (2.2.3.1), Y ~ Yo' Z • Zo' j (resp. k) • 

identité, on retrouve le résultat de Grothendieck ([17] Il.1.5) relatif au relè-

vement infinitésimal d'un morphisme. 

b) Si les topos annelés figurant dans (2.2.3.1) sont localement annelés 

et les morphismes correspondants admissibles (et, comme on a vu (2.1.9 a», il suffit 

pour cela qu'il en soit ainsi des topos annelés et morphismes figurant sur la colonne 
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de gauche), alors toute solution X ~ Y est n~cessairement admissible. Par suite, 

si les topos et morphismes de topos de (2.2.3.0 "sont" des schémas et morphismes 

de schémas, toute solution X ~ Y est un morphisme de schémas. De la même manière, 

si Xo et Yo "sont" ,des schémas relatifs plats localement de présentation finie 

sur Zo et v, w des isomorphismes, alors, comme on a vu, X et Y sont des 

schémas relatifs plats localement de présentation finie sur Z, et toute solution 

X ~ y est un morphisme de Z-schémas relatifs. 

2.3. Compléments sur les déformations de morphismes. 

2.3.1. Voici une variante des problèmes envisagés en (2.1.6) et (2.2.3). Soit 

un diagramme "commutatif", en traits pleins, de topos annelés 

(2.3.1.1) X t ? X 
0 

[ l fi 
G 

i 
b Y c._ ~y Il 

u Q 

g l g , \J 

k 
f 

z C ? z 

l'/ 
s 

o~ k est une 5-extension de Zo par un QZ -Module K et i une Z-extension 
o 

de Xo par un Qx -Module l . On suppose que h est plat (donc h~ ~ 1) et 
o 

que go est plat. On cherche à compléter (2.3.1.1) suivant le pointillé en un 

diagramme commutatif de manière que g soit une déformation plate de go • 

Proposition 2.3.2. (i) Il existe une obstruction 
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dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que le problème précédent 

admette une solution (1). 

(ii) Quand w - 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions est-un 

1 1 
torseur sous le groupe Ext (Yo/XO;Ly IZ .g~) ( ) et le groupe des automorphismes 

o 0 

d'une solution donnée s'identifie canoniquement à 

o 0 1 1 1 
Ext (Yo/XO;Ly Iz ,g~K) = Ext (Yo Xo;OY Iz ,g~) ( ). 

o 0 0 0 

~. Introduisons les topos annelés XoYo - Top(fo)' Xozo 

(2). On a des morphismes de topos annelés 

XY o 0 

1 
X z o 0 

c >XZ 

Top(h) 

oà la flèche verticale est définie par (Id, go) et la flèche horizontale, définie 

par (i,k), est une S-extension de XoZo par (hgK ~ K). On peut reformuler le 

problème (2.3.1) en disant qu'on cherche une déformation plate de 

de XZ, ou encore une XZ-extension de X Y o 0 
par 

x y 
o 0 

au-dessus 

telle que la 

flèche correspondante (id,go)*(h~ ~ K) ~ (h~ ~ g~) soit un isomorphisme. 

Appliquant (2.1.7), on trouve une obstruction 

w E 

et, quand w = 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions forme un torseur 

1 
sous Ext (Lx y lx Z ,(h~ ~ g~», le groupe des automorphismes d'une solution 

o 0 0 0 

donnée s'identifiant à 

on a, d'après (4.12.2), 

Exto(LX y lx Z .(h~ ~ g~». Or, comme 
o 0 0 0 

LX Y lx Z 
o 0 0 0 

= (0 ~ ~ Iz ) 
o 0 

LX lx 
o 0 

- a • 

( 1) i( 1 pour la définition des Ext Y X ;Ly IZ ;g*K) , voir (4.10). Si L, M sont 
00

0 
0 i . 

des complexes, nous noterons désormais 0 Ext (L,M) = H'RHom(L,M) leur i-ième 

hyperext, au lieu de Ext i (L,M). 
(2) nous utiliserons librement la terminologie et les résultats du n04. 
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d'oil (4.10.0 

pour tout i, ce qui achève la démonstration. 

2.3.3. Dans la situation de (2.3.1.1), on peut envisager le problème plus général 

suivant. On se donne un Qy -Module J et des morphismes v: g~ ~ J , 
o 

u : f~J ~ l tels que w ~ u(f~), oil w : h~K ~ l est le morphisme défini 

par la Z-extension i, et l'on cherche une Z-extension y de Yo par J corres­

pondant à v et un morphisme X ~ Y de Z-extensions correspondant à u. 

Raisonnant comme dans la preuve de (2.3.2), on trouve une obstruction dans le groupe 

2 
Ext «0 ~ Ly /Z ),(1 ~ J» ; quand cette obstruction est nulle, l'ensemble 

o 0 

des classes d'isomorphie de solutions forme un torseur sous 1 
Ext (CO ~ Ly Iz ), 

et le groupe des automorphismes d'une solution 
o 0 

s'identifie au groupe 

ExtO des mGmes arguments. Les groupes Exti précédents sont accessibles au calcul 

grSce au triangle distingué (4.9) : 

RHom( (0 -E- Ly Iz ), (1 -E- J» -----~) RHom(~ Iz ,J) 
o 0 0 0 

2.3.4. La preuve de (2.3.2) montre, compte tenu de (2.1.7 (iil», que l'obstruction 

w de (2.3.2) s'écrit comme eup-produit 

oil e(i,k) E Extl(LX Z IS,(h~~ -E- K» est la classe de la S-extension (i,k) de 
o 0 1 

x Z o 0 et K(XoYo'XoZo/S) E Ext «0 -E- Ly Iz ), (Id,go)*Lx Z IS) est la classe de 
o 0 0 0 

Kodaira-Spencer définie par le composé Xoyo ~ XoZo ~ S , le eup-produit étant 

défini par la composition de Yoneda. Il en résulte que w possède, vis-à-vis des 

diagrammes pleins (2.3.1.1), les propriétés de fonctorialité qu'on est en droit 
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d'attendre. Nous en laissons la formulation au lecteur. 

2.3.5. Si, dans (2.3.2), on suppose qu'il existe une déformation plate Y de Ya 

au-dessus de Z, l'obstruction w tombe, comme on va voir, dans un groupe plus 

petit. On a en effet la suite exacte de cohomologie relative (4.10.5) : 

... -? Extl(Ly Iz ,g~) --? Extl(f~ IZ ,h~) --? Ext
2

(Yo/Xo;Ly IZ ,g~K) --? 
o 0 0 0 0 0 

2 
--? Ext (Ly Iz ,g~) --'>- ..• 

o 0 

Il découle aisément de (2.3.4) que l'image de w dans 2 
Ext (~ Iz ,g~) est 

o 0 

l'obstruction à déformer platement Yo au-dessus de y • Par suite, quand une 

telle déformation existe, l'obstruction w au problème (2.3.1) se trouve dans 

1 l 
Coker(Ext (~ /Z ,g~) -? Ext (ft~ /z ,h~» 

o 0 0 0 

On pouvait d'ailleurs prévoir ce résultat. En effet, une déformation plate Y de Yo 

étant choisie, l'obstruction à prolonger f o 
se trouve, d'après (2.2.4), dans 

1 
Ext (f~ IZ ,h~). Si l'on remplace y par une autre déformation plate y' , les 

o 0 

classes de Y et y' différent, d'après (2.1.7), par un élément l 
u e Ext (~ Iz ,g~), 

o 0 

et il découle de (2.2.4) que l'obstruction à prolonger f 
o 

est alors modifiée par 

l'image de u dans l Ext (f~ Iz ,h~). D'où finalement l'obstruction dans le conoyau 
o 0 

écrit plus haut. 

2.3.6. On a des remarques analogues à (2.1.9) et (2.2.5 b». Si, dans le diagramme 

plein (2.3.1.1), les topos sont localement annelés et les morphismes admissibles, 

toute solution du problème (2.3.1) est telle que Y soit localement annelé et les 

morphismes en pointillé admissibles. De même, si le diagramme plein (2.3.1.1) est 

défini par un diagramme de schémas, l'Idéal K étant alors quasi-cohérent, toute 

solution du problème est telle que Y "soit" un schéma et les morphismes en 

pointillé des morphismes de schémas. Remarquons également que, si 

immersion fermée, il en est alors nécessairement de même de f 

f est une 
o 
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3. Calcul du complexe cotangent de quelques types de morphismes. 

3.1. Morphismes lisses, étales. 

Proposition 3.1.1. (cf. [25] 5.4». Soit f X ~ Y un morphisme de shémas. 

Les conditions suivsntes sont équivalentes 

(i) f est étale (EGA IV 17.3.1) ; 

(li) f est localement de présentation finie et LX/y = a ~ D(X). 

Proposition 3.1.2. (cf. [25J 5.4». Soit f X ~ Y un morphisme de schémas. 

Considérons les conditions suivantes : 

f est 118se (EGA IV 17.3.1) ; (i) 

(H) 

1 
f"lX/y 

1 l'augmentation naturelle LX/y ~ f"lX/y (II 1.2.7.3) est un quasi-isomorphisme 

est localement libre de type fini (autrement dit, dans la terminologie 

de (SGA 6 1 4.7, 4.8), LX/y est d'amplitude parfaite c [0,0]) 

(lil) f est formellement lisse (EGA IV 17.1.1). 

Alors on a (i) ~ (li) ~ (iii), ~ (i), (ii) et (ii1) sont équivalentes quand 

f est localement de présentation finie. 

Preuve de (3.1.1) ~ (3.1.2). 

a) (3.1.1 (i) ~ (ii». Comme f est plat, on a, par changement de base 

(II 2.3.11), 

Par le triangle de transitivité (II 2.1.5.6) relatif au composé 

pr 
x~xy~ X 

où i est l'immersion diagonale, on a 

d'où, puisque i*prf· Id, 
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Mais comme i est une immersion ouverte (EGA IV 17.4.2), on a, par localisation 

(n 2.3.0), dans D(X), d'oà (3.1.1 (ii», f étant localement 

de présentation finie par définition. 

b) (3.1.2 (i) ~ (ii». La question étant locale (II 2.3.0), on peut supposer 

que Y est affine et que f se factorise en f = f'i, Où f' : X' = Y[t1, ••• ,tr ] ~ y 

est la projection canonique d'un espace affine-type au-dessus de Y et i: X ~ X' 

un morphisme étale. Le triangle de transitivité relatif à f'i (II 2.1.5.6) implique, 

compte tenu de a), qu'on a i*LX'/Y ~ LX/Y' d'où (ii) d'après (II 1.1.3.2 et 

1.2.4.4). 

c) (3.1.2 (ii) ~ (iii». Soient T un schéma affine au-dessus de Y, To 

un sous-schéma fermé de T défini par un Idéal nilpotent 1 

Y-morphisme. Il s'agit de montrer que, gr3ce à (ii), on peut prolonger en un 

Y-morphisme g: T ~X . Tout d'abord, on peut supposer que 12 = 0 (car, une 

fois l'assertion prouvée dans ce cas, on peut, dans le cas général, prolonger go 

de proche en proche aux voisinages infinitésimaux successifs de T 
o 

dans T) • 

D'après (2.2.4), appliqué au cas particulier (2.2.5 a», l'obstruction au problème 

se trouve dans Extl(Lg~x/y,I). Mais (ii) implique qu'on a Lg~X/Y = g~/Y , d'ob 

.. 0 

puisque l 
g~x/Y est localement libre de type fini. 1 quasi-cohérent, et T affine. 

o 

Il n'y a donc pas d'obstruction au prolongement de go' et l'on a ainsi prouvé 

(il) =9 (iii). 

d) Compte tenu de h) et cl, l'équivalence de (3.1.2 (i), (ii), (iii», pour 

f localement de présentation finie, résulte trivialement des définitions. 

e) (3.1.1 (1i) ~ (i». D'après dl, (ii) implique que f est lisse, et comme 

l 
OK/y = Ho(Lx/ y) - 0, f est étale. Ceci achève la preuve de (3.1.1) et (3.1.2). 
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Corollaire 3.1.3. Soit un triangle commutatif de schémas 

~ f' est un morphisme lisse et une immersion fermée définie par un Idéal 1. 

Alors on a,.!!!'!!!.!!. D(X}, 

où t[_l désigne le foncteur de troncation (1 1.4.7), 1/12 est placé en degré -l, 

~ d est défini par la différentielle extérieure dx,/y' 

Preuve. Compte tenu de (3.1.2), l'assertion résulte de (1.2.9.1) appliqué à 

-1 -1 
f (Qy) ~ i (Qx') ~ Qx • 

Remarque 3.1.4. La conclusion de (3.1.3) est encore valable si l'on suppose seule-

ment f' formellement lisse. En effet, d'après ([17J 9.5.8), Hl(LX'/y) ~ 0 et 

1 OX'/y est plat, or dans la preuve de (1.2.9.1) on utilise seulement que 

1 
et OrlA est plat. 

3.2. Immersions régulières, morphismes localement d'intersection complète. 

3.2.1. Soient T un topos, A un Anneau (commutatif) de T, u: E ~ A un 

homomorphisme de A-Modules. On appelle complexe de l'Algèbre extérieure (ou complexe 

de Koszul) construit sur u le complexe de chaines 

(3.2.1.1) K.(u) 

tel quc Kn(u) = AnE , la différentielle étant l'unique anti-dérivation de degré -1 

de l'Algèbre extérieure A E égale à u sur E. Si x1"",xn sont des sections 

de E, on a donc 
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La notion de complexe de Koszul introduite en (1 4.3.1.3) est un cas particulier 

de celle-ci : si v: L ~ M est un morphisme de Modules sur un Anneau R de T, 

le complexe Kos.Cv) de (loc. cit.) n'est sutre que K.(V) , où v: L ®RSR(M) ~ SR(M) 

est le morphisme SR(M)-linéaire prolongeant canoniquement v 

La formation de K.(u) commute au changement de base si A' est une 

A-Algèbre (commutative) et u' l'homomorphisme déduit de u par extension des 

scalaires à A' , on a 

En particulier, notons ü: SA(E) ~ A le morphisme d'Anneaux défini par u. 

Comme u rétracte l'injection canonique A~ SACE), 

et la relation u(xu(y» = u(xy) pour x section de 

on a (E ®A SA(E» ®S CE) A· E , 
A 

E, Y section de SACE) , 

montre que u se déduit, par extension des scalaires via u, du morphisme 

le complexe de Koszul construit sur ce morphisme (ou, si l'on préfère, le complexe 

KOS.(IdE) (1 4.3.1.3) considéré Comme complexe de SA(E)-Modules), on a 

(3.2.1.2) 

A étant regardé comme SA(E)-A1gèbre via u. Cette remarque, fort utile, est due 

à Berthelot (SGA 6 VIII). Ce numéro ne fait d'ailleurs, dans une large mesure, 

que paraphraser (loc. cit.). 

Définition 3.2.2. On dit que u: E ~ A est un morphisme de Koszul (resp. ~ 

morphisme régulier)!! E est plat (resp. localement facteur direct d'un_.~odule 

libre de type fini) ~ K.(u) est une résolution de A/u(E). Soit 1 un Idéal 

de A, on dit que 1 est de Koszul (resp. régulier), ou encore gue A ~ AIl ~ 

un épimorphisme de Koszul (resp. un épimorphisme régulier) !i, localement sur T. 

il existe un morphisme de Koszul (resp. régulier) u: E ~ A tel que 1 - u(E). 

Quand A est un Anneau local (de sorte que tout facteur direct d'un 

Module libre de type fini est alors localement libre), la notion d'Idéal régulier 

qu'on vient de définir cotncide avec celle de (SGA 6 VII 1.4). 
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3.2.3. Exemple. Soit R un Anneau de T, et soit 

une suite exacte de R-Modules plats. Alors SR(M) ~ SR(N) est un épimorphisme 

de Koszul. En effet le noyau de cet épimorphisme est l'Idéal engendré par l'image 

de L, i.e. l'Idéal image du morphisme u: L ® SR(M) ~ SR(M) défini par 

L ~M , et ce dernier est un morphisme de Koszu1 d'après (14.3.1.6). Si Lest 

localement facteur direct d'un Module libre de type fini, SR(M) --> SR(N) est un 

épimorphisme régulier. 

Proposition 3.2.4. ~ A un Anneau de T, l un Idéal de Koszu1 (resp. 

régulier)!!!!. A, B .. Air. &2!! : 

(1) 2 III ~ B-Module plat (resp. localement facteur direct d'un Module 

libre de type fini) ; 

(li) l'homomorphisme canonique 

est un isomorphisme ; 

(iii) l'homomorphisme canonique (1.2.8.1) 

est un isomorphisme de D(B). 

Preuve. Commençons par prouver la proposition dans le cas particulier de (3.2.3), 

avec A" SR(M), et ND 0 , donc B = R, L = M ,et l = M.SR(M}. On a 1/12 .. M , 

et les assertions (i) et (ii) sont triviales. D'autres part, d'après (II 1.2.4.4), 

la flèche canonique LAIR ~ O~/R est un quasi-isomorphisme, d'où (iii) grâce au 

triangle de transitivité relatif au composé des injection et projection canoniques 

R ~ A~ R • Passons maintenant au cas général. On peut se borner au cas où l 

est de Koszul et où l'on dispose d'un morphisme de Koszul u: E ~ A . Posons 

SA (E) • A , E ®AA • Ë ,notons p: Ë --> A , le morphisme produit, et ü: A --> A 
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le morphisme défini par u. de sorte que (3.2.1) u se déduit de p par extension 

des scalaires via u . et qu'on a 

0.2.4.1) K. (u) • K. (E) ®;\ A 

Si l'on pose p(Ë) - Ï , on a l a t.A = u(E), et par suite le carré 

(3.2.4.2) A __ -=u ___ » A 

l l 
A-----;,.) B 

Où A~ A et A --> B sont les projections canoniques, est cocartésien. On a 

.. Ï ®j\B 

ce qui prouve (i). D'autre part, comme K.(E) (resp. K.(u» est une résolution de 

A (resp. B), la relation (3.2.4.1) fournit 

0.2.4.3) 

pour i > 0 (l'un des arguments A étant regardé comme A-Algèbre par la projection 

canonique, l'autre par u), et par le théorème de changement de base (II 2.2.3) 

appliqué à (3.2.4.2) on en déduit 

(A considéré comme A-Algèbre par la projection canonique), d'où (iii), compte tenu 

du cas particulier déjà prouvé. Comme g~(A) = SA(E) est un A-Module plat, on a 

A -Tor i (grr(A) ,A) 

pour tout entier i. d'où. d'après (3.2.4.3), 
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pour i > 0 • On en déduit facilement (cf. preuve de (SGA 6 VII 1.2» que la 

flèche canonique 

est un isomorphisme, d'où (ii), ce qui achève la démonstration. 

Remarques 3.2.5. Soient A~ A' un morphisme d'Anneaux de T, l un Idéal de 

A, B • AIl, l' = I.A' • Si 1 est de Koszul (resp. régulier), et si Tor~(B,AI) ~ 0 

pour i > 0 ,alors l'est de Koszul (resp. régulier). Cela résulte aussitôt 

des définitions (cf. (SGA 6 VII 1.5». D'autre part, si u: E ~ A est un mor-

phisme de Koszul pour l, et si le morphisme u' : E' ~ A' qui s'en déduit par 

changement de base est un morphisme de Koszul pour l', alors la flèche canonique 

est un isomorphisme. On a vu en effet dans la preuve de (3.2.4) que les flèches 

canoniques 

(avec les notations de (loc. cit.» sont des isomorphismes. (comparer (SGA 6 VII 1.2». 

Proposition 3.2.6 (cf. [25J 5.4, 5.5». Soit f: X ~ Y un morphisme de schémas. 

Si f est localement d'intersection complète (SGA 6 VIII 1.1), LX/Y est d'ampli­

tude parfaite C [-1,0) (SGA 6 l 4.7, 4.8), i.~. est localement isomorphe dans D(X) 

à un complexe de Modules libres de type fini concentré en degrés -1 ~ 0 • La 

réciproque est vraie quand y est localement noethérien et f localement de type 

fini. 

~. La partie directe résulte immédiatement de (3.1.2) et (3.2.4) grâce au 

triangle de transitivité. La réciproque est due à Quillen ([25) loc. cit.), compte 

tenu de (II 2.3.6.3). 
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Corollaire 3.2.7. Soit un triangle commutatif de schémas 

X _---=i=---_ X' 

\/ 
'1 

~ ft est un morphisme lisse et i une immersion fermée définie par un Idéal 

régulier I.~, avec les notations de (3.1.3), ~, dans D(X), 

~. Conjuguer (3.1.3) et (3.2.6). 

3.3. Morphismes faiblement d'intersection complète. 

Les résultats de ce numéro sont dfts à Quillen ([24] Il) dans le cas 

ponctuel. 

3.3.1. Soient T un topos, A un Anneau de T, l un Idéal de A, B· A/I. 

La suite exacte des Tor relative à la suite exacte 0 ~ l ~ A ~ B ~ 0 

fournit un isomorphisme 

G.3.1.1) 

dont l'inverse se prolonge canoniquement en un homomorphisme d'Algèbres graduées 

anti-commutstives 

0.3.1.2) 

Nous dirons que lest faiblement régulier si 1/12 est pl st et (3.3.1.2) un 

isomorphisme (cf. ([24) 8.4». 

Exemple. Si l est de Koszul (3.2.2), 1 est faiblement régulier. En effet, on 

peut supposer que 1 est l'imsge d'un morphisme de Koszul u: E ~ A , et l'on a 
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Les propriétés des Idéaux faiblement réguliers établies par Quillen 

([24] II 8) dans le cas où T est le topos ponctuel se globalisent facilement. 

On peut en effet recopier les arguments de (loc. cit.) grâce aux résultats de 

(1 3.3.3 et 4.3). En particulier, si 1 est faiblement régulier, la flèche canonique 

est un isomorphisme. On a d'autre part l'utile "théorème de convergence" ([24] 8.8) 

Soient R un Anneau simplicial de T, J un Idéal de R tel que Ho(J) = 0 . 

Si J est faiblement régulier, alors ~(Jn) 8 0 pour k < n . 

3.3.2. Grace à ce résultat, la "suite spectrale fondamentale" de ([24] 6.8) se 

globalise à son tour sans difficulté. Soient A un Anneau de T, B une A-Algèbre, 

p ~ B la résolution libre standard de B sur A (1 1.5.5.6). Posons R = P ®AB , 

notons J l'Idéal de R noyau de l'augmentation R ~ B définie par P ~ B . 

On a 

(II 1.2.3.0 

Comme P est libre sur A terme à terme, R est libre sur B terme à terme ; 

l'augmentation R ~ B étant isomorphe en chaque degré à la projection canonique, 

J est de Koszul terme à terme (3.2.3), et par suite (3.2.4) la flèche canonique 

est un isomorphisme. Filtrant R par les puissances de J. on en déduit une suite 

spectrale d'Algèbres bigraduées, fonctorielle en A ~ B 

0.3.2.1) 

Comme J est faiblement régulier, le théorème de convergence rappelé plus haut 

implique que cette suite spectrale est concentrée dans le premier quadrant lorsque 

HO(J) = 0, i.e. B ®AB ~ B • C'est le cas en particulier si B - AIl ; l'homomor-
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phisme (3.3.1.2) s'interprète alors comme un homomorphisme latéral : on a en effet 

un isomorphisme "de bas degré" Rl(LB/ A) ~ Tor~(B,B) = 1/12 Cl), et l'on a 

par l'isomorphisme de décalage (1 4.3.2.1 (i». Utilisant ce fait, on obtient, 

en raisonnant Comme dans ([24J 10.3) : 

Proposition 3.3.3. ~ A un Aneau de T, l un Idéal de A, B - A/I. ~ 

~ l soit faiblement régulier (3.3.1), il faut et il suffit que 1/12 soit plat 

sur B et que la flèche canonique LB/A ~ 1112[1] (1.2.8.1) soit un quasi­

isomorphisme. 

Définition 3.3.4. ~ A un Anneau de T, B ~ A-Algèbre. On dit que B est 

faiblement d'intersection complète sur A si LB/A est d'amplitude plate 

c [-1,0) (SGA 6 l 5.2), l.~. est isomorphe dans D(B) à un complexe de Module plats 

concentré en degrés -1 ~ 0.!2i! f: X ~ Y un morphisme de topos annel~s (resp. 

de schémas). On dit que f est faiblement d'intersection complète si QX !!! 

faiblement d'intersection complète sur f-l(Qy}. 

Pour un morphisme de schémas, "localement d'intersection complète" implique 

"faiblement d'intersection complète" 0.2.6). 

Proposition 3.3.5. Soient 

A~B~C 

des morphismes d'Anneaux de T. Si B est faiblement d'intersection complète sur 

A ~ C faiblement d'intersection complète sur B, C est faiblement d'intersec-

tion complète sur A. §l C est faiblement d'intersection complète sur A ~ 

l 
LB/ A ~ OB/A est un quasi-isomorphisme avec C est faiblement 

d'intersection complète sur B.~, si C est faiblement d'intersection complète 

(1) On peut montrer que cet isomorphisme co~ncide avec celui donné par la théorie 

des extensions infinitésimales (1.2.8.1). 
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~ A ~ B, LB lA ®BC est d'amplitude plate c (-l,OJ, et par suite 

B est faiblement d'intersection complète sur A si de plus C est fidèlement plat 

~ B (i.~. le foncteur C ®B- est exact et fidèle sur la catégorie des B-~). 

~. C'est une conséquence immédiate du triangle de transitivité (II 2.1.2.1). 

Proposition 3.3.6. Soit un triangle commutatif d'Anneaux de T 

t/' 
A 

est surjectif de noyau l , la flèche canonique 

un quasi-isomorphisme et 1 np/A est plat. Alors, pour que B soit faiblement 

d'intersection complète sur A, il faut et il suffit que l soit faiblement 

régulier. Lorsqu'il en est ainsi, ~, ~ D(B), 

avec les notations de (1.2.9.1). 

~. Appliquer (3.3.5) et (1.2.9.1). 

Proposition 3.3.7. ~ 

B ----~~B' 

f 1 
A----~~A' 

un carré cocartésien d'Anneaux de T. tel gue Tor~(B,A') = a pour i > 0 • Si B 

est faiblement d'intersection complète sur A, B' est faiblement d'intersection 

complète sur A' . 

Preuve. C'est une conséquence immédiate du théorème de changement de base (II 2.2.3). 
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4. Appendice cohomologie relative. 

4.1. Soit 

un morphisme de topos. On note 

(4.1.1) Top(f) (ou XY) 

la catégorie suivante. Les objets de Top(f) sont les triplets (E,F,u), où E 

(resp. F) est un objet de X (resp. y) et u un morphisme, 

désignant le foncteur image inverse pour les faisceaux d'ensembles. Un morphisme 

(E,F,u)~(E',F',u') est un couple de morphismes (E~E', F-4F') tel 

que le carré 

E , u f-l(F) 

, 1 j f-l(bl 

Et ... u' f-1CF·) 

soit commutatif. On notera souvent (E ~ F), ou simplement (E ~ F), un triplet 

(E,F,u). 

La catégorie Top(f) est un topos, qu'on appelle topos de la flèche f. 

En effet, Top(f) vérifie les propriétés d'exactitude habituelle des topos 

(SGA 4 IV 1.1.2) ; d'autre part, pour U (resp. V) parcourant une petite famille de 

générateurs de X (resp. Y), les objets (U ~ 0), (f-lV ~ v) forment une 

petite famille de générateurs de Top(f), comme il résulte des relations 

Hom«U ~ 0),(E ~ F» - Hom(U,E) 

Hom«f-lV ~ V),(E ~ F» • Hom(V,F) 

Le foncteur restriction à X, (E ~ F) ~ E , et le foncteur restric-

tion à Y, (E ~ F) ~ F , commutent aux limites inductives et aux limites 

projectives ; on peut en particulier les regarder comme les foncteurs images inverses 
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par des morphismes de topos 

(4.1. 2) 

Remarquons que iX s'identifie canoniquement au morphisme de localisation par 

rapport à (ex ~ 0), Où ex est l'objet final de X. 

Proposition 4.2 • Notons D(XV,~) la catégorie dérivée des faisceaux abéliens 

.!!.!:!! XY. Pour (E ~ F) E ob D+(XV,~ ), le morphisme canonique (restriction à y) 

Rr<XV, (E ~ F» ----? RI'CY,F) 

est un isomorphisme. 

Preuve. Notons d'abord que pour L E ob X, M E ob Y , on a 

(4.2.0 (L~ f L) 
* 

où -1 adj : f f~ ~ L est la flèche d'adjonction et eX l'objet final de X. 

Tout faisceau (L ~ M) sur XV se plonge canoniquement dans le faisceau 

iX*(L) œ iy*(M), et par suite la catégorie des faisceaux abéliens de XV possède 

suffisamment d'objets injectifs dont la restriction à X est injective et ~a res-

triction à Y flasque. La proposition en résulte aussitOt, compte tenu du fait que, 

pour tout faisceau (L ~ M) de XY, la restriction 

r<XY,(L ~ M» ----? r(Y,M) 

est un isomorphisme, comme on le vérifie trivialement. 

4.3. Soit Q - (QX ~ Qy) un Anneau de Top(f), autrement dit une structure de 

morphisme de topos annelés sur f. On notera f* le foncteur image inverse pour 

les Modules. 

u 
Soit, pour i - 0, l, (Li ~ Mi) un Q-Module de XV. La formation 

du produit tensoriel commutant aux foncteurs images inverses, on a 
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(4.3.0 

Soient d'autre part L un QX-Module et (E ~ F) un Q-Module. On a 

(4.3.2) 

En effet, interprétant iX comme un morphisme de localisation, on a 

(L ~ 0) = ix,{L), ~ i
XI 

est le foncteur prolongement par zéro, d'où le premier 

isomorphisme, puis le second d'après (4.2.1). 

Soient enfin M un Qy-Module et (E ~ F) un Q-Module. On a 

(4.3.3) Id u 
!!2!!!o«f'*M ~ M),(E ~ F» • (!!2!!!(f'*M,E) ~ !!2!!!(M,F» 

Où la flèche de droite est composée de la flèche canonique f*Hom(M,F) ~Hom(f*M,f*F) 

et de !!2!!!(f*M,u). C'est une conséquence immédiate de (4.3.1) et de l'isomorphisme 

cher à Cartan 

Hom(P ® Q,R) ~ Hom(P,Hom(Q,R» 

On notera D(XY) (resp. D(X), resp. D(y» la catégorie dérivée des 

Q-Modules (resp. Qx-Modules, resp. Qy-Modules). Le foncteur L~ (L ~ 0) 

(resp. (0 ~ L» sur la catégorie des Qx-(resp. Qy-Modules) définit un foncteur 

de D(X) (resp. D(Y» dans D(XY), encore noté L ~ (L ~ 0) (resp. (0 ~ L». 

Proposition 4.4. Soient L E ob D-(X), (E ~ F) E ob D+(XY). Il existe des 

isomorphismes fonctoriels canoniques : 

(i) ilRHom«L ..:--- 0), (E ..:--- F» .= R!!2!!!(L,E) 

(H) i~R!!2!!!({L":--- 0), (E ..:--- F» .= Rf*RHom(L,E) 

(Ui) RHom«L ~ O),(E ~ F»'= RHom(L,E) 
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~. On peut supposer L à composantes plates et (E ~ F) à composantes injec-

tives. Connue iX "est" un morphisme de localisation, E est à composantes injec­

tives, donc ~·(L,E) également, et par suite (i) et (ii) découlent de (4.3.2). 

Quant à l'isomorphisme (iii), il se déduit de (ii), grftce à (4.2), par application 

du foncteur Rr(y,-). 

~ 4.5. ~ L l!!l Qy-Module plat, M .!:!!! QX-Module injectif. ~ 

pour i > 0 • 

~. Il suffit de montrer que i Ext (L,f~) = 0 pour i > 0, la relation du 

lemme s'en déduisant par passage à un faisceau associé. Or, plus généralement, soient 

E un complexe, borné supérieurement, de Qy-Modules plats, et F un complexe, 

borné inférieurement, de QX-Modules injectifs. Je dis que la flèche canonique 

définie par le foncteur de localisation Hot(y) ~ D(Y), est un isomorphisme 

(Hot(Y) désignant la catégorie des complexes de Qy-Modules à homotopie près). 

Comme HO~(y)(E,f~) est la limite inductive, suivant les classes de quasi-isomor­

phismes E' ~ E , des groupes H~ot(y)(E',f*F), et que les quasi-isomorphismes 

E' ~ E avec E' à composantes plates et borné supérieurement forment un système 

cofinal, il suffit de prouver que, pour un tel quasi-isomorphisme, la flèche 

HO~ot(y)(E.f*F) ~ HO~ot(y)(E'.f*F) est un isomorphisme. Or on a un carré 

commutatif 
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oà les flèches verticales sont les isomorphismes de dualité. Comme E' ~ Fest 

un quasi-isomorphisme de complexes à composantes plates, il en est de même de 

f*E' ~ f*B, et comme F est à composantes injectives, la flèche horizontale 

inférieure est un isomorphisme, donc aussi la flèche horizontale supérieure. 

Par suite (*) est un isomorphisme, ce qui prouve notre assertion du début (en prenant 

E et F réduits au degré zéro), et achève la démonstration du lemme. 

Proposition 4.6. (Dualité triviale, cf. (SGA 4 XVII) (1». Soient L E ob D-(Y), 

ME ob D+(X). Il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques 

(i) RHom(L,Rf~) ~ Rf*RHom(Lf*L,M) 

(ii) RHom(L,Rf*M) ~ RHom(Lf*L,M) 

~. On peut supposer L borné supérieurement et à composantes plates, et M 

borné inférieurement et à composantes injectives. Alors f*L est à composantes 

plates, Hom· (f*L,M) à compossntes injectives, et (i) ne fait, compte tenu de (4.5), 

que traduire l'isomorphisme canonique 

L'isomorphisme (ii) se déduit de (i) par application du foncteur Rr(Y,-). 

Définition 4.7. On dit qu'un objet (L ~ M) de D-(XY) est guasi-cartésien 

si la flèche Lf*M ~ L définie par u est un isomorphisme de D(X). 

Proposition 4.8. Soient (L ~ M) E ob D-(XY),(E~ F) E ob D+(XY). On suppose 

(L ~ M) guasi-cartésien. Alors les flèches canoniques 

i~RHom«L ~ M),(E ~ F» ~ ~(M,F) 

sont des isomorphismes. 

(1) L'énoncé (4.5) et son corollaire (4.6) sont standard, nous n'en donnons une 

démonstration que pour épargner au lecteur une pêche à la ligne dans (loc. cit.). 
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~, L'hypothèse que (L ~ M) est quasi-cart~sien signifie qu'il existe un 

complexe P , borné supérieurement, de Qy-Modules plats tel que (L ~ M) soit 

isomorphe, dans D(XY) , à (f*P ~ p), D'autre part, comme on l'a d~jà observ~ 

dans la preuve de (4,2) (avec Q - ~), la cat~gorie des Q-Modules possède assez 

d'injectifs du type iX*(I} œ iy*(J) • (1 ~ f*I) œ (0 ~ J) (où l (resp, J) 

est un QX- (resp, Qy-) Module injectif, Donc on peut supposer que (E ~ F) est 

bor~ inférieurement et à composantes de ce type, On a alors 

~'(f*P,E) ~ ~(f*P,E), et Hom'(P,F) ~ RRom(P,F) d'après (4,5), et 

la proposition en résulte, compte tenu de ce que 

Hom'{(f*P ~ pl, (E ~ F» 

d'après (4,3,3), 

et il existe des triangles distingués canoniques fonctoriels 

(4,6) 

-7(=~") 
RRom«O ~ M),(E":'-- F» ~ RHom(l1,F) 

où les flèches obliques de droite proviennent, par application des foncteurs 

~(M,-), RRom(M,-), de la flèche F ~ Rf*E définie par (E ~ F), 
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~. On peut supposer M borné supérieurement et à composantes plates, donc 

Lf*M ~ f*M . On a la suite exacte évidente : 

o ~ (f*M ~ 0) ~ (filM ~ M) ~ (0 ~ M) ~ 0 

Appliquant à (*) le foncteur ~(-,(E ~ F», on obtient un triangle distingué 

Induisant ce triangle sur X, puis sur Y, on obtient, compte tenu de (4.4) et 

(4,8), la première relation et le premier triangle distingué de (4.9). Le second 

triangle se déduit du premier par application du foncteur Rr(Y,-), compte tenu 

de (4.2). 

4.10. Soient ME ob D-(Y), F E ob D+(Y). On suppose que f* est dérivable en F 

au sens de Deligne (SGA 4 XVII) et que Lf*F E ob D+(X). Cela signifie, rappelons-le 

que le pro-objet de D(X) 

dfn 
Lf*F· "lim"f*F' -s 

F' -? F 

où s parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but F, est 

essentiellement constant de valeur un objet de D+(X) (cette hypothèse est vérifiée 

par exemple si f est de tor-dimension finie, ou si F est d'amplitude plate finie 

(SGA 6 l 5». On a alors un objet de D+(XY) : 

On pose 

dfn 
(Lf*F ~ F) "lim" -­S 

F' -'> F 
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(4.10.1) RH2!!!(Y/X;M,F) 

RHom(Y/XjM,F) RHom«O +- M), (Lf*F +- F) 

De (4.9) on déduit des triangles distingués canoniques fonctoriels 

(4.10.2) 

(4.10.3) 

'"°"7" 
RHom(Y/X;M,F) ----.. ) Rllom(fl,F) 

où les flèches obliques de droite sont données par la flèche "d'adjonction" 

F ~ Rf*Lf*F • Ceux-ci fournissent des suites exactes longues de cohomologie 

(4.10.4) i i i 
..• ~ !xt (Y/X;M,F) ~ IDs! (M,F) ~ IDs! (M,Rf*Lf*F) ~ 

i+l 
~ IDs! (Y/X;M,F) ~ ••• 

(4.10.5) 

i+l 
~ Ext (Y/X;M,F) ~ ••• 

Quand Q est le faisceau constant ~ (de sorte que l'hypothèse du début de (4.10) 

est toujours vérifiée), on pose 
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(4.10.5) RI'(y/X;F) = Rl!om(Y/Xj1Z ,F) 

Hi(Y/XiF) ~ HiRrCY/X;F) 

Le groupe Hi(Y/XjF) s'appelle i-ième groupe de cohomologie relative de F modulo 

y • Quand f: X ~ Y est un morphisme de localisation, Hi(Y/X;F) n'est autre 

que le i-ième groupe d'hypercohomologie de F à support dans le fern~ compl~-

mentaire de Y (SGA 4 V). 

Remarques 4.11. a) L'introduction des RHom(Y/X;M,F) est due à Grothendieck, qui 

les d~finissait par le triangle (4.10.3). La d~finition que nous donnons ici, out,re 

qu'elle intervient naturellement dans les calculs de (2.3), a l'avantage d'être 

fonctorielle. 

b) Supposons f: X ~ Y de tor-dimension finie. Notons D'(XY) la 

cat'gorie suivante. Les objets de D'CXY) sont les triplets (E,F,u), ob 

E E ob DeX), FE ob D(Y), et u E HOŒDex)CLf*F,E). Une flèche (E,F,u) ~ (E',F',u') 

est un couple Ca,b), a E HOŒD(X)CE,EI), b E HOŒDCy)CF,F') tel que le carr~ 

E " 
u Lf*F 

· l 
u' 

1 CC" 

E' 0( L[*F' 

soit commutatif. La catégorie D'(XY) est triangulée, au sens de Verdier [27J, 

les triangles exacts étant définis comme les triplets (!,E,~), ob ! (resp. !) 

est un triangle distingué de D(X) (resp. D(Y» et ~: Lf*!~! un morphisme 

de triangles. On a un foncteur évident 

(4.11.1) 

qui est exact et conservatif. En revanche, (4.11.1) n'est pas fidèle en général. 

En effet, avec les notations de C4.l0), on a 

tandis que 
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(4.10.1) , 

et la flèche du deuxième groupe dans le premier est donnée psr la suite exacte (4.10.5) 

cette flèche n'est en général ni injective ni surjective, comme on le sait déjà 

dans le cas de la cohomologie à support dans un fermé (cf (4.10.5». 

4.12. Soit un carré "cotmnUtatif" (i.e. à isomorphisme donné près) de topos annelés 

z __ -'f'."-_....:;. ... T 

Celui-ci définit de manière évidente un morphisme de topos annelés 

(p,q) XY ---il>- ZT 

pour un faisceau d'ensembles (resp. de modules) (E ~ F) de ZT, 

(resp. (p,q)*(E _ F) = (p*E -E-- q*F) 

la flèche au second membre étant composée de l'isomorphisme 

On a des carrés "commutatifs" de topos annelés : 

(4.12.0 X 
iX 

,,"XY E 

P 1 "",] 
i Z 

Z " zr or 

o~ les flèches horizontales sont les morphismes de restriction (4.1.2). 
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Proposition 4.12.2. La flàche de D(X) (resp. D(Y» 

(resp. ifLXY/ZT ~ Ly/T) 

~ (II 1.2.7.2) par le carré (4.12.1) est un isomorphisme. 

~. On a en effet i~xy .. -1 lx Qxy • QX ' et des re1stions analogues avec 

i y ' i Z' i T, d'o~ LX/ XY ~ 0, Ly/XY. 0, Lz / ZT " 0, LT/ ZT " 0 , et la propo­

sition découle du triangle de transitivité (II 2.1.5.6). 

4.13. De maniàre analogue, un triangle "colŒlUtatif" de topos annelés 

x :> y 

\1 
z 

définit un morphisme de topos annelés 

(p,q) : XY ~ Z 

et des triangles "coDDllUtatifs" 

et la flàche correspondante de n(x) (resp. D(Y» 

(resp. ~/Z ~ Ly/Z) 

est un isomorphisme. 



CHAPITRE IV 

DEFORMATIONS DE MODULES 

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans ce 

chapitre sont supposés commutatifs et unitaires. 

Introduction. 

Soient f: X ~ Y un morphisme de schémas, : X 4 X une immersion 
o 

fermée définie par un Idéal 1 de carré nul, Mo un QX -Module localement libre 
o 

de type fini. Il est bien connu et élémentaire qu'il existe une obstruction 

I.U E H2(X ,End(M ) ® 1) 
0-- 0 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une déformation 

de Mo en un QX-Module localement libre de type fini. Fixons f =if:X ~Y 
o 0 

il est naturel de Se demander comment varie w en fonction de la Y-extension i , 

de classe (Ill 1.2.3) 

E 

Pour résoudre cette question, il s'avère commode de transformer le problème, par 

l'artifice de Nagata, en un problème de déformation d'Algèbres graduées, en rem-

plaçant Mo par l'Algèbre des nombres duaux QX $ Mo (II 1.1.1.3). Une variante 
o 

graduée de (III 2.1.7 (iil» fournit alors la réponse, qui est que W s'exprime 

comme eup-produit 

i"l-Ù 

est une classe ne dépendant que de f 
o et Mo • Quand [ 

o est lisse, 
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n'est autre que la classe de "l'extension des psrties principales", ou "classe 

d'Atiyah" [28J, qui représente l'obstruction à l'existence d'une connexion sur M 
o 

relativement à Y; on retrouve ainsi en corollaire le fait bien connu que l'existence 

d'une telle connexion implique la possibilité de déformer Mo en un Module localement 

libre au-dessus de tout Y-épaississement d'ordre un de x o La méthode nécessite 

quelques sorites, rassemblés aux nQs 1 et 2, sur l'extension de la théorie du 

complexe cotangent au cas gradué cette extension est d'ailleurs essentiellement 

triviale. Le problème du début est traité, dans un cadre un peu plus général, au 

n° 3, avec d'autres problèmes analogues. 

Dans tout ce chapitre, T désigne un topos fixé. 

1. Catégories dérivées de Modules gradués. 

1.1. Anneaux et Modules gradués. 

1.1.1. Soit X un faisceau d'ensembles (resp. un ~-Module) de T. Une graduation 

sur X est une famille de sous-faisceaux d'ensembles (resp. de sous-~-Modules) 

n 
(x )nE~ telle que 

Un faisceau (resp. ~-Module) gradué est un faisceau (resp. ~-Module) muni d'une 

graduation. On notera 

Tgr (resp. ~ -Modgr(T» 

la catégorie des faisceaux gradués (resp. ~-Modules gradués) de T, les morphismes 

étant les homomorphismes f: X ~ Y gradués de degré zéro, i.e. tels que 

La catégorie Tgr n'est autre que la catégorie produit 

T~ , ou topos somme de ~ copies de T 

1.1.2. Un Anneau gradué de T est un Anneau A de T, muni d'une graduation 

sur le ~ -Module sous-jacent telle que AiAj ç Ai+j quels que soient i et 

j E ~. Une A-Algèbre graduée est un Anneau gradué B muni d'un homomorphisme 

d'Anneaux gradués A ~ B . Un A-Module gradué est un A-Module M. muni d'une 
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graduation sur le Z-Module sous-jacent telle que A1MJ C Mi +j quels que soient 

i et j E Z. On notera 

A - Alggr (resp. A-Modgr) 

la catégorie des A-Alg~bres graduées (resp. A-Modules gradués) (avec pour morphismes 

les homomorphismes gradués de degré zéro). 

Dans la suite, noua ne considérerons, sauf mention du contraire, que des 

Anneaux gradués à degrés ~ 0 i.e. tels que Ai. 0 pour i < 0 • 

1.1.3. Soit A un Anneau gradué de T. Pour M E ob A-Modgr et nEZ. on 

note M(n) le A-Module gradué ayant meme A-Module non gradué sous-jacent et 

tel que M(n)P - MF+P pour tout p E ~ On note d'autre part 

le foncteur "composante de degré n" Si F est un AO-Module, on désignera encore 

par F le A-Module gradué égal à F placé en degré zéro, i.e. tel que FO - F , 

pour i + 0 . Le foncteur kn admet un adjoint à droite et un adjoint à 

gauche, donnés par les formules 

(1.1.3.0 

(1.1.3.2) 

pour E E ob A-Modgr, F E ob AO_Mod • 

1.1.4. Soient E, F E ob A-Modgr. Comme dans le cas o~ T est le topos ponctuel, 

E ®AF est de façon naturelle un A-Module gradué, de graduation 

Si B est une A-Alg~bre graduée, on a un foncteur extension des scalaires 

B ®A- : A-Modgr ~ B-Modgr 
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1.1.5. Soit X E ob Tgr (1.1.1). Le A-Module libre engendré par X est de façon 

naturelle un A-Module gradué, de graduation 

œ Ai ® Ao(X
j

) 

i+j a n AO 

En d'autres termes, on a 

n 
= œ AO(X) ® A(-n) 

nElZ A
O 

On dit qu'un A-Module gra~ué est libre s'il est isomorphe à un Module gradué du 

type pour X E ob Tgr (dans le cas où T est le topos ponctuel, cette 

définition cotncide avec la définition classique). Le foncteur X b A (X) de Tgr 

dans A-Modgr est adjoint à gauche du foncteur "oubli" qui à un A-Module gradué 

M associe le faisceau gradué somme disjointe des faisceaux d'ensembles sous-jacents 

aux Mi : autrement dit, pour X E ob Tgr , M E ob A-Modgr, on a 

(X) i 
HomA_Modgr(A ,M) - Hom (X,JiM) 

T
gr 

1.1.6. Soit M un A-Module gradué. L'Algèbre symétrique SA(M) est de manière 

naturelle une A-Algèbre graduée (1), de graduation 

> i i 
ImMI® ... ®M P 

(produit tensoriel pris sur AO
). En particulier, si M est à degré ~ 0 , il en 

est de m@me de SA(M) , et l'on a 

Le foncteur M ~ SA (M) est adjoint à gauche du foncteur "oubli" 

A-Alggr ~ A-Modgr : pour B E ob A-Alggr, on a 

(1) non nécessairement à degrés ~ 0 .•• 
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Hom A Al (SA(M),B) m Hom A M d (M,B) - ggr - 0 gr 

1.1.7. Pour X E ob Tgr , on pose 

A[X] E ob A-Alggr 

On dit qu'une A-Algèbre graduée est libre si elle est isomorphe à une Algèbre 

graduée du type A[X], X E ob Tgr 

On peut résumer les formules d'adjonction (1.1.6) à (1.1.8) par le 

diagramme 

A-Alggr > A-Modgr 

oà les flèches supérieures sont les flèches d'oubli définies plus haut, et les 

flèches inférieures leurs adjointes à gauche. 

1.1.8. Voici une variante des formules d'adjonction précédentes, qui nous sera 

utile pour la suite. Soit A un Anneau de T (non gradué), qu'on peut aussi regarder 

comme un Anneau gradué de graduation concentrée en degré zéro. Notons r gr+ 

(resp. A-Modgr+, resp. A-Alggr+) la sous-catégorie pleine de r gr (resp. 

A-Modgr, resp. A-Alggr) formée des objets X tels que pour ,;; 0 

(resp. Xi = 0 pour i ,;; 0, resp. pour i < 0 et XO 
= A). On a alors 

le disgramme d'adjonctions 

A-Alggr+ ----l. A-Modgr + - r gr+ 

-n A 

oà les flèches supérieures sont les flèches d'oubli évidentes. 
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1.2. Catégories dérivées. 

1.2.1. Soit A un Anneau gradué de T. Il résulte de l'exactitude des foncteurs 

kn que la catégorie A-Modgr (1.1.2) est une catégorie abélienne vérifiant AB 5 . 

De plus, les objets :oz (U) 0 A(-n), pour U E ob T et n E :OZ, forment une petite 

famille de générateurs, comme il découle aussitat de (1.1.3.2). La catégorie A-Modgr 

possède donc assez d'injectifs. On notera 

D(A) gr 

la catégorie dérivée de A-Modgr, i.e. [27] la catégorie localisée de C(A-Modgr) 

par rapport aux quasi-isomorphismes; notons qu'une flèche f de C(A-Modgr) est 

un quasi-isomorphisme si et seulement si la flèche de C(A-Mod) sous-jacente est 

un quasi-isomorphisme au sens usuel, ou encore si kif est un quasi-isomorphisme 

pour tout i E :oz. On notera D-(A) ,D+(A) , etc. les sous-gr gr 

catégories pleines de D(A)gr définies par les conditions de degré habituelles. 

On désignera par 

RHomA(-,-) gr 

le foncteur dérivé du foncteur HomAC-'-)gr' et l'on posera, pour E, F E ob D(A)gr' 

i E :oz , 

i 
= H RHomACE,F) gr 

1.2.2. Soit nE:OZ. Le foncteur kn A-Modgr'-'" AO_Mod, étant exact, définit 

un foncteur 

De manière analogue, le foncteur M~M(n) de la catégorie A-Modgr dans elle-même 

induit un foncteur, encore noté M~ MCn), de D(A)gr dans D(A)gr' La formule 
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(1.1.3.1) fournit, par passage aux catégories dérivées, un isomorphisme de foncteurs 

cohomologiques 

<1.2.2.1> 

pour E E ob D(A) ,F E ob D(Ao) (d'ob résulte d'ailleurs un isomorphisme 
~~ 

1.2.3. Pour tout ME ob A-Modgr, il existe un épimorphisme L ~M de A-Modgr 

tel que le A-Module sous-jacent à L soit plat : cela résulte simplement de ce que 

les ;Q; (U) ® A(-n), U E ob T, n E ;Q;, forment une famille de générateurs de 

A-Modgr, comme on l'a vu 'plus haut. On en déduit facilement que le bifoncteur 

"produit tensoriel gradué" ®A (1.1.4) admet un dérivé gauche 

envoyant D-(A) X D-(A) 
L gr. gr 

E ®AF est défini comme le 

dans D-(A) • Pour gr 

pro-objet de D(A) 

Il l im" -E' ~E 

gr 

F E ob D(A)gr ' 

ob E' ~ E parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes gradués; ce 

pro-objet est essentiellement constant de valeur P ®AF, ob P est un complexe 

borné supérieurement de A-Modules gradués plats (l'existence d'un tel quasi-isomor-

phisme P ~ E découle de la remarque faite plus haut). 

Si B est une A-Algèbre graduée, on définit de manière analogue le dérivé 

gauche du foncteur extension des scalaires (1.1.4) 
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1.2.4. On appelle faisceau simplicial gradué de T tout objet de la catégorie 

Simpl(T)gr ~ Simpl(Tgr ). Par un Anneau simplicial gradué A de T on entend un 

Anneau gradué de Simplet) (ou, ce qui revient au marne, un objet simplicial de la 

catégorie des Anneaux gradué~ de T) ; quand on parlera de A-Module gradué (resp. 

A-Algèbre graduée), il sera sous-entendu qu'il s'agit de A-Module gradué (resp. 

A-Algèbre graduée) de SimpleT). 

On dit qu'un morphisme f: X ~ Y de faisceaux simpliciaux gradués de T 

est un quasi-isomorphisme si le morphisme de faisceaux simpliciaux non gradués 

sous-jacent est un quasi-isomorphisme (r 2.2.1), ou, ce qui revient au marne, si 

chaque fi; Xi ~ yi est un quasi-isomorphisme. Soit A un Anneau simplicial 

gradué. On dit qu'un morphisme u: M ~ N de A-Modules gradués est un quasi-

isomorphisme si le morphisme de A-Modules non gradués sous-jacent est un quasi­

isomorphisme (1 3.1.7), ce qui signifie aussi que chaque ui ; Mi ~ Ni est un 

quasi-isomorphisme. On dit qu'un morphisme de A-Algèbres graduées est un quasi-

isomorphisme si le morphisme de A-Modules sous-jacent est un quasi-isomorphisme. 

Définition analogue pour un morphisme de A-Algèbres graduées augmentées vers une 

A-Algèbre graduée B. 

On appelle catégorie dérivée graduée de T , et l'on note D.(T) gr la 

catégorie localisée de Simpl(T)gr par rapport aux quasi-isomorphismes(t 1.4.1). 

c'est simplement le produit de ~ exemplaires de D.(T). Soit A un Anneau simpli-

cial gradué de T. On Ilote D. (A) 
gr la catégorie localisée de A-Modgr par rapport 

aux quasi-isomorphismes. Quand A est l'objet simplicial constant défini par un 

Anneau gradué A de T, D.(A) s'identifie par Dold-Puppe (cf. (1 1.4.6» à la 
gr 

sous-catégorie pleine de D(A) gr (1.2.1) formée des objets dont la cohomologie est 

nulle en degré> a • Enfin, on note D(A-Alggr) (resp. D(A-Alggr!B) la catégorie 

localisée de A-Alggr (resp. A-A1ggr!B, B une A-Algèbre graduée donnée) par 

rapport aux quasi-isomorphismes. 

Les sorites développés en (1 3) dans le cas non gradué s'étendent, trivia-

lement, mutatis mutandis, au cas gradué : constructions de cylindres, cOnes, espaces 

de chemins, de lacets, homotopies, etc. Les catégories D.(A) ,D(A-Alggr), gr 
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D(A-Alggr/B) se calculent par fractions à partir de catégories "à homotopie près" 

convenables. On a une notion de triangle distingué de D.(A)gr (triangle isomorphe 

au triangle défini par le cOne d'un morphisme de A-Modgr), de triangle distingué 

associé à une suite exacte de A-Modgr. On pose, pour E, F E ob D.(A)gr ' 

{ ....". (Al ",0',) si i ~ 0 

i gr 
lExtA(E,F) gr 

HO~.(A) (o-iE,F) si i :s: 0 
gr 

Un triangle distingué de D.(A)gr donne naissance, Comme en (1 3.2.2.10), à des 

suites exactes longues de .xt i(_,_) . On a un analogue gradué de (1 3.2.3.8) 
gr 

1 permettant de calculer lExtA(E,F)gr en termes d'extensions ordinaires de Modules 

gradués. Enfin on a un sorite de produit tensoriel dérivé gradué 
t 
® : D.(A) X D.(A) ~ D.(A) • Nous n'insisterons pas davantage sur cette gr gr gr 

transposition des résultats de (1 3) au cas gradué, laquelle ne présente aucune 

difficulté. 

1.3. Résolutions standard. 

1.3.1. Soient A un Anneau gradué de T, B une A-Algèbre graduée (rappelons 

qu'on se borne à considérer des Anneaux gradués à degrés ~ 0). Le couple de foncteurs 

adjoints (1.1.7) 

"oubli" 

A-Alggr 

A[-] 

où Tgr~O désigne la sous-catégorie pleine de Tgr formée des objets X tels 

que i < 0, fournit une résolution standard (1 1.5) 

qui est une A-Algèbre simpliciale graduée, libre en chaque degré, augmentée vers B 

par un quasi-isomorphisme gradué. Il résulte aussitOt des définitions qu'on a 

<1.3.1.1) 
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où le second membre est la résolution standard de BO 

composante de degré zéro de l'augmentation 

mentation naturelle de P (Bo) 
A

O 
sur 

sur (1 1.5.5.6), la 

s'identifianr à l'aug-

1.3.2. Soient A un Anneau de T, B une A-Algèbre graduée (à degrés ~ 0). Le 

couple de foncteurs adjoints (1.1.8) 

"oubli" 

A-Alggr+ 

A[-] 

fournit de même une résolution standard 

qui est un objet simplicial de A-Alggr+, libre en chaque degré, augmenté vers B 

par un quasi-isomorphisme gradué. Observant que, pour X E ob Tgr
+ , on a 

1 
A[X] A eA(X) e 0(1) 

où 0(1) désigne une somme de termes de degré ~ 2, on trouve que P (B)gr+ s'écrit 
A 

(1.3.2.0 

où FA(Bl ) désigne la résolution standard du A-Module BI (1 1.5.5.2) ; la partie 

homogène de degré un de l'augmentation s'identifie à l'augmentation 

naturelle de sur 

1.3.3. Soient A un Anneau simplicial gradué, B une A-Algèbre graduée. On note 

p~(B)gr le sous-objet diagonal de PA(B)gr: c'est une A-Algèbre graduée, libre 

degré à degré, augmentée vers B par un quasi-isomorphisme. De même, si A est 

de graduation concentrée en degré zéro, on note pA(B)gr+ le sous-objet diagonal 
A 

de ( ) gr+ , Il kO(PA(B)gr+) -- A, l'b d é PA B : c est une A-Algèbre graduée, te e que 1 re egr 

à degré, et augmentée vers B par un quasi-isomorphisme. On a des formules analogues 

à (1.3.1.1) et (1.3.1.2) avec un A en exposant. 
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1.3.4. On a, pour les r'solutions PA(B)gr , PA(B)gr+ des propri't's de fonctoria­

lit' analogues à celles d'crites en (rr 1.2.1, 1.2.2) dans le cas non gradué. 

Nous laissons au lecteur le soin de les énoncer. 

2. Complexe cotangent d'une Algèbre graduée. 

2.1. Modules de diff'rentielles gradués. 

Soient A un Anneau gradué de T, B une A-Algèbre graduée. Dans la 

suite exacte (rr 1.1.2.1) 

B ®AB est une A-Algèbre graduée (1.1.4) et le morphisme produit p est un homomor­

phisme de A-Algèbres graduées, donc 1 est un Idéal gradué. Par suite ~/A - 1/1
2 

1 
est de façon naturelle un B-Module gradué, et la dérivation dB/A: B ~ OB/A 

est un homomorphisme (de de gr' zéro) de A-Modules gradués. 

Si B ~ C est un homomorphisme de A-Algèbres graduées, l'homomorphisme 

canonique (II 1.1.2.8) 1 1 
OB/A ®BC ~ 0C/A est un homomorphisme de C-Modules 

gradués, de même que l'homomorphisme canonique 1 1 nC/ A ~ nC/ B ' et la suite 

(2.1.1) 

est une suite exacte de C-Modules gradués (que l'on peut compléter par un zéro à 

gauche dès que C est libre sur B comme Algèbre non graduée), 

Si M est un B-Module gradué, on définit le groupe 

DerA(B,M)gr 

des A-dérivations graduées de B dans M (i.e. des dérivations d telles que 

d(Bi ) c: Mi. pour tout il. La dérivation d
B

/ A définit un isomorphisme 

(2.1.2) 

D'autre part, considérant l'Algèbre des nombres duaux B eM comme une B-Algèbre 

graduée de graduation kn(B e M) = kn(B) e kn(M) , on a un isomorphisme canonique 
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fonctoriel 

(2.1.3) 

défini comme dans le cas non gradué (II 1.1.1.4). 

(2.1.4) 

000 Observons que l'on a k (B ®AB) - B ® B ,d'où 
A

O 

isomorphisme fonctoriel en A ~ B 

Supposons A concentré en degré zéro et BO 
= A • D'après (2.1.4), on 

a alors kO(~/A) = 0 . On a de plus un isomorphisme canonique 

fonctoriel en B E ob A-Alggr+ (1.1.8) (ce qui signifie que, pour f: B ~ C , 

la flèche induite sur kl(O~/A) s'identifie à fI :Bl ~ Cl). En effet, on a 

où 0(1) désigne une somme de termes de degré ~ 2, et le produit p B ®AB ~ B 

s 'écri t 

p = Id EI'l s EI'l ••• 

où s BI EI'l BI ~ BI est l'addition. On en déduit 

Ker(p) 

et (2.1.5) en découle aussitOt. 

2.2. Définition du complexe cotangent gradué. 

Soient A un Anneau gradué de T B une A-Algèbre graduée. On pose 

(2.2.1) 

où P PA(B)gr (1.3.1). C'est un B-Module simplicial gradué (qu'on peut aussi 
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regarder par Dold-Puppe comme un complexe de chaînes de B-Modules gradués) dont 

chaque composante (Li/A)n est un B-Module gradué libre. Il dépend fonctoriellement 

de A ~ B d'une manière évidente. Une A-Algèbre graduée libre étant encore libre 

comme A-Algèbre non graduée, il découle de (II 1.2.6.3) qu'on a un isomorphisme 

canonique fonctoriel de D(B) 

(2.2.2) 

On a une augmentation naturelle 

(2.2.3) 

r.!Ir 
>3/A 

gr 1 
LB/A ~OB/A 

induisant un isomorphisme de B-Modules gradués 

Des raisonnements analogues à ceux du cas non gradué (II 1.2) montrent que (2.2.3) 

est un quasi-isomorphisme si B est une A-Algèbre graduée libre et que L!lr 
>3/A 

peut se calculer à l'aide d'une résolution graduée libre quelconque Q de B, 

i.e. r!r ~ o.~ ® B dans 
Jj/A - --v./A Q D(B) gr • 

Les formules (1.3.1.1) et (2.1.4) impliquent qu'on a un isomorphisme 

canonique fonctoriel de BO-Modules simpliciaux 

(2.2.4) 

D'autre part, si A est de graduation concentrée en degré zéro et B
O

• A, 

on a,dans D(A), kO(Li/A) = 0, et un isomorphisme canonique 

(2.2.5) 

fonctoriel en B E ob A-Alggr+ • Le premier point découle de (2.2.4) (compte tenu 

de ce que LA/A = 0), le second du calcul de Li/A à l'aide de la résolution 

graduée libre PA(B)gr+ (1.3.2) on tire en effet de (1.3.2.1) et (2.1.5) 
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Soient A un Anneau simplicial gradué de T, B une A-Algèbre graduée. 

On note 

(2.2.6) Lllgr 
~/A 

le sous-objet diagonal de ~/A . Comme en (II 1.2.6.7), on a un isomorphisme 

canonique fonctoriel pour ME ob D. (B) : gr 

(2.2.7) ( lIgr () 
Homn.(B) LB/A,M) - Homn(A_Alggr/B) B,B e M 

gr 

lIgr ( ) qui caractérise LB/A en tant qu'objet de D. B gr • La preuve est analogue à 

celle de (loc. cit.), nous laissons les détails au lecteur. 

2.3. Triangle de transitivité gradué et classe d'Atiyah. 

Soient 

(2.3.1) A ---> B ---> C 

des morphismes d'Anneaux gradués da T. Posons 

La suite exacte (2.1.1), complétée par un zéro à gauche, relative à A ~ P ~ Q 

donne, par extension des scalaires à C une suite exacte de C-Modules simpliciaux 

gradués 

(2.3.2) 

qui dépend fonctoriellement de (2.3.1) d'une manière évidente que le lecteur 

explicitera (cf. (II 2.1». D'après (II 2.1.4.2) on a un isomorphisme canonique 

de VT.(C) 

<2.3.3) 

D'autre part, le triangle distingué de 

isomorphisme canonique fonctoriel près, 

D(C) gr défini par (2.3.2) s'écrit, à 
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C2.3.4) gr 

)i!"~ 

ob 1 •• fllehe. d. degr' z'ro Bont les f1êches ~vidente8 de fonctoria1it~. 

De (1.3.1.1) et C2.1.4). on ~duit encore qu'on a un isomorphisme fonctoriel 

canonique d • .uibl. eKaet .. courtes de CO-Modules simpliciaux 

(2.3.S) 

Plui atn6raleaent. dei morphismes d'Anneaux simpliciaux gradu~s 

(2.3.0 ' A~B~C 

donnent nai.lance l une suite exacte de C-Modu1es gradu~8 

(2.3.2)' 

qui dépend fonctorlellsment de (2.3.1)'. On a des isomorphismes canoniques 

fonctoriels 

(2.3.3)' llgr ..t:It. 
LC/B/A LC/s/A 

(2.3.S)' kOCL llgr ). L 
CIBlA COIBolAo 

analoaue •• (2.3.3) et (2.3.S) • • t le triangle dlBtingu~ de D.CC) d~fini par gr 

(2.3.2)' ,"crit. l isomorphisme canonique fonctoriel près, 

(2.3.4) , /~; 
~ 

6gr .. L
6gr 

L1I (A ®é C/A 
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2.3.6. Soient A ~ B un morphisme d'Anneaux de T, et e une B-Algèbre simpli­

cia~graduée telle que eO
• B • D'après (2.3.5)', le triangle distingué de D(B) 

o !:.gr 
défini par k (Le/B/A) s'écrit (à isomorphisme canonique fonctoriel près) 

D'autre part, il découle de (2.2.5) que le triangle distingué de D(B) défini 

par 1 bgr ) 
k (Le/B/A 

(2.3.6.0 

s'écrit (à isomorphisme canonique fonctoriel près) 

1 !:.gr 
Posons e = M • Il résulte de la fonctorialité de Le/B/A que le morphisme de 

degré un de (2.3.6.1) : 

(2.3.6.2) 

ne dépend que de A~ B et du B-Module simplicial M, et non du choix de la 

B-Algèbre simpliciale graduée e telle que eO
• B, el. M • On dit que (2.3.6.2) 

est la classe d' Atiyah de M relative à A ~ B • On la note atol A (M). 

2.3.7. Voici une autre description de ls classe (2.3.6.2). Soit P - PA(R) la 

résolution standard de B sur A (1 1.5.5.6), et considérons la suite exacte des 

parties principales (Il 1.2.6.3) définie par M vu comme P-Module par restriction 

des scalaires 

(2.3.7.0 

Par le foncteur X de (1 3.2.3.4) on en déduit une f1ècbe 
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de D.(P). d'où, par extension des scalaires à B et compte tenu de (1 3.3.4.6>. 

une fl~che de D(B) 

(2.3.7.2) 

Proposition 2.3.7.3 •. Les fl~ches (2.3.6.2) ~ (2.3.7.2) cotncident. 

Preuve. Soit C une P-Alg~bre graduée telle que CO - P, Cl • M (par exemple 

l'Alg~bre des nombres duaux P eM), et soit Q ~ C un quasi-isomorphisme de 

p-Alggr+. Q étant libre graduée en chaque degré (par exemple Q. p~(C)gr+ (1.3.3». 

Munissant l'AIg~bre de la graduation définie par celle de Q , on a, 

d'apr~s (II 1.2.6.7), un morphisme de suites exactes 

o --7 r~/A 0 pQ 
l 

Q :> Pp!A(Q) :> , 0 

", 1 
1 1 

C~!p) 
1 

o ~ erp/A ®pQ > Q e ~/ A -? Q e \l~/P ~ 0 

où les fl~ches SOnt des morphismes gradués de degré zéro. Appliquànt le foncteur 

kl , on obtient Un morphisme de suites exactes de P-Modules 

l l (::) 
où la ligne supérieure est l'extension des parties principales de Ql relative 

à pIA • Composant avec la projection canonique 
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on obtient finalement un morphisme de suites exactes de P-Modules 

La proposition en résulte immédiatement par extension des scalaires à B. 

Corollaire 2.3.7.4. Soient A ~ B un morphisme d'Anneaux de T, M un 

B-Module simplicial. Le morphisme de degré un de D(B) 

M ---';> n!/ A ~M [1] 

composé de (2.3.6.2) et de la flèche définie par l'augmentation naturelle 

LB/A ~ n!/A ' coïncide avec le morphisme de degré un défini par l'extension 

des parties principales, relative à B/A, d'une résolution plate arbitraire de M. 

Par suite, si M est concentré en degré zéro (comme complexe de B-Modules), le 

morphisme de degré un 

déduit de (*) par projection sur 

principales de M. 

H o 
est celui défini par l'extension des parties 

~. On peut supposer M plat. L'augmentation pa PA(B) ~ B définit un 

morphisme de la suite exacte des parties principales de M relative à pIA dans 
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celle relative à B/A 

1 
o ---'> op / A ®pM 

1 
)< PP/ A (M) )< M -----7 0 

j j j 
1 

o ---'> rlB/ A ~M ) 
1 

PB/A(M) ) M -----7 0 

Les assertions du corollaire en résultent aussitOt, compte tenu de (2.3.7.3). 

Remarque 2.3.7.5. Soit f: Y --> S un morphisme de schémas. Soient n un entier 

~ 0, et M un Qy-Module localement libre de rang n • Celui-ci correspond donc à 

un torseur X sur Y sous GL(n)y. Notons p: X --> Y la projection. Comme p 

est lisse, on a la suite exacte 

(*) 111 
0---'> p* OY/S ---'> OX/S ---'> OX/y ~ 0 

qui est de façon naturelle une suite de G-Qx-Modules (G. GL(n». Celle-ci définit 

donc, par descente à Y, une suite exacte de Qy-Modules, qui s'écrit 

o -----7 ~/S -----7 At(X) -----7 End(M) -----70 

(on voit en effet facilement que 1 
OX/y s'identifie canoniq~ement à p*End(M». 

L'extension (**) est l'analogue de l'extension introduite par Atiyah dans [28]. 

Elle définit une classe 

D'autre part, on a l'extension des parties principales de M relativement à S 

(***) 
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Je dis qu'on a 

a' (M) • a" (M) 

(ce qui justifie dans une certaine mesure la terminologie "classe d' Atiyah" de 

(2.3.6), compte tenu de (2.3.7.4». On v'rifie en effet facilement que les 

splittagee de (**) (resp. (*iH!» sont les connexions sur M relativement à S 

Les splittages locaux de (**) (resp. (***» forment un seul et mame torseur C 

sous le groupe 1 1 
~(End(M),oç/s) = oç/S ® End(M), et la classe de c dans le groupe 

Hl correspondant coïncide à la fois avec a' (M) et a" (M), ce qui prouve notre 

assertion. 

2.4. Complexe cotangent et extensions graduées. 

Soient A un Anneau gradué de T, B une A-Algèbre graduée, 1 un 

B-Module gradué. Une A-extension gradu'e de B par l est une A-extension 

oà E est une A-Algèbre graduée et p un homomorphisme de A-Algèbres graduées. 

Les A-extensions graduées de B par l forment un groupe ab'lien noté 

(2.4.0 

qui dépend fonctorie1lement de (A ~ B,I) de la marne manière que son homologue 

non gradué (III 1.1.5.1). Compte tenu des résultats résumés en (1.2.4), on cons-

truit, en paraphrasant les raisonnements du cas non gradué (III 1.2.3),un isomor-

phisme canonique fonctoriel 

(2.4.2) 

avec les notations de (1.2.1), L~~A étant vu comme un objet de D(B)gr par 

Do1d-Puppe. On en déduit comme dans le cas non gradué (III 1.2.9.1) un procédé 

de calcul du tronqué à l'ordre un de gr 
LB/A: soit p ~ B un morphisme surjectif 

de A-Algèbres graduées, d'Idéal noyau 1; on suppose que ~/A est plat sur P 

et que l'augmentation est un quasi-isomorphisme ; alors il existe 
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(2.4.3) 

D(B) : gr 

oà 1/12 est placé en degré -1 , 
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Corollaire 2.4.4. Soit A ~ B un morphisme surjectif d'Anneaux de T,!! 

soit M ~ B-~. Il existe un isomorphisme fonctoriel canonique de D(B) 

oà B $ M désigne l'Algèbre des nombres duaux sur M considérée comme B-AIgèbre 

graduée avec M de degré un, 

~, Soit 

une résolution plate de M sur A (par exemple F = FA(M), la résolution libre 

standard (1 1.5.5.2), si l'on veut être canonique et fonctoriel .•• ). On a 
L 

M oAB = F oAB, d'où (1 1.4.7) 

où Zl = Coker(F
2 
~ FI) • Ker(Fo ~ M), Maintenant, pour calculer 

1 gr 1 gr 
t[_lk LC/ A • k tC_ILC/A' où C - B $M , utilisons le morphisme surjectif de 

A-Algèbres graduées 

défini par Fo ~ M et A~ B, Fo étant considéré comme A-Module gradué 

concentré en degré un. Posons Ker p = K, on a, d'après (2.4.3), 

NB. Les foncteurs ki et sur D(B)gr commutent. 
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Notant l l'Idéal noyau de A ---> B, on a 

2 1 et la composante de degré un de dp/A : K/K ~ np/A ®pB s'identifie à i 0AB , 

o~ i: Zl ~ Fo est l'injection, d'o~ le corollaire, compte tenu de (*). 

3. Déformations de Modules et de morphismes de Modules. 

3.1. Déformations de Modules. 

Soit 

0.1.1) o ------?> l 

une extension d'Algèbres de T (III 1.1.1). Une extension de B-Modules 

o~ M 
o 

et J 

M • (0 ---> J ~ M ~ M ---> 0) 
- 0 

sont annulés par l, définit un homomorphisme canonique de B -Modules 
o 

tel que u(~) (x ® mo) = xm, pour x une section de l, m une section de M, 

et mo = p(m). L'image de u(~) est lM, de sorte que u(~) est un épimorphisme 

si et seulement si la flèche M 0BBo ~ Mo définie par p est un isomorphisme. 

Lorsqu'il en est ainsi, M est plat sur B si et seulement si Mo est plat sur 

Bo et u(~) un isomorphisme (critère de platitude). Dans les mêmes conditions 

un isomorphisme), il résulte de (SGA 6 1 2.16.2 et 5.8.3) que 

M est localement facteur direct d'un B-Module libre de type fini si et seulement 
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si est un isomorphisme et M o est localement facteur direct d'un B -Module 
o 

libre de type fini ; quand B o 
est un Anneau local [18J. donc aussi B • on peut 

remplacer "localement facteur direct d'un Module libre de type fini" par "localement 

libre de type fini". 

Considérons maintenant le problème suivant. On se donne des Bo-Modules 

M 
o 

que 

J et un morphisme u 
o 1 ®B Mo ~ J ; trouver une 

o 
= Uo • D'après les remarques qu'on vient de faire. 

extension ~ telle 

ce problème contient 

comme cas particulier celui envisagé dans l'introduction. Nous allons le reformuler 

en termes d'extensions d'Algèbres graduées. Notons d'abord qu'une extension ~ 

comme plus haut définit une B-extension graduée (2.4) 

(*) o ~ J ~ B Ell M Id Ell p > B Ell M ~ 0 
o 0 0 

dont la composante de degré zéro est 

O~O~B ~B ~O 
o 0 

et la composante de degré un est égale à ~. Il est immédiat qu'on obtient ainsi 

un isomorphisme fonctoriel 

(3.1.2) ExtB
1

(M
O
.J) ~ ExaIB(B EllM ,J) o 0 gr 

où. dans le membre de droite, Mo et J sont considérés conune de degré un. En 

outre, l'homomorphisme canonique (cf. (III 2.1.1) 

défini par (*) s'identifie à u(~) quand on identifie Ho~ EllM (1 ®B (Bo Ell Mo).J)gr 
000 

à Ho~ (1 ®B Mo,J) par l'isomorphisme canonique (1.1.3.1). On a donc un carré 
o 0 

commutatif 

0.1.3) 
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oi:! la flèche horizontale inférieure est la flèche "homomorphisme canonique associé" ; 

comme dans le cas non gradué (III 2.1.2), celle-ci s'identifie d'ailleurs canonique-

ment à la flèche 

définie par la flèche de fonctorialité , oi:! l'on a posé 

Bo $Mo = Co' Par suite, notre problème se ramène à un analogue gradué de (III 

2.1.2.1), qui se résout par l'introduction de la suite exacte des 

relative au triangle de transitivité L~r/B lB (2.3.2). Comme J 
o 0 

Extc
i (-,J) gr o 

est de graduation 

concentrée en degré un, cette suite exacte s'identifie canoniquement d'après (1.2.2.1) 

à la suite exacte des i Ext
B 

(-,3) relative au triangle 
o 

kl(L~r/B lB)' D'après 
o 0 

(2.3.6.1), ce dernier s'écrit, à isomorphisme canonique fonctoriel près, 

l( gr ) 
k LC lB lB 

o 0 

Compte tenu de (3.1.3), il en résulte que la suite exacte des 

pondante s'écrit, à isomorphisme canonique fonctoriel près, 

i Ext
B 

(-,3) 
o 

cot"res-

<3.1.4) Ext~ (LB lB ®B Mo,J) = 0 ~ Ext! (Mo,J) -----.:;. Ext!(Mo,J) -----.:;. 
o 0 0 0 

~ HO~ <I ®B Mo,J) 
o 0 

__ --.:::o __ ~> Ext; (Mo,J) -----? 
o 

oi:! la première flèche est la flèche évidente donnée par la restriction des scalaires. 

On en déduit : 

Proposition 3.1.5. Etant donné des Bo-Modules Mo' J et un morphisme 

u o 1 ®B Mo ~ J , il existe une obstruction 
o 

Cl u 
o E 

dont l'annulation est néc"ssaire et suffisante pour l'existence d'une extension 



- 249 -

de B-Modules ~ de Mo E!! J telle que u(~)" Uo • Quand w(B,uo) = 0, 

l'ensemble des classes d'isomorphie de telles extensions ~ est un torseur sous 

1 ExtB (Mo,J), et le groupe des automorphismes d'une extension ~ donn'e est 
o 

Ho~ (Mo,J) (1). 
o 

En particulier, pour u .. Id 
o 

il Y a une obstruction, dite canonique, 

0.1.6) w(B,ld) 

dont l'obstruction relative à un u 
o 1 ~ Mo ~ J se d'duit par composition 

o 
avec u 

o 

(3.1.7) 

D'après les remarques faites au début de ce n°, W(B,Mo) représente, quand Mo 

est plat, l'obstruction à l'existence d'un B-Module plat M tel que M ~Bo ~ Mo 

Par construction, W(B,Mo) est la flèche composée de D(Bo) 

Mo -----:. LB lB ~ Mo [1] ~ 1 ~ Mo[2] 
o 0 0 

où la première flèche est la classe d'Atiyah de Mo relative à B (2.3.6.2) et 

la seconde est définie par la projection de LB lB ®B Mo sur 
o 0 

"l(LB lB ~ Mo> K 1 ~ Mo • Par des raisonnements analogues à ceux de (III 2.1.4), 
o 0 0 

utilisant le morphisme de triangles 

1 gr 
k (Le /B lA) 

o 0 

défini par le diagrannne connnutatif 

1 gr 
----~> k (Le lB lB) 

o 0 

.. B EBM o 0 

(1). La toute dernière assertion est triviale. 
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on en déduit 

Proposition 3.1.8. L'obstruction canonique W(B,Mo) (3.1.6) est égale à la flèche 

composée de D(Bo) 

où atB fA(Mo) est la classe d'Atiyah (2.3.6.2), 
o 

e(B) : LB / A ----'> r[l J la 
o 

classe de l'extension B (III 1.2.3), et la dernière flèche l'augmentation évidente. 

En particulier, si Mo est plat, W(B,Mo) est donnée par le eup-produit 

W(B,M
O

) ~ (e(B) ® Mo)atB fA(Mo) 
o 

Corollaire 3.1.9. Supposons surjectif de noyau K, d'où une A-extension 

On a TorA(M ,B ) aM TorAl(M ,B ) a K/K2 ® M ,et l'obstruction canonique 
-- 0 0 0 0 ' 0 0 0 -

2 2 L L 
w(A!K ,M) n'est autre que l'élément de EX~(H (M ®AB ), Hl(M ®AB» défini 

~ 00 0 0 0 0 ---

E!!. Mo ®ABo (1). 

~. D'après (Ill 1.2.8), e(AfK2} est l'augmentation canonique LB ~ K/K2[lJ. 

Appliquant (3.1.8), on en déduit que 
2 0 

w(A/K ,Mo} est égal au composé 

où a = atB /A(Mo) et la seconde flèche est l'augmentation canonique. Revenant à 
o 

la définition de la classe d'Atiyah (2.3.6.2), on en conclut qu'on a un triangle 

distingué 

(1) Rappelons [27J que si X est un complexe d'une catégorie abélienne A, la 

filtration de X par les tnJ(X) (1 1.4.7) définit des éléments 

2 n n-l . 
Sn E Ext (H (X), H (X». qU1 sont des invariantilde X dans' D(A). 
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et par suite (vu l'unicité à isomorphisme près du troisième sommet d'un triangle distingué 

construit sur une base donnée [27]) que w(A/K2,M) est la classe canonique définie 
o 

par t[_lkl(L~:/A)' Le corollaire résulte donc de (2.4.4) (1). 

Question 3.1.10. Dans la situation de (3.1.8>, supposons Bo local, donc aussi 

B , et M 
o 

localement libre de type fini. Les déformations locales de en 

un B-Module localement libre de type fini forment une gerbe [13] liée par le groupe 

End(Mo ) ® l • Comparer la classe de cette gerbe dans H2(T,End(M) ® 1) à l'obs­
-- 0 

truction W(B,Mo) (3.1.6) (bien entendu l'une et l'autre classe représente 

l'obstruction à prolonger Mo en un B-Modu1e localement libre de type fini ••• ). 

Remarque 3.1.11. Soit f o 
Xo ~ y un morphisme lisse de schémas, et soit Mo 

un QX -Module localement libre de type fini. D'après (III 3.1.2) la flèche canonique 
o 1 

LX /Y ~ Di /Y est un quasi-isomorphisme, donc (2.3.7.4) la classe d'Atiyah 
o 0 

atx /y(Mo ) est celle définie par l'extension des par'tie.s principales 
o 

Celle-ci splitte quand M o 
pvssède une connexion relativement à Y , et par suite, 

comme on l'a déjà signalé dans l'introduction,(3.l.8) implique qu'alors M 
o 

se 

prolonge en un Module localement libre au-dessus de tout Y-épaississement d'ordre 

un de Xo (fait d'ailleurs bien Connu et facile à prouver directement). Nous 

renvoyons le lecteur à l'exercice (3.1.14) ci-dessous pour la construction d'un 

(1) NB. Les deux premières assertions de (3.1.9) sont triviales. 
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3.1.12. Reprenons la situation du début de ce numéro, définie par l'extension 

(3.1.1), et des Bo-Modules Mo' J L'existence d'une suite exacte du type (3.1.4), 

et par suite la proposition (3.1.5), peut s'établir par un calcul direct (1) ne 

faisant pas intervenir la théorie du complexe cotangent. L'isomorphisme "cher à 

Cartan" 

0.1.12.1) 
L 

RHo~(Mo,J) ~ RHO~ (Mo ®BBo,J) 
o 

fournit en effet une suite spectrale 

0.1.12.2) ExtP
B 

(TorB(M ,B ),J) ~ Ext~(M ,J) 
q 0 0 ~ 0 o 

et, si l'on tient compte de l'isomorphisme bien connu 

0.1.12.3) Tor~(MO,BO) ~ l ®B Mo 
o 

la suite exacte des termes de bas degré de (3.1.12.2) s'êcrir 

(3.1.12.4) o ~ EXei (Mo,J) ---;;. Exr;(Mo,J) ---;;. Ro~ (1 ~ Mo,J) ~ 
o 0 0 

On a la compatibilité rassurante 

Proposition 3.1.13. Les suites exactes (3.1.4) ~ (3.1.12.4) co!ncident. 

~. a) Explicitons d'abord l'isomorphisme 

(*) EXt!(Mo.J) ~ Ext! (Mo ~BBo.J) 
o 

défini par (3.1.12.1). Soit f: Mo ---;;. J une flèche de degré i de D(B). La 

flèche image de f par (*) est la composée des flèches suivantes de D(Bo) 

(1) da a Grothendieck. 
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où la seconde flèche est la flèche d'adjonction. 

b) 
L 

Posons Mo ®SBo : X • On sait [27J que la suite spectrale (3.1.12.2) 

s'obtient en appliquant le Cl-foncteur Ext: (-,J) au "deuxième objet spectral 
o 

canonique" de X, et qu'en particulier la suite exacte des termes de bas degré 

<3.1.12.4) n'est autre que le début de la suite exacte des i Ext
B 

(-,J) relative 
o 

au triangle distingué 

1 1 c) Prouvons que les flèches Ext
B 

(Mo,J) ~ ExtB(Mo,J) de (3.1.4) et 
o 

(3.1.12.4) co~ncident. Soit f: Mo ~ J[lJ une flèche de D(B
o
). D'après b), 

IlL 
son image dans ExtB(Mo,J) ~ ExtB (Mo ®SBo,J) par (3.1.12.4) est la flèche 

o 
composée 

où la première flèche est l'augmentation sur Ho' ou la flèche d'adjonction si 

l'on préfère. Or on a un carré commutatif 
L 

L f ® Id L 
Mo ®SBo > J ®SBo[lJ 

\ 
f 

1 
M ; J[lJ 

0 

Où les flèches verticales sont les flèches d'adjonction. Compte tenu de a), il en 

résulte que g est aussi l'image par (*) de la flèche de D(B) définie par f 

par restriction des scalaires, ce qui prouve notre assertion. 
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1 d) Prouvons que les flèches ExtB(Mo,J) ~ HO~ (Mo ®B I,J) de (3.1.4) 
o 0 

et (3.1.12.4) cotncident. Soit f: Mo ~ J[l] une flèche de D(B), qu'on peut 

supposer définie par une suite exacte de B-Modu1es 

M = (O~J~M~M ~O) 
- 0 

Pour calculer l'image de f selon (3.1.12.4), on doit procéder ainsi. On commence, 
L 

d'après a), par~mplacer f par la flèche fi: Mo ~Bo ~ J[l] de D(Bo) 
L L L 

obtenue en composant f ~Id : Mo ®BBo ~ J ~Bo [1] avec la flèche d'adjonction 
L 

J ~Bo ~ J , i.e. l'augmentation sur Ho. Puis, d'après b), on associe à fI 

la flèche 

autrement dit l'opérateur bord de la suite exacte des relative à ~. 

Enfin, on identifie f 2 à une flèche I ~ M ~ J au moyen de l'isomorphisme 
o 0 

(3.1.12.3), qui par définition est l'opérateur bord de la suite exacte des 

B Tori(Mo '-) relative à la suite exacte 0 ~ I ~ B ~ Bo ~ 0 • On doit 

prouver que le triangle suivant est commutatif : 

J 

Comme la suite exacte (0 ~ lM ~ M ~ M ~Bo ~ 0) s'envoie dans ~,on 

peut supposer, par fonctorialité, que J - lM, i.e. M ®BBo ~Mo ' donc 

I ~M ~ I ~ M • Ls commutativité à prouver résulte alors de celle du diagramme 
o 0 
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(3.1.12. )) 
cl ® M 

Où les flèches horizontales sont les flèches canoniques évidentes (celle du haut 

étant un isomorphisme), et d: TorBI(B ,B ) ~ l l'opérateur bord de la suite 
o 0 

des Tor~(Bo'-) (ou des Tor~(-,Bo)' ce qui revient au même par commutativité de 
L 
® ) relative à la suite exacte 0 ~ l ~ B ~ Bo ~ 0 ; la commutativité de 

L 
ce dernier diagramme est elle-même conséquence de l'associativité de ®. 

e) Il reste à prouver que les flèches HO~ CI ®B Mo,J) --7 Exti (Mo,J) 
o 0 0 

de (3.1.4) et (3.1.12.4) coïncident. Par fonctorialité, il suffit de montrer que 

la flèche identique de 

flèches è de <3.1.4) 

l ®B Mo 
o 

2 
a même image dans ExtB (Mo,I ~ Mo) par les 

o 0 

et (3.1.12.4), i.e., d'après b), que w(B,Mo) est la 
L 

classe canonique définie par le complexe Mo ~Bo . Or cette assertion n'est qu'un 

cas particulier de (3.1.9). Cela termine la démonstration de (3.1.13). 

Exercice 3.1.14. a) Soit un triangle commutatif de schémas 

y c ) X 

\/ 
s 

Où X et Y sont lisses sur 5 et i est une immersion fermée d'Idéal 1; 

on note Ny/X = 1/1
2 

libre de type fini 

le faisceau conormal. On se donne un Qy-Module localement 

2 L • Montrer que l'obstruction w(i,L) E H (y,~(L) ® Ny!X) 

à prolonger L en un faisceau localement libre de type fini au-dessus du premier 

voisinage infinitésimal de Y dans X est l'image de la classe d'Atiyah 

1 1 
aty/s{L) E H (y,~(L) ® OV/S) par l'homomorphisme bord déduit de la suite exacte 

standard 
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(1) 

b) En déduire que si L', LOI Bont des Qy-Modules inversibles, on a 

w(i,L' ® L") • w(i,L') + w(i,L") 

et que l'homomorphisme Hl(Y,Q~) ~ H2(y,Ny/ X) ainsi obtenu est donné par 

l'opérateur bord relatif à la suite exacte déduite de (1) par l'homomorphisme 

"dérivéelogarithmtque" Q~ ----7 ~/S' f ~ df/f. 

c) On se place sur Sa Spec(Z), et l'on prend pour Y la quadrique 

lP l X lP l plongée dans X. lP 3 par le morphisme de Segre i Y ~ X corres-

pondant au faisceau très ample Qy(l) = pr~ 1(1) ® pr~ 1(1). On pose, pour 
lP 1 I lP 

i = l, 2, Li = prfQ lCl), et e i • S~/S(Li) EH (y,oy/S) ("première classe 
lP 1 l 2 

de ChernOl
). Montrer que H (y,oy!S) (resp. H (y,Ny!x» est libre de base (e l ,e2) 

(resp. el e2), et que la suite exacte de cohomologie de (1) fournit la suite exacte 

d) En déduire qu'on a 

(et par suite que ni LI ni L
2 

ne peut-être déformé en un faisceau inversible 

au-dessus du premier voisinage infinitésimal de Y dans X). 

3.2. Déformations de morphismes de Modules. 

Reprenons l'extension (3.1.1). Soit! !~! un morphisme d'extensions 

de B-Modules : 

0.2.1) O~K~F~F ~O 

" r I, ro,o 
O~J~E~E ~O 

o 
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où Eo' FO' J. K sont annulés par l • On a alors un carré commutatif 

(3.2.2) 

Maintenant, donnons-nous seulement les extensions !.! et des morphismes de 

BO-Modules fa Eu ~ Fo ' fI : J ---> K tels que le carré (3.2.2) soit 

commutatif. Pour qu'il existe un morphisme i:! ~! induisant fa et fI' 

il est évidemment nécessaire et suffisant que l'extension f1*~ de Eo par K 

soit isomorphe à l'extension !*fo ' i.e. qu'on ait f l *cl(!) - Ct(!)lffo 0 

où cl(!) E Ext~(Eo,J) (resp. el(!) E Ext~(Fo,K» désigne la classe de ! 

1 
(resp. !). A priori, on a fl~l(!) - cl(!)*fo E ExtB(Eo,K), mais la commutativité 

de (3.2.2) implique qu'on a u(f1*cl(!) - cl(!)*fo) = o. d'où par la suite exacte 

(3.1.4) 

Proposition 3.2.3. Etant donné des extensions de B-~ li,! comme en (3.2.1), 

et des morphismes de Bo-Modules fo: Eo ~ Fa, fI: J ~ K tels que le carré 

(3.2.2) soit commutatif, pour qu'il existe un morphisme d'extensions i li~! 

induisant fo et fI' il faut et il suffit que l'élément 

soit nul. Lorsqu'il en est ainsi, l'ensemble des solutions ! est un torseur sous 

Ho~ (Eo,K) (1). 
a 

(1) La dernière assertion est triviale. 
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On pourrait également déduire (3.2.3) d'une variante graduée de (III 2.2.2), 

mais il serait un peu lourd, pour une question aussi triviale, d'utiliser la machi-

nerie du complexe cotangent gradué •.• Il n'en va pas de même avec le problème 

voisin suivant. 

Donnons-nous l'extension E comme en (3.2.1), ainsi que des Bo-Modules 

F 
o 

K , et des morphismes de B -Modules o 

Uo 1 ® Fo ~ K tels que le carré 

0.2.4) l ® Jo: 

" 
l ® c,] 

l ® F 
0 

f o 

\1 
() 

) J 

j [1 

~K 

soit commutatif, et cherchons à quelle condition il existe une extension ! de F 
o 

par K telle que u(!) = Uo ' et un morphisme d'extensions i:! ~! induisant 

fo et fI • Ce problème contient évidemment comme cas particulier le problème 

envisagé en (3.1) (prendre E = 0). Le cas le plus intéressant dans la pratique 

est celui oü u(~ et Uo sont des épimorphismes ; pour un fo Eo ~ Fo 

donné, il existe alors au plus un fI : J ~ K tel que le carré (3.2.4) soit 

commutatif, et si f 
o est un épimorphisme, toute solution i: ! ~! est telle 

que f: E ~ F soit un épimorphisme: en d'autres termes, on a alors affaire à un 

problème de déformation de Modules quotients. 

Introduisons la A-extension graduée (2.4) 

(3.2.5) 

dont la partie homogène de degré 0 (resp. 1) est (3.1.1) (resp. !), B œ E • 

Bo œ Eo désignant des Algèbres des nombres duaux ; notons en passant que la 

structure de (Bo œ Eo)-Module gradué sur l œ J est définie par la structure de 

B -Module de o l et l'homomorphisme u(!) : l ® Eo ~oJ • Considérons B œ F 
o 0 

comme une (Bo œ Eo}-Algèbre graduée au moyen de l'homomorphisme Id e fo • et K 

comme un (Bo e Eo)-Module gradué concentré en degré 1 . Remarquant que le produit 
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tensoriel gradué (1.1.4) (1 e J) ®(B $E )(Bo e Fo) a pour partie homogène de 
o 0 

degré 1 

0.2.6} 

la somme amalgamée au second membre étant prise relativement aux homomorphismes 

u(~) : l ® Eo ~ J, l ® fo : l ® Eo ~ l ® Fo ' on voit, d'après (1.1.3.1), 

que la donnée de morphismes fI: J ~ K, ua: l ® Fa ~ K tels que le carré 

0.2.4) soit commu,tatif équivaut à celle d'un morphisme de (Ba $Eo}-Modules gradués 

0.2.7> (fI,uO) : (1 $ J) ®(B $ E )(Bo e Fo) ~ K 
o 0 

Lê problème revient donc à trouver une B $F o 0 

par K telle que l'homomorphisme canonique associé soit précisément (fl,uo) 

(3.2.7). Le problème se résout donc encore une fois par l'introduction d'un triangle 

de transitivité convenable, à savoir celui relatif aux morphismes d'Anneaux gradués 

(3.2.8) 

En fait, comme en (3.1), seule la partie homogène de degré 1 de ce triangle nous 

int~resse. Notons C(fo) le cOne de fa: Ea ~ Fa ' i.e. 

f 
(3.2.9) C(f) - (0 ~ E ~ F ~ 0) a 0 0 

oa Fo est placé en degré zéro. On a un isomorphisme canonique fonctoriel de D(Bo) 

(3 2 ) l( gr ).. ( ) .. 10 k L(B e F )/(B e E) C fo 
o 0 0 0 

conséquence de (2.2.5) et du triangle de transitivité relatif aux morphismes 

Bo ~ Bo e Eo ~ Bo $ Fo • Cela étant, la suite exacte des 

triangle de transitivité relatif à (3.2.8) s'écrit 

0,2.11) 

~ Ho~ (J e 2 ExtB (C(fo),K) ~ 
o o 

et par suite on obtient 

du 
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Proposition 3.2.12. Etant donné une extension ! comme en (3.2.1), des Bo-Modules 

F 0' K , et des morphismes de Bo -Modules fo; Eo ~ F 0' fI: J ~ K, 

Uo l ® Fo ~ K tels que le carré 0.2.4) ~'?!lDR\ltatif, il existe une obstruc-

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une extension 

de B-Modules !'. de F o 2.!!E. K telle que u(F) .. u 
- 0 

et d'un morphisme d'exten-

~ i : ! ~!'. induisant f et 
o 

fI • Quand cette obstruction est nulle, 

l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions (l,i) est un torseur sous 

1 ExtB (C(fo),K) et le groupe des automorphismes d'une solution donnée s'identifie 
o 

! Ext~ (C(fo),K) 
o 

Ho~ (Coker(fo),K) 
o 

Remarque 3.2.13. Si fo est un épimorphisme, de noyau No' on a 

d'o~ Ext~ (C(fo),K) ~ Exti-l(No,K) ; ainsi l'obstruction de (3.2.12) se trouve 
10 0 

dans ExtB (No,K) ; quand elle est nulle, l'ensemble des solutions est un torseur 
o 

sous HO~ (No,KY, et le groupe des automorphismes d'une solution est le groupe 
o 

unité. Il est évidemment facile de démontrer ces résultats directement, sans 

utiliser de complexe cotangent ••• 

3.2.14. En ce qui concerne la fonctorialité de l'obstruction W(B,!,fo,fl,uo)' 

on a une discussion analogue à celle de (3.1). Nous rious bornerons à indiquer 

rapidement les résultats. Tout d'abord, si l'on note Mo la somme amalgamée (3.2.6), 

on a une obstruction canonique 

0.2.14.1) E 

dont l'obstruction W(B,!.fo,f1,uo) se déduit par composition avec 

(1) où C(fo) désigne le cOne de fo (3.2.9). 

(2) La dernière assertion est immédiate. 
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(observons en passant que l'on a l ® Fo ~ Mo si u(~) est un isomorphisme, 

cas fréquent en pratique). D'autre part, le triangle de transitivité des complexes 

cotangents gradués relatif à A--?B $E --?B $F fournit une flèche 

canonique et fonctorielle de 

0.2.14.3) 

Si l'on désigne par 

0.2.14.4) 

D(B ) : 
o 

o 0 0 0 

la classe (2.4.2) de la A-extension graduée (3.2.5), l'obstruction canonique 

(3.2.l4.l) est égale à la flèche composée 

Où la se"conde flèche est 

l'augmentation naturelle 

Exercice 3.2.15. Montrer qu'on a un triangle distingué 

E 
o 

(LB IArg, fo)at B lA(Eo ) / 

o P/ 
LS!A

gF
" 

Q 

l( gr 
-------~) k LB EE'E lA 0( 

o 0 

et de 
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Exercice 3.2.16. Dans la situation de (3.2.12), on suppose qu'il existe une extension 

de B-Modules ! de Fo par K telle que u(!). Uo • Montrer qu'alors l'obstruc­

tion w(B,!,fo,fl,uo) se trouve dans 

(interpréter la suite exacte des EXti (-,K) définie par le triangle distingué 
o 



CHAPITRE V 

CLASSES DE CHERN DES COMPLEXES PARFAITS 

O. Introduction. 

Soient k un corps (resp. le corps des complexes), X une variété algé-

brique (resp. analytique) lisse sur k, E un QX-Module localement libre. Utilisant 

la structure connue de la cohomologie de Hodge du fibré projectif R(E) en termes 

de celle de X, on sait (voir Grothendieck ~D) attacher à E une classe totale 

de Chern 

(0.1) 

Celle-ci jouit des propriétés suivantes, qui la caractérisent 

(0.2) Soit f: X ~ Y un morphisme de variétés lisses sur k, et soit F un 

Qy-Module localement libre. Alors on a, pour tout n E ID , 

f*cn(F) 

(0.3) Soit 0 ~ E' ~ E ~ E" ---:. 0 une suite exacte de QX-Modules localement 

libres. Alors on a : 

(0.4) Si E est inversible, cl(E) est l'image de la classe de E dans 

Pic (X) = Hl(X,QX*) par l'homomorphisme dérivée logarithmique Q~ ~ oi/k ' 

f I---? df/ f , et pour i > 1 

Utilisant (0.4) et la caractérisation axiomatique des classes de Chern cn] " il est 

facile de montrer que cn(E) cotncide avec la classe déduite de l'extension 

d'Atiyah 128] (cf. (IV 2.3.7.5» 

(0.5) o ~ oi/k ~ At(E) ~ End(E) ~ 0 
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(dont les sp1ittages sont les connexions sur E) à l'aide du "polynôme invariant" 

(_l)nTrace An . Notons (cf. (IV lac. cit.» que la classe d'obstruction d'AGiyah 

1 1 
at(E) E H (X,~(E) ® OX/k) co!ncide avec la classe définie par l'extension des 

parties principales 

(0.6) 

(puisque toutes deux sont la classe du fibré des connexions sur E). Si maintenant E 

est un complexe de QX-Modules (quelconques), prenant les parties principales terme 

à terme, on obtient une suite exact, de complexes analogue à (0.6), d'oà l'on déduit, 

pour E E ob D-(X), un morphisme cdbonique de DCA), dit morphisme d'Atiyah : 

(0.7) 
L 1 

E --..... > E ® OX/k[l] 

Il est tentant, dès lors, de partir de (0.7) pour généraliser la construction 

"à la Atiyah" des cn(E) au cas 011 E est un complexe parfait (SGA 6 1), en 

utilisant la théorie de la trace pour les complexes parfaits et les foncteurs dérivés 

des puissances extérieures (resp. symétriques). Ainsi, cl(E) , par exemple, sera 

définie comme suit. La flèche (0.7) correspond, par la formule d'adjonction chère 

à Cartan et grâêe au fait que E est parfait (1), à une flèche 

(oil l'on a posé EV = RHom(E,QX»' 
L 

canonique EV
® E ----? QX (SGA 6 1 

que l'on peut "contracter", par l'homomorphisme 

7.5 , en une flèche 1 
QX ~ OX/k[l] ; celle-ci 

sera par définition la classe cl(E) . Bien entendu, on voudra que les cn(E) satis-

fassent à des relations analogues à (0.2) et (0.3) : 

(0.2) , 

(0.3) , 

si 0 -7 E' -7 E -7 E" -7 0 est une suite exacte de complexes parfaits. De 

(0.3)' on tire en particulier 

(1) En toute rigueur on doit, pour des raisons de degré. supposer E d'amplitude 
parfaite finie (SGA 6 1 4.8 ). 
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(0.8) 

Contrairement à ce qu'on a envie de croire, cette dernière relation n'est malheureu-

sement pas évidente sur la définition proposée plus haut (et qui est visiblement la 

seule raisonnable). Supposons, pour simpUfier, que E' , E, E" soient à degrés 

bornés supérieurement et à composantes plates. On a alors un diagramme commutatif, 

o~ les colonnes sont exactes et les lignes sont les suites exactes des parties 

principales 

(0.9) 

o ----? E' 

o o o 

Dans le langage de Deligne (30) ,on interprète (0.9) comme définissant un morphisme 

de "vrais" triangles 

(0.10) [E) ~ [E] 

o~ [E] désigne le vrai triangle défini psr la suite exacte 

(0 --';i> E' --il> E --';i> Il'' --';i> 0), induisant sur chaque morceau Il', Il, Il'' la flèche 

(0.7). On sait, par la théorie de Del1gne (30) • que si u: [L] ~ [L] est un 

endomorphisme d'un vrai triangle [L) ~ (0 ~ L' ~ L --';i> L" ~ 0) tel que L' , 

L et L" soient parfaits, alors on a Tr<u!L> ~ Tr(u!L') + Tr(u!L"), oà 

Tr : Hom(L,L) o (resp •••• ) --';i> H (X,Qx) est l'homomorphisme trace. Il y a donc lieu 

de généraliser cette additivité au cas de la situation (0.10). Cette généralisation 

n'est pss triviale, du fsit que ls notion de trace envisagée dans la théorie de 
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Deligne est de nature locale, tandis que celle qui intervient en (0.10) est de nature 

globale: en fait, dans la théorie de Deligne, la formule d'additivité est prouvée 

par localisation et dévissage des complexes parfaits en jeu, et l'on ne voit pas 

comment ces arguments pourraient s'étendre à la situation (0.10). La résolution de 

cette difficulté est la motivation principale de la théorie qui suit, et qui permettra 

n n n) en particulier de construire des classes de Chern c (E) E H (X'OX/k pour E parfait, 

satisfaisant à (0.2)' et (0.3)' . Très succinctement, l'idée est de subtituer à 

la notion de vrai triangle celle, plus souple, de complexe filtré, et d'effec~uer 

dans la"catégorie dérivée correspondante" les constructions que l'on effectue habituel-

lement dans la catégorie dérivée ordinaire D(X), telles que celles des foncteurs 
L 
®, RHom, etc. et des flèches canoniques entre iceux, en regardant chaque fois 

l'effet du paSSage au gradué associé. 

L'organisation du chapitre est la suivante. Au nO l, on étudie la "catégorie 

dérivée filtrée" DF(A) d'une catégorie abélienne A , obtenue en localisant la 

catégorie des complexes munis d'une filtration finie par rapport aux flèches qui 

induisent des quasi-isomorphismes sur les gradués associés. La raison pour laquelle 

nous nouS limitons au cas de filtrations finies est qu'elles suffisent pour les 

applications que nous avons en vue, et que par ailleurs la considération de filtrations 

infinies (sans doute utile dans d'autres contextes) introduirait des problèmes de 

convergence Sans intérêt pour notre propos. Le principal résultat du nO lest l'in-

terprétation, quand A possède assez d'injectifs, de Hom(L,M) pour L, ME ob DF(A) 

comme groupe de cohomologie attaché à un complexe RHom(L,M) convenable. On suit de 

très près le canavas fourni par le Séminaire Hartshorne [32J • Au nO 2 on construit, 
L 

dans la catégorie dérivée filtrée d'un topos annelé, les foncteurs ® et RHom . -- , 

on étudie les relations entre ceux-ci (isomorphismes "chers à Cartan", flèches cano-

niques de composition des homomorphismes, etc.), ainsi que la compatibilité avec le 

passage au gradué. Le nO 3 développe la théorie des traces pour les complexes filtrés 

dont le gradué est parfait, fournissant en particulier une réponse affirmative à la 

question d'additivité indiquée plus haut. Le nO 4 est un intermède sur la construction 

des foncteurs dérivés des puissances symétriques et extérieures dans "la catégorie 
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dérivée filtr'e", dont on se sert au n° S pour définir la classe totale de Chern d'un 

complexe parfait à partir du morphisme d'Atiyah. La théorie développée au n° 5 contient 

eu particulier celle du polynOme caractéristique d'un endomorphisme d'un complexe 

parfait. Le u· 6 donne des application de la théorie à la construction de classes de 

cohomologie locale. 
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1. Extensions filtrés (reep. graduées). 

Dans ce n° A désigne une catégorie abélienne. Si X est une catégorie 

additive (resp. abélienne), on utilise les notations C(X), K(X) (resp. D(X» pour 

désigner la catégorie des complexes, complexes à homotopie près (resp. catégorie 

dérivée) de X. 

1.1. Notons CF(A) la catégorie dont les objets sont les complexes de A (à diffé-

rentielle de degré + 1) munie d'une filtration décroissante finie (indexée par ~) 

et les morphismes les morphismes de complexes compatibles aux filtrations. C'est une 

catégorie additive. Pour LE ob CF(A) et i E ~, on note Li E ob A la compo­

sante de degré i de L et FiL E ob C(A) le i-ième cran de la filtration. Si l'on 

désigne par Fil(A) la catégorie (additive) des objets filtrés de A. CF(A) 

s'identifie à la sous-catégorie pleine de C(Fil(A» formée des objets de filtration 

"uniformément" finie. On a un foncteur additif "gradué associé : 

(1.1.1) gr CF(A) --:;.. CG(A) 

où CG(A) désigne la catégorie des complexes de A munis d'une graduation finie. 

On note ki : CG(A) ~ C(A) le foncteur composante de degré i • et l'on pose 

i i k gr = gr 

Soient L E ob CF(A) (resp. CG(A» et n E ~. On note Comme d'habitude 

L[n] le complexe définie par L[n]1 Li+n • ~[n] = (-l)ndL muni de la 

filtration (resp. graduation) Fi(L[n]) = (FiL)[n] (resp. ki(L[n]) = (kiL)[n]) 

On note d'autre part L(n) l'objet de CF(A) (resp. CG(A» ayant meme complexe 

sous-jacent et dont la filtration (resp. graduation) est définie par 

Fi(L(n» = Fi+n(L) (resp. ki(L(n» = ki+n(L». Le foncteur (1.1.1) commute (à 

isomorphisme canonique près) à la translation des degrés et au décalage de la 

filtration (resp. graduation). 
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Soit L E ob CF(A). Pour i E Zl, posons F.L = L/FiL • On dit que la suite 
1 

d'épimorphismes Fi+lL ~ FiL est la cofiltration de L; filtration et cofiltra­

tion se déterminent mutuellement, elles s'échangent par passage à la catégorie opposée 

A
O 

• Soit n E Zl; le foncteur de troncation ten (resp. t n) sur C(A) défini 

en (1 1.4.7) transforme épimorphisme en épimorphisme (resp. monomorphisme en mono-

morphisme). Par suite, les t[n(FiL) 

(resp. filtration) finie de t[n(L) 

foncteur 

(1.1.2) 

i 
(resp. tn)(F L» forment une 

(resp. tn)(L». On obtient de 

ob (resp. désigne la sous-catégorie pleine de 

cofil tration 

la sorte un 

CF(A) formée 

des complexes nuls en degré < n (resp. > n). Les flèches canoniques (1 (1.4.7.1), 

0.4.7.2» 

sont compatibles aux filtrations, et donnent, pour ME ob dPF(A), N E ob C~(A), 
des isomorphismes (canoniques fonctoriels) 

Elles induisent d'autre part des isomorphismes 

0.1.3) pour p ~ n et tout i 

pour p ~ n et tout 

De (1.1.3) et du lemme des cinq on déduit que l'on a 

pour p ~ n+l et tout 

pour p ~ n-1 et tout 

ni IL 
on ne peut rien dire en général des HF tenL et H ~itnJL . 
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On définit de manière analogue sur CG(A) les foncteurs t[n' tn) ; ils 

commutent aux foncteurs ki • En revanche le foncteur gr: CF(A) ~ CG(A) ne 

commute aux foncteurs tCn (resp. tn) que si A est réduite à l'objet nul. 

Soit f: L~M une flèche de CF(A) (resp. CG(A». Le cOne de f , 

X· Cf , défini par les 'formules usuelles X=L[lJEllM, dX =CL[~ est, 

f dM 

muni de la filtration (resp. graduation) "somme", un objet de CF(A) (resp. CC(A», 

et l'on a une suite exacte semi-scindée (i.e. scindée degré à degré) de complexes 

filtrés (resp. gradués) 

(1.1.4) o ---? M ---? Cf ---? L[lJ ---? 0 

qui dépend fonctoriellement de f. 

1.2. On dit qu'une flèche de CG(A) est un quasi-isomorphisme si la flèche de 

complexes non gradués sous-jacente est un quasi-isomorphisme. On dit qu'une flèche 

f de CF(A) est un quasi-isomorphisme filtré (ou parfois simplement, quasi-isomor-

phisme) si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes 

(i) Fif est un quasi-isomorphisme pour tout i 

(H) Fif est un quasi-isomorphisme pour tout i , 

(iii) gr(f) est un quasi-isomorphisme. 

Si l'on convient de dire qu'un objet L de CF(A) est acyclique quand grL l'est 

(ou, de manière équivalente, chaque FiL, ou chaque FiL», les conditions précé­

dentes sont encore équivalentes, vu (1.1.4), à 

(iv) Cf esc acyclique 

On note DF(A) (resp. DC{A» la catégorie déduite de CF(A) (resp. CG(A» en inver-

sant les quasi-isomorphismes. Le foncteur (1.1.1) se prolonge naturellement en un 

foncteur 

Cl.2.1) gr DF(A) ---~> DC(A) 

Celui-ci commute (à isomorphisme canonique près) à la translation des degrés et au 



- 271 -

décalage de la filtration (resp. graduation). 

Soient u, v : L .=:::tM des flèches de CFCA) (resp. CC(A». Une homotopie 

filtrée (resp. graduée) entre u et v est une homotopie h telle que 

h(F\n) C FiLn- l (resp. h(kiLn ) C kiLn-l) pour tous i , n E 2l. On notera KF(A) 

(resp. KG(A) ) la catégorie ayant mêmes objets que CF(A) (resp. CG(A» et dont les 

flèches sont les classes de flèches à homotopie filtrée (resp. graduée) près. Si 

l'on désigne par Fil(A) (resp. Gr(A)) la catégorie (additive) des objets filtrés 

(resp. gradués) de A, la catégorie KF(A) (resp. KG(A» est, à isomorphisme 

canonique près, une sous-catégorie pleine de K(Fil(A» (resp. K(GR(A». Un 

argument standard (cf. Verdier [27J et (1 2.3.3, 3.1.2» montre que 

KF(A) (resp. KG(A» s'identifie canoniquement à la catégorie localisée de CF(A) 

(resp. CG(A» par rapport aux homotopismes filtrés (resp. gradués). Si f et g 

sont deux flèches de CF(A) (resp. CG(A» induisant la même flèche de KF(A) (resp. 

KG(A», on a, pour tout i, R(Fif) = R(Fig) (resp. R(kif). R(kig» ; par suite, 

la notion de quasi-isomorphisme se prolonge naturellement à KF(A) (resp. KG(A», 

et DF(A) (resp. DG(A» s'obtient à partir de KFCA) (resp. KG(A» en inversant 

les quasi-isomorphismes. D'autre part, la structure triangulée (au sens de Verdier) 

de K(Fil(A» (resp. K(Gr(A» induit une structure triangulée sur KF(A) (resp. 

KG(A» : un triangle T = (L --,c",l'-'.(.=.O,---""" M ~ N ~ L[l]) de KF(A) (resp. 

KG(A» est dit distingué si son image dans K(Fil(A» (resp. K(Gr(A» ) l'est, i.e. 

si T est isomorphe dans KF(A) (resp. KG(A» au triangle canonique défini par 

le cône de f. Les objets acycliques de KF(A) (resp. KG(A» forment une sous-

catégorie épaisse, et l'ensemble des quasi-isomorphismes est le système multipli-

catif correspondant. Il en résulte en particulier que les quasi-isomorphismes de 

KF(A) (resp. KG(A» permettent un calcul de fractions bilatère (r 1.4.2) : pour 

L, M E ob KF(A) , on a 

(1.2.2) '" lim. Horn.'-(A) (L' ,M) 
~L KJ< 
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• lim HonxF(A) (L' ,M' ) 

~L 

M~M' 

et l'on a des formules analogues avec KG et DG au lieu de KF et DF. En outre 

DF(A) (resp. DG{A» est munie d'une structure (unique) de catégorie triangulée 

telle que le foncteur de passage au quotient KF(A) ~ DF{A) (resp. KG(A) ~ DG(A» 

soit exact. D'autre part, le foncteur "gradué associé" (l.l.I) commute à la forma-

tion du cOne d'un morphisme, donc induit un foncteur exact gr : KF(A) ~ KG(A), 

et le foncteur (1.2.1), déduit par passage au quotient, est encore exact. Pour 

n E ?L et L, ME ob DF(A) (resp. DG(A» , on pose 

<1.2.3) 

(resp. 

Un triangle distingué T de DF(A) (resp. DG(A» fournit comme on sait pour 

x E ob DF(A) (resp. DG(A» des suites exactes fonctoriel les Extfil(T,X) et 

Ext~rad(X,T), et l'on a des morphismes de suites exacte 

gr : Extfi1(T,X) ~ Ext~rad(grT,grX), gr: Extfi1(X,T) ~ Ext~rad(grx,grT) . 

Remarque 1.2.3.1. Les foncteurs "composantes" ki définissent une équivalence de 

la catégorie CG(A) (resp. KG(A), resp. DG(A» avec la catégorie des objets gradués 

(de graduation finie) de C(A) (resp. K(A), resp. D(A». Les constructions dans 

CG(A) (resp. KG(A), resp. DG(A» que l'on effectuera dans la suite (foncteurs 
L 

Hom' ,RHom, ®, ~ , etc. et relations entre iceux) se ramèneront trivialement 

à des constructions dans C(A) (resp. K(A) , resp. D(A». Cependant on pré fera 

souvent utiliser le langage fugué "filtré resp. gradué" pour la simplicité de 

l'exposition. 
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~ 1.2.4. Soient L E ob CF(A) !! n E ~ • Les conditions suivantes sont équi-

va1entes 

(i) HP(griL) = 0 pour p < n ~ i ; 

(il) HP(FiL) = HP(FiL) = 0 pour p < n ~ i 

(ili) L ~ tCn(L) est un quasi-isomorphisme (1.2). 

Les conditions analogues, où l'on remplace p < n !! t[n .P!:E. p > n 

Bont équivalentes. 

et 

~. Partons de (i). Comme FiL = 0 pour i assez grand positif, les suites 

exactes 0 ~ Fi +l L ~ FiL ~ griL ~ 0 impliquent par récurrence HP(FiL) = 0 

pour p < n et tout i. Comme FiL = 0 pour i assez grand négatif, les suites 

exactes impliquent par récurrence 

pour p < n et tout 1, ce qui prouve (li). Partons de (ii). On a 

HPFiL ~ HPFit[nL pour p ~ n et tout i d'après (1.1.3), et 

HPFiL ~ HPFit[nL = 0 pour p < n et tout i par hypothèse, donc 

HPFiL ~ HPFit[nL pour tout p et tout i, ce qui prouve (lli). Enfin (lil) 

implique que grL ~ grtCnL est un quasi-isomorphisme, d'où (i) puisque t[nL 

est nul en degré < n • La deuxième partie de (1.2.4) se démontre de manière analogue. 

1.2.5. Soient n E ~ et [a,b] un intervalle de ~ U {-.. } U {+""} . On note 

D[nF(A) (resp. Dn]F(A» la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des objets 

vériflant les conditions équivalentes de (1.2.4) (resp. les conditions "analogues" 

de (1.2.4». On pose D[a,b]F(A) = D[aF(A) n Db]F(A), avec les conventions que 

D[-~,b]F(A) • Db]F(A) (b E ZO, D[a,+=JF(A) = D[aF(A) (a E ZQ, D[-='+=]F(A). DF(A) , 

D[-~'-")F(A). D[+"",+~JF(A) = 0 • Notons c[a,b]F(A) la sous-catégorie pleine de 

CF(A) formée des objets L tels que Li - 0 pour 1 E [a,bJ, et Qis[a,b] l'en­

semble des quasi-isomorphismes de C[a,b]F(A). On a un foncteur naturel: 

0.2.5.0 
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De même, si l'on note n[a,b]G(A) (resp. c[a,b)G(A» la sous-catégorie pleine de 

DG(A) Cresp. CG(A» formée des objets L tels que HiCL) (resp. Li) a 0 pour 

i ~ [a,b] , on a un foncteur naturel 

(1.2.5.2) 

~ 1.2.5.3. Les foncteurs (1.2.5.1) !! (1.2.5.2) sont des équivalentes de 

catégories. 

~. C'est une conséquence formelle de (1.2.2) et de l'existence des foncteurs 

de troncation (1.1.2) Ccf. (SGA 4 XVII 5.5.4.1) et (1 1.4.6». 

1.2.5.4. Faisant a = b • 0 dans (1.2.5.3), et identifiant à C[o,o]F(A) 

(resp. C[o,o]GCA» la catégorie Filf(A} (resp. Grf(A» des objets de A 

munis d'une filtration (resp. graduation) finie, on trouve que Filf(A) (resp. 

Grf(A» s'identifie à la sous-catégorie pleine de DF(A) (resp. DG(A» formée des 

objets L tels que HP(griL) (resp. HP(L»· 0 pour p # 0 et tout 1 • Pour 

L, ME ob Filf(A) (resp. Grf(A», on a donc Hom(L,M) ~ Ext~il(L,M) (resp. 

<t. 2.3»; pour n ~ l, on peut montrer que le groupe n Extfil (L,M) 

(resp. s'interprète comme l'ensemble des classes de suites exactes 

pour la relation d'équivalence habituelle de Yoneda ("suite exacte" voulant dire 

bien entendu "objet acyclique de CF(A) (resp. CG(A»"). 

1.2.5.5. Notons C.FA (resp. C.GA) la catégorie des objets simpliciaux de A munis 

d'une filtration (resp. graduation) finie. La théorie de Dold-Puppe montre que le 

'foncteur normalisation 

N 
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(resp. N: C.GA ----+ CoJG(A) ) 

est une équivslence de catégories. Disons qu'une flèche f de C.FA (resp. C.GA) 

est un quasi-isomorphisme si Nf est un quasi-isomorphisme, et notons D.F(A) 

(resp. D.G(A» la catégorie déduite de C.FA (resp. C.GA) en inversant les quasi-

isomorphismes. Alors N induit une équivalence de catégories 

D.F(A) ~ CO)F(A) (QiS
oJ

- l ) (resp. D.G(A) ~ COJG(A) (QiSo]-l) ) . Faisant 

a ~ -= • b a 0 dans (1.2.5.3), on obtient par composition une équivalence naturelle 

de catégories 

1.2.6. Notor.s D+F(A) (resp. D-F(A), resp. DbF(A» la sous-catégorie pleine 

de DF(A) formée des objets L tels que HP(griL) ~ 0 pour tout i et P assez 

petit (resp. assez grand, resp. extérieur à un intervalle de ~). Si l'on note 

C+F(A) (resp. C-F(A), resp. CbF(A» la sous-catégorie pleine de CF(A) formée 

des objets L tels que Li = 0 pour i assez petit (resp. assez grand, resp. 

extérieur à un intervalle de ~), on voit comme en (1.2.5.3) que le foncteur canonique 

C+F(A)(Qis- l ) ~ D+F(A) (resp. C-F(A)(Qis-1) ~ D-F(A), resp. CbF(A)(Qis-l ) ~ 

~ DbF(A» est une équivalence de catégories. De même, la sous-catégorie pleine 

D+G(A) (resp. D-G(A), resp. DbG(A» de DG(A) formée des L tels que HP(L) 0 

pour p assez petit (resp. assez grand, resp. extérieur à un intervalle de ~) est 

canoniquement équivalente à la catégorie déduite de C+G(A) (resp. Ç-G(A), resp. 

CbG(A» (définie de manière analogue à C~F(A) (resp .••. » en inversant les 

quasi-isomorphismes. 

1.2.7. Soit [a,b) un intervalle de ~ U {-~}U(+=}. On dit qu'un objet L de 

CF(A) (resp. CG(A» est de filtration (resp. graduation) concentrée dans [a,b] 

(pour a ~ b on dit simplement concentrée en degré a) si FiL = L pour i Sa, 

FiL • 0 pour 1 > b (resp. kiL) E 0 pour i ~ [a,b]). On note CF[a, b JcA) 
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(resp. CG[a,b](A» la sous-catêgorie pleine de CF(A) (resp. CG(A» fo~e des 

objets de filtration (resp. graduation) concentrêe dans (a,b]. On a 

CF(A) • CF[-~'+=](A). lim CF[a,b]eA) (resp. itou avec G au lieu de F). Le -[a,b):: 7L 

foncteur graduê associê induit un foncteur 

gr 

Noua identifierons C(A) (catêgorie des complexes de A) à CF[o,o]'A) (resp. 

CG[o,o](A» ; cette identification est compatible avec le foncteur graduê associê. 

En inversant les quasi-isomorphismes de CF[a,b](A) (resp. CG[a,b](A», on obtient 

une catêgorie notêe DF[a,b](A) (resp. DG[a,b](A». On a bien entendu 

DF[-='+»]-A) • DF(A) , DG[-~'+»](A). DG(A), D(A) = DF[o,o](A) • DG[o,o](A) 

La catêgorie DF[a,b](A) (resp. DG[a,b](A» s'obtient par un calcul de fractions 

bilatère à partir de la catêgorie "à homotopie près" KF[a,b](A) (resp. KG[a,b](A». 

~ 1.2.7.1. ~ [a,b] c [c,d] , le foncteur canonique 

est pleinement fidèle. 

~. On peut se borner à prouver l'assertion relative su cas filtrê(l'autre 

êtant triviale). Soit L E ob DF[a,b](A), il suffit de montrer que dans l'ensemble 

des quasi-isomorphismes de KF[c,d](A) de but L ceux qui appartiennent à KF[a,b](A) 

forment un système cofinai ; or soit L' ~ L un quasi-isomorphisme appartenant à 

KF[c.d](A), notons LI! l'objet de KF[a,b](A) dHini par FiL". FiL' pour 

i E [a,b), l'inclusion naturelle L" ~ L'est un quasi-isomorphisme, et l'on gagne. 

1.2.8. Soient (a,b] et [c,d] des intervalles de ?LU (-=} U {+»}. On emploiera 

les notations 

D[a,b]F[c,d)(A) • D[a,b]F(A) n DF[c,d](A) 

D+F[c,d](A) • D+F(A) n DF[c,d](A) 
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et itou avec D- et Db au lieu de D+, et itou avec G au lieu de F Bien 

entendu ces diverses catégories se calculent directement en inversant les quasi-

isomorphismes dans les cstégories de complexes correspondantes 

c(a,b]F(c,d)(A) _ c[a,b]F(A) nCF[c,d](A), etc, 

1,3, Le foncteur Hom' ~ (resp. gradué), 

1,3.1, Soient L, ME ob CF(A). Oubliant les filtrations, on a un complexe de 

groupes abéliens Hom'(L,M)· Homé(A)(L,M), défini par les formules usuelles 

HomP(L,M) • rr HomA(Li,Mi +p) 
i 

On a un sous-complexe HomêF(A)(L,M). Homé(Fil(A»(L,M) C Hom'(L,M) défini par 

Pour n E 2Z, on posera 

( i ~+P ~ H0m,il(A) L, ,) 

ob M(n) est déduit de M par décalage de la filtration de n unités (1,1), On 

a FOHom'(L,M) • HomêF(A)(L,M), Les F~om'(L,M) définissent un objet de CF(Ab) 

(Ab désignant la catégorie des groupes abéliens), ayant Hom' (L,M) comme complexe 

ordinaire sous-jacent, et que nous noterons encore Hom'(L,M) ; c'est un foncteur 

covariant en M, contravariant en L, Soient [a,b] et (c,d] des intervalles 

de 2Z, le foncteur Hom' induit un foncteur (avec les notations (1,2,7» 

en particulier, pour n E :II, il induit des foncteurs 

CF[o,n](A)o X CF[o,n](A) ~ CF(-n,n](Ab) 

C(A)o X CF[o,n](A) --7 CF[o,n](Ab) 

CF[o,n](A)o X C(A) ---+ CF[-n,o](Ab) 
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ob C(A) est identifiée à CF[o,o](A). Les formules habituelles dans C(Fil(A» 

impliquent que l'on a 

<1.3.1.1} 

1.3.2. Soient E, F E ob CG(A). Oubliant les graduations de E et F, on 

définit de même un complexe Hom' (E,F) - Homë(A)(E,F). Celui-ci est naturellement 

bigradué en tant qu'objet de C(Ab) : 

Hom' (E,F) e Hom'(ki(E), kj(F» 
t,j 

On regardera Hom' (E,F) comme muni de la graduation diagonale: 

k~om·(E.F) • e Hom'(ki(E),kj(F» 
j-i • n 

ob HomëG(A) (-,-) désigne le complexe des homomorphismes respectant les graduations 

et F(n) le complexe F on l'on a décalé la graduation de n unités (1.1). 

Ainsi Hom' (E,F) est un objet de CG(Ab), qui est un foncteur covariant en F, 

contravariant en E. Comme dans le cas filtré, si [a,b] et [c,d] sont des 

intervalles de ~ , le foncteur Hom' induit un foncteur 

On a aussi des formules analogues à (1.3.1.1) : 

<1.3.2.0 
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Soient L, ME ob CF(A), Le foncteur gradué associé définit un morphisme 

de complexes 

qui s'annule sur FIHom'(L,M), donc donne par passage au quotient un morphisme 

Soit n E ?l, remplaçant M par M(n) on obtient pour tout n un morphisme 

i.e. une flèche de CG(Ab) 

(1.3.2.2) grHom' (L,M) ---~) Hom' (grL, grM) 

visiblement fonctorielle en L et M, Nous verrons plus bas (1,4,2) 

important où cette flèche est un isomorphisme. 

un cas 

1.3.3. Le foncteur Hom' filtré (resp. gradué) est compatible aux homotopies 

filtrées (resp. gradués,), donc définit un foncteur encore noté 

(resp. Hom' KG(A)o X KG(A) ---)0 KG(Ab) ), 

On voit facilement, Comme dans le cas ordinaire, que celui-ci est exact en chaque 

variable (au sens de Verdier), 

1.4. Le foncteur RHom' filtré (resp. gradué). 

Définition 1.4.1. On dit qu'un objet E de CG(A) est de type injectif si E 

(~, ce qui revient au meme, chaque kiE) est un complexe d'injectifs. On dit qu'un 

objet L de CF(A) est de type injectif s'il vérifie les conditions équivalentes 

suivantes : 
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(1) grL est de type injectif ; 

(ii) FiL est un complexe d'injectifs pour tout i. 

(L'équivalence de (i) ~ (ii) est immédiate). 

~ 1.4.2. Soient L, ME ob CF(A). Si M est de type injectif, la flèche 

(1.3.2.2) est un isomorphisme. 

Preuve. On fait la vérification composante par composante, donc on peut supposer 

les complexes L et M réduits au degré zéro. Comme les FiM sont injectifs, la 

filtration de M est sCindable, donc on est aUBsitOt ramené au cas où celle-ci est 

concentrée en degré zéro (1.2.7). Alors, par définition, FOHom(L,M) est l'ensemble 

des homomorphismes f: L ~M tels que f(FIL)· 0 , i.e. on a 

avec la convention habituelle i FiL. L/F L • Pour n E l'Z, on a donc 

Appliquant alors le foncteur Hom(-,M), qui est exact puisque M est injectif, è 

la suite exacte 

on trouve que la flèche canonique 

est un isomorphisme, ce qui achève la dlmonstration. 
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Lemme 1.4.3. ~ L € ob CF(A) (resp. CG(A» ~ ME ob C+F(A) (resp. C+G(A», 

~ M de type injectif. 11 L ~ M est acyclique (i.~. a une image nulle dans 

DF(A) (resp. DG(A», il en est de m~me de Hom·(L,M). 

~. L'assertion dans le cas gradu~ r~sulte aussitOt de l'assertion analogue 

dans le cas non gradué, qui est bien connue( [32] 1 6.2). L'assertion dans le 

cas filtré en découle grlce à (1.4.2). 

Lemme 1.4.4. Supposons 3ue A ait assez d'injectifs. Alors, pour tout M € ob C+F(A), 

il existe un quasi-isomorphiBme f : M ~ 1 de C+F(A) tel que l soit de type 

injectif et gr(f) un monomorphisme. 

~. On peut supposer que, pour un entier n convenable (assez grand), on a 

construit un morphisme d'objets de CF(A) 

Oc: ••• c:..ln+1 C- I 
n 

r 
t l '" f n+1 

~I oc: C- M 
n+1 n 

tel que grPf pour p ~ n soit un monomorphisme et un quasi-isomorphisme et que 

Ip soit un complexe d'injectifs pour p ~ n • Il s'agit de construire un morphisme 

de suites exactes de complexes 

tel que In_1 soit un complexe d'injectifs et que la flèche verticale de droite 

soit un monomorphisme et un quasi-isomorphisme. Posons Jn_1 = 1 ~ Mn_l Comme 
n 

par hypothèse f n est un monomorphisme et un quasi-isomorphisme, il en est de 

m~me de Mn_l ~ J n_l • Choisissons une fl~che Jn_l ~ 1n_l qui soit un 
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monomorphisme et un quasi-isomorphisme, avec In_l un complexe d'injectifs borné 

inférieurement, on sait que c'est possible, A possédant assez d'injectifs. Prenant 

alors pour f n la flèche composée Mn_l ~ J n_l ~ In_1 et pour In ~ In_l 

l'injection composée In ~ J n_l ~ In_l' on obtient un morphisme (*) jouissant 

des propriétés requises. Cela permet, par récurrence descendante, de construire 

la flèche f cherchée. 

Proposition 1.4.5. On suppose que A possède assez d'injectifs. Pour 

L E ob KF(A) , ME ob K+F(A), le ind-objet de DF(Ab) 

RHom(L,M) "lim" Hom' (L,M') 

M ..!:;. M' 

"lim" Hom' (L' ,M') 

L'4L 

M~M' 
où s (resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) ~ L 

(resp. ~ M), est essentiellement constant de valeur Hom' (L,I), où M ~ l 

est un quasi-isomorphisme de K+F(A) ~ l de type injectif. Le foncteur ainsi 

défini (1) : 

est le dérivé droit du foncteur Hom' (au sens de (1 1.4.4», il est exact en 

chaque variable. 

Preuve. Le foncteur Hom' : KF(A)o X K+F(A) ~ KF(Ab) étant exact 0.3.3), la 

première assertion est une conséquence immédiate de (1.4.3) et (1.4.4). La seconde 

se prouve de la façon standard. 

Corollaire 1.4.6. Sous l'hypothèse de (1.4.10), ~,pour LE ob DF(A), 

M E ob D+F(A) , n E ?L • 

où le oremier membre est défini en (1.2.3). 

(1) On utilise implicitement (1.2.6). 
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Preuve. Par décalage, on peut supposer n - 0 . On a par définition 

o 
Extfil(L,M) ~ HomxF(A)(L,M') 

M~M' 

• Hm HOFoHom'(L,M') 
---+ 
M~M' 

d'après (1.3.1.1) 

d'après 0.4.5) 

Corollaire 1.4.7. Sous l'hypothèse de (1.4,5), le foncteur naturel 

où K+FI(A) désigne la sous-catégorie pleine de K+F(A) formée des objets de type 

injectif. est une équivalence de catégories. 

~. D'après (1.4.6) le foncteur en question est pleinement fidèle. et c'est 

une équivalence de catégories d'après (1.2.6) et (1.4.4). 

1.4.8. La théorie du RHom gradué se développe parallèlement à celle du RHom 

filtré,avec cette différence que c'est une paraphrase triviale du cas non gradué. On 

a ainsi des analogues gradués des résultats (1.4.3) à (1.4.7), qu'on laisse au 

lecteur le soin d'énoncer. La flèche (1.3.2.2) donne, par passage aux ind-objets, 

une flèche canonique de DG(Ab) : 

0.4.8.0 gr RHom(L,M) -------> RHom(grL,grM) 

pour L E ob DF(A), M E ob D+F(A) • 

On notera que dans l'identification de DG(A) avec la catégorie des objets 

gradués de D(A) (1.2.3.1), RHom(E,F) pour E E ob DG(A), F E ob D+G(A) s'iden­

tifie à l'objet gradué al k n RHom(E,F), avec 
n 
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le RBom au second membre étant calculé dans D(A). 

Proposition 1.4.9. La flèche (1.4.8.1) est un isomorphisme. 

~. Vu la définition des foncteurs RHom, cela résulte de (1.4.2). 

1.4.10. Supposons toujours que A ait assez d'injectifs. Le foncteur RHom filtré 

(resp. gradué) défini plus haut commute trivialement au foncteur oubli de la 

filtration (reap. graduation). Pour LE ob DF(A), ME ob D+F(A), la filtration 

de RHom(L,M) définit une suite spectrale (convergente) 

D'apr~s (1,4.9), on peut récrire le terme El sous la forme 

• $ ExtP+q(griL,gri+PM) 
i 

La différentielle dl envoie ExtP+q(griL,gri+PM) 

ExtP+q+l(gr i L,gr1+p+lM) $ Extp+q+l(gr i - l L,gr i +PM) 

est l'opérateur cobord défini par ls suite exacte 

dans 

par ~d") , oil. d' (resp. d") 

Nous laissons au lecteur plus courageux que nous le soin de préciser les signes. 



- 285 -

L 
2. Les foncteurs ® II RHom !!!l!:!! (reep. gradués>. 

Dans ce numéro, A désigne un Anneau commutstif d'un topos T, A-Mod 

la catégorie des A-Modules. On abrégera en CF(A) , CG(A) , etc., les notations 

CF(A-Mod), CG(A-Mod), etc., du n° 1. Quand il n'en pourra résulter de confusion, 

on écrira ® (resp.~) au lieu de ®A (reep. HomA). 

L 
2.1. Le foncteur ® filtré (resp. gradué). 

2.1.1. Soient L, ME ob CF(A). On filtre L ® M par les sous-complexes 

On définit ainsi un foncteur additif : 

possédant les propriétés habituelles d'associativité et de commutstivité. Il induit 

des foncteurs C-F(A) X C-F(A) ~ C-P(A) et CF[a,b](A) X CpCc,d](A) ~ CF[a+c,b+d](A) 

pour [s,b] , [c,d] des intervalles de ~. avec les notations de (1.2.7). En parti­

culier, il induit un foncteur C(A) X CFee,d](A) ~ CFCc,d](A) • ob C(A) est 

identifiée à eF[o,o](A) • 

2.1.2. Soient E, F E ob CG(A). Le complexe E ® F est naturellement bigradué, 

on le regarde comme un objet de CG(A) grAce à la graduation totale 

kn(E ® F) = e kP(E) ® kq(F) 
p+q a n 

On définit ainsi un foncteur additif (indui t par (Iv 1.1.4 »: 
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CG[a,b](A) X CG[c,d](A) dans CG[a+c,b+d](A) pour [a,b] , [c,d] des intervalles 

de ~. 

Soient L, ME ob CF(A). Pour p+q = n, la flèche composée 

s'annule sur Im(pp+IL ® FqM) + Im(FPL ®q+1M), donc définit par passage au quotient 

une flèche 

D'où finalement une flèche canonique de CG(A) 

C2.1.2.1) grL ® grM ---'> gr(L ® M) 

Définition 2.1.3. On dit qu'un objet E de CG(A) est plat si E, ou ce qui 

revient au même, chaque composante de E est un complexe de Modules plats. On dit 

qu'un objet L de CF(A) est plat s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes 

(i) grL est plat 

(ii) FiL (= LI FiL) est un complexe de Modules plats pour tout i • 

(L'équivalence de (i) et (ii) est immédiate). 

Lemme 2.1.4. Si L (~M) est plat, la flèche canonique (2.1.2.1) est un isomorphisme. 

Preuve. On peut supposer L et M réduits au degré zéro. Raisonnons par récurrence 

sur la longueur b - a de l'intervalle [a,b] tel que L E ob Fil[a,b](A). Pour 

b - a = 0, on peut, quitte à décaler, supposer a = b = 0 On a alors : 

Fn(L ® M) = Im(L ® F~) par définition , 

L ® F~ puisque L est plat. 

Appliquant le foncteur L ® - à la suite exacte 0 ---'> Fn+lM ---'> F~ ---'> gr~ ~ 0, 

on conclut que la flèche canonique L ® gr~ ---'> grn(L ® M) est un isomorphisme, 

ce qui prouve l'assertion dans ce cas. Supposons maintenant b-a > O. Par hypothèse 
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graL est plat, donc, par Lazard-Deligne (r 4.2.1.1), graL est limite d'un système 

inductif local P~ ~ gr~ avec P~ libre de type fini. La filtration sur 

La =LX P déduite de celle de L fait de L un objet plat de Fil[a,b](A), (et en plus 
a graL a a 

gr L~ = Pa est libre de type fini). Comme les foncteurs ® et gr commutent 

aux limites inductives, on est donc ramené au cas o~ graL est libre de type fini. 

Quitte à se localiser, on peut alors écrire L = L' $ L", o~ L' (resp. L") est 

un objet plat de Fil[a+l,b](A) (resp. Fil[a,a](A», et l'on gagne par l'hypothèse 

de récurrence. 

~2.l.5. (i) ~ E E ob C-G(A), F E ob CG(A). On suppose E plat et E 

~ F acyclique. Alors E ® F E ob CG(A) est acyclique. 

(U) Soient L E ob C-F(A), M E ob CF(A). On suppose L plat et L ~ 

M acyclique. Alors L ® M E ob CF(A) est acyclique. 

~. (i) Comme F = ~ tn](F), on peut supposer F E ob C-G(A). On peut oublier 

la graduation, et l'assertion est bien connue. 

(ii) Comme L est plat, on a gr(L 0 M) grL 0 grM d'après (2.1.4), 

l'assertion résulte donc de (i). 

Lemme 2.1.6. Soit L E ob C-F(A). Il existe un quasi-isomorphisme f: P ~ L 

de C-F(A) tel que P soit plat et que gr(f) soit un épimorphisme. 

Preuve. Elle est analogue à celle de (1.4.4) (1) . On construit par récurrence 

croissante sur n un morphisme d'objets cofiltrés 

pn ) pn-l ;) ... ---~) a 

'. j l ,o~l l 
Ln :> Ln - 1 :> ••• ---;;:'>0 

(Li = L/FiL) tel que, pour i S n, pi soit un complexe de Modules plats (borné 

supérieurement) et grief) à la fois un épi- et un quasi-isomorphisme. Les détails 

sont laissés au lecteur. 

(1) On pourrait donner un énoncé commun. 



- 288 -

2.1.7. Le foncteur ®: CF(A) X CF(A) ~ CF(A) (resp. CG(A) X CG(A) ~ CG(A» 

est compatible aux homotopies filtrées (resp. graduées), donc définit un foncteur 

encore noté ®: KF{A) X KF{A) ~ KF(A) (resp. KG(A) X KG(A) ~ KG(A». On voit 

facilement que celui-ci est exact en chaque variable (au sens de Verdier). Par ailleurs, 

la sous-catégorie pleine de KF(A) (resp. KG(A» formée des objets plats est stable 

par formation du cOne d'un morphisme. De ces considérations et de (2.1.5), (2.l.6), 

(1.2.6), on déduit par un raisonnement standard (cf. preuve de (1.4.5» : 

Proposition 2.1.8. ~ L E ob K-F(A), ME ob KF(A), le pro-objet de DF(A) 

L 
L®M "lim" L' ® M' --s 

L' -? L 
t 

M' -? M 

- "lim" L' ® M -s 
L' -? L 

-= "lim" L ® M' 
+--

t 
M' -? M 

~ s (resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de but 

L (resp. M), est essentiellement constant de valeur P ® M ,où P ~ L ~ 

quasi-isomorphisme de K-F(A) ~ P plat. Le foncteur ainsi défini 

L 
® D-F(A) X DF(A) ---31> DF(A) 

est le dérivé gauche, au sens de (I 1.4.4), ~u foncteur®:K-F{A)XKF(A) ~KF(A), il est 

exact en chaque variable. On a un énoncé analogue avec G au lieu de F, qu'on 

laisse au lecteur le soin d'énoncer (c'est un cas particulier de (IV 1.2.3». 

On laisse également au lecteur le soin d'étudier les propriétés d'associa­
L 

tivité et de commutativité du foncteur ®. 

On notera que dans l'identification de DG(A) avec la catégorie des objets 
L 

gradués de D(A) (1.2.3.1). E ® F pour E E ob D-G(A). F E ob DG(A) s'identifie 

à l'objet gradué œ kn(E ~ F). avec 
n 

L 
le ® au second membre étant calculé dans D(A). 
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2.1.9. La flèche (2.1.2.1) donne, par passage aux pro-objets, une flèche canonique 

de DG(A) : 

(2.1.9.0 
L L 

grL ® grM ---'> gr(L ® M) 

M E ob DF(A) 

Proposition 2.1.10. La flèche (2.1.9.1) est un isomorphisme. 

L 
~. Vu la définition des foncteurs ®, c'est une simple conséquence de (2.1.4). 

2.2. Le foncteur ~!!!!!! (resp. gradué). 

2.2.1. Soient L, ME ob CF(A). Oubliant les filtrations, on définit un objet 

~'(L,M) de C(A) par les formules usuelles 

On a un sous-complexe ~F(A)(L,M) C~·(L,M). défini par 

~F(A)(L,M) i i+p • n HO~i1(A)(L ,M ) 
i 

( i i+p 
oà HO~i1(A) L ,M ) est le faisceau des homomorphismes de Li dans Mi +p pré-

( il HPI servant les filtrations, U~ HO~i1(Alu) LU, M U) Pour nEI'Z, on 

posera : 

F~om'(L,M) 

On définit un foncteur 

~. CF(A) X CF(A) ~ CF(A) 

qui envoie C-F(A)o X C+F(A) dans et dans 

CF[c-b,d-a](A) pour [a bJ [c dJ , , , des intervalles de Z . 
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2.2.2. Soient E, F E ob CG(A). On gradue Hom' (E,F) E ob C(A) par 

k~om'(E,F) ffi Hom·(ki(E). kj(F» 
j-i m n 

oà ~G(A) désigne le complexe des faisceaux d'homomorphismes respectant les 

graduations. On définit ainsi un foncteur 

qui envoie C-G(A)o 

CG[c-b.d-a](A) pour 

x 

[a,b] , [c,d] 

et dans 

des intervalles de 7l. 

Soient L, ME ob CF(A). Comme en (1.3.2), on voit que le foncteur gradué 

associé définit une flèche de CG(A) : 

~ 2.2.2.2. !i M est de type injectif (1.4.1), la flèche (2.2.2.1) est un 

isomorphisme 

La preuve est analogue à celle de (1.4.2) et laissée au lecteur. 

2.2.3. Notons r le foncteur "sections au-dessus de l'objet final de T ". 

Pour K E ob CF(A) (resp. CG(A», le complexe r K est naturellement filtré 

(resp. gradué), d'où un foncteur 

r CF(A) ~ CF(Ab) 

(resp. r CG(A) -----:> CG(Ab) ). 

Le foncteur gradué associé définit, pour K E ob CF(A), une flèche de CG(Ab) 

(2.2.3.1) grr K ---~) r grK 
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qui est un isomorphisme pour K de type injectif, comme on le vérifie trivialement. 

Soient L. M € ob CF(A) (resp. CG(A». On a (par définition) 

(2.2.3.2) r Hom' (L,M) - ~. (L,M) 

(isomorphisme dans CF(Ab) (resp. CG(Ab», et plus généralement, pour U E ob T , 

L~mme 2.2.4. Soient L E ob CF(A) (resp. CG(A». ME ob C+F(A) (resp. C+C(A». 

On suppose M de type injectif et L ~ M acyclique. ~ ~·(L.M) !!l 

acycliqué. 

~. L'assertion dans le cas gradué se ramène trivialement au cas non gradué 

(L3ZJ II 3.1). L'assertion dans le cas filtré en découle grll.ce à (2.2.2.2>. On peut 

aussi (indépendamment) utiliser (2.2.3.2) et (1.4.3). 

Lemme 2.2.5. ~ K un oblet acyclique et de type injectif de C+F(A) (resp. 

C+G(A». ~ r K - 0 dans KF(Ab) (resp. KC(Ab». 

Preuve. Conséquence triviale de (1.4.3). 

2.2.6. Les foncteurs ~. et r filtrés (resp. gradués) sont compatibles auX 

homotopies filtrées (resp. graduées) donc définissent des foncteurs 

Hom' : KF(A)o X KF(A) -? KF(A) • r: KF(A) ~ KF(Ab) 

(resp. Hom' : KG(A)o X KG(A) ~ KG(A) r : KG(A) ~ KG(A) ) • 

Ceux-ci sont exacts en chaque variable. Par le raisonnement habituel, on déduit 

alors de (2.2.4) et (2.2.5) : 



Proposition 2.2.7. 

DF(A) : 

- 292 -

a) Pour L E ob KF(A) 

"lim" !!2!!!' (L' ,M') --L' ~L 

M~M' 

ME ob K+F(A), le ind-objet de 

"~ !!2!!!' (L,M') 

M~M' 

où s (resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de but L 

(resp. ~ M) est essentiellement constant de valeur Hom' (L,l), oà M ~ 1 

est un quasi-isomorphisme de K+F(A) avec 1 de type injectif. Le foncteur ainsi 

défini 

est le dérivé droit (au sens de (1 1.4.4» du foncteur Hom' : KF(A)o X K+F(A) ~ KF(A) , 

il est exact en chaque variable. On a un énoncé analogue avec G au lieu de F. 

b) Pour M E ob K+F(A) , le ind-objet de DF(A) : 

KIM :;;! tllimn TM' 
-+ 

M~M' 

oà t parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de source M ~ 

essentiellement constant de valeur fI, oà M ~ 1 est un quasi-isomorphisme de 

K+F(A) avec 1 de type injectif. Le foncteur ainsi défini 

est le dérivé droit de r: K+F(A) ----> K+F(Ab), il est exact. On a un énoncé 

analogue avec G au lieu de F. 

Dans l'identification de DG(A) avec la catégorie des objets gradués de 

D(A) ,~(E,F) pour E E ob DG(A) , F E ob D+G(A) s'identifie à l'objet gradué 

œ kn~(E,F), avec 
n 
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i Hn 
$ RHom(k E,k F) 
i 

le ~ au second membre étant calculé dans n(A). n'autre part, Rf F s'identifie 

à $ Rf k~ comme objet gradué de D(Ab) (1). 
n 

2.2.8. Les flèches (2.2.2.1) et (2.2.3.1) donnent, par passage aux ind-objets, 

des isomorphismes 

(2.2.8.1) 

grRr M ~ Rf grM 

Lemme 2.2.9. ~ L, ME ob CF(A) (resp. CG(A». Si L est plat (2.1.3) et 

!l M est de type injectif, alors ~'(L,M) est de type injectif. 

~. L'assertion dans le cas gradué est une conséquence triviale du fait que 

le Hom d'un Module plat dans un Module injectif est injectif. L'assertion dans le 

cas filtré s'y ramène gr~ce à (2.2.2.2). 

Compte tenu de (2.1.6) et (2.2.3.2), on déduit de (2.2.9) 

Proposition 2.2.10. Pour L E ob n-F(A) (resp. D-G(A», M E ob n+F(A) (resp. 

D+G(A», il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

Rf RHom(L,M) ~ RHom(L,M) 

En outre, pour L E ob n-F(A), M E ob D+F(A), on a un carré commutatif d'isomorphis-

Noter aussi que, par oubli de la filtration (resp. graduation), les foncteurs 
L 

(2.1.8), ~,Rr (2.2.7) s'identifient aux foncteurs usuels ®, RHom, Rr . 
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gr RI' RHom(L,M) -------~) gr RRom(L,M) 

j 
Rr RRom(grL,grM) ------------~> RHom(grL,grM) 

où les flèches verticales sont d'finies par (2.2.2.1) et (2.2.3.1). 

2.3. Formules d'adjonction "chères à Cartan" et composition des homomorphismes. 

2.3.1. Soient L, M, N E ob CF(A) (resp. CG(A». L'isomorphisme cher à Cartan 

(2.3.1.0 Hom' (L 0 M, N) ----;» Hom'(L,~'(M,N» 

fI---> (x 1--7 (fx : y ~ f(x 0 y») 

qui est a priori une flèche de C(A), est en fait un isomorphisme de CF(A) (resp. 

CG(A» comme on le v'rifie trivialement. En outre, pour L, M, N E ob CF(A), on a 

un carr' commutatif de CG(A) : 

gr Hom'CL 0 M, N) __ ... gr"--....:("'2:..: • ..::3.!..~1.!.;.1~)'--_--c» gr Hom'CL,Hom'(M,N» 

(2.3.1.2) j j 
~'(grL 0 grM,grN) _......;(:..:2:..: • ..::3.!. • .!.l.!..l=..)'--_~> ~. (grL,~' (grM,grN» 

Où les flèches verticales sont d'finies par (2.1.2.1) et (2.2.2.1). Vu la d'finition 
L 

des foncteurs 0 et ~, et compte tenu de (2.2.9), l'isomorphisme (2.3.1.1) 

fournit, pour L E ob DF(A) (resp. DG(A), ME ob D-F(A) (resp. D-GCA», 

N E ob D+F(A) Cresp. D+G(A» un isomorphisme fonctoriel de DF(A) (resp. DC(A» 

(2.3.1.3) 
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Bien entendu, dans le cas gradué, la flèche (2.3.1.3) est donnée sur les différents 

morceaux homogènes par l'isomorphisme de Cartan usuel dans D(A). 

En outre, il découle de la commutativité de (2.3.1.2) que, pour L E ob DF(A), 

M E ob D-F(A), NE ob D+i(A), on a un carré commutatif d'isomorphismes de DG(A) : 

L 
gr R!!!2.!!!(L ® M , N) 

gd2..lJ.3) 
--------~~--------~> gr RHom(L,RHom(M,N» 

(2.3.1.4) JI ]1 
L 

~(grL ® grM, grN) 
(2.3.1.3) 

------~~==~--------~~ RHom(grL, RHom(grM,grN) 

ob les flèches verticales sont les isomorphismes définis par (2.1.9.1) et (2.2.6.1). 

Appliquant le foncteur r à (2.3.1.1), on obtient un isomorphisme de CF(Ab) 

(resp. CG(Ab» : 

(2.3.1.5) Hom'(L ® M , N) ~ Hom' (L,Hom'(M,N» 

et l'on a un carré commutatif analogue à (2.3.1.2). On en déduit comme plus haut, 

pour L E ob DF(A) (resp. DG(A», ME ob D-F(A) (resp. D-G(A», NE ob D+F(A) 

(resp. D+G(A» un isomorphisme fonctoriel de DF(Ab) (resp. DG(Ab» 

L 
(2.3.1.6) RHom(L ® M N) ---=--"!o) RHom(L,RHom(M,N» 

Pour L E ob D-F(A) (resp. D-G(A», celui-ci peut d'ailleurs, compte tenu de (2.2.10), 

se déduire de (2.3.1.3) par application du foncteur Rr. Pour L E ob DF(A) , 

ME ob D-F(A), NE ob D+F(A), on a un carré commutatif d'isomorphismes de DG(Ab), 

analogue à (2.3.1.4) 

L 
gr RHom(L ® M , N) 

gr (2.:2; 1. 6) 
--------~=---------~) gr RHom(L,RHom(M,N» 

(2.3.1. 7) l 

L 
RHom(grL ® grM, grN) 

(2.3.1. 6) 
~ ____ ~~ ________ ~~ RHom(grL, RHom(grM,grN» 
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Où les flèches verticales sont les isomorphismes dêfinis par (1.4.13.1) et (2.1.9.1). 

Soit nE:IZ, appliquant à (2.3.1.6) le foncteur RnFo (resp. R~o), on 

obtient, compte tenu de (1.4.6) (et de la formule analogue graduêe), un isomorphisme 

(2.3.1.8) 

(resp. 
n L 

Ext d(L ® M , gra N) ~ Extn d(L, ~(M,N» gra 

L L 
Extn(L ® M, N) • El> Extn(kr (L ® M), k

r 
N) , 

grad 
Dans le cas graduê, on a 

r 

Extn d(L,RHom(M,N» = El> Extn(krL,krRHom(M,N» ,les Extn 
gra - r aux seconds membres 

êtant pris dans D(A), et (2.3.1.8) sur le morceau de degrê r 

est donnê par la somme des isomorphismes de Cartan usuels dans D(A). Dans le cas 

filtrê, on a un carrê commutatif dêduit de (2.3.1.6) par application de H~o ~ HngrO 

"""·'f6l 

H
ngr°(2.3.1.6) 

Composant ce carrê avec celui dêduit de (2.3.1.7) par application du foncteur H~o, 

on obtient un carrê commutatif 

(2.3.1.9) 

n L 

"'mCT 
n L (2".3.1.8) 

Extgrad(grL ® grM, grN) -----"'» Ext;rad(grL, R!!2!!!(grM,grN» 

Où les flèches verticales sont f ....... gdf). 
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2.3.2. Soient L, ME ob CF(A) (resp. CG{A». L'homomorphisme de contraction 

(2.3.2.1) L ® Hom' (L,M) --? M 

x ® f ~ f(x) 

dffini a priori en tant que flèche de C(A), est en fait compatible aux filtrations 

(resp. graduations), donc est une flèche de CF(A) (resp. CG(A». On vfrifie trivia-

lement que pour L, M E ob CF(A) , on a un carrf commutatif 

!2.3.2.2) grL ® grHom'{L,M) __ -,(..:2c.:. • .:.l.:.:.2:..: • .:l'-<.) __ ~> gr(L ® ~'(L,M» 

.', • '2.2.2.1) l l ,,".'.'.1) 

(2.3.2.0 
grL ® Hom' (grL,grM) ---------;:,.» grM 

L 
Vu la dffinition des foncteurs ® et RHom, la flèche (2.3.2.1) fournit pour 

(reap. D-G(A», M E ob D+F(A) (resp. D+G(A» une flèche fonc-

torielle de DF(A) (resp. DG{A» 

dite flèche de contraction. Elle correspond par la formule chère à Cartan (2.3.1.6) 

à la flèche identique 
L 

L ® R!!2!!!(L,M) - ES 
p,q,r 

RHom(L,M) ~ RHom(L,M). Dans le cas graduf, on a 
L L 

kpt ® RHom(kqL,krM), ob ® et R:!!2!!! sont calculfs dans 

D(A), et la flèche de contraction est donnfe par une matrice (apqrs)' où 

Il découle de la définition que apqrs - 0 pour p;q ou r;s et que a est pprr 

la flèche de contraction usuelle dans D(A). En particulier, pour M concentré 

en degrf zfro, (2.3.2.3) est donnfe par la somme des flèches de contraction 
L 

kPL ® RHom(kPL,M) --?M • Dans le cas filtré, le carrf (2.3.2.2) fournit un carré 

commutatif de DG(A) : 
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(2.3.2.4) grL ~ grRHom(L,M) _---'(",,2:.,: • ..:.1..:...9::...:..,:1"') __ ""7;> gr(L ~ RHom(L,M» 

L 
grL ® (2.2.8.1) gd2.3.2.3) 

L (2.3.2.3) 
grL ® RHom(grL,grM) ---------------~) grM 

où'la flèche horizontale supérieure et la flèche verticale de gauche sont des iso-

morphismes. Compte tenu de la définition "par adjonction" de la flèche de contraction, 

la commutativité de (2.3.2.4) peut aussi se déduire de celle de (2.3.1.9). 

2.3.3. (1) Soient L E ob n-F(A) (resp. n-G(A», M E ob nbF(A) (resp. nbG(A», 

N E ob n+F(A) (resp. n+G(A». On suppose que l'on a ~(L,M) ou 

~(M,N) E ob nbF(A) (resp. nhG(A». On va définir une flèche fonctorielle de 

nF(A) (resp. DG(A», dite flèche de composition 

(2.3.3.0 
L 

RHom(L,M) ® R!!2!!!(M,N) ~ RHom(L,N) 

Vu les hypothèses de degré, les deux membres ont un sens. Par la formule chère à 

Cartan (2.3.1.8), il est équivalent de définir une flèche 

L L 
(*) L ® RHom(L,M) ® ~(M,N) ----;> N 

L L 
Par contraction on envoie L ® ~(L,M) dans M et M ® RHom(M,N) dans N, 

on définit ainsi une flèche (*) d'où la flèche (2.3.3.1) annoncée. Dans le cas gradué, 

les deux membres de (2.3.3.1) se décomposent en morceaux et (2.3.3.1) est donnée par 

une matrice dont les seuls coefficients non nuls sont ceux qui envoient 

p q L q r 
RHom(k L,k M) ® RHom(k M,k N) dans 

la flèche de composition usuelle dans D(A) • Plaçons-nous dans le cas filtré. Du 

fait que l'isomorphisme cher à Cartan et la flèche de contraction sont "compatibles 

avec le passage au gradué associé", en vertu de (2.3.1.9) et (2.3.2.4), on déduit 

facilement qu'il en est de même de la flèche de composition, i.e. que le diagramme 

(1) Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés dans la BUlte. 
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ci-dessous est commutatif 

L gr(2.3.3.l) 
gr(R!!2!!l(L,M) ® R!!2!!l(M,N» ---------» grRHom(L,N) 

(2.1.9.0 1. 
(2.3.3.2) (2.2.8.0 

(2.2.8.0 

R!!2!!!(grL, grM) ~ R!!2!!l(grM, grN) _,!;(2::..!.:. 3::..:.c::3:..: • .!:1~) __ .."._> RHom(grL, grM) 

2.3.4. Soient, pour i a 1, 2, Li E ob O-F(A) (resp. O-G(A», Mi E ob O+F(A) 

(resp. O+C(A». On suppose que l'on a Ml oU M
2 

E ob obF(A) (resp. ObC(A», 

Ml ~ Hz E ob O+F(A) (resp. O+C(A», RHom(LI,M
l

) ou RHom(L
2

,M
2

) E ob ObF(A) 

(resp. DbC(A». On va définir une flèche fonctoriel le en DF(A) (resp. DC(A», dite 

flèche de produit 

(2.3.4.0 

Les deux membres ont un sens d'après les hypothèses faites. D'après la formule chère 

à Cartan, il est équivalent de définir une flèche 

On prendra pour (*) la flèche produit tensoriel des flèches de contraction (2.3.2.3). 

Le diagramme ci-dessous, où la flèche horizontale est le produit tensoriel des 

flèches de contraction, est alors commutatif : 

L L 
® RHom(L2,M2) > Ml ® ~ 

~.,.,) 



- 300 -

il suffit en effet de la transformer par la formule d'adjonction chère à Cartan pour 

aboutir à une tautologie. On peut dire, de manière abrégée, que la contraction est 

compatible au produit. On laisse au lecteur patient le soin de montrer que, plus 

généralement, sous des hypothèses de degré convenables, "la composition des homomor-

phismes définie en (2.3.3.1) est compatible au produit". 

Considérant A comme muni de la filtration (resp. graduation) triviale 

concentrée en degré zéro, on a, pour L E ob DP(A) (resp. DC(A», M E ob D+P(A) 

(resp. D+C(A», des isomorphismes canoniques triviaux : 

(2.3.4.3) 
L 

AI8>L ~ L 

Supposons L E ob D-F(A) (resp. D-C(A». Faisant LI ~ L, L2 ~ A, Ml - A , 

~ • M , et tenant compte de (2.3.4.3), la flèche de produit correspondante (2.3.4.1) 

s'écrit: 

L 
(2.3.4.4) RHom(t,A) 18> M --',;!> RHom(t,M) 

On verra au nO 3 un cas important où cette flèche est un isomorphisme. 

On laisse au lecteur le soin, dans le cas gradué du début de (2.3.4), de 

décomposer la flèche (2.3.4.1) en morceaux, comme on l'a déjà fait pour l'isomor-

phisme cher à Cartan, la flèche de contraction et la flèche de composition. 

Plaçons-nous maintenant dans la situation filtrée du début de (2.3.4). 

Comme en (Z.3.3), le fait que l'isomorphisme cher à Cartan et la flèche de contraction 

sont compatibles avec le passage au gradué associé permet de montrer la commutativité 

du diagramme ci-dessous : 

(2.3.4.5) 

L 
gr(RHom(Ll'~) 18> RHom(LZ,MZ» 

II 
L (Z.3.4.1) L L 

RHom(grLl'gr~) 18> ~(grLz,grM2) ~ RHom(grLI 18> grL2, grMl 18> grM2) , 

où les flèches verticales sont les isomorphismes définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1). 
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2.3.5. Soit f: X ~ Y un morphisme de topos annelés. Paraphrasant la cons truc-

tion (2.2.7 b», on définit 

(2.3.5.1) 

La formation de Rf~, pour (resp. (à isomorphisme 

canonique fonctoriel près) à l'oubli de D+P (resp. D+G) dans n+. On a d'autre 

part un isomorphisme canonique fonctoriel 

(2.3.5.2) (resp. Rf*L • $ Rf*knL) 
n 

De manière analogue, utilisant les résolutions filtrées (resp. graduées) 

plates, on définit 

(2.3.5.3) 

foncteur "compatible" à l'oubli de la filtration (resp. graduation), et donnant 

lieu, pour LE ob D-P(Y) (resp. D-G(Y», à un isomorphisme fonctoriel canonique 

(2.3.5.4) Lf*grL ~ grLf*L (resp. Lf*L ~ $Lf*k~) 
n 

Le fait que f* commute à ® donne, par passage aux dérivés, un isomorphisme 

canonique fonctoriel 

(2.3.5.5) 
L 

Lf*(L ® M) 
L 

-""'--'JP) Lf*L ® Lf*M 

D'autre part, la formule de dualité triviale (III 4.6) s'~tend immédiate­

ment au cas filtré (resp. gradué) : pour L E ob n-p(y) (resp. D-G(Y», ME ob n+p(X) 

(resp. D+G(X», on a un isomorphisme canonique fonctoriel de n+p(y) (resp. n+G(Y» 

(1) On pourrait englober les constructions (2.2.7 b», (2.3.5.1), (2.3.5.3) dans 

un même sorite général de foncteurs dérivés filtrés (resp. gradués) ; le lecteur 

l'écrira s'il en a envie. 
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(2.3.5.6) 

(compatible, dans le cas filtré, au passage au gradué associé), donnant (par 

application de Rf, puis de HOFoRr (resp. HOkoRf» des isomorphismes canoniques 

fonctoriels 

(2.3.5.7) RHom(L,Rf*M) ---=-....,. RHom(Lf*!.,M) 

(2.3.5.8) 

De (2.3.5.8) on déduit en particulier des "flèches d'adjonction" 

(2.3.5.9) 

(2.3.5.10) 

+ + b b définies dès que ME ob D F(X) (resp. D G(X» , Rf*M E ob D F(Y) (resp. D G(Y», 

L E ob D-F(Y) (resp. D-G(Y», Lf*!. E ob DbF(X) (resp. DbG(X». Soit NE ob DbF(Y) 

(resp. DbG(Y» tel que Lf*N E ob DbF(X) (resp. DbG(X» ; appliquant (2.3.5.6) 

à M œ Lf*N et utilisant la flèche d'adjonction (2.3.5.10) pour N, on obtient 

une flèche canonique fonctorielle 

(2.3.5.11) 

2.3.6. Supposons maintenant Qy de tor-dimension globale finie. Cela signifie 

qu'il existe un entier n tel que tout Qy-Module soit de tor-dimension ~ n 

(SGA 6 1 5). Alors l'énoncé (2.1.5), pour (T,A) - (y,Qy), est valable sans hypothèse 

de degré sur E et L; en effet, on est aussitôt ramené au cas "ordinaire" (non 

filtré), pour lequel l'assertion est connue [27J. De même la variante de (2.1.6) 

avec C-F remplacé par CF est vraie. Il en résulte qu'on peut étendre le domaine 
L 

de définition de ®y (2.1.8) et Lf*(2.3.5.1) à DF (resp. DG), i.e définir 

de s fonc teur s 

L 
(2.3.6.1) ® DF(Y) X DF(Y) (resp. DG(Y) X DG(Y» ~ DF(Y) (resp. DG(Y», 
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(2.3.6.2) Lf* DF(Y) (resp. DG(Y» ~ DF(X) (resp. DG(X» 

prolongeant (2.1.8) et (2.3.5.1) et ayant des propriétés analogues de commutation 

à l'oubli de la filtration (resp. graduation) et au passage au gradué associé. 

L'isomorphisme (2.3.5.5) est alors valable sans restriction de degré sur les 
t 

D+ X D+ D+, et Db X Db Db . arguments. Notons que ®y envoie dans dans , de 

même, Lf* envoie D+ dans D+ et Db dans Db . L'isomorphisme <2.3.5.8) est 

valable sans hypothèse de degré sur L, dès que M E ob D+FeX) (resp. D+GeX» , 

et les flèches d'adjonction (2.3.5.9) et (2.3.5.10) sont définiesdès que L, M 

sont dans D+. 

Les remarques précédentes s'appliquent en particulier au cas o~ 

f : X ~ Y est la projection de X sur le topos ponctuel annelé par lZ: f-
l 

est le foncteur "faisceau constant associé", et f* = r . On va en profiter pour 

définir, sous les hypothèses de degré faites au début de (2.3.4), une flèche fonc­

torielle de DF(Ab) (resp. DG(Ab» (1), dite flèche de produit globale 

(2.3.6.3) 

D'après (2.2.10), (2.3.5.5) et e2.3.5.8) il revient au même de définir une flèche 

(*) 

On prend pour (*) la flèche composée de (2.3.4.1) et du produit tensoriel des flèches 

d'adjonction (2.3.5.9) Lf*Rf* --> Id. Utilisant les flèches canoniques 

o Lo oL 0 Lo oL 
F (-) ® F (-) --4> F (- ® -) (resp. k (-) ® k (-) ~ k (- 0 -» et 

o 0 0 L 0 
H (-) ® H (-) --4>H (- ® -), on déduit de (2.3.6.3), par application de F 

une flèche canonique 

(2.3.6.4) 

dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que c'est la flèche évidente 

L 
(fI' fz''''''''''' fI ® f 2 

(1) Rappelons que Ab désigne la catégorie des groupes abéliens. 
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On laisse également au lecteur le soin de définir, sous les hypoth~ses 

de (2.3.3), une fl~che de composition globale 

(2.3.6.5) 

et d'étudier les relations de celle-ci avec la flèche (2.3.6.3). 

3. Complexes filtrés (resp. gradués) parfaits traces et eup-produits. 

On prend les notations du n< 2. 

3.1. Soit P l'une des propriétés de finitude pour un complexe envisagées dans 

(SGA 6 1), et soit L E ob DF(A) (resp. DG(A». Nous dirons, dans le cas gradué, 

que L possède la propriété P si l'objet de D(A) sous-jacent à L la possède 

il revient d'ailleurs au même (loc. cit., passim) de dire que, pour tout i, ki(L) 

possède la propriété P. Dans le cas filtré, nous dirons que L possède la 

propriété P si grL la possède. Nous aurons surtout à utiliser le cas où P 

est la propriété d'atre d'amplitude parfaite finie (loc. cit., 1 4.8). Comme dans 

(loc. cit. 1 5.8.4), nous emploierons les notations DF(A)torf' DF(A)parf' etc., 

pour désigner la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des objets de tor-dimension 

finie, d'amplitude parfaite finie, etc. d'après (loc. cit.), les sous-catégories 

ainsi définies sont des sous-catégories triangulées, 

Exercice 3.1.1. Soit L E ob DF(A) un complexe filtré parfait (cf. (SGA 6 14.7, 4.8». 

Montrer qu'il existe localement un quasi-isomorphisme (1.2) L' ~ L de CF(A) 

tel que grL' soit strictement parfait (SGA 6 l 2.1), Hint: montrer qu'étant 

donné une suite exacte de complexes parfaits 0 ~ E ~ F ~ G ~ 0 et un 

quasi-isomorphisme u: E' ~ E avec E' strictement parfait, il existe localement 

un morphisme de suites exactes de complexes 
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o ----? E' ----? F' ----? G' ----? 0 

,,1 
o -----7 E _----"f_--')~ F 

j .1 
II ) G ) 0 

tel que les flèches verticales soient des quasi-isomorphismes et que F' et G' 

soient strictement parfaits. 

Proposition 3.2. Soient L, ME ob DF(A) (resp. DG(A», ~ [m,n), [p,q). des 

intervalles de 1L. ~ a ~ m+p, b = n+q. Si L 

~ M à cohomologie c [p,q] (i.~. E ob D[P,q]F(A) 
L 

est d'amplitude plate c [m,n] 

(resp. D[P,q]G(A» ), !l2!! 

L ® M est à cohomologie c [a,b]. Si L (resp. M) est d'amplitude plate c [m,n] 
L 

(resp. [p,q]), L ® M est d'amplitude plate c [a,b). Si L (resp. M) est d'ampli-

tude parfaite c [m,n] (resp. [p,q) 
L 

L ® M est d'amplitude parfaite c [a,b]. 

~. D'après (2.1.10), il suffit de prouver le cas gradué. Mais ce1ui~ci résulte 

de (SGA 6 l 4.17 et 5.6). 

Proposition 3.3. ~ L, M E ob DF(A) (resp. DG(A», ~ [m,n] , [p,q] des 

intervalles de 1L. Posons a = p-n, b = q-m. On suppose L d'amplitude parfaite 

[m,n] • Alors, !i M est à cohomologie (resp. d'amplitude plate, resp. d'amplitude 

parfaite) c [p,q] ,RHom(L,M) est à cohomologie (resp. d'amplitude plate, resp. 

d'amplitude parfaite) c [a,b]. 

Preuve. Compte tenu de (2.2.8.1), on peut se borner à l'assertion relative à L, 

ME ob DG(A), qui résulte de (SGA 6 l 7.1). 

Notation 3.4. Pour L E ob DF(A) (resp. DG(A», on posera 

LV = ~(L,A) 

on A est considéré comme muni de la filtration (resp. graduation triviale concentrée 

en degré zéro. Si L est d'amplitude parfaite finie, il en est donc de même de L" 

d'après (3.3). 
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3.5. Soient L, ME ob CF(A) (resp. CG(A». La flèche canonique de C(A) 

(3.5.U L ----~> Hom'(Hom'(L,M),M) 

x 1-----:.'> (f .... 1 ---:» f (x» 

est compatible aux filtrations (resp. graduations), donc est une flèche de CF(A) 

(resp, CG(A», On v4rifie trivialement que, pour LE ob CF(A), le diagramme ci-dessous 

est commutatif 

(3.5,2) grL _ ...... g:;;:r;.:("'3:.,: • .;!.5.:. • .:;.1'-) ---") grHom' (Hom' (L,M) ,M) 

1 
13,5,1) grL ~---=-='-=--?> Hom' (!l,'m' (grL,grH),grH) 

où la flèche verticale de droite est donnée par (2.2.2,1). 

Par l'argument habituel, on voit que la flèche (3.5.1) définit, pour 

L E ob DF(A) (resp. DG(A», ME ob D+F(A) (resp. D+G(A», une flèche fonctorielle 

0.5.3) 

et que dans le cas filtré le carré (3.5.2) donne naissance à un carré commutatif 

(3.5.4) grL srO .5.3) :> grRHom(~(L,M),M) 

"J D.5 .. '») 

j 
grL )0 RHolll( RHo'l'( grL, grH) ,grH) 

où la flèche verticale de droite est l'isomorphisme (2.2.8.1). Pour M. A (avec 

filtration (resp. graduation) triviale), la flèche (3.5.3) prend le nom de flèche 

de bidualité. 
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Proposition 3.5.5. !2!! L E ob DF(A) (resp. DG(A».!! L est parfait, la flèche 

de bidualité L --? L"v est un isomorphisme. 

~. Compte tenu de (3.5.4), on peut se borner à prouver l'assertion dans le 

cas gradué. Il suffit d'ailleurs de montrer que la flèche non graduée sous-jacente 

est un isomorphisme, mais cette dernière assertion n'est autre que (SGA 6 1 7.2). 

Proposition 3.6. Soient, pour i· l, 2, Li E ob D-F(A) (resp. D-G(A», 

Mi E ob D+F(A) (resp. D+G(A». On suppose que LI est d'amplitude parfaite finie, 

~ L
2 

est parfait, et que l'on a Ml E ob DbF(A) (resp. DbG(A», Ml ~ ~ E ob D+F(A) 

(resp. D+G(A». Alors la flèche de produit (2.3.4.1) : 

est définie et est un isomorphisme. 

Preuve. D'après (3.3) on a (resp. DbG(A», donc la 

flèche est bien définie. Pour prouver qu'elle est un isomorphisme, on peut, compte 

tenu de (2.3.4.5), se borner au cas gradué, et, dans ce cas, il suffit de montrer 

que la flèche non graduée sous-jacente est un isomorphisme. Par localisation et 

dévissage de L, 
1 

, on est ramené à LI = LZ = A , auquel cas la flèche de produit 

n'est autre que la flèche identique de 
L 

~ ® M
2 

Corollaire 3.6.1. Sous les hypothèses de (3.6) ~ LI et L2' la flèche de 

est un isomorphisme. 

Corollaire 3.6.2. ~ L E ob DF(A) f 
~ 

(resp. DG(A) f)' ~ M E ob D+F(A) 
~ 

(resp. D+G(A», la flèche de produit (2.3.4.4) : 

est un isomorphisme. 
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3.7. Soient E E ob DF(A)parf (resp. DG(A)parf)' K E ob D-F(A) (resp. D-G(A», 

L E ob D+F(A) {resp. D+G(A»). Alors RHom(E ~ K, E ~ L) E ob D+F(A) (resp. D+G(A» 

est défini. On a l'isomorphisme cher à Cartan (2.3.1.3) : 

D'autre part, la flèche de produit définit (3.6.2) un isomorphisme 

p 
." L L L 

~(K,E ® E ® L) ~ RHom(K,RHom(E,E ® L» 

Enfin la flèche de contraction (2.3.2.3) 
L 

E~® E ~ A définit une flèche 

L L 
t RHom(K,E"® E ® L) ---';0 RHom(K,L) 

On note 

0.7.1) 
L L 

Tr RHom(E ® K,E ® L) ----> R!!2!!!(K,L) 

la flèche composée tp-lc Comme l'isomorphisme cher à Cartan, la flèche de produit 

et la flèche de contraction sont compatibles avec le passage au gradué associé 

d'après (2.3.1.4), (2.3.4.5) et (2.3.2.4), il en est de même de la flèche (3.7.1), 

i.e. dans le cas filtré on a un carré commutatif 

0.7.2) 

L L 
RHom(grE ® grK.~rE ® geL) 

JI 
(J,l.ll > ~(grK,grL) 

oà les isomorphismes verticaux sont définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1) Appliquant 

à (3.7.1) le foncteur Rr, et tenant compte de (2.2.10), ............. v..- UoU'II; 1..I..t:(;!'I.e, notée 

encore Tr, 

<3.7.3) Tr RHom(E ~ K,E ~ L) ~ RHom(K,L) 

qu'on pourrait aussi définir directement en utilisant l'isomorphisme cher à Cartan 

sous la forme (2.3.1.6). Appliquant à (3.7.3) le foncteur HOFo (resp. HOko), et 

tenant compte de (1.4.11), on trouve une flèche, notée encore Tr, 
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(3.7.4) Tr 
L L 

Hom(E ® K, E ® L) ~ Hom(K,L) 

(le Hom étant pris dans DF(A) (resp. DG(A»). Les flèches (3.7.1), (3.7.3) et 

q. 7 .4) s' appellent homomorphismes traces. Elles sont, pour E fixé, visiblement 

fonctorielles en K et L: soient K' ---? K une flèche de D-F(A) (resp. D-G(A», 

L ---? L' une flèche de D+F(A) (resp. D+G(A», alors on a un carré commutatif: 

(3.7.4.0 
L L 

RHom(E ® K,E ® L) (3.7.0 
) RHom(K,L) 

j j 
L L 

RHom(E ® K',E ® L') > RHom(K ' ,L ') (3.7.0 

et deux carrés commutatifs analogues avec RHom, Hom au lieu de R~. Nous 

verrons plus bas (3.8.11) que les flèches (3.7.1), (3.7.3), (3.7.4) sont, pour K 

et L fixés, fonctorielles en E par rapport aux isomorphismes. 

3.7.4.2. Explicitons maintenant la flèche (3.7.4). Dans le cas gradué, on a 

L 

L L 
Hom(E ® K,E ® L) 

Hom(K,L) 

el 

p-t-q=p'-t-q' 

les ® et Hom aux seconds membres étant calculés dans 

est donnée par une matrice envoie 

DCA), de sorte que (3.7.4) 
L 1 L 1 

Hom(kPE ® kqK,kP E ® kq L) 

dans Hom(krK,krL). Les décompositions étudiées plus haut de l'isomorphisme cher 

à Cartan, de la flèche de produit et de la flèche de contraction entratnent que l'on a 

tpqp'r 2 0 pour p ~ p' ou q ~ r et que 

t prpr 

est donné par l'homomorphisme trace "usuel" dans D(A), i.e. par (3.7.4) dans le cas 

particulier où tous les arguments sont dans 

particulier si K et L sont de graduation concentrée en degré zéro (cas impor-
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tant pour les applications), l'homomorphisme (3.7.4) est la somme des homomorphismes 

traces 

relatifs à chaque composante kPE. 

Dans le cas filtré, le carré (3.7.2) fournit, compte tenu de (2.2.8.1), 

un carré commutatif de DG(Ab) 

0.7.5) 
L L 

grRHom(E ® K,E ® L) gr(3.7.3) ) grRHom(K,L) 

è 11 , 
RHom(grE 'S ~rj(,grE ,~ gLU 

Il 
(J. 7.3) > IUlom(grK, grLl 

où les isomorphismes verticaux sont définis par (1.4.13.1) et (2.1.9.1). Composant 

le carré commutatif ROFo(3.7.3) ~ ROgro(3.7.3) (défini par la projection 

canonique FO ~ gro ) avec le carré commutatif déduit de (3.7.5) par application 

du foncteur ROko , on trouve un carré commutatif : 

0.7.6) Rom(E ~ K,E ~ L) __ -,-(=-3~. 7"",."",4 ... )_-,» Hom(K,L) 

l j 
Rom(grE ~ grK,grE ~ grL) (3.7.4» Hom(grK,grL) 

où les flèches verticales sont donnés par f ~ grf • 

Corollaire 3.7.7. (additivité des traces). 
L L 

L E ob D+(A), ~ f : E ® K ~ E ® L 

à la sous-catégorie pleine DF[o,o](A) de 

Soient E E ob DF(A) f' K E ob D-(A), 
~ 

une flèche de DF(A) (on identifie D(A) 

DF(A) , cf. (1.2.7». Alors on a : 

Preuve. Dans (3.7.6) la flèche verticale de droite est la flèche identique de 

Rom(K,L), et la flèche horizontale inférieure, comme on l'a remarqué plus haut 
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(3.7.4.2), est la somme des homomorphismes traces relatifs à chaque composante 

gr~ , d'où l'assertion. 

Remarque 3.7.7.1. Tr f est aussi l'image de f par le morphisme trace "usuel" 

dans D(A) lorsqu'on oublie la filtration de E, cela découle trivialement des 

dé fini tions. 

3.7.8. Soient, pour i = l, 2, 

(resp. D-G(A», Li E ob D+F(A) 

L
2 

E ob DbF(A) (resp. DbG(A», 

un i, RHom(Ki,Li ) E ob DbF(A) 

suivant : 

0.7.8.1> 

Ei E ob DF(A) f (resp. DG(A) f)' 
.E.!!.E!. .E.!!.E!. 

(resp. D+G(A». On suppose que l'on a LI ou 
L 

et LI ® L
2 

E ob O+F(A) (resp. O+G(A», et, pour 

(resp. ObG(A». On peut alors former le diagramme 

où la flèche verticale de droite est la flèche de produit (2.3.4.1) et la flèche 

verticale de gauche est composée de la flèche de produit (2.3.4.1) et de l'isomor-
L L L L L L 

phisme défini par les isomorphismes de symétrie El ® KI ® E2 ® K2~ El ® E2 ®Kl ®K2, 
L L L L L L 

El ® LI ® E2 ® L2 ~ El ® E2 ® LI ® L2 (noter que l'hypothèse 

b b 
~(Ki,Li) E ob 0 F(A) (resp. D G(A» pour un i implique que l'on a, pour le 

L L b b 
même i, RHom(Ei ® Ki' Ei ® Li) E ob D F(A) (resp. D G(A» : la preuve est 

analogue à celle de (3.3) et laissée en exercice au lecteur). Utilisant la flèche 

de produit globale (2.3.6.3), on définit de manière analogue un diagramme 

0.7.8.2) l 
L 

RHOm(Kl,Ll)®RHom(K2,L2) 

j 
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Proposition 3.7.8.3. Les diagrammes (3.7.8.1) et (3.7.8.2) sont commutatifs. 

La commutativité de (3.7.8.2) découle facilement (vu la définition de la 

flèche de produit globale) de celle de (3.7.8.1). Nous ne donnerons pas la preuve 

de cette dernière, que nous avouons d'ailleurs ne pas avoir faite en détail, et 

qui n'est qu'un exercice de routine nécessitant probablement plusieurs pages de 

diagrammes. Le point clé est la compatibilité de l'isomorphisme cher à Cartan avec 

la flèche de produit (2.3.4.1), vu qu'on sait déjà que la flèche de contraction et 

la flèche de produit sont compatibles aux produits (cf. (2.3.4.2». 

Appliquant à (3.7.8.2) le foncteur FO (resp. kO), on obtient un carré 

commutatif : 

où les flèches verticales sont définies par les flèches de produit (2.3.6.4). Le 

carré (3.7.8.4) exprime la multiplicativité de la trace: pour 

on a ! 

<3.7.8.5) 

3.8. Soient E, FE ob DF(A) f (resp. DG(A) f)' et, pour i =- 1, 2, 
.P!!.E. .P!!.E. 

K. E ob 
l. 

D-F(A) (resp. D-G(A», L. E ob D+F(A) 
l. 

(resp. D+G(A». On suppose que 

l'on a L2 E ob DbF(A) (resp. DbG(A», 
L 

D+F(A) (resp. LI ou et LI ® L2 E ob 

D+G(A». Posons KI ~ KZ = K, LI ~ LZ = L . On a l'homomorphisme défini par la 

flèche de produit (2.3.4.1) et les isomorphismes de symétrie: 

(*) 

L 
d'autre part, comme E ® F est d'amplitude parfaite finie (3.2), on a l'homomorphisme 

trace (3.7.U 
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(**) 
L L L L 

RHom(E.® F ® K, E ® F ® L) ~ Rfu1.!!!(K,L) 

Le composé de (*) et (**) 

(3.8.1) 

s'appelle l'homomorphisme eup-produit. De manière analogue, utilisant la flèche de 

produit globale (2.3.6.3) et l'homomorphisme trace (3.7.3) on définit un eup-produit 

"global" 

0.8.2) 
L L L L L 

RHom(E ® Kl,F ®LI) ® RHom(F ®~, E ® L2) ~ RHom(K,L) 

d'ob l'on déduit une flèche canonique 

0.8.3) 

On laisse au lecteur le soin, dans le cas gradué, de décomposer suivant les morceaux 

homogènes les flèches (3.8.1), (3.8.2), et d'écrire la matrice de (3.8.3) (cf. la 

décomposition de la trace). Dans le cas filtré, on a un carré commutatif: 

Où les flèches verticales sont les isomorphismes définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1). 

On a un carré commutatif analogue (3.8.5) avec RHom au lieu de ~, d'où l'on 

déduit un carré commutatif 

(3.8.3) 
0.8.6) --------~> Hom(K,L) 

0.8.3) 1 
L L 

Hom(grE®grK1,grF®grLl ) 

où les flèches verticales sont données par f ~ g·d. Le carré 0.8.6) exprime 
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l'additivité du cup-produit : si Ki' Li (i-l,2) sont de filtrations concentrées 

en degré zéro, il fournit la formule 

(3.8. ]) <U,v> ~ ~ <grnu,grnv> 
n 

L L L L 
pour u E Hom(E ® K1,F ® LI)' v E Hom(F ® ~,E ® L

2
), Où l'on a noté <, > le 

eup-produit (3.B.3). 

Soient E', F', K'i' L'i des objets de DF(A) (resp. DG(A» satisfaisant 

aux mêmes hypothèses que E, F, Ki' Li • Alors, moyennant des restrictions de degré 

convenables, on a un diagramme connnutatif anslogue à (3.7.8.0, exprimant "la compa-

tibi1ité du cup-produit aux produits". "En particulier" on a, pour 
L L L L L 

u E Hom(E ® Kl,F ® LI)' v E Hom(F ® K2,E ® L2), u' E Hom(E' ® K'l,F' 

v' E Hom(F' ~ Ki, E' ~ L' 2) 

0.8.8) 
L L L 

<u®u', v®v'>-<U,v>®<u',v'> 

où <, > désigne, comme ci-dessus, le eup-produit (3.8.3). Les détails sont laissés 

au lecteur patient. 

On laisse également au lecteur les assertions suivantes, qui expriment la 

relation entre trace et cup-produit, dans le cas particulier où Ki = Li = A 

(muni de la filtration (resp. graduation) triviale concentrée en degré zéro). On 

a un diagramme commutatif : 

0.8.9) RHom(E,F) ~ RHom(F,E) (2.3.3.1) ) RHom(E,E) 

j - ~3.8.1) -1 
U.7·i)~A 

D.7.1) (2.3.3.1) 

~(F,F) 

et un diagramme connnutatif analogue avec RHom au lieu de ~, et r A au 

lieu de A, d'où l'on déduit la formule (cf. SGA 6 l 8.3) 

(3.8.10) Tr{uv) c Tr(vu) • <U,v> 

pour u E Hom(E,F), v E Hom(F,E). 
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3.8.11. Soit s : E ~ F un isomorphisme. Celui-ci correspond, par l'isomorphisme 

cher à Cartan à une flèche, notée encore s : A ~ ~(E,F). Envoyant 
L 

RHom(F,E) = A ® ~(F,E) dans 
L L 

RHom(E,F) ® RRom(F,E) par s ® Id, on déduit de 

(3.8.9) un carré commutatif: 

---"''-----'» R!!2!!!(E, E) 

1 (3.1" 

____ ~(~3~.~7.~1~) __ __7> A 

Où les flèches autres que la trace sont les isomorphismes définis par s (on peut 

aussi le vérifier directement ••. ). Il en résulte qu'on a un carré commutatif 

(avec les notations de (3.7» 

L L 
0.8.11.0 ~(F ® K,E ® L) 

il 
L L 

RHom(F ® K,F ® L) 

L L 
----"''-----.,>,.. ~(E ® K,E ® L) 

l (3.7.1) 

_....:("'3,.:..:.,.7 .:...:1",) __ > ~(K, L) 

où les flèches autres que la trace sont les isomorphismes définis par s On en 

déduit des carrés commutatifs analogues avec RHom, Hom au lieu de RHom Ce 

dernier exprime le caractère central de la trace (ou son invariance par isomorphisme, 
L L 

comme on préfère) : pour f E Rom(E ® K,E ® L), on a : 

0.8.11.2) TrCsfs-l ) TrU) 

3.9. Soit f : X ~Y un morphisme de topos annelés, et soient E E ob DF(Y) f 
E!!!!. 

(resp. DG(Y) f)' K E ob D-F(Y) (resp. n-G(Y», LE ob nbF(Y) (resp. DbG(Y» tel 
.2!!EE 

que LttL E ob DbF(X) (resp. DbG(X». On laisse au lecteur à l'inépuisable patience 

le soin de vérifier que le carré ci-dessous est commutatif : 
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L L 0.7.0 
R!!2!!!(E ® K,E ® L) -------------~') R!!2!!!(~, L) 

0.9.ll ".3.5.H} 1 l ',.,5.H} 

Rf*0.7.0 
L L 

Rf*R!!2!.:!(Lf*E ® Lf*K,Lf*E ® Lf*L) --------» Rf*R!!2!!!(Lf*K,Lf*L) 

(noter que l'on a Lf*E E ob DF(X) f (resp. DG(X) f) d'après (3.2». Par 
~ ~ 

application du foncteur Rf on déduit de (3.9.1) un carré commutatif: 

L L (3.7.3) RHom(E ® K,E ® L) ) RHom(K,L) 

(J. 9 .21 

1 1 
(3.7.3) L L 

RHom(Lf*E ® Lf*K,Lf*E ® Lf*L) ') RHom(Lf*K,Lf*L) 

d'où un carré commutatif analogue avec Hom au lieu de RHom, qu'on peut résumer 

par la formule 

(3.9.3) Tr(Lf*U) = Lf*Tr(u) 

L L 
pour u E Hom(E ® K,E ® L) 

4. Les foncteurs Sn, An, ~ filtrés (resp. gradués). 

On conserve les notations du nO 2. 

4.1. Rappelons (1 1.5.5 b), 4.2.2.6) que S = $ Sn (resp. A. $ 
nEl'I nEl'I 

resp. r· $ ~) désigne le foncteur Algèbre symétrique (resp. extérieure, resp. 
nEl'I 

à puissances divisées) sur la catégorie des A-Modules. Soit L un A-Module filtré, 

et soit n un entier ~ 1 On filtre SnL (resp. A~) par les sous-Modules 

i l + ••• +in~k 

- lm Fk(L ®n.l 

i i 
lm F IL ® ••• ® F ~ 

(cf. (2.1.0) 
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où lm est relatif à l'homomorphisme canonique L®n ~ S~ (resp. À~) 

filtre ~L par les sous-Modules 

F~ > 
= n 

Si la filtration de L est contenue dans un intervalle [a,b], celle de SnL 

on 

(resp. À~, resp.~) est contenue dans l'intervalle [na,nb]. Pour n = l, la 

filtration ainsi définie sur SnL = ÀnL = mL = L est la filtration initiale de L. 

Pour n = 0, on munit SnL = À~ = ~ = A de la filtration triviale concentrée 

en degré zéro. Notons T' l'un des foncteurs S, 1\ , r . Pour n E lN, P E 2Z, on a 

(4.1.1) T~ (np) 

où X(i) désigne comme d'habitude X où l'on a décalé la filtration de i unités, 

D'autre part, la filtration qu'on vient de définir sur T'est compatible avec sa 

structure d'Algèbre, Le" pour m, nE Ji! et p, q E 2Z, l'homomorphisme produit 

Tm ® Tn ---7 Tm+n envoie FPh ® FqT"L dans FP+qyn+~ 

Soient L, M des A-Modules fil trés, Pour n E lN , l'isomorphisme 

canonique (1 4,2,2,6) 

(4,1.2) 
p+q = n 

est compatible aux filtrations, quand on munit les produits tensoriels au membre 

de droite de leur filtration naturelle (2,1,1), En d'autres termes, l'isomorphisme 

canonique 

(4,1.2) , T'(L e M) --=-)~ T'L ® T'M 

est un isomorphisme d'Algèbres graduées filtrées, ce qui serait d'ailleurs évident 

a priori sur la caractérisation universelle de T' comme Algèbre graduée filtrée, 

caractérisation dont on laisse l'énoncé au lecteur, 
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Soit P un A-Module gradué. Pour n E lli, Tnp est muni d'une graduation 

"totale" naturelle, concentrée dans l'intervalle [na, nb] si celle de Pest 

concentrée dans [a,b], et qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter. Elle est 

compatible aux produits, de sorte que T'P se trouve ainsi muni d'une structure 

d'Algèbre bigraduée, strictement anti-commutative pour le degré extérieur dans le 

cas T' ~ A' • On a des isomorphismes de Modules gradués, analogues à (4.1.1) et 

(4.1. 2) 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

p+<!~n 

Soit L un A-Module filtré. L'injection canonique grL --> grSL (resp. 

gr A L) se prolonge canoniquement en un homomorphisme d'Algèbres bigraduées 

SgrL --> grSL (resp. A grL --> gr A L). D'autre part, on vérifie facilement qu'on 

k nL 
a Yn (F r L) C F r L ,pour n E :ri, k E 7L, de sorte que les puissances divisées 

de r L définissent par passage au gradué associé un morphisme d'Algèbres bigraduées 

r grL ~ grr L • En résumé, on a donc un homomorphisme canonique d'Algèbres 

bigraduées : 

(4.1.5) 

Proposition 4.1.6. ~ L un A-Module filtré, de filtration finie, tel que grL 

soit plat. Alors (4.1.5) est un isomorphisme. 

~. On raisonne par récurrence aur la longueur d b-a de l'intervalle [a,b] 

dans lequel est concentrée la filtration de L. Pour d = 0, on peut, compte tenu 

de (4.1.1) et (4.1.3), supposer a = b = 0, et il n'y a rien à démontrer. Supposons 

d > 0 • Par passage à la limite inductive locale, on se ramène, comme dans la preuve 

de (2.1.4), au cas oà L = M $ N, Met N étant de filtration concentrée dans un 

intervalle de longueur < d. On a alors T'(grL) = T'(grM) ® T'(grN), grT'L = gr(T'MgŒ'N), 

et un triangle commutatif : 



- 319 -

T' (grM) ® T' (grN) .......;(~4:..:. • .:..1.:..:5~)..:®~(.;);4.:.,;.1~.~5!...) _~> grT'M ® grT'N 

(2.1.2.1) 

(4.1.5) 

gr(T'M ® T'N) 

Par l'hypothèse de récurrence, la flèche horizontale est un isomorphisme; de plus 

grT'M et grT'N sont plats, donc, d'après (2.1.4), la flèche verticale est un 

isomorphisme. Donc la flèche oblique est un isomorphisme, cqfd. 

4.1.7. Il est intéressant d'expliciter le cas particulier o~ L est de filtration 

concentrée dans l'intervalle [O,lJ. Posons grOL = L" , grIL - FIL" L' , d'oil 

une suite exacte 

° ----? L' ----? L ----? L" ----? ° 
Pour nE lN. la filtration de T~ est concentrée dans l'intervalle [O,nJ on a 

c'est la filtration dite de Koszu1. On a 

TngrL $ TPL' ® TqL" 
p+q = n 

la composante homogène de degré p étant TPL' ® TqL" • Si L' et L" sont 

plats, la flèche (4.1.5) 

est un isomorphisme. Le "premier quotient" de T~ est TnL" on a la suite exacte 

Le "dernier quotient" est grnTnL 
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4.2. Soit L E ob CFCA) (resp. CGCA». On munit le complexe TnL (1 4.1.3.2) 

de la filtration (resp. graduation) définie par 

(4.2.1) 

On définit ainsi un foncteur 

(4.2.2) T
n 

: CF(A) (resp. CGCA» ~ CF(A) (resp. CG(A» 

envoyant C-FCA) (resp. C-G(A» dans C-F(A) (resp. C-G(A», et CF[a,b](A) 

(resp. CG[a,b](A» dans CF[na,nb]CA) (resp. CG[na,nb](A». Notons que la 

filtration (resp. graduation) somme sur T·L. œ TnL est compatible à la structure 

d'Algèbre de T'L (1 4.2.3.5). L'homomorphisme (4.1.5) fournit dans le cas filtré, 

un homomorphisme fonctoriel d'Algèbres différentielles trigraduées 

(4.2.3) T'CgrL) ~ grT'L 

D'après (4.1.6), celui-ci est un isomorphisme quand grL est plat. Compte tenu de 

(1 4.2.2.1), il en résulte: 

~ 4.2.4. ~ f : L ~ M un quasi-isomorphisme de C-F(A) tel que grL 

et grM soient plats. Alors, pour tout n E N, Tnf est un quasi-isomorphisme 

Observant par ailleurs que les foncteurs (4.2.2) sont "compatibles" aux 

homotopies filtrées (resp. graduées) (cf. (1 4.1.3.5», on conclut (grâce à (2.1.6» 

Proposition 4.2.5. !2.!:!!. L E ob D-F(A) et nE lN, le pro-objet de D-F(A) 

LTnL "lim" TnL' --L' 4L 

Où s parcourt les quasi-isomorphisme&de K-F(A) de but L, est essentiellement 

constant, de valeur Tnp, où P ~ L est un quasi-isomorphisme avec grp ~ 

(2.1.3). En d'autres termes (1 1.4.4), le foncteur Tn admet un dérivé gauche 
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On définit de manière analogue : 

(4.2.6) 

Tenant compte de (r 4.2.3.3), on d~duit de (4.2.3) des isomorphismes fonctoriels 

canoniques de D-(A) : 

(4.2.7) 
n 

L n i 
0Lr r ( gr r L) ~ 

pour L E ob D-F(A). D'autre part, la structure multiplicative de r·E, pour 

E E ob CF(A) (resp. CG(A», donne, par passage aux dérivés, des homomorphismes 

canoniques fonctoriels de D-F(A) (resp.D-G(A»: 

(4.2.8) 

pour L E ob D-F(A) (resp. D-G(A) (le produit tensoriel au premier membre ~tant 

d~fini comme en (2.1.8», avec une propriété d'associativité évidente. 

Proposition 4.2.9. Soient n E lN, [a,b] un intervalle de lZ contenant 0, 

L E ob D-F(A). On suppose que L est d'amplitude plate (resp. parfaite) c [a,b] 

(SGA 6 r 4, 5). Alors LrnL est d'amplitude plate (resp. parfaite) c [na,nb] (3.1). 

Enonc~ analogue pour L E ob D-GCA). 

~. Appliquer (SGA 1 4.19.2 ), (r 4.2.2.5), et (4.2.7). 

4.3. Soit u: L -->M un morphisme de A-Modules filtrés (resp. gradués). On 

vérifie immédiatement que les différentielles définies en (1 4.3.1.2) sur A L 0 SM 

et r L 0 A M sont compatibles aux filtrations (resp. graduations). Ainsi Kos.(u) 

et Kos'(u) (r 4.3.1.3) sont des complexes filtrés (resp. gradués). Dans le 
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cas filtré, (4.1.5) fournit des homomorphismes canoniques fonctoriels 

(4.3.1) Ros. (gru) ~ grKos(u) , Kos'(gru) ~ grKos'(u) 

qui sont des isomorphismes quand grL et grM sont plats (L et M étant de 

filtration finie). Il en résulte en particulier que, si 

E" (O--:>L' --:>L--:>L" --'>0) 

est une suite exacte de Modules filtrés (de filtration finie) telle que grE soit 

une suite exacte de Modules plats, alors les suites exactes de Koszul (1 4.3.1.7) 

donnent des suites exactes par passage aux gradués associés. Notant que, pour 

E E ob CF(A) (resp. CG(A», la suite exacte standard 

0--'> E --'> C(E) --'> E[l] --'> 0 

où C(E) est le cOne du morphisme identique de E , est une suite de complexes 

filtrés (resp. gradués), on en déduit, par des raisonnements analogues à ceux de 

la preuve de (r 4.3.2.1), des isomorphismes fonctoriels canoniques de O-F(A) 

(resp. O-G(A» 

(4.3.4) 

(4.3.5) 

LSn(M[l]) ~ L À ~[n] 

LAn(M[l]) ~ Lr ~ en] 

pour ME ob O-F(A) (resp. O-G(A», n étant un entier ~ 1 . Ceux-ci sont, dans 

le cas filtré, compatibles au passage au gradué associé en un sens que le lecteur 

explicitera. Ils sont d'autre part compatibles aux produits (4.2.8), i.e. on a des 

carrés commutatifs de O-F(A) (resp. O-C(A» analogues aux carrés de (1 4.3.2.1). 
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4.4. Soient L, M des A-Modules. Posons, pour nE JN , 

Alors Sdiag(L œ M) 

L'injection naturelle 

œ S~iag(L œ M) est une sous-Algèbre de SeL œ M) = SL • SM, 
nEJN 

L 0 M ~ Sdiag(L œ M) se prolonge canoniquement en un 

morphisme d'Algèbres graduées 

(4.4.0 <:p' : SeL ® M) ~ Sd' (L ffi M) 
~ag 

Concrètement, si xl""'Xn (resp. yl' •••• yn) sont des sections de L (resp. M), 

on a 

Si maintenant L, M sont des A-Modules filtrés (resp. gradués), les 

flèches ~n: Sn(L ® M) ~ S~ ® S~ sont compatibles aux filtrations (resp. 

graduations) des deux membres. Dans le cas filtré. on a un carré commutatif 

(4.4.2) S (g,L ':~ grH) 5P 
" '"., <,'L l "HI 

1 
g,S(L 6\ YI) grsp 

" grS di 0).; Ü, -f' t"r) 

o~ les flèches verticales sont les flèches canoniques définies par (2.1.2.1) et 

(4.1.5). Dans le cas gradué. on a un carré connnutatif 

(4.4.3) ® S(kiL ® kjM) " SeL ® M) 
i,j 

1· 1·· ~,J 

® Sd" (kiLffikjM) ~ Sdiag(L ffi M) 
i.j ~ag 

Où la flèche horizontale supérieure est l'isomorphisme canonique et la flèche 

horizontale inférieure le produit des injections canoniques 
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Par passage aux d~riv~s (i.e. en remplaçant les arguments par des r~solu-

tions filtr~es (resp. graduées) plates), on déduit de (4.4.1), pour n E E, une 

flèche canonique fonctorielle de O-F(A) (resp. O-G(A» 

(4.4.4) 

pour L, ME ob D-F(A) (resp. D-G(A». Dans le cas filtré, le carré (4.4.2) fournit 

un carré commutatif 

(4.4.5) 
L 

LS(grL ® grM) 

1 
cp' 

---=---~> LSdiag(grL E!l grM) 

! 
L 

grLS(L ® M) grill' ( ) ---"=----~> grLsdiag L E!l M 

ob les flèches verticales sont définies par (2.1.9.1) et (4.2.7) (pour X, Y, 

Z E ob D-F(A) (resp. D-G(A», on pose 

LS(X) = E!l LSnCX) 
nEJN 

qu'on munit de la filtration (resp. graduation) somme). Dans le cas gradu~, le 

carré (4.4.3) fournit un carré commutatif 

L 
LS(kiL 

L 
hj~IJ 

L 
(4.4.6) .&. '-" > LS(I. :? N) 

',J 

1 
L 

1-.~. :p 
',J 

L 
LSdia~ (kiL ~, kjèj) > 1.S diag (L i;. M) 

i';"j 

4.5. Soient L, M des A-Modules. Posons 

Alors I\S(L,M) E!l I\SnCL,M) est une sous-Algèbre de I\L ® SM • 
nE:tI 

(1) 

(1) Les produits tensoriels à gauche sont pris dans le mame ordre en haut et en bas. 
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L'injection canonique L ® M ~AS(L,M) se prolonge en un homomorphisme d'Algèbres 

graduées 

(4.5.1) --~> AS(L,M) 

Si sont des sections de L (resp. M), on a 

Si L, M sont des A-Modules filtrés (resp. <>radués), les flèches fi sont compati-

b1es aux filtrations (resp. graduations) des deux membres, et l'on a des carrés 

commutatifs analogues à (4.4.2) et (4.4.3). Par dérivation, on déduit de (4.5.1) 

des flèches canoniques fonctorie11es de D-F(A) (resp. D-G(A» 

(4.5.2) 

donnant lieu à des carrés commutatifs analogues à (4.4.5) et (4.4.6). 

Soit M un A-Module filtré, de filtration finie, tel que grM soit 

plat, et soit 

Il (O~L' ~L~L" ~O) 

une suite exacte de A-Modules filtrés, de filtrations finies, telle que grl! soit 

une suite exacte de A-Modules plats. Alors I! ® M est une suite exacte de A-Modules 

filtrés telle que gr(1! ® M) soit une suite exacte de A-Modules plats, et l'on a 

la suite exacte de Koszul (4.3.2)n 

D'autre part, tensorisant par S~ la suite exacte de Koszu1 relative à E , on a 

une suite exacte : 
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On vérifie facilement qu'on définit un morphisme de C*) dans C**) en envoyant 

sn CL" ® M) dans S"r." ® s"M par ~n C4.4.1) et, pour p+q = n, APCL' ® M) ® SqCL ® M) 

dans APL' ® SqL ® s"M par la flèche composée de ,P ® ~q et de la flèche donnée 

par le produit SPM ® SqM ----? S"M. Appliquant cette remarque à "la suite exacte 

du cOne ",on obtient, par des raisonnements familiers, pour L, M E ob D-FCA) 

Cresp. D-GCA», des carrés commutatifs de D-FCA) Cresp. D-GCA» 

C4.5.3) ----'..:......--~) L AnCL ~ M) en] 

l ,"["] 
L 

--=-~> LAnL[n] ® LS"M 

oà les flèches horizontales sont les isomorphismes définis par (4.3.4). 

5. Construction de classes de Chern. 

5.1. On conserve les notations et conventions du nO 4. En particulier, T· désigne 

l'un des foncteurs S, A , r • Pour ME ob D-CA) (resp. D-F(A), resp. D-G(A», 

on note HomC-,LT-(M» le foncteur contravariant sur D-(A) (resp. D-F(A), resp. 

D-G(A» défini par 

(5.1.1) Hom(-,LT-(M» = ~ Hom(-,LTn(M) 
nElN 

On note d'autre part Hom(-,LT'(M)[l]) le foncteur 

(5.1.2) Hom(-,LT'(M)[l]) = "TT Hom(-,LTn(M)[n]) 
n E lN 

Les foncteurs (5.1.1) et (5.1.2) sont à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens 

pour LE ob D-(A) Cresp .•• ), un élément Can)nE~ de Hom(L,LT-CM» Cou 

HomCL,LT-CM» sera écrit de préférence sous forme de série formelle 
L 

flèches canoniques LTP(M) ® LTq(M) ----? L~+q(M) (resp. 

E s t n . Les 
n 

LTPCM)[p] ~ LTq(M)[q] ----? L~+qCM)[p+q]) permettent de munir Rom(A,Lr(M» 

d'une structure d'anneau. Si M E ob DO](A) (resp. (resp. Hom(A,LT~(M)[l]) 

DO]F(A), resp. DO]G(Al), Rom(A,L5'(M» et Rom(A,Lr'(M» sont commutatifs, 
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tandis que Hom(A,L AA(M» est anti-commutatif : cela résulte immédiatement de 

la définition du produit «r 4.2.3.1), (4.2.8» et de (1 3.1.3) (l'hypothèse faite 

sur M permet en effet de se débarrasser de la flèche d'Alexander-Whitney dans la 

définition du produit). De (4.3.4) et (4.3.5) on déduit des isomorphismes fonctoriels 

(5.1.3) 

(5.1.4) 

"compatibles" (en un sens que le lecteur précisera) avec les structures d'anneaux 

pour L - A • 

5.2. Soit 

une flèche de D(A), ob M (resp. E) est d'amplitude plate(resp. parfaite) finie 

(SGA 6 4, 5). Pour n E lN ,LS~ (resp. LSnE) est, d'après (4.2.9) (ou Cr 4.2.2.5» 

d'amplitude plate (resp. parfaite) finie, donc on peut définir (3.7.4) 

On pose 

C5.2.1) 

On a donc 

2 2 2 1 + Tr(f)t + TrC~ LS f)t + ... 

On pose d'autre part 

(5.2.2) 

La série LtCf) (resp. ct(f» s'appelle ~ L Cresp. série caractéristique) 

de f. Pour M = A et E un A-Module localement facteur direct d'un Module 

libre de type fini, on retrouve la série L (resp. caractéristique) habituelle, 
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qui est une série (resp. un polynOme) à coefficients dans HO(T,A). 

Remarque 5.2.3. L'hypothèse que M est d'amplitude plate finie est surtout 

destinée à simplifier l'exposition. On pourrait s'en débarrasser en remplaçant, 

dans les définitions (5.1.1) et (5.1.2), LTn(M) par le pro-objet des tronqués 

"~" t[i LT"M (1.1.2). Nous laissons au lecteur le soin de récrire le présent 
l. 

numéro dans ce cadre plus général. 

Le caractère fonctoriel de la trace (3.7.4.1) implique que, si m M ~M' 

est une flèche de D(A) avec M' d'amplitude plate finie, on a : 

(5.2.4) 

où le second membre désigne l'image de Lt(t) par l'homomorphisme 

Hom(A,LSA(M» ~ Hom(A,LS~(M'» défini par m. En particulier, si l'on a 

M ~ L[l], où L est d'amplitude plate finie, on peut regarder Lt(f) et ct(f) 

comme des éléments de Hom(A,L ÀA(L)[l]) via (5.2.4) et l'isomorphisme (5.1.3). 

Par ailleurs, de l'invariance de la trace par isomorphisme (3.8.11), on déduit que, 

si a: E --> F est un isomorphisme, on a : 

(5.2.5) 

5.3. Soit 

L 
f:E~E®M 

une flèche de DF(A) (resp. DG(A», où E est d'amplitude parfaite finie (3.1) 

et M d'amplitude plate finie (3.1) et de filtration (resp. graduation) concentrée 

en degré zéro. On note encore Lt(f) E Hom(A,LSA(M» la série L de la flèche de 

D(A) déduite de f par oubli de la filtration (resp. graduation). 

Théorème 5.3.1. (i) Dans le cas filtré, ~ 

(ii) Dans le cas gradué, ~ 
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le produit au second membre étant pris dans un ordre arbitraire. 

~. (i) Soit n E lN . Par la formule d'additivité des traces (3.7.7), on a 

Tr(~nLSnf) D ~ Tr(gr1(~~Sf» = Tr(gr(~~Snf» 
i 

D'autre part, si l'on identifie grLS(E) (resp. grLSdiag(E $M» à LS(grE) 

(resp. LSdiag(grE ffi grM) 

la relation 

par l'isomorphisme canonique, le carré (4.4.5) fournit 

gr(~'LS(f» • ~'LS(grf) 

d'où l'on tire 

ce qui prouve (i). 

(H) Soit n E ~ • Choisissant un ordre total sur lN, on a, d' après 

(4.2.7) et (4.4.6), un diagramme commutatif 

L o .. 
LSoE ffi ( ® LS LkLE) > 

~ o. = n iElN 

1 j 
L 

L 0 

€El (® LS iki f ) 
~ o. = 0 iElN LSOf 

l 

L o L n L 
ffi ( ® LS i(kiE ® M» > LS (E ® M) 

Z 0i = n iElN 

1-" 
L 0 

1 
€El (0 cp i) 

~ o. = 0 iElN L 

L n L n 
LS~ ~ LS~ €El ® LS i(kiE) ® LS iM) " Z 0i = 0 tEE 
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Utilisant la multiplicativité de la trace (3.7.8.5), sa fonctorialité (3.7.4.1) 

et son invariance par isomorphisme (3.8.11.2), on déduit du diagramme précédent 

un carré commutatif 

A 
__________ I~d~ ________ ~3 A 

-----~) LS~ 

oô la flèche horizontale inférieure est donnée par le produit. En d'autres termes, 

on a 

Tr(cp~Snf) • ~ 
iEJN !. ni = n 

ce qui prouve (ii). 

Remarque 5.3.1.1. Le fait que le produit 

des facteurs n'était pas évident a priori 

supplémentaire sur M, cf. (5.1». 

lnr L (kif) soit indépendant de l'ordre 
i t 

(en l'absence d'hypothèse de degré 

L 
Corollaire 5.3.2. ~, comme en (5.2), f: E ~ E ® M une flèche de D(A), où 

M (resp. E) est d'amplitude plate (resp. parfaite) finie. On a 

~. D'après (5.2.5), on peut supposer que E est un complexe. borné supérieu-

rement, de Modules plats. Il existe un quasi-isomorphisme s: E' ~ E et un 

morphisme f' : E' ~ E ® M tels que f. fls-l. Par fonctorialité de la con8-

truction du cOne, fI et s définissent des morphismes de suites exactes de 
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complexes 

o ~ E ~ C(E) ~ E(l) ~ 0 

i Î 
(*) o ~ E' -----? C(E') -----? E'[l] -----? 0 

1 l l 
o ~ E ® M ---? C(E) ® M ---? E(l)®M~ 0 

où CCX) désigne le cône du morphisme identique de X. En d'autres termes, si 

l'on regarde C(E) (resp. C(E) ® M) comme objet de D-F(A) via la filtration 

(concentrée dans (0,1]) définie par E (resp. E ® M), (*) définit une flèche 
L 

f : C(E) ~ C(E) ® M de DF(A) telle que gr(!) m f ~ f[l]. D'après (5.3) on a 

Mais C(E) = 0 dans D(A), donc (5.2.5) Lt (!) = l, d'où le corollaire. 

Corollaire 5.3.3. Sous les hypothèses de (5.3.2), ~ : 

L 
où W' LA (E ® M) ~ L A S(E,M) est la flèche canonique (4.5,2), 

Or d'après (4.5,3), on a un diagramme commutatif: 
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LSn(f[l]) L n L 
LSn(E)[I]) ;> LSn(E[l] ® M) ce ;> LSn(E[I]) ® LS~ 

11 ]1 JI 

lJIl\[nJ (Li\n0~nJ 
)0 U\n(E 

L 1 tir , L 
o ~t)[nJ l!.' 1 n 1 

:> lAnE ® LSnH[n], 

o~ les flèches verticales sont les isomorphismes canoniques. Vu l'invariance de 

la trace par isomorphisme (3.8.11.2), on a donc: 

d'o~ (par additivité des traces) 

cqfd. 

Remarque 5.3.3. Soit f: E ~ E une flèche de D(A), o~ E est parfait. Si 

l'on disposait de la théorie du déterminant pour les complexes parfaits (1), on 

pourrait démontrer que l'on a 

(*) det(l-ti) E A[[t]]) 

o~ ct(f) est défini par la condition de cotncider avec ct(flu) sur tout objet 

U du topos tel que Elu soit d'amplitude parfaite finie. En effet, (*) serait 

une simple conséquence du caractère local des deux membres et de leur "mu1tipli-

cativité par rapport aux suites exactes courtes" (compte tenu du fait que l'asser-

tion est triviale dans le cas o~ E est concentré en degré zéro et facteur direct 

d'un Module libre de type fini). 

5.4. Soit A ~ B un morphisme d'Anneaux de T, et soit E E ob D-(B). Pour 

n E ~ assez grand, on a E[2n] E ob DO](B) D.(B» et la classe d'Atiyah 

(IV 2.3.&.2) 

(1) Cette théorie est essentiellement blen connue; elle devait faire l'objet d'un 
exposé de D. Ferrand dans (SGA 6), mais cet exposé n'a malheureusement pu atre rédigé. 
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est définie. Il résulte aussitôt de (IV 2.3.7.3)que la flèche de D(B) 

est indépendante de n On la note atB/A(E); on dit que c'est la classe d'Atiyah 

de E relative à B/A Supposant E d'amplitude parfaite finie, et LB/A 

d'amplitude plate finie (hypothèse en réalité inessentie11e, cf. (5.2.3», on peut 

poser : 

(5.4.1> 

définition qui est licite d'après (S.1.3) et (5.3.1). On écrira parfois Lt(E), 

ct(E) au lieu de Lt(E,B/A), ct(E,B/A) quand cela ne pourra pra ter à confusion. 

On dit que Lt(E) (resp. ct(E» est la série L (resp. la classe totale de Chern) 

de E relative à BI A et à valeurs dans la cohomologie "cotangente" 

et appelé n-ième classe de Chern. 

Théorème 5.5. Soit E E ob DF(B) f (resp. DG(B) f) (3.1). On a 
E!!!.!. E!!!.!. 

(resp. L (E) = 1lr L (kiE) 
t i t 

) , 

et une formule analogue avec Lt remplacé par Ct 

~. Compte tenu de (5.3), cela va résulter du lemme suivant 
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~ 5.5.1. Soit E E ob D-P(S) (resp. D-G(S». Il existe une flèche canonique 

fonctoriel le de D-P(S) (resp. n-G(s» 

telle que gr(atS/A(E» 

~. Supposons d'abord E E ob nO]p(s) (resp. DO]G(S». Alors, d'après (1.2.5.5), 

E correspond par Dold-Puppe à un S-Module simplicial filtré (resp. gradué) M 

Soit P = PA(S) ~ B la résolution libre standard de B sur A. Regardant M 

comme un P-Module filtré (resp. gradué) par restriction des scalaires, on a la 

suite exacte des parties principales : 

(*) 

qui est de façon naturelle une suite exacte de P-Modules filtrés (resp. gradués). 

Dans le cas filtré, gr(*) s'identifie à la suite exacte des parties principales 

relative à grM. tandis que dans le cas gradué ki(*l s'identifie à la suite 

exacte des parties principales relative à kiM. Utilisant une variante filtrée 

(resp. graduée) de l'extension des scalaires (1 3.3.4.2) (1), on déduit de (*) 

une flèche de DP(S) (resp. DG(B» 

L 
E ---? E ® LB/ A [1] 

qui a les propriétés énoncé~dans le lemme. On vérifie trivialement qu'on a 

atR/A(E[n]) [-n] = atB/A(E), ce qui permet de prolonger la définition à E E ob DP(S) 

(resp. DG(B)). 

Corollaire 5.5.2. Soit 

E'---...,.." E 

(1) Les détails de la construction sont laissés au lecteur. 
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un triangle distingué de D(B) dont les sommets sont d'amplitude parfaite finie. 

Alors on a 

Preuve. On sait que tout triangle distingué de D(B) est isomorphe au triangle 

défini par une suite exacte courte de C(B). Il existe donc un objet L de 

tel que grOL -= El! . Vu l'invariance 

de la série L par isomorphisme, la formule à démontrer résulte donc de (5.5). 

Remarque 5.5.3. Supposons l'Anneau B local, Soit K'(B) le groupe de Grothendieck 

construit sur D(B)parf (SGA 6 IV), et notons Hom(B,L AA(LB/A)[1])+ le groupe 

des séries formelles de Hom(B,L AA(L
B/A

)[1]) de terme constant 1 • Notons d'autre 

part rg: K'(B) ~ HO(T,~) l'homomorphisme rang (SGA 6 l 6.11). D'après (5.5.2), 

on a un homomorphisme de groupes abéliens 

J'ignore malheureusement si c'est un homomorphisme de pré-À-anneaux (cf. (SGA 6 V». 

~ 5,6. Soient 

B ------>~B' 

1 1 
A ------~> A' 

un carré commutatif d'Anneaux de T, E E ob D-(B), E' E ob D-(B'), 

L 
u : E ~B' ~ E' une flèche de D(B'). On a alors un carré commutatif de D(B') 
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L L 
--~-------~ .. E ®B LB/A ®g B' [l] 

i "~,f[>J 
E' 

atB, lA' (E') 
L 

--------------?~ E' ®g,LB, lA' [lJ 

est la flèche canonique (Il 1.2.3.2'). 

~. C'est une conséquence immédiate de la fonctorialité de l'extension des 

parties principales. Les détails sont laissés su lecteur. 

Corollaire 5.6.1. Dans la situation de (5.6), on suppose que E est d'amplitude 

parfaite finie, ~ LB/A ~ LB'/A' 

u est un isomorphisme. Alors on a 

1 sont d'amplitude plate finie ( ), et qu'enfin 

où f: Hom(B,L AA(LB/A)[lJ) ~ Hom(B',L AA(LB'/A,)[lJ) désigne l'homomorphisme 

d'anneaux défini par extension des scalaires et composition avec les flèches déduites 
L 

de la flèche canonique LB/A®gB' ~ LB'/A' 

Preuve. Compte tenu de (5.6), c'est une conséquence de (3.9.3), de la fonctorialité 

des séries L, et de leur invariance par isomorphisme (5.2.5). 

Remarque 5.7. Les hypothèses étant celles de la définition (5.4.1), supposons B 

local et E concentré en degré 0 et localement libre de rang n • Alors on a : 

pour i>n 

Cela résulte en effet de (5.3.3), puisque LAiE. AiE, et AiE. 0 pour i > n. 

(1) pour simplifier, cf. (5.4), (5.2.3), 
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5.8. Soit f: X ~y un morphisme de topos annel's tel que Lx/y soit d'ampli-

tude plate finie (pour simplifier ••• ). Pour E E ob n(x) f on dêfinit 
.I!.!!.!. 

-l( comme la série L (resp. la classe totale de Chern) de E relative à Qx/f Qy). 

L'énoncé de fonctorialité (5.6.1) se traduit "géomêtriquement" ainsi soit 

x' ---,g,,---~> x 

l f 
y' -----»y 

un carré "commutatif" de topos annel's, avec LX/Y et LX'/y' d'amplitude plate 

finie, alors on a 

(5.8.0 

5.9. Les homomorphismes d'augmentation sur HO : 

étant compatibles aux produits, d'finissent un homomorphisme d'anneaux 

(5.9.1) 

ol'! le second membre est la "cohomologie de Hodge" ordinaire. Pour E E ob n(x) f' 
~ 

notons C~(E,X/Y) (ou c~(E» l'image de Ct(E) par (5.9.1), Il découle de (5.5.2) 

que l'on a 

(5.9.2) 

si 
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est un triangle distingué dont les sommets sont d'smplitude parfaite finie. D'autre 

part, (5.8.1) fournit la formule de fonctorialité 

(5.9.3) g*c~(E,X/Y) • c~(Lg*E,X'/Y') 

Enfin, si E est concentré en degré 0 et inversible, on a, d'après (5.7), 

(5.9.-4) c~(E,X/Y) 

et, d'après (IV 2.3.7.5), c,l(E) est l'image de la classe de E dans 

Pic(X) = Hl(X,O~) par l'homomorphisme dérivée logarithmique f ~ df/f 

Par spécialisation au cas des schémas, les c,n(E) fournissent donc une 

théorie de classes de Chern qui remplit le programme exposé dans l'introduction. On 

obtiendrait, mutatis mutandis, une théorie analogue en Géométrie Analytique, en 

partant de l'extension des parties principales "analytique" 

pour X ~ Y un morphisme d'espaces analytiques, E un complexe de QX-Modules, 

les parties principales étant prises au sens de[16]. 

6. Construction de classes de cohomologie locale. 

Le formalisme des classes de Chern pour les complexes parfaits développé 

au nO précédent fournit, comme l'a remarqué Grothendieck, un outil remarquable dans 

la théorie de Baum-Bott [29]. C'est ce que nous allons expliquer rapidement. 

6.1. Soit X un espace topologique, et soit i: U ~ X l'inclusion d'un ouvert. 

Notons Y le fermé complémentaire de U. Nous désignerons par 

(6.1.1) 

la catégorie suivante (comparer (III 4.1.1» : les objets de Topo(i) sont les 

triplets (E,F,u), où E (resp. F) est un faisceau sur U (resp. X), et 

u : E ~ i*F un morphisme; une flèche (E,F,u) ~ (E',F',u') est un couple 
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de flèches a E~E', b F~F' tel que la carrll 

E u ;, i*F 

" j 
u' 

l ,~ 
E' > i*F' 

soit commutatif, On notera souvent (E ~ F) (ou simplement (E ~ F» un 

triplet (E,F,u), Il est immêdiat que Topo(i) est un topos. Nous allons l'utiliser 

pour donner de la cohomologie à support dans Y une interprlltation mieux adaptlle 

que (1114.10.1) à la aituation qui nous intllresse. Observons qu'on a, pour tout 

faisceau F sur Y, 

et, pour tout faisceau E sur U, 

où eX dllsigne l'objet final de X. D'autre part, il est immédiat que, si F 

(resp. E) est un faisceau abillien injectif sur X (resp. U), alors (i*F ~ F) 

(resp. (E ~ 0» est injectif sur Topo(i). Il en rllsulte qu'on a, pour 

FE ob D+(X,ZI:), 

et, pour E E ob D+(U.ZI:), 

Maintenant, pour tout complexe F de faisceaux abll1iens sur Y, on a une suite 

exacte de complexes de faisceaux abilliens de Topo(i) 

o ~ (0 ~ F) ~ Ü*(F) ~ F) -> (F -> 0) -> 0 

supposant F à cohomologie bornlle infllrieurement, on en dllduit, par application 
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de Rf(Topo(i),-), et tenant compte de (6.1.2) et (6.1.3), un triangle distingué 

ob la flèche oblique de droite est la restriction. En d'autres termes on a, par 

définition de Rfy(X,-) (cf. (III 4.10.3, 4.10.5» 

(6.1.4) 

6.2. Soit f: X ~ Y un morphisme de schémas (resp. d'espsces analytiques), 

et soit i : U ~ X l'inclusion d'un ouvert de Zariski (resp. d'un ouvert de 

l'espace topologique sous-jacent). Pour simplifier nous supposerons f lisse, 

bien qU'il soit sans doute facile de s'affranchir de cette hypothèse. Soit E 

un QX-Modu1e d'amplitude parfaite finie. Donnons-nous sur U une suite exacte 

o ----? L ~ 01 ~ M ----? 0 '1J!y 

avec M localement libre, et une connexion partielle sur ElU relativement à M 

au sens de ([29],3), i.e. un sp1ittage de l'image par v de l'extension des 

parties principales de Elu. Ce splittage détermine un diagramme commutatif ob 

les lignes et les colonnes sont exactes : 

0 0 0 

! ! ! 
o ~ (ElU) ®L :> Ker(D) :> ElU :> 0 

rd ® u ! ! ! Id 

o ~ (E lU) ® ~!y ---? p~!y(Elu) --? Elu :>0 

Id ® v ! t D t 
o ----)0 (E 1 U) ®M 

Id 
) (ElU) ® M---? 0 >0 

t ! ! 
0 0 0 

( 1) dans le cas analytique, les différentielles sont prises au sens de [16]. 



- 341 -

On peut interpréter la partie supérieure du diagramme cormne définissant une extension 

de Modules sur Topo(ï) annelé par (Qu Id 0) 
~-x 

0 -7(0 {J -----7 ~-? (D-o 
Celle-ci donne une flèche de degré 1 de D(Top°(t» : 

(6.2.1) adE,D) : E ~ E ® (L ~ ni/y)[l] 

oà l'on a écrit E au lieu de (i*E ~ E) pour abréger. Par restriction à X 

(i.e. image inverse par le morphisme de topos évident X ~ Topo(i», at(E,D) 

induit la classe d'Atiyah ordinaire l 
atCE) : E ~ E ® OX/y[l]. Comme 

(i*E ~ E) est d'amplitude parfaite finie (car image inverse de E par un 

morphisme de topos évident TopoCi) ~ X), on déduit de (6.2.1), par la théorie 

du nO 5, Une classe totale de Chern : 

(6.2.2) 

induisant, par restriction à X, la classe totale de Chern "ordinaire" 

Ct(E) - E cnCE)tn , cnCE) E Hn(X'~/Y)' définie à l'aide de la classe d'Atiyah 

at(E). Pour tout polynôme P E ?l [Xl' ••• ,Xn , .•. ] , posons 

(6.2.3) P(E,D) 

Notons d'autre part rg(L) le rang du QU-Modu1e localement libre L . Pour 

n > rg(L), on a A~ = 0, d'oà, d'après (6.1.4), 

no. n n» n n) H (Top ü), (A L ~ O){/y - 'Ç(X,O){/y 

Donc, si P est isobare de poids n > rg(L), Xi étant de poids i, on a 

(6.2.4) 
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Bien entendu, il r~sulte des remarques fsites plus haut que P(E,D) s pour image 
dfn 

peE) P«c
1
(E») par l'homomorphisme canonique ~(X'~/Y) ~ Hn(X'~/Y). 

Problème 6.2.5. Il serait intéressant d'expliciter les classes (6.2.4) en termes 

du comportement local de (E,D) au voisinage de Y, notamment dans la situation 

concrète envisagée par Baum-Bott [29J, o~ E - TX/y/F, F un Bous-faisceau 

1 v localement libre de TX/Y a <OX/y) , localement facteur direct et stable par 

crochet sur U, D ~tant la conne~ion partielle relativement à F~ correspondante. 

Il Y aurait lieu ~galement de transposer les constructions pr~cédentes en cohomologie 

de De Rham, mais la question paratt difficile. 
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DF(X), DG(X) (X = X,QX) un topos annelé) : DF(QX) DG(QX) 

D*F*(A), D*G*(A) V 1.2.5, V 1.2.6, V 1.2.7, 

V 1.2.8 

DF(A)parf ' 
i i 

dn (ou d) 

DG(A) f 
.e!ll 

l LI 

II 1.1.2.5 

V 3.1 

227 

229 

240, 334 

6 

6 

268 

327 

333 

70 

15 

44 

62 

62 

230 

270 

273, 274 

275, 276 

304 

1 

115 
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DerA(B,M) II 1.1.1.2 

III 2.1.4 

III 2.1.7 

III 1.1.5.1 

Exa1A(B,M) IV 2.4.1 gr 

JEx t~(E,F) (E, F des Modules sur un Anneau simplicial A) l 3.2.1.12 

(NB, si A est trivial, on écrit parfois i Ex tA (E, F) ou 

Exti(E,F) au lieu de JExt~(E,F» 

Exti(X,y) (X, Y des complexes d'une catégorie abélienne A) 

i 
ExtA(L,M)gr IV 1.2.1 

Exti(Y/X;M,F) III 4.10.1 

i i 
Extfil ' Extgrad V 1.2.3 

FA(M) l 1.5.5.2 

gr V 1.1.1 , V 1.2.1 

Hom(-,Lr(M» V 5.1.1 

Hom(-, LT~(M) [lJ) V 5.1.2 

~(x,y) l 2.3.1.2, l 3.1.1 

Hot(A) (A une catégorie additive) : catégorie des complexes de A 

homotopie près, notée aussi K(A) 

Hot. (A) l 1.3.4, l 3.1.2 

HotA(E,F) l 3.1.2.1 

Hot(A-A1g), Hot(A-Alg/B) l 3.1.2 

Hotfib(A-Alg/B) l 3.1.8 

Hotsimpl(C), Hotcosimpl(C) l 1.1.5 

In l 2.3.2 

kn IV 1.1.3, V 1.1.1 

KY (y un complexe) l 1.3.1, Il.J.5, l 4.1.~.3 

K(X,O) l 1.1.2 

K(A) (A une catégorie additive) : voir Hot(A) 

K(A) (A un Anneau d'un topos) : K(A-Mod) 

114 

187 

193 

155 

244 

61 

230 

221 

272 

19 

268, 270 

326 

326 

39, 56 

10, 57 

58 

58 

62 

4 

42 

227, 268 

8, 97 

2 
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K(x/y/z) II 2.1.5.7 

K. (u), K. (A) III 3.2.1.1, III 3.2.1.2 

KF(A), KG(A) V 1.2 

Kos.(u), Kos'(u) 1 4.3.1.3 

1im (L un système inductif local) ra 
II 1.2.3.1 

II 1.2.5.1 

Lx/y II 1.2.7.1 

6-
LC/B/A II 2.1.1.4 

Lc/B/A II 2.1.2.1 

Lx/y/Z II 2.1.5.2 

IV 2.2.1 

IV 2.2.6 

L~/B/A IV 2.3.2 

!::,gr 
LC/B/A IV 2.3.2' 

Lt(f) V 5.2.1 

Lt(E,B/A) V 5.4.1 

Lt(E,X/Y) V 5.8 

l 2.2.5.2, 1 4.2.1 

A-Mod (A un Anneau d'un topos) catégorie des A-Modules 

A-Modgr IV 1.1.2 

A-Modgr+ IV 1.1.8 

A-Mods 1 3.3.1 

NX (X un objet (co)simplicial) 1 1.3.1, 1 1.3.5, 

1 4.1.2.3 

n PB/A II 1.1.2.3 

n Px/y II 1.1.4.1 

PA(B) 1 1.5.5.6 

P!(B) II 1.2.2.1 

1 
PB/A(M) III 1.2.6.2 

138 

205, 206 

271 

108 

27, 99 

123 

126 

132 

133 

135 

137 

236 

238 

238 

239 

327 

333 

337 

227 

229 

82 

8, 10 

97 

115 

119 

20 

122 

171 



P (B}gr IV 1.3.1 
A 

PA(B}gr+ IV 1.3.2 

p~(B)gr , p!(B)gr+ IV 1.3.3 

RHom(Y/X;M.F) III 4.10.1 

RHomA(E,F)gr IV 1.2.1 

SA(M) 1 1.5.5.3 

si (ou Si) 1 1.1 
n 

Simp1(C), p-Simpl(C) 1 1.1 

Sdiag(L ffi M} V 4.4 

tCn ,tn] 1 1.4.7, V 1.1.2 

Top(f) III 4.1.1 

uqp IV 3.1 

VT. (A) 1 3.2.4 

f 1 1.2.1 

(T,U) • • (U.T)· 1 1.5.2 

En] ensemble des entiers O ..... n 

X- I 1.2.2 

A(X) (ou A(X), Ax) 

A[X] 1 1.5.5.4 

1 1.5.5.1 

t 
® 1 3.3.2.5, 1 3.3.4.2, 1 3.3.5.2 
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B ffi M (Algèbre des nombres duaux) II 1.1.1.3 

X*u. v*X (X une extension d'Algèbres) III 1.1.3.1. 

III 1.1.3.5 (NB. memes notations pour d~signer 

les images par u, v d'une extension X dans une cat4gorie 

abélienne) 

XY (X ~ y un morphisme de topos anne1~s) Top(f) 

y 1 3.2.1.1. 1 3.2.1.4 

fA(M) 1 4.2.2.6 

6. 1 1.1 

'6 1 1.5.1 

t:;X 1 1.1 

233 

234 

234 

221 

230 

19 

1 

1 

323 

16, 269 

214 

246 

82 

6 

17 

7 

19 

19 

86, 90, 93 

114 

153 

154 

63, 64 

105 

1 

17 

2 
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6(n) : ensemble simplicial représenté par en] E ob 6 

AA(M) 1 4.2.2.6 

AS(L,M) V 4.5 

no(X) 1 1.1.4 

nn(X,x) 1 2.1.2 

a 1 3.2.1.1, 1 3.2.1.4 

cp 1 3.2.1.6 

cp' V 4.4.1, V 4.4.4 

X • X 1 3.2.3.2, 1 3.2.3.4 

•• V 4.5.1, V 4.5.2 

W 1 3.2.1.6 

W<,!!,fo'u). W(l!,fo) III 2.1.2.3, III 2.1.3.1 

w(fo,j.V) • w(fo,j) III 2.1.7 

W(B,Uo)' W(B,Mo) IV 3.1.6 

1 OB/A II 1.1.2.4, IV 2.1 

1 
OK/y II 1.1.4.1 

105 

324 

3 

23 

63,64 

64 

323, 325 

77 

325 

64 

186 

192 

248, 249 

115, 235 

119 



INDEX TERMINOLOGIQUE 

Alexander-Whitney (flèche d') 1 1.2.2.2 

Algèbre extêrieure (complexe de 1') III 3.2.1 

Algèbre des nombres duaux II 1.1.1.3 

amplitude plate finie, parfaite finie (complexe filtrê 

(resp. graduê) d') V 3.1 

Atiyah (classe d') 

V 5.4 

IV 2.3.6.2, IV 2.3.7.2, IV 2.3.7.5, 

augmentation d'un objet simplicial (resp. cosimplicial) 

bidualitê (flèche de) V 3.5.3 

calcul de fractions à droite 1 1.4.2 

à gauche 1 1.4.2 

bilatère 1 1.4.2 

caractêristique (sêrie -) V 5.2.2 

1 1.1 

Cartan (isomorphisme cher à -) 

catégorie dêrivêe simpliciale 

V 2.3.1.3, V 2.3.1.6. V 2.3.1.8 

1 2.3.5 

chalnes (complexe de -) 1 1.2.1, 1 1.2.2 

chemins (objet des -) 1 2.3.2 

Chern (classe totale de -) V 5.4.1 

(n-ième classe de -) V 5.4 

cochalnes (complexe de -) 1 1.2.1 

cohomologie relative III 4.10.5 

"commutatif" (carrê - de topos annelh) 

complexe cotangent II 1.2.3. II 1.2.7 

complexe cotangent graduê IV 2.2 

complexe normal (ou normalisê) 1 1.3.1 

complexe simple associê 1 1.2.1 

II 1.1.4.2 

7 

205 

114 

304 

240, 241 

243. 333 

2 

306 

11 

12 

13 

327 

296 

44 

6, 

42 

333 

333 

6 

222 

119 

123, 132 

236 

8 

6 
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composition (flèche de -) V 2.3.3, V 2.3.6.5 

cOne 1 3.2.1.4, 1 3.2.2 

contraction (flèche de -) V 2.3.2.3 

cosimplicial, p-cosimplicial (objet -) 1 1.1 

eup-produit (homomorphisme de -) V 3.8.1, V 3.8.2, V 3.8.3 

cylindre 1 2.3.2 

décalage (isomorphismes de -) 1 4.3.2.1, V 4.3.4, 

V 4.3.5 

déformation plate III 2.1.3.3, III 2,1.7 

dégénéré (sous-complexe -) 1 1.3.3 

dégénérescence (flèche (ou opérateur) de -) 1 1.1 

Deligne-Lazard (théorème de -) 1 4.2.1.1 

dérivable à droite, à gauche (foncteur -) 1 1.4.4 

A-dérivation 1 4.3.1.1, II 1.1.1 

A-dérivation graduée IV 2.1 

dérivé droit, gauche (d'un foncteur) 1 1.4.4 

diagonal (sous-objet -) 1 1.1 

différentielles (Module des - d'une Algèbre) 

Dold-Puppe (théorème de -) 1 1.3.2 

(transformé de -) 1 1.3.1 

n 
droite (structure - sur PB/A) II 1.1.2.3 

dualité triviale (théorème de -) III 4.6 

II 1.1.2.4 

Eilenberg-Zi1ber-Cartier (théorème d') 1 1.2.2 

équivalence d'homotopie 1 1.1.5 

extension d'Algèbres, A-extension d'une A-Algèbre B par un 

B-Modu1e III 1.1.1 

Y-extension d'un Y-topos annelé III 1.1.10 

face (flèche (ou opérateur) de -) 1 1.1 

faiblement d'intersection complète III 3.3.4 

faiblement régulier III 3.3.1 

298, 304 

64, 70 

297 

313 

42 

111 

322 

187, 192 

9 

99 

14 

107, 114 

235 

14 

2 

115 

9 

8, 10 

115 

218 

7 

4 

151 

161 

1 

212 

210 
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faisceaux d'homotopie (d'un faisceau simplicial poinU) 1 2.1.2 23 

faisceau simplicial, - pointé 1 2.1.2 23 

fibrant (morphisme - de faisceaux simpliciaux) 1 2.3.8 48 

fibration • morphisme fibrant 

fibre (d'un morphisme de Modules sur un Anneau simplicial) 1 3.2.2 70 

gauche (structure -
n sur PB/A) II 1.1.2.3 115 

gradué(e) (faisceau - , Module - , Algèbre -) IV 1.1.1, IV 1.1.2 226 

(faisceau simplicial - , Anneau simplicial - ) IV 1.2.4 232 

(A-extension -) IV 2.4 244 

(triangle de transitivité - ) IV 2.3 238 

homomorphisme canonique associé III 2.1.1, III 2.1.6.3, 184, 191 

IV 3.1 246 

homotopes (flèches -) 1 1.1.5 4 

homotopie (entre morphismes d'objets simpliciaux) 1 1.1.5 3 

homotopie rel. à f, f-homotopie 1 1.1.6 4 

homotopiquement trivial (objet simplicial (resp. cosimplicial) 

augmenté - 17 

homotopisme 1 1.1.5 4 

inductif local (système -) 1 2.2.5 27 

(T-système -) 1 4.2.1 99 

injectif (complexe filtré (resp. gradué) de type -) V 1.4.1 279 

Kan (faisceau simplicial de -) 1 2.3.8 48 

Kodaira-Spencer (classe de -) II 2.1.5.7 138 

Koszul (complexe de -) 1 4.3.1.3, III 3.2.1 108, 205 

(épimorphisme de -) III 3.2.2 206 

(filtration de -) V 4.1.7 319 

(Idéal de -) III 3.2.2 206 

(morphisme de -) III 3.2.2 206 

(suite exacte de -) 1 4.3.1.7 110 

libre (A-Module -) 1 1.5.5 a) 19 
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(A-Algèbre -) 1 1.5.5.4 

limite inductive locale 1 2.2.5.2, 1 4.2.1 

localement filtrante (catégorie -) 1 2.2.5 

localisation (morphisme de -) II 2.3.2 

localisée (d'une catégorie) 1 1.4.1 

obstruction canonique III 2.1.3.1, III 2.1.7 

IV 3.1.6, IV 3.2.14.1 

parfait (complexe filtré (resp. gradué) -) 

parties principales d'ordre n II 1.1.2.3 

V 3.1 

parties principales (Module des - d'ordre un d'un Module) III 1.2.6 

(suite exacte des -) 111 1.2.6.3 

plat (complexe filtré (resp. gradué) -) V 2.1.3 

presque libre (A-Algèbre -) III 1.3.1 

produit (flèche de -) V 2.3.4.1, V 2.3.6.3 

quasi-isomorphisme 1 1.4.5, 1 2.2.1, 

1 2.3.13.1, 1 3.1.7, 

1 3.2.4, IV 1.2.4, V 1.2 

régulier (épimorphisme -) 111 3.2.2 

(Idéal -) 111 3.2.2 

(morphisme -) III 3.2.2 

résolution libre standard 1 1.5.5, 1 1.5.5.6 

résolution simpliciale (resp. cosimpliciale) standard 1 1.5.2 

série L (d'un morphisme) V 5.2.1 

(d'un complexe parfait) V 5.4.1 

shuffle-map 1 1.2.2.1 

simplicial, p-simplicial (objet -) 1 1.1 

simplicial (Anneau -) 1 3.1.1 

(Module -) 1 3.1.1 

simplicial mixte (objet -) 1 1.1 

19 

27, 99 

26 

143 

11 

186, 192 

249, 260 

304 

115 

171 

171 

286 

178 

299, 303 

14, 25 

53, 62 

81, 232, 270 

206 

206 

206 

19, 20 

17 

327 

333 

7 

1 

56 

56 



simplicial trivial (objet -) 

suspension 1 3.2.1.4 

l 1.1.2 

topos d'une f1~che de topos III 4.1 
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trace (homomorphisme -) V 3.7.1. V 3.7.3, V 3.7.4 

transitivité (suite exacte de -, ou triangle de -) 

II 2.1.1.4, II 2.1.5.2 

triangle. - distingué 1 3.2.2.4 

Y-voisinage infinitésimal d'ordre un (d'un Y-topos annelé) III 1.1.10 

vrais triangles (catégorie des -) 1 3.2.4 

Whitehead (théorème de -) 1 2.2.2 

2 

64 

214 

308, 309 

133, 137 

71 

161 

81 

25 
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Complexe Cotangent et Déformations I

Errata
p. 11, l. 5 : la flèche (1.2.2.2) ne respecte pas les sous-complexes

normaux; remplacer le carré supérieur de droite par celui
défini par les projections sur les quotients par les
sous-complexes dégénérés; ceci fait apparâıtre un triangle
commutatif entre les deux carrés supérieurs, dont le côté
horizontal est une équivalence d’homotopie

p. 60, l. −7 : dans le membre de gauche de la formule (∗∗), remplacer
((L ⊗ E)̃ par (L ⊗ E)̃ , F )̃

p. 87, l. 9 : remplacer H0(A) par H∗(A)
p. 219, l. −8 : remplacer 0 −→ M par 0 ←− M
p. 225, l. −2 : End(M0) au lieu de M0

p. 227, l. −10 : remplacer “Le foncteur kn ... formules” par “On a :”
p. 227, l. −8 : dans le membre de gauche, remplacer kn(E) par

kn(E ⊗A A0)
p. 231, l. 3 et 5: dans le membre de gauche, remplacer kn(E) par

kn(E ⊗L
A A0); ajouter “Pour E de graduation concentrée

en degrés ≥ n, kn(E ⊗L
A A0) = kn(E).”

p. 231, l. 5 : dans le membre de droite, F (−n) au lieu de F )(−n)
p. 246, l. 9 : ajouter π au dessus de la flèche B −→ B0

p. 247, l. 11 : remplacer la ligne par la suivante :

(∗) 0 �� I ⊕ J �� B ⊕ M
π⊕p �� B0 ⊕ M0

�� 0

p. 247, l. 12 : remplacer “est” par “est l’extension (3.1.1)”
p. 247, l. 13 : supprimer cette ligne
p. 247, l. 16 : dans le membre de droite, remplacer J par I ⊕ J
p. 247, l. −6 : remplacer J par I ⊕ J
p. 247, l. −5 : remplacer “s’identifie à” par “a pour composante de degré

1”, “identifie” par “envoie”, et J par I ⊕ J
p. 247, l. −4 : remplacer “à” par “dans”, et “l’isomorphisme canonique

(1.1.3.1)” par “k1”



e-2 Errata

p. 247 : dans le diagramme du bas, supprimer le signe
d’isomorphisme et la référence (1.1.3.1); dans la ligne du
bas, remplacer J par I ⊕ J

p. 248, l. 1 : ajouter à la fin de la ligne : “(et où la flèche verticale de
droite envoie f sur Id ⊕ f)”

p. 248, l. 4 : remplacer J par I ⊕ J
p. 248, l. 9 : après “concentrée en degré un”, ajouter “et Lgr

C0/B0
de

graduation concentrée en degrés ≥ 1”
p. 259, l. 5 : supprimer “, d’après (1.1.3.1),”
p. 332, l. 9 : ajouter après 5.3.3 : “Supposons A local.”
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