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Introduction

Le présent travail est consacré 3 la théorie du complexe cotangent sur
les topos annelés (globalisation du formalisme d'André ([1], [2]) et Quillen ([24],
[257)), et 2 des applications de celle-ci 2 quelques problémes de déformation infi-
nitésimale globale. Les plus intéressantes concernent des calculs d'obstructions a
la déformation de schémas en groupes plats commutatifs, calculs qui jouent un
r8le-clef dans les travaux récents de Grothendieck (1) et Messing (2) sur les

groupes de Barsotti-Tate,
Voici, briévement, le contenu des divers chapitres.

Le chapitre I rassemble le matériel d'algebre homologique nécessaire 2 la
construction et 1'étude des proprié&tés du complexe cotangent. Nous introduisons la
notion de faisceau d'homotopie d'un faisceau simplicial et prouvons une variante
globale d'un théoréme de Whitehead [9], 2 savoir que si un morphisme f : X —> Y
de faisceaux simpliciaux induit des isomorphismes sur les falsceaux d'homotopie en
tout degré, il en est de me@me du morphisme Z(f) : Z (X) —> Z (Y) induit sur
les Z -Modules simpliciaux libres engendrés. En "inversant" les fldches qui indui-
sent des isomorphismes sur les faisceaux d'homotopie, on définit diverses catégories
"dérivées", généralisations communes des catégories dérivées de Verdier [27] et des
catégories homotopiques de Quillen [23]. En raison de son importance pour la théorie
du complexe cotangent, nous étudions plus spécialement 1la catégorie dérivée des
Modules sur un Anneau simplicial : triangles distingués, Exti, produit tensoriel
dérivé. Le dernier paragraphe contient la définition des foncteurs dérivés de
certains foncteurs non additifs sur la catégorie dérivée D d'un topos annelé,

et les analogues globaux des isomorphismes de décalage de Quillen ([24] 7.21).

(1) A. Grothendieck, Cristaux et modules de Dieudonné, exposé au Congr2s Internatio-
nal des Mathématiciens, Nice (1970), et Cours au Collége de France,

70-71 et 71-72.

(2) W. Messing, The Crystals associated to Barsotti-Tate Groups, with Applications

to Abelian Schemes, Thesis, Princeton (1971), & parattre,



Au chapitre II, en utilisant la théorie des résolutions standard et la
variante du théordme de Whitehead indiquée plus haut, nous définissons le complexe

cotangent L d'un morphisme de topos annelés X —> Y, et étudions ses proprié-

X/Y
tés générales de fonctorialité et compatibilité au changement de base, Le résultat
principal qui généralise ({25] 5.1), est qu'un composé X E—; Y —>» Z de morphismes

de topos annelés donne naissance 2 un triangle distingué (canonique et fonctoriel)

dans la catégorie dérivée D(X), dit "triangle de transitivité&"

xh'

N

Lf*LY‘,Z _— L

Dans le chapitre III, nous établissons, pour un morphisme de topos annelés
X—>Y et un gx-Module I , un isomorphisme fonctoriel canonique entre le groupe

des classes a isomorphisme prés de Y-extensions de X par I et le hyperext

1 :
Ext (L au complexe construit

I). Ce résultat nous permet de comparer L

X/Y’? X/Y

par Grothendieck dans [17] : ce dernier est isomorphe dans D(X) au tronqué de

L obtenu en tuant la cohomologie en degré =-2 . Combinant ces résultats avec

X/Y
ceux du chapitre II, nous obtenons des applications de la théorie & des questions

de déformations de topos annelés et de morphismes de topos annelés. Nous exprimons
1'obstruction & la déformation plate au premier ordre d'un topos annelé comme
cup-produit avec une certaine classe fondamentale définie en termes du triangle de
transitivité décrit plus haut, classe qui apparalt comme une généralisation naturel-
le du classique invariant de Kodaira-Spencer (cf. [16]). Ce résultat résout affir-
mativement une conjecture de Grothendieck, qui est a l'origine du présent travail.

Le reste du chapitre est consacré au calcul du complexe cotangent de quelques types

de morphismes de schémas (morphismes 1lisses, intersections complates),

Utilisant une variante de la théorie du complexe cotangent pour les faisceaux
d'algebres graduées,nous traitons, au chapitre IV, des questions de déformations
de Modules. L'obstruction a la déformation plate au premier ordre d'um Module est

exprimée comme cup-produit avec une certaine classe fondamentale, qui généralise



XI

1'extension habituelle définie par les jets 3 1'ordre un d'un Module. Cet invariant
donne naissance 2 une théorie des classes de Chern pour les complexes parfaits,
qui est exposée au chapitre V , apres quelques préliminaires sur les catégories

dérivées de complexes filtrés. La théorie contient en particulier celle du polyndme

caractéristique d'un endomorphisme d'un complexe parfait, ce qui résout une question

soulevée dans (SGA 6 XIV).

Le chapitre VI (¥) prépare le terrain pour les calculs d'obstruction relatifs
aux déformations de schémas en groupes. Il se compose, pour l'essentiel, de calculs
généraux sur la cohomologie de topos associés 2 certains diagrammes. Ces calculs
compl2tent ceux de Deligne-Saint-Donat dans (SGA 4 VI), dont notre exposé est
d'ailleurs logiquement indépendant. Le résultat le plus frappant est 1'expression
des Ext de Modules sur un Anneau comme groupes de cohomologie "spatiaux" d'un
topos défini & partir de spectres d'Eilenberg-Mac-Lane. Comme sous-produit, nous
obtenons une formule explicite remarquable pour la résolution désirée par Grothendieck
dans (SGA 7 VII 3.5.4). L'idée de la construction, qui remonte 2 Mac-Lane (3), nous
a été suggérée par L. Breen, qui fait un usage essentiel de cette résolution dans

ses travaux récents sur les Exti(Ga,Ga) (4).

Le chapitre VII contient des calculs d'obstruction pour les déformations
au premier ordre de torseurs sous un schéma en groupes plat, de schémas en groupes
plats non commutatifs, et de schémas en groupes commutatifs plats avec schéma en
anneaux d'opérateurs. Les obstructions sont encore décrites comme cup-produits avec
certaines classes fondamentales, parmi lesquelles on trouve (dans le cas des torseurs)

une généralisation de la classe construlte par Atiysh dans (5). Les résultats de ce

(¥) Les chapitres VI 2 VIII seront publiés dans un second volume, qui paraitra

prochainement.

3
() §. Mac-Lane, Homologie des anneaux et des modules, Colloque de Topologie

algébrique, Louvain, 1956, p. 55-80.
4 .
(7) L. Breen, travail en préparation,

5 : ;
() M. F. Atiyah, Analytic connexions on fibre bundles, Mexico Symposium, 1958,
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chapitre, qui, dans le cas des torseurs et des schémas en groupes non commutatifs,
compl2tent et précisent ceux de Demazure (SGA 3 III) et Giraud [13], avaient &té
conjecturés par Grothendieck (6). La méthode que nous utilisons consiste & ramener

le probl2éme initial 2 celui de déformer un diagramme convenable (par exemple un
schéma en groupes sera vu comme un schéma simplicial particulier), ou plus exactement
le topos annelé de ce diagramme, probl&me qui est justiciable des résultats généraux
du chapitre III. Les formules du chapitre VI permettent d'écrire les obstructions
ainsi obtenues sous une forme plus simple, faisant intervenir des invariants
familiers, tels que 1'Algébre de Lie d'un schéma en groupes lisse , ou, plus
généralement, le complexe de Lie d'un schéma en groupes plat, complexe introduit,

dans le cas fini, par Mazur-Roberts dans (7).

Le chapitre VIII est indépendant des résultats des chapitres IV & VII.
Il est consacré 3 1'exposé d'une théorie non publiée de Quillen sur la cohomologie
des groupoifdes formels. Moyennant quelques raffinements, cette théorie nous permet
d'établir, dans le cas des intersections complates locales, certaines relations
remarquables entre complexe cotangent, complexe de de Rham, et cohomologie cris-

talline (8).

Les principaux résultats des chapitres I & V ont été résumés dans quatre

Notes aux Comptes-Rendus (9) Hy

(6) A. Grothendieck, lettre & J. Giraud (13.6.69), lettres a L. Illusie (2.12.69).

(7) B. Mazur and L. Roberts, Local Euler Characteristics, Inventiones math. 9,

201-234 (1970).
(8) P. Berthelot, Cohomologie cristalline des schémas, Thése, 2 paraltre.

(9) L., Illusie, Algebre homotopique relative, C, R. Acad. Sc. Paris, t. 268,
p. 11-14 et 206-209,
Complexe cotangent relatif d'un faisceau d'algebres, C. R. Acad. Sc, Paris,

t, 268, p. 278-281 et 323-326.

(% Le lecteur pourra également consulter, pour l'ensemble de ce travail, un

résumé multigraphié par les soins de la Faculté des Sciences d'Orsay.
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Prerequisites

Nous supposons le lecteur familier avec le langage des topos, tel qu'il
est exposé dans la premidre partie de (SGA 4) (notamment 1'exposé IV), et le for-
malisme des catégories dérivées de Verdier ([27], (SGA 4 XVII)). Il est également
conseillé au lecteur d'avoir quelque connaissance des techniques simpliciales
([10], [11], [23]), qui jouent un rble fondamental dans nos constructions ; cette
connaissance n'est toutefois pas indispensable, car nous rappelons avec assez de
détails les résultats dont nous avons besoin. Signalons enfin qu'il n'est pas
nécessaire, pour aborder cet ouvrage, d'avoir lu les articles d'André ([1], [2]),
Grothendieck [17] et Quillen ([24], [25]), dont notre travail est, pour l'essentiel,

logiquement indépendant.

Leitfaden

O o

(EE) VIT

Conventions standard

Nous utiliserons parfois la convention de Deligne (SGA 4 XVII 0.1), consistant
a désigner par le signe " = " un isomorphisme fonctoriel canonique.

Quand nous parlerons de catégories, de topos, de "petitesse", etc., nous
omettrons parfois de préciser 1'univers ambiant : il sera sous-entendu qu'il s'agit
d'un univers fixé dont N est élément.

Nous appellerons schéma (resp. schéma séparé) ce qui s'appelait nagudre

préschéma (resp. schéma).



CHAPTTRE T

ALGEBRE HOMOTOPIQUE RELATIVE

1. Rappels.

1.1. Objets simpliciaux, homotopies ( [10], [11], [23D).

On note A 1la catégorie dont les objets sont les ensembles finis totale-
ment ordonnés non vides, les fléches les applications croissantes au sens large.

Pour n €N et i€[o,n], on désigne par
i i
4, {ou @) : [o,n-1] — [0,n]
1l'injection croissante qui cublie i , et par
i i
s (ou 87) [o,n41] —> [0,n]

la surjection croissante qui repéte i .,

Soit C une catégorie, Un objet simplicial de ¢ est un foncteur
de A’ dams ¢ s un morphisme d'objets simpliciaux de C est un morphisme des
foncteurs correspondants. Si X est un objet simplicial de C, on écrira, pour
n €N, X au lieu de x(fo,n)), et, parfois, on notera simplement d: (ou di)
la i-iame fldche de face X(di), et s: (ou si) la i-i2me fl2che de dégéné-

rescence X(si). On notera
(1.1.1) Simp1(C)

la catégorie des objets simpliciaux de C. De maniére analogue, on définit, pour
tout entier p = 1, la catégorie, notée p-Simpl{(C), des objets p-simpliciaux
de C, ou foncteurs de (AP)° (%) dans C . Dualement, on définit la catégorie
Cosimpl(C) des objets cosimpliciaux de C, ou foncteurs de A dans C , et,

pour p z 1, la catégorie p-Cosimpl(C) des objets p-cosimpliciaux de C , ou

foncteurs de A& (*) dans C . On définit encere, pour tout couple d'entiers p,

q 21, la catégorie, notée (p,q)-85impl{C), des objets simpliciaux mixtes de

*) AP = px,..xA

P ¥ois
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type (p,q) de C , ou foncteurs de (A?)o X Aq dans C , On aura surtout 3
travailler avec les catégories du type Simpl(C) ou 2-8impl(C). 81 X est un
objet p-simplicial (resp. p-cosimplicial) de C , on appellera sous-objet diagonal
de X, et l'on notera AX , l'objet simplicial (resp. cosimplicial) défini par

E b~> X(E,...,E).

Pour X € ob C , notons K(X,0) 1le foncteur constant AP-ﬁ> C de

valeur X ; on dit encore que K(X,0) est l'objet simplicial trivial (ou constant)

définl par X. Le foncteur X > K(X,0) est adjoint 2 gauche du foncteur

Y b—> Yo : pour X € ob C, Y € ob 8impl(C), la flache canonique de restriction
(1.1.2) Hom(K(X,0), ¥) —> Hom(X,Y,)
est un isomorphisme. Comme K(X,O)o = X , le foncteur

K(-,0) : C ——> Simpl(C)

est donc pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des objets
simpliciaux dont toutes les flaches de face et de dégénérescence sont des isomor-
phigmes. Quand il n'en pourra résulter de confusion,nous écrirons simplement X

au lieu de K(X,0).

Remarquons que, si i, 1, : {o} i E sont des flaches de A telles
que i 21, , il existe une unique fléche i : [0,1] —>E de A telle que
1d° = i, ial = i, . Par suite, pour X € ob C, Z € ob 8impl(C) , le diagramme
d'ensembles ci-dessous, od la fléche de gauche est la fladche naturelle de restric-

tion, est exact :

Hom(do,x)
(1.1.3) Homsmpl(c)(z,x) - HomC(ZO,X) .__.___>i Homc(zl, X)
Hom(dl,x)

On appellera gugmentation de 2 dans X la donnée d'une fléche f : 2 —> X
i 1 a

de Simpl(C), t.e. (1.1.3) d'une flache £ i Z, —>X telle que £4 = £d .

La donnée d'un objet simplicial de € augmenté dans X (i.e muni d'une augmen=

tation dans X) équivaut 2 celle d'un objet simplicial de C/x s ou encore 3 celle

d'un préfaisceau sur la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés 2 valeurs
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dans C , prenant la valeur X sur l'ensemble vide,

Pour Z € ob Simpl(C), on notera ﬂo(Z) € ob C le conoyau de
(do’dl) : Zl_é; Zo s quand ce dernier est représentable ; on peut alors écrire

(1.1.3) comme un isomorphisme
(1.1.4) HomSimpl(C)(z’X) —_—> Homc(‘rro(z), X)

Ainsi, lorsque dans C les conoyaux de doubles flaches sont représentables, le
foncteur ‘I'ro(-) est adjoint & gauche du foncteur K(-,0), de sorte qu'on a,
entre les catégories C et Simpl(C) 1la suite de foncteurs adjoints

(m (), K(-,0) (=) ).

1.1.5. Soient wu, u : X —3Y des flaches de Simpl(C). On appelle ([10]1.7)
homotopie entre u, et u; la donnée, pour chaque fléche f : E —> [0,1] de

A, d'une flache u,. : X(E) —> Y(E) telle que :

£

(1) pour tout triangle commutatif de @

r—Ff =g

[o.1]

le carré

U
RE) — v{E)

Xi{p) Yip)

u
X(F) ———R—— % y(F)
solt commutatif,

(ii) Ug0ey = Uys u(dle) =u, , o ¢ est laprojection sur {o} .

S1 u est une homotople entre u, et ups et x ¢! X' ——>» X une flache de C,

alors les ucx(E) : X'(E) —> Y(E), pour £ : E —> [0,1], définissent une
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homotopie entre u x et wx de méme, si y : Y —>Y' est une flache de C, les
yug X(E) —> Y'(E) définissent une homotopie entre yu et yu, . De manire analogue,
sl S8 : C—>C' est un foncteur, les s(uf) : S(X)(E) —> s(Y) (E) dé&finissent une

homotopie entre S(uo) et S(ul). On dira que u et u; sont homotopessi u et u sont

1
congrues modulo la relation d'équivalence engendrée par la relation "il existe une
homotopie entre". D'apr2s les remarques précédentes, la relation d'homotopie est

compatible avec la composition des flaches, de sorte qu'on peut définir une catégorie

(1.1.5.1) Hotsimpl(C) ,

ayant memes objets que Simpl(C) , et dont les fldches de X dans Y sont les
classes d'homotopie de fldches (de Simpl(C)) de X dans Y. On dit que Hotsimpl(C)

est la catéporie des objets gimpliciaux de C 2 homotopie pregs. On a un foncteur

naturel

8impl(C) ———2 Hotsimpl(C) .

On dira qu'une fléche de Simpl(C) est une équivalence d'homotopie (ou un homo-

topisme) si son image dans Hotsimpl(C) est inversible., Si 8 : C —> C' est
un foncteur, 8 se prolonge canoniquement en un foncteur, noté encore S, de
8impl(C) dans Simpl(C'), et, d'aprés la remarque faite plus haut, ce dernier

se prolonge canoniquement en un foncteur de Hotsimpl(C) dans Hotsimpl(C'),

On définit de mani2re analogue la notion d'homotopie entre flaches de

Cosimpl(C) et la catégorie Hotcosimpl(C),

1.1.6. Soit p : E—>B un foncteur, notons Simp(p), ou p, son extension
naturelle 3 Simpl(E)., Soient u,u + XT7XY des fliches de Simpl(E). On
a vu que toute homotopie u entre u, et uy définit une homotopie p(u)
entre p(uo) et p(ul). Supposons que p(uo) = p(ul) =f :8—>T, On dira

que u est une homotopie relativement & f, ou f-homotopie, si p(u) est

1'homotopie "constante de valeur f", i.e. p(u)s = £, pour toute flache
s :[a]=—>[0,1] de A.S8i 8=T et f= idg , on dira 'S-homotopie" au

lieu de “Ids-homotOpie". On dira que u_ et u, sont homotopes relativement 2

o 1

f (ou f-homotopes) si u, et u, sont congrues modulo la relation d'équivalence



engendrée par la relation "il existe une f-homotopie entre". Soit v : X' —> X
une fl&che de projection g : 8' —> S, on a vu qu'une homotopie u entre u
et uy définit une homotopie uv entre uv et v H

f-homotopie, alors uv est une fg-homotopie ; de méme, si w =Y —> Y' est

si u est une

une fléche de projection h : T —> T', et si u est une f-homotopie entre u

et u,, alors wu est une hg-homotopie entre wu et wu . Il en résulte

1’ 1

qu'on peut définir, pour § € ob Simpl(B), une catégorie
(1.1.6.1) Hotsimpl(E)S A

ayant mémes objets que Simpl(E)S, et dont les flidches de X a Y sont les
classes de S-homotopie de S-fléches de X & Y. Supposons que le foncteur p
soit fibrant (resp. cofibrant). Alors il en est de méme de Simpl(p) (Giraud
(121 1.16) . La donnée d'une f-homotopie entre deux flaches u et u
au-dessus de f équivaut dans ce cas 3 celle d'une S-homotopie (resp. T-homotopie)
entre les fldches correspondantes X —> uo*(Y) et X —> ul*(Y) (resp.

UO*X —>Y et u *X —>Y), 81 f= Ids et si u est une S-homotopie entre

1
u et u, alors, pour toute flédche g : §' —> 8§ (resp. h : § —> 8") on a

une 8'-homotopie g¥*u entre g*uo et g*ul (resp. une S"-homotopie

hyu entre hyu et h*“l)’ définie par (g""u)S = g*(us) (resp, h*u)s = h*(us))
pour s :[a]—> [0,1] € F1 A . Par suite, le foncteur g¥* : S:‘mel(E)s —_— Simpl(E)S,

(resp. hy : Simpl(E)S e Simpl(E)S,,) se prolonge en un foncteur

(1.1.6.,2) gt : Hotsimpl(E)S _— Hotsimpl(E)S,

(resp. hy : Hotsimpl(E)S — Hotsimpl(E)_,) ,

s"

ce qui permet de définir une catégorie Hotsimpl(E/B) fibrée (resp. cofibrée) sur

Simpl(B) dont les fibres sont les catégories Hotsimpl(E)S.

Le foncteur p : E —> B étant & nouveau quelconque, soient q : F—=>3B
un foncteur et m : E —>F un B-foncteur, notons encore q (resp. m) 1'exten-
sion de q (resp. m) & Simpl(F) (resp. Simpl(E)). Alors m transforme £-homotopie

en f-homotopie, donc, pour S € ob Simpl(B), induit un foncteur



(1.1.6.3) m : Hotsimpl(E)s —— Hotsimpl(F)s

Par suite, quand E et F gont fibrées (resp. cofibrées) sur B, m induit

un  S8impl(B)~-foncteur
m ; Hotsimpl(E/B) — Hotsimpl(F/B)

On laisse au lecteur le soin de formuler les variantes cosimpliciales

des énoncés précédents,

1.2, Le théoréme d'Eilenberg-Zilber.

1.2.1. Soit A une catégorie additive. On notera C(A) 1la catégorle des

complexes de A 1. on dira que L € ob C{A) est un complexe de chatnes

(resp, de cochafnes) si =0 pour i >0 (resp. i € 0). On notera CO](A),

ou C.(A), (resp. C[O(A), ou C°(A)) la sous-catégorie pleine de C{A) formée
des complexes de chafnes (resp. cochatnes). Soit n un entier =1 ; par complexe
n-uple de A on entend la donnée d'un objet Zn-gtadué de A, muni, pour

1 <1 sn, d'une différentielle d, de multidegré (0,,.051,...,0) (1 2 1a

- - . ;< .
i-idme place), telle que didi 0 et didj = djdi pour 1 i< jsn (2);

un morphisme de complexes n-uples est un morphisme d'objets gradués compatible
avec les d, . On notera n-C(A) la catégorie des complexes n-uples de A,
n-Co](A) ou p~C.{A) (resp, n-C[O(A) ou n-C"{A)) 1la sous-catégorie pleine

formée des complexes de chatines (resp. cochatnes) i.e., nuls en multidegré > O

(resp. < 0). On a un foncteur "complexe simple associg" ([27], (SGA &4 XVII))

J’: n-C(a) —> ¢(a) ,

Pys +» 5P
dont nous rappelons la définition : (IL)p = GEB L r *'n , la différen-
Ip.=p

1

1 :

(") & différentielle de degré +1, le degré &tant écrit en exposant; on se permettra
parfols de regarder un objet de C(A) _comme un complexe 2 différentielle de degré
-1 grace 2 la convention d'écriture X = X o

2
(%) ef. ([27], (5GA 4 XVII)) ; on s'écarte ici de la convention de Cartan-Eilemberg [7].



Pl,...,Pn

P
tielle d de L étant donnée, en restriction 3 L , par Ej(-l) 12;] it‘l

3
Le foncteur complexe simple associé induit un foncteur I : n-C,(4) —> C.(a)

(resp. n-C*(4) —> C'(a)).

1.2.2. Soient n€N , nz1l , et X un objet n-simplicial de A (1.1), on

appelle complexe de chaines de X 1le complexe de chaines n-uple X défint par

Xpl’“.’pn = Xpl’””pn pour (pl""’pn) Z 0, la différentielle d, de X étant
donné par di = Zj (-1)JX(Id,...,dj,...,Id) (dj a2 la i-i2me place). On a ainsi

un foncteur additif
n-Simpl(a) —> n-C.{4) , X —> X ,

exact quand A est abélienne. (Dualement, on a un foncteur additif complexe

de cochafnes assoclé
n-Cosimpl(A) —> n-C'(A), X+ X )

A chaque objet X de n-Simpl(A) on peut attacher deux objets de C.{(a), jx
et (A X)™, qui dépendent fonctoriellement de X. En vertu du théordme

d'Eilenberg-Zilber-Cartier ([10] 2.9 et 2.16), il existe des homomorphismes

fonctoriels
(f—— )™ , @—>fx ,

induisant 1'identité en degré O, et inverse 1'un de 1'autre 2 homotopie fonctorielle
prégs., Pour n = 2, un tel couple d'homomorphismes est fourni par la flache dite

"ghuffle-map"

~

(1.2.2.1) Sx——> (Ax)~

et la flache dite "d'Alexander-Whitney"
1.2.2.2) ey —>f%

ui dont définies comme suit ([10]2.15) : (1.2.2.1) envoie X dans X
q comme su [10] e e - ans ota,pta

v v n
par X (—1)e(u’v)X(s .. 1, spp...s 1), la somme étant prise sur les (p,q)-"shuffles"



de (1,...,p+q), (4,v) désignant la signature de shuffle (M4,V) ; (1.2.2.2)
+q pt+l o o
envoie X dans X ar X(aP79,,.d d ...d" ). On montre([21 23]
P+a,p+q psa’ ’ (2l €
que la flache (1.2.2.1) (resp. (1.2.2:2)) est "assoclative" (resp. "coassoclative")
dans le sens suivant : Soit X un objet simplicial triple de A, notons & (1.2) X
1]
le sous-objet diagonal partiel correspondant aux deux premiers arguments, i.e.

(E,F) +—> X(E,E,F), et de m&me A (2,3) le sous-objet diagonal partiel correspon-
L

dant aux deux derniers, alors onm a un carré commutatif

1.2.2.3) (¥ ——2— f(a, ;07 (resp. (xy —2 fee %%
, .
b d b d'
c ~ ~ Cl ~
fap %7 ——> (&0 T B ),

ot c et d (resp. c' et d') sont définies par (1.2.2.1) (resp. (1.2.2.2)),
a (resp. a') est définie par (.1.2.2.1) (resp. (1.2.2.2)) en restriction aux
deux premiers arguments et par 1'identité sur le dernier, b (resp. b') est définie
par (1.2.2.1) (resp. (1.2,2.2)) en restriction aux deux derniers arguments et par

1'identité sur le premier.

1.3. Le théordme de Dold-Puppe,

Dans ce numéro, A désigne une catégorie abélienne.
1.3.1. Soit X wun objet simplicial de A, on appelle complexe normal de X

le sous-complexe NX de X (1.2.2) défini comme suit ([10] 3.1)

- N .
(NX)n {50 Ker (cl1 X —> Xn-l) ,

(la différentielle &tant induite par do). I1 dépend fonctoriellement de X.

Soit Y un objet de C.(a) (1.2.1), on appelle transformé de Dold-Puppe

de Y 1'objet simplicial KY de A défini comme suit ( [10] 3.2) :

Ky) = @& @ Y ¢
" o= f:[0,n]—e [0,p]P



od f parcourt toutes les flaches surjectives [0,n] —>[0,p] de A -et

Yp’f = Yp ; pour u € HomA([O,m] ,Lon]), &y : ®Y) —> (RY)_~ est

définie de la mani®re suivante sur chaque composant Y : 11 existe un unique

p.f
carré commutatif de A

[o,u] ———2——> [0,n]

[o,q] ——L——>D,p]

o g est surjective et j injective ; si q = p, (KY)(u) envoie Yp g dans
s

par 1l'identité ; 81 q =p-1 et j = d°, (KY)(u) envoie Yp £= Yp dans
s

par la différentielle de Y ; dans les autres cas, (KY)(u)

Y
P8
Y = ¥

p-1,8 p-1

envoie Yp £ dans Yq g par la flidche nulle . L'objet simplicial KY dépend
s s

fonctoriellement de Y .

Théorgme 1.3.2. (Dold-Puppe[10] 3.6). Les foncteurs N : Simpl(A) —> C.(4) et

K : C.(A) =+ Simpl(A) sont quasi-inverses 1l'un de 1'autre.

1.3.3. Le théor2me (1.3.2) a les corollaires suivants.

(i) Les foncteurs N et K sont exacts : pour qu'une suite
§=(0—>X'—»X—>X"—>0) de Simpl(A) (resp, C.(A)) soit exacte il
faut et il suffit que la suite NS (resp. KS) le soit.

(ii) On a un isomorphisme fonctoriel canonique
X & nxeox ,
od DX est le sous-complexe dégénéré de X, défini par

(Dx)n = EIm(si : X

n-1 xn)

Le complexe DX est homotopiquement trivial (Eilenberg-Mac-Lane ( [10] 3.22)),
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donc 1'inclusion NX —» X est un homotopi sme (1).

1.3.4. De plus ([10]3.31) 1les foncteurs N et K sont compatibles aux homotopies
pour qu'il existe une homotopie entre des flaches u, oyt X—3X' de Simpl(A)

(1.1.5) il faut et il suffit que Nuo et Nu, sofent homotopes (en particulier

1
la relation "il existe une homotopie entre" sur les fl2ches de X dans X' est
une relation d'équivalence) ; pour que des flaches Vos Vq Y ___; Y' de C.()

soient homotopes 11 faut et il suffit que les flaches Kvo, Kv. 1le soient. Par

1
suite, si 1'on note Hot(A) la catégorie des complexes de A & homotopie pri2s
[271 et Hot.(A) 1la sous~-catégorie pleine formée des complexes de chafnes,

les foncteurs N et K induisent des foncteurs quasi-inverses 1l'un de 1'autre

N : Hotsimpl(A) =—— Hot.{A) , K : Hot, (A) —> Hotsimpl(A)

1.3.5. Plus généralement, pour nE N, n=1, on peut définir des foncteurs

"complexe normal"

N : n-Simpl(A) ~— n-C.(4) ,
et "transfomé de Dold-Puppe"

K : n-C.(A) =——> n-Simpi(a) ,

quasi-inverses 1'un de 1l'autre. Donnons par exemple la définition de N : pour

X € ob n-Simpl(A), NX est le sous-complexe de k" (1.2.2) défini par

%) - N\ ker X{1d,...,d- ... ,10
Pla---:Pn Isjsn Pj
150

(les différentielles partielles é&tant induites par les X(Id,...,do,_,_,xd). On a

(1) On dit qu'une flache de C(A) est un homotopisme si elle est inversible dans
la catégorie Hot(A) des complexes 2 homotopie pras {27].
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des corollaires analogues & (1,3,3) (i) et (ii)), le sous-complexe dégénéré DX

de X étant défini par

(ox) = I ImX@d,...,s _,...,10
pl,'--,Pn lsjsn Pj_
i>0
On peut montrer ([21] VIII 8) que, pour n = 2, les flaches (1,2.2.1) et (1,2,2,2)

respectent les sous-complexes normaux (resp. dégénérés), i.e. on a des carrés

commutatifs
Sux > NAX —> (NX
i ” !
VN ~
Jﬂf (1,2.2.1) > (4% (1'2'2'2);Ix
S x > DAX > § DX

1.4, Catégories localisées, calculs de fractionms.

1,4.1. Soient A une catégorie et S une partie de FL(A), On définit ([11] I 1.1)
une catégorie A(S_l), dite localisée de A par rapport & S, et un foncteur
p:A—> A(S_l), dit foncteur canonique ou de localisation, caractérisés par
la propriété que tout foncteur de A dans une catégorie C transformant les

éléments de S en flaches inversibles se factorise de manidre unique 2 travers p.

1.4.2. On dit (01T 2.2) que ScF1(A) permet un calcul de fractions 3 droite

si les conditions suivantes sont satisfaites :
(Fr 1) Les fliches identiques de A appartiennent 3 § .

(Fr 2) 51 u :X—>Y et v :Y—>2 appartiemnent 2 S, vu appartient 2 §.

(Fr 3) Tout diagramme
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Yl

—2—>v
ol tES se complidte en un carré commutatif

X — ¥

X —>3Y

oli 8 €S .

(Fr 4) Pour tout diagramme commutatif
r—v—Et >y
ot t €8 , il existe un diagramme commutatif
=t yx——3 v
ot 8 €8,

Dualement, on dit que S permet un calcul de fraction 2 gauche si (Fr 1), (¥r 2),

et les conditions ci-dessous sont satisfaites :

(Fr'3) Tout diagramme

X'

ot 8 €5 gse compl2te en un carré commutatif
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ol t ES .

(Fr'4) Pour tout diagramme commutatif
X! —s——>x_—'.Y
ol 8 €8 , 11 existe un diagramme commutatif

x—=B vy t—my

ol t €8 .

Enfin, on dit que S permet un calcul de fractions bilat2re si S permet 2 la

fois un calcul de fractions 2 gauche et un calcul de fractions 2 droite.

1.4,3, Si S permet un calcul de fractions 2 droite (resp. & gauche), alors
1l'ensemble des flaches de S de but (resp. source) un objet donné de A forme
une catégorie cofiltrante (resp. filtrante), (SGA 4 I 2.7 ), et pour X,

Y € ob A(= ob A(S™1)), on a

Hom, ,.-1,(X,¥) = 1i Hom, (X',Y)
INCI A e S
€S
(resp. HomA(S—l)(X,Y) = lim HomA(X,Y') ), la limite étant prise sulvant
T

les fldches de S de but X (resp. source Y) ; de plus le foncteur de locali-
sation commute aux limites projectives finies (resp. inductives finies). Si §
permet un calcul de fractions bilatire, on a une formule symétrique

Hom, ,.-1,(X,Y) = 1lim Hom, (X',Y') ,
== A
A(S ) X X€ 5

Y' —2>Y'ES

et le foncteur de localisation commute aux limites inductives et projectives finies.



. 14 -

1.4.4. Supposons que SCFl1(A) permette un calcul de fractions 2 droite. Soient
F :A—>3B un foncteur, et X un objet de A , On dit (cf. SGA &4 XVII 1,2))

que F est dérivable & gauche en X par rapport & S si le pro-objet de B

LF(X) = "Lim" F(X'")
Xt —>»X
€S

est essentiellement constant. On dit que F est dérivable & gauche (par rapport

3 8 ) si F est dérivable 2 gauche en chaque objet X de A. On peut alors

regarder X > LF(X) comme un foncteur
LF : A(s'l) —>3B

qu'on appelle dérivé gauche de F par rapport 3 S. Si p : A —> A(Sul) est le

foncteur de localisation, on a un morphisme naturel de foncteurs
ug (LF)p —> ¥

et {1 est immédiat que le couple (LF, uF) est aussi le dérivé gauche de F

suivant p au sens de ([23]T 4), i.e. que toute 2-flche

a ——f 3

A

ais™h

se factorise de mani®re unique 2 travers up -
On laisse au lecteur le soin de formuler la notion duale de dérivabilité

3 droite, quand on suppose que S permet un calcul de fractions 3 gauche.

1.4.5, Soit A une catégorie abélienne. On dira qu'une fl2che f de Simpl(A)
est un quasi-isomorphisme si la flache ; induite sur les complexes de chatnes
(1.2.2) est un quasi-isomorphisme, ou, ce qui revient au m&me {cf. (1.3.3)), s'il
en est ainsi de la fldche Nf induite gur les sous-complexes normaux. On notera

Dsimpl(4) (resp. D.(A)) 1la catégorie localisée de S5impl(A) (resp. C.(A)) par
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rapport aux quasi-isomorphismes., Les foncteurs N et K (1.3.2) se prolongent

de mani2re unique en des foncteurs N : Deimpl(A) —>» D,(A) et K : D,(A) —> Dsimpl(a)
quasi-inverses 1'un de 1'autre. Comme tout homotopisme est un quasi-isomorphisme

et que, d'aprés {27] , 1le foncteur canonique C.(A) —> Hot.(a) (1.3.4)

est un foncteur de localisation (1.4.1), le foncteur canonique

Simpl(A) —> Dsimpl(A) (resp. C.(A) —> D, (A)) se factorise de manidre unique

2 travers Hotsimpl(A) (resp. Hot,(A)), et l'on a un carré commutatif ol les

flaéches horizontales sont des équivalences de catégories et les flaches verticales

des flaches de localisation

Simpl (A) > C, (a)

Simpl(A)

Hotsimpl(A) ——N > Hot,(A) — > Hotsimpl (A)

K
Daimpl(A) — 5 D {A) —— 5 Dsimpl(a)

On dira qu'une flache de Hot.(A) (resp. Hotsimpl(A)) est unquasi-isomorphisme

si eon image dans D.(A) (resp. Dsimpl(A)) est inversible,

Proposition 1.4.6 &) L'ensemble des quasi-isomorphismes de Hot(A) permet

un calcul de fractions bilat2re (1.4,2),

e e e e e e

b) Le foncteur canonique

D.(a) —> p(a)

est pleinement fid2le et & pour image essentielle la sous-catégorie pleine de D(A)

formée des complexes & cohomologie nulle en degré > 0.
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1.4,7. La preuve de (1.4.6) sera donnée dans un instant. Auparavant, introduisons
quelques notations : Pour X €ob C(A) et n€ Z, on définit les complexes

tronqués

1 1 2

& &) = © —> M " —= " ™y,

n-2 1

(... =>x"* =" —sker " —>0) ,

tn’.l(X)

ot la différentielle est induite par celle de X de la manidre évidente. On a

um épimorphisme
(1.4.7.1) x-——>t[n(x)
et un monomorphisme

(1.4.7.2) X) —>»x ,

tn]

fonctoriels en X , donnant des isomorphismes fonctoriels
(1.4.7.3) Hom(t- X,Y) —=> Hom(X,Y) , Hom(Z,X) €%~ Hom(Z,t_ -X)
[n n

pour Y € ob C[n(A), Z € ob Cn](A), oit C[n(A) (resp. Cn](A)) désigne la
sous-catégorie pleine de C(A) formée des complexes nuls en degré < n (resp. >n).
La fl2che (1.4,7.1) (resp. (1.4.7.2) induit des isomorphismes sur la cohomologie
en degré 2z n (resp. <n). Par suite, si L' —>1 est un quasi-isomorphisme de
Cc(A) avec L €ob Cn](A), le composé tn](L') —> L' —>1L est un quasf-isomor-
phisme de Cn](A) 3 de méme, si M —>» M' est un quasi-isomorphisme avec

M € ob C[n(A), le composé M —>M' —> t[n(M') est un quasi-isomorphisme de

¢y,

Preuve de (1.4.6). C'est purement formel (cf. SGA & XVIT 5.5,4,1) : utiliser
to] : Hot(A) —> Hot.(A) et le fait (Verdier [27] ) que dans Hot(A) les

quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions bilatére.



- 17 -

1.5. Résolutions simpliciales standard.

1.5.1. Notons A la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés. Soient

E €ob E et (Si) une famille de foncteurs d'une catégorie C dans

i€E

elle-méme, on sait définir 5] le composé o 8 (si E = [0,n] ,

i€E

oiEEsi =8 ... Sn ,etsli E=¢, = Idc). Si les Si sont égaux A un méme

o x5y

. E
foncteur S , on écrira § au lieu de oiEIsi .
On dira qu'un objet simplicial (resp. cosimplicial augmenté X de C (i.e.

(1.1) un contrafoncteur (resp. foncteur) de & dans C) est homotopiguement trivial

si 1'augmentation X -—>X(#) (resp. X(¢) —xh (1) est un homotopisme (1.1.5).

1.5.2, Seoit (T,U) un couple de foncteurs adjoints, T : A—=B, U : B —>A,
On note a : IdA —>UT, b : TU —>IdB les flaches d'ddjonction. On définit ( 8 ,
{147, [19] ) un objet simplicial augmenté de la catégorie End(B) des foncteurs de B

dans B, noté (T,U)., qu'on appelle résolution simpliciale standard définie par (T,U).

Explicitement, on a
- (o,n] - - .
('r,u)n (TU) s (T,u)_1 = (T,0) (@) = dy

& —apnl®iy b i+t )

s - anl®i-1 ¢y o % pamlilal

1'augmentation étant donnée par b : TU —>IdB . Dualement, on définit (loc. cit.)
un objet cosimplicial augmenté de End(A), noté (U,T)' , qu'on appelle résolution

cosimpliciale standard définie par (T,U), Explicitement on a

(u,n" = (ur) [0 , WDl s D@ =19,
. A

;- Wy C-Uy g o @l

=
]

of om0y er o B4200

1'augmentation &tant donnée par a IdA — UT,

Par composition avec un foncteur F : A —> C (resp, C —> A) on
définit un objet cosimplicial augmenté F(U,T)" (resp. (U,T)'F) de Hom(A,C)

(resp. Hom(C,A)). De méme. par composition avec un foncteur G : B —> C ,

(L) On note X, (resp. X*) 1l'objet simplicial (resp. cosimplicial) non augmenté
sous-jacent.

(2) Avec les notations standard ([14) App. 1).
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(resp. C —>B), on définit un objet simplicial augmenté G(T,U). (resp. (T,U).G)

de Hom(B,C) (resp. Hom(C,B)) .

Théoreme 1.5.3.( loc. cit.) (i) Les objets simpliciaux augmentés U(T,U). et

(T,UMT sont homotopiquement triviaux.

(i1) Les objets cosimpliciaux augmentés T(U,T)" et (U,T)'U sont

homotopiquement triviaux,.

1.5.4. L'énoncé (ii) se déduit de (1) par passage aux catégories opposées. Sans
entrer dans le détail de la démonstration (loc. cit.) de (1.5.3), nous rappellerons,
pour &tre complets, comment on construit un homotopisme inverse de 1'augmentation
U(T,U)+%U (resp. ('1‘,1!)+ T —> T). On remarque que, pour EE€ ob3 , on a
u(r,u).(E) = (U,T)'U(E), donc, pour f : E —> FEFLD , on a une fléche

f. = u(T,n).(£f) : U(T,0).(F) —> U(T,U).(E) et une flache

f W,T)'u(f) : U(T,U). (E) === U(T,U).(F). Notons # les fl2ches de 4 d'origine

]

® . Les ¢&. définissent 1'augmentation U(T,U), —> U , et 1'on vérifie

(loe. cit.) que les ¢ ° définissent un morphisme U ->U(T,U)+ inverse a droite
du précédent. On définit alors une homotopie (1.1.5) u entre Id et

6. : U(T,U)+:"“>_>U(T,U)+ de la manidre suivante : pour £ : E—> [p,1] €F1 4 ,
on pose u(f) = fl.fl. : u(T,u). () —>U(T,U).(E) , o £ est 1'inclusion
f-l(l)c%E. De manire analogue, pour E€ob A, on a (T,U).T(E) = T(U,T)"(E),
d'od, pour f : E~>F€ F1J , une flache £. : (T,U).T(F) — (T,U).T(E)

et une fldche f£° : (T,U).T(E) —> (T,U).T(F). Les ¢. définissent l'augmen~
tation (T,U)+T —3> T et les 4° définissent un morphisme T —> (T,U)+T
inverse 2 droite du précédent. On définit une homotopie v entre #7'6. et

1d : (T,U)+T :‘;(T,U)_'_T comme suit : pour f : E—>[0,1]€F1 A , on pose

v(f) = fo'fo : (T,U0) . T(E) = (T,U).T(E), ou fo est 1'inclusion f-l(O)“'—> E.

Exemples 1.5.5, Soient T wun topos et A un Anneau de T .
a) Pour X € ob T, on note A(x) (ou Ax) le A-Module libre engendré
par X (SGA & III ). C'est le faisceau associé au préfaisceau U H)A(U)(X(U)).

C'est un A-Module plat. Notons A-Mod la catégorie des A-Modules. Le foncteur
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A(_) est adjoint 2 gauche du foncteur d'oubli A-Mod —> T, i.e. on a un isomor-

phisme fonctoriel canonique

(1.5.5.1) Hom

x) ~
A-Mod(A ,M)——)Hom,r(x,M) ,

pour M ¢ ob A-Mod. La résolution simpliciale standard, fonctorielle en M €ob A-Mod,

)

définie par le couple de foncteurs adjoints (A , oubli), sera notée

(1.5.5.2) FA(M) —> M

(ou F(M) —>M s'il n'y a pas d'ambigulté sur A) et appelée résolution libre
standard de M . D'aprés (1.5.3), la fléche (1.5.5,2) induit une équivalence
d'homotopie sur les objets simpliciaux de T sous-jacents : c'est donc un quasi-
isomorphisme selon la terminologle qui sera introduite plus bas ((2.2.1) et
(3.1.7)), (ce qui signifie d'ailleurs simplements que (1,5.5.2) induit des isomor-

phismes sur les Modules d'Homologie des complexes de chatnes correspondants),

b) Pour M ¢ ob A-Mod, on note

i
s, M = & s,
A ten A

1'Alg2bre symétrique de M (SGA 4 ). Désignons par A-Alg la catégorie des

A-Alg2bres. Le foncteur Mt—> SA(M) est adjoint 2 gauche du foncteur d'oubli

A-Alg — A-Mod, 1.e. on a un isomorphisme fonctoriel

~
(1.5.5.3) HomA-Alg(sA(M)’B) —E> HomA-Mod(M’B) ,

pour B € ob A-Alg.
Pour X € ob T , on note A[X] la A-Algdbre libre engendrée par X ,

définie par la formule
(1.5.5.4) alxl = s,a®)

Le foncteur X > A[X] est, d'apr2s (1.5.5.1) et (1,5.5.3), adjoint 3 gauche du

foncteur d'oubli A-Alg —> T, i.e. on a un {somorphisme fonctoriel

(1.5.5.5) (a[X} B) —==> Hom(X,B)

Hom, alg
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pour B € ob A-Alg, La résolution simpliciale standard, fonctorielle en B € ob A-Alg,

définie par le couple de foncteurs adjoints (Al -], oubli), sera notée
(1.5.5.6) PA(B) —> B

(ou P(B) —>3B s'il n'y a pas d'ambigufté sur A ) et appelée résolution libre
standard de B , D'apreés (1.5.3), la flache (1.5.5.6) induit une é&quivalence
d'homotopie sur les objets simpliciaux de T sous-jacents, donc ((2.2.1) et
(3.1.7)) est un quasi-isomorphisme, i.,e., induit des isomorphismes sur 1'homologie

des complexes de chafnes de A-Modules correspondants.

2. Faisceaux d'homotopie d'un faisceau simplicial.

2.1. Définition des faisceaux d'homotopie, propriétés d'exactitude,

2.1.1. Rappels sur les T d'un ensemble simplicial pointé,

Rappelons ([11] VI 3) qu'a tout ensemble simplicial pointé (X,x) on

associe un ensemble TB(X,x) appelé ensemble des composantes connexes de (X,x) (1),

appelé n-idme

et, pour n€lN, n=z1 , un groupe T\‘n(X,x), commutatif pour nz2 ,

groupe d'homotopie de (X,x). Les TTn(X,x) dépendent fonctoriellement de (X,x)

dans la "catégorie homotopique pointée” ([11]IV 4.3), qui est une catégorie
localisée de la catégorie des ensembles simpliciaux pointés 2 homotopie pras (i.e.
Hotsimpl (Enspoint) (1.1.5), oti Enspoint est la catégorie des ensembles pointés) ;
en particulier, deux fl&ches homotopes (X,x)_é;(Y,y) induisent le méme mor-
phisme TTn(X,x) —>TTn(Y,y) pour n€ N, tout homotopisme d'ensembles simpliciaux
pointés induit des isomorphismes sur leurs T, - On montre ( 1] vIT 2) que TI)(X)
(resp. TTn(X,x), nz1) s'identifie 2 1'ensemble des composantes connexes (resp.
au n-i2me groupe d'homotopie) de la réalisation géométrique de (X,x), ce qui

expligue la terminologie.

1
(") m (X,x) cofncide avec 1'ensemble ™, (X) = Coker d_, d; : xljx0 défini

en (1,1.4).
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On peut calculer les nn(X,x) par le procédé suivant. Tout d'abord, si
X est de Kan ([11]IV 3), alors, d'aprés ([11]I 4.1.2, IV 2.3 et 3.1.4), TTn(X,x)
s'identifie 2 1'ensemble des classes d'homotopie de morphismes de &n)/ Z(n) dans
(x,x) , ot A(n)/ Aln) est 1'ensemble simplicial point& obtenu en contractant le
bord A(n) du simplexe-type A (n) en un point ("sphére simplicial pointée").

Explicitant cette définition, on en déduit ((22]I 5.5) qu'on a

(2.1.1.1) m E,x) = Z /R 02
13 n n n

B

avec les notations suivantes :

zZ = /\ Ker (di’xn-lpn t X—2X

120 ) n—l) ’

ol P est la projection de Xﬂ sur un point et x4 1’inclusicn du point-base

dans Xn-l H

Rn est la relation d'équivalence sur X~ identifiant des simplexes u

et v si et seulement si diu = div pour O< i< n et s'il existe un simplexe

z de X tel que dnz=u,d z=v, et diz=s

nt1 diu pour O<i<n .

n-1
Cette description montre que 'rrn(X,x) se calcule par limites inductives finies

: . ; o+l
et projectives finies & partir de Xn+1’ Xn , Xn_1 , des opérateurs de face di B

d;.l , et du point-base de Xn (resp, X 1). Si maintenant X est un ensemble
simplicial quelconque, on utilise le plongement fonctoriel de X dans un ensemble

simplicial de Kan ([20] 4) :

(2.1.1.2) e; : X > Ex (X)

Il est prouvé dans (loc. cit. 6.5) que e; est inversible dans la "catégorle
homotopique™ ([11] IV 2.3.1), de sorte que, si x est un point-base de X et si

l'on note encore x son image dans Ex“(X) , (e;° , x) 1induit un isomorphisme
(2.1.1.3) n&X,x) =1 (Ex" (X),x)
pour n €N. On a par définition ([20] 4) :

(2.1,1.4) ExT(X) = lim Ex"(X) |, ey = limel
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n+1

) = ExERNX)) gt -

n
E eExn ) ey

o, pour Y € ob §impl(Ens), ey Y& Ex(Y) = Exl(Y) est défini comme suit :
(2,1.1.5) Ex(Y)m = Hom(8d A(m),Y) .

Ex(Y) (£) = Hom(Sd A (£),Y) pour f : [0o,m] —>[0,n] €F1 & ,

(eY)m = Hom(Sd A (m) L A(m),Y)

§d désignant le foncteur subdivision barycentrique et & 1la projection canonique,
La subdivision de A(m) s'obtient en recollant suivant certaines faces un nombre
fini d'exemplaires du simplexe-type A(m) , donc Ex(Y) = est limite projective
d'un diagramme fini en faisant intervenir que les opérateurs de face de Ym dans
¥ _1 - Par récurrence on en déduit que Ex"(X) se calcule terme & terme par limite

projective finie. Ainsi, dang le cas général, les opérations A effectuer pour

calculer nn(X,x) comprennent : (i) des limites projectives finies, pour passer

de X aux Ex‘(X) , (11) une limite inductive dénombrable pour passer des Ex® (%)

a Ex (X) (2.1.1,4), (111) des limites projectives finies et des limites inductives

finies pour calculer -nn(Exw(X),x) par la formule (2,1,1.1),

8i X est un groupe simplicial, TI'O(X) est un groupe, et les Trn(X,x) s
nzl , sont abéliens et indépendants du point-base x , (plus précisément si y
est un point-base, la translation 2 droite par x'ly donne un isomorphisme

ﬂn(X,x) giwn(x,y)). On pose
(2.1.1.6) ﬂn(x) -rrn(x,l)

oti 1 est le point-base unité. On montre (cf. par exemple ([22]§ 17) que tout
groupe simplicial vérifie la condition de Kan, et 1l'on déduit (loc. cit.) de {2.1.1.1)

que les groupes d'homotople sont donnés par
(2.1.1.7) m_(X) = H (NX)
n n

ot NX est le sous-groupe simplicial normal, défini (comparer (1,3,1)) par

M
(2.1.1.8) ®x) = [ gKer (4 X —>X ) ,
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la différentielle étant induite par da (noter que 1'image de d (NX)n+] —€>(Nx)n

est un sous-groupe distingué 2 Ker d_ : (NX)n ——é’(Nx)n_ , ce qui donne un sens

1
a2 (2,1,1,7)).

2,1.2. Faisceautisation,

A partir de maintenant, on se fixe un topos T , dont on note e l'objet
final, Quand on parlera de faisceaux (d'ensembles, de groupes, de modules, etc.)
sans préciser, il sera sous-entendu qu'il s'agit de faisceaux {d'ensembles, de

groupes, de modules, etc,) sur T . Soit X un faisceau simplicial, i.e. un objet

simplicial de T . Un point-base de X est une fldche e —»X, i.e, un &lément
de Xo(e) ; si U est un objet de T , un point-base de X au-dessus de U est

une section de Xo au-dessus de U . Un faisceau simplicial pointé est un couple

(X,x} , o X est un faisceau simplicial et x un point-base de X .

Soit (X,x) wun faisceau simplicial pointé. Pour n€N , on appelle

n-iéme faisceau d'homotopie de (X,x), et 1'on note ﬂn(X,x), le faisceau associé

au préfaisceau U5—>TTn(X(U), x]U) (2.1.1), Le faisceau TTO(X,x) est indépendant
de x , il cotncide avec le faisceau 'rro(X) = Coker do’ dl : Xl—_j Xo (1.1.4).

On dit que X est connexe si l'on a Tro(X) e .Pour n21,mT 1_l()(,x) est

un faisceau de groupes, abéliens pour n 32 . Les n‘n(x,x) sont des foncteurs de
(X,x) dans la catégorie Simpl (T, des faisceaux simpliciaux pointés, et méme, comme

il résulte du cas ensembliste (2.1.1), dans la catégorie 2 homotopie pr2s corres-

pondante Hotsimpl(T.).

Comme le foncteur "faisceau associé" commute aux limites inductives

(resp, projectives finies) (SGA 4 II 3), il découle de la description expliicite

donnée en (2,1,1) que ﬂn(X,x) se calcule par limites inductives et limites proiec-

tives finies A partir de (X,x). Compte tenu des propriétés d'exactitude des

limites inductives filtrantes et des foncteurs "image inverse par morphisme de
g P P

topos"(SGA 4 IV), on en déduit

Proposition 2.1.2.1. ©Pour n€NlN, la formation de Wn(X,x) commute aux limites

inductives filtrantes et 3 1'image inverse par un morphisme de topos, i.e.
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(1) si (Xi’xi)iEI est un systdme inductif filtrant de Simpl(T.), la

fléche canonique
— n ( i’ i n —>» i’ i)

est un isomorphisme ;

(i) si £ : T'—>T est un morphisme de topos, la flache canonigque (1)

t*ﬂ‘n(x,x) —-)"ﬁn(f*x, %)

est un isomorphisme,
En particulier, la formation de T n()(,x) comnute au passage aux fibres :

si t est un point de T (SGA 4 IV), on a
1'rn()(,x)t —— 'rrn(Xt,xt)

Les propriétés rappelées plus haut des groupes d'homotopie dfun groupe
simplicial se faisceautisent trivialement, $i X est un Groupe simplicial (i.e.
un objet simplicial de la catégorie des Groupes de T), TTO(X) est un Groupe, et,
pour nz1l , Trn(X,x) est un Groupe abélien, indépendant du point-base x (comme
plus haut, s{ ¥y est un point-base, la translation a droite par xhly donne un

isomorphi sme Tzl(x,x) L)TTn(X,y)). On pose comme plus haut

nn(x) = rrn(x,l) s
ot 1 est le point-base défini par la section unité, D'aprés (2.1,1.7) won a
(2.1,2.2) m,& = Hn(NX) s

ot le second membre désigne le n-i2me faisceau d'homologie du sous-Groupe simplicial
normal NX, défini par la formule analogue 3 (2,1.1.8). Si X est abélien (i.e,
les Xn le sont) alors (1,3,3) ({i)) 1'inclusiom NXS—>X est un homotopisme,
donc on a

(2.1.2.3) T ) -y & .
n n

(1) provenant de la flache canonique X(U), x(U)) — ((£X)(Fv), (fx)(F*1)).
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2,2, Le théoréme de Whitehead.

2,2.1. Soit f : X —>Y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T , et soit

- i-i m T 0
n€ N ., On dit que f est un n-quasi-igomorphisme si o(f) : 0(X) —> 0(‘1!)

est un épimorphisme et si de plus, pour tout U€ ob T et tout point-base x de

X au-dessus de U {2,1.2)
m ol o e — ™ (YU, )

est un isomorphisme pour i<n et un épimorphisme pour i = n , On dit que f

est un quasi-isomorphisme si f est un n-quasi-isomorphisme pour tout n . Quand

T a assez de points (SGA 4 IV), dire que f est un n-quasi-isomorphisme (resp.

un quasi-isomorphisme (équivaut, d'aprés (2.1.2.1 (ii)), 2 dire que ft P X, -—>Yt
est un n-quasi-isomorphisme (resp. un quasi-isomorphisme) pour tout point t de T
Lorsque T est le topos ponctuel, f est un quasi-isomorphisme si et seulement
si f a une image inversible dans la catégorie "homotopique™ ( [11} IV 2.3,1),
volr ([23] IT § 3 Prop. 4) pour une démonstration et une liste de conditions équi-
valentes. Si f est un morphisme de Groupes simpliciaux, dire que f est un
n-quasi-isomorphisme signifie, d'apr2s les remarques faites plus haut, que

TTi(f) : TTi(X) --?TTi(Y) est un isomorphisme pour 1 < n et un épimorphisme
pour 1 =n ; lorsque X et Y sont abéliens, cela revient & dire, d'aprés
(2.1.2.2) et (2,1,2.3), que Nf (resp. ?) est un {-n)-quasi-isomorphisme au

sens de (SGA 6 I 1.4.2), i.e. que le cne de Nf (resp., £) (regardé comme un

morphisme de complexes 3 différentielles de degré + 1) est acyclique en degré = -n.

Le théor2me ci-dessous, dans le cas oi T est le topos ponctuel, est df

3 J. H. C. Whitehead, voir par exemple [97] th. 5).

Théoréme 2.2.2. Soit f : X —>Y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T ,

et s0lt n €N, n 22, On fait 1'une des hypoth2ses suivantes :

(1) T a assez de points ;

(i1) £ est sous-jacent 2 un morphisme de faisceaux abéliens simpliciaux,
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Alors, si f est un n-quasi-isomorphisme, i1 en est de méme de
z(f) :z(X) (Y) (1)

—>Z

Corollaire 2.2.3, Sous les hypothdses de (2.2.2), si f est un gquasi-isomorphisme,
(£f)

i1 en est de méme de Z

Remarque 2.2.4, Je conjecture que les hypoth2ses (i), (ii) de (2.2.2) sont

superflues,

2,2,5, Rappels sur les limites inductives locales.

La démonstration de (2.2.2) consiste 2 se ramener au cas du topos ponctuel.
Cette réduction est triviale dans 1'hypoth2ses (i), d'apr2s (2.1.2.1 (ii)). Dans
1'hypoth2se (11), on doit travailler un peu. Le principe de la réduction m'a été
suggéré par P, Deligne, il repose sur sa technique de "passage 2 la limite induc-
tive locale”, exposé dans (SGA 4 V 8), et que nous allons d'aberd rappeler bri2-

vement.,

Une catégorie localement filtrante sur T est une catégorie L cofibrée

sur T° ("le" foncteur image directe L(U) —> L(V) correspondant 2 une fl2che

V—>U de T étant noté comme une restriction i —> iIV), qui "vérifie loca-
lement les axiomes des catégories filtrantes", i.e., de mani2re précise, qui

vérifie les axiomes

(LF 0) Il existe une famille couvrante (UG. —> e) telle que L(U(I) soit

non vide,

(LF 1) Quels que soient UE ob T et 1, j € ob L(U), il existe une famille
couvrante (Ua_>U) et des objets ka de L(Ua) tels que Hom(i|Ua, kq)

et Hom(j|Ua, ka) soient non vides.

(LF 2) Quels que soient 1'objet U de T et le couple de fl2ches
f, g i_gj de L(U), il existe une famille couvrante (UQ—I'U) et des
flaches s de L(U“) de source j|Ua telles que sa(flua) = sa(g‘Ua) .

()

(1) On note Z le foncteur Z-Module libre engendré (SGA 4 VII 6.8).
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Exemples. (i) T° est de mnalére évidente une catégorie localement filtrante sur T,
(ii) Quand T est le topos ponctuel, la notion de catégorie localement
filtrante sur T coTncide avec la notion usuelle de catégorie filtrante.

Soit C wune catégorie. Un systéme inductif local d'objets de C indexé

par L est un foncteur de L dans C . Quand on parlera de systémes inductifs
locaux indexés par L sans préciser, il sera sous-entendu qu'il s'agit de systémes
inductifs locaux d'ensembles. Dans le cas de l'exemple (i) ci-dessous (L = To),

un systéme inductif local d'objets de C indexé par L n'est autre qu'un préfais-
ceau sur T & valeurs dans C ; d'autre part, quand T est le topos ponctuel,

la notion de syst2me inductif local d'objets de € 1indexé par L cofncide avec

la notion habituelle de systéme inductif d'objets de € indexé par L ., On a

un foncteur évident
(2,2.5.1) T ——> Hom(L,Ens) ,

qui associe 3 un faisceau E sur T le syst2me inductif local 1€ L) +>E() ,

dit systeéme inductif local trivial (ou constant) défini par E , et noté encore E.

On montre dans (SGA 4 V 8) que le foncteur (2.2.5,1) admet un adjoint & gauche, noté

lim : Hom(L,Ens) —>T

L
qu'on appelle limite inductive locale suivant L : on a donc un isomorphisme
fonctoriel
(2.2,5.2) Hom (lig F,, E) == Hom((Fi)iEL , E)

L

pour E g ob T et (Fi)iEL € ob Hom(L,Ens). On montre de plus (loc. ¢it.) que

le foncteur 1ig commute aux limites projectives finies, d'ol il résulte que lim
L
préserve les structures algébriques "définissables en termes de limites projectives

finies et limites inductives quelconques", telles que par exemple les structures

de groupe, anneau, module, comodule, etc. Dans le cas ot L = T° (Exemple (1)),

le foncteur 1i§ n'est autre que le foncteur faisceau associé ; quand T est le
L

topos ponctuel, la limite inductive locale cofncide avec la limite inductive

habituelle. Dans le cas général, l'existence du foncteur lip se prouve ainsi
L



- 28 -

on dit qu'une famille (ia —>» i) de fliaches de 1° est couvrante si la famille
correspondante (Ua —3» U) de fléches de T est couvrante ; on définit ainsi une
topologie sur LO, et 1'on montre que LO, muni de cette topologie est un site

de définition de T ; le foncteur IEEL est alors défini comme le foncteur faisceau

L
associé (d'ob le fait qu'il commute aux limites projectives finies).

8oit L' wune sous-catégorie cofibrée pleine de L , on dit que L' est
cofinale si, pour tout U € ob T et tout i € ob L{U), il existe une famille
4 t i '
couvrante (Ua —>1U) et des ia € ob L (Ua) tels que HomL(Ua)(lan’ i )

soit non vide., On vérifie alors trivialement que L' est localement filtrante,

et que, pour tout systdme inductif local (Ei) indexé par L, la flagche canonique

Uy E, —> lim E
igl' ieh

i

est un isomorphisme.

Ces rappels étant faits, la démonstration de (2.2.2) dans 1'hypothése

(ii) sera donnée aprés quelques lemmes.

Lemme 2.2.6. Soit A un anneau, et soit u : E —> F un morphisme de complexes

de A-Modules (1). Il existe alors une catégorie localement filtrante L sur T

et un systime inductif local (ui : B, —>»F )

€L de morphismes de complexes de
2

ip u, .

1

A-modules de présentation finie tels que u =

g

[

Preuve. Pour U € ob T, notons L(U) 1la catégorie sulvante : un objet i de L(U)
est une flache de morphismes de complexes de A-modules, dont le but est u(U) et

1'origine, notée u; est un morphisme de complexes de A-modules de présentation

finie, autrement dit, i est un carré commutatif de complexes de A-modules

1
() On note encore, par abus, A 1'anneau constant sur T de valeur A .

2 ce . .
() lim u; est défini en appliquant liE composante & composante.

i€L L
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Yy
— 5
By Fy
EW) —3®) 5 e

ol Ei (resp. Fi) est composé de modules de présentation finie (cette donnée

équivaut d'ailleurs 2 celle d'un carré commutatif de complexes de A-Modules

au-dessus de U

E|U—“1U—— Flu

il

ol u est constant et les composantes de E1 (resp. Fi) ont pour valeurs des

A-modules de présentation finie) ; une flache f£': i —>j de L(U) est un

v SR — uj
;\\\\\\\\ik//////;/

u(U)

triangle commutatif

Pour V—>U ¢€F1 T , on définit de maniare évidente un foncteur "restriction"

L(U) —>L(V). On obtient ainsi une catégorie L cofibrée sur T° , dont on

vérifie immédiatement qu'elle est localement filtrante (déja chaque catégorie

fibre L(U)

(

est filtrante)., Par construction, on a un gsyst2me inductif local

ui)iEL de morphismes de complexes de A-modules de présentation finie, et un

morphisme de syst2mes inductifs locaux (ui)iéL —» u, d'od une fléche de morphismes
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de complexes de A-Modules

(#) lim u —> u
 —
1€l

Montrons que (%) est un isomorphisme, i.e. que, pour n ¢Z , la fléche

n n n n
lin B, —> E (resp. lim F;, —F)
i€L 1€L

induite par (¥#) est un isomorphisme. On se bornera a le faire pour la flache non
respée, le cas de la flache respée &tant analogue. Compte tenu de la description
du foncteur llm comme foncteur faisceau associé 3 un préfaisceau, on doit

L
montrer deux choses

(@) si x est une section de E" au-dessus d'un objet U de T ,
alors, quitte 3 se localiser sur U , 1l existe 1 €ob L(U) et u € E: tels
que 1i(y) = x ;

(b) si 1 €ob L) et z € E: sont tels que 1(z) = O, alors, quitte
3 se localiser sur U , 1l existe une fldche 1 —E—i j telle que f(z) = 0 . Pour
(a), on note que x définit une flache x : A —» E"(U) telle que x(1) = x ,
et cette fldche s'insdre dans une fldche 1 : uy —>» u(U) , ot Ei (resp. Fi)

est nul en dehors de 1'intervalle n, ntl , et 1 est donné sur cet intervalle

par le cube

A Id \
id 14
Id
X A A
dx
u{lx
E" ) d ) d u(®x(=u(®)dx)
ulln utll
v
d

Fr @)
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La vérification de (b) est analogue et laissée au lecteur (i1 n'y a pas besoin
non plus de se localiser sur U). Ceci achdve la preuve de (2.2.6).
Remarque 2.2.6.1. S§i dans (2.2.6) on suppose que E et F sont nuls en dehors

i i

soient nuls en dehors de [&,b] forment un systéme cofinal.

d'un intervalle [a,b] de Z U{-=]U{+w} , les u, :E —>F, tels que E et F,

Lemme 2,2,7, Soient n € Z, A un anneau, u : E—» F un morphisme de complexes

de A-Modules tel gque Hn+1 (u) soit injectif. Soit U €ob T , et soit

f : u' —> u{U) un morphisme de morphismes de complexes de A-modules (1) tel

gue, si G' désgigne le cObne de u' , H™(G') soit de type fini. Alors il existe

une famille couvrante

(Ua—')U) » et, pour chaque O , un diagramme commutatif

de morphismes de complexes de A-modules

1) 1"
4] 3= u > ua va 0
f]u\ /
&
u(Ua) R

ol la ligne est exacte, vcL est le morphisme identique d'un complexe concentré

en degré n et de valeur un A-module libre de type fini, et Hn+1 (u&) est injectif

et a méme image que Hn+1(u').

Preuve. Elle est analogue & celle de la premi2re partie du lemme standard "de
prolongement” (SGA 6 I 1.4.1). Notons E' {resp. F') la source (resp., le but) de
u' , p : E' —>E{U) (resp. q : F' ==» F(U)) la fl2che définie par f . Comme
Hn(G') est de type fini, il en est de méme de Ker Hn+1(u') par la suite exacte

de cohomologie, donc il existe une flache M—->Hn+1 (E') , avec M 1libre de type

n+l 1

fini, telle que la suite M—H "(E') —

(F') soit exascte, La flache

n+1(

M— 1™ (E') se factorise a travers Zn+1(E’) en r : M—>»2 E'). Le

n+l

composé M === Z {E') -3 Zn+1(F') a2 une image contenue dans Bnﬂ (F') donc

n - :
se factorise & travers F'® en t : M=-»F'" | D'od un carré commutatif

1
(") qu'on peut regarder, de mani2re équivalente, comme un morphisme de morphismes

de complexes de A|U-Modules u' —> ulU , ol u' est constant,
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M En

 Sa— Ll 7 T3

D'autre part, 1'Image du composé M —> P (E") 2 Zn+1(E|U) est contenue

dans B! (E|U) , car on a un diagramme commutatif
r n+l n+l Hn+1 (u") n+l
M———>2z () —>H E')Y——————>H1 F")
|
P

[ “

N ntl
Zn+1(E|U) —_ TIml{F_rU} il fuliy) Hn+1(FIU)

obt le composé supérieur est nul par construction et Hn+1 (u|U) est injectif par
hypothese, Donc, quitte 2 se localiser sur U , on peut supposer que le composé
ML 2" @) B> 2™ E|u) se factorise a travers EMU en s : M—> E|U

d'od un carré commutatif

M T - zl'l+1 (E")

|

E“|u —_— Zn+1

E|v

Le carré

g —— s v
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ne sera pas en général commutatif, posons

6 =us—qt:M——>FnlU .

Par construction, le composé M —> Fn|U -4, Fn+1|U est nul, i.e. l'Image de

5 est contenu dans Z (F|U). On d&finit alors un morphisme de complexes

u" : E" —>» F" par
:J

L (v d)

——--—a-M“r’E'n e T s

n-
1d 0) ,
u
C L u'
. o 1 & o,d) I‘,n+l

—s

un morphisme de complexe p' : E" —> ElU par

5%
E.n-i \d} L (r,d} E'11-4-1

!

P {e,p) Lp
—_ g 4— s ——— o> ..

— . .

et un morphisme de complexes q' : F" —» F|U par
(&)
pro-l 2d we p? o4 el .
|
- ! .
q (s, ql q
= s Py —4 7y — .

Le carré

Eju — Ji———)F!U

est commutatif par définition de & , en d'autres termes on a un morphisme
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£' = (p', q') : u" %ulu . Par construction, Rk (™)

est injectif et a méme
3 n+1 L] ' 3 ) "
image que H (u'). D'autre part, on a une injection naturelle u' —>u" ,
compatible avec f : u' —> ulU et f' :u" —>u|U , et donnant une suite

exacte 0 —> u' —> u" —» vy —> 0 , oi v est le morphisme identique du

complexe réduit 2 M placé en degré n , ce qui ach2ve la preuve.

Lemme 2,2.8. Soient n €Z , A un anneau, u : E—> F un morphisme de

complexes de A-Modules tel que " (u)  soit surjectif, Soit U €ob T , et

soit £ : u' —> u(U) un morphisme de morphismes de complexes de A-modules.

n+1(

On suppose que H u') est injectif et que H'(G') est de type fini, G'

dégignant le cBne de u' , Alors il existe une famille couvrante (Ua—> m ,

et, pour chaque @ , un diagramme commutatif de morphismes de complexes de

A-modules

NS

u(ly) »

olt le ligne est exacte, v, st de la forme

_,_—:ro—':»U—:a-M&—:bo—:p

1d

(M en degré n)
o4

B _’O_FI‘iﬁ.ld—‘bMa'%O'—'*

avec M, un A-module libre de tvpe fini, Hn+1(u'&) = Hn+1(u'), et Hn(ua) est

surjectif,

Preuve. FElle est analogue a celle de la deuxizme partie du lemme de prolongement
déja cité (SGA 6 I 1.4.1), Comme l-I“+1 (u') est injectif, la suite exacte de
cohomologie implique que H'(F') —> H"(G") est surjectif (1). Donc, comme
H'(G") est de type fini, il existe un A-module libre de type fini M et une
flache t : M —> Z"(F') telle que le composé M —=» ZM(F') —> H'(F') —=>H"(G")

1
(") on note comme précédemment E' (resp. F') la source (resp. le but)de u' , et
p:E'—E |U (resp. q ¢+ F' —>F|U) la flache définie par f ,
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solt surjectif, et 1'on a un carré commutatif

0 n+l

o+l

n—bi" .

Fl

D'autre part, comme Hn(u) est surjectif, quitte 2 se localiser sur U on peut

trouver une fladche s : M —-)Zn(EIU) rendant commutatif le diagramme

M—Lts "
8
2" ejw) > (D) ——1"Flv |,
et 1'on a un carré commutatif
M 2] o E,n+1
8 P

Ej —————— 2l

En général le carré

M £ Ak
B q
E'|u g > F' (U

ne sera pas commutatif, posons

8§ =us - qt : M— Fly
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L'Image de 8 est contenu dans Zn(FlU) (i1 en est déja ainsi de 1'Image de us
(resp. qt)), et méme dans B"(F |U) car le composé M —> 2™ lU) —> HN(F IU) est
nul par construction. Donc, quitte 2 se localiser sur U , on peut supposer que §

se factorise 2 travers Fo 1 lUen ¢ : M— ol |u . On définit alors un morphisme

(&)
...__>E,ﬂ — > E ’%M@E'nﬁ‘% E|n+1

S I

!D! HEd
”._,,I,vrn"z d MGF'H-I—*M$F'HM* F'n-{-l_;_

e '

de complexes u" : E" —= F" par

-2 d qn-1

un morphisme de complexes p' : E" —> ElU par
o ,
. gl My epn 0D, el
P (s,p) P
v By By — s "y — ..,
et un morphisme de complexes gq' : F" — FIU par
0
§ g2 (d wgr ™l 1484y opm (0,4 ol
q (aq) (&,q9) q
R e g d Flu d ly— ...,
Le carré
Ell u" F"
p' q'
U
Elu uf Flu
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est commutatif par définition de & , 1.e, on a un morphisme

f' = (p', q') : u" —>ulfU . Il est clair que Hn+1(u") = Hn+1(u')
P

et que
1w = MO (E') —> B (F')) est surjectif. D'autre part, on a une injection
naturelle u' —> u" | compatible avec f : u' —> u|U et f£' :u" —= uU ,

et donnant une suite exacte 0 —>» u' —» y" —» v —> 0 , ol Vv est le

morphisme de complexes

L —= ) —= ) —= M —= ) — ,,, (M placé en degré n)

id

: ’ ¥

e —= 0 —2> N 12—5 V== 0 —=> ... f

ce qui achéve la preuve.

Lemme 2.2,9. Soient [n,a] un intervalle de Z , A un anneau noethérien,

u: E—>F un n-quasi-isomorphisme (SGA 6 I 1.4.2) de complexes de A-Modules

nuls en degré >a . Il existe alors une catégorie localement filtrante L sur T

et un systéme inductif local (ui ' Ei —_—> Fi)iE de n-quasi-isomorphismesde

L

u

1im .
% G

complexes de A-modules de type fini tels que u = , E. et Fi étant

1

nuls en degré >a

Preuve. D'apr2s (2.2.6) et (2,2,6,1) il existe une catégorie localement filtrante

L et un systéme inductif local (ui : }EI,1 —> Fi)iEL de morphismes de complexes

de A-modules de type fini, Ei et Fi étant nuls en degré >a , tels que

u = ég% u Tout revient donc & montrer que ceux des ug qui sont des n-quasi-
isomorphismes forment un systdéme cofinal, Mais cela résulte d'une application repétée
de (2.2,7) et (2.2.8) (l'hypotheése de finitude de loc. cit. est vérifiée car le

c8ne de uy est un complexe de modules de type fini, donc ses modules de cohomo-
logie sont de type fini, A étant noethérien).

Lemme 2.2.10. Soient L une catégorie localement filtrante sur T , (Xi)iéL

(resp. (Ai) } un syst2me inductif local d'ensembles (resp. anneaux). Posons

i€L
X =1lim X, , A= 1lim A, . La fldche canonique
e ! Tl

-
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®;) x)

est un {isomorphisme.

Preuve. Laigsée au lecteur,

Fin de la démonstration de (2.2.2). On se place dans 1'hypothses (ii), i.e.

on suppose qu'on a un morphisme f : X —>Y de Z-Modules simpliciaux tel que Nf
soit un (-n)-quasi-isomorphisme., En vertu de (2.2.9), 11 existe une catégorie

localement filtrante L sur T et un sytime inductif local (gi ¢ Ly _-)Mi)iGL

de (-n)-quasi-isomorphismes de complexes de chatnes de Zmodules de type fini

tels que Nf = lim 8y Utilisant le théordme de Dold-Puppe (1.3.2), on déduit
i€l
un systdme inductif local (hi)iEL = (Kgi)
Z~modules simpliciaux tel que f = lim h
i
et N commutent aux limites inductives locales). D'apres (2.2.10) on a

_ s s d
icl de n-quasi-isomorphismes de

5 (il est immédiat que les foncteurs K

(h,)
2P - 1im Zz ' . En vertu du théortme de Whitehead cité plus haut (i.e. (2.2.2)
ier (h,)

1

dans le cas du topos ponctuel), les Z sont des n-quasi-isomorphismes, Compte

tenu de (2.1,2.2) et des propriétés d'exactitude des limites inductives locales,
(£)

il en résulte que Z est un n-quasi-isomorphisme, ce qui achdve la démons~

tration de (2.2,2).

2.3, Catégorie dérivée des faiscesux simpliciaux. (1)

On garde le topos T et les éonventions de (2.1.2).
2.3.1. Le topos Simpl(T) , sorites sur les Hom .

I1 résulte du critdre de Giraud (SGA &4 IV 1.2) que la catégorie Simpl(T)
des faisceaux simplicigaux sur T est un topos : plus présicément, si T est un
U-topos, ot U est un univers contenant N , Simpl(T) est un U-topos, car on
peut prendre comme famille de générateurs les A(n)U s, n €N, U€ob T, comme

il découle de la relation

(1) Ce numéro peut-&tre sauté en premidre lecture.
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(2.3.1,1) Hom (A(n)U,X) = Xn(U)

Simpl (T)

(si E est un ensemble simplicial, on note ET , ou simplement E , le faisceau
simplicial déduit de E par application du foncteur "faisceau constant associé").

Pour X, Y € ob Simpl(T), on notera
(2.3.1.2) Homs (X,Y)

le faisceau des homomorphismes de X dans Y dans le topos Simpl(T), caraté-

risé par 1'isomorphisme fonctoriel

(2,3.1.3) H (Z ,Homs (X,Y)) —=—> Hom (z xX,Y)

oM imp (T) Simpl (T)

pour Z € ob Simpl(T). Compte tenu de (2,3.1.1), Hﬂng(x,Y)n est le faisceau

U > Hom(A(n)y; X X,Y), et, pour £ : [0,n] —=[o,m] € F1 A, la flache

m(x,y)f : M(x,y)m%m(x,y)n est définie par les flaches Hom(A(f)Ux 1,Y).
Quant T est le topos ponctuel, H_onlg(x,Y) cofncide avec 1'ensemble simplicial
considéré habituellement par les topologues (cf. par exemple ( [11]II 2.5.3)).

On posera
(2.3.1.4) Homs (X,Y) = Hom(X,¥) ,

autrement dit, Hom(X,Y) est le faisceau U +—>Hom(XU,Y) . Avec cette notation,

(2.3.1.1) s'écrit sous la forme
(2.3.1.5) Hom(A(n),X) = X,

et 1'on peut dire que Homs(X,Y) est le faisceau simplicial [0,n]t> Hom(A(n)x X,Y).

D'autre part, (2.3,1.3) admet la variante faisceautique habituelle
(2.3.1.6) Homs (Z ,Homs (X,Y)) —=—> Homs(Z X X,Y)

Le foncteur T (T,-) : T —> Ens induit un foncteur T (T,-) : Simpl(T) — Simpl(Ens),

adjoint & droite du foncteur "faisceau simplicial constant associé". On posera

(2.3.1.7) Homs(X,Y) = T (T,Homs(X,Y))
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En d'autres termes, Homs(X,¥) est 1'ensemble simplicial [0,n J+—>Hom(A(n) X X,Y).

De (2.3.1.6) on déduit un isomorphisme fonctoriel (2.3.1.8)

Hom(Z ,Homs (X,Y)) —> Homs(Z X X,Y)

Soient f : X' —>X, g : Y' —> Y des flaches de Simpl(T). On notera
(2.3.1.9) Homs (X'/X,Y'/Y) .

ou Homs(X'/fX, Y‘/gY) quand on voudra éviter toute ambigufté, le faisceau sur
Simpl(T) des homomorphismes de f dans g (i.e. des couples u : X —>Y ,
u' : X' —> Y' tels que uf = gu'), ou, si 1'on préfere, le sous-faisceau de

Homs(X,Y) x Homs(X',Y') défini par le produit fibré
Homs(X'/X, Y'/Y) ——————— = Homs (X',Y')

Homs(X',g)

Homs (£,Y)
Homs (X,Y) Homs (X',Y)

Sf X est l'ensemble simplicial final, on écrira simplement Homs(X',Y'/Y) au
lieu de Homs(X'/X, Y'/Y).

On posera comme précédemment

(2.3.1.10) Homs(X'/X, Y'/Y) = T (T,Homs(X'/X, Y'/Y))

Enfin, soient p : X — Z, q : Y —>2Z des fl2ches de Simpl(T), on notera
(2.3.1.11) Homs, (X,Y) N

(ou Homsz(p,q) si 1'on veut éviter toute ambiguité) le faisceau sur Simpl(T)

des Z-morphismes de X dans Y , et 1'on posera
(2.3.1.12) HomsZ(X,Y) = T (T,HomsZ(X,Y))

Entre les foncteurs (2.3.1.9) et (2,3.1,11) on a diverses relations analogues
a (2.3.1.6), et dont nous ne dresserons pas la liste, attendu qu'il s'agit de

relations triviales qui ne sont pas particuli2res 3 Simpl(T) mais sont valables
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dans n'importe quel topos. Nous consignerons cependant pour la suite 1'isomorphisme

canonique fonctoriel
(2.3.1.13) Homsz(X,Homs(K,Y/Z)) -~ Homsz(K x X,Y)

pour K, Z € ob Simpl(T) et X, Y€ ob Simpl(T)/z (K X X et Homs(K,Y/Z)
étant regardés comme objets au-dessus de Z de la fagon naturelle). On tire
de (2.3.1.13) des formules analogues avec Homs,, (resp. Homz, resp. Homz) qu'on

laisse au lecteur le soin d'écrire.

Les foncteurs Homs, Homs qu'on vient d'introduire commutent aux limites
projectives en leur second argument (ce sont des adjoints A droite) donc "préservent
les structures algébriques (sur le second argument) définissables en termes de
limites projectives"”. Par exemples, si Y est un Groupe simplicial, il en est
de méme de Homs(X,Y) pour X € ob Simpl(T) ; si Y —=>Z est un morphisme de
Groupes simpliciaux, HEEE(X’Y/Z) est un Groupe simplicial muni d'un morphisme de

Groupes dans Z , etc,

Soit f : T' —> T' un morphisme de topos. L'extension naturelle de
¥ a Simpl(T) commute aux limites inductives et aux limites projectives
finies, donc est le foncteur image inverse par un morphisme de topos noté encore
f : Simpl(T') —> Simpl(T) ; le foncteur image directe correspondant
fi ¢ Simpl(T') —> Simpl(T) n'est autre que 1'extension naturelle de
1

f, : T'—>T (7). Pour X, Y € ob Simpl(T) on a un homomorphisme canonique

fonctoriel
(2.3.1.13) P*Homs (X,Y) —— Homs (X, f#)

Celui-ci est un isomorphisme si X est, localement sur T , isomorphe au faisceau
simplicial constant défini par un ensemble simplicial de présentation finie {on dit

qu'un ensemble simplicial E est de présentatijon finie s'il existe une suite

1
(") Quand T est le topos ponctuel, le foncteur f#* (resp. f, ) n'est autre que

le foncteur "faisceau simplicial constant" (resp. I" (T',-)) envisagé plus haut.
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—_ N ' . .
exacte L1 ;Lo —>E ol Lo et L1 sont des sommes finies d'ensembles simpli
ciaux du type AO(n)) : on est en effet ramené au cas ot X = A{(n), on a

Homs (&(n), Y)p = Hom(A(n) xa(p),¥Y), et 1l'on gagne grlce a (2.3.1,5) car

A(n) X A(p) est de présentation finie ( [11]II 5.5).

2.3.2. Cylindres, objets de chemins, interprétation des homotopies.

Rappelons ([1] IV 1.2) que la projection A(l) —> A(0) est un homoto-
pisme, et méme, plus précisément, que les flaches Id et dlsO de A(l) dans
A1) (resp. Id et d°s®) sont homotopes par une homotopie respectant le point-base

{0} = a1 () (resp. {1} = d°(0)). Pour X € ob Simpl(T), le faisceau simplicial

A1) x X (resp. Homs(A (1), X)) sera appelé cylindre (resp. objet des chemins)

de X . D'apres (2,3.1.3), le foncteur cylindre est adjoint a gauche du foncteur

objet des chemins. Les deux points-base de A(l) et la projection de A(l) sur

un point définissent des flaches d°, at : X :A(l)x %, s :p0) x X —>X

(resp. do, d
1

: Homs (A(1),X)"3X, s_: X —>Homs(A(l), X)) telles que

1 o

= 1d, (resp. dosO = dls1 =

rappeler que s est un homotopisme au-dessous de X quand on regarde A (1)X X

s o 1 . .
comme au-dessous de X via d ou d au choix (resp. 5, est un homotopisme

s%d° = 5% Id), et il résulte de ce qu'on vient de

au-dessus de X quand on regarde Homs(A(1),X) comme au-dessus de X via 4,
ou d; au choix) (cf. (1.1.6) pour la notion d'homotopie relative envisagée ici).

Soient u s u1 : X : Y des fl2dches de Simpl(T), la donnée d'une homotopie u

entre u et u équivaut A celle d'une flache u : A (1)X X —» Y telle que

o
ud” = u

s ud1 v (resp, d'une flache u : X —» Homs( A1), Y) telle que

dou =u, dlu = ul). Pour que u, et u soient homotopes, il faut et il suffit

qu'il existe, pour un entier n , une "homotopie composée de longueur n " entre
u, et u1 , 1.e. par définition une flache de In XX dans Y (od In est 1'en-
semble simplicial défini dans ( [11JIV 1.1)) coTncidant avec u, (resp. ul) sur
{0} xX (resp. { n} xX) (ou ce qui revient au méme une fl2che de X dans

Homs(In,Y) telle que ...). Il en résulte qu'on a
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(2.3.2.1) Hot (X,Y) = m_, Homs(X,Y) ,

]

ot Homs(X,Y) est défini en (2.3.1.7) et Hot est une notation abrégée pour

L 13
Haml-lotsimpl Ty ° La notion d'homotopie relative s'interprite de manidre analogue.
Soient Z € ob Simpl(T), X, Y des objets de Simpl(T) au-dessus de Z ,

u, s u1 : X : Y deux Z-flaches. La donnée d'une Z-homotopie u entre v, et

u (1.1.6) é&quivaut a celle d'une Z-flache u : A(l) X X —> Y telle que

ud® = u s udt = u (resp. d'une Z-flache u ; X —> Homs(A(1), Y/Z) telle que

ud = u, ud =u) (ef, (2.3.1.9) et (2.3.1.13)). Par suite on a
o o 1 1

(2,3.2,2) Hot,(X,Y) = m _Hom,(X,Y) ,
Z o Z

ol Homz(x,Y) est défini en (2,3.1,12) et Hotz(x,Y) désigne 1'ensemble des

classes de Z-homotopie de Z-morphismes de X dans Y .

Proposition 2.3.3. Le foncteur canonique

Simpl (T) — > Hotsimpl (T)

identifie Hotsimpl(T) 2 la catégorie localisée (1.4.1) de Simpl(T) par rapport

aux homotopismes.

Preuve. C'est une conséquence formelle de 1'existence d'un cylindre (resp. d'un
objet des chemins). Posons pour abréger Simpl(T) = A , Hotsimpl(T) = B , notons

H 1'ensemble des homotopismes. Le foncteur canonique A —> B induit un foncteur
) Ay ——>35

qui est un isomorphisme sur les objets et un épimorphisme sur les flaches. Il
reste & voir que (¥) est injectif sur les flaches. Pour cela, il suffit de montrer

que s'il existe une homotopie u entre deux flaches us Yy : X—/3Y , alors

u, et vy coIncident dans A(H-l). Or u est définie par une flache

u: XXA (1) —> Y telle que ud® = LI url1 =, donc on est ramené a voir
que do, dl : X_”Z XXA (1) coIncident dans A(H-l), mais cela résulte de l'existence

de 1'homotopisme 8% : XXA (1) —> X tel que s%¢° = POt = Id. (On peut faire un
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raisonnement analogue en utilisant l'objet des chemins Homs(w(l), ¥)) .

Propogition 2.3.4. Soit f : X —>Y ume fléche de Simpl(T). Il existe un

triangle commutatrif

ol 1 gst un menomorphisme eb p o un homotopisme.

Preuve, Définissons le “mapping-cylinder” Y' par le carré cocartésien

'
WK —Ees v

| L — D ,
i.e. Y' est le quotient de (A(L)XX)AL Y par la relation d'équivalence
qui identifie (0,x) a f£(x). La projection s° :A(1)XX —> X est un homoto-
pisme au-dessous de X rétractant al , donc par cochangement de base (cf. (1,1.6.2))
définit un homotopisme p : ¥Y' —>Y rétractant j . D'autre part, la fliche
o

it : £'d : X —>Y' , envoyant x sur la classe de (1,x), est un monomorphisme,

et 1'on 2 f : pi, ce qui achéve la preuve,

Définition 2.3.5. On appelle catéporie dérivée des faisceaux simpliciaux sur T ,

ou catégorie dérivée simpliciale de T , et l'on note D.(T), la catégorie localisée

(1.4.1) de Simpl(T) par rapport aux quasi-isomorphismes (2.2.1).

Remarque 2.3.5.1, On dira qu'une fliche u de Hotsimpl(T) (on écrira aussi
Hot,(T) en abrégé) est un quasi-isomorphisme si u est 1'image d'un quasi-lsomor-
phisme par le foncteur cancnique Simpl(T) —Hot,(T). Il résulte de (2.3.3)

que D.(T) s'identifie 3 la catégorie localisée de Hor.(T) par rapport aux

quasi-isomorphismes,
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Théoréme 2,3,6, Supposons que T ait assez de points (SGA 4 IV 6.4,1), Alors,

dans Hot.(T), 1'ensemble des quasi-isomorphismes permet un calcul de fractions

3 gauche (1.4.,2). (1)

Preuve. Les axiomes (Fr 1) et (Fr 2) sont trivialement vérifiées. Montrons qu'on

a (Fr'3). Soit un diagramme de Simpl(T)

X’

ot s est un quasi-isomorphisme. Quitte 4 remplacer s par une flache isomorphe
dans Hot,(T), on peut, d'apr2s (2.3,4), supposer que = est un monomdorphisme.

Définissons Y' par le carré cocartésien

' —= X'

X ————>9

Je dis que t est un quasi-isomorphisme., Il suffit (2.2.1) de le vérifier en
chaque point de T , autrement dit on peut supposer que T est le topos ponctuel,
D'apres ([23 Cor. p. 3.19) s est une extension anodine ([11] IV 2), donc

([11] 1v 2.1 (1)) 11 en est de méme de t . Reste & vérifier (Fr'4). On procade
comme dans le cas du topos ponctuel ( 011 1v 2.3). Soit un diagramme de Simpl(T)

f
8 — >
X' —— X 4
g

tel que fs et gs solient homotopes, s &tant un quasi-isomorphisme, Quitte 2
remplacer s par une fl2che isomorphe dans Hot.(T), on peut supposer (2.3.4) que

s est un monomorphisme. La donnée d'une homotopie composée de longueur n entre

(1) L'hypoth2se que T a assez de points est sans doute superflue.
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fs et gs définit comme dans (loc. cit.) un diagramme commutatif 3 carrés cocarté-

slens

n
I vs
n
t
J
In X X! > M } > Y
/ (f,g)
slis / .
XULx!' XUx- H

la fléche verticale X JL X —I xX (resp. X' X' —> In X X') est l'injection
canonique définie par les points-base O et n ; on a donc une homotopie composée
de longueur n entre tf et tg , mais t est un quasi-isomorphisme, car dans
le cas ponctuel (loc. cit,) t est une extension anodine, donc (Fr'4) est bien

vérifié, ce qui ach2ve la preuve.

2,3,7. On sait ([11} IV 3,2.1) que, dans le cas ot T est le topos ponctuel,
la catégorie D.(T) est naturellement équivalente & la catégorie 2 homotopie pras
des ensembles simpliciaux de Kan. On veut voir maintenant ce qui subsiste de cette

propriété dans le cas général.

2,3.7.1, soit M un ensemble de monomorphismes d'ensembles simpliciaux. Nous

dirons que M est faiblement saturé si M vérifie les conditions (i), (ii), (ii1)
de ([11) 1v 2.1) et, de plus, est stable par somme disjointe finie et composition
finie. Si N est un ensemble de monomorphismes d'ensembles simpliciaux, 1'inter-
section des M faiblement saturés contenant N est un ensemble faiblement saturé
qu'on appelle ensemble faiblement saturé engendré par N , Nous dirons qu'un mono-

morphisme 1 d'ensembles simpliciaux est une extension anodine stricte si 1

appartient & 1'ensemble faiblement saturé engendré par les inclusions du type

Vi(n,k) —= B(n) , ot V(n,k) est le "cornet" de sommet k dé&fini par A(n)
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{noté /\k[n} dans (loc. cit.)). Les arguments de (loc. cit.) montrent que si

Y ¢ X est une inclusion avec X de type fini, i.e. quotient d'un nombre

fini de simplexes standard, alors 1'inclusion (A(1) X Y)W (e x X) —> A1) x X
(ot e = {0} ou {1}) est une extension anodine stricte, et, comme en ( [11] IV 2.2),
on en déduit que, si K<L est une extension anodine stricte, alors il en est

de méme de 1'inclusion L XY) UK X X) —>L XX,

Définition 2.3.7.2. BSoient i : K —3 L un morphisme d'ensembles simpliciaux,

p : X—>Y un morphisme de faisceaux simpliciaux de T . Nous dirons gque p

possdde la propriété de reldvement local {en abrégé PRL) relativement & i si,

pour tout U € ob T , et tour dlagramme commutatif

e
_ S ¥
L“ H

il existe une famille couvrante (UCL--)U) et, pour chaque o , une fléche

LU ~—>X telle que le diagramme
@

£ ‘uﬁ

1 pd

u = l
X
A !L‘a

LU
a

soit commutatif. Soit M un ensemble de morphismes d'ensembles simpliciaux, nous

dirons que p posséde la PRL rel. 8 M si p possdde la PRL rel. & chaque

élément de M .

Lemme 2.3.7.3. Soient p un morphisme de faisceaux simpliciaux, ¥ un ensemble

de monomorphismes d'ensembles simplicilaux, g 1'ensemble faiblement saturé

engendré (2.3.7.1). Les assertions " p posside ia PRL rel, 3 N " et " p posséde

la PRL rel. 3 N " sont équivalentes.



C'est une conséquence triviale des définitions,

2.3.8. Nous dirons qu'une fl2che p de Simpl(T) est une fibration (ou un morphisme
fibrant) si p possédde la PRL rel. & toute inclusion du type V(n,k) —> A(n),

ou, ce qui revient au méme d'aprés (2.3.7.3), rel. 2 1'ensemble des extensions
anodines strictes (2.3.7.1). Nous dirons qu'un faisceau simplicial X est de Kan
si la projection de X sur le faisceau simplicial final est une fibration. Dans

le cas ot T est le topos ponctuel, on retrouve la notion habituelle ([11]IV 3.1).
I1 découle trivialement des définitions que la notion de morphisme fibrant est
stable par changement de base dans Simpl(T), rétraction, composition finie,
produit fini, et image inverse par un morphisme de topos T' —>T (pour cette
derniére assertion, utiliser que la flache (2.3.1.13) est un isomorphisme pour

X constant de présentation finie). En particulier la notion de fibration est
stable par passage aux fibres ; quand T a assez de points, dire que p est une

fibration équivaut a dire que p, est une fibration pour tout point x de T .

Soit X wun faisceau simplicial. Pour tout entier n 2 1 , le préfaisceau
simplicial U > Ex" (X(U)) (2.1.1.4) est un faisceau simplicial, qu'on notera
Eln(x). Le faisceau lim Ezn(x) est composante 2 composante, le faisceau associé
au préfaisceau Ul—> ;xw(X(U)) (loc., cit.), on le notera E{w(x). I1 est immédiat
que c'est un faisceau simplicial de Kan. Par faisceautisation (2.1.1,2) définit

un monomorphisme

(2.3.8.1) g;’ ;X —> Ex"(X)

qui est un quasi-isomorphisme.

2.3.9. Soit f : X —>Y un morphisme de Groupes simpliciaux. Les arguments de
({23] 11 § 3 Prop. 1 p. 3.8), mutatis mutandis, montrent que f est une fibration
(au sens (2.3.8)) si et seulement si Nf (2,1.2.2) est un épimorphisme en degré >0,

ou encore si et seulement si la flache X —> Y X K(ﬂs(X),O) est un

K(ﬂb(Y),O)
épimorphisme en tout degré. Compte tenu de (2.1,2.2) et (2.1.2.3), f est donc

un quasi-isomorphisme fibrant si et seulement s1 f est un épimorphisme en tout
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degré et TyKer(f) = 0 . Il en résulte en particulier que si

*———>x

P

est un carré cartésien de Groupes simpliclaux, et si f est un quasi-isomorphisme
fibrant, il en est de m@me de £' (puisque Ker(f') —=>Ker(f)). (J'ignore si
1'analogue de cette dernilre assertion pour les faisceaux simpliciaux est vrai en
général, il 1'est en tout cas dés que T a assez de point par réduction au cas

ensembliste),

Proposition 2.3.10. (cf. ( [11] VI Prop. 4.3)). Soit Y —>X une inclusion

d'ensembles simpliciaux avec X de type fini, et soit E —>F un morphisme

fibrant de faisceaux simpliciaux. Alors la flache canonique

Homs (X ,E) ———>> Homs (¥/X,E/F)

(cf. (2.3.1.9)) est un morphisme fibrant.

La preuve est la méme que dans (loc. cit.) : on utilise le fait (2,3.7.1)
que, si K<—>»L est une extension anodine stricte, 1'inclusion

(L x YYU( x X)L XX est une extension anodine stricte.

Corollaire 2.3,10.1, 8i X est un ensemble simplicial de type fini et E —> F

un_morphisme fibrant de faisceaux simpliclaux, la fldche Homs(X,E) —> Homs(X,F)

est un morphisme fibrant.

Corollaire 2,3.10.2. 81 Y —>X est une inclusion d'ensembles simpliciaux avec

X de type fini, et E un faisceau simplicial de Kan, la flache

Homs (X,E) —> Hows(Y,E) est une fibration.
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Proposition 2.3.11. Seoit F : E —>»F un morphisme de faisceaux simpliciaux de

Kan. I] existe un triangle commutatif

o F

£ £

ot f£' est une fibration et ! un homotopisme .

Preuve. Elle est "duale" de celle de (2.3.4). Notons F' le faisceau simplicial

défini par le carré cartésien

F' -3 > Homs (A(1),F)

) p d

z £ SH

Le section 8, de cl1 définit une section i de p, et comme 8, est un
homotoplsme au-desgus de F (2,3,2), 1 est un homotopisme par changement de
base (1.1,6), Posons f' = dog .Ona f=f£1. Donc on aura gagné si 1'on montre

que £' est une fibration, Or le carré (¥) se décompose en carrés cartésiens

F' £ > Homs (A(1) ,F)
.9 (dl’do)
£x 1d
E x F F XPF
PTy Py
E £ ¥

et l'ona f'= dog = prz(dl,do)g = pr, (£ x Id)(p,q) = prz(p,q). Comme E est

de Kan, pr, : E X F—>»F est une fibration ; d'autre part, comme F est de
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Kan, (dl’do) est une fibration d'aprés (2.3.10.2) appliqué a 1l'inclusion
(folu{1}) —> A1), donc, par changement de base, (p,q) est une fibration,

done f' est une fibration, ce qui achive la preuve.

Théordme 2.3.12. Notons Hot,(T), =~ 1la sous-catégorie pleine de Hot. (T) formée

des faisceaux de Ran, D.(T), ~ la catégorie localisée de Hot.(T)  par rapport

aux quasi-igomorphismes. Si T possdde assez de pointg, alors, dans Hot.(T)kan B

les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions 3 droite, et le foncteur

naturel
D.(T) —3 D, (T)
kan
est une équivalence de catégories.

Preuve. Les axiomes (Fr 1) et (Fr 2) (1.4.2) sont trivialement vérifiés. Soit

maintenant

Y

e

un diagramme de Simpl(T) dont les sommets gont de Kan et ol t est un quasi-
isomorphisme. D'apreés (2.3.11), on peut supposer que t est fibrant. Définissons

X' par le carré cartésien

X —3 Y

Comme T est fibrant, il en est de m8me de 8 , et par suite X' est de Kan.
D'autre part, par réduction au cas ensembliste, on voit que s est un quasi-

isomorphisme, donc (Fr 3) est bien vérifié., Reste (Fr 4). Soit
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PR t
XT3y ———> ¢!

un diagramme de Simpl(T), dont les sommets sont de Kan, et ol T est un quasi-
isomorphisme tel que tf et tg solent homotopes. Comme précédemment, on peut
supposer, d'aprés (2.3.11), que T est fibrant. La donnée d'une homotopie composée
de longueur n entre tf et tg définit alors un diagramme commutatif 3 carrés
cartésiens

£ ———> Homs (L ,¥) _

.,

T

() Homs (I ,r)
——""a

- {v%
X —e—— Homs{] JI ,Y/Y'¥ —-""'—}-*'——‘3' Homs{I Y'Y
_ N n —_  n

|

(f>k

od I = {olu{n}, 1la fiezche verticale Homs(In,Y) -—>Y % Y (resp.

s

Y xY Y'x oy ,

ggggg(ln,v') —~—»Y' X Y') est définie par 1'inclusion inC—» I, et (%) est

la fléche canonique, D'aprés (2.3.10) et (2.3.10.2) les flaches verticales du
diagramme sont des fibrations (et par suite tous les sommets du diagramme sont

des faisceaux de Kan), Comme l'injection natureile Y ——?'Eggg(ln,Y) (resp.

Y f~€>§gg§(1n,Y')) est un homotopisme et que t est un quasi-isomorphisme,
ggmg(ln,t) est un quasi-isomorphisme, D'autre part, vu la stabilité des quasi-
isomorphismes fibrants par changement de base dans le cas ensembliste, t x t

et (*#) gsont des quasi-isomorphismes. Donc (¥) est un quasi-isomorphisme fibrant,
donc aussi s (toujours par réduction au cas ensembliste), Comme le diagramme donne
une homotopie de longueur n entre fs et gs , 1l'axiome (Fr 4) est donc bien
vérifié, ce qui prouve la premidre assertion. Pour la seconde, on utilise le foncteur
Eﬁm (2.3.8.1). Celui-ci commute aux produits finis, donc (cf. ( [20] II 9)) se
prolonge en un foncteur Eﬁm : Hot, (T) -—€>Hot.(T)kan . D'aprés (2.3.8.1), ce
dernier transforme quasi-igomorphismesen quasi-isomorphismes, donc se prolonge en

un foncteur Ex” : D.(T) ——%»D.(T)kan , qui, toujours d'aprads (2,3.8,1), est
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quasi-inverse du foncteur naturel D.(T)kan ~-3% D,(T), ce qui achéve la démonstration.

Remarques 2.3.12.1. (i) Comme dans (2.3,6), 1'hypoth2se que T possiéde assez de
points est sans doute inutile.

{ii) & la différence de ce qui se passe dans le cas du topos ponctuel,
(cf. ([11] IV 3.2.1)), le foncteur de localisation Hot.(T)kan ->p,(T) n'est
pas en général une équivalence de catégories : pour un exemple, voir plus bas

(3.2.1.16) et (3.2.1.20).

2.3.13. Variantes relatives.

On se fixe B € ob Simpl(T),

2.3.13.1, Nous dirons qu'une flache de Simpl(T)/B est un quasi-isomorphisme

si 1la flache sous-jacente de Simpl(T) en est un. Nous appellerons catégorie

dérivée de T rel. 3 B , et nous noterons D.(T,B) la catégorie localisée de
Simpl(’[)/B par rapport aux quasi-isomorphismes. Notons d'autre part Hot.(T,B)

la catégorie ayant mémes objets que Simpl(T)/B et dont les flaches sont les
classes de B-homotopie de fl2ches de Simpl(T)/B (1.1.6). L'interprétation des
B-homotopies & 1%aide d'un cylindre (2.3.2) montre, comme dans (2.3.3), que Hot,(T,B)
est localisée de Simpl('l‘)/B par rapport aux B-homotopismes, et par suite que
D.(T,B) est localisée de Hot.{(T,B) par rapport aux quasi-isomorphismes (avec

l'extension é&vidente de la terminologie).

Notant que les limites inductives dans S:mel(T)/B "ge calculent déja

dans Simpl(T)”, on a la généralisation suivante de (2.3.4)

Proposition 2.3.13.2. S8oit £ : X —3>Y une flache de S:mel(T)/B . Il existe

un triangle commutatif de Simpl(T)/B

.
i /N
/ f hN

¥
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ol i est un monomorphisme et p un B-homotopisme.

On obtient de méme la généralisation suivante de (2.3.6)

Théordme 2.3.13.3. Supposons que T ailt assez de points ( SGA IV 6.4.1) (1) .

Alors, dans Hot.(T,B) , les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions

a gauche (1.4.2),

2.3.13.4, Soient E ~—> F une fliche de Simp].('].‘)/B et Y—»X—>Z des
flaches d'ensembles simpliclaux. On notera Homs(Y/X/Z,E/F/B) le faisceau (sur
Simpl (T)) des homomorphismes du diagramme Y —> X —>Z dans le diagramme
E~—>F ~—>B , Quand Z est l'ensemble simpiicial final, on réduira la notation
a Homs(Y/X,E/F/B) (observons que pour B = l'objet final de Simpl(T) on

retrouve 1'objet Homg(Y/X,E/F) introduit en (2.3.1.9)).

Nous dirons qu'un morphisme de Simpl ('I')/B est fibrant s'il en est

ainsi du morphisme de Simpl(T) sous-jacent.

Procédant comme dans ( [11] VI Prop. 4.3), on obtient 1'énoncé suivant,

qui généralise (2.3.10) :

Proposition 2.3,13.5. Soit Y —>X une inclusion d'ensembles simpliciaux avec

X de type fini, et soit E ~—>TF un morphisme fibrant de Simpl(T)/B . Alors

lg flache canonique de Simpl(T)/B

Homs (X ,E/B) ~~——> Homs (Y/X,E/F/B)

est un morphisme fibrant.

A l'aide de (2.3.13.5), on obtient facilement la variante relative

de (2.3.11) :

Proposition 2.3.13.6, Soit £ : E—>F un morphisme de Simpl(T)/B , avec

E-~—>B et F—>B fibrants. Il existe un triangle commutatif de Simpl(T)/B

(1) hypothse sans doute inutile, comme dans (2.3.6).



E

bl

N

£ £
N\

ot £' est fibrant et i est un B-homotopisme.

On a enfin 1'énoncé suivant, qui généralise (2.3.12)

Théor2me 2.3.13.7. Notons Hotfib.(T,B) la sous-catégorie pleine de Hot.(T,B)

formée des E —> B fibrants, D'.(T,B) la catégorie localisée de Hotfib.(T,B)

par_rapport aux quasi-isomorphismes. Si T possdde assez de points (1) , alors,

dans Hotfib.(T,B), les quasi-isomorphismes permettent un calcul de fractions 3

droite, et le foncteur naturel

D'.(r,B) —> D, (T,B)
est une équivalence de catégories.

Preuve, Gréce 2 (2.3.13.5) et (2.3.13.6), la premi2re partie se prouve essentielle-
ment comme 1'énoncé analogue de (2.3.12), Pour la seconde partie, on peut utiliser
la construction de ( [11] VI 5.5.1), qui est fonctorielle, et fournit, par faisceau-
tisation, pour chaque X € ob S:mel('l:)/B un quasi-isomorphisme X —>X' de

Si.mpl('l:)/B , fonctoriel en X , avec X' -——> B fibrant,

3. Anneaux et Modules simpliciaux.

3.0. Sauf mention du contraire, les Anneaux considérés dans la suite sont supposés
assoclatifs, commutatifs et unitaires, les Modules et Algdbres sont supposés unitaires.

On conserve dans tout le n® 3 le topos T et les conventions de (2,1.2).

(1) hypoth2se sans doute inutile, comme dans (2.3.12),
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3.1. Généralités.

3.1.1. On appelle Anneau simplicial (de T) tout Anneau du topos Simpl(T) (2.3.1).

On notera Ans(T) 1la catégorie des Anneaux simpliciaux de T .

Soit A un Anneau de T . On appelle A-Module simplicial (resp. A-Algebre
simpliciale) un Module (resp. une Alg2bre) sur A vu comme Anneau simplicial trivial
(1.1). On notera A-Mods (resp. A-Algs) la catégorie des A-Modules simpliciaux

(resp. A-Algdbres simpliciales),

Soit A € Ans(T). Conformément aux notations générales, on notera A-Mod
(resp. A-Alg) la catégorie des A-Modules (resp. A-Algiébres). Pour E, F € ob A-Mod,

on notera
HomsA(E,F)

(ou simplement Homs(E,F)) le A-Module des homomorphismes A-~linéaires de E dans

F dans le topos Simpl(T) (SGA 4 IV). On a donc (cf. (2.3.1))
(3.1.1.0) Homs (E,F) = M(E(A(n))GEE,F) )

ol e second membre désigne le faisceau sur T des homomorphismes A-linéaires de

Z(A(h))G’zE dans F . Rappelons 1'isomorphisme cher & Cartan
(3.1.1.1) Homs (L @M,N) —=—> Homs (L,Homs (M,N))

pour L, M, N € ob A-Mod , d'ou 1'on déduit des isomorphismes
(3.1.1.2) Homs (L & M,N) —=—> Homs(L,Homs (4,¥)) ,
(3.1.1.3) Hom (L ®AM,N) —=—> Hom(L,Homs(M,N)) ,

ol Homs = T (T,Homs( )). Rappelons d'autre part (2.3,1) que, pour X € ob Simpl(T)
et E ¢ ob A-Mod, Homs(X,E)} est muni naturellement d'une structure de A-Module H

on a un isomorphisme fonctoriel

(3.1.1.4) Homs, 0™ B) —~—> Homs(x,E)
ol A(_) désigne le foncteur A-Module libre engendré (SGA 4 ITII), d'od 1l'on
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déduit des isomorphismes

X)

(3.1.1.5) HomsA(A ,E) —%em> Homs(X,E) ,

x

(3.3.1.6) Hom, (A ) E) —> Hom(X,E)

De (3.1.1.3) et (3,1.1,6) on tire en particulier

x)

(3.1.1.7) HomA(A &, M,N) i HomA(M,Homs(X,N))

pour M, N € ob A-Mod, X € ob Simpl(T), Rappelons également que si B est une
A-Algébre (resp, une A-Algdbre (resp, une A-Alg2bre au-dessus d'une A-Algdbre C),

Homs(X,B) (resp. Homs(X,B/C) (2.3.1.9)) est muni naturellement d'une structure de

A-Algebre (resp., A-Algébre au-dessus de C).

3.1.2. Notons An(T) la catégorie des Anneaux de T , et Anmod(T) la catégorie
des Modules sur un Anneau variable de T , qui est, comme on sait, une catégorie
fibrée et cofibrée (scindée) sur An(T) : un objet de Anmod(T) est un couple (4,E},
o A est un Anneau et E un A-Module, une flache (A,E) —> (B,F) est un couple
(f,u), oi f : A~—>B est un morphisme d'Anneaux et u : E—=>F une fléche
A-linéaire, (ou, ce qui revient au méme, une flache B-linéaire E ®AB —>F)} , le
foncteur projection Anmod(T) —>An(T) est (A,E) 4 —>A , Par suite, la catégorie
des objets simpliciaux de Anmod(T) est de mani2re naturelle une catéporie fibrée

et cofibrée sur la catégorie des objets simpliciaux de An{(T) (1.1.6), et cette
catégorie fibrée et cofibrée n'est autre que la catégorie des Modules sur un Anneau
simplicial variable de T . Soit A un Anneau simplicial, on sait définir (1.1.6)
la notion d'homotopie entre deux fliches uy oY : E ~»F de la catégorie-fibre

A-Mod. Comme on & vu en (2,3.2), une homotopie u entre u et u s'interprete

1
comme une fléche de faisceaux simpliciaux E —> Homs(A(1),F) ; dire que u est

"au-dessus de A" é&quivaut 2 dire que la fliache précédente est A-linéaire (pour la

structure naturelle de A-Module sur le second membre), donc correspond (3.1,1.7) a

(A1)

une flache A-linéaire E ®AA —>F . 81 1l'on note Hot.(A) la catégorie des

A-Modules 3 A-homotopie pras (cf. (1.1.6.1)), on a donc
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(3.1.2.1) HotA(E,F) = TrOHomsA(E,F) s

pour E , F ¢ ob A-Mod , avec la notation abrégée habituelle HotA = HomHot.(A)
(noter que HomBA(E,F) est un groupe abélien simplicial, donc, la relation

"{1 existe une A-homotopie entre u, et ul" est une relation d'équivalence,

(il n'y & donc pas lieu de considérer de A-homotopies "composées"), et HotA(E,F)
est un groupe abélien). Des interprétations précédentes découle aussl, comme en

(2.3.3), que Hot.(A) est la localisée de A-Mod par rapport aux A-homotopismes.

De manidre analogue, interprétant la catégorie Algs(T) des Algdbres
sur un Anneau simplicial variable de T comme la catégorie des objets simpliciaux
de la catégorie (fibrée et cofibrée) des Algibres sur un Anneau variable de T ,
on définit, pour A € ob Ans(T), la notion de A-homotopie entre des flaches
u, et uy ¢t P =—>Q de A-Alg . Comme précédemment, cette notion s'exprime agréa-
blement 2 1'aide de 1'objet des chemins : une A-homotopie u entre u, et u
est une flache de A-Alg2bres u : P —% Homs(A(1),Q) (ol le second membre est muni
de sa structure naturelle de A-Algdbre), telle que dou =us dlu =u . On

notera Hot(A-Alg) la catégorie des A-Algdbres 2 A-homotopie prés, c'est (encore

par les mémes arguments) la localisée de A-Alg par rapport aux A~homotopismes.

On aura également a travailler avec la catégorie A-Alg/B des A-Algébres
au-dessus d'une A-Alge¢bre donnée B . Considérant Alg(T) comme catégorie (fibrée)
au-dessus de An(T) X An(T) par le foncteur (source, but), A-Alg/B s'interprite
comme la fibre au-dessus de (4,B) de la catéporie des objets simpliciaux de
Alg(T) (i.e. Algs(T)), d'od la notion de A-homotopie au-dessus de B entre flaches
U u1 : P =—>Q qul s'exprime encore comme la donnée d'une fliche
u : P —> Homa(A(1),Q/B) de A-Algebres au-dessus de B telle que dou =u
dlu = . On notera Hot(A-Alg/B) la catégorie des A-Algdbres au-dessus de B 2

A-homotopie au-dessus de B pr2s ; c'est la localisée de A-Alg/B par rapport aux

A-homotopismes au-dessus de B .

Dang la suite, on se permettra de dire "homotopisme" au lieu de "A-homoto-

pisme", quand il n'en pourra résulter de confusion.
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3.1.3. Soit A un Anneau simplicial. On a2 un morphisme canonique de complexes

de chatnes de Z -Modules

(3.1.3.1) A~ @, A" —> &7 ,

{od le ~ est pris pour la structure de Z-Module simplicial sous-jacent (1,2,2)),
défini comme composé de la fl2che canonique (1.2.2.1) A™ ® A~ =3 (A ® A)™~ et

de la fldche (A® A)™ —> A~ induite par la structure d'Anneau de A . Compte
tenu de 1'associativité (1,2.2.3) de la flache canonique (1.2.2.1), le morphisme
(3.1.3.1) fait de A™ une Z-Algdbre différentielle graduée. Il est bien connu
d'ailleurs (et facile 2 montrer sur la forme explicite de (1.2.2.1)) que A~ est
strictement antl-commutative (i.e. xy = (-l)pqyx pour x de degré p et y de
degré q , et x2 = 0 pour x de degré impair), et munie canoniquement d'un
syst2me de puissance divisées au sens de [6] (mais nous ne

nous servirons pas de ce dernier fait). Il en résulte que H.(A) = & Hn(A'“) =en (a)
est de fagon naturelle une Z-Algeébre graduée (strictement anti-commutative...).
S1 f : A—>3 est un morphisme d'Anneaux simpliciaux, f~ : A” = B~ est un
morphisme d'Algébres différentielles graduées, et H.(f) : H,(A) —> H.(B) un

morphisme d'Anneaux gradués.

De la méme manidre, s1 M est un A-Module, on définit 2 1'aide de (1.2.2.1)

un morphisme de complexes de chafnes
(3.1.3.2) A~®2M~—>M" R

qui définit sur M™ une structure de A""Module différentiel gradué. Et H, (M)
est un H, (A)-Module gradué.
Parfois il est plus commode de travailler avec le sous-complexe normal NA

de A™ , qui, d'apr2s (1,3.5), est une sous-Algebre différentielle graduée de A"

et avec le sous-complexe normal NM qul est un NA-Module différentiel gradué.

3.1.4., Soient A wun Annedude T , E, F des A-Modules simpliciaux. L 'homomorphisme

composé
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ET® HomsA(E,F)"'-—-—> (E ®, HomsA(E,F))’“ —F,

ol la premidre fléche est donnée par (1.2.2.1) et la seconde vient de 1'accouplement
naturel E ®A HomsA(E,F) ~—»F , définit (1) un homomorphisme de complexesde

A-Modules
(3.1.4.1) HomsA(E,F)”—-—>@‘;(E~, ) o,

ol le second membre est le complexe habituel des homomorphismes de E™ dans F™.

Je dis que 1 ‘homomorphisme

(3.1,4.2) HomsA(E,F)’“-——>t Hom’ (E~, F™)
e o A

induit par (3.1.4.2) (avec les notations de (1.4.7)) est un homotopisme, ce qui

signifie que, pour tout complexe de chafnes L , la flache

* Hot (L ,Homs (E ,F)™) — Hot (L ,Hom  (E™, F))

induite par (3.1.4.1) est un isomorphisme. D'aprés Dold-Puppe (1.3.3 et 1,3.4)
et 1'isomorphisme cher & Cartan, on est ramené 2 montrer que, pour tout A-Module

simplicial M , la flache
() Hot ((L ® EY™ ——> Hot (L™ ® E~, F™)

induite par la flache camonique (1.2.2.1) L~ ® E®¥ — (L®E)™ est un isomorphisme,

mais cela résulte de ce que (1.2.2.1) est un homotopisme, d'oir notre assertion.

Par application du foncteur [*(T,-), (3.1.4.2) fournit un homotopisme

(3.1.4.3) Homs, (E,F) —> t _Hom)(E™, F™)
A o] A

Proposition 3.1.5; Soit A un Anneau simplicial, et soit £ : E —>F un morphi sme

de A-Modules. Il existe un triangle commutatif de A-Mod

(1) via 1'isomorphisme cher A Cartan.
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ot i est un monomorphisme et p un homotopisme.

La preuve est analogue 2 celle de (2.3.4) : utiliser le "cylindre"

A(ﬁ(l))@) E

3.1.6. Soient A un Anneau simplicial, B une A-Algdbre, Nous dirons qu'une flache
f : X —»Y de A-Modules (resp. A-Alg2bres, resp. A-Algdbres au-dessus de B) est
une fibration si la fla2che de faisceaux simpliciaux d'ensembles sous-jacente est
une fibration (2.3.8). Comme on a vu plus haut (2.3.9), cette condition signifie
que la fl2che induite par £ sur les sous-complexes normaux {pour la structure

de Z ~Modules simpliciaux sous-jacente) est un épimorphisme en degré > O , ou encore
que la suite X f—?Y e Coker rro(f) ~——3> O est exacte (comme suite de

A-Modules, Tro(f) étant regardé comme morphisme de A-Modules via 1'homomorphisme

d'Anneaux A'-—>1'r°(A) cf. (3.1.3)).

Proposition 3.1.6,1, Soit f : E—>F une flache de A-Modules (resp. A-Alg2bres,

resp. A-Algdbres, resp, A-Algdbres fibrées au-dessus de B). Il existe un triangle

commutatif de A-Mod (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B)

E-—-—*—-—-——}F'

.

ot i est un homotopisme et f' une fibration.

Cela découle en effet de la preuve de (2.3.11) (et de son analogue
(2.3.13.6)), la formation de 1'objet des chemins Homs(4(1),F) (Homs{&(1), F/B)
dans le deuxidme cas respé) préservant les structures de A-Modules (resp. A-Algdbres,

resp. A-Algébres au-dessus de B ),
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3.1.7. A désignant toujours un Anneau simplicial, nous dirons qu'une fléche de
A-Mod (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B) est un quasi-isomorphisme si la flache de faisceaux
simpliciaux d'ensembles sous-jacente est un quasi-isomorphisme, Nous noterons D.(A)
(resp. D(A-Alg), resp. D(A-Alg/B)) 1la catégorie localisée correspondante, qui est
aussi la catégorie localisée de Hot.(A) (resp. Hot(A-Alg), resp. Hot(A-Alg/B))
(3.1,2) par rapport aux quasi-isomorphismes (avec l'extension évidente de la
terminologie). Quand A est 1l'Anneau simplicial trivial défini par un Anneau A de

T , la catégorie A-Mod (resp, Hot.(A), resp. D,(A)) s'identifie par le foncteur N

2 la catégorie C.{A-Mod) (resp., Hot.(/Mod), resp. D.(A -Mod)) (cf. 1.4.5 et

1.4.6).

Théorzme 3.1.8. Soit A un Anneau simplicial,.

(1) Dans Hot.(A) (3.1.2) 1'ensemble des quasi-isomorphismes permet

un calcul de fractions bilatdre (1.4.2).

(ii) Dans Hot(A-Alg) (3.1.2) 1'ensemble des quasi-isomorphismes permet

un calcul de fractions & droite (1.4.2).

(i1)' Soit B une A-Algtbre. Notoms Hotfib(A-Alg/B) 1la sous-catégorie
pleine de Hot(A-Alg/B) formée des A-Alpdbres fibrées sur B . Dans Hotfib(A-Alg/B),

1'ensemble des quasi-isomorphismes permet un calcul de fractions & droite (1.4.2),

et 1a catéporie localisée de Hotfib(A-Alg/B) par rapport aux quasi-isomorphismes

s'identifie canoniquement 3 D(A-Alg/B).

Preuve, Compte tenu de (3.1.5) et (3.1.6.1), la preuve est essentiellement la méme
que celle (2.3.6) et (2.3.12) (et de la variante relative de (2,3.13.7). Le fait
qu'on dispose de structures de Z -Modules simpliciaux sous-jacentes permet de se

passer de 1'hypoth&se d'existence d'assez de points : si

X! —————Zm Y
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est un carré cocartésien de A-Mod avec & un quasi-~isomorphisme injectif, alors
t est un quasi-isomorphisme, car X'/X est acyclique et u' induit un isomorphisme

de X'/X sur Y'/Y ; de méme (cf. (2.3.9)) si

X > Y

est un carré cartésien de A-Mod (resp. A-Alg, resp. A-Alg/B) avec t un quasi-
isomorphisme fibrant, alors s est un quasi-isomorphisme fibrant. Compte tenu de
cette remarque, et grfce au fait que les homotopies dans A-Mod (resp. A-Alg,

resp. A-Alg/B) s'interpritent 2 1'aide de cylindres et d'objets de chemins conve~
nables (3.1.2), 1'adaptation des arguments de la preuve de (2.3.6) et (2,3.12) 2

la situation présente est immédiate et laissée au lecteur.

Remarque 3.1.8.1. Dans le cas oi 1'Anneau simplicial A est trivial de valeur A,
1'énoncé (i) redonne (1.4.6 a)) pour la catégorie A -Mod (compte tenu des &quivalences

de Dold-Puppe rappelées supra),

3.2, Triangles distingués et Extl dans D.(A).

3.2.1, Foncteurs y , 0 , ¢ ,w , Exti
Posons

o 1
z(A (1))/Im Z(d )+Im z(d ) ,

(o]
G.2.1.1) = 280 gy 24D

de sorte qu'on a une suite exacte

(3.2.1.2) 0 z y—>0 > 0

scindéeen chaque degré. Autrement dit, y(resp. ¢) est le Z -module simplicial de

chatnes "réduites" (a2 coefficients entlers) de A(1) pointé par d° (resp. de la
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sphere simpliciale s' = Coker (c:lo,d1

A(O)_>AE(1)) munie de son point-base
naturel). Le Z -module simplicial y est homotopiquement trivial. Les complexes

normalisés de y et U sont

(3.2.1.3) Ny = ©—>z-oz—50) .

o = (0—»2—>0——>0)

oli 1a composante Z & gauche est placée en degré homologique 1 (cf. ([10]5.28)),

et la suite exacte N(3.2.1.2) est la suite exacte évidente 0 —> Z ~» Ny —>No —»0 .

Soit maintenant A un Anneau simplicial. Pour E € ob A-Mod , on posera

(3.2.1.4) yE=y®E i+ OE= 0@ E .

od vy (resp. o) est regardé comme Z -Module simplicial constant. Par tensorisation
avec E , on déduit de (3.2.1.2) une suite exacte de A-Mod fonctorielle en E

1
(3.2,1.5) 0 E >y E oE 0

Le foncteur Y (resp. 0) de A-Mod dans A-Mod est appelé foncteur cfne
(resp. suspension). Noter que, comme v est homotopiquement trivial il en est

de méme de y E pour tout E € ob A-Mod.

Pour F € ob A-Mod, on notera F (resp. wF) le sous-objet de Homs(A(1),F)
formé des "chemins d'extrémité O" (resp. des "lacets issus de O"), i.e. le A-Module

défini par le carré cartésien

(3.2.1.6) ¢p F = Homs (A(1) ,F) (resp, w F —————> Homs (A(1) ,F)
do (do.dlj
0 —— . F 0 ——— 3F X F ).

Le A-Module pF est homotopiquement trivial (cf. 2.3.2)), et l'on a une suite

exacte fonctorielle en F :
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P
3.2.1,7) 0——>mF-—>ch—F—>F—>n°(F)—>0 ,

ol P, est induite par d1 : Homs (8(1) ,F) —»F (la preuve de (2.3.11), avec les

rbles de do et d échangés, montre que egst une fibration, donc son conoyau

1 Pp
est 1T°(F) d'aprgs (3.1.6)). Le début de (3.2.1.7) se déduit de (3.2.1.2) par
application du foncteur Homs(-,F), Des formules chéres 2 Cartan découlent des

isomorphismes d'adjonction
(3.2.1.8) Hom(y E,F) —=— Hom(E, F) ,
Hom(oE, F) -~ Hom(E, wF) ,

(et des isomorphismes analogues avec Homs(resp. Homs) au lieu de Hom), pour E ,

F € ob A-Mod,

Lemme 3.2.1.9. (cf. ([23]6.3, proof of prop. 1)), Pour E, F € ob A-Mod, il existe

des morphismes de suites exactes

(i) 0 E YE OE 0 (3.2.1,5)
adj d
00— WoE—>p gE—>0CE—>0 (3.2.1.7) s (1)
(ii) 0 wF yuF > quF 0 (3.2.1.5)
Id adj
0 > oF oF F no(F) 0 (3.2.1.7)

ot adj est la flache d'adjonction définie par (3.2,1.8).

Preuve. Il suffit de transcrire les arguments de (loc. cit), ce que nous allons

faire rapidement pour &tre complets. Soit

h:4A (1) x ML) —s A

-
(") On a (OE)O =0 , donc a fortiori TTO(GE) =0 .
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1'homotopie standard entre d°s® et 1Id : &1)==A(1) (d°s° est la projection sur
le point-base {1} ([1111v 1.2), donc hd® = d®s°, hd* = Id. On en déduit une homo-

topie Homs(h,F) entre sod0 et 1Id, i.e, une flache

h z(ll(l))®

1 2 Homs (A(1) ,F) —> Homs (A(1),F)

telle que h,d® = s d , h.d' = Id. D'od wne flache
170 oo 1

h2 t yp F—>0F

telle que h2d1 = Id, d'ou, gréce au carré commutatif

1
4
@wF —— = yuF

1

1
d
QF —> yoF

un diagramme (ii), od il reste 2 vérifier que o wF —>F (définie par passage
au quotient) est bien la flache d'adjonction. Ce dernier point résulte des deux

suivants : a) Le carré

adj

YyoF

est commutatif (les deux composés &tant adjoints de 1'inclusion @F<wgp F) ;
h P
b) le composé vy ¢@F '--2-—>¢p F —F—>F est la flache d adjonction, ce qui

z( A1)

découle du fait que le composé dlhl o, Homs(A(1),F) —>» F est la flache

d'adjonction (relative aux foncteurs Z(A (1))®Z -

et Homs{(A (1),-1)), lui-méme
conséquence de ce que dl Homs(h,F) est l'identité de Homs{(A(l), F). Pour cons-

truire (i), on procdde de mani2re analogue, en utilisant cette fois les flaches

b, : 251 g5 5 Homs(a(1), A1) ®E)
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et

h, :+ yE—>gpyE

déduites de h ,

Corollaire 3.2,1.10, La_ fléche d'adjonction E ~>y o E est un quasi-igomorphisme.

La fleche d'adjonction o w F —>F est un quasi-isomorphisme si et seulement si

F est connexe, i.e. nO(F) =0,

En effet, comme y M et ¢ M sont homotopiquement triviaux pour
M € ob A-Mod, la premiére (resp. seconde) assertion découle de (3.2.1.9 (i))

(resp. (3.2.1.9) (ii)) ) et du lemme des cing.

3.2.1.11, Les foncteurs ¢ et g transforment flaches homotopes en fliches homotopes,
et aussi quasi-igomorphismes en quasi-isomorphismes (comme il résulte des suites
exactes (3,2.1.5) et (3.2.1.7)), donc se prolongent en un couple de foncteurs
adjoints noté encore (0 , y ) de Hot,(A) dans Hot,(a) (resp. D.(A) dans D, (a)).
D'apr2s (3.2.1.10) le foncteur G : D.(A) —>D.(A) est pleinement fidale. Pour
E, F €ob D,(A) et p € Z, on posera
(3.2.1.12) Exef(E,F) = lim Hom) , ("8, ™PF)

nz-p
la limite inductive étant prise suivant les isomorphismes de suspension. (On écrira
parfois Ext? (E,F) au lieu de Extg(E,F) quand il n'y aura pas d'ambigutté sur A).

I1 découle trivialement de la définition qu'on a, pour 1 €N , des isomorphismes

fonctoriels canoniques
(3.2.1.13) Ext? G'E,F) = ExtPrE,P) - ExtPGE, o'P)
(3.2.1.14) Ext® €, o'r) = ExtPTiE,E)

Quand A est un Anneau simplicial trivial de valeur A et qu'on identifie Hot,(A)
(resp. D.(A)) i une sous-catégorie pleine de Hot{A) (resp. D(A) (3.1.7), le

foncteur suspension s'identifie au fonecteur translation X +—>»X[1] , et les ExtP
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définis en (3,2.1.12) s'identifient aux hyperext habituels, i.e. on a des isomorphismes

fonctoriels canoniques
(3.2.1.15) ExtP(E,F) -~ ExtP WE,NF) —=ExtP(E~, F~) .

Supposant toujours A trivial, faisons 1'hypoth2se que le topos T posszde assez
de points. D'apr2s le théoréme de Whitehead (2.2.2) et la formule de Kunnekh, le

foncteur X (—> A(X) ®

= A ®ZZ de Simpl(T) dans A-Mod transforme quasi-
isomorphismes en quasi-isomorphismes. Il fournit donc par prolongement un adjoint 2
gauche au foncteur d'oubli D,(aA) —»D.(T) , i,e. pour X € ob D.(T), F € ob D.(4),

on a

¢.9]

HomD.(A)(A ,F) — HomD.(T)(X,F) ,

d'oll, en remplagant F par opF, pour p €N ,

(X),F

(3.2.1.16) ExtP (A ) - Hom (T)(X,opF) s

(x),F) ne dépendent que de la structure

ce qui montre en particuller que les ExtP (4
de Z-Module simplicial sous-jacente de F . Si X est de Kan (2,3,8), on a

d'apras (2.3,12)

P = < T P
HomD-(T)(X,o' F) lim Hot(X', o°F) s

X'—>X

la limite inductive étant prise suivant les classes d'homotople de quasi-isomorphismes
X' =2>X avec X' de Kan (les s qui sont fibrants formant d'ailleurs un systéme
cofinal (2,3.11)). Maintenant, les groupes Hot(X', o"F) s'interprétent agréablement
conme p-idme groupes de cohomologie de certains bicomplexes. D'une mani2re générale,
pour Y € ob Simpl(T) et M € ob A-Mod , on définit un groupe abé&lien simplicial

mixte de type (1,1) (cf. (1.1))
(3.2.1.17) Hom' (Y,M)

tel que Hom’ (Y,M)i = Hom(Yj ’Mi)’ dont le complexe simple associé (1.2.2) n'est

(Y))~

autre que Hom' ((A , M), Pour p €N, on a
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wPHom’ (¥, 1) ~== B%Hom’ ()™, M~ [p )

9]

~

= 5%om (&' )™, PW)™) (3.2.1.11)

~ A(Y)

= Homs( , oPM) (3.1.4.3)

—~ 7 Homs(Y, &M) ,
o

d'od finalement, gréce 2 (2.3.2.1),

(3.2.1.18) BPHom' (Y,M) — Hot(Y, oPM) .

Conjuguant (3.2,1.16) et (3.2.1,18) on obtient donc en résumé :

Theorzme 3.2.1.19. Le topos T étant supposé posséder assez de points, soient A
un Anneau de T , X un_faisceau gimplicial de Kan et F un A-Module simplicial.

On a, pour p € N ,

ExtP (/\(x),F) — PHom" (X',F)

lim
—_—
X' —>X

limite prise suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes fibrants

X'—>X , HpHom'(X',F) désignant le p-i2me groupe de cohomologie du complexe

simple associé 3 1'objet simplicial mixte défini en (3.2.1.17).

Scholie 3.2.1.20. Pour X trivial défini par 1'objet final de T , la notion de
quasi-isomorphisme fibrant X' —>X cofncide avec celle d'hyperrecouvrement de T
envisagée par Verdier dans (SGA &4 V App.), 2 cela pr2s que dans (loc. cit.) on
intposé aux hyperrecouvrements d'atre "semi-représentables” par rapport a un site
générateur de T , D'autre part, pour F trivial, HPHom' (X',F) est le p-i2me
groupe de cohomologie de Gech habituel ﬁp (X',F), Le théortme (3.2.1.19) apparafit

ainsi comme une généralisation naturelle de celul de Verdier (loc. cit.).
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3.2.2, Cénes, triangles distingués.

L'Anneau simplicial A étant A nouveau quelconque, soit u : E—>F
une flache de A-Modules. On appelle c8ne de u le A-Module défini par le carré

cocartésien

E —————*F

yE————c(v) ,

ou, si l'on préfere, par la suite exacte

-1
E
(3.2.2.0) 0 —>E (“ vyE®F —>cl) —>o0

11 dépend fonctoriellement de u , Pour F =0 (resp. F=E et u=1d), on a,
a un isomorphisme canonique prés, C(u) = ¢ E (resp. y E). On a une suite de

flachesde A-Mod

P

(3.2.2.1) E F c(u) >0 E

ol j est l'injection canonique et p 1'épimorphisme déduit de la projection

F—>0.

Dualement, on appelle fibre de u le A-Module défini par le carré

cartésien

Flu) —— > o F

E ——————————= F s
ou, si l'on préfere, par la suite exacte
(u,-pF)

(3.2.2.2) 0 —>F(u) —>EBp F ———> F —> Coker 11 (u) —>0

(1'exactitude aux deux termes de droite vient de ce que Py est une fibration donc



- 71 -

aussi (u, -pF), et ﬁo(u,-pF) = Tro(u), cf. (3.1.6)). Le A-Module F(u) dépend
fonctoriellement de u , Pour E =0 (resp. E=F et u=1Id), ona, 2 un
isomorphisme canonique pr2s, F(u) = wF (resp. ®F). On a une suite de flaches de

A-Mod
(3.2.2.3) wF Lt —Fw g —t>r .

ol q est la fldche canonique et i 1'injection déduite de 1l'injection 0 —>F .

3.2.2.4. On appelle triangle de D.(A) toute suite de morphismes

L M N oL

de D.(4). Un morphisme d'un triangle (L —» M —>N —» 5 L) dans un triangle

(L' —>M' —>N' —>cL') est une suite de morphismes f : L —>L' , g : M—»M',

h : N—>=N' de D.(A) tels que le diagramme

L > M > N oL
£ g h of
L' > M' N' > g L!

soit commutatif. On dit qu'un triangle est distingué s'il est isomorphe 3 un

triangle du type (3.2.2.1). Cette notion correspond, dans le cas ponctuel, 2 celle
de triangle cofibrant définie par Quillen dans [237]. On pourrait aussi, A partir
de (3.2.2.3) comme modele, définir une notion de "pseudo-triangle distingué” (ou
"triangle fibrant" dans la terminologie de {loc. cit.)), mais celle-ci semble

dépourvue d'intérét M.

On a déja observé que, lorsque A est un Anneau simplicial trivial de
valeur A et qu'on identifie D.(A) 2 une sous-catégorie pleine de D(A) par le
foncteur N (3.1.7), le foncteur suspension s'identifie au foncteur translation.

Par suite, 1'image par N d'un triangle de D.(A) est un triangle de D(A).

1) Pour A trivial de valeur A , elle ne coinciderait pas avec la notion usuelle
de triangle distingué dans D(A).
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Proposition 3.2.2.5. L 'Anneau simplicial A étant supposé trivial, soit X un

triangle de D.(A). Pour que X soit distingué, il faut et il suffit que NX le

soit (7).

Preuve. Si v : L —>M est une flache de complexesde A-Modules (plus généralement

de complexes d'une catégorie abélienne), on note C(v) son c8ne défini de la

i+1

mani&re usuelle par C(v):L =1 & Mi, la différentielle étant donnée par la

-d 0

matrice . I1 est bien connu que C(v) s'identifie 2 la somme amalgamée
d

v
de CG(I4) =N y®L (3.2.1.3) et de M au-dessous de L : on a une suite exacte
() 0 —>L—=>C(d) ® M—>Clv) —>0

ot la premidre flache est x +—»(0,-x,vx), la seconde <{a,b,c) > (a,vb + c),
Cela étant, supposons X distingué et prouvons que NX est distingué, On peut
supposer X du type (3.2.2.1). Notons & : NyE—>»NY® NE = C(IdNE) le

morphisme d'Alexander-Whitney (1.2.2.2). 11 est immédiat { [10] 5.32) que le carré

NE ¢ 5% 5§ yE

NE “o— C(IdNE) s

ol les fldches horizontales sont les injections canoniques, est commutatif. Utilisant

1l'exactitude de N , on en déduit un morphisme de sultes exactes

-N iE

0—> ML on Ee N > NC(u) —> 0

Id a & id

W

0 —» NE '——*C(IdNE)e NF ~———» CH(u) —> 0 s

ot 1a ligne inférieure est la suite (%) correspondant & v = Nu. Comme G & Id

(1) ou, ce qui revient au méme (cf. (1.3.3)), que X™ le soit.
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est un homotopisme, la flache NC(u) —>CN(u) est un quasi-isomorphisme. D'autre

part, par fonctorialité du cbne, on a un carré commutatif

NC(u) ——— > N o E

CN(u) —————= (NE)[1] ,

ol les fléches horizontales sont les flaches canoniques définies par la projection
F —>0, (et les flaches verticales des quasi-isomorphismes comme on vient de voir,
celle de droite n'étant d'aillleurs autre que 1l 'homotopisme d'Alexander-Whitney

NogE—>N0o @NE). On a donc en définitive un quasi-isomorphisme de triangles

ng — U NF NC(y) ——= N E

Id Id

NE NF CN(u) ———————= (NE)[1] ,

ce qui prouve que NX est distingué. Inversement, si NX est distingué, alors,
d'aprés la démonstration précédente, NX est isomorphe 2 NY pour un triangle
distingué Y convenable, donc, par Dold-Puppe, X est distingué, ce qui achdve

la démonstration,

Remarque 3,2.2,6. Soit B —> A un morphisme d'Anneaux simpliciaux. Tout triangle
distingué de D.(A) définit par restriction des scalaires un triangle distingué

de D,(B), car la formation du c6ne d'un morphisme de A-Modules est compatible 2
la restriction des scalaires. En particulier, tout triangle distingué

E—>F —>G —>0E de D.(A) définit un triangle distingué de D,(Z ), donc
(3.2.2.5) un triangle distingué de D(Z ), et par conséquent la suite de no(A)-

Modules

coe >0 E) > (F) —> () —=>n,E —>... —>n6)—o0 ,



- 74 -

ot 1'opérateur bord est défini grfce 2 1'isomorphisme ﬂn( o E) -== “h—l(E) , est

exacte.

Proposition 3.2.2.7. L'Anneau simplicial A étant A nouveau quelconque, soit

u: E—>F une flache de A-Mod, notons 3 : F —>C(u) 1'injection canonique.

I1 existe un quasi-isomorphisme fonctoriel canonique X : C(j) —> 0 E tel que

le carré
Clw) —X s e(p)

Td A

Clu) ——EB — >4 5 R

soit commutatif, k (resp. p) désignant 1'injection (resp. la projection) canonique,

et que d‘'autre part le carré

() —3 > oF
A 14

-7 u

CE ————»0gF

soit commutatif & homotopie prés, q désignant la projection canonique.

Preuve. On a un morphisme de suites exactes

;;r
0 ——ip F et v F @ C(u) c(i) > 0
#*
) 3, Id)
< 3 Ne
3 F Clu} E a1 E 0

Donc X : C(j) —» g E, défini comme la fldche verticale de droite, est un quasi-
isomorphisme satisfaisant la premidre condition de 1'énoncé. Vérifions la seconde.
Par fonctorialité de (*) et q par rapport & u , on peut tout d'abord supposer

que E=F et u=1TId. . Onaalors j =

B lp » CUp) est donné par la suite exacte



- 75 -

(%)

() 0 ——>F——> y F OyF clip) >0 |,

et ) (resp. q) : C(iF) —>g F est indult par pr, (resp. pry) ¢ YFOyF—syF .
La sulte (**) (resp. le morphisme X , resp. le morphisme q) se déduisent, par
tensorisation avec F , de la suite analogue (resp, des morphismes analogues) pour

le topos ponctuel et F =7 , Il suffit donc de montrer que les flaches de C(i Z)
dans ¢ induites par les deux projections de y @y sur vy sont opposées 2 homotopie
prés, ou, ce qui revient au méme, que leurs images par le foncteur N le sont. Or,

appliquant N 3 (%) (pour F =2Z), on trouve que

NCU) = (0 —>2z8Z 4,1, 5 50y

la composante # 2 droite étant placée en degré zéro. Les deux flaches de Nc(iz)
dans No = (0~—>Z —>»0 —>0) (3.2.1.3) sont définies par les deux projections
de Z @ Z sur Z, leurs restrictions 2 HI(NC(:LZ)) sont opposées, donc elles

sont bien opposées 2 homotopies pr2s, ce qui achéve la démonstration,

Corollaire 3.2.2.8. Sous les hypothdses de (3.2.2.6), si E —>F -By»g Lok

est un triangle distingué de D.(A), le triangle F £ b o o0E208r oot

digtingué .

Lemme 3.2,2.9. Soient E ~—f—>F —E->G des flaches de A-Mod., Les conditions

suivantes sont équivalentes :
(1) gf est homotope 2 0 .

(i) g se factorise & travers le cOne de f .

(111) £ se factorise a travers la fibre de g .

Preuve. C'est trivial sur les définitions,

Proposition 3.2.2,10. Soit X = (E = F —» (G 30 E) un triangle distingué de

D.(A), et soit M € ob D.(A). Les suites

i
. ~—>Ext" (G,M) —>Exti(F,M) -—arExti(E,M) —-"Exti+1(G,M) —
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al

i+1

: —>]Ext:i (M,E) —>Exti(M,F) —>Ext1(M,G) —>Ext M,E) —> ...

obtenues, compte tenu de (3.2.1.13) et (3.2.1.14), par application des foncteurs

Ext*(-,M) et Ext*(M,-) au triangle X sont exactes.

Preuve. D'apr2s (3.2.2.8) et la définition (3.2.1,12), on est ramené 2 montrer que

les suites
(1) Homy (49 G,M) —>HomD.(A)(F,M) —— Homy, (A)(E,M) et
(ii) Honb' @) (M,E) ﬁHomD‘ (A)(M,F) —-"Homb. @ M,G)

sont exactes. Prouvons l'exactitude de (i), On peut supposer que X est le triangle
standard (3.2.2.1) défini par une fldche u : E —> F de A-Mod. L'assertion résulte
alors du calcul de D.(4) par fractions 2 gauche (3.1.8) et de (3.2.2.9). Prouvons
1'exactit ggde (ii). Quitte & remplacer la suite E -£->F —3> (G = C(u)) par la

vzd
suite E —f-ly E @F —> (G , on peut supposer que la sulte

0—~>E—>F—E»¢—>0 est exacte, On & un morphisme de suites exactes

g

0 ———>»Ef ——>F

} | ¢ Jw
)

) — Flg) —==B> g 0 - e

o 3.,2,2, 2%

ot la fléche verticale médiane est un homotopisme, donc la flache verticale de
gauche est un quasi-isomorphisme. Donc on peut remplacer la suite E —3»F —>§

par la suite F(g) ~—>»F & % G=>G , et on peut remplacer 2 son tour cette dernidre
par la suite F(g) —>F —> G , L'assertion résulte alors du calcul de D, (A) par

fractions 2 droite (3.1,8) et de (3.2.2.9), ce qui achdve la démonstration.
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3.2.3. TIriangle distingué associé 3 une suite exacte, calcul de ]Ext:]'

Soit X = (0 —>E —»F —= G —» 0) une suite exacte de A-Mod. On
associe & X un triangle distingué ¥(X) de D.(A) défini comme suit, On considare

le diagramme commutatif suivant, ob les lignes sont exactes

*iE
(3.2.3.1) 0 > E v E 0 E o
14 : pr P
(-lE) 1
u
o > B vEG@F c(ul} 0
Id pr, B
0 > E F G >0

La flache s est un quasi-isomorphisme. On pose

-1
(3.2.3.2) XE) = (E =~y F —Lg -2 g E)

Il est clair que ¥%(X) est distingué, dépend fonctoriellement de X , et que tout
triangle distingué de D.(A) est isomorphe 2 un triangle du type %(X). On notera
%X) 1le morphisme G —>0E de ¥X(X). S1 f : E~—>E' (resp. g : G' —>G)
est une fldche de A-Modules, on notera X (resp. Xxg) 1'extension
0"->E'——>E'; F—»G—>0 (resp. O—-—)E—-B*FXGG'-—-?G'—>O) déduite

de X par f (resp. g). Par fonctorialité de ¥ , on &

(3.2.3.3) %(EX) = (o £) X X) , x(®g) = xMg
11 s'ensuit que % induit un homomorphisme fonctoriel

(3.2.3.4) X : Ext'(G,E) ——>Ext! (G,E) ,

olt le Ext:1 a gauche est calculé dans la catégorie abélienne 4A-Mod, Nous allons
utiliser X pour obtenir une description des éléments de Ext]' (G,E) en termes

d'extensions de A-Modules.
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3.2.3.5. Pour M € ob A-Mpd, nous noterons
iM
cM = (0 —P»PM—>vy M =——> g M —>0)
la suite exacte (3,2.1,5), et, si no(u) =0,
Py
g = O—>yM—>pM——>M—>0)
la suite exacte (3.2.1.7). Nous noterons d'autre part

a:0w —>Id et p:Id—>¢po

les flaches d'adjonction définies par (3.2.1.8).

Lemme 3.2.3.6, On a

[}
]
oy
2

W xley P
et, 51 wm M) =0,
== "

(i) X(fu)

=

Preuve. La premi2re relation résuite du fait, observé dans la preuve de (3.2.2.7),
que les flaches de C(iM) dans G M induites par les deux projections de y M® y M
sur Yy M sont opposées 2 homotopie pr2s (donc opposées dans D.(A)). D'aprds

(3.2.1.9) (41)) on a

cwM = fM*aM ,
d'od (3.2.3.3)

X(cwu) = x(fPo,

d'ott (i1) (compte tenu de (1)).

Lemme 3,2.3.7. BSoit

X=(0—F %M—»E —> 0)

une suite exacte de A-Mgdules. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(1) &) =0 ;

(ii) il existe un quasi-isomorphisme s : E' —>E tel que X#s splitte ;

(111) il existe un quasi-isomorphisme ¢ : F —>F' tel que t#* X splitte.

Preuve, Nous nous bornerons 2 prouver l'équivalence de (i) et (iii), celle de (i)
et (i1) étant analogue. Si t#X splitte pour un quasi-isomorphisme t : F —>F',
on a y(t#X) = 0 tyx(X), donc X)) = O puisque O t est inversible, Inversement,

supposons que 1'on ait x(X) = O , Alors,d'apr2s la suite exacte (3.2,2.10)
Ext?M,F) —>Ext°(F,F) —>Ext1 (E,F)

il existe une fladche r : M —>F de D,(A) telle que ri = Tdg (dans D.(A)).
Cela implique (3,1.8 (i)) l'existence d'une flache q : M —>F' de A-Modules
telle que t = qi soit un quasi-isomorphisme, On a alors t*X = q#(i#X), et 1#X

splitte, d'od la conclusion,

Proposition 3.2.3,8. Soient E, F des A-Modules.

a) u e]Ext]' (E,F), 11 existe un quasi-isomorphisme t : F —>F!

(resp. s : E' —>E) et une extension X (resp. ¥) de E par F' (resp. de E'

par F) telle que l'on ait

ot XX =u (resp. X¥)s'=uw . &)

b) Soient t' : F —>F' (resp. t" : F—>F") un quasi-isomorphisme,

et X' (resp. X") une extension de E par F' (resp. F"), Pour que 1l'on ait

o t'_l X') =g¢ t"-l XX"), il faut et il suffit qu'il existe des quasi-isomorphismes

r' : F' —>G et r" : F'" —>(G tels que r't' soit homotope 2 r"t" et que
r'#X' = r'"sX" dans Extl(E,G).

b') Soient s' : E' —»E (resp., s" : E" —>E) un quasi-isomorphisme,

t Y' (resp. Y") une extension de E' (resp, E") par F . Pour que 1'on ait

)((Y')s’_1 = )(.(Y")s"—1 , i1l faut et il suffit qu'il existe des quasi-isomorphismes

G ona o) = (6! dans D.(4).
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r' :D—>E' et r" :D—»E" tels que s'vr' soit homotope & s"r" et que

Y'#r' =YY" % r" dans Extl(D,F).

Preuve. Nous nous bornerons & prouver l'assertion &) non respée et 1l'assertion b),
la preuve de a) respée et b') étant analogue.

a) D'aprés (3.1.8 (1)), il existe des fldches de A-Modules

E—f >cet—0oF
s étant un quasi-isomerphisme, telles que u = s £. Comme T%(c F) =1, =0,
on dispose de la suite exacte fj (resp. fc F) (3.2.3.5). Posons X = - £ou £ .

On a des morphismes de suites exactes

X 0 e * E 0
-f

y

£, 0 w6 e e 0

s w S [ s

£

oF 0—>yyoF—>poF—>0F— 0

Posons t = (w s) BF t F—> 6, ou Bp ! F—>w oF est la flache d'adjonc-
tion (3.2.3.5) ; t est un quasi-isomorphisme (3.2.1.10). Du diagramme ci-dessous

on tire, grage & (3.2.3.3),

ol 0 =- o8P X, P v .
Mais, d'aprés (3.2.3.5), on a
-1 _ -1 -1
(caF) x(ch)--(csF) g = -1d ,

d'od
-1
ct) " xX) = u,

ce qui prouve a),
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b) Prouvons le "il suffit". On a
X(r'e X') = x(r"s X") ;
d'otr (3.2.3.3)
or' y&®') = or" x &M
Comme on a r't' = r"t" dans D.(A), il vient
x@&D = or't o 4@ = ot ot xE"

d'ol 1l'assertion, Reste la partie "il faut". En vertu de (3,1.8 (i)) il existe des
quasi-isomorphisme rl' HE —>G et r'l' : F"—>G1 tels que rl't:' soit

homotope & r";t" . Fosone }{'1 =r'#X', X" =r"*x".0na (3.2.3.3)

1 1
X(X'l) =0 r‘l(X‘), X (X"l) =0 r"l'x(x"), d'or 1'on tire
(o) t'-l cr'

-1 X(xul) = g tu'l cr" -1 X(xul) s

1 1

donc, puisque r'lt' = r"lt" dans D.(A), on en déduit
x(x'l) = x-(X"l) .

D'apres (3.2.3.7) il existe alors un quasi-isomorphisme q : G, —>G tel que

1

q*x"l = q*x'l dans Extl(E,G), et par suite r' = qr'1 et r" = qr"1 répondent

a2 la question, ce qui ach2ve la démonstration.

3.2.4, Nous dirons qu'un morphisme

o} E' > E E" o]
fl f £1|
o} >F' —>F " [o]

de suites exactes de A-Modules est un guasi-isomorphisme si £' et £" sont des
quasi-isomorphismes (auquel cas f est aussi un quasi-isomorphisme). Nous appellerons

catégorie des vrais triangles de D, (A), et noterons VT.(A), la catégorie localisée




- 82 -

de celle des sultes exactes courtes de A-Mod par rapport aux quasi-isomorphismes.
On peut introduire la catégorie des suites exactes courtes "2 homotopie pras" (deux
flzches ug sy X_______;Y de suites exactes courtes sont dites homotopes s'il

1
existe une fléche u :Z(A an

®X —>Y telle que ud® = u, ud® = u. ) et
montrer par les sempiternels arguments (cf., preuve de (3.1,8 (1)) ) que VT.(4) se
calcule par fractions bilatéralement 3 partir de cette dernidre. Cela é&tant, 11
est immédiat qu'un quasi-isomorphisme de suites exactes courtes de A-Mod induit
un isomorphisme des triangles distingués qui leur sont associés par Y% (3.2.3.2),

en d'autres termes % induit un foncteur

X ¢ VI.GA) —>T.) |

ot T.(A) est 1a catégorie des triangles distingués de D,(A). Celui-ci est, comme
on a vu, essentiellement surjectif ; 11 est aussi conservatif, mais ce n'est pas

en général une équivalence de catégories.

3.3, Produits tensoriels dérivés.

3.3.1. La catégorie D, (A) ., ,
hv

Seit A un Anneau simplicial de T . Un A-Module simplicial M , i.e,
un objet de la catégorie A-Mods = Simpl(A-Mod), peut-&tre regardé comme un objet
bisimplicial dont les lignes M q sont des A-Modules et les colonnes Mp des

Ap-Modules simpliciaux, On a des foncteurs évidents

A-Mod > A=Mods & > A~Mod

dont le composé est le foncteur identique : le premier associe  un A-Module L
le A-Module simplicial trivial verticalement de valeur L , le second associe &

M € ob A-Mods le sous-objets diagonal A M (1.1),

La tensorisation par y (3.2.1.1) regardé comme Z-module bisimplicial
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(1) trivial horizontalement (resp, verticalement) définit un foncteur
(3.3.1.1) ¥, (resp.y ) : A - Mods —>A-Mods
On définit de m#me par tensorisation avec ¢ un foncteur
(3.3.1.2) % (resp. o-v) : A-Mods ——>> A-Mods ,

et, plus généralement, pour f : E —» F € F1 A-Mods, on définit le cne horizontal

(resp. vertical) de f comme la somme amalgamée

(3.3.0.% P S— (resp. E-—-——%F
Y LE —-—-—->Ch(f) vl = () ).

On vérifie tout de suite qu'on a

(3.3.1.4) Aﬁh(f) = ACv(f) c (Af)

Notons D.V(A) (resp, D'hv(A)) la catégorie localisée de A-Mods
par rapport aux fléche‘s qui induisent des isomorphismes (resp. quasi-isomorphismes)
sur les A-Modules d'homologie. La suite spectrale des bicomplexes H:H: =H ,
jointe au théor2me d'EiIénberg-Zﬂber (1.2.2), montre que A : A-Mods —> A-Mod

se factorise 3 travers D.,, &), i.e. on a un diagramme commutatif de foncteurs

(3.3.1.5) A-Mods > T, (A) D, (4)
v by

W

A-Mod D, (&)

ol les fléches horizontales sont les foncteurs de localisation. En particulier, A
1
(") 51 A est un anneau de T , on appelle A-Module n-simplicial un objet n-simpli-

cial de A -Mod (1,1) (ou, si l'on préfere, un Module sur A regardé comme Anneau

n-simplicial trivial),



- 84 -

induit, pour E, F € ob A-Mod, un homomorphisme fonctoriel
(3.3.1.6) X : Ext"(E,F) > Ext"(E,F)

pour n € Z (en effet A o, = A dlaprés (3.3,1,4)), Pour n = 1, on retrouve

1 'homomorphisme (3.2.3,4), comme 11 résulte aussitdt de (3.3.1.4).

De maniZre analogue on définit la catégorie DV(A) (resp. Dlw(A))
localisée de C(A-Mod) par rapport asux fléches qui induisent des isomorphismes
(resp. quasi-isomorphismes) sur les A-Modules d'homologie. Par Dold-Puppe (1.4.6)
D.V(A) s'identifie & la sous-catégorie pleine de DV(A) formée des complexes
dont la cohomologie est nulle en degré >> O . De méme, D., (&) s'identifie 2 1a

sous~catégorie pleine de D_ (A) formée des complexes dont la cohomologie est

hv
acyclique en degré >0 ,

L'inclusion A-Mod —> A-Mods induit un foncteur
(3.3.1.7) D. () ——>D., &

rétracté par A,

3.3.2. Produit tensoriel dérivé de Modules simpliciaux,

Notant comme d'habitude D;(A) la sous-catégorie pleine de DV(A) formée

des complexes dont la cohomologie est nulle en degré assez grand, on sait définir

(sGA 4 ) le dérivé du produit tensoriel
L - - -
® : D) x D (A) —>D_(A) .

Rappelons que, pour E, F ¢ ob D;(A) ,ona
L _~
E® F ~—>L&®F ,
si L —>E est un quasi-isomorphisme de complexes de A-Modules, avec L 3 com~
posantes plates. (Noter qu'un A-Module L est plat si et seulement si ses composantes

Ln sont des An-Modulea plats),
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Lemme 3.3.2.1. Soient L un A-Module, f : E—>F un quasi-isomorphisme de

A-Modules, §i L est plat, ou si E et F sont plats, alors L®f : L®E~—>L@F

est un quagi-isomorphisme.

Preuve. Dans le cas particulier ot A est trivial, 1'assertion résulte aussitét
d'Eilenberg-Zilber et Kunneth, Dans le cas général, tensorisons par f la résolu-
tion libre standard FA(L) —>»L (1.5.5.2). On obtient un carré commutatif de

Modules simpliciaux

FA(L) ® E ——-‘--—————BvFA(L) ®F

) t{
®

L E—m= L ® F

oif L® E et L® F sont regardés comme A-Modules simpliciaux triviaux. D'aprés
le cas particulier, la flache horizontale supérieure induit des quasi-isomorphismes
sur chaque ligne (utiliser le fait que pour X € ob Simpl{T), M € ob A-Mod , on a
A(X) ®A M —’izm ®Z.M)‘ D'autre part, toujours d'aprds le cas particulier, si L
est plat, ou si E et F sont plats, les flaches verticales induisent des quasi-
isomorphismes sur chaque colonne. Par les suites spectrales des bicomplexes, il en

résulte, sous ces mémes hypoth®ses, que la fléche horizontale inférieure de (#) est

un quasi-isomorphisme, cqfd.

3.3.2.2. Par dévissage, on déduit aussitét de (3.3,2.1) que, si £ , g sont des

L
flaches de D;(A) inversibles dans ng(A) , alors £® g€ FL D:’(A) est également
L

inversible dans D;N(A). En d'autres termes, le foncteur @ : D;(A) X D;(A)-—-—> D;(A)

induit un foncteur

Y

L
(3.3.2.3) ® : D_(a) x th(A)——>th

hv

Celui-ci définit & son tour par restriction un foncteur

L
(3.3.2.4) ® D.hv(A) X D.hv(A)—-——->D.hv(A)
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En fait, on s'intéressera surtout au foncteur composé
L
L ® A
(3.3.2.5) ® : Dp.(A) x D.@) >D., (&) > D. (&) .

Proposition 3.3.2.6. Soient E, F des A-Modules. Le pro-objet de D. (a)

"n" L & M,

pris suivant la catégorie (filtrante (3.1.8 (i)) des quasi-isomorphismes

L —>E, M—>F de Hot.(A) (3.1.2), est essentiellement constant de valeur

2
E ® F . Par suite (1.4.4) le foncteur ® est le dérivé gauche du foncteur

® : Hot,(A) x Hot.(A) —> Hot,(A),

Preuve. Il suffit d'observer d'ume part que les quasi-isomorphismes L —>E

(resp. M —>F) avecl (resp.M) plat forment un systime cofinal (si P est um

A-Module quelconque, FA(P) —>P induit, par Eilenberg-Zilber et la suite spectrale

des bicomplexes, un quasi-isomorphisme & FA(P) —>P , et A FA(P) est un A-Mzdule

plat), d'autre part que pour L (resp. M) plat ona L ®F (resp. E® M) == E®F .
L

3.3.2.7. Pour EE€ ob D.(A) fixé, le foncteur E ® - commute 3 la suspension

et transforme triangles distingués en triangles distingués. Cela résulte aussit6t

L
de ceque E® F——TL®F, ot L~—»E est un quasi-isomorphisme avec L plat.

4

L
Remarque 3.3.2.8. Pour A trivial de valeur A , ona (E® AF) —xE®AF ,

comme i1 résulte de Eilenberg-Zilber,

3.3.3. Suites spectrailes.

Proposition 3.3.3.1. (cf. ( [23]6.8 th.6)). L'Anneau simplicial A étant a

nouveau quelconque, soient E, F des A-Modules. Il existe une suite spectrale

du premier quadrant, 3 valeur dans la catégorie des HO(A)-Modules, fonctorielle

en chacun de ses arguments :
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2 A
B2 = B (o ®,)) = K, &

s

1
Preuve. On a (3.3.2.5) E®F = A(E é F) , d'od, par Eilenberg-Zilber,
L L
H,(E ® F) —* H*fE ®F . Tl suffit donc d'écrire la suite spectrale HH =>H,
L
relative au bicomplexe E ® F . Pour la fonctorialité, on peut utiliser le calcul

L
de E®F & l'aide de la résolution libre standard.

Proposition 3.3.3.2. (cf. (loc. cit)). Sous les hypoth2ses de (3.3.3.1), il

existe une suite gpectrale du premier quadrant, & valeurs dans la catégorie des

H(A)-Modules, fonctorielle en chacun de ses arguments

2 H (&) L2

o
Eq = kg Tor, H (), H,(F)) = K (E ® F) ,

ol kq désigne la partie homogene de degré q du H,(A)-Module gradué

tor'* @, @), 1 (M) (rappelons (3.1.3) gue H,(A) est un Amneau gradue

anti-commutatif et H,(E) (resp. H, (F)) un H, (A)-Module gradué (1)).

La preuve de (3.3.3.2) sera donnée apr2s quelques préliminaires. Pour
L, M € ob A-Mod, on définit, 3 1'aide des "shuffles" (3.1.3), un homomorphisme

canonique fonctoriel
(3.3.3.3) 1Y@ > Lo

olt le premier membre désigne le produit tensoriel habituel des Modules différentiels
gradués L et M sur 1'Anneau différemtiel gradué A , On en déduit un homomorphisme

canonique fonctoriel

(3.3.3.4) Hel) @y e @ —>H, L8 .

Définition 3,3.3.5. Nous dirons gqu'un A-Module M est spécial s'il existe un

Z-Module simplicial plat P , dont 1'homologie est plate sur Z , tel que M = A ®ZZP'

!y on renvoie 2 ( IV 1.2.3) pour la définition du produit tensoriel dérivé de
Modules gradués sur un Anneau gradué,
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Lemme 3.3.3.6. Si M est spécial, (3.3,3.4) est un isomorphisme.

Preuve. Prenant P comme dans (3.3.3,5), on &

L®AM _ L®zl’

Par associativité des shuffes, on a un carré commutatif

E, L) & KA @, P) 33380, E,L @,P)

H,(4)

Hy (L) By, () Ba® 8, @) ——> H, L) &4 )

ot les fldches verticales sont données par (3.3.3.4) et la flache horizontale infé-
rieure est l'isomorphisme canonique. Comme P et H*(P) sont plats, les flaches
verticales sont des isomorphismes par Kinneth et Eilenberg-Zilber. Par suite la

fléche horizontale supérieure est un isomorphisme, cqfd.

Remarque 3.3.3.7. Il découle de (3.3.3.6) que si P est un Z -Module simplicial

spécial, la fl2che canonique
H,(a) e, H () —>H, (A QZP)

est un isomorphisme. S1 M est un A-Module spécial, H*(M) est donc un H*(A)-Module

gradué plat,

Lemme 3.3.3.8. Pour M € ob A-Mod, il existe une résolution fonctorielle de M par

un_complexe (de chafnes) de A-Modules spéciaux L.(M), satisfaisant de plus a la

condition que K, (L,(M)) soit une résolution de H, (.

Preuve. Tout revient A construire un épimorphisme fonctoriel Lo(M) 2> M , tel que
Lo(M) soit spécial et H,(p) un épimorphisme. Par la théorie des résolutions de

Cartan-Eilenberg plates [27] » plus Dold-Puppe, on dispose d'une telle cons-
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truction pour A =Z , notons-la Lzo(-). Dans le cas général, on prend

- ) z
LM = A ®_ T200 : la flache composée A ®, I-(M) —»A ®, M—>M est un

épimorphisme et induit un épimorphisme sur 1‘'homologie, on a gagné.

Preuve de 3,3,3,2, D'aprds (3,3,2,5), ona E éF == AE®L.(F) , ot L,(F)
(3.3.3.8) est vu comme un A-Module simplicial gréce 2 Dold-Puppe. Observons que

la propriété que les lignes de L.(F) soient des A-Modules spéciaux se congerve par
l'application du foncteur K de Dold-Puppe, ainsi que le fait que H,(L.(F)) —>H,(F)

soit un quasi-isomorphisme. Ecrivons la suite spectrale

EZ - Hvert Hhor > 1,
Pa P q

relative au bicomplexe E ® L, (F), dont l'homologie totale est H,(E %F) d'apras

la remarque du début et Eilenberg-Zilber. On a d'apr2s (3.3.3.4)

hor ~

Hq (E ®LP(F)) — kq H, ® QH*(A) H*(LP(F)))

Comme H,(L,(F)) est une résolution graduée de H,(F) par des H,(A)-Modules
gradués plats (3,3,3,7), on a donc

3 H, (&)

*
Eq = KgTor, M, (B), H,(F)

et l'on obtient bien la suite spectrale annoncée dans (3,3.3,2),

Remarques 3.3.3.9., a) Un quasi-isomorphisme de A-Modules E —3E' induit un
isomorphisme sur les suites spectrales correspondantes (3.3.3.1) (resp. (3.3.3.2)).
b) Pour A trivial, on retrouve les suites spectrales habituelles
(cf, (3.3.2.8) et [27] .
c) On peut également montrer, en paraphrasant les arguments de Quillen

([23)6.8 th. 6), qu'il existe une suite spectrale fonctorielle

2 4 I
= H F
Eq Hp(Hq(E) ® F) => HE &, F ,

3 valeurs dans la catéporie des HO(A)-Modules.
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3.3.4. Extension des scalaires,

Soit A —>B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T . Il découle de

(3.3.2.1) que le foncteur (cf, [27])
L - -
B ®,-:D (&) —> DV(B)
induit un foncteur, encore noté

hv(B)

L
B ®,-:p,()——>D
Celui-¢i définit par restriction un foncteur

L
B®A—:D.hv(A)-——>D ® .

“hv
Comme plug haut, on s'intéressera SurtOEt au foncteur composé
B ®-
2 A A
(3.3.4.1) B & -:p.(4) —>. (B)—>D.3)

Proposition 3.3.4.2. Soit F un A-Module, Le pro-objet de D.(B)

"lim" B ® , M
«— A

pris suivant la catégorie (filtrante)des quasi-isomorphismes M —> F de Hot.(4),

4
est esgentiellement constant de valeur B ® AF . Par suite (1.4.4) le foncteur

4
B Gk- est le dérivé gauche du foncteur B ®A - ¢+ Hot.(A) —=> Hot. ().

Preuve. Elle est analogue 2 celle de (3.3.2,6)., Nous 1l'omettons,

L
3.3.4.3. Le foncteur B Gh - commute 2 la translation des degrés et transforme
triangles distingués en triangles distingués. Utilisant (3,3.1,4), on en déduit
que B ék - commute a la suspension et transforme triangles distingués en triangles
distingués. En fait, il y & mieux ; on sait ( V 2 ) qu'on peut définir
B ék -t VIT(A) —> VI (B) , od VI (-) désigne la catégorie des vrals triangles

de (-), et, toujours par les mémes arguments, on montre que ce foncteur induit un
foncteur VT, (A) ——é—ﬂ> VT.(B) (3.2.4). On a un carré commutatif
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%
B, -
VT. (8) vT. (B)
X
u
T. (&) & T.(B) ,

ol ¥ est le foncteur défini en (3.2.4).

Proposition 3.3.4.4, Soit n€® . Pour E € obD.(A) , F € ob D,(B) , il existe

un_ isomorphisme canonique fonctoriel

)
Excg(n 8, E,F) —~—> mxcz(E,F)

(cf. €3.2.1.12) pour la définition des Ext).

Preuve. Compte tenu de (3,3.4.3), on peut se borner 3 n = 0 , On peut d'autre part

4
supposer E plat. On a alors B ®AE w— B ®AE . L'igomorphisme canonique
et
Hot (B ®,F,M) ~—» HotA(E,M)

fournit, par passage & la limite suivant les quasi-isomorphismes F ——>»M ,

1'isomorphisme annoncé (cf. (3.1.8 (1)) ),

Remarque 3.3.4.5, Soit F! —> F —= F" —» g F' un triangle distingué de D.(A).
Alors les isomorphismes (3.3.4.4) définissent un isomorphisme des suites exactes

(3.2.2.10) :

14 i
. —>Ex:;(3 &€, E,F") —---~>Ex:§(3 ®E,F) —> ...

—7Ext2(E,F‘) ———-~—->Ext2(E,F) —

Enoncé analogue dans le cas d'un triangle distingué E' —» E —> E" —> OE ,
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Gorollaire 3.3.4.6, 8i A~—»B est un quasi-isomorphisme, les foncteurs

4
B & - :D.(A) —»D.(B) et "oubli" : D,(8) —> D.(A) sont quagi-inverses 1'un

de 1'autre.

Preuve. Il s'agit de montrer que les fldches d'adjonction définies par (3.3.4.4)

sont des isomorphismes, Pour E € ob D,(A) , la flache d'adjonction
4
E—/> B @ A E

est un lsomorphisme, car on peut supposer E plat et qu'alors elle est donnée par
la flache d'adjonction ordinaire E —= B ®AE s, 1l,e, E ®A(A —> B), qui est un
quasi-isomorphisme d'aprés (3.3.2.1). Soit maintenant F € ob D,(B). Montrons que
la flache d'adjonction

2

(*) B ®, F—=F

A

est un isomorphisme, Le foncteur "oubli" : D.(B) — D.(A) étant conservatif, i1l

suffit de montrer que (*) donne un isomorphisme dans D.(A). Mais le composé
4 ™)
F——> B &,F Al

oll la premi2re flache est 1l'autre flache d'adjonction, est l'identité de F (consi-
déré comme objet de D,(A))., D'apr2s la premi2re partie de la preuve la premidre
flache est un isomorphisme, donc il en est de méme de la seconde flache, et 1'on

gagne,

3.3.4.7. Solent A —> B~ C des morphismes d'Anneaux simpliciaux. Pour
F € ob D.{4), on a un isomorphisme canonique fonctoriel
4 4 2
CQB(B®AF) '—90®AF .

La preuve est immédiate.
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3.3.5. Produit tensoriel dérivé d'Algdbressimpliciales.

3.3.5.1. Soient A un Anneau simplicial, B une A-Algzbre. La résolution libre
standard PA(B) — B (1.5,5.6) induit, par passage aux sous-objets diagonaux
(et d'apr2s Eilenberg-Zilber et la suite spectrale des bicomplexes), un quasi-

isomorphismes
A PA(B) —>3B

de A-Algdbres. L'Algdbre A PA(B) est libre terme 2 terme, donc en particulier

plate comme A-Module (loc. cit.).

Proposition 3.3.5.2. Soient B, C des A-Algdbres. Le pro-objet de D(A-Alg)

1 dfn
= " n
B ®AC 1im" P ®AQ ,

ol la limite est prise suivant les quasi-isomorphismes P —>B , Q —> C de

Hot (A-Alg )(1) , est essentiellement constant de valeur P ®AC (resp. B ®AQ) pour

P (resp. Q) plat sur A , Par suite (1.4.4) le foncteur
1

-®, - D(A-Alg) x D(A-Alg) —> D(A-Alg) est le dérivé gauche du foncteur

—®A - : Hot(A-Alg) X Hot(A-Alg) —> Hot(A-Alg).

Preuve. D'apr2s (3.3.5.1) les quasi-isomorphismes P —» B (resp. Q —> C) avec
P (resp. Q) plat forment un syst2me cofinal. La proposition se déduit donc triviale-

ment de (3.3.2.6).

4, Dérivés des puissances symétriques et extérieures.

La théorie des foncteurs dérivés des puissances symétriques et extérieures
est due, dans le cas ponctuel, a Dold-Puppe {10] ; sa globalisation sur

les topos annelés, & P. Deligne, qui traite séparément le cas des dérivés dans

(1) Ceux-ci forment une catégorie filtrante d'apr2s (3.1.8 (ii)).



- 94 -

l'.)t,:| (non publié) et dans Dbl:° (2) (SGA 4 XVII), La technique bisimpliciale employée

ici permet d'unifier ces deux théories.

4,1, Préliminaires sur D,

Soit A une catégorie abé&lienne. On gse propose de montrer que D (A) est

rétracte d'une catégorie dérivée convenable d'objets bisimpliciaux mixtes,

4,1.1, Rappelons (1.2,1) qu'on note C(A) la catégorie des complexes de A (& diffé-
rentielle de degré +1), et C.(A) (resp. C"(A)) la sous-catégorie pleine formée des
complexes nuls en degré > 0 (resp.<0). On désignera par C;(A) 1la sous-catégorie
pleine de la catégorie 2-C(A) des bicomplexes de A (loc. cit.) formée des bicom-
plexes L '"contenus dans le deuxi2me quadrant", i.,e, tels que wPi=-0 st p >0
ou q&€ O . La catégorie C,(A) (resp, C°(A)) s'identifie de mani2re naturelle 2
une sous-catégorie pleine de C:(A), Plus généralement, on définit un foncteur

pleinement fidele
(4.1.1.1) i:c@@)——> c.@ ,

en associant 3 L € ob C(A) 1'unique bicomplexe iL nul en dehors du bord du second

quadrant et ayant E pour complexe simple associé, i.e.

d
0 — 1.2
0 0 r!
d - -
. s1 A2 5 L € . 1°

1

(") 81 A est une catégorie abélienne, DO](A) (resp. Dbco(A)) désigne la sous-
catégorie pleine de D (A) formée des complexes 3 cohomologie nulle en degré > O
(resp.< 0) .
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On a donc

_ 1
(4.1.1.2) SJie1ay, 0O
et un diagramme commutatif de foncteurs pleinement fiddles

(4.1,1,3) c'(a)

SN

ciad glial

~ 7

C. {4}

P P -
Si M est un bicomplexe, on notera Hhor(M) (resp. Hvert(M)) le p-idme complexe

de cohomologie horizontale (resp. verticlae). Avec cette notation, on a, pour

L € ob C(a),
(4,1,1.4) ’ @) s p<oO
“Eor(“') = ot st p=0
o] sl p>0
0 sl q<g O
ngrt(iL) = tyt 8L 4=0

rl@w) si g>o0

4.1.1.5. Désignons par D:.{A) 1la catégorie localisée de C.(A) par rapport aux
fldches qui induisent des quasi-isomorphismes sur les complexes de cohomologie

verticale, notons D?(A) la sous-catégorie pleine de D:(A) formée des complexes
dont la cohomologie verticale est acyclique en degré assez grand. D'apras (4.1.4),

i induit un foncteur

1
(7) On rappelle que Jr désigne le foncteur complexe simple asmocié (1.2.1).



- 96 =

i : p@A) —> D {4)

D'autre part, si f : X =~ Y est une fl2che de C.(A) telle que H?’ert(f) soit

un quasi-isomorphisme pour tout q , alors ff : jx — jY est un quasi-

isomorphisme : en effet, notant t;;rt le foncteur qui tue la cohomologie verticale

vert

vert
en degré > q ona f=1limt
& ’ > q]

q]

de montrer que Jﬂt:§rtf est un quasi-isomorphisme, ce qui résulte aussitét de la

£ , donc [f = lm (t £, donc il suffit

suite spectrale H A =m=p H* appliquée aux complexes t:irt

vert.
X t Y
hor ~vert ’

q]

ceux-ci sont concentrés dans la bande horizontale [0,q], donc la suite spectrale

converge). Par suite, le foncteur J' induit un foncteur

f: D:(A) — D)

et le composé

i S

p{a) p(a)

> D. (A)

est l'identité. Observons que 1 envoie D (A) dans D?(A) et que //f envoie

p°(A) dans D (A).

4.1.2, Désignons par Simplmixt(A) 1la catégorie des objets simpliciaux mixtes de

type (1,1) de A (cf. (1.1)), i.e.
Simplmixt (A) = Hom(A x A°,A) = Simpl(Cosimpl(A)) = Cosimpl(Simpl(A))

Par la théorie de Dold-Puppe (1.3), on dispose d'un foncteur complexe normal associé

"vertical®” Nvert : Simplmixt{A) —> C' (Simpl(A)) (resp. "horizontal”

Nhor : Simplmixt (A) ~—3 Cosimpl{(C.(A)}) ), et l'on a un carré essentiellement commu-

tatif de foncteurs
N
vert

(4.1.2.1) Simplmixt(A) — = ¢* (Simp1 (A))

R c ()

Cosimpl (C. (4)) C.(A) = ¢.c"(4) = ¢'C. (A)
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On dispose d'autre part d'un foncteur transformé de Dold-Puppe "vertical"

: CI(A) —=> Cosimpl(C.{A)) (resp. "horizontal" K : Cr(A) — C' (Simp1{A)) 3,

K
vert hor

et 1'on 2 un carré essentiellement commutatif quasi-inverse du précédent

K

(4.1.2.2) Simplmixt(A) -emmmme———  C* (Simpl(A))
Cosimpl (K) Kior
K
Cosimpl (C. (A)) yerc c: )
On notera
(4.1.2.3) N : Simplmixt(A) — C;(A) ,

K : C.(A) > Simplmixt(A)

les foncteurs composés définis respectivement par (4.1.2,1) et (4.1.2.2), Ils sont

quasi-inverses 1'un de 1l'autre.

Notons Dmixt(A) la catégorie localisée de Simplmixt(A) par rapport aux
fléches f telles que Hzert(f) soit un quasi-isomorphisme pour tout q . Observant

t q o q .
qulon a H_ N NHC e (exactitude de N (1.3.3 (1))) on en déduit que les
foncteurs N et K de (4.1.2.2) induisent des foncteurs quasi-inverses
N

(4.1.2.4) Dmixt (A) T——>D: (A)
K

4,1.3. Soient B une catégorie abélienne et

(4.1.3.1) F : A — ey B

un foncteur, non nécessairement additif. On notera encore F 1le foncteur composé
(4.1.3.2) F= fNFRi : C(A) — C(B)

Celui-ci cofncide, quand (4.1.3.1) est additif, avec l'extension naturelle habituelle
de (4.1,3.1) 2 c{(A) {car les foncteurs N et K commutent & tout foncteur additif),
Pour mesurer le défaut d'additivité d'un foncteur, on dispose de la notion de "degré&"

(o] 4.18).
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Lemme 4,1,3.3, Soient [a,b] un intervalle de ZU - {oo}u+ [m} contenant O

et X un complexe de A nul en dehors de [a,b] . Si F est de degré (k

(loc. cit.), FX est nul en dehors de [ka,kb].

Preuve, En effet, d'aprés ( [10] 4.23) et 1'énoncé dual, NFKiX est nul en dehors

du rectangle ~ka £p €0, 0 qgkb .

Remarque 4,1,3,4, Sans hypoth2se sur F , il est trivial que si X est nul en degré

>a (resp. <b) il en est de méme de FX .

Lemme 4,1,3.5. Solent wu, v : XTT__ZY des flaches de C(A), S1 u et v sont

homotopes, F(u) et F(v) sont homotopes.

Preuve ‘Deligne), Soit h tel que v - u=dh + hd, On a
(*) h=h +h ,

0 sl 1gO B’ el 1 g0
od (W) = N N

sf 1>0 0 si 1 >0

Soit w :X—>7Y dé&fini par w - u = dh' + h'd. On a donc, d'aprés (¥),

- - +
Vv -w=dh + hd. Maintenant h définit une homotopie entre iu et 1w consi-
dérées comme fleches de C'(C.(a)), donc (1.3.4) une homotopie entre K ooppiu et

Kvertiw , soit finalement une homotopie "verticale" (i.e. cosimpliciale) entre Kiu
et Kiw. De méme, h~ définit une homotopie "horizontale" entre Kiw et Kiv, L'une

et 1'autre homotopie se conserve par application de F , d'od 1'assertion.

Remarque 4.1.3.6. Soit G : B—>C un foncteur entre catégories abéliennes. Pour

X €ob C,(A) (resp. C'(A)), on a un isomorphisme fonctoriel
(*) GF)X) —= GFE)

Celui-ci vaut encore pour X € ob C(A) si 1l'un des foncteurs F , G est additif.

Dans le cas général (¥) n'est malheureusement pas valable, comme le montre l'exemple :
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A =B = C = catégorie des modules sur un anneau k, F = G = Aﬁ , X =L[17®&M-11 oi
L et M sont des k-modules. Cela tient au fait que, dans la définition (4.1.3.2)
de 1'extension d'un foncteur & C(A), on ne peut en général remplacer i par un

autre plongement de C(A) dans C.(A) sans changer le foncteur composé correspondant.

4,2, Dérivé pgauche d'un foncteur compatible aux limites inductives locales.

4.2.1, Retour sur les limites inductives locales. Nous aurons besoin de la variante

suivante de la notion explicitée dans (2.2.5) (nous renvoyons le lecteur & (SGA 4 V 8)
pour plus de détails). Soient T wun topos, I wune catégorie localement filtrante

sur T , et C une catégorie au-dessus de ™ . on appelle T-systeme inductif local

d'objets de C indexé par I tout T°-foncteur de I dans C . (Si C' est une
catégorie, les foncteurs de I dans C' correspondent bijectivement aux T°-foncteurs
de T dans T° x C' considérée comme catégorie sur 7° par pr; , de sorte que

la notion définie dans (2.2.5) est un cas particulier de celle définie ici). Prenant
pour C le champ [13] des faisceaux sur T , on montre (SGA 4 V 8) que

le foncteur qui & un faisceau associe le T~-systéme inductif local trivial correspon-

dant admet un adjoint 3 gauche, noté 1lim , qu'on appelle limite inductive locale
1

et qui commute aux limites projectives finies. On prouve dans (loc. cit.) le

Théoréme 4.2.1.1. (Deligne-Lazard). Soient A un Anneau de T et M un A-Module.

Pour que M soit plat, 11 faut et il suffit que M soit la limite d'un T-systeme

inductif local de Modules libres de type fini.

En fait, (4.2.1.1) est conséquence du lemme plus précis

Lemme 4.2.1.2, (SGA 4V 8). Soit f : E—= M un morphisme de A-Modules ou M

est plat et E de présentation finie, Alors f se factorise localement 3 travers

un Module libre de type fini.
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Proposition 4.2.1.3, Soit X un complexe de A-Modules, borné supérieurement, acycli-

que, et & composantes plates. Alors X est limite d'un T-systdme inductif local

de complexes bornés, homotopiquement triviaux, de Modules libres de type fini.

Preuve, Considérons la catégorie I sulvante, Les objets de I sont les couples

W, £:E~—> XIU), o UE€obT, f estun morphisme de complexes de A}U-Modules,
avec E borné et & composantes de présentation finie. Une fla2che

(u, f : B wa XIU) —> (V, g : F—> X|V) est un couple formé d'une flache

V~>1U de T et d'un triangle commutatif

Il est immédiat que I est une catégorie localement filtrante sur T , et que la

fléche naturelle

o, pour i = (U, f: E—> XlU) €T onaposé E=E, , est un isomorphisme (cf.
preuve de (2.2.6)). Pour prouver la proposition, il suffit donc de montrer que la
sous-catégorie pleine de I formée des 1 tels que Ei soit homotopiquement tri-
vial et 2 composantes libres de type fini est une catégorie cofinale (2.2.5). En
d'autres termes, on est ramené 2 montrer que toute flache E —£> X , ob E est
borné et & composantes de présentation finie, se factorise localement & travers un
complexe borné, homotopiquement trivial, de Modules libres de type fini,.

(2) Supposons d'abord X concentré dans 1'intervalle [a,b] de Z .
On va montrer, par récurrence sur d = b-a, que f se factorise localement 2 travers
un complexe homotopiquement trivial, 2 composantes libres de type fini, et concentré
dans [a,b] ., Pour d =0, X =0, et il n'y a rien & démontrer. Supposons donc

d >0 . On peut supposer E nul en degré >b . D'aprés (4,2,1,2), fb : Eb ——9-Xb
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se factorise localement 2 travers un Module libre de type fini, de sorte qu'on peut
supposer Xb libre de type fini. Alors, quitte 2 se localiser, X se décompose en
X~ X' @X" , o X' (resp. X") est concentré dans l'intervalle [a,b-1] (resp.
[b-1,b]), X" é&tant libre de type fini en chaque degré. Par 1'hypoth&se de récurrence,
prlf t E—> X' se factorise localement 2 travers un complexe homotopiquement trivial,
3 composantes libres de type fini, et concentré dans l'intervalle[a,b-1], et 1'on
gagne.

(b) Dans le cas général, soit n €Z tel que E soit nul en degré < n .

Alors d'apres (a), 1l existe localement un carré commutatif (en traits pleins)

> L
//
-
* £ e j £

ot p est la projection canonique (1.4,7.1), et L est borné, homotopiquement

trivial, 3 composantes libres de type fini, et nul en degré & n-1. Comme Ln-1 est

£7l e relave en 177l —xP! , de sorte qu'on

libre de type fini, localement
peut supposer gqu'il existe une fl&che L —> X rendant commutatif le triangle
inférieur de (*), Comme p est l'identité en degré » n et que E est nul en

degré € n , le triangle supérieur de (*) est également commutatif, ce qui fournit

la factorisation désirée et achéve la preuve de (4.2.1.3).

4,2,.2. Construction de LF,

On se fixe un topos T , des Anneaux A et B de T , et un T-foncteur
F du champ (Giraud, [13]) des A-Modules dans le champ ded B-Modules. On_suppose gque

F commute aux limites inductives locales, 1.e. que, pour tout T-syst2me inductif

local (L))

el de A-Modules (4,2,1), la flache canonique

—_— i
lim F(Li) F (lim Li)
i€l 1€I

est un isomorphisme,
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Lemme 4,2.2.1. Soit u : X =Y un quasi-isomorphisme de complexes bornés supé-

rieurement de A-Modules plats. Alors F(u) (4.1.3) egt un quasi- isomorphisme,

Preuve, Quitte & remplacer u par (i,u) : X—>CX® Y, ot CX est le cbne
de IdX et i l'injection canonique, on peut, compte tenu de (4,1.3.5), supposer

u injectif et la suite exacte
(%) 0—>x-S>Y—>2—>0

scind€e terme & terme, Donc Z est borné supérieurement, & composantes plates,

et acyclique. D'aprés (4.2.1,3), il existe un syst2me inductif local (zi)iGI de
complexes homotopiquement triviaux, tel que Z = lim Zi . 81 1'on note
i
Yy
o —>xlu > Y, z, 0

la suite exacte déduite de (*) par Zi —_—> ZlU (ot U € ob T est la projection

de i), on a

u=1i u ,
@ !

[y

Mais comme les Zi sont homotopiquement triviaux, les uy sont des équivalences
d'homotopie, donc, d'apras (4.2.1.3), il en est de meme des F(ui), et par consé~
quent, vu l'exactitude des T-limites locales, et le fait que ¥ y commute,

F(u) = lim F(ui) egt un quasi-isomorphismes, cqfd,

4.2.2.2. Notons Hot(A) la catégorie des complexes de A-Modules 2 homotopie
prés [27] . p'apres (4.1.3.5), l'extension (4.1.3.2) de F aux complexes de

A-Modules induit un foncteur
F : Hot{A) —> Hot(B) ,

Comme tout complexe de A-Modules & cohomologie bornée supérieurement est but d'un

quasi-isomorphisme de source un complexe de A-Modules plats borné supérieurement,
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[27], il découle de (4.2.2,1) que, pour X € ob D (4), le pro-objet de D(B)

LF(X) = "lim" F(X')
P
X' -»X
ot X' —3» X parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X N
est essentiellement constant (de "valeur" F(X') pour X' 2 composantes plates et

borné supérieurement), En d'autres termes (1.4.,4), F adwet un dérivé gauche

¥ : D (A) —>p(B) .

I1 est clair que LF commute A& la localisation au-dessus d'un objet de T .
D'autre part, les H'LF commutent aux limites inductives locales :

Proposition 4.2.2.3., Soient (xi)iEI

A~Modules, et X = lim Xi + On suppose les Xi et X 3 cohomologie bornée supérieu-

un systéme inductif local de complexes de

rement. Alors, pour n € Z, la fl2che canonique

13
1lim H“LF(xi) ——> B LF(X)

est un isomorphisme,

Preuve, Les foncteurs "troncature" tq] (1.4.7) é&tant visiblement compatibles aux
limites inductives locales, on peut supposer les Xi et X A degrés bornés supé-
rieurement. Soit Y un complexe de A-Modules borné supérieurement ; appliquant

3 KiY ((4.1.1.1) et (4.1.2,3)) le foncteur ‘"résolution libre standard" (1.5.5 a)),

puls prenant le complexe simple associé, on obtient un quasi-isomorphisme
L(y) ———vy ,

fonctoriel en Y , ot L(Y) est 2 degrés bornés et a composantes plates ; de plus,
L(-) commute aux limites inductives locales, puisqu'il en est ainsi des foncteurs

i, K, oubli, Module libre engendré, complexe simple associé. On a donc
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LF(X) = F(L(X))
= F(lim L(Xi))
—_—

= lim F(L(Xi)) s

s
d'od
HLF(X) = lim HF(L(X,))
Hin 1
= lim HnLF(Xi) s
—
cqfd.

4,2,2,4, Si X est un complexe de A~Modules tel que Hkx =0 pour k >p , o
p est un entier négatif, il résulte trivialement de (4,1.3.4) que l'on a

HkLF(X) =0 pour k>p . On a d'autre part :

Proposition 4,2,2,5, Soit n un entier = 0 . On suppose que
F : A-Mod —=~3> B-Mod

est de degré < n (ef. (4,1.3)). Soient [a,b] un intervalle de Z contenant O,

t X un objet de D (A), On a alors, avec les notations de (SCA 6 I §§ 4, 5),

tor.amp, (%) < [a,b] = HLE(X) = 0 pour k ¢ [na,mb] .

81 de plus F transforme A-Modules plats (resp, libres de type fini) en B-Modules plats

(resp, libres de type fini), alors on a (avec les notations de (loc. cit.)) :

tor.ampA(X) < [a,b] w=p tor.ampB(LF(X)) < [na,nb]

(resp. parf.ampA(X) c [a,b] == parf.ampB(LF(X)) c [na,mb}]) .

Preuve., C'est une conséquence immédiate des définitions et de (4.1.3.3).
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4,2,2,6, Exemples. Pour um A-Module M , notonms AA(M) (resp. T,(M) 1'Algébre
extérieure (resp, & puissances divisées) de M, C'est une A-Algdbre graduée stric-
tement anticommutative (1) (resp. commutative et munie de puissances divisées),

égale 3 M en degré un, et caractérisée par la propriété universelle habituelle,

3 savolr que l'injection M ~> A M (resp. I'M) est universelle parmi les morphismes
de M dans la partie homogkne de degré un d'une Algébre graduée strictement
anti-commutative (resp. commutative et a puissances divisées (2)). L'Algébre A M

(resp, T'M) est le faisceau associé au préfaisceau U= A

A(U)(M(U)) (resp,
) M(u)) .

Tatw

Les foncteurs AA(M) . IA(M) > ainsi que le foncteur Algdbre symétrique
SA(M) (1.5,5 b)), commutent & la localisation au-dessus d'unm objet de T , et aux
limites locales en M (cela résulte aussitdt des propriétés universelles). On peut
donc prendre comme foncteur F de (4,2,2) (avec A = B) 1l'un des foncteurs S, A, T,

ou une composante homogdne de S, A, T, ou tout produit tensoriel de telles compo-

santes,

Pour E , F € ob A-Mod, on a un isomorphisme fonctoriel canonique d'Algd~

bres graduées

a

SA(E o F) = SA(E) ®SA(F)

et des isomorphismes anglogues avec A, et Ik (dans le cas de A le produit

A A
dans le membre de droite est défini par la regle des signes habituelle
Ze®y)x'®y') = -DP%t ® yy' pour y de degré p , x' de degré q). Il
en résulte que les foncteurs s” . AY . In sont de degré n, ([uﬂ4_18), et

transforment Modules plats (resp. libres de type fini) en Modules plats (resp.

libres de type fini).

(1) i.e. xy = (-1DPYyx pour x de degré p et y de degré q , et X2 = 0
pour x de degré impair,

(2) La notion d'Algebre graduée 2 puissances divisées se définit comme dans le cas
ponctuel, cf, [6].
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4,2,3, Produits,

On conserve le topos T et 1'Anneau A de T (4,2.2).

4.2.3.1. Pour P, Q des A-Modules simpliciaux mixtes (i.e. des objets de

Simplmixt(A-Mod) (4.1.2)), on a un morphisme fonctoriel de bicomplexes

(4.2,3.2) NP ® NQ —> N(P®Q , %)

obtenu en composant la fldche de shuffles(l.2.2.1) et la fléche d'Alexander-Whitney
cosimpliciale duale de (1.2,2,2) (l'ordre dans lequel on effectue cette composition
n'ayant d'ailleurs pas d'importance), En termes explicites, 1'image par (4.2,3,2)

t
de x®y , ot x (resp. y) est une section de NPg (resp, NQ:, ) , est

1
T e(y,v) e dQ+1sv oo s, x ®d° ,,, d&% e 8y,
p’ he! M M
la somme étant prise sur tous les (p,p')-shuffies (u,v) de (L,p+p"), e(u,V)
désignant la signature du shuffle (u,V). Par passage aux éomplexes simples associés,

on déduit de (4.2.3.2) une flache canonique fonctorielle de C(A)
(4.2.3.3) fve @ [NQ —— jN(p@Q) .

Comme (1.2,2.1) et (1.2,2,2) sont des homotopismes, il en est de mfme de (4.2.3.3).
D'autre part, les propriétés d'associativité (1,2.2,3) de (1,2,2.1) et (1.2,2,2)
impliquent une propriété analogue pour (4.2.3.3), & savoir que, pour P, Q, R

des A-Modules simpliciaux mixtes, le carré ci-dessous est commutatif

(4.2.3.4) fNP zofm ® f}\m (4.2,3.3) & 8B —=-jN<P 2 Q ®fm<
NP ® (4.2.3,3) (4.2.3.3)
[NP@fN(Q@R) £4.2.3.3) fN(P@:Q@R)

(1) Les produits tensoriels sont pris sur 4 .
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4.2.3.5. Soit B une A-Algébre simpliciale mixte, assoclative, mais non nécessai-

rement commutative, La flache composée

fms ® ]NB M[N(B ® B)’—%[NB .

ol le seconde fléche est définie par le produit B ® B —> B , définit sur j'NB
une structure de A-Algdbre différentielle graduée. S1 B est graduée, alors NB
est bigraduée de manidre naturelle, En particulier, désignons par T = @ ™ 1'un
dfn

T, (4.2.2.6). Pour E € ob C(A), TE(=

des foncteurs SA N /\A N A

NTKiE) est
donc une A-Algébre différentielle bigraduée, i,e, pour m , n €IN, on a un

morphisme de complexes
(4.2.3.5) ™ @ TE —>T % ,

associatif dans le sens évident. Supposons maintenant E € ob D (A) , et remplagant

E par une résolution plate, on déduit de (4.2.3.5) une fléche de D (4)
L n
(4.2.3.6) 1" @ LTE —LT"E ,

fonctorielle en E , et vérifiant la condition d'associativité que 1'on pense. Il
dfn
£n résulte en particulier que H'LTE, o LTE = & LTE , est une A-Algébre

bigraduée,

4.3. Suites exactes de Koszul et formules de décalage.

4,3,1, Suites exactes de Koszul,

On conserve les notations de (4.2).

4,3.1.1. Soit B une A-Algdbre bigraduée, anti-commutative pour le second degré,
ce qui signifie que, pour x (resp. x') de bidegré (m,n) (resp. (m',n')), on a

1
x'x = (-1)" xx', Soit (p,q) un couple d'entiers, Une A-dérivation de bidegré

(p,q) de B est par définition un endomorphisme d de bidegré (p,q) du A-Module

bigradué sous-jacent, tel que
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d(xx') = (ax)x' + (—l)qnlx(dx')

pour x et Xx' comme plus haut, (On a ume notion analogue de A-Algdbre bigraduée

anti-commutative pour le premier degré, et de dérivation de bidegré (p,q) de celle-ci),

Proposition 4,3.1.2, Soit u : E—>F un morphisme de A-Modules,

a) Il existe sur l'Algdbre bigraduée A E ® SF {anti-commutative pour

le premier depré) une unique A-dérivation d de bidegré (-1,1) telle que

d(x ® 1) = 1 Q@ ux, d(1 ® y) = 0 pour x (resp. y) section de E (resp. F). Elle

satisfait de plus 3 dé = 0,

b) Il existe sur 1'Algbre bigraduée T E ® A F (anti-commutative pour
le second degré) une unique A~dérivation d de bidegré (-1,1) telle que

d(yk(x) ®1) = Yk-l(x) @ ux, d(1 ®y) =0 pour x (resp. y) section de E

(resp. FJ), Y ¢ E—> IkE désignant 1'application canonique, Elle satisfait de

plus &2 dd = o0,

La preuve se fait par 1'2ne qui trotte, nous 1l'omettrons.

4,3.,1.3, L'Algdbre A E ® SF (resp, TE® A F), munie de la dérivation d dé&finie

en (4.3.1.2) s'appelle Algdbre (ou complexe) de Koszul de u , On la notera

Kog.(u) (resp. Ros'(u)) My, Bl dépend fonctoriellement de u , chaque carré

commutatif

E ———w—3>F

o

oy 1
Bl —F o

définissant canoniquement un morphisme d'Algdbres bigraduées Kos.(u) —> Kos,(u')

1
(") On regardera Kos.(u) (resp. Kos'(u)) comme un complexe de chatnes (resp.
cochaines), le degré extérieur n correspondant au degré homologique (resp,

cohomologique) n ,
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(resp, Kos'(u) —> Kos'(u')), compatible 3 la différentielle d , En particulier,

la donnée de deux flaches

E F > G

de composé nul définit des morphismes d'Algdbres différentielles bigraduées :
(1)  Kos.(u) —> 86 s

(ii) T E — Kos'(v) .

4.3.1.4, Notons ° le foncteur Hom( ,A). On a des accouplements canoniques

({261, (s6a 4 xvIL))
AE ® AEY) ——> A , SFO®T(F) ——=4 .
On vérifie que ceux-ci définissent un accouplement
Kos,(u) @ Kos'(u¥) —>a ,

(ot A est regardé comme complexe concentré en degré 0), Celui-ci est une dualité
parfalte pour E et F localement libres de type fini, i.e., identifie Kos,(u)

2 Kos'(u')Y (resp. Kos'(u¥) a Kos.(w)V) .

Dans la situation de (4.3.1.3), la flache (11) T(GY) — Kos"(u"¥)
v v
relative 2 G~ > FY 2 EY s'identifie & la duale de (i) Kos.(u) —> SG (quand

E, F, 6 sont localement libres de type fini),

4,3,1,5. Solent u : E~>F , u' : E' —> F' des morphismes de A-Modules, Les

isomorphismes canoniques d'Algébres bigraduées
AMERE) ®S(FOF') = (AE®SF) ® (AE' ® SF')
TEQE'Y @A(FOF') == (TE®AF) ® (T E' ® AF')

"sont compatibles 2 la différentielle de Koszul d de (4.3.1.2) (lorsqu'on munit
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le membre de droite de la différentielle "produit tensoriel™)", i.e. fournissent

des isomorphismes d'Algebres différentielles bigraduées
Kos.(u & u') = Kos.(u) @ Kos.(u') ,

Kos*(u & u') = Kos"(u) ® Kog*(u')

Proposition 4.3.1.6. ( [24] II 7.34). Soit
(*) 0—>E—3>F—Y>c—>0

une sujte exacte de A-Modules plats. Alors les morphismes (i), (ii) de (4.3.1.3)

sont des quasi-isomorphismes.

Preuve, Par passage 3 la limite inductive 1locale et localisation, on peut, grlce
3 Lazard-Deligne, supposer E, F, G localement libres de type fini et (¥) scindée.
Par dualité (4.3.1.4), on peut se borner 2 prouver 1'assertion pour (i). Le splittage

de (¥) définit grate 2 (4.3.1.5) un isomorphisme
Kos.(u) -2 Kos.(IdE) ® SG |,

de sorte que, par Kunneth, on est ramené 2 prouver que, pour un A-Module libre de
type fini M , anos.(IdM) est acyclique pour n >0 , k" désignant la partie
homogene de degré total n . Utilisant Kos.(Id ) = Kos.(IdM,) ® Ros.(Id,) pour

M=M'@& M', on se réduit 3 M = A , auquel cas l'assertion est triviale,

4.3.1.7. Sous les hypotheses de (4.3.1.6), le morphisme induit par (i) (resp. (ii))

sur les parties homogenes de degré total n donne une suite exacte

L or—> ... —>E® " 'F —> s°F —> 57°¢ —> 0

0 —=> A"E — A
(resp. 0—>TE—=>TF—=>T"lrgc— ... —>rFo A" g —> A% —>0) ,

qu'on appelle suite exacte de Koszul définie par (¥),




- 111 -

4,3,2, Formules de décalage, (cf, ([24] 7.21)).

Proposition 4,3.2.1. Soit E € ob D (A)., Pour n €N¥ , il existe des isomorphismes

fonctoriels canoniques de D(A)

(1) 1s™END = @A) [a] ,

(11) . AME[ID = e [n] .

En outre, ceux-ci gont compatibles aux accouplements (4.2.3.6), i.e. pour m € W¥

on a des carrés commutatifs (1) x
L
1s™(E1)) © ws"(E[1D) (4.2.3.6) > Ls™M(e[1])
(1} @ (1) (1)

ju)‘““ {4.2.3,6)

i .
L ANEY ] ® L oAlEY}a L A E ],

L

L A"E[1D) ® L A™E[1] (4.2.3.6) LA ™NERD
(ii) ® (i1} (ii)

m L -1)™(4.2,3,6) n

e m] & LI [n) HefadeD) o ™ (E)mpn]

Preuye. On peut supposer E 2a composantes plates et borné supérieurement, Om a

la suite exacte canonique
(*) 0 —>E —> ¢(E) —> g[1] —> 0 ,

ol C(E) désigne le c8ne du morphisme identique de E , D'oli, par application du

foncteur Ki , une suite exacte

() 0 —> KiE —> KiC(E) —> Ki(E [1]) —>0 .

(1) Dans la définition des fl2ches horizontales inférieures on utilise 1'isomorphisme

canonique (attention aux signes) X[m]% Y[n] = (X & Y) [mﬂx] (cf. Verdier [27] ).
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Les composantes de E é&tant plates, (¥*) est une suite exacte de Modules plats
sur A regardé comme Anneau bisimplicial mixte trivial. On peut donc appliquer

(4.3,1.6), ce qui fournit, d'apres (4.3,1,7), des suites exactes

1

(i)' 0~ A"KiE —> A" 'KiE @ KiC(E) —> ... —> s"KiC(E) —> s"ki(E[1]) —> 0 ,

(11)' 0 —> T"RiE —> T"KIC(E) —> T*"IKiC(E) ® Ki(E[1]) —> ... —>

n-1

— KiC(E) ® A" T(Ri(E[1]) —> A"KL(E[1]) > 0

Appliquant le foncteur jﬁN on en déduit des suites exactes

(" 0—>ANE —> .., —>s"(E[1]) —>0 ,
(ii)" 0 —>TE—> ... —> ALY —>0 .

Les termes intermédiaires de (i)" sont du type j’N(An-pKiE ® SPKiC(E)) pour p > O0.
or, d'aprés (4.1.3.5), SPC(E) est homotopiquement trivial, donc il en est de méme
de fN(/\n-pKiE ® SPRiC(E)) qui, d'apres (4.2.3.3), s'identifie 3 homotopie prés
a A"Pg @ SPC(E). On voit de m@me que les termes intermédiaires de (ii)" sont

homotopiquement triviaux. Par suite, la £léche de D(A)
S"(E[1]) =mmemmi> A"E[n]
(resp. A"(E[1] —> TE[n])

définie par (1)" (resp. (ii)") est un isomorphisme, d'od 1'isomorphisme (i) (resp,
(ii)) annoncée (rappelons que la flache P —> X '[n] définie par unme résolution
de longueur n, £ : X —> P , est &gale au composé de f_l : P—>X et de la
projection canonique X —> X '[n]). Pour la dernidre partie de la propositiom, on

observe d'abord que les flaches (i) et (ii) de (4.3.1.3) sont des morphismes

d'Algébres bigraduées, donc qu'on a un carré commutatif
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K™Kos.(u) ® k"Kos.(u) ——————n " Pgas, (u)

s & s% s™7g

On conclut grfce au fait suivant, dont la vérification est laissée en exercice au
lecteur : soient P (resp. Q) un complexe borné supérieurement de Modules plats ,
f:X—>P (resp, g : Y —> Q) une résolution de longueur m (resp. n) par des
complexes bornés supérieurement de Modules plats, notons u : P —> X-m[m]

(resp. v : Q —>Y "[n]) 1la flache de D(A) définie par f (resp. g), alors,
si w:P®Q—> (X" ® Y M[min] désigne la flache de D(A) définie par la

résolution £f® g : X@Y—>P®Q, on a
L
wm (D)™ v v,

L L
X ™m] ® Y™ [n] étant identifi€ 3 X" ® Y ?[mn] par 1'isomorphisme canonique.



CHAPITRE I1

COMPLEXE COTANGENT : DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans ce

chapitre sont supposés commutatifs et unitaires,

1. Définition du complexe cotangent,

1.1, Sorites sur les dérivations et les différentielles,

Nous rappelons icl quelques définitions et propriétés bien connues, voir

(EGA Ory 18 et 20) dans le cas ponctuel, [17] dans le cas global.

1.1.1, Soient T un topos, A un Anneaude T , B une A-Algébre, M un B-Module,
Une A-dérivation de B dans M est un homomorphisme de A-Modules d : B —> M

tel que
(1,1.1.1) dlxy) = xdy + ydx

pour U €ob T, y € B(U), Les A-dérivations de B dans M forment un groupe

abélien qu'on note

(1.1.1.2) DerA(B,M)
et qui dépend fonctoriellement de (A,B,M) (cf. (EGA Ory 20.2.1)). Soit
(1.1.1.3) BOM=S M/ & st A

B i22 B

la B-Algébre des nombres duaux sur M , Notons A-Alg/B la catégorie des A-Algébres

au~dessus de B , On a un isomorphisme canonique fonctoriel

M S5(M) désigne 1'Algtbre symétrique de M sur B (I 1.5.5. b)).
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(1.1.1.4) DerA(B,M) —= > Hom

A-a1g/aBsB MW

d F——> (x> x + dx)

1.1.2. On a une suite exacte
(1.1.2.1) 0 —>1—>BgB—>B—>0
x®@yb+—>xy .

splittée par les deux morphismes d'Anneaux
(1.1.2.2) 304, B —3 B ®,B

jl(x) = x®1 , jz(x) =1®x
On pose, pour n €W ,

n+l

n
(1.1.2.3) LY (B ®AB)/I !

qu'on appelle Anneau des parties principales d'ordre n de B sur A . La struc-

n
ture de B-Algdbre sur PB/A

(resp. droite), et quand on regardera P;/A

définie par j1 (resp. jz) sera souvent nommfe gauche
comme une B-Algdbre sans préciser, il
sera sous~entendu qu'il s'agit de la structure gauche. La suite (1.1.2.1) définit

une suite exacte

(1.1.2.4) 0——90;/A—%P —>»B —>0

1

B/A

L'1déal - I/I2 est de carré nul, donc de manidre naturelle est un B-Module,
/A

qu'on appelle Module des différentielles (de Kuhler) de B sur A . On a une

A-dérivation canonique

(1.1.2.5) d

dB/A(x)-lex-xelmodlz ;
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définissant un isomorphisme fonctoriel en le B-Module M

(1.1.2.6) HomB(QfJ;/A,M) ——y DerA(B,M) .

u  p—— UdB/A .

(La preuve que {1.1.2.6) est un isomorphisme est immédiate, soit qu'on recopie

1'argument de (EGA 0IV 20.4.8), soit qu'on ramene 1'assertion 2 (loc. cit,) en

remarquant que ! est le faisceau associé au préfaisceau U p—i» L ).
; /a (w)/a(u)

Le Module nlli/A dépend fonctoriellement de (A —~> B) (cf. (EGA O v 20.5)) :

I

3 un carré commutatif

(1.1.2.7) B ————— B!

B e A

‘
correspond un homomorphisme ﬂ;/A —— Q;'/A' au-dessus de B —>B' , i,e, un

homomorphisme de B'-Modules
(1.1.2.8) L & B —s gl
e nB/A B nB'/A'
Si M est un B'-Module, 1'homomorphisme
1 1 , 1
Hom(ﬂB,/A,,M) ——> Hom(Qy ,, ® B',M) = HomB(()B/A,M)
défini par (1.1.2.8) s'identifie via (1.1.2.6) 3 1'homomorphisme canonique

Der,, (B',M) —— DerA(B,M)

1.1.2.9. 8i (1.1.2.7) est cocartésien, i.e. B®AA' -2 B! | (1,1,2.8) est

un isomorphisme ; de plus, la fldche canonique

1 . 1 1
(1.1.2,10) ms/A ®BB’) ® (B 8yt QA'/A)_')QB'/A
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est un isomorphisme,

Ces assertioms sont triviales sur la définition (1.1.2.4) (cf. EGA 01y 2.5.5)).
L'isomorphisme (1.1.2.10) est d'ailleurs un cas particulier du fait que le foncteur
{A ~—> B) t—> Q;/A commute aux limites inductives quelconques, comme 1l résulte

aussitét de la définition

1.1.2.11. S8oient
A ey B ———> C

des morphismes d'Anneaux de T . Par fonctorialité de Ql , ceux-ci définissent une

suite de (C-Modules

{1.1.2.12) Q;/A ®BC 01 !

C/A > Oe/p >0

Cette suite est exacte. Si de plus C est une B-Algébre libre, i.e. C = B[X] pour

un X € ob T (I 1.5.5.4), alors la suité prolongée par un zéro 2 gauche

(1.1.2.13) o—>n;/A®Bc-~>né/A —sa,, —so0

C/A
1
est exacte (7).

En effet, pour U € ob T, 1a suite

1 1 1
Guy/aw BB ® > %wy/awy > %wy/sw) >0

1 1 1
(resp. 0 > O yy/acu) B() BT T —> Oy tx()17am) ™ By [x(w) IB(w) ~> O

est exacte d'apres (EGA 0Oy 20.5.7), d'od, par faisceautisation, l'exactitude de

(1.1.2.13 (resp. (1.1.2.13)),

(1) La suite (1.1.2.13) est encore exacte si l'on suppose seulement qu'on a C == SB(M)’
ot M est un B-Module plat ; en effet, par passage 2 la limite inductive locale

(I 4.2.1.3), on est aussitBt ramené au cas oht C est libre de type fini sur B

(comme Alg2bre),
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1.1.3. Soient M un A-Module, B=SA(M) 1'Alg2bre symétrique de M, I un
B-Module. D'aprés (1.1.1.4) et (I 1.5.5.3), une A-dérivation de B dans I est
uniquement déterminée par le morphisme A-linéaire de M dans I sous-jacent,

en d'autres termes la fléche naturelle
(1.1.3.1) DerA(SA(M),I) ﬁHOmA(M,I)

est un isomorphisme. Comme HomA(M,I) s'identifie (canoniquement et fonctoriellement)
a HomB(B QKM,I), (1.1.3.1) fournit, compte tenu de (1.1.2.6), un isomorphisme

fonctoriel
1 ~
(1.1.3.2) OSA(M)/A —_— SA(M) |,

La fonctorialité de (1.1.3.2) s'explicite ainsi : soient f : A ~> A' un morphisme
d'Anneaux, M (resp. M') un A (resp. A')-Module, u : M =3 M' un morphisme
A-linéaire ; on a alors un carré commutatif

Sf(u)
1
SA(M) > SA,(M )

A Cd A' )

1 1 .
et la flache SA(M)—linéaire {%A(M)/A e QSA,(M')/A' définie par ce carré

s'identifie via (1.1.3.2) a

S¢(u) Bu : 8,00 ®AM—>SA.(M') ®

A

1.1.4. Il est clair sur (1.1.2.4) que la formation de QE/_ commute a 1'image
inverse par un morphisme de topos : si £ : T* —> T est un morphisme de topos, on

a un isomorphisme canonique fonctoriel

411

-~ 1
(1.1.4.1) £ QB/A SR nf'l(B)/f‘l(A)
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En particulier, la formation de ﬂi/_ commute au passage aux fibres. Autre exemple,
qui nous sera utile plus bas : soit A —> B un morphisme d'Annesux simpliciaux

de T, i.e., d'Anneaux du topos simplicial Simpl(T) ; alors le B-Module (de
Simpl(T)) Q;/A a pour composante de degré n f%n/An (via 1'identification (1.1.4.1)
appliquée au foncteur image inverse Simpl(T) —=>7T , X+> Xn) i pour

u: [0o,m] ~>[0,n] €Fl A, la flache (Q;/A)n —_ (Q;/A)m correspondante

1 1
1 . .
s'identifie & la flache QBn/An - QBm/Am définie par le carré commutatif

1.1.4. Soit £ : X —> X un morphisme de topos annelés. On pose

(1.1.4.1) PP, = % 1 , . o=
X/Y 0,/£7 () &y ng_x/f ()

On dit que P2

/y €8t 1'Anneau des parties principales d'ordre n de X sur Y ;

le topos X annelé par P;/Y s'appelle n-i2me Y-voisinage infinitésimal de X
dans la diagonale. On dit que Q;/Y est le Module des différentielles (de Kuhler)

de X sur Y, A un carré commutatif de topos annelés (1)

(1.1.4.2) X o2 x

(1) Ycommutatif" signifie "u¥f¥ = f'¥v¥ 2 isomorphisme donné pr2s" ; donc plus bas

(1.1.4.4) n'est commutatif qu'a isomorphisme donné prés.
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correspond un morphisme ﬂ;/Y —_— Q;'/Y' de Modules au-dessus de u , 1i.e.

un morphisme

1 1
#*
(1.1.4.3) u ﬂx/Y ﬁﬂx'/Y'
défini comme suit : posons A = ule? 9 = f'_lv-lg_Y , B= u-l_QX s
A' = f'_lgx, , B' = O » d'od un carré commutatif d'Anneaux de X'
(1.1.4.4) B——————>3B'

A ———— = A' s

la flache (1.1.4.3) est alors la fléche

1 1
Og/p @B > g g

. . . 1 . .-1.1
définie par (1.1.4.4), compte tenu de l'identification de QB/A a u lﬂX/Y
par (1.1.4.1). 8i (1.1.4.4) est cocartésien, (1.1.4.3) est donc un isomorphisme
d'apreés (1.1.2.9). De méme, les fldches de fonctorialité définies par des morphismes

de topos annelés
x—Lf sy —B 53

s'inscrivent, d'aprés (1.1,2.11), dans une suite exacte

(1.1.4.5) f*ﬂle, QX/Z "QX/Y 0

1.2, Définition du complexe cotangent,

1.2.1. Soient T wun topos, A-—>B un morphisme d'Anneaux de T ., On a défini
en (I 1.5.5.6) la résolution libre standard de B sur A : c'est une A-Algebre
simpliciale PA(B) augmentéevers B par un quasi-isomorphisme ; ses composantes

sont des A-Algébres libres, définies par récurrence par
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(1.2.1.1) P, (B) = A[B] ;

PA(B)n A[PA(B)n_l] pour n >0

Par construction, PA(B) dépend fonctoriellement de B sur A : 2 un carré

commutatif d'Anneaux

B —————————> B!
#*

A————= 7!

correspond un diagramme commutatif

(1.2.1.2) PA(B) PA,(B')

A a' H
la fléche PA(Bn) e PA,(B')n est donnée par récurrence par la fldche oblique

du carré commuatif

(1.2.1.2.1) Alr,(3) 1 > a[p,,(8") ]

A'[PA(B)n_l] A'[PA,(B')n_l]

Comme le foncteur "Algdbre libre engendrée par "commute aux limites induc-

tives quelconques et le foncteur "oubli" (de la catégorie des Algdbres dans celle
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des faisceaux d'ensembles) commute aux limites inductives filtrantes, le foncteur
P_(-) commute aux limites inductives filtrantes : si (AX — B)\))\eL est un systdme

inductif filtrant de morphismes d'Anneaux, on a un isomorphisme canonique

(1.2.1.3) n P, (B)\)

Plgm Ax (1im BX) N

Plus généralement, on a encore un tel isomorphisme si (AR —>B.) est un

A AEL
T-systgme inductif local au sens de (I 4.2.1.3) (en effet les foncteurs "Algébre
libre engendrée par" et "oubli" commutent aussi aux T-limites inductives locales,

comme il résulte aussitdt des définitions).

Soit £ : T' 3 T un morphisme de topos. 1l est immédiat sur les définitions

qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

-1 ~ -1
(1.2.1.4) £ PA(B) = Pf—l(A)(f (B))

Enfin, soit A —> B un morphisme de préfaisceaux d'anneaux. Notons a
le foncteur faisceau associé, I1 est immédiat qu'on a un {somorphisme canonique

fonctoriel

(1.2.1.5) ar,(3) ——> PEA(gB)

1.2.2. Soit A ~»B un morphisme d'Anneaux du topos simplicial Simpl(T) . Alors
PA(B) est un Anneau bisimplicial (ses lignes sont les A-Algdbres PA(B)m , ses
colonnes les A -Algebres simpliciales PA (Bn)), muni d'une structure de A-Algdbre
augmentée vers B, A et B é&tant regar:és comme Anneaux bisimpliciaux triviaux

dans la direction verticale. Par passage aux sous-objets diagonaux (I 1.1) on a

un triangle commutatif d'Anneaux simpliciaux :

(1.2.2.1) pﬁ(n) _ -8 )

-_— A

1) Pour alléger, on &crit Pﬁ(n) au lieu de 4P, (B)



- 123 -

La A-Algkbre Pﬁ(B) est libre composante & composante. D'autre part, il découle
d'Eilenberg-Zilber (I 1.2.2) et d'une suite spectrale des bicomplexes que la flache

horizontale de (1.2.2.1) est un quasi-isomorphisme (cf. (I 3.3.5.1)).

1.2.3, 8Soit A ~—2>» B un morphisme d'Anneaux de T . On appelle complexe cotangent

de B sur A, et l'on note L le B-Module simplicial

B/A
(1.2.3.1) L = Qll, B

-2 B/A /a % B
ofi P = PA(B)' 11 dépend fonctoriellement de A —> B : 2 un carré commutatif d’'Anneaux

B ——""——>B'

B ———enis. B
correspond un morphisme de B~Modules simpliciaux

(1.2.3.2) Ly/a Lyt ar

défini comme suit : le diagramme (1.2.1.2) fournit une fliche canonique P-lindaire

1 1
_—

B4 Oy

(avec en abrégé PA(B) =P, PA.(B') =P'), d'od (1.2.3.2) se déduit par produit

tensoriel avec B —3> B' au-dessus de P —3» P' , La flache (1.2.3.2), ainsi que

la flache B'-linéaire

(1.2.3.2)" Ly/a 8B —> Ly

qui lui correspond par adjonction, sera dite canonique,
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D'aprés (1.1.3.2) et (1.2.1.1) on a, pour n >0 , un isomorphisme canonique

(e, (B _})

(1.2.3.3) (LB/A)n - B @A

{qui garde encore un sens pour n = 0 en convenant que PA(B)-I = B), Celui~ci est
fonctoriel en B/A : la fléche induite par (1.2.3.2) en degré n s'identifie par

(1.2.3.3) & la flache produit tensoriel sur A —>A' de B —> B' et de la fliche

(PA(B)n_l) (PA,(B')n_I)
A —> A' déduite de P,(B) ., —> P, (B') , ou encore, plus
A1 A n-1
simplement, & la flache
(r,(3)_ .) (e, (B )
(1.2.3.3.1) B 8, Z ATl 8, Z AU Tmelt

(?,(8) —> P, (B')_.)
produit tensoriel sur % de B —>B' et de Z 2 n-1 A n-1

Soit (AX —'}B)L)XGL un syst2me inductif filtrant (voir un T-systéme
inductif local) de morphismes d'Anneaux de T . Alors on a un isomorphisme canonique

fonctoriel

(1.2.3.4) lim L = 1
A im B, /lim A

g B}\/ A lim )\/ im A

Cela résulte en effet de (1,2,1.3) et du fait que le foncteur QE/_ commute aux

limites inductives (1,1.2.9),

Soit £ : T' =~>» T un morphisme de topos. De (1.1.4.1) et (1.2.1.4)

découle qu'on a un isomorphisme fonctoriel canonique

(1.2.3.5) f-ILB/A = Lelg el

Enfin, soit A ~—> B un morphisme de préfaisceaux d'anneaux, notons a

le foncteur faisceau associé. Il résulte de (1,2.1.5) et du fait que Q}/_ commute

4 a que l'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(1.2.3.6) — LaB/g_A

2ly/a
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1.2.4. Soit A —»B comme en (1.2.3), L'augmentation PA(B) ~—> B définit une

augmentation

1
{1.2.4.1) LB/A —_—> QB/A

Proposition 1,2,4,2, La flache

1
Hy(Lg/y) > g /a

définie par (1.2.4.1) est un isomorphisme.

Preuve, Posons PA(B) = P, Le fait que P ~> B soit un quasi-isomorphisme
implique en particulier que la A-Algdbre B est conoyau de 1a double flache

P 3P L'assertion résulte donc simplement du fait que le foncteur g}
1> * P ~/-

commute aux limites inductives,

Corollaire 1.2.4.3. Soit M un B-Module. Il existe un isomorphisme canonique

fonctoriel

o ~
ExtB(LB /A,M) ey DerA(B,M)

Proposition 1.2.4.4. Supposons que B == SA(E) ,» o E est un A-Module plat.

Alorg (1.2.4.1) est un quasi-isomorphisme,

Preuve, D'aprés Lazard-Deligne (I 4.2.1.3)}, E est limite d'un T-systdme inductif
local de Modules libres. Les limites inductives locales étant exactes (loc. cit.},

(x)

on peut donc, compte tenu de (1,2,3,4), supposer que E = A pour un X €0b T ,
On a donc B —=- A[X]. D'apres (I 1.5.3 (1)) appliqué aux foncteurs T = A[-] ,
U = "oubli”, 1'augmentation PA(AtX]) ~—> A[X] est un homotopisme (de A-Algdbres

. . 1 1
simpliciales), Par suite Cpya —> g/ (od P= PA(B)) est un homotopisme de
A-Modules simpliciaux, donc en particulier un quasi-isomorphisme, Or, les composantes

de P étant libres, ! est, d'aprés (1.1,3,2), un P-Module plat. Il en résulte
/A

(I 3.3.4.6) que ﬂ;/A 8,8 —> Qé/A est un quasi-isomorphisme, cqfd.
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1.2.5. Soit A& —> B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T , Alors LB/A est
un B-Module bisimplicial, B étant regardé comme Anneau bisimplicial trivial dans
i

la direction verticale (cf, (1.2.2)). On pose

A 1
(1.2.5.1) LB/A = A LB/A - QP/A G%B y

ot Pm Pi(B) (1.2.2), C'est un B-Module plat, qui, lorsque A ~> B est défini
par un morphisme d'Anneaux A.o > B° ; de T , coIncide avec le complexe cotangent

Ly sa 1ntroduit en (1.2.3.1). La fléche (1.2.4.1), regardée comme flache de B-Modules
o’ %

bisimpliciaux, induit, par restriction & la diagonale, une fléche de B-Modules

(1.2.5.2) Ly/a --——ﬁnB/A .

Proposition 1.,2.5.3. Supposons que, pour chaque n €N , il existe un Ah-Module

plat En tel que B -~ 8, (En) (c'est le cas par exemple si B est libre sur

n
A terme 3 terme). Alors (1.2.5.2) est un quasi-isomorphisme,

1

1

Preuve. Posons P = P,(B) . D'aprée (1.2.4.4), la flache (@, 8B —>0

regardée comme fladche de B-Modules bisimplicfaux, induit un quasi-isomorphisme
sur chaque colonne. La proposition en découle, grace 2 Eilenberg-Zilber et ume

suite spectrale des bicomplexes,

1.2.6. Soit

(1.2.6.1) B ————— 3 3t

B —— e A

un carré commutatif d'Anneaux simpliciaux de T ,



- 127 -

Proposition 1.2,6.2. On suppose que les fliches horizontales de (1,2,6.1) sont des

quasi-isomorphismes (I 3.1.7). Alors :

a) Les fliches canoniques ci-desgsous induisent des quasi-isomorphismes

sur chaque ligne (1) :
(1) PA(B) ——> PA'(B') .

1

1
4D % @y/a > (/A

GLD Ly —> Iy

b) La flache canonique

A A A [y
Lyja —>Lgrjar  (resp. Ly, GB' —> Ly, ,,.)

est un quasi-isomorphisme.

Preuve. a) Montrons, par récurrence sur n 2 -1 , que

(D), @ BB, ———> P,,(B")

est un quasi-isomorphisme. (on convient que (i)_1 est la flache donnée B —> B').
Pour n = -1, c'est 1'hypothése. Supposons donc n = 0 , Par 1'hypothéses de récur-
rence, PA(B)n_1 —_3 PA'(B')n~1 est un quasi-isomorphisme, D'aprés Whitehead (I 2.2.3)

il en résulte que
L]
" (2, (®) ) ®,, @
Z zZ
est un quasi-isomorphisme. Appliquant (I 4.2.2.5), on en déduit que

Sy, () ¢ Z[R,(®) ;] —> 2 [P, (B") ]

(1) suivant la terminologie de (1.2,2).
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est un quasi-isomorphisme, Utilisant maintenant 1'hypoth2se que A —» A' est un
quasi-isomorphisme, on en déduit, par Kinneth (I 3.3.5.2),que les flaches horizontales
et verticales de (1,2,1,2,1) sont des quasi-isomorphismes, domc aussi la fléche
oblique, qui n'est autre que (i)“ . Montrons maintenant que (ii)“ et (iii)n sont
des quasi-isomorphismes pour tout n , Pour (iii)n , qui, comme on a vu, s'identifie
2 (1.2.3.3.1), cela résulte de Whitehead (I 2.2.3) et de Kiunneth (I 3.3.2.6) ; pour

(ii)n la preuve est analogue.

b) Compte tenu de l'assertion a) relative & (1ii), le fait que
L;>A - Lﬁ'/A' soit un quasi-isomorphisme découle d'Eilenberg- Zilber et d'une
suite spectrale des bicomplexes, Lé?A &tant plat, l'assertion respée en résulte

d'aprés (I 3.3.4.6). Ceci achéve la preuve de (1.2.6.2).

Corollaire 1,2.6.3. Sous les hypothéses de (1.2.6.2), supposons de plus que B

goit libre terme 2 terme sur A . Alors on a un isomorphisme canonique de D.{B')

1 .~
Og/a BB Lpr/at
Preuve, D'apras (1.2.5.3), la flache canonique (1.2.5.2) est un quasi-isomorphisme.

Les deux membres &tant des B-Modules plats, on en déduit par Kunneth (I 3.3.4.2) que

' . A 1 [
(1.2.5.2) ®gB : LB/A ®BB' —_— QB/A ®BB

est un quasi-isomorphisme. Mais, d'aprés (1,2.6.2-b)), on a un quasi-~isomorphisme

s A ' 4 [
canonique LB/A GhB —_— LB'/A' , d'ott la conclusion.

Remarque 1.2,6.4. La preuve précédente montre que la conclusion de (1.2.6.3) est
encore valable si, au lieu de supposer B libre terme 2 terme sur A , on suppose

5 1 1
seulement que LB/A —> fh/A est un quasi-isomorphisme et que QB/A est plat.

Corollaire 1.2.6.5. Sous les hypoth2ses de (1.2.6.2), on suppose de plus que B

et B' sont libres terme 3 terme sur A et A' respectivement. Alors la fl2che

canonique
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1 1 1 1
QB/A _ OB'/A' (resp. QB/A ®BB' ——>OB,/A,)

est un quasi-isomorphisme.

Preuve, On a un carré commutatif

2 s
Ls/a > Lgiyg

1 1
_ =

Ug/a g1/t °

D'aprés (1.2.5.3) les flaches verticales sont des quasi-isomorphismes., D'aprds

(1.2.6.2 b)) la fléche horizontale supérieure est un quasi-isomorphisme, Donc la

i~flache horizontale inférieure est un quasi-isomorphisme, cqfd,

Scholie 1,2.6.6. Soit A —> B un morphisme d'Anneaux simpliciaux de T ., Notons,
comme en (I 3.1,7), A-Alg/B la catégorie des A-Algdbres au-dessus de B , et
D(A-Alg/B) 1la catégorie localisée de A-Alg/B par rapport aux quasi-isomorphismes,

D'apréds (1.2.6.2 b)), plus KiUnneth, le foncteur

) L_A/A ®B : A-Alg/B ——>B-Mod , C+——>1 B

A
C/A gb
induit un foncteur

(1) L_A

/o 8B @ D(A-Alg/B) —> D.(B)

(B-Mod désigne (I 3.1.,7) la catégorie des B-Modules, D.(B) 1la catégorie localisée
par rapport aux quasi-isomorphismes). D'autre part, (1.2,5.2) définit un morphisme

naturel

) b, 83 —s al 3

/A
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entre foncteurs de A-Alg/B dans D,(B)., Je dis que (#*), muni de (¥##), est le

dérivé gauche, au sens de (  [23] I 4), du foncteur n}/A ®B ., (rel. au foncteur

de localisation A-Alg/B —> D(A-Alg/B)). En effet, utilisant la description

(I 3,1.8 (11)') de D(A-Alg/B) comme catégorie de fractions & droite de Hotfib(A-Alg/B),
il suffit, d'aprés (I l.4.4), de montrer que, pour chaque A-Algébre C

fibrée sur B , le pro-objet de D,(B)

Nlimﬂ (‘%'/A ®cIB y
-—

¢c' —c
ol C' —> C parcout les quasi-isomorphismes de Hotfib(A-Alg/B) de but C , est
essentiellement constant de valeur L(A:/A ®CB . Or cela résulte de (1.2.5.3) et
(1.2.6.5), compte tenu du fait que Pﬁ(c) —= C est fibrant, étant surjectif dégré
3 degré. Cela prouve donc notre assertion, Observons que celle~ci permet d'interpréter
la notation Lﬁ/A comme une notation abrégée pour L O’;/A , valeur en B du
dérive gauche de C > Of

/A ®cB .

Voici une autre caractérisation de L§/A comme objet de D,(B). Avant
de 1'énoncer, remarquons que le foncteur de B-Mod dans A-Alg/B associant 2
M 1'Algdbre des nombres duaux B @M (1,1.1.3) transforme quasi-isomorphisme en
quasi-isomorphisme, done induit un foncteur (encore noté Mt+—> B @ M) de D.(B)

dans D(A-Alg/B) .

Proposition 1.2.6,7, Soit M € ob D.(B) ., Il existe un isomorphisme canonique,

fonctoriel en M,
A ~
HomD.(B)(LB/A’M) ——n HomD(A-Alg/B) (B,B® M) .

Preuve, Observons d'abord que, d'aprés (1,1,1.4) et (1.1.2.6), on a, pour

C € ob A-Alg/B et ¥ € ob B-Mod , un isomorphisme canonique fonctoriel

1 ~
(*) HomB-Mod(aC/A ®CB,F) — HomA-Alg/B(c’B @ F) .
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Interprétant les homotopies dans B-Mod (resp. A-Alg/B) 2 1'aide d'objets de

cheming (I 3.1.2), on déduit de {*) un ilsomorphisme fonctoriel

1 ~
b Bomg o . 8y ©csa FB-FY —> Homyo (y_a1g/p)(CB @ F)
Cela étant, on a, d'apras (1.2,6.6),

A _ 1
Homy (g (Lg/ps¥) = Lim  Homy gy (G, 88,00
C—»3B

limite prise suivant les quasi-isomorphismes fibrants C - B , D'autre part, on a,

d'aprés (I 3.1.8 (1)),

1 1
Homy gy (lg/y 8B = lim  Homg o ) (/) 8BF)
M—>F

limite prise suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes M ~~>F . On

en déduit :

A ~ . .
Hom (py(Lg/poM) === lim  lim  Hom,, (p) (“(12/A &B.F)
M—»F C—>»B

~

= 1lim lim
-

(C,B @ F) (¥
—_—
M—sF C—>B

HOmy v (A-Alg/B)

- En, HomD(A-Alg/B)(B’B@ F) (I 3.1.8 (ii")")
M—>F

= Homyu p1./py(BBOM

ce qui établit 1'isomorphisme annoncé en (1.2.6.7).

1.2.7. Soit
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un morphisme de topos annelés. On appelle complexe cotangent de X sur ¥ 1le

Q_X-Module simplicial LX/Y défini par

(1.2.7.1) = L -1
iy T To /ey

I1 dépend fonctoriellement de f : & un carré commutatif de topos annelés (1,1,4,2)
X
f}
Y

(1.2.7.2) U*LX/Y — I'XV/Y'

u
e X

’ )
—— Y

correspond un morphisme

défini par (1.2.3.2)' relatif a (1.1.4.4), compte tenu de (1.2.3.5) : on laisse
au lecteur le soin d'expliciter 1'isomorphisme de transitivité relatif au composé
de deux carrés (et la condition de cocycle correspondante pour un composé de trois ...).

Avec la notation (l.1.4.1) on a {1,2.4.1) une augmentation

1
(1.2.7.3) LX/Y —— QX/Y .

fonctorielle en £ , dans le sens que pout un carré (1,1.4.2) le carré
- (1.2.7,2)
v ey Loy

(1.2.7.3) (1.2.7.3)

1 (1,1.4.3) -1
vy > iy

est commutatif, Rappelons (1.2.4.2) que (1.2,7.3) induit un isomorphisme

~ 1
(1.2.7.4) B (Lyy) — )y .
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2. Premidres propriétés.

2,1, Triangle de transitivité,

2.1.1. Soient T un topos, et

(2.1.1.1) A—>»B—>¢C

des morphismes d'Anneaux simpliciaux de T . Ceux-ci s'insdrent dans un diagramme

commutatif d'Anneaux simpliciaux

(2.1.1,2) A

P Q
B 4

A > > ,

ol P = Pﬁ(B) (1.2.2.1), Q= Ps(c). Comme Q est libre terme & terme sur P ,

la suite canonique

1 1 1
(2,1,1,3) 0-——>QP/A ®PQ QQ/A QQ/P

est exacte (1.1,2,13). Comme (bl/l’ est plat sur Q , la suite déduite de (2.1.1.3)

par extension des scalaires 3 C est encore exacte. On note

(2.1.1.4) (2.1.1.3) ®,C

A
Le/B/A Q

cette suite exacte ; on l'appelle suite exacte (ou vrai triangle, cf. (I 3.2.4))

de transitivité relative 3 (2.1.1.1). Elle dépend fonctoriellement de (2,1,1.1) :

un diagramme commutatif

(2.1.1,5)

|
\

o
Q

A’ > B’ c'

définit un morphisme du diagramme (2,1,1,2) dans le diagramme analogue relatif &

A' —>» B' —» C' , d'od un morphisme de (2,1,1,3) dans la suite exacte analogue



- 134 -

(relative 3 A' —= B' —> C'), d'ot finalement un morphisme de suites exactes de

C-Modules

A A
(2.1.1.6) LC/B/A —_ LC'/B'/A' !
correspondant par adjonction & un morphisme de suites exactes de C'-Modules (1)

. a
(2.1.1.6) Lorp/a %€ — Lovpiar

Proposition 2.1.2, Le triangle distingué de D.(C) associé 3 Lé/B/A par_le

foncteur % de (I 3.2.4) s'écrit, 2 isomorphisme canonique fonctoriel prds,

/ Lesp
LB;’A “g¢ > L(‘fA ;

od les fléches de degré zéro sont les images dans D,(C) des fléches canoniques.

Preuve, Par fonctorialité de (1.2.5.2), on a un diagramme commutatif canonique

fonctoriel

a A
F/A &2 Losa > Lyse

)

1 i 1
Qp/a &0 Qq/a > Oop -

ot la ligne du bas est (2.1.1.3), Comme { est libre terme a4 terme sur P , la
flache verticale de droite est un quasi-isomorphisme d'apres (1.2.5.3). De méme,

comme P est libre terme 2 terme sur A , L§/A — Q;/A est un quasi-isomorphisme,

(1) Ne pas oublier que (2.1.1.4) est une suite exacte de C-Modules plats.
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donc par KUnneth (I 3.3.4,2) la fl2che verticale de gauche est un quasi-isomorphisme,
Enfin, comme P est libre terme 2 terme sur 4 et Q libre terme 2 terme sur P ,
Q est libre terme & terme sur A , et la fléche verticale médiane est un quasi-
isomorphisme, Les composantes de (%) &tant plates sur Q , on déduit de (¥), par

extension des scalaires de @ 2 C , un diagramme commutatif
a 8 —> b & ¢c—m>18, &c
Le/a Ta/8q ore %
(S

. 1 1
v 3 2 f‘! 3
HP/AGPC__‘HHQ{A@QC—_A bre %C R

ol les fl2ches verticales sont encore des quasi-isomorphismes, la ligne du bas

&tant Lg/B/A . On a d'autre part un diagramme commutatif canonique fonctoriel
4 ®C———> & ®C— A ec
Le/a O Yo/a % Yorz %

()

A A A
Ly/a %C —> Lo/a > Lo/s ,

ol les flaches verticales sont des quasi-isomorphismes d'aprés (1.2.6.2 b)). Mettant

ensemble (¥*) et (), on obtient la proposition.

2.1.2.1. 8§i, dans (2.1.1.1), A, B, C sont triviaux, on écrira LC/B/A

s'écrit alors

au lieu

A
de LC/B/A . Le triangle distingué de D,(C) associé 2 LC/B/A

LC/'B

Ly/a Sg° ® Topa



- 136 -

ol les fladches de degré zéro "sont" les flaches canoniques ; d'apres (1,.2.4,2), la
suite exacte d'homologie correspondante se termine, 2 isomorphisme canonique foncto-

riel pr2s, par la suite (1.1.2,12).

Proposition 2,1.3. 8i les flaches verticales de (2,1,1.5) sont des quasi-isomorphis-

mes, la fl2che canonique (2,1.1.6) (resp. (2.1.1.6)') est un quasi-isomorphisme

(I 3.2.4).

Preuve. Il suffit de montrer que la fliche induite sur les triangles distingués

sous-jacents est un isomorphisme. Compte tenu de (2.1.2), cela résulte de (1.2,6,2 b)),

1 .
2.1.4, Notons QC/B/A la suite (1,1,2,12) relative & (2.1.1.1)

1 1 al

0 > Qig,, GC Oc/a ¢c/B

exacte sauf peut-&tre en Q;/A.®BC . Le diagramme (2.1,1.2) définit canoniquement

un morphisme

A i
(2.1.4.1) Lepia > fo/p/a :

Supposons B libre terme & terme sur A , et C libre terme & terme sur B , Alors
la suite Qé/B/A est exacte, et il découle de (1.2.5.3) que (2,1.4.1) est un

quasi-isomorphisme (I 3,2.4), Joignant cette remarque a (2.1.3), on obtient :

Corollaire 2.1.4.2. On sguppose que les fliaches verticales de (2,.1.1.5) sont des

quasi-isomorphismes, et que B est libre terme & terme sur A et C libre terme

2 terme sur B , Il existe alors un isomorphisme canonique de VT.(C') (I 3.2.,4)

A > .
Lo/t %/n/a &
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2.1,5. Soient
(2.1.5.1) x—ft sy —E—
des morphismes de topos annelés, La suite exacte de gx-Modules simpliciaux

(2.1.5.2) L = L -1 -1
X/Y/Z 0,/ (0 )/ (g (o))

est appelée suite exacte (ou vrai triangle) de transitivité relative a (2,1.5.1).

Elle dépend fonctoriellement de (2.1.5.1) : un diagramme commutatif

(2.1.5.3) X £ y £
u
I 1
x £ ¥ = >z
définit un diagramme commutatif d'Anneaux de X'
(2.1.5.4) A B c
A' B' c!

od C'=0,,, B'= f"l(gy,) , A' = (g'f')‘l(gz,) , C= u‘l(gz) , B = u'lf'l(gY) )

A= u-l(gf.)-lgz , d'ott, par (2.1.1.6)', compte tenu de (1.2.3.5), un morphisme

(2.1.5.5) WLy vz > Lyvyyrjz

Pour un "composé" de deux diagramme (2,1.5.3), on a une transitivité qu'on laisse

au lecteur le soin d'expliciter.

D'aprds (2.1.2), le triangle distingué de D(X) associé 2 L s'écrit,

X/Y/2
a4 igsomorphisme canonique fonctoriel preés,
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(2.1.5.6) LK/Y

vz 2Ly -

ot les flaches de degré zéro sont les fliches canoniques (1.2.7.2) (plus exactement
leurs images dans D(X)). La suite exacte d'homologie de (2.1.5.6) se termine,

3 isomorphisme canonique fonctoriel pr2s, par la suite (1.1.4.5). On notera

(2.1.5.7) K(£,8) (ou K(X/¥/2)) EExtl(Lx/Y.f*LY/Z)

la flache de degré un de (2.1.5.6), On 1'appelle classe de Kodaira-Spencer de

(2.1.5.1). Celle-ci joue un r8le fondamental dans la théorie des déformations,

comme on le verra plus loin.

2.2, Changement de base.

Propesitiop 2.2.1. Seit T un topos, &L soit

B — i B!

A ity !

un carré cocartésien d'Anneaux simpliciaux de T . On suppose que la flache canonigue

1
B ®,A' —>B' de D(A-Alg) (I 3.3.5) est un isomorphisme. Alors les flaches cano-

A
niques :
A &
€8] LB/A ®BB' —ﬁLB'/A' 5
. A A A
(1) (LB/A ®B') & (B ®A,LA,/A) —> Ly,

sont des quasi-isomorphismes.
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Preuve. Posons Pﬁ(B) = P, Pﬁ,(B') =P', P G%A' = P1 . On a un diagramme

commutatif

A 3 A'

£
L'hypothése B ®AA"—4=ﬁ> B' implique que Pl —>3B' estun quasi-isomorphisme ;

donc, par commutativité de (%) , ot —> P' est un quasi-isomorphisme, D'autre
part, comme P est libre terme 3 terme sur A , Pl est libre terme & terme sur A',

Des flaches canoniques

1 1 1 1
Q1’/,41 ®pP > pl e - QP'/A' :

la premi2re est un isomorphisme d'aprés (1.1.2.9), et la seconde est un quasi-
isomorphisme d'aprés (1,2.6.5). Par extension des scalaires 2 B' il en résulte
aussitdt, d'aprés Kumneth (I 3.3.2), que (i) est un quasi-isomorphisme. Prouvons
maintenant que (ii) est un quasi-~isomorphisme, Posons Pﬁ(A') =Q, R=P 2,9,

R' = PA(B'). On a un diagramme commutatif

"
0
=

()
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£
L'hypotheése B GEA' —=—> B' implique que R —>B' est un quasi-isomorphisme ;

donc, par commutativité de (#%), R —> R' est un quasi-isomorphisme. D'autre
part, comme P (resp. Q) est libre terme 2 terme sur A , il en est de méme de
R (le produit tensoriel de deux Algebres libres est une Algébre libre), Des

flaches canoniques
@, er o ®Rae o,) —>, —>
/s % o %o/ Ur/a Upija >

la premi2re est um isomorphisme (1.1.2.10), et la seconde est un quasi-isomorphisme
d'apres (1.2.6.5). Par extension des scalaires & B' il en résulte (d'apris

Runneth) que (ii) est un quasi-isomorphisme, ce qui ach2ve la preuve de (2,2.1).

4
2.2.2. Compte tenu des suites spectrales (I 3.3.3), la condition "B GhA' —=> B'

dans D(A-Alg)" est vérifiée dans les cas suivants :
a) si Hp(Torﬁ(B,A')) = 0 pour q >0 (donc a fortiori si
A
P 1 =
Tor "(B_,A = 0 pour 0) ;
q (B p) P q>0) ;

H,(4)

b) si TorP (H,(B), H,(A")) =0 pour p >0 et la flache (I 3.3.5.4)

Hy(B) Sh*(A)H*(A') ~—> H,(B') est un isomorphisme.
Corollaire 2.2.3. Soit, comme en {(1.[.4.2),
et X

fl

2

Yy e——— ¥

un carré commutatif de topos annelés. D'od, comme en (1.1.4.4), un carré commutatif

d'4nneaux de X'
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B — > B'

A——> A

On suppose qu'on a TorA(B,A') =0 pour q >0, et L, =0 . Alors les
q Rour = "B'/B YA 22015 298

flaches canoniques

(L) wLy,y > Lgryr

(ii) u*Lx/YGB £'¥L ———> 1L

' /Y X'/Y

gsont des gquasi-isomorphismes,

Preuve, Posons B GkA' =B Le triangle de transitivité relatif a A' —> B, > B'

1

(resp, A-> Bl ~> B') montre que la fl2che canonique

(resp. L )

1 1
L131/A' 8513 > Ly /a0 8313 > Lgija

Bl/A

est un quasi-isomorphisme, D'apr2s (2.2,1), la fl2che canonique
Ly/a @B —> LB1/A' (resp. (LB/A @Bnl) @ (131 ®A'LA'/A) — LBI/A)

est un quasi-isomorphisme. Par Kunneth (I 3.3.2), il en résulte que

@BB') o (B’ ®A,LA,/A) —> L BY)

1 - '
Ly, ®pB _%LBI/A' ®B]_B (resp, (LB/A

®,
Bl/A B,
est un quasi-isomorphisme, donc finalement, git@ce 2 l'assertion du début, que (i)

(resp. (i1)) est un quasi-isomorphisme, cqfd.

2.3, Localisation,

Proposition 2,3.0. Sofent f : X —>Y un morphisme de topos annelés, V un objet

de Y, U un objet de X au-dessus de V, X' (resp. Y') le topos X/U (resp.

Y/V) muni de 1'Anneau induit par Oy (resp. _QY), d'od un carré commutatif de topos
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annelés

Y e ¢! s

ol les fldches horizontales sont les flaches de localisation, £' éctant induit

par F ., Alors la fldche canonique u*LX/Y —_—> Lx'/Y’ est un isomorphisme.

Preuve, La flache f'_l(gY,) '-—'>_Qx. s'identifie 2 1'image par u-l de la flache

f'l(gY) —> 0y ; donc 1'assertion résulte de (1.2.3.5).

Proposition 2,3.1. Soient T wun topos, u : A —> B un morphisme d'Anneaux de T .
On _suppose que u est un épimorphisme dans la catégorie des Anneaux de T (l.g.

que la flache produit B ®AB -3 B est un isomorphisme), et que B est plat sur A,

Alors on a Laja = 0 dans D(B).

Preuve. Par hypothdse, le carré ci-dessous est cocartésien :

B"’""'—E—éB

4 ——a————> B .

C B t plat
omme est plat sur A, il résulte de (2.2.1) que Lyjp —>1lgsp est un

quasi-isomorphisme. Mais Ly/y = O dans D(B) d'aprés (1.2.4.4) (puisque (.o = 0),

d'ott 1'assertion.
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Corollaire 2.3.1.1. Soit

B ————8m > B!

A ————— A

un carré commutatif d'Anneaux de T . On suppose que les flaches horizontales sont

des épimorphismes dans la catégorie des Anneaux et que A' (resp. B') est plat

1
sur A (resp. B). Alors la flache canonique LB/A G%B b LB'/A' est un

quasi-isomorphisme.

Preuve. D'aprds (2.3.1) on a (resp. L ) =0 dans D(B') (resp. D(a")).

Lat/a B'/B
L'assertion résulte donc des triangles de transitivité relatifs 3 A —>B —> B'

et A—>A' —>B' .,

2.3.2. Les hypoth2ses de (2.3.1) sont vérifies en particulier si u est un

morphisme de localisatlon, par quoi nous entendons qu'il existe un sous-faisceau

d'ensembles X de A tel que u(X) soit contenu dans le sous-faisceau B¥ des
unités de B et que la flache canonique X-IA —> B induite par u soit un
isomorphisme (cf, ( [17] 9.4.4)). (Rappelons que 1'Anneau de fractions 1A et
la flache canonique A —> X-IA sont caractérisés par la propriété universelle
habituelle, 2 savoir que toute fl2che de A dans un Anneau A' envoyant X dans
A'* ge factorise de manidre unique & travers X_IA). Noter que si u est un
morphisme de localisation, il existe un plus grand X possédant la propriété
indiquée plus haut, 3 savoir u-l(B*) . Le fait qu'un morphisme de localisation
soit un épimorphisme dans la catégorie des Anneaux est trivial sur la définition,
quant au fait que X—l A soit plat sur A , il se vérifie facilement tout comme

dans le cas des anneaux ordinaires.
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Lemme 2.3.3. (i) Soit u : A—>B un morphisme de préfaisceaux d'anneaux de T .

S8i, pour tout U € ob T, u(U) : A(U) —> B(U) est un morphisme de localisationm,

alors le morphisme de faisceaux d'anneaux associé au : aA —> 2B est un morphisme

de localisation.

(ii) Soit

A——>3B

un diagramme commutatif d'Anneaux de T . 8i u est de localisation, alors pour

toute C-Algébre C' , u GbC' : A GbC' —>B GbC' est de localisation.

(iii) Soient

des morphismes d'Anneaux de T . Si u et v sont de localisation, il en est de

méme de vu. Inversement, si vu gst de localisation et si u est un épimorphisme

de 1a catégorie des Anneaux, alors v est de localisation.

(iv) Soit f : T—>T un morphisme de topos, et soit u : A—>3B un

morphisme d'Anneaux de T . Si u est de localisation, il en est de méme de f¥u .

Inversement, si f*u est de localisation et si f%* est fidele, u est de loca-

lisation.

Preuve. C'est & peu prés trivial sur les définitions. Pour (i), notons X le sous-
préfaisceau de A image inverse par u du préfaisceau des unités de B , de sorte
que u induit un isomorphisme X-lA ==> B ; il est immédiat que au induit un
isomorphi sme (gx)-l(gA) —2> aB , Pour (ii), soit XC A tel que u induise

un isomorphisme X-lA -5 B, et notons X' 1l'image de X par A —> A ®CC',
alF—= a®1 ; il est immédiat que u ®CC' induit un isomorphisme

X'-I(A ®CC')'4=—> B Gbc' . Prouvons (iii). Supposons u et v de localisation ;

soit Y = v-l(C*) , X = u-l(Y) ;8 f: A—>C' est tel que f(X)ccC'*, f ge
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factorise en f : B—>C' car XD u_l(B*), et f & son tour se factorise 2
travers C , car si b &€ B, b s'écrit localement x_la pour X € uul(B*),

a €A, donc, si v(b) € C*, alors a €X et E(b) = £(x)""f(a) € C'* , donc
vu est de localisation. Inversement, supposons vu de localisation et u un

-1(Y) 5 si

épimorphisme d'Anneaux ; posons comme précédemment Y = v-l(C*), X=u
g : B—>C' est tel que g(Y) c C'#, alors ona gu(X) c C'* , donc gu : A —> C'
se factorise A travers C en E :t C—>C', et, comme u est un épimorphisme,
1'égalité EQu = gu implique E& =v , donc v est de locaiisation. Reste 2
vérifier (iv). Supposons u de localisation, soit X C A tel que u induise

un isomorphisme X-lA —~> B , posons X' = f¥X ; la donnée d'un morphisme

v : f¥A —>B' tel que v(X') c B'¥ équivaut, par adjonction, a celle d'un
morphisme w : A =3 £,(B') tel que w(X) c £,(B'¥) = (f,(B'))¥ donc & celle

d'un morphisme B —3> f,(B'), donc finalement, par adjonction, 2 celle d'un morphisme
f¥B —> B' , ce qui prouve que f* u est de localisation, Inversement, supposons

f¥u de localisation, posons X = unl(B*), de sorte que u se factorise & travers
XA en T:ixlA=>B; ona £*X) = () L(E¥B)* (NB. EX(B¥) = (£%B)%)

donc £%(u) est un isomorphisme, donc comme f* est fidéle, u est un isomorphisme,

ce qui prouve que u est de localisation, et achéve la preuve de (2,3,3).

Proposition 2.3.4, Soient X un topos annelé, X~ son spectre au sens de

Mme Hakim ( [18]chap, ITI), p : X —> X la projection canonique. Le morphisme

p-l(gx) ~—> 0y~ est un morphisme de localisation.

Preuve. D'aprés (loc. cit.), le morphisme p-l(gx) —> 0y~ est associé au morphis-

me de préfaisceaux
(U,8) > (@ (1) —> 0, (M[s™']) , UEobX, s €00 .

L'assertion résulte donc de (2,3.3 (i)).
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Corollaire 2.3.5. Solient Y un topos anneléd, X un schéma relatif sur Y au sens

de Mme Hakim ([18]chap. 1V), d'ott (loc. cit.) des morphismes de topos annelés

x -y ikay , o Y est le spectre de Y et p la projection canonique.

La_ fleche canonique LX/Y — Lx/YN est un quasi-isomorphisme.

Preuve, D'aprés (2.3.4) et (2,3.1) on a Ly~ = O dans D(Y™) . L'assertion

résulte donc du triangle de tramsitivité (2.1.5.6) relatif 23 X —> Y —>7Y .

Corollaire 2.3.6. Soit X un schéma affine d'anneau A , notons AX le faisceau

constant sur X de yaleur A . Lg morphisme cancnique —> 0, (EGA Err I 1.8.4)
constant sur ge vaieur € morp x

est un morphisme de localisation.

Preuve. X est en effet le spectre du topos ponctuel annelé par A . On peut aussi

remarquer que Ax —> 0, est trivialement de localisation en chaque point, donc

X
de localisation d'aprés (2.3.3 (iv)).

2.3.6. Soit f : X~ Y un morphisme de schémas affines, correspondant & un

morphisme d'anneaux u : A—> B . On a alors un carré commutatif canonique

(2.3.6.1) B, ————————> 0

-1
Ay mm— > ¢ (gY) R

olt les morphismes horizontaux sont de localisation d'aprés (2.3.6) (NB. le morphisme

du bas est l'image par f-l du morphisme canonique &l —> 0, , donc est de locali-

Y
sation d'aprés (2.3.3 (iv))). Rappelons (EGA Err I 1.8.5) que le foncteur qui &

un B-module M associe le _(_)_X-Module quasi-cohérent correspondant M~ s'identifie

canoniquement au foncteur M b—> MX ®B QX . En particulier, on a canoniquement
X
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@

(I‘B/A)~ (LB/A) X BXQX

L @ 0, (1.2.1.4) ,
Bx“‘x B X

et par sulte le carré (2,3.6.1) fournit une fléche canonique
(2.3.6.2) (LB/A) _ﬁLx/

v .

Proposition 2,3,6.3, La fléche (2.3.6.2) est un quasi-isomorphisme.

Preuve. Les fléches horizontales étant de localisation, 1l'assertion résulte de

(2.3.1.1).

Corollaire 2.3.7. S8oit f : X~>Y un morphisme de schémas., Les faisceaux

1
d'homologie de LX/Y

noethérien et f localement de type fini.

sont quasi-cohérents, Ils sont cohérents si Y est localement

Preuve. La question étant locale d'aprds (2,3,0), on peut supposer X et Y affine.
La premidre assertion résulte donc trivialement de (2.3.6.3). La seconde en résulte
aussi, compte tenu de (1.2.6.3) et du fait que, d'aprés André ([1] 17.2 p.69),

toute algébre de type fini B sur un anneau noethérien A admet une résolution

P—~>B ot P est une A-algdbre simpliclale libre de type fini en chaque degré.

Proposition 2.3,8. Soient S' —~> 8 wun morphisme de topos annelés, X un schéms

relatif sur S ([18Jchap. IV), X' le schéma relatif sur 5' déduit par changement

de base, d'ol un carré commutatif (1) de topos annelés

X €—t 3!

£ £
§ «——V—o— 3!

(1) et meme 2-cartésien ( [18] IIT 3.1).
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La fl&che canonique

(#) u'l(gx) ®(fu)-1(gs)f"1(o ) —> 0.,

est un morphisme de localisation.

Preuve (1). La question étant locale, on peut supposer que X est le spectre d'une

Qs-Algébre A ., Alors X' est le spectre de A' = v¥ = v-lA ® -1 0., . La flache
v QS—S

(#) s'insére dans un carré commutatif

-1 -1 ~ -1
vlag 1 il — o el
&, 0 25
-1 -1 ()
vlo @1 £, — T 5 o . ,
x “h o, 9% %

olt 1'on a posé h = fu = vf', La fléche horizontale supérieure est un isomorphisme
par définition de A' ., La fléche verticale de droite est de localisation d'aprés
1

(2.3.4). D'autre part, toujours d'aprés (2.3.4), £ A—>0

est de localisation,

done (2.3.3 (iv) + (ii)) 1la flache verticale de gauche est de localisation. Donc

(2.3.3 (ii1)) (*) est de locallsation, cqfd.

Corollaire 2.3.9. Soient S un topos annelé, X (resp. Y) un schéma relatif sur

5, &= X x¥ ( [18]chap. IV}, d'od un carré commutatif %) ¢e topos annelés

LN
A

) Je remercie Mme Hakim, qui m'a communiqué cette preuve.
) en fait, 2-cartésien ( [18] IV 3.1).
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La fl&che cenonique (o h = fp = qg)

-1 -1
p (0 ®h_l(gs)q (o) > 9

est un morphisme de localisation.

Corollaire 2.3.10. Dans la situatjon de (2.3.8), supposonsqu'on ait

(0t -1 -1
Tor, =5 (u (QX), £' 7(0g4)) = 0 pour i >0 . Alors les fléches canoniques

2 144
Wy /s >Lyrygr o EFLgig >lgvx o

13 LK
utlys ® gy g > Lgvy

s .
sont des quasi-isomorphismes.

Preuve. Appliquer (2,2.,3), 1l'hypoth2se L_, , =0 de (loc. cit,) étant
Sm—— B'/B ®AA

satisfaite d'aprés (2.3.8) et (2.3.1).

Similairement, on a :

Corollaire 2.3,11. Dans la situation de (2,3.9), supposons qu'on ait

-1
Tor? (QS)(p-l

(QX), q-l(gY)) =0 pour i >0 . Alors les fliches canoniques

P*LX/S —_— LZ/Y , P*LX/S S q¥L, i B

Y/8 Z/8 :

sont des quasi-isomorphismes,.

Remarque 2.3,12, Si, dans (2.3.9), S est un schéma ordinaire, l'hypothése de
(2.3.11) signifie que les faisceaux quasi-cohérents sur 2 E_o_g?(gx,gy) définis
dans (EGA III 7) sont nuls pour 1 > O {dans la terminologie de (SGA 6 III 1.5),
on dit que X et Y sont tor-indépendants sur 8), En effet, pour z € 2 ,

x =p(2), y=q(z), s ="1u(z), ona
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0
oY, a7, = Tor R, L0y )

- =S
, ,0 y) lim Tor, (gx(u), p_Y(v)) s

limite inductive suivant les ouverts affines UDx , V3y, W3 s tels que

f(Wew, gv)cwu.



CHAPITRE III

COMPLEXE COTANGENT ET EXTENSIONS INFINITESIMALES

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans ce

chapitre sont supposés commutatifs et unitaires.

1. Calcul du tronqué a 1'ordre un du complexe cotangent.

1.1. Sorites sur les extensions d'Algebres.

Nous passons en revue ici quelques notions bien connues, voir (EGA 0IV 18)

dans le cas ponctuel, [17] dans le cas global.

1.1.1. Soit T wun topos. Par une extension d'Algébres de T on entend un diagramme

commutatif d'Anneaux de T

E—LE—> 38

A ?

ol p est surjectif, le noyau de p é&tant un Idéal I de carré nul. Il existe

alors sur I une unique structure de B-Module telle que
plx)y = =zy

pour x (resp. y) section de E (resp. I). On dit que X est une A-extension de B
par le B-Module I . Les extensions d'Algébres de T forment de manidre naturelle

une catégorie, notée

(1.1.1.1) Exal s (@)

1 . . s
(7) Vu le chapeau coiffant ce chapitre, cette notation ne pré&te pas a confusion.
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un morphisme d'extensions d'Algdbres étant défini comme un diagramme commutatif

E' ————> E

Al —> 4

En associant & chaque extension X comme plus haut le couple formé du mor phisme

A —> B sous-jacent et du B-Module I = p-l(O), on définit un foncteur
(1.1.1.2) T : Exal —> Algmod ,

ol Algmod désigne (cf. (I 3.1.2)) la catégorie des couples (A —> B,I), ob
A —>B est un morphisme d'Anneaux et I wun B=Module, un morphisme
(A' —>B', I') —> (A—> B, 1) é&tant défini comme un couple formé d'un carré

commutatif

B! ——————————> B

A' ———> A

et d'un morphisme I' —> I au-dessus de B' —> B (i.e. un morphisme B'-linéaire

I' —> I, ou, au choix, un morphisme B-linSaire I' 8B —> 1.

1.1.2. Dans la suite, on s'intéressera plus spécialement A certaines sous-catégories

(non pleines) de Exal, Pour un Anneau A f£ixé, on notera
(1.1.2.1) Exal,

la sous-catégorie de Exal formée des A-extensions, les fléches étant les fl&ches

d'extensions induisant 1'identité sur A ., Pour un morphisme d'Anneaux A —> B
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fixé, on notera
(1.1.2.2) ExalA(B,-)

la sous-catégorie formée des A-extensions de B par un B-Module variable, les
flaches étant les flaches d'extensions induisant 1'identité sur A et B . Enfin,

pour un morphisme d'Anneaux A —> B fixé et un B-Module I fixé, on notera
(1.1.2.3) Exal,(B,1)

la sous-catégorie formée des A-extensions de B par I , les flaches étant les

flaches d'extensions induisant 1'identité sur A, B et I .

1.1.3. Soient A un Anneau de T , et
X={(0—>1—>»E—>B—>0)
une A-extension d'Alggbres. Soit
Ut G s B

un morphisme de A-Algdbres. On définit, comme dans (EGA 0IV 18.2,5), la A-extension

"image de X par u " :
(1.1.3.1) Xsu = (0 —> I —>E ch—>c-—>o> .

C'est une A-extension de C par I considéré comme C-Module via u ; on a un

morphisme canonique
(1.1.3.2) b 3 4

de ExalA , dont 1'image par 1 (1.1.1.2) est (u,idI) . 8L u': ¢ ~—>C estun

morphisme de A~Algdbres, on a un isomorphisme canonique
(1.1.3.3) Xa(uu') —=> (Xpu)wu'

de ExalA(C',I), isomorphisme satisfaisant 2 la condition de cocycle habituelle.
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Soit maintenant
vV: I —m—>17

un morphisme de B-Modules. On définit, comme dans (EGA OIV 18.2.8), la A-extension

"image de X par v" :

(1.1.3.4) k= (0—>J]—>Ed I —>3—>0 .
C'est une A-extension de B par J ; on a un morphisme canonique
(1.1.3.5) X ————— u#X

de ExalA(B,-), dont 1'image par T est (1dB,v). 8i v' : J—>J' est un morphisme

de B-Modules, on a un isomorphisme canonique
(1.1.3.6) (V' v)aX —=—> v'u(vsx)

de ExalA(B,J'), isomorphisme satisfaisant 2 la condition de cocycle habituelle.

1.1.4. Soit
X 0O—>I—>E—>B—>0
£ - v u
Y O—>»>J—>F—>C—>0

un morphisme de ExalA . On a alors un isomorphisme canonique de ExalA(B,J) :
(1.1.4.1) vaX —=—> Y#u B

et la flache f : X —> Y est la composée

(1.1.3.5) > (1.1.4.1), (1.1.3.2)

X VaX Y#u -> Y .
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1.1.5, Fixons le morphisme d'Anneaux A —> B . Le foncteur 7 (1.1.1.2) induit

un foncteur
T ExalA(B,-)—%B—Mod

(B-Mod = catégorie des B-Modules). Celui-ci, grace 2 (1.1.3.4) et (1.1.3.6), fait
de ExalA(B,-) une catégorie cofibrée sur B-Mod, et m@me une catégorie "cofibrée
additive” au sens de Grothendieck [17] , ce qui signifie que ExalA(B,O) est

équivalente & la catégorie ponctuelle et que, pour M , N & ob B-Mod, le foncteur
(prlu-,prz-n) : ExalA(B,M X N) —> ExalA(B,M) X ExalA(B,N)

est une équivalence de catégories (1). La vérification de ce fait est triviale.
De 12 découle (loc. cit.)que, pour M € ob B-Mod, la catégorie-~fibre E_xg_];A(B,M)
est une "catégorie de Picard”, i.e. un groupolde muni d'une "addition” associative
et commutative 3 des isomorphismes donnés pres satisfaisant 3 certains axiomes de
compatibilité (voir (SGA 4 XVIII ) pour une définition en forme), L'ensemble
des classes d'isomorphie d'objets de EZElA(B’M) est, comme dans toute catégorie

de Picard, un groupe azbélien ; nous le noterons
(1.1.5.1) ExalA(B,M) H

1'élément neutre est la classe de l'extension triviale définie par 1'Algébre des
nombres duaux B @M (IT 1,1.1.3), Le groupe des automorphismes d'une extension
donnée X € ob gx___aiA(B,M) s'identifie canoniquement au groupe des automorphismes
de 1'extension triviale, lui-méme canoniquement isomorphe, d'aprés (IT (1,1.1.4)),
a DerA(B,M). L'ensemble des splittages de X , ou isomorphismes de X avec
1'extension triviale, est donc soit vide, soit un torseur sous DerA(B,M). (2)

S§i £ : M~>»N est un morphisme de B-Modules, le foncteur image directe

fu ExalA(B,M) e ExalA(B,N)

T .

Q9] ExalA(B,-) est mBme "exacte 3 gauche" (loc. cit. 7.1.11), mails nous n'aurons
pas besoin de cette propriété.

(2) La vérification directe de ces propriétés est d'ailleurs triviale.
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est un foncteur entre catégories de Picard, donc en particulier définit un homomorphisme

de groupes

(1.1.5.2) fx : ExalA(B,M) —_— ExalA(B,N) .

Soit u : C —> B un wmorphisme de A-Algebres. Le foncteur
ExalA(B,-)'ﬁExalA(C,-) y, XbFH—Xxu ,

est un foncteur entre catégories cofibrées additives cocartésien au-dessus du foncteur
“restriction des scalaires" B-Mod — C-Mod, donc induit, pour chaque M € ob B-Mod,

un foncteur entre catégories de Picard
ExalA(B,M) e ExalA(C,M) s
et par sulte un morphisme de groupes

(1.1.5.3) ExalA(B,M) _ ExalA(C,M) .

Enfin, soit A' —> A un morphisme d'Anneaux. Le foncteur "oubli"
ExalA(B,-) —> Exal,,(B,-)

est un foncteur entre catégories cofibrées additives cocartésien au-dessus du foncteur
identique B~Mod —> B-Mod, donc, pour chaque M € ob B-Mod, induit un foncteur entre

catégories de Picard
ExalA(B,M) e ExalA,(B,M) s
et par suite un morphisme de groupes

(1.1.5.4) ExalA(B,M) ———>ExalA,(B,M) .

1.1.6. Soit un diagramme commutatif d'anneaux

(1.1.6.1) a—E — ¢

N\,

A )
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ot p est surjectif de noyau I . On vérifie trivialement, comme dans (EGA O v 20.5.11),

I
que la différentielle extérieure (I 1.1.2.5)

d

1
B/a’ B >

induit, par passage au quotient, un homomorphisme C-linéaire

. 2 1
dp/a 1t > nB/A @Bc

La suite de C-Modules (cf. (EGA Oy 20.5.12))

a
(1.1.6.2) 1/12“’}'3‘/‘&—)“11;/A®Bc > é/A >0

olt 1la seconde fladche est la flache canonique de fonctorialité, est exacte. En effet,
il est immédiat que Pé/A (I 1.1.2.3) est le quotient de P;/A par 1'Idéal engendré
par les images de I ® B et B ® I , et l'exactitude de (1.1.6.2) en découle par

passage aux Modules de différentielles (1). La suite (1.1.6.2) ne dépend en fait que

de la A-extension

2

(1.1.6.3) 0 1/1 B/I > C 0

définie par (1.1.6.1) : la projection B —> B = B/I2 définit un diagramme commutatif

d
2 B/A 1 1
1(1 -——————>QB/A®BC Qesa > 0
(1.1.6.4) id id
dglm ¥
——3> {} )

2 i ~1 i
/17— XLBl/AE’BlC e QC/A
od la fladche verticale médiane est un isomorphisme. Ce dernier point se voit comme

dans (EGA loc. cit.), en appliquant la suite (1.1.6.2) 3 B —> B, . 5i la A-extension

(1.1.6.3) splitte, alors la suite (1.1,6.2) prolongée par un zéro 2 gauche est exacte

(1) On pourrait aussi paraphraser les arguments de (EGA loc, cit.), mais le calcul
direct esquissé ici est plus court.
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et scindée, comme le montre un calcul direct immédiat (1).

1.1.7. Soit C une A-Algdbre. Nous dirons que C vérifie la condition (L) si,

pour toute A-extension

0O—>1 > B > C >0 ,
la suite (1.1.6.2) prolongée par un zéro 2 gauche,

1 1
01>, e —> Uy, —>0

est exacte.,

Lemme 1.1.7.1. Supposons que C = S,(M) , o M est un A-Module plat. Alors C

vérifie la condition (L).

Preuve. Soit

(*) 0—>] =3B —>C—>0

une A-extension. Prouvons que la suite

(%) o——>1—>o.}3/A®Bc——>né/A—>o

est exacte, Par passage 3 la limite inductive locale (I 4.2.1.3), on peut supposer
M 1libre de type fini, donc C —~=~ A[tl""’tr] . Quitte 2 se localiser 3 nouveau
(pour relever CTIREE ,tt), on est donc ramené au cas o (*) splitte, auquel cas

(#*) est exacte et acindée comme on 1'a vu plus haut.
Supposons que C vérifie (L). Nous noterons
- . 1 1
(1.1.7.2) diff(X) = (0 —> 1 —>Q,, §C —>Qy,, —> 0)
la suite exacte associée & la A-extension

M) 1La réciproque est également vraie (cf. (EGA loc. cit.)), mais nous n'en aurons
pas besoin.
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X (0—>»I—>B—>C—>0)

On obtient ainsi un foncteur X k=3 diff(X) de ExalA(C,-) dans la catégorie
des C-extensions de Qé/A pour un C-Module variable, foncteur compatible avec les

projections naturelles sur C-Mod, d'od un morphisme de groupes

1,1
(1.1.7.3) diff : ExaIA(C,I) -——-—e»ExtC(nc/A,I) ,
fonctoriel en I € ob CMod,
1.1.8. Soit C une A-Algdbre, et soit
i £ 1
Y= (0—>1—>J—=>1( —> 0)

C/A

1
une suite exacte de C-Modules. On en déduit une A-extension de Pé/A —~Cc® nC/A

par I (1) :

0
i 1dDf

(. ,
Y= (0—>1 >COJ COa,

—_— 0) s
dfodl une A-extension de C par I :
(1.1.8.1) alg(Y) = Y'*j2 s

od §,: ¢C ———>»Pé/A est 1'homomorphisme définissant la structure droite (II 1.1.2),
i.e, jz(x) =classe de 1 @x = x 4 dC/A(x). On définit ainsi un foncteur ¥+ Alg(Y)
de la catégorie des C-extensions de ﬂé/A par un C-Module variable dans la catégorie
§§glA(C,-), foncteur compatible avec les projections naturelles sur C-Mod, d'ol un

morphisme de groupes
Leal
(1.1.8.2) alg : Extc(QC/A,I) 3y ExaIA(C,I)

fonctoriel en I € ob C-Mod.

(1) 1 regardé comme PaIA-Module annulé par né/A .
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Proposition 1,1,9, $oit € une A-Algdbre vérifiant la condition (L) (1.1.7).

Alors les homomorphismes diff(1.1.7.3) et alg(1l.1.8,2) sont inverses 1'un de 1'autre,

Preuve. Soit

X=(0—>1—>B-t5c—>0

une A-extension de C par I ., On a un diagramme commutatif de A-extensions

1
fi id
1d
9542 dera
I

1 1
c@«&A%m————ec@%M——eo .

ot la ligne du bas est la A-extension de P(JS/A par I déduite de diff(X) (1.1.8),

et par suite on a X —== alg(diff(X)). Inversement, soit

Y= (OﬁIﬁJﬁﬂé/AﬁO)

une suite exacte de C~Modules, On a par définition de alg un morphisme de A-exten-=

sions (1.1.3.2)

alg(y) 0 > 1 B ¢ 0
id
1d
d¢/a
T 0—=>I—>CHI—>C e»oé,A -0 .

La fléche verticale médiane, en tant que fldche de A-Alg/C, définit d'aprés (II 1.1.1.4)
une A-dérivation de B dans J , i.e. une fladche u : (%/A ®BC —2>J , qui, comme

on le constate aussitdt, rend commutatif le diagramme
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B/A L 1
N I s %0 Oc/a 0
id o id
1 a
0 1 J 9 /a o,

ot la ligne du bas est Y , et la ligne du haut diff(alg(Y)), donc on a

Y = diff(alg(Y)), ce qui ach2ve la démonstration.

Remarque 1.1.9.1. On a montré en fait que, sous les hypothises de (1.1.9), les
foncteurs alg et diff (entre la catégorie ExalA(C,—) et la catégorie des

A-extensions de C par un C-Module variable) sont quasi-inverses l'un de 1l'autre.

1.1.10. Soit
f:X—>Y

un morphisme de topos annelés. Par un Y-voisinage infinitésimal d'ordre un (ou ¥

extension) de X on entend un diagramme commutatif M de topos annelés

X
f ]
¥

ot i est une équivalence sur les topos sous-jacents de i_l(gx.) —> 0, est

(1.1.10.1) —i oy

surjectif 2 noyau de carré nul (2) ; un morphisme de Y-extensions de X se définit

(1) 3 isomorphisme donné pres, comme en (II 1.1.4), isomorphisme le plus souvent

négligé dans la pratique.

(2) dans la pratique, on fera souvent comme si les topos sous-jacents 3 X et a X'

étaient les mémes, 1 é&tant 1'identité sur ceux-ci.
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de .1a manidre évidente. L'ensemble des classes d'isomorphie de Y-extensions de X

par un Oy-Module I (i.e. de diagrammes (1.1.10.1) tels que Ker (171 (0

Opr) —> 0) = 19

s'identifie naturellement 2 Exalf-l )(gx,l). Le groupe des automorphismes d'une

9,
Y-extension de X par I donnée s'identifie canoniquement 2

Derf-l(gy)(gx,l) - nomgx(n;/,l,x) (cf. (1.1.5) et (II 1.1.4)).

1.2, Le théordme fondamental.

1.2.0. Soient T un topog, A —>B un morphisme d'Anneaux de T , M un B-Module.

Le but du numéro (1.2) est d'établir un isomorphisme fonctoriel

Exal ,(B,1) —=—> nx:;(LB o M

1.2.1. Soit

A

la résolution libre standard de B sur A (I 1.5.5.6). Rappelons qu'on a par défini-

tion (II 1.2.3)

1
Lg/a = S/a %P -
et que ﬂ;/A est un P-Module plat. D'apres (I 3.3.4.4), on a donc un isomorphisme

canonique

1.1 ~ 1
(1.2,1.1) ]ExtP(QP/A,M) —_—— ]ExtB(LB/A,M) .

(1) Rappelons (I 3.2.1.15) que si L est un B-Module simplicial, et L™ désigne
le complexe de chatnes correspondant, on a des isomorphismes canoniques
~ n ~
Extp(L,M) & Extp (L) SJH Riomg(L™,1) .
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Celui-cl est fonctoriel en M € ob B-Mod, et aussi en le morphisme A —> B dans le

sens suivant : soit

(1.2.1.2) B! ———> 8

Al ———> A

un carré commutatif d'Anneaux, d'od (II 1.2.1.2) un diagramme commutatif

NN

B' —— > 3B

(1.2.1.3)

AT~ A ,

avec P' = PA,(B'), alors le carré

1,1 1
(1.2.1.4) E"tP(O?/A’M) Ech(LB/A,m

e

1 1 1
thpv(ﬂft/AnM) —ﬁnx%v(LBx/AnM) s

ott les fléches horizontales sont données par (1,2,1.1) et les fl2ches verticales sont
les flaches canoniques (II 1.1.2.8) et 1.2.3.2), est commutatif ; la vérification est

triviale.
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1.2.2. Observons que P , en tant que A-Algdbre du topos simplicial Simpl(T),
vérifie la condition (L) (1.1.7) : cela résulte en effet, d'aprés (1.1.7.1), du fait
que P est libre terme A terme, Cela dit, soit X wune A-extension de B par M .
On en déduit une A-extension X#p de P par M (1.1.3.1), d'od une extension (de

P-Modules) diff(X«p) de Q;/A par M (1.1.7.2), d'od finalement un &lément

1,1
(1.2.2,1) alX) = y diff (Xup) € ]ExtP(O.P/A,M) s

ot y est l'homomorphisme défini en (I 3.2.3.4). Il est clair que X b a(X)

définit un homomorphisme de groupes
1,1
(1.2.2.2) Q ExalA(B,M) —_—— ExtP(QP/A,M) ,

fonctoriel en M . Celui-ci est également fonctoriel en A —> B : é&tant donné un

carré commutatif (1.2,1,2), le carré ci-dessous

e A% a D .ili
(1.2,2.3) &xalA(B,J) IXtP{E%JA’M>

ExalA,(B',M) —E——%Ext;,(ﬂ;,/y,h’l) d

od la fléche verticale de droite est définie par la flache canonique
Q;'/A' e Q;/A et 1a fldche verticale de gauche est composée des flaches
canoniques ExalA(B,M) —> Exal,,(B,M) (1.1.5.4) et ExalA,(B,M) ——> Exal,, (B',M)

(1.1.5.3), est commutatif ; la vérification est laissée en exercice au lecteur.

Théoréme 1.2.3, L'homomorphisme fonctoriel

ExalA(B,M) ——)Exté(l. M) |,

B/A’

composé de o (1.2.2.2) et de 1'isomorphisme (1.2.1.1), est un isomorphisme.

Preuve. On va construire¢ un isomorphisme inverse de a . Soit
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1,.1
y ElExtP(QP/A,M)

D'aprés (I 3.2.3.7), il existe un quasi-isomorphisme de P-Modules 8 : M —3> N ,

et une extension Y de Qll;/A par N tels que l'on ait
* y=0stym .
On a ainsi une A-extension (1.1.8)
alg(y) = (0 —> N =3 F —> P —> ()

Comme P est acyclique en degré > 0, on en dédult, par application de “o s une
A-extension Hoalg(‘[) de HO(P) par “o(N)’ d'ot finalement une A-extension de

B par M

(Hos)'l* H alg(Y) « (Hop)"1 = (0 —>M—>F —>»B —>0)

(ot F =& HOE). Je dis que celle-ci est indépendante, & isomorphisme pras, du choix

du couple (s,Y) utilisé pour décrire y . En effet, supposons qu'on ait
= |'1 [ n-1 "
y = 038 x(¥') =os x(¥™)

obh g' : M —>N' (resp. s" : M—>N") est un quasi-isomotphisme de P-Modules
et Y' (resp. ¥") une extension de Q;/A par N' {(resp. N"'). Alors, d'apras

(1 3.2.3.7), 11 existe des quasi-isomorphismes t' : N' —3 L et t" : N' —> 1,
tels que t's' soit homotope & t"s" et que les extensions t'sY' et t"#Y"
solent isomorphes (en tant qu'extensions de n]l;/A par L), Soit Z une extension

de Q]l;/A par L isomorphe 2 t'%* Y' et t"# Y" . Par fonctorialité de alg (1.1.8.2),

on .a
alg(z) == t'# alg(y') == "& alg(y")
On en déduit

-— ' ] . " 1]
H alg(z) Ht's B alg(y") H t *Hoalg(‘[ )
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d'od
H s'“l
o

-1 -1
1) ot ' '
*Hoalg(Y ) Hs'H € *Hoalg(z) s

1 1

-1 - -
" Y b 1 1"
H s #H_alg(Y ) Hs" THt *Hoalg(z)
Mais, comme t's'! est homotope 38 t"s", on a
1 t 1 "
Hot Hos - Hot Hos s

d'od finalement

H st~ len alg(y') == H ey alg(y")

o <) o o ?

ce qui prouve notre assertion. On définit donc une application

i 1,1
(1.2.3.1) g ExtP(OP/A,M) ——> Exal, (8,4)
en posant

8y = (a9 um alg(etup)

pour y ejExt;(ﬂ;/A,M) décrit par (#). On va montrer que G et $ sont inverses

1'une de 1'autre., Soit X une A-extension de B par M ., On a, dans ExalA(B,M),

B a(X) By dLE£(Xwp))

1

H (alg diff(X*p))*Hop

-1
H_(Xwp)wH p (1.1.9)
= ¥ .

ce qui prouve B = id. Inversement, soit ¥y G‘Ext;(Q;/A,M) décrit par (#) . On

a par définition
~1 -1
afly) = X diff(H s *Hoalg(Y)*Hop #*p)

=0 Hos-l * diff(ﬂoalg(Y)*ﬂop“l*p) (1 3.2.3.3)
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Le morphisme de A-extensions

alg(y) 0 > N E ~> P > 0
-1

v i (HOP) P

Hoalg(‘l) 0 >H N > H E >HP—>0

défini par la projection sur Ho fournit (1.1.4.1) la relation

Hoalg(YQFHop-l*p = vaalg(Y)

On en tire
aB(y) = o((H s”1) vIx(aiff alg(v))

= ot(1s"Hvx(m (1.1.9)

Mais on a
vs = Hos R
d'od
(Hos'l)v =s! dams D.(B)

d'od

agly) = oy =y ,

ce qui prouve af = id et achdve la démonstration de (1.2.3).

1.2,4, Soit
(1.2.4.1) 0—> M —> M-t —> 0

une suite exacte de B-Modules. Compte temu de (IT 1.2.4.3) et (1.2.3), la suite
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exacte des EXt;(LB/A,"') définie par (1.2.4.1) s'écrit, 2 isomorphisme canonique

fonctoriel pras,

(1.2.4.2) 0 —> Der,(B,M") N Der ,(B,1) 2> per, (8,4 35 Exal  (B,M') —>

4 s " 2 . 2
—_ ExalA(B,M) - ExalA(B,M ) %]ExtB(LB/A,M ) —>ExtB(L M) —> ...,

B/A’

ot les flaches 1, 2, 4, 5 sont les fldches canoniques de fonctorialité.

Proposition 1.2.4.3. La flache 3 de (1.2.4.2) cotncide avec 1'homomorphisme

? DerA(B,M") -_— ExalA(B,M') défini comme suit : soit u une A-dérivation de B

dans M" , regardée comme une fldche B ~~>B @ M" de A-Alg/B (II 1.1.1.4), alors

du gest la classe de Xwu, obh X est la A-extension

ide f
o —> M > B @M BOM —>0

Preuve. Il s'agit de vérifier que le carré

o 1
fxe — 1
WxtB(LB/A,M) ]ExtB(LB/A,M )

Der, (B,M") —_ ExalA(B,M') ,
o 1a flache verticale de gauche (resp. droite) est l'isomorphisme (II 1.2,4.3)
(resp. composé de 1'inverse de (1.2.1.1) et de B (1.2.3.1)) et la fléche horizontale
supérieure l'opérateur bord de la suite exacte des Ext , est commutatif. Cela va
résulter de la compatibilité plus précise suivante, 3 savoir que, avec les notations

de (1.2.3), le carré
1 Lol g
HomP(QP/A,M ) — Exty ﬂP/A’M )
alg

DerA{P,M") —-—-—a-—*,- ExalA(P,M') s
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olt 1a fl2che horizontale du haut est 1'opérateur bhord de la suite exacte des Ext;
(ordinaires) relative 2 une suite exacte de P~Modules (0 —> M' —> M —> M" —> 0),
est commutatif. Pour vérifier ce dernier point, il suffit, par fonctorialité, de
montrer que, si M" = Q;/A , les images de la flache id : Q;/A —_ Q;/A dans

ExalA(P,Q;/A) par les deux composés coilncident, mais cela résulte trivialement

des définitions, d'ofr 1a proposition.

Remarque 1.2.4.4. Vu la compatibilité (1,2,4.3), il est facile de vérifier directe-

ment 1'exactitude de (1.2.4.2) jusqu'au terme ExalA(B,M) inclus.

1,2.5, Soient

(1.2.5.1) A—>B—%c

des morphismes d'Anneaux de T , et soit M un C-Module. On a alors un triangle

distingué de D(C) (IT 2.1.2.1)

WA

® cC—> Lc ’

(1.2.5.2)

od les fladches de degré zéro sont les images des fldches canoniques. Compte tenu
de (II 1.2.4.3) et (1.2.3), 1a suite exacte des Exté(-,M) définie par (1.2.5.2)

s'écrit, 3 isomorphisme canonique fonctoriel pras,

(1.2.5.3) 0 —> DerB(C,M) —1—> DerA(C,M) —-2—> DerA(B,M) —3—> ExalB(C,M) e

Sy Exal, (C,1) 2 Exal, (B,M) —->Extf:(L %) ——)Exté(L

C/A,M) —_ ...,

C/B

ot les flaches 1, 2, 4, 5 sont les flaches canoniques de fonctorialité (cf.

(11 1.1.2.8), (1.1.5.3), (1.1.5.4)).
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Proposition 1.2.5.4, La flache 3 de (1.2.5.3) cofncide avec 1'homomorphisme

d: DerA(B,M) — ExalB(C,M) défini comme suit : pour u € DerA(B,M), du est la

clagse de 1a B-extension

Q =i M CeM > C > 0

N

Preuve. Posons, comme dans (II 2.1.1); PA(B) =P, P?(C) = Q . On a donc une

suite exacte (II 2.1.1.3)
1 1 1
* P —_— —_ —
™ 0 Bp/a B0 ﬂQ/.ﬂx QQ/P o
qui, par extension des scalaires 2 C , fournit le trianmgle (1.2.5.2). Cela #&tant,

la compatibilité 3 démontrer va résulter de celle-ci : M désignant maintenmant un

Q-Module, le carré ci-dessous

1 1,.1
Hom(OP/AGDPQ,M) ExtQ(ﬂQ/P,M)
alg
DerA(PmM) 8 ExalP(Q,M) ,

od les fl2ches verticales sont les isomorphismes cancniques et la flache horizontale
supérieure 1'opérateur bord défini par la suite exacte (%), est commutatif. Par
fonctorialité, on peut se borner 3 supposer M = ﬂ;/A G@Q et 2 vérifier que les
images de la fladche identique de Q;/A S%Q par les deux composés sont égales, ou,

en d'autres termes, que l'on a la relation

(%) 3(d A ® 1) = alg(®

P/

La preuve de (¥#%) sera donnée apr2s quelques préliminaires,
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1.2.6. Soit A —>B un morphisme d'Anneaux. Rappelons (II 1.1.2) qu'on a une

A-extension

(1.2.6.1) 0 ,n},/A P;/A

>B —>0 ,
et deux morphismes de A-Algébres
3y 3, 0 B 301
1’ J2 * 7 ——>"B/a
jl(X) = image de x® 1 , jz(x) = image de 1 ® x ,
qui splittent (1.2.6.1). Soit M un B-Module, Le produit tensoriel
(1.2.6.2) Lo = B2 eu
B/A B/a &8

calculé via la structure droite (i.e. définie par jz) et regardé comme B-Module

via la structure gauche (i.e. définie par jl) s'appelle Module des parties princi-

pales d'ordre un de M ., Tensorisant (1.2.6.1) 2 droite par M , on obtient une

suite exacte de B-Modules

1

B/A(M) —_—>M—>0 ,

(1.2.6.3) o—an;/AenM—>P

fonctorielle en (A —> B,M), dite suite exacte des parties principales . Soit

maintenant C une B-Algébre, Alors P;/A(C) est muni naturellement d'une structure
de B-Algebre (compatible avec sa structure de B-Module), et la sulte exacte des

parties principales

(1.2.6.4) Oﬁﬂé/A%CﬁP () —>c¢c—>o0

1
B/A

est une B-extension de C par Q;/A G%C B

Lemme 1.2.6.5, Dans ExalB(C,Q;/A G%C), (1.2.6.4) s'identifie canoniquement &

1'image, par 1'homomorphisme & défini en (1.2,5.4), de la A-dérivation

1
dB/A ®1l:B—> QB/A GhC .




Preuve.

b—>1@1@5b

\
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Le diagramme commutatif d'Anneaux

C ®B(B ®AB) -

xRy ®z

1

zZ®Yy®

produit

"

P

b>bel®l \ ///;roduit
(B th)ghc

définit un diagramme commutatif

i e 1

1

- -
Prra 5

ot € est la projection évidente, Un a

glx & dB/Ay) = "dafAY B x

de sorte que (¥)

(%) 0 —» 0@
~id

1
S )
0 — Ypra %

1 1 N o ; .
ot C ehPB/A (resp. PB/A @EC) est regardé comme E-Algkbre via 1 ® i,

ol
5 B/A

g O ————— P

définit un morphisme de Beextensions

—> C @BPE

s

B/A

l S
B/4 B

3

e M~ S 0]

¢ —>{ —2>0

(resp. 3, ® 1.
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1
B/A

s'identifte 2 b+>b,1 +1® iB/Ab’ de sorte que la ligne du haut de (¥#) n'est

s ‘s 1 N 1 L s, P
Lorsqu'on identifie PB/A a B ® QB/A via iy la fleche 1 ® iy B—>¢C Sh

autre que l'opposée de la A-extension 3(d ® 1). Comme la ligne du bas de (#%)

B/A
est l'extension des parties principales (1.2.6.4), on a bien la compatibilité qu'il

fallait démontrer,

Observons maintenant que le diagramme commutatif d'Anneaux

(B@AB) 8,
b—>b®1®1

P
/ x®Iy®z

B
x.1 ® yz
bb—>b.1 %1
C SkC
définit un morphisme de B-Alg2bres
(1.2.6.6) P Q) ——sc ot
e B/A c/A !

(ot le second membre est regardé comme B-Algdbre par bi—3 b.1).

Lemme 1.2.6.7. On a un diggramme commutatif B-linéaire

i
Fara

~l - '
O — s BgC — {c) C O

Ld (1.2.6.6)

id @ j 1

1 1
_— _ —
Og/a ®5C Ceh/, €& 05 o

ol les lignes sont exactes, la ligne du haut (resp. bas) étant définie par (1.2.6.4)

(resp. par la suite exacte canonique (11 1.1.2.12)

1 1 i 1
Oy, €€ f/a Ge/m o )
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Preuve. Laissée en exercice au lecteur.

Corollaire 1.2.6.8. Quand la suite canonique

1 1
° > Qg /4 &C 8c/a Oc/p

est exacte, son imape par

alg : ExtL (QC/B’ ﬂB/A ®BC) ——> Exal, (c, O'B/A®C)

est 1'extension des parties principales (1,2.6.4).

Fin de la preuve de (1.2.5.4). La relation (¥#*) 2 démontrer découle de la conjonc-

tion de (1.2.6.5) et (1.2.6.8). Ceci ach2ve la preuve de (1.2,5.4).

Remarque 1.2.6.9. Vu la compatibilité (1.2.5.4), il est facile de vérifier directe-
ment 1'exactitude de (1.2.5.3) jusqu'au terme ExalA(C,M) compris (cf. (EGA Ory

20.2.2)).

Corollaire 1.2.7. La composée des fldches de D(C)

(#) Losp —> (Ly/, 80 [1]%(05“@0) [11 .,

B/A B

ol la premidre est la fladche de degré un du trienmgle de tramsitivité (1.2.5.2) et

1
1
la seconde la fl2che canonique (IT 1.2.4.1), est 1'élément de 'Extc(Lc/B, QB/A ®.C)

défini par 1'extension des parties principales (1.2.6.4) via 1'isomorphisme (1.2.3).

Preuve. La flache composée (#) est 1'image de la fl2che canonique

La/a Gic —_— Q;/A S%C par 1'opérateur bord

o
]EXtC(LB/A QB/A ® C) ‘ﬁﬂxt (LC/B’ QB/A ®.C)

de 1a suite des Ext définie par (1.2.5.2). Comme la fl2che canonique
1 ) ) 1
LB/A th -_— QB/A th correspond & la A-dérivation dB/A ®1:B—> QB/A @50 R

1'assertion résulte donc de (1.2.5.4) et (1.2.6.5).
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Lemme 1.2.8. §oit A —> B un morphisme d'Anneaux, surjectif de noyau I . Notons

u 13 A-extension

0 ——> 1/12 > a/1% > B s}

Alors fl—>f#U définit un jisomorphisme fonctoriel

HomB(I/IZ,M) —_—y ExalA(B,M)

pour M € ob B-Mod.

Preuve. Recopier, mutatis mutandis, la démonstration de (EGA 0IV 18.3.8).

) =0, et un

Corollaire 1.2.8,1. Sous les hypoth2ses de (1.2.8), on a (L,

isomorphisme fonctoriel canonique

~ 2
Hl(LB/A) ~ 1/1

Preuve. Le produit B 82? ——3> B étant un isomorphisme, on a (II 1.1.2) Q;IA =Q ,
done (II 1.2.4.2) Ho(LB/A) = 0 , Par suite, la projection canonique

Ly —> Hl(LB / A) [1] définit un isomorphisme fonctoriel

~ 1
HomB(Hl(LB/A) »M) —»mxtB(LB/A,M)

pour M € ob B-Mod. Compte tenu de (1.2.3) et (1.2.8), on en déduit un isomorphisme

fonctoriel

HomB(I/IZ,M) — HomB(HI(LB/A),M) ,
d'od 1a seconde assertion,

Propogition 1.2.9, Soient des morphismes d'Anneaux

(*) A P B ,

ot p est surjectif de noyau I . On a alors un carré commutatif
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Hl(LB/P) HO(LP/A® B)
(L.2.8.1) |= =% (II 1.2.4.2)
-d
P/A
2 1
11 Qp/a BpP ’
(1.1.6)

ot d est 1'opérateur bord de la suite exacte d'homologie du triangle de tramsiti-

vité défini par (%),

Preuve, Compte tenu de (1.2.5.4), on est ramené & vérifier que, pour M € ob B-Mod,
le carré ci-dessous

Hom(—dP/A,M)

2
Ho'rlB( ‘pm pB M) HomB(I/I sM)
(IT 1.L,2.6) = = (1,2,8}
DerA(P,M) 2 ExalP(B,M) ,

ol 9 est 1'homomorphisme défini en (1.2,5.,4), est commutatif, Par fonctorialité,

on se raméne aussit8t 3 vérifier que, pour M = Q;/A 8&3 , les images de la fléche

identique de TIA ® B par les deux composés sont égales. Cetre derniére assertion
B

résulte du fait que 1'homomorphisme ¢ P> B & (ﬂ;/a @.B) indult un
. ) . “pia
morphisme de P-extensions
2 Z
o 1/1 P/1 B 0
“fp/a id
-d
/A

o—>nP/A®PB——>BeB(nP/®B)ﬁB——>O
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Corollaire 1.2.9.1. Sous les hvpoth2ses de (1.2.9), supposons que la fldche camonique

1 1
Lo/a —_> OP/A (I1 1.2.4.1) soit un quasi-isomorphisme et que QP/A soit plat

sur P (ces deux conditions sont vérififes par exemple si P = SA(M) , o M est

un A-Module plat (II 1.2.4.4)). Alors dans D(B), le tronqué 3 1'ordre un tr1lp/a
(1 1.6.7) () g'identifie au complexe de chatmes

0 ——> 1/1° —A;QP/A®B—->0 ,

1
ot ﬂ?/A ®PB est placé en degré zéro,

Preuve, Vu les hypothses, le triangle de transitivité relatif 2 A—>P —>B

N

QP S8 @B

(I 2.1,2.1) s'écrit

Par troncature on en déduit, compte tenu de (1.2.8.1) et (1.2.9), un triangle distingué

/101)

PN

QP/P; @B fraatesa ;

2 1 .
- : t
ot la flache de degré un est donnée par dP/A : I/ —> QP/A G@B . Par suite

2 1
a1 Ly, ©'identifie dans D(B) au cOne de ~dp,, : I/I" —> @/, &B , d'od

1'asseértion (les complexes O —> I/I —_ QP/A ® B —=> 0 munis des différentielles

et ~d étant évidemment canoniquement isomorphes).

d /A

P/A

h Lgsa est regardé ici comme objet de D(B) via Dold-Puppe (I 1.4.6).
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Scholie 1,2,9.2., La projection LB/A —_> t[-lLB/A (I 1.4.7.1) induit un isomorphisme

Exep(Ly W) <==— Exeg(t Ly M) (L=0, 1)

B/A

pour M € ob B-Mod. Ainsi (1.2.9.1), ot 1'on prend pour P une A-Algdbre libre,
redonne, compte tenu de (II 1.2.4.3) et (1.2.3), un théor2me de Grothendieck

¢ [17] 7.4.2.2).

1.3. Une_deuxidme démonstration du théordme fondamental.

On peut redémontrer (1.2.9.1), du moins dans le cas od P est 1'Algdbre
symétrique d'un A-Module plat, par une méthode directe n'utilisant que la définition
du complexe cotangent. D2s lors, si 1'on admet le théor2me de Grothendieck déja cité
( [17) 7.4.2.2), on obtient une nouvelle preuve du théordme fondamental (1.2,3). Les
résultats de ce numéro n'étant pas indispensables pour la compréhension de la suite,

nous conseillons au lecteur de le sauter en premi2re lecture.

On continue 2 travailler dans le topos T des numéros (1.1) et (1.2),

1.3,1, Soient A un Anneau de T , B une A-Algdbre. Pour abréger, nous dirons
que B est presque libre si 1'on a B -~ SA(M)’ od M est un A-Module plat.
D'apr2s Lazard-Deligne, (I 4.2,1.3), B est alors limite inductive locale de
A-Algdbres libres de type fini., §1i B' (resp. B") est une A-Algdbre presque libre,
il en est de meme de B' 8kB" ; 81 B est une A-Algdbre presque libre, alors pour

toute B-Algdbre C, B ch est une C-Algdbre presque libre,

1.3.2. Soient

(1.3.2.1) A——>p———>B

des morphismes d'Anneaux (de T), le second étant surjectif de noyau I . On notera

DB/P/A le complexe de chatnes de B-Modules
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2 1
(1.3.2,2) Dy/pja ™ (0 —>1/1 >0y GE—>0

ot QLIVA ®PB est placé en degré zéro, la différentielle &tant définie par la

différentielle extérieure d (cf, (1.1.6)). Ce complexe dépend fonctoriellement

P/A
de (1,3.2,1) : un diagramme conmutatif

A -3 P B

)

Al ——e P} ——y B B

ot P-->B (resp, P' —> B') est surjectif, induit un morphisme de complexes de

B-Modules D —>D

B/P/A B'/P'/A' ?
que (¥) on a une transitivité qu'on laisse au lecteur le goin d'expliciter.

et, pour un "composé" de deux diagrammes tels

Lemme 1,3,3, Soit un diagramme commutatif d'Anneaux

P
I ;
A—t— =g

ot P est presque libre sur A et i (resp. j) surjectif de noyau I (resp. J).

Alors la suite
(1.3.3.1) o—>1/12 —> 31 —>,, &8 —>0

3.3 {p/n @ ’
définie par le morphisme de complexes DB/A/A—> DB/P/A , est exacte.
Preuve, Posons Q = P ®AB . On a un carré cocartésien

1
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et j définit une augmentation t de Q sur B telle que j = ti', Comme P

est plat sur A , 1'Idéal de i' est I ekP , et 1'on a une suite exacte
0 —wd> T Gh? Dy J i K e O,

ol K est 1'Idéal de t ., Par tensorisation avec B (sur P), on en déduit une suite

exacte de B-Modules
(#) I/Iz—ﬁJ/Jz———?l{/Kz——bO .
Mais on a des isomorphismes canoniques
1 ® Q —=> ! (I11.1.2.9)
QP/A B QQ/B 1.2, ,
/K2 — L ®.B
Uosn ®® >
(ce dernier parce que B est libre sur B (1.1.7.1)), donc on déduit de (*) une
suite exacte
I/IZ%J/JZ—““? ! ®.B ~——> 0
Op/a ®p .
ol 1'on vérifie facilement que les flaches cotfncident avec celles de (1.3.3.1). Il
reste donc 2 prouver 1'exactitude de (1.3.3.1) en 1/1% . Par passage & la limite
inductive locale, on peut supposer qu'on a P -~ A[tl,...,tn] . Quitte 2 se
localfser, on peut trouver des sections 8peees8y de A telles que i(ar) = j(tr),
1=r <n, L'augmentation s de P sur A définie par s(tr) ~a , l1<yr<n,

est telle que j = is, Elle définit donc une rétraction de la fldche I/I2 —> J/J2 s

de sorte que (1,3.3.1) est alors exacte et scindée, ce qui acheve la démonstration.

Proposition 1.3.4. Soit un diagramme commutatif d'Anneaux

A > P > Q
\P\ / q
B )
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ot P (resp. Q) est presque libre sur A , et p (resp. q) surjectif. Alors la fliche

canonique

D5 /p/a B/Q/A

est un quasi-isomorphisme,

Preuve. Comme P —> Q se factorise canoniquement 3 travers P QAQ , qui est
presque libre sur P , on peut supposer que Q est presque libre sur P , Notant I

(resp. J) 1'Idéal de p (resp. q), on a alors la suite exacte (1.3.3.1)
(%) O‘ﬁI/I ——bJ/J —-)QQ/P®B——>O .

D'autre part, comme Q est presque libre sur P , on a la suite exacte (II 1.1,2,13)

1 1 1
0 > Sp/p ®pQ > Gosa —> Ygrp o

comme OI/P est plat sur P , on en déduit, par application du foncteur SbB s une

Q

suite exacte

() 0 —=>0) B———>Qq/A®B-—->Q/P®B—>O

P/A TP Q

Maintenant, on vérifie trivialement qu'on a un morphisme de suites exactes

(* 0 1/1° > 3/1%

1
/ / > o/p ®QB —> 0
4p/a dQ/A id

1
*3% —2
(#3¢) O—->QP/A B*——-)ﬂQlA@B QQ/P®QB"—$O
En d'autres termes, on a une suite exacte

0 > Dy/p/a DB/Q/A gl o B) >0 .

Q/PQ

olt la premigre flache est la flache canonique, d'oll la proposition.
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Corollaire 1.3.4.1 (cf. SGA 6 VIII 2,2). Soit un diagramme commutatif d'Apneaux

ot P &resp. Q) est presque libre sur A , et p (resp. q) surjectif. Alors il existe

un_isomorphisme canonique de D{(B)

DB/P/A = DB/Q/A

Preuve. La A-Algdbre R =P ®,Q est presque libre, donc, dfapres (1.3.4) on a des

quasi~isomorphismes canoniques

DB/P/A Dy/r/a > DB/Q/A ’

d'od 1'assertion.

Proposition 1.3.5. Soient A -3 B un morphisme d'Anneaux, P = PA(B) la résolu-

1
tion libre standard de B sur A , LB/A = QP/A 8&3 le complexe cotangent (II 1.2.3).

Il existe un morphisme canonique de complexes de B-Modules

e VY N7 S

induisant des isomorphismes sur 1'homologie en degré <1 . (1)

Conjuguant (1.3.5) et (1,3.4.1), on obtient le résultat annoncé au début

de (1.3) :

M w désigne le foncteur "complexe normal” (I 1.3.1) ; on rappelle d4'autre part
que P -—> B est surjectif.
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Corollaire 1.3.6. Soient des morphismes d'Anneaux

A——>Pp——2>8 ,

ot P est presque libre sur A , et P —>B surjectif. Alors, dans D(B), le

v
tronqué t[-lLB/A s'identifie canoniquement 2a DB/P/A .

Preuve.de (1.3.5), Soit J L'Idéal noyau de la fléche canonique P —> B , D'aprds

(1.3.4), HO(D ) et Hl(D

B/P/A) sont des B-Modules simpliciaux triviaux,

B/P/A

en d"autres termes

Nd

2
N(I/I®) w3 NLp/ s

P/A
est un isomorphisme en degré > O ., On en déduit un morphisme de complexes

u o N, ;DB/PO/A ’

tel que U, goit 1'identité et u le composé

(NL ) m— (N(J/Jz))l ——— (N(J/Jz))o = Jo/Ji s

B/A

oft 1a seconde fléche est la différentielle de N(J/Jz) et la premidre 1'inverse de

). . On a alors une suite exacte (1)

(NdP/A 1

* 0o —> t_le(J/JZ) —> Ny, —5>D —_— HO(J/JZ)[I] —o0

B/P /A

£
Or, comme P —> B est un quasi-isomorphisme, J est acyclique, donc J 8%3 =0

(I 3.3.2). La suite spectrale (I 3,3.3.1)

2 P Lo
Eq = HpTorq(J,B) —> 0,7 B) =0
donne HO(J 8&3) = Hl(J ®PB) = 0 , et par sulte (¥*) implique que Hiu est un

isomorphigme pour 1< 1 , ce qui achdve la démonstration,

(1) Pour la motation LR voir (I 1.4.7).
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2, Déformations de topos annelés et de morphismes de topos annelés,

Nous reprenons dans ce numéro quelques probl2mes de déformations abordés
par Grothendieck dans [17] ., Le fait de disposer du "bon" complexe cotangent nous
permet de préciser et compléter son étude, notamment sur la question de la "variation"

des obstructions.

2.1, Déformations de topos anmnelés.

2.1.1. On se fixe d'abord un topos T et un Anneau A de T . Rappelons qu'on a

un foncteur (1,1,1.2)
™ : Exal ———> A-Algmod )

associant & chaque A-extension O — ] —3> B —» B0 le couple (Bo, I) , et a

chaque morphisme de A-extensions

fen
{m ——————is |0
[ =
B ——————
-+
h
]

le couple T(f) =(f°,u), ot u:7T-=>J est le morphisme de Bo-Modules induit

par £ . Notons que le morphisme de Co—Modules

défini par u {(par adjonction) a pour Image I.C, de sorte que v est surjectif
si, et seulement sl le carré d'Anneaux défini par f est cocartésien. Rappelons
d'autre part le critére de platitude bien connu (cf. (Bourbaki, Alg. Com. Chap. III,

§ 5, th. 1) dont la démonstration s'étend trivialement au cas d'Anneaux d'un topos) :

(1) A-Algmod est la sous-catégorie de Algmod (1.1.1) formée des couples (B,M), oi
B est une A-Algdbre et M un B-Module, un morphisme (8, —> (C,N) étant le couple
d'un morphisme de A-Algébres B —> C et d'un morphisme de B-Modules M —> N .
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Lemme 2,1.1.1., Soit, comme plus haut, £ : B —>C un morphisme de A-extensions

tel que le carré d'Anneaux correspondant goit cocartésien. Alors, avec les notations

précédentes, pour que C soit plat sur B , il faut et il suffit que Co goit plat

sur Bc et que Vv soit un isomorphisme,

2.1.2, Fixons maintenant une A-extension

B=(0—>1—>B—>3 —>0)

et un morphisme de A-Algmod d'origine 7i(B) :

(£, : B,—>C,u:I—>3 ,
et considérons le probl2me suivant (od A ne joue qu'un r6le de figurant) :

Probleéme 2.1.2.1. Trouver un morphisme de A-extensions
£: B—>¢

tel que l'on ait m(f) = (£ ,u) .

Le probléme peut-&tre reformulé ainsi : trouver une B-extension C de co

par J dont l'image par la flache composée
* ~
(*) Exal (C_, J) ——> Exal (B ,J) —=~> Homno(I,J)

soit le morphisme donné u , la premidre fldche de (#) étant la fldche canonique
définle par £, » la seconde 1'isomorphisme canonique (1.2.8). Or on a un carré

commutatif
; ()
;
ExalB(CD,J) ——————————— HomBo(I,J)

(i2.m |1 s

1 1y 3 Ny
Ext J) — e Ext, (L C s
X CO(LCO/B’ c, B,/B B "o
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od la fléche horizontale inférieure est définie par la fl2che canonique

® C° —>1L (cela résulte simplement de la fonctorialité de 1l'iso-

Ly /8 % c /B
[o] o] o]
morphisme (1.2.3)), Par suite, le probleme (2.1.2.1) se résout par la suite exacte

des Exté (-,J) définle par le triangle de transitivité L (11 2.1.2,1),

co/Bo/B

laquelle s'écrit, 2 isomorphisme canonique fonctoriel pras :

(2.1.2,2) 0 ——> Dery (CO,J) — DetB(Co,J) —> 0 —> Exal, (CO,J) —
[o] [o]

(%) 3
—> Exal_(C ,J) —> Homy, (I,n 2 omExe? L I —> L.
B o C C /B
[o] [o] [o] [o]
On obtient (compte tenu des remarques suivant (1.1.5.1) et de (II 1.2.4.3))
Proposition 2.1.2,3, (i) Il existe une obstruction

w(g,fo,u) = 3u € 'Ext(zz (Lc /B 3 1)
[o] [o] [o]

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que le probléme (2,1,2.1)

admette une solution (i.e. gu'il existe une B-gxtension C de C_ par J dont

- e ———— o
1'image par (%) soit u).

(1i) Quand w(g,fo,u) = 0 , l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions

, D

C du probléme est un torseur sous le groupe ExalB (CO,J) (-:L-Exté (L
)

° ¢,/3,

(1.2.3)).

(ii1) Le groupe des automorphismes d'une solution C du problime s'iden-

tifie canoniquement 2 DerB (CO,J) (—AL'Eth (L
O

8 ,J) (11 1.2.4.3) .
G [o]

¢,/

2.1.3. Pour B et f :B_ --->C_  fixés comme en (2.1.2), 1'obstruction

w(g,fo,u) (2.1.2.3 (1)) dépend fonctoriellement de u . Plus précisément, si l'on

désigne par

2
(2.1.3.1) olB,£) € Exty (L

3 s I 8& CO)

co/Bo °

l'obstruction correspondant a la flache d'adjonction I —> I Gh Co s alors, pour
o
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une flache u : I —> J correspondant par adjonction &3 v : I ®B Co —>»J , on a
o

(2.1.3.2) w(B,f ,u)= v w(B,f,)

Tenant compte de (2.1.1.1), on déduit de (2.1.2.3) :

Corollaire 2.1.3.3. Supposons Co plat sur Bo . Alors :

(i) La classe w(B,f ) (2.1.3.1) est 1'obstruction 2 1'existence d'une

déformation plate_de Co sur B, i.e. d'une B-extension C telle que C soit

plat sur B et C ®BB° b C, un 1isomorphisme.

(1) and w(g,fo) = 0, 1'ensemble des classes d'isomorphie de déformations

plates de C  sur B est un torseur sous le groupe ExalB (CO,I 8y Co)
o o
Lo d

1
(=== Exty (Lo ;1% c,) (1.2.3)).
o “o'"o o

(iii) Le groupe des automorphismes d'une déformation plate donnée de Co

) . ~ o

sur B s'identifie canoniquement 2 DerB (Co, I8, Co) (—]ExtB (Lc /B ,I ®B Co)
o o o “o'’o o

(11 1.2.4.3)).

2.1.4. Fixons maintenant les morphismes
f
A—>3B ——>c
et étudions la dépendance de w(B, fo) (2.1.3.1) par rapport 2 la A-extension B.
Notons e(B) EExt; (Ly /poD) 1'é€lément défini par B via l'isomorphisme (1.2.3).
Regardant e(B) con:;e u:)xe flache de degré un LBO/A —=> 1 dans D(B ), on aun

triangle commutatif de D(Bo)

(2.1.4.1) L —_— L

B /B

e(B)
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ot la flache horizontale est la flache canonique (degré zéro) et la flache verticale
la fliche de degré un définie par (1.2.8.1) ; c'est en effet une simple conséquence
de la fonctorialité de 1'isomorphisme (1.2.3), vu que la fléche verticale en question
n'est autre par définition que celle définie via 1l'isomorphisme (1.2.3) par B
regardée comme B-extension. Par application du foncteur éh Co , on déduit de

o

(2.1.4.1) un triangle commutatif de D(Co)

(2.1.4.2) )

éh Co ————es, L
N
~
™~

Ly /A B /Ega Cs
Q Q o

L =N C, )
o

ot 1a fléche verticale (de degré un) est la projection sur H1 et la fléche oblique
L
la composée de e(B) 8% Co et de la projection sur Ho . Observons maintenant que,
o

par définition de w(g,fo), on a un triangle commutatif de D(Co) :

(2.1.4.3)

L
~"C /B,
Ly 48
c
B /BB o w(B, £ )
= o
18 C, ,
o]

olt la fléche oblique supérieure est la fléche de degré un du triangle de transiti-
vité Lc /B /B et la fléche verticale cotncide avec la fléche verticale de (2.1.4.2),
o o

Enfin, le morphisme de triangles de transitivité (IT 2.1.1.6)

-
Le /8 /a Le /8 /3
[o] o o o

L
(1) On peut, si l'on veut, écrire ® au lieu de ® , sur la ligne de (2.1.4.2).
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défini par le diagramme commutatif

C
2
f
o
B————> B
[+]
A
fournit un triangle commutatif de D(Co) :
(2.1.4.4) Le /3
o o
L ® C —>L é C
s
B,/A "B 0 B, /B B "o

od la flache oblique de gauche (resp. droite) est la flache de degré un de Lc /B /A
o' "o

(resp. ) et la fldche horizontale cofncide avec la flache horizontale de

Y /p /B
(2.1.4.2). Assemblant les triangles (2.1.4.2), (2.1.4.3) et (2.1.4.4), on obtient :

Proposition 2,1.4.5. L'obstruction canonique w(g,fo) (2.1.3.1) est égale au

morphisme composé

L L
I‘co/lao > I‘130/A ®B°Co > I ®n°°o > I ®B°co .

oli la premigre flache est la flache de degré un du triangle de transitivité

L
LCO/BO/A s la seconde la flache e(B) eboco(e(g) désignant la flache de degré un
Ly yp —> 1 définle par B via (1.2.3)), et la derni2re la projection canonique
°

sur I
— "o
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Corollaire 2.1.4.6., Quand Co est une Bo-Algébre plate, 1'obstruction w(g,fo)

2 l'existence d'une déformation plate de Co sur Bo est donnée par le "cup-produit”
w(g,fo) = {(e(B) G%OCO)K(CO/BOIA) »

od K(CO/BO/A) est la fidche de degré un du triangle de transitivité L

C,/B /A °

2.1.5. 8oient
A——>B—>C

des morphismes d'Anneaux de T . Tensorisant par C la suite exacte

1

B/A —>B—>0

(II 1.1.2.4) 0 —> n}m —>7p

via la structure droite (resp. gauche) de P;/A , on obtient une P;/A-extension
1 1 1
ity t 1
C" (resp. C') de C par QB/A ®,C , dont 1'image dans HomB(ﬂB/A, O/ th)
par la fliéche (¥) de (2.1.2.2) (Bo et C_ étant remplacés par B et C
respectivement) est la flache d'adjonction, D'apraés (2,1.2.3 (ii)) on a donc un

élément

el(e" - el(C) eBxe(Lyy, O, 80 M.

Proposition 2.1.5.1, L'élément ¢c1(C") - c1(C') n'est autre que la clasge de

l'extension des parties principales (1.2.6.4).

Preuve, Il suffit de remarquer que la B-extension induite par ' (resp. C") via

. 1
U1 B/A

et d'utiliser que la flache

:B—>P (structure gauche) est triviale (resp., est l'extension (1.2.6.4))

1 1
Extc(L , M) ——>Extc(LC/B,M)

1
/Py /n

induite par j1 {M étant un C-Module quelconque) rétracte l'injection canonique.

1y 1 = classe d'isomorphie de
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2.1.6. Traduisons en langage "géométrique' les résultats précédents. Soit un

dfagramme commutatif (1) de topos annelés

i
(2.1.6.1) i ——m>x
o

i
Po Yy &——m7m—> vy

oi i (resp. j) est une S-extensfon de X, (resp. Yo) par I (resp. J) (1.1.10).

On a alors, sur le topos |xo| D, um morphisme de pgl(gs)aextensions :

(2.1.6.2) 0 1 > 0, gxo 0

1

0 —> £ —> f;lg — E;lg

Y Y >0 ’
[+

od 1'on a identifié |x| 2a |X°| (resp. Y| 2 |Y°|) au moyen de |i| (resp.

ljl). En particulier, on a un morphisme de gx ~Modules
o

-1
. £ -
(2.1.6.3) v foJ fo J®

0, —>»1 .
o, 7 %
o =Y
[+
Quand fo est plat, alors, d'apr2s (2,1.1.1), £ est plat si et seulement si v

est un isomorphisme.

Fixons maintenant le diagramme

) a isomorphisme domné prés (cf. (II 1.1.4)).
)

On note l—l le 2-foncteur associant & un topos annelé son topos sous-jacent,
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(2.1.6.4) X

et le morphisme v (2.1.6.3). Le probléme de compléter (2.1.6.4) en un diagranme
(2.1.6.1) correspondant 3 v est un probleme du type (2.1.2.1) sur |x°|. Tradui-

sant (2.1.2.3), (2.1.3), (2.1.4.5), on obtient, compte tenu de (II 1.2.7, 2.1.5) :

Théoréme 2.1.7. (i) 11 existe une obstruction

2
w(f ,i,v) € Ext (L ,1)
o Oy XO/YO

o]

dont 1'snnulation est nécessaire et suffisante 3 l'existence d'un diagramme (2.1.6.1)

induisant le diagramme (2.1.6.4) et le morphisme v (2.1.6.3) donnés. Quand

w(fo,j,v) = 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de diagramme {2.1.6.1) solutions

du probldme est un torseur sous le groupe 1Ext:1 (L. ,I), et le groupe d'automor-

Q-X xo/Yo

phismes d'une solution domnnée s'identifie canoniSuement 2 Extg (Lx /1 ,1).
o "o

(11) Ona w(f ,3,v) = v w(f,§), od 1'on a posé °

2
w(E ,3) = olf ,3,1d(£43)) emxtgx (on/Yo,ng) .
[+

Quand fo est plat, w(fo,j) est 1l'obstruction 3 l'existence d’une déformation

plate de X, sur Y (1) ;8i w(fo,j) = 0, l'ensemble des classes d'lsomorphie

de déformations plates de X sur Y est un torseur sous ].‘3xl:1 (L ,
0 — O XO/Y°
le groupe des automorphismes d'une déformation plate donnée s'ideRtifie canoniquement

£*J) et
b et

0 +*
kY Extg (LXO/YO, £23).

(o

{1it) La classe w(fn,j), considérée comme morphisme de degré deux

(1) i.e. une Y-extension X de X vpar I telle que le morphisme correspondant

f‘gJ -3 I solt un isomorphisme, auquel cas X est plat sur Y .
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de D(Xo) , est égale au morphisme composé

X

L. § —_— LfgLYo/s re Lng rd f:-] 3

ol la premiére fléche est la clagge de Kodaira-Spencer K(XO/YO/S) (i.e., (II 2,1.5.7)

le morphisme de degré un du triangle de transitivité Ly /Y /S)’ la seconde Lfge(j),
o' to
ol e(j) : Ly jg —>J est la fliche de degré un définie via (1.2.3) par_la
o

S-extension j , enfin la dernidre fldche est la projection sur H0 .

2.1.8. BSoient

X by —5 2

des morphismes de topos annelés. Notons Y1 le topos Y annelé par 1'Anneau des

parties principales P1 (II 1.1.4.1) ; on a donc une Z-extension canonique

Y/2

(triviale)
yC—s vl

1 ' " 1 1
de Y par QY/Z . Notons X' (resp. X") le topos X amelé par f*PY/Z , ot PY/Z
est regardé comme gY-Algébre pour la structure gauche (resp. droite), On a donc
deux Y'-extensions X', X' de X par f*rt”z , d'olt d'apraés (2.1.7 (1)), un

€lément

4 f 1 1
cl(X") - cl(X") € ]Extgx(Lx/Y,f*QY/z)

Traduisant (1.2.7) et (2.1.5.1), on obtient le résultat suivant, qui justifie la

terminologie "classe de Kodaira-Spencer" (c£. ([16], § 7)) :

Proposition 2.1.8.1. L'élément cl(X") - c1{X'}) est 1'image par le morphisme

canonigue

1 1 1
]Extgx(Lx/Y ,Lf*LY/z) ——>1Extgx(Lx/Y, £50 )
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(déduit de la projection LY/Z —_ O;/Z (11 1.2.7.3)) de la classe de Kodaira-Spencer

K(x/¥/2) (11 2.1.5.7).

2.1.9. a) Suppusons que, dans (2.1.6.1), les topos X Yo » S solent locale~
ment annelés et les morphismes f0 s qo admissibles au sens de Mme Hakim [18] .
Alors il est immédiat que les topos X et Y sont localement annelés et les morphis-
mes X—>Y—>8, 1, j admissibles. Ainsi, quand (2.1.6.4) est un diagramme de
topos localement annelés (et morphismes admissibles), le problime de prolonger
(2,1.6.4) en un diagramme de topos localement annelés (2.1.6.1) (et morphismes
admissibles) correspondant 2 un morphisme donné (2.1.6.3) équivaut au m@me probléme
odt 1'on oublie les conditions supplémentaires (''localement annelés”, "admissibles"),
donc est justiciable de (2.1.7).

b) Supposons que, dans (2.1.6.1), X, —>Y —>s "soient" des morphismes
de schémas, (i.e. soient les morphismes de topos annelés zariskiens définis par des

morphismes de schémas), et que I (resp. J) soit un -(resp. gY -) Module

gxo o

quasi-cohérent., Alors il résulte de a) et de (EGA I 2e édition 5.1.9) que X et
Y "sont" des schémas et les morphismes X —> Y —>S , 1 , j des morphismes de
schémas, Par suite, quand (2,1.6.4) est un diagramme de schémas et I un QX ~Module
quasi-cohérent, le probléme de prolonger (2.1.6.4) en un diagramme de schémas°(2.1.6.1)
correspondant 2 un morphisme (2,1.6.3) donné est encore justiciable de (2.1.7).

¢) Enfin, supposons que dans (2,1.6,1) X "goit" un schéma relatif plat
localement de présentation finie sur Yo (1.e. que fo soit le morphisme de topos
annelés défini par un schéma relatif ,..) (1) et que v (2,1.6.3) soit un isomor-
phisme. Alors 11 est immédiat que X est un schéma relatif plat localement de
présentation finie sur Y , Par suite, si dans (2.1.6.4) X est un schéma relatif

plat localement de présentation finie sur Yo , le probléme de déformer Xo en un

schéma relatif plat sur Y est justiciable de (2.1,7 (11) et (iii)).

(1) voir Mme Hakim ( [187] chap. IV) ; 1'hypoth2se de locale présentation finie

implique que les deux notions de platitude envisagées dans (loc. cit.) cotncident.
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2.2, Déformations de morphismes de topos annelés.

2.2,1, Solfent T un topos, R un Anneau de T . Considérons le diagramme

commutatif (en traits pleins)

{2.2.1.1}

ey

K

ler

£

o

o /_ﬁ
w\

0 >

v

(=

B3 me—mm P
™
=]

I ————

I

défini par des morphismes de R-extensions £ : A—>B, h: A—>C, etun
morphisme (go,v) : (BO,J) e (CO,K) de A-Algmod tel que (ho,w) = (go,v)(fo,u),
(fo,u) (resp. (ho,w)) étant induit par £ (resp. h). Observons en passant que,
pour £ , h, 8, donnés (tels que ho - gofo), alors, si 1a fléche I ®A Bo — J
définie par u est un &pimorphisme (resp. un isomorphisme), il existe Zu

plus une (resp. une et une seule) fléche v : J—>K telle que vu = w . Cela

étant, on se pose le

Probléme 2.2.1.2. Compléter (2.2.1.1) suivant le pointillé en un diagramme commu-
tatif, {.e. trouver un morphisme d'extensions g : B —>C induisant (go,v) et
tel que g £=h,

Notons

1 1
(2.2.1.3) e(B) € Exty (LB /A,J) , e(o) € Ext,, (Lc /A,K)
o "o o o
les €léments définis par les A-extensions 3, C via (1.2.3), et

1 1 ~ 1
v ExtBo(LBO/A,J) -——)]ExtBo(LBo/A,K) _>mxcc°(LBo/A®Boco,K) s

(1 3.3.4.4)
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® C ,K)

1
#g ]Extco(Lc /A’K) —%Ext (LB /a

les morphismes canoniques définis par v , 8, - Il est clair que le probléme (2.2,1,2)
admet une solution si et seulement si les A-extensions v#B et E}go de BD par K

sont isomorphes, i.e. si l'on a
vee(B) - e(Clxg =0 .

La suite exacte des Ext (- K) relative au triangle de transitivité Ly /A /A
o' %o

s'écrit (ef, (2.1.2.2))

0 —>]Ext (L X) —>Ex: (L K) —> Homy, (1 ®, BO,K) —_— ...,
o

o

B, /A ’ B, /8’

ou, si 1l'on préfére,

() 0 ——-—>]Ext

B /A 8 c ,K) —-—->]Ext (LBO/A®BDCO,K) —> Hom, (1®Aoco,1<) - ..

o

(en utilisant 1'isomorphisme canonique (I 3.3.4.4)). Or, par hypothése, les morphis-

mes de I dans K induits par les A-extensions v#B et g*go coincident avec

le morphisme donné w . Par suite vse(B) - e(g)*go donne zéro dans Homc (1 83 CO,K)
o

o
dans la suite (%), donc on a

(2.2.1.4) wee(B) - elCwg, € Ext @ C ,K) .

B /A

Quand vxe(B) - e(Cl#g = O , il existe un isomorphisme entre les objets v4B et
g*go de ExalA(BO,K), et d'aprés les remarques suivant (1.1.5.1), l'ensemble de
tels isomorphismes forme un torseur sous le groupe DerA(BO,K) ; notons qu'on a

des isomorphismes canoniques

~ o]
DerA(BO,K) ]ExtBO(L (1T 1.2.4.3)

5 /4K
o

- Ext (L (par 1la suite exacte des

B /Ao’K)
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Ext; (-,K) de
[s]

1 ),
B /A /A

~ o
— ]Extc (LB /A ®B

o] o o o

CO,K) (I 3.3.4.4) .

En résumé, on a obtenu :

Proposition 2.2.2. Avec les notations (2.2.1.3), la classe (2,2.1.4) est 1'obstruc-

tion dont 1'annulation est nécessaire et suffisante 2 1l'existence d'une solution

du probléme (2.2.1.2). Quand celle-ci est nulle, l'ensemble des solutions forme

un_torseur sous le groupe Extg (L
[s]

B /4 %8 CO,K) (= Der (BO,K)).
o] [ o] o]

2,2,3. Soit un diagramme commutatif (1) (en traits pleins) de topos annelés

(2.2.3.1)

N o et — - g

ot i (resp. j) est une Z-extension de X (resp. Yo) par I (resp. J), et

k une S-extension de Zo par K . On a donc (1.2.3) des éléments

1 . 1
(2.2.3.2) e(1) ¢ ]Extox (LXO/Z,I) , e(j) € Exth (LYO/Z,J) s

=X, .
et des morphismes canoniques
v o gg K—>»J , w: hzk —>1 .

(1) avec le grain de sel habituel, cf. note %) de (2.1.6).
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Donnons-nous d'autre part un morphisme

(2.2.3.3) u ng——>1

tel que w = u(f:v). Notons comme tout & l'heure que si Vv est un épimorphisme
(resp., un isomorphisme), alors il existe au plus un {(resp. un et un seul) u
vérifiant w = u(fgv). (En particulier, si g, ©st plat et Y une déformation
plate de Y sur Z, cf. (2.1.7 (ii)), u n'est plus une donnée supplémentaire).

Cela posé, (2.2.2) se traduit ainsi :

Proposition 2.2.4. MNotons e(idwf ~(resp. uxe(3)) 1'image de e(i) (resp. e(j))

par la fldche canonigue

1 1
Ext (LXO/Z,I) - Ext (f:LYO/z,I)
o a

(resp. la fléche composée

0.

1 1
Ext (LY /z’J) —>Ext,
Yo o —Xo o

" u 1
(fgt.YO/z,foJ) —> Ext (f'gLYO/z,I) )
Alors on g

uee() - e(iduf, € Exep (£41, , D
=X o o
o]

le groupe de droite s'injectant canoniquement dans 'Exté (E:LY /Z’I)' Pour_gqu'on
=X o
puisse compléter suivant le pointillé (2,2.3.1) en un diagramme commutatif induisant

u , 11 faut et il suffit que l'on ait uxe(j) - e(i)*f° =0 . Quand

ugel(j) -~ e(i)*fo =0, 1'ensemble des morphismes de topos annelds X —> Y

solutions du probléme est un torseur sous le groupe Extg (f'gLY /z ,1)
=X oo
o

Remarques 2,2.5. a) Faisant, dans (2.2.3.1), Y = Y, Z=2,3 (resp. k) =

ol
identité, on retrouve le résultat de Grothendieck ( [17] 11.1.5) relatif au rela-
vement infinitésimal d'un morphisme.

b) Si les topos annelés figurant dans (2.2.3.1) sont localement annelés

et les morphismes correspondants admissibles (et, comme on a vu (2.1.9 a)), il suffit

pour cela qu'il en soit ainsi des topos annelés et morphismes figurant sur la colonne
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gauche), alors toute solution X —3 Y est nécessairement admissible. Par suite,
les topos et morphismes de topos de (2,2,3.1) "sont" des schémas et morphismes
schémas, toute solution X —3» Y est un morphisme de schémas. De la méme manidre,

X, et Y, U"sont" -des schémas relatifs plats localement de présentation finie

sur Z0 et v, w des isomorphismes, alors, comme on a vu, X et Y sont des

schémas relatifs plats localement de présentation finie sur Z , et toute solution

X —> Y est un morphisme de Z-schémas relatifs,

2.3. Compléments sur les déformations de morphismes.

2.3.1. vVoici ume variante des problémes envisagés en (2.1.6) et (2.2.3). Soit

un

(2.3.1.1)

ot

de

que

diagramme commutatif de mani2re que g soit une déformation plate de 8,

diagramme "commutatif", en traits pleins, de topos annelés

k est une S-extension de Z, par un 9, -Module K et i wune Z-extemsion
o
X, par un Q. -Module I . On suppose que h est plat (donc hgk = 1) et
o

g, est plat. On cherche 2 compléter (2.3.1.1) suivant le pointillé en un

Proposition 2.3.2. (i) Il existe une obstruction

2
w € Ext (YO/XO’LYO/ZO’ggK)
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dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que le probldme précédent

admette une solution (l%

(i1) Quand w = 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions est- un

torseur sous le groupe Extl(Yo/xo;LY /2 ,ggk) (1) et le groupe des automorphismes
o' %

d'une solution donnée s'identifie canoniquement &

o i *0) = o AL 1
Ext (YO/XO,LYO/ZO,gOK) Ext (YO/XO,QYO/ZO,g‘O*K) ™).

Preuve. Introduisons les topos amnelés X Y = Top(fo), X2, = Top(ho), XZ = Top(h)

(%), 0n a des morphismes de topos annelés

XY
[*]

Xz “———=3xz ,
o0

o

ot la flache verticale est définie par (Id,go) et la flache horizontale, définie

par (i,k), est une S-extension de Xz par (th <«— K). On peut reformuler le
probléme (2.3.1) en disant qu'on cherche une déformation plate de XOY0 au-dessus

de XZ, ou encore une XZ-extension de X Y = par (th < ggK) telle que la
flache correspondante (id,go)*(hgk <« K) —> (hgk e ggk) soit un isomorphisme,

Appliquant (2.1.7), on trouve une obstruction

w € Ext(L , (W) =— g4))

XY /X2
o0 o0
et, quand W = O, l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions forme un torseur

sous Extl(L (th < ggK)), le groupe des automorphismes d'une solution

XY /x2°
o0 o 0

' s o -
donnée s'identifiant 3 Ext (LXOYO/XOZO,(th <— g¥K)). Or, comme LXO/XO 0,

on a, d'aprés (4.12.2),

Lyyz ~©O<— 1Ly z)
o o o0 o o0

1
(7) pour la définition des Ext:i(Yo/Xo;L i8¥K), voir (4.10). 81 L, M sont

Y,/2 0 % 1
Ext (L,M) = H RHom(L,M) leur i-iéme

o
des complexes, nous noterons désormais ©

hyperext, au lieu de Ext®(L,M),
(2) nous utiliserons librement la terminologie et les résultats du n°4.
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d'olt (4.10.1)

Extl (L

i .
x v /x g (DER) € g¥K)) = Ext (Y /X ily ,; 8¥K)
[o Ao} (oMo ] o o

pour tout i, ce qui achéve la démonstration.

2.3.3, Dans la situation de (2.3.1.1), on peut envisager le probléme plus général
suivant, On se donne un QY ~Module J et des morphismes v : ggK —>7J,

u fﬁJ —>1 tels que w : u(fgv), ot w th —> 1 est le morphisme défini
par la Z-extension i, et 1'on cherche une Z-extension Y de Yo par J corres-
pondant & Vv et un morphisme X —> Y de Z-extensions correspondant 2 u,
Raisonnant comme dans la preuve de (2,3,2), on trouve une obstruction dans le groupe
Extz((o - LY /2 ),(I «— J)) ; quand cette obstruction est nulle, l'ensemble

des classes d'igom;rphie de solutions forme un torseur sous Extl((o < LY /z 3,
(I <— J)) et le groupe des automorphismes d'une solution s'identifie au giou:e

Ext’ des mémes arguments. Les groupes Ext® précédents sont accessibles au calcul

grice au triangle distingué (4.9) :

RHom(Lf ,I)
3Lyo/zo

N

RHom( (0 «— LYO/ZO),(I € J)) ——— RHom(LYO/ZO,J)

2.3.4. La preuve de (2.3.2) montre, compte tenu de (2.1,7 (iii)), que l'obstruction

w de (2.3.2) s'écrit comme cup-produit
w = e(L, k(X ¥ /X Z /8)

ot e(i,k) € Extl (L ,(hﬁk <~ K)) est la classe de la S-extension (i,k) de

X2,/8

Xz, et K(X¥ /%2 /S) € Ext!((0 <1 ), (1d,g)%. ) est la classe de

Y /2 X Z /8
o' "o oo
Kodaira~Spencer définie par le composé XOYO — XOZO ~—2> 8§ , le cup-produit étant

défini par la composition de Yoneda, Il en résulte que W possdde, vis-2-vis des

diagrammes pleins (2.3.1.1), les propriétés de fonctorialité qu'on est en droit
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d'attendre. Nous en laissons la formulation au lecteur.

2.3.5. Si, dans (2.3.2), on suppose qQu'il existe une déformation plate Y de Y,
au-dessus de Z, l'obstruction @ tombe, comme on va voir, dans un groupe plus
petit. On a en effet la suite exacte de cohomologie relative (4.10.5) :

vee T2 Extl(L

1 2 .
,8¥K) —> Ext (fglyolzo,hgl() 3> Ext (YO/XO,LYO/ZO,ng) —>

YO/Z°
2
~—3> Ext (LYO/zo,g:K) —_— L,

Il découle aisément de (2.3.4) que l'image de ® dans Eth(LY /z ,g:K) est
o' o
1l'obstruction 3 déformer platement Yo au-dessus de Y , Par suite, quand une

telle déformation existe, 1'obstruction ® au probl2me (2.3.1) se trouve dans
1 1
#]
Coker (Ext (Lvo/zo'gl“‘) —> Ext (foLYO/ZO’h:K))

On pouvait d'ailleurs prévoir ce résultat, En effet, une déformation plate Y de Y,

étant choisle, l'obstruction 2 prolonger fo se trouve, d'apr2s (2.2.4), dans

Extl(fgLYO/zo,h:K). Si 1'on remplace Y par une autre déformation plate Y' , les

classes de Y et Y' différent, d'apr2s (2.1,7), par un élément u € Extl(LY /z ,ggK),

et il découle de (2,2.4) que 1l'obstruction & prolonger f° est alors modifiéeopa:

l'image de u dans Extl(fgLY /z ,h:K). D'olt finalement 1'obstruction dans le conoyau
o' "o

écrit plus haut.

2,3.6. On a des remarques analogues 2 (2.1.9) et (2,2.5 b)). Si, dans le diagramme
plein (2,3.1.1), les topos sont localement annelés et les morphismes admissibles,
toute solution du probl2me (2.3.1) est telle que Y soit localement annelé et les
morphismes en pointillé admissibles, De méme, si le diagramme plein (2.3.1.1) est
défini par un diagramme de schémas, 1'Idéal K étant alors quasi-cohérent, toute
solution du probl2me est telle que Y "soit" un schéma et les morphismes en
pointillé des morphismes de schémas. Remarquons également que, si fo est une

immersion fermée, il en est alors nécessairement de m2me de f .
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3, Calcul du complexe cotangent de quelques types de morphismes.

3.1. Morphismes lisses, étales,

Proposition 3.1.1. (cf. [25] 5.4)). Soit f : X —> Y un morphisme de shémas.

Les conditions suivantes sont égquivalentes :

(1) £ est étale (EGA IV 17.3.1) ;

(£i) £ est localement de présentation finie et L =0 dans D(X).

X/Y

Proposition 3.1.2. (ef. [25] 5.4)). Soit f : X —> Y un morphisme de schémas.

Considérons les conditions suivantes :

(1) f est lisse (EGA IV 17.3.1) ;

(i11) 1l'augmentation naturelle L v b d n;/Y (11 1.2.7.3) est un quasi-isomorphisme

X/
et Q;/Y est localement libre de type fini (autrement dit, dans la terminologie

de (SGA 6 I 4.7, 4.8), Lysy €8t d'amplitude parfaite ¢ [0,0]) ;

(ii1) £ est formellement lisse (EGA IV 17.1.1).

Alors on a (1) =% (1i) ==» (111), et (1), (41) et (1i1) sont &quivalentes quand

f est localement de présentation finie.

Preuve de (3.1.1) et (3.1.2),

a) (3.1.1 (1) ==» (ii)). Comme f est plat, on a, par changement de base

(11 2.3.11),
* ~
Prily/y > L %/x
Par le triangle de transitivité (II 2.1.5.6) relatif au composé

i PTy

X > XXYX X »

ot i est 1'immersion diagonale, on a

LX/XXYX[—I] —_— i*LXxYX/Y s

d'oll, puisque i*prf = 1d,

(1] == 1y

LX/xang
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Mais comme 1 est une immersion ouverte (EGA IV 17.4.2), on a, par localisation

(11 2.3.0), =0 dans D(X), dlod (3.1.1 (ii)), £ &tant localement

iz X
de présentation finie par définition.

b) (3.1.2 (i) = (ii)). La question étant locale (IT 2.3.0), on peut supposer
que Y est affine et que £ se factorise en £ = £'i, o £’ : X' = Y[tl,...,tr] v
est la projection canonique d'un espace affine~type au-dessus de Y et i : X ~> X'
un morphisme étale. Le triangle de transitivité relatif a f£'i (II 2.1.5.6) implique,

compte tenu de a), qu'on a S -1 d'otr (ii) d’aprés (II 1.1.3.2 et

z/Y ?
1.2.4.4),

e) (3.1.2 (ii) ==» (iii)). Solent T un schéma affine au-dessus de Y , T,

un sous-schéma fermé de T défini par un Idéal nilpotent I , g : T, —>X un

o
Y-morphisme. I1 s'agit de montrer que, grace 2 (ii), on peut prolonger g, enun
Y-morphisme g : T —3> X . Tout d'abord, on peut supposer que I2 = 0 (car, une
fois 1'assertion prouvée dans ce cas, on peut, dans le cas général, prolonger 8,
de proche en proche aux voisinages infinit€simaux successifs de To dans T).

D'apres (2.2.4), appliqué au cas particulier (2.2.5 a)), 1'obstruction au problame

1 . . . t — 1 ]
se trouve dans Ext (Lg§LX/Y’I)' Mals (ii) implique qu'on a ngLX/Y = ggﬂle , d'oir
Extl(Lg*L I) = Extl(g*ﬂ; 1)
o X/Y’ o 'X/Y’
=0
puisque S§Q§/Y est localement libre de type fini, I quasi-cohérent, et To affine.

Il n'y a donc pas d'obstruction au prolongement de go, et 1'on a ainsi prouvé

(it) == (iii),

d) Compte tenu de b) et c), l'équivalence de (3.1.2 (1), (i), (1i1)), pour

£ localement de présentation finie, résulte trivialement des définitions,

e) (3.1.1 (ii) == (1)). p'aprds d), (ii) implique que £ est lisse, et comme

Q;/Y = Ho(Lx/Y) =0, f est étale. Ceci ach&ve la preuve de (3.1.1) et (3.1.2).
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Corollaire 3.1.3. Boit un triangle commutatif de schémas

X C.__i_.ﬁx'
Y

ol £' est un morphisme lisse et 1 une immersion fermée définie par un Idéal I .

Alors on a, dans D(X),

~ 2d_ .1
e gy == @ > 1/1° 5> iy, —>0)

oty t[nl désigne le foncteur de troncation (I 1.4.7), I/I2 est placé en degré -1,

et d est défini par la différentielle extérieure dX'/Y .

Preuve. Compte tenu de (3.1.2), 1'assertion résulte de (1.2.9.1) appliqué a

-1 -1
£70) —>i7(Q, ) —> 0, .

Remgrque 3.1.4. La conclusion de (3.1.3) est encore valable si l'on suppose seule~

ment f£' formellement lisse. En effet, d'aprzs ([17] 9.5.8), H) (L ) =0 et

X'/Y
ﬂ;,/Y est plat, or dans la preuve de (1.2.9.1) on utilise seulement que

1
Hl(LP/A) 0 et QP/A est plat,

3.2, Immersions régulidres, morphismes localement d’intersection compldte,

3.2.1. Soient T un topos, A un Anneau (commutatif) de T, u : E—>A un

homomorphisme de A-Modules. On appelle complexe de 1'Algébre extérieure (ou complexe

de Xoszul) construit sur u le complexe de chafnes

(3.2.1.1) K. (u)

tel que Kn(u) = A"E , 1a différentielle étant l'unique anti-dérivation de degré -1

de 1'Algdbre extérieure A E égale 3 u sur E , Si x »X  sont des sections

120

de E , on a donc

B 1-1
d(xl...xn) =3 (-1) u(xi)x1 cee XX ees X
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La notion de complexe de Koszul introduite en (I 4.3.1.3) est un cas particulier
de celle-cli : 81 v : L —> M est un morphisme de Modules sur un Anneau R de T,
le complexe Kos.(v) de (loc. cit.) n'est autre que K.(¥V) , ot v : L Gk?R(M) - SR(M)

est le morphisme SR(M)-linéaire prolongeant canoniquement v .

La formation de X.(u) commute au changement de base : si A' est une
A-Algebre (commutative) et u' 1'homomorphisme déduit de u par extension des

scalaires 2 A' , on a
K.(u') = g (u) GhA' .

En particulier, notons u : SA(E) —3> A le morphisme d'Anneau* défini par u .

Comme u rétracte 1'injection canonique A S~ SA(E), ona (E 8, SA(E)) GEA(E) A=E ,
et la relation u(xu(y)) = ulxy) pour x section de E » ¥ section de SA(E) s
montre que u se déduit, par extension des scalaires via u , du morphisme
§,(E)-linéaire E ®ASA(E) -—> SA(E), X ® y b xy . Par suite, si K.(E) désigne

le complexe de Koszul construit sur ce morphisme (ou, si l'on préf2re, le complexe

Kos.(IdE) (I 4.3.1,3) considéré comme complexe de SA(E)-Modules), on a

(3.2.1.2) K.(u) = K, (E) ®SA(E)A )

A &tant regardé comme SA(E)-Algébre via u . Cette remarque, fort utile, est due

2 Berthelot (SGA 6 VII 1). Ce numéro ne fait d'ailleurs, dans une large mesure,

que paraphraser {(loc. cit.).

Définition 3.2.2. On dit que u : E—3» A est un morphisme de Roszul (resp. un

morphisme régulier) si E est plat (resp. localement facteur direct d'un Module

libre de type fini) et si K.(u) est une résolution de A/u(E). Soit I un Idéal

de A, on dit que I est de Koszul (resp, régulier), ou encore que A ~—3 A/I est

un épimorphisme de Koszul (resp, un épimorphisme régulier) si, localement sur T ,

il existe un morphisme de Koszul (resp. régulier) u : E —> A tel que I = u(E).

Quand A est un Anneau local {de sorte gue tout facteur direct d'un
Module libre de type fini est alors localement libre), la notion d'Idéal régulier

qu'on vient de définir cotncide avec celle de (SGA 6 VII 1.4).
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3.2.3. Exzemple. Solt R un Anneau de T , et soit

0~—>L~—>M—>N—>0

une suite exacte de R-Modules plats. Alors SR(M) — SR(N) est un épimorphisme
de Koszul. En effet le noyau de cet &pimorphisme est 1'Idéal engendré par 1'image
de L, i,e. 1'Idéal image du morphisme u : L ® SR(M) - SR(M) défini par

L —>M , et ce dernier est un morphisme de Koszul d'apr2s (I 4.3.1.6). Si 1 est
localement facteur direct d'un Module libre de type fini, SR(M) — SR(N) est un

épimorphisme régulier.

Proposition 3.2.4. Soient A un Annmeau de T, I un Idéal de Koszul (resp.

régulier) de A, B = A/I. Alors :

(i) I/I2 est un B-Module plat (resp. localement facteur direct d'un Module

l1ibre de type fini) ;
(i1) 1'homomorphisme canonique

sB(mZ) —— gr, (W)

est un isomorphisme ;
(1i1) 1'homomorphisme canonique (1.2.8.1)

Ly, —> 1/1% [1]

est un isomorphisme de D(B),

Preuve, Commengons par prouver la proposition dans le cas particulier de (3.2.3),
avec A =5 (M), et N=0, donc B=R, L=M, et I=M.SR(M). On a 1/12=M,
et les assertions (i) et (ii) sont triviales. D'autres part, d'aprés (IT 1.2.4.4),
l1a flache canonique LA/R -_>Qllx/R est un quasi-isomorphisme, d'od (111) grace au
triangle de transitivité relatif au composé des injection et projection canoniques
R —> A —> R . Passons maintenant au cas général. On peut se borner au cas ol I
est de Koszul et od 1'on dispose d'un morphisme de RKoszul u : E —> A . Posons

SA(E) =4, E ®AK =E ,notons p:E—>4, le morphisme produit, et u : A —> A
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le morphisme défini par u , de sorte que (3.2.1) u se déduit de p par extension

des scalaires via u , et qu'on a
(3.2.4.1) K. =K.(B) & A& .

Si l'onpose p(E) =T, ona I =T.a=u(E)), et par suite le carré
JK A
A B

ot A—>A et A —> B sont les projections canoniques, est cocartésien. On a :

(3.2.4.2) —

—_—

2
/1% = 1 ®AB

= T
= EQB

ce qui prouve (i). D'autre part, comme K.(E) (resp. K.(u)) est une résolution de
A (resp. B), la relation (3,2,4.1) fournit

(3.2.4.3) Tor? (A,A) = 0
pour i >0 (1l'un des arguments A &tant regardé comme A-Algdbre par la projection
canonique, l'autre par u), et par le théorame de changement de base (II 2.2.3)

appliqué a (3.2.4.2) on en déduit

L =L @3B

B/A~ “A/A

(A considéré comme A-Algibre par la projection canonique), d'od (11i), compte tenu

du cas particulier déj2 prouvé. Comme gtT(Z) = SA(E) est un A-Module plat, on a
Torz(gr—(X) A) = gr—(A) ® TorK(A A)
i I ’ I AT 1T
pour tout entier i, d'od, d'aprés (3.2.4.3),

s -
Tor; (gr3(A),a) = 0
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pour i >0 . On en déduit facilement (cf, preuve de (SGA 6 VII 1.2)) que la

fléche canonique
gr'f(A) 8,8 ——> ng(A)
est un isomorphisme, d'od (ii), ce qui achéve la démonstration.

Remarques 3.2.5. Soient A -~—> A' un morphisme d'Anneaux de T , I un Idéal de

A, B=A/I, I' = I.A' . 81 I est de Koszul (resp. régulier), et si Tor?(B,A') =0
pour i >0, alors I' est de Koszul (resp. régulier), Cela résulte aussitdt

des définitions (cf. (SGA 6 VII 1.5))., D'autre part, si u : E=—> A est un mor-
phisme de Koszul pour I , et si le morphisme u' : E' —> A' qui s'en déduit par

changement de base est un morphisme de Koszul pour I', alors la fléche canonique
) L ' '
ng(A A —> ng,(A)

est un isomorphisme, On a vu en effet dans la preuve de (3.2.4) que les fldches

canoniques
—. L o, L
gr-i-(A) &=A —> gr_(A) , grE(A) @xA' — ng,(A')
(avec les notations de {loc. cit.)) sont des isomorphismes. (Comparer (8GA 6 VII 1.2)).

Proposition 3.2.6 (cf. [25] 5.4, 5.5)). Soit f : X —> Y un morphisme de schémas.

8i £ est localement d'intersection compldte (SGA 6 VIII 1.1), LX/Y est d'ampli~

tude parfaite < [-1,0] (85GA 6 T 4.7, 4.8), i.e. est localement isomorphe dams D(X)

3 un complexe de Modules libres de type fini concentré en degrés -1 et O . La

réciproque est vraie quand Y est localement noethérien et £ localement de tvpe

fini.

Preuve, La partie directe résulte immédiatement de (3.1.2) et (3.2.4) grace au
triangle de transitivité, La réciproque est due 2 Quillen ([25] loc. cit.), compte

tenu de (II 2.3.6.3).
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Corollaire 3,2,7, Soit un triangle commutatif de schémas

¥ ———2X

¥ 2

oi f' est un morphisme lisse et 1 une immersion fermée définie par un Idéal

régulier I . Alors, avec les notations de (3.1.3), on a, dans D(X),

L

o~ 2 1
xy o (0> 11" —> iy, —>0) ,

Preuve. Conjuguer (3.1.3) et (3.2.6).

3.3. Morphismes faiblement d'intersection complate.

Les résultats de ce numéro sont ds 2 Quillen ({24] II) dans le cas

ponctuel,

3.3.1, Soient T un topos, A un Anneau de T , I un Idéal de A, B = A/I,
La suite exacte des Tor relative 2 la suite exacte 0 —> I —» A —> B —> 0

fournit un isomorphisme
A ~ 2
3.3.1.1) Tor (B,B) —=—>1/I ,

dont 1'inverse se prolonge canoniquement en un homomorphisme d'Algdbres graduées

anti~commutatives
2 A
(3.3.1.2) A(T/TT) > Tor. (B, B)

Nous dirons que I est faiblement régulier si I/I2 est plat et (3.3.1.2) un

igomorphisme (cf. ({247 8.4)).

Exemple. 81 I est de Koszul (3.2,2), 1 est faiblement régulier, En effet, on

peut supposer que I est 1'image d'un morphisme de Koszul u : E—> A, et 1'0on a

TorA(B,8) = H. (K. (u) ®B) = A,(E ®,B) = /\B(I/Iz)



- 211 -

Les propriétés des Idéaux faiblement réguliers établies par Quillen

([24] 11 8) dans le cas od T est le topos ponctuel se globalisent facilement.
On peut en effet recopier les arguments de (loc. cit.) grlce aux résultats de

(I 3.3.3 et 4.3). En particulier, si I est faiblement régulier, la fliche canonique
2
SB(I/I ) —— ng(A)

est un isomorphisme. On a d'autre part 1'utile "théordme de convergence" ([24] 8.8) :

Soient R un Anneau simplicial de T , J wun Idéal de R tel que HO(J) =0.

81 J est faiblement régulier, alors Hk(Jn) =0 pour k<n .

3.3.2. Gra2ce a ce résultat, la "suite spectrale fondamentale" de ([24] 6.8) se
globalise A son tour sans difficulté, Soient A un Anneau de T , B une A-Algebre,
P —> B 1la résolution libre standard de B sur A (I 1.5.5.6). Posons R = P &,B ,
notons J 1'Idéal de R noyau de 1'augmentation R —> B définie par P —> B .

On a

2 1 1 -
I37 = e BB = Qp 8B = Ly, (11 1.2.3.1) .

Comme P est libre sur A terme 2 terme, R est libre sur B terme 3 terme H
1'augmentation R —> B étant isomorphe en chaque degré 2 la projection canonique,

J est de Koszul terme & terme (3.2.3), et par suite (3.2.4) la flache canonique

SB(LB/A) —_— ng(R)

est un isomorphisme. Filtrant R par les puissances de J , on en déduit une suite

spectrale d'Algdbres bigraduées, fonctorielle en A —> B :

2 q A
(3.3.2.1) E° =y —y .(B, ,

q pﬂ(s (LB/A)) Tor B)

d& : B —s g

P4 p-r,q+r-1

Comme J est faiblement régulier, le théordme de convergence rappelé plus haut
implique que cette suite spectrale est concentrée dans le premier quadrant lorsque

HO(J) =0, i.e. BB 2> B . C'est le cas en particulier si B = A/I ; 1'homomor-
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phisme (3.3.1.2) s'interprite alors comme un homomorphisme latéral : on a en effet

un isomorphisme "de bas degré’ H(L;, ) => Tor?(B,B) = 1/1 ), et 1'on a

B/A

n 2
Hn+1(SnLB/A) = /\n}ll(LB/A) = A" /1

par 1'isomorphisme de décalage (I 4.3.2.1 (i)). Utilisant ce fait, on obtient,

en raisonnant comme dans ({247 10.3)

Proposition 3.3.3. Soient A un Aneaude T , I un Idéal de A, B = A/I. Pour

que I soit faiblement régulier (3.3.1), il faut et il suffit que I/I2 soit plat

sut B et que la fldche canonique LB/A — 1/12[1] (1.2.8.1) soit un quasi-

isomorphisme.

Définition 3.3.4. Soient A un Anneau de T, B une A-Algébre. On dit que B est

est d'amplitude plate

faiblement d'intersection compléte sur A si L

B/A
c [-1,0] (SGA 6 1 5.2), i.e. est isomorphe dans D(B) 2 un complexe de Module plats

concentré en degrés -1 et 0. Soit £ : X —> Y un morphisme de topos annelés (resp.

de schémas). On dit que £ gst faiblement d'intersection compldte si 0, est

faiblement d'intersection compléte sur f_l(QY).

Pour un morphisme de schémas, "localement d'intersection complite" implique
"faiblement d'intersection compléte' (3.2.6).
Proposition 3.3.5. Soient

A w2y B —3 C

des morphismes d'Anneaux de T . 81 B est faiblement d'intersection complate sur

A et C faiblement d'intersection compldte sur B, € est faiblement d'intersec-

tion compléte sur A . Si C est faiblement d'intersection compléte sur A et si

1 1
LB/A - QB/A est un quasi-isomorphisme avec ﬂB/A plat, C est faiblement
d'intersection compléte sur B, Enfin, si C est faiblement d'intersection compléte

1
(") On peut montrer que cet isomorphisme cotncide avec celui donné par la théorie

des extensions infinitésimales (1.2.8.1).
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sur A et sur B, LB/A ®BC est d'amplitude plate < [~1,0], et par suite

B est faiblement d'intersection complate sur A si de plus C est fidélement plat

sur B (i.e. le foncteur C @ - est exact et fiddle sur la catégorie des B-Modules).

———— B

Preuve, C'est une conséquence immédiate du triangle de transitivité (IT 2.1.2.1).

Proposition 3,3.6. Soit un triangle commutatif d'Amneaux de T :

f

. . 1
ot P—>B est surjectif de noyau I , la flache canonique LP/A — QP/A est

e

un_guasi-isomorphisme et Q;/A est plat. Alors, pour que B soit faiblement

d'intersection compldte sur A , il faut et il suffit que I soit faiblement

régulier. Lorsqu'il en est ainsi, on a, dans D(B),

d
Loy = (0 —> 1/12 —RlA, ﬂ;/A®PB——>0) ,

avec les motations de (1.2,9.1).

Preuve. Appliquer (3.3.5) et (1.2.9.1),

Proposition 3,3.7. Soit

B wme———r B!

A ——ey A

un carré cocartésien d'Anneaux de T , tel que Tor?(B,A') =0 pour i>0.8i B

est faiblement d'intersection complite sur A , B' est faiblement d'intersection

compléte sur A'

Preuve. C'est une conséquence immédiate du théordme de changement de base (II 2.2.3).
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4. Appendice : cohomologie relative.

4.1. Soit
f: X—>Y
un morphisme de topos. On note
(4.1.1) Top( £) {ou X¥)

la catégorie suivante. Les objets de Top(f) sont les triplets (E,F,u) , od E
(resp. F) est un objet de X (resp. Y) et u : £y —> E un morphisme, £1
désignant le foncteur image inverse pour les faisceaux d'ensembles. Un morphisme

(E,F,u) —> (E',F',u') est un couple de morphismes (E ——>E', F —E—> F') tel

que le carré

Ea—i £ lp
a ¢ Leny
B et lipn

soit commutatif. On notera souvent (E «2— F), ou simplement (E € F), un triplet

(E,F,u),

La catégorie Top(f) est un topos, qu'on appelle topos de la fldche £ .

En effet, Top{f) vérifie les propriétés d'exactitude habituelle des topos
(sGA 4 IV 1.1.2) ; d'autre part, pour U (resp. V) parcourant une petite famille de
générateurs de X (resp. Y), les objets (U <— @), Ly < V) forment une

petite famille de générateurs de Top(f), comme il résulte des relations

Hom((U <— @),{E <— F)) = Hom(U,E) ,

Hom((£™1V <~ V),(E «— F)) = Hom(V,F)

Le foncteur restriction 2 X , (E «— F) +——> E , et le foncteur restric-
tion 3 Y, (E<$— F) b~—> F , commutent aux limites inductives et aux limites

projectives ; on peut en particulier les regarder comme les foncteurs images inverses
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par des morphismes de topos

(4.1.2) iX:XﬁXY s i.Y:YﬁXY .
Remarquons que iX s'identifie canoniquement au morphisme de localisation par
rapport 3 (e, €<— @), ot e, est 1l'objet final de X .

X X

Proposition 4.2. Notons D(XY,Z ) la catégorie dérivée des faisceaux abéliens

sur XY ., Pour (E €«<— F) € ob D+(XY,Z ), le morphisme canonique (restriction 2 Y)

RI(XY, (E «— F)) —> RI(Y,F)

est un isomorphisme.

Preuve. Notons d'abord que pour L € ob X, M€ ob Y, on a

ad . _
(4.2.1) 1,0 = o<y i, (0 = (g e—m) ,
ol adj : f-lf*L <— L est la fl2che d'adjonction et ex l'objet final de X .

Tout faisceau (L «— M) sur XY se plonge canoniquement dans le faisceau

iX*(L) 53} iY*(M)’ et par suite la catégorie des faisceaux abéliens de XY posséde
suffisamment d'objets injectifs dont la restriction 2 X est injective et }a res-
triction & Y flasque. La proposition en résulte aussit6t, compte tenu du fait que,

pour tout faisceau (L <— M) de XY , la restriction

r(xy, (L «— M)) —> T(Y,M)

est un isomorphisme, comme on le vérifie trivialement.

4.3. Soit 0 = (o, <— 0,) un Anneau de Top(f), autrement dit une structure de
morphisme de topos annelés sur £ . On notera f¥ 1le foncteur image inverse pour
les Modules.

u
Soit, pour i =0, 1, (Li <——i——Mi) un 0O-Module de XY . La formation

du produit tensoriel commutant aux foncteurs images inverses, on a
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uo ul uo ® ul
.3. = “—
(4.3.1) (LO < M) 699_(1“1 M) = (L, 8L, M ® M1) .

Soient d'autre part L un Oy-Module et (E <— F) un O-Module. On a

(4.3.2) Hom]((L <« 0), (E€<—PF) = iy Hom(L,E)

= (Hom(L,E) <24 £ Hom(L,E))

En effet, interprétant iX comme un morphisme de localisation, on a

(L &=—0) = iX! (1), ob 1 est le foncteur prolongement par zéro, d'od le premier

X!
isomorphisme, puis le second d'aprés (4.2.1).

Soient enfin M un Q. -Module et (E <2~ F) un 0-Module. On a

(4.3.3)  Hom (£ < 1), (8 <2 F)) = (Hom(£*M,E) <— Hom(M,F))

oit la fléche de droite est composée de la fladche canonique f¥Hom(M,F) —> Hom(f¥*M, £%F)
et de Hom(f¥M,u). C'est une conséquence immédiate de (4.3.1) et de l'isomorphisme

cher & Cartan
Hom(P ® Q,R) ~=> Hom(P,Hom(Q,R))

On notera D{(XY) (resp. D(X), resp. D(Y)) 1la catégorie dérivée des
O-Modules (resp. QyModules, resp. QY-Modules). Le foncteur L > (L <— 0)

(resp. (0 <— L)) sur la catégorie des 0y~ (zesp. _QY-Modules) définit un foncteur

de D(X) (resp. D(Y)) dans D(XY), encore noté L F~> (L <— 0) (resp. (0 < 1)).

Proposition 4.4. Soient L € ob D (X), (E<«— F) € ob D+(XY). Il existe des
isomorphismes fonctoriels canoniques :

(1) i§RAom((L <— 0),(E «— F)) -~ RHom(L,E) ,

(i1) i"Y"R_}_!_tE((L <«— 0),(E «<— F)) =~ Rf RHom(L,E) ,

(1i1) RHom((L <— 0),(E «— F)) == RHom(L,E)
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Preuve. On peut supposer L 2 composantes plates et (E «— F) a composantes injec-
tives. Comme ix "est" un morphisme de localisation, E est 2 composantes injec-
tives, donc Hom'(L,E) &également, et par suite (1) et (ii) découlent de (4.3.2).
Quant 2 1l'isomorphisme (1ii), il se déduit de (ii), gr2ce & (4.2), par application

du foncteur RI(Y,-).
Lemme 4.5. Soient L un QY-Module plat, M un gx-Module injectif. On a

Ext (L,£M) = 0

our 1>0.

Preuve. Il suffit de montrer que Exti(L,f*M) =0 pour i >0, la relation du
lemme s'en déduisant par passage 2 un faisceau associé. Or, plus généralement, soient
E un complexe, borné supérieurement, de QY-Modules plats, et F un complexe,
borné inférieurement, de gx-Modules injectifs, Je dis que la fldche canonique

(%) Homy .\ (v) (E,£,F) —> HomD(Y)(E,f*F) ,

définie par le foncteur de localisation Hot(¥) —> D(Y), est un isomorphisme
(Hot(Y) désignant la catégorie des complexes de QY-Modules a homotopie prés).
Comme HomD(Y)(E,f*F) est la limite inductive, suivant les classes de quasi-isomor-

. ' ' - i
phismes E' —> E , des pgroupes Hom}lot(Y)(E ,f*F), et que les quasi-isomorphismes
E' —>E avec E' 2 composantes plates et borné sup&rieurement forment un systime
cofinal, il suffit de prouver que, pour un tel quasi-isomorphisme, la fléche

)

Homﬁot(Y)(E,f*F) —_> Hom’ﬁot(y) (E',£,F) est un isomorphisme. Or on a un carré

commutatif

Homy o (y) (Es £4F) ——————> Hom, 4y (E', £,F)

Homﬂot(x)(f*E’F) —_— Homﬁot(x)(f*z',F) ,
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ot les fléches verticales sont les isomorphismes de dualité., Comme E' —> F est

un quasi-isomorphisme de complexes & composantes plates, il en est de méme de

f¥E! —> f¥8, et comme F est & composantes injectives, la flache horizontale
inférieure est un isomorphisme, donc aussi la flache horizontale supérieure.

Par suite (%) est un isomorphisme, ce qui prouve notre assertion du début (en prenant

E et F réduits au degré zéro), et achéve la démonstration du lemme.

Proposition 4.6. (Dualité triviale, cf. (SGA 4 XVIIL) (1)). Soient L € ob D (Y),

M € ob DT(X). Il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques

(i)  RHom(L,RfM) —> Rf RHom(Lf¥L,M) ,

(ii) RHom(L,REM) > RHom(Lf¥L,M) .

Preuve. On peut supposer I, borné supérieurement et 2 composantes plates, et M
borné inférieurement et 2 composantes injectives. Alors f*L est 2 composantes
plates, Hom"(f¥*.,M) 2 composantes injectives, et (1) ne fait, compte tenu de (4.5),

que traduire 1'isomorphisme canonique
Hom'(L,f,M) —> fHom'(f*L,M) .

L'isomorphisme (ii) se déduit de (i) par application du foncteur RI(Y,-).

D&finition 4.7. On dit qu'un objet (L <— M) de D™ (XY) est quasi-cartésien

si la fldche Lf¥M —> L définie par u est un isomorphisme de D(X).

Proposition 4.8. Soient (L <— M)€ ob D (XY),(E<— F) € ob pt&xy). on suppose

(I, «— M) gquasi-cartésien. Alors les fléches canoniques

1;‘3@(@ <— M),(E «<— F)) —> RHom(L,E) ,

1¥rHom( (L <= M), (E <— F)) —> Rilom(M,F)

sont des isomorphismes.

(1) L'énoncé (4.5) et son corollaire (4,6) sont standard, nous n'en donnons une

démonstration que pour épargner au lecteur une p&che 2 la ligne dans (loc, cit.).
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Preuve, L'hypothese que (L <«— M) est quasi-cartésien signifie qu'il existe un

complexe P , borné supérieurement, de OY-Modules plats tel que (I, «— M) soit

isomorphe, dans D(XY), a {f*p (5_12_ P), D'autre part, comme on 1'a déjd observé

dans la preuve de (4,2) {avec 0 = Z ), la catégorie des O-Modules possdde assez
d'injectifs du type L, (D O 1, () = 1 <X £ ® (00— (b I (resp. D
est un Q.- (resp. QY-) Module injectif. Donc on peut supposer que (E <«— F) est
borné inférieurement et 2 composantes de ce type. On a alors

Hom'(£*P,E) —=> RHom(£#P,E), et Hom'(P,F) ~~~> RHom(P,F) d'aprés (4.5), et

1a proposition en résulte, compte tenu de ce que
Hom' ((£%p <29 p), (E «— F)) = (Hom'(£%P,E) <— Hom' (P,F))

d'apres (4.3.3).

Proposition 4.9. Solent M € ob D™(Y), (E <— F) € ob D'(XY). On a
1fRHom((0 —> M), (E <~ F}) =0 ,

et 11 existe des triangies distingués canoniques fonctoriels

(4.6)
RE, RHom(Lf¥M,E) <~ RHom(M,RE,E) )

N\

1¥RHom((0 <— M}, (E <— F)}) ——> RHom(M,F) ,

RHom(M,REE)  ( “.0 RHom(LEMY,E) )

N

RHom((0 «— M), (E «— F)) — fHomi{M,F)

ot les fléches obliques de droite proviennent, par application des foncteurs

RHom(M,-), RHom(M,-), de la flache F —> Rf,E définie par (E <— F).
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Preuve. On peut supposer M borné supérieurement et & composantes plates, donc

LE¥M ~~-> {#M . On a la suite exacte évidente :
(%) 0 —> (£%M «— 0) —> (i <2 ) —> (0 &— M) —> 0

Appliquant & (*) le foncteur RHom{-,(E <« F}), on obtient un triangle distingué

Riom((£*4 & 0),(E <— F))

RHom((0 €—— M), (E €— F)) ~—3 Riom({£% <), (e «—P) .

Induisant ce triangle sur X, puis sur Y , on obtient, compte tenu de (4.4) et
(4.8), la premidre relation et le premier triangle distingué de (4.9). Le second
triangle se déduit du premier par application du foncteur RI(Y,-), compte tenu

de (4.2).

4.10. Soient M € ob D (Y), F € ob D+(Y). On suppose que f* est dérivable en F
au sens de Deligne (SGA 4 XVII) et que Lf*F € ob pt(x). cela signifie, rappelons-le
que le pro-objet de D(X)

dfn
LE¥F =  "Lim"f¥F' s
—

F' §> F
ot s parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but F , est
essentiellement constant de valeur un objet de D+(x) (cette hypothese est vérifiée
par exemple si f est de tor-dimension finie, ou si F est d'amplitude plate finie
(SGA 6 I 5)). On a alors un objet de DT(XY) :

dfn 1d
(Lf*F & F) = *lim" (f¥F' «—=~ F') .

]
F' —> F

On pose :
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(4.10.1) RHom(Y/X;M,F) = i¥RHom((0 <— M), (LE¥F <—F)) ,
RHom(Y/X;M,F) = RHom({0 < M), (Lf¥f «—— F) ,

_E_gggi(Y/X;M,F) = HiRH_on_a(Y/X;M,F) ,

Exti(Y/X;M,F) HiRHom(Y/X;M,F)

De (4.9) on déduit des triangles distingués canoniques fonctoriels

(4.6)

(4.10.2) RE*R@(M?*F) <% RHom{M,RE LEFF) )

RHom(Y/X;M,F) —————3> RHom(M,F) ,

(4.6)
(4.10.3) RHom{ L%, LERF) <= RHom{M,Rf LI¥F) )}

/N

BHom(Y/%;M,F) ———— RHom{M,F)

ol les flaches obliques de droite sont données par la flache "d'adjonction"

F —> REL¥F . Ceux-ci fournissent des suites exactes longues de cohomologie :
(4.10.4) vor = Ext r/xM,p) —> Exel 1) —> Exel oo reLE%) —>
— ety —s ...,

(4.10.5) e Exti(Y/X;M,F) —_ Exti(M,F) —_ Exti(Lf*M,Lf*F) B —d

— Extilyxm,m —> ... .

Quand 0O est le faisceau constant Z (de sorte que l'hypothése du début de {(4,10)

est toujours vérifiée), on pose
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(4.10.5) RIY/X;F) = RHom(Y/X;Z ,F) ,

2 (/K E) = AR/

Le groupe Hi(Y/X;F) s'appelle i-i2me groupe de cohomologie relative de F modulo

Y. Quand f: X—> Y est un morphisme de localisation, H (Y/X;F) n'est autre
que le i-i2me groupe d'hypercohomologie de F 2 support dans le ferné complé-

mentaire de Y (SGA 4 V).

Remarques 4.11. a) L'introduction des RHom(Y/X;M,F) est due 2 Grothendieck, qui
les définissait par le triangle (4,10.3), La définition que nous donnons ici, outre
qu'elle intervient naturellement dans les calculs de (2.3), a 1'avantage d'8tre
fonctorielle,

b) Supposons f :;: X ~>Y de tor-dimension finie. Notons D'(XY) 1a
catégorie suivante. Les objets de D'(XY) sont les triplets (E,F,u), od
E € ob D(X), F € obD(Y), et u¢€ HomD(x)(Lf*F,E). Une fléche (E,F,u) —> (E',F',u')

est un couple (a,b), a € HomD(x)(E,E'), be HomD(Y)(F,F') tel que le carré
E e I F#F

a Lf#h

o S Y

soit commutatif, La catégorie D'(XY) est triangulée, au sens de Verdier [27],
les triangles exacts &tant définis comme les triplets (E,F,u), od E (resp. F)
est un triangle distingué de D(X) (resp. D(Y)) et u : Lf¥F —> E un morphisme

de triangles. On a un foncteur évident
(4.11.1) D(XY) ——> d'(xy) ,

qul est exact et conservatif, En revanche, (4.11.1) n'est pas fidale en général,

En effet, avec les notations de (4.10), on a

HOM) , (yyy (0 €— 10, (LE¥F <— ) = Ker(Ext®(4,F) —> Ext(LE#M, LEVE) ),

tandis que
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Homp vy ((0 <= 1), (LEF <— F)) = Ext® (Y/¥;M,F) (4.10.1) ,
et la flache du deuxidme groupe dans le premier est donnée par la suite exacte (4.10.5)
Ext®(Y/X;M,F) —> Ext®(M,F) —> Ext®(LE*M,LE¥F)

cette flache n'est en général ni injective ni surjective, comme on le salt déja

dans le cas de la cohomologie 3 support dans un fermé (cf (4.10.5)).

4,12, Soit un carré "commutatif" (i.e. 2 isomorphisme donné prés) de topos amnelés
X Y
Z T

Celui-ci définit de manidre évidente un morphisme de topos annelés

£
—_—
_——Q
(p,q) : XY -—>IT ;
pour un faisceau d'ensembles (resp, de modules) (E <~ F) de 2T,

(p,q)’l(E «<—F) = (p‘lE -— q'lr)

(resp. (p,)*(E «—— F) = (p*E «— q*F) ) ,

la fléche au second membre étant composée de 1'isomorphisme

1 1

£ q'lF —_— p-lg- ¥ (resp, fI#g#F —=> p¥g#F) et de p_lu (resp. pru).

On a des carrés "commutatifs" de topos annelés :

i i
(4.12.1) X X Xy «—% ¥
P !/ {p,q} lq
) Ly 4 B
72— SgTe—1 7T

odt les flaches horizontales sont les morphismes de restriction (4.1.2).
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Proposition 4.12.2. La flache de D(X) (resp. D(Y))
Wovizr — > Ly (respe Lflygy gy —> Lyyp)
définie (IT 1.2.7.2) par le carré (4.12.1) est un isomorphisme.

-1
Preuve. On a en effet i)*iQXY = j_x QXY =0y et des relations analogues avec

! -
1ys 15 g, 40 Ly,yy =0, Lyjgy =0, Ly =0, Lpzp =0, et lapropo

sition découle du triangle de transitivité (II 2.1.5.6).
4.13. De mani2re analogue, un triangle "commutatif" de tapos annelés
X —-'f—9 b
NA
4
définit un morphisme de topos annelés

(p,q) : XY > 2 ,

et des triangles "commutatifs"

et la flache correspondante de D(X) (resp. D(Y))

vz > Lz (resp. 1flyy/y —> Ly/z)

est un isomorphisme.



CHAPITRE IV

DEFORMATIONS DE MODULES

Sauf mention du contraire, les faisceaux d'anneaux considérés dans cz

chapitre sont supposés commutatifs et unitaires.

Introduction.

Soient £ : X ~> Y un morphisme de schémas, i : Xo<-> X une immersion
fermée définie par wn Idéal I de carré nul, M° un QX ~Module localement libre

o
de type fini. Il est bien connu et élémentaire qu'il existe une obstruction

2
w € B(X .End(M) ® I)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une déformation
de M° en un QX—Module localement libre de type fini, Fixons fo = if : Xo —>» Y ;
il est naturel de se demander comment varie w en fonction de la Y-extension 1 ,

de classe (IIT 1.2.3)

e(i) € Ext (L Y,I)

X,/
Pour résoudre cette question, il s'avdre commode de transformer le probléme, par
1'artifice de Nagata, en un probléme de déformation H'Algébres graduées, en rem-
plagant M par 1'Algébre des nombres duaux 0.

X
o
graduée de (ITI 2.1.7 (iii1)) fournit alors la réponse, qui est que  s'exprime

® M (II 1.1.1.3). Une variante

comme cup-produit
w= (e{i) ® MO) at(Mo) s

at(M ) € Hl(x ,L
o [e]

X, /Y M)

est une classe ne dépendant que de f° et M . Quand f  est lisse, at(Mo)
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n'est autre que la classe de "1'extension des parties principales", ou "classe
dfAtiyah” [28], qui représente 1l'obstruction 4 1'existence d'ume connexion sur M
relativement & Y ; on retrouve ainsi en corollaire le fait bien connu que l'existence
d'une telle connexion implique la possibllité de déformer M en un Module localement
libre au-dessus de tout Y-épaississement d'ordre un de XO . La méthode nécessite
quelques sorites, rassemblés aux n®s 1 et 2, sur 1'extension de la théorie du

complexe cotangent au cas gradué ; cette extension est d'ailleurs essentiellement
triviale. Le probl2me du début est traité, dans un cadre un peu plus général, au

n® 3, avec d'autres problémes analogues.

Dans tout ce chapitre, T désigne un topos fixé.

1. Catégories dérivées de Modules graduds,

1.1. Apneaux et Modules gradués.

1.1.1. Soit X un faisceau d'ensembles (resp. un Z -Module) de T . Une graduation
sur X est une famille de sous-faisceaux d'ensembles (resp. de sous-Z -Modules)
="

nez telle que

x =1Lx" (resp. X = @ x™) .

Un faisceau (resp. Z -Module) gradué est un faisceau (resp. Z ~Module) muni d'une

graduation. On notera

e (resp. % -Modgr{(T))
la catégorie des falsceaux gradués (resp. Z -Modules gradués) de T , les morphismes
étant les homomorphismes £ : X —» Y gradués de degré zéro, i.e. tels que
£ c Y" pour tout n . La catégorie 18T n'est autre que la catégorie produit

TZ , ou topos somme de Z copies de T ,

1.1.2. Un Anneau gradué de T est un Anneau A de T , muni d'une graduation

sur le Z -Module sous-jacent telle que AiAj < AH.j

quels que solent i et
j € Z . Une A-Algdbre graduée est un Anneau gradué B muni d'un homomorphisme

d'Anneaux gradués A —> B ., Un A-Module gradué est un A-Module M , muni d'une
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graduation sur le Z -Module sous~jacent telle que AiMj c wits quels que soient

i et jJ €Z. On notera

A - Alggr (resp. A-Modgr)
la catégorie des A-Algeébres graduées (resp. A-Modules gradués) (avec pour morphismes
les homomorphismes gradués de degré zéro).

Dans la suite, nous ne considérerons, sauf mention du cohtraire, que des

Anneaux gradués 2 degrés 2 0 i.e. tels que Ai =0 pour 1<O0 .

1.1.3. Soit A un Anneau gradué de T . Pour M € ob A-Modgr et n € Z, on
note M(n) le A-Module gradué ayant méme A-Module non gradué sous-jacent et

tel que M(n)P = M*'P pour tout p € Z . On note d'autre part

n

k™ : A-Modgr ——> A°-Mod

le foncteur ‘"composante de degré n" . 81 F est un AC-Module, on désignera encore
par F le A-Module gradué égal &4 F placé en degré zéro, i.e. tel que FF=F s
F’i =0 pour i # 0 . Le foncteur k" admet un adjoint 2 droite et un adjoint a

gauche, donnés par les formules :

n
(1.1.3.1) Hoon-Mod(k (E),F) HomA-Modgr(E’F(-n)) N
n
(1.1.3.2) Homo . (F,k (E)) = HomA-Modgr(F ® AoA(-n),E) .

pour E € ob A-Modgr, F € ob A°-Mod .

1.1.4, Soient E, F € ob A-Modgr. Comme dans le cas od T est le topos ponctuel,

E ®AF est de fagon naturelle un A-Module gradué, de graduation

n - i k|
k(E@AF) z Im E ®°F

i+j=n A
Si B est une A-Algdbre graduée, on a un foncteur extension des scalaires

B ®A- + A-Modgr —=32 B-Modgr
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1.1.5. Soit X € ob T8" (1,1.1). Le A-Module libre engendré par X est de fagon

naturelle un A-Module gradué, de graduatlion

il
O . A
i+j = n A
En d'autres termes, on a
n
AR L g g A
nez A

On dit qu'un A-Module gradué est libre s'il est isomorphe a un Module gradué du
type A(X) pour X € ob 8" (dans le cas o T est le topos ponctuel, cette

(X) de TBF

définition cotncide avec la définition classique). Le foncteur Xt A
dans A-Modgr est adjoint a gauche du foncteur "oubli" qui 3 un A-Module gradué

M associe le faisceau gradué somme disjointe des faisceaux d'ensembles sous-jacents

aux M  : autrement dit, pour X € ob o » M € ob A-Modgr, on a

(x)

(A" ,M) = Hom (x,.u.Mi) .
gr

Hom
A-Modgr T

1.1.6. Soit M un A-Module gradué. L'Algebre symétrique SA(M) est de manidre

naturelle une A-Algébre graduée (1), de graduation

n il i
k'(8, (M) =§ ImM ®...9MFP

11+...+1p =n

(produit tensoriel pris sur AO). En particulier, si M est 2 degré = 0, il en
est de mBme de SA(M)’ et 1'on a
s, a0) = 8 () .
A o
A
Le foncteur M p—> SA(M) est adjoint 2 gauche du foncteur "oubli"

A-Alggr —> A-Modgr : pour B € ob A-Alggr, on a

(1) non nécessairement 2 degrés 2 0 ...
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H (SA(M),B) = Ho

mA-Modgr(M’B)

omA-Alggr
1.1.7. Pour X € ob T8T , on pose
SA(A(X)) = A[X] € ob A-Alger

On dit qu'une A-Algdbre graduée est libre si elle est isomorphe a une Algébre

graduée du type A[X], X € ob TBT .

On peut résumer les formules d'adjonction (1.1.6) & (1.1.8) par le

diagramme
_— —_—> gr
A-Alger A-Modgr TEF \
D — -—
()
] A(-) A

ol les fla2ches supérieures sont les flaches d'oubli définies plus haut, et les

flaches inférieures leurs adjointes & gauche.

1.1.8. Voileci une variante des formules d'adjonction précédentes, qui nous sera

utile pour la suite, Soit A un Anneau de T (non gradué), qu'on peut aussi regarder
comme un Anneau gradué de graduation concentrée en degré zéro. Notons Tgr+
(resp. A-Modgr+, resp. A-Alggr+) la sous-catégorie pleine de 8" (resp.
A-Modgr, resp. A-Alggr) formée des objets X tels que Xi =@ pour i<O

(resp. =0 pour i = 0, resp. X' =0 pour 1<0 et x° = A). On a alors

le diagramme d'adjonctions

+ — Tgr+

A-Alggr+ > A-Modgr
— 3
-)
SA(-) A

ol les fldches supérieures sont les fldches d'oubli évidentes.
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1.2. Catégories dérivées.

1.2.1. Soit A un Anneau gradué de T , Il résulte de l'exactitude des foncteurs
k" que la catégorie A-Modgr (1.1.2) est une catégorie abélienne vérifiant AB 5 .

zZ (w ® A(-n), pour U € ob T et n € Z, forment une petite

De plus, les objets
famille de générateurs, comme il découle aussit8t de (1.1.3.2). La catégorie A-Modgr

possdde donc assez d'injectifs. Om notera

D(A)gr

la catégorie dérivée de A-Modgr, i.e. [27] la catégorie localisée de C(A~Modgr)
par rapport aux quasi-isomorphismes ; notons qu'une flache f de C(A-Modgr) est
un quasi-isomorphisme si et seulement si la flache de C(A-Mod) sous-jacente est
un quasi-isomorphisme au sens usuel, ou encore si kif est un quasi-isomorphisme
de C(A°-Mod) pour tout i € Z, On notera D"(A)gr R D+(A)gr , etc. les sous-
catégories pleines de D(A)gr définies par les conditions de degré habituelles.

On désignera par
RHomA(—,-)Sr

le foncteur dérivé du foncteur HomA(-,-)gr , et 1'on posera, pour E, F € ob D(A)gr’

i1 €Z,

Extz(E,F)gr - HomD(A)gr(E,F[i]) - HomD(A)gr(E[-i],F)

P § . +-
(=% RBomA(E,F)gr si FEobD (A)gr)

1.2.2. Soit n € Z. Le foncteur k" : A-Modgr —3 A®-Mod, &tant exact, définit

un foncteur

K" 1>(A)gr ——> (A%

De manidre analogue, le foncteur M ¥ M(n) de la catégorie A-Modgr dans elle-mé&me

induit un foncteur, encore noté M +—> M(n), de D(A)gr dans D(A)gr . La formule
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(1.1.3.1) fournit, par passage aux catégories dérivées, un isomorphisme de foncteurs
cohomologiques

i n i
(1.2.2.1) Ext (k (E),F) = Ext,(E,F(-n))

A gr

pour E € ob D(A)gr , F € ob D(A®) (d'od résulte d'ailleurs un isomorphisme

Rom (k"(E),F) = Réom, (E,F)(-n))
A° A gr

pour E €ob DA) . , F€ob %),

1.2.3. Pour tout M € ob A-Modgr, il existe un épimorphisme L —> M de A-Modgr
tel que le A-Module sous-jacent 3 L soit plat : cela résulte simplement de ce que

z (0 ®A(-n), UE€obT, n€ Z, forment une famille de générateurs de

les
A-Modgr, comme on 1'a vu 'plus haut. On en déduit facilement que le bifoncteur

"produit tensoriel gradué" N (1.1.4) admet un dérivé gauche

L -
® : D (A)8r X 1)(A)gr —_— 1)(A)8r ’

env;yant D (A)gr X D (A)gr dans D (A)gr . Pour E€obD (A)gr , Fegob D(A)gr s
E ®F est défint comme le pro-objet de DA)

"1ig" E' ®.F
P A
E' —E

od E' —> E parcourt les classes d'homotopie de quasi~isomorphismes gradués ; ce
pro-objet est essentiellement constant de valeur P ®AF’ od P est un complexe
borné supérieurement de A-Modules gradués plats (l'existence d'un tel quasi-1somor-
phisme P —> E découle de la remarque faite plus haut).

81 B est une A-Algdbre graduée, on définit de manidre analogue le dérivé

gauche du foncteur extension des scalaires (1.1.4)

L - -
B®,-:D (A)gr —>0D (B)gr
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1.2.4, On appelle faisceau simplicial gradué de T tout objet de la catégorie
Simpl(T)®" = 8imp1(T®"). Par un Anneau simplicial gradué A de T on entend un
Anneau gradué de Simpl(T) (ou, ce qui revient au meme, un objet simplicial de la
catégorie des Anneaux gradués de T) ; quand on parlera de A-Module gradué (resp.
A-Alpg2bre graduée), il sera sous-entendu qu'il s'agit de A-Module gradué (resp.

A-Algébre graduée) de Simpl(T).

On dit qu'un morphisme f : X —>Y de faisceaux simpliciaux gradués de T
est un quasi-isomorphisme si le morphisme de faisceaux simpliciaux non gradués
sous-jacent est un quasi-isomorphisme (I 2.2.1), ou, ce qui revient au méme, si
chaque fi : Xi - Yi est un quasi-isomorphisme. Soit A un Anneau simplicial
gradué. On dit qu'un morphisme u : M —> N de A-Modules gradués est un quasi-
isomorphisme si le morphisme de A-Modules non gradués sous-jacent est un quasi-
isomorphisme (I 3.1.7), ce qui signifie aussi que chaque ui : Mi —> Ni est un
quasi-isomorphisme. On dit qu'un morphisme de A-Algébres graduées est un quasi-
isomorphisme si le morphisme de A~Modules sous-jacent est un quasi-isomorphisme,

Définition analogue pour un morphisme de A-Algdbres graduées augmentées vers une

A-Algeébre graduée B ,

On appelle catégorie dérivée graduée de T , et l'on note D.(T)gr la
catégorie localisée de $imp1(T)®" par rapport aux quasi-isomorphismes(I 1.4.1).
C'est simplement le produit de % exemplaires de D.(T). Soit A un Anneau simpli-
cial gradué de T . On note D'(A)gr la catégorie localisée de A-Modgr par rapport
aux quasi-isomorphiemes. Quand A est l'objet simplicial constant défini par un
Anneau gradué A de T, D.(A)gr s'identifie par Dold-Puppe (cf. (I 1.4.6)) 2 la
sous-catégorie pleine de D(A)gr (1.2.1) formée des objets dont la cohomologie est
nulle en degré > O . Enfin, on note D(A-Alggr} (resp. D(A-Alggr/B) 1a catégorie
localisée de A-Alggr (resp. A~Alggr/B , B une A-Algébre graduée donnée ) par
rapport aux quasi-isomorphismes.

Les sorites développés en (I 3) dans le cas non gradué s'étendent, trivia-
lement, mutatis mutandis, au cas gradué : constructions de cylindres, cOnes, espaces

de chemins, de lacets, homotopies, etc. Les catégories D.(A)gr s D(A-Alggr),
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D(A-Alggr/B) se calculent par fractions 3 partir de catégories "a homotopie pras"
convenables. On a une notion de triangle distingué de D.(A)gt (triangle isomorphe
au triangle défini par le cOne d'un morphisme de A-Modgr), de triangle distingué

associé A une suite exacte de A-Modgr. On pose, pour E, F € ob D.(A)gt s

i ..
HomD.(A) (E,0°F) si 120
i 8t
ExtA(E,F)gt =

-1
{ie
HomD.(A)gt(o E,F) si 120

Un triangle distingué de D’(A)gt donne naissance, comme en (I 3.2.2.10), & des
suites exactes longues de Ext 1(~,-)8t . On a un analogue gradué de (I 3.2.3.8)
permettant de calculer Exti(E,F)gt en termes d'extensions ordinaires de Modules
gradués. Enfin on a un sorite de produit tensoriel dérivé gradué

é : D.(A)gt X D.(A)gr s D.(A)gr . Nous n'insisterons pas davantage sur cette
transposition des résultats de (I 3) au cas gradué, laquelle ne présente aucune

difficulté,

1.35. Résolutions standard.

1.3.1. Soient A un Anneau gradué de T , B une A-Algdbre graduée (rappelons
qu'on se borne A considérer des Anneaux gradués 3 degrés = 0). Le couple de foncteurs

adjoints (1.1.7)

"oubli"

—_—
A-Alggr 18720

al-]

o Tgrzo désigne la sous-catégorie pleine de T8 formée des objets X tels

que Xi = ¢ pour i <0, fournit une résolution standard (I 1.5)

gr
PA(B) .

qui est une A-Algdbre simpliciale graduée, libre en chaque degré, augmentée vers B

par un quasi-isomorphisme gradué, Il résulte aussitdt des définitions qu'on a

o gr _ [
(1.3.1.1) k PA(B) PAO(B ) ,
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od le second membre est la résolution standard de B sur A° (I 1.5.5.6), la

composante de degré zéro de 1'augmentation PA(B)gr —> B s'identifiant 2 1'aug-
mentation naturelle de P o(Bo) sur B® .

A
1.3.2. Soient A un Anneau de T , B une A-Algdbre graduée (2 degrés = 0). Le

couple de foncteurs adjoints (1.1.8)

"oubli"
—_—
a-Alegrt 8T+
e~
af-]
fournit de meme une résolution standard
P, (BET

qui est un objet simplicial de A-Alggr+ , libre en chaque depgré, augmenté vers B

par un quasi-isomorphisme gradué. Observant que, pour X € ob Tgr+ , on a

1
AlX] = AeA(x ) ®o(l)

ot o(l) désigne une somme de termes de degré = 2, on trouve que PA(B)gr+ s'écrit

gr+

_ 1
(1.3.2.1) PA(B) = A® FA(B ) ®o(1)

1

ol FA(Bl) désigne la résolution standard du A-Module B~ (I 1.5.5.2) ; la partie

)gr+

homog&ne de degré un de 1'augmentation PA(B —> B s'identifie 2 1'augmentation

naturelle de FA(Bl) sur g .

1.3.3. Soient A un Anneau simplicial gradué, B wune A-Algdbre graduée. On note
Pﬁ(B)gr le sous-objet diagonal de PA(B)gr : c'est une A-Algdbre graduée, libre
degré 2 degré, augmentée vers B par un quasi-isomorphisme. De méme, si A est

de praduation concentrée en degré zéro, on note Pﬁ(B)gr+ le sous-objet diagonal

de PA(B)gr+ : c'est une A-Algdbre graduée, telle que kO(PA(B)gr+) = A, libre degré
a degré, et augmentée vers B par un quasi-isomorphisme. On a des formules analogues

a (1.3.1.1) et (1.3.1.2) avec un A en exposant.
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1.3.4, On a, pour les résolutions PA(B)gr R PA(B)gr+ des propriétés de fonctoria-
1ité analogues & celles décrites en (II 1.2.1, 1.2.2) dans le cas non gradué.

Nous laissons au lecteur le soin de les énoncer.

2, Complexe cotangent d'une Algdbre graduée.

2.1. Modules de différentielles gradués.

Soient A un Anneau gradué de T , B une A-Algdbre graduée. Dans la

suite exacte (II 1.1.2.1)

0—>1—>5§B Lsp—0 |,

B ®AB est une A-Algdbre graduée (1.1.4) et le morphisme produit p est un homomor-
2
phisme de A-Algdbres graduées, donc I est un Idéal gradué. Par suite O;/A =1/1
1
est de fagon naturelle un B-Module gradué, et la dérivation dB/A : B —> OB/A

est un homomorphisme (de degré zéro) de A-Modules gradués.

Si B —> C est un homomorphisme de A-Alg2bres graduées, 1'homomorphisme

canonique (II 1.1.2.8) O;/A 8¢ —> ﬂé est un homomorphisme de C-Modules

/A

gradués, de méme que 1'homomorphisme canonique Qé/A -_ Oé/B , et la suite
1 1 1
(2.1.1) nB/A 8%0 nC/A QC/B (o]

est une sulte exacte de C-Modules gradués (que l'on peut compléter par un zéro &
gauche dds que C est libre sur B comme Algébre non graduée).

Si M est un B-Module gradué, on définit le groupe

DerA(B,M)gr

des A-dérivations graduées de B dans M (i.e. des dérivations d telles que

d(Bi) c Mt pour tout 1). La dérivation dB définit un isomorphisme

/A

(2.1.2) HomB(ﬂl];/A,M)gr =t DerA(B,M)gr

D'autre part, considérant 1'Algdbre des nombres duaux B © M comme une B~Algébre

graduée de graduation k(B @® M) = k"(8) ® k"(M), on a un Lsomorphisme canonique
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fonctoriel

(2.1.3) DerA(B,M)gr -=> Hom (B,3&M ,

A-Alger/B

défini comme dans le cas non gradué (II 1.1.1.4).

Observons que 1'on a k°(B ®,B) = B° ® °B° , d'od
A

(2.1.4) (0 ,) = Qo0
isomorphisme fonctoriel en A —>B .

Supposons A concentré en degré zéro et B =4, D'apras (2.1.4), on

a alors ko(Q;/A) =0 . On a de plus un isomorphisme canonique

(2.1.5) RI(Q;/A) = Bl 3

fonctoriel en B € ob A-Alggr+ (1.1.8) (ce qui signifie que, pour £ : B —>C ,

1

la fléche induite sur kl(QE/A) s'identifie 3 f .8 —_— Cl). En effet, on a

B®AB=A€B(31€BBl)€Bo(1) ,
ott o(l) désigne une somme de termes de degré = 2, et le produit p : B ehB ~—>B
s'écrit
p=Ild®s&®... ,

ol s : Bl @ Bl - B1 est 1'addition. On en déduit

1

Rer{p) = A~ & o(1) ,

et (2.1.5) en découle aussitbt.

2,2, Définition du complexe cotangent gradué.

Soient A un Anneau gradué de T , B une A-Algdbre graduée, On pose

gr =
(2.2.1) Lgja = Qp/p BB

oh P = PA(B)gr (1.3.1). C'est un B-Module simplicial gradué (qu'on peut aussi
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regarder par Dold-Puppe comme un complexe de chatnes de B-Modules gradués) dont
chaque composante (L§7A)n est un B-Module gradué libre. Il dépend fonctoriellement
de A—>B d'une mani2re évidente. Une A-Algdbre graduée libre &tant encore libre
comme A-Algdbre non graduée, il découle de (II 1.2.6.3) qu'on a un isomorphisme

canonique fonctoriel de D(B)
(2.2.2) g, = L
On a une augmentation naturelle

(2.2.3) ngA-—>n;/A

induisant un isomorphisme de B-Modules gradués
gr ~ 1
H,(Lg/y > g/

Des raisonnements analogues a ceux du cas non gradué (II 1.2) montrent que (2.2.3)
est un quasi-isomorphisme si B est une A-Algdbre graduée libre et que L%;A

peut se calculer & 1'aide d'une résolution graduée libre quelconque Q de B ,

3 S |
ie. Ly, OQ/A GbB dans D(B)gr .

Les formules (1.3,1.1) et (2.1.4) impliquent qu'on a un isomorphisme

canonique fonctoriel de B°-Modules simpliciaux

(2.2.4) ko@sl ) = 1 .
B/A 8%/ A°

D'autre part, si A est de graduation concentrée en degré zéro et B® = A,

on a,dans D(A), ko(ngA) = 0, et un isomorphisme canonique

1, gry _ .1
(2.2.5) k (LB/A) =3B s
fonctoriel en B € ob A-Alggr+ . Le premier point découle de (2.2.4) (compte tenu

T
A/A /a

graduée libre PA(B)3r+ (1.3.2) : on tire en effet de (1.3.2.1) et (2.1.5)

de ce que L = 0), le second du calcul de Lg a4 1'aide de la résolution

1.1 1
k (QP/A OPB) = FA(B )

pour P = PA(B)’5r+ , d'od (2.2.5).
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Soient A un Anneau simplicial gradué de T , B une A-Algdbre graduée,

On note

(2.2.6) LB/;

le sous-objet diagonal de L%jA ., Comme en (II 1.2.6.7), on a un isomorphisme

canonique fonctoriel pour M € ob D.(B)gr :

Agr -
(2.2.7) HomD_(B)gr(LB/A,M) HomD(A_Alggr/B)(B,B oM ,

qui caractérise Lg?: en tant qu'objet de D.(B)gr . La preuve est analogue 2

celle de (loc. cit.), nous laissons les détails au lecteur.

2.3. Triangle de transitivité gradué et classe d'Atiyah.

Solent
(2.3.1) A—>B—>C
des morphismes d'Anneaux gradués de T . Posons PA(B)gr =P, Q= Pg(C)gr .
La suite exacte (2.1.1), complétée par un zéro 2 gauche, relative 3 A —> P —> Q

donne, par extension des scalaires & C une suite exacte de C-Modules simpliciaux

gradués

gr
(2.3.2) Le/B/a s

qui dépend fonctoriellement de (2.3.1) d'une manidre évidente que le lecteur

explicitera (cf. (IT 2.1)). D'apre2s (II 2.1.4.2) on a un isomorphisme canonique

de VI.(C)

BT R
(2.3.3) Le/B/a Le//a

D'autre part, le triangle distingué de D(c)gr défini par (2.3.2) s'écrit, 2

isomorphisme canonique fonctoriel prés,
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3
(2.3.4) Sy

/N

gr L . pr
¢ _— ],
Lasa %3¢ besa :

ob les fl3ches de degré zéro sont les flaches évidentes de fonctorialité.
’
De (1.3.1.1) et (2.1.4), on déduit encore qu'on a un isomorphisme fonctoriel

canonique de suites exactes courtes de C°-Modu1es 8impliciaux

(2.3.5) s ) =

L.
C/B/A ¢°/8°/a°
Plus généralement, des morphismes d'A simpliciaux gradués
(2.3.1) A—>B~—>C¢C

donnent naissance X une suite exacte de C-Modules gradués

' Agr

qui dépend fonctoriellement de (2.3.1)'. On a des isomorphismes canoniques

foncteriels

Agr
(2.3.3)! Lejpia = Lormia 0
(2.3.5)" Ol ) -y

C/B/A c®/8°/a°
analogues & (2.3.3) et (2.3.5), et le triangle distingué de D.(c)gr défini par

(2.3.2)! s'écrit, A isomorphisme canonique fonctoriel pras,
bgr

7N

Sgy bgr
_— =
B/4 ®BC LC/A

(2.3.4)'

L
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2.3.6, Soient A ~>» B un morphisme d'Anneaux de T, et C une B-Algebre simpli-
ciale graduée telle que ®=B. D'apras (2.3.5)', le triangle distingué de D{B)

défini par ko(LAsr ) s'éerit (2 isomorphisme canonique fonctoriel pris)

C/B/A
/
14 \
Ly, — L

D'autre part, 11 découle de (2.2.5) que le triangle distingué de D(B) défini

par k (LAg

]
C/B/A) 8'écrit (& isomorphisme canonique fonctoriel pris)

/\

® C ——, fL

(2.3.6.1)

Agx
c/a’

Poéons C1 =M , Il résulte de la fonctorialité de LAgr

c/B/a due le worphisme de

degré un de (2.3.6.1) :
(2.3.6.2) M—>1y,, &M [1]

ne dépend que de A ~~%» B et du B-Module simplicial M , et non du choix de la
B-Algtbre simpliciale graduée C telle que C = B, ¢l =n . On dit que (2.3.6.2)

est la classe d'Atiysh de M relative 8 A—3> B . On la note atB/A(M).

2.3.7. Voici une sutre description de la classe (2.3.6.2). Soit P = PA(B) la
résolution standard de B sur A (I 1.5.5.6), et considérons la suite exacte des
parties principales (tI 1.2.6.3) définle par M vu comme P-Module par restriction

des scalaires @

(2.3.7.1) O"**?OP/A®M—%P M) —>MN—>0

P/A

Par le foncteur ¥y de (I 3,2.3.4) on en déduit une fl2che
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M ——> o(a}, B

de D.{(P), d'ob, par extension des scalaires 3 B et compte tenu de (I 3.3.4.6),

une flache de D(B) :

(2.3.7.2) M——-—-——)LB/A®BM[1] .

Proposition 2.3.7.3.. Les fidches (2.3.6.2) et (2.3.7.2) cofncident.

Preuve. Soit C une P-Algdbre graduée telle que c® - P, 01

= M {par exemple
1'Algdbre des nombres duaux P ® M), et soit Q —> C un quasi-isomorphisme de
P-Alggr+ , Q é&tant libre graduée en chaque degré {par exemple Q = PS(C)gr+ (1.3.3)).
Munissant 1'Algébre P;/A(Q) de la graduation définie par celle de Q , on a,

dtaprés (11 1.2.6.7), un morphisme de suites exactes

1
P/A

0——)&'%!A@PQ——~—3~P (@ a >0

1d e

dQ/P

1 1 1
0—>(}P/A®PQ“W'>Q$DQ/A——>Q®QQ/?'—>O N

ol les fl2ches sont des morphismes gradués de degré zéro, Appliquént le foncteur
kl , on obtient un morphisme de suites exactes de P-Modules

1 1 1 1 o al .
0—> 0, 8.0 ——-->PP/A(Q) > Q 0

id
d

1d

1 1 1, .1,.1 1,1
0 —>0p, 8§Q ——>Q ®K (Qy,) —>Q &8¢ —>0 ,

ot la ligne supérieure est 1l'extension des parties principales de Q1 relative

2 P/A . Composant avec la projection canonique
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1 1 1 1,.1 1 1
OﬁQP/AcspQ —_—>Q @k(ﬂq/A)—-—éQ &Q —>0

Id (0,1d) (0,14d)

1 1 1,.1 1 o
oﬁﬂp/@pQ ——>k(QQ/A) > Q o,

on obtient finalement un morphisme de suites exactes de P-Modules

1 1 1 .1
0 —>10p), &0 > Pp(Q0)

> Q!
I1d l Id

1 1 1,.1 1
0 —> 0y, 0 —)k(ﬂq/A)——>Q —>0

>0

La proposition en résulte immédiatement par extension des scalaires & B .

Corollaire 2.3.7.4. Solent A —> B un morphisme d'Anneaux de T, M un

B-Module simplicial. Le morphisme de degré un de D(B)

L
#) M—ﬁn;m@BM ny ,

composé de (2.3.6.2) et de la flache définie par 1'augmentation naturelle

LB/A — Q;/A , cotncide avec le morphisme de degré un défini par 1l'extension

des parties principales, relative 3 B/A , d'une résolution plate arbitraire de M .

Par suite, si M est concentré en degré zéro (comme complexe de B-Modules), le

morphisme de degré un

M—> ﬂlla/A egM[1]

déduit de (*) par projection sur Ho est celui défini par 1'extension des parties

principales de M .

Preuve. On peut supposer M plat. L'augmentation P = PA(B) -~ B définit un

morphisme de la suite exacte des parties principales de M relative 2 P/A dans
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celle relative 3 B/A :

1

1
°_—>QP/A ®PM-———>PP/A(M) —_—3>M —>0

0—>n;/A®BM—>P;/A(M)———>M—>o

Les agsertions du corollaire en résultent aussitdt, compte tenu de (2.3.7.3).

Remarque 2.3.7.5. Soit f : Y ~> S un morphisme de schémas. Soient n un entier
20, et M un QY-Module localement libre de rang n . Celui-ci correspond donc 2
un torseur X sur Y sous GL(n)Y . Notons p : X—~>Y la projection. Comme p

est lisse, on a la suite exacte
% w ol 1 1
= 0>y —> gy —> gy —>0

qui est de fagon naturelle une suite de G-gx-Modules (G = GL(n)). Celle-ci dé&finit

donc, par descente 2 Y , une suite exacte de QY-Modules, qui g'écrit

(i) 0 > n;/s > At(X) > End(M) >0

(on voit en effet facilement que Q;/Y s'identifie canoniquement & p*End(M)).
L'extension (¥¥) est 1'analogue de l'extension introduite par Atiyah dans [28].

Elle définit une classe
' 1 1
a'(M) € B (Y,QY/S ® End(M))

D'autre part, on a l'extension des parties principales de M relativement & § :

1 1
(%) °'_>“y/s®“éPy/s(“)_>“—’°
(P;/S(M) = P;y/f-l(gs)(M)), qui définit une classe

a"() € ul(y,n;/s @ End(M))
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Je dis qu'on a
a'(M) = a"(M)

(ce qui juatifie dans une certaine mesute la terminologie "classe d'Atiyah" de
(2.3.6), compte tenu de {2.3.7.4)). On vérifie en effet facilement que les
splittages de (##) (resp. (¥#¥)) sont les connexions sur M relativement 2 S ,
Les splittages locaux de (¥#) (resp, (%##¥)) forment un seul et meme torseur C

sous le groupe Egg(gggﬂM),Qéls) = Q;/S & EEQ(M), et la classe de € dans le groupe
H1 correspondant coincide & la fois avec a'(M) et a"(M), ce qui prouve notre

assertion.

2.4. Complexe cotangent et extensions graduées.

Soient A un Anneau gradué de T , B une A-Algébre graduée, I un

B-Module gradué. Une A-extension graduée de B par 1 est une A-extension

Q=D —>E-2>B~>0 ,

oli E est une A-Algdbre gradufe et p un homomorphisme de A-Algdbres graduées.

Les A-extensions graduées de B par 1 forment un groupe abélien noté
(2.4.1) ExalA(B,I)gr )

qui dépend fonctoriellement de (A —> B,I) de la méme mani&re que son homologue
non gradué (IIT 1.1.5.1). Compte tenu des résultats résumés en (1.2.4), on cons=
truit, en paraphrasant les raisonnements du cas non gradué (III 1.2.3),un isomor-

phisme canonique fonctoriel

~ 1, gr
(2.4.2) ExalA(B,I)gr—-% ExtB(LB/A,I)gr ,

gr
avec les notations de (1.2.1), LB/A

Dold-Puppe. On en dédult comme dans le cas non gradué (III 1.2.9.1) un procédé

étant vu comme un objet de D(B)gr par

de calcul du tronqué & 1'ordre un de 18 : soit P—>B un morphisme surjectif

B/A
de A-Algébres graduées, d'Idéal noyau I ; on Suppose que Q;/A est plat sur P

et que 1'augmentation L%;A > Q;/A est un quasi-isomorphisme ; alors il existe
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un isomorphisme canonique de D(B)gr :

d
8T 3 o 2 _B/A 1
(2.4.3) t:[_l(LB/A) = (0 —>1/1 -—-‘-‘->QP/A 8,8 —>0)

ot /1% est placé en degré -1 ,

Corollaire 2.4.4. Soit A —> B un morphisme surjectif d'Anneaux de T , et

soit M un B-Module, Il existe un isomorphisme fonctoriel camonique de D(B)

1 23 o 1
k (c[_l(L(mM)/A) t:[_l(M &AB) L BN

oft B®M désigne 1'Alpdbre des nombres duaux sur M considérée comme B-Algébre

graduée avec M de degré un.

Preuve, Soit

F = (...—>F1——>Fo)——>u

une résolution plate de M sur A (par exemple F = FA(M)’ la résolution libre
standard (I 1,5.5.2), si 1'on veut &tre canonique et fonctoriel ...). On a

L
M @B = F §,B, dlotr (I 1.4.7)

L
(#) tE_I(M ®,B) = (0 —> Coker(F, &,8) —> F, ®B) —>F_ B —> 0)

(0—>ZI®AB—$FO®AB~—-90) .

oh 2, = Coker(l“2 _— Fl) - Ker(Fo —> M). Maintenant, pour calculer
1l gr 1 gY N - , s
t:[_lk LC/A =k t[-—lLC/A s ot C=B@®M, utilisons le morphisme surjectif de

A-Algébres graduées

p:P=S§,(F)—>c¢

défini par Fo - M et A—>B, l“0 étant considéré comme A-Module gradué

concentré en degré un. Posons Ker p = X, on a, d'aprés (2.4.3),

(1) NB. Les foncteurs k- et t[j sur D(B)gr commutent .
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8Ty . 2 1
t[_l(LC/A) (0 —= K/K —>0;,, ®B—>0)
Notant I 1'Idéal noyau de A—> B, on a

1,,,.2
K (R/KD) = z,/1z, =2 8B ,

1,1
k@, ®B) = F, @B
2 1 .
pat KK —> @, @B s'identifie 2 18,3 ,

o 1 : Z1 —_ Fo est 1'injection, d'od le corollaire, compte tenu de (¥),

et la composante de degré un de d

3. Déformations de Modules et de morphismes de Modules.

3.1. Déformations de Modules.

Soit

(3.1.1) 0 I B B —> 90

&

une extension d'Algdbres de T (III 1.1.1). Une extension de B-Modules

y_-(o——>J—>M—P$M°——>o) )

ol Mo et J sont annulés par I, définit un homomorphisme canonique de Bo-Modules
auM) I M —>J ,
" Bo (s B

tel que u(M) x® mo) = xm, pour X une section de I , m une section de M,
et m = p(m). L'image de u(M) est IM , de sorte que u(M) est un épimorphisme
sl et seulement si la flache M G%Bo —> Mo définie par p est un isomorphisme.
Lorsqu'il en est ainsi, M est plat sur B si et seulement si Mo est plat sur
B et u(M) un isomorphisme (crit2re de platitude). Dans les mémes conditions
(M @B, —>M un isomorphisme), il résulte de (SGA 6 I 2.16.2 et 5.8.3) que

M est localement facteur direct d'un B-Module libre de type fini si et seulement
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si u(M) est un isomorphisme et M, est localement facteur direct d'un B _-Module
libre de type fini ; quand Bo est un Anneau local [18), donc aussi B , on peut
remplacer "localement facteur direct d'un Module libre de type £ini" par "localement

libre de type fini".

Considérons maintenant le probl2me suivant. On se donne des Bo—Modules
Mo s J , et un morphisme ug ot 1 8% M.o —> J ; trouver une extension M telle
que u(M) = LI D'aprés les remarques qu'on vient de faire, ce probl2me contient
comme cas particulier celui envisagé dans l'introduction. Nous allons le reformuler

en termes d'extensions d'Alg2bres graduées. Notons d'abord qu'une extemsion M

comme plus haut définit une B-extension graduée (2.4)

Q) 0o—>3—>38 ou-122>3 om —>0
dont la composante de degré zéro est
0o—s>o0—>3 55 >0
[} [

et la composante de degré un est égale 2 M . Il est immédiat qu'on obtient ainsi

un isomorphisme fonctoriel
1 ~
(3.1.2) Excp (M ,3) —=—> ExalB(Bo @ MO,J)gr s

ott, dans le membre de droite, Mo et J sont considérés comme de degré un, En

outre, 1'homomorphisme canonique (cf, (III 2.1.1))
1 ®B§B° OM) —>J

. #) o ‘s . .
défini par (¥#) s'identifie 2 u(M) quand on identifie HomBoeﬂ%(I 8%0(30 ® Mo),J)gr
a HomB (1 @ MO,J) par 1'isomorphisme canonique (1,1,3.1). On a donc un carré

o o

commutatif

u(=)

1
(3.1.3) ExtB(Mo,J) HomBo(I ShoMo,J)
Ga.1.2) | 1 .1.3.1)

_— M
ExalB(BOGBMO,J)gr HomBoeMo(I ®B°(Bo® o),J)gr s
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ot 1a flache horizontale inférieure est la flache "homomorphisme canonique associé" ;
comme dans le cas non gradué (III 2.1.2), celle-ci s'identifie d'ailleurs canonique-

ment 3 la fléche
Extl (18 », , —> Ext} (L By Cpr Dy
C C /B’ CO B /B ?

®, C —>18° | ob 1'on a posé

B, /B c,/B
BO GBMO = Co. Par suilte, notre probléme se raméne 3 un analogue gradué de (III

définie par la fléche de fonctorialité L

2.1.2.1), qui se résout par l'introduction de la suite exacte des Ext (-, J)

relative au triangle de transitivité 1LEF (2.3.2). Comme J est de graduation

C/B /B

concentrée en degré un, cette suite exacte s'identifie canoniquement d'apras (1.2.2.1)

a4 la suite exacte des Ext; (-,3) relative au triangle it (L8* ). D'apras

o C/B /B "

(2.3.6.1), ce dernier s'éerit, a isomorphisme canonique fonctorlel prés,

gt -
Kt (LC /s, /8 / \

I gr
‘3,78 % 1 “”‘““cna

Compte tenu de (3.1.3), il en résulte que la suite exacte des Extg (-,J3) corres-
0
pondante s'écrit, & isomorphisme canonique fonctoriel prés,

1 1
(3.1.4) (LB /B Mo’J) =0 ~—> ExtBo(Mo,J) — ExtB(Mo,J) —_—
u(~) 3 2
3 LR
— HomBO(I ®BoM° J) ey ExtBo(Mo,J) — .

ol la premidre flache est la fléche évidente donnée par la restriction des scalaires.

On en déduit :

Proposition 3,1.5. Etant donné des Bo-Modules Mo, J et un morphisme

u, ¢ T @% Mo —>J , il existe une obstruction
o

2
w(B,uo) = 3u € ExtBo(Mo,J)

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une extension
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de B-Modules M de M par J telle que u(M) =u . Quand w(B,u ) = 0,

1'ensemble des clagses d'isomorphie de telles extensions M est un torseur gous

Ext]]; (MO,J), et le groupe des automorphismes d'une extension M donnée est

° 1
Hom,, (MO,J) .
[¢]

3

En particulier, pour J = I ®g Mo et u = Id: I ®B Mo —1I ®B
o

M
[]
[¢) [¢)

il y a une obstruction, dite canonique,

dfn

2
(3.1.6) w(B,Mo) w(B,1d) € Ext} (MO,I 8 Mo) s

3 o
dont 1'obstruction relative & un u I ®B Mo —> J se déduit par composition
o

avec u H
[¢]
(3.1.7) u)(B,uo) = u)(B,Mo)

D'aprés les remarques faites au début de ce n°, w(B,Mo) représente, quand Mo
est plat, l'obstruction 2 l'existence d'un B-Module plat M tel que M ®BB° - Mo

Par construction, u)(B,Mo) est la fléche composée de D(Bo) :
M, —> LBO/B ®B°Mo (1] —>1 ®B°Mo[2:| :
oli la premidére fldche est la classe d'Atiyah de M relative 2 B (2.3.6.2) et

la seconde est définie par la projection de LB /B
[

Hl(LB /B % M) =1 & M_ . Par des raisonnements analogues 2 ceux de (III 2.1.4),
o o o

®B Mo sur
(<]

utilisant le morphisme de triangles

Kt (L8r ) ——— 5 (BT )

CO/BO/A CO/BO/B
défini par le diagramme commutatif
C, = Bo @ Mo
B ——m> Bo
A s

("). La toute dernidre assertion est triviale.
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on en déduit :

Proposition 3.1.8. L'obstruction canonique w(B,Mo) (3.1.6) est égale 3 la flache

composée de D(Bo) :

L
atBo/A(Mb) e(B) 8%0M°[1]
— e
M LBo/A @BOMOU] 1 @Bomotz] —_>1 @Bomoljz],

' .
atBo/A(Mo) est la classe d'Atiyah (2.3.6.2), e(B) : LBO/A

classe de 1'extension B (III 1.2.3), et la derniire fl2che 1'augmentation évidente,

ot —> 1l1] 1la

En particulier, si Mo est plat, w(B,Mo) est donnée par le cup-produit

w(B,Mo) = (e(B) ® Mo)at:Bo/A(Mo)

Corollaire 3.1.9. Supposons &4 —> B surjectif de noyau K , d'oft une A-extension

0—-—>K/K2~—->A/K2—>Bo'——90

A
On a Toro(Mo,Bo) =M, Tor?(Mo,Bo) = K/l(2 @M, , et 1l'obstruction canonique

2 . . 2 L L
w(A/K",M ) nl'est autre que 1'élément de Exth()Ho(Mo ®AB°), ul(Mo ®ABD)) défini

L 1
par M @B .

Preuve, D'aprés (III 1.2.8), e(A/K?)  est 1'augmentation caronique L, —> K/Kz[l]-
o

Appliquant (3.1.8), on en déduit que w(A/KZ,Mo) est égal au composé

a L L 2
M —= LBO/A ®BOMO[1] ey 1{1(1.130/A @Bomo)czj =K/K” ® M [271,

B /A(Mb) et la seconde fl2che est 1'augmentation canonique. Revenant 2
[
la définition de la classe d'Atiyah (2.3,6.2), on en conclut qu'on a un triangle

ol a = at

distingué

1
(*) Rappelons [27] que si X est un complexe d'une catégorie ab&liemne A , la
filtration de X par les tn](x) (I 1.4,7) définit des &léments

2 -
€, € Ext EYR, g" 1(X)), qui sont des invariantdde X dans D(A).
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uu(A/Kz,Mo)
2 1. gr

K/R" & MDU] _— t[-1"‘ (LCO“) .
et par suite (vu 1l'unicité 2 isomorphisme pris du troisidme sommet d'un triangle distingué
construit sur une base donnée [27]) que w(A/KZ,Mo) est la classe canonique définie
par t[_lkl(Lgr/A) . Le corollaire résulte donc de (2.4.4) (1).

o

Question 3.1.10. Dans la situation de (3.1.8), supposons B, local, donc aussi
B, et Mo localement libre de type fini. Les déformations locales de Mo en
un B-Module localement libre de type fini forment une gerbe [13] 1iée par le groupe
End(M ) ® I . Comparer la classe de cette gerbe dans HZ(T,End(Mo) ® I) 2a l'obs-
truction w(B,Mo) (3.1.6) (bien entendu 1'une et 1'autre classe représente

1'obstruction 2 prolonger Mo en un B-Module localement libre de type fini ...).

Remarque 3.1.11. Soit fo : Xo —2>Y un morphisme lisse de schémas, et soit Mo
un QX -Module localement libre de type fini. D'aprés (IIT 3.1.2) la fl2che canonique
o
1 : '
LXO/Y —_—> QXO/Y est un quasi-isomorphisme, donc (2.3.7.4) la classe d'Atiyah

aty /Y(Mo) est celle définie par 1l'extension des parties principales
o

1
0 : OXO/Y

1
M) —> PXO/Y(MO) —>M —>0
Celle-ci splitte quand Mo pvssdde une connexion relativement a4 Y , et par suite,
comme on 1'a déja signalé dans 1'introduction,(3.1.8) implique qu'alors M se
prolonge en un Module localement libre au-dessus de tout Y-épaississement d'ordre
un de Xo (fait d'ailleurs bien connu et facile & prouver directement). Nous

renvoyons le lecteur 2 1'exercice (3.1.14) ci-dessous pour la construction d'un

exemple (f ,M ,1i) (i une Y-extension d'ordre un de X ) avec w(i,M) # 0 .
P 0’0 o o

(1) NB. Les deux premidres assertions de (3.1.9) sont triviales.
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3.1.12, Reprenons la situation du début de ce numéro, définie par 1'extension
(3.1.1), et des B_-Modules Mo, J. L'existence d'une suite exacte du type (3.1.4),
et par suite la proposition (3.1.5), peut s'établir par un calcul direct (1) ne
faisant pas intervenir la théorie du complexe cotangent. L'isomorphisme 'cher a

Cartan"
( ) ) == ( 5
3.1.12.1 RHomB(Mo,J - RHomBo M 8%80,3)
fournit en effet une suite spectrale

Pqd  _ P B *
(3.1.12.2) E, Exty (Torq(Mo,Bo),J) = ExtB(MO,J) s

[+]

et, si 1'on tient compte de 1l'isomorphisme bien connu

B ~
(3.1.12.3) Torl(Mo,Bo) —=> I @Bo Mo,

la suite exacte des termes de bas degré de (3,1.12.2) s'écrit

1 1
(3.1.12.4) 0 —> Exr,Bo(Mo,J) e ExtB(Mo,J) —> I{omBo(I ®Bo MO,J) —_—>
ia- Ext? (M s 1)
Bo []

On a la compatibilité rassurante :

Proposition 3.1.13. Les suites exactes (3.1.4) et (3.1.12.4) cofncident.

Preuve, a) Explicitons d'abord 1'isomorphisme
(® Bxth(M ,7) —%> Ext’ (1 8.8 1)
Xty o’ * Bo Mo 8% o’

défini par (3.1,12.1). Soit f£ : M —>J une flache de degré i de D(B). La

filéche image de £ par (%) est la composée des fliches suivantes de D(Bo) .

(1) dQ a Grothendieck.
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ot la seconde flache est la fladche d'adjonction.

b) Posons M éhBo =X . On sait [27] que la suite spectrale (3,1,12,2)
s'obtient en appliquant le 3-foncteur Extg (-,J) au "deuxi2me objet spectral
canonique" de X , et qu'en particulier 1la :uite exacte des termes de bas degré
(3.1.12.4) n'est autre que le début de la suite exacte des Ext; (-,J) relative

[
au triangle distingué

1 01] —> t[_l(x)

¢) Prouvons que les flaches Ext; (MO,J) — Ext;(Mo,J) de (3.1.4) et
o
(3.1.12.4) cotncident. Soit £ : M —> J[1] une flache de D(B_ ). D'apr2s b),
; 1 ~ 1 L
son image dans ExtB(Mo,J) e ExtBo(Mo GhBo’J) par (3.1.12.4) est la fl2che

composée
L £
g i M, @B —>M — J[1] ,

ot la premidre fl2che est 1'augmentation sur H, ou la flache d'adjonction si

1l'on préfere, Or on a un carré commutatif

L
L f®1d L
M0 ®BBO . ®BBOE]-]
£
M > J[1] R

ol les flaches verticales sont les fladches d'adjonction. Compte tenu de a), il en
résulte que g est aussi 1'image par (%) de la flache de D(B) définie par £

par restriction des scalalres, ce qui prouve notre assertion.
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1
d) Prouvons que les flaches ExtB(Mo,J) -—>HomB°(M° ®B° 1,J) de (3.1.4)
et (3.1.12.4) cotncident. Soit f : L —> J[1] une flache de D(B), gqu'on peut

supposer définie par une suite exacte de B-Modules

l_4=(0-—>J-—>M-—>M°—>0) .
Pour calculer 1'image de f selon (3.1.12.4), on doit procéder ginsi. On commence,
d'aprés a), parvemplacer f par la flache £ M éBBo —> J[1] de D(B,)
obtenue en composant f éBId : Mo éBBo —>1J éBBo [1] avec la flache d'adjonction
J éBBo —>J, i.e. 1'augmentation sur Ho . Puis, d'aprés b), on associe 2 fl
la flache

£, = B (£)) : ror‘l’(mo,no) —> Gl =7,

autrement dit 1'opérateur bord de la suite exacte des Tor?(-,Bo) relative 3 M .
Enfin, on identifile f2 a une flache 1I ®B Mo —> J au moyen de 1'isomorphisme
(3.1.12.3), qui par définition est 1'opérat:ur bord de la suite exacte des
Tor?(Mo,-) relative 2 la suite exacte 0 —>I—>3 —>B —> 0 . On doit

prouver que le triangle suivant est commutatif :

(3.1.12.33

Torl;(Mo,Bo) u (M)

Comme la suite exacte (0 —>IM—>M—> N @B —>0) s'envoie dans M, on
peut supposer, par fonctorialité, que J = IM, i.e. M @B ~=>M , donc

I ®BM =31 ®B Mo . La commutativité & prouver résulte alors de celle du diagramme
)
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B. - B
Torl(Bo,Bo) B M Torl(Mo,Bo)
t (3.1.12.3}) £
d®HM / 2
I @M M ,

ot les flaches horizontales sont les flaches canoniques évidentes (celle du haut
étant un isomorphisme), et d : Tor?(BO,BO) ~~3> 1 1'opérateur bord de la suite
des Tor?(Bo,-) (ou des Tor?(-,Bo), ce qui revient au méme par commutativité de
é ) relative & la suite exacte 0 —> I —> 3 —> BO —> 0 ; la commutativité de

L
ce dernier diagramme est elle-m8me conséquence de 1l'associativité de @ .

e) Il reste A prouver que les flaches Hom, (1 SEOMO,J) — Etho(Mo’J)
de (3.1.4) et (3.1.12.4) cotncident. Par fonctorialitg, 11 suffit de montrer que
la fléche identique de I ®, M a méme image dans Extg (MO,I 8, MO) par les
flaches 3 de (3.1.4) et (3?1.12.4), i.e., d'aprés b), :ue m(B,go) est la
classe canonique définie par le complexe Mo éhBo . Or cette assertion n'est qu'un

cas particulier de (3.1.9). Cela termine la démonstration de (3.1.13).

Exercice 3.1.14. a) Boit un triangle commutatif de schémas

Y(%x

ot X et Y sont lisses sur S5 et 1 est une immersion fermée d'Idéal I ;

on note N, = I/I2 le faisceau conormal. On se donne un QY—Module localement
libre de type fini 1L . Montrer que l'obstruction w(i,L) € HZ(Y,EEQ(L) ® NY/X)
2 prolonger L en un faisceau localement libre de type fini au-dessus du premier

voisinage infinitésimal de Y dans X est l'image de la classe d'Atiyah

aty (L) € Hl(Y,EEQ(L) ® Q;/S) par 1'homomorphisme bord déduit de la suite exacte

standard
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1 1
e 0 —> Ny = Ml g —> Oyyg —> 0

b) En déduire que si L', L" sont des QY-Modules inversibles, on a

wli,L' @ L") = w(i,L') + w(i,L")

et que 1*'homomorphisme Hl(Y,Q§) — HZ(Y, ) ainsi obtenu est donné par

Yy /x
lt'opérateur bord relatif & la suite exacte déduite de (1) par 1'homomorphisme
"dérivéelogarithmique" O ——> n;/s , fE—> df/f.

c) On se place sur 8 = Spec(Z ), et l'on prend pour Y la quadrique
]Pl X ]Pl plongée dans X = ]P3 par le morphisme de Segre i : ¥ —>» X corres=~
pondant au faisceau tres ample 0,(1) = pr¥o .(1) ® pr¥0 .(1). On pose, pour

-¥ 1—191 2_11’1

. - - 1 1 "
i=1,2, L =pri0 1(1), et e = atY/s(Li) €H (Y’les) ("premire classe

de Chern"). Montrer que HI(Y, ! ) (resp. HZ(Y,N )) est libre de base {e,,e,)
/8 Y 1°72

/X

(resp. elez), et que la suite exacte de cohomologie de (1) fournit la suite exacte

o 1 1 P.) 2
0 > H (¥,0,) ~>H (,04,¢) —>H (Y,NY/X) —>0 .
d) En déduire qu'on a

. +
w(l,Ll) - -w(i,Lz) =-ee,

(et par suite que ni L, ni L, ne peut-8tre déformé en un faisceau inversible

1 2
au-dessus du premler voisinage infinitésimal de Y dans X).

3.2. Déformations de morphismes de Modules.

Reprenons 1'extension (3.1.1). Soit f : E ~—>F un morphisme d'extensions
de B-Modules :
(3.2.1) 0 > K > F /Fo >0
fl /[f £,
0 > 1 >E > E > 0 ,
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ol Eo, Fo’ J, K sont annulés par I , On a alors un carré commutatif

(3.2.2) I1®E, uf

Maintenant, donnons-nous seulement les extensions E, F et des morphismes de
Bo-Modules Eo . lE:o —>F, f1 : J =3 K tels que le carré (3.2.2) soit

commutatif, Pour qu'il existe un morphisme f : E —>F induisant £, et £

il est évidemment nécessaire et suffisant que 1'extension fl*E de E par K

soit isomorphe A 1'extension Fxf , l.e. qu'on ait f #cl(B) - CI(E)*fO =0,

1
ot cl(E) € Ext]];(Eo,J) (resp. cl(F) € Ext]];(Fo,K)) désigne la classe de E

(resp. F). A priori, on a £1#cl(E) - cI(P)nf € Extlla(Eo,K), mais la commutativité
de (3.2,2) implique qu'on a u(fl*cl(g) - cl(z)*fo) = 0, d'olt par la suite exacte
(3.1.4)
1 1 u
0 —> ExtBo(Eo,K) s ExtB(EO,K) —_— HomBo(I @BOEO,K) s
1
£,#c1(E) - cl{B)#f € Extj (EO,K). En résumé :

[0}

Proposition 3.2.3, Etant donné des extensions de B-Modules E, ¥ comme en (3,2,1},

et des morphismes de Bo-Modules ﬁo : E0 —_—> Fo . fl 1 J—>K tels que le carré

(3.2.2) soit commutatif, pour qu'il existe un morphisme d'extensions £ : E—>F

induisant fo et f, , il faut et il suffit que 1'élément

1
fl*c1(_§) - c1(§)*fo € ExtBo(EO,K)

soit nul. Lorsqu'il en est ainsi, l'emsemble des solutions £ est un torseur sous

Homy, (E,®) (1)
o

(l) La dernidre assertion est triviale,
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On pourrait é&galement déduire (3,2.3) d'une variante graduée de (III 2.2.2),
mais il serait un peu lourd, pour une question aussi triviale, d'utiliser la machi-
nerie du complexe cotangent gradué ... Il n'en va pas de mBme avec le problame

voisin suivant,

Donnons-nous 1l'extension E comme en (3.2.1), ainsi que des Bo-Modules

Fo » K, et des morphismes de Bo-Modules fo : E0 ——>F0 . f1 Py —->K,

L I® FO —w K tels que le carré

ulE)
(3.2.4) T@E ————>J

I@f.o {

i
IeF — ">k

soit commutatif, et cherchons 2 quelle condition il existe une extension F de F

par K telle que u(E) = u , et un morphisme d'extensions £ : E —> F induisant
fo et fl . Ce probléme contient évidemment comme cas particulier le problame
envisagé en (3.1) (prendre E = 0). Le cas le plus intéressant dans la pratique
est celul od u(E) et ug sont des épimorphismes ; pour un fo : Eo —_— F0

donné, il existe alors au plus un £, : J —> K tel que le carré (3.2.4) soit

1
commutatif, et si fo est un épimorphisme, toute solution £ : E~—> F est telle
que f : E—>»TF soit un épimorphisme : en d'autres termes, on a alors affaire 2 un

probléme de déformation de Modules quotients,

Introduisons la A-extension gradufe (2.4)
3.2.5) 0—>I1®J—>BGE—>B8 ®F —>0 ,

dont la partie homogzne de degré O (resp. 1) est (3.1.1) (resp. E), B@E ,
BO ® EO désignant des Algébres des nombres duaux ; notons en passant que la
structure de (B0 =] Eo)-Module gradué sur I © J est définie par la structure de
B,-Module de I et i'homomorphisme u(g) : I ®E, —>-J . Considérons B & F,
comme une (Bo <] Eo)-Algébre graduée au moyen de 1'homomorphisme Id & fo , et K

commeé un (BO ) Eo)-Module gradué concentré en degré 1 . Remarquant que le produit
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tensoriel gradué (1.1.4) (I &.J) ®s oE )(Bo @ Fo) a pour partie homogéne de
o o

degré 1
(1®E)
1
(3.2.6) ¥ {I® ®(Bo @Eo)(no ®F)) =~ J @ der) .,

la somme amalgamée au second membre étant prise relativement aux homomorphismes
u(E) : I ® EE—>J, I® fo PI®E —>1®F, , on voit, d'apreés (1.1,3.1),
que la donnée de morphismes f1 Py -—»K, u, I Fo —> K tels que le carré

(3.2.4) soit commutatif équivaut 3 celle d'un morphisme de (Bo eEO)-—Modules gradués
(3.2.7) (f,u) : T@ D) ®(Bo ® Eo)(B° ®F) —>K

Le probl2me revient done A trouver une (B°$ Eo)-extension graduée de B, & F,
par K telle que 1'homomorphisme canonique associé soit précisément (fl,uo)
(3.2.7). Le probl2me se résout donc encore une fois par 1'introduction d'um triangle

de transitivité convenable, 3 savolr celuil relatif aux morphismes d'Ammeaux gradués
(3.2.8) B@E——-}BOQEO—%BOQFO

En fait, comme en (3,1), seule la partie homogine de degré 1 de ce triangle nous

intéresse. Notons C(fo) le cOne de £ i E —>F , i.e.
£
(3.2.9) C(fo) = (0 —> E,—>F —> 0 .,
oix F  est placé en degré zéro, On a un isomorphisme canonique fonctoriel de D(Bo) :
1, 8r
(3.2.10) k (L(Boa Fo)/(Boe Eo)) = C(fo) s

conséquence de (2.2.5) et du triangle de transitivité relatif aux morphismes
B, ~>B ®E, —> B, @ F . Cela étant, la sulte exacte des Exti(-,K)gr du

triangle de transitivité relatif 2 (3.2.8) s'écrit :

1
(3.2,11) 0—=> ExtBo(C(fo),K) — Exal(B@E)(BOGBFO,K)gr -
(1@ E,)
> Homy J @ (1 @Fo),K) ——j-% ExtzB (C(fo),K) —_— ...
[o] [o]

et par suite on obtlent :
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Proposition 3.2.12. Etant donné une extension E comme en (3.2.1), des Bo—Modules

F , K, et des morphismes de B -Modules £ :E —>»F , £ :J-—>K,
o o o o o 1

v, :I® Fo ~> K tels que le carré (3.2.4) soit commutatif, il existe une obstruc-

tion

2 1
w(B,E,fo,fl,uo) = B(fl,uo) € ExtBo(C(fo),K) )

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une extension

de B-Modules F de F  par K telle que u(F) = u_ et d'un morphisme d'exten-

sions £ : E—>F induisant fo et . Quand cette obstruction est nulle,

£

1'ensemble des classes d'isomorphie de solutions (E,E) est un torseur Sous

Ext; (C(fo),K) et le proupe des automorphismes d'une solution donnée s'identifie

2 Extgo(c(fo),K) = HomBO(Coker(fo),K) A .

Remarque 3.2.13., Si fo est un épimorphisme, de noyau No , on a

C(fo) = N°[1] .

i-1
B
o

dans Extg (NO,K) ; quand elle est nulle, 1'ensemble des solutions est un torseur

d'otr Ext; (C(fo),K) £ Ext (NO,K) ; ainsi 1'obstruction de (3.2.12) se trouve
o -

sous HomB (NO,K), et le groupe des automorphismes d'une solution est le groupe
[+]

unité. Il est évidemment facile de démontrer ces répultats directement, sans

utiliser de complexe cotangent ...

3.2.14, En ce qui concerne la fonctorialité de l'obstruction w(B,E,fo,fl,uo),
on a une discussion analogue 2 celle de (3,1). Noﬁs nous bornerons 2 indiquer
rapidement les résultats. Tout d'abord, si l'on note Mo la somme amalgamée (3,2.6),
on a une obstruction canonique

2
(3.2.14.1) w(B,E,£) € ExtBo(C(fo),Mo) .

dont l'obstruction w(B’E’fo’fl’uo) se déduit par composition avec

) on C(fo) désigne le cbne de £ (3.2.9).
(2) La dernigre assertion est immédiate.
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(f,8) : M ~—>K (3.2.7) :
(3.2.14.2) w(B,E,fo,fl,uo) = (fl’uo) w(B,g_,fo)

(observons en passant que 1'ona I ® F g Moosi u(E) est un isomorphisme,
cas fréquent en pratique)., D'autre part, le triangle de transitivité des complexes
cotangents gradués relatif 3 A —> B @ E —>B, < F  fournit une flache

canonique et fonctorielle de D(Bo) :

(3.2.14.3) . atBO/A(fo) : C(f ) -ﬁk (LB @E /A

®p @E )(Bo @Fo)) f11.
oo
S8i 1'on désigne par

1 gr
(3.2.14.4) e(B,E) € Ex ( 16eJ
‘B, ®E "B OF /A’ gr

la classe (2.4,2) de la A-extension graduée (3.2.5), l'obstruction canonique

(3.2.14.1) est égale a la flache composée

at (£)
BO/A o 1, gr
C(fo) —————y | (LBOeEO/A ®(B eE )(Bo ) Fo)) [17 = M (21 ,

L
ol la seconde flache est composée de k (e(B E) ® (B SE )(B D F )) et de

1'augmentation naturelle k ((I@J) ®(B @E )(B @F » [2] ""—"9

—_— k (18D ®(Bero)(Bo@F°)) {21 = M°[2] (3.2.6).

Exercice 3.2,15. Montrer qu'on a un triangle distingué

(LB /A@' fo)atB ;’A‘Eo}
o a

g F k(BT

L @
ED/A o B, FH 7A ‘%NO) )

(Hint : calculer k' (1.]3 B /B /A (B e;‘E§13()€i91~'0)) ) I
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Exercice 3.2.16. Dans la situation de (3,2,12), on suppose qu'il existe une extension

de B-Modules F de F_ par K telle que u(E) = u . Montrer qu'alors 1'obstruc-

tion w(B,E,fo,fI,uo) se trouve dans

Coker(Extll3 (FO,K) —_ Ext;
[s] &

2
(E,K) R ExtBO(C(fo),K)

(interpréter la suite exacte des Ext; (-,K) définie par le triangle distingué
o

c(f)
o

£ \
—
o

E
[+]



CHAPITRE V

CLASSES DE CHERN DES COMPLEXES PARFAITS

0. Introduction.

Soient k un corps (resp. le corps des complexes), X une variété algé-
brique (resp. analytique) lisse sur k , E un Oy-Module localement libre. Utilisant
la structure connue de la cohomologie de Hodge du fibré projectif P(E) en termes
de celle de X , on sait (voir Grothendieck [31]) attacher 2 E une classe totale

de Chern :

1 n n n
(0.1) B =1+ E®t+ ...+ @+ ..., B €RRG,)
Celle-ci jouit des propriétés suivantes, qui la caractérisent :

(0.2) Soit f : X —>Y un morphisme de variétés lisses sur k , et soit F un

QY-Module localement libre. Alors on a, pour tout n € N,

(E¥R) = £%(F)

(0.3) Soit 0 —>»E' —>E —>E" —> 0 une suite exacte de O0,-Modules localement
=X

libres., Alors on a :
c (E) = ct(E') ct(E")

(0.4) Si E est inversible , ) est 1'image de 1a classe de E dans

Pic(X) = HI(X,QX*) par 1'homomorphisme dérivée logarithmique g; —_— Q}l(/k ,

£—> df/f , et ¢l (E) =0 pour i>1 .

Utilisant (0.4) et la caractérisation axiomatique des classes de Chern [3I] -, il est
facile de montrer que cn(E) cofncide avec la classe déduite de 1l'extension

d'Atiyah P28 (cf. (Iv 2.3.7.5))

(0.5) 0 —> Q} —> At(E) —> End(E) —> 0
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(dont les splittages sont les connexions sur E) 2 1'aide du "polyndme invariant"
(-1)nTrace A? . Notons (cf. (IV loc. cit.)) que la classe d'obstruction d'Atiyah
at(E) € Hl(X,End(E) ® O;/k) cotncide avec la classe définie par 1'extension des

parties principales

1

X/k(E) —>E—>0

(0.6) 0——-)0)1{/k®E—>P

(puisque toutes deux sont la classe du fibré des connexions sur E). Si maintenant E
est un complexe de gX-Modules (quelconques), prenant les parties principales terme
4 terme, on obtient une suite exac:Z de complexes analogue & (0.6), d'oli 1'on déduit,

pour E € ob D (X), un morphisme c#nonique de D(A), dit morphisme d'Atiyah :

0.7 E%Eéﬂ}uk[l]

Il est tentant, dés lors, de partir de (0.7) pour généraliser la construction

"3 la Atiyah" des c"(E) au cas od E est un complexe parfait (SGA 6 I), en
utilisant la théorie de la trace pour les complexes parfaits et les foncteurs dérivés
des puissances extérieures (resp. symétriques). Ainsi, cl(E) , par exemple, sera
définle comme suit. La fl2che (0.7) correspond, par la formule d'adjonction chare

3 Cartan et grlde au fait que E est parfait (1), a4 une flache

—_—sr

L L 1
O ®Eeq, 1]
(olt 1'on a posé EY = RHom(E,gX)), que 1'on peut "contracter", par 1'homomorphisme
L
canonique E'® E —> [ (SGA 61 7.5 ) , en une flache o —> Q;/k[lj 3 celle=-ci

sera par définition la classe cl(E) . Bien entendu, omn voudra que les ¢ME) satis-

fagsent & des relations analogues 2 (0.2) et €0.3) :
0.2)" MLEMF) = fH(F)
(0.3)! c (B) = ct(E’)ct(E")

si 0 —>E' —>E —>E" —> 0 est une suite exacte de complexes parfaits. De
(0.3)' on tire en particulier :

(1) En toute rigueur on doit, pour des raisons de degré, supposer E d'amplitude
parfaite finie (SGA 6 I 4.8 ),
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(0.8) dw = Jdany o+ tam

Contrairement & ce qu'on a envie de croire, cette dernidre relation n'est malheureu-
gsement pas évidente sur la définition proposée plus haut (et qui est visiblement la
seule raisonnable). Supposons, pour simplifier, que E' , E, E" soient 2 degrés
bornés supérieurement et A composantes plates. On a alors un diagramme commutatif,
olt les colonnes sont exactes et les lignes sont les sultes exactes des parties

principales :

(0.9) 0 0 o]

1 1

0-—>E®Qx/kéPx/k(E)éE———90

1

iED —> B —>0

o-ﬁE“®Q§/k-—>P

Dans le langage de Deligne [30] , on interpr2te (0.9) comme définissant un morphisme

de “"wrais" triangles
Lo
(0.10) (6] —>[E] & o] .

ot [E] désigne le vrai triangle défini par la suite exacte

(0 —>E' —» E —> E" —> 0), induisant sur chaque morceau E', E, E" la flache
(0.7). On sait, par la théorie de Deligne [30] , que st u : [L] —>[L] est un
endomorphisme d'un vrai triangle [L] = (0 —>L' —>L ~>L" —>0) tel que L',
L et L" soient parfaits, alors on a Tr(u|L) = Tr(u|L') + Tr(u|L"), on

Tr : Hom(L,L) (resp....) —> H°(x,gx) eat 1'homomorphisme trace. Tl y a donc lieu

de généraliser cette additivité au cas de la situation (0.,10), Cette généralisation

n'est pas triviale, du fait que la notion de trace envisagée dans la théorie de
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Deligne est de nature locale, tandis que celle qui intervient en (0,10) est de nature
globale : en fait, dans la théorie de Deligne, la formule d'additivité est prouvée

par localisation et dévissage des complexes parfaits en jeu, et l'on ne voit pas
comment ces arguments pourraient s'étendre i la situation (0.10). La résolution de
cette difficulté est la motivation principale de la théorie qui suit, et qui permettra
en particulier de construire des classes de Chern c (E) € Hn(X,O;/k) pour E parfait,
satisfaisant 2 (0.2)' et (0.3)' . Tres succinctement, l1'idée est de subtituer 2

la notion de vrai triangle celle, plus souple, de complexe filtré, et d'effectuer

dans la'catégorie dérivée correspondante" les constructions que l'on effectue habituel-
lement dans la catégorie dérivée ordinaire D(X), telles que celles des foncteurs

é » RHom, etc. et des fleches canoniques entre iceux, en regardant chaque fois

1l'effet du passage au gradué associé.

L'organisation du chapitre est la suivante. Au n° 1, on étudie la "catégorie
dérivée filtrée" DF(A) d'une catégorie abélienne A , obtenue en localisant la
catégorie des complexes munis d'une filtration finie par rapport aux flaches qui
induisent des quasiwisomorphismes sur les gradués associés. La raison pour laquelle
nous nous limitons au cas de filtrations finies est qu'elles suffisent pour les
applications que nous avons en vue, et que par ailleurs la considération de filtrations
infinies (sans doute utile dans d'autres contextes) introduirait des probl2mes de
convergence sans intér8t pour notre propos. Le principal résultat du n° 1 est 1l'in-
terprétation, quand A possdde assez d'injectifs, de Hom(L,M) pour L, M € ob DF(A)
comme groupe de cohomologie attaché 3 un complexe RHom(L,M) convenable. On suit de
trés prés le canavas fourni par le Séminaire Hartshorne [32] . Au n® 2 on comstruit,
dans la catégorie dérivée filtrée d'un topos annelé, les foncteurs é et RiHom ;
on étudie les relations entre ceux-ci (isomorphismes "chers 2 Cartan", flaches cano-
niques de composition des homomorphismes, etc.), ainsi que la compatibilité avec le
passage au gradué, Le n® 3 développe la théorie des traces pour les complexes filtrés
dont le gradué est parfait, fournissant en particulier une réponse affirmative 2 la
question d'additivité indiquée plus haut, Le n® 4 est un intermdde sur la construction

des foncteurs dérivés des puissances symétriques et extérieures dans "la catégorie
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dérivée filtrée", dont on se sert au n® 5 pour définir la classe totale de Chern d'un
complexe parfait 3 partir du morphisme d'Atiysh. La théorie développée au n° 5 contient
en particulier celle du polynbme caractéristique d'un endomorphisme d'un complexe
parfait. Le n® 6 domne des application de la thforie 2 la comstruction de classes de

cohomologie locale.
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1. Extensions filtrés (resp., graduées).

Dans ce n” , A désigne une catégorie abélienne. 8i X est une catégorie
additive (resp. abélienne), on utilise les notations C{X), K(X) (resp. D(X)) pour
désigner la catégorie des complexes, complexes 2 homotopie pr2s (resp. catégorie

dérivée) de X .

1.1. Notons CF(A) la catégorie dont les objets sont les complexes de A (& diffé-
rentielle de degré + 1) munis d'une filtration décroissante finie (indexée par Z )

et les morphismes les morphismes de complexes compatibles aux filtrations. C'est une
catégorie additive. Pour I € ob CF(A) et i € Z, on note Li € ob A la compo-
sante de degré i de L et FiL € ob C(A) le i~f2me cran de la filtration., Si 1'on
désigne par Fil(A) la catégorie (additive) des objets filtrés de A , CF(4)
s'identifie & la sous-catégorie pleine de C(Fil(A)) formée des objets de filtration

"uniformément" finie. On a un foncteur additif "gradué associé :
(1.1.1) gr : CF(A) ——3 cG(A) s

ot CG(A) désigne la catégorie des complexes de A munis d'une graduation finie.
On note k' : CG(A) ——> C(A) le foncteur composante de degré i , et l'on pose

klgr = gri .

Seient L € ob CF(A) (resp. CG(A)) et n € Z . On note comme d'habitude

i4n

L{n] le complexe définie par L[n}i = L , dL[n] = (-1)"a muni de la

L ?
filtration (resp. graduation) Fi(L[n]) = (FiL)[n] (resp. ki(L[n]) = (kiL)[n]) .
On note d'autre part L(n) 1'objet de CF(A) (resp. CG(A)) ayant méme complexe
sous-jacent et dont la filtration (resp. graduation) est définie par

Fam) = Fw) (resp. k(L)) = k¥7™(L)). Le foncteur (1.1.1) commute (a

isomorphisme canonique pr&s) 4 la translation des degrés et au décalage de la

filtration (resp. graduation).
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Soit L € ob CF(A), Pour i € Z, posons FiL = L/FL . On dit que la suite

d'épimorphismes L —> FiL est la cofiltration de L ; filtration et cofiltra-

Fin
tion ge déterminent mutuellement, elles s'échangent par passage & la catégorie opposée
A° ., Soit n € Z; le foncteur de troncation t[n (resp. tn]) sur C(A) défini

en (I 1.4.7) transforme épimorphisme en épimorphisme (resp. monomorphisme en monc=-
morphisme), Par suite, les t[n(FiL) (resp. tn](FiL)) forment une cofiltration
(resp, filtration) finie de t[n(L) (resp. tn](L)). On obtient de la sorte un

foncteur
(1.1.2) tr_ (resp. t o) : CF(A) —> cLPr(a) (resp. ¢ Ira)) )
[n n]

o C[nF(A) (resp. Cn]F(A)) désigne la sous-catégorie pleine de CF(A) formée
des complexes nuls en degré < n (resp. > n). Les flaches canoniques (I (1.4.7.1),

(1.4.7.2))

L ——> t[n(L) s tn](L) —_—>1L

sont compatibles aux filtrations, et donnment, pour M € ob (PF(A), N € ob C%(A),

des isomorphismes (canoniques fonctoriels)

Hom(t[nL,M) —=—> Hom(L,M) , Hom(N,L) €—2— Hom(N,tn]L)

Elles induisent d'autre part des isomorphismes
(1.1.3) w’F L %Hprit[nL , pour pzn et tout i ,

HpFitn]L —_— HPFiL s pour p <n et tout i

De (1.1.3) et du lemme des cing on déduit que 1'on a
HPF'L —~Cha HpFlt[nL , pour p =nil et tout 1 ,
HpFitn] L-o, HPFiL s pour p < n-1 et tout i ;

on ne peut rien dire en général des HnFit L et HF.t 4L .
& {n im]
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On définit de manidre analogue sur CG(A) les foncteurs t[n >ty 8 ils
commutent aux foncteurs Kt . En revanche le foncteur gr : CF(A) —3> CcG(A) ne

commute aux foncteurs t[n (resp. tn]) que si A est réduite & l'objet nul,

Soit £ : L ~—>M une fladche de CF(A) (resp. CG(A)). Le cOne de £ ,

413 ©

X = Cf , défini par les formules usuelles X = L{1] &M, dy = , est,

£ dM

muni de la filtration (resp. graduation) "somme", un objet de CF(A) (resp. cG(a)),
et l'on a une suite exacte gemi-scindée (i.e. scindée degré 2 degré) de complexes

filtrés (resp. gradués)

(1.1.4) o} > M > cf L{1] o,

qui dépend fonctoriellement de f .

1.2. On dit qu'une flache de CG(A) est un quasi-isomorphisme si la fldche de
complexes non gradués sous-jacente est un quasi-isomorphisme. On dit qu'une fl2che

f de CF(A) est un gquasi~isomorphisme filtré (ou parfois simplement, quasi-isomor-

phisme) si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) Fif est un quasi-isomorphisme pour tout i ,
(ii) F'f est un quasi-isomorphisme pour tout 1 ,

(iii) gr(f) est un quasi-isomorphisme.

§i 1'on convient de dire qu'un objet L de CF(A) est acyclique quand grl 1'est
(ou, de manidre équivalente, chaque F;L , ou chaque FiL)), les conditions précé-
dentes sont encore équivalentes, vu (1.1.4), 2

(iv) Cf esc acyclique
On note DF(A) (resp. DG(A)) la catégorie déduite de CF(A) (resp. CG(A)) en inver-
sant les quasi-isomorphismes, Le foncteur (1.1.1) se prolonge naturellement en un

fonecteur
1.2.1) gr : DF(A) ————3 DG(A)

Celui-ci commute (2 isomorphisme canonique pr2s) 2 la translation des degrés et au
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décalage de la filtration (resp. graduation).

Soient wu, v : LZ=3M des fldches de CF(A) (resp. CG(A)). Une homotopie
filtrée (resp. graduée) entre u et v est une homotopie h telle que

1 (resp. h(kiLn) c len-l) pour tous i , n € Z ., On notera KF(A)

n(FL™ c FiL”
(resp. KG(A)) la catégorie ayant mémes objets que CF(A) (resp. CG(A)) et dont les
fleches sont les classes de fl2ches 2 homotopie filtrée (resp. graduée) prés. Si

1'on désigne par Fil(A) (resp. Gr(A)) 1la catégorie (additive) des objets filtrés
(resp. gradués) de A , la catégorie KF(A) (resp. KG(A)) est, 2 isomorphisme
canonique pr2s, une sous-catégorie pleine de K(Fil(a)) <(resp. K(GR(A)). Un
argument standard (cf. Verdier [27] et (I 2.3.3, 3.1.2)) montre que

KF(A) (resp. KG(A)) s'identifie canoniquement 2 la catégorie localisée de CF(A)
(resp. CG(A)) par rapport aux homotopismes filtrés (resp. gradués). Si f et g
sont deux fladches de CF(A) (resp. CG(A)) induisant la méme flache de KF(A) (resp.
KG(A)), on a, pour tout i , H(Fif) = H(Fig) (resp. H(kif) = H(kig)) : par suite,
la notion de quasi-isomorphisme se prolonge naturellement 3 XF(A) (resp. KG(a)),

et DF(A) (resp. DG(A)) s'obtient 2 partir de KF(A) (resp. KG(A)) en inversant

les quasi-isomorphismes. D'autre part, la structure triangulée (au sens de Verdier)
de K(Fi1(A)) {(resp. K(Cr(A)) ) induit une structure triangulée sur KF(A) (resp.

KG(A)) : un triangle T = (I Alf) o N L[1]) de KF(A) (resp.

KG(A)) est dit distingué si son image dans K(Fil(A)) (resp. K(Gr(4)) ) llest, i.e.
si T est isomorphe dans KF(A) (resp. KG(A)) au triangle canonique défini par
le cBne de f ., Les objets acycliques de KF(A) (resp. KG(A)) forment une sous-
catégorie épaisse, et l'ensemble des quasi-isomorphismes est le systéme multipli-

catlif correspondant. Il en résulte en particulier que les guasi-isomorphismes de

KF(A) (resp. KG(A)) permettent un calcul de fractions bilatdre (I 1.4.2) : pour

L, M € ob XKF(A) , on a

(1.2.2) HomDF(A)(L’M) = %%E& is L HomKF(A)(L',M)

= 1im Ho (L,m")
};——)is M' mKF(A)
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= lim Hom, o (L',mM")
A
e TP (a)
MJ&M'

et l'on a des formules analogues avec KG et DG au lieu de KF et DF . En cutre
DF{A} (resp. DG(A)) est munie d'une structure (unique) de catégorie triangulée
telle que le foncteur de passage au quotient KF(A) —> DF(A) (resp. KG(A) —> DG(A))
soit exact. D'autre part, le foncteur ‘"gradué associé" (1.1.15 commute 2 la forma-
tion du cdne d'un morphisme, donc induit un foncteur exact gr : KF(A) —> RG(A),

et le foncteur (1.2.1), déduit par passage au quotient, est encore exact. Pour

n€Z et L, M€ ob DF(A) (resp. DG(A)), on pose
n
(1.2.3) Extfil(L,M) = HomDF(A)(L,M[n]) = HomDF(A)(L[-n],M)

(resp. grad(L M = HomDG(A)(L Mn]) = HomDG(A)(L[-n],M) )

Un triangle distingué T de DF(A) (resp. DG(A)) fournit comme on sait pour
X € ob DF(A) (resp. DG(A)) des suites exactes fonctorielles Ext (T X) et

Ext (X,T), et 1'on a des morphismes de suites exacte

grad

gr : Ext (T X) —> Ext”__ (grT,grX) , gr : Ext%il(X,T) — Excérad(grx,ng)

grad

Remarque 1.2.3.1. Les foncteurs "composantes" ki définissent une équivalence de
la catégorie CG(A) (resp. XKG(A), resp. DG(A)) avec la catégorie des objets gradués
(de graduation finie) de C(A) (resp. K(A), resp. D(A)). Les constructions dans
CG(A) (resp. KG(A), resp. DG(A)} que 1l'on effectuera dans la suite (foncteurs

Hom" , RHom, % , RHom , etc. et relations entre iceux) se raméneront trivialement

2 des constructions dans C(A) {resp. K(A) , resp. D(A)), Cependant on préfera
souvent utiliser le langagéeé fugué "filtré resp. gradué" pour la simplicité de

1'exposition,
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Lemme 1.2.4. Soient L € ob CF(A) et n €Z , Les conditions suivantes sont équi-

valentes :
(1) Hp(gtiL) =0 pour p<n et tout i ;
(11)  HP(F,L) = BP(F'L) = 0 pour p<n et tout 1 ;

(1ii) L —> t[n(L) est un quasi-isomorphisme (1,2).

Les conditions analogues, od 1'on remplace p <n et ti:n par p>n et tn] s

sont égquivalentes.

Preuve. Partons de (i). Comme FiL = 0 pour i assez grand positif, les suites

141 J"L —> 0 impliquent par récurrence HP(F'L) = 0

exactes O —>» F L —> FiL —> gr
pour p<n et tout i . Comme FiL =0 pour i assez grand négatif, les suites
exactes 0 - griL - Fi+1L —> FiL —> 0 impliquent par récurrence Hp(FiL) =0
pour p<n et tout i , ce qui prouve (ii). Partons de (ii). On a

BPF L —> HpFit[nL pour p zn et tout 1 d'aprags (1.1.3), et

HpFiL —> HpFit[nL =0 pour p<n et tout i par hypoth2se, donc
HpFiL—&-} HpFit[nL pour tout p et tout 4§ , ce qui prouve ({ii), Enfin (iii)
implique que grL —> grttnL' est un quasi-isomorphisme, d'olt (i) puisque t[nL

est nul en degré < n , La deuxidme partie de (1.2.4) se démontre de manidre analogue.

1.2.5. Soient n € Z et [a,b] un intervalle de Z U {-o} U {+=} . On note

D[nF(A) (resp. Dn]F(A)) la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des objets
vérifiant les conditions équivalentes de (1.2.4) (resp. les conditions "analogues™

de (1.2.4)). On pose D[a’b]F(A) = D[aF(A) n Db]F(A), avec les conventions que
ol==bleca) < Ye) v ez, ol *Irca) = ol%a) (@ €@, Db *eca) = D),
D[-m’-w]F(A) = D[+m’+w]F(A) = 0 , Notons C[a’b]F(A) la sous-catégorie pleine de
CF{A) formée des objets L tels que =0 pour i ¢ [a,b], et Qis[a,b] 1'en-

semble des quasi-isomorphismes de C[a’b]F(A). On a un foncteur naturel :

(1.2.5.1) cta:Pleca) (ots -1y s plesblpy)

[8sb]
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De m@me, si 1l'on note Dia’b]G(A) (resp. CQB’bJG(A)) la sous-catégorie pleine de
DG(A) (resp. €G(A)) formée des objets L tels que ut () (resp. =0 pour

i ¢ [a,b] , on & un foncteur naturel

a,b]

(1.2.5.2) c[‘*"’jc(a)(qm[a b]”l) — plasblgep

Lemme 1.2.5.3. Les foncteurs (1.2.5.1) et (1.2.5.2) sont des équivalentes de

catégories.

Preuve. C'est une conséquence formelle de (1,2.2) et de l'existence des foncteurs

de tromcation (1.1.2) (cf. (SGA 4 XVII 5.5.4.1) et (I 1.4.6).

1.2.5.4. Faisant a =b = O dans (1.2.5.3), et identifiant 2 C-°2°Jr(a)

(resp, CLO’OJG(A)) la catégorie Filf(A) (resp. OGrf(A)) des objets de A
munis d'une filtration (resp. graduation) finle, on trouve que Fil£(A) (resp.
Grf(A)) s'identifie 2 la sous-catégorie pleine de DF(A) (resp. DG(A)) formée des

objets L tels que HP(gr'L) (resp. HF(L)) = 0 pour p#0 et tout 1 . Pour

o

L, M€ ob Filf(A) (resp. Grf(A)), on a donc Hom(L,M) === Exte .,

(L,M) (resp.

o n
Ethrad(L’M) (1.2.3); pour n 2 1, on peut montrer que le groupe Ethil(L’M)
(resp. Ext:rad(L,M)) s'interprdte comme l'ensemble des classes de suites exactes

0—s>u—>x"! —5 | —5 3130

pour la relation d'équivalence habituelle de Yoneda ("suite exacte" voulant dire

bien entendu "objet acyclique de CF(A) (resp. CG(A))"),

1.2.5.5. Wotons C.FA (resp. C.GA) la catégorie des objets simpliciaux de A munis
d'une filtration (resp. graduation) finie. La théorie de Dold-Puppe montre que le

‘foncteur normalisation

N : C.FA ———3 ¢®JF(a)
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(resp. N : C.GA ~——> c®Jg(a) )

est une équivalence de catégories. Disons qu'une fl2che f de C.FA (resp. C.GA)
est un quasi-isomorphisme si Nf est un quasi~isomorphisme, et notons D.F(A)
(resp. D.G(A)) la catégorie déduite de C.FA (resp. C.GA) en inversant les quasi-
isomorphismes, Alors N induit une équivalence de catégories

o]

p.F(a) —=—=> ¢°-Fra) (Qiso]“l) (resp. D.G(A) -ﬁ-ec°]c(A)(Qis°]'1) ) . Faisant
a=-,b=0 dans (1.2,5,3), on obtient par composition une &quivalence naturelle

de catégories

D.F(A) ——> D°IF(A)  (resp. D.G(A) —=—> p°lG(a) ) .

1.2,6. Notons D+F(A) (resp. D F(A), resp. DbF(A)) la sous-catégorie pleine

de DF(A) formée des objets L tels que Hp(griL) =0 pour tout i et p assez
petit {resp. assez grand, resp, extérieur 3 un intervalle de Z )}, §i 1'on note
cTRA) (resp. C F(A), resp. Pra)) 1a sous~catégorie pleine de CF(a) formée
des objets 1L tels que Li =0 pour i assez petit {resp, assez grand, resp.
extérieur 3 un intervalle de Z), on voit comme en (1,2,5,3) que le foncteur canonique
ctra)(ats™h) —> p*R(A) (resp. CTF(A)(Qis™) —> DF(A), resp. C°F(A)(Qts™) —>
— DbF(A)) est une équivalence de catégories, De meme, la sous-catégorie pleine
p'G(A) (resp. DTG(A), resp. DPG(A)) de DG(A) formée des L tels que HP(L) = O
pour p assez petit (resp. assez grand, resp. extérieur 2 un intervalle de Z) est
canoniquement équivalente 2 la catégorie déduite de cela) (resp. C G(A), resp.
CbG(A)) (définie de manizre analogue 3 C F(A) (resp. ...)) en inversant les

quasi-isomorphismes,

1.2.7. Soit [a,b] un intervalle de Z U {-=JU{+=}, On dit qu'un objet L de

CF{4) (resp. CG(A)) est de filtration (resp. graduation) concentrée dans La,b]

(pour a = b on dit simplement concentrée en degré a) si FiL =1 pour i % a,

FiL = 0 pour i >b (resp. Wl =0 pour i ¢ [a,b]). On note CF[a’b](A)
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(resp. cc[a’b](A)) la sous-catégorie pleine de CF(A) (resp. CG(A)) formée des
objets de filtration (resp. graduation) concentrée dans [a,b] . On a

CF(A) = CF[-Q’+¢](A) = 1im CF[a’b](A) (resp. itou avec G au lieu de F). Le
la,bkz

foncteur gradué associé induit un foncteur
gr : CF[a’b](A) ey CG[a’b](A) .

Nous identifierons C{A) (catégorie des complexes de A) 2 CFEO’OJCA) (resp.
CGEO’O](A)) ; cette identification est compatible avec le foncteur gradué associé.
En inversant les quasi-isomorphismes de CFta’b](A) (resp. CG[a’b](A)), on obtient
une catégorie notée DF[a’b](A) (resp. DG[a’b](A)). On & bien entendu
prb™>*)p) = pra), peb ™*=a) = po(a), Dpea) = FEO°da) = peto:0Tca) |

La catégorie DF[a’b](A) (resp. DG[a’b}(A)) s'obtient par un calcul de fractions

bilatdre 2 partir de la catégorie "2 homotopie pras" KF[a’b](A) (resp. KG[a’b](A)).

Lemme 1.2.7.1. Pour [a,b] < [c,d], le foncteur canmonique

prt® 23y —> ppl® 93y (resp. pel®PI(a) —> pel®PI(a) )

est pleinement fidale.

Preuve. On peut se borner & prouver l'assertion relative au cas filtré(l'autre
étant triviale). Soit L € ob DF[a’b](A), il suffit de montrer que dans l'ensemble
des quasi-isomorphismes de KFtc’d](A) de but L ceux qui appartiennent 2 KF[a’b3(A)
forment un systime cofinal ; or soit L' - L un quasi-isomorphisme appartenant a

i i

KF[c’d](A), notons L" 1'objet de KF[a’b](A) défini par F'L" = F'L' pour

i € [a,b], 1'inclusion naturelle L" —> L' est un quasi-isomorphisme, et l'on gagne.

1.2.8. Solent [a,b] et [c,d] des intervalles de ZU {-»} U {+=}, On emploiera

les notations

pla:blle,dlpy o plaiblpcay  pele ddcay

et 4da) = p'rca) 00RO Y
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et itou avec D et l}b au lieu de D+ , et itou avec G au lieu de F ., Bien
entendu ces diverses catégories se calculent directement en inversant les quasi-

isomorphismes dans les catégories de complexes correspondantes

clablgle:ddeyy o clableay nerterda), ete.

1.3. Le foncteur Hom' £iltré (resp. gradué).

1.3.1. Soient L, M € ob CF(A). Oubliant les filtrations, on a un complexe de

groupes abéliens Hom"(L,M) = l-lom&(A) (L,M), défini par les formules usuelles :

i+p)

HowP(L,) = [ Hom, (L, @ = a + DPHa,
1 A L

On a un sous-complexe HomCF(A)(L’M) - HomC(Fil(A))(L’M) < Hom'(L,M) défini par

p - 1 d4p
HomCF(A)(L’M) il Hompﬂ(.\)(l' ,Mi’ ) .

Pour n € Z, on posera

F'Hom'(L,M) = Hom’

SF(A) (L,M(n)) ,

o M(n) est déduit de M par décalage de la filtration de n unités (1,1). On
s FHom'(L,M) = Homy , (L,M). Les F'Hom'(L,M) définissent un objet de CF(Ab)
(Ab désignant la catégorie des groupes abéliens), ayant Hom'(L,M) comme complexe
ordinaire sous-jacent, et que nous noterons encore Hom'(L,M) ; c'est un foncteur
covariant en M , contravariant en L . Soient [a,b] et [c,d] des intervalles

de #Z , le foncteur Hom' indult un foncteur (avec les notatioms (1,2,7))
crt 2 21(ay0 o orl®r8l(n) —p crloPrd-alyy |
en particulier, pour n € N, il induit des foncteurs

et m1a)° ¢ crlond(a) —s el I(ay

cw® x i) —s ol |

et )’ x e — CF[""’°](Ab)

>
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od C(A) est identifie 2 CPL%*°}(A). Les formules habituelles dans C(Fil(A))

impliquent que 1l'on a

Hom @,m = 2% Hom"(L,M)

GF{A)
(1.3.1.1)

Homgp o (L0 = H°F%Hom® (1.,30)

1.3,2. Soient E, F € ob CG(A)., Oubliant les graduations de E et F, on
définit de m&me un complexe Hom (E,F) = Homé(A)(E,F). Celui-ci est naturellement
bigradué en tant qu'objet de C{4b) :
Hom'(E,F) = @ Hom ('(B), W(p)) .
1,3
On regardera Hom'(E,F) comme muni de la graduation diagonale :

K"Hom'(E,F) = @& Hom'(ki(E),kj(F))
j-1 = n

Homéc(A)(E,F(n)) s

ol HoméG(A)(-,-) désigne le complexe des homomorphismes respectant les graduations
et F(n) le complexe F of l'on a décalé la graduation de n unités (1.1).

Ainsi Hom'(E,F) est un objet de CG(Ab), qui est un foncteur covariant en F ,
contravariant en E ., Comme dans le cas filtré, si [a,b] et [c,d] sont des

intervalles de Z , le foncteur Hom' 1induit un foncteur
cc[a,b](A)o X CG[c’d](A) _— cc[c-b,d-a}(Ab) .
On a aussi des formules analogues & (1.3.1.1) :

2% Hon' (E.F)

Hom )(E,F}

CelA
(1.3.2.1)

1%k Hon’ (E, F)

I'ROmKG(A}(E,F)
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Soient L, M € ob CF(A). Le foncteur gradué associé définit un morphisme

de complexes

(L,M) e——> Hom

Hom, cela)

CF(a) (grL,geM)

qui s'annule sur Flﬂom'(L,M), donc donne par passage au quotient un morphisme
grHom" (L,M) ——= 1 Hom' (grL, gr¥)

Soit n € Z, remplagant M par M(n) on obtient pour tout n un morphisme
grnﬁom'(L,M) — kn}lom'(grL,ng) s

i.e. une fléche de CG(ab) :

(1.3.2.2) griom’ (L,M) ————> Hom' (grL, grM) R

visiblement fonctorielle en L et M , Nous verrons plus bas (1.4.2) un cas

important oft cette fléche est un isomorphisme,

1.3.3, Le foncteur Hom" filtré (resp. gradué) est compatible aux homotopies

filtrées (resp. gradués,), donc définit un foncteur encore noté
Hom® : KF(A)® x KF(A) —> KF(ab)

(resp. Hom' : KG(A)° x RG(A) —> KG(Ab) ).
On voit facilement, comme dans le cas ordinaire, que celui-ci est exact en chaque

variable (au sens de Verdier).

1.4, Le foncteur RHom" filtré (resp. gradué),

Définition 1.4,1, On dit qu'un objet E de CG(A) est de type injectif si E

(ou, ce qui revient au méme, chaque kiE) est un complexe d'injectifs, On dit qu'un

objet L de CF(A) est de type injectif s'il vérifie les conditions équivalentes

suivantes :
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(1) grL est de type injectif ;

(11) F'L est un complexe d'injectifs pour tout 1 .

(L'équivalence de (i) et (ii) est immé&diate).

Lemme 1.4.2. Soient L, M € ob CF(A). 81 M est de type injectif, la flache

(1.3.2.2) est un isomorphisme.

Preuve. On fait la vérification composante par composante, donc on peut supposer
les complexes L et M réduits au degré zéro. Comme les FiM sont injectifs, la
filtration de M est scindable, donc on est aussitft ramené au cas od celle-ci est
concentrée en degré zéro (1,2.7). Alors, par définition, F°Hom(L,M) est 1'ensemble

des homomorphismes f : L —> M tels que f(FlL) =0, i.e. on a
FoHom(L,M) = Hom(F,L,M)
avec la convention habituelle Fi.I' - L/FiL . Pour n €Z, on a donc
F MHom(L,M) = F°Hom(L(n),M)
- Hom(FlL(n),M)

= Hom(F D) .

L

Appliquant alors le foncteur Hom(-,M), qui est exact puisque M est injectif, 2

la suite exacte
O—ﬁgrnl.—ﬁleL—ﬁFnL—ﬁo .
on trouve que la fléche canonique
gr "Hom(L,M) =3 Hom(gr"L,M)

est un 1somorphisme, ce qui ach2ve la démonstration.
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Lemme 1.4.3. Soient L € ob CF(A) (resp. CG(A)) et M ¢ ob C'F(A) (resp. C'c(a)),

avec M de type fnjectif, Si L ot M est acyclique (i.e. a une image nulle dans

pF(A) (resp. DG(A)), il en est de méme de Hom (L,M),

Preuve. L'assertion dans le cas gradué résulte gussitdt de 1'assertion analogue
dans le cas non gradué, qui est bien connue{ [32] I 6.2). L'assertion dans le

cas filtré en découle grace a (1.4.2).

Lemme 1.4.4, Supposons que A ait assez d'injectifs. Alors, pour tout M € ob C+F(A),

il existe un quasi-isomorphisme f : M —> 1 de C+F(A) tel que I soit de type

injectif et gr(f) un monomorphisme.

Preuve. On peut supposer que, pour un entier n convenable (assez grand), on a

construit un morphisme d’objets de CF(A}

oc.,... C_In-l-l
£ T f

oc,.. oM
a4

c— 1
n

[l
1 Mn

tel que grpf pour p & n solt un monomorphisme et un quasi-isomorphisme et que
Ip soit un complexe d'injectifs pour p =2 n . Il s'agit de comstruire un morphisme

de suites exactes de complexes

0 >I, >1 ., >1 /I, —>0
(%)
fn f'zx-l
o Mn > Mn-l > Mn-l/Mn —_— 0
tel que In—l soit un complexe d'injectifs et que la flache verticale de droite

solt un monomorphisme et un quasi-isomorphisme, Posons Jn-l =1 GBM Mn-l . Comme
n
par hypothese fn est un monomorphisme et un quasi-isomorphisme, il en est de

méme de M 1—>J

- n-y + Choisissons une fldche J ; —> I, , quil soit un
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monomorphisme et un quasi-isomorphisme, avec I un complexe d’injectifs borné

n-1

inférieurement, on sait que c'est possible, A possédant assez d'injectifs. Prenant

alors pour fn la flache composée Mn_ —>J1 —> 1 et pour I —> In_1

1
—>I ,o0n obtient un morphisme (#) jouissant

n~-1
1'injection composée I_ —>J
n nwl

des propriétés requises. Cela permet, par récurrence descendante, de construire

la fldche £ cherchée,.

Proposition 1.4.5. On suppose que A possidde assez d'injectifs. Pour

L € ob KF(A), M € ob K'F(A), le ind-objet de DF(Ab)

RHom(L,M) = "lim" Hom'(L,M') = "lim" Hom'(L',M') ,
M -S> m L iy
M_ténl

ot s {resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de but L

(resp. gource M), est essentiellement constant de valeur Hom"(L,I), ol M —>1

est un guasi-isomorphisme de K'F(A) avec I de type injectif. Le foncteur ainsi

défini (1) :
RHom : DF(A)° x D'F(A) —= DF(ab)

est le dérivé droit du foncteur Hom® (au sens de (I 1.4.4)), 1l est exact en

chaque variable.

Preuve. Le foncteur Hom® : KF(A)° x K+F(A) —~——= KP(Ab) é&tant exact (1.3.3), la
premidre assertion est une conséquence immédiate de (1.4.3) et (1.4.4)., La seconde

se prouve de la fagon standard.

Corollaire 1.4.6. Sous 1'hypoth2se de (1.4.10), on a, pour L € ob DF(A),

MEob D), nez,

Exc'f‘i (L,M) = H"F°RHom(L,M) ,

1

od le premier membre est défini en (1.2.3).

(1) On utilise implicitement (1,2,6).
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Preuve. Par décalage, on peut supposer n =0 ., On a par définition

o .
Extfil(L,M) = 1lim HomKF(A)(L,M')

_—

M_qi%uv

w Iim #°FCHom* (L,M') d'apres (1.3.1.1)
i

MJ—S>MI

= #°F°RHom(L,M) d'aprds (1.4,5)

Corollaire 1.4.7. Sous 1l'hypothese de (1.4;5), le foncteur naturel

KPr(a) —— p'RR)

ol xFI(a) désigne la sous-catégorie pleine de K'F(A) formée des objets de type
injectif, est une équivalence de catégories.

Preuve. D'aprds (1.4.6) le foncteur en question est pleinement fidele, et c'est

une équivalence de catégories d'aprés (1.2.6) et (1.4.4).

1.4,8, La théorie du RHom gradué se développe parall2lement 2 celle du RHom
filtré, avec cette différence que c'est une paraphrase triviale du cas non gradué, On
a ainsi des analogues gradués des résultats (1.4.3) a (1.4.7), qu'on laisse au
lecteur le soin d'énoncer, La fl2che (1.3.2.2) donne, par passage aux ind-objets,

une flache canonique de DG(Ab) :
(1.4.8.1) gr RHom(L,M) — RHom(grL,grM) ,
pour L € ob DF(A), M € ob D'F(A) .

On notera que dans 1'identification de DG(A) avec la catégorie des objets
gradués de D(A) (1.2.3.1), RHom(E,F) pour E € ob DG(A), F € ob pte(a) s'iden-

tifie 2 1l'objet gradué & kKIRHom(E,F), avec
n
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CRHon(E,F) = © Riom(klE, 1*%R)
i
le RHom au second membre é&tant calculé dans D(A).

Proposition 1.4.9. La fldche (1.4.8.1) est un isomorphisme,

Preuve. Vu la définition des foncteurs RHom, cela résulte de (1.4.2).

1.4,10. Suppnsons toujours que A ait assez d'injectifs. Le foncteur RHom filtré

(resp. gradué) défini plus haut commute trivialement au foncteur oubli de la

filtration (resp. graduation). Pour L € ob DF(A), M € ob p'F(A), 1a filtration

de RHom(L,M) définit une suite spectrale (convergente)

E11>q = BPMgrPRHOM(L, M) w——p Ext*(L,M) .

D'apr2s (1,4.9), on peut récrire le terme E, sous la forme

qu = Extg:gd(grL,ng(p)) - @D Extp+q(griL,gri+PM)
i .

La différentielle d, envoie Extp+q(griL,gri+pM) dans

1
Extp+q+1(griL,gri+p+lM) ® Extp+q+1(gri—1L,gri+pM) par (iﬁ‘, tﬁ") , o d'

est 1'opérateur cobord défini par la sulte exacte

0 —> gritPtly o plimypltei2y o ey o,

(resp, O =i griL — iyt — gri-lL - 0) .

(resp. 4")

Nous laissons au lecteur plus courageux que nous le soin de préclser les signes.
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L
2. Les foncteurs ® et RHom filtrés (resp. gradués).

Dans ce numéro, A désigne un Anneau commutatif d'un topos T , A-Mod
la catégorie des A-Modules. On abrégera en CF{A), CG(A), etc., les notations
CF{A-Mod), C€G(A-Mod), etc., du n° 1, Quand i1 n'en pourrs résulter de confusion,

on écrira ® (resp. Hom) au lieu de ®, (resp. HomJ.

L
2.1. Le foncteur ® filtré (resp. gradué).

2.1.1. Soient L, M € ob CF(A). On filtre L ® M par les sous-complexes

FLeM = ¥ Im(FFLer = ¢ m(FLe riw
p+qzn pH=n

On définit ainsi un foncteur additif :
® : CF(A) x CF(A) —> CF(A) ,

possédant les propriétés habituelles d'associativité et de commutativité. I1 induit

des foncteurs CF(A) X CTF(A) —> CF(A) et cr-®P3a) x crt® 3y - crletebHdl(y)
pour [a,b], [c,d] des intervailes de Z , avec les notations de (1.2.7). En parti-
culier, il induit un foncteur C(A) x CF[c’d](A) —>CF[c’d](A) , o C(A) est

tdentifiée 3 CFL®°(a) .

2.1.2, Soient E, F € ob CG(A). Le complexe E ® F est naturellement bigradué,

on le regarde comme un objet de CG(A) grace 2 la graduation totale

KEQF) = @ @ o kir .
P+ = n

On définit ainsi un foncteur additif (induit par (IV 1.1.4 )):
® : Ce(A) x c6(a) —> c6lA) ,

"associstlf et commutatlf", envoyant ¢ G(A) x C G(A) dans C G(A) et
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CG[a’b](A) X cctc’d](A) dans CG[8+C’b+d](A) pour [a,b], [c,d] des intervalles

de Z.

Soient L, M € ob CF(A). Pour p+q = n, la flache composée
FPL O FlM —> FU L @ M) ——= gr™(L @ M)

s'annule sur Im(Fp+lL ® Fmy + Im(FpL_8ﬂ+1M), donc définit par passage au quotient

une fléche
grPL ® grPM ——> "L o W)
D'od finalement une fl2che canonique de CG(A) :

(2.1.2.1) grlL @ grtM ——> gr(L ® M)

Définition 2.1.3, On dit qu'un objet E de CG(A) est plat si E, ou ce qui

revient au méme, chaque composante de E est un complexe de Modules plats. On dit

qu'un objet L de CF(A) est plat s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(1) grL est plat ;

(i1) F.L (= L/FiL) est un complexe de Modules plats pour tout i .

(L'équivalence de (1) et (ii) est immédiate).

Lemme 2.1.4. Si L (ou M) est plat, la flache canonique (2.1.2.1) est un isomorphisme.

Preuve. On peut supposer L et M réduits au degré zéro. Raisonnons par récurrence
sur la longueur b - a de l'intervalle [a,b] tel que L € ob FilEﬂ’b](A). Pour

b - a = 0, on peut, quitte 4 décaler, supposer a =b =0 , On & alors :

F'(L ® M) = Inm(L ® F'M) par définition ,

L®F™M puisque L est plat.

by —= % —> g™ —> 0,

Appliquant le foncteur L ® - 2 la suite exacte 0 —> Fn+
on conclut que la flache canonique L @ gr'M —> grn(L ® M) est un isomorphisme,

ce qui prouve l'asgertion dans ce cas. Supposons maintenant b-a > 0. Par hypothése
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gr’L est plat, donc, par Lazard-Deligne (I 4.2,1.1), gr’L est limite d'un systdme

inductif local Pa'“~i> graL avec Pa libre de type fini. La filtration sur

L, =lx P, déduite de celle de L fait de La un objet plat de Filca’bJ(A), (et en plus

gr L
graLu = Pa est libre de type fini). Comme les foncteurs ® et gr commutent

aux limites inductives, on est donc ramené au cas ol graL est libre de type fini.
Quitte & se localiser, on peut alors écrire L =L' @&L", ot L' (resp, L") est
un objet plat de Fi1[a+1’b](A) (resp. Fil[a’a](A)) , et l'on gagne par 1l'hypothése

de récurrence.

Lemme 2.1.5. (i) Soient E € ob C G(A), F € ob CG(A). On suppose E plat et E

ou F acyclique. Alors E ® F € ob CG(A) est acyclique.

(1i) Soient L € ob C'F(A), M € ob CF(4). On suppose L plat et L ou

M acyclique. Alors L ® M € ob CF(A) est acyclique,

Preuve. (i) Comme F = lim tn](F)’ on peut supposer F € ob C G(A). On peut oublier
la graduation, et l'assertion est bien connue,
(i1) Comme 1 est plat, on a gr{L ® M) = grL ® grM d'apras (2.1.4),

1'assertion résulte donc de (i).

Lemme 2.1.6. Soit L € ob C"F(A). Il existe un quasi-isomorphisme £ : P =3 L

de CF(A) tel que P goit plat et que gr(f) soit un épimorphisme.

Preuve, Elle est analogue & celle de (1.4.4) (1) . On construilt par récurrence

croissante sur n un morphisme d'objets cofiltrés

" P! e 0

L L - . /o *

@l = urlL)  tel que, pour i < n, Pl soit un complexe de Modules plats (borné

supérieurement) et gri(f) a2 la foils un épi- et un quasi-isomorphisme, Les détails
sont laissés au lecteur.

(1) On pourrait donner un énoncé commun,
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2.1.7. Le foncteur ® : CF(A) x CF(A) —> CF(A) (resp. CG(A) x CG(A) ~> CG(A))
est compatible aux homotopies filtrées (resp. graduées), donc définit un foncteur
encore noté @ : KF(A) x KF(A) —> KF(A) (resp. KG(A) X KG(A) —> KG(A)). On voit
facilement que celui-ci est exact en chaque variable (au sens de Verdier). Par ailleurs,
la sous-catégorie pleine de RF(A) (resp. KG(A)) formée des objets plats est stable
par formation du cfne d'un morphisme, De ces considérations et de (2.1.5), (2.1.6),

(1.2.6), on déduit par un raisonnement standard (c¢f. preuve de (1.4.5))
Proposition 2.1.8. Pour L € ob K F(A), M € ob KF(A), le pro-objet de DF(A) :

L
LeM = "lin" L' ®M' = "lin" L' @M - "lin" L QM
s %5 N
8
L' > 1 L' >1L M' > M

t
M' -2 M

ot s {resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de but

L (resp, M), est essentiellement constant de valeur P® M , o P—>L est un

quasi-isomorphisme de K F(A) avec P plat. Le foncteur ainsi défini :

L
® : D F(A) x DF(A) —> DF(A)

est le dérivé gauche, au sens de (I 1.4.4), du_foncteur ® 1K F(A) x KF(A) —> KF(A), il est

exact en chaque variable. On a un énoncé analogue ave¢ G au lieu de F , qu'on

laisse au lecteur le soin d'énoncer (c'est un cas particulier de (IV 1.2.3)).

On laisse également au lecteur le soin d'étudier les propriétés d'associa-

L
tivité et de commutativité du foncteur ® .

On notera que dans 1'identification de DG(A) avec la catégorie des objets
L -
gradués de D(A) (1.2.,3.1), E®F pour E € ob D G(A), F € ob DG(A) s'identifie
L
a l'objet gradué @ ke 8 F), avec
n
L L
E®F) = ® e okl

pHq=n

L
le ® au second membre &tant calculé dans D(A).
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2.1,9, La fladche (2,1.2.1) donne, par passage aux pro-objets, une fladche canonique

de DG(A) :
L L
(2.1.9.1) grlL @ grM ——>gr(L @ M) ,

pour L € ob D F(A), M € ob DF(A)

Proposition 2.1.10. La fldche (2,1,9.1) est un isomorphisme.

L
Preuve. Vu la définition des foncteurs @ , c'est une simple conséquence de (2,1.4).

2.2, Le foncteur RHom filtré (resp. gradué).

2,2,1, Soient L , M € ob CF(A). Oubliant les filtrations, on définit un objet

Hom*(L,M) de ¢(A) par les formules usuelles :

HomP(L,M) = 0 Hom(ti,M!™®) , &P =4 + (-1)PH
Hom 1 Hom 4

1

4

On a un sous-complexe )(L,M) C Hom'(L,M), dé&fini par

Homep(a

p - i it
Hom:F(A)(L,M) Enﬁhl(A)(L MY,

ol HomFil(A)(Li,Mi+p) est le faisceau des homomorphismes de Li dans Mi+p

pré-
servant les filtrations, UI—>HomFﬂ(A|U)(Li|U s M1+p|U) . Pour n€Z , on

posera :
FlHom' (L,M) = HomCF(A)(L,M(n)
On définit un foncteur :
Hom" : CF(A) x CF(A) —> CF(a) ,

qui envoie C F(A)° X c*F(a)  dans C+?(A)5 et CF[S’b](A)o X CF[c’d](A) dans

-b,d

CFl-'c -a](A) pour [a,b] , [c,d] des intervalles de Z
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2.2,2, Soient E, F € ob cG(A). On gradue Hom'(E,F) € ob c(A) par

Hom' (E,F) = @  Hom' (k'(E), kI (F))
j=i =n
= Homc'G(A)(E,F(n)) s

. d t i
ol HomCG(A) ésigne le complexe des faisceaux d'homomorphismes respectant les

graduations. On définit ainsi un foncteur
Hom* : €6(A)° x CG(A) —> c6(a)

qui envoie ¢ 6(A)° x c'o(a) dans cTeta) et cat®Pl)° « et %a)  dans

CG[c—b’d_a](A) pour [a,b], [c,d] des intervalles de Z.

Soient L , M € ob CF(A). Comme en (1.3.2), on voit que le foncteur gradué

associé définit une fldche de ¢G(A) :

(2.2.2.1) griom’ (L,M) ——> Hom'(grL,grM) .

Lemme 2.2,2,2, i M est de type injectif (1.4,1), la flache (2.2.2.1) est un

isomorphisme .

La preuve est analogue a celle de (1.4.2) et laissée au lecteur,

2.2.3. Notons T le foncteur '"sections au-dessus de l'objet final de T ",
Pour K € ob CF(A) (resp. CG(A)), le complexe T K est naturellement filtré
(resp. gradué), d'ol un foncteur

T : CcF(A) —— CF(ab)
(resp. T : ¢€6(A) ——> CG(ab) ).

Le foncteur gradué associé définit, pour K € ob CF(A), une flache de CG(ab) :

(2.2.3.1) grT K ————> T grk
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qui est un isomorphisme pour K de type injectif, comme on le vérifie trivialement.
Soient L, M € ob CF(A) (resp. CG(A)). On a (par définition)
(2.2.3.2) T Hom' (L,M) = Hom'(L,M) ,
{isomorphisme dans CF(Ab) (resp. CG(Ab)), et plus généralement, pour U € ob T ,
I'(u,Hom" (L,M)) = Hom'(L|U, M|V)

Lemme 2.2.4. Solent 1L € ob CF(A) (resp. CG(A)), M € ob C'F(A) (resp. CTG(A)).

On_suppose M de type injectif et L ou M acyclique. Alors Hom'(L,M) est

acyclique,

Preuve, L'assertion dans le cas gradué se ramdne trivialement au cas non gradué
([32) 11 3.1). L'assertion dans le cas filtré en découle grace 2 (2.2.2.2). On peut

aussi (indépendamment) utiliser (2.2.3.2) et (1.4.3).

Lemme 2.2.5. Soit K un objet acyclique et de typé injectif de C+F(A) (resp.

c*c(a)). Alors T K =0 dans KF(Ab) (resp. RG(ab)).

Preuve. Conséquence triviale de (1.4.3).

2.2,6. Les foncteurs Hom" et T filtrés (resp. gradués) sont compatibles aux

homotopies filtrées (resp. graduées) donc définissent des foncteurs
Hom® : KF(A)® x KF(A) —> RF(A) , T : KF(A) ——> KF(Ab)

(resp. Hom' : KG(A)° x KG(A) —> RG(A) , T : KG(A) =——> KG(A) ) .
Ceux~ci sont exacts en chaque variable, Par le raisonnement habituel, on déduit

alors de (2.2.4) et (2,2,5) :
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Proposition 2.2.7. a) Pour L € ob KF(A) , M€ ob K'F(A), le ind-objet de

DF(A)

RHom(L,M) = "1im" Hom'(L',M') = "lim" Hom'(L,M')
 Hom Hom : Hom
L' S M > M

M-t N

ot s (resp. t) parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de but L

(resp. source M) est essentiellement constant de valeur Hom'(L,I), ol M —>1I

est un quasi-isomorphisme de K'F(A) avec I de type injectif. Le foncteur ainsi

défini :
RHom : DF(A)° x DF(a) — DF(a)

est le dérivé droit (au_sens de (I 1.4.4) du foncteur Hom' : KF(A)® x K'F(4) = KF(A),

il est exact en chaque variable. On a un énoncé analogue avec G au lieu de F .

b) Pour M € ob K'F(A) , le ind-objet de DF(A)

RIM = “1im" A .
—_—

M —=>n

ot t parcourt la catégorie des quasi-isomorphismes de KF(A) de source M est

essentiellement constant de valeur TI , of M —> I est un quasi-isomorphisme de

K'FA) avee 1 de type injectif. Le foncteur ainsi défini

RC : D'F(A) ~—— p¥F(ab)

est le dérivé droit de T : K+F(A) —_— K+F(Ab), il est exact. On_a un énoncé

analogue avec G au lieu de F .,

Dans l'identification de DG(A) avec la catégorie des objets gradués de
D(A) , RHom(E,F) pour E € ob DG(A), F € ob D'G(A) s'identifie 2 l'objet gradué

n
© k RHom(E,F), avec
n —
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alom

REom(E,F) = © Riom(k'E,k\'"F)
1

le RHom au second membre &tant calculé dans D(A). D'autre part, RI F s'identifie

2 ©RCK'F comme objet gradué de D{Ab) M.
n

2,2.8, Les fl2ches (2.2.2.1) et (2.2.3.1) donnent, par passage aux ind-objets,

des isomorphismes :
(2.2.8.1) grRiom(L,M) —> RHom(grL,grM) |,
grRT M —=—> RT" grM ,

pour L € ob DF{A), M € ob D'F(A)

Lemme 2.2.9. Soient L, M € ob CF(A) (resp. ¢CG(A)). 8i L est plat (2.1.3) et

si M est de type injectif, alors Hom'(L,M) est de type injectif.

Preuve. L'assertion dans le cas gradué est une conséquence triviale du fait que
le Hom d'un Module plat dans un Module injectif est injectif. L'assertion dans le

cas filtré s'y ramdne grace a (2,2.2.2).

Compte tenu de (2.1.6) et (2.2.3.2), on déduit de (2.2.9) :

Proposition 2.2.10. Pour L € ob D F(4) (resp. D G(A)), M € ob p'F(a)  (resp.
D+G(A)), il existe un isomorphisme canonigue fonctoriel

RT" RHom(L,M) ——= RHom(L,M)

En outre, pour L € ob D'F(A), M € ob D'F(A), on a un carré commutatif d'isomorphis-

mes !
(1) Noter aussi que, par oubli de la filtration (resp. graduation), les foncteurs
L L

@ (2.1.8), RHom, R (2.2.7) s'identifient aux foncteurs usuels ® , RHom , RT .,
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gr RT RHom(L,M) ——————————3 gr RHom(L,M)

RT RHom(grL,pgrM) ~—~————————> RHom(grL,grM) ,

ol les fldches verticales sont définies par (2.2.2.1) et (2.2.3.1).

2.3. Formules d'adjonction "ch2res 3 Cartan" et composition des homomorphismes.

2.3.1., Solent L, M, N € ob CF(A) (resp. CG(A)). L'isomorphisme cher 3 Cartan :
(2.3.1.1) Hom' (L ® M, N) ————> Hom"(L,Hom"(M,N)) ,
> G > () :y > f(x@y)))

qui est & priori une fladche de C(A), est en fait un isomorphisme de CF(A) (resp.
CG(A)) comme on le vérifie trivialement. En outre, pour L, M, N € ob CF(A), on a

un carré commutatif de CG(A)

gr Hon'(L ® M, N) _gr (2,3,1.1)

gr Hom™ (L,Hom’ (M,N))

(2.3.1.2)

(2.3.1.1)

Hom" (grl ® grM,grl) > Hom' (grL,Hom” (grM,grN)) ,

ot les fldches verticales sont définies par (2.1.2.1) et (2.2.2.1). Vu la définition
L

des foncteurs ® et RHom , et compte tenu de (2.2.9), 1'isomorphisme (2.3.1.1)

fournit, pour L € ob DF(A) (resp. DG(A), M € ob D"F(A) (resp. D G(A)),

N € ob D+F(A) (resp, D+G(A)) un isomorphisme fonctoriel de DF(A) (resp. DG(A))

L
(2.3.1.3) RHom(L ® M , N) —=—> RHom(L,RHom(M,N)) .
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Bien entendu, dans le cas gradué, la flache (2,3.,1.3) est donnée sur les différents
morceaux homogdnes par 1l'isomorphisme de Cartan usuel dans D(A).
En outre, il découle de la commutativité de (2,3.1.2) que, pour L € ob DF(A),

M € ob DF(A), N E ob D+ﬁ(A), on a un carré commutatif d'isomorphismes de DG(A) :

L gr(2,3.1.3)
gr RHom(L ® M , N) = > gr RHom(L,RHom(M,N))

) l

(2,3.1.4})

L (2.3.1.3)
RHom(grL ® grM, grN)

RHom(grL, RHom(grM,grN)) ,
ol les fladches verticales sont les isomorphismes définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1).

Appliquant le fomcteur T a (2.3.1.1), on obtient un isomorphisme de CF(Ab)

(resp. cG(ADb)) :

(2.3.1.5) Hom'(L ® M , N) —=—> Hom' (L,Hom"(M,N))

et 1'on a un carré commutatif analogue 2 (2,3,1.2). On en déduit comme plus haut,
pour L € ob DF(A) (resp. DG(A)), M € ob D F(a) (resp. D G(A)), N € ob p*r(a)

(resp. pTe(a)) un isomorphisme fonctoriel de DF(Ab) (resp. DG(Ab))
L
(2.3.1.6) RHom(L ® M , N) —=—> RHom(L,RHom(M,N))

Pour L € ob D F(A) (resp. D G(A)), celui-ci peut d'ailleurs, compte tenu de (2,2.10),
se déduire de (2,3.1,3) par application du foncteur RI' . Pour L € ob DF(A) ,
M€ ob DF(A), N € ob D+F(A), on a un carré commutatif d'isomorphismes de DG(Ab),

analogue 2 (2,3.1.4) :

gr (2.3.1.6)

L
gr RHom(L ® M , N) gr RHom(L,RHom(M,N))

? L

(2.3.1.7)

L (2.3.1.6)
RHom(grL ® grM, grN) o RHom(grL, RHom(grM,grN)) ,
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ol les fléches verticales sont les isomorphismes définis par (1.4.13.1) et (2.1.9.1).
Soit n € Z, appliquant 2 (2.3.1.6) le foncteur H'F® (resp. ano), on
obtient, compte tenu de (1.4.6) (et de la formule analogue gradufe), un isomorphisme :

(2.3.1.8) (L ® M, N) —> Ext (L RHom(M,N)) .

(resp. Extgrad(L ® M, N) —=> Ext (L, Rtom(M, N) } ) .

n, L n,r, L r
Dans le cas gradué, on a Exéa(g.. ® M,N) »m & Ext (k (L®M), kN) ,
r

Extgrad(L,RHom(M,N)) =@ Extn(er,krRHom(M,N)) , les Ext" aux seconds membres
r

étant pris dans D(A), et (2,3.1.8) sur le morceau de degré r

L
&  Ext"0PL @ kM K'N) ——> @ Ext"(kPL, RBom(k M, kX))
pg = T pHq = r

est donné par la somme des isomorphismes de Cartan usuels dans D(A). Dans le cas

filtré, on a un carré commutatif déduit de (2,3.1,6) par application de HF° ~> lingro

H'r°(2.3,1.6)

R"gr°(2.3.1.6) .

Composant ce carré avec celui déduit de (2.3.1.7) par application du foncteur Hk° ,

on obtient un carré commutatif

L
E“:nu‘ &M, N (2.3.1.8) Exty, ) (1, RHom(M,¥))
(2.3.1.9)
(2.3.1.8)
Ext rad(sﬂ' ® gt4, grN) ————> EXC (grL, RHom(grM,grN)) ,

od les fléches verticales sont £ 3 gr(f).
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2.3,2. Soient L, M € ob CF(A) (resp. CG(A)). L'homomorphisme de contraction :
(2.3.2.1) L ® Hom'(L,M) —>M ,
x ® fp—> f(x)

défini a priori en tant que fldche de C(A), est en fait compatible aux filtrations
(resp, graduations), donc est une fléche de CF(A) (resp. CG(A)). On vérifie trivia=-

lement que pour L, M € ob CF(A) , on a un carré commutatif

€2.3.2.2) grL ® griom’ (L,M) 2.0.2.1) o o1 (L ® Hom' (L,1))
grl ® (2.2,2.1) gri2.3.2.1}
{2.3.2.1)
grL ® Hom'(grL,grM) grM .

L
Vu la définition des foncteurs @ et RHom , la fl2che (2.3,2.1) fournit pour
L € ob DF(A) (resp. D G(A)), M€ ob ptr(a) (resp. p6(4)) une flache fonc-

torielle de DF(A) (resp. DG(A)) :
L
(2.3.2.3) L ® RHom(L,M) —>M ,

dite flache de contraction. Elle correspond par la formule chere & Cartan (2.3.1.6)

2 la flache identique RHom(L,M) ——2> RHom(L,M). Dans le cas gradué, on a

L L . L
L ® RHom(L,M) = &  kPL ® Rgom(kI,k™) , o ® et RHom sont calculés dans

P>4q,T
D(A), et la flache de contraction est donnée par une matrice (apqrs) , od
a 21 & REom(L, kM) —> 1
pqrs —
I1 découle de la définition que apqrs = 0 pour p#q ou r¥s et que apprr est

la flache de contraction usuelle dans D(A), En particulier, pour M concentré
en degré zéro, (2.3.2.3) est donnée par la somme des fléches de contraction

L
L e RHom(ka,M) —> M , Dans le cas filtr&, le carré (2.3.2.2) fournit um carré

commutatif de DG(A) :
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L L
(2.3.2.4) grl & grRHom(L,M) (2.1.9.1) gr(L ® Riom(L,M))
L
erl ® (2,2.8.1) grl2.3.2.3)
/ (2.3.2.3)
grl ® RHom(grL,grM) grM R

ol la fléche horizontale supérieure et la fldche verticale de gauche sont des iso-
morphismes, Compte tenu de la définition "par adjonction" de la fléche de contraction,

la commutativité de (2.3.2.4) peut aussi se déduire de celle de (2.3.1.9).

2.3.3. (1) Soient L € ob DF(A) (resp. DG(A)), M € ob D’F(A) (resp. D°c(A)),
N € ob DTF(A) (resp, p*e(a)). on suppose que l'on a RHom(L,M) ou
Rom(M,N) € ob p°F(A) (resp. DbG(A)). On va définir une flache fonctorielle de

DF(A) (resp. DG(A)), dite fldche de composition :

L
(2.3.3.1) RHom(L,M) ® RHom(M,N) ———> RHom(L,N)

Vu les hypoth2ses de degré, les deux membres ont un Sens. Par la formule chére &

Cartan (2,3,1.8), il est équivalent de définir une flache
L L
(%) L ® RHom(L,M) ® RHom(M,N) —> N

Par contraction on envoie L é RHom(L,M) dans M et M é RHom(M,N) dans N,

on définit ainsi une fliche (¥) d'ol la flache (2.3.3.1) annoncée. Dans le cas gradué,
les deux membres de (2.3.3.1) se décomposent en morceaux et (2.3.3,1) est donnée par
une matrice dont les seuls coefficients non nuls sont ceux qui envoient

REQE(kPL,qu) é Rggg(qu,krN) dans Rﬂgg(ka,krN), la fledche correspondante étant
la fléche de composition usuelle dans D(A) , Plagons-nous dans le cas filtré. Du
fait que 1'isomorphisme cher & Cartan et la fldche de contraction sont "compatibles
avec le passage au gradué associé", en vertu de (2.3.1.9) et (2.3.2.4), on déduit
facilement qu'il en est de m&me de la fliche de composition, i.e. que le diagramme

(1) Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés dans la sulte.
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cl-dessous est commutatif :

L gr(2.3.3.1)
gr (RHom(L,M) ® RHom(M,N)) grRHom(L,N)
(2.1.9.1) l l
L
(2.3.3.2) grRHom(L,M) @ grRHom(M,N) (2.2.8.1)

(2.2.8.1) L

RHom(grL, grM) ® RHom(grM, grN) -—-—(M)————) RHom(grL,grM)

2.3.4, Solent, pour i =1, 2, L, € ob D'F(A) (resp. D'G(A)), M, € ob ptr(a)

(resp. pte(a)). on suppose que l'on a M, ou M, € ob DbF(A) (resp. DbG(A)),

1
L
M, 8 M, €ob p*F(a) (resp. D¥c(a)), RHom(L,,M,) ou RHom(L,,M,) € ob D°F(a)

(resp. DbG(A)). On va définir une flache fonctorielle en DF(A) (resp. DG(A)), dite

fleche de produit :
( ) ( ) 5 5 8
2.3.4.1 Rilom(L,,M,} ® RHom(L,,M,) —> RHom(L, ® L,, M, ® M) .

Les deux membres ont un sens d'apr2s les hypoth2ses faltes. D'aprés la formule chére

3 Cartan, il est équivalent de définir une flache

L L L L
#*
(%) L,®L, ® RHom(Ll,Ml) ® RHom(Lz,Mz) —>M @M,

On prendra pour (*) la fléche produit tensoriel des flaches de contraction (2.3.2.3).
Le diagramme ci-dessous, odi la flache horizontale est le produit tensoriel des

fléches de contraction, est alors commutatif :

L L
(2.3.4.2) L, ®L, m(Ll,M ) ® RHom(L M2) —>M, BN,
L
L, ®L ® (2.3.4.1) (2.3.2.3)

L L
L, ®L, Q RHom(L ® Ly, 4 @ Mz) ;
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1l suffit en effet de la transformer par la formule d'adjonction ch&re & Cartan pour
aboutir 2 une tautologie. On peut dire, de manidre abrégée, que la contraction est
compatible au produit. On laisse au lecteur patient le soin de montrer que, plus
généralement, sous des hypoth2ses de degré convenables, "la composition des homomor-

phismes définie en (2.3,3,1) est compatible au produit",

Considérant A comme muni de la filtration (resp. graduation) triviale
concentrée en degré zéro, on a, pour L € ob DF(A) (resp. DG(A)), M € ob p*rea)

(resp. pte(a)), des isomorphismes canoniques triviaux :

L
(2.3.4.3) AL~ L , RHom(A,L) =1 ,

Supposons L € ob D'F(A) (resp. D G(A)). Faisant L =L, L
M, =M, et tenant compte de (2.3.4.3), la flache de produit correspondante (2.3.4.1)

s'écrit :
L
(2.3.4.4) RHom(L,A) ® M ——3 RHom(L,M)

On verra au n® 3 un cas important od cette fl2che est un isomorphisme.

On laisse au lecteur le soin, dans le cas gradué du début de (2.3.4), de
décomposer 1a fléche (2,3.4,1) en morceaux, comme on l'a déja fait pour 1'isomor-

phisme cher & Cartan, la fl2che de contraction et la fléche de composition.

Plagons-nous maintenant dans la situation filtrée du début de (2.3.4),
Comme en (2.3.3), le fait que l'isomorphisme cher & Cartan et la flache de contraction
sont compatibles avec le passage au gradué associé permet de montrer la commutativité

duy diagramme ci-dessous :

L gr(2.3.4.1) L L
vy,
gt(RHom(Ll,Ml) ® RHom(L,,M,)) grRHom(L; ® L,, M @ M)

{
(2.3.4.5) t

L (2.3.4.1) L L
RM(gtLl,gtMl) ® Rg_gﬂ(gth,gth) - RHcmz(gJ:L1 ® grl,, grM; ® gth) s

ol les flaches verticales sont les isomorphismes défimis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1).



- 301 -
2.3.5. Soit £ : X —» Y un morphisme de topos annelé&s. Paraphrasant la construc-
tion (2.2.7 b)), on définit
+ + + +
(2.3.5.1) Rf, : D F(X) (resp. DG(X)) —> D'F(Y) (resp. D'G(Y)) .

La formation de Rf,L, pour L € ob pr(x) (resp. D+G(X)), cormute (& isomorphisme
canonique fonctoriel pr2s) a 1'oubli de ote (resp. p*6) dans D" . On a d'autre

part un isomorphisme canonique fonctoriel
(2.3.5.2) grRE,L ——> RE,grL (resp. RE,L = ® REK™) .
n

De manizre analogue, utilisant les résolutions filtrées (resp. graduées)

plates, on définit
(2.3.5.3) LE* : DF(Y) (resp. D G6(Y)) —>DF(X) (resp. D G(X)) ,

foncteur "compatible" & l'oubli de la filtration (resp. graduation), et donnant

lieu, pour L € ob D'F(Y) (resp. D G(Y)), 2 un isomorphisme fonctoriel canonique

(2.3.5.4) LE#*grl —S=> orLE*L (resp. LE¥L = ®@ Lem™L) . (D)
n

Le fait que f¥ commute & ® donne, par passage aux dérivés, un isomorphisme

canonique fonctoriel

L L
(2.3.5.5) LE*(L @ M) —=wmemd> LE#L @ LE¥M
pour L, M € ob D'F(Y) (resp. D G(Y)).

D'autre part, la formule de dualité triviale (111 4.6) s'étend immédiate~
ment au cas filtré (resp. gradué) : pour L € ob D F(¥) (resp. D G(Y)), M € ob ptr(x)

(resp. D+G(X)), on a un isomorphisme canonique fonctoriel de prr(Y) (resp. pte(y))

(1) On pourrait englober les constructions (2.2.7 b)), (2.3.5.1), (2.3.5.3) dans
un méme sorite général de foncteurs dérivés filtrés (resp. gradués) ; le lecteur

1'écrira s'il en a envie.
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(2.3.5.6) RHom(L,RE M) —=——> Rf RHom(Lf*L,M)

(compatible, dans le cas filtré, au passage au gradué associé), donnant (par

application de RT , puis de HUF'RI (resp. Hk®RI)) des isomorphismes canoniques

fonctoriels
(2.3.5.7) RHom(L,REM) —=—> RHom(Lf*L,M) ,
(2.3.5.8) Hom(L,Rf M) —=—> Hom(Lf*L,M)

De (2.3.5.8) on déduit en particulier des "fl2ches d'adjonction"
(2.3.5.9) LE*REM —> M,
(2.3.5.10) L —> RE Lf*.

définies dés que M € ob DTF(X) (resp. D'G(X)) , REM € ob p°F(Y) (resp. DbG(Y)),
L € ob DF(Y) (resp. D G(Y)), LE*L € ob pPF(x) (resp. nbc(x)). Soit N € ob PPF(Y)
(resp. DbG(Y)) tel que LE*N € ob DbF(X) (resp. DbG(X)) ; appliquant (2.3.5.6)
2 M= Lf*N et utilisant la flache d'adjonction (2.3.5.10) pour N , on obtient

une fléche canonique fonctorielle

(2.3.5.11) RHom(L,N) ————> Rf RHom(LEHL,LE*N)

2.3.6. Supposons maintenant QY de tor-dimension globale finie. Cela signifie
qu'il existe un entier n tel que tout gY-Module solt de tor-dimension < n

(SGA 6 I 5). Alors 1'énoncé (2.1.5), pour (T,A) = (Y’QY)’ est valable sans hypoth2se
de degré sur E et L ; en effet, on est aussitBt ramené au cas "ordinaire" (non
filtré), pour lequel 1'assertion est connue [27]. De meme la variante de (2,1,6)
avec C F remplacé par CF est vraie. Il en résulte qu'on peut étendre le domaine

L
de définition de ®Y (2.1.8) et Lf*(2,3.5,1) & DF (resp. DG), i.e dé&finir

des foncteurs

L
(2.3.6.1) & : DF(Y) x DF(Y) (resp. DG(Y) x DG(Y)) —> DF(Y) (resp. DG(Y)),
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(2.3.6.2) LE* : DF(Y) (resp. DG(Y)) ——> DF(X) (resp. DG(X))

prolongeant (2.1.8) et (2.3.5.1) et ayant des propriétés analogues de commutation
2 1'oubli de 1s filtration (resp. graduation) et au passage au gradué associé.
L'isomorphisme (2.3.5.5) est alors valable sans restriction de degré sur les

L
arguments. Notons que 8& envoie DV X D+ dans D+, et Db X Db dans Db 3 de

méme, Lf¥* envoie p* dans DT et Db dans Db . L'igomorphisme (2.3.5.8) est
valable sans hypoth2se de degré sur L , d2s que M € ob pTE(x) (resp. pte()) s
et les fladches d'adjonction (2.3.5.9) et (2.3,5,10) sont définiesdeés que L, M
sont dans D+ .

Les remarques précédentes s'appliquent en particulier au cas od
f:X-—>Y est la projection de X sur le topos ponctuel annelé par Z: f_l
est le foncteur "faisceau constant associé", et f, = I' . On va en profiter pour

définir, sous les hypotheses de degré faites au début de (2.3.4), une fléche fonc-

torielle de DF(Ab) (resp. DG(Ab)) (1), dite flache de produit globale :

L L L
(2.3.6.3) RHom(Ll,Ml) ® RHDm(Lz,MZ) — RHom(Ll ® LZ,MI ® MQ)
D'apres (2.2.10), (2.3.5.5) et (2.3.5.8) il revient au méme de définir une fléche

L L L
(*)  LE*RERHEom(L),M)) ® LEFRE,Rom(L,,M,) — RHom(L, & L,,M, & M,) .

On prend pour (%)} la fliche composée de (2.3.4,1) et du produit tensoriel des fléches
d'adjonction (2.3.5.9) LE¥Rf, —> Id. Utilisant les flaches canoniques

() 8 F°-) —> 1°(- & ) (resp. k(=) & K°(<) —> 1°(- B -)) et

() ® KO(-) —> 10(- & -), on déduit de (2.3.6.3), par application de F°

(resp. k°) une fliache canonique

L L
(2.3.6.4) Hom(Ll,Ml) ® Hom(Lz,Mz) —>Hom(1.1 ® LMy 8 M)

dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que c'est la fléche &vidente

L
(fl’fZ)H fl ® fZ .

(1) Rappelons que Ab désigne la catégorie des groupes abéliens,
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On laisse également au lecteur le soin de définir, sous les hypoth2ses

de (2.3.3), une fléche de composition globale :

(2.3.6.5) RHom(L,M) é RHom(M,N) -3 RHom(L,N) ,

et d'étudier les relations de celle-ci avec la fléche (2.3.6.3).

3. Complexes filtrés (resp, gradués) parfaits : traces et cup-produits.

On prend les nmotaticms du n° 2,

3.1. Soit P 1l'une des propriétés de finitude pour un complexe envisagées dans
(sGA 6 1), et soit L € ob DF(A) (resp. DG(A)). Nous dirons, dams le cas gradué,
que L posséde la propriété P si l'objet de D(A) sous-jacent 3 L 1la posséde ;
il revient d'ailleurs au méme (loc. cit., passim) de dire que, pour tout 1, ki(L)
possdde la propriété P ., Dans le cas filtré, nous diroms que L posséde la
propriété P si grl la posséde. Nous aurons surtout 2 utiliser le cas od P

est la propriété d'etre d'amplitude parfaite finie (loc. cit., I 4.8). Comme dans

(loc. cit. I 5.8.4), nous emploierons les motations DF(A)t DF(4) c£ 2 e

orf ’ pa
pour désigner la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des objets de tor-dimension
finie, d'amplitude parfaite finie, etc. ; d'apr2s (loc. cit.), les sous-catégories

ainsi définies sont des sous-catégories triangulées.

Exercice 3.1.1. Soit L ¢ ob DF(A) un complexe filtré parfait (cf. (S8GA 6 I 4.7, 4.8)).
Montrer qu'il existe localement un quasi-isomorphisme (1.2} L' —>L de CF(4)

tel que grL' soit strictement parfait (8GA 6 I 2.1). Hint : montrer qu'étant

domné une suite exacte de complexes parfaits 0 —>E —f-> FE5>6¢—>0 etun
quasi-isomorphisme u ! E' —>E avec E' strictement parfait, il existe localement

un morphisme de suites exactes de complexes
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0 E—1: F—& S5c— 59 .

tel que les fl2ches verticales soient des quasi-isomorphismes et que F' et G

soient strictement parfaits.

Proposition 3.2. Soient L, M € ob DF(A) (resp. DG(A)), et [m,n], [p,q] des

intervalles de Z . Posons a = m+p, b = niq, 8i L est d'amplitude plate C [m,n]

t M 2 cohomologie < [p,q] (i.e. € ob D[p’qu(A) (resp. D[p’q]G(A)) ), alors

L
L®M est a cohomologie — [a,b]. Si L (resp. M) est d'amplitude plate < [m,n]

L
(resp. [p,q]), L®M est d'amplitude plate < [a,b]. 8i L (resp. M) est d'ampli-

L
tude parfaite < [m,n] (resp. [p,q]) L ®M est d'amplitude parfaite < [a,b].

Preuve, D'apr2s (2.1.10), il suffit de prouver le cas gradu&, Mais celui-ci résulte

de (SGA 6 I 4.17 et 5.6).

Proposition 3.3. Soient L, M € ob DF(A) (resp. DG(A)), et [mnmn] , [p,q] des

intervalles de Z, Posons a = p-n, b = q-m, On suppose L d'amplitude parfaite

[m,n] . Alors, si M est 2 cohomologie (res ..d'amplitude plate, resp. d'amplitude
aAlors, si P d _amplitude

parfaite) c [p,q] , RHom(L,M) est 2 cohomologie (resp. d'amplitude plate, resp.
d'amplitude parfaite) < [a,b].

Preuve. Compte tenu de (2,2,8,1), on peut se borner 2 l'assertion relative 3 L R

M € ob DG(A), qui résulte de (SGA 6 I 7.1).

Notation 3.4, Pour L € ob DF(A) (resp. DG(A)), on posera

LY = RHom(L,A) R

oi A est considéré comme muni de la filtration (resp. graduation triviale concentrée

en degré zéro, 8i L est d'amplitude parfaite finie, il en est donc de méme de LY

d'apres (3.3).
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3.5. Soient L, M € ob CF(A) (resp. CG(A)). La flache canonique de ¢C(4)

(3.5.1) L m—————3 Hom' (Hom' (L, M) ,M)

% (£ ¢ £(x))

est compatible aux filtrations (resp, graduations), donc est une flache de CF(A)
(resp. CG(A)), On vérifie trivialement que, pour L € ob CF(A), le diagramme ci-dessous

est commutatif :

gr(3.s5.1)

(3.5.2) grlL griom’ (Hom® (L,M) ,M)
Id

€3.5.1)

arl > Hom' (Hom' (grL,goM),grM)}

ol la fléche verticale de droite est donnée par (2.2.2,1).

Par 1'argument habituel, on voit que la fléche (3.5.1) définit, pour

L € ob DF(A) (resp. DG(A)), M € ob D'F(A) (resp. DTG(A)), une flache fonctorielle :

(3.5.3) I, —————> RHom(RHom(L,M),)

et que dans le cas filtré le carré (3.5.2) donne naissance 2 un carré commutatif :

(3.5.4) grL r(3.5.3) grREom(RHom(L , ) , M)
1d
gri, (3.3.3) RHomé RHood gri, gr#d, gri)

ol la fléche verticale de droite est 1'isomorphisme (2.2.8.1). Pour M = A (avec
filtration (resp. graduation) triviale), la flache (3.5.3) prend le nom de fliche

de bidualité,
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Proposition 3.5.5. Soit L € ob DF(A) (resp. DG(A)). S1 L est parfait, la flache

de bidualité L —> LYY est un isomorphisme,

Preuve. Compte tenu de (3.5.4), on peut ge borner & prouver l'assertion dans le
cas gradué, Il suffit d'ailleurs de montrer que la flache non graduée sous-jacente

est un isomorphisme, mais cette derni2re assertion n'est autre que (SGA 6 I 7.2).

Proposition 3.6. Solent, pour i =1, 2, L, € ob D F(A) (resp. D G(A)),

M, € ob DTF(A) (resp. pTe(a)). on suppose que L; est d'amplitude parfaite finie,

L
que L, est parfait, et que l'on a M € ob DbF(A) (resp. DbG(A)), M ®M, € ob DTF(A)

(resp. DTG(A)). Alors la flache de produit (2.3.4.1) :

( 8 5 B
RHom(L,,M;) ® RHom(L,,M,) ~—> RHom(L, ® L,,M, @ I,)

est définie et est un isomorphisme,

Preuve. D'apr2s (3.3) on a REEE(Ll’Ml) € ob DbF(A) (resp. DbG(A)), donc la
flache est bien définie. Pour prouver qu'elle est un isomorphisme, on peut, compte
tenu de (2.3.4.5), se borner au cas gradué, et, dans ce cas, il suffit de montrer
que la flache non graduée sous-jacente est un isomorphisme. Par localisation et
dévissage de Li , on est ramené 3 L, =L, = A, auquel cas la fl&che de produit

1 2

L
n'est autre que la fladche identique de M1 ® M2 .

Corollaire 3.6.1. Sous les hypotheses de (3.6) sur L, et Ly, la flache de

produit

L L
v ® v v
L) L) ———> (L1 ® L2)

est un igomorphisme,

Corollaire 3.6.2. Pour L € ob DF(A) (resp. DG(A)___ ), et M € ob D'F(a)
Lorollaire four parf parf® £

(resp. D+G(A)), la fladche de produit (2.3.4.4) :

L
LY® M ——> RHom(L,M)

est un isomorphisme,




- 308 -

3.7. Soient E € ob DF(A) _ . (resp. DG(A) arg)? K€ 0D D F(4) (resp. D G(A)),

par rf
+ + L L + +
L € ob D'F(A) <(resp. D'G(A)), Alors RHom(E ® K, E ® L) € ob D F(A) (resp. D G(A))

est défini. On a 1'isomorphisme cher & Cartan (2,.3.1.3) :
L L L
¢ : RHom(E ® K , E ® L) —> RHom(K,RHom(E,E ® L)) .
D'autre part, la flache de produit définit (3.6.2) un isomorphisme :
+JL L . L
p : RHom(K,EY ® E ® L) —=—> RHom(K,RHom(E,E ® L))
L
Enfin la fldche de contraction (2,3.2.3) EY® E —> A définit une flache :
vL L
t : RHom(K,EY® E ® L) —> RHom(K,L) .
On note
L L
(3.7.1) Tr : RHom(E ® K,E ® L) —> RHom(K,L)

la fléche composée tp_lc . Comme 1'isomorphisme cher 2 Cartan, la flache de produit
et la fldche de contraction sont compatiblesavec le passage au gradué associé
d'aprés (2.3.1.4), (2.3.4.5) et (2.3.2.4), il en est de meéme de la flache (3.7.1),

i.e. dans le cas filtré on a un carré commutatif

L L
(3.7.2) grRHom(E ® K,E ® L) —BE3-1.1) grRHom(K,L)
! 1

L ¥ L :
RHom{ 2rE ® grR,prE ® scL) ‘4£5*14li—b RHomigrk,grl)

ol les isomorphismes verticaux sont définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1) Appliquant
a4 (3.7.1) le foncteur RT , et tenant compte de (2.2.10), vu vevuve uwus riecne, notée

encore Tr ,
L
(3.7.3) Tr : RHom(E & K,E ® L) ™ RHom(K,L) ,

qu'on pourrait aussi définir directement en utilisant 1'isomorphisme cher & Cartan
sous la forme (2.3.1.6). Appliquant 2 (3.7.3) le foncteur H°F® (resp. H°k®), et

tenant compte de (1.4.11), on trouve une fl2che, notée encore Tr,
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L L
(3.7.4) Tr : Hom(E ® X, E ® L) —> Hom(K,L) ,

(le Hom é&tant pris dans DF(A) (resp. DG(A))). Les fldches (3,7.1), (3.7.3) et

(3.7.4) s'appellent homomorphismes traces. Elles sont, pour E fixé, visiblement

fonctorielles en K et L : soient K' —> K une fléche de D F(A) (resp. D G(4)),

L —>1' une fléche de D'F(A) (resp. D+G(A)), alors on a un carré commutatif :

L L
(3.7.4.1) RHom(E ® K,E ® L) — .2 RHom(K,L}

L L
RM(E@K',E@L')—M')_%RM(K',L') s

et deux carrés commutatifs analogues avec RHom, Hom au lieu de RHom. Nous

verrons plus bas (3.8.11) que les flaches (3.7.1), (3.7.3), (3.7.4) sont, pour K

et L fixés, fonctorielles en E par rapport aux isomorphismes.

3.7.4.2, Explicitons maintenant la flache (3.7.4). Dans le cas gradué, on a :

L L 1 S
Hom(E & K,E ® L) = ® Hom(k’E ® KIK, kP E® kI L)
p+q=p'+q'

Hom(K,L) = & Hom(k'K,k"L) ,
r

L
les ® et Hom aux seconds membres étant calculés dans D(A), de sorte que (3.7.4)

Pp L oa Pk oq
est donnée par une matrice ( ), ot envoie Hom(k'E ® k'K,k" E® k' L)

t t
pap'r pap'r
dans Hom(er,er). Les décompositions &tudiées plus haut de 1'isomorphisme cher

a Cartan, de la fleche de produit et de la fldche de contraction entratnent que l'on a

tpqp.r=0 pour p #p' ou q#r et que

L L
€orpr Hom(kPE ® k'K,kPE ® k*L) —> Hom(k"K,k"L)

"usuel" dans D(A), i.e. par (3.7.4) dans le cas

est donné par l'homomorphisme trace
particulier ol tous les arguments sont dans DG[O’OJ(A) = p(a) (cf. (1.2.7)). En

particulier si K et 1 sont de graduation concentrée en degré zéro (cas impor-
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tant pour les applications), 1'homomorphisme (3.7.4) est la somme des homomorphismes

traces
p. L p. L
Tr : Hom(k'E ® K,k'E ® L) =2 Hom(K,L)

relatifs & chaque composante ka .

Dans le cas filtré, le carré (3.7.2) fournit, compte tenu de (2.2.8.1),

un carré commutatif de DG(Ab) :

L L
(3.7.5) grRHom(E @ K,E ® L) r(3.7.3) o o RHom(K,L)

2 l

L L
RHom{grE & grK,pgrE ¢ grl) —Mﬁ RHom{grk,grk)

ol les isomorphismes verticaux sont définis par (1.4.13,1) et (2.1.9.1), Composant
le carré commutatif HOF®(3.7.3) —>H°gr°(3.7.3) (défini par la projection
canonique F° —> gro) avec le carré commutatif déduit de (3.7.5) par application

0, 0 .
du foncteur H k ; on trouve un carré commutatif :

L L
(3.7.6) Hom(E ® K,E ® L) —JL» Hom(K,L)

L L (3.7.4)
Hom(grE ® grK,grE @ grlL) —=~~==> Hom(grK,grlL) ,

ot les flaches verticales sont donnés par f > grf .

Corollaire 3.7.7. (additivité des traces). Soiemnt E € ob DF(A) _ ., K € ob D (4),

L ) parf
L € ob D+(A), et f:E®K-—>E®L une flache de DF(A) (on identifie D(A)

a_la sous-catégorie pleine DFEO’OJ(A) de DF(A), cf. (1.2.7)). Alors on g :

Tr £= T Tr gr(f)
n

Preuve, Dans (3.7.6) la fl&che verticale de droite est la fladche identique de

Hom(K,L), et la fladche horizontale inférieure, comme on 1l'a remarqué plus haut



- 311 -

(3.7.4.2), est la somme des homomorphismes traces relatifs & chaque composante

grnE , d'olt 1'assertion.

Remarque 3.7.7.1. Tr f est aussi l'image de f par le morphisme trace "usuel"
dans D(A) lorsqu'on oublie la filtration de E , cela découle trivialement des

définitions.

3,7.8. Solent, pour i =1, 2, E1 € ob DF(A) Ki € ob D F(A)

arf (resp. DG(A) arf)’
(resp. D G(4)), L; € ob pYF(a) (resp. p¥e(A)). On suppose que 1'on a L, ou
L
L, € ob DbF(A) (resp. DbG(A)), et L ®L, € ob DTF(A) (resp. pYe(4)), et, pour

un 1, RHom(Ki,Li) € ob DbF(A) (resp. DbG(A)). On peut alors former le diagramme

suivant :
L
( L L L L L Tr ® Tr L
RHon(E,® K;,E,® L,)® RHom(E,&K,,E,® L,) ——> Riom(K,,L,)® RHom(K,,L,)
(3.7.8.1)
(6.8 E8 K K,,E® E,0L.8 Ir ®® K,.1,5 1)
é
RHom(E,® E,® K,® K, ,E,® E,8L,® L2) RHom(K, @ K,,L,® L,) ,

od la flache verticale de droite est la fldche de produit (2.3.4.1) et la flache
verticale de gauche est composée de 1a fldche de produit (2.3.4.1) et de 1'isomor-

L L_ L L L L
phisme défini par les isomorphismes de symétrie El ®K ® E2 ® KQ-—ﬁ> E1 ® E2 8K18K2,
L L
E1®L1®E2
RHom(Ki,Li) € ob DbF(A) (resp. DbG(A)) pour un 1 implique que 1l'on a, pour le

L L L L
8L, - g9 E2 ® L, 8L, (noter que 1'hypoth2se

L L
méme 1 , RHom(Ei ®K,, E ® Li) € ob DbF(A) (resp. DbG(A)) : la preuve est
analogue & celle de (3.3) et laissée en exercice au lecteur). Utilisant la flache

de produit globale (2.3.6.3), on définit de mani2re analogue un diagramme

L L L L L Tr é Tr L
» —_—> »
RHom(E1®K1,E1®L1)®RHom(E2®K2 E2®L2) RHom(Kl,L1)®RH0m(K2 L2)

(3.7.8.2)

L Tr L L
—Ir
®L2) RHom(K1® K,,L;@ L2)
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Proposition 3.7.8.3. Les diagrammes (3.7.8.1) et (3.7.8.2) sont commutatifs.

"Preuve". La commutativité de (3.7.8.2) découle facilement (vu la définition de la
flache de produit globale) de celle de (3.7.8.1). Nous ne donnerons pas la preuve
de cette dernidre, que nous avouons d'ailleurs ne pas avoir faite en détail, et
qui n'est qu'un exercice de routine nécessitant probablement plusieurs pages de
diagrammes. Le point clé est la compatibilité de l'isomorphisme cher & Cartan avec
la flache de produit (2.3.4.1), vu qu'on sait déja que la flache de contraction et

la flache de produit sont compatibles aux produits (cf. (2.3.4.2)).

Appliquant a (3.7.8.2) le foncteur F° (resp. k°), on obtient un carré

commutatif

L L Tr @ Tr
Hom(E1®Kl,E ®L ) ® Hom(E ®K2 E,8L, ) ———> Hom(K Ll)®Hom(K2,L2)
(3.7.8.4)
L L L L L Tr
R | S—
Hom(E1®E28K18K +E(BE,BL, ®L ) Hom(K1®K2,L ®L )y

oli les fléches verticales sont définies par les fléches de produit (2.3.6.4).

L L
carré (3.7.8.4) exprime la multiplicativité de la trace : pour fi € Hom(EiﬁKi,Ei@li)

on a :

( ; L L
3.7.8.5 Tr(f1 ® f2) = Tr(fl) ® Tr(fz)

3.8. Socient E, F € ob DF(A) arf (resp. DG(A) ), et, pour i =1, 2,
K, € ob D"F(A) (resp. D G(A)), L; € ob D r(a) (resp. pYG(A)). On suppose que
b b L
l'ona L, ou L, €obDF(A) (resp. DG(A)), et L &L, € ob dTF(A) (resp.
L
+
D G(A)). Posons K, ® K, =K, L, & L,=1L. On a 1'homomorphisme défini par la

fléche de produit (2.3.4.1) et les isomorphismes de symétrie :

L L L L L L L L L
(3*) RHom(E ®K1,F®L1) ®RHom(F®K2,E ®L2) —>RHom(E® F®K, EQF® L) ;

L
d'autre part, comme E ® F est d'amplitude parfaite finie (3.2), on a 1'homomorphisme

trace (3.7.1)
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L L L L
(##) RHom(E.® F ® K, E ® F ® L) —> RHom(K,L)
Le composé de (¥) et (#¥#) :
L L L L L
(3.8.1) Riom(E ® K;,F ® L;) ® Rilom(F @ K,,E @ L,) —> RHom(K,L)

s'appelle 1'homomorphisme cup-produit, De manidre analogue, utilisant la fl2che de

produit globale (2.3.6.3) et l'homomorphisgme trace (3.7.3) on définit un cup-produit

"global" :

L L L L L
(3.8.2) RHom(E ® K,,F ®L1) ® RHom(F @ X,, E ® L2) —> RHom(K,L) ,

2

d'ots 1'on déduit une flache canonique :
L L L L
(3.8.3) Hom(E ® K;,F @ Ll) ® Hom(F ® K, ,E ® L2) ———> Hom(K,L)

On laisse au lecteur le soin, dans le cas gradué, de décomposer suivant les morceaux
homogénes les fléches (3,8.1), (3.8.2), et d'écrire la matrice de (3.8.3) (cf. la

décomposition de la trace). Dans le cas filtré, on a un carré commutatif :
L L L L L
(3.8.4) grRHom(EGKI,EsLl) ® grRHom(E@KZ,EGlz) r(3.8.1) grRHom(K,L)

l t
L L L L
RHom( grE®erK, ,gr®grl, ) @ RHom( grl\%grl(z) , grE®grL2) M RHom(grK,grL)

ol les flaches verticales sont les isomorphismes définis par (2.1.9.1) et (2.2.8.1).
On a un carré commutatif analogue (3.8,5) avec RHom au lieu de RHom, d'od l'on
déduit un carré commutatif :

(3.8.3)

L L L L
(3.8.6) Hom(E ® K. ,F ® Ll) ® Hom(F ® K),E® L2) ——> Hom(K,L)

1°?

(3.8.3)
L L L L
Hom(grﬂ&grkl,grESgrLl) ® Hom(grE@ngZ,grEGgrLz) ———> Hom(grK,grl) ,

olt les fléches verticales sont données par f —> grf. Le carré (3.8.6) exprime
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1'additivité du_cup-produit : si Ki, Li (i=1,2)} sont de filtrations concentrées

en degré zéro, il fournit la formule
(3.8.7) <u,v> = £ <grlu,grfv>
n

L L L L
pour u € Hom(E ® KI’F ® Ll), v € Hom(F ® K2’E ® Lz), ot 1'on a noté <, > le

cup~produit (3.8.3).

Soient E', F', K'i, I.'i des objets de DF(A) (resp. DG(A)) satisfaisant
aux m@mes hypothéses que E, F, Kis Li . Alors, moyennant des restrictions de degré
convenables, on a un diagramme commutatif analogue 3 (3.7.8.1), exprimant "la compa-
tibilité du cup-produit aux produits". "En particulier” on a, pour

L L L L L L
u € Hom(E ® KI’F ® Ll), v € Hom(F ® K, E® LZ)’ u' € Hom(E' ® K'l,F' ® L'l),

L L
v' € Hom(F' ® K, E' ® L',)

L L L
(3.8.8) <u®u', v Vv'>= u,v>® <u',v'> |,

ot <, > désigne, comme ci-dessus, le cup-produit (3.8.3). Les détails sont laissés

au lecteur patient,

On laisse également au lecteur les assertions suivantes, qui expriment la

relation entre trace et cup-produit, dans le cas particulier oh K, = Li = A

i
(muni de la filtration (resp. graduation) triviale concentrée en degré zéro). On

a un diagramme commutatif :

L
(3.8.9) Riiou(E, F) & RHom(F,E) —2+3:3.1) o pyon(p,E)
(2.3.3.1) L3.8.1) (3.7.1)

Riou(F,F) (3.7.1) \m

et un diagramme commutatif analogue avec RHom au lieu de RHom ,; et T'A au

lieu de A, d'ol 1l'on déduit la formule (cf, SGA 6 I 8.3) :

(3.8.10) Tr{uv) = Tr{vu) = <u,v> |,

pour u € Hom(E,F), v € Hom(p,E).
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3.8.11. Soit s : E—~—>F un isomorphisme, Celui-ci correspond, par l'isomorphisme
cher 3 Cartan 2 une flache, notée encore s : A —> RHom(E,F). Envoyant

L L L
RHom(F,E) = A ® RHom(F,E) dans RHom(E,F) ® RHom(F,E) par s ® Id, on déduit de

(3.8.9) un carré commutatif :
RHom(F,E) ————=———> RHom(E,E)

i (3.7.1)

RHow(F,F} — Sy
odt les flaches autres que la trace sont les isomorphismes définis par s (on peut

aussl le vérifier directement ...). Il en résulte qu'on a un carré commutatif

(avec les notations de (3.7))
L L L L
(3.8.11.1) RHom(F ® K,E ® L) ———=————> RHom(E ® K,E ® L)

1 (3.7.1)

L L
RHom(F ® K,F ® L) i—7—1)—> RHom(K, L)

>

ol les fléches autres que la trace sont les isomorphismes définis par s . On en
déduit des carrés commutatifs analogues avec RHom, Hom au lieu de RHom . Ce
dernier exprime le caract2re central de la trace (ou son invariance par isomorphisme,

L L
comme on préfére) : pour f € Hom(E®@ K,E ® L), on a :

(3.8.11.2) Tr(sgs™h) = Te(f)

3.9. Soit f : X —> Y un morphisme de topos annelés, et soient E € ob DF(Y)
parf
- - b b
(resp. DG(Y) arf)’ K¢ ob DF(Y) (resp. D G(Y)), L€ ob D F(Y) (resp. D G(Y)) tel
que Lf*Lg ob DbF(X) (resp. DbG(K)). On laisse au lecteur a 1'inépuisable patience

le soin de vérifier que le carré ci-dessous est commutatif :
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L L (3.7.1)
Riom(E ® K,E ® L) Riom(K, L)
(3.9.1) (2.3.5.11) (2.3.5.11)
L L Rf,(3.7.1)
Rf,RHom(Lf*E ® LE*K,LEf¥E ® LE¥L) RE RHom(LE*K, LE¥L)

1
(noter que 1'on a Lf¥E € ob DF(X) arf

application du foncteur RI' on déduit de (3.9.1) un carré commutatif :

(resp. DG(X) arf) d'apr2s (3.2)). Par

(3.7.3)

L L
RHom(E @ K,E & L) RHom(K,1.)

(3.9.2)

L L (3.7.9)
RHom(Lf¥E ® LEf*K,Lf*E ® Lf*L) RHom(LEf*K,LE¥L)

d'ol un carré commutatif analogue avec Hom au lieu de RHom, qu'on peut résumer

par la formule :
(3.9.3) Tr(Lf*u) = LEf¥Tr(u) ,

L L
pour u € Hom(E ® K,E® L) ,

4, Les foncteurs s“, An, Tn filtrés (resp. gradués).

On conserve les notations du n° 2,

4.1. Rappelons (I 1.5.5 b), 4.2.2.6) que §= @ 8" (resp. A» @ A",
n €N n € N
resp. I'= & ™ désigne le foncteur Algdbre symétrique (resp. extérieure, resp.

n€N
2 puissances divisées) sur la catégorie des A-Modules. Soit L un A-Module filtré,

et soit n un entier = 1 . On filtre S"L (resp. A'L) par les sous-Modules :

k k n i1 L
F'8'L (resp. F' A "L) = E ImF L®...8F L

i,+...4+ 2k
1 n

= 1n FLEY (cf., (2.1.1))
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od Im est relatif 3 1'homomorphisme canonique L®n —> SnL (resp. AnL) ; on

filtre InL par les sous-Modules

i i
L = 2 v Fl... vy (FPL)
I'll n

= P
n1+...+np n

n111+. . .+np1pzk

Si la filtration de L est contenue dans un intervalle [a,b], celle de SnL

(resp. AnL, resp. T™L) est contenue dans 1'intervalle [na,nb]. Pour n =1, la
filtration ainsi définie sur §"L = A"L = IDL =1 est la filtration initiale de L .
Pour n = 0, on munit s'L = AnL = InL = A de la filtration triviale concentrée

en degré zéro. Notons T ' 1l'un des foncteurs S, A, T, Pour n€ N, pE€ Z, on a
(4.1.1) T'(L(p)) = T'L (np) ,

od X(i) désigne comme d'habitude X oi 1l'on a décalé la filtration de i unités.
D'autre part, la filtration qu'on vient de définir sur T° est compatible avec sa

structure d'Algébre, i.e,, pour m, n € N et p, q € Z, 1'homomorphisme produit

™ @ 1T —> ™" envoie FPT"L ® FIT'L dans FPTOTOL

Soient L, M des A-Modules filtrés. Pour n € N , 1'isomorphisme
canonique (I 4.2.2,6)
(4.1.2) "L ew —=> o 71L& T1WM
pHd = n
est compatible aux filtrations, quand on munit les produits tensoriels au membre
de droite de leur filtration naturelle (2,1.1). En d'autres termes, l'isomorphisme

canonique
(4.1.2)" T'(L®&M) —=—> T'L®I'M

est un isomorphisme d'Algdbres graduées filtrées, ce qui serait d'allleurs évident
a priori sur la caractérisation universelle de T° comme Algdbre graduée filtrée,

caractérisation dont on laisse 1'énoncé au lecteur.
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Soit P un A-Module gradué. Pour n € IN, TP est muni d'une graduation
"totale" naturelle, concentrée dans 1l'intervalle [na,nb] 8i celle de P est
concentrée dans [a,b], et qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter. Elle est
compatible aux produits, de sorte que T'P se trouve ainsi muni d'une structure
d'Algebre bigraduée, strictement anti-commutative pour le degré extérieur dans le

cas T° = A" , On a des isomorphismes de Modules gradués, analogues 2 (4.1.1) et

(4.1.2) :
(4.1.3) ™(2(p)) = TP (np) ,
(4.1.4) eoQ —> & 1ol

p+q=n
Soit L wun A-Module filtré. L'injection canonique grL —> grSL (resp.
gr A L) se prolonge canoniquement en un homomorphisme d'Algdbres bigraduées
SgrL —> grSL (resp. A grL —> gr A L). D'autre part, on vérifie facilement qu'on
a Yn(l-‘kl" L) c Fnk_[‘ L, pour n€ N, k € Z, de sorte que les puissances divisées
de T L définissent par passage au gradué associé un morphisme d'Algébres bigraduées
T grL /> grT' L . En résumé, on a donc un homomorphisme canonique d'Algdbres

bigraduées :

(4.1.5) T'(grL) —> grT'L

Proposition 4.1.6. Soit L wun A-Module filtré, de filtration finie, tel que grL

soit plat. Alors (4.1.5) est un isomorphisme,

Preuve. On raisonne par récurrence sur la longueur d = b-2 de 1'intervalle [a,b]

dans lequel est concentrée la filtration de L , Pour d = 0, on peut, compte tenu

de (4.1.1) et (4.1.3), supposer a =b = 0, et 11 n'y a rien 2 démontrer. Supposons

d > 0 . Par passage & la limite inductive locale, on se raméne, comme dans la preuve

de (2.1.4), au cas o L=M@N, Met N é&tant de filtration concentrée dans un
intervalle de longueur < d. On a alors T (grL) = T'(grM) ® T'(grN), grT'L = gr(T'MRI'N),

et un triangle commutatif :
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T (gr) ® 1° (grN) —4:1:3) @ (4.1.5)

grT'M ® grT'N

(2.1,2.1}
(4.1.5)

gr(T'M ® T'N) .
Par l'hypoth2se de récurrence, la flache horizontale est un isomorphisme ; de plus

grT'M et grT'N sont plats, donc, d'aprds (2.1.4), la flache verticale est un

isomorphisme. Donc la flédche oblique est un isomorphisme, cqfd,

4.1.7. Il est intéressant d'expliciter le cas particulier od L est de filtration

concentrée dans 1'intervalle [0,1]. Posons groL =1", grlL = FIL =1L', d'oh

une suite exacte
0o—> L' —>»L—>L"—>0 .
Pour n € N, la filtration de TnL est concentrée dans 1l'intervalle [O,n] : on a
k

AL = m T @ KL,

c'est la filtration dite de Koszul. On a

erl = ® P e Tt
PHq = n

la composante homogéne de degré p é&tant ™ @ TI" . si L' et L" sont
plats, la flache (4.1.5)

KP(rgrL) = ™1 ® 19" —— grPTL

. . . n .
est un isomorphisme. Le "premier quotient”" de L est T'L" : on a la suite exacte

n-1

1'® T L —= 1L ——> T —> 0

Le "dernier quotient" est grnTnL = Fr'L = T .
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4.2. Soit L € ob CF(A) (resp. CG(A)). On munit le complexe T L (I 4.1.3.2)

de la filtration (resp. graduation) définie par
(4.2.1) FPTL -INFPT“ML (resp. KPT"L =[NkanKiL)

On définit ainsi un foncteur

(4.2.2) T" : CF(A) (resp. CG(A)) —> CF(A) (resp. CG(A)) ,

envoyant C F(A) (resp. C G(A)) dans C"F(A) (resp. C G(A)), et CF[a’b](A)
(resp. CG[a’b](A)) dans CF[na’nb](A) (resp. CG[na’an(A)). Notons que la
filtration (resp. graduation) somme sur T'L = & ™ est compatible & la structure

d'Algdébre de T'L (I 4.2.3.5). L'homomorphisme (4.1.5) fournit dans le cas filtré,

un homomorphisme fonctoriel d'Algébres différentielles trigraduées
(4.2.3) T*(grL) —> grT'L

D'aprés (4.1.6), celui-ci est un isomorphisme quand grL est plat., Compte tenu de

(1 4.2.2.1), il en résulte :

Lemme 4.2.4. Soit £ : L —> M un quasi-isomorphisme de C F(A) tel que grL

et grM soient plats. Alors, pour tout n € N, T™F est un _quasi-isomorphisme

C F(A).

(=7
(1]

Observant par ailleurs que les foncteurs (4.2.2) sont "compatibles" aux

homotopies filtrées (resp. graduées) (cf., (I 4.1.3.5)), on conclut (grace a (2.1.6))

Proposition 4.2.5. Pour L € ob D F(A) t n € N, le pro-objet de D F(A)

LT'L = "lim" T°L' ,
—
AR}

ol s parcourt les quasi-isomorphismesde K F(A) de but L , est essentiellement

n
constant, de valeur T P, ot P —> 1 est un quasi-isomorphisme avec grP plat

(2.1.3). En d'autres termes (I 1.4.4), le foncteur T  admet un dérivé gauche
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LT" : DF(a) ——> D F(A)

On définit de manidre analogue :
(4.2.6) LT" : DTG(A) ~—> D G(A)

Tenant compte de (I 4.2.3.3), on déduit de (4.2.3) des lsomorphismes fonctoriels
canoniques de D (A)

l11 il L L 1 ir ~ P; 0
(4.2.7) 5% LT "(gr L) @ ... ®LT (gr L)y —==» grLT (L) ,

n111+. ..+nrir =p

pour L € ob DF(A). D'autre part, la structure multiplicative de T'E, pour
E € ob CF(A) (resp. CG(A)), donne, par passage aux dérivés, des homomorphismes

canoniques fonctoriels de D F(A) (resp.D 6(A))
L +n,
(4.2.8) 1TL @ LT'L —> LT 0L

pour L € ob D'F(A) (resp, D'G(A) (le produit temsoriel au premier membre étant

défini comme en (2.1.8)), avec une propriété d'associativité évidente.

Proposition 4.2.9. Soient n € W, [(a,b]) un intervalle de Z contenmant O ,

L € ob D'F(A). On suppose que L est d'amplitude plate (resp. parfaite) < [a,b]

(SGA 6 T 4, 5). Alors LT'L est d'amplitude plate (resp. parfaite) < [na,nb] (3.1).

Enoncé analogue pour L € ob D G(A).

Preuve. Appliquer (SGA I 4,19.2 ), (I 4.2.2.5), et (4.2.7).

4.3. Soit u : L —>M un morphisme de A-Modules filtrés (resp. gradués). On
vérifie immédiatement que les différentielles définies en (I 4.3.1.2) sur AL ® SM
et TL®AM sont compatibles aux filtrations (resp. graduations). Ainsi Kos.(u)

et Kos'(u) (I 4.3.1.3) sont des complexes filtrés (resp. gradués). Dans le
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cas filtré, (4.1.5) fournit des homomorphismes canoniques fonctoriels

{4.3.1) Ros, {gru) = grKos(u) , XKos'(gru) —> grKos {u) ,

qui sont des isomorphismes quand grL et grM sont plats (L et M &tant de

filtration finie). Il en résulte en particulier que, si
E=(0—>L'—=>L—>Ll"—>0)

est une suite exacte de Modules filtrés (de filtration finie) telle que grE soit

une suite exacte de Modules plats, alors les suites exactes de Koszul (I 4.3.1.7)
3.2 0o—> A —> A" el —> L st —> s —> 0,
(4.3.3) 0 —>TL' —>TL—> ... —> 18 A —5 ALY —> 0

donnent des suites exactes par passage aux gradués associés. Notant que, pour

E € ob CF(A) (resp. CG(A)), la suite exacte standard
0 —>E —>c(E) —>E[1]—0 ,

ot C(E) est le cBne du morphisme identique de E , est une suite de complexes
filtrés (resp. gradués), on en déduit, par des raisonnements analogues 2 ceux de
la preuve de (I 4.3.2.1), des isomorphismes fonctoriels canoniques de D F(A)

(resp, D G(A))
(4.3.4) 1s"(M[1]) —=—> L A ™M[n] ,
(4.3.5) A"e[1]) —=> 1T ™ [n)

pour M € ob D F(A) (resp. D G(A)), n é&tant un entier 2 1 . Ceux-ci sont, dans
le cas filtré, compatibles au passage au gradué associé en un sens que le lecteur
explicitera. Ils sont d'autre part compatibles aux produits (4.2.8), i.e. on a des

carrés commutatifs de D F(A) (resp. D G(A)) analogues aux carrés de (I 4.3.2.1).



4.4, Soient L, M des A-Modules, Posons, pour n € N ,

Sgiag(L oM = s"L ® s™

Alors S, (L®M) = ® §) (L®M) est une sous-Algdbre de S(L ®M) = SL @ SN,
diag nEN diag
L'injection naturelle L@ M —> sdiag(L © M) se prolonge canoniquement en un

morphisme d'Algdbres graduées
(4.4.1) o :S(LOM) —>s.. (LO&M
diag

Concritement, si KysooosX (resp. yl,...,yn) sont des sections de L (resp. M),

on a
n
¢ ((x1 ® yl)...(xn ® yy)) = XX By Ly

S1 maintenant L, M sont des A-Modules filtrés (resp. gradués), les
n n .
flaches ¢ : S (L® M) —> s"L ® S™ sont compatibles aux filtrations (resp.

graduations) des deux membres, Dans le cas filtré, on a un carré commutatif

(4.4.2) giarl m zrM) =2 8 44 {grl = qrM}
iag

grS(L & ) ErY ers

aragtl ¥

ot les fléches verticales sont les fldches canoniques définies par (2.1.2.1) et

(4.1.5). Dans le cas gradué, on a un carré commutatif

(4.4.3) ® slLe kM) —= 5 sLew
i,
Al @’
@ s,. (kKreww ——— s wemw ,
ag diag

ai
i!j

ol la flache horizontale supérieure est 1'isomorphisme canonique et la flache

horizontale inférieure le produit des injections canoniques
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s.. (L o1l — [ (L®M) (la vérification est immédiate),
diag diag

Par passage aux dérivés (i.e. en remplagant les arguments par des ré&solu-
tions filtrées (resp. graduées) plates), on déduit de (4.4.1), pour n € N, une

flache canonique fonctorielle de D F(A) (resp. D G(A))

L L
(4.4.4) ¢ :Ls"L oM —> 1" @ 1s™™

pour L, M € ob D'F(A) (resp. D G(A)). Dans le cas filtré, le carré (4.4.2) fournit

un carvé commutatif

L . ‘
__.Le
(4.4.5) LS(grL @ grM) LSdiag(grL D grM)

L .
BreQ
grLs(L ® M) > grLSdiag(L oM |,

olt les flaches verticales sont définies par (2.1.9.1) et (4.2.7) (pour X, Y,

Z € ob D F(A) (resp. D G(A)), on pose

L
(¥®z) = ® Lsvy®1us"z ,
n€lN

1s(x) =@ Ls"(x)

, LS
nEN diag

qu'on munit de la filtration (resp. graduation) soume). Dans le cas gradué, le

carré (4.4.3) fournit un carré commutatif

L i Ly L
(4.4.6) zj LS{k L 2 K7M) = LS(L =2 M)

L
= . .
iJj Nal Jue) {73

BN dia

LS, UL S ) ———— 15 . (L B )
l,j ] lag

4.5, Soient L, M des A-Modules. Posons

AS™(L,M) = AML @ s™™

Alors AS(L,M) = @ AS"(L,M) est une sous-Algtbre de AL ® SM .
neEWN

(1) Les produits tensoriels 2 gauche sont pris dans le meme ordre en haut et en bas.
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L'injection canonique L ® M —> AS(L,M) se prolonge en un homomorphisme d'Algdbres

graduées
(4.5.1) o AL ® M) ———> as(L,M)
81 =®,,...,x_ (resp. yl,...,yn) sont des sections de L (resp. M), on a

1% n

n =

v ((x1 ® yl)"'(xn ® yn)) =X exy ®y;...7,
§i L, M sont des A-Modules filtrés (resp, oradués), les fléches w“ sont compati-
bles aux filtrations (resp. graduations) des deux membres, et 1'on a des carrés

commutatifs analogues a (4.4.2) et (4.4.3). Par dérivation, on déduit de (4.5.1)

des fleéches canoniques fonctorielles de D F(A) (resp. D G(A))

n

L L
(4.5.2) At e ) —— L @ Ls™

donnant lieu & des carrés commutatifs analogues a (4.4.5) et (4.4.6).
Soit M un A-Module filtré, de filtration finle, tel que grM soit
plat, et soit

E= (0—>L'—>L—>1L"—>0)

une suite exacte de A-Modules filtrés, de filtrations finies, telle que grE soit
une suite exacte de A-Modules plats. Alors E @ M est une suite exacte de A-Modules
filtrés telle que gr(E ® M) soit une suite exacte de A-Modules plats, et l'on a

la suite exacte de Koszul (4.3.2)n :
(*) 0 —=> Ao —> A" L deLe M — ... L'oves™ (e —> s™(Lam

— s (L"eM ) —> 0

D'autre part, tensorisant par s™ 1a suite exacte de Koszul relative 3 E , on a

une suite exacte :

(%) 0> AL @s™M—> A"l gLres N —> ... —>1' @ 5" L ® ™

—>s'LesM—>s""es™M—>o0 .



- 326 -

On vérifie facilement qu'on définit un morphisme de (*) dans (*¥) en envoyant

s™ML" ® M) dans S"L" ® S™M par ¢ (4.4.1) et, pour p+g =n, AP(L' @ M) ® sHL ® M
dans APL' ® sIL ® §™M par la fléche composée de ¢p ® @q et de la flache donnée

par le produit sPM ® s —> s™m . Appliquant cette remarque 2 "la suite exacte

du cBne",on obtient, par des raisonnements familiers, pour L, M € ob D F(A)

(resp. D G(A)), des carrés commutatifs de D F(A) (resp. D G(A))
n L ~ n L
(4.5.3) s (L{1]®M) —=——> LA(L®M [n]
" y"(n]
L L
Ls"(L[1] ® Ls™M) —=—— 1A"L[a] ® L§™M ,

ol les flaches horizontales sont les isomorphismes définis par (4.3.4).

5, Construction de classes de Chern.

5.1. On conserve les notations et conventions du n° 4, En particulier, T' désigne
1'un des foncteurs S, A , ' ., Pour M € ob D (A) (resp. D'F(A), resp. D G(A)),

on note Hom(-,LT*(M)) le foncteur contravariant sur D (A) (resp. D F(A), resp.

D G(A)) défini par

(5.1.1) Hom(-,LT~(M)) = l l Hom(~, LT (M)
n €N

On note d'autre part Hom(-,LT"(M)[{1]) 1le foncteur :

(5.1.2) Hom(-,LT~(M)[1]) = —l_r Hom(-,LT" (M) [n]) .

n €N
Les foncteurs (5.1.1) et (5.1.2) sont 2 valeurs dans la catégorie des groupes abé&liens ;
pour L € ob D (A) (resp...), un &lément (an)ne.N de Hom(L,LT*(M)) (ou
Hom(L,LT*(M)) sera écrit de préférence sous forme de série formelle ¥ antn . Les
flaches canoniques LTP (1) g rie) —s L) (resp.
LP () [p] 5 L3 [q) —> L) [piq]) permettent de munir Hom(A,LT~(M))
(resp. Hom(A,LT~(M){1]) ) d'une structure d'anneau. Si M € ob DUJ(A) (resp.

D"]F(A), resp, D°]G(Al), Hom(A,LS§~(M)) et Hom(A,LT~(M)) sont commutatifs,
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tandis que Hom(A,L A“(M)) est anti-commutatif : cela résulte immédiatement de
la définition du produit ((I 4.2.3.1), (4.2.8)) et de (I 3.1.3) (L'hypothese faite
sur M permet en effet de se débarrasser de la flache d'Alexander-Whitney dans la

définition du produit). De (4.3.4) et (4,3.5) on déduit des isomorphismes fonctoriels
(5.1,3) Hom(L,LS*(M[1])) —=> Hom(L,IA*(M[1]) ,
(5.1.4) Hom(L,LA(M[1])) —=> Hom(L,LT"(M[1]) ,
"compatibles" (en un sens que le lecteur précisera) avec les structures d'anneaux
pour L = A,
5.2. Soit
L
{f i E—>EQ@M

une fléche de D(A), ot M (resp, E) est d'amplitude plate(resp. parfaite) finie
(SGA 6 4, 5). Pour n € N , 1LS™M (resp. LS"E) est, d'aprés (4.2.9) (ou (I 4.2.2.5))

d'amplitude plate (resp, parfaite) finie, donc on peut définir (3.7.4)
Tr(p LS"f) € Hom(A,LS™M)
On pose

(5.2.1) L, (£

z Tr(p"Ls"6)t" € Hom(A,LS"(M))
n €W

On a donc

L () 1+ Tr(H)t + Trio?s’ e + ...

On pose d'autre part ;

(5.2.2) e () =L (O € Hom(a,18°(D)

La série Lt(f) (resp. ct(f)) s'appelle série L (resp. série caractéristique)
de f, Pour M=A et E un A-Module localement facteur direct d'un Module

1ibre de type fini, on retrouve la série L (resp, caractéristique) habituelle,
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qui est une série (resp. un polyndme) a coefficients dans HC(T,A).

Remarque 5.2.3. L'hypothése que M est d'amplitude plate finie est surtout
destinée & simplifier 1'exposition. On pourrait s'en débarrasser en remplagant,
dans les définitions (5.1.1) et (5,1.2), LT"(M) par le pro-objet des tronqués
"éigf t[i LT'M (1.1.2). Nous laissons au lecteur le soin de récrire le présent
nu;éro dans ce cadre plus général,

Le caractdre fonctoriel de la trace (3.7.4.1) implique que, 8i m : M =>M'

est une flache de D(A) avec M' d'amplitude plate finie, on a :
L
(5.2.4) Lt((IdE ®m)f) = mLt(f) 3

ol le second membre désigne 1'image de Lt(t) par 1'homomorphisme

Hom(A,LS"(M)) —> Hom(A,L8~(M')) défini par m . En particulier, si 1l'on a

M == L[1], od L est d'amplitude plate finie, on peut regarder Lt(f) et ct(f)
comme des &léments de Hom(A,L A~(L)[1]) wvia (5.2.4) et 1'isomorphisme (5.1.3).
Par ailleurs, de 1'invariance de la trace par isomorphisme (3.8.11), on déduit que,

si a: E—>F est un isomorphisme, on a :

L -
(5.2.5) L ((a ® 142" ) = 1 ()

5.3. B8oit
L
f:E~——>EQ®M

une flache de DF(A) (resp. DG(A)), od E est d'amplitude parfaite finie (3.1)
et M d'amplitude plate finie (3.1) et de filtration (resp. graduation) concentrée
en degré zéro. On note encore Lt(f) € Hom(A,L8~(M)) 1la série L de la flache de

D(A) déduite de f par oubli de la filtration (resp. graduation).

Théor2me 5.3.1, (i) Dans le cas filtré, on a

L (£) = L (gr(£)

(1i) Dans_le cas gradué, on a
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L (£) = T Lt(kif) ,
i

le produit au second membre &tant pris dans un ordre arbitraire.

Preuve, (i) Soit n € N . Par la formule d'additivité des traces (3.7.7), on a :
Tr(g’Ls"8) = I Tr(grl(g"L8£)) = Trigr(e'Ls™e)
1

D'autre part, si l'on identifie grLS(E) (resp. grLsdiag(E ®&M)) a LS(grE)

(resp. Lsdiag(grE ® grM) ) par 1'isomorphisme canonique, le carré (4,4.5) fournit

la relation

grip'Ls(£)) = @'LS(grf) ,
d'od 1'on tire

TrePLs"f) = Tr(p'Ls"gr)

ce qui prouve (i),

(ii) Soit n € N . Choisissant un ordre total sur IN, on a, d'aprés

(4,2,7) et (4,4.6), un diagramme commutatif

L nii — n
® (® LS "k'E) > LS E
Zn, =n i€WN
1
1 n
® (& 1§ k'p .
Z'.ni=n i€l LS f

L n L 1
@ (& 1sialeemn = Ls™(E & 1
= ni =n i€EN

L n
@ (8 oh o
Zni=n1611

L n L n 1
® (& 1s ‘(le) ®1s tw > 1S"E ® LS

n, =n ieN
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Utilisant la multiplicativité de la trace (3.7.8.5), sa fonctorialité (3.7.4.1)
et son invariance par isomorphisme (3.8.11.2), on déduit du diagramme précédent

un carré commutatif

13

L My M
(® Trip LS K'f) Tr (@ LS"£)
1EN Z'ni=n

l

L n,
T @.n( & 1§ M) ——————— 1™ s
1 ieW

od la fladche horizontale inférieure est donnée par le produit. En d'autres termes,
on a

n n
Tr(gLs"e) = D ¢ T e fus ley
€N

Zn1=n

ce qui prouve (ii).

Remarque 5.3.1.1. Le fait que le produit -H-Lt(kif) soit indépendant de 1'ordre
i
des facteurs n'était pas évident a priori (en 1'absence d'hypothese de degré

supplémentaire sur M, cf. (5.1)).

L
Corollaire 5.3.2. Soit, comme en (5.2), f : E—>E ®M une flache de D(A), od

M (resp. E) est d'amplitude plate (resp. parfaite) finie. On a :

L (1) = e ()
(d'od Lt(f[Zn]) = Lt(f), ct(f[Zn]) = ct(f) pour n € Z).

Preuve. D'apreés (5.2.5), on peut supposer que E est un complexe, borné supérieu-

rement, de Modules plats. Il existe un quasi-isomorphisme s : E' —> E et un

1

morphisme f' : E' —>E ® M tels que f = f's =, Par fonctorialité de la cons-

truction du cBne, f' et s définissent des morphismes de suites exactes de
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complexes
0 > E — C(E) E[1] 0

(*) 0 E' > C(E') > E'[1] > 0
0~—>E®M—>C(E)®M —>E[1R®M—>0 s

ol C(X) désigne le cdne du morphisme identique de X . En d'autres termes, si
1'on regarde C(E) (resp. C(E) ® M) comme objet de D F(A) via la filtration
(concentrée dans [0,1]) définie par E (resp. E ® M), (¥) définit une flache

L
f:CE) —>C(E)®M de DF(A) telle que gr(f) = £ @ f[1]. D'aprds (5.3) on a :

L.(£) = L (grf) = L (DL (£{1])

Mais C(E) = 0 dans D(A), donc (5.2.5) Lt(i) =1, d'ott le corollaire.

Corollaire 5.3.3. Sous les hypothases de (5.3.2), on a :

¢ (0 = L (DG A"

L
ot "t LA(E®M) —>L A S(E,M est la fliche canonique (4.5.2).

Preuve. Posons ct(f) =% c™(£)t" . D'apres (5.3.2), on a :
(e) = Tr(p"Ls™(£[1])) .

Or d'aprds (4.5.3), on a un diagramme commutatif :
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n X n
1sPeyp1]) LD ey ) — o 1sP(E[1]) & 18™
! l

11 - jul
oo AR L (e L
LA"ER] (LA D0 ] LAHE & M [n] — Bl 1A"E @ L8™M[n],

ot les fléches verticales sont les isomorphismes canoniques. Vu l'invariance de

la trace par isomorphisme (3.8.11.2), on a donc :

e = (L AT 0],
d'ot (par additivité des traces) :

(e = (D e ("L A B,

cqfd,

Remarque 5.3.3. Soit f : E—~>E une flache de D(A), ot E est parfait. Si
1'on disposait de la théorie du déterminant pour les complexes parfaits (1), on

pourrait démontrer que l'on a

&) ¢ () = det(-tf) € < allelD

ol ct(f) est défini par la condition de cofncider avec ct(fIU) sur tout objet
U du topos tel que E|U soit d'amplitude parfaite finie, En effet, (*) serait
une simple conséquence du caractere local des deux membres et de leur "multipli-
cativité par rapport aux suites exactes courtes" (compte tenu du fait que l'asser-
tion est triviale dans le cas o E est concentré en degré zéro et facteur direct

d'un Module libre de type fini).

5.4, Soit A —> B un morphisme d'Anneaux de T, et soit E € ob D (B). Pour
n € N assez grand, on a E[2n] € ob DDJ(B) (&£ b.(B)) et la classe d'Atiyah

(IV 2.3.6.2)

(1) Cette théorie est essentiellement bien connue ; elle devait faire 1l'objet d'un
exposé de D, Ferrand dans (SGA 6), mais cet exposé n'a malheureusement pu &tre rédigé.
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. L
atB/A(E[Zn]) : E[2n] —> E[2n] ® LB/A[1]
est définie. Il résulte aussitdt de (IV 2.3.7.3)que la fliche de D(B)

atB/A(E[Zn]) [-2n] : E ——> m% LB/A[I]

est indépendante de n . On la note atB/A(E) ; on dit que c'est la classe d'Atiyah
de E relative & B/A . Supposant E d'amplitude parfaite finie, et LB/A
dfamplitude plate finie (hypothése en réalité inessentielle, cf. (5.2.3)), on peut

poser :

(5.4.1) Lt(E,B/A) Lt(atB/A(E)) € Hom(B,L A‘(LB/A) iy

ct(E,B/A) = ct(atB/A(E)) € Hom(B,L A~(L_, ) [1]) ,

B/A

définition qui est licite d'aprés (5.1.3) et (5.3.1). On écrira parfois Lt(E)’
Ct(E) au lieu de Lt(E,B/A), ct(E,B/A) quand cela ne pourra pr&ter 2 confusion.

On dit que Lt(E) (resp. Ct(E)) est la série L (resp. la classe totale de Chern)

de E relative 3 B/A et & valeurs dans la cohomologie "cotangente"

Hom(B,L A*(L., )[1]). Le coefficient de t" dans Ct(E) est noté

B/A

¢™E,B/a) (ou c™E)) € H™(T,L /\n(LB/A)) ,

et appelé n-idme classe de Chern.

Théor2me 5.5. Soit E € ob DF(B) .

if (resp. DG(B) arf) (3.1). On_a :

Lt(E) = Lt(grE)
(resp. 1 .(B) = T] 1,G'm) ),
i

et une formule analogue avec Lt remplacé par e, -

Preuve, Compte tenu de (5,3), cela va résulter du lemme suivant :
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Lemme 5.5.1. Soit E € ob D F(B) (resp. D G(B)). Il existe une fldche canonique

fonctorielle de D F(B) (resp. D G(B))

L
at (E):E—-»E@LB/AU] s

B/A

telle que gr(atB/A(E)) = atB/A(grE) (resp. atB/A(E) =& atB/A(kiE))

°Je(8) (resp. D°Ja(B)). Alors, &'aprés (1.2.5.5),

Preuve. Supposons d'abord E € ob D
E correspond par Dold-Puppe 2 un B-Module simplicial filtré (resp. gradué) M .
Soit P = PA(B) —> B la résolution libre standard de B sur A . Regardant M

comme un P-Module filtré (resp. gradué) par restriction des scalaires, on a la

suite exacte des parties principales :
*) o—ﬁme;oll,/A——a»P;/A(M)ﬁMﬁo s

qui est de fagon naturelle une suite exacte de P-Modules filtrés (resp. gradués).
Dans le cas filtré, gr(¥*) s'identifie a la suite exacte des parties principales
relative 3 grM , tandis que dans le cas gradué ki(*) s'identifie 2 la suite
exacte des parties principales relative 2 kiM. Utilisant une variante filtrée
(resp. graduée) de 1'extension des scalaires (I 3.3.4.2) (1), on déduit de (¥)

une fléche de DF(B) (resp. DG(B))
L
atB/A(E) i E——> E®LB/A[1]

qui a les propriétés énoncées dans le lemme. On vérifie trivialement qu'on a
atB/A(E[n]) [=n] = atB/A(E), ce qui permet de prolonger la définition 2 E € ob DF(B)

(resp. DG(B)).

Corollaire 5.5.2. Soit

(1) Les détails de la construction sont laissés au lecteur.
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un triangle distingué de D(B) dont les sommets sont d'amplitude parfaite finie.

Alors on a
= 1 "
Lt(E) Lt(E )Lt(E )

Preuve. On sait que tout triangle distingué de D(B) est isomorphe au triangle
défini par une suite exacte courte de C(B). Il existe donc un objet L de

[0,1] 0.~ 1. 1 ~ 0. T Ve .
DF (B) arg tel que FL E, FL=grlL E', grlL E" . Vu 1'invariance

de la série L par isomorphisme, la formule 2 démontrer résulte donc de (5.5).

Remarque 5.5.3. Supposons l'Anneau B local. Soit K'(B) le groupe de Grothendieck

construit sur D(B)
parf

des séries formelles de Hom(B,L A*(L

(5GA 6 IV), et notons Hom(B,L /\"(LB/A)[I])+ le groupe
B/A)[l]) de terme constant 1 . Notons d'autre
part rg : K'(B) —> H°(T,Z) 1'homomorphisme rang (SGA 6 I 6.11). D'aprés (5.5.2),

on a un homomorphisme de groupes abéliens

(rg,c) 1 K'(B) ——= 1%(T,Z ) x Hom(B,L A*(L_, )[1D7T .

B/A

J'ignore malheureusement si c'est un homomorphisme de pré-)-anneaux (cf. (SGA 6 V)).

Lemme 5.6. Soient

B —— > B'

A—————>A'

un carré commutatif d'Annesux de T, E € ob D (B), E' € ob D"(B'),

L
u: E 853' ——> E' une fliche de D(B'). On a alors un carré commutatif de D(B') :
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L
]
L atB/A(E) @B L L
L} ]
E 8B EQ Ly, 8 B [13
L
u u Gh,ftl]
]
atB,/A.(E ) !
1] 1]
E > E ®B'LB1/A'[1] s
od f : B'g L —_ L est la fldche canonique (II 1.2,3.2')
- . B B/A B'/A' chemes

Preuve, C'est une conséquence immédiate de 1a fonctorialité de l'extension des

parties principales, Les détails sont laissés au lecteur,

Corollaire 5.6.1. Dans la situation de (5.6), on suppose que E est d'amplitude

1

3 ] )
parfaite finie, que LB/A t LB'/A' sont d'amplitude plate finie (M), et qu'enfin
u est un isomorphisme, Alors on a

Lt(E',B'/A')= th(E,B/A) s

ot f : Hom(B,L A“(LB/A)[I]) — Hom(B',L A‘(LB,/A,)[I]) désigne 1'homomorphisme

d'anneaux défini par extension des scalaires et composition avec les fldches déduites

L
'
de 1a fladche canonique LB/A®BB > LB'/A’

Preuve. Compte tenu de (5.6), c'est une conséquence de (3.9.3), de la fonctorialité

des séries L , et de leur invariance par isomorphisme (5.2.5).

Remarque 5.7. Les hypoth2ses &tant celles de la définition (5.4.1), supposons B

local et E concentré en degré O et localement libre de rang n . Alors on a :

cl(g,8/8) = 0 pour i>n .

Cela résulte en effet de (5.3,3), pulsque L AiE - AiE, et AiE =0 pour i >n,

ty pour stmplifier, cf, (5,4), (5.2.3).
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5.8. Soit f : X —> Y un morphisme de topos annelés tel que LX/Y soit d'ampli-

tude plate finie (pour simplifier ...). Pour E € ob D(X) are O définit

I.t(E,X/Y) (resp. ¢ (E,X/¥)) € Hom(0y,L A" (Ly o) iy

X/Y

comme la série L (resp. la classe totale de Chern) de E relative & gx/f_l(gY).

L'énoncé de fonctorialité (5.6.1) se traduit "géométriquement" ainsi : soit
xl___s__ﬁx

£' f
Y >y

un carré "commitatif" de topos annelés, avec L et L d'awplitude plate

X/Y X' /Y!

finie, alors on a

(5.8.1) g""Lt(E,X/Y) = Lc(Lg*‘E,X'/Y')

5.9. Les homomorphismes d'augmentation sur 1 :
n n
L A (Lyjy) >y o

étant compatibles aux produits, définissent un homomorphisme d'anneaux :

dfn
~ . . ~ = n n
(5.9.1 Hom(0g, IA" (Ly o) [11) ——> B (X,0y 1) nlelmH X,0p,)

ot le second membre est la "cohomologie de Hodge" ordinaire. Pour E € ob D(X) s
parf
notons cé(E,X/Y) (ou cé(E)) 1'image de ct(E) par (5.9.1). I1 découle de (5.5.2)

que 1l'on a
(5.9.2) cé(E) - cL(E') cé(E")

si

™

E! —————>E
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est un triangle distingué dont les sommets sont d'amplitude parfaite finie. D'autre

part, (5.8.1) fournit la formule de fonctorialité

(5.9.3) g*ct':(E,X/Y) = ct':(Lg*E,X'/Y')

Enfin, si E est concentré en degré O et inversible, on a, d'aprés (5.7),
(5.9.4) ctEx/Y = 1+cl@e

et, d'aprés (IV 2.3.7.5), c'l(E) est 1'image de la classe de E dans

Pic(X) = HI(X,OQ) par 1'homomorphisme dérivée logarithmique £ hF—> df/f .

Par spScialisation au cas des schémas, les c'"(E) fournissent donc une
théorie de classes de Chern qui remplit le programme exposé dans 1'introduction. On
obtiendrait, mutatis mutandis, une théorie analogue en Géométrie Analytique, en

partant de l'extension des parties principales "analytique"

1 1
0—2>EQ® Oy —> P, () —>E—>0 ,

pour X —> Y un morphisme d'espaces analytiques, E un complexe de Qx-Modules,

les parties principales étant prises au sens de[lé].

6. Construction de classes de cohomologie locale.

Le formalisme des classes de Chern pour les complexes parfaits développé
au n° précédent fournit, comme l'a remarqué Grothendieck, un outil remarquable dans

la théorie de Baum-Bott [29]. C'est ce que nous allons expliquer rapidement,

6.1. Soit X un espace topologique, et soit i : U~>X 1'inclusion d'un ouvert.

Notons Y le fermé complémentaire de U , Nous désignerons par

(6.1.1) Top® (1)

la catégorie suivante (comparer (III 4.1.1)) : les objets de Top (i) sont les
triplets (E,F,u), od E (resp. F) est un faisceau sur U (resp. X), et

u ! E—> i*F un morphisme ; une flache (E,F,u) —> (E',F',u') est un couple
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de flaches a : E—>E', b : F—>F' tel que le carré

E ———— 5 {#F
a it*b

E' ————JiL——*——i i*F!

soit commutatif, On notera souvent (E —==> F) (ou simplement (E —> F)) un

triplet (E,F,u). Il est immédiat que Topo(i) est un topos, Nous allons l'utiliser

pour donner de la cohomologie 3 support dans Y une interprétation mieux adaptée
que (III4.10.1) 3 la situation qui nous intéresse. Observons qu'on a, pour tout

faisceau F sur Y,
T(10p°(1), (1%F —14— 1)) = T(x,F) ,
et, pour tout faisceau E sur U,
D(Top®(1),(E —> e,)) = I(U,E) ,

ol e, désigne l'objet final de X ., D'autre part, il est immédiat que, si F

X
(resp, E) est un faisceau abélien injectif sur X (resp, U), alors (i¥*F —L F)

(resp. (E —> 0)) est injectif sur Topo(i). Il en résulte qu'on a, pour

F € ob DY(x,2),

(6.1.2) RI(Top®(1), (i%F —4— 1)) = RT(X,P) ,
et, pour E € ob D'(U,Z),

(6.1.3) RT(Top®(1),(E — 0)) = RI(U,E)

Maintenant, pour tout complexe F de faisceaux abéliens sur Y, on a une suite

exacte de complexes de faisceaux abéliens de Top (i) :
0—=>0—>F —>E SH —=>F—>0—0 ;

supposant F A cohomologie bornée inférieurement, on en déduit, par application
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de RI(Top’(i),-), et tenant compte de (6.1.2) et (6.1.3), un triangle distingué

RT(U,1%F)

7N\

RT(Top (1),(0 —> F)) —> RT(K,P)

olt 1a flache oblique de droite est la restriction. En d'autres termes on a, par

définition de Rl‘Y(x,-) (cf. (IIT 4.10.3, 4.10.5)) :

(6.1.4) RL,(X,F) = RT{Top® (1), (0 —> F))

6.2. Soit f : X —>7Y un morphisme de schémas (resp. d'espaces analytiques),
et soit i : U—> X 1'inclusion d'un ouvert de Zariski (resp. d'un ouvert de
1'espace topologique sous-jacent), Pour simplifier nous supposerons f lisse,
bien qu'il soit sans doute facile de s'affranchir de cette hypothdse. Soit E

un gx-Module d'amplitude parfaite finie. Donnons-nous sur U une suite exacte

u 1 v 1
0—=>1 Qv M o, (&

avec M localement libre, et une connexion partielle sur EIU relativement & M
au sens de ([29],3), i.e. un splittage de 1'image par v de 1'extension des
parties principales de ElU . Ce splittage détermine un diagramme commutatif ot

les lignes et les colonnes sont exactes

i | j
0—> (E|v) 8 L Ker (D) EjU 0

Id®ul/ l l 1d

0—%(ElU)®Q}I/Y—> PIIJ/Y(E|U) > El|u 0

e | Lo

0—=> (E|ln) @ M . Y (E|lv) &M 0 0
0 0 0

1
(°) dans le cas analytique, les différentielles sont prises au sens de [16].
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On peut interpréter la partie supérieure du diagramme comme définissant une extension

de Modules sur Top (i) anmelé par (QU —E&gx)

i¥E L ¥er(D) 14E
o — Td & U |— —_— 1d| —>o0
1 i
E Ly PX{Y(E) E

Celle-ci donne une flache de degré 1 de D(Top°(1)) :
(6.2.1) at(E,D) : E ——>E® (L —>— n}(/Y)U] ,

olt 1'on a écrit E au lieu de (i%E —l> E) pour abréger. Par restriction 3 X
(i.e. image inverse par le morphisme de topos évident X —> Top°(i)), at(E,D)
induit la classe d'Atiyah ordinaire at(E) : E——>E ® Q)I(/Y[I]. Comme

(i¥*E —% E) est d'amplitude parfaite finie (car image inverse de E par un
morphisme de topos &vident Top (i) —3 X), on dé&duit de (6.2.1), par la théorie

du n® 5, une classe totale de Chern :
(6.2.2) ¢ (D) = % gD,
n n [+] n Anu n
¢ (E,D) € H (Top (i), (A L——eom)) s

induisant, par restriction & X, la classe totale de Chern "ordinaire"
ct(E) = T EMD, M) € Hn(X,Q;:/Y), définie 2 1'aide de 1a classe d'Atiyah

at(E). Pour tout polyndme P € Z[Xl,...,}{n,...] , posons
(6.2.3) P(E,D) = p((cl(E,0)))

Notons d'autre part rg(L) le rang du Oy-Module localement libre L . Pour

n>rg(l), ona A'L =0, d'od, d'apres (6.1.4),
n O, n n - n n
H (Top (i),(A L —> nx/y)) HY(X,QX/Y) .
Donc, 81 P est isobare de poids n > rg(L), X, é&tant de poids i , on a

i

(6.2.4) P(E,D) € H‘;(x,n;”)
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Bien entendu, il résulte des remarques faites plus haut que P(E,D) a pour image

dfn
PE) = P((ci(E))) par 1'homomorphisme canonique H;(X,Q;/Y) e H“(x,n;/y).

Probleme 6.2.5. Il serait intéressant d'expliciter les classes (6.2.4) en termes
du comportement local de (E,D) au volsinage de Y, notamment dans la situation
concrate envisagée par Baum-Bott [29], od E = TX/Y/F , F un sous-faisceau

localement libre de T v = (ni/Y)V’ localement facteur direct et stable par

X/
crochet sur U, D é&tant la connexion partielle relativement 3 Y correspondante.
Il y aurait lieu également de transposer les constructions précédentes en cohomologie

de De Rham, mais la question paratt difficile.
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D¥F*(A), D*G*(A)  V 1.2.5, v 1.2.6, v 1.2.7, 273, 274
v 1.2.8 275, 276
DF(A), o » DO e V3.1 304
& u dh 114 1
d II 1.1.2.5 115

B/A
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DerA(B,M) I1 1.1.1.2

e(B) 111 2.1.4

e(j) III 2.1.7

ExalA(B,M) III 1.1.5.1

ExalA(B,M)gr IV 2.4.1

E:cti(E,F) (E, F des Modules sur un Anneau simplicial A) I3.2.1.12

(NB, si A est trivial, on écrit parfols Exti(E,F) ou

Exti(E,F) au lieu de nixti(E,F))

Exti(X,Y) (X, Y des complexes d'une catégorie abélienne A) :
HomD(A)(X,Y[i])

Bxey (LM IV 1.2.1

Exti(Y/X;M,F) III 4.10.1

Extiil R EXt;rad vVi1.2.3

FA(M) I1.5.5.2

gr viil.l , v1.2.1

Hom(-,LT*(M))  V 5.1.1

Hom(-, LT*(M) [1]) v 5.1.2

Homs(X,Y) I2.3.1.2, 13.1.1

Hot(A) (A une catégorie additive) : catégorie des complexes de 4 &

homotopie prés, notée aussi K(A)

Hot. (4) I1.3.4, I3.1.2

Hot , (E,F) I3.1.2.1

Hot(A-Alg), Hot(A-Alg/B) I 3.1.2

Hotfib(A-Alg/B) I 3,1.8

Hotsimpl(C), Hotcosimpl(C) I1.1.5

1 I2.3.2

K" v 1.1.3, v 1.1.1

KY (Y un complexe) I 1.3.1, I 1.3.5, I 4.,1.2.3
K(X,0) I1.1.2
K(A) (A une catégorie additive) : voir Hot(A)

K(A) (A un Anneau d'un topos) : K(A-Mod)

114
187
193
155
244

67

230
221
272
19
268, 270
326
326

39, 56

10, 57
58
58

62



K(X/¥/2)

K.(u), K.(4)

KF(4),

Kos, (u),

1im (L un systéme inductif local)
=

ieL

Lp/a

A
Ly/a

Ly/v

A
Le/B/a
Le/B/a

Ly/v/z

er
Lg/a

Agr
Lg/a

gr
Le//a

Agr
Lc/B/a

Lt(f)

KG(A)

II 2.1.5.7

Kos* (u)

II

II

II

II

II

II

Iv

v

Iv

IV

Lt(E,B/A)

Lt(E,X/Y)

A-Mod

A-Modgr

A-Modgr+

A-Mods

NX (X un objet (co)simplicial)

1.2.3.1

1.2.5.1

1.2.7.1

2.1.1.4
2.1.2.1

2.1.5.2

2.2.1

2.2.6

2.3.2

2.3.2"

v 5.2.1

V 5.4.1

V5.8

Iv 1.1.2

Iv 1.1.8

I3.3.1

I14.1.2.3
n
PB/A II 1.1.2.3
n
PX/Y II 1.1.4.1
PA(B) I1.5.5.6

A
PA(B) II 1.2.2.1

1

P/

(M)

IIT 1.2.6.2

III 3.2.1.1,

V1.2
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III 3.2.1.2

12.2.5.2, 1¢4.2.1

(A un Anneau d'un topos) : catégorie des A-Modules

I1.3.1, I1.3.5,

138
205, 206
271
108

27, 99

123

126

132

133
135

137

236

238

238

239

327

333

227
229

82

115
119

20

122
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1=A(13)gr v 1.3.1 233
PA(B)gr+ IV 1.3.2 234
Pﬁ(B)gr , Pﬁ(n)3r+ v 1.3.3 234
RHom(Y/X;M,F) III 4.10.1 221
RHomA(E,F)gr IV 1.2.1 230
SA(M) I1.5.5.3 19
s (ou si) I1.1 1
n
Simp1(C), p-Simpl(C) I 1.1 1
844 (L &M V 4.4 323
iag
tn * ty) I 1.4.7, V1.1.2 16, 269
Top(f) III 4.1.1 214
u(M) IV 3.1 246
VI.(4) I 3.2.4 82
‘[' 11.2.1 6
(T,U). , (U,T)° I 1.5.2 17

[n] : ensemble des entiers 0,...,n

X 11.2.2 7
A% ou A, AP T 1551 19
AlX] I1.5.5.4 19
g I 3.3.2.5, I 3.3.4.2, 1 3.3.5.2 86, 90, 93
B &M (Algdbre des nombres duaux) II 1.1.1.3 114
X#u, vsX (X une extension d'Algdbres) III 1.1.3.1, 153

III 1.1.3.5 (NB. memes notations pour désigner 154

les images par u, v d'une extension X dans une catégorie
abélienne)

XY & -£—> Y un morphisme de topos annelés) : Top(f)

y I13.2.1.1, I3.2.1.4 63, 64
T,  14.2.2.6 105
A 11.1 1

I1.5.1 17

I
X I1.1 2
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A(n) : ensemble simplicial représenté par [nr] € ob A

/\A(M) I4.2.2.6

AS(L,M) V 4.5

n (X) I1.1.4

o]

m (X,x) I 2,1,2

n

¢ 1I3.2.1.1, I3.2,1.4

o 1I3.2.1.6

@ Vb, VLLG

X X I3.2.3.2, 13.2.3.4

¥ V4,51, V45,2

w I3.2.1.6

w(B,f ,u), w(B,£) III 2.1.2.3, III 2.1.3.1
w(fo,j,v) , w(fo,j) 111 2.1.7
w(B,uo), w(B,Mo) IV 3.1.6

1

Qg 11 1.1.2.4, IV 2.1

1
QXIY II 1.1.4.1

105

324
3

23
63,64
64

323, 325
77

325
64

186

192

248, 249

115, 235

119



INDEX TERMINOLOGIQUE

Alexander-Whitney (flache d') I 1,2.2.2 7
Algbre extérieure (complexe de 1') III 3.2.1 205
Algebre des nombres duaux I1 1.1.1.3 114

amplitude plate finie, parfaite finie (complexe filtré

(resp. gradué) d') vV 3.1 304
Atiyah (classe d') IV 2.3.6.2, IV 2.3.7.2, IV 2.3.7.5, 240, 241
V 5.4 243, 333
augmentation d'un objet simplicial (resp. cosimplicial) I1.1 2
bidualité (flache de) vV 3.5.3 306
calcul de fractions 2 droite I 1.4.2 11
a2 gauche I 1.4.2 12
bilatere I 1.4.2 13
caractéristique (série -) V 5.2.2 327
Cartan (isomorphisme cher 2 -) v 2.3.1.3, v 2.3.1.6, V 2.3.1.8 296
catégorie dérivée simpliciale I 2.3.5 44
chatnes (complexe de -) I11.2.1, I1.2.2 6, 7
chemins (objet des -) I2.3.2 42
Chern (classe totale de -) V 5.4.1 333
(n-i2me classe de -) V 5.4 333
cochaines (complexe de -) I1,2.1 6
cohomologie relative III 4.10.5 222
"commutatif" (carré - de topos annelés) II 1.1.4.2 119
complexe cotangent II 1.2,3, 1II 1.2.7 123, 132
complexe cotangent gradué IV 2,2 236
complexe normal (ou nmormalisé) I1.3.1 8

complexe simple associé I 1.2.1 6
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composition (fldche de -) V 2.3.3, V 2.3.6.5
cBne I3.2.1.4, 1 3.2.2
contraction (fldche de -) V 2.3.2.3
cosimplicial, p-cosimplicial (objet -) I1.1
cup-produit (homomorphisme de -) V 3.8.1, V 3.8.2, V 3.8.3
cylindre I 2.3.2
décalage (isomorphismes de -) I 4.3.2.1, V 4.3.4,
V 4.3.5
déformation plate III 2.1.3.3, III 2,1.7
dégénéré (sous-complexe -) I 1.3.3
dégénérescence (flache (ou opérateur) de -) I 1.1
Deligne-Lazard (théordme de -) I 4.2.1.1
dérivable & droite, & gauche (foncteur -) I 1.4.4
A-dérivation I 4.3.1.1, II 1.1.1
A-dérivation graduée IV 2.1
dérivé droit, gauche (d'un foncteur) I1.4.4
diagonal (sous-objet -) I 1.1
différentielles (Module des - d'ume Algdbre) II 1.1.2.4
Dold-Puppe (théor2me de -) I1.3.2
(transformé de -) I 1.3.1

droite (structure - sur P., ) II 1.1.2.3

B/A

dualité triviale (théor2me de -) III 4.6

Eilenberg-Zilber-Cartier (théor2me d') 11.2.2

équivalence d'homotopie I1.1.5

extension d'Alg¢bres, A-extension d'une A-Algdbre B par un
B-Module III 1.1.1

Y-extension d'un Y-topos annelé III 1,1.10

face (flache (ou opérateur) de -) I1.1

faiblement d'intersection compldte III 3.3.4

faiblement régulier III 3.3.1

298, 304
64, 70
297
1
313
42
111
322
187, 192
9
1
99
14
107, 114
235
14
2

115

8, 10
115

218

151

161

212

210
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faisceaux d'homotopie (d'un faisceau simplicial pointé) I 2.1.2

faisceau simplicial, - pointé I 2,1.2
fibrant (morphisme - de faisceaux simpliciaux) I 2.3.8

fibration = morphisme fibrant

fibre (d'un morphisme de Modules sur un Anneau simplicial) I 3.2.2

gauche (structure - sur P.,) II 1.1.2.3

B/A

gradué(e) (faisceau - , Module - , Algdbre -) Iv1.1.1, IV 1.1.2

(faisceau simplicial - , Anneau simplicial - ) IV 1.2.4

(A-extension - ) IV 2.4
(triangle de transitivité - ) IV 2.3
homomorphisme canonique associé III 2.1.1, III 2,1.6.3,
IV 3.1
homotopes (flaches -) I 1.1.5
homotopie (entre morphismes d'objets simpliciaux) I 1.1.5
homotopie rel, a f, f-homotopie I 1.1.6
homotopiquement trivial (objet simplicial (resp. cosimplicial)
augmenté - )
homotopisme I1.1.5
inductif local (systeme -) I2.2.5
(T-systéme ~) I 4.2.1

injectif (complexe filtré (resp. gradué) de type -) vV 1.4.1
Kan (faisceau simplicial de -) I 2.3.8
Kodaira-Spencer (classe de -) IT 2.1.5.7
Koszul (complexe de -) I 4.3.1.3, III 3.2.1

(épimorphisme de -) III 3.2.2

(filtration de -) vV 4,1.7

(Idéal de -) III 3.2.2

(morphisme de -) III 3.2.2

(suite exacte de -) I 4.3.1.7

libre (A-Module -) I1.5.5 a)

23
23
48

70
115
226
232
244
238
184, 191
246

4

17

4
27
99
279
48
138
108, 205
206
319
206
206
110

19



- 354 -

(A-Algebre -) I11.5.5.4

limite inductive locale I 2.2.5.2, 1I 4.2.1
localement filtrante (catégorie -) 1 2.2.5
localisation (morphisme de -) 1II 2.3.2
localisée (d'une catégorie) I1.4.1
obstruction canonique 111 2.1.3.1, 1I1I 2.1.7

IV 3.1.6, IV 3.2.14.1
parfait (complexe filtré (resp. gradué) -) V3.1

parties principales d'ordre n II 1,1.2.3

parties principales (Module des ~ d'ordre un d'un Module) III 1.2.6

(suite exacte des -) III 1.2.6.3
plat (complexe filtré (resp. gradué) ~) V 2.1.3
presque libre (A-Algdbre -) III 1.3.1
produit (flache de =) V 2.3.4.1, V 2.3.6.3
quasi~isomorphisme I 1.4.5, I 2.2.1,
I2.3.13.1, 1 3.1.7,
I3.2.4, IV 1.2.4, V 1.2
régulier (épimorphisme -) III 3.2.2
(1déal -) 1II 3.2.2
(morphisme -) III 3.2.2
résolution libre standard I 1.5.5, I 1.5.5.6
résolution simpliciale (resp. cosimpliciale) standard I 1.5.2
série L (d'un morphisme) V 5.2.1
(d'un complexe parfait) V 5.4.1
shuffle~map I1.2.2.1
simplicial, p-simplicial (objet -) I 1.1
simplicial (Anneau -) I 3.1.1
(Module -) I 3.1.1

simplicial mixte (objet -) I 1.1

19
27,
26
143
11

186,

99

192

249, 260

304
115
171
171
286
178
299,
14,
53,
81,
206
206
206
19,
17
327

333

56

56

303
25
62

232, 270

20
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simplicial trivial (objet -) I1.1.2
suspension I 3.2.1.4
topos d'une fldche de topos III 4.1
trace (homomorphisme -} V 3.,7,1, V 3.7.3, V 3.7.4
transitivité (suite exacte de -, ou triangle de -)
II 2,1.1.4, II 2,1.5.2
triangle, - distingué I 3.2.2.4
Y-voisinage infinitésimal d'ordre un (d'un Y-topos annelé) III 1.1.10
vrais triangles (catégorie des -) I 3.2.4

Whitehead (théordme de ~) I 2.2.2

2
64
214

308, 309

133, 137
71
161
81

25
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Complexe Cotangent et Déformations I

Errata

p- 11,1 5: la fleche (1.2.2.2) ne respecte pas les sous-complexes
normaux; remplacer le carré supérieur de droite par celui
défini par les projections sur les quotients par les
sous-complexes dégénérés; ceci fait apparaitre un triangle
commutatif entre les deux carrés supérieurs, dont le coté
horizontal est une équivalence d’homotopie

p- 60, 1. —7: dans le membre de gauche de la formule (xx), remplacer
((L® E) par (L® E), F7)

p. 87, L 9: remplacer Hy(A) par H.(A)

p- 219, 1. -8 remplacer 0 — M par 0 «— M

p- 225,1. =2 End(My) au lieu de My

p- 227,1. =10 : remplacer “Le foncteur k" ... formules” par “On a :”

p- 227, 1. =8 : dans le membre de gauche, remplacer k™ (E) par
k"(E @4 A°)

p- 231,1. 3 et 5: dans le membre de gauche, remplacer k" (E) par

k" (E ®% A%); ajouter “Pour E de graduation concentrée
en degrés > n, k"(E @4 A%) = k"(E).”

p. 231,15 dans le membre de droite, F'(—n) au lieu de F')(—n)
p- 246,1. 9 : ajouter 7 au dessus de la fleche B — By

p-247,1. 11 : remplacer la ligne par la suivante :

(*) 0 I®J Ba M2 By® My —>0

247,1. 12 : remplacer “est” par “est I'extension (3.1.1)”

247, 1. 13 : supprimer cette ligne

. dans le membre de droite, remplacer J par I & J
247, 1. —6 : remplacer J par I & J

TTYTT
[N}
>
~
[t
D

247, 1. =5 remplacer “s’identifie 7 par “a pour composante de degré
17, “identifie” par “envoie”, et J par I & J
p- 247, 1. —4 : remplacer “a” par “dans”, et “l’isomorphisme canonique

(1.1.3.1)” par “k'”



e-2 Errata

p- 247 :  dans le diagramme du bas, supprimer le signe
d’isomorphisme et la référence (1.1.3.1); dans la ligne du
bas, remplacer J par I & J
p. 248,1. 1 : ajouter a la fin de la ligne : “(et ou la fleche verticale de
droite envoie f sur Id @ f)”
p- 248, 1. 4 : remplacer J par I & J

p. 248,1. 9 : apres “concentrée en degré un”, ajouter “et L%,

Co/Bo 9€

graduation concentrée en degrés > 1”7
p. 259,1. 5: supprimer “ d’aprés (1.1.3.1),”
p- 332, 1. 9: ajouter apres 5.3.3 : “Supposons A local.”
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