Lecture Notes in
Mathematics

A collection of informal reports and seminars
Edited by A. Dold, Heidelberg and B. Eckmann, Ziirich

283

Luc lllusie

Centre National de la Recherche Scientifique
Paris/France

Complexe Cotangent
et Déformations Il

Springer-Verlag
Berlin - Heidelberg - New York 1972



AMS Subject Classifications (1970): 13D 10, 14F 10, 14F 20, 14F 30, 14L 15, 18 G 10, 18 G 30

ISBN 3-540-05976-8 Springer-Verlag Berlin - Heidelberg - New York
ISBN 0-387-05976-8 Springer-Verlag New York - Heidelberg - Berlin

This work is subject to copyright. All rights are reserved, whether the whole or part of the material is concerned,
specifically those of translation, reprinting, re-use of illustrations, broadcasting, reproduction by photocopying machine
or similar means, and storage in data banks.

Under § 54 of the German Copyright Law where copies are made for other than private use, a fee is payable to the publisher,
the amount of the fee to be determined by agreement with the publisher.

© by Springer-Verlag Berlin - Heidelberg 1972. Library of Congress Catalog Card Number 79-182233. Printed in Germany.
Oftsetdruck: Julius Beltz, Hemsbach/Bergstr.



AVERTISSEMENT

Ce volume contient les chapitres VI & VIII du travail présenté dans

l'introduction de [10].

IS

Les références & [10] étant considérées comme des références internes,
[10] n'y figure pas : par exemple, (III 3.3.6) renvoie & 1'énoncé (3.3.6) du

chapitre III de [10].
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CHAPITRE VI

COHOMOLOGIE DE DIAGRAMMES

Introduction.

Ce chapitre est consacré au calcul de la cohomologie de certains
diagrammes qui interviennent naturellement dans les problémes d'obstruction
envisagés au chapitre VII . Le lecteur qui voudrait se faire une idée générale
de 1la méthode que nous employons pour traiter ces problémes pourra consulter [111.
La théorie cohomologique des diagrammes d'espaces (plus généralement, des
"topos associés'" aux topos fibrés"), due a P. Deligne, est exposée par
B. Saint-Donat dans (S8GA 4 VI). La nécessité de l'adapter aux situations que
nous avions en vue nous a contraint de la reprendre depuis ses fondements. Cela
explique en partie la longueur du présent chapitre, dont nous nous excusons

auprés du lecteur.

Apr2s un bref rappel (n® 1), utile 2 divers endroits des n®s 2, 6, 8
et du chapitre VIII, nous exposons, au n° 2, la construction (bien connue} de
1'objet simplicial associé Z une catégorie, qui forme la base de notre "méthode
des diagrammes” en théorie des déformations. Le n® 3 est une parenthése sur le
fait, df & Quillen, qu'on peut réaliser n'importe quel type d'homotopie par le
nerf d'une catégorie. Le n° 4 contient certains calculs de limites inductives
utiles aux n°s 9 et 11. Nous définissons au n° 5 , les topos Top(X)
et TopO(X) associés a un topos fibré X , et étudions diverses
questions de variance. Le topos Top(X) est le "topos total" considéré dans
(SGA 4 VI) ; nous l'avons déja rencontré, dans un cas particulier, & propos de
certains problémes de déformations de morphismes de topos annelés (III 2.3, 4).
C'est lui qui intervient, plus généralement, dans l'écriture des obstructicns
aux déformations de diagrammes de topos annelés. Quant au topos Topo(X), déja

apparu discrétement dans (V 6), son introductiom, bien qu'un peu moins naturelle



que celle de Top(X) (1), est motivée par les résultats des n°s 7 et 10, qui
conduisent au calcul des obstructions aux déformations de schémas en modules.

Par des résolutions "

a4 la Godement", nous relions, au n® 6, la cohomologie du
topos Top(X) (resp. TopO(X)) a2 celle des "étages" X, (5.1) du topos

fibré X , et montrons notamment qu'on peut toujours se ramener au cas oli X est
un topos fibré "simplicial'™ ((6.2.4.2), (6.4.2)). Nous montrons aussi (6.5.3)

que Top(X) et Top (X) ont "meme" cohomologie A valeurs dans les faisceaux
"cartésiens" (5.2.4), ce qui généralise un résultat, df indépendamment & Quillen
et Verdier (2), sur l'interprétation "topologique" des groupes de cohomologie

d'un ensemble simplicial & valeurs dans un systéme local comme groupes de
cohomologie d'un topos simplicial induit., Signalons également que le formalisme

de (6.6) fournit incidemment un candidat assez naturel pour le complexe cotangent
en Géométrie Analytique (6.6.2.3), Apr2s un interlude technique (n® 7), qui

sera utilisé seulement au chapitre VII, nous développons, au n° 8, la théorie
cohomologique des "topos classifiants de Grothendieck" (SGA 4 IV), dans un

cadre assez général pour que les résultats puissent s'appliquer & la situation
envisagée en (11.5). Le n° 9 est consacré a 1'étude de certains diagrammes

en rapport avec la stabilisation des foncteurs non additifs, Aprés des généralités,
au n® 10, sur la catégorie dérivée des Modules différentiels gradués sur un Anneau
différentiel gradué, nous définissons, en (11.2), les diagrammes gqui nous serviront,
au chapitre VII, a traiter les problémes de déformations de schémas en modules.

A l'aide de la formule (11.4.3), due essentiellement & MacLane [12], nous é&tablis-

sons 1'isomorphisme clef (11.5.3.9), qui exprime les Ext  de Modules sur un Anneau

(1) elle ne semble raisonnable que lorsque X est "bon" (5.4).

(2) non publié,



comme groupes de cohomologie "spatiaux", et sera 1'ingrédient essentiel des

calculs de (VII 5).

Je ne voudrais pas terminer cette introduction sans remercier ceux
qui m'ont aidé dans la rédaction de ce chapitre : D. Quillen , qui m'a commu-~
niqué les résultats du n° 3 ; J.L. Verdier, qui, au cours de longues discussions,
m’a aidé & mettre sur pied le formalisme des n®s 5 et 6 ; L. Breen, qui, en
me parlant de ses travaux sur les Exti(Ga,Ga) {2], m'a appris la formule (11.4.3 )
et suggéré les constructions du n°1l ; enfin, P. Deligne, dont la théorie de
descente cohomologique forme le support de ce chapitre, et qui, durant sa mise
au point, a su plus d'une fois me tirer d'embarras : je lui dois notamment la

démonstration du théordme d'acyclicité (4.4),



1. Décalés d'un objet simplicial,

1.1. Dans toute la suite, on utilisera les notations et la terminologie de (I 1).
En particulier, Iy (resp. A) désigne la catégorie des ensembles finis (resp. finis
non vides) totalement ordonnés, et [0,n], ou [n] 1'ensemble des entiers {0,...,n}

muni de l'ordre naturel,

1.2. 8i E, F sont des ensembles totalement ordonnés, on note E LF l'ensemble
somme disjointe de E et F muni de l'ordre total compatible avec les inclusions
de E et F et tel que x<y pour x €E, y € F . Ainsi EUP = QUE =E ,

et EB{0) (resp. [OJLE) est l'ensemble ordonné déduit de E par adjonction

d'un plus grand (resp. plus petit) élément. Pour p, q € W, on note
(1.2.1) Decg :h —=>1

le foncteur défini par Decz(E) = [q-1JLEWL[p-1], avec la convention [-1] =0 .

On a

(1.2.2) Decg = 14 ,

t p+p!
1 q+qi

P

= Dec P
q

¥
Dec’ = Dec s
q

Dechecp
q q

pour tous p, p', 4, ¢' € W, Pour n > 0, on écrira Dec” (resp. Decn) au lieu

de Decg (resp. Decz). Grace a (1.2.2), on reconstitue les foncteurs Decg a

partir des foncteurs Dec1 et Decl par la formule

(1.2.3) Deci = (Decl)p(Decl)q = (Decl)q(Decl)p
Notons

(1.2.4) op: A —>14&

1'involution "passage & 1l'ordre opposé". Pour p, ¢ € N , on a un carré commutatif



Decp

(1.2.5)

op op

S

Dec

e
ol «———

>l
ro

En particulier, 1'involution op échange les foncteurs Dec1 et Dec1
1.3. Soit C wune catégorie, et soit X un objet simplicial (resp. cosimplicial)
de C, i.e. (I 1) un foncteur contravariant (resp. covariant) de A dans C

Pour tout couple d'entiers p, ¢ 2 0 non tous deux nuls, on note
(1.3.1) Decg(X)

le foncteur composé X.Decg (définition légitime car, p et gq n'étant pas
tous deux nuls, Decz est & valeurs dans A) ; Decg(X) est un objet simplicial

(resp. cosimplicial) augmenté (I 1.1). On a

1 _ _ 1 n _ n _ ,n+l
Dec (X)n = Decl(X)n = Xn+1 (resp. Dec (X) = Decl(X) X))

3

avec ces identifications, pour O < i < n, l'opérateur de face

di : Decl(X)n —_—> Decl(X)n_ cofncide avec d

1 i : Xn+1 —> Xn ,tandis que

. -3 > . . 1
di : Decl(X)n — Decl(X)n_1 coincide avec di+1 2R X s 1'opérateur
de dégénérescence s, : Decl(X) — Decl(X) cofncide avec s, : X —> X s
i n-1 n i n n+l
tandis que s; ¢ Decl(X)n_1 e Decl(X)n cotncide avec Siip Xn —— Xn+1 ;

1
on a des énoncés analogues dans le cas cosimplicial. On dit parfois que Dec (X)

(resp. Decl(X)) se déduit de X par oubli du dernier (resp. premier) opérateur

1 <
de face. Dans le cas simplicial, 1'augmentation de Dec (X) est donnée par

do : Decl(X)o =X, —> Decl(X)_1 = X, tandis que celle de Decl(X) est donnée

1

par d, ; énoncés analogues dans le cas cosimplicial,



Proposition 1.4, Soit X un objet simplicial (resp. cosimplicial) de C . Les

objets simpliciaux (resp. cosimpliciaux) augmentés Decl(X) et Decl(X) sont

homotopiquement triviaux (donc aussi, plus généralement, les objets Decz(X),

compte tenu de (1.2.3)).

Ce fait est bien connu, nous en donnerons une démonstration pour &tre
complet ., Tout d'abord, quitte & remplacer C par la catégorie duale, on peut se
borner au cas cosimplicial. Il suffit alors de faire la démonstration dans la

situation universelle, i.e. pour C = A, et X le foncteur identique. Compte

tenu de (1.2.5), on peut se borner 2 montrer que l'objet cosimplicial augmenté

Dec1 : K ~—> A est homotopiquement trivial. Notons Dec; l'objet cosimplicial
sous-jacent, i.e. la restriction de Dec1 & A . Notons e : [0] —> Dec;
1'augmentation (application 'plus petit &lément") et p : Dec{ —z [0] 1la

projection, [0] étant vu comme objet cosimplicial trivial. On a pe = Id, et

l1'on va définir une homotopie entre les fléches ep, Id : Dec? 2 Dec; . Pour

E€ob A et f: HomA(E,[lj), notons ug : [0JUuE ——= [0]JUE 1'application
croissante qui envoie [O]l&f_l(O) sur le plus petit &élément de [O0JWE et

induit 1'identité sur f_l(l). On a u =ep, u = 1d (0 (resp. 1) désignant

1'application constante E —> [1] de valeur 0 {(resp. 1)), et il est immédiat

que les u réalisent une homotopie entre ug et u (£ 1.1.5) ; la proposition

£ 1

est démontrée.

Remarques 1.4.1. a) La démonstration précédente montre que les augmentations
1 + o 1 o +
Dec+(X) —> X Decl(X) —> X (resp., X = Dec+(X), X —> Decl(X) )
sont en fait des Xo—homctopismes (I 1.1.6). En effet, avec les notations ci-dessus,

ona eu_ = e
£

b) Supposons que C soit une catégorie additive. Alors

8, ¢ Xn ——— Xn+1 (resp. 2 Xn+1 —_— Xn) est un opérateur d'homotopie pour

le complexe de chatnes (resp. cochatnes) augmenté défini par Decl(X). De méme

(-D%_ X —>x (resp. (-1)7s™ : T — 5 %™ est un opérateur
n n n+l

d'homotopie pour le complexe défini par Dec, (X).



1.5. X désignant toujours un objet simplicial (resp. cosimplicial de C , notons

(1.5.1) Dec(X)

le foncteur (E,F) > X(ELF) sur la sous-catégorie pleine de A x A formée

des couples (E,F) tels que E et F ne soient pas tous deux vides. La restric-
tion Dec (X) de Dec(X) & A X A est un objet bisimplicial (resp. ti-cosimpli=-
cial) de C , muni de deux augmentations vers X , l'une, "horizontale", donnée
par les applications Eu'vide"” : E > ELF , 1'autre, "verticale”, donnée par
les applications "vide" uF : F —> ELTF . On appelle Dec(X) le décalé total de X .
Sa p-iéme colonne, F = X([plu F), est Decp+1(X) (1.3.1) ; sa q-iéme ligne,
E b= X(EL [q]), est Decq+1(X). On peut wvoir Dec+(X) au choix comme 1'objet
simplicial (resp. cosimplicial) ([p]b+—> Dec;+1(X) ou comme l'objet simplicial
(resp. cosimplicial) [q}t—> DecT-l(X) (le + désignant un objet simplicial
(resp. cosimplicial) sous~jacent., L'augmentation horizontale de Dect(X) est
donnée par les opérateurs de face de plus bas degré, 1'augmentation verticale
par les opérateurs de face de plus haut degré. Voici un dessin de Dec(X) dans

le cas simplicial

l a H g \U
—_— x> ' Q.. Decz(X)
—_— 3> "2 . 1
d .
[o] .
d3 J ‘ dz d2 \‘dl dl dO
a \ -+ d
-2 x 1 —> X % X pecl (x)
—_ 2—-(;—-—-——) 1 . o
R .
d2 [ j/ dl
d
—_— 1
. — X, ——m——— X
> l] ———— 5 %0
d
Q
— [E—
.. —= Decz(X} 2 Decl(X)



(Dec+(X) est a4 1'intérieur du domaine délimité par le pointillé).

1.6. Notons dec (X) 1'objet simplicial (resp. cosimplicial) diagonal défini
par Dec+(X), i.e. E +—2> X(E,E). Les augmentations horizontaleset verticalesde

Dec(X) définissent des morphismes
(1.6.1) h, v i dec (X) ==X (resp. X =% dec'(X))

(en d'autres termes, h est défini par les applications EU "vide" : E —>EULE ,

v par les applications '"vide"WE : E—» ELE).

Proposition 1.6.2. Les fléches h et v ont des images égales et inversibles

dans la catégorie des objets simpliciaux {resp. cosimpliciaux) de C 2 homotopie

prés (I (1.1.5.1)) (1).

Preuve. Le fait que h et v soient des homotopismes se prouve essentiellement

comme (1.4), nous laisserons les détails au lecteur. Prouvons 1'autre assertion.

Comme dans la démonstration de (1.4), on peut se borner au cas cosimplicial et

a4 la situation universelle : € = A, X le foncteur identique. Pour £ € HomA(E,[lj),

notons U : E —>EULE 1'application croissante qui envoie bijectivement E sur

1

f_l(l)LLf— (0). On a donc u =v = "vide"WE , u, = h = EUd"vide". Il est

1

immédiat que les ug définissent une homotopie entre v et h (I 1.1.5), d'ob

la proposition. (De mani&re imagée, on peut dire qu'on fait glisser la colonne de

mercure de la moitié droite & la moitié gauche du tube, comme sur le dessin :

r
§
\

= ]

(1) Cet énoncé ne servira qu'en (VIII 1.4.6).



2, Nerfs.

Ce numéro est consacré a une revue de quelques constructions classiques,
voir Grothendieck ([7] n° 212, 4.1), Gabriel-Zisman ([4] II 4), Giraud ([5] §2),

Segal [20].
2,1, 8oit X wune catégorie. On appelle nerf de X , et 1'on note

(2.1.1) Ner(X) ,

l'ensemble simplicial (i.e. le préfaisceau sur A) E = Hom(E,X) = ensemble des
foncteurs de E dans X , un ensemble ordonné étant vu comme une catégorie de la

maniére habituelle, (une fldche de x a y pour x < vy). On a donc :

(2.1.2) (i) Nero(X) = ob(X) s Nerl(X) = f1(X) ,

do(x) = but(x) , dl(X) = source(x) pour x € f1(X) ,

Nern(X) ensemble des suites (Xl,...,xn) de fleches de X

= < i< n-
telles que but(xi) source(xi+1) pour 1 < i < n-1,

(ii) pour x = (Xl,...,xn) € Nern(X), nz2,

dO(X) = (Xza- 3Xn) s
di(x) = (Xl’""Xi-l’xi+lxi’xi+2”"’Xn) (0<i<n)
dn(x) = (Xl" ’Xn-l) s

(iii) pour x € ob X, so(x) = IdX, et, pour
X = (Xl,...,xn) € Nern(x), nzl,
so(x) = (Idsource(xl)’xl"“’xn) ’
si(x) = (Xl""’Xi’Idbut(xi)’Xi+1"’"Xn) (0<i<n) ,

sn(x) = (Xl""’xn’Idbut(xn))



- 10 -

2.1.3. Exemples. a) 8i X est une catégorie discrzte, Ner(X) n'est autre
que l'ensemble simplicial trivial défini par X (I 1.1.2).
b) Pour [n] € ob A, Ner([n]) est 1l'ensemble simplicial standard

A(n)  (préfaisceau sur A représenté par [n]).

2.2. Un univers U étant fixé, X+ Ner(X) est un foncteur

(2.2.1) Ner : (Cat) —— Simpl(Ens)

de la catégorie des U-petites catégories dans celle des U-ensembles simpliciaux.
I1 est pleinement fidéle et commute aux limites projectives. Comme le fait remarquer

Segal ({20] 2.1), ceci implique

Proposition 2.2.2. Soient F , G : X T3 Y des foncteurs. Le foncteur Ner

définit un isomorphisme

Hom(F,G) ~=—> Homot(Ner(F), Ner(G)) s

ol le second membre désigne 1l'ensemble des homotopies entre Ner(F) et Ner (G).

En effet, un morphisme de foncteurs u : F—> G s'interpréte comme

un foncteur u : [1] X X —> 7Y tel que u =F,u =G.

Définition 2.2.3.0. Soient I une catégorie, u : A—3> B un morphisme de

foncteurs de 1 dans une catégorie possédant des produits fibrés. On dit que u

est cartésien si, pour toute fléche f : i —>j de I , le carré

A
A, £ A,
1 J
u J u,
1 J
B
B ————-—i——————ﬁ> B,
1 J

est cartésien.
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Proposition 2,2,3, Soit Y un ensemble simplicial, Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) Y est dans l'image essentielle de (2,2,1) ;

(ii) Y transforme sommes amalgamées en produits fibrés ;

(iii) pour n =2 , la fl2che canonique

v —>Y, X(q a)* % .4 )Yl (n facteurs) s
o’1 o’1
provenant de l'identification
1 1
@,dH  (a°%a")
()1 ... 11Nl)l—=—=mMmh} ,
fo] fo]

est un isomorphisme ;

(1ii') pour n = 2, la fléche canonique

Yn Yn—l XYo Y1 ’

provenant de l'identification

o o ,l

(a”,..d4,d")
[n-l] | [1] ‘~_> [n] 3
fo]

est un isomorphisme ;

(iv) 1la flache canonique de (iii),

LY *4g ,a) 1 o
0’1

est un isomorphisme (en d'autres termes, le carré

est cartésien) et la fléche canonique (SGA 4 V App,)

Y — cosqz(Y)

est un isomorphisme ;
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(v) 1la fléche canonique d0 : Decz(X) —~>~Dec1(X) (1.5) est cartésienne (2.2.3.0) ;

(v') pour n =21, 0 <i <n, la fléche canonique di : Decn+1(X) — Decn(X)

(1,5) est cartésienne ;

(vi) la fléche canonique d, : Decz(X) —> Decl(X) (1.5) est cartésienne ;

(vi') pour n 21, 0 <i <n, la fléche canonique di : Decn+1(X) —2 Dec (X)

(1,5) est cartésienne,

La démonstration ne présente aucune difficulté, nous 1'omettrons.
(Pour 1'équivalence des conditions (i) 2 (iii'), le lecteur pourra se reporter

par exemple & Giraud ([5] §2)).

Les conditions équivalentes de (2.2.3) n'imposent aucune restriction
sur les invariants d'homotopie de Y . En fait, comme Quillen 1'a montré (voir
plus bas n® 3), on peut réaliser n'importe quel "type d‘homotopie" par le nerf

d'une catégorie,

2,3. Soit X une catégorie, notons X° la catégorie opposée. Pour E € ob 4,

on a Hom(E,x°) = Hom(EoP,X), d'ot

(2.3.1) Ner(x®) = wWer(x)°?

"op" désignant l'involution "passage 2 l'ordre opposé" (1,2,4) sur A, et,

par extension, 1l'involution correspondante sur la catégorie des objets simpli-

ciaux (resp. cosimpliciaux) d'une catégorie donnée,

2.4, Soit X wune catégorie., Notons Deci(X) la catégorie suivante, Les objets
de Deci(X) sont les fléches de X ; les flaches de Deci(x) sont les

diagrammes commutatifs

but{u) =y, source(u) = z ; la composition des fléches est induite par celle de

la catégorie des fléches de X , une fléche u de Deci(x) étant considérée
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comme une fléche 2z —2 y de la catégorie des fléches de X . On vérifie facilement

qu'on a
(2.4.1) Ner(Deci(X)) = Deci(Ner(X)) s

ot Deci(-) désigne l'objet simplicial sous-jacent 2 Decl(-) (1.3). De plus,
1'augmentation de Decl(Ner(X)) est l'image, par le foncteur Ner , de la
projection canonique de Deci(X) sur la catéporie discréte ob(X) par le
foncteur '"but". Le fait que celle-ci solt une équivalence d'homotopie résulte

ici trivialement de (2,2,2),

De maniére analogue, on définit une catégorie DecT(X), ayant mémes
objets et mémes fladches que Deci(X), avec cette fois but(u) = z , source (u) = x,
la composition étant donnée par celle de la catégorie des fléches de X , u

étant vu comme une fléche X —>z ., On a
+ +
(2.4.2) Ner(Decl(X)) = Decl(Ner(X)) s

et l'augmentation est donnée par la projection naturelle (foncteur "source")

de Dec;(X) sur la catégorie discriéte ob(X).

Remarquons en passant qu'il était évident sur les conditions (2.2.3 v'

et vi') que les décalés du nerf d'une catégorie sont des nerfs de catégories,

De (2.4.1), (2,4.2), (1.4.1 a)), on déduit le corollaire suivant,

(dont la démonstration directe, a l'aide de (2.2.2), est d'ailleurs immédiate)

Corollaire 2.4.3. Si X est une catégorie possédant un objet final (resp. initial),

le nerf de X est contractile,.

En particulier, le nerf d'un ensemble ordonné possédant un plus
grand (resp. petit) élément est contractile (on retrouve ainsi que les Aln)

sont contractiles (2.1.3 b)) 1 ),
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2.5. Soient G un monotde (associatif et 2 élément unité) et X un ensemble
sur lequel G opére 2 gauche. Ces données définissent une catégorie [6,X] ayant
pour ensemble d'objets (resp. fleches) X (resp. ¢ x X), avec, pour g, h €G ,
% € X, source(g,x) = x , but(g,x) = gx, 1la loi de composition étant donnée par
(h,gx)(g,x) = (hg,x). La catégorie [G,X] dépend fonctoriellement de (G,X)

par rapport aux fla2ches (u,f) : (G,X) —= (H,Y) telles que f£f(gx) = u(g)f(x),

On notera simplement
(2.5.1) . Ner(G,X)
le nerf de [G,X] . Comme une suite de n fliaches composables ((gl,xl),...,(gn,xn))

est uniquement déterminée par la suite (gl,...,gn,xl), on tire de (2.1.2) :

(2.5.2) Ner (G,X) = ¢" xx

pour n 21, u-= (gl,...,gn,x) € Nern(G,X) s
dou = (ggsuvnsg gyx)

d,u = (gl,.. (0 <i <n),

8108141810 80 By X
du= (gl,...,gn_l,X) s

s % = (1,x) ,

su = (l,gl,...,gn,x) ,

u = (gl,...,gi,l,gi+1,...,gn,x) (0 <i) .
On notera [G] 1a catégorie [G,Y] pour ¥ réduit & un point, et Ner(G)

le nerf correspondant, La projection de X sur un point induit un foncteur

[6,%] —> [G], d'ol une fléche
(2.5,3) Ner (G,X) —> Ner(G) ,

donnée en degré n par la projection canonique sur c" . On observera que la
décalée (1.3) de (2.5.3) par oubli du premier opérateur de face est cartésienne

au sens de (2,2,3.0), mais pas en général la flache (2,5,3) elle-méme : plus
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précisément, (2,5,3) est cartésienne si et seulement si G agit par automorphismes

sur X .,

Si Y est un ensemble sur lequel G opére & droite, on définit de
maniére analogue une catégorie [Y,G] , ayant pour ensemble d'objets (resp.

fladches) Y (resp. Y X G), dont on désigne le nerf par

(2.5.4) Ner(Y,G) .
Une suite de n fléches composables ((yl,gl),...,(yn,gn)) étant déterminée
par la suite (yl,gl,...,gn), on a
n
Nern(Y,G) = Y XG ,

et les opérateurs de face et de dégénérescence sont donnés par des formules

analogues 2 (2.5.2) que le lecteur explicitera.

Exercice 2.5.5, Soit Gd (resp. Gs) l'ensemble G sur lequel G opére par

multiplication & droite (resp. gauche). Montrer qu'on a :

Ner(Gd,G) = DecT(Ner(G)) s

Ner(G,Gs) Deci(Ner(G))Op = Deci(Ner(Go)) R

ot G° désigne le monotde opposé & G .

2.6, Soit X wune catégorile. Rappelons qu'on dit que X est un groupoide

si toute fleche de X est inversible,

Proposition 2,6.1, Soient X une catégorie, et Y son nerf. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) X est un groupotde ;

(ii) pour tout couple de fladches (x,z) de méme origine il existe une flache

y telle que =z = yx , et pour tout couple de flaches (y,z) de méme but il
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existe une fléche x telle que 2z = yx

3

(ii1) Y vérifie la condition d'extension de Kan ([4] IV 3.1)

3

(iv)  les carrés

d d
1 1
_ _—
Y2 Yl Y2 Yl
d
d2 d1 et dO °
d1 do
_—> —_—>
Y ¥, Y Yo

sont cartésiens ;

(v) pour toute fléche [m] —> [n] de 4, la fléche correspondante

Dec (Y) —> Dec (v) (1.5) est cartésienne (2.2,3.0) ;
n+l m+1 —_—

(vi) _pour toute fléche [m]—> [n] de A, la fléche correspondante
m+1(

Decn+1(Y) ——> Dec Y) (1.5) est cartésienne (loec, cit,) ;

(vii) il existe un foncteur t : X —> X° induisant 1l'identité sur les

objets et tel que les carrés ci-dessous soient commutatifs :

(1d,t) (t,Id)
—l . —_——es
Y, Y, Y, Y,
do d1 d1 d1
S0 SO
— —_—
Y, Y, Y, Y, .

Nous laisserons la démonstration en exercice au lecteur, Signalons
que c'est surtout l'équivalence (i) == (iv) (cf. (SGA 3 V 1)) qui nous servira

dans la suite, notamment dans les questions de déformations de schémas en groupes.

Remarque 2.6.2, La condition (iii), jointe au fait que Y s'identifie 2 son
2-cosquelette (2,2.3 (iv)), implique que l'on a, pour tout objet x de X ,
ﬂi(Y,x) =0 pour i 22 , En particulier, si X est connexe (i.e. deux objets

de X peuvent toujours &tre joints par une fléche), la réalisation géométrique

du nerf de X est un espace d'Eilenberg-MacLane de type (I , 1) , ot Il est
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le groupe fondamental de X ([4] IT 6.2, IV 5, App. 1).

Exemples 2,6,3, a) Soit X un ensemble, notons Sc(X) le groupoide simplement
connexe défini par X ([47 1L 6.1.2) : ob{Sc(X)) =X, £1(5c(X)) =X XX ,

source(x,y) = x, but(x,y) =y , avec la composition (v,z)(x,y) = (x,z). On a :

Ner(Sc(X)) = cosqo(X) ,
i.e, Nern(Sc(X)) = Xn+l , avec, pour X = (xo,...,xn) € Xn+1 s
d;x = (Xo""’Xi-l’xi+1""’xn) s

X = (xo,...,xi ’Xi""’xn) .

b) Soit G wun groupe agissant sur un ensemble X . La catégorie [G,X]

(2.5) est un groupofde. On a un foncteur naturel

[6,x] ——> secx)

qui est l'identité sur les objets et envoie la fléche (g,x) de [G,X] sur

(x,gx). La fléche correspondante

Ner(G,X) ———3> WNer(Sc(X))

(qui s'interpréte aussi comme la projection de WNer(G,X) sur son O-cosquelette)
est injective (resp, surjective, resp, bijective) si et seulement si G agit
librement sur X (resp. transitivement, resp. X est un pseudo-torseur sous € ,

i,e, la flache G XX —> X XX, (g,x) — (gx,x) est un isomorphisme),

2.7. Soit T wune catégorie possédant des produits fibrés. On appelle

objet en catégories (ou catégorie) dans T tout préfaisceau X sur T a

valeur dans (Cat) tel que ob{(X) et f£1(X) soient représentables. Le
préfaisceau Ner(X) est alors représentable par un objet simplicial de T ,
qu'on notera encore Ner(X)., Si l'on pose Ner(X) =Y, on a

n

Y = Yl X(do’dl) N X(do’dl) Y1 (n facteurs), et les opérateurs de face et

dégénérescence sont donnés intrinsdquement en termes des flaches
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d =but : Y, ~—>Y , source =d, : Y, —> Y , identité =s :Y —>Y
o 0 o o o

1 1 1 1°

composition = dl : Y2 —> Y1 par des formules déduites de (2.1,2), que le
lecteur explicitera s'il en a envie,

Les objets en catégories de T forment de fagon évidente une catégorie,

qu'on notera Cat(T), Le foncteur
(2.7.1) Ner : Cat(T) —> Simpl(T)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des objets simpliciaux
Y qui vérifient les conditions équivalentes de (2,2.3), ol la catégorie des

ensembles est remplacée par T .

Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser, dans le cadre des
objets en catégories de T , les considérations des n°s 2.3 & 2,6, Nous nous

bornerons & expliciter deux exemples.

Exemple 2,7.2, Soit A une catégorie abélienne, Rappelons (03], (1 1.3

u'on a une équivalence de catégories :
q q &

d

Soit L = (0 —> L, —> L, —> 0) un complexe de A , Explicitant les formules

1
de (loc, cit.), on trouve que le transformé de Dold-Puppe de L n'est autre

que le nerf du groupotide [Ll,Lo] , o l'objet en groupes L1 agit sur Lo

par translations via d :

N(Ner(Ll,L ) = 1 .
[o]

En particulier, pour tout objet E de A, on a

N(Ner(E)) = E[1]

Exemple 2.7.3, On suppose que la catégorie T de (2,7) posséde un objet final
La donnée d'un monoide (associatif et unitaire) ¢ de T définit un objet en

catégories [G] de T , d'od un objet simplicial Ner{(G) € ob Simpl(T). La
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donnée d'un G-objet X définit une catégorie [G,X] au-dessus de [G], d'od

un objet simplicial Ner(G,X) au-dessus de Ner(G).

Proposition 2.7.3.1. Pour G fixé, le foncteur X y~> Ner(G,X) de la catégorie

des G-objets de T dans la catégorie des objets simpliciaux de T au-dessus de

Ner(G) est pleinement fiddle, et son image essentielle se compose des Y tels

que, pour tout n € N, le carré

d,...d
n (o]

%

G —>e

soit cartésien,
S01r cartesien,

Preuve. Pour la premiére assertion, il suffit de remarquer qu'un G-morphisme

X ——>Yest la méme chose qu'un [G}-foncteur [G,X]——> [G,Y], donc qu'un
Ner(G)-morphisme Ner(G,X) —> Ner(G,Y) d'aprés la pleine fidélité de (2.7.1).
D'autre part, soit ¥ un objet simplicial au-dessus de WNer(G) tel que, pour

tout n € N , le carré (¥ soit cartésien. Alors Decl(Y) (1.3) est cartésien
au-dessus de Decl(Ner(G)), donc Decz(Y) est cartésien au-dessus de Decz(Ner(G)),
et comme le carré

d
0
—‘_'——__.—”5
DecZ(Y) Decl(Y)

d
Dec, (Ner(G)) —>—> Dec, (Ner(G))
est commutatif, il en résulte que do : Decz(Y) — Decl(Y) est cartésien,
ce qui implique, d'apreés (2,2.3 (v)), que Y est isomorphe au nerf d'une
catégorie au-dessus de [G] ., Utilisant que (*) pour n = 1 est cartésien,
on voit que celle-ci est nécessairement du type D},X] pour un G-objet X ,

ce qui achéve la démonstration,



- 20 -

3. Types d'homotopie des catégories, d'apreés Quillen,

Les résultats de ce numéro sont dis & D.G. Quillen.

3.1, Si X est un ensemble simplicial, i.,e. un préfaisceau sur A, on

désigne par
(3.1,1) A/ X

la catégorie des objets de A au-dessus de X : un objet de A/X est un couple
(E,x), o E est un objet de A et x wun point de X 2 valeurs dans E ,
une fleche (E,x) —> (F,y) est une fléche f : E —>F telle que yf = x ,

La catégorle A/X dépend fonctoriellement de X : A un morphisme u : X —>Y

est associé le foncteur (E,x) —> (E,ux).

Soit C wune catégorie, On définit comme suit des foncteurs

inf : (WNer(c)® —sc ,
(3.1.2)

sup : O/Ner(C) —>¢C

Pour E € ob A, notons inf(E) (resp. sup(E)) le plus petit (resp. plus

grand) élément de E , Pour f : E —» F , fléche de A, notons

: inf(F) —> £(inf(E)) , b_. : £(sup(E)) —> sup(F)

a £

f
les fleches de F définies par les relations inf(F) < £(inf(E)),

f(sup(E)) £ sup(F) (F étant vu comme une catégorie)., Le foncteur inf de

(3.1.2) associe par définition & chaque objet (E,x) de A/Ner(C) 1'objet
x(inf(E)) de C (rappelons (2.1) que les points de Ner(C) & valeurs

dans E sont les foncteurs de E dans C), et & chaque fléche f : (E,x) —> (F,y)
de A/Ner(C) la fleche y(af) : y(inf(F)) — y£(inf(E)) = x(inf(E)). Le

foncteur sup de (3.1.2) est défini de mani2re analogue, Il est clair que inf

et sup sont fonctoriels en la catégorie C .
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3,2, Soit f : X = Y un morphisme d'ensembles simpliciaux, Rappelons
(1 2.2.1) qu'on dit que £ est un quasi-isomorphisme si T%(f) : ﬂs(X) s TB(Y)
est un isomorphisme et si T&(f,x) : ﬂi(X,X) —_— ﬂi(Y,fx) est un isomorphisme

pour tout 1 =1 et tout x € X. Le critére ci-dessous d0 a Artin-Mazur-Quillen,

est souvent pratique,

Critére 3.2.1. ({17] prop. 4 p. 3.19). Les conditions sulvantes sont équivalentes :
(1) f est un quasi-isomorphisme ;
(ii) pour tout systéme local d'ensembles (resp. de groupes, resp, de groupes
abéliens) L sur Y , Hi(f) : Hi(Y,L) —_— Hi(X,f*L) est un isomorphisme pour

i =0 (resp. i 51, resp. tout i),

La catégorie déduite de celle des ensembles simpliciaux par
localisation (I 1.4.1) par rapport aux quasi-isomorphismes s'appelle catégorie
dérivée (ensembliste)et se note D, (Ens) {c'est la catégorie D.(T) de

(I 2.3.5) pour T le topos ponctuel ; elle est introduite dans [4)).

Théoréme 3.3, (i) Soit € une catégorie, Les fliéches Ner(inf), Ner(sup)

(3.1.2) sont des quasi-isomorphismes.

(ii) Soit X wun ensemble simplicial. Il existe un isomorphisme

canonique, fonctoriel

X -2 Ner(&X)

dans la catégorie dérivée D, (Ens),

Corollaire 3.3.1. Notons D.(Cat) la catégorie localisée (I 1,4.1) de (Cat)

par rapport aux foncteurs dont le nerf est un quasi-isomorphisme, Le foncteur

Ner : (Cat) —> Simpl(Ens) induit une équivalence de catégories

(® Ner : D, (Cat) — D.(Ens),

Le foncteur Simpl(Ens) — (Cat), X > &/X , passe au quotient et définit

un_foncteur quasi-inverse de (%),
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3.4, Preuve de (3.3 (i)). Elle est essentiellement donnée dans Gabriel-Zisman
([4] App. II, § 3). Tout d'abord, on peut se borner 2 prouver l'assertion
relative au foncteur inf , la démonstration dans le cas de sup étant analogue,
Si L est un préfaisceau (d'ensembles, resp. de groupes, resp, de groupes

abéliens) sur C , on note
i
(3.4,1) 1 (c,L) ,

pour i =0 (resp. i <1, resp. i € Z) la cohomologie du topos C 2
valeurs dans L , i.e, les foncteurs dérivés de 1£y . On dit que L est

un gystéme local si L est un faisceau localemens constant, i.e. transforme
toute fladche de C en un isomorphisme., Rappelons d'autre part (loc. cit., 4.5)

qu'étant donné un ensemble simplicial X on appelle systéme de coefficients

covariant (resp. contravariant) sur X tout préfaisceau sur (&/X)°

(resp. &/X) ; un tel systéme est dit local si le préfaisceau en question est
localement constant. Cela étant, par composition avec le foncteur inf, tout
préfaisceau sur C induit un systeme covariant sur Ner(C), qu'on désigne
encore par la méme lettre, On montre dans (loc., cit,, 3,3) que pour tout

préfaisceau L sur C , il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques

(3.4.2) alee,1) —=— wlwer(o), 1)

(la démonstration de (loc, cit.) ne couvre en toute rigueur que le cas des
préfaisceaux abéliens, mais le cas des préfaisceaux d'ensembles (resp, de
groupes) se traite directement sans difficulté), On montre d'autre part
dans (loc., cit,, 4,2) (avec un grain de sel analogue) que, si X est un
ensemble simplicial et L un systéme de coefficients covariant sur X , il

existe des isomorphismes fonctoriels canoniques
(3.4.3) B (X,L) ——> H(X,1) .

Des lors, pour prouver que Ner(inf) est un quasi-isomorphisme, il suffit

d'appliquer le critére (3,2,1), en remarquant que le diagramme
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at(Ner(c),1) —Nerflinf) al (Ner (A/Ner(c)),L)
(3.4 \U o - (3.4.2)
Hi(A/Ner(C),L)

est commutatif.
Signalons en passant que le foncteur '"composition avec inf" induit
une équivalence de la catégorie des ‘systémes locaux sur C dans la catégorie

des systémes locaux (covariants) sur Ner(C), de sorte que (3.4.2) entraine

Corollaire 3.4.4. Soit u : C—> C' un foncteur. Pour que Ner(u) soit

un quasi-isomorphisme, il faut et il suffit que, pour tout systéme local

d'ensembles (resp. de groupes, resp. de groupes abéliens) L1 sur C' , la

flache H (u) : H (C',L) —> H (C,u*L) soit un isomorphisme pour i = O

(resp. i =1, resp. i € Z).

Les deux numéros qui suivent sont préliminaires a la démonstration

de (3.3 (ii)).

Lemme 3,5, Soient X un ensemble bi-simplicial, Y un ensemble simplicial,

f : X—>Y un morphisme d'ensembles bi-simpliciaux, Y étant considéré comme

ensemble bi-simplicial trivial dans la direction verticale (Y = Yp). On

3.

suppose que, pour tout n € W, fn : Xn —— Yn est un quasi-isomorphisme.
3. 3.

Alors la fleche fdlag : Xdlag —> Y induite par f sur les sous-objets

diagonaux est un quasi-isomorphisme.

Preuve, On applique (3.2.1), Soit L wun systéme local sur Y ., Pour fixer les
idées, nous nous placerons dans le cas ot L est un systéme de groupes abéliens,

la démonstration dans les autres cas est analogue. Posons pour abréger

xites -y gdias f', notons £*L. (resp. L') le systéme local induit sur X

3

(resp. X'). Il s'agit de prouver que la restriction
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wh(Y,L) —————— §(x',L")
est un isomorphisme pour tout 1 , en d'autres termes que le morphisme
(%) ¢ (Y,L) —mmmeed 7 (X', LY)

induit par £ sur les complexes standard (duaux des complexes €. définis
dans ([4] App. I1, § 4)) est un quasi-isomorphisme. Mais C'{X',L') n'est
autre que le sous-complexe diagonal du complexe standard C (X,f¥L). Par

hypothése, le morphisme de bicomplexes
¢ (Y,L) ———> ¢ (X, £¥L)

induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne. Il induit donc un quasi-isomor-
phisme sur les complexes simples associés, et par Eilenberg-Zilber il en

résulte que (#*) est un quasi-isomorphisme, ce qui achéve la démonstration,

3.6. Rappelons une construction standard ([18] p. 69). Soit C une catégorie
possédant des (petites) sommes, et soit (Pi)iel une (petite) famille de

générateurs de C. Le foncteur
Py : C——>Ens/I , X}|—>1 Hom(Pi,X)
admet un adjoint & gauche
P*:Ens/I—>c , () >y xp,

(la notation Yi X Pi désignant la somme de Yi copies de Pi). A ce
couple de foncteurs adjoints est associée une résolution standard (P*,P*).
(I 1.5.2). Pour X € ob C, (P¥,P,).{X) est un objet simplicial de ¢
augmenté vers X , dont les composantes sont des sommes de Pi . Pour
chaque i € I , l'ensemble simplicial augmenté Hom(Pi,(P*,P*).X) est

homotopiquement trivial.
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Désignons par P/X 1la sous-catégorie pleine de C/X formée des
fleches dont la source est 1'un des Pi , et notons
s : P/IK—>¢C
le foncteur source. Désignons par
S.(P,X) € ob Simpl(C)

l'objet simplicial E |—> sx(inf(E)) avec les notations de (3.1).

N
x€Hom(E , P/X)}

Il dépend fonctoriellement de X , vers lequel il est naturellement augmenté,

Lemme 3.6.1. Supposons que les foncteurs Hom(Pi,—) commutent aux {petites)

sommes. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel canonique

(P¥,Pp). (X)) —= s.(P,X)

La démonstration est laissée en exercice au lecteur.

3.7. Preuve de (3.3 (ii)). Prenons comme famille P de générateurs de
Simpl(Ens) 1la famille des préfaisceaux représentables (i.e. des A(n)).
Notons simplement §.(X) 1'objet simplicial S.(P,X) défini en (3.6).
C'est un objet simplicial de Simpl(Ens), augmenté vers X , dont la

composante de degré n est la somme disjointe des A(ro) suivant la

famille des "chaines" [ro] > .., CrHE X , éléments de
Nern(A/X). On peut considérer S,(X) comme un ensemble bisimplicial, dont
Sn(X) est la n-idme colonne. D'apreés (3.6.1), dont l'hypothdse est
visiblement vérifiée, l'augmentation §.(X) —=> X induit une équivalence
d'homotopie sur chaque ligne. D'autre part, on définit une augmentation
"verticale" §,(X) —= Ner{A/X) en projetant chaque A{(n) sur un point ;
celle-ci induit une équivalence d'homotopie sur chaque colonne. D'aprés (3.5},
les fléches induites sur les sous-objets diagonaux par les augmentations

verticales et horizontales sont des quasi-isomorphismes :
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(3.7.1) Ner(a/X) =—— 5. (x)%1%® —5

Cela achéve la démonstration de (3.3 (ii)) et, partant, celle de (3.3).

Corollaire 3.8. Soit C wune catégorie. Il existe un isomorphisme fonctoriel

. o
canonique, dans la catégorie dérivée, entre C et la catégorie duale C

Preuve. Les foncteurs
su (inf)°. o
c <=2B A/Ner(C) ————> C

sont en effet des quasi-isomorphismes (pour le second, cela résulte du fait que
si un foncteur est un quasi-isomorphisme il en est de méme de son dual,

d'aprés (3.4.4) et ([4] App. II, 4.4)).

3.9. Soient I wune petite catégorie, A une catégorie possédant des

petites sommes, et

un foncteur. Notons
(3.9.1) C.(X) € ob Simpl(A)

l'objet simplicial suivant : 3 E € ob A on associe l'objet de A

__l__l_ X(x(supE))

x € Hom(E,I)

(notations de (3.1.2)) ; la fléche correspondante &3 f : E —> F , fléche
de A , envoie la composante X(y(supF)) dans X(yf(supE)) par X(bf)

(notations de loc. cit.).



- 27 -

Cas particuliers 3.9.2, a) Pour I =A, A=Ens, ona C.(X) = Ner(A/X).

b) Dans la situation de (3.6), on a C.(s) = §.(P,X).

Voici une dernidre application de (3.3)

Corollaire 3.9.3. Soit A une catégorie additive possédant des petites sommes,

et soit X wun objet simplicial de A . Il existe une équivalence d'homotopie

fonctorielle, canonique

X ——= C.(X)

Preuve. Des réductions standard, analogues & celles utilisées dans la démons-
tration du théor2me d' Eilenberg-Zilber ([3] § 2), montrent qu'il suffit de
construire, fonctoriellement en l'ensemble simplicial T , une équivalence
d'homotopie entre les groupes abéliens simpliciaux Z (T) et C.(Z{T)). Or,

il résulte aussitdt de (3.9.2 a)) qu'on a

C.(Z (T)) = Z (Nexr(A/T))

On a vu d'autre part (3.7) que 1l'augmentation §.(T) —=> T (resp. S.(T) —> Ner(A/T))
induit une équivalence d'homotopie sur chaque ligne {resp. colonne) : par suite

(Eilenberg~Zilber), les fléches
diag
Z (Ner(A/T)) <— Z (5.(T) ) —> Z (1)

déduites de (3.7.1) par application du foncteur Z (-) sont des équivalences

d'homotopie, ce qui ach2ve la preuve.

8i I = I; X ... X I estun produit de petites catégories et

X : 1° —> A un foncteur comme au début de (3.9), C.(X) (3.9.1) n'est autre

que l'objet simplicial diagonal de l'objet n-simplicial

(3.9.4) ™1Ex) € ob n-simpl(a)
E=(E,... E)| 1 L X(x, (supE.),...,x (supE )
1’ n 1 1 n n
xl:El —_— I1

xn:En D In
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Appliquant Eilenberg-Zilber, on déduit de (3.9.3)

Corollaire 3.9.5. Soit A une catégorie additive possédant des petites sommes,

et soit X un objet n-simplicial de A . Il existe une équivalence d'homotopie

canonique et fonctorielle entre C.(X) et 1l'objet simplicial diagonal de X .

Enfin, on a des énoncés duaux des précédents. Si A est une catégorie

possédant des petits produits, on associe & X : I0 —> A 1'objet cosimplicial

(3.9.6) C'(X) € ob Cosimpl(aA) ,
Ep—> ] [ X(x(infE))
% € Hom(E,I)

Si A est une catégorie additive et X wun objet cosimplicial de A ,
1'énoncé dual de (3.9.3) dit qu'il existe une équivalence d'homotopie canonique
et fonctorielle entre X et C'(X). On a une variante duale de (3.9.5) pour

les objets n-cosimpliciaux ; nous la laissons au lecteur,

4, Objets simpliciaux stricts.

Les résultats de ce n° ne seront utilisés qu'aux n°s 9 et 11.

4.1. Notations et terminologie.

Rappelons que A (resp. A) désigne la catégorie des ensembles finis
{resp. finis non vides) totalement ordonnés et applications croissantes, On

désigne par

D' (resp. A')

la sous-catégorie de A (resp. A) formée des memes objets, avec pour morphismes
les applications croissantes injectives. Si € est une catégorie, les foncteurs

de A" (resp. 5'®) dans c s'appellent objets cosimpliciaux stricts (resp.

simpliciaux stricts) de C ; les foncteurs de A' (resp. 2% dans ¢

s'appellent objets cosimpliciaux (resp. simpliciaux) stricts augmentés
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N

(1'augmentation étant la flache correspondant 3 1'unique application ¢ —3> [0]).

Pour a € Z, on désigne par
'y .
A [a (resp. A [a)

la sous-catégorie pleine de A' (resp. A') formée des objets de cardinal z a+l

(donc E'[a = A’[ si a =z o0, Z'[-l = A", A'[o = A'). Pour b € ZU {+ &},

a

on désigne par
At !
A b] (resp. A b])

la sous-catégorie pleine de A' (resp. A') formée des objets de cardinal < b+l

(donc Z’_*_m] = A, A'+m] = A'). Enfin, si [a,b] est un intervalle de Z ) {4},

avec a # +® , on pose

A = At e [ ' '
A [a,b] A [a na b] (resp. A [ﬂ,b] = A [a NA b])
8i X est un foncteur de (Z'b])0 (resp. (A'b])o)) dans une
catégorie additive A , le complexe (de chaines augmenté, resp. de chafnes)
associé 2 X est par définition le complexe de composantes les X, =x ([i]

pour i £ Db (1), 0 ailleurs, avec la différentielle d =% (—l)ldi .

Proposition 4.2. Notons Z le complexe de chafnes tel que _Z_i = Z pour
tout i , et, pour i >0, d; =1Id (resp. 0) si i est pair (resp. impair)

z=(..z X5z 25z

Pour n € N U {+=}, il existe un isomorphisme canonique de D{(Z A

(4.2) Z (Ner (A 1)) —_— @ ,

ot Z(-) est le foncteur groupe abélien libre engendré, Ner le foncteur nerf

(2.2.1), et TE_H (2) le tronqué naif de 2 , égal & Z en degré = -n,

&y comme d'habitude, [n] désigne 1'intervalle [0O,n] de W, et [-1]} =0 .
(2) p(m (ou D(4ab)) désigne la catégorie dérivée des groupes abéliens,
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0 ailleurs. Pour O < m < n < {+ «}, on a un carré commutatif

(4.2)m
Z (Ner(A'4)) T (2)
m | [ -m

(4.2)
Z (Ner(Ar'l])) "r[_n(g) )

oti_ les fléches verticales sont définies par 1'inclusion A$] —> Aé] .

Preuve. Elle est analogue & celle de (3.3 (ii)). Notons (AAJ)A la catégorie
des préfaisceaux sur Aé] I 1'objet final de (AAJ)A. La famille de
générateurs de (AAJ)A formée par les préfaisceaux représentables Hom(-,[k]),

k < n, fournit, d'apras (3.6), une résolution standard

() S.(e) — e ,
n n

s (e)
P n

= I l Hom(—,[ko]) . Pour chaque [q] € ob Aﬁ] , la

[ko] - ... = [kp]

g-idme ligne (%) ([q]) est homotopiquement triviale. D'autre part, la projection

de chaque Hom([0], [k]) sur un point définit une augmentation verticale
Gt ) s.(e ) —> Ner(AAJ)

Appliquant le foncteur Z (-) et passant aux complexes de chaines, on obtient
un bicomplexe muni d'une augmentation horizontale (resp. verticale) induite par

(#) C(resp. (sx))
Z(s.(e ) ———=>z(e) = 1 (2)
n n [_n—

Ceee)

Z (Ner(A'4))
n]
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Comme chaque ligne est homotopiquement triviale, la fléche horizontale induit
un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés. D'autre part, chaque

colonne est somme de complexes augmentés du type Z (Hom,, (-, [k])) —> Z

N
Or le complexe augmenté Z (HomA,(—,[k])) ~3 77 n'est autre que le normalisé

du complexe de chatnes augmenté Z (A(k)) —> Z , ot A(k) est l'ensemble
simplicial standard HomA(—, [k]), donc il est homotopiquement trivial. Par

suite, chaque colonne de (##%) est homotopiquement triviale, et la fléche verticale
induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés. On définit alors

(4.2)n comme le composé de l'inverse de la fléche verticale et de la flache

horizontale, La dernidre partie de la proposition est immédiate.

Remarque 4.2.1, Le méme argument montre que, pour X € ob (AI'IJ)A, il existe

un isomorphisme canonique de D(Z)
z (Ner(.ﬁr'q/x))—i‘—e Z (X)

Par des raisonnements standard ("mocd2les acycliques") on en déduit que, si

. . - o
A est une catégorie additive, il existe, pour tout foncteur Y : (Ar‘lj) - A,
une équivalence d'homotopie canonique, fonctorielle, entre le complexe de chaines

de Y et le complexe de chafnes de ¢.(Y) (3.,9.1).

Corollaire 4.2.2. On a, dans D(Z),

/4 si n est pair ou n =+ «
. ' -
(i) =z (Ner(An]))

Z ®Z[n] si n est impair

(ii) =z (Ner(At']]))/E (Ner(Arll—I])) = Z[n] (n < + ®)
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est connexe et simplement connexe.

Lemme 4.3. Pour tout p € Z, Ner(ztp)

Preuve. Il est clair que Ner(z%p) est connexe. D'autre part, dire que
Ner(ztp) est simplement connexe signifie (cf. (3.4)) que tout préfaisceau
localement constant (i.e. transformant toute fléche en un isomorphisme) sur
th est isomorphe a un préfaisceau constant (i.e. transformant toute fléche
en 1'identité). Or, si X est un préfaisceau localement constant sur th s
on peut, quitte a remplacer X par un préfaisceau isomorphe, supposer que,
pour tout n, X =X , et d,  : X —>X est 1'identité de Xp . Les

n ) o] n n-1

relations entre les d, (d,d, =d, .d, pour i < j) impliquent alors
i i’j j-1i

immédiatement que X est constant.

Théoreme 4.4 (Deligne). Pour tout p € Z, la fléche

z (Ner(ZﬁpH)) —_—Z (Ner(zﬁp))

induite par 1'inclusion Zﬁp+1 > th est un quasi-isomorphisme.

Comme la catégorie N posséde un objet initial, son nerf est
contractile (2.4.3). Compte tenu de (4.3) et du critére d'Artin-Mazur (3.2.1),

on déduit de (4.4) le résultat en apparence plus fort

Corollaire 4.4.1. Pour tout p € Z, la catégorie Zﬁp a le type d'homotopie

est isomorphe 2 un point dans D.(Ens).

du point, i.e. (3.3.1) Ner(ztp)

4.5. Démonstration de (4.4) (1) . On a déja observé que le merf de A' est

contractile. D'autre part, compte tenu de (4.3), (4.2.2 (i)) implique (par le
critére d'Artin-Mazur) que Ner(A') a le type d'bhomotopie du point. On peut

donc se borner & p = 0 . Notons

1 . . N .
(") Cette démonstration m'a été communiquée par P. Deligne.
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(4.5.1) c.(p) = Nz(A['p))

le complexe normalisé de Z (Ner(AiP)). Regardant C.(p) comme quotient de
Z (Ner(AE’p)) par le sous-complexe dégénéré, et appliquant les formules

(2.1.2), on trouve qu'on a :

Cn(p) = & =z
[ro] —> ... —>[r ] € Ner (oY)
pSro<...<rn
SRS T
d = £(-1) di : Cn(p) —_—> Cn-l(p) s
les d, étant donnés par (2.1.2). Posons
(4.5.2) Q.(p) = c.(p)/Cc.{p+1) ;

vu 1l'exactitude du foncteur N , c'est aussi le normalisé de
M ¥ + ¥ 0 -
/4 (Ner(AEp))/ZZ (Ner(A[p-I-l))’ et 11 s'agit donc de démontrer que Q.{(p) est

acyclique, Les formules précédentes fournissent :

Qn(p) = & b/2
[p] - [r1] —_ .. > [rn]

p<r1< <rn
i
d = i§0 (-1 d; : Qn(p) _ Qn_l(p)

Introduisong la filtration :

(4.5.3) FkQ.(p) CFk+1Q.(p) ... cQ{) ,
Fan(p) = & =z
[p] — [rlj —_— ., —> {rn]
p<r1<...<rn5k

On a :
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FkQ.(p) =0 pour k<p ,

LJ FQ.(p) = Q.(p)
* k
Notons

(4.5.4) L.(p)

le complexe suivant :

L(p) = Z (HomA.([P], kD >

pour f € HomA,([p], (k) , df = :j; (—l)ig
{g € HOmA,([p], [k_lj)
dig = f

Nous munirons L.(p) de la filtration croissante définie par les tronqués naifs

successifs
FL.(p) = (0 —>1L () —>1 () —> ... —>L (p) —>0)

(Noter que FkL.(p) = 0 pour k < p). La démonstration de (4.4) va consister 2 :

(i) établir que L.(p) est acyclique,

(ii) construire un "quasi-isomorphisme filtré" L.(p) —> Q.(p).

Lemme 4.5.5. L.(p) est acyclique.

Preuve. Le dual de L.(p) est le complexe Z (HomA,([p], [-1). Ce complexe
admet l'opérateur d'homotopie H suivant : pour f € HomA,([p], (D,
HEf = (-l)kg si f = dkg, et Hf = 0 sinon. Comme L.(p) est libre de

rang fini en chaque degré, donc isomorphe a son bidual, on a gagné.

Fixons maintenant f € HomA,([p], [k]). Tout (k-p)-simplexe de
Ner(A') allant de [p] a [k] et ayant pour composé f s'écrit de manidre

unique sous la forme
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(4.5.6) s(£) = (s([p]) &= s([p+1]) —> ... C— s([xk])

pour une permutation s de [k] telle que s(i) = £(i} pour tout i < p
(s ([p+i]) désigne 1'image par s de l'intervalle [0,p+j], et les flaches
de (4.5.6) sont les inclusions naturelles des images successives munies de

1'ordre induit par celui de [p]), Notons
(4.5.7) a : Lk(P) —_— Qk(p)

1'homomorphisme défini par
a(f) = : e(s)s(£f) s
s € auc{{o,xD)

sl[O,p] = f

pour f € HomA,([pj, [k} , e(-) désignant la signature.

Lemme 4.5.8. On a :
da = (-1)P ad

Preuve, Soit £ € HomA,([p], {k]). Pour 0<i <k, ona dia(f) =0 .
En effet, pour chaque (k-p-1)-simplexe non dégénéré c¢ : [p] > ... —> [k]

de composé £ , il existe exactement deux {k-p)-simplexes non dégénérés c' et

it

¢ de composé f tels que dic’ = dic" = ¢, et ils sont de la forme c¢' = s'(f),

1 ~

¢ = s"(f), avec s' = s"t, o t est la transposition échangeant p+i et
p+i+l, de sorte que di(e(s')s’(f) + e(s")s"(f)) = 0 . Je dis maintenant qu'on
a da(f) = (-1)“adf. En effet, soit i € [k] - £([p]), i.e. tel que £ = d'g
pour g € HomA,([p],[k-lj). Toute permutation s de k telle que

s({k-1]) =[] - {i} s'écrit s = tis', ol s' est une permutation de [k-1]
(plus exactement, une permutation de [k] laissant k fixe) et ti la
transposition échangeant i et k ; ona d s(f) =s'(g), d'od

k-1

dk(e(s}s{f)) = (-1) e¢(s')s'(g). Le résultat annoncé s'en déduit aisément,
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et comme da(f} = (—l)k-pdka(f), le lemme en résulte.
On a donc un morphisme de complexes
' [ kp
(4.5.9) a' @ L.(p) —>Q.(p) , ap = (-1) a

compatible aux filtrations définies plus haut. Compte tenu de (4.5.5), (4.4)

va résulter du

Lemme 4.5.10. Gr(a') est un quasi-isomorphisme.

Preuve. Soit k 2 p . Il s'agit de démontrer que le complexe augmenté

1

a
X= (00— Lk(p) ~—5% Ger.(p))

est acyclique. On a :
i
Gern(p) = D z » d= TZ (-1) d;

bl = 1> ... >[r 1= (k] Oi<n

Pour f € HomA,(ﬁp], {k]), notons ¥Y(f} 1le sous-complexe de Ger,(p) engendré,

en degré n , par les n-simplexes de composé £ . On a :

X = & © Z.£f v(£))
fe Homa,({p],fk])

On doit donc prouver que, pour chaque f & HomA,([p], (=D,

(i) a: Z.f ——> B p¥(H) ,

(ii) HiY(f) = O pour i # k-p

Soit x = :E:::::::::; n(s)s(f) tel que dx = 0 . Raisonnant comme dans

s € Aut ([k]
s|lpl = £

la preuve de (4.5.8), on voit que, si t est une transposition échangeant deux

éléments consécutifs de [p+l,k], on a n(s) + nlst) = 0 pour tout s € Aut([k])

tel que sl[p] = f . Or chaque s de c¢e type s'écrit de maniére unique
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s =s. ', ol sg est le shuffle défini par f , et s' € Aut({p+l,k]), et 1'on

' en produits de

peut supposer que n(sf) = e(sf). Décomposant les s
transpositions échangeant deux é€léments consécutifs, et raisonnant par récurrence
sur la longueur des mots correspondants, on tire des relations n(s) + n{st) =0

que nls) = ¢(s) pour tout s , d'odt x = a(f) (4.5.7), ce qui prouve (i).

Observons maintenant qu'on a
Y(f) — Nz (Ner(AI’(_p_lj))/NZ (Ner(/ll'(“pmz:‘)) [1]

D'aprés (4.2.2 (ii)), le second membre s'identifie, dans D(Z), a Z[k-p], ce

qui prouve (ii). Ceci achdve la preuve de (4.5.10), et, partant, celle de (4.4).

4.6. Application au calcul de certaines limites guivant A'

Rappelons d'abord quelques généralités sur les foncteurs Llim (cf.
([4] App.)). Soit A wune catégorie ab&lienne vérifiant (AB 5). Soit I une
petite catégorie. Notons AI la catégorie des foncteurs de I dans A .
C'est une catégorie abélienne, ol les sommes, noyaux, conoyaux, etc, se

calculent "terme 3 terme”. On dispose du foncteur limite inductive suivant I

(4.6.1) l_i,m . al —>A ,
adjoint & gauche au foncteur (Y > foncteur constant de valeur Y). C'est un
foncteur additif, dont on veut construire le dérivé gauche. On a besoin pour

cela de réinterpréter la construction (3.9.1). Le foncteur oubli

IV AI _— AOb(I)

possé&de un adjoint a gauche
(4.6.2) o A% o, T

associant & une famille Y = (Ya) le foncteur

a € ob(1)

. . I
o#(Y) : i b—> Yj . Un objet de A" de la forme o%*(Y) sera dit induit.
j—>i -
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Le couple de foncteurs adjoint (o*,o*) fournit une résolution standard (I 1.5.2)

(4.6.3) (o*,o*).X —>X

pour X £ ob AI . On vérifie facilement qu'on a

(4.6.4) lim (o*,o*).X = ¢.(X) s
I

ot C.(X) est l'objet simplicial (3.9.1) (la catégorie I de (3.9) étant
ici 1), donné par

c (X0 = @ X(1)
1

° —_> ... > in

La résolution (4.6.3) fournit une augmentation

(4.6:5) c.(x) —> lim X s
1

qui est un homotopisme quand X est induit (I 1.5.3). Le foncteur lim (4.6.1)

I
s'étend en un foncteur, noté encore lim , de C(AI) (resp. Hot(AI)) dans
>

c(a) (resp. Hot(A)). Utilisant que 185 foncteurs Cn(—) : Al —> A sont

exacts, on vérifie trivialement les lemmes suivants :

Lemme 4.6.6. Le foncteur C.(-) : C(AI) w3 C(A) transforme quasi-isomorphismes

en quasi—isomorphismes.(l)

Lemme 4.6.7. Si X est un complexe de AI , borné supérieurement, et dont les

composantes sont induites (4.6.2), la fléche définie par (4.6.5)

]c.(x) ——> lim X
I

est un quasi-isomorphisme,

(I) j( désigne un complexe simple associé.
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Enfin, comme les foncteurs (o*,o*)n : AI _—> AI sont exacts, pour tout

X € ob C(AI), la fléche induite par (4.6.3)

[(o*,o*).x —>X

est un quasi-isomorphisme. On déduit de ce qui précéde que, pour

X € ob D_(AI), le pro-objet de D (a),

"1jm" (1im X") ;
-
' =>x 1

~

ot X' —> X nparcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X ,

est essentiellement constant de valeur lgm X', ot X' est borné supérieurement
. . I =

et a composantes induites, En d'autres termes, le foncteur lgm posséde un

I
dérivé gauche au sens de Deligne ((SGA A XVIT 1.2.1), (I 1.4.4))

(4.6.8) Liim : b (D) ——=p @
T

Celui-ci est un foncteur exact. D'autre part, par construction, la fléche canonique

(4.6.9) Lljm X —> c.(X)
T

est un isomorphisme.

Si A posséde assez d'injectifs, il en est de méme de AI (utiliser

1'adjoint & droite au foncteur oubli o, : AI —_—> AOb(I))

% , et la formule

d'adjonction

Hom(ljm X,Y) = Hom(X,Y)
I
pour X € ob AI , Y € ob A, fournit des isomorphismes canoniques fonctoriels
(4.6.10) Homp oy (L1im X, Y) = Hom T, (X,Y)
I

pour X € ob D‘(AI), Y € ob D(A), et

(4.6.11) RHom(Llim X,Y) = RHom(X,Y) s
I
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pour X € ob D_(AI), Y € ob D' (A). En particulier, on peut regarder D (A)
comme une sous-catégorie pleine de D_(AI) . La vérification de ces formules
est "standard". Faisons-la rapidement pour &tre complet. On note d'abord
qu'on a

Hot(lim X, Y) = Hot(X,Y)
I

pour X € ob C(AI), Y € ob C(A), ol Hot désigne comme d'habitude 1'ensemble
des classes d'homotopie de morphismes. La formule (4,6.10) résulte alors des
isomorphismes canoniques fonctoriels suivants, ou les limites sont prises

suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes

HomD(A)(LI%m X, Y) lim Homy, (I%m X', Y)

X' =>X

- s s 1
= lim HotA( lim X', ¥ )
X' =>X I
Y =Y
= lim Hot _(X',Y")
-3 1

A
X' =>X

Yy =>7Y'

= lim HomD(AI)(X,Y')
Y= Y'

Hom I)(X,Y)

D(A

Quant a la formule (4.6.11), on la prouve par réduction au cas oi X est induit,

i.e. finalement au cas ol la catégorie 1 est discréte.

Le résultat que voici jouera un rdle technique important aux n°s 9 et 11.
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- '
Proposition 4.6.12, Soit X € ob D (AA ). On suppose gue, pour tout i € Z,

il existe un entier n(i) = -1 tel que la restriction de B (X) a Ztn(i) soit

un foncteur localement constant. Alors la fléche canonique

Llim X —> 1lim X
3 3

Zv Zr
est un _isomorphisme, et, pour tout i € Z , la fléche canonique
H (X ,.y) ——> H (lim X)
n(i) >

_A'

est un isomorphisme.

Preuve. Comme, pour tout m € Z, le foncteur Ll—i’m (4.6.8) envoie Dm](AI)
I
dans Dm](A) (1), on peut, par dévissage, supposer X concentré en degré O

Soit p wun entier tel que Xlz['p soit locaiement constant. Utilisant la

suite exacte évidente

0 > X' > X > X" o

'p—l:] , X' |_A' = 0, et tenant compte de (4.3), on est ramené
R

3 prouver l'assertion dans chacun des deux cas

o x[& _y =%

(i) Xn =0 pour tout n 2p ;

0 pour tout n <p, et X|Z' constant de valeur M .
{p

Le cas (i) se réduit a nouveau par dévissage au cas ol Xn = 0 sauf pour n = k,

(ii) X
n

1) Dm](--) désigne la sous-catégorie pleine de D(-) formée des complexes

a2 cohomologie nulle en degré > m .

(
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avec k < p . Un calcul immédiat donne

c.(x) = (Z (Ner(Atp))/Z (Ner(AE +1)) ® X )

P
donc, d'aprés (4.4), C.(X) est acyclique et l'on a gagné. Dans le cas (ii)

on trouve

C.(X) = Z(Ner(Bd' )) @ M
Ip

et 1'on gagne d'aprds (4.4.1). Ceci acheve la démonstration de (4.6.12).

5. Topos associés aux topos fibrés.

On fixe un univers U . Les notions de petitesse seront relatives a U
Quand on parlera de limites, de topos, sans préciser, il s'agira de U-limites,

de U-topos.

5.1. Soit I wune petite catégorie. Rappelons (SGA 4 VI 7) qu'on appelle

topos fibré au-dessus de I un pseudo-foncteur X de I dans la 2-catégorie

des topos, i.e. les données suivantes

- pour chaque i € ob I, un topos Xi s
- pour chaque fléche £ : i —> j, un morphisme de topos
X, : Xi —> Xj (noté parfois f par abus),

- pour chaque composé i —£—> j e k, un isomorphisme dit de
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transitivité Xf . : Xng - ng , ces données étant assujetties 3 vérifier
b

certaines conditions de compatibilité, que nous ne répéterons pas. Dans la
pratique, d'ailleurs, nous négligerons les isomorphismes de transitivité,

conformément au "principe de Giraud" ([5] § 5).

Le topos X, pour i € ob I, s'appellera le i-iéme étage de X (1).
5.2. Soit X un topos fibré au-dessus de I . On désigne par
(5.2.1) Top(X)

la catégorie suivante. Un objet E de Top(X) est la donnée :

- pour chaque i € ob I, d'un objet Ei de Xi s

- pour chaque fleche f : i —3» j, d'une fléche
E. : f#E, —>E, ,
f i i

de telle maniére que, pour chaque composé i '£—> 3 sk , on ait

= 3
ng Eg (£ Eg) ,
(gf)*Ek étant identifié i f*g*Ek via Xf - Une fléche u : E —>F de
Top{X) est la donnée, pour chaque i € ob I, d'une flache u, Ei e Fi s

de telle maniére que, pour chaque flache f : i =3 j, la carré

E
= —f S

soit commutatif.

On désigne d'autre part par

(5.2.2) Top® (X)

la catégorie suivante. Un objet E de Top (X) est la donnée :

1 . RN . .
(7) Nous préférons cette terminologie a celle de "fibre", qui pourrait parfois
entrainer des confusions,
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- pour chaque i € ob I, d'un objet Ei de Xi s

- pour chaque fléche f : i —> j, d'une fléche

E, : E, ———> {¥E, B
£ i j

de telle sorte que, pour chaque composé i -£~> j —E*> k , on ait

- 3
ng (f Eg) Ep

% via Xf g Une fledche u : E—>F de
¥

Topo(X) est la donnée, pour chaque i € ob I, d'une fléche u, Ei ey Fi’

(gf)*EK étant identifié & fH#g*E

de telle sorte que, pour chaque fléche £ : i —> j , la carré

E, ——————'ﬁ-————€> £¥E ,
i
u £¥u
1 J
¥
F, '———“'“i‘————€> £*F,
i
soit commutatif.
Pour i € ob I, on note
(5.2.3) i# : Top(X) —> X, (resp. i;* : Top®(X) —> X,)
le foncteur “restriction au i-iéme étage" : E}—> E, . On omettra parfois X

de la notation quand il n'y aura pas de confusion a craindre.

I1 est clair que les catégories Top(X) et Top (X) vérifient les
conditions d'exactitude a), b), c¢) de (SGA 4 IV 1.1.2), les foncteurs
"restrictions aux étages" commutant aux limites inductives (resp. projectives
finies). Nous verrons dans un instant que Top{X) possdde en outre une petite
famille génératrice, donc est un topos (8GA 4 IV 1.2), et qu'il en est de
méme de Top (X) dans les "bons" cas. Le topos Top(X) est introduit dans

(SGA 4 VI 7) sous le nom de topos total du topos fibré X .
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5.2.4. On dit qu'un objet E de Top{X) (resp. Topo(X)) est cartésien si,
pour toute fléche f de I, la fléche Ef est un isomorphisme.

5.3. Soit i € ob I . Le foncteur i§ (5.2.3) admet un adjoint 2 gauche iX* s

et un adjoint & droite iX* , donnés par les formules ci-aprés (comme plus haut,

nous omettrons parfois X de la notation). Soit L € ob Xi . Pour j € ob I, on a
1,4, = —LL_f*L
od £: ] —>1

Pour g : k —> j, la fléache i'(L)g = g*i'(L)j **->~i'(L)k envoie le

composant g¥(f#L) sur (fg)*L par 1'isomorphisme canonique. On a d'autre part

i*(L)j = "x_—r' £,L

f:i—>]j
Pour g : j —> k, la flache i*(L)g : g*i*(L)k — i*(L)j a pour composante

d'indice f : i —> j 1la fléche g*i*(L)k —> f,I. correspondant par

adjonction 2 la projection canonique i*(L)k —> gyufyl - (gf)*L .

Choisissons pour chaque i € ob I wune petite famille génératrice

(Ui,a) €A, de X, . Les l'(Ui,a) forment, pour i € ob I, une petite

famille génératrice de Top(X).

5.4. Nous dirons que X est un bon topos fibré si, pour chaque fléche f de

I , le foncteur X% commute aux (petites) limites projectives. D'aprés

(SGA 4 IV 1.5 et 1.8), il revient au méme de dire que X% admet un adjoint a
gauche Xf' . C'est une condition assez restrictive, qui est vérifiée par
exemple si X est défini par un diagramme d'un topos ambiant (voir (5.6)).

Supposons X bon. Alors, pour i € ob I, le foncteur i°* (5.2.3) admet unm adjoint 3

.0 P . .0 .
gauche 1, et un adjoint a droite i, (1), donnés par les formules suivantes.

(

) ig existe dés que Hom(j,i) est fini pour tout j € ob I
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Soit L € ob Xi . Pour j €ob I, on a

i‘,’(L)j = ,L___l_ £,L

f:1i—73
Pour g : j —> k, la fléche ic’)(L)g : i?(L)j —_— g*ic;(L)k a pour composante
d'indice £ : i —> j 1la fléche f!L — g*ic;(L)k correspondant par
adjonction & 1'injection canonique (gf)gL - g!f!L ——~>-i?(L}k .
D'autre part, on a
ii(L)j = ] [ e
£ —>1

Pour g : k —=> j, la flache io(L) : io(L), — g*id(L), == [ [ geen
#15g # 0 * 23 PR .
F B §
a pour composante d'indice f la projection canonique sur g¥f¥*L —=— (fg)¥L .

De l'existence des adjoints & gauche i? résulte, comme plus haut,

que Top’(X) posséde une petite famille génératrice.

5.5. Morphismes. Soient X = (X —3>» 1), Y = (Y —>J) des topos fibrés.
Rappelons (SGA 4 IV 7) qu'un morphisme m : X —> Y est par définition un
couple (u,v), odt v : I —=J est un foncteur, et u : X —> Yv un

morphisme de pseudo-foncteurs, i.e. la donnée,

- 1 .
pour chaque i € ob I, d'un morphisme v, Xi —_ Yv(i) s
- pour chaque fléche f : i —=>j de I , d'un isomorphisme

de commutativité pour le carré

 T—————
% Yv(i)

) X¢ Yv(f)

X. '“*"*i--——€> Y

j v(j)
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ces isomorphismes vérifiant, relativement & un composé i —> j —> k, une
certaine condition de compatibilité avec les isomorphismes de transitivité de
X et de Y , condition que nous n'écrirons pas. Quand I = J et que VvV est

le foncteur identique, on dit que m est un I-morphisme, ou morphisme de

I-topos fibrés.

A un morphisme m : X —> Y sont associés des foncteurs
(5.5.1) wt : Top(Y) —= Top(X) ,
(5.5.2) mt : Top (Y) —= Top° (X)
définis comme suit, Soit ¥ € ob Top(Y) ; pour i € ob I, on pose

m*(F)i = u?(Fv(i)) R

pour f : i 3 §, m*(F)f est la fléche composée

Frut (P ) T ukv(£)* 3 B #F
# ¥ —> u¥ .
YN uiv Fv(j) YIfv(i) !

oli la premiére est l'isomorphisme de commutativité de (%) . Il est clair
que m*(F) dépend fonctoriellement de F . D'autre part, soit G € ob Topo(Y)

pour 1 € ob I, on pose

m*((;)i = u-)ii.(Gv(i)) s

pour £ : i~ § | m*(G)f est la fléche composée

3
vl ()

u%i*(cv(i)) —— e u')i*v(f)*GV( —_— f*u"J?(GV(J.)) s

i)
olt la seconde est 1'isomorphisme de commutativité de (%) ; w*(G) dépend
fonctoriellement de G de la manidre évidente. Les foncteurs (5.5.1) et
(5.5.2) commutent visiblement aux limites inductives et aux limites projec-
tives finies, donc (5.5.1) peut-Btre considéré comme le foncteur image inverse
par un morphisme de topos m : Top(X) —= Top(Y), et il en est de méme de

(5.5.2) quand X et Y sont bons (5.4). Nous expliciterons plus bas les

foncteurs images directes correspondants.
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On peut composer les morphismes de topos fibrés, obtenant ainsi
une 2-catégorie, sur laquelle le topos Top(X) est un (pseudo-) foncteur,

L o] .
ainsi que le topos Top (X) quand on se restreint aux bons arguments,

5.6. Exemples, a) Prenons pour 1 la catégorie "fléche", i.e. la catégorie

associée 2 l'ensemble ordonné {0,1}. Un topos fibré au-dessus de I n'est

autre qu'un morphisme de topos
£
X = (Xo __._>X1)

Le topos total Top(X) a déja été introduit et étudié & propos de certains
problémes de prolongements de morphismes de topos annelés (III 4), Quant au
topos Topo(X), il nous a rendu service dans (V 6) pour définir certaines
classes de cohomologie locale.

b) Diagrammes. Soit T une catégorie. On désigne par
(5.6.1) Diagrl(T)

la catégorie suivante. Les objets de Diagrl(T) sont les foncteurs
X :1I—>T, appelés encore l-diagrammes (ou diagrammes) de T ; on

dit que X est de type I . Une fléche de Diagrl(T) est une 2-flaéche de (Cat)

%S
I—> J

i.e. un couple (u,v), oi v : I —> J est un foncteur, et u : X —> Yv un
morphisme de foncteurs., On définit, pour n € IN, la catégorie des n-diagrammes

de T par les formules récurrentes

(5.6.2) DiagrO(T) =T Diagrn(T) = Diagrl(Diagrn_l(T)) .
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Supposons maintenant que T soit un topos. Pour U € ob T , le topos

localisé T s noté parfois simplement U , est un {pseudo-) foncteur de U .,

/u
Par suite, tout diagramme X de T de type I définit un topos fibré au-dessus
de I , noté encore X ; celui-ci est bon (5.4), car les foncteurs de localisation
commutent aux limites projectives ; le topos TOpO(X) n'est autre que la
catégorie des diagrammes de T de type I au-dessus de X ., De plus, le topos

fibré associé a un diagramme de T est un (pseudo-) foncteur de celui-ci. Cela

permet de définir de proche en proche, pour n € N, les topos
(5.6.3) Top(X) , Top’(X)

associés & un n-diagramme X : pour n =0, Top(X) = Top®(X) est le topos

localisé T)g 3 pour m 21 et X :I—> Diagrn_l(T),

Top(X) = Top(i F—> Top(X,)) Top®(X) = Top®(i +—> TopO(Xi))

Le topos TopO(X) s'interpréte agréablement & l'aide de la notion

de type d'un n-diagramme.

Supposons a nouveau, pour un instant, la catégorie T quelconque,
notons Cat la catégorie des catégories, On définit par récurrence, pour n =z 1 ,

un foncteur
(5.6.4) Typ : Diagrn(T) ——-$Diagrn_1(0at) ,

associant 2 chaque n-diagramme X de T un {(n-l)-diagramme de Cat, Typ{(X),
appelé type de X . S1 n=1, i.e. X est un foncteur I —> T , on pose
Typ(X) = 1 , et & un morphisme (u,v) : X —> Y on associe le foncteur

v : Typ(X) —> Typ(Y). Pour un n-diagramme X , avec n = 1, 1i.e. un diagramme

X:1I—> Diagr (T), on note Typ(X) le foncteur i FH—> Typ(Xi), et & un

-1
morphisme (u,v) : X ~—3> Y on associe le morphisme

(Typ(u),v) : Typ(X) —> Typ(Y). Pour T € ob Diagrn_l(Cat), on note

(5.6.5) Diagr (T)
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la fibre de Typ au-dessus de I , qu'on appelle catégorie des I-diagrammes de

(ou diagrammes de type 1) ; un morphisme f : X —>7Y de Diang(T) est
donc par définition un morphisme de diagrammes de type I induisant 1'identité

sur les types, on dit encore que £ est un I-morphisme.

Revenons maintenant au cas od T est un topos. Soit X un
n-diagramme de T de type I . On vérifie facilement que le topos TopO(X)
est canoniquement équivalent 2 la catégorie des I-diagrammes de T au-dessus

de X :

(5.6.6) TopO(X) = Diagr:]:(T)!,X

Voici quelques cas particuliers

(1) Premons I =A", X : pA°—>T 1'objet simplicial constant
de valeur l'objet final de T . On a alors Top (X) = Simpl(T), le topos défini
en (I 2.3.1), et Top(X) = Cosimpl(T). Plus généralement, pour I = A X... X N
(n facteurs) et X : I ——>T 1'objet n-simplicial constant de valeur 1'objet

final de T , on a Top (X) = n-Simpl(T), Top(X) = n-Cosimpl(T).

(ii) Premons T =Ens, I = A’ , X un diagramme de T de

type I , i.e. un ensemble simplicial. On a Top(X) = Hom(A/X,Ens),

catégorie des systémes de coefficients covariants sur X (3.4), et

Top®(X) = Hom({A/X)°, Ens), catégorie des systmes contravariants. Nous verrons
plus loin (6.2.3) que la cohomologie usuelle d'un systéme covariant abélien L
sur X n'est autre que la cohomologie de L en tant que faisceau abélien de

Top(X).

T
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5.7. Produits tensoriels et Hom internes,

a) Soit X un topos fibré au-dessus de I . Soit A un Anneau
de Top(X). La donnée de A fait de X un topos annelé fibré au-dessus de I
(sGA 4 VI 7) : i b—> (Xi,i*(A) = A) . Un A-Module 2a gauche M de Top(X)
s'interpréte comme la donnée, pour chaque i € ob I , d'un Ai—Module a gauche
M, = i*(M) , et pour chaque fléche f : i —=> j de I , d'une fléche de
Ai—Modules f*(Mj) _—> Mi , oi f%* désigne le foncteur image inverse pour les

Modules, avec, comme en (5.,2), une condition de transitivité pour un composé

i—> j—>%k . Pour i € ob I , on notera encore
(5.7.1) i, ¢ Mod(Ai)-ﬁMod(A)

1'adjoint & gauche du foncteur i%* : Mod(A) —> Mod(Ai). Il est donné
par la formule de (5.3), a condition d'interpréter de f£* de (loc. cit.)

comme foncteur image inverse pour les Modules.

La formation du produit tensoriel commute & toute image inverse, donc
en particulier 3 la restriction & chaque étage : pour L un A-Module & droite,
M un A-Module a gauche, et i € ob I , on a
(5.7.2) i*(lL @M —> L ® M

A i Ai i

En revanche, il n'en est pas de méme en général du Hom '"interne"
et M sont des A-Modules & gauche, on a une fléche canonique
(5.7.3) i¥Hom, (L,M) —> Hom, (L, ,M,)

—A ———Ai i’
Celle-ci n'est pas toujours un isomorphisme, comme le montre (III 4.3.2).

Toutefois, si L est un Module cartésien, i.e. si, pour toute fléche

f:1i—>3j de I, la fléche f*Lj — Li est un isomorphisme, alors (5.7.3)

est un isomorphisme. La vérification est immédiate.
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b) On suppose maintenant que X —> I est un bon topos fibré (5.4),
et 1'on se donne un Anneau A de Top (X)), il——}Ai . Pour f:1i—>]j €FlI,

on définit

f* . Mod(Aj) e Mod(Ai)

comme le composé de £l Mod(Aj) -ﬁMod(f_l(Aj)) et de la restriction

des scalaires via Ai e f_l(Aj). Un A-Module & gauche M de Topo(X)

s'interprate comme la donnée, pour chaque i € ob I , d'un Ai-Module 3 gauche

Mi , et pour chaque flédche f : i —> j, d'une fléche de Ai—Modules

Mi e f*Mj , avec l1'habituélle condition de transitivité. Soit f : i —> j
une fléche de I . L'adjoint i gauche f, : X, —> XJ. de £7! 4éfinit un

foncteur "enveloppant"

(5.7.4) f Mod(Ai) —_— Mod(AJ.)

(noté parfois £, quand il n'y a pas de confusion i craindre), adjoint a gauche

de f¥ , Pour &tre complet, rappelons bridvement la définition. Tout d'abord,

si L est un A, -Module libre de base E € ob X, , on pose f?(L) = Aj(f!E)

on vérifie en effet qu'on a un isomorphisme fonctoriel en

(E)
o) . .

Aj Ai(Ai ,f%¥M) ; on a en particulier
une fléche canonique L —> f*f?(L), correspondant par 1'isomorphisme précédent

M € ob Mod(Aj) : Hom (Aj(f!E),M) —— Hom

3 la fleche identique de f?(L). Si L1 —_— L0 est une fléche de Ai-Modules
libres, on définit f?(Ll) —_—> f?(Lo) comme correspondant a la composé de

L, —>L —> f*fl?(Lo) . Enfin, si L est un A, -Module quelconque, on choisit
une présentation L — L0 —> L —> 0 avec L1 et L libres, et 1'on
définit f?(L) comme le conoyau de f?(Ll) s f?(Lo) . Cela étant, on peut
interpréter un A-Module 2 gauche M comme la donnée d'une famille de Ai-Modules
Mi , avec, pour chaque fléche f : i —> j, une fléche Aj-linéaire f!(Mi) '%Mj

ces fléches satisfaisant une certaine condition de transitivité. Pour i € ob I,

on notera encore
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(5.7.5) i, : Mod(Ai) —> Mod(A)

l1'adjoint & gauche de i%* : Mod(A) —> Mod(Ai), donné par la formule de (5.4),
avec f, remplacé par f? , la somme directe étant prise dans la catégorie
des Aj-Modules.

Pour le produit tensoriel et le Hom interne dans Mod(A), on a
une discussion analogue i celle de a), i.e. on a un isomorphisme analogue 2

(5.7.2) et un morphisme de la forme (5.7.3) qui n'est pas un isomorphisme

en général.

Exemple. Dans la situation de (5.6.7), un Anneau de Top (X) n'est autre
qu'un Anneau simplicial A de T . La catégorie Mod(A) a été étudiée dans
(I 3), voir en particulier (I 3.1.1.0) pour une description du Hom internme,

noté Homs dans (loc. cit.).

5.8. 1Images directes.

Soit m= (u,v) : X = (X,I) —> Y = (Y¥,J) un morphisme de topos

fibrés (5.5).

5.8.1 On a vu (5.5) que m définit un morphisme de topos

m : Top(X}) —> Top(Y). Le foncteur image directe m, s'explicite comme suit.
Soit F € ob Top(X). Pour j € ob J , notons I/j la catégorie dont les
objets sont les couples (i,f), ot i est un objet de I et f : v(i) —> j
une fléche de J , les morphismes de 1I/j étant définis de la maniére évidente.

On a :

(m*F)j = lim f*ui*Fi

(i,f) € 1/]
(1,8 > f*ui*Fi est un foncteur contravariant sur I/j & valeurs dans Xj)'
Pour g : j —> k, fléche de J , la flache (m*F)g : g*(m*F)k e (m*F)j
a pour composante d'indice (i,f) € I/j 1la fléche g*(m_n_F)k —> fu F.

adjointe de la projection canonique (m*F)k — > (gf)*ui%Fi
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Cas particuliers. (i) Lorsqu'on prend pour m 1l'inclusion d'un étage d'un

topos fibré, on retrouve la formule de (5.3).
(ii) Supposons que J soit la catégorie ponctuelle [0], donec Y

réduit & un seul topos Y = Yo . On a alors

m,F = lim u, F,
« i i
i€l

En particulier, prenant pour Y 1le topos ponctuel, on a

T(Top(X),F) = 1lim I(X,,F.)
. i’
i€l
(iii) Supposons que I =J , v =1d . Pour j € ob I , la catégorie
I/j a un objet final, Idj , d'olt il résulte que
m,FJ}, = . F,
(meF Yy 3
Ce qu'on peut encore exprimer en disant que, si m : X —=>Y est un morphisme
de I-topos fibrés, le foncteur m,: Top(X) —> Top(Y) commute 3 la restriction
aux étages.
En particulier, si l1'on prend pour Y 1le topos fibré constant sur
1 de valeur le topos ponctuel, et m : X —> Y 1le morphisme évident, on a

Top(¥) = 1" (catégorie des préfaisceaux sur 1), et m,F est le préfaisceau

i bz T(Xi,Fi)

5.8.2. Supposons X et Y boms (5.4) : Topo(X) et Top{Y) sont donc des
topos, et m définit (5.5) un morphisme de topos m : Top®(X) —> Top® (Y,
pour lequel nous allons expliciter le foncteur image directe. Soit

G € ob Topo(X). Pour j € ob J , notons j/I 1la catégorie dont les objets
sont les couples (i,f) , ot i est un objet de I et f : j —= v(i) une

flache de J , les morphismes de j/I é&tant définis de la maniére évidente.
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Alors (rn*G)j est défini par la suite exacte

(m*G)j—'ﬁ l [ 6, —> T , f*u,  g¥G,

e 3
(i,f)€ob j/1 e L g1 (1 ,£)=> (i,f) o1 t

1 1

€ F1(i/1)

ot 1la double fléche a pour composante d'indice g d'une part le composé de

la projection canonique sur fT u, *Gi et de la fléche de changement de
1" 71
base f¥*u, G, —> f*u, g*G, définie par le carré
1 11* i ol i

X, <§-————ji———————- X,
1 ‘o
u, u,

i i
1 o

YV(il) < Yv(io) g

d'autre part le composé de la projection canonique sur fgui *Gi et de la
o
fleche f¥#u, G, ——> f¥*u, g¥G, définie par G_; pour h : k—> j ,
ol wii o'l #” i) g
fleche de J , on a un morphisme évident de la double fléche définissant

(rn*G)k dans 1'image inverse par h de la double fléche définissant (m,G). ,
]

d'ots la fléche (m,G), : (m,G), ——> h¥*(m,G).
%Y/ h %5 T 5

Cas particuliers. (i) Pour m égal a 1'inclusion d'un étage, on retrouve

la formule de (5.4).
(ii) Supposons que, pour toute fléche g : io —> i de I, la
fléche de changement de base
vigh*u G ————> u_ gHG,
i w1
1 1
soit un isomorphisme. Alors (i,f) —=> f*ui*Gi devient de fagon naturelle

un foncteur sur j/I & valeurs dans Yj , et 1'on a

(m*G)j = lim F¥yu

. G,
- i i
(i,£f) €j/1
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Si de plus I = J et v = Id, la catégorie j/I a pour objet initial Idj ,

et par suite la formule précédente se réduit a

(mG). = u,.G,
M 5 Yie

En d'autres termes, pour m : X —= Y un morphisme de I-topos fibrés,
"la formation de m,G commute aux étages” pourvu que la formule de
changement de base f*uj*Gj — ui*f*‘Gj soit vraie pour chaque fléche

£:4i—>3 de 1.

6. Cohomologie des topos fibrés : calculs standard.

6.1. Résolutions standard.

Soit X = (X ~> I) un topos fibré (5.1). Notons Id1S la catégorie
discréte associée a2 1 (i.e. définie par l'ensemble o0b{(I)), xdis le topos
. dis -
fibré au=dessus de I défini par X, et
(6.1.1) R i ——

X

le morphisme évident (on écrira parfois e au lieu de eX). Les catégories

Top(XdlS) et Topo(XdlS) s'identifient canoniquement au topos .J____J_ X,
i €ob I

(SGA 4 IV 8.7), qu'on notera encore Xdls par abus. Le morphisme de topos

e : xiis ~— Top(X) déduit de e (5.5) donne une résolution standard (I 1.5.2)
(6.1.2) F—> (e,,e)F = (eye¥F 3 (ee®)r =% ...)

fonctorielle en ¥ € ob Top(X), et 1'on a une résolution analogue dans Top (X}
quand X est bon (5.4). D'aprés (I 1.5.3), l'objet cosimplicial augmenté déduit
de (6.1.2) par application du foncteur e® est homotopiquement trivial. Comme
ce foncteur est comservatif, il en résulte en particulier, dans le cas ot F
est un faisceau abélien, que le complexe de cochatnes défini par (ey,e¥)’'F est

une résolution de F au sens natf du terme. Similairement, on a une résolution

standard
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(6.1.3) (e e9).F = (... (e,e®’F T3 eje*r) —>TF

fonctorielle en F € ob Top(X), et une résolution analogue dans Topo(X)
quand X est bon, e, =ui, désignant l'adjoint & gauche de e¥* ,

cf. (5.3) et (5.4). Les objets simpliciaux augmentés (6.1.3) sont homoto-
piquement triviaux en restriction 2 chaque étage. Enfin, on a une variante
de (6.1.3) pour les faisceaux de modules, cf. (5.7).

d

6.1.4 Le foncteur e T —= Top(X) transforme tout faisceau flasque

v
en un faisceau flasque, dont la restriction & chaque étage est flasque d'apres
la seconde formule de (5.3). La flache d'adjonction F — eye*F étant
injective, il en résulte que tout faisceau abélien de Top(X) se plonge dans
un faisceau flasque dont la restriction & chaque étage est flasque.

Soit A un Anneau de Top(X), d'ot un Anneau induit sur Xdis s
noté encore A . Si M est un A-llodule injectif sur X s e*M est un
A-Module injectif de Top(X) (car e* est exact), et e M est injectif
en restriction 4 chaque étage quand, pour chaque flédche f : { —=3j de 1T ,
le morphisme de topos annelés Xf : Xi — Xj est plat. Donc, quand cette

derniére condition est satisfaite, tout A-Module de Top(X) se plonge dans

un A-Module injectif dont la restriction & chaque étage est injective.

On a des résultats analogues dans Topo(X) : si, pour toute fléche
f de I, f#* transforme flasques en flasques (resp. injectifs en injectifs),
1'image par e, d'un flasque (resp. injectif) est un flasque (resp. injectif)
dont la restriction a4 chaque étage est flasque (resp. injective), et il y a

suffisamment de tels faisceaux.
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6.1.5. Les résolutions standard (6.1.2) et (6.1.3) dépendent fonctoriellement
du topos fibré X dans le sens suivant. D'un morphisme de topos fibrés

m: X—>7Y (5.5}, on déduit un carré essentiellement commutatif

XdlS m Ydls

Top(X) —Il——> Top(Y¥)

s

et un carré analogue avec Topo(X) et Topo(Y) quand X et Y sont bons.
Les fléches canoniques wm¥e, —> e*m* , mitg¥ —— = e¥m¥ fournissent, pour

F € Top(Y) (resp. Top (Y¥)) un carré commutatif

(6.1.5.1) m*F——-(“i-z————>m*(e*,e*)'F

m*F ___gi}.)_> (ey,e%) m¥F

s

oi (i) est l'image inverse par m de la résolution (6.1.2) relative 3 F ,
tandis que (ii) est la résolution {(6.1.2) relative 2 m¥*F. Par suite, pour

E € ob Top{X) (resp. Top®°(X)), F € ob Top(Y) (resp. Top (¥)), toute
fleche m#F — E se prolonge de maniére maturelle en une flé&che

w¥#(e,,e¥) ' F —> (e,,e#)'F . De la meme maniére, on a un carré commutatif

(6.1.5.2) (e',e*).m*F———(-i-)—-—ém*F

1d

(ii)

(e, o) F ———t2 s mrF
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ott (i) est la résolution (6,1.3) relative &3 m¥F et (ii) l'image inverse par m
de la résolution (6.1.3) relative 2 ¥ . Par suite, pour E et F comme
ci-dessus, toute flédche E ——2 m#F se prolonge en une fléche

(e,,e*) . E —> m¥(e ,e¥).F , Enfin, pour les faisceaux de modules, on a

des variantes que nous laissons au lecteur,

6.2. Cobomologie de Top(X).

Proposition 6.2.1. Soient X = (X —> I) un topos fibré, Y un topos,

p: X~=>Y un morphisme de topos fibrés (1). Notons YI le topos fibré

constant au-dessus de I de valeur Y, p : X —> YI le morphisme de

I-topos fibrés défini par p . Soit E un faisceau abélien de Top(X)

tel que Ei soit flasque pour tout i € ob I . Il existe un isomorphisme

canonique
Rp, (E) —— cC'(p&) ,

ot le second membre désigne 1'objet cosimplicial (3.9.6) associé 3

PsE 1 I° —> Z Mod(¥)  (cf. (5.8 (iii)) ).
Preuve. Comme E, est flasque pour tout i , on a d'aprés (6.3),
Rp, (E) - pyley e®)'E s

. . . 2
et le second membre s'identifie 2 C'(p,E), comme on le vérifie trivialement (7).

(1) Y considéré comme topos fibré au-dessus de la catégorie ponctuelle.

(2) rapprocher de (3.6.1) et {(4.6.4).
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6.2.2. L'énoncé précédent fournit un procédé de calcul standard pour la
cohomologie de Top(X) lorsqu'on dispose de procédés standard pour le

calcul de la cohomologie des étages. Supposons par exemple qu'on dispose

d'un morphisme de I-topos fibrés u : P —> X tel que, pour tout 1 € ob I,
Pi soit un topos discret {somme de topos ponctuels) et u? conservatif. Soit
E un faisceau abélien de Top{X). Les résolutions de Godement {ui*,u%i*)'Ei
forment une résolution G'(E} de E telle que G(E) soit flasque en
restriction & chaque étage. De (6.4) on déduit alors que Rp,(E) s'identifie

canoniquement au complexe simple associé au complexe double C™(p,G (E)).

Remarquons en passant que pour Y ponctuel et X Ile topos
constant sur I de valeur le topos ponctuel, on retrouve le calcul standard
des dérivés de 1lim , cf. (5.8.1) (ii), et Roos [19].

e

1

Proposition 6.2.3. Les hypotheses et notations étant celles de (6.2.1),

O . . . .
supposons que I = A . Il existe alors un isomorphisme canonique

Rp*{E) e PiE

Preuve. Conjuguer (6.2.1) et 1'énoncé dual de (3.9.3) (cf. (3.9.6)).

Variante 6.2.3.1. §i 1=/ x ... x & (n facteurs), on trouve de méme

que Rp*(E) s'identifie au complexe simple associé au faisceau abélien
n-cosimplicial p,E  (appliquer 1'énoncé dual de (3.9.5)).

Corollaire 6.2.3.2. Sous les hypothéses de (6.2.1), avec I = A%, soit

F € ob D+(Top(X);Z ). 1l existe une suite spectrale canonique fonctorielle

13 _ gl %
E] R pi*(Fi) === R¥p,(F) |

ol le complexe EiJ est le complexe de cochaines défini par l'objet cosim-

plicial [i]—> RIp,(F)).
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Preuve. On peut supposer que F est un complexe borné inférieurement dont
la restriction & chaque étage est un complexe de faisceaux flasques. D'apreés

(6.2.3) on a alors

Rp,, (F) LIE}(F) ,

et 1'on écrit la "premiére" suite spectrale du bicomplexe p,(F).

6.2.4. Scholie. Généralisant la construction (3.9.1) aux pseudo-foncteurs,

on associe au topos fibré X = (X —> I) un topos fibré

(6.2.4.1) c.(x)

au-dessus de 4° , [n]F—> _‘__l_ X

x € Hom([n], I)

Top(X) définit canoniquement un objet C.(E) de Top(C.(X)),
o] b—>

x € Hom([n],1)

Enfin, tout morphisme p : X —> Y comme ne (6.4) se prolonge naturellement

j d
<(0) Tout objet E de

Ex(o) , qui dépend fonctoriellement de E .

en un morphisme, encore noté p , de C.{X) dans Y .

Proposision 6.2.4.2., Soit E un faisceau abélien de Top(X) (gu plus

généralement un objet de la catégorie dérivée D+ des faisceaux abéliens

de Top(X)). Il existe un isomorphisme fonctoriel canonique

Rp, (E) —— Rp,(C.(E))

Preuve. Utilisant (6.2), on peut supposer que E est un faisceau abélien dont

la restriction & chaque étage est flasque. Appliquant (6.2.1) on trouve
Rp, (E) —— C (p,E)

Or on a
C(peE) = p,(C.(E)

et comme la restriction de C.(E) & chaque étage est encore flasque, 1'assertion
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résulte donc de (6.2.3).

Voici quelques applications de (6.2.3).

Proposition 6.2.5. Soit X un topos fibré au-dessus de AO . Notons Decl(X)

le topos fibré au-dessus de A ° déduit de X par oubli du premier opérateur

de face (1) . Soit M € ob D+(Top(X)), d'oli, par oubli du premier opérateur de

face, un objet Decl(M) de D+(Top(Decl(X))). Alors le morphisme canonique

M ——> Rd,Decl(M) s
o *® 1

défini par la projection d : Dec;(x) —_ Xo , est un isomorphisme.

Preuve. On peut supposer M concentré en degré O , et flasque en restriction
a chaque étage (6.2). Considérant (X,M) comme un (pseudo-) foncteur de A°

dans la 2-catégorie des paires (Y,E), ot Y est un topos et E un faisceau
abélien sur Y , et appliquant (1.4) & ce foncteur, on trouve que la projection
(Dec;(X), DeC;(M)) _— (XO,MO) est un (XO,MO)—homotopisme, et il s'ensuit
que la fléche d'adjonction Mo _ Q*Dec;(M) est un homotopisme, d désignant
o

la projection de DeCT(X) sur le topos fibré constant de valeur X sur A

Compte tenu de (6.2.3.1), cela prouve la proposition.

Proposition 6.2.6. Soient T un topos, X un objet simplicial de T

D'ott (5.6 b)) un topos fibré X au-dessus de AO et un morphisme

p : X—> T, projetant chaque Xi sur l'objet final de T . Notons D(T)

la catégorie dérivée des faisceaux abéliens de T , et Z (-) 1le foncteur

"faisceau abélien libre engendré". Pour E € ob D+(T), il existe un

isomorphisme canonique fonctoriel

Rp,p*E —~~ RHom(Z (X),E) R

ot p*E est le complexe de faisceaux de Top(X) image inverse de E

(1) La définition de Deci(Y) pour Y un pseudo-foncteur de »°  dans

une 2-catégorie est "la méme" qu'en (1.3.1).
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Preuve. On peut supposer que E est un Z -Module injectif, L'assertion

résulte de (6.2.3), compte tenu du fait que

L =
p;,PIE Hom(Z (xi), E)

Remarque 6.2.6.1. On verra plus bas que la conclusion de (6.2.6) est encore

vraie si 1'on regarde Rp,p*E comme étant défini par p : Topo(X) - T

Corollaire 6.2.7. ("descente cohomologique"). Dans la situation de (6.2.6),

supposons que T alt assez de points (SGA 4 IV 6) et que X soit un

hyperrecouvrement de l'objet final de T (SGA 4 V App.). Alors la fléche

d'adjonction
E we———> Rp,p¥*E

est un isomorphisme.

Preuve. D'aprés (6.2.6), la fléche E —> Rp,p*E s'identifie & la fliche
obtenue en appliquant le foncteur RHom(-,E) 2a la fl&che canonique

Z(X) —>Z (ot Z désigne encore par abus le falsceau constant de valeur
Z sur T). Si e désigne l'objet final de T , dire que X est un hyper-
recouvrement de e signifie que X —> e est un quasi-isomorphisme fibrant
(1 2.2.1, 2.3.8), donc Z (X) —> Z est un quasi-isomorphisme d'aprés le

théoréme de Whitehead (I 2.2.2), et le corollaire en découle.

Par un argument analogue, on prouve plus généralement :

Corollaire 6.2.8. Soit T un topos possédant assez de points. Soit

f : X —>7Y un quasi-isomorphisme d’'objets simpliciaux de T (I 2.2.1),

. o . . .
d'olt un morphisme de A -topos fibrés noté encore £ , et un triangle

essentiellement commutatif de topos
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Top(X) ——L———5 Top(¥)

N

Pour E € ob D+(T), la fléche canonique

Rq, q*(E) ————> Rp,p*(E)

définie par f est un isomorphisme.

Remarque 6.2.8.1. La conclusion de (6.2.8) est encore valable si, au lieu

de supposer que T posséde assez de points, on suppose que £ est sous-jacent

a4 un morphisme de faisceaux abéliens simpliciaux (I 2.2.2), et en fait 1l'une

et l'autre hypotheése devrait &tre inutile.

6.3. Images directes par I-morphismes.

Proposition 6.3.1. Soit u : X —> Y un morphisme de I-topos fibrés (5.5).

Pour E € ob D+(Top(X)) et i € ob I, la fléche canonique

i*Ru,E ———> Ru, E,
* i% 1

est un isomorphisme.

Preuve. D'aprés (6.2), on peut supposer que E est un faisceau flasque dont
la restriction a chaque étage est flasque. L'assertion résulte alors de

(5.8.1 (iii)).

L'assertion analogue avec E € ob D+(Topo(X)) n'est pas vraie en

général (cf. (5.8.2)). On a cependant :
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Progosition.6.32.(1) Soit u : X—>Y un morphisme de I-topos fibrés, X et

Y étant bons, et soit E € ob D+(Top0(X)). On _suppose que, pour toute fléche

f:i—>3 de I, X? transforme injectifs en injectifs et que la flé&che

de changement de base

fRu, (E,) —> Ru, f%¥(E,)
j* 7] i h|

est un isomorphisme. Alors, pour tout i € ob I, la fléche de changement

de base
i*Ru, (E) ——> Ru, (E,)
146 1

est un isomorphisme.

Preuve. D'aprés (6.2), on peut supposer que E est un complexe borné inférieu-
rement de faisceaux abéliens dont les composantes sont injectives sur chaque

étage. On a alors

Ru*(E) =//‘u*(e*,e*)'E s

oli (e*,e*)'E est la résolution standard de E définie par les étages (6.1)
et Jr désigne un complexe simple associé. Il s'agit de montrer que la fléche

canonique
(%) i*u,(ey,e¥)'E —> ui*i*(e*,e*)'E

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés. Il suffit

de montrer que, pour chaque n ,
> '* AL
(*)n 1*u*(e*,e*)nE _— 1 (e*,em)nE

est un quasi-isomorphisme. Utilisant (5.4) et (5.8.2), on trouve

1
(") Cet énoncé ne servira pas dans la suite.
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[ % )5 = #
i#u, (e, ,e¥) E fo fn . fguil*(f _1..f1) Ein N
i=i —>i —> ... —>1i
o 1 n
n ’
i * = #
u; 1 (e*,e )'E £ fn_l . (fn—l"'fo) Ein
i=io—o—>il——>...—>in

les produits étant pris sur tous les n-simplexes de Ner(I) d'origine i ,
et (-x-)n est le produit des fléches de changement de base

fru, (f co. £)¥E. —>u_ [ £ )¥*E,
n- 1 i i¥ n-1 o i
1 n n

définies par les carrés

i i1
Par hypothése (et transitivité des fléches de changement de base), celles-ci

sont des quasi-isomorphismes, donc il en est de méme de (*)n et ceci achéve

la preuve de (6.3.2).

Remarque. L'hypothése que X? transforme injectifs en injectifs est satisfaite

par exemple quand X est un morphisme de localisation dans un topos.

£

6.4. Cohomologie de Top° (X).

Soit X wun topos fibré au-dessus de I , et soit E wun objet de

Top (X). On va définir

(6.4.1) €.(E) € ob Top(c.(X)) ,

ot C.(X) est le topos fibré au-dessus de A° défini en (6.7.1). Pour
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n € ob A, on pose
c.® = | [ ccose, .,
x € Hom({n], D)
od c(x) : x(0) ——> x(n) désigne la flache composée des fléches de I définies
par x ; c'est un faisceau sur CH(X). Soit f : [m]-—> [n] une fléche de A,
d'ol une fldche, encore notée f , de Cn(X) dans Cm(X), donnée sur le composant
%

X 0) correspondant & x € Hom([n],1I), par x(af) © X (o) — X £(0) ol

: 0 —=> £(0) ¢ F1{[n]), avec les rotations de (3.1.2). On a donc

af.

frc_(E) = T x(a*e(xE)¥E_ (-

x € Hom([n],1)

On définit
C.(E) : f£xC (E) —=> ¢ ()
£ m n

comme le produit des fléches

¥ . ¥
x(af)*c(xf) Ex(bf) : x(af)*c(xf)*Exf(m) e %) Ex(n) N
ott bf désigne, comme en (3.1.2), la flache f(m) —=>n de [n], et
Ex(bf) C B T x(bf)*EX(n) la fléche définie par x(bf) (noter
que l'ona 0 %f(0) £ ... < f(m) < n, d'od x(bf)c(xf)x(af) = ¢c(x)). Il

est immédiat que ([n]) b——> Cn(E), f— Cf(E)) définit bien un objet
C.(E) de Top(C.(X)). Il est clair que C.(E) est un foncteur exact de

E € ob Top”(X).

Proposition 6.4.2, Soit X wun bon topos fibré au-dessus de I , et soit

E € ob D+(TO§O(X)). On suppose que E est isomorphe & un complexe borné inférieu-

rement E' tel que, pour toute fléche f : i —>j de I, f*E’j soit &

composantes flasques. Scoient d'autre part Y un topos, et p : X ——>Y un

morphisme de topos fibrés, d'ol des morphismes de topos

p: TOpO(X) —> Y, p : Top(C.(X)) —=> Y . Il existe un isomorphisme canonique
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fonctoriel

~

Rp,(E) —— Rp,C.(E)
Preuve. Vu 1l'exactitude du foncteur C.(-), on peut supposer que, pour toute
fléeche £ : i —>j , f*Ej est & composantes flasques. Alors Ci(E) est

flasque pour tout i , et d'aprés (6.2.3) on a

Rp,(C.(E)) =fg*c.(E> )

ol p désigne la projection de C.(X) sur le topos fibré constant sur ﬁ?
de valeur Y , et ‘[ﬁun complexe simple associé. D'autre part, il découle
immédiatement des hypoth®ses sur E que la résolution standard (e,,e*)’E
est une résolution de E par des complexes de faisceaux flasques, et par suite

on a

Rp, (E) = [/p*(e*,e*)'E

Mais on vérifie trivialement qu'on a, pour M € ob Topo(X), un isomorphisme

canonique fonctoriel
pyleg.e¥) M =p.Cc.(M)

d'oti 1a proposition.

6.5. Systémes locaux. (1)

Soit X un topos fibré au-dessus de I . A tout objet cartésien
E de Top(X) (5.2.4) on associe l'objet cartésien E  de Topo(X) défini
comme suit : pour i € ob I, E; = E, , pour £:i-—>j,
E; = (Ef}_l : By —> f%Ej . Similairement, 2 tout objet cartésien F de
Top (X} on associe 1'objet cartésien F de Top(X), tel que
i i

F, = F, et F; = (Ff)'1 : f*FJ. —> F, . On définit ainsi une équivalence

de catégories

1
() La lecture de ce numéro est inutile pour la compréhension du reste du Chapitre.
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E —>E
_—
%__

FT<H F

(6.5.1) Cart{Top(X)) Cart{Top® (X))

ot Cart(Top(X)) (resp. Cart(Top (X))) désigne la sous-catégorie pleine de

Top(X) (resp. Top (X)) formée des objets cartésiens.

Soit E € ob Cart(Top(X)). On va définir un isomorphisme canonique

fonctoriel
(6.5.2) C.(E) ——> cC.(ED) s

ot C.(E) (resp. C.(E7)) désigne l'objet de Top(C.(X)) défini en (6.2.4)
(resp. (6.4.1)). Par définition, (6.5.2) sur 1l'étage Cn(X) est le produit,

pour x € Hom{[n], I), des flaches

-1 .
EC(X) : EX(O) c(X)-)Ex(n)

Pour montrer qu'on définit bien ainsi une fléche de Top(C.(X)), on doit
vérifier que, pour £ : [m]——> [n] € F1(A) et x € Hom({n],I), le carré

ci~dessous est commutatif :

Ex(af)
x(@)¥E ¢ (o) Ex(0)
-1 -1
X(af)‘)(-Ec(xf) Ec(x)
-1
x(af)*c(xf)*Ex(bf)
x(af)*c(xf)*EXf(m) > c(x)*EX(n) s

oli les notations sont celles de (6.4). Mais cela résulte aussitdt de la

relation x(bf)c(xf)x(af) = c(x) et de la transitivité des fléches Eg

Proposition 6.5.3. 8oit X un bon topos fibré au-dessus de I , et soit E

un faisceau abélien cartésien de Topo(x). On suppose que E posséde une

résolution par des faisceaux abéliens F de Topo(X) tels que, pour toute

flache £ : i —> 3 de 1, f*Fj soit flasque. Soient d'autre part Y un
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topos et p : X =% Y un morphisme de topos fibrés. Il existe un isomorphisme

fonctoriel canonique

Rp, (E) — Rp,(E7)

Preuve. On a en effet :

Rp, (E) Rp, C.(E) (6.4.2)

Rp,C.(E7) (6.5.2)

Rp,E (6.2.4.2)

Corollaire 6.5.4. Sous les hypothéses de (6.5.3), s'il v a assez de faisceaux

flasques sur Y dont les images inverses par chaque P, ¢ Xi ——3 Y soient

flasques, alors, pour F € ob D+(Y), il existe un isomorphisme fonctoriel canonique

~ [o el
Rp,p*F —— Rp,p F >

ot p : Top(X) —> Y , po : Topo(X) —> Y désignent les morphismes définis

Preuve. On peut supposer que F est concentré en degré zéro et flasque et que
p? F est flasque pour tout i . L'assertion résulte alors de (6.5.3) ,

puisqu'on a sz = (p¥F)

Remarque. L'énoncé précédent tient la promesse de (6.2.6.1).

6.6. Foncteurs Lu,

6.6.1. Soient X = (X =~>1I), Y = (Y —=>J) des topos fibrés,

u = (u,v) : X —=>Y un morphisme (5.5). Donnons-nous un Anneau @X
(resp. @Y) de Top(X) (resp. Top(Y)), et un morphisme @X e u‘%SY .

On a alors un foncteur image inverse
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u¥® : Mod(Top(Y)) ——> Mod(Top(X))

composé de ot Mod(@Y) —_—> Mod(u_IGY) et de la restriction des scalaires

via @X E— u_IGY . Supposons que, pour tout i € ob I , u£1

Y .y —> X,

v(i) i
posséde un adjoint & gauche. Alors, pour tout i € ob I , u? : MOd(Yv(i) -=> Mod(Xi)
posséde, d'aprés (5.7 b)), un adjoint a gauche Uy - De plus, u¥ posséde

un adjoint & gauche
(6.6.1.1) u, : Mod(Top(X)) —> Mod(Top(Y))

qui est défini comme suit. Soit E € ob Mod(Top(X)). Pour j € ob J , (u'E)j

3* 3 3
fouio!g Eii——> fru B, —> (u!E)j ,

) (i,£) € ob j/I

est défini par la suite exacte

g (i ,f) —> (i, f;

€Fl j/1

avec les notations de (5.8.2) : l'une des deux fléches de la double fléche envoie

le composant f¥ u, K g¥E dans f¥* u, E. par f¥ u, |E 1'autre 1l'envoie
o il i o iV 7i o il7g”
o 1 o o o
dans f"l"ui !Ei par la fléche canonique uy !g*Ei e v(g)*ui !Ei définie
1 1 o 1 1 1
(cf. (8.2.1.3)) par le carré
X, —E X,
o 5
u u,
i i
v(g)

. —_—
Yv(l ) Yv(i )

o 1
8i h : k—>j est une fleche de J , on a un morphisme évident de 1'image
inverse par h de la double fléche définissant (U!E)j dans celle définissant

(u'E)k , d'od une fléche (U'E)h : h*(u'Ej) ———9'(U'E)k . I1 est immédiat qu'on
définit bien ainsi un Module de Top(X), et que EF—> u,E est adjoint 2

gauche de uk,
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6.6.1.2. Observons que, pour L € ob Mod(Xdls

(uje, (L)), = J—L f¥u, L. ,
L ]

f:j—>v(i)

) (6.1), u'e'(L) est donné par

pour j €ob J , et, pour h : k —> j, (u'e'(L))h envoie h¥f¥u, L.
sur (fh)*ui'Li par l'isomorphisme de transitivité. En effet, le foncteur
L > u,e,(L) défini par cette formule est adjoint i gauche de e¥u¥,

comme on le vérifie directement.

Proposition 6.6.2. Les hypotheses et notations étant celles de (6.6.1), on

suppose dque, pour tout j € ob J et tout (f : j —>v(i)) €ob jF/I ,

le foncteur f*ui : Mod(Xi) o Mod(Yj) transforme suites exactes courtes

de Modules plats en suites exactes. Alors le foncteur u, (6.6.1.1) admet

un dérivé gauche au sens de (I 1.4.4)

Lu, : D (Top(X)) —= D (Top(Y¥))

!

8i M est un complexe, borné supérieurement, de @x—Modules plats, on a

Lu!(M) =)[ u!(e!,e*).M ,

ot (e,,e¥).M désigne la résolution standard (6.1.3) (1) et un_complexe

simple associé. Enfin, pour E € ob D (Top(X)), F € ob D+(Top(Y)), il existe

un_isomorphisme canonique fonctoriel

RHom(Lu, (E),F) = RHom(E,u*F)

(1) i1 s'agit évidemment de la variante de (6.1.3) pour les faisceaux de modules.
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Preuve. Soit E € ob D (Top(X)). On va montrer que le pro-objet de D{Top(Y))

LuyE = "lim" u,E’
H -— :
E' 2>
ot s parcourt les classes d'homotopie de quasi~isomorphismes de but E , est
essentiellement constant, de valeur u, L, ot L est un complexe borné
supérieurement de Modules du type e,P , avec P plat sur Xdls . Les deux

premiéres assertions de la proposition en résulteront, Comme tout Module de

Top(X) est quotient d'un Module du type e,P , avec P plat sur XdlS , 11

!
suffit de montrer que, si F est un complexe acyclique, borné supérieurement,
3 composantes de ce type, u,F est acyclique. La résolution standard (6.1.3)
(e!,e*).F (variante pour les faisceaux de modules) est un bicomplexe, dont
la n-i2me ligne est (e!,e*)nF , et la i-iéme colonne (e!,e*).Fi . Comme les
Fi sont du type e!(—), 1'augmentation (e,,e¥) F —>TF induit, d’'apres

(I 1.5.3), un homotopisme sur chaque colonne. Donc il en est de méme de

u'(e',e*).F —> u!F, et par suite /(u,(e',e*).F —> u,F est un quasi-

!

isomorphisme. On a d'autre part

(e!,e*)n = e!e'“‘(e!e')(')n_1 s

et il découle de la premidre formule de (5.3) que e*(e'e*)nth est un complexe
acyclique de Modules plats sur Xdis . 11 résulte alors de (6.6.1.2) et de
1'hypothese d'exactitude sur les f*uig que chaque ligne u?(e!,e*)nF est
acyclique., Donc ‘/ u'(e',e*).F est acyclique, donc aussi u,F , ce qui

démontre notre assertion, Il reste 3 démontrer la dernidre assertion de la
proposition. La preuve est analogue 3 celle de la formule de dualité triviale
(IIT 4.6). Il suffit de remarquer que, pour L plat sur x4 o g injectif

sur Y , on a Extl(e'L,u*F) =0 pour i >0 ., Les détails sont laissés au

lecteur.
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Remarque 6,6.2.1. Dans la situation de (6.6.1), supposons que, pour tout
j €obJ et tout (£ : j ~—>v(i)) € ob j/I, le foncteur f*ui' soit exact.

Alors, pour tout complexe de ®X~Modu1es M, borné supérieurement, on a

Lu!(M) =//' u!(e?,e*).M

Exemple 6.6.2.2, Soient T un topos, X : I° —> T un diagramme de T .

D'olt (5.6 b)) un topos fibré T/

g ibl—> T/X , et un topos total correspondant,
i

noté simplement Top(X). Les morphismes de localisation u, T/X —>T
i

définissent un morphisme de topos fibrés
u : T/X > T

au-dessus du foncteur I° —3 [0] , od [0] est la catégorie ponctuelle. D'ot

un morphisme de topos noté encore u : Top(X) —> T . Munissons T d'un Anneau 6 ,
Top(X) de 1'Anneau u—1® . Prenant comme morphisme u_1® — u-1® le

morphisme identique, on a alors d'aprds (6.6.1) un couple de foncteurs adjoints

(u,,;u*) entre Mod(Top(X)) et Mod(T), et u, admet, d'aprds (6.6.2), un

!
dérivé gauche Lu; . Un Module M de Top(X) peut encore s'interpréter,

dans le langage de (I 4.2.1), comme un T-systéme inductif de G-Modules indexé&
par I (I étant regardée comme une catégorie au-dessus de % via

x°) : ibF—>M , (f:i—>j€FD b—> (Mi|Xj —> M,). Le foncteur u¥
associe & un Module F de T le T-systéme inductif "trivial" indexé par I
de valeur ¥ . Par suite, quand I est localement filtrante (I 4.2.1), le
foncteur u, cofncide (a isomorphisme unique prés) avec le foncteur noté

lim dans (loc. cit.), et 1'on a Liu' =0 pour i >0, puisque, d'aprés

Deligne (loc. cit.), le foncteur lim est exact,
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Exemple 6.6.2.3. Soient X, Y des schémas, et f : X > Y un morphisme

localement de type fini, Par une lissification locale de f on entend un

diagramme commutatif

ot p est une immersion ouverte, 1 une immersion fermée, et q un morphisme
lisse. Les lissifications locales de f forment de mani&re &vidente une

catégorie, que nous noterons I . Pour i € ob I, nous désignerons par

le diagramme correspondant. Notant par la méme lettre un schéma et son topos
zariskien, on a un topos fibré U' au-dessus de I : i b—> Ui . Les foncteurs
i*pf s qui commutent aux limites inductives et aux limites projectives finies,
définissent un morphisme de topos fibrés p' : U' —>X (X étant vu comme
topos fibré au-dessus de la catégorie ponctuelle). Les Anneaux structuraux des
U{ définissent un Anneau @U' de Top(U'), et 1'on a un morphisme naturel

@U' ———>»p'*®x s induisant, pour chaque i € ob I, 1'épimorphisme canonique

6 ' - i*GU‘ . Comme le foncteur ip¥ 1 X —> Ui' (resp. Mod(X) —>Mod(Ui'))
ad;et pour ad?oint 2 gauche le foncteur pi!i_l (resp. pi!i*), ol P;y est le

foncteur prolongement par le vide (resp. par zéro), on est dans la situation

de (6.6.2), et l'on dispose par suite d'un foncteur

Lp; : D (Top(U")) —> D (X)
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Les faisceaux Q;'/Y forment, pour i € ob I wvariable, un @U,—Module, que
1
nous noterons Q%'/Y . Il doit @tre vrai, au moins si Y est localement noethérien,

que
Lp!'(Qz'I,/Y) € ob pT(X)

"n'est autre que" le complexe cotangent Ly /y (IT 1.2.7) : plus précisément,

les flaches canoniques Q;'/Y (= (111 3.1.2)) —> i L )
i

=1 3
LUI!/Y U, /Y (=i,p¥Lly/y

définissent, d'aprés (6.6.2), une flache
1
1 > " ) |
Lp!(QU'/Y) 1%? t[an/Y

de pro-D (X), qui doit &tre un isomorphisme.

La remarque précédente devrait pouvoir servir de point de départ
a4 une théorie du complexe cotangent en Géométrie Analytique. Si f : X —> Y
est un morphisme d'espaces analytiques, on a encore une catégorie I des
lissifications locales de f , d'oh un topos fibré U' au-dessus de I , et
un foncteur Lpi : D (U') —> D (X). Les faisceaux (cohérents) Q%f/Y des
différentielles relatives au sens de [8] forment un faisceau Q%';Y de Top(U'),
et

dfn

= 1 1

est un candidat naturel pour le complexe cotangent de X sur Y . Il semble
en tout cas assez facile de prouver, en utilisant la formule d'adjonction
de (6.6.2), (mais peut-8tre sommes-nous trop optimistes), que l'on obtient les
"bons" Extl(Lx/Y,M) pour M un @X—Module cohérent et i =0, 1

. o _ 1 1 _
(i.e. Ext (LX/Y’M) = Hom(Qx/Y,M) , Ext (LX/Y’M) = ensemble des classes

d'isomorphie de Y-extensions analytiques de X par M ).
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6.6.3. Soient X = (X=—>1I), Y= (¥ —>J) de bons topos fibrés (5.4),

u = {u,v) : X =—=>7Y un morphisme de topos fibrés, @&
1

X (resp. (93{) un

( Y) un homomorphisme

d'Anneaux. Comme X et Y sont bons, pour toute fléche f : i —> j de

Anneau de Topo(X) (resp. Topo(Y)), @X%u_

I (resp. J) le foncteur £#% : Mod(XJ.) —>Mod(Xi) (resp. Mod(YJ.) ﬁMod(Yi))

(composé de el Mod(@X ) ﬁMod(f_l@)X ) (resp. ...) et de la restriction
i - J
des scalaires relative 2 6y —>f 1(9X (resp. ...)) possdde, comme on
i J
sait (5.7 b)), un adjoint a gauche f, . Nous supposerons d'autre part que,

pour tout i € ob I, le foncteur u¥ MOd(Yv(i)) E— Mod(Xi) (composé de
ufl et de la restriction des scalaires relative 2 & sy u?l((gY ))

i Xi i (i)
posséde un adjoint 2 gauche usy - Dans ces conditions, le foncteur

w¥ : Mod(Top(Y)) —3 Mod{Top®(X)) possdde un adjoint & gauche Uy,

défini comme suit. Pour j € ob J, notons 1/j 1la catégorie des flaches

f:v(i) —> i . Soit E € ob Mod(Top (X)). On a

(wE), = lim £
L

u, E.
3 i

(f : v(i) = j) € 1/j

(f'ui'Ei est un foncteur de (£ : v(i) —> j) € ob I/j : pouxr g : i' —> 1
on envoie (fV(g))!ui'!Ei' = f!ui!g!Ei' dans f!ui!Ei par la flache
structurale f'Ei' —i Ei)' Pour h : j —>k € F1{J), la flache structurale

h!(u!E)j S (u!E)k est définie par les fléches canoniques h fu B —> (u!E)k
Explicitons deux cas particuliers intéressants :
dis
6.6.3.1. Pour L € ob Mod(X ), on a :

(uye L), = @ fyu,,L, .
R Bl R ARt
(f : v(i) —> ) € ob 1/j
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6.6.3.2. Si I =J et u est un I-morphisme (v = Id), on a
(uE), = u,,E,
=71 itvi

pour tout i € ob I

Proposition 6.6.4. Sous les hypoth&¢ses de (6.6.3), on suppose que, pour

tout j € ob J et tout (f : v(i) —> j) € ob I/j , le foncteur

f'ui| : Mod(Xi) —> Mod(Yj) transforme suites exactes courtes de Modules

plats en suites exactes. Alors le foncteur u, : Mod(Top® (X)) —= Mod(Top®(¥))

admet un dérivé gauche au sens de (I 1.4.4)

Lu, : D (Top®(X)) —= D™ (Top°(¥))

8i M est un complexe, borné supérieurement, de @X-Modules plats, on a

Lu'(M) =] u'(e!,e*).M s

ot (e,,e*) .M désigne la résolution standard (6.1.3) de M , variante pour

les faisceaux de modules. En outre, pour E € ob D (Top(X)), F € ob D+(T0po(Y)),

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

RHom(Lu'E,F) = RHom(E,u*F)
Preuve. Elle est analogue & celle de (6.6.2), nous 1'omettrons.

Remarque 6.6.4.1. Si, pour tout £ : v(i) —> j, le foncteur f'ui' est

exact, on a LuM = jru'(e',e*).M, dés que M est borné supérieurement.

Remarque 6.6.4.2. Supposons que I =J et que v = Id . Si, pour tout

i €ob I, ugy i Mod(Xi) e Mod(Yi) transforme suites exactes courtes de

!

Modules plats en suites exactes, les foncteurs u. et u

i ; Dpossédent des

dérivés gauches, et l'on a, pour tout M € ob D (Top®(X)), des isomorphismes

fonctoriels canoniques
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(Lu,M); = Lu/M,
: 1 LA 8

La formule d'adjonction de (6.6.4) est encore valable. Ces assertions

résultent immédiatement de (6.6.3.2).

Remarque 6.6.4.3. Les hypoth2ses étant celles de (6.6.4), on suppose que .J

est la catégorie ponctuelle. Comme en (6.2.1), on note u : X A"YI

le I-morphisme défini par u . Alors, si M est un complexe, borné supérieu-

rement, de @X—Modules plats, on a

() Lu,M =[ C.lum)

olt, pour un @x—Module L, C.{uL) désigne l'objet simplicial (3.9.1)
associé & u,L : I —> Mod(¥). De plus, la formule (%) est valable sans

hypothése de platitude sur M quand 1'hypothése de (6.6.4.1) est vérifiée.

En effet, on vérifie trivialement (cf. (6.2.1)) qu'on a

u!(e!,e*).L = C.(g!L) . @

Corollaire 6.6.4.4, Les hypothéses étant celles de (6.6.4) (resp. (6.6.4.1)),

on suppose que J est la catégorie ponctuelle et que I = Ao XewoX Ao

(n-facteurs). Alors, si M est un complexe, borné supérieurement, de

@X—Modules plats (resp. ®X~Modu1es), on a

Lu!M =[3!M ,

oli, avec les notations de (6.6.4.3), u,E désigne, pour un @X-Module E ,

.

le ¢ -Module n-simplicial ib—> u  E,

Preuve. Appliquer (3.9.5).

1

(") cf. (4.6.4).
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Corollaire 6.6.4.5. Soit X un bon topos fibré au-dessus de Ao , et soit

@X un Anneau de Topo(X). On suppose que, pour tout n € ob A,le foncteur

(d_...d),
(o] o !

- *
: Mod(Xn+1) e Mod(Xo), adjoint 2 gauche de (do...do)

3

transforme suites exactes courtes de Modules plats en suites exactes. Alors,

pour M € ob D (Top®(X)), le morphisme canonique

Ld ,Decl(M) —M s
o! + o

défini par la projection canonique do : Deci(x) — Xo est un isomorphisme

(Decl(—) désigne 1'oubli du dernier opérateur de face (1.3)).

Preuve. On peut supposer que M est concentré en degré O, de valeur un @x—Module

plat. D'aprés (6.6.4.4), on a alors
1d Decl(M) = d Dec]'(M)
o! + —o! + ?
et la fléche canonique go'Deci(M) —>M_ est un homotopisme d'aprés (1.4),

(1.4.1 a)) (argument analogue & celui de la preuve de (6.2.5)).

Corollaire 6.6.4.6. Soit X un bon topos fibré au-dessus de Ao . On_suppose qu'il

. -0 . .
existe un A" -isomorphisme de Decl(X) avec le topos fibré défini par un objet

simplicial augmenté d'un topos . Alors, pour tout E € ob D+(XO,Z ),

la fléche canonique

() E———>Rd d*E

. . 1 . . .
est un isomorphisme, do : Dec+(X) —_— Xo désignant 1'augmentation canonique.
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Preuve. On peut supposer E concentré en degré O et injectif. Alors
dgE est injectif sur chaque étage, et d'aprés (6.2.3) la fléche (%)

s'identifie a2 la fléche canonique
E———>d d#E ,
—o% o

i.e. & la flache déduit, par application de Hom(-,E) de la fléche
canonique d_,Z —> Z, qui est un homotopisme (preuve de (6.6.4.5)),

d'olt 1'assertion.

Remarque 6.6.4.7. On peut remplacer, dans (6.6.4.6), 1'Anneau constant Z
par un Anneau cartésien 6 de Top(X) : la fléche d'adjonction E —> Rdo%dgE

est alors un isomorphisme pour tout E € ob D+(Xo, @X ).
s

7. Une formule de dualité.

Les résultats de ce numéro ne seront utilisés qu'au chap. VII.On

fixe un topos T , et un Anneau commutatif et unitaire 6 de T.

7.1. Soit X wun l-diagramme de T (5.6 b)), de type I . Munissons les topos

Top(X) et Top®(X) (5.6.3) des Anneaux induits par & . On d&finit un bifoncteur

additif
(7.1.1) Mod (Top(X))° x Mod(Top® (X)) — Mod (Top® (X))

(E,F) i———em!(E,F)

de la maniére suivante. Pour i € ob I, on pose

!
Hom' (E,F)., = Hom(E,,F.) € ob Mod(X,)
— i =i i

Pour f : i —> 3 € Fl I, on définit
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1
Hom (E,F)_. : Hom(E,,F,) —> f¥Hom(E.,F,)
e £f =11 i R |

comme la composée des fléches

c

Hom(Ei,Fi) 2> Hom( f*Ej,Fi) RN Hom(f*Ej,f*Fj) — f*Hom(Ej,Fj) ,

o a (resp. b) est donnée par la fléche de transition de E (resp. F) et

¢ est l'isomorphisme canonique.

Soient X' wun diagramme de T de type I' , u = (u,v) : X —>X'

un morphisme de l-diagrammes, Soient E' € ob Mod(Top(X')),
F' € ob Mod(TopO(X')), et donnons-nous des fléches m : u*E' —> E ,

n: F~—>u*F', Alors on définit
! ! !
(7.1.2) Hom (m,n) : Hom {E,F) —= u¥#Hom (E',F')
Hom A Hom £om

comme la fléche induisant, pour chaque i € ob I , la flidche composée

Hom(E, ,F,) —> Hom{u#*E' . ,F.) —> Hom(u¥E', , ., ,u#F' .
——"i{77q —-— (1)1 m— (1) T ()

ey u#Hom(E ! ) s
i—""y

NS P
(1)’ " v(i)
oll les deux premiéres fléches sont données respectivement par m et n

et la derniére est 1'igsomorphisme canonique,

Les flaches (7.1.2) wvérifient, relativement 2 un composé de
morphismes de diagrammes, une propriété de transitivité évidente que le

lecteur écrira.

) —>
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7.2. Grace aux fldches (7.1.2), on peut itérer la construction (7.1.1) et

définir, pour chaque n-diagramme X de T (5.6 b)), un bifoncteur additif

(7.2.1) Mod(Top(x))° x Mod(Topo(X)) —~—> Mod(Top® (X))
(E,F) —> Hon' (E,F)

! 1
tel que Hom'(E,F)i = Hom'(Ei,Fi) sur chaque étage X, (les topos Top(X)
et Top(X) étant munis bien entendu des Anneaux induits par &). Nous

omettrons les détails de la construction.

Si u : X —> X' est un morphisme de n-diagrammes de T , on peut
regarder u comme un (n+l)-diagramme de T , d'étages X et X', et l'on
dispose par conséquent, pour E' € ob Mod(Top(X')), F' € ob Mod(Topo(X')),

m: u¥E' —>E, n : F —> u*F', d'une fléche

] ! ]
(7.2.2) Hom (m,n) : Hom (E,F) —> u¥Hom (E',F') ,
Hom Hom Hom

!
a4 savoir la fléche de transition de Hom (M,N), ot M (resp. N) est le
Module de Top(u) (resp. Top’(u)) défini par (E,E',m) (resp. (F,F',n)).
I1 découle de la construction de (7.2.1) que (7.2.2) est un isomorphisme

dés que m et n le sont.

1
Observons également que Hom (E,F) induit Hom(ES,FS) sur chaque
somme t XS de X . (La famille des sommets d'un l-diagramme est la famille
de ses étages, et 1'on définit, par récurrence, la famille des sommets d'un

n-diagramme comme la somme des familles des sommets de ses étages).

!
7.3. Le foncteur Hom  (7.2.1) définit un foncteur dérivé
! o + o o
(7.3.1) RHom’ : D(Top(X))~ x D' (Top (X)) —=> D(Top (X)).

Soient E € ob D(Top(X)), F € ob D+(Topo(X)). Sur chaque étage (resp. sommet )
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X, de X, RH_c_;._m'(E,F) induit R@!(Ei,Fi) (resp. RHom(E,,F,)). Cela
découle en effet de la définition de ggg! et du fait que la catégorie
Mod{Top (X)) posséde suffisamment d'injectifs dont la restriction 3
chaque &tage (resp. sommet) soit injective {6.1). En particulier, si

F = MX est le complexe induit par un complexe M , borné inférieurement,

de Modules injectifs sur T , on a
1 ~ 1
(7.3.2) RHom’ (E,Mx) —  Hom' (E,My)

L'objet de ce numéro est d'établir le

Théoréme 7.4. Soit X un n-diagramme de T , et soient L € ob D-(Top(X)),

M € ob DT(T). Notons M, 1'objet de D'(Top(X)) (resp. Top®(X)) induit

par M . Alors, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

RHom(Top(X);L,M,} —— RT(Topo(X);RHOm!(L, )) . (1)
My Hom (L, My

Cela va résulter du lemme plus précis suivant :

Lemme 7.5. Soient u : X ~—> Y un morphisme de n-diagrammes de T ,

E € ob D (Top(X)), F € ob D+(T0po(Y)). I1 existe un homomorphisme canonique

fonctoriel
! ! 2
(%) RHom (Lu,E,F) —> Ru,RHom' (E,u*F) . (@b}

) Rgggg envoie D (Top(x))° x D+(Topo(X)) dans D+(Topo(X)), de sorte que

le second membre a un sens,
(") Bien que, pour =n 2:2, les hypotheses de (6.6.2) ne soient pas satisfaites
en général, on vérifie néammoins facilement que wu, posséde un dérivé gauche
Lu, : D (Top(X)) = D (Top(Y)), et que la derniére assertion de (loc. cit.)
esé encore vraie. En particulier, on a une "fléche d'adjonction"

E —> u¥Lu,E pour E € ob D (Top(X)). Voir des exemples en (9.4) et (11.3.3).



- 85 -

Celui-ci est un isomorphisme si F = MY , avec M € ob D+(T).

Preuve. Pour définir (%), il suffit, par adjonction (dualité triviale),

de définir une fléche
1 1
(%) u#RHom (Lu,E,F) —> RHom' (E,u*F)

D'aprés les remarques faites en (7.3), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

! ~ !
(1) u#RHom' (Lu, E,F) ~—> RHom' (u¥*Lu, E, u¥F)
On prend pour (¥##) la composée de (i) et de la fléche
1 !
(ii) RHom' (u¥Lu E,u#F) —> RHom (E,u*F)

déduite de la fléche d'adjonction E —> u¥Lu,E . Reste & montrer que ()
est un isomorphisme pour F = MY’ M € ob D+(T). Procédant par récurrence sur n ,
et utilisant la résolution standard (e!,e*), définie par les étages de X ,

on se raméne a prouver l'assertion dans le cas suivant :

(i) u est l'inclusion d'un étage, u : Yj —>Y, j€obJ;
(ii) E est concentré en degré zéro ;

(iii) M est concentré en degré zéro et injectif.

On a alors
! !
RHom' (E,u*F) = Hom (E,MY ) (7.3.2) ,
]

d'oli, pour k € ob J,

!
(RuyRHom" (E, u¥F)),

!
* ; '
£k ; f* Hom (E,MYj) d'aprés (5.4)

!
L. s
PR ; Hom (f E,MYk) d'apreés (7.2).

On a d'autre part

= = -+
(Lu!E)k = (U!E)k = & £*E s
f:k—=>]j
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1 1
RHom" (Lu,E,M_), = Hom ( & f*E, M )
—_— 17 —_— 3
) k f:k—=>]j k

| @!(f*E,MY )
k

f:k-=>]

I1 reste & vérifier qu'avec les identifications précédentes () induit

1'identité, ce qui est immédiat. Ceci achéve la preuve de (7.5).

Preuve de (7.4). On applique (7.5) 2 la projection u : X —>e , ou e
est 1'objet final de T , considéré comme n-diagramme de la maniére évidente.

On obtient de la sorte un isomorphisme canonique fonctoriel
~ !
Riom(Lu,L,M) —> Ru,RHom’ (L,M,)
D'ol, par application de RI(T,-), un isomorphisme (canonique fonctoriel)
~ 1
RHom(Lu,L,M) —=3 RI(Top’(X), RHom' (L,M.))

qu'il suffit de composer avec "1'isomorphisme d'adjonction" (cf. mnote (2)

de (7.5))

RHom(Top (X);L,M,) ~—> RHom(Lu,L,M)

pour obtenir 1l'isomorphisme annoncé en (7.4).
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8. Cohomologie €quivariante.

8.1. X-faisceaux, nerfs.

8.1.1. Soit X un topos fibré au-dessus de N , et soit L un faisceau

sur XO . On appelle X-structure sur L 1la donnée d'ume fléche

a : d{'L _— d"é‘L

telle que

(i) sg(a) = IdL s
(ii) (dﬁa)dga) = dYa modulo les isomorphismes de transitivité de X , ce qui

signifie la commutativité du diagramme

d¥a
d* _d¥L, ...__.2—> d¥*d¥*1,
21 270
~ QA
3 *d¥#
dfdlL dodlL
3 ¥*
dla doa

dd¥L, = d¥d¥L )
lo oo

ot les isomorphismes sont ceux de transitivité.

8.1.2. Exemple. Soient T wun topos, G un monofde de T , Y un G-objet,
X = Ner(G,Y) (2.5.1), L un objet de T au-dessus de Y . Une X-structure
sur L n'est pas autre chose qu'une action de G sur L telle que la

projection L ~> Y soit équivariante.

La définition (8.1.1) est directement inspirée de ([16] p. 30). Quand

a est un isomorphisme, la condition (i) découle trivialement de (ii).
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Nous dirons parfois 'X-faisceau" au lieu de "faisceau sur XO

muni d'une X-structure". On notera

(8.1.3) BX

la catégorie des X-faisceaux, un morphisme de X-faisceaux (appelé encore

X-morphisme, ou morphisme équivariant) u : (L,a) —> (M,b) étant

par définition un morphisme u : L —> M de Xo tel que le carré ci-aprés

soit commutatif

d¥L > d¥L,
1 o

d¥u di¥u
o

d¥M > d#M
1 o

La catégorie BX vérifie les propriétés d'exactitude des topos (SGA 4 IV 1.1.2).
Nous donnerons plus bas des conditions suffisantes sur X assurant 1'existence
d'une petite famille de générateurs. Dans la situation de (8.1.2), BX

n'est autre que le topos induit BG/Y (sGA 4 IV 2.4, 5).

Soit L = (L,a) € ob BX . On note

(8.1.4) ner(L) € ob Top(X)

1'objet défini comme suit :
]

( nern(L) = (do e do)*L s
n

Id si i<n

J (di : d?nern_l(L) ——>'nern(L)) = (1) .
(do...do)*a si i=n
—

n-1
L s, = 1d: stmer (L) —>umer @) (D

(1) en négligeant les isomorphismes de transitivité de X .
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(Les conditions (8.1.1 (i) et (ii)) impliquent trivialement que les formules

précédentes définissent bien un objet de Top(X)). On note d'autre part
(8.1.5) ner’(L) € ob Top”(X)

l'objet défini par

( ner (L) = (4, ... d ¥
n n

1
(d

...d)J)¥a si i =0
n

9 (d, : ner’(L) —> d¥ner® (L)) =
i n i n-1

Id si i2>0

s, = Id : ner. (L) —> s¥ner°(L) (1)

\ i n-1 i n

(I1 est encore immédiat que ces formules définissent bien un objet de Top®(X)).
Les objets mner(L) et ner®(L) dépendent fonctoriellement de

L € ob BX . Notons que dans la sitatuion de (8.1.2), on a

(8.1.5.1) ner®(L) = Ner(G,L)

Proposition 8.1.6. Les foncteurs ner : BX —> Top(X) et ner® : BX —= Top°(X)

sont pleinement fidéles et commutent aux limites inductives et aux limites

. - .. . . o
projectives fimies. L'image essentielle de ner (resp. ner ) se compose des

objets E de Top(X) (resp. Top® (X)) tels que Decl(E) (resp. Decl(E))

soit cartésien (5.2.4) au-dessus de Decl(X) (resp. Decl(X)), avec les notations

de (6.2.5).

La preuve est laissée au lecteur,

(1) en négligeant les isomorphismes de transitivité de X .
g
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8.1.7. Soit L = (L,a) un X-faisceau. Si a est un isomorphisme,

ner(L) et ner®(L) sont cartésiens (5.2.4), et a définit un isomorphisme

fonctoriel

(8.1.7.1) ner®(1) —=—> ner(1)” ,

avec les notations de (6.5). Notons B'X la sous-catégorie pleine de BX
formée des X-faisceaux (L,a) tels que a soit un isomorphisme, On a un

diagramme d'équivalences, commutatif a (8.1.7.1) prés :

Cart(Top(X))
———fjji///”//)r
B'X =~ (6.5.1)
\\\\\\\j;\\\\\\\\§
ner o
Cart(Top (X))

8.2. Pseudo-catégories, faisceaux induits et co-induits.

8.2.1. 8Soit un carré essentiellement commutatif de topos :

(8.2.1.1) £! £

Nous dirons que f wvérifie la condition (C) relativement & (8.2.1.1)

si la flache de changement de base (SGA 4 XII, 4, XVII 2.1.3)
(8.2.1.2) h¥f, —> fig*

est un isomorphisme. Supposons que g¥* (resp. h¥) possdde un adjoint a gauche

g, (resp. h ). Il existe alors une unique fléche

(8.2.1.3) gy f'% — f*h,
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telle que, pour tout faisceau E sur Y' et tout faisceau F sur X , le

carré ci-aprés soit commutatif :

Hom(cE,F}
Hom( f*h E,F) Hom{g £'*E,F)

Hom(E,cF)

Hom(E, h* £, F) Hom(E, £ g*F)

ot les fléches verticales sont les isomorphismes d'adjonction et g (resp. cF)
désigne la fléche (8,2.1.3) (resp. (8.2.1.2)) appliqué 2 E (resp. F). Il

revient alors au méme de dire que (8.2.1.2) ou (8.2.1.3) est un isomorphisme.

Exemple 8.2.1.4. Supposons que h : Y' = va —> Y soit le morphisme de
localisation défini par un objet V de Y , et que (8.2.1.1) soit le

carré 2-cartésien correspondant (SGA 4 IV 5.11), i.e. que

g : X' = X,y —>X soit le morphisme de localisation défini par U = £#(V),

et f' 1le morphisme induit par f . Dans cette situation, By et f! existent

("prolongement par le vide"), et f vérifie trivialement la condition (C).

8.2.2. Soit X un topos fibré au-dessus de Ao . Nous dirons que X est

une pseudo-catégorie si, pour tout n € N, la fléche d1 : Xl'-—€> X0

vérifie la condition (C) relativement au carré

d ...d

[ o
Xn+1 ’>Xl

dn+1 1
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Exemple. Soit T wun topos. Le topos fibré défini par le nerf d'un objet
en catégories dans T (2.7) est une pseudo-catégorie. En effet, d'aprés

(2.2.3 (vi)), les carrés ci-dessus sont cartésiens, et l'on est dans la

situation de (8.2.1.4).

8.2.3. Soit X wune pseudo-catégorie, et soit L un faisceau sur X0

Notons a : d#(d, d#L) — d*(d, d*¥L) 1'unique morphisme rendant commutatif
1 71 o o lx o

le carré

d#d. d¥L, — 23— d#d d#L
1 1% o o ls o

#A#], ————— > #*
dz*dldoL dz*dodoL
ot la flache horizontale inférieure est 1'isomorphisme de transitivité, et

la flache verticale de gauche (resp. droite) la flache de changement de base

définie par le carré

d1 do
— ——
% X % %)
dzl l d1 (resp. d2 l l d1 )
d d/
X, ———>X X, —m—>X
1 o 1 o

Il est immédiat que a satisfait aux conditions (i) et (ii) de (8.1.1).

L'objet (dl*dﬁL,a) de BX ainsi défini s'appelle faisceau co-induit de L ,

on le notera coind(L). Pour M = (M,m) € ob BX, la flache

m : dTM —_> dgM définit par adjonction une injection

(8.2.3.1) ME——= coind(M)

fonctorielle en M .



- 93 -

Le foncteur coind commute aux limites projectives finies, donc
transforme faisceau abélien en faisceau abélien, et, plus généralement,
@X-Module en ®&-Module si © est un Anneau de B'X (8.1.7).

o

8.2.4, Soit X un pseudo-catégorie. Supposons que, pour tout n ,

. N . . N . .
dj ¢ X ., —>X_ posséde un adjoint & gauche d , (c'est le cas si X
est bon (5.4)). Soit L un faisceau sur X . Notons b : d¥d ,d¥#L —3> d¥d , d¥L
o 1l7ot71 ool'l
1'unique morphisme rendant commutatif le carré
d . d b dxd | d¥
3 ¥, ——————— %
didoy 9T 58191l
2 L
#AR], ———L sy #qx
4,954t dor a7t ’

olr 1a fléche horizontale inférieure est 1'isomorphisme de transitivité, et la
fléche verticale de gauche {resp. de droite) est la fléche canonique (8.2.1.3)

définie par le carré

d d
X —————jL‘—€> X X ““"Jl———€> X
2 1 2 1
d2 4 (resp. 4 d )
X % X X i X
_— _—
1 o 1 o

(comme X est une pseudo-catégorie, la fléche do!dg B d§do! est un
isomorphisme). On vérifie comme en (8.2.3) (ou on le déduit de (loc. cit.)) que

la fléche b wvérifie les conditions (i) et (ii) de (8.1.1). L'objet

(do!de,b) de BX ainsi défini s'appelle faisceau induit de 1L ,on

le notera ind(L). Pour M = (M,m) €ob BX la fléche m définit par adjonction

un épimorphisme

(8.2.4.1) ind(d) —>> M R

fonctoriel en M .
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8i L est un faisceau abélien de X, » on définit de manidre analogue
le faisceau abélien induit  ind(L) € ob Mod(BX), en utilisant les foncteurs d,
pour les faisceaux abéliens ("enveloppes additives" des d , ensemblistes (5.7 b))).

Plus généralement, on peut se donner un faisceau d'anneaux cartésien ®& de Top(X),

et définir similairement le Module induit d'un G& -Module.
o

Exemple. Plagons-nous dans la situation de (8.1.2) en prenant pour simplifier Y
égal & 1l'objet final de T . Si L est un faisceau de T , on a coind(L) = Hom(G,L),
ind(L) = G x L avec les actioms de G évidentes. Si 1 est un faisceau abélien,

le faisceau abélien induit est Z (G) ® L, ot Z (G) est l'algébre de G .

Proposition 8.2.5. Soient X wune pseudo-catégorie, L € ob Xo’ M € ob BX .

Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

HomBX(M,coind(L))‘4:— HomXo(M,L)

8i de plus 1'hypothése de (8.2.4) est remplie, il existe un isomorphisme

canonique fonctoriel

HomBX(ind(L),M) —:;'HomXO(L,M)

Preuve. Nous nous bornerons & prouver la premiére assertion. (La seconde se
démontre de maniére analogue). Notons m : dfM - dﬁH le morphisme
structural de M . A wune fléche u € Hom, (M,L) on associe

(dﬁu)m € Hom(d?M,dﬁL), d'ol, par adjonction? une fléche M —> dl*do*L’ qui
est compatible aux X-structures de M et coind(L), comme on le vérifie

facilement. D'oli un morphisme

(%) Hom, (M,L) ————> HomBX(M,coind(L))
o

Inversement, d'une fléche v € HomBX(M,coind(L)) on déduit par adjonction une
fleche dTM — d§L , d'oli, par application de s§ , une fleche M —>1 .

D'olt un morphisme
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(%) HomBX(M,coind(L)) —> Hom, M,1) .
[o]

La vérification que (¥#)(#) et (#)(#%) sont les morphismes identiques est
immédiate (pour le deuxidme composé, remarquer que, pour une flache
v : M ——>»dl*d§L, la condition que v soit compatible aux X~-structures

de M et coind(L) s'exprime par
¥, =
(d"“(,q0 ) (dzm) d"*‘w1 ,

olt w : dTM g dﬁL est 1'adjointe de v).

Remarque 8.2.6. On a des variantes des formules d'adjonction de (8.2.5) pour
les faisceaux abéliens. Plus généralement, si & est un Anneau de B'X
(8.1.7), on a, pour L € ob Mod(Xo), M € ob Mod(BX), un isomorphisme

canonique fonctoriel

(i) HomMod(BX)(M,c01nd(L)) —_ HomMod(Xo)(M’L) s
et, sous 1'hypothese de (8.2.4), un isomorphisme canonique fonctoriel
(ii) HomMod(BX)(lnd(L),M) ~— HomMod(Xo)(L,M) s

ot ind(L) est le §-Module induit de L .

Corollaire 8.2.7. Si X est une pseudo-catégorie vérifiant 1'hypothése de

(8.2,4), BX posséde une petite famille de générateurs, donc, d'aprés ce

qu'on a vu plus haut, est un topos. Le foncteur ner (8.1.4) est le foncteur

image inverse par un morphisme de topos Top(X) —> BX, et de m&me le foncteur

(o]
ner (8.1.5) est le foncteur image inverse par un morphisme de topos

Top (X) —> BX gquand X est bon. Enfin soit © un Anneau de B'X (8.1.7) ;

si d§ : Mod(Xo) —_—> Mod(Xl) transforme injectifs en injectifs, le foncteur

oubli : Mod{BX) —> Mod(Xo) transforme injectifs en injectifs.
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Preuve. I1 découle de la deuxiéme formule de (8.2.5) que les faisceaux ind(L),
pour 1. parcourant une petite famille de générateurs de X0 , forment une
(petite) famille de générateurs de BX . La deuxidme assertion est triviale.
Enfin, si d§ : Mod(Xo) — Mod(Xl) transforme injectifs en injectifs, le
foncteur ind : Mod(Xo) -—=> Mod(BX) est exact, ce qui revient 2 dire, d'apreés
(8.2.6 (ii), que le foncteur oubli : Mod{(BX) —> Mod(Xo) transforme injectifs

en injectifs,

Remarque. La derniére hypothese de (8.2.7) est vérifiée par exemple quand

do : X1 —— Xo est un morphisme de localisation dans un topos.

8.3. Nerfs de Modules induits et coinduits.

8.3.1. Notations. (i) si £ : X =» Y est un morphisme de topos fibrés
(5.5), on notera £ : Top(X) —= Top(Y) le morphisme des topos totaux
correspondants, et £° : Top (X) —> Top (Y) le morphisme des topos Top®
quand X et Y sont bons (5.4).

(ii) Soit X wun topos fibré au-dessus de A° . Nous aurons &
envisager le topos fibré décalé Deci(x) (resp. DecT(X)) déduit de X
(cf. (6.2.5) et (1.5)) par oubli du dernier (resp. premier) opérateur de face,
ainsi que les morphismes canoniques (1.5)

1 do
—— ey
Dec (X) Xo

d
X «—2% Dec;(x) ,

donnés, pour [n] € ob A , par
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d_...d
X o X
n+l o
41 dp--dnp
dO
Xn Xr1+1

(iii) Soit X un topos fibré au-dessus de A° . Nous dirons que X

est une bonne pseudo-catégorie si X est bon (5.4) et est une pseudo-catégorie

(8.2.2). 81 © est un Anneau de B'X (8.1.7), nous noterons encore &

1'Anneau cartésien correspondant de Top(X) (resp. Topo(X)).

L'objet de ce numéro est d'établir les deux propositions suivantes,

qui joueront un rdle technique essentiel aux numéros (8.4) et (8.5).

Proposition 8.3.2. Soient X une bonne pseudo-catégorie (8.3.1 (iii)),

et 6 un Anneau de B'X . Soit L un 6y -Module, d'oll, avec les notations
)

de (8.3.1 (i), (ii)), des objets
d¥L € ob Mod(Top(Dec_]"_(X))) , dg*L € ob Mod(Topo(Dec_]"_(X)))

Alors : (i) il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

d*(dgL) —  ner(eoind(L))
(ii) Soit
. 0% . 10%
€1 d L ——> (ey,e¥)"d "L

la_résolution standard (6.1.2) de dz*L définie par les étages de Dec}r(x).

Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

ner®(coind (L)) ——> dg(dg*L) ,

o .. .
et d*e est unquasi-isomorphisme.
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Proposition 8.3.3. Les données et hypoth&ses étant celles de (8.3.2),

considérons les obijets

d*L € ob Mod(Tog,(Dec“;(x))) , d®L € ob MOd(TOpo(Dec.;(x))} ,

avec les notations de (8.3.1 (i), (ii)). Alors :

(i) 11 existe un isomorphisme canonique fonctoriel

dg,do*L —~ ner®(ind(1))

(ii) Soit
€ : (ey,e*).d*L — d¥L

la résolution standard (6.1.3) de d¥L définie par les étages de Dec;(x).

Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

d_yd*L —Zs per{ind(L))

et do'e est un quasi-isomorphisme.

Nous nous bornerons i démontrer (8.3.2), la démonstration de (8.3.3)

étant analogue.

Preuve de (8.3.2 (i)). D'apraes (5.8.1. (iii)), et (8.3.1 (ii)), 1l'image directe

d,(d¥L) € ob Mod(Top(X)) est donnée en degré n par
= L
(d,(ax1)) d g, (dgeeed ¥,
et, pour f : [m] —= [n] € F1 A° , la flache

(*) f#(d, (d*L))  ——> (d,(d¥1))
#* 0o n o m

est donnée par la fléche de changement de base relative au carré
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fulo]
—_—_—
Xm+1 Xn+1
dm+1 dn+1
X £ —> X
m n
Comme X est une pseudo-catégorie, d (d ...d )¥L s'identifie canoniquement

ntl# o o

a (do...do)*dl*diL = nern(coind(L)), et il résulte aussitdt des définitions
(8.1.4), (8.2.3), que la fladche de transition (#) s'identifie & la flache

de transition correspondante de ner(coind(L)), ce qui prouve (8.3.2 (i)).

Pour la preuve de (8.3.2 (ii)), nous aurons besoin de quelques

préliminaires, qui font l'ohjet des numéros suivants.

8.3.4. Soient X un bon topos fibré au-dessus de Ao , 6 un Anneau cartésien

de Top(X). Soit E un 6-Module de Top(X). Pour [n] € ob A, on définit

un foncteur

(8.3.4.1) Pn(E) : M[n] ——> Mod(Xn)

de la fagon suivante : pour £ : [i] —> [n], d'od £ : X, —> X,
P (E)(f) = £RE ;

pour [j] ~—&—> [i] ——é—*> [n], on pose Pn(E)(g) = f*Eg : Pn(E)(fg) — Pn(E)(f).

Ce foncteur définit d'aprés (3.9.6) un objet cosimplicial de Mod(Xn)
(8.3.4.2) c'(p (E))

dont nous rappelons la définition : pour [r] € ob 4,

Cr(Pn(E)) = [ﬁ—

= x  (E ( ))
x € Hom([x], &/[n]) r source(x

et la fléche correspondant 2 f : [r] —=> [s] envoie Cr(Pn(E)) dans le
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facteur y?(E ) par le composé de la projection sur (yf)?(E )

source(ys) source((yf)r)

et de la fléche Pn(E)(y(bf)), avec les notations de (3.1.2).
Pour [n] variable dans A , les C'(Pn(E)) forment de fagon
naturelle un objet cosimplicial de Mod(Top (X)) : pour u : [n] —> [m],

d'ot u : X —>X , on définit
m n
(*) Cr(Pm(E)) ——> u*C" (P_(E))

en envoyant Cr(Pm(E)) dans le facteur u*xﬁ(E ) = (uxr)*(E

source(xr) source(xr))

par la projection canonique ; il est immédiat que les morphismes (%*) sont
compatibles aux flaches ¢t pour f : [r] —= [s], en d'autres termes

que ceux~ci définissent bien un morphisme d'objets cosimpliciaux
¢’ (p (E)) ——> u¥C' (P (E)) ,

et qu’enfin ces derniers satisfont la condition de transitivité voulue pour

un composé [n] — [m] o [p]. On notera

(8.3.4.3) ¢ (p.(E))

1'objet cosimplicial de Mod(Top®(X)) ainsi défini.

Lemme 8.3.5. Sous les hypotheses de (8.3.4), soit M = (M,a) un objet de

Mod(BX), Alors C'(P.(ner(M))) est de facon naturelle une résolution de

ner’ (M) .

Preuve. Soit [n] € ob A, on va d'abord redéfinir Pn(ner(M)). Regardant

{n] comme une catégorie de la fagon naturelle, notons
F () [n] —> Mod(Xn)

le foncteur défini comme suit. Pour 0 < i < n , notons hi : [0] —> [n] 1la

fleche de A envoyant O en i . On pose
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F_ (M) (i) = h¥(M)
n 1

Pour 0 <i<j<n, il existe une unique flédche f : [1] —= [n] telle

que fd1 = hi s £4° = hj , on pose

Fn(M)(i —> j) = f¥*a : h?(M) — h§(M)

(h?(M) = f*dTM s h§(M) = f*dg(M) ). Les conditions (i) et (ii) de (8.1.1)

impliquent immédiatement qu'on définit bien ainsi un foncteur. Je dis qu'on a
(8.3.5.1) Pn(ner(M)) = Fn(M) sup ,

ot sup : A/[n] —> [n] est le foncteur (3.1.2), qui associe f£(i) a

£ : [i] —> [n] . En effet, on a, pour f : [i] —> [n],

Pn(ner(M))(f) f*neri(M)

= f#(d_ ... d )*M (8.1.4)
o o

hf(i)*(M)

= (Fn(M) sup) (£)

D'autre part, pour [j] —&-> [i] ——£—> [n], la flache g*nerj(M) —_ neri(M)
est égale, d'aprds (8.1.4), a p*a , od p : [1] —=>[i] envoie 0 en g(3j)

et 1 en 1 , et par suite on a
Pn(ner(M))(g) = (Fn(M)sup)(g) : (fg)*nerj(M) —> f*neri(M) ,

ce qui prouve (8.3.5.1). Au foncteur Fn(M) est associé comme tout & 1'heure

un objet cosimplicial de Mod(Xn)
(8.3.5.2) C'(Fn(M)) s

et pour [n] € ob A variable ceux-ci forment un objet cosimplicial de

Mod(Top®(X))

(8.3.5.3) C (F.(M))
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La formule (8.3.5.1) implique que (8.3.5.3) et (8.3.4.3) (pour E = ner(M))

sont reliés par
(8.3.5.4) C(P.(nerM))) = C'(C(F.(M))) ,

ol le premier C° au second membre est relatif & C (F.{(M)) en tant que
foncteur de A dans Mod{Top®(X)). Appliquant 1'énoncé dual de (3.9.3)

(cf. (3.9.6)), on trouve une équivalence d'homotopie canonique et fonctorielle
(8.3.5.5) C'(F.(M)) — ¢ (P.(ner(M)))

Maintenant, on a une augmentation naturelle

(8.3.5.6) ner®(M) ——=> ¢ (F. ()

définie comme suit : pour [n] € ob 4, on a

nerO(M) = h¥M) = (d,...d )¥(M) (8.1.5)
n (o] n

1

c®(F_ 1)) = TT ntoD

0<i<n

la flache (8.3.5.6) sur 1'étage X, envoie nerg(M) dans le facteur
h?(M) par Fn(M) (0 —=>1i) (il est immédiat que les flaches ainsi
définies nerg(M) e Co(Fn(M)) forment, pour [n] variable , un morphisme
ner’(M) —=> C°(F.(M)), et que celui-ci est une augmentation vers GC'(F.(M)) ).
Je dis que (8.3.5.6) est un quasi-isomorphisme, ce qui, compte tenu de
(8.3.5.5) démontrera (8.3.5). En effet (8.3.5.6) induit sur chaque étage une

équivalence d'homotopie d'apréas le

Lemme 8.3.5.7. Soit A une catégorie possédant des petits produits, et soit F

un foncteur d'une (petite) catégorie I dans A . On suppose que I possdde un

objet initial O . On consid2re l'objet cosimplicial C'(F) (3.9.6), dont la

composante de degré n est
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c™F) = I l F(i )
n

i:[n]—>1

L'augmentation
e : F(O) ——=>c (7))

envoyant F(0) dans le facteur F(i) de c®(F) par F(0 —> i), est une

équivalence d'homotopie.

Preuve. Notons
p : C'(F) —> F(0)

le morphisme donné en degré n par la projection sur le facteur
correspondant au foncteur constant [n] —> I de valeur 0 . On a pe = Id,
et 1'on définit une homotopie entre ep et Id de la fagon suivante.

Pour £ : [n] —>[1], on mote wu; : C"(F) —> C"(F) la flache définie

comme suit : pour i : [n] —> I, désignons par ic: [n] —> 1 1le foncteur

tel que if(j) = i(j) pour j € f_l(O) et if(j) = if(supf_l(o)) pour

jiz= f_l(O), et if constant de valeur 0 si f_l(o) = ¢ ; alors ue envoie

c™(F) sur le facteur F(in) correspondant & i : [n] —> I par la projection

sur le facteur F(if(n)) correspondant a i, suivie de la fléche

F(if(n) —>> i(n)) définie par i . Pour f constant de valeur O , ug

est donc 1'identité de C(F), et pour f constant de valeur 1 , ug = ep .

I1 est immédiat que les u_ définissent une homotopie entre ep et Id , ce

f
qui achéve la preuve de (8.3.5.7), et par suite celle de (8.3.5).

Lemme 8.3.6. Sous les hypothéses de (8.3.2) il existe un isomorphisme

canonique fonctoriel

d:(e*,e*)'dz*L -~ ¢' (P, (ner(coind(L)))) ,

avec les notations de (8.3.1) et (8.3.4.3).
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Preuve. Posons dz*L = G et fixons d'abord n, r € N, On a

dg(e*,e*)r(c) = d:e*e* (ege®) ... (e,e®)G

H_,__/

r facteurs

D'aprés (5.8.2), on a donc

(4 ey, e (0))) = £rd, . ((ege®). .. (e,e®)C) .
n £ 0[] [n] i+l i
r facteurs
Appliquant la deuxidme formule (5.4) on trouve
((e*e*)...(e*e*)G)i = | u*Gj s
(i = 0, )<= ... = 1[3] o

le produit étant pris sur tous les r-simplexes j : [r] i N de  Ner(A)
tels que jr = i, et u désignant le composé [jo] - {i]. Or on a

u¥G, = (do e do)*dﬁL , et, comme X est une pseudo-catégorie, on a,

Jo

par l'isomorphisme de changement de base,

F*dq¥ = * *
di+1*(do"'do) doL (do"'do) dl—)edoL

neri(coind(L))

On a donc finalement

((dg(e*,E*)r(G)))n = 4 L [r] —> A}E;] xr*(nerjr(COind(L))) s
ot j_ = source(x ), autrement dit
r T
((aQ(e,,e®)™(a¥*))) = €' (2 (ner coind L))

Des calculs de pure routine montrent que, pour r et n variable, 1l'isomorphisme

précédent fournit un isomorphisme d'objets cosimpliciaux de Mod{(Top®(X)) :

~

dge,,e#) " (a2%L) ¢’ (P.(ner coind L)) ,

cqfd.
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Preuve de (8.3.2 (ii)). 1I1 suffit de conjuguer (8.3.5) et (8.3.6) appliqués
34 M= coind(L).

Ceci achéve la démonstration de (8.3.2) et (8.3.3).

Signalons encore la compatibilité suivante, qui nous sera utile plus loin :

Proposition 8.3.7. Sous les hypothéses de (8.3.4), soit M = (M,a) un objet

de Mod(BX). Avec les notations de (8.3,1), il existe des isomorphismes

canoniques fonctoriels

]
n

(1) d%*ner® () Deci(nero(M)) nero(d§M,d§a) R

(ii) dﬁner(M) Dect(ner(M))

I

ner (d¥M, d¥*a)
[o] [o]

Preuve, Cela résulte immédiatement des définitions.

8.4. Cohomologie de BX,

8.4.1. Soient X wun bon topos fibré au-dessus de A°, 6 un Anneau de B'X
(8.1.7), d'ot un Anneau cartésien de Top(X) (resp. Top®(X)), noté encore & .
Le foncteur ner : Mod(BX) —>> Mod(Top(X)), étant exact, induit un foncteur
ner : D(BX) —> D(Top(X)). De méme, ner’ induit un foncteur

ner® : D(BX) —> D(Top®(X)). On en déduit, pour E € ob D(BX), F € ob D+(BX),

des homomorphismes canoniques fonctoriels

(8.4.1.1) RHom(E,F) ————3 RHom(ner (E),ner(F)) s

(8.4.1.2) RHom(E,F) ——— RHom(ner’(E),ner’(F)) .
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Théoréme 8.4.2. Dans la situation de (8.4.1), on suppose que X est une

pseudo-catégorie (8.2.2), et que, pour tout n € N, le foncteur

(do...do)* : Mod(Xo) —_—> Mod(Xn) transforme injectifs en injectifs (1).

Alors, pour E € ob D (BX), F € ob D+(BX), les morphismes (8.4.1.1) et

(8.4.1.2) sont des isomorphismes,

Corollaire 8.4.2.1. Sous les hypothéses de (8.4.2), le foncteur

ner : D°(BX) —> DP(Top(X)) (resp. ner® : DP(BX) —> D°(Top®(X)) )

est pleinement fidéle ; de plus, son image essentielle se compose des

objets M tels que, pour tout i , H (M) soit dans 1'image essentielle

de ner (resp. ner®) (cf. (8.1.6)).

Preuve. La premidre assertion découle trivialement de (8.4.2). Elle implique
que 1'image essentielle de Db(BX) par le foncteur ner (resp. nero) est
une sous-catégorie triangulée de Db(Top(X)) (resp. Db(Topo(X)) ), et la

seconde assertion en résulte aussitdt.

Corollaire 8.4.2.2. Sous les hypothéses de (8.4.2), les flaches

(8.4.1.1) (8.4.1.2) o o
RI(Top(X),ner(F)) €<——————— RI(BX ,F) — > RI(Top (X), ner (F))

sont des isomorphismes, Il existe une suite spectrale canonique fonctorielle

qu = Hq(Xp,nerp(F)) ==5 #*(BX,F) .

Le complexe Eiq est le complexe decochaines défini par le groupe abélien

cosimplicial [p]+—> Hq(Xp,nerp(F)).

(1) Condition réalisée par exemple si do...d_: X —> X est un morphisme

de localisation dans un topos,
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Preuve. Faire E = & dans (8.4.2), et appliquer (6.2.3.2).

Pour prouver (8.4.2), nous aurons besoin du

Lemme 8.4.3. Sous les hypothéses de (8.4.2), soient L € ob D(BX), E € ob D+(Xo),

M € ob D(Xo), F € ob D+(BX). I1 existe des isomorphismes canoniques fonctoriels :

(i)  RHom(BX;L,Rcoind(E)) — RHom(X ;L,E)

(ii) RHom(BX;ind(M),F) =~ RHom(X_;M,F) .

En effet, le foncteur coind : Mod(Xo) —= Mod(BX) (resp.
oubli : Mod(BX) — Mod(X_)) transforme injectifs en injectifs ((8.2.6 (ii))y,

(8.2.7)).

Preuve de (8.4.2). Prouvons que (8.4.1.1) est un isomorphisme. On peut supposer
E concentré en degré 0 et de la forme E = ind(L), pour L € ob Mod(Xo).

Dfaprés (8.3.3 (ii)) et (6.6.2.1), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

ner{ind(L)) = Ldo,d*L

D'oli des isomorphismes canoniques fonctoriels

RHom{ner(E),ner (F) RHom(Ldo'd*L,ner(F))

L}

RHom(d*L,dﬁner(F)) (6.6.2)

RHom(d*L,Dec;-(ner(F))) (8.3.7 (ii))

RHom(L,Rd*DecT(ner(F))) (dualité triviale
111 4.6)

RHom(L,F) (6.2.5)

]

RHom(BX;E,F) (8.4.3 (ii)) ,

ce qui prouve que (8.4.1.1) est un isomorphisme, moyennant des vérifications de
compatibilité triviales entre les isomorphismes canoniques précédents. Prouvons

que (8.4.1,2) est un isomorphisme. On peut supposer F concentré en degré O
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et de la forme F = coind{(L), o L est un @X—Module injectif., Par hypothese,
[

dZ*L (notations de (8.3.2)) induit un Module injectif sur chaque é&tage de

Deci(x), donc e*e*dz*L (notations de (8.3.2 (ii)) est un Module injectif

sur Deci(x). De plus, comme, pour toute fldche £ : [i]—>[j] de &°,

on a f*(dZ*L)j = (dg*L)i, e%e*dZ*L induit un Module injectif

sur chaque étage de Deci(X). On voit ainsi, de proche en proche, que

. O%
(ey,e%) dz L est une résolution de dZ*L par des Modules injectifs. Donc,

d'apres (8.3.2 (ii)), on a un isomorphisme canonique
o : o ,0%#
ner (coind{(L)) = Rd*do L
D'ol des isomorphismes canoniques fonctoriels

RHom(nero(E),Rdgdg*L)

RHom{ner®(E), ner®(F))

RHom(do*nero(E),dg*L) (dualité triviale)

RHom(Deci(nero(E)),dg*L) (8.3.7 (i)

RHom(Ldo'Decl(nero(E)),L) (6.6.4)
ol +

RHom(E,L) (6.6.4.5)

RHom(BX;E,F) (8.4.3 (1)),

ce qui, moyennant encore quelques compatibilités triviales, prouve que

(8.4.1.2) est un isomorphisme, et achdve la démonstration de (8.4.2).

8.4.4. Exemple. Plagons-nous dans la situation de (8.1.2). Soit L un

faisceau abélien de BG/ 8i le faisceau abélien de T sous-iacent & L

v

est flasque, on a

(8.4.4.1) RF(BG/Y,L) = [ (Ner(G,Y),ner (L))

3

=(I'(y,L) =3 T(c x Y,d_

=... TG x¥,(@ ... d)m)...)
= o [+
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Pour L =Y x M, oih. M est un G-faisceau abélien, le groupe abélien

cosimplicial au second membre s'écrit :

Hom(G" X Y,M)

(8.4.4.2) 6 xy, (d, ... d )*L)

Hom, (z (0% z (1), 1)

(ot Z (-) désigne le foncteur Z -Module libre engendré), avec des opérateurs

de face et de dégénérescence donnés par :

o =
(d u)(gl,-..,gn+1,y) = U(gz""’gn+1’g1y)

i - ,

(d u)(gl,...,gn+1,y) = u(gl,...,gi+1gi,...,gn+1,y) (0<1<n)
n

(@w)(gyseenng  go9) = g qulel,. o8 ,y)

i -
(3 u)(gl,---,gn_l,y) = U(gl,---,gi,l,g 9---9gn_19y) 3

i+l
pour u € Hom(G" x Y,M). On peut retrouver ce résultat directement de la

maniére suivante. Observons qu'on a

(8.4.4.3) RI‘(BG/Y,L) = Riom_, (. (zZ (Y),M)

)

(les catégories abéliennes Z (G)-Mod(T) et Z -Mod(BG) é&tant canoniquement
équivalentes). Le second membre peut se calculer a4 1'aide de la bar-résolution,
dont nous rappelons la construction plus bas (11.4.4), §i le faisceau abélien
sous~jacent &4 L =Y XM est flasque, on a

Extiz (Z (G)®n ® ZY),M) (= Hi(Gn X Y,L)) = 0 pour tout i >0 et tout =n .

Il en résulte qu'avec les notations de (11.4.4) on a :

(8.4.4.4) RHomz(G)(Z (v),M) = ¢(G,Y,M) ,

ol 1'on a posé Homz‘Z ) (Bar(Z (6)/Z ,Z (¥)),M) = ¢(G,Y,M). On est alors
ramené a comparer les objets cosimpliciaux (8.4.4.2) et C(G,Y,M). Pour cela,

on note d'abord que le renversement de 1l'ordre des facteurs de ¢" dans

Hom(G" X Y,M) identifie (8.4.4.2) 2 1'objet cosimplicial de memes composantes
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et ayant des opérateurs de face et de dégénérescence donnés par :

(8.4.4.2)" (d%u) (gl,...,gn+1,y) = u(gl,...,gn,gn+1y)
(diu)(gl,...,gn+1,y) = u(gl,...,gn_i+1gn_i+2,...,gn+1,y) (0 <i<n),
(dnu)(gl,...,gn+1,y) = glu(gz,...,gn+1,y)
(siu)(gl,...,gn_l,y) = U(gl""’gn-i-l’l’gn—i’""gn-l’y)

Or cet objet cosimplicial se déduit de C(G,Y,M) par l'involution "passage
a4 1l'ordre opposé sur A " (1.2.4), donc les complexes de cochaines associés

(8.4.4.2)' et ¢(G,Y,M) sont canoniquement isomorphes, et par suite

g

(8.4.4.1) (pour L =Y x M) découle de la conjonction de (8.4.4.3) et

(8.4.4.4).

8i le faisceau abélien sous-jacent 8 L =Y X M n'est pas supposé
flasque, le complexe (8.4.4.1) n'est que le terme E1 de la suite spectrale

(8.4.2.2), qui s'écrit :
Ps9 _ 4¢P "
(8.4.4.5) ) H(G" x Y,M) ==> H (BG/Y,M(Y))

On reconnaft 13 une suite spectrale "d'Eilenberg-Moore" (son existence peut aussi

s'établir & partir de (8.4.4.3) et d'une bar-résolution).

Signalons une variante "locale" de (8.4.2.2)

Proposition 8.4.5. Soit T un topos, X une bonne pseudo-catégorie (8.3 (iii)),

p : X—>T un morphisme de topos fibrés, d'oll des morphismes de topos

Top(X) > BX Top” (X)

(8.4.5.1) P

T E]

oli_ le foncteur image inverse par la fléche horizontale de gauche (resp. droite)

est le foncteur ner (resp, ner®), oOn suppose que Decl(x) est A° -isomorphe
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topos fibré défini par un objet simplicial augmenté d'un topos. On se donne um

Anneau ® de T , et l'on munit BX, Top(X), Top (X) des Anneaux images

inverses de © par les projections sur T . Alors, pour M € ob D+(BX), les

fléches canoniques

Rp, (ner (M)) <—— Rp, (M) ——> Rpy(ner®(M))

définies par (8.4.5.1) sont des isomorphismes.

Preuve. On peut supposer M réduit au degré O et de la forme M = coind(L),
oi L est un Module injectif sur X . Comme on a vu dans la preuve de (8.4.2),

on a alors un isomorphisme canonique

(1) ner’ (M)

0 O%
Rdgd*L
D'autre part, d'aprés (6.3.1) et (8.3.2 (i)), on a un isomorphisme canonique
(2) ner(M) = Rd, d*L .
o
Par ailleurs, d'aprés (6.5.4), on a un isomorphisme canonique
_ o o
(3) Rdo*d'g'L = Rdo*do L,
Enfin, d'apr2s (6.6.4.6), on a un isomorphisme canonique
(4) Rd_d¥L = L
o 0

Comme on a pd = podo’ on obtient, en mettant ensemble (1), (2), (3), (4), des

isomorphismes canoniques

(5) Rp,ner(M) = Rpyner (M) = RpO*L = Pyl .

D'autre part, d'aprés (8.2.6 (i)), M = coind(L) est injectif et l'on a un

isomorphisme canonique

(8) Rp M = Poy
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Combinant (5) et (6), et temant compte des compatibilités "évidentes" entre les

isomorphismes canoniques précédents, on obtient la conclusion de (8.4.5).

Nous allons, pour terminer, donner un procédé de calcul commode de
RHom(E,F) dans la situation générale de (8.4.2). Nous aurons besoin, pour cela,

de quelques préliminaires, dans le style des constructions du n° 7.

8.4.6. Soit X un bon topos fibré au-dessus de I . Soit 6 un Anneau
cartésien de Top(X), d'ol (6.5.1) un Anneau cartésien de TopO(X), noté

encore 6 . Pour E € ob Mod(Top®(X)), F € ob Mod(Top(X)), on définit (cf. n® 7)

(8.4.6.1) Hom!(E,F) € ob Z -Mod{(Top(1))

comme le foncteur TI° —> Ab, i P> Hom(Ei,Fi), la fléche
Hom(Ej,Fj) R Hom(Ei,Fi) correspondant & f : i —> j € F1 I étant la
composée de la restriction Hom(Ej,Fj) e Hom(f*Ej,f*Fj) et de la fléche

définie par les fléches de transition de E et F . On note
1
(8.4.6.2) RHom  : D(Top”(X)) x b*(Top(X)) —> D(Top(1))

1
le foncteur dérivé du foncteur Hom' . Pour E € ob D(Topo(X)),

F € ob D+(Top(X)), on a
(8.4.6.3) RHom!(E,F) = Hom!(E,F'),

ot F' est une résolution de ¥ par un complexe, borné inférieurement, de
Modules injectifs en restriction & chaque étage (pas nécessairement injectifs comme

Modules de Top(X)).

8.4.7. Soit f : X —> Y un I-morphisme de I-topos fibrés, X et Y

étant bons. Soit @X (resp. @Y) un Anneau cartésien de Top(X) (resp. Top(Y)),
et donnons~-nous un morphisme f—1(®Y) —> @X . La formule de dualité triviale
(111 4.6) fournit, pour L € ob D (Top®(Y)), M € ob D+(Top(X)), un isomorphisme

fonctoriel canonique de D+(Top(1))
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! o~ !
(8.4.7.1) RHom'(L,Rf*M) ~  RHom  (Lf¥*1,M)

Celui-ci est encore valable pour L € ob D(Top®(Y)) quand f est de tor-dimension
finie, D'autre part, si 1'on se donne un morphisme d'Anneaux 6 —> f_l(SY)
tel que les hypothéses de (6.6.3) et (6.6.4) soient vérifiées, on a, pour

E € ob D (Top®(X)), F € ob D+(Top(Y)), un isomorphisme fonctoriel canonique
1 ~ !

(8.4.7.2) RHom (Lf,E,F) - RHom (E,f*F)

(valable encore pour E € ob D(Topo(X)) quand l'hypothése de (6.6.4.1) est

vérifiée). Cela découle immédiatement de (6.6.4), (6.6.4.1), (6.6.4.2).

Théoréme 8.4.8. Soit X une bonne pseudo-catégorie vérifiant 1'hypothese de

(8.4.2). Pour E € obD(BX), F € ob D+(BX), i 'homemorphisme canonique

RHoM(BX ; E,F) ——— R[(Top(1°), RHom' (ner®(E), ner(r))) (1)

est un isomorphisme,

Preuve. On peut supposer E borné supérieurement et F concentré en degré O

et de la forme F = coind(M), od M est un GX -Module injectif, Rappelons qu'on
[o]

a des morphismes de topos fibrés (8.3.1 (ii))

d
Dec_]i'_(X) —_— s X,

d

X

Par hypothése, d*M est injectif sur chaque &tage. D'apres (8.3.2 (i)), on

a donc un isomorphisme canonique

ner (F) = Rd, d*M = d,d*M

(1) défini par dérivation & partir de 1'isomorphisme fonetoriel évident

Hom(BX ; L,M) ——> I(Top(2°), Hom?(nero(L), ner(M))) pour L, M € ob Mod(BX).
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Il en résulte des isomorphismes canoniques

¥ ]
RHom' (ner” (E),ner(F)) RHom'{nero(E),Rd*dﬁM)

1
RHom'(do*nerO(E),dﬁM)

(d'aprés (8.4.7.1) et avec les notations de (8.3.1 (i)) ), d'od

RT(Top(A”), RHom!(nero(E), ner(F))) =‘[’Hom! (Decinero(E), dﬁM) (8.3.7 (i1),
(6.2.3))
= Hom'(Ldo'Declnero(E),M)
o! +

1
(d'aprés la définition de Hom et (6.6.4.4)), d'on

RT(Top(A°), RHom' (ner®(E), ner(F)))=  Hom(E,M) (6.6.4.5)

=  RHom{BX;E,F) (8.4.3 (1)) ,

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 8.4.8.1. Sous les hypothéses de (8.4.8), il existe une suite

spectrale

E}iq = Extq(nerg(E), nerp(F)) =% Ext¥(BX;E,F) ’

-4
1

[p] b= Ext(ner(®), ner () M.

est le complexe de cochatines du groupe abélien cosimplicial

ot E

Corollaire 8.4.8.2. Sous les hypothdses de (8.4.8), supposons que F soit

borné inférieurement et que ses composantes soient injectives en tant que

GX -Modules. Alors RHom(BX;E,F) s'identifieau complexe simple défini
(o)
l'objet cosimplicial ([n] b3 Hom'(nerz(E),nern(F)).

(1) la structure cosimpliciale est la structure évidente définie par les

q

restrictions sur les Ext et les fléches de transition des nerfs.
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9. Diagrammes spectraux et stabilisation.

9.1. Objets multisimpliciaux réduits.

On fixe une catégorie A . Soient a , n des entiers = 0 ., Pour

i € [n~1] , on note
(9.1.1) a o @O — "

le foncteur d'inclusion donné par

)

i
da(xo,...,x ) = (xo,... xi_l,[a], Xis.onX

n-2 n-2

Si X est un objet n-simplicial de A (i.e. un foncteur de (pA°)" dans A),

on appelle i-iéme face de degré a de X , et 1l'on note aiX l'objet

(n-1)-simplicial
(9.1.2) aix = xd ,

On suppose maintenant que A est une catégorie abélienne. On dit que X € ob
n-Simpl(A) est réduit si toutes les faces de X de degré O sont constantes

de valeur O . On note

(9.1.3) n-Simpl(A)red

la sous-catégorie pleine de n-Simpl(A) formée des objets réduits. Le foncteur

normalisation N : n-Simpl(A) —> n-C.(A) (I 1.3.5) induit une équivalence

(9.1.4) N : n-Simpl(A)re —ﬁn-C.(A)red ,

d

ol n-C.(A)red désigne la sous-catégorie pleine de n-C,(A) formée des complexes
réduits, un n-complexe X étant dit réduit si toutes ses faces X
o505, 00,

sont nulles, Le foncteur d'inclusion

n-Simpl(A)red € n-Simpl(A) posséde un adjoint & gauche
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(9.1.5) n-Simpl(A) — n—Simpl(A)re

red dfn o
XFH—>X = X/3°X s

d 3

ot 3°X = % BEX, chaque face de degré 0 étant regardée de fagon naturelle

comme un sous-objet de X . Par 1'équivalence de Dold-Puppe, (9.1.5) correspond
au foncteur de troncation natf consistant 3 remplacer par O les faces de degré
0 d'un n-complexe de chatnes. En particulier, le foncteur (9.1.5) est exact.

Observons d'autre part que, si X € ob n-Simpl(A) est réduit, alors a fortiori

a
toutes les faces BiX sont des objets réduits. On a donc pour tout

X € ob n-Simpl(A) wun épimorphisme canonique

red red)

(9.1.6) (a;’x) —_— ai(x

9.1.7. Notons (1,) la base canonique de Z ' . Pour Y € ob n-C(A),

i’l<i<n

2]
H

by rili € Z", on sait définir le translaté ¥[r] (SGA 4 XVII 1.1). Pour
r 20, le foncteur YF—= Y[r] envoie n-C.(A) dans n-C,(A), donc, par

Dold-Puppe, correspond 2 un foncteur de n-Simpl(A) dans n-Simpl(A) encore
noté Xt X[r]. D'autre part, le foncteur YH—>Y [T T —li] sur n-C(A)

envoie n-C.(A)re dans n-C.(A), donc, encore par Dold-Puppe, correspond a un

d
foncteur de n-Simpl(A)red dans n-Simpl(A), noté XFH—>X [T ? _li]
Ce foncteur est un isomorphisme, son inverse étant XkF—> X [T ? li] .

Notons que, pour Y € ob (n+l)-Simpl(A), i € [n], on a un

isomorphisme canonique
1 n+l n o
(9.1.8) Bi(Y [z 1 1k])[§:1 -1k] 3 Y

D'ot des isomorphismes canoniques

(9.1.8.1) Hom(X,30Y) = Hom(x[z T 1,1, al(¥[z ™M 1, )

pour X € ob n-Simpl(A), et
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P ol o n+l
(9.1.8.2) Hom(X ,3,Y') = Hom(X {z, —1k3, ai(Y'[z 1 1k]))
pour X' € ob n—Simpl(A)red , Y' € ob (n+1)~Simp1(A)re

4 -

9.2. Diagrammes spectraux.

Pour a € N, notons
(9.2.1) s, : &' —> (cat)
1'objet cosimplicial strict augmenté (4.1) défini par

s,([n)) = (%)™ (avec s_([-1]) = pt dy

al = di : s, ([aD) —>s_ ([a+1]) (9.1.1)

(il est trivial que les d° satisfont 3 did = dtad™! pour i < §). soit
A une catégorie. Rappelons (5.6.5) que DiagrS(A) désigne la catégorie des
a
2-diagrammes de A de type S, - Un objet X de Diagrg (A) consiste en la
a

donnée d'une famille (X(n) € n—Simpl(A))nE]N, et d'opérateurs de face

a_{n+1)

o X(n) s aiX vérifiant la condition habituelle (dJd* = dldJ-1

d

pour i < j). Nous poserons

(A) = SPEC(A)

(9.2.2) Diagry (A = SIMPL(A) , Diagrg
o 1

Les objets de SIMPL(A) (resp. SPEC(A)) s'appelleront diagrammes simpliciaux
2

larges (resp. diagrammes spectraux) de A (7)) . La catégorie SIMPL(A)

contient A comme sous-catégorie pleine : le foncteur de A dans SIMPL(A)

»

associant & chaque objet X de A 1l'objet trivial défini par X , i.e. le

(1

) pt désigne la catégorie ayant un seul objet et un seul morphisme.

2
(") On dira parfois spectre au lieu de diagramme spectral.
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diagramme constant de valeur X , est pleinement fidéle, et son image

n
essentielle se compose des diagrammes simpliciaux larges X tels que X( )
soit trivial pour tout n , et at . X(n) —_—> ng(n+l) soit un isomorphisme

pour tout i et tout =n .

On suppose désormais que A est une catégorie abélienne. On dit qu'un

(n)

diagramme spectral X de A est réduit si toutes ses composantes X le sont

(9.1.3). On note

(9.2.3) SPEC(A)
red

la sous-catégorie pleine de SPEC(A) formée des diagrammes spectraux réduits.

On a deux foncteurs inverses l'un de l'autre

X b2 X(-1)
————
(9.2.4) SPEC(A)red SIMPL(A) ,

¥(1) =Y

définis comme suit : X(—l)(n) = X(n)[ZT -1k], et

at . X(—l)(n) —_— agx(-l)(“+1) correspond 2 at . X(n) —_— aix(“+1) par
(9.1.8.2) ; Y™ = Y(“)[z‘f 1) et x(1) (™ —>aix(1)(“+1)
correspond & at . X(n) - BEX(H+1) par (9.1.8.1). D'autre part le foncteur

d'inclusion SPEC(A)tedC——> SPEC(A) possiéde un adjoint & gauche

(9.2.5) SPEC(A) —— SPEC(A)__, , X bF—> xred

of1 XtEd(n) = X(n)tEd s d1 : Xred(n) _— BiXtEd(n+l) étant défini comme
iyred

le composé X(n)ted _Lg_l_____> (Bix(n+l))t8d — ai(x(n+l)ted)’ ot 1a

seconde fléche est la flache canonique (9.1.6). L'équivalence (9.2.4) fournit

un isomorphisme canonique fonctoriel

red

(9.2.6) HomSPEC(A)(X,Y(l)) = Hom (x (-1,

SIMPL(A)
pour X € ob SPEC(A), Y € ob SIMPL(A).

Comme une face de degré 0 d'un objet multisimplicial est de

fagcon naturelle un sous-objet de celui-ci, on a un foncteur "sous-objet diagonal"
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1 dfn (n+1)
9.2.7) SIMPL(A) ~—= simpl(A)” (7)), X+—>» & = ([nl+—> & )
et un foncteur "complexe simple normalisé associé"
7 dfn (n+1)
(9.2.8) SIMPL(A) ~—> C,(A) , X H[Nx = {[n]+—> [NX )

La "shuffle-map" et la fladche d'Alexander-Whitney (I 1.2.2) définissent des

gl
fléches fonctorielles de c.(A)A

—
(9.2.9) NAX @ — |NX ,

qui induisent des équivalences d'homotopie pour chaque [n] €ob A

9.3. Spectre d'un groupe commutatif.

9.3.1. Soit T wune catégorie possédant des produits finis, l'objet final étant
noté e . S5i G est un groupe de T , on peut (2.5) regarder G comme une
catégorie dont 1l'objet des objets (resp. fléches) est e (resp. G), et former

le nerf correspondant

—>
(9.3.1.1) Ner(6) = (... 6" 5 ... GZE}G:,’e) € ob Simpl(T) ,

dont les opérateurs de face et dégénérescence sont domnnés par (2.5.2)

(pour g = (gl,...,gn), dg= (gz,...,gn), d;g = (gl,...,gi+1gi,...,gn) s

dng = (gl,...,gn_l), sig = (gl,---,gi,1s8i+1,---,gn))~
Notons Group(T) 1la catégorie des groupes de T . Il résulte de

(2.2.3) et (2.6.1) que le foncteur
(9.3.1.2) Ner : Group(T) — Simpl(T)

est pleinement fidéle, et que son image essentielle se compose des

X € ob Simpl(T) qui vérifient les conditions :

1

I dans C .

{") si ¢ et I sont deux catégories, ct désigne la catégorie des foncteurs de
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(9.3.1.3) (1) X ——>e est un isomorphisme ;
(ii) pour n = 2, la fléche canonique (2.2.3 (iii))

Xnﬁxlxx ...xxxl

o] o]

est un isomorphisme ;

(iii) les carrés

d d
1
——ﬁ
%, X

a.
N
[=9
[=9
—
o
(o
Q.
e}
M e— X
Q.
> e X
=9
e}

1
—ﬁ
X1 Xo

sont cartésiens.

9.3.2. Si G est un groupe commutatif de T , la multiplication G X G —> G
est un homomorphisme de groupes, et les formules (9.3.1.1) montrent qu'alors
Ner(G) est objet de Simpl(T)ab = Simpl(Tab), ol Cab , pour une catégorie C
possédant des produits finis, désigne la catégorie des groupes abéliens de C .
On peut par suite itérer la construction et considérer Ner(Ner(G)),

Ner (Ner (Ner(G))), etc. Pour G € ob Tab et n € N, nous définirons

G <n> € ob n-Simpl(T) par

(9.3.2.1) C<O>=G, G<n>=Ner(G <n-1>) pour n =21

Proposition 9.3.2.2. Le foncteur

b

CH—>G <> ° —= n-Simpl(T) ,

est fidele, pleinement fidele pour n 21, et, pour n 2 2, son image essentielle

se compose des objets n-simpliciaux X tels que, quels que soient

o]
a ,a € ob A, les objets simpliciaux X(al,...,ai,*,ai .,a s

17 %1

+1°°° n-1

pour O < i < n-1, vérifient les conditions (9.3.1.3).
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Preuve. Les deux premidres assertions découlent trivialement de (9.3.1).
Prouvons la dernigre. Supposons d'abord n = 2 , Soit X un objet bisimplicial
dont les lignes et les colonnes satisfont aux conditions (9.3.1.3). Considéré
comme objet simplicial de Simpl(T), X vérifie les conditions (9.3.1.3), donc
ona X ~~= Ner(Y), od Y est un groupe de Simpl(T). D'autre part, Y ,
isomorphe 2a X1 = X([1],4), vérifie les conditions (9.3.1.3), donc on a

Y — Ner(G), ot G est un groupe de T . La structure de groupe de Y
définit sur G une loi de groupe G X G —=> G , qui est un homomorphisme de
groupes. Comme il est bien connu, il en résulte que les deux lois de groupe
dont on dispose ainsi sur  coincident et sont commutatives. Donc on a

X —— Ner(Ner(G)) pour G € ob Tab , ce qui prouve la derniére assertion de
(9.3.2.2) dans le cas n =2 , Le cas général s'en déduit trivialement par

récurrence.

9.3.3. On suppose maintenant que la catégorie Tab des groupes abéliens
de T est une catégorie abélienne. Soit G € ob Tab . On déduit facilement

de (2.7.2) que, pour n € N, on a un isomorphisme canonique
(9.3.3.1) ¢c<n>=c[x 1,1

olt, dans le membre de droite, G est considéré comme objet n-simplicial
trivial et les notations sont celles de (9.1.7). Regardant ¢ comme objet
b
trivial de SIMPL(T® ) (9.2.2), on peut former &(1) € ob spec(1??) (9.2.4),
(n)

dont la composante G(1) = G <n>, et considérer G(1), par oubli, comme un

objet de SPEC(T). On a ainsi un foncteur

(9.3.3.2) Tab-—>SPEC(T) , G 6(1)
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Proposition 9.3.3.3. Le foncteur (9.3.3.2) est pleinement fideéle et son image

essentielle se compose des diagrammes spectraux X qui vérifient les deux

conditions suivantes

(n)

(i) pour tout n=z=1, X est dans 1'image essentielle du foncteur

GF—> G <n> de Tab dans n-Simpl(T), 1i.e. vérifie les conditions de

(9.3.2.2) ;

. x(n) 1_(n+1)

(ii) chaque a° — BiX est un isomorphisme.

Preuve. C'est un corocllaire immédiat de (9.3.3.2).

9.4, TFormules d'adjonction.

Soit A une catégorie abélienne vérifiant (AB 5) et possédant assez
d'injectifs. On a vu que, si I est une {petite) catégorie, la catégorie AI
jouit des m@mes propriétés (4.6). Plus généralement, la catégorie des diagrammes
de A de type un n-diagramme donné de (Cat) jouit des m@mes propriétés, comme
on le voit facilement par récurrence. C'est le cas par exemple des catégories
SPEC(A) et SIMPL(A) (9.2.2).

Les foncteurs
X —> x4
- .
SPEC(A) _ SIMPL(A)

v(1) =—— Y

étant exacts, la formule d'adjonction (9.2.6) fournit des isomorphismes

cancniques fonctoriels

red

(9.4.1) -12,9v)

Bomy (eprg(a)) Ko ¥(1)) = Hompy o (4)) X

pour X € ob D(SPEC(A)), ¥ € ob D(SIMPL(A)), et

(9.4.2) RHom(X,¥(1)) = RHom(Xred(-l),Y)
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pour Y € ob DT(SIMPL(A)).

Composant le foncteur (9.2.7) (ou (9.2.8)) avec le foncteur H o,

on obtient un foncteur noté encore

(9.4.3) H SIMPL(A) ——> AA ,

qui est adjoint & gauche au foncteur d'inclusion évident. On voit, comme en

(4.6), que le foncteur H admet un dérivé gauche

(9.4.4) LH_ : D (sIMPL(A)) ——> D_(AA')

au sens de (I 1.4.4) : pour X € ob D(SIMPL(A)), le pro-objet de

_ M
D (AA ) "lip” HOX' (ot X' —> X parcourt l'ensemble des classes
X' —=>X

d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X) est essentiellement constant de

valeur HOX', ot X' est un diagramme simplicial large tel que chaque

X'(n) soit un complexe d'objets induits au sens de (4.6.2) (avec I = (AM)™).

Les résolutions standard (4.6.3) des X(n) définissent un objet X' possédant
L. . ,(n) _ (n)

les propriétés précédentes, et pour lequel H X =Cc.x7) (4.6.4)

s'identifie & homotopie pr2s a j( X(n) (3.9.3) (et cela fonctoriellement

suivant A'). Il en résulte qu'on a un diagramme commutatif

D (SIMPL(A))

1 2
(9.4.4.1) p(c. (w2 LH_ D (simp1(a)2")
3 | ;
D_(AA') s

ol 1 et 2 sont les extensions a2 D (SIMPL(A)) des foncteurs (exacts) (9.2.8)

et (9.2.7), tandis que 3 et 4 sont les foncteurs "complexe simple associé".
\
Comme en (4.6), on vérifie qu'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels
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(9.4.5) HomD(AA‘)(LHOX,Y) = HomD(SIMPL(A))(X,Y)

pour X € ob D (SIMPL(A)), Y € ob D(AA'), et

(9.4.6) RHom(LHOX,Y) = RHom(X,Y)

pour X € ob D (SIMPL(A)), Y € ob pF(al)y.

Nous désignerons par
(9.4.7) Lijm : D (SIMPL(A)) —> D (A)

-, A -
le foncteur composé de LH (9.4.4) et Lljm : D %) —p @) (4.6.8).
]
Combinant (9.4.5) (resp. (9.4.6)) avec (4.6.10) (resp. (4.6.11)) pour I = A' ,

on obtient des isomorphismes canoniques fonctoriels

(9.4.8) HomD(A)(Llim X Y) = HomD(SIMTL(A))(X’Y)
pour X € ob D (SIMPL(A)), Y € ob D(A), et
(9.4.9) RHom(Llim X , Y) = RHom(X,Y)

pour X € ob D (SIMPL{A)), Y € ob pt(a). on peut encore combiner (9.4.8)
(resp. (9.4.9)) avec (9.4.1) (resp. (9.4.2)) pour obtenir des isomorphismes

canoniques fonctoriels

(9.4.10) Hom () (L1im een,y = Homp) (< ora(a)) (Ko Y1)

pour X € ob D (SPEC(A)), Y € ob D(A), et

(9.4.11) Rifom(L1 im %421, v) = REom(X,¥(1))

pour X € ob D (SPEC(A)), Y € ob p'(a).



- 125 -

Ce qui préc2de montre en particulier qu'on a des foncteurs pleinement

fideles

(9.4.12) p (4) &— D_(AA‘)C—% D (SIMPL(A)) &——> D (SPEC(A))
N 4

"objet constant" X = x(1)

L'image essentielle du foncteur composé est formée des objets X de D (SPEC(A))

tels que la fléche canonique

(9.4.13) X —> (Llin G GO DITED)

. . . . . . i
soit un isomorphisme, ce qui revient encore & dire que les H X sont dans

1'image essentielle de A C—> SPEC(A), Y > Y(1).

9.5, Stabilisation.

Soient A , B des catégories abéliennes, B vérifiant (AB 5),

et soit
(9.5.1) F:A——>8B
un foncteur, qu'on ne suppose pas additif, ni méme tel que F(0) = 0. On note

(9.5.2) F°f . A ——> simpl(B)

le foncteur défini par le diagramme commutatif ci-dessous :
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SPEC(F)
SPEC(A) SPEC(B)
X
x"e4 (1)
SIMPL(B)
(9.2.7)
Simpl(B)AI
AC. (=)
J Fst
A Simpl(B) R

ol la fléche verticale de gauche est le plongement canonique X H—> X(1),
et la dernidre fléche verticale de droite associe 2 un foncteur X de 2'
dans Simpl(B) 1'objet diagonal de 1'objet simplicial C.(X) de Simpl(B)

défini par X ((3.9.1), (4.6.4)). On note encore

(9.5.3) F°% . Simpl(A) ———> Simpl(B)

le foncteur composé de Simpl(FSt) : $impl(A) —> 2-Simpl(B) et de la

diagonale 2-Simpl(B) —= Simpl(B). Le foncteur e s'appelle stabilisé

de F . En dépit de son apparence sophistiquée, cette construction n'est pas
. st .

nouvelle : nous allons voir que les HiF ne sont autres que les classiques

"groupes d'homologie stables" de F .

a) Il résulte tout d'abord de (4.6.9) et de la description (9.4.4.1) du
foncteur LH0 que, pour X € ob Simpl(A), on a un isomorphisme canonique

fonctoriel de D(B)

red 1y =5 pStx)

(9.5.4) Llim (F(x(1)))
ol Llim est le foncteur (9.4.7).

b) Pour X € ob Simpl(A), n >0, on a

d
FC[E] 1, DT = F+<x[z§ LD,
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ol F+ : A—> B est le foncteur défini par

(9.5.5) F= F ®F0) s

F(0) désignant le foncteur constant de valeur F(0).
¢) Chaque fléche
o Frars 1D ) 1] — Far Ty Dty )
s'identifie, & homotopie prés, & la fléche de suspension habituelle
(9.5.6) FH(X[n]) [-n] —> F X[n+1]) [-n-1] ,

définie & 1'aide de la bar-construction ([3] § 6). D'aprés ([3] 6.12), on a donc :

Lemme 9.5.7. Soit X € ob Simpl(A). Pour tout i € N, la restriction de

red

Hi(A F(x(1)) (-1)) a Zﬁi est localement constante (donc (4.3) constante),

de valeur H, (F+(X[n])) pour n > i .

d) Grgce a (9.5.4) et (9.5.7), on peut appliquer (4.6.12) (avec n(i) = i),

et 1'on obtient :

Proposition 9.5.8. Soit X € ob Simpl(A). La fléche canonique (donnée par (4.6.5))

FA0 — 13m A F(x(1)7%9C1)
Al

est un quasi-isomorphisme, et, pour tout i € N, on a un isomorphisme canonique

fonctoriel

st _ +
HF (X)) = H (F x{nlN

St Siidentifie aui-iéme groupe d'homologie stable de F

pour n > i, i.e. HiF
([3] § 8).
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Corollaire 9.5.8.1. Pour X € ob Simpl(A), la fldche canonique

FH ) —— P

est un quasi-isomorphisme.

Corollaire 9.5.8.2. 8i F est additif, on a, pour X € ob Simpl{A), un quasi-

isomorphisme canonique fonctoriel

FPr ) ———> F(X)

Preuve. A F(X(l))red(-l) est en effet le foncteur constant de A' dans

Simpl(B) de valeur F(X).

Proposition 9.5.9. Supposons que F(0) = 0, et soit

) 0 X tsy-dsy 0

une suite exacte de Simpl(A). Alors :

(1) si (%) est scindée depré 2 degré, la suite

0 —> Fr ) —> r*N(y) — F*%(2) — 0o

. . , st .
déduite de (%) par application du foncteur F est une O-suite, exacte

aux extrémités, et telle que la fléche

Coker F U (i) ————5 7%5(2)

qu'elle définit soit un quasi-isomorphisme.

(i1) 8i (#) est scindée par une section s de j , la flache

PR + F*Ns) : FPR ) @ FPR(Z) —> FSE(Y)

est un quasi-isomorphisme.
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Preuve. Prouvons d'abord (ii). Soit n un entier = 1, posons
X[n] = x', ¥Y[n]=yY', Z[n] =2
La section s définit un isomorphisme
X' & z' ———>y'
Compte tenu de (9.5.8), il suffit de prouver que celui-ci induit un isomorphisme
B, FX') @n  FZ') —> Hi+nF(Y’)
pour n >1i . Or, d'apreés ([3] 4.18), on a
F(v') = FX') ® F(z') ®F,(x",2")

et comme, d'aprés ([3] 6.10), on a H (X',Z2') = 0 pour n >1i , notre

1'_+nF2
assertion en résulte. Prouvons (i). Comme F(0) = 0, il est clair FSt(*)
est une O-suite. Il est clair également qu'elle est exacte aux extrémités.
Reste a prouver que Coker FSt(i) — 7%%2) est un quasi-isomorphisme.
Revenant & la définition de FSt (9.5.3), on se raméne, par Eilenberg-Zilber
et une suite spectrale des bicomplexes, au cas ol X, Y, Z sont concentrés

en degré O . La suite (%) est alors scindée ; choisissant une décomposition

Y=X@Z, on a un morphisme de suites exactes

0 —> F°'(X) —= F°5(Y) —> Coker F°H(i) —> 0

1d
0 —> FP' ) —= Pt e rttie) — r*f ) —s> 0,

oli la fleche verticale médiane est un quasi-isomorphisme d'apres (ii), donc

aussi la fléche verticale de droite, ce qui achéve la démonstration.
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Appliquant (9.5.9) a la suite exacte standard (I 3.2.1.5)

ot y X est le cBne sur X , on obtient un isomorphisme canonique de D(B),

fonctoriel en X € ob Simpl(A)
(9.5.10) PRI —— F*R[1]

Par définition, (9.5.10) est le composé de l'inverse de 1'isomorphisme
t
Coker F° (i) —> FSt(X[lj) donné par (9.5.9 (i)), et de 1l'opposée (1)

de la fléche de degré 1 du triangle distingué associé & la suite exacte
0 —=> F*f@) — F*t(yx) —> Coker F* T (1) —> 0

(cette fléche de degré 1 est un isomorphisme car, <y X étant homotopiquement

t
trivial, F° (y X) est acyclique).

9.5.11. Dérivés stables. On se place maintenant dans la situation de (I 4.2.2)
on se donne un topos T , des Anneaux A et B de T , et un foncteur F du
champ des A-Modules dans le champ des B-Modules, compatible aux limites
inductives locales. Le foncteur composé

st

Simpl(A-Mod) ———> Simpl(B-Mod) —> D.(B)

oli la seconde fléche est la fléche canonique, transforme homotopismes en

quasi-isomorphismes d'aprés (9.5.8), donc se factorise A travers la catégorie

Hot.(A) des A-Modules simpliciaux a homotopie prés, en un foncteur encore noté

(9.5.11.1) F°' : Hot.(A) —> D.(B)

(1) 1La raison de cette convention de signe apparaitra en (9.5.11.4).
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Proposition 9.5.11.2. Le foncteur (9.5.11.1) admet un dérivé gauche au sens

de (1 1.4.4)

LF°t : D.(A) —>D.(B)

qu'on appelle dérivé stable de F . Plus précisément, pour X € ob Simpl(A),

le pro-objet de D.(B),

"1lim" F
<«

X' >X

ot X' —> X parcourt 1'ensemble des classes d'homotopie de quasi-isomorphismes

. st N
de but X , est essentiellement constant de valeur F (X'), od X' est 2

composantes plates.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de (T 4.2.2.2) et (9.5.8).

Il résulte de (9.5.9 (ii)) que le dérivé stable de F est un foncteur
additif. Grace a (9.5.10), il se prolonge, de manidre essentiellement unique

en un foncteur gradué (SGA 4 XVII 0.3)

(9.5.11.3) LF°Y : DT(A) ——= D™ (B)

Le miracle de la stabilisation se résume alors dans la proposition suivante,

qui découle facilement de (9.5.9 (i))

Proposition 9.5.11.4. Le foncteur (9.5.11.3) est exact (SGA & XVII 1.1.3) (1).

(1) Si, dans (9.5.10), on avait fait le convention de signe opposée, le foncteur
(9.5.11.3) aurait transformé triangles distingués en triangles anti-distingués
cela tient a4 ce que le morphisme de degré 1 défini par la suite exacte du cBne

0—>X—>YyX—>0X—>0 est —Idx[lj (cf. (1 3.2.3.6 (i))).
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Exemples 9.5.12. a) Dans la situation de (9.5.11), prenons pour A et B

le faisceau constant Z , et pour F 1le foncteur
Z(-) : Z-Mod —> Z -Mod

associant & un Z -Module X 1le Z -Module libre sur le faisceau d'ensembles
sous-jacent & X . Il résulte du théoreme de Whitehead (I 2.2.2 (ii)) et de
(9.5.8) que Z St(.) transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes,

et que par suite la fléche canonique

(9.5.12.1) Lz%(x) —= z°'x)

est un isomorphisme pour tout X € ob D.(Z ). D'autre part, pour

X € ob Simpl(Z -Mod), on a une fléche canonique fonctorielle

(9.5.12.2) z%'(x) —>x

définie par stabilisation & partir de la fléche d'adjonction Z (G) —> G

St(X)

pour G &€ ob Z -Mod. On peut montrer que, pour X € ob Z -Mod, Z
s'identifie, dans D(Z ), au "complexe d'Eilenberg-MacLane stable'" décrit
par exemple dans ([2'] § 1). L'homologie H,Z St(X) a &té calculée compl2tement

par Cartan (Séminaire 54-55). On sait notamment que 1'augmentation (9.5.12.2)

induit un isomorphisme

(9.5.12.3) H_ z°"(x) —>x

et que H, Z St(X) est de torsion pour 1 > 0 . Les premiers groupes sont donnés

par
1.z%%x) = o
1
(9.5.12.4) sz“(x) = X/2X
st _
H3Z x) = Ker(2.IdX).
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b) (1) Dans la situation de (9.5.11), avec A = B, on peut prendre pour
F 1'un des foncteurs Sz s AX s TZ . Les dérivés stables de ces trois foncteurs

sont essentiellement identiques, & une translation prés des degrés. En effet,
les isomorphismes de décalage (I 4.3.2.1 (i), (ii)) fournissent, pour n 2 1,

X € ob D (A), des isomorphismes canoniques fonctoriels

(9.5.12.5) L™t = @wWAHS ) [o-11

(9.5.12.5) LAHSEx) = @W™Stx)) [n-1]

Pour une étude de H*L(SU)St, voir Dold-Puppe ([3] § 12), et aussi les travaux

récents de L. Breen [2'], et S. Priddy [21].

10. Sorites sur les Modules différentiels gradués.

L'objet de ce n° est d'étendre aux Modules différentiels gradués sur
un Anneau différentiel gradué certaines constructions familiéres sur les
- L
complexes de Modules sur un Anneau ordinaire : foncteurs RHom, ® , etc.
I1 s'agit en fait de notions bien connues des topologues, que nous nous bornons

a formuler dans le cadre des catégories dérivées.

Un topos T est fixé pour toute la suite de ce numéro.

10.1. La catépgorie dérivée D(A).

Soit A wun Anneau différentiel gradué de T, i.e. un complexe de

Z -Modules muni d'une multiplication associative A ® A —> A , et d'un élément
unité 1 € z°Ca) (i.e. un morphisme #Z —> A compatible a la multiplication).

Un A-Module (2 gauche) différentiel gradué est un complexe M de Z -Modules,

1 . .
(") Cet exemple ne servira pas dans la suite.
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muni d'une action de A (i.e. d'un movphisme A ® M —> M) associative et
unitaire. Un morphisme f : L —> M de A-Modules différentiels gradués est
un morphisme de complexes compatible & 1'action de A , i.e. tel que f(ax) = af(x)

quels que soient a € Al, X € 1J . on note
(10.1.1) c(a)

la catégorie des A-Modules différentiels gradués. Quand A est concentré
en degré O, c'est simplement la catégorie des complexes de A-Modules. On

définit des sous-catégories pleines de C(A)

(10.1.2) cw, W, w, cPw, ), Pt

par les conditions de degré habituelles : C (A) (resp. c(A)) est formée
des A-Modules différentiels gradués a degré borné supérieurement

(resp. inférieurement), Cb(A) = ¢ ) ncta) ; pour p, q € Z ,

Cp](A) (resp. Cq](A)) est formée des A-Modules différentiels gradués nuls

en degré <p (resp. >q), c® %) = clPa) nc®a) pour psq .

Si fo’ f1 : L —>M sont des fléches de C(A), une homotopie

h entre fo et f1 est une famille d'applications Z -linéaires

i i 1-1)

h=(: 1t —n telle que f_ - £ =dh+ hd , et h(ax) = (-1)Pan(x)

1

quels que soient a € AP et x € Lq . On note
(10.1.3) Hot(A)

la catégorie des A-Modules différentiels gradués 2 homotopie pres, i.e. la
catégorie ayant mémes objets que C(A), et dont les flaches sont les classes
d'homotopie de morphismes. On voit facilement, comme dans le cas o A est
concentré en degré O, que Hot(A) se déduit de C(A) en inversant les homoto-
pismes (ou équivalences d'homotopie) (i.e. les fladches de C(A) qui deviennent

inversibles dans Hot(A)),
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On dit qu'une fléche £ de C(A) est un quasi-isomorphisme si £

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes de Z ~Modules sous-jacents.

La catégorie

(10.1.4) D(A) s

localisée de c(a) (ou Hot{A)) par rapport aux quasi~isomorphismes (I 1.4.1)

s'appelle catégorie dérivée des A-Modules différentiels gradués. Dans le

cas ot A est concentré en degré O, on retrouve la catégorie dérivée habituelle.
On prendra garde de ne pas confondre la catégorie D(A) avec la catégorie
dérivée de la catégorie abélienne C(A), qui s'obtient en localisant la
catégorie des complexes de A-Modules différentiels gradués par rapport aux
fléches qui induisent des isomorphismes sur les Modules différentiels gradués

de cohomologie (comparer (I 3.3.1)).

Pour X € ob C(A), le complexe X[1] est de fagon naturelle un
A-Module différentiel gradué (gréce a 1'isomorphisme canonique
A@Xx[1]=(A®Xx) [1]). Cela permet de définir sur C(A) (resp. Hot{A))
une structure de catégorie graduée. Si F : X —> Y est une fléche de c(a),
le c8ne C(f) du morphisme de complexes de Z -Modules sous-jacent est de
fagon naturelle un A-Module différentiel gradué (1), et les fléches du
triangle canonique

/C(f)\

sont des flaches de C(A). Paraphrasant ([H] I § 2), on voit que la famille

des triangles isomorphes & un triangle de ce type définit sur Hot(A) une

structure de catégorie triangulée. Les quasi-isomorphismes de Hot(A) forment

1
(") Plus généralement, le complexe simple associé 2 un complexe de A-Modules

différentiels gradués est de fagon naturelle un A-Module différentiel gradué.



- 136 -

un systéme multiplicatif compatible 2 la triangulation ([H] I § 3). Ils
permettent donc d'obtenir D(A) 2 partir de Hot(A) par un calcul de
fractions bilatere (I 1.4.2), et il existe sur D(A) une unique structure
de catégorie triangulée pour laquelle le foncteur canonique Hot(A) —=> D(A)

est exact.

Localisant les catégories (10.1.2) par rapport aux quasi-isomorphismes,

on obtient des catégories
(10.1.5) p™(a), p*(a), D°(a), D[P(A), DQ](A), plPsa)(4)

Les catégories D (4), D+(A), Db(A) se calculent par fractions bilatérement
a4 partir des catégories a homotopie prés correspondantes. On a des foncteurs

canoniques évidents

(10.1.6) /D(A)\ / p(A)
pt(a) D™ (A) olP(a) p3(a)
D°(A) ptPsalca)

J'ignore si ceux-ci sont pleinement fidéles en général. Cependant :

Proposition 10.1.7. Si A est 2 degrés < 0, les foncteurs (10.1.6) sont

pleinement fideles. L'image essentielle de pt(a) (resp. D (A)) est formée

des objets 3 cohomologie bornée inférieurement (resp. supérieurement). De méme,

1'image essentielle de D[p(A) (resp. Dq](A)) est formée des objets 2

cohomologie nulle en degré < p (resp. > q).

Preuve. Elle est analogue 2 celle de (I 1.4.7) (cf. aussi (V 1.2.5.3)).
En effet, comme A est 3 degrés < 0, les foncteurs de troncation (I 1.4.7)

t[n s tn] s qui tuent la cohomologie en degré resp. < n, > n, induisent des

foncteurs

(10.1.7.1) trn ca) —> clh), €] c(a) —> c™(a)
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(pour X € ob ¢(A), il existe sur t[n(X) (resp. tn](X)) une et une seule
structure de A-Module différentiel gradué pour laquelle la fléche canonique
X —> t[n(X) (resp. tn](X) —> X) soit une fléche de C(A)). A partir de 1a,

la preuve de (10.1.7) est purement formelle (cf. (SGA 4 XVII 5.5.4.1)).

10.1.8. Supposons A a degrés < 0 . Soit n € IN, Il existe sur

b p(A) = (0—>4A /Imd—>4 , —> ... =>4 —>0)

[-n
une unique structure d'Anneau différentiel gradué telle que la fléche canonique
A—> t[-n(A) soit un morphisme d'Anneaux différentiels gradués. Soit [a,b]

un intervalle de Z tel que b-a=n . Si E € ob C[a’b](A) (10.1.2),

on a (dAn+1).E = 0 , de sorte que E est de facon naturelle un Module

différentiel gradué sur t[—n(A)' Ainsi, la restriction des scalaires
(10.1.8.1) C[a’b](tE_H(A)) —— Pl

est une équivalence de catégories. Par localisation par rapport aux

quasi-isomorphismes, (10.1.8.1) définit une équivalence

(10.1.8.2) D[a’b](tE_H(A)) —= s plasbly

10.2. Le foncteur RHom .

Pour E, F € ob ¢(A) (10.1.1), on note
(10.2.1) HomA(E,F)

le sous-complexe de Homi;(E,F) formé des morphismes "A-linéaires", i.e. des
f tels que f(ax) = (—1)kpaf(x), pour a € AP, f &tant de degré k . En

d'autres termes, HomA(E,F) est défini par la suite exacte

dl

(10.2.1.1) 0 “(E,F) "(E,F) * ( )
.2.1. — HomA E,F ﬁHomZE,F _oﬁ I-IomZ A ®ZE’F s
d
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oft 1a double fliéche est donnée par

(a°f) (a @ x) = f£lax)

(-1)*Pag(x)

@6 (a® %

pour £ € Hon;%(E,F) , a € AP | Observons que, par définition des homotopies

(10.1.3), on a

(10.2.2) Hom o (ay (E.F) = HOHomA(E,F)

D'autre part, il est immédiat que le foncteur HomA : 6(A)° x ca) —> clab)

(ot Ab désigne la catégorie des groupes abéliens) induit un foncteur

(10.2.3) Hom, : Hot (A)° x Hot(A) —> Hot(Ab)

qui est exact (i.e. transforme triangles distingués en triangles distingués).

Proposition 10.2.4. 8i A est 3 degrés < 0 , le foncteur (10.2.3) admet

un _dérivé droit au sens de Deligne ((SGA 4 XVII 1.2.1), (I 1.4.4)),

(10.2.4.1) RHom, D7(A)° x D(A) —> D(Ab),

i.e., pour E € ob D (A), F € ob D'(A), le ind-objet de D(Ab),

"1lim"  Hom (E',F') s
-+ A
E' > E
F =>F'

ot E' —>E (resp, F ~> F') parcourt 1'ensemble des classes d'homotopie de

quasi-isomorphismes de but E (resp. source F), est essentiellement constant.

Le foncteur RHomA est exact, et envoie Do](A)O X DEO(A) dans Dﬁo(Ab).

La preuve de (10.2.4) sera donnée aprés quelques préliminaires.
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Définition 10.2.5. Soit M un Z -Module. On dit que M est faiblement injectif

si, pour tout Z -Module plat P, on a

Ext (P,M) = ©O

pour tout i >0 .

Exemple 10.2.5.1. Soit F un Z -Module injectif. Pour tout Z -Module E ,
Hom(E,F) est faiblement injectif. Cela résulte trivialement de la formule

chere & Cartan (SGA 6 1 7.4).

Définition 10.2.6 (comparer (8.2.3), (8.2.4)). Soit M un complexe de Z -Modules.

On_appelle A-Module induit (resp. coinduit) de M le complexe

ind(M) = A 8, M (resp. coind(M) = I-Iom'Z (a,M) ,

muni de sa structure naturelle évidente de A-Module différentiel gradué.

Pour E, F € ob C{A), on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

Homl;‘(ind(M),F = Hom'Z M,F) R
(10.2.6.1)

HomA(E,coind ) = I-Iom'Z (E,M) s

(d'ol des isomorphismes analogues avec Hom, (resp. HomHot(A)) au lieu de
Homl;‘) . Il en vrésulte notamment que tout A-Module différentiel gradué est

quotient d'un (resp., se plonge dans un) Module induit (resp. coinduit).

10.2.7. Soit E € ob C(A). Nous inspirant de la terminologie de (8GA 4 XVII 1.2.1),
nous dirons que E est déployé pour le foncteur HomA(—,E) si, pour tout
F €ob ¢ (A) tel que F soit acyclique, HomA(F,E) est acyclique. Nous dirons

que E est faiblement déplové pour Homl;‘(E,-) si, pour tout F € ob ) tel

que F soit acyclique et & composantes faiblement injectives sur Z ,

HomA(E,F) est acyclique.
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Lemme 10.2.8. Soit M € ob C(Z). Si M est borné supérieurement et & composantes

plates, ind(M) est faiblement déployé pour HomA(ind(M),—). Si M est borné

inférieurement et A composantes injectives, coind(M) est déployé pour

HomA(—,coind(M)), et les composantes de coind(M) sont faiblement injectives

sur Z .

Preuve. C'est une conséquence immédiate des définitions et de (10.2.6.1).

Lemme 10.2.9. On suppose A A& degrés < O .

(i) Pour E € ob C (A), il existe un quasi-isomorphisme E' —=>E de

C (A) tel que E' soit faiblement déployé pour Hom (E',-). Si E € ob COJ(A),
A -_—

on peut choisir E' € ob COJ(A).

(ii) Pour F € ob C+(A), il existe un quasi-isomorphisme F —> F' de

cta)  tel que F' soit déployé pour HomA(—,F') et que les composantes de F'

soient faiblement injectives sur Z . Si F ¢ ob CEO(A), on peut choisir

F' € ob clO(a).

Preuve. Soit a € Z tel que Ei =0 pour i > a . Choisissons un épimorphisme
M —>E de C(Z) tel que M, soit a composantes plates (sur Z), nulles

en degré >a, et posons L = ind(Mo). Ona L, € ob Ca](A), et M —>E
définit (grace 2 (10.2.6.1)) un épimorphisme L, —>E. Itérant la construction,
on obtient une résolution L. —3> E , ou les Li € ob Ca](A) sont de la forme
ind(Mi), avec Mi € ob Ca](Z) 34 composantes plates. Cette résolution définit,

par passage aux complexes simples associés, un quasi-isomorphisme de Ca](A),

E'=[L._$E

Je dis que E' est faiblement déployé pour HomA(E',—). En effet, soit
Y € ob C+(A) tel que Y soit acyclique et & composantes faiblement injectives

sur Z . On a
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HomA(E',Y) = fHomA(L.,Y)

D'aprés (10.2.8), chaque ligne HomA(Li,Y) du bicomplexe HomA(L.,Y) est
acyclique, donc, comme ces lignes sont uniformément bornées inférieurement,
HomA(E',Y) est acyclique, ce qui prouve notre assertion et démontre (i).

L'assertion (ii) se prouve de maniére analogue,

Preuve de (10.2.4). C'est formel a partir de (10.2.9) : le ind-objet
envisagé en (10.2.4) est essentiellement constant de valeur HomA(E',F’),

ot E' € ob C (A) est faiblement déployé pour HomA(E',—) et F' € ob CT(a)
est & composantes faiblement injectives sur Z . Le reste de la proposition

est immédiat.

Corollaire 10.2.10. Sous les hypothéses de (10.2.4), pour E € ob D (A),

F € ob D+(A), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

_ .0
HomD(A)(E,F) =H RHomA(E,F)

Preuve. Comme D(A) se calcule par fractions bilatérement 2 partir de Hot(A),

1'isomorphisme en question découle trivialement de (10.2.2).

Remarque 10.2.11. Pour A concentré en degré O, le foncteur RHomA (10.2.4.1)

cofncide avec le foncteur RHomA habituel. Cela résulte trivialement de la

définition,

Question 10.2.12. Soient R wun Anneau simplicial de T , A = NR 1'Anneau
différentiel gradué normalisé de R (I 3.1.3). Chaque R-Module E définit

un A-Module différentiel gradué NE (loc. cit.), d'od un foncteur

N : D.(R) ——>D°](A)
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Ce foncteur est-il pleinement fidéle ? La réponse devrait &tre affirmative au moins
dans le cas ot R est de caractéristique nulle, comme le suggérent les

résultats de Quillen ([18'] I 4.6).

L
10.3. Les foncteurs 8% et RHomA .

Soit E (resp. F) un A-Module a droite (resp. 2 gauche) différentiel

gradué. Le produit tensoriel
(10.3.1) E®F € obcC(z)

est défini par la suite exacte

d
1
_—
E Q%Z A Q%Z F E Q%Z F —>FE Sk F s
d
o]
ot d (x®a®y) =xady, dl(x ®a®y)=x®ay . 8i A est anti-commutatif,
i.e. si ab = (-1)"Jpa quels que soient a € A, b e€al, E peut atre
dfn . s .
considéré comme un A-Module & gauche par ax = (-1)"9xa pour a € A",

X € E , et E ShF se trouve muni naturellement d'une structure de A-Module
différentiel gradué (telle que alx ® y) = ax ® y quels que soient

a €A, xerd, y € Fk). 11 est clair que (E,F) —=>E ®,F induit un foncteur

1

(10.3.2) ®, Hot(A) x Hot(A) — Hot(Z) «) .,
et un foncteur
(10.3.3) ®, : Hot(A) X Hot(A) ———> Hot(A)

1
(") Dans le membre de gauche, le premier (resp. second) facteur désigne la catégorie

des A-Modules différentiels gradués 2 droite (resp. a gauche) a homotopie prés.
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quand A est anti-commutatif.

Soit A —> B un morphisme d'Anneaux différentiels gradués.
Pour E € ob C(A), le produit tensoriel B ®E est de fagon naturelle un

B-Module différentiel gradué, et le foncteur E+H—> B SkE induit un foncteur
(10.3.4) B ® - : Hot(A) —=> Hot(B)

Pour E, F € ob C(A), on définit
(10.3.5) HomA(E,F) € ob C(Z)

comme le sous-complexe de ﬂgmi (E,F) formé des homomorphismes A-linéaires,

ou, si 1l'on préfére, comme le complexe défini par la suite exacte analogue &
(10.2.1.1) avec Hom" au lieu de Hom" . Si A est anti-commutatif, EEEA(E:F)
est de fagon naturelle un A-Module différentiel gradué. Le foncteur

(E,F) —> HomA(E,F) induit un foncteur

(10.3.6) Hom, : Hot(a)® x Hot(A) ——> Hot(z)

et un foncteur
(10.3.7) Hom' : Hot(aA)° x Hot(A) —> Hot(a)

quand A est anti-commutatif.

Hom. donnent lieu & un formulaire

Les foncteurs Hom Sk s N

A 3
tout analogue au formulaire bien connu dans le cas des Anneaux ordinaires

(associativité, adjonction, formules chéres a Cartan, etc.), et que nous

laissons au lecteur le soin de détailler.

Les Anneaux différentiels gradués considérés 3 partir de maintenant

seront, sauf mention du contraire, supposés a degrés < O . Cette hypothése va

nous permettre de construire les dérivés des foncteurs (10.3.3), (10.3.4),
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(10.3.6), (10.3.7). De facon précise, on a les résultats suivants

a) Le foncteur (10.3.2) (resp. (10.3.3)) admet un dérivé gauche au sens de

Deligne ((SGA & XVII 1.2.1), (I 1.4.4))

L - _ -
(10.3.8) ®A : D (A) xD (A) ——>D (Z) s
(resp.

(10.3.9) éA : D (a) x D (A) ——= D (a) )

ce foncteur est exact et envoie DOJ(A) X DOJ(A) dans DOJ(Z ) (resp. DOJ(A)).

b) Le foncteur (10.3.4) admet un dérivé gauche au sens de (loc. cit.)

L _ -
(10.3.10) B®A— : D (A) ——> D (B) ,

qui est un foncteur exact, envoyant DOJ(A) dans DOJ(B).

c¢) Le foncteur (10.3.6) (resp. (10.3.7)) admet un dérivé droit au sens

de (loc. cit.)

(10.3.11) Riom, : D (a)° x DT(4) —> p*(z)
(resp.
(10.3.12) Riom, : D (A)° xD'(A) —>0D (&) )

ce foncteur est exact, et envoie Do](A) X DEO(A) dans DEO(Z ) (resp. DEO(A)).

Preuve des assertions a) 2 c¢). Nous nous bornerons & prouver l'assertion a)

1l'assertion b) se démontre de maniére analogue, quant 3 1'assertion c¢), sa preuve

N

est analogue a celle de (10.2.4). Il s'agit de montrer que, pour E, F € ob D (&),

le pro-objet de D(Z) (resp. D(a)),

" > n t 1]
Lim E'®F

E' >E

F' > 7
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ot E' —>E (resp. F' —> F) parcourt 1l'ensemble des classes d'homotopie de
quasi-isomorphismes de but E (resp. F) est essentiellement constant. Nous
dirons que L € ob C(A) est déployé pour le foncteur L 8%— si, pour tout
objet acyclique M de C (A), L ®M est acyclique. Pour prouver notre
assertion, il suffit de montrer que, pour tout E € ob G (A), il existe un
quasi-isomorphisme E' —>E de C (A), avec E' déployé relativement 2

E' 8%— . Or, la formule

ind(pP) ®Q= P®,Q

pour P ® ob C(Z), Q € ob C(A), montre que, si P € ob C (Z) est a
composantes plates, 1ind(P) est déployé pour ind(P) ®, - . Par suite, le
quasi-isomorphisme E' —> E construit dans la preuve de (10.2.9) répond
a4 la question. Ceci prouve donc la premidre partie de a), le seconde est

immédiate.

Remarque 10.3.13. Soient R et A comme en (10.2.12). On définit, & 1'aide

des shuffles (I 3.3.3.3), une fl2che canonique fonctorielle
N(E SkF) —> NE 8kNF

pour E, F € ob R-Mod. Par passage aux catégories dérivées, celle-ci fournit

une fléche (canonique, fonctorielle)
4 1
N(E ®RF) —> NE ®,NF

pour E, F € ob D.(R). Cette derniére est un isomorphisme, comme on le vérifie
facilement. On a un résultat de comparaison analogue pour les foncteurs
"extension des scalaires" (I 3.3.4.1) et (10.3.10), résultat qu'on laisse au

lecteur le soin d'énoncer.
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Proposition 10.3.14. Dans la situation b), pour E € ob D (A), F € ob D(B),

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

L
Hom (B SkE,F) = HomD(A)(E,F)

D(B)

Preuve. Pour L € ob C(A), M € ob C(B), on a un isomorphisme canonique

fonctoriel
(10.3.14.1) HomB(B QkL,M) = HomA(L,M) >

d'ol résulte un isomorphisme analogue avec HomHot( y au lieu de Hom’

La proposition en découle par un argument standard (cf. preuve de (4.6.10)).

Corollaire 10.3.15. (cf. (I 3.3.4.6)), Si A —> B est un quasi-isomorphisme (1),

L - -
les foncteurs B Qk— : D (A) ——=> D (B) t "restriction des scalaires"

D (B) ——> D (A) sont quasi-inverses 1'un de 1'autre.

La preuve est analogue & celle de (loc. cit.).

Scholie 10.3.16. Notons Andg 1la catégorie des Anneaux différentiels gradués
(2 degrés < 0), D(Andg) 1la catégorie localisée de Andg par rapport aux
quasi-isomorphismes. Grace a (10.3.14) et (10.3.15), les catégories D (A),
pour A € ob D(Andg), forment une catégorie fibrée et cofibrée sur

D(Andg) : si A~—>3B est une fléche de D(Andg), on dispose d'un foncteur
"extension des scalaires", noté encore B ék— : D (A) —=> D (B), et d'un
foncteur "restriction des scalaires" D (B) —=> D (A), (tous deux bien

déterminés a4 isomorphisme prés ...), et tels que (10.3.14) soit encore valable

pour E € ob D (A), F € ob D (B)

1
(") des complexes de Z -Modules sous-jacents.
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Proposition 10.3.17. Dans la situation b), pour E € ob D (A), F € ob D+(B),

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

L
_—
RHomB(B @kE, F) - RHomA(E,F)

Preuve. Grace a (10.3.14.1), on a une fléche canonique fonctorielle

L
RHomB(B ®yE, F) ... —> ... RHornA(E,F)

Montrons que c'est un isomorphisme. On peut supposer F a degrés bornés
inférieurement et & composantes faiblement injectives sur Z ((10.2.5),
(10.2.9 (ii))). D'autre part, on peut supposer que E est de la forme.jr L
L
comme dans la preuve de (10.2.9 (i)). On a alors B ®E = BQ®,E ,
L
= N = N !

RHom, (B ®,E,F) Hom (B ®,E,F), RHom,(E,F) Hom (E,F), et 1'on
gagne par (10.3.14.1).

Bien entendu, 1'isomorphisme déduit de (10.3.17) par application

o

de H s'identifie a (10.3.14) wvia (10.2.10) (mais 10.3.17) n'implique pas

tout & fait (10.3.14) & cause des hypoth2ses de degré).

Corollaire 10.3.18. S8i A—> B est un quasi-isomorphisme, alors, pour

E €obD (B), FEobD(B), la fléche de restriction

RHomB(E,F) —_— RHomA(E,F)

est un isomorphisme.

Preuve. Cette fléche s'identifie en effet a la fleche
Rdom, (E,F) ————> RHom_(B é E,F)
Mg bs i

L
déduite de la fléche d'adjonction B SZE —>E . Comme cette derniére est un

isomorphisme d'aprés (10.3.15), on a gagné.
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Remarque 10.3.19. Plus généralement, compte tenu de (10.3.16), on voit que
(10.3.17) s'étend au cas d'une fléeche A —=> B de D(Andg). Nous aurons

notamment 1'occasion d'appliquer (10.3.17) au cas de la fléche canonique
L
(10.3.20) R——>RQ,s |,

£
normalisée de la fléche canonique R—> R ® ZS’ ot R, S sont deux
Anneaux de T et R @%ZS désigne leur produit tensoriel dérivé simplicial
(T 3.3.5.2). Noter que, comme Z est de tor-dimension 1, R&ZS se

calcule trés simplement : si

q

(10.3.20.1) 0 J Q > S 0

est une suite exacte ol ¢ est un morphisme d'Anneaux, avec Q plat sur Z,

on a un isomorphisme canonique (de D(Andg))

L ~
(10.3.20.2) R®ZSﬁ R ® (0 J Q o0 |,

ot (0 J Q 0) est considéré comme Anneau différentiel gradué
de la maniére évidente ; moyennant 1'identification (10.3.20.2), (10.3.20)

est donnée par rF>r ® 1

Voci encore un complément qui nous sera utile plus loin. Soit
A —> B un morphisme d'Anneaux différentiels gradués. On suppose que A
est anti-commutatif, et que B est "une A-Algébre'", i.e. que ab = (—l)ijba
quels que soient a € Ai, b € Al , b€ Bl . Alors, pour E € ob C(B),
F € ob c(A), E ®,F (resp. @A(E,F)) est de fagon naturelle objet de
C(B). Par des constructions analogues & celles faites plus haut, on en déduit

des foncteurs dérivés

L
(10.3.21) ® : D (B xD (A —>D(B ,
(10.3.22) Riom, : D (8)° x D'(&) —>D'(8)

tels que les carrés ci-dessous, olt les fléches verticales sont les restrictions
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des scalaires, soient commutatifs

(10.3.21) (10.3.22)
D (B) X D (A) ————3 D (B) p”(8)° x bT(aA) —— = pT(B)
_ (10.3.9) _ _ L . o312y
D (A) X DT(A) ~————3 D7(A) D (4)° x DT (4) ———> DT(A)

Exercice 10.3.23. Soit A un Anneau différentiel gradué anti-commutatif.
Prouver que, pour E, F € ob D_(A), G € ob D+(A), on a des isomorphismes

Ychers & Cartan" (cf, (SGA 6 I 7.4), (V 2.3))

L
RHomA(E ®AF,G) = RHomA(E,RHomA(F,G))
RHom, ( LFG) = RHom, (E (F,6))

omA B 8% 5 = omA ,RHomA ,G

L
Hom () (E 8,F,6) = Hom ,, (E,RHom, (F,G))

11. Cohomologie de monotdes spectraux.

11.1. Pseudo-catégories associées 3 certains momofdes eradués.

11.1.1. Soit T wumne catégorie possédant des produits finis, 1l'objet final
étant noté e . La catégorie Diagrl(T) (5.6.1) posséde a son tour des
produits finis., L'objet final de Diagrl(T) est le diagramme, indexé par

la catégorie ponctuelle, de valeur e . Si X, Y sont des diagrammes de types

respectifs I, J, leur produit est le diagramme

(11.1.1.1) XY :IxJ—>T , (i,1) > X, ij

Il en résulte par récurrence que, pour tout n € N, la catégorie Diagrn(T)
(5.6.2) posséde des produits finis. L'objet final de Diagrn(T) est toujours

le diagramme ponctuel de valeur e , et le foncteur Typ (5.6.4) est compatible
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aux produits

(11.1.1.2) Typ(X x ¥) = Typ(X) x Typ(Y)

On peut en particulier parler de monoides et d'objets a monoide d'opérateurs

dans Diagrn(T) (nous ne considérerons que des monoides associatifs et
unitaires, et les G-objets seront unitaires). Si G est un monofde de
Diagrn(T), Typ(G) est un monotde de Diagrn_l(Cat). 8i X est un G-objet

de Diagrn(T), Typ(X) est un Typ(G)-objet (de Diagrn_l(Cat)).

Si I est un (n-1)-diagramme de (Cat), au lieu de '"n-diagramme

de T de type I" nous dirons parfois "objet I-gradué de T" . De méme, si I

est un monofde de Diagrn_l(Cat), nous dirons '"monotde I-gradué de T"

au lieu de "monoide de Diagr A (T) de type I", etc.

-1
Les types de monoides les plus intéressants pour nous seront :
a) La catégorie N (4.1), munie de la structure de monofde définie
par la somme disjointe ordonnée ([p], [q]) +——=> [pJu[q] (1.2) (1'élément

unité est [-1] = @).

b) Les diagrammes S, (9.2.1). Le morphisme de diagrammes de (Cat)

(11,1.1.3) m:8, X8 ——>8§,

m((P x (Y = (2P|

de type la loi de composition de N , munit Sa d'une structure de monoide
Z’—gradué.

11.1.2. On suppose maintenant que T est un topos. On fixe un monofde I
de (Cat), noté additivement (1), et un monotde I-gradué J = (Ji)i €1 de

Diagrl(Cat). On fait 1'hypothése suivante

1 .
(") mais on ne suppose pas I commutatif.



- 151 -

(11.1.2.1) Quels que soient p, ¢q € ob I, Jp X Jq —_— Jp+q est un isomor-

phisme, et J = est la catégorie ponctuelle M.

Sous cette hypothese (qui est vérifiée par exemple par J = Sa)’ nous allons
nous inspirer de (2.7.3) pour associer & chaque couple (G,X), ol G est un
monotde J-gradué de T et X un G-objet J-gradué, une pseudo-catégorie

(8.2.2) dépendant fonctoriellement de (G,X).

a) Le diagramme J définit (3.9.1) un objet simplicial de (cCat)

(11.1.2.2) C.(J) € ob Simpl(cat) , Cn(J) = _]_J; I,

10%...9% o

Tout objet J-gradué X de T définit de méme un objet C.(J)-gradué

(11.1.2.3) C.(X) € ob Simpl(piagr,(T)) ,

c (X)
n

]
>4
~

N
~

qu'on peut aussi interpréter de la manidre suivante. Convenons, pour simplifier,
de noter encore C (J) le topos TopO(Cn(J)T) (5.6.3) ol

Cn(J)T : Cn(J) —> T est le diagramme constant de valeur e ., La donnée

de X équivaut & celle d'un objet de CO(J) muni d'une "structure" relativement

au topos fibré simplicial c.(J) (8.1.1), et 1'on a, avec la notation de (8.1.5),

(11.1.2.3 bis) C.(X) = ner’(x)

D'aprzs (8,1.6), le foncteur X > C.(X) est donc une équivalence de la
catégorie des objets J-gradués de T sur la sous-catégorie pleine de celle

1

tout (i_—> ... —>1i) €Ner (1), d,...d_ :Y |J. —>Y | J.  soit un
o n n 1 n n i, o i

des objets C.(J)-gradués formée des Y = (... Y .__;.YO) tels que, pour

(1) o désigne 1'élément neutre de I

2 : . — L) .
(") si (UX : AX = T)X cL est une famille de foncteurs, ALUX .lLAX —> T

désigne 1'unique foncteur dont la restriction & chaque A, est U

A A
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isomorphisme.

b) La structure de monofde I-gradué de J définit sur C.(J)

une structure de monofde de Simpl(Cat) : on a
c (D xc (1) = i Jox I ,
P, —_— ... > P, Po o

qo%... %qn

et le produit Cn(J) X Cn(J) —> Cn(J) envoie le composant

(Jp X Jq s P, . P .4, .. qn) sur le composant

(Jpo+qo, P, —> ... —> pn+qn) par 1'isomorphisme structural. Si G

est un monofde J-gradué de T, C.(G) est de fagon naturelle un monoide

de Simpl(Diagrl(T)) de type C.(J) : on a

cn(c) X cn(c) = G XG s
po—%' %pn

qoﬁ... %qn

et le produit Cn(G) X Cn(G) _— Cn(G) envoie le composant

(G X G , p.—>...—>p ,q —> ... —>q ) dans le composant
P, q, o n’ ‘o n
(Gp +q P > . > pn+qn) par la fléche structurale Gp X Gq —> Gp +q
o o o o o
(qui est, d'aprés (11.1.2.1), un morphisme de diagrammes de type Jp +q )
o' o

De méme, si X est un G-objet J-gradué, C.(X) est un C.(G)-objet de
Simpl(Diagrl(T)), de type C.(J) (agissant sur lui-m&me par translations

3 gauche). On peut alors former (2.7.3)

(11.1.2.4) Ner(c(G), ¢.(X)) = (... c.(g) x C.(X) —c.(x)) ,

qui est un objet bisimplicial de Diagrl(T), de type Ner(C.(J), cC.(J)).
No tons ey le G-objet J-gradué de T constant de valeur e (i.e. l'objet
final de la catégorie des G-objets J-gradués). La projection canonique

Ner(C.(G), C.(X)) —> Ner(cC.(G), C.(eJ)) fait de Ner(c.(G), c¢.(X)) un
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objet du topos Topo(Ner(C.(G), C.(eJ)). Combinant (2.7.3.1) avec l'observation

faite en a), on obtient :

Proposition 11.1.2.5 (1). Le foncteur X > Ner{(C.{(G), C.(X)) de la catégorie

des G-objets J-gradués de T dans le topos Topo(Ner(C.(G), C.(eJ)) (i.e.

la catégorie des diagrammes de T de type Ner(C.(J), C.(J)) au-dessus de

Ner(cC. (@), C.(eJ))) est pleinement fidéle. Son image essentielle est formée

des objets Y = (Y q) qui vérifient les deux conditions suivantes

P>

(i)  pour tout p, le carré

Y
P>q 0,9

Cq(G)p e

est cartésien ;

(ii) pour tout (io —_— L, —> iq) € Nerq(I),

d....d :Y lJ. —> Y l J, est un isomorphisme.
1 q 0,91 0,0 i

Le résultat ci-aprés tient la promesse faite au début de (11.1.2)

Proposition 11.1.2.6. Soit X un G-objet J-gradué. Le topos fibré simplicial

[n] Topo(Nern(C.(G),C.(X))) (11.1.2.4) est une pseudo-catégorie (8.2.2).

Son décalé Decl(X) est A -isomorphe au topos fibré défini par un objet

simplicial augmenté d'un topos.

(1) Dans cet énoncé, 1'hypothese (11.1.2.1) est superflue.



- 154 -

Preuve. els que soient p,q, d : G XX —>X (resp.

Prewe.  Quels due solent p,d, d, ¢ G, X X, pHq P

d, : Gp X Gq e Gp+q) est, d'aprés (11,1.2.1), un morphisme de diagrammes
de type Jp+q . I1 s'ensuit que d : c.(6) x c.(X) —=> c.(x)

(resp. d) = C.(@) x €.(6) —>cC.(G)) fait de C.(G) x C.(X) (resp.
c.(e) x ¢.(6)) un objet de Top®(C.(X)) (resp. Top°(cC.(G))). La proposition

en découle facilement (cf. (8.2.1.4)).

11.2. Spectre d'un Module.

11.2.1. Soit A wune catégorie abélienne munie d'un foncteur bilinéaire

® : A x A—> A . Ce foncteur se prolonge naturellement en un foncteur bilinéaire

(11.2.1.1) ® : Dlang(A) X Dlang(A) —_— Diagr, J(A) ,

ot I (resp. J) est un (n-1)-diagramme de (Cat) (pour n =1,

X € ob Diang(A), Y € ob Diang(A), X ®Y est le diagramme (i, j) X ® Yj).
On notera parfois ® le foncteur (11.2.1.1), notamment pour éviter des
confusions, quand I = J, avec le produit tensoriel interne 2 la catégorie
Diang(A). Comme cas particuliers de (11.2,1.1), on a, pour p, q € IN, des

foncteurs bilinéaires

(11.2.1.2) ® : p-Simpl(A) x q-Simpl(A) —> (p+q)-Simpl(a)

(11.2.1.3) ® : p-C(A) x q-C(A) —> (p+q)-c(a) ,

(ot n-C(A) désigne la catégorie des n-complexes (natfs) de A). Il est
immédiat que, pour X € ob p-Simpl(A), Y € ob q-Simpl(A), on a des isomorphismes

canoniques fonctoriels :
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(11.2.1.4) . MX®Y) =pAX®AY A )
(11.2.1.5) N(X® ¥) = NX ® NY ,
(11.2.1.6) x eyl - xred gyred |

ot A (resp. N, resp. red) est le foncteur objet diagonal (resp. normalisé
total, resp. (9.1.5)). D'autre part, si r = ZpIqrili est une famille d'entiers
comme en (9.1.7), on vérifie trivialement qu'on a, pour X €ob p-C(A),

Y € ob q-C(A), un isomorphisme canonique fonctoriel

P p+q - p+q
(11.2.1.7) X[Zr;1.] @Y= ol rjlj] ey [ rklk]

Grace a (11.2.1.5), on en déduit un isomorphisme analogue pour X € ob p-Simpl(A),
Y € ob q-Simpl(A), r = 0, et aussi pour X € ob p-Simpl(A)red , Y € ob q-Simpl(A)red

(9.1.3), r = 2"1’“-1.
1

11.2.2. Soit T un topos, et soit J un monofde de Diagrn_l(Cat). Paraphrasant
(11.1.1), on appelle Anneau J-gradué A de T un Z -Module J-gradué A muni
d'un homormorphisme A ® A —> A de Diagrn(Z -Mod) de type la loi de compo-
sition de J , cet homomorphisme étant associatif dans le sens évident et
possédant une unité e —> A de type 1l'unité de J . On définit de maniére

analogue la notion de A-Module J-gradué.

Plagons-nous maintenant dans la situation de (11.1.2). Nous appellerons
Anneau de type C.(J) la donnée d'un Z -Module C.(J)-gradué R, muni d'un
homomorphisme R ® R —> R de type la loi de composition de C.(J) (2) , cet
homomorphisme étant associatif et possédant une unité ; on définit comme on

pense la notion de R-Module de type C.(J). Cela étant, tout Anneau J-gradué

(1) a droite, il s'agit d'un produit tensoriel interne dans la catégorie Simpl(A).

(2) R® R est ici 1'objet simplicial ([n] —>R @R, (de type C.(J) x C.(J)

(n]+=>c (3 x ¢ (1)
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A définit un Anneau de type C.{J)

(11.2.2.1) c.a) , c(a) = A A &)
n i,—>...—>i o

De m@me, tout A-Module J-gradué M définit un C.(A)-Module de type C.(J)

(11.2.2.2) c.n , ¢ (w = 41 M, &y .

. . 1
1 > ... 2 i (o)
(o) n

Pour A fixé, Mb~>» C.(M) est un plongement pleinement fideéle de la catégorie

des A-Modules J-gradués dans celle des C,(A)-Modules de type C.{(J), 1'image

essentielle étant formée des C.(A)-Modules L tels que, pour tout

i = .,..—>1i ,d...d : 1L
o n

‘ J, =—>1L lJ. soit un isomorphisme
1 n n i ol"i

)
(cf, (11.1.2 a))). Observons d'autre part que, si R est un Anneau de type

€.(J), la catégorie R-Mod des R-Modules de type C.(J) est une catégorie

abélienne vérifiant AB 5 et possédant une petite famille de générateurs :

l'existence de générateurs provient de ce que le foncteur d'oubli de R-Mod
dans la catégorie Z -Mod(C.(J)) des Z -Modules de type C.(J) admet un

adjoint a gauche

(11.2.2.3) ind : Z -Mod(C.(J)) —> R-Mod ,
donné par
(11.2.2.4) ind(L) = d, R®L) ,

olt do‘ : Z -Mod(C.(J) x €.(J)) —> Z -Mod(C.(J)) est le prolongement par
zéro correspondant au morphisme de localisation do :

Top(C.(J) X €.(3)) —> Top®(C.(J)) (cf. (11.1.2.6)) (explicitement,

1
(") Comme en (11.1.2.3), si (U}L : AX o Z-%bd(T))X €L est une famille de

foncteurs,JJ.UX : lJ.AX —> Z -Mod(T) désigne l'unique foncteur dont la restriction

a chaque A est U

A AT
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ind (L = &(R L

ndM)y, 5 > Ry s > 8l — .. )
(o] n o] n o] n

somme prise sur les couples (p0 —_—> ... P q, - ... > qn) de somme

r—> ... —>r ), la structure de R-Module de ind(L) étant définie griace

a2 1'isomorphisme do'(R ® do’(R ®L)) = (dodo)'(R ® R® L) et a la multiplicatior
de R . Notons que le foncteur (11.2.2.3) est exact quand les composantes de

R (1) sont des Z -Modules plats.

11.2.3. On se restreint maintenant au cas ou J = Sa , avec a =0 oul
(11.1.1 b)). Il découle de (11.2.1.7) que le foncteur X > X(1) (9.2.4)
définit une équivalence de la catégorie des Anneaux So-gradués sur celle des

Anneaux S, -gradués réduits (i.e. appartenant a SPEC(Z:—Mod)re ), X > x(-1)

d

étant un foncteur quasi-inverse. De méme, si A est un Anneau So-gradué,

le foncteur X 3 X(1) définit une équivalence de la catégorie des A-Modules
So—gradués sur celle des A(l)-Modules Sl—gradués réduits. D'autre part, il
découle de (11.2.1.6) que le foncteur d'inclusion de la catégorie des Anneaux

Sl—gradués réduits (resp. des Modules Sl~gradués réduits sur un Anneau

Sl-gradué réduit B) dans celle des Anneaux Sl—gradués (resp. des B-Modules

red

Sl—gradués) admet un adjoint a gauche donné par X > X (de plus, si B

est un Anneau S,-gradué, il revient au méme de se donner un B-Module §

1 -gradué

1
. red
réduit ou un B -Module §,-gradué réduit).

On a des sorites tout analogues pour les Anneaux et Modules de type

C'(Sa) (a = 0 ou 1). Tout d'abord, paraphrasant (9.2.4), on définit une

équivalence
X +—> x(-1)
—_— >

(11.2.3.1) Z-Mod(C.(Sl))red Z—Mod(C.(SO)) >
Y(1) =Y

(1) on entend ici les composantes des Z -Modules multisimpliciaux

R . —> ... —i .
n,i, 1n
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ott Z-—Mod(C.(Sl))re est la sous-catégorie pleine de Z—MOd(C.(Sl)) formée

d
des objets "réduits", i.e, réduits terme 2 terme (le foncteur X = X(1)
{resp. X{-1)) consiste 2 décaler terme 2 terme de ¥ 1, (resp. © —li) DN

De méme, on a un foncteur "réduction"

(11.2.3.2) Z -Mod(C.(3;)) —> Z -Mod(C.(5,))__, . x> x|

adjoint 2 gauche au foncteur d'inclusion. Alors, comme 2 1'alinéa précédent,
le foncteur X 3 X(1) (11.2.3.1) définit une équivalence de la catégorie des

Anneaux de type C.(SO) sur celle des Anneaux de type C'(Sl) réduits, etc.

11.2.3.3. On notera que le foncteur C,(-) commute au foncteur
X+ x(1) (resp. X —> X(-1), resp. X > de)
11.2.4. Soient X, Y, Z des faisceaux abéliens de T . Toute application

linéaire f : X ® Y —> Z définit, gréce & (11.2.1.7), un morphisme

£(1,1) : X(1) @ Y(1) —> Z(1) de diagrammes de Z -Modules de type

mis; xS, —>8 (11.1.1.3), tel que £(1,D|X<p>8Y<q>=£<piq>,
avec la notation (9.3.3.1). Notons f(l,l)x: X(1) x Y(1) —> Z(1) 1le morphisme
de diagrammes de T de type T , composé de f£(1,1) et de la fléche canonique

X(1) x Y(1) —> X(1) @ Y(1). On définit de la sorte une application

(11.2.4.1) Homy, (X € ¥,2) —> Hom (X(1) x Y(1), Z(1)), £ }—> £(1, 10",

-

ol HomrT (U,v) désigne 1'ensemble des morphismes de 2-diagrammes de T de

type 1 de U dans V .
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Proposition 11,2.4.2, L'application (11.2.4.1) est bijective.

Preuve. Rappelons ( 9.3.2.1) que, si G est un groupe de T , on a
G <1 >=Ner(G), et que le foncteur Ner{-) est pleinement fidele et
commute aux produits. Il s'ensuit qu'une application u : X X Y —> Z est
linéaire par rapport & X (resp. Y) si et seulement si elle se prolonge en
une application X <1 >XY—>Z<1> (resp. X XY<1l>—=>2Z2<1>)),
et qu'alors le prolongement est unique, La proposition en découle aisément,

compte tenu de (9.3.3.3 ),

11.2.5. Soit A un Anneau de T . Regardant A comme Anneau So—gradué trivial

(9.2.2), on en déduit (11.2.3) un Anneau 8, -gradué A(1), dont nous désignerons

par A(l)x le monofde multiplicatif §.-gradué sous-jacent. A chague A-Module

1

M on peut associer le A(l)-Module $,-gradué M(1) (11.2.3), qui définit

(par oubli de la structure additive) un A(1)*-objet §, -gradué M(* .

Proposition 11.2.5.1. Le foncteur M +—> M(l)x de la catégorie des A-Modules

de T dans celle des A(l)x-objets Sl—gradués de T est pleinement fidéle,

et son image essentielle se compose des objets qui, en tant qu'objets de

SPEC(T), sont dans 1'image essentielle du foncteur (9.3.3.2) (i.e. vérifient

les conditions (i) et (ii) de (9.3.3.3)).
Preuve. C'est une conséquence immédiate de (9.3.3.3) et (11.2.4.2).

Combinant (11.1.2.5) et (11.2.5.1), on obtient :

Proposition 11.2,5.2. Le foncteur M > Ner(C.(A(l)x), c.(M (1)) de la

catégorie des A-Modules de T dans celle des diagrammes de T de type

Ner(C.(8,),C.(8))) au-dessus de Ner(c.(a(1)), C.(eg )) est pleinement fidele.

1
Son image essentielle se compose des objets Y = (Yp q) qui vérifient les

3

conditions suivantes
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(i) pour tout p, le carré

c (A(*P —m———> .
q
est cartésien ;

(ii) pour tout ([io] — - [iq]) £ Nerq(Z') s

+1

i 41 i
o0, o 0, 0 . . .
dl"'dq : Yo,ql(A ) — Yo,ol (A) est un isomorphisme ;

(iii) pour tout [n] € ob &' et tout i, la fléche structurale

ab iy O™ — il (™) (domnée par a4 iy —>¥ )
0,0 i "o,0 o 0,1 0,0
est un isomorphisme ;
. - o,n+l . .
(iv) pour tout [n] € ob A', YO’OI(A ) est dans ]'image essentielle

du foncteur X k2> X < n+l >, i.e. vérifie les conditions de ( 9.3.2.2).

11.3. Formules d'adjonction.

11.3.1. Soit, comme en (11.2.3), Q un Anneau de type C.(Sl) de T , d'ol
red red
un Anneau Q (-1) de type C.(So). Les foncteurs X t—>X(1) , X+—> X (-1)

étant exacts, il découle des sorites de (loc. cit.) qu'on a des isomorphismes

canoniques fonctoriels

(11.3.1.1) Homy () (X,¥(1)) = HomD(Qred(_l))(Xred(—l),Y)

pour X €ob D(Q), ¥ €@ 1) 1), et

red

(11.3.1.2) RHomD(Q)(X,Y(l)) = RHomD(Qred(_l))(X (-1),Y)

&y p(Q) (resp. D(Qred(~1)) ) désigne la catégorie dérivée de la catégorie abélien-
ne (11.2.2) des Q-Modules (resp. Q*®*%(-1)-Modules) de type C'(Sl) (resp. C.(s_)).
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red

pour Y € ob D+(QrEd(-1)). En particulier, le foncteur D{Q  (-1)) — p(Q),
¥ +> Y(1) est pleinement fideéle, et son image essentielle se compose des objets

X qui, en tant qu'objets de D(C.(Sl)), sont réduits, i.,e, tels que tous les

H'X soient des Z -Modules de type C.(Sl) réduits,

11.3.2. Soit R un Anneau de type C.(SO) de T . Comme en (9.2.7), on
peut appliquer & R, terme & terme, le foncteur sous-objet diagonal, et l'on

obtient, d'aprés (11.2.1.4), un Anneau bisimplicial [n]+=> A R olt

AR = ® AR, :
" i —> ... —>1i o ™2 T

Nous noterons

(11.3.2.1) AZR

1'Anneau simplicial diagonal défini par [n}b—> A R ( donc (AZR)n est la
composante de degré n de 1'Apnneau simplicial A Rn)' A chaque R-Module E
de type C.(SO) on associe de méme, par la diagonale, un A R-Module AE : [n] k> A En

et un A2R~Modu1e

(11.3.2.2) ’E € ob %RMod

qui dépendent fonctoriellement de FE ,

Si A est un Anneau So-gradué, AA (9.2.7) est un Anneau
At -gradué de Simpl(T), qui donne naissance, par application du foncteur
C.(-) relatif 3 A' , 2 un Anneau bisimplicial C.(A A), donc & un Anneau
simplicial diagonal A C.(A A), qui n'est autre que AZC.(A), comme on le

vérifie trivialement :
(11.3.2.3) ac.(aa) = ac.a)

De m@me, si M est un A-Module So—gradué, on a un isomorphisme canonique

fonctoriel de AZC.(A)—Modules :
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(11.3.2.4) AcC.(aM = AZC.(M)

Fixons maintenant 1'Anneau R de type C'(So)' Notons N A 2R
1'Anneau différentiel gradué normalisé de AZR (10.2.12), et de méme N AZE
le N AZR—Module différentiel gradué normalisé de AZE (11.3.2.2) pour
E € ob R-Mod . Le foncteur E b—> N AZE est exact. Par extension a la catégorie
des complexes de R-Modules de type C.(SO) et composition avec le foncteur

complexe simple associé, il définit un foncteur exact entre catégoriesdérivées

(11.3.2.5) D(R) —> D(N AZR) , EFH—> [N AZE ,

ot D(N AZR) est la catégorie dérivée des N AZR—Modules différentiels gradués
(10.1.4). Le foncteur (11.3.2.5) envoie D (R) dans D (N AZR), et méme,

plus précisément, Da](R) dans Da](N AZR) pour tout a € Z, ou Da](R)

(resp. Da](N AZR) ) désigne la sous-catégorie pleine de D(R) (resp. D(N AZR))

formée des objets 2 cohomologie nulle en degré > a (cf. (10.1.7)).

Pour E, F € ob R-Mod, on a une fléche canonique fonctorielle
Hom (E,F) —= Hom  ,2 (N AZE N AZF)
mR s mN AR s s

2 2 N .
composée de HomR(E,F) —_—> HomN AZR(N AE, N AF) et de la fléche canonique
Ho 2 (N p%E, N A%F) = z%om! 2 (N AE, N p%F) —> Hom, 2 (N a%E, N 4%F)
™ A°R : ™ AR : ™8 A°R : .
Par extension aux complexes de R-Modules et passage aux complexes simples associés,

on en déduit une fléche canonique fonctorielle

(11.3.2.6) Hom[‘{(E,F) e HomI'\I AZR(jN AZE,jN AZF)

pour E, F € ob Hot(R) (1), d'olt, par passage aux ind-objets (cf. (10.2.4)),

une fléche canonique fonctorielle

2 2
(11.3.2.7) RHomR(E,F) —_— RHomN AzR(jN A E,jN AF)

(1

) Hot(R) désigne la catégorie des complexes de R-Modules 3 homotopie prés.
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pour E € ob D'(R), F € ob D'(R) tel que fN A%F € ob DTN A%R). La fleche
déduite de (11.2.3.7) par application de #° n'est autre que la fléche définie

par (11.3.2.5) : HomD(R)(E,F) —> Hom (N AZE, N A?F) (cf. (10.2.10)).

D(N A%R)
11.3.3. Nous allons montrer que, moyennant certaines hypothéses sur R et F ,
(11.2.3.7) est un isomorphisme. Pour formuler ce résultat, nous aurons besoin

de revenir un instant sur les formules d'adjonction de (9.4). Soit donc A

Ac.(so)

une catégorie abélienne comme en (loc. cit.). Notons la catégorie

des 2-diagrammes de A de type C'(So)' Elle contient de maniére évidente comme
. . . Ner (A") .
sous~catégorie pleine la catégorie A des 2~diagrammes de A de type

Ner (A') (1) (regarder un objet de A comme un objet multisimplicial trivial).

Le foncteur d'inclusion posséde un adjoint & gauche, composé de A et de HO s

et noté encore

(11.3.3.1) u . a8 ANer (A")

On voit comme en (9.4.4) que ce foncteur admet un dérivé gauche

(11.3.3.2) Lh : D—(AC'(SO)) —_ D—(ANer(A'))

donné par

(11.3.3.3) LH (E) = fA E ,
-,C.(8) Vo . "obi
pour E € ob D (A 0’) (1'objet diagonal A E est un complexe d'objets
. .. Ner (A') P . ..
simpliciaux de A , donc définit par passage au complexe simple associé

N
un complexe J[A E d'objets de ANer(A )), et que l'on a des isomorphismes

fonctoriels canoniques

(11.3.3.4) Hom -, (LH E,F) = Hom (E,F)
D(ANer(A )) o D(AC'(SO))

(1) Ner (A') est considéré comme un objet simplicial en catégories discrates.
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- Y]
pour E € ob D (AC'(SO)), F € ob D(ANer(A )), et
(11.3.3.5) RHom(LHOE,F) = RHom(E,F)
- A
pour E € ob D (AC'(SO)), F € ob D+(ANer(A )). On vérifie d'autre part que le

Rt
foncteur "objet constant™ A =——> ANer(A ) posséde un adjoint & gauche noté

l_i’m > lequel admet un dérivé gauche
Nexr (A")
_— —.. _—
(11.3.3.6) Lljm copT @)y oy
Ner (A")

donné par

(11.3.3.7) Ll_i:n E = [([n] — & E )

—- . . i—>» ... —>1i
Ner (A') 10-'"‘>... —_}ln o n

- Ner(A')
pour E € ob D (A ) (la preuve, analogue 2 celle de (6.6.4.4.), est
laissée en exercice au lecteur). On vérifie de plus qu'on a des isomorphismes

fonctoriels canoniques

(11.3.3.8) HomD(A)(Llim- E,F) = HomD(ANer(Z,)) (8,F)
Ner(A'")
pour E € ob D_(ANer(A')), F € ob D(A), et
(11.3.3.9) RHom(Llim E,F) = Riom(E,F)
Ner (A')
Ner(A")

pour E € ob D (A ), F €obD(A). 11 découle par ailleurs de (11.3.3.3),

(11.3.3.7), et d'Eilenberg-Zilber qu'on a un isomorphisme fonctoriel canonique

(11.3.3.10) Llim IHE = [AZE ,
- o]
Ner(A")
-.,C.(8) . 2 .
pour E € ob D (A 0’), ot, comme en (11.3,2.1) et (11.3.2.2), A°E désigne

l'objet diagonal de 1'objet bisimplicial [n] H—> < E, ..
1= ... —>i_ L,™> e =>4

Cette formule, jointe & 1'isomorphisme {(cf., (11.3.2.3)}
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(11.3.3.11) AC.(AK) = AC.(X)

pour X € ob SIMPL(A), et & la description explicite ((4.6.9), (9.4.4.1)) du

foncteur Llim : D (SIMPL(A)) —> D (A) (9.4.7), montre que le diagramme

D (SIMPL(A)) C(S))

(11.3.3.12)
Lllm L11m
Ner(A )
D (A)

est commutatif A isomorphisme canonique prés. D'autre part, combinant (11.3.3.4)

(resp. (11.3.3.5)) avec (11.3.3.8) (resp. (11.3.3.9)), on obtient,

tenu de (11.3.3.10), des isomorphismes canoniques fonctoriels

2
(11.3.3.13) HomD (J( AE,F) = Hom (E,F)
(4) c.(s)
D(A o’)

c.(s)

pour E € ob D (A o’), F € ob D(A), et

(11.3.3.14) RHom(j 2%E,F) = RHom(E,F)

C'(So)), F € ob D'(A). En particulier, le foncteur

pour E € ob D (A
"objet constant"

(11.3.3.15) p(a) —> p~(aC+ 557y

est pleinement fidéle, et son image essentielle se compose des objets

X

compte

tels

que la fléche canonique X —> AZX (1

les H'X soient "constants". Composant (11,3.3.15) avec le foncteur

(11.3.3.16) p(aC By e pa® 5y | x s x)

c.(sl))

qui est une équivalence sur la sous-catégorie pleine de D(A

) soit un isomorphisme, i.e.

tels que

(cf.

(11.2.3.1))

formée des

s i . P . :
objets Y tels que les H'Y soient réduits, on obtient un foncteur pleinement

fidele

(1) o le second membre désigne 1l'image de f'AZ X € ob D7(A) par (11.3.3.15).
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(11.3.3.17) D (a) —s p a% 1)y

i .
dont l'image essentielle se compose des Y tels que les H'Y soient dans
l'image essentielle du foncteur composé

L —> 1(1) c.(-)
AC— SPEC(A) sy 4+ (5))

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce numéro :

Théoréme 11.3.4. Soit R un Anneau de type C'(So) de T, tel que les

composantes de R (1) soient des Z -Modules plats, et soient E € ob D (R),

F € ob D'(R). On suppose que l'objet de D+(C.(So), Z) (2) défini par F par

oubli est dans 1'image essentielle de Db(Z ) par le foncteur "objet constant"

(11.3.3.15). Alors la flaéche (11.3.2.7)

2 2
RHomR(E,F) ——> Rilom AzR ([N A°E, [N AF)

est un isomorphisme.

Preuve. On a vu plus haut (11.2.2) que tout R-Module est quotient d'un module
"induit", i.e. de la forme ind(L) (11.2.2.4) avec L € ob Z -Mod(C.(S )

. a) a) 2
Comme le foncteur (11.3.2.5) envoie D -(R) dans D -(N A"R), on peut, par
dévissage, se borner au cas oi E est concentré en degré O et de la forme
ind(L). Comme les composantes de R sont plates, le foncteur ind est exact,

et l'on a par suite un isomorphisme canonique

(%) RHom.R(ind(L), F) = RHom(L,F) s

oli le RHom & droite est calculé dans la catégorie D(C.(So), Z ). D'autre part,
on vérifie, par exemple sur la description explicite de ind(L) donnée en

(11.2.2.4), qu'on a un isomorphisme canonique de AZR—Modules

(1) cf. note (1) a4 la fin de (11.2.2).

2
(") on note D(Z) (resp. D(C.(Sa), Z)) la catégorie dérivée de celle des

Z -Modules de T (resp. des Z -Modules de T de type C'(Sa))'
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) p%ind(L = pR® AL,

d'olt, par les shuffles (I 3.1.3), un isomorphisme canonique de N AZR—Modules

différentiels gradués

() ' N Pind(1) = N AR ® N AL

2 2 2 2 L 2 o
Comme N AR est plat, ona N AR®@NAL=NAR®N AL, et d'apreés

(10.3.17), on a un isomorphisme canonique
2, 2 2 2
G RHom, 2, (N A"ind(L), [N A"F) = RHom(N &°L, [N A"F)

ot le RHom & droite est calculé dans la catégorie D(Z ). Grace 2 (#) et (m#x),
on est ramené, moyennant une compatibilité triviale, 2 prouver que la fléche

canonique (définie de manidre analogue 2 (11.2.3.7))

[Ty RHom(L,F) ———> RHom(N AZL,[N AZF)

est un isomorphisme. L'hypothdse que F en tant qu'objet de D(C.(So),R)
est dans 1'image essentielle de D{(Z ) signifie, comme on a vu plus haut que la
fléche canonique (de D(C.(So), Z)) F *-—éfN AZF = ¢ est un isomorphisme, et

1l'on peut récrire (s###%#) sous la forme
(sezeaen )’ RHom({L,G) ————mi> RHom(AZL,G) ;

mais on reconnaft en (%)’ 1'isomorphisme (11.3.3.14) (avec E (resp. F)

remplacé par L (resp. )}, donc on a gagné.

11.3.5. Soit, comme en (11.3.1), Q un Anneau de type C.(Sl) de T . Le

foncteur L b3 Lred(—l) définit une flache canonique fonctorielle

(11.3.5.1) Ritom, (X,¥) = Rilom, red xFed, vy

Qg (-1

pour X € ob D(Q), Y € ob D+(Q), d'ot, par composition avec (11.3.2.7), une fléche

canonique fonctorielle
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2. red 2_red
(11.3.5.2) RHomQ(X,Y) —> Riomy AZ(Qred(_l))(fN A°X (—1),[1\1 NY T(-1)) ,
pour X € ob D (Q), Y € ob DT(Q) rel que [N A2¢"%3(1) € ob DT(w A2Q7%d(-1)).

De (11.3.4) et de 1'isomorphisme (11.3.1.2) résulte alors le

Corollaire 11.3.5.3. 8i les composantes de Q sont des Z -Modules plats, et

si 1'objet de D(C.(Sl), Z) défini par Y par oubli est dansl'image essentielle

de Db(Z ) par le foncteur (11.3.3.17), la fléche (11.3.5.2) est un isomorphisme.

11.4. L'Anneau Z SS(A) et la résolution de MacLane.

On fixe un topos T .

11.4.1. Soit A wun Anneau de T (associatif et unitaire). Cet Anneau définit

(11.2.5) un monofde Sl—gradué A , et un monotde de type C.(Sl), ca)’™.

Comme le foncteur Z -Module libre engendré, noté Z (-), transforme produit en
produit tenmsoriel, % (A(1)%) (resp. Z (c.(a(1)®)) ) est un Anneau §,-gradué

(resp. de type C.(Sl)), et l'on a
(11.4.1.1) Z (c.(a(1®) = c.(z LW’ ,

avec la notation (11.2.2.1). Utilisant que le foncteur C.{-) commute au foncteur

red(

P> X -1) (11.2.3.3), on en déduit

(11.4.1.2) z (c.(a()*N™ ) = ez O™y

d'ol, grate & (11.3.2.3),

St(

(11.4.1.3) 22z (c. a1y = 2z %%

t
o Z°°(-) est le stabilisé de 7Z (=) (9.5.2). Ainsi, Z °"(A) est muni canoni-

quement d'une structure d'Anneau simplicial (associatif et unitaire). Cet Anneau

est plat sur Z : ses composantes sont en effet des sommes dénombrables de
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Z -Modules de la forme %Z (A™) ou Z+(An) (notation de (9.5.4)). D'autre part,

1'augmentation canonique

(11.4.1.4) z%t () —> A,

définie en (9,5,12.2),est un homomorphisme d'Anneaux : en effet, ZSt(A)o n'est
autre que 1'Anneau N-gradué Z (A) @ ztw o ... (égal a z () en chaque
degré n > 0, avec la multiplication évidente), et (11.4.1.4) est le composé de
la projection canonique sur Z (A) et de 1'homomorphisme canonique

Z(A) —> A . si Nz °%(a) désigne 1'Anneau différentiel gradué normalisé

de zZ5%(A) (10.2.12), il découle de (9.5.12.4) que (11.4.1.4) définit une

résolution, au sens de (10.3.20.1),
(11.4.1.5) e (N2 St —>a

L
avec la notation de (10.1.8). Cette résolution permet de calculer A ®Z® s

oi O est un Anneau donné de T : d'aprés (10.3.20.2), on a

L
A8, = t[_l(NZSt(A)) ®, ¢ , (dans D(Andg)) ,

et comme
st _ st _ st 1
t[_l(NZ (8)) ®,6 = t[_l(NZ 4) @,6) = t[_l(NG (a)) ™
(dans Andg), on obtient finalement un isomorphisme canonique de D(Andg)

L
(11.4.1.6) AQ

st
2® =t °EW)

On a en particulier une fléche canonique (projection sur t[—l)

st L
(11.4.1.7) NG (A)——>A®Z(9 >

(1) si R est un Anneau de T , on note bien entendu R(-) le foncteur

R-Module libre engendré.
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pour laquelle le foncteur restriction des scalaires établit, d'aprés (10.1,8.2),

une équivalence de catégories

(11.4.1.8) plrsntlley %’z 6) ——5 pho ] (st (a))

pour tout entier n .

11.4.2. Tout A-Module M définit (11.2.5) un A(1)*-objet §. -gradué

1

Xy _objet de type C'(Sl)’ c.M(1)*). Par suite,

M(1)* , et un C.(A(1)
XY A(resp. Z (C.(M(1)X)) ) est un Z (A(1)%)-Module §

zZ (M(1) ~gradué

1
(resp. un Z (C.(A(1)))-Module de type C‘(Sl))’ et 1'on voit, comme en

(11.4.1), qu'on a des isomorphismes canoniques

(11.4.2.1) z (. M(1))) = c.(z M%)
(11.4.2.2) Z (c. (1N 1) = ¢c.(z Py
(11.4.2.3) Pz (c. )M = z %t

t . . t
de sorte que Z ° (M) est muni canoniquement d'une structure de 7% ° (A)-Module.

st(

Les composantes de Z M) sont des sommes dénombrables de Z -Modules de

la forme Z (M) ou zZ (). D'autre part, on vérifie comme tout & 1'heure

que 1l'augmentation canonique (9.5.12.2)

(11.4.2.4) z°* (M) —> M

est un _homomorphisme de Modules au-dessus de 1'homomorphisme d'Anneaux

(11.4.1.4). "Plus généralement", si A est un Anneau simplicial, et M

SY(A) (défini comme en (9.5.3)) est un Anneau

un A-Module (de Simpl(T)), Z
simplicial, z°* ) un ZSt(A)-Module,et (11.4.1.4) (resp. 11.4.2.4)) définit
un homomorphisme d'Anneaux simpliciaux Z St(A) ~—> A (resp. un homomorphisme de

Modules Z°%(M) —> M au-dessus de 2Z °T(A) —> A). Cet homomorphisme de

Modules définit un homomorphisme A-linéaire
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(11.4.2.5) A @y st z°" () ——>wu

A)
d'olt un homomorphisme de D.(A) (I 3.1.7, T 3.3.4)

st
(11.4.2.6) A éz St Z M) ———> M

Le résultat ci-aprés est implicite dans MacLane [12]

Théoréme 11.4.3. La flache (11.4.2.6) est un isomorphisme.

Preuve, Le théoréme est évidemment vrai pour M = A . Grace a (9.5.9 (ii)),
il en résulte que le théor2me est vrai pour M 1libre de type fini. Notons
maintenant que le foncteur Z SE(L) : A-Mod —— z°%(A)-Mod commute aux
limites inductives locales (I 4.2.1) (on le vérifie trivialement sur chacun

des foncteurs dont Z St(—) est le composé). Par la suite spectrale

(1 3.3.3.1)
st
(a)
1 _ p st £ st
E g Tor (AP,Z (M)p)=$ He(a @) st \yZ7 (M)
L , , £ st
il s'ensuit que, pour chaque i , le foncteur M }—> Hi(A®Z st(A)Z (M)

commute aux limites inductives locales, Par le théoréme de Lazard-Deligne
(1 4.2.1.1), il en résulte que le théoreme est vrai pour M plat, donc vrai

pour tout M grace 2 (9.5.12.1).

Compte tenu de (10.3.13), (11.4.3) fournit un isomorphisme canonique
fonctoriel de D(NA)

L
(11.4.3.1) NA ®

- st(A)Nﬁt(M) — 5 N
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11.4.4. Fixons 1'Anneau A de T . On peut se servir de l'isomorphimse
(11.4.2.6) pour construire, fonctoriellement en le A-Module M , une résolution

de M par des sommes de Modules de la forme A(AP x MY) (ou de facteurs directs
de AAP x MY) définis par des "effets croisés" ([3] 4.18) de A(-)). Cette
construction s'appuie sur la traditionnelle bar-résolution pour les Modules,

que nous allons d'abord rappeler rapidement.

Soit K —= R un morphisme d'Anneaux (non nécessairement commutatifs)
de T . Le couple de foncteurs adjoints (extension des scalaires, restriction
des scalaires) entre les catégories K-Mod et R-Mod fournit, d'aprés (I 1.5.2),

fonctoriellement en X € ob R-Mod, un R-Module simplicial

(11.4.4.1) Bar(R/K,X) € ob Simpl(R-Mod) ,

muni d'une augmentation R-linéaire

(11.4.4.2) Bar(R/K,X) —> X ,

qu'on appelle bar-résolution de X relative 3 K —= R (ou simplement K).

On a

ﬁ@ n+l

(11.4.4.3) Barn(R/K,X) ® X

(produits tensoriels pris sur K), avec la structure de R-Module définie par le

facteur extréme gauche. Les opérateurs de face et de dégénérescence sont donnés

par
Lh4b, d.y =
(11.4.4.4) ;y=1, ® iiTi40 ® ®r 4, 8x
pour O < i <n,
dny =r ® ... ] L ® rn+1x s
ol y = r ® . ® rn+1 ® x ; et
s,y =1 ® . ® r.n ®1® LN ® ® L ® x |,
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pour O £ i £ n . Enfin, 1l'augmentation (11.4.4.2) est donnée par la fléche

canonique RQ® X —» X, r ® xb~> rx . Le complexe augmenté (11.4.4.2) est

acyclique : en effet, d'aprds (I 1.5.3), le complexe K-linéaire sous-jacent

est homotopiquement trivial, Quapnd X est plat sur K, la bar-résolution de X

relative &4 K est donc une résolution plate de X comme R-Module. Elle permet

par suite de calculer des produits tensoriels dérivés.

Par exemple, pour tout A-Module M, Bar(Z Sty /z ,ZSt(M)) est
une résolution de 2 3°(M) par des Z 5Y(A)-Modules plats, et, d'aprés (11.4.3),

la fléche canonique A ® Z (M) ~> fournit une résolution
(11.4.4.5) A 8y st ,y O Bar(z stwiz, 25t w) —su

od A désigne la diagonale, D'aprds (11.4.4.3), la n-idéme composante de cette
résolution s'écrit
A®, Z StM® Mg z St ,
n n

st( st(

donc, compte tenu des descriptions données plus haut de Z A), Z M), est
une somme dénombrable de Modules de la forme A(AP x ¥¥), ou facteur direct

de AP x M) défint par des effets croisés de A(-). Le lecteur trouvera

dans Breen [2] une variante plus économique de (11.4.4.5), ol les composantes
sont des sommes finies de Modules de la forme A(AP x M¥). Dans (SGA 7 viI 3.5.4),
Grothendieck avait construit le début d'une telle résolution, et posé le probléme
de son prolongement en une résolution de longueur infinie. L'existence d'un tel
prolongement fut prouvée par Deligne en Aoit 1970, et, indépendamment, par

Breen (loc. cit.). C'est cette detnidre construction, inspirée de MacLane [12],

qQue nous avons ici essentiellement reproduite,

11.5. Applications.

On conserve le topos T de (11.4), On se donne des Anneaux A et G

de T ; on suppose ¢ commutatif.
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11.5.1. Simplification de (11.3.5.2).

Notons
(11.5.1.1) Q= 2z (c.a())
1'Anneau de type C'(Sl) envisagé en (11.4.1), et
(11.5.1.2) X = Z (c.(a(1)™)
le Q-Module de type C'(Sl) défini par un A-Module G (11.4.2). D'aprds

(11.4.1.3), on a

(11.5.1.3) v a2ty = nz Sty

et la formule analogue avec Q remplacé par Q ®Z® :

red(_

(11.5.1.3)" N 2%(Q 8, ©) 1) = ne°t(a)

Pour Y € ob D+(Q ®Z 6) tel que [N AZYred(—l) € ob D+(N(93t(A)), la fléche

canonique (11.3.5.2) s'écrit, compte tenu de (11.4.2.3)

st 2_red
(11.5.1.4) RHomQ(X,Y) e RHom.stt(A)(NZ (@), jN ATY T (-1))

L
Supposons que 1l'on dispose d'un objet M de p(a ®Z G) tel que l'on ait
(11.5.1.5) jN pyredc1) = u

dans D(NGSt(A)), M étant considéré comme objet de D(N(SSt(A)) par restric-
tion des scalaires relativement 2 (11.4.1.7). D'aprds (10.3.17) appliqué 2

L
la fleche NZ°3%(A) —> A ®, 6 , diagonale du carré commutatif

(11.4.1.7)
st ’ L
—_—
NG" T (A) A8, 6
(11.5.1.6) l (10.3.20)
(11.4.1.4)
NZ SPA) — 5
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on a

¢ st - L 8t
RHom st(A)\NZ (¢),M) = RHomA é"z ®((A 8, 6) gm st(A)Nz (&) ,M)

Or, d'aprés (11.4.3.1) (et (11.5.1.6)), on a

L L st L L
(A@ZG) ®stt(A)Nz (&) = (a ®z®) ® G

L
de sorte qu'en appliquant (10.3.17) 3 A —> A ®_G6 , on obtient finalement

ZZ
st
(11.5.1.7) RHomNZ st(A)(NZ (¢), M) = RHomA(G,M) R
et que la fléche (11.5.1.4) se récrit
(11.5.1.8) RHomQ(X,Y) —_— RHomA(G,M)

D'aprés (11.3.5.3), (11.5.1.8) est donc un isomorphisme quand 1'objet de
b
D(C.(Sl),Z) défini par Y est dans 1'image essentielle de D (Z) par

(11.3.3.17).

11.5.2. Exemple.

On a vu en (11.2.5) que, si M est un A-Module, M(1) est un
A(1)-Module Sl—gradué ; par restriction des scalaires via la fléche canonique
Zz (A1) —= a(1), M(1) est donc un 7% (A(1)%)-Module Sl—gradué, et par
suite C.(M(1)) est un Q-Module de type C.(Sl), oli Q est donné par
(11.5.1.1). Ainsi, MF=> C.(M(1)) définit un foncteur (exact) de A-Mod
dans Q-Mod, et, plus généralement, de C(A @, ?) dans ¢(Q ®ZP) (10.1.1)
pour tout Anneau différentiel gradué P de T , donc de D(A e, P) dans

D{Q By P) aans D(Q ®, P) ; en particulier, comme Q est plat sur %, on

obtient un foncteur

L
(11.5.2.1) c.(-(1)) : p(a ®Z®) —> p(Q ®Z®) s
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D[a’b](—) D[a’b](—) pour tout intervalle [a,b]

exact, et qui envoie dans

de Z . 11 est immédiat que le triangle ci-aprés, ol la fléche oblique est la

restriction des scalaires, est commutatif & isomorphisme canonique prés

L
(11,5.2.1)
D(A 8, ®) > D(Q 8, 6)
(11.5.2.2) Yb—>[N G O8 )
p(re°t(a)) ;

il suffit en effet d'observer que C.(M(l))red(—l) est "constant" de valeur M .
En d'autres termes, pour M € ob D{(A é%z 6), M et Y =C.(M(1)) sont liés
par un isomorphisme (11.5.1.5) cancnique et fonctoriel em M , et (11.5.1.8)
fournit un isomorphisme canonique et fonctoriel en G € ob A-~Mod,

b L
M € ob D (A 8, 6)
(11.5.2.3) Rilom (2 (c.(e(1)®), c.(m(1))) <> Riom, (G,1)

Le foncteur (11.5.2.1) n'est pas pleinement fidéle. On a cependant :

Proposition 11.5.2.4. Pour tout entier n , le foncteur

Ln,n+1] L
D (A 8, 6) 3> D(Q 8, 6)

induit par (11.5.2.1) est pleinement fidéle, et son image essentielle se

compose des Y qui, en tant qu'objets de D(C.(Sl), Z ) sont dans 1'image

essentielle de ptM Pz par (11.3.3.17).

Preuve. Compte tenu de la commutativité de (11.5.2.2), il suffit de conjuger

(11.3.5.3) et (11.4.1.8).

Observons enfin que, si Y € ob D (Q 8, 6) s'écrit C.(M(1))
. L L -
pour un M € ob D (A Gb:®), il en est de méme de Y ® I pour I €obD (1,6).

- L
Plus précisément, pour M € ob D (A ®, @), I € ob D™(T,8), 11 existe un
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isomorphisme canonique fonctoriel de D(Q G%Z ©)

L L
(11.5.2.5) c.(M(1)) ®®I = C.((M®® 1) (1)) s

L - L
ot, au second membre, M ® I désigne 1'objet de D (A ®, 6) défini par

]
(10.3.21) (i.e. M SbI', ot I' est une résolution plate de 1I). La

vérification est immédiate,

11.5.3. Interprétation en termes de cohomologie d'une pseudo-catégorie.

Notons

(11.5.3.1) BA

la catégorie des C.(A(l)x)—objets de T de type C.(Sl), i.e. le topos
des objets de Topo(C.(eS )) (11.1.2 b)) munis d'une structure relativement
1
a la pseudo-catégorie [n]F——> Topo(Nern(C.(A(l)X), C.(eS )) (ef. (11.1.2.6),
1

ot J (resp. G) est remplacé par 81 (resp. A(1)X) ). Avec la notation

(11.5.1.1), on a donc
(11.5.3.2) Q-Mod = Z -Mod(BA)
Soit G un A-Module, notons

(11.5.3.3) p —= BA

FBAe ™
le morphisme de localisation par rapport a c.(e(1)*) cobBA . On a :

(11.5.3.4) p,Z= 2z (c.(6(1)"))

L
Pour M € ob Db(A 8%36)’ 1'isomorphisme (11.5.2.3) s'écrit, compte tenu de

(11.5.3.2), (11.5.3.4)

(11.5.3.5) RT (BA x),p*C.(M(l))) —N—>RHomA(G,M)

/c.(6(1)

, .
Notons que BA/C.(G(I) y o est autre que le topos B de la pseudo-catégorie
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n] —> TOpO(Nern(C.(A{l)X), c.(6(1)®))) (11.1.2.6). Désignons encore par
(11.5.3.6)  p : Top’(Ner(c.(A(1)™), €.(c(1)))) —> Top®(Ner(c.(A(1)%), C.leg I))
1

la projection canonique. Avec la notation (8.4.1), on a

(11.5.3.7) p*ner®(c. (M(1))) = ner®(p*c. M(1)))

Tenant compte de la deuxiéme assertion de (11.1.2.6), on a, d'aprés (8.4.2.2)

(et (11.5.3.7)), un isomorphisme fonctoriel canonique

(11.5.3.8)  RT (Top®(Ner(C.(A(1)X), ¢.(c(1)™))), p¥ner®(c.1(1))))

ez RT (BA ,p¥*C. (M(1)))

/c.(6(1) )

Combinant (11.5.3.5), et (11.5.3.8), on obtient finalement un isomorphisme

fonctoriel canonique

(11.5.3.9)  RT (Top®(Ner(c.(A(1)X), ¢.(c(1)%))), p*ner’(c.((1))) ) S Riom, (G,M).

Soit u : G~—>H un morphisme de A-Modules, d'oli un morphisme
o X X o X X
de topos Top (Ner(C.(A(1)™), c.(u{1)™))) : Top (Ner(c.(A(1)™), c.(a¢(1)MM)
_— Topo(Ner(C.(A(l)X), C.(H(l)x))), que nous noterons simplement X —>Y ,
Soit d'autre part C(u) = (0 —> G —>> H ~—3> 0) le c8ne de u . Enfin, notons

q la projection analogue 2 (11.5.3.6) avec H au lieu de G . Il découle de

(11.5.3.9) un isomorphisme fonctoriel canonique

(11.5.3.10) RT(Y/X, g¥ner°(C. (M(1)))) =——d> RHom, (C(u),M)

ot RT (Y/X,~) désigne la cohomologie relative définie en (III 4.10).

Scholie 11.5.3.11. L'isomorphisme (11.5.3.9) fournit une expression des

Extz(G,M) comme groupes de cohomologie globaux d'un diagramme, dont les
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sommets sont de la forme AP x G, a valeur dans le complexe induit par un
diagramme de m&me type, avec M au lieu de G . La question de la possibilité

d'un tel calcul avait été soulevée par Grothendieck.

11.5.3.12. Erratum 3 [11]. L'isomorphisme (11.5.3.9) jouera plus loin le role
de substitut technique & 1'énoncé ([11] 5.8.6), dont notre démonstration initiale
s'est révélée incorrecte, De toute fagon, cet énoncé aurait été insuffisant

pour les applications aux déformations de schémas en modules, car, comme on
verra dans (VIL § 4), on a besoin de pouvoir prendre M dans

L
D(A 8, 6), au lieu de D(A 8y 6) comme dans (loc. cit.).



- 180 -

CHAPITRE VII
DEFORMATIONS EQUIVARIANTES DE G-SCHEMAS ET

DEFORMATIONS DE SCHEMAS EN GROUPES

1. Le sorite des déformations de diagrammes.

1.1. Descente fpqgc.

1.1.1. Soit S wun schéma. Notons Szar le petit site zariskien de § , et

S le grand site fpqc de S , i.e. la catégorie (Sch/S) des schémas sur

£fpgc

munie de la topologie fidélement plate quasi-compacte. L'inclusion naturelle

L Szar Squc ’

qui est un morphisme de sites, définit un morphisme de topos

(1.1.1.1) fpqe —>5s_ .
tel que
(1.1.1.2) € F = Fi

~

fpqc
du faisceau X p=—> T(X,@X) sur §

pour tout F € ob § . En particulier, &, est l1'image directe par ¢

s

, ce qui permet de faire de (1.1.1.,1)
fpqc
un morphisme de topos annelés. Le foncteur image inverse pour les Modules est

donné par

(1.1.1.3) e*M = aW(M) s

ot W(M) (SGA 3 I 4.6.1) désigne le préfaisceau (f : X —> §) b—3 (X, %),

et a le foncteur faisceau associé,

S
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1.1.2. Si M est un faisceau quasi-cohérent sur Szar , W(M) est un faisceau

sur done W(M) = e¢*M, et la flache d'adjonction M —3> €4EMM  est un

Squc ’

isomorphisme d'aprés (1.1.1.2). D'autre part, si F est un faisceau quasi-cohérent

sur » la fléche d'adjonction e#g F ——> est un isomorphisme : cela signifie

Squc
en effet que, pour tout £ : X —> §, la fléche canonique f*FS —_— FX (1)

N

est un isomorphisme, or, quitte & faire une extension fpqc de S , on peut

(9(1) ; G(J)

supposer que F est conoyau d'un morphisme , et 1l'on gagne.

En résumé, le foncteur ¢#* induit une équivalence de la catégorie des faisceaux

quasi~cohérents sur Szar sur celle des faisceaux quasi-cohérents sur §

fpqc °

De plus, si M est un faisceau quasi-cohérent sur Szar , on a, par descente

(cf. (8GA &4 VII 4.5)), Rqe*e*M =0 pour ¢ >0, en d'autres termes la fléche

canonique

(1.1.2.1) M ——> R ¢,e*M

est un isomorphisme. Plus généralement :

Proposition 1.1.2.2. Soit M € ob Db(S ) (2), et soit a un entier tel
—— zar qcoh

ue H'M=0 pour i<a . Alors, pour tout n < a, la fléche canonique
que pour

M ——> R Sxtr L et o)

définje par adjonction (III 4.6) par la flache canonique L g¥M ——> t[nL c*M,

est un isomorphisme.

A 7 désigne le faisceau sur X induit par F .
X zar

) D(Szar)qcoh désigne la sous-catégorie pleine de D(Szar) formée des complexes

a4 cohomologie quasi-cohérente,

(3) t[n est le foncteur qui tue la cohomologie en degré < n (I 1.4.7).
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Preuve. La question étant locale sur 8 , on peut supposer S affine. D'aprés
(SGA 6 II 3.5), on peut alors supposer M a composantes quasi-cohérentes, plates,
et borné supérieurement. On a ainsi L e¥M = €¥M , et comme t[n et ¢¥

commutent, il découle de (1.1.2.1) que t[nM —>R g, t[n €¥M est un isomorphisme,

d'ou la proposition.

Combinant (1.1.2.2) avec la formule de dualité triviale (III 4.6), on

obtient un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.1.2.3) RHom(E,F) ——> RHom(L e*E, tral e*F)

- b . .
pour E € ob D (Szar)’ F € ob D (Szar)qcoh , n désignant un entier tel que

HlF =0 pour 1i<mn .
Si A est une catégorie abélienne, et L € ob D(A), posons
t = "1im" = "1im" .
(1.1.2.4) {L lim t[nL (resp. t]L lim tn]L) ;

t[L (resp. t]L) est un pro-objet (resp. ind-objet de pt(a) (resp. D7(A)

(et de D°(A) quand L € ob D-(A) (resp. D (A)) )

Avec cette notation, on déduit de (1.1.2.3) un isomorphisme canonique

fonctoriel
(1.1.2.5) Hom(E,tEF) —~—> Hom(L e*E, t[L e*F)

B - #F = *
pour E € ob D (Szar)’ F € ob D (Szar)qcoh (remarquer que t[nL e*F t[nL € t[nF)'

Signalons encore la conséquence suivante de (1.1.2.3)
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Corollaire 1.1.2.6. Soit [a,b] un intervalle de Z . Notons Parf[a’b](szar)

[a,b] . ,
(resp. Parf (Squc)) la sous-catégorie pleine de D(Szar

) (resp. D(Squc))

formée des complexes d'amplitude parfaite contenuvedans [a,b] (SGA 6 I 4.8).

Le foncteur L e¥ : D (S ) —>D (s ) définit une équivalence de
R — zar fpqe

Parf[a’b](s ) sur Parf[a’b](s ).
zar’ — fpqc

Preuve. D'aprés (SGA 6 I 4.19.2) et (1.1.2.3), le foncteur Le* induit un foncteur

pleinement fidele de Parf[a’b](s ) dans Parf[a’b](s ). 11 reste donc 2
zar fpeq

b
), on a Re,F € ob Parf[a’ ](Sz )

montrer que, pour F € ob Parf[a’b](s ar

fpqce
et que la fléche d'adjonction Le*ReyF —> F est un isomorphisme. Or cela

est évident si F est strictement parfait (SGA 6 I 2.1) et le cas général s'en

déduit trivialement grlce au lemme

Lemme 1.1.2.7. Soit g : S8' —=> S un morphisme plat, d'olt un carré commutatif

de topos

S E——

fpqc £pqc

~ ~
s! _______E_____€> S
zar zar

Alors, pour tout F € ob D+(S ) A cohomologie quasi-cohérente, la fléche de

fpqc

changement de base

g¥Re, F —> Re h¥*F

est un isomorphisme,

Preuve. Par dévissage on se raméne au cas oi F est un faisceau quasi-cohérent

sur Squc , donc de la forme €¥E pour un faisceau quasi-cohérent E sur

Szar , auquel cas l'assertion résulte trivialement de 1'isomorphisme (1.1.2.1).
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Remarque 1,1.2.8. Si g n'est pas supposé plat, on a (moyennant des hypothéses

de degré convenables) une fldche canonique

Lg#Re, F ———> Re, h¥F

Celle-ci n'est pas un isomorphisme en général. Elle 1l'est cependant si F

est d'amplitude parfaite finie, comme il résulte aussitot de (1.1.2.6).

1.1.3. Soit X un n-diagramme de (Sch/S). Considérant (Sch/S) comme plongé

dans s;;qc de la fagon naturelle, on peut associer & X des topos du type
(5.6.3)

)
(1.1.3.1) Top(Xquc) s Top (Xquc) s

appelés topos fpgc de X . D'autre part, on associe & X un topos

(1.1.3.2) Top(Xzar) s

appelé petit topos zariskien de X , qui dépend (pseudo-)fonctoriellement de X ,

et est défini, par récurrence sur n , de la maniére suivante : pour n =0 ,

TOp(Xzar) = Xzar ; pour n=21 et X : I —> Dlagrn_l(Sch/s),

"

Top(Xza )

Top(i > Top((X,)__ )). Les topos (1.1.3.1), (1.1.3.2) sont
r i’ zar

annelés par les faisceaux structuraux des schémas sur S , et (1.1.1.1) se

prolonge, de fagon naturelle, en un morphisme de topos annelés

(1.1.3.3) € : Top(Xquc) _> TOp(Xzar)

Nous dirons qu'un Module M sur TOp(Xzar) est quasi-cohérent terme & terme
si la restriction de M & chaque sommet (cf. (VI 7.2)) de X est un faisceau
quasi-cohérent. Nous noterons

(1.1.3.4) D(Xzar) (resp. D(Xquc))
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la catégorie dérivée des Modules sur Top(X_ __ ) (resp. Top(X )) et noterons
zar fpqc

par l'indice qcoh la sous-catégorie pleine formée des complexes 2 cohomologie

quasi-cohérente terme a terme). Cela étant, utilisant (VI 6.3.1), on voit que

1'énoncé (1.1.2.2) ot S est remplacé par X est encore valide, et 1'on a

par suite des isomorphismes analogues a (1.1.2.3), (1.1.2.5).

1.1.3.5. Appelons fléche de X tout sous-l-diagramme de X de type

= : 1
{1] = (. —> .). Nous dirons qu'un Module M de Top(Xzar) (resp. Top(XquC))

est cartésien (cf. (VI 5.2.4)) si, pour toute fléche u : X, —> Xj de X,

la fléche u*Mj —>M; estun isomorphisme, Nous dirons qu'un objet E de
D (X__ ) (resp. D (X )) est quasi-cartésien si, pour toute fléche
zar fpqc
u : Xi —_ Xj de X , la fleche Lu*Ej —_— Ei est un isomorphisme. Le
foncteur Le¥* transforme objets quasi-cartésiens de D_(Xzar) en objets
quasi-cartésiens de D (X ) ; un objet E de D (X ) est quasi-cartésien
fpqc fpqc

. S «! .
si et seulement si H (E) est cartésien pour tout n € Z

1.2. Déformations de diagrammes.

1.2.1. Soit f : X —>Y un morphisme de n-diagrammes de (Sch). On appelle

complexe cotangent de f (ou X/Y), et 1'on note le complexe cotangent,

Lysy o

au sens de (II 1.2.7.1), du morphisme de petits topos annelés zariskiens défini

par f (1.1.3.2)

dfn

(1.2.1.1) LX/Y = LTop(Xz

ar)/Top(Yzar)

Le complexe cotangent de 1'inclusion d'un sommet d'un diagramme é&tant nul dans la

catégorie dérivée d'aprés un cas particulier trivial de (II 1.2.4.4), il découle

du triangle de transitivité (IT 2.1.5.6) que la formation de LX/Y commu te
3 la restriction aux sommets : si Xi est un sommet de X (1), et j=f(i), le

My e (v17.2).
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morphisme canonique

(1.2.1.2) X, ——1
i X,/

Lysy Yy, °
it

défini (II 1.2.7.2) par le carré commutatif

X, —m> X
1

Y, —m—mmmmmmm ™ Y H
J

est un isomorphisme dans D(Xi)’ D'apres (II 2.3.7), les faisceaux d'homologie

de L sont donc quasi-cohérents terme 2 terme (1.1.3). Les isomorphismes

X/Y

(1.2.1.2) impliquent d'autre part que L est quasi-cartésien (1.1.3.5) si

X/Y

et seulement si, pour toute fléche m : Xa — Xa, de X , la fleéche canonique

3#
Lm¥L —> LX /Y

g' a8

définie par le carré commutatif
X /Y

est un isomorphisme (de D(X ))
o zar

1.2.2. Notons u : A ——>B le type de f (VI 5.6.4)., Par une Y-extension de X

on entend un diagramme commutatif de morphismes de n-diagrammes de (Sch)
XL__lﬁ X!

(%) f
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-

ol i est un A-morphisme et £' wun morphisme de type u , tel que , pour

tout sommet Xa’ le triangle induit

x ——L oy
o4 o

YB 3

ot B = u(g), soit une Y-extension de X au sens habituel (IIT 1.1.10). Les

Idéaux Ia des ia forment alors, de fagon naturelle, un Module I sur

Top(XZ ), quasi-cohérent terme a terme, et 1l'on dit que (%) (ou par abus, X')

ar

est une Y-extension de X par I . On peut encore interpréter une Y-extension

de X par I comme une Top(Y _)-extension de Top(X ) par I (IIT 1.1.10)
zar zar

1 . I .
("), de sorte que les Y-extensions de X par I sont classifiées, & isomorphisme

prés, par le groupe Extl(L 1) (tandis que le groupe des automorphismes d'une

X/y’

extension donnée s'identifie 3 Ext (L ). Comme I est quasi-cohérent

X/Y,I)

terme i terme, on peut d'ailleurs, d'aprés (1.1.2.3), (1.1.3), récrire ces

groupes commes des hyperext calculés sur Top(XquC) :on a

(1.2.2.1) Ext' (L ) = Exti(Le*LX e*1)

x/y’ T /Y’

~

pour tout i , oi € est le morphisme (1.1.3.3).

1.2.3. Quand Y est le diagramme final de (Sch) (i.e. le O-diagramme de
valeur Spec(Z)), nous dirons extension au lieu de Y-extension. Nous dirons

qu'une extension X' de X par I est une déformation de X (de noyau 1I)

(")  ef. (IIT 2.1.9 b)).
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si I est cartésien, i.e, (1.1.3.5), si, pour toute flache m : Xa — XB de X,

la fleche m*IB —_—> Iq est un isomorphisme, ce qui signifie encore que le carré

C X'
a o

X
mJ m'
X %X'
B p
est cartésien (i.e. m*IB —> 1, surjectif) et que 1'on a
Xl
g
Tor. ¥ (6, , G,
1 XB Xq

La vérification des lemmes ci-aprés est immédiate.

Lemme 1.2.3.1, Toute déformation d'un isomorphisme de schémas est un isomorphisme.

Lemme 1.2.3.2. Soit (f', g', h' = g'f') wune extension d'un triangle commutatif

(f, g, h = gf)

X;_l__> X!

k
A e A

a) Si f', g' sont des déformations de f, g, alors h' est une

déformation de h ., Inversement, si g', h' sont des déformations de g, h,

alors f' est une déformation de f .
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b) On suppose que le carré YY'ZZ' est cartésien et que le foncteur

f¥ est fidele. Alors, si h' est upe déformation de h, g' est une déformation

de g (donc f' est une déformation de f d'aprés a)).

Corollaire 1,2.3,3, Soit X'Y'ZT wune ZT-extension d'un carré commutatif XYZT :

X e Y

L e, T!

8i XYZT est cartésien, et si X'Y' est une déformation de Xy (1.2.3), alors

X'Y'ZT est cartésien.

Preuve, La fléche canonique X' =2 X'1 =Y X.Z s'insdre dans un diagramme

T
commutatif
X< X' Z
1d 1d
() xc > X'y 3 2
YC Y T ,

ot les deux carrés inférieurs sont cartésiens. Appliquant (1.2.3.2 b)) 2 la

moitié gauche de (%), on trouve que X' —> Xi est une déformation de Idx R

donc, d'aprés (1.2.3.1), un isomorphisme, cqfd.
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Corollaire 1.2.3.4. Soit X'Y'Z'T' wune extension d'un carré commutatif XYZT :

X ——————> v

S

2 —— | —>T1

a) Si X'Z', Y'T', 2'T' sont des déformations de XZ, YT, ZT,

le carré X'Y'Z'T' est une déformation de XYZT.

b) S8i X'Y'Z'T' est une déformation de XYZT, et si XYZT est

cartésien, alors X'Y'Z'T' est cartésien.

Preuve. L'assertion a) (resp. b)) découle trivialement de (1.2,3.2 a))

(resp. (1.2.3.3)) appliqué 3 XYTS—> X'Y'T' (resp. XY &= X'Y' = 7'T'),

1.2.4. Soit, comme en (1.2.1), £ : X —> Y un morphisme de n-diagrammes de
(Sch), et soit ¥' wune extension de Y par J . Par une déformation de f
au-dessus de Y' on entend une Y'-extension X' de X par f#*J telle que
le morphisme canonique f*J —> f#J soit un isomorphisme. D'aprés le théoréme
fondamental de la théorie des déformations (I1I 2.1.7), il existe donc une

obstruction
w(£,X') € Ext’(L £%7)
3 XJ!Y’

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une déformation
de f au-dessus de Y', et, quand @(f,Y') = O, l'ensemble des classes 2
isomorphisme prés de déformations (resp. le groupe des automorphismes d'une

déformation) de f est un torseur sous (resp. s'identifie a) Extl(LX/Y,f*J)
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(resp. Exto(Lx/Y,f*J)) ; de plus, si Y est au-dessus d'un diagramme Z et Y'
est une Z-extension, w(f,Y') s'écrit comme produit de la classe de

Kodaira-Spencer de X —>Y —> Z par la classe de Y'

Remarque 1.2.4.1. Supposons que Y' soit une déformation de Y (1.2.3).
Alors, si f' : X' —>Y' est une déformation de £ au-dessus de Y', le
diagramme défini par f' est une déformation (au sens de (1.2.3)) de celui
défini par f, comme il résulte trivialement de (1.2.3.3 a)). En outre, d'aprés
(1,2.3.3 b)), si un sous-carré commutatif du diagramme défini par f est
cartésien, il en est de méme du carré correspondant dans le diagramme défini

par f' . Cette remarque jouera un rdle essentiel dans toute la suite.

2, Déformations équivariantes.

2,1. Notations et terminologie,

On fixe un schéma de base S et un objet en catégories (VI 2.7)

G de (Sch/S). A 1la catégorie G on associe son nerf (2.7.1)
(2.1.1) Ner(G) € ob Simpl(Sch/S)

Par un G=faisceau fpqc on entend un faisceau sur Nero(G)quc (1.1.1)

~

muni d'une structure relativement au topos fibré simplicial [n] i———>~Nern(G)quC
(vI 8.1.1) ; un G-schéma est un G-faisceau fpqc qui est représentable en tant

fpqce

est une pseudo-catégorie (VI 8.2.2), la catégorie des G-faisceaux fpqc est un

que faisceau sur Nero(G)quc . Corme le topos fibré [n]t—> Nern(G)

topos (VI 8.2.7), qu'on note

(2.1.2) BG

et qu'on appelle topos classifiant de G . Rappelons (VI 8.1.6) que le foncteur

ner® : BG ——— Top°(Ner (@) ) (1.1.3.1)
fpqce
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définit une équivalence de BG (resp. de la catégorie des G-schémas) sur la
sous-catégorie pleine de Simpl(S;;qc)/Ner(G) (resp. Simpl(Sch/S)/Ner(G))
formée des objets simpliciaux Y tels que Decl(Y) soit cartésien au-dessus
de Decl(Ner(G)). Si X est un G-schéma, on voit comme en (VI 2.7.3.1) que
ner’(X) est isomorphe au merf d'un objet en catégories de (Sch/S) au-dessus

de G , défini a isomorphisme unique prés, que nous noterons {G,X] :
o 1
(2.1.3) ner (X) = Ner([G,X]) . )]

Le topos classifiant de [G,X] n'est autre que le topos localisé BG/X :

(2.1.4 B[G,X] BG

/X

Quand G est un schéma en monotdes au-dessus de § (i.e. Nero(G) == 3),
les notions de G-faisceau fpgqce, G-schéma cofncident avec les notions habituelles ;

si X est un G-schéma, la notation [G,X] est en accord avec celle de (VI 2.5.3).

Rappelons d'autre part que, d'aprés (VI 2.3.1), on a
(2.1.%) ner®(x)°P = Ner([G,X]o)

Si G est un groupofde (VI 2.6), il en est de méme de [G,X] , et ner® (X)
est cartésien au-dessus de Ner(G) ; l'inversion des flaches
[6,x] == [¢,x]° définit, d'aprés (2.1.5), un isomorphisme

ner’(x) ——== ner®(X)°P, d'od une équivalence

(2.1.6) I —= 5 B([6,x1D

2.2. Complexe cotangent équivariant.

Définition 2.2.1. Soit f : X —= Y un morphisme de G-schémas (2).

(1) Nous écrirons parfois Ner(G,X) au lieu de Ner([G,x]).

(2) Quand on parle de morphisme de G-schémas sans préciser, il est sous-entendu
qu'il s'agit d'un G-morphisme.
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Nous dirons que £ et G sont tor-indépendants si, pour tout n € W, le

—

carré (cartésien)

dl...dn
NErn(G,X) ——®> X

dl...dn
Nern(G,Y) p——e B> Y

.y . Y -
est tor-indépendant (SGA 6 III 1.5, i.e. Tori(@X’GNern(G,Y)) 0 pour tout

i>0.,

2.2.2. Soit £ : X —>Y un morphisme de G-schémastel que f et G
soient tor-indépendants. Le théorzme de changement de base (II 2.3,12)

implique que, pour tout n € W, la fléche canonique

1{d,...d )¥*L — 1,
n’ X/

1 Y Ner_(G,X)/Ner_(G.,Y)
n n

. : 1
est un isomorphisme. En d'autres termes (1.2.1), Decl(LNer(G,X)/Ner(G,Y))

€ ob D_(DeclNer(G,X)zar) est quasi-cartésien, donc (1.1.3.5) 1'objet

L g% Decl(L = Decl(L ¥ 1

Ner(G,X)/Ner(G,Y)) Ner(G,X)/Ner(G,Y))

de Dk(DeclNer(G,X)quc) est quasi-cartésien, ce qui signifie que, pour tout

iez, DeclHl(L e¥® L est cartésien, i.e, dans1'image

Ner(G,X)/Ner(G,Y))
essentielle du foncteur ner : Mod(B([G,X]%)) ——> Mod (Top(Ner ([6,X17))) (1)

(1) $i T est un topos fibré au-dessus de A°, et si T°P est le topos fibré
qui s'en déduit par le renversement de l'ordre sur A , nous identifierons
fréquemment Top(T) (resp. Top (T)) a Top(T°P) (resp. Top®(1°P)) par

1'équivalence évidente définie par le renversement de 1'ordre.
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((vi 8.1.6), (2.1.5)). D'aprés (VI 8.4.2.1), cela implique que le systéme

projectif t[L ¢l (1.1.2.4) est isomorphe & l'image par

¢
LNer(G,X)/Ner(G,Y)
le foncteur ner d'un systéme projectif de Db(BEG,X]o) (l) , unique &

isomorphisme unique prés, que nous noterons t[Lng :
(2.2.2.1) t[ L e*

G
LNer(c,x) /Ner (e, mer (erly y)

On dit que t[Lg/Y est le complexe cotangent équivariant de f .,

. b . G .
Remarques 2.2.3 a) Le pro-objet de D (Xquc) déduit de t[LX/Y par oubli

n'est autre que t[L e¥*L lequel, d'apres (1.1.3), (1.2.1), fournit

X/Y

Ly /v € ob D(Xzar) par application de R g .

b) 8i L est d'amplitude plate finie (SGA 6 I 5), ce qui est le

X/Y

cas par exemple (III 3.2.6) si f , en tant que morphisme de schémas, est

d'intersection compl&te, alors, d'aprés (SGA 6 I 5.6.1), LNer(G %) /Ner(C,¥)
3 3

est d'amplitude plate finie, donc aussi L % , et par suite

Lyer (G,%) /Mer (G, Y)
t[Lg/Y est un objet de Db(B[G,X]O), que nous noterons simplement Lg/Y .
¢) 8i G est un groupofde, on peut considérer t[Lg/Y comme pro-objet
de Db(BG/X) grace a l'équivalence (2.1.6).
d) Supposons que G soit un S-monofde agissant trivialement sur
X, Y . Alors [G,X] (resp. [G,Y]) n'est autre que le monoide Gy (resp. GY)

R . )
induit sur X (resp. Y), et si p : BG, —> Xquc

canonique, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

désigne la projection

G = 3 3
t[LX/Y t[Lp L ¢ LX/Y

At Nous abrégerons B([G,x]°) en B[G,x]° .
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2.2.4. Soient

(2.2.4.1) X —f sy —& 57y

des morphismes de G-schémas tels que f et G , ainsi que g et G , solent
tor-indépendants (2.2.1). A cette situation est associé, d'aprés (II 2.1.5.2),

un vrai triangle de transitivité

L= Lyer(g,x)/Ner (G,Y) /Ner(G,2) ’

que nous regarderons de la facon naturelle comme objet de D—F[O’lj(Ner(G,X)zar)
(Vv 1.2.7) (le sous-objet &tant de filtration 1). Par application du foncteur
L e¥* filtré (V 2.3.5.3), on en déduit

L e¥L € ob D"F[°’1](Ner(c,x) )
fpqc

Les hypothéses sur (2.2.4.1) impliquent, d'aprés (2.2.2), que, pour tout n € Z,
grt[nL e*L, (Vv 1.1, 1.2) est dans 1'image essentielle de D_G[O’IJ(B[G,X]O)
par le foncteur ner . D'aprés (VI 8.4.2) et (V 1.4.6, 1.4.9), le foncteur

ner : D_F[a’b](BEG,X]O) — D-F[a,b](Ner(G’X)?gqc)

est pleinement fiddle et son image essentielle se compose des objets dont le
gradué associé est dans 1'image essentielle de ner . Il en résulte en particulier
que le systéme projectif t[L e¢¥L est isomorphe a l'image par le foncteur ner
. R . . b_lo,1] o . .. . . R
d'un systéme projectif de D F (B[G,X]"), unique a isomorphisme unique preés,
G
que nous noterons t[LX/Y/Z

(2.2.4.2) t[L e*L

_ G
Ner (G, X) /Nex (G,Y) /Ner (G,2) ~ "¢¥ (!(lx/y/z’

Compte tenu de (II 2.1.5.6) et (V 1.1.3), le triangle de pro—Db(B[G,X]O)

défini par ¢t LG s'écrit, & isomorphisme canonique preés
["x/Y/z P
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(2.2.4.3) [ X/Y

Lf*t[ Y/Z [ x/z

La fliéche de degré 1 de (2.2.4.2), notée

(2.2.4.4) R (X/¥/2) € Extl(t[LG LE*t L

X/Y’ { Y/Z >

s'appelle classe de Kodaira-Spencer équivariante de (2.2.4.1).

2.2.5. Supposons que, dans (2.2.4.1), g soit lisse et f soit une immersion

fermée définie par un Idéal 1 ., Le complexe canonique (III 3.1.3)

_ 2 d 1
DX/Y/Z =(0—>1/1" — f*QY/Z — 0)

est la restriction 2 Xoor d'un complexe de Modules sur B[G,X]o , que nous

noterons et qui est défini, comme on pense, par

G
Dx/Y/z >

(2.2.5.1) e¥*D )

= ner(D

Ner(G,X) /Ner(G,Y)/Ner(G,Z) X/Y/2Z

On déduit facilement de (III 3.1.3) qu'on a un isomorphisme canonique de
0
p(8{G,x]7)

G

G -
(2.2.5.2) fraibxz T Pxyvsz

Si gf est d'intersection compl2te (SGA 6 VIII 1) (ce qui revient 2 dire que f
est réguliére (loc. cit.)), 1'immersion Ner(G,f) est réguliire terme 3 terme
d'aprés (III 3.2.5) (compte tenu de 1'hypothése de tor-indépendance de G et f),

et il découle de (III 3.2.7) qu'on a un isomorphisme canonique de D(B[G,Xx1")

¢ _ G

(2.2.5.3) Ly/z Dy/v/z
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2.2.6, Soit
u: G ——>¢

un morphisme d'objets en catégories de (Sch/S). Soit £ : X —> Y un morphisme
de G-schémas, notons £' : X' —=Y' le morphisme de G'-schémas qui s'en

déduit par restriction via u (i.e. défini par

' "y = '
Ner(G',f') = Ner(G') XNer (G

)Ner(G,f):f; Alors, si G et f , ainsi que G' et

f' sont tor-indépendants, on a une fléche canonique

Gl

e
(2.2.6.1) Lu*L XY R

X /Y > L

(ot u désigne encore par abus la fléche B(¢',x'}° — B[6,X]° induite

par u), provenant de la fleche de changement de base définie par le carré

Ner(G',X') ———— Ner(G,X)
()

Ner(G',Y') ————— Ner(G,Y)

Si le carré

(s634)
Yy' —m——> Y

est tor-independant (ce qui implique la m@me propriété pour (%)), alors (2.2.6.1)

est un isomorphisme (II 2.3.10).

On a une fonctorialité analogue pour le triangle de transitivité

équivariant, Les détails sont laissés au lecteur.
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2.3. Déformations de G-schémas.

2.3.1. Soit

yoe 1 oy

(2.3.1.1) g &

un diagramme commutatif de G-schémas. Nous dirons que j est une Z-extension
équivariante de Y si les conditions suivantes sont réalisées

(i) 1le morphisme de schémas sous-jacent & j est une Z-extension de Y
au sens habituel ;

(ii) DeclNer(G,j) : Dec,Ner(G,Y) &—— DeclNer(G,Y') est une déformation

1
de DeclNer(G,Y) au sens (1.2.3).

1

Remarques 2.3.1.2. a) Si, dans (2.3.1.1), g et g' sont tor-indépendants

de ¢ (par exemple si DeclNer(G) est plat sur Nero(G)), alors (i) implique (ii).
b) Si j est une Z-extension équivariante de Y , Ner(G,Y') est

une Ner(G,Z)-extension de Ner(G,Y) par un Idéal J tel que Decl(i) soit

cartésien ((1.1.3.5), (1.2.2)). Inversement, si N est une Ner(G,Z)-extension

de Ner(G,Y) par un Module J  tel que Decl(J) soit cartésien, alors

Ner(G,Y) &—= N s'écrit Ner (G,j) pour une Z-extension équivariante

j : Y—>Y' déterminée A& isomorphisme unique prés : en effet, d'apres

(1.2.3.3), Decl(N) est alors cartésien au-dessus de Dec Ner(G,Z). Les

1

Z-extensions équivariantes de Y correspondant & un J donné (tel que Decl(i)
soit cartésien) sont donc (1.2.2) classifiées, & isomorphisme prés, par le groupe

1
Ext (L tandis que le groupe des automorphismes d'une

Ner(G,Y)/Ner(G,Z)’i)’

extension donnée s'identifie a Exto(LNer(G,Y)/Ner(G,Z),g). Comme on a
€*J = ner(J) pour un Module J de B[G,Y]o, unique & isomorphisme unique

prés, quasi-cohérent en tant que faisceau sur YquC , on peut, grlce i
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(1.2.2.1), (2.2.2.1), (VI 8.4.2.1), reformuler 1l'assertion précédente comme suit :

Proposition 2.3.1.3. Soit g : Y —=7Z un morphisme de G-schémas tel que

g et G soient tor-indépendants (2.2.1). Soit J un Module de B[G,Y]°

dont la restriction a Yquc est un faisceau quasi-cohérent. Alors, l'ensemble

des classes 3 isomorphisme prés de Z-extensions équivariantes de Y par J

(resp. le groupe des automorphismes d'une extension donnée) s'identifie
P

(canoniquement et fonctoriellement) a Extl(LS/Z,J) (resp. Exto(Lglz,J)).

2.3.2. Soit un diagramme (2,3.1.1) o j est une Z-extension équivariante
de Y par J € ob Mod(B[G,Y]o), et soit f : X —=>Y un morphisme de

G-schémas, Par une déformation équivariante de f au-dessus de Y' on entend

un carré commutatif de G-schémas

—> > x'

YC% !

tel que i soit une Y'-extension équivariante de X par f¥*J et que le morphisme
de schémas sous-jacent 3 f' soit une déformation de f (2.2.3). Si f' est

une déformation équivariante de f au-dessus de Y', Ner(G,f') est une
déformation, au sens (1,2.4), de Ner(G,f) au-dessus de Ner(G,Y'), comme

il résulte aussitdt de (1.,2.3.4 a)), Appliquant (1.2.4.1), on voit qu'inversement,

si
Ner(¢,X) ——= N

Ner (G, f) n'

Ner(G,Y) &> Ner(G,Y")
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est une déformation de Ner(G,f) au-dessus de Ner(G,Y'), alors n' s'identifie

Ner(G,f') pour une déformation équivariante f' : X' —>Y' de f déterminée

[

Y%

isomorphisme unique prés. La question de 1'existence d'une déformation
équivariante de f est donc (1.2.4) justiciable du théoréme fondamental (III 1.2.7).
Tenant compte de (VI 8.4.2.1), (1.1.2), (1.1.3), (2.2.2.1), (2.2.4.2), on

obtient :

Théoréme 2.3.3. Soit un diagramme commutatif de G-schémas

X
£
J
Y;——%Y'
g g!
Z P

ot j est une Z-extension équivariante de Y par J € ob Mod(B[G,Y]O) (2.3.1),

et G et f sont tor-indépendants (2.2.1). Notons encore

£ B[G,X]o —_— B[G,Y]O le morphisme (de localisation) induit par

f:X—>Y.

(i) Il existe une obstruction

) 2 G .
w(f,j) € Ext (t[LX/Y,feJ)

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une déformation

équivariante (2.3.2) f' de f au-dessus de Y'

(ii) Quand w(f,j) = O, 1'ensemble des classes d'isomorphie de

déformations équivariantes f' de f au-dessus de Y' forme un torseur sous

1
EXt (t[Lg/Y,f*J), et le groupe des automorphismes d'une déformation équivariante

, ).

' RPN o G
donnée s'identifie & Ext (t[LX/Y

(iii) Supposons G et g tor-indépendants. On a alors

(2.3.3.1) wlf,j) = (f*e(j))KG(X/Y/Z) R
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ot e(j) est la classe dans Extl(Lg/z,J) de la Z-extension équivariante j
1, .G G
1 ira-
(2.3.1.3) et KG(X/Y/Z) € Ext (LX/Y’f LY/Z) est la classe de Kodaira-Spencer

équivariante (2,2.4.4).

2.3.4. Décomposition spectrale de l'obstruction, Il est intéressant de dévisser

1'obstruction @(f,j) (2.3.3 (i)) & 1l'aide de la suite spectrale (VI 8.4.8.1).

2.3,4.1. Celle-ci peut en effet s'interpréter géométriquement de la maniére
suivante. Dans la situation de (VI 8.4.8.2), notons K 1le complexe simple
associé a [n]) > Hom'(nerz(E), nern(F)), et, pour i € Z, F'RK 1le

sous-complexe de K correspondant & n =i ; pour j € W, notons d'autre

o

part zj la restriction de X a A'j] (VI 4.1), Cela étant, on peut montrer

1 . . .
(") que les projections canoniques

K —> ... —> k/FHK —> k/F'k —> ... —> K/F'K —> 0

s'identifient dans la catégorie dérivée aux fléches de restriction

RHom(BX;E,F) = RHom(ner(E), ner(¥) —> ... —> RHom(TiX;ner(E), ner (F))

— RHom(’Ti__ X;ner{E),ner(F)) ~—=> ... —> RHom(X;E,F) —> 0

1

2.3.4.2, Revenant & la situation de (2.3.3), ol l'on supposera pour simplifier
que G est un monofde au-dessus de § , et utilisant la fonctorialité des

obstructions, on obtient les résultats suivants,

(1) La vérification, assez pénible, consiste A reprendre les calculs de (VI 8.3,

8.4) pour les 7;X en tenant compte de (VI 4.2.1). Elle se simplifie quand X est

le nerf d'un groupoide, car alors tout se passe comme si l'on avait E =& .
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a) La suite spectrale (VI 8.4.8.1), appliquée 2 B[G,X]o

(= BNer(G,X)OP), s'écrit (les produits étant calculés sur §)

G

*
X/Y’f J) .

Pq . 9P . #£3% +*
E; Ext (G5 x X,(do...do)* L (dl...dn) £3#7) == Ext®(L

X/Y’

G

2
Le terme Ext (LX/Y’

f#J) a une filtration de longueur 2 ,

Extz(LG

2
x/p B =  oF >F° 20

dont le gradué associé est :

o 2
F/F =E = E C E = Ext (X;LX/Y,f*J) ;

= = 11 ol _ Logw e 1
F/F E_ E, CE.” < E] /Im E Ext (doLX/Y,dof J)/Im Ext™ (L

1 *3)

xet

11
1

(o)

9 )

7 =g°%= g°= E;o/lm ol < (Eiollm Eio)/lm (Ker(Ecl’l —>F

= (Exto((dodo)*LX/Y,(dodo)*f*J)/Iﬁz Exto(d‘gL 7))/

X/Y’

£%J) ——> Ext!(d¥L

1
Im (Rer (Ext (LX/Y’ o X/Y’

d¥f*73))
o]

b) L'image de w(£,j) dans E?z est 1'obstruction & déformer f

au-dessus de Y' comme morphisme de schémas (sans action de G) (III 2.1.7).

c) Supposons que cette image soit nulle, et choisissons une déformation

£' ¢ X' —>Y' de £ . O0na w(f,j) € Fl, et 1'image de (£,j) dans

ol
1

un Y'-morphisme do : G X X' —> X' prolongeant d0 : G x X —>X) modulo

E}l/lm E est 1'obstruction a prolonger l'action de G 2 X' (i.e. trouver
l'indétermination dans le choix de £' ((III 2.2.4), (III 2.1.7)).

ol

1 soit nulle,

d) Supposons que 1l'image de w(f,j) dans Eililm E
de sorte qu'on a w(£,3) € Fz . Choisissons un prolongement
d )t G x X' —>X' . L'image de w(f,j) dans (E‘%"!Im;i")!zm (Ker(Ecl’l — Eil))
est le défaut d'associativité de 1'action de ¢ sur X' (i.e. au signe prés
(dd : GxGxX —>X') - (dd :6x6xX —>X') (III 2.1.7))

modulo 1'indétermination dans le choix de d0 : G X X' —=>X' et celle

dans le choix d'un X' auquel l'action de G wveut bien se prolonger.
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2.3.5. Variantes. On laisse au lecteur le soin de traiter les analogues
équivariants des problémes de déformations envisagés en (III 2.2.3) et (III 2.3.1).

Nous nous bornerons & énoncer les résultats.
a) Etant donné un diagramme de G-schémas
xc———i———>x'

(2.3.5.1) f

Z

oi j (resp. i) est une Z-extension équivariante de Y (resp. X) par J

(resp. f*J), et G et g sont tor-indépendants. Il existe une obstruction

w € Extl(f*Ls/z,f*J) ,

fonctorielle en (2.3.5.1), dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour
1'existence d'une déformation équivariante de f en f' : X' —>Y'
Quand w = 0 , l'ensemble de ces déformations est un torseur sous

Exto(f*Lﬁ/Z,f*J).
b) Etant donné un diagramme commutatif, en traits pleins, de G-schémas

i
x &

> X'
I
I
[}

£ | £
v

(2.3.5.2) h Y& - - = > B

]

g bg'
1
v
ZC k 7zl
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oi k est une T-extension de Z par K, h' une déformation équivariante de h ,

et h' et g sont plats, il existe une obstruction
w € Ext>(8[6,Y]°/B[6,X1° ; e, 4

fonctorielle en (2.3.5.2), dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour
qu'on puisse compléter (2.3.5.2) suivant le pointillé en un diagramme commutatif
de G-schémas od f' (resp. g') est une déformation de f (resp. g). Quand

w = 0, 1l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions du probléme est un torseur
g/z,g*K) et le groupe des automorphismes d'une
solution donnée s'identifie a Ext°(B[¢,Y]°/B[G.Xx]° ; Lg/z,g%K)

sous Extl(B(6,v1°/B(G,X)° ; L

2.4, Déformations de torseurs. L'extension d'Atiyah.

2.4,1. On suppose maintenant que G est un schéma en groupes plat, localement
de présentation finie sur § . Le théoréme de structure locale des groupes

algébriques ([22] III §3 6.1) implique que G ——> S est d'intersection compléte

au sens de (EGA IV 19.3.6), ou, ce qui revient au méme d'aprds (SGA 6 VIII 1.4),

au sens de (SGA 6 VIII 1.1).

Soit Y wun schéma au-dessus de S , et soit f : X —=>Y un torseur
sous GY =G XSY . Cela signifie, rappelons-le, que f est un morphisme de
G-schémas (Y étant muni de 1'action triviale de @) qui posséde les propriétés
suivantes

(i) X est un pseudo-torseur sous Gy » i.e. la fléche canonique
GY xYX —X xYX , (8,%) > (gx,x) est un isomorphisme, ce qui signifie
encore (VI 2.6.3 b)) que la fliche canonique Ner(G,X) = Ner(GY,X) — Sc(X/Y)
est un isomorphisme ;

(ii) en tant que faisceau sur Yquc , X posséde localement une section,

ce qui, compte tenu de (i), équivaut 2 dire qu'en tant que GY-faisceau X est

localement isomorphe a GY agissant sur lui-m&me par translations & gauche.

Ces conditions impliquent

(1) Voir (III 4.10.1) pour la notation Ext (-/-;-,-).
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a) f est fiddlement plat, et d'intersection compléte (puisque
G —> S est d'intersection compléte et que la propriété pour un morphisme d'é&tre
d'intersection compléte est locale pour la topologie fpqc sur la base
(SGA 6 VIII 1.6)). En particulier, f acquiert une section aprés un changement
de base fidélement plat et localement de présentation finie Y' —>» Y (par
exemple £) : autrement dit, X est déja un torseur sur Y pour la topologie
fppf (SGA 3 IV 6.3.1).

b) Le morphisme canonique

G
(2.4.1.1) £7 BG/XﬁYquC

composé du morphisme de localisation BG/X -_ BG/ défini par £ et

Y
définie par la projection de G sur § ,

est une équivalence de topos (SGA 4 IV 5.8) (i.e. fg et £ sont

de la projection BG/Y ey Yquc

quasi-inverses 1l'un de l'autre ; rappelons que, par défimition, fg associe

32 un G-faisceau L sur X 1le socus-faisceau de f*L invariant par G , tandis
Gt

que f associe & un faisceau M sur Y le faisceau f*¥M muni de 1'action

naturelle de @G). Il s'ensuit (VI 8.4.2.1) que, si

~ v~

(2.4.1.2) £ Ner(G,X)quc fpqc

désigne le morphisme de topos fibrés défini par f , le foncteur

% = per £ . pPy ) ——> Db(Ner(G,X) )

fpqc fpqe

est pleinement fidéle, d'image essentielle la sous-catégorie pleine de
Db(Ner(G,X)quc ) formée des objets quasi-cartésiens (1.1.3.5). On le vérifie
d'ailleurs directement, sans faire appel a2 (loc. cit.), en utilisant simplement

que Ner(G,X) s'identifie 2 Sc(X/Y) et que f possédde localement une section.

De la méme maniére, on vérifie sans peine que, si

(2.4.1.2)" £ : Ner(G,X)”  —=>Y"
- zar zar

désigne le morphisme de topos fibrés zariskiens défini par £ , le foncteur
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b b
3 .
% D (Yzar)qcoh —> D (Ner(G,X)__ )

est pleinement fidéle, d'image essentielle formée des objets quasi-cartésiens
a4 cohomologie quasi-cohérente terme a terme (1.1.3). On a des énoncés analogues

avec D° remplacé par pro—Db (resp. pro—DbF[a’b] , cf. (2.2.4)). Retenons

que, si
(2.4.1.3) L o= £ g,

b b [a,b] . .
avec f € pro-D (Yzar)qcoh (resp. pro-D F (Yzar)qcoh)’ on a des isomorphismes
canoniques
(2.4.1.4) 4 = RE, L ,

((2.4.1.5) A Ls*(LlX) si s : Y —>>X est une section de f£),
% %
(2.4.1.6) L e¥L = ner(fG Le 2) ,
#*
(2.4.1.7) Re 518 =4 , on %=Ly,

la derniére relation découlant de (1.1.2.2).

2.4.2. D'aprés le théoréme de changement de base (II 2.1.5.2), les sommets
du triangle de transitivité relatif & Ner(G,X) —> Ner(G,Y) —> Ner(G)
sont quasi-cartésiens, Comme de plus ils sont quasi-cohérents terme a terme

(1.2.2), on a, en vertu de ce qui précéde, un isomorphisme canonique (cf. (2.2.4))

(2.4.2.1) = £y

L lNer (6,X) /Ner (G,Y) /Ner (G) X/v/z

ott est un objet de pro—DbF[O’lj(Yzar) (cf. v 1.2.7) déterminé 2

Lx1v/z

isomorphisme unique prés, qu'on appelle vrai triangle d'Atiyvah de X/Y/S .

D'aprés (2.4.1.4), (2.4.1.5), on a donc

(2.4.2.2) RE

zX/Y/Z = R (t[LNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G)) >

et
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(2.4.2.3) = Ls#t L

Yx/v/z (Ix/v/s

si s : Y-—>X est une section de f . D'aprés (2.4.1.6), (2.4.1.7), le

vrai triangle d'Atiyah est relié au triangle de transitivité équivariant

G
Ly/v/s (2.2.4.2) par les formules
_ G. G
(2.4.2.4) Lyryrs = R €xfxly/y/g ,
G - Gt
(2.4,2.5) LX/Y/S £ Le ZX/Y/S

Le triangle associé a ¢ s'écrit, a isomorphisme canonique prés,

X/Y/S

X/Y

(2.4.2.6)

tily/s > 43/

On a donc, par définition,

(2.4.2.7) frlyere,x)/Ner(e) = s
(2.4.2.7)" b5 = R Cllyer (o0 /Ner(c) = Reufulys
(2.4.2.8) Iyer (6, %) /Ner (6, v) = £%/y ’
(2.4.2.8) Y9y = Rk nor(c,x) Ner(c,y) = Ronfalyyy -
et

(2.4.2.7)" by /g = Ls*t[Lx/s )

(2.4.2.8)" by iy = Ls*LX/Y )

quand f possdde une section s . Les faisceaux d'homologie de £X/S

essentiellement constants et quasi-cohérents. D'autre part, comme f est

sont

d'intersection compldte (2.4.1 a)), on a, d'aprés (III 3.2.6),
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parf.amp(L, ,,) € [-1,0] (notation de (SGA 6 I 4.7, 4.8)). Comme L = f*ﬁX/Y

X/Y X/Y

(2.4.2.8) et que f est couvrant pour fpqe (2.4.1 a)), il découle de (1.1.2.6)

qu'on a aussi

(2.4.2.9) parf.amp{4_, ) < [-1,0]

X/Y

Le complexe LX/Y s'appelle complexe de co-Lie de X sur Y . Sa formation est
compatible a tout changement de base, i.e. si f' : X' —>» Y' est le torseur
déduit de f par un changement de base g : Y' —> Y , on a, par Kunneth et

(II 2.1.5.2), un isomorphisme canonique

(2.4.2.10) Lgtly 1y > Aty

Le morphisme de degré 1 de (2.3.2.6) s'appelle classe d'Ativah du GY—torseur X

et se note

1
(2.4.2.11) at(X/¥/8) € Ext (,@X/Y,ttLY/S)

D'aprés (2.4.2.5), la classe de Kodaira-Spencer équivariante (2.2.4.4) se

déduit de la classe d'Atiyah par la formule
Gat.
(2.4.2.12) K (X/¥/8) = £7L e* at(X/Y/8)

Quand G est lisse, il en est de méme de f : X —> Y , et, utilisant (III 3.1.2),

on est déduit facilement que LX/Y s'identifie au faisceau wl des 1-formes

G,
Y
différentielles invariantes de GY tordu par X via l'action adjointe
GY .
(2.4.2.13) Ly ry X A wGY )

avec la notation habituelle des produits contractés ({67 III 1.6). De plus, le

triangle (2.3.2.6) fournit dans ce cas une suite exacte

1 1 1
(2.4.2.14) 0 ’Qy/s > Wy /g Wy /y

qui n'est autre que la suite obtenue par descente 2 Y & partir de la suite

exacte équivariante
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1 1
> Oy/s Oy —>0

0 —3> f%Q;/S

En d'autres termes, (2.4.2.14) est 1'analogue de la suite exacte introduite
par Atiyah dans [1] . Quand non seulement G , mais aussi Y est lisse sur S ,

le vrai triangle d'Atiyah de X/Y/S se réduit & la suite exacte (2.4.2.14).

Question 2.4.2.15. Existe-t-il une généralisation commune des invariants

at(X/Y/8) et atB/A(M) (Iv 2.3.6.2) ?

2,4.3., Soit j : YS—>Y' une S-extension de Y par un Module (quasi-cohérent) J.

Lemme 2.4.3.1. Soit £' : X' —> Y' une déformation équivariante (2.3.2) du

GY-torseur f: X—>Y au-dessus de Y' ., Alors f' est un GY,—torseur.

Preuve. La condition (2.4.1 (1)) est vérifiée d'aprés (1.2.4.1). D'autre part, f'
est fidélement plat et localement de présentation finie, donc couvrant pour

(fpqc) et l'on gagne,

Combinant (2.3.3) avec les sorites de (2.4.1 b)) et les définitions de

(2.4.2), on obtient donc le

Théoréme 2.4.4, (i) Il existe une obstruction

w(£,3) € Extz(g ,J)

X/Y

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une déformation

de X en un GY,—torseur X'

(ii) Quand w(f,j) = 0, l'ensemble des classes d'isomorphisme de telles

déformations est un torseur sous Extl(zx/Y,J), tandis que le groupe des

automorphismes d'une déformation donnée s'identifie 2 Exto(l I).

X/¥’

(1i1) 8i e(j) ¢ Extl(L S,J) désigne la classe de 1l'extension j

Y/
(111 1.2.3), on a
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w(f, i) = e(§latc(x/Y/8)

Remarques 2.4.4.1. a) Comme zx/ est d'amplitude parfaite finie (2.4.2.9),

Y
on a, d'aprés (SGA 6 1 7.7),

v

i i L
Ext’ (fy,ysd) = H (V00,083

X/Y’

avec la notation habituelle LY = RHom(L,@Y) pour L € ob D(Y).

b) Quand G est lisse, (2.4.4 (i) et (ii)) redonnent, compte tenu
de (2.4.2.13), un résultat connu, obtenu classiquement par un calcul élémentaire
de cocycles (voir Giraud ([6] VII 1.3) pour une traduction élégante de ce

calcul en langage de "gerbes").

2.4.5, Cas d'une famille de torseurs.,

a) Soit 8 un n-diagramme de schémas, et soit G wun objet en groupes
de Topo(squc) dont chaque sommet Ga (VI 7.2) est représentable par un
schéma plat et localement de présentation finie sur Sa .81 Y est un

n-diagramme de schémas au-dessus de §, on a un groupe induit GY , et l'on
o

définit un GY-torseur comme un GY—faisceau de Topo(Yquc) dont la restriction
a4 chaque sommet de Y est un torseur au sens ordinaire. Les résultats des
n°s (2.4,1) 2 (2.4.4) se transposent trivialement, mutatis mutandis, dans ce
cadre plus général. Nous laissons au lecteur le scin de les formuler.

b) Nous lui laissons également le soin de traiter la variante
Yschémas relatifs” des constructions et résultats précédents, avec Y —> §
un morphisme de topos annelés, G un schéma relatif en groupes sur S , plat
et localement de présentation finie (au sens de Mme Hakim [237]), X wun torseur
sur Y sous le groupe induit GY (i.e. un GYnschéma relatif sur Y tel que
ta condition (2.4.1 (i)) soit vérifiée et qu'il existe une famille couvrante

Ya de 1'objet final de Y telle que, pour chaque 4 , XiSpec P(YQ,Q) soit

un torseur sous GYlSpec T(YQ,G) au sens ordinaire).
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3. Déformations de schémas en groupes plats non commutatifs.

3.1. Complexe de co-Lie d'un schéma en groupes plat localement de présentation

finie.

Dans ce numéro, S désigne un schéma et G un schéma en groupes plat

et localement de présentation finie sur §

3.1.1. Définition de zG .

Notons £ : G—> S la projection, e : § —> G la section unité.

On pose
. = Le¥*
(3.1.1 1) LG Le LG/S 3
) v
(3.1.1.1) 2 = Riom(g.,6.)

Le complexe zG (resp. zé) s'appelle complexe de co-Lie (resp. Lie) de G .

D'aprés (2.4.2.8)", L n'est autre que le complexe de co-Lie de G considéré,

. . o
de la fagon naturelle, comme torseur sous G (ou, au choix, sous le groupe opposé G )

(3.1.1.2) B = Refylg s = Re*fgongS
D'aprés (2.4.2.9), on a

(3.1.1.3) parf.amp(,@G) c(~1,0] ,
d'ot, compte tenu de (SGA 6 I 7.1),

(3.1.1.3)' parf.amp(zé) c [0,1]

Le complexe de co-Lie (resp. Lie) dépend de fagon contravariante (resp. covariante)
de G . Sa formation commute & tout changement de base, i.e. si g : §' —> 8§
est un changement de base, et G' le groupe induit sur §', on a un isomorphisme

canonique

(3.1.1.4) Lg*,@G—:—> Lo (resp. 4, E— Lg*4)
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(appliquer (2.4.2.10), ob, directement, (II 2.1.5.2)). Le complexe de co-Lie
a été introduit pour la premidre fois, dans le cas § affine et G fini,
par Mazur-Roberts [13] . On leur doit notamment 1'énoncé ci-aprés, qui permet

le calcul de EG dans un grand nombre de cas

Proposition 3.1.1.5. Soit

1—2>¢—2>H—>K—>1

une suite exacte (pour fpqc) de schémas en groupes plats localement de

présentation finie sur S . Il existe un triangle distingué canonique

ot les fléches de degré O sont les fliches de fonctorialité du complexe de

co-Lie,

Preuve. Appliquer Le¥* au triangle de transitivité L et utiliser le

H/K/S

théor2me de changement de base relatif au carré cartésien

cC————>y

§Cm=t 5

Pour des exemples d'application de (3.1.1.5), nous renvoyons le lecteur
a {111, et surtout [9], [147, ok il trouvera une étude détaillée des complexes

de co-Lie des groupes de Barsotti-Tate tronqués,
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3.1.2, Définition de zG .

Notant G° 1le groupe opposé 3 G, faisons agir G x G° (l) sur G

par {g,h)x = gxh , d'od un complexe cotangent équivariant (2.2.2.1)

ex6°

Less

(o]
€ ob D(B(GXG )/G) s

qui, par oubli de 1'action de @ x G° s'identifie 2 Le¥L (2.2.3 a)).

G/s

Désignons par
(3.1.2.0) £ . B(G x GO)/G ~——> BG

la projection canonique (qui est une équivalence de topos {SGA 4 IV 5.8)),

et posons

o &4
fG LGXG

¢ = £ Lgjs € ob D(BG)

(3.1.2.1)

=

I1 découle de la fonctorialité du complexe cotangent équivariant par rapport

a la catégorie d'opérateurs (2.2.6) que, par oubli de l'action de G , gG
o o -
G
. X . " . . ' N
induit £, LG/S , i.e. Le LG (3.1.1.2). En particulier, on a, d'aprés

(3.1.1.3),

(3.1.2.2) parf.amp(&c) c (-1,0]

Le faisceau @é = HO(zG) n'est autre que le faisceau des l-formes différentielles

invariantes de G , muni de l'opération adjointe de G ; quand G est lisse,

l'augmentation 4 =———> wl

=G =G II

est un quasi-isomorphisme, Tout comme zG, 4

dépend de facon contravariante de G, et la formation de g commute & tout

changement de base §' ——> §

1 . . .
(") sauf mention du contraire, les produits sont pris sur §
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Voici maintenant deux interprétations de 4 dans le style des

constructions de (2.4.5).
a) Faisant agir G sur lui-méme par translations & gauche, on a

une projection canonique

(3.1.2.3) Ner{(G,£f) : Ner(G,G) > Ner(G)

Faisant agir G par multiplication 2 droite sur Ner(G,G) et trivialement
sur Ner(G), on peut considérer Ner(G,f) (qui est équivariant pour cette

action) comme définissant un torseur sous au sens de (2.4.5 a)).

(o]
CNer (G)

D'ol un complexe de co-Lie y € ob D<Ner(G)zar) . Je dis

ANer (G,6) /Ner (G

qu'on a un isomorphisme canonique

(3.1.2.4 Le# = ner(éG)

INer(6,Q) /Ner (6)
I1 suffit en effet d'observer qu’on a un isomorphisme canonique

o
GXG )

= ner(‘LG/S

Lol Ner (6%, Ner (6,6)) /Ner (G2, Ner (G))

et de revenir aux définitions ; les détails sont laissés au lecteur.

b) Un schéma relatif sur BG n'étant pas autre chose qu'un G-schéma,
G, considéré comme G-schéma par les translatioms & gauche, définit un schéma
relatif PG sur BG . Muni de l'action de G  définie par les translations a

droite, PG est un G;G-torseur au sens de (2.4.5 b)), et l'on dispose donc

d'un complexe de co-Lie G ¢ ob D(BG) . On vérifie facilement qu'on a un

zPG/B

isomorphisme canonique

(3.1.2.5) £

Lpcree T L6

Si Y est un schéma sur S et X un torseur sous G; , X correspond, par
la propriété universelle du classifiant (SGA 4 IV 5.9), 2 un morphisme de topos
x @ Y}?qc —> BG (tel que le torseur induit par PG via x s'identifie 2 X).
De la compatibilité du complexe de co-Lie au changement de base et de (3.1.2.5)

découle qu'on a un isomorphisme canonique
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(3.1.2.86) Lex*y = x¥j

X/Y =G

Si 1'on se rappelle qu'appliquer x% 2 un objet de BG consiste 2 1'induire sur
Y et le tordre par X , on voit que (3.1.2.6) est une généralisation naturelle

de (2.4.2.13).

3.1.3. (Calcul de LNer(G);"S

Notons e : S —> Ner(G) le morphisme canonique (inclusion du
somme t NerO(G) = 8). On a donc un morphisme de topos annelés noté encore

e B Top(Ner(G) ) . Rappelons (VI 5.3) que le foncteur e%* , image

quc

inverse pour les Modules , admet un adjoint 2 gauche exact e, -

Proposition 3.1.3.1. Il existe un triangle distingud canonique de D(Ner(G) )

fpqc

ner(z )

N

Mner(ey/s > &yefrer(g ),

ott_la flache oblique de droite est la fléche d'adjonction.

Preuve. Le triangle d'Atiyah (2.4.2.6) relatif a (3.1.2.3) s'écrit :

2Ner(G,G)/Ner(G)

m
L > 4 @
Ner(G)/s Ner(G,G)/S :
d'oll, par application de Le¥ , un triangle distingué
Le#
zNer(G,G)/Ner(G)
Le¥m
#
Le*lyer () /s Le®ner(c,6) /8

1 -
() Ona L € ob pt l’OJ(Ner(G)).

Ner(G)/S
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Il suffit de montrer que Le*m s'identifie a la fléche d'adjonction

e,e*ner(&c) ner(zG). Or on a un carré commutatif

¢yl iyer (g,0) /8’ L™ ner (6,6) /5
e e* (Letm) Le¥m
o (1o _>
ey e* (Le¥hyer (6,6 /Ner () Le¥hyer (6,6) /Ner (6) ’

ott les flaches horizontales sont les fléches d'adjonction. La fliache verticale
de gauche est un isomorphisme d'aprés la compatibilité du complexe de co-Lie au

changement de base et le fait que NerO(G) = § . D'autre part, d'aprés (3.1.2.4),

la fléche horizontale inférieure s'identifie & la fléche d'adjonction

e,e*ner(ic) —— ner(&c). Donc il suffit de prouver que la fléche horizontale
supérieure est un isomorphisme. Il suffit pour cela de prouver qu'elle devient un
isomorphisme aprés application de WNer(G,£)% (3.1.2.3) (puisque la vérification
se fait étage par étage et que Ner(G,f) est couvrant étage 3 étage). Or,

si e' : G —> Ner(G,G) désigne l'inclusion de l'étage d'indice O , on a

Ner (G, f)%e, = e',Ner(G,f)*, et comme Ner(G,f)¥Le%g Le

Nex(G,G)/S *LNer(G,G)/S

d'apréds (2.4.2,5), on est ramené A montrer que la fléche d'adjonction

ele"#Lg#L

1 ——> Le*L

Ner (G,G)/S Ner(G,G)/S

est un isomorphisme. Or Ner(G,G) s'identifie 3 8c(G (2.4.1 (1)), de

/s’
sorte que, revenant a la définition de e; , on voit qu'on est réduit a prouver

que, pour tout n € W, la fléche canonique

[ R=]

*
Prilass > Leys

=1 -

est un isomorphisme, pr; G ——> G désignant la i-iéme projection. Mais

cela découle de (II 2.3.10). La démonstration de (3.1.3.1) est donc achevée.
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Corollaire 3.1.3.2. Pour M € ob D+(BG), il existe un isomorphisme canonique

fonctoriel

L
= v
RHom(Le%LNer(G)!S,ner(M}) = RI(BG/S, £G @M [1] s

ot &Y = RHom(y ,6), et RI(BG/S,-) désigne la cohomologie relative (IIT 4.10.5)
=G

du_morphisme s’;pqc ——> BG défini par la section unité de G .

Preuve. Le triangle déduit de celui de (3.1.3.1) par application du foncteur

RHom(~,ner (M)) s'écrit

RHom{LeH*L, ,ner(M))

Ner(G)/S
. / \

RHom(ner (4 ),ner(M)) ——min RHom(e*ner(zc),e*ner(M)) s
=G =

olt la fléche horizontale est la restriction. D'apres (VI 8.4.2), celle-ci

s'identifie & la restriction
(%) RHom(gc,M) e RHom(e*g,G,eeeM)

~

oii e désigne cette fois le morphisme ~——=> BG defini par la section

Squc

unité de G (e¥* = oubli de l'action de @), Comme g est d'amplitude parfaite

finie (3.1.2.2), (¥%) se récrit, d'aprés (S8CA 6 T 7.7),

L L
RTY(BG, 4Y® M) > Rl‘(S,e*(z; ® M)
=G =

Le triangle (%) fournit donc, d'apr2s (III 4.10.3), un isomorphisme
RHom(Le* (M)) = R VLM) 1
om(Leg LNer(G)/S’ner = BG/S, ﬁG ® ny .,

dont nous laissons au lecteur le soin de préciser la fonctorialité en G et M .
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Remarque 3.1.3.3. On prouve de la m@me maniére que, plus généralement,
siu: F—>G est un morphisme de schémas en groupes plats localement de

présentation finie sur S , on a, pour M € ob D+(BF), un isomorphisme

L
. _ v,V
(i) RHom(Le*Lu*LNer(G)/S,ner(M) = RT(BF/S,(UA£G) ® M) (1)

(ot u désigne encore par abus le morphisme BF ——2> BG induit par u).
Utilisant le triangle de transitivité de Ner(F) — Ner(G) —> S , on

déduit de (3.1.3.2) et (i) un isomorphisme

L
(ii) RHom (Le*L ner(M)) = RI(BF/S, K@M [1] ,

Ner(F) /Ner(G)’

ot K est défini par le triangle distingué

Au*zv

o la fléche oblique de droite est la fldche de fonctorialité du complexe de Lie.

3.2. Déformations de schémas en groupes plats, localement de présentation finie.

Théoreme 3.2.1. Soient S —> T un morphisme de schémas, i : §<—>§'

une T-extension de S par un Module quasi-cohérent I , G un schéma en groupes

plat et localement de présentation finie sur S

(i) 11 existe une obstruction

L

\4

w(G,i) € 1 (Ba/s, 278 oD A

(1) Si L est un Module sur § (plus généralement un objet de pro—Db(S )
fpqc fpqc

on note encore L 1'objet induit sur BG par la projection canonique

BG —> 57

fpqc
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dont 1l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une déformation

de G en un schéma en groupes plat G' au-dessus de S'

(ii) uand w(G,i) = 0, 1'ensemble des classes d'isomorphisme de

L
déformations G' est un torseur sous HZ(BG/S, v ® e*I) et le groupe des
=G

L
automorphismes d'une déformation donnée s'identifie a Hl(BG/S, Y ® exT)

(iii) 1I1 existe une classe canonique, dépendant fonctoriellement

de G—>»S —>T,

) hH

c(6/8/T) € H2(Ba/s,sY é £ Le*L
’=G [ S/T

telle que 1l'on ait

w(G,i) = (phexe(i))c(G/S/T) s

, 1 , . , ~
{ : —> S
oli e(i) € Ext (LS/T,I) est la classe de 1'extension i et p : BG fpac

la projection canonique.

Preuve. Dfaprés (VI 9.3.1) et (1.2.4.1), il revient au méme de se donner une
déformation de G en un schéma en groupes plat G' au-dessus de §' ou
une déformation de Ner(G) ——> S au-dessus de S' (au sens de (1.2.4)).
Le théoréme résulte donc de {(III 2.1.7) appliqué au probléme de déformer

Ner(G) ——= S au-dessus de S', compte tenu de (1.1.2.3), (1.1.2.5) et (3.1.3.2).

3.2.2. Décomposition spectrale de 1'obstruction.

3.2.2.1. Dans la situation de (VI 8.4.2), soit M € ob D+(BX),et soit

M ——> F un quasi-isomorphisme oi F est borné inférieurement et a composantes
injectives sur X . Si, comme en (2.3.4.1), on note K le complexe simple
associé &2 [nl}b—> T'(Xn,nern(F)), on a, d'aprés (VI 8.4.2), un isomorphisme

canonique

RF(BX/XO,M) = FRK
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ot F'K désigne le sous-~complexe de K correspondant & n 2 i et
Xo —> BX est le morphisme canonique (pour lequel le foncteur image inverse
est 1'oubli de la X-structure). Il en résulte une suite spectrale

1d(x ,ner (M)) si p=21
P P

(%) E‘l’q = => H*(BX/X_,M)

0 si p=20

On vérifie facilement que les projections canoniques

Pl —> ... —> Flg/FR —— /R —> ... — FlR/FR —> 0

s'identifient dans la catégorie dérivée aux restrictions

Rr(Bx/xo,M) e A Rl“('r[l ]X,ner(M)) —> RT(T X,ner(M))

i (1,i-1]
ﬁ...—%r&“(xl,nerl(m)—%o s

s P L. ,0 .
ol T[l,i]X désigne la restriction de X a A[l,i] (VI 4.1). D'od une

interprétation géométrique de la filtration de 1'aboutissement de (%),

L
3.2.2.2. Appliquant ce qui précéde & X = Ner(G) et M = ,ev® exI , on
=G
obtient une suite spectrale
QP ,vE .
Hi(G", lG ® I) si p=z1
Pq vk 1
EjC = — H*(Bc/s,gc® ex1) ()

0 si p=o0
3 v @ , .
Le terme H (BG/S,,@G ® 1) a une filtration de longueur 2 ,

v

3 L
H(BG/S,&G®I) = F DF"D>F 20 ,

dfn

L L
1 Hq(Gp,,eé® 1) = Hq(Gp,(!,é ® 1)gp),0d - P = image inverse sur G

(
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dont le gradué associé est :

o _ - v - 2 .
F/F" = E " = E, CE H (G,JZG® 1) Ext (LG/S,IG) 5
2,3 21 21 21 21 11
F°/F = Em = E3 c E, = E7 /Im E

i

L L
Hl(Gz,zg ® I)/Im Hl(G,Eé ® I)

i

1,.2 1
< dak .
Ext (G ,dlLG/S,IGZ) /Im Ext (L IG) 5

G/S’

11

_ - = 30
F =E E E) /ImEZ

c (Ef°/1m Ef°)i1m (Ker(Eil — Efl)) =

vL

L
(H°<G3,z(‘;’§ 1)/im H°(GZ,zG® 1))/Im (Rer Hl(G,f,g® 1) > Hl(GZ,i’,g&J )

3 2 1
= (1°(6, (e, @ 1)3) /Im BO(G7, (r @ D) 2)) /Ker (e (1, 1)) Smxel (625 ey 1))

.

G/ G/

Utilisant ¢3.2.2.1) et la fonctorialité des obstructions, on peut interpréter

les images de w(G,i) (3.2.1 (1)) dans les Fl/F1+1 de la maniére suivante :

a) L'image de w(G,1) dans Eiz est 1'obstruction & déformer G comme

schéma au-dessus de §' (III 2.1.7).

b) Supposons que cette image soit nulle et choisissons une déformation

i1

G' de ¢ au-dessus de §' ., Alors l'image de (G,i) € FZ dans Eil/Im EJ

est l'obstruction & déformer la loi de composition de G en un S'-morphisme
d; : G'2 —> G' modulo 1'indétermination dans le choix de G' ((III 2.1.7),
(11T 2.2.4)).

c¢) Supposons que cette dernidre image soit nulle, de sorte qu'on a
w{G,i) € F3 , et choisissons un prolongement dl : G'2 —3 ' de la loi de

composition de G . Alors l'image de ®w{G,i) dans

1
) g, = H°(zé) est 1'Algebre de Lie de G .
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(Ego/lm Eio)/lm (Ker(Ei1 — Eil) est (au signe prés) le cocycle de Hochschild
d'associativité de dl modulo 1'arbitraire dans le choix de dl et dans le

choix d'un G' auquel la loi de composition se prolonge.

Les détails de la vérification précédente sont laissés au lecteur.

Quand G est lisse, on retrouve la discussion de (S8GA 3 IIT 3).

3.3. Déformations de morphismes de schémas en groupes.

Dans ce numéro, on fixe un morphisme de schémas & —3> T et une

T-extension i : 8§ —3> 8' de S par un Module quasi-cohérent I

Théoréme 3.3.1. Soient F' (resp. G') un schéma en groupes plat, localement
de présentation finie sur S', F (resp. G) le schéma en groupes induit sur § ,

u : F~—>G un morphisme de schémas en groupes.

(i) Il existe une obstruction, fonctorielle en (u,F',G'),

L
w(u,F',6') € H2(BF/S, u*g¥ @ e*1) , &)
=G

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'un prolongement

de u en un morphisme de schémas en groupes u' : F' —> G’

(ii) Quand w(u,F',G') = 0, 1l'ensemble des prolongements u

L
un_torseur sous Hl(BF/S, gV @ exl)
=G

Preuve. Il revient au méme de prolonger u en un morphisme de schémas en groupes
u' ¢ F' —3> G' ou de prolonger Ner(u) : Ner(F) —> Ner(G) en un morphisme

de schémas simpliciaux WNer(F') —> Ner(G'). Compte tenu de (1.2.2), ce dernier
probléme est justiciable de (III 2.2.4). On obtient donc une obstruction

w € Extl(Ner(u)*LNer(G)/S,I) , et, quand w = O, l'ensemble des solutions est

un torseur sous Ext°(Ner(u) *LNer(G)/S’I)' Compte tenu de (1.1.2.3) le

théoréme résulte alors de (3.1.3.3 (i)).

(l) u désigne encore par abus le morphisme BF — BG induit par u , et,
pour L € ob D(S ), on note encore L 1'objet induit sur BF par la projection

canonique, fpqc
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i = = T . .
Remarques 3.3.1,1. a) Si F=G et u Id, , 1'obstruction (3.3.1 (i))
n'est autre que la différence (au signe prés) des classes des déformations

F' et G' au sens de (3.2.1 (ii)).

b) Comme en (3.2.2.2), on a une suite spectrale

L
Hq(Fp,(Lu*i,g ®I) ) si p=1
p
F
pq . == WH(BF/S, u¥g) @ e¥1)
P = 2

0 si p=0O

L
Le terme HZ(BF/S,U*,@V ® e I) posséde une filtration de longueur 1 ,
=G
2 1 2

H =F DF D0, avec
1,2 11 11 11 1 L
= = = 3
F /F E_ E,” CE) Ext (F,Lu Log ® ),
2 20 20 20 1o 0,.2 , v o L
= = = 3 .
F E By CE] /Im E] Ext (F ,(JLG & 1) 2)/Im Ext (F,Lu Le/s ®-I).

F
On laisse au lecteur le soin de vérifier les points suivants : 1l'image de
w(u,F',G') dans Eil est l'obstruction & prolonger u en un morphisme de
schémas u' : F' ~—> G' (III 2.2.4) ; quand cette image est nulle, on a
w(u,F',G" € F2 , et 1'image de ®(u,F',G') dans Efo/lm Eio est le défaut
de multiplicativité d'un morphisme de schémas u' prolongeant u modulo
l'arbitraire dans le choix de u' . Quand G est lisse, on retrouve la
discussion de (SGA 3 III 2), ol figurent d'ailleurs divers compléments
intéressants, notamment le fait que le groupe de cohomologie de Hochschild
Hl(F,EG ® I) (l) (qui est de fagon naturelle un quotient de Hl(BF/S,u*éé % 1))

classifie les prolongements u' de u (en un morphisme de schémas en groupes)

modulo conjugaison par un automorphisme intérieur de G' induisant l'identité sur
jJug p p

dfn
(l) = Hl([n] > T(Fn,(tG ® 1) Fn)), ol t, est l'Algebre de Lie de G

G

sur laquelle F agit via u et l'opération adjointe de G .
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Théoréme 3.3.2. Soient ¥ {resp. G') un schéma en groupes plat localement

de présentation finie sur S (resp. 8'), G le groupe induit par G' sur § ,

u : F——>G un morphisme de schémas en groupes, K 1l'objet de D(BF)

défini par le triangle distingué

N
()

K —— Y
=F

ot la fleche oblique de droite est celle de fonctorialité.

(i) 11 existe une obstruction

3 L
wlu,G') € H(BF/S, K ® &*I)

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'un couple

(F',u') ot F' est une déformation de F en un schéma en groupes plat sur

S§' et u' : F' —>G' un morphisme de schémas en groupes prolongeant u .

(i1) and w(u,G') = 0, l'ensemble des classes d'isomorphisme de

L
solutions (F',u') est un torseur sous HZ(BF/S, K® e*I), et le groupe

L
des automorphismes d'une solution donnée s'identifie 2 Hl(BF/S, K ® exl).

Preuve. Il revient au mé&me de se domner un couple (F',u') comme en (i) ou
de déformer Ner(F} —> Ner(G) au-dessus de Ner(G') au sens de (1.2.4).
On peut donc appliquer (III 2.1.7), et, combinant avec (1.1.2.3), (3.1.3.3 (ii)),

on obtient le théoréme.

Remarques 3.3.2.1. a) Prenant pour G' le groupe unité sur S', on retrouve
(3.2.1 (i) et (i1)). On peut d'autre part, grice a (ITI 2.1.7 (1ii)), exprimer
w(u,G") comme cup-produit de e(i) avec une classe fondamentale ne dépendant
que de  (u,6',8 —>T) (mais la formule n'a pas 1'air simple).

b) Soient G', G" des déformations de € en un schéma en groupes

plat sur §', d'ot, d'apres (3.2.1 (ii)), un élément
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cl(G") - cl(6") € HZ(BG/S,ég'; e*I). On peut montrer que @(u,G') - w(u,G") se
déduit de u*(cl(6') - cl(¢")) ¢ HZ(BF/S,u*ﬁ(\:é e*1) par la flache
HZ(BF/S,u*ﬁé é e*P—> H3(BF/S,K é g*I) définie par la fléche de degré 1

du triangle (%),

¢) S8i u est une immersion fermée, il en est de méme de u' pour

toute solution (F',u') comme en (i), L'énoncé (3.3.2) s'applique donc aux

problémes de déformations de sous-groupes fermés.

d) On laisse au lecteur le soin d'étudier, comme en (3.2.2), la
décomposition spectrale de (u,G'), et de comparer avec la discussion de

(SGA 3 TIII 4).

Théoréme 3.3.3. Soient F' (resp. G) un schémaen groupes plat localement de

présentation finie sur 8' (resp. 8), F le groupe induit par F' sur § ,

u : F—>> G un morphisme de schémas en groupes.

(i) Il existe une obstruction

v

L
w,F") € H3(BG/BF, L ® e*I)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'un couple

(G',u') o @' est une déformation de G en un schéma en groupes plat

sur 8' et u' : F' —3> ¢' un morphisme de schémas en groupes prolongeant u .

(ii) Quand (u,F') = 0 , l'ensemble des solutions (G',u') est

L
un torseur sous HZ(BG/BF,£J<8 e*I) et le groupe des automorphismes d'une

solution donnée s'identifie 3 Hl(BG/BF,LZ é €*1)

Preuve. La donnée d'un couple {G',u') comme en (i) équivaut 2 celle d'une
déformation de Ner(G) en un schéma simplicial plat ¥' sur §' et d'un
prolongement de Ner(u) en un morphisme de schémas simpliciaux Ner(F') —> Y'.
On peut donc appliquer (III 2.3.2), d'od le théoréme découle grace 2

(1.1.2.3) et (3.1.3.2) (ou plus exactement de la variante suivante de (3.1.3.2)
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RHom(Ner (G)/Ner(F) ; L ner(M)) = RT'(BG/BF,4Y é M [1])
=G

Ner (G)/S’

Les détails sont laissés au lecteur

Remarques 3.3.3.1. a) Si u est un épimorphisme (pour fpqe), il en est
de méme de u' pour toute solution (G',u'). L'énoncé (3.3.3) s'applique donc
aux problémes de déformations de groupes quotients. Il s'applique aussi,
d'apreés (3.3.2.1 a)) aux problémes de prolongements de plongements (& ce
titre, la variante commutative de (3.3.3) que nous verrons plus bas est plus
intéressante).

b) D'aprés (III 2.3.4) , w(u,F') peut s'écrire comme cup-produit

de e(i) par une classe fondamentale dépendant fonctoriellement de

(u,F', $ —=>T). D'oll la fonctorialité de w(u,F') par rapport aux données.

4, Déformations de schémas en modules.

4.1. Complexes de Lie et de co-Lie d'un schéma en modules.

Proposftion 4.1.1. Soient 8§ un schéma, G un schéma en groupes commutatifs,

plat et localement de présentation finie sur S . Notons p : BG—> 8§

fpqe

la projection canonique, Il existe un isomorphisme canonique, fonctoriel de D(BG)

= 3 o3
ﬁG p¥L ¢ IG

(les notations &tant celles de (3.1.1.1) et (3.1.2.1)).

La preuve s'appuiera sur les deux lemmes ci-aprés

Lemme 4.1.1.1. Soient T wun topos, ©& un Anneaude T, F—>G un

morphisme d'objets en monofdes de T , Y un G-objet de T , X le F-objet

déduit par restriction, d'oll un carré commutatif
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B
F/X BG/Y

BF BG s

ou les fléches verticales sont les morphismes de localisation. Alors, pour

M ¢ ob pT(BG ), la fléche de changement de base

/Y

u#Rg, M ———> RE, viM

est un isomorphisme,.

Preuve. Il suffit de montrer que la flache qui s'en déduit apres oubli de
l'action de F est un isomorphisme, autrement dit on peut supposer que F
est le monofde unité. L'assertion résulte alors du fait que les Modules

injectifs de BG,, sont injectifs en tant que Modules sur Y (VI 8.2.7).

Y

Lemme 4.1.1.2. Soient T wun topos, ®& un Anneaude T , G un Groupe

commutatif de T , d'ol un carré commutatif

B(G x G) —34—> BC
() P £

f
BG —M—> T s

ot p (resp. q) est induit par Pr; : G x G—>G (resp. l'addition

G X G—>G) et f est la projection canonique. Alors, pour M € ob pt(8G),

la fléche de changement de base

E¥REM ——> Rp, g*M

est un isomorphisme.
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Preuve. 11 suffit de montrer que la fléche qui s'en déduit par oubli de l'action

de G est un isomorphisme. Or le carré commutatif

BG ——f—— = (G x G)

(s63t) £ P

-~

ot e (resp. g) est donné par la section nulle de G (resp. G —> G X G,
x > (x,0)), s'identifie au carré 2-cartésien défini par p et le morphisme
de localisation T — BG . —» BG (SGA 4 IV 5.8), et par suite, pour tout

L ¢ ob pT(B(G x G)), la flache de changement de base
e¥Rp, L —3> Rf, g¥L

est un isomorphisme. Le lemme en découle, vu que le composé de (#) et (%)

est le carré

BG 1d > BG

Id

Preuve de 4.1.1. (d'aprés P. Deligne). Comme G est commutatif, G ,
considéré comme (G X Go)—schéma, se déduit de G , considéré comme Go—schéma,
par restriction via la multiplication G X G2 —> G . On a donc un diagramme

commutatif
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[ v (o]
13((;><G)/G > BG/G
h g
u
B(G x ¢7) >  Be®
12 2
p
BG > squc s

olt le carré supérieur est du type (4.1.1.1) (avec u donné par la
multiplication G X G — G, et le carré inférieur du type (4.1.1.2).
o

Le composé pg (resp. plh) est le morphisme noté £ dans (3.1.1.2)

(resp. (3.1.2.1)). On a par suite des isomorphismes canoniques fonctoriels

~ Rp, &M 16 X O (3.1.2.1)
2 Pla G/s, el
GO
£ 3
Rpl*Rh*v LG/S (2.2.6.1)
GO
= p*Rp,Rg,L ((4.1.1.1) et (4.1.1.2))
G/S
[ [
6.6
= 3*
P*Ey Lgss
= p¥Le* 4, ((3.1.1.2) et (2.4.2.5)),

ce qui démontre la proposition.

Scholie 4.1.1.3. L'énoncé (4.1.1) généralise le fait que 1'opération adjointe

1
de G sur wG/S

(3.1.2.6), on en déduit que, sous les hypothéses de (4.1.1), si Y est un

est triviale quand G est commutatif. Tenant compte de

schéma sur 8 et X un GY~torseur, on a un isomorphisme canonique

zX/Y = Lg*ig s

ot g : Y—>8 est la projection.
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4.1.2. Soient, comme en (2.4.5 al)), S un n-diagramme de schémas et G

un objet en groupes de Topo(squc) dont chaque sommet est représentable par

un schéma plat et localement de présentation finie (nous dirons en abrégé que G
est un schéma en groupes plat localement de présentation finie sur S) . On
dispose du complexe de co-Lie, Le € ob D[—I’O](Szar), dont la connaissance

permet de récupérer le complexe cotangent LG/S grace a 1'isomorphisme canonique

(2.4.2.8)

= 36
(4.1.2.1) Le/s £ bg ,

o £ : G—>8S est la projection. Nous poserons

(4.1.2.2) = L exf, s

2
de sorte que (4.1.2.1) fournit un isomorphisme canonique

' 3 = 13
(4.1.2.1) L€ LG/S f%gG

Nous poserons d'autre part (cf, (VI 7.3))

(4.1.2.3) 2!

_ ! [0,1] o
4; = Riom (LG,G) € ob D (Top (Squc))

t
Sur chaque sommet Ga de G, &é induit le complexe de Lie de Ga

Comme &G est d'amplitude parfaite finie sur chaque sommet, il découle de

(sGaA 6 I 7.7) qu'on a, pour M £ ob D+(Topo(8quc)), un isomorphisme

canonique fonctoriel

L
(4.1.2.4) Rl_{g_rg_!(,e M) = 4. @M (M.

(") Pour L € ob D—(Top(Squc)), on définit une fléche fonctorielle

1 t
() RHom' (L,M) <— RHom' (L,&) & M
par dérivation de la fléche canonique évidente

! !

Hom' (L,M) <— Hom (L,6) ® M

(résoudre 1 par un complexe le Modules plats et M par un complexe de Modules
injectifs sur chaque sommet). La fléche (%) est un isomorphisme dés que L est

d'amplitude parfaite finie sur chaque sommet : cela résulte de (SGA 6 I 7.7) et
de la compatibilité de RHom' & la restriction aux sommets.
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Proposition 4.1.3. Soient S un n-diapgramme de schémas, G un schéma en groupes

commutatifs plat localement de présentation finie sur 8§ {(au sens de (4.1.2)},

Notons S <1> le (n+l)-diagramme défini par 1'objet simplicial trivial de

valeur S , et X > X1> le foncteur Ner (9.3.2.1) de la catégorie des groupes

abéliens (resp. Modules) de Top® (S ) dans celle des groupes abéliens

fpqc
o . , o
(resp. Modules) de Top (S<1> quc) . On a un isomorphisme de D(Top (S<1>quc))
!33 = gh <
foas L) <1> .

Preuve, Induisant le triangle (3.1,3.1) sur S <1> par la section nulle
S <> = G <I1> = Ner(G), et tenant compte de {4.1.1) (1), on obtient

un triangle distingué

SN

Lo a> > el ’

ot 1la fléche oblique de droite est la fléche d'adjonction relative a

e : §b—> 5 > , le sommet supérieur du triangle désignant 1'objet constant

de D(Top(s <1>fch
!

foncteur RHom (-,6), (%) fournit, grace 2 (VI 7.5), un triangle distingué

. cation d
)) défini par 4 € ob D(Top(Squc)). Par application du

-

éG <1>
€
! !
—————,
J&3 e,ézg s

ol la fldche horizontale est la fli&che d'adjonction. Or, pour tout Module

M de Topo(Squc), e M s'identifie au cone de M (noté y M dans (I 3.2.1.4)),

L (3.1.3.1) et (4.1.1) s'étendent trivialement, mutatis mutandis, au cas ot
la base S est un n-diagramme.
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et la fléche d'adjonction M —> e.M s'insére dans la suite exacte canonique
(1 3.2.1.5)
0 —>M—>¢eM—>MA>—2>0
La proposition en découle aussitdt, compte tenu de 1'unicité a isomorphisme

prés du troisiéme sommet d'un triangle distingué construit sur une base donnée.

Corollaire 4.1.3.1. Soient S wun schéma, G un schéma en groupes commutatifs,

plat et localement de présentation finie sur S . Notons C.(5(1)) le diagramme

constant de type C.(S;) de valeur § (VI 11.2.2, 11.2.3), et C.(-1))

le foncteur (VI 11.3.3.17) de la catégorie des faisceaux abéliens

(resp. ®©-Modules) sur Squc dans celle des faisceaux abéliens (resp. ©-Modules)

de TopO(C.(S(l))quc) (en particulier, ¢.(G(1)) est un schéma en groupes

commutatifs, plat et localement de présentation finie sur C.(S(1)) au sens

de (4.1.2)). On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel de D(TopO(C.(S(l))quc)):

! v
4¢ (c(1)) c. (g(1)) )

1
Preuve. Tout revient a prouver que &é (a(1)) est dans l'image essentielle
de D_(Squc) par le foncteur C.(-(1)) (VI 11.3.3.17). En effet, s'il en

est ainsi, on a un isomorphisme canonique fonctoriel donné par la fléche

d'adjonction (VI 11.2.3, 11.3.3.13)

; ~—= ¢ (L(1)
Lc.(c(1)) : g
N _ 2,1 red . . ' e .
oi L= A (&C (G(l))) (-1), et il en résulte que L s'identifie (canoniquement
!
et fonctoriellement) & &g (la formation de 4 commutant 3 la restriction aux

!
sommets). Pour prouver que &é (G(1)) appartient 2 1'image essentielle de
i !
C.(-1)), on doit vérifier, d'apres (VI 11.3.3.15), que les Hl((&é.(c(l)))red(—l))

sont essentiellement constants, ce qui signifie que

(i) pour toute fledche wu : [m] —> [n] de A% , la fléche correspon-
p
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H H
! . . . .
dante éCm(G(l)) ——ly 1] &CH(G(I)) est un isomorphisme ;

.. . i f red, n
(ii) pour tout n € N et tout i € Z, I{((QG <h>) (21 —li))

(VI 9.1.7) est essentiellement constant.

Or le point (i) découle du fait que le carré défini par u

—_—> C
Cm(G(l)) c, c(1)

¢ (8(1) ~—————> ¢ _(s(1))
m n

est cartésien (conséquence de (VI 9.3.3.3) et de la définition de C.(-)
(VI 11.1.2.3)) et de la compatibilité du complexe de co-Lie au changement de
base. On déduit d'autre part de (4.1.3), par récurrence sur n , un isomorphisme

de D(Top®(s <m>))
! ~ v
L o> T (&G) <>,

d'otr (ii), ce qui ach@ve la démonstration de (4.1.3.1).

4.1.4, Soient S un schéma, A un schéma en anneaux (associatifs et unitaires)

au-dessus de S , G un schéma en A-modules plat et localement de présentation
finie sur S (i.e. un A-Module de S;sqc représentable par un schéma plat et

localement de présentation finie sur §) & . Rappelons (VI 11.5.2, 11.5.3)
qu'est associé & ¢ un faisceau abélien C.(G{(1)) de BA, d'od un faisceau
abélien ner®(C.(6(1))) = Ner(c.(A(1)X), ¢.(6(1))) de Top®(Ner(c.(A(1)®) ,

c.(s(1)

fpqc i.e,, dans la terminologie de (4.1.2), un schéma en groupes

(1) Pour les applications de notre théorie aux questions de classification de groupes
de Barsotti-Tate [9), on a seulement besoin du cas ol A est le schéma en Anneaux cons-
tant défini par Zou Z /nZ . Mais d'autres cas pourraient &tre intéressants, par exem-
ple A=2Z [T]S , o ' est un monoide discret, A = ES , le schéma de Witt universel
sur S [16].
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commutatifs, plat ét localement de présentation finie sur Ner(C.(A(l)X),C.(S(l)}).

On dispose par suite de

! [o0,1] ) X
&Ner(C.(A(l)x),C.(G(l))) € ob D (Top (Ner(cC.(A(1)), C'(l))quc)) .

Proposition 4.1.4.1. Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

! _ o % 1
Iyer(c. (a(1)%),c.(a(1)) = et (€(Le N ()

L
od A&E est un objet de DEO’IJ(A G%ZG”’ unique & isomorphisme unique prés,

dépendant fonctoriellement du couple (A,G), et dont 1'obijet de Dio’lj(squc)

déduit par restriction des scalaires s'identifie canoniquement & é&?.

Preuve. Comme par construction Decl(Ner(C.(A(l)x), C.(6(1)))) est cartésien
au-dessus de Decl(Ner(C.(A(l)x), €.(8(1))) (VI 8.1.6), la compatibilité de

! ; . !
4" an changement de base implique que Decl(&Ner(C.(A(l)x), C.(G(l)))) est

quasi-cartésien (i.e. a ses faisceaux d'homologie cartésiens) au-dessus de

DeclNer(C.(A(l)x), C.(8(1))). D'aprés (VI 8.4.2.1), cela entraine que

1
&ﬁer(c @, c (a(1))) est dans l'image essentielle du foncteur
. , C.

ner® : DP(BA) ——> Db(Topo(Ner(C(A(l)x),C.(S(l)))quc)), i.e. qu'il existe

un objet I, de Db(BA}, unique & isomorphisme unique prés, tel que

= ner®(1)

'
() Lyer (c. (A(1)%), €. (G(1)))

L'objet de Db(Topo(C.(S(l))quc)) déduit de I, par oubli de 1l'action de

C,(A(l)x) s'identifie 2a &é.(G(l))

essentielle de D[O’I](Squc) par le foncteur C.(-(1)). Il en résulte,

, qui, d'aprés (4.1.3.1), est dans 1'image

d'aprés (VI 11.5.2.4), qu'on a un isomorphisme canonique

(3%) L = c.{ &5(1)) ,

(1) Dans le membre de droite, C.(-~(1)) désigne le foncteur (VI 11.5.2.1).
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L
ol Aﬁ(\;/ est un objet de D[O’lj(A ® z(9) déterminé 2 isomorphisme unique pres,
et dont 1'objet de D[O’lj(squc) déduit par restriction des scalaires
s'identifie canoniquement 2 L ¢ *Lé = &Gv . La propositon découle donc de la

L
conjonction de (%) et (¥¥) (la dépendance fonctorielle de A&(\;/ € ob D[O’lj(A ®yz 6)

et de (%), (#%) par rapport au couple (A,G) est immédiate),

Remarques 4.1,5 a) Si A' —> A est un morphisme de schémas en anneaux sur § ,
L
la fléche canonique de D(A' ®Z ®)

v

ak

v

Tk

est un isomorphisme (en effet, la compatiblité de 4 au changement de base
! !

tmplidue que  dyer(c.(a'(1)™), €.(6(1)) T er(c. (A1), c.(e(1)) °5t

un isomorphisme). Aussi nous permettrohs-nous parfois d'omettre A de la
notation v
adg

b) Pour M € ob D-(Squc)’ on a, d'aprés (VI 11.5.2.5), un isomorphisme

canonique fonctoriel

(4.1.5.1) &Ner(c M, c.c. (1)) ®M = ner®(c. (2 ® M(1)))
oll, dans le membre de gauche, M désigne encore 1'objet de D(Top® (Ner(cC.(A(1)%),
C.(S(l)))quc)) induit par la projection Ner(...,) —> §

c) Soit

(%) 0 —>E —>F —>¢—>0

une suite exacte de schémas en A-Modules plats et localement de présentation

1
finie sur S . On a alors un triangle distingué canonique de p(nzZ St (a) ®, 6 )

(1) Les sommets et les fl2ches de degré O de (4.1.5.2) appartiennent 2

0,1
Dr' ](A 8y 6) (— D[O 1](NZSt(A) 8, ©) (VI 11.4.1.8)). De plus, le triangle
de D(6) dédult par restriction des scalalres s'identifie & (3.1.1.5),
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(4.1.5.2)

v v
aE T Ay ’

oli les fléches de degré O sont les fléches de fonctorialité. En effet, la suite
(%) fournit, par application du foncteur Ner(C(A(1)%),c.(~(1))), une suite
exacte de schémas en groupes commutatifs, plats et localement de présentation
finie sur Ner(C.(AC1)™), ¢.(8(1))). Utilisant la variante (4.1.2) de (3.1.1.5),
on obtient un triangle distingué de D(BA), qui, par application du foncteur

N (82 (9D 1 pBM) —> 02 *H) 8,0) (VI 11.3.5, 11.5.1.3")

donne le triangle (5.1.5.2).
d) On définit

- v [-1,0]., &
(4.1.5.3) adc = Rom(,g., ® € ob D (A@,6

-, L L
ot Riom : D (A 8y ©)° x 0 (6) —> pT(a ®, 6) est le foncteur défini en
(VI 10.3.22) relatif & la fléche canonique & —> A éz@) . Utilisant que l'objet
. v R . ) .
de D(Squc) déduit de 4. par restriction des scalaires est d'amplitude

parfaite < [0,1], on prouve sans peine qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

v
(4.1.5.4) e = R__chn(A_,gG , 6) s
.. s . v . A P
ce qui justifie la notation AI‘S . Bien entendu, 1'objet de D(Squc) déduit

de adg par restriction des scalaires s'identifie au complexe de co-Lie Lo -

L
e) (Erratum 2 ([11]). Dans ([11] § 5, passim), lire A ®, 65 au

lieu de A 8, @s (ou supposer TorlZ (A,8) =0 ...).
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Proposition 4.1.6. Soit u : F—> G un morphisme de schémas en A-Modules,

plats et localement de présentation finie sur § . Soient

L
clu) = (0 —=>TF —ue G —>0) le cone de u, K Ll'objet de D(A ®z®) défini

v
\'
_—
K Ly

olt 1a fléche oblique de droite est celle de fonctorialité., Posons pour abréger

par le triangle distingué

Ner(C.(A(1)%),c.(-1))) = N(A,-), et notons p : N(A,F) —> N(4,8),

b
q : N(A,G) —> N(A,S) les projections canoniques. Alors, pour M € ob D (Squc)»

il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels

L
v

i 3 3 = 3

(i)  RHom(u¥Lg¥*L ),p*M) RHcmA(F,&G®®M)

N(A,G)/N(A,S

(ii) RHom(Le¥*L ,PEM) = RHomA(F,K Q]§®M) (2).

N(A,F)/N(A,G)

(iii) RHom(Top(N(A,G))/Top(N(A,F));L e*L q*M)

N(A,G)/N(A,S)’

L
- v
= RHomA(C(u),&G ®® M)

1

(") Dans le membre de gauche, on a écrit u au lieu de N(A,u) pour abréger, et
M désigne l'objet de ?(TOp(N(A,S)quC)) induit par M par la projection canonique.
Pour la définition du ® dans le membre de droite, voir (VI 10.3.21, 11.5.2.5).

2 R < .
(") 1La définition de K n'étant pas fonctorielle, on a ici seulement une
fonctorialité en M pour u (et K) fixés. Observer d'autre part que, si u est

fideélement plat, de noyau E , on peut prendre K = &; d'aprés (4.1.5 ¢)).
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Preuve. Nous nous bornerons & établir (i), laissant (ii) et (iii), qui sont
. 1 . . .
analogues, en exercice au lecteur (). L'isomorphisme (i) résulte des

isomorphismes canoniques fonctoriels suivants

RHom (u*Le*L ),p*M)

N(A,G) /N(A,S

RT(Top® (N(A,G)) , RHom' (u¥Le¥L

N(A,G)/N(a,g) PHD) (VI 7.4)

- o ! '
= RT(Top (N(A,G)),RHom (p*&N(A’G),p*M)) (4.1.2.1)
_ o !

= RI(Top (N(A,G)),p*RHom (gN(A,G),M)) (vi 7.2)
=~ RT(Top®(N(4,6)),p* (g, 5 ) (4.1.2.4)
= Top (N(A,G)),p &N(A,G) ® M)) 1.2,

L
Rr(T0p°(N(A,G)),p*ner°(c.(gé 8 M(1)))  (4.1.5.1)

L
v
RHom, (G, 47, 8y M) (V1 11.5.3.9)

4.2. Déformations de schémas en modules.

4.2.0. Les résultats de ce numéro paraphrasent, dans le cas des schémas en
modules, ceux des n°s (3.2) et (3.3). On fixe un morphisme de schémas

f:8—>T et une T-extension i de § par un Module quasi-cohérent I

8;1->S’
f\]
£!
T

On note e(i) € Extl(L I) 1la classe de i . On fixe d'autre part un schéma

s/T’

en anneaux A sur T , qu'on suppose, en tant que schéma sur T , tor-indépendant

de 5 et S' (SGA 6 III 1.5). Si X est un schéma sur T , on notera Ay >

parfois simplement A, le schéma en anneaux induit par A sur X . Enfin,

(1) Pour (iii), utiliser (VI 11.5.3.10).
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on utilisera la notation abrégée N(A,-) de (4.1.6).

Théoréme 4.2.1. Soit G un schéma en A-Modules au-dessus de S , plat et

localement de présentation finie.

(i) Il existe une obstruction

L
®

6 c€*1)

. 2 v
w{G,i) ¢ ExtA(G,gG

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une déformation

de G en un schéma en A-modules G' plat au-dessus de §'

(i1) uand @(G,i) = 0, l'ensemble des classes d'isomorphie de telles

. L
déformations G' est un torseur sous Exti(G,gé 8b e#I), et le groupe des

L
automorphismes d'une déformation donnée s'identifie 2 Eth(G,&é @b e¥1).

(iii) Il existe un classe canonique, dépendant fonctoriellement de

(A, G —> 8 —> 17,

1 v L %
c(a,G/8/T) € ExtA(G, Lo B t[L ¢ LS/T) ,
telle qu'on ait
w(G,i) = e(idc(A,G/S/T) .

Preuve, Compte tenu de (VI 11.2.5.2) et (1.2.4.1), il revient au méme de
déformer G en un schéma en A-modules G' plat au-dessus de 8' ou de
déformer N(A,G) —3> N(A,S) au-dessus de N(A,S') au sens de (1.2.4)
(1'hypothése de tor-indépendance de (4.2.0) implique que N(A,S') est une
déformation de N(A,8)). On peut donc appliquer (III 2.1.7), et le théordme

découle de (1.1.2.3), (4.1.6 (i)).

Remarques 4.2.2 a) La formule de (iii) montre en particulier que 1'image
L

de (G,1) dans Extlz (G,&é ®(9 e#*I) par la flache de restriction est

l'obstruction 2 déformer G comme schéma en groupes commutatifs plat

au-dessus de S'
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b) Pour M € ob D+(Squc,2 ), on a une fléche canonique fonctorielle

(4.2.2.1) RHom,, (6,M) ——> R (BG/S,M)[1] ,

oti, & droite, M désigne encore l'objet induit par M par la projection

canonique BG =3 Squc . Cette fléche s'obtient en appliquant RHom(-,M)

redr 17— 5 ¢ (1), et en identifiant

a2 la flache canomique NZ (G <1> )
RI(BG/S,M) a RHom(Z (Ner(G))/Z ,M) (VI 8.4.2.2). Notant que G <I> = Ner(G)
est un sous-diagramme de N(A,G), et utilisant la fonctorialité des obstructions,
L
v
Lo &
d'aprés (4.1.1)) par la fléche composée de la restriction et de (4.2.2.1) est

L

v

on trouve que 1'image de (G,i) dans H3(BG/S, er1) (= H3(BG/S,g,G ® e¥1)
1'obstruction & déformer € comme schéma en groupes (non nécessairement
commutatifs) plat au-dessus de §' (3.2.1). Il serait intéressant de faire
intervenir la structure A-linéaire de G dans une discussion par morceaux

analogue a (3.2.2).

Théoréme 4.2.3. Soient F' (resp.G') un schéma en A-modules au-dessus de S',

plat et localement de présentation finie, F (resp. G) le schéma en A-modules

induit sur § , u : F —>> G un morphisme de schémas en A-modules.

(i) 1l existe une obstruction, fonctorielle en (u,F',G'),

L
w(u,7',G") EExti(F,_&é@@ e*1)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'un morphisme

de schémas en A-modules u' : F' -——> G' prolongeant u

(ii) Quand w(u,F',G') = 0, 1l'ensemble des prolongements u' est

L
un torseur sous Eth(F,gé @b exI).

Preuve. D'aprés (VI 11.2.5.2), il revient au méme de prolonger u en un
morphisme de schémas en A-modules u' : F' —3> G' ou de prolonger
N(A,u) : N(A,F) — N(A,G) en un morphisme N(A,F') —= N(A,G'). Compte

tenu de (4.1.6 (i)) et (1.1.2.3), le théoréme découle donc de (III 2.2.4).

1

(") définie par la fléche canonique Z (G) —= G (cf. (VI 9.1.5, 9.5.12)).
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Remarques 4.2.4 a) On voit comme en (4.2.2 b)) que 1'image de w(u,F',G")
Remarques

L
dans HZ(BF/S, &é ®® e¢*¥I) par la fléche composée de la restriction des scalaires

N

et de (4.2.2.1) est l'obstruction & prolonger u en un morphisme de schémas
en groupes u' : F' —>¢' (3.3.1).

b) Si F=G et u=1Id 1'obstruction (4.2.3 (i)) n'est autre

G 3y
que la différence (au signe prés) des classes des déformations F', G' au

sens de (4.2.1 (ii)).

Théoréme 4.2.5. Soient F (resp. G') un schéma en A-modules, plat et

localement de présentation finie sur S (resp. §'), G le schéma en A-modules

induit par G', sur S, u : F—> G un morphisme de schémas en A-modules,

L
K 1l'objet de D(A 6%2(9) défini par le triangle distingué

v
/%F\
K——m—> 2

v
&p 3

oli la fléche oblique de droite est celle de fonctorialité.

(i) Il existe une obstruction

1 2 L #*
w(u,6') € ExtA(F,K 8 © 1)

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'un couple

(F',u') olt F' est une déformation de F en un schéma en A-modules plat

sur S' et u' : F' —> G' un morphisme de schémas en A-modules prolongeant u .

(ii) Quand @(u,G') = 0, 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de

L
solutions (F',u') est un torseur sous Exti(F,K 8 e*I), et le groupe des

L
automorphismes d'une solution donnée s'identifie & Eth(F,K 8@ e*1).
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Preuve. Elle est analogue & celle de (4,2.1) : appliquer (III 2.1.7) au
probléme de déformer N(A,F) —> N(A,C) au-dessus de N(A,G'), et utiliser

(4,1.6 (ii)).

Remarques 4.2.6. a) Pour G' = §' on retrouve (4.2.1 (i), (ii)). On
peut d'autre part tirer de (IIT 2.1.7 (iii)) une formule exprimant w{u,G')
comme cup-produit de e{i) avec une certaine classe fondamentale ne dépendant
que de (u,G',S —3 T),

b} Comme en (4.2.2 b)) et (4.2.4 a)), l'image de (u,G') dans
HB(BF/S, K éb ¢*I) par la fléche composée de la restriction des scalaires
et de (4.2,2.1) est l'obstruction (3.3.2 (i)) 2 1'existence d'une déformation
de F en un schéma en groupes F' plat sur S' et d'un morphisme de schémas
en groupes F' —3>» G' prolongeant u .,

¢) On a une compatibilité analogue a (3.3.2.1 b)) : soient G™,-6"
des déformations de G en des schémas en A-modules plats sur S', d'ou, par
,&é é@ e¢*1) ; alors
w(u,6'y ~ p(u,G") se déduit de cl(G') - cl{(G") par la fleche

(4.2.1 (ii)), un élément cl(G') - cl(G") € Exti(G

L L
vl 2 « . '
ZS ®b e¥1) —> ExtA (F,k @b e¢*1) définie par u : F —> G et la

fléche de degré 1 du triangle de (4.2.5).

1
ExtA(G,

d) Si u est une immersion fermée (resp. un morphisme fidélement plat)

il en est de méme de u' pour toute solution (F',u') comme en (i).

Théoreme 4.2.7. Soient F' (resp. G) up schéma en A-modules plat et localement

de présentation finie sur S' (resp. S), F le schéma en A-modules induit

par F sur S , u : F—» G un morphisme de schémas en A-modules,

u
Cu) = (0 ~—>F~>G—>0) le cBne de u .

(i) Il existe une obstruction

L
wlu, ') € Ext:i(C(u), 2 & e*1)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'un couple
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(G',u') ot G' est une déformation de G en un schéma en A-modules plat

1

sur 8' et u' : F' —> G' un morphisme de schémas en A-modules prolengeant u .

(ii1) Quand w(u,F') = 0, 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de

L
solutions (G',u') est un torseur sous Exti(c(u),ég 8@ e¥1), et le groupe

L
des automorphismes d'une solution donnée s'identifiie 3 Eth(C(u), &5 ® e¥I) .

Preuve, Elle est analogue a celledes trois thé&orémes précédents : on applique

(III 2.3.2) au probléme de déformation de diagrammes indiqué par le pointillé :

N(A,F) & > N(A,F')

§

i

I

]

{

?

i

Vs
NA, Q) G~ e e - > N(A,G")

i

¥

i

H

i

v
N(A,8) C > N(A,S8'") ,

et 1'on utilise (4.1.6 (iii)).

Remarques 4.2.8 a) D'apreés (III 2.3.4), w(u,F') s'écrit comme cup-produit

de e(i) avec une certaine classe fondamentale dépendant fonctotriellement de

(u,F', § —» T), D'od la fonctorialité de w(u,F') par rapport aux données.
b) Comme précédemment, 1'image de w(u,F') dans HB(BG/BF, &é g e*1)

par la fléche composée de la restriction et de la fléche canonique

Ext;§C(u), &é

a2 (4.2.2.1), est laissée en exercice au lecteur) est 1'obstruction (3.3.3 (1)).

L L
® e¥*l) ——> H3(BG/BF, &g ® e¥I) (dont la définition, analogue

¢) Supposons qu'il existe une déformation de G en un schéma en A-modules
G' plat au-dessus de $8' ., La discussion de (III 2.3.5) montre qu'alors

1'obstruction w(u,F') de (i) se trouve dans
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*
Coker(Exti(G,M) —2 Exti(F,M)) — Exti(C(u),M) R

oi M= &é@ €¥I : elle s'interpréte comme 1'obstruction & prolonger u en
un morphisme de schémas en A-modules u' : F' —>¢G¢' (4.2.3 (i)) modulo
l1'arbitraire dans le choix de G' (4.2.1 (ii)).

d) Si l'on a Ext2Z (X,M) = 0 pour § affine, tout schéma abélien X
sur S , et tout faisceau quasi-cohérent M sur § (1), (4.2.7) implique
un résultat de Oort selon lequel, dans la situation de (4.2.7) avec S affine,
A=2Z, F' fini sur S', G un schéma abélien sur S , u une immersion

fermée, alors w(u,F') = 0, i.e. il existe & la fois une déformation de €

en un schéma abélien G' sur S' et un prolongement de u en un morphisme

de schéma en groupes u' : F' —=> G' (qui est encore une immersion fermée).
Remarque 4.2.9. Prenons pour A le faisceau structural 6 . Dans (4.2.1),

supposons que G soit défini par un 6-Module M localement libre de rang fini
= g¥ v - - v .
sur S (G = ¢¥M), Alors on a &G kg =M, et &G € ob D(& &Z G) se déduit

L
de €*M par restriction des scalaires via le produit & ®Z® —> 6 .0na
n n &
Ext (M,M ® I) = Ext (e*M, e*M & e¥I) s

et par suite (4.2.1) redonne les résultats de (IV 3.1) dans un cas particulier
élémentaire. Comparer de méme (4.2.3) (resp. (4.2.7)) avec (III 3.2.3) (resp.

(111 3.2.12)).

Remarque sur une autre méthode. La théorie des champs de Picard, de P. Deligne

(SGA 4 XVIII), devrait en principe fournir une autre démonstration des résultats
des n®°s 2, 3 et 4, en mBme temps que certains raffinements intéressants (cf.

par exemple ([11] 2.9, 4.5)).

(1) Cela paraft plausible, du moins si 2 est inversible sur S
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CHAPITRE VIII

CATEGORIES FORMELLES, COMPLEXES DE DE RHAM

ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE

Introduction,.

Ce chapitre est indépendant de la théorie des déformations. Au numéro 1,
nous développons une théorie non publiée de Quillen (1) sur les catégories
formelles. Le résultat principal (1.4.4), qui exprime la cohomologie de certaines
catégories formelles comme cohomologie d'un complexe de De Rham associé,
généralise le théoréme qui sert de point de départ & la théorie de la cohomologie
cristalline de Berthelot-Grothendieck [26], & savoir que la cohomologie cristalline
d'un schéma lisse s'identifie 2 sa cohomologie de De Rham [25]. A 1'aide des
techniques du n°l, nous montrons, au n° 2, qu'une forme asymptotique de cette
derniére propriété s'étend aux morphismes d'intersection compléte, pourvu
que 1'on remplace le complexe de De Rham habituel par un certain complexe de
De Rham dérivé, généralisation commune du complexe de De Rham habituel et du

complexe cotangent.

1. Cohomologie des catégories formelles.

1.1. Complexes de De Rham et algébres de Lie.

Définition 1.1.1. 8Soient T un topos, K un Anneau (2) de T, A une

K-Algdbre. On appelle complexe de De Rham sur A/K la donnée d'un A-Module E

et d'une K-anti~dérivation d de degré 1 de 1'Algébre extérieure AAE telle

que d2 = 0 . Un morphisme (AE,d) —> (AF,d) de complexes de De Rham sur A/K

(1

) Je remercie Quillen des notes et explications qu'il m'a généreusement fournies.

(2) Sauf mention du contraire, les Anneaux considérés dans la suite sont supposés
commutatifs et unitaires.
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est un morphisme A-linéaire u : E—=>F tel que Au soit un morphisme de

complexes.

Quand A = K, on dit "complexe de De Rham sur A" au lieu de "complexe

de De Rham sur A/K". Noter qu'on a alors dj|A =0 .
1.1.2. Soit E un A-Module. Tout couple de morphismes K-linéaires
(d: A—>E, d: A—> AZE) vérifiant les conditions

d(ab) adb + bda

d(ax) adx + da.x s

quels que soient U ¢ ob T, a, b ¢ A(U), x ¢ E(U), se prolonge de manidre
unique en une K-anti-dérivation d de degré 1 de AAE . Pour qu'on ait
d2 =0, i.e. que (AE,d) soit un complexe de De Rham, il faut et il suffit

que d2 s'annule sur A et E

Notons d'autre part que, si d : A—>E est une K-dérivation telle
que A.dA =E, d se prolonge de maniére unique en un complexe de De Rham

(AE,d).

Exemples 1.1.3. a) On appelle complexe de De Rham de A/K, et 1'on note QA/K s

1'unique complexe de De Rham prolongeant la K-dérivation canonique

. 1 s . .
dA/K PA—> QA/K (IT 1.1.2.5). D'aprés la propriété universelle de
dA/K (IT 1.1.2.6), pour tout complexe de De Rham (A E,d) sur A/K ,
il existe un unique morphisme de complexes de De Rham QA/K ——= (AE,d).
dfn
Si f : X—> S est un morphisme de schémas, Qk/s Qéx/f—l(es) est le
complexe de De Rham habituel de X/S .
b) Soient $ wun schéma, G un schéma en groupes sur S . Le complexe
wé/S des formes différentielles invariantes & gauche (1) est un complexe de
De Rham sur @S . Son dual, Hom(wé/S,GS) est le complexe canonique (Koszul) de

(1) Dans le langage de (VII 2.4.1), 4

®ors = Ln QNer(G,G)/Ner(G) > ©
: Ner(G,G) —> S est la projection. Plus bas, Wy g = PaSNer(G,X)/Ner(g)> ©oU
p : Ner(G,X)—> Y est la projection.

i
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1'Algébre de Lie de G .

c¢) Soient G/S comme en b), Y un schéma sur S, X un GY—torseur

(VII 2.3.1). Le complexe w.

X/S des formes différentielles invariantes & gauche

de X par rapport a § est un complexe de De Rham sur Y/S (i.e. sur
®Y/q-1(®s) oi q@ : Y—>8 est la projection). Pour Y =8, X =G (agissant
sur lui-méme par translations & gauche), on retrouve le complexe de b). D'autre
part, si G est le groupe unité, ona X =Y, et w'/s n'est autre que le

X
complexe de De Rham de X/S

1.1.4. (1) Le crochet des dérivations, [x,y] = xy - yx , munit le faisceau
tangent
dfn 1
Tagk = HomA(QA/K,A) = Der_(A,A)

d'une structure de K-Algdbre de Lie. Le crochet n'est pas A-linéaire, mais

vérifie la formule

[x,ay] = x(a)y + a[x,y]

quels que soient U € ob T, a € A(U), %, y € TA/K(U). Cela conduit 3 poser la

Définition 1.1.5. On appelle Algdbre de Lie sur A/K la donnée d'un A-Module L,

d'une structure de K-Algébre de Lie sur le K-Module sous-jacent et d'un homomor-

phisme de K-Algébres de Lie 6 : L —8> TA/K , X p—> ex , tels qu'on ait
(1) 81 = ab_

(ii) [x,ay] = 6 (a)y + a[x,y]

quels que soient U €ob T, x, y € L(U), a € A(U). Un morphisme (L,8) —> (L',8")

d'Algebres de Lie sur A/K est un morphisme A-linéaire u : L —> L', compatible

aux crochets, et tel que 6= 6' u .

1
(") Lla lecture des n°s (1.1.4) a (1.1.9) est inutile pour la compréhension du

reste du chapitre.
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Si A=K, on a TA/K = 0, et une Algébre de Lie sur A/K est

simplement une K-Algeébre de Lie.

1.1.6. Nous allons associer & chaque complexe de De Rham sur A/K une
Algebre de Lie sur A/K . Pour faire cette construction, nous avons besoin de

quelques rappels sur les dérivations.

Soit B = 8" une K-Algeébre graduée, non nécessairement

5
n € Z
associative ni commutative. Etant donné un entier k, on appelle K-anti-dérivation

de degré k de B tout endomorphisme K-linéaire d de degré k de B tel que

d(zxy) = (d&x)y + (—l)knx(dy)

quels que soient n € Z, U €0ob T, x € B (), y € B(U). Quand k est
pair, on dit parfois "dérivation" au lieu de "anti-dérivation". Soient p, q € Z,

f (resp. g) une K-anti-dérivation de B de degré p (resp. q) ; le crochet
(1.1.6.1) [f,g] = £fg - (-1)PYgs

est une K-anti-dérivation de degré p+q . Ce crochet vérifie 1'identité de Jacobi :

si h est une K-anti-dérivation de degré r , on a

(1.1.6.2) [£,0e,h]] = [[£,8],h] + (-1)PYg,[£,n]]

D'autre part, si p est impair, f2 est une K-dérivation de degré 2p, et

l'on a 1'identité

(1.1.6.3) [£,[£.e]] = [£5,2)

1.1.7. Soit (AE,d) un complexe de De Rham sur A/K . Posons HomA(E,A) =1 .

Pour U € ob T, x € L(U), notons
(1.1.7.1) i+ AE|lU—=>AE|D

1'unique anti-dérivation de degré -1 de AE|U telle que ix(y) = x(y) pour tout
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V au-dessus de U et y € E(V) (ix est le produit intérieur droit par x ).
Elle est A-linéaire et de carré nul, et dépend A-linéairement de x , Posons,

avec Cartan,
(1.1.7.2) QX = [1X,d] = lxd + dlx
C'est une K-dérivation de degré 0 de A ElU . L'homomorphisme

(1.1.7.3) g : L—h—ﬁTA/K

associant 3 x € L(U) 1'élément de TA/K(U) = DerK(AlU) restriction de (1.1.7.2)

n'est autre que le transposé de 1'homomorphisme Qi/K ~—2 E défini par

(AE,d) (1.1.3 a)). Pour x, y € L(U), [Gx,iy] est une K-anti-dérivation de
degré -1 de A E{U, donc s'écrit
(1.1.7.4) 8_,i i )

[0ty [x,y]
ot [x,y] est un élément bien déterminé de L(U) (1). (De manidre explicite,

on a la "formule de Maurer-Cartan"
(1.1.7.5) [x,y] = =xdy - ydx - {xy)d b N
On définit ainsi un homomorphisme K~bilinéaire

(1.1.7.6) [, 1:LrxL—>1 .

Proposition 1.1.8. Etant donné un complexe de De Rham (AE,d) sur A/K, et

L= HomA(E,A) comme en (1.1.7), le crochet (1.1.7.6) et 1'homomorphisme 6

(1.1.7.3) munissent L d'une structure d'Algébre de Lie sur A/K .

1
(") Toute K-anti-dérivation de degré -1 de AE%U s'écrit de manidre unique

sous la forme i, pour f € L(U).
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Preuve. Soient U € ob T, a € A(U), x € L(U). On a :

6 =1i_d+di
X a

ax a X

[}

ai d + d(ai_)
X X

L}

ai d + (da)i_ + adi
X X X

= a ex + (da)iX ,
donc en particulier
6__(b) = a @ (b)
ax X

pour b ¢ A(U), ce qui prouve (1.,1.5 (i)). D'autre part, si y € L(U),

i[X,ay] = [ex’iay] (1.1.7.4)
=0 (ai ) - ai_ ©
Xy y X
=9 (a)i +a @i - ai ®
X y X'y y %

ex(a)iy + ai[x,y] s

ce qui prouve (1.1.5 (ii)). Montrons maintenant que © est compatible aux

crochets, Le fait que d2 = 0 implique, en vertu de (1.1.6.3),

(1.1.8.1) [ex,d] =0
On a
Oyl T iy
= [4.0e,,1.1)
= [f4,8,1,1,0 +(8,,(a,1.]] (1.1.6.2),

d'ot, compte tenu de (1.1.8.1),

on

a :
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{ﬁ') e[X>y] = [e}{’ ey] 3

S

ce qui prouve la compatibilité de 8 aux crochets. Il reste & prouver que le
crochet (1,1.7.6) définit sur L une structure de K-Algébre de Lie. La formule

(1.1.7.5) montre qu'il est alterné, D'autre part, si x,y, z € L(U), on a

i[x,ty,z]] - [ex’iiysz]]

= [ex,gey,iz]]
= [08.80 1,1+ (o, [8,,1,]1] (1.1.6.2)
= [e[x,y]’iz] + [ey, i[X’z]] (d'aprés (%))

= x,y12) T iy, 0x,2]) ;

clest-a-dire 1'identité de Jacobi

[X>EY>ZB] = [[X>y}sz] + [ys£X>z]} s

ce qui achéve la démonstration.

Remarques 1.1.9. a) Dans la preuve de (1.1.8), la relation d2 =0 n'a servi
qu'a établir la compatibilité de 6 aux crochets et l'identité de Jacobi. Si E
est un A-Module localement libre de type fini et d wune anti-dérivation de
degré 1 de A,E , on peut montrer que le crochet (1.1.7.6) sur L = Hom, (E,A)
vérifie 1'identité de Jacobi si et seulement si d2 =0 .

b) Notons DR(A/K) (résp. AL(A/K)) la catégorie des complexes de
De Rham (resp. Algdbres de Lie) sur A/K . Associer 3 chaque complexe de
De Rham (A E,d) sur A/K 1'Algébre de Lie (ﬂ_QEA(E,A), 8) sur A/K définie

en (1.1.8) fournit un foncteur
(*) DR(A/K)® ~———> AL(A/K) .
Celui-ci induit un foncteur

(%) DRloclib(A/K)® —> ALloclib(A/K) ,
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oli DRloclib(A/K) (resp. ALloclib(A/K)) désigne la sous-catégorie pleine de
DR(A/K) (resp. AL(A/K)) formée des complexes de De Rham (AE,d) (resp. des
Algdbres de Lie (L, 6)) tels (resp. telles) que E (resp. L) soit localement
libre de type fini sur A . On peut montrer (1) que (%) est une équivalence

de catégories,.

Exemple 1.1.10. Dans la situation de (1.1.3 c¢)), on a une suite exacte (2)
(1.1.10.1) L wl > W > 0
+1.10. /s X/S X/Y ;

déduite, par descente & Y , de la suite exacte équivariante canonique

1

1 1
Py /s s Oy 0

La transposée de (1.1.10.1) s'écrit

(1.1.10.2) o—>tX/YﬁtX/s——>TY/s s

ou T

v/s est le faisceau tangent, dual de

et t 1'Algebre de Lie

1
Wy/s °

de Gy tordue par X via 1l'opération adjointe. L'homomorphisme 8 est 1'homomor-

X/Y

phisme structural de 1'Algébre de Lie sur Y/S (i.e. ®Y/q_1(®s)) associée
par (1.1.8) au complexe de De Rham Qk/s (1.1.3 ¢)). Quand G est lisse,
la suite (1.1.10.1) (resp. (1.1.10.2)) prolongée par un zéro a gauche (resp.

3 droite) est exacte : c'est la suite exacte d'Atiyah [1]. On verra plus bas

(1.3.6) que, si de plus S est de caractéristique nulle, la connaissance de
(tX/S’ 8) en tant qu'Algdbre de Lie sur Y/S permet de reconstituer le

groupofde formel défini par X , i.e. l'image directe G-invariante sur Y du

complexe de Cech-Alexander C;/S (1.2.5) ; quand Y =S, X =G, on retrouve ainsi

le nerf du groupe formel défini par G .

1
(") Clest un exercice d'algkbre lindaire sans difficulté ni intérét,

2
(") morceau de (VII 2.4.2.14) pour lequel 1'hypothese de lissité sur G est

superflue.
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1.2, Complexe de De Rham associé & une catégorie formelle.

Nous aurons besoin de divers résultats sur les "puissances divisées",
pour lesquels nous renvoyons le lecteur a [29], [36], [26]. Dans toute la suite,

T désigne un topos et K un Anneau (commutatif) de T .

Définition 1.2.1. On_appelle K-catégorie formelle tout objet en catégories

(VI 2.7) dans la catégorie opposée 2 celle des pro-K-Alg2bres commutatives.

Une K-catégorie affine est une K-catégorie formelle dont l'objet des objets

et 1'objet des fléches sont essentiellement constants.

1.2.2. Soit C une K-catégorie formelle. Le nerf de C (VI 2.7) est un objet

cosimplicial de la catégorie des pro-K-Algébres, qui s'écrit

— —— n
(1.2.2.1) Ner(C) = (A—3p—2pP ®AP:“;...), Ner (C) = P ® .. .8P

~—
n facteurs

ot 1'on convient de considérer P comme A-Alggbre i droite (resp. & gauche)
via d° (resp. dl) :A—>7P ., 8i 1'on note ¢ : Ner(C) —=> A 1l'augmentation
(définie par les projections [n] —2 [0]), et 6§ = al . p ®,P la "loi de

composition" de C, il découle de (VI 2.1.2) que les opérateurs de face et de

dégénérescence de Ner(C) sont donnés par les formules suivantes, olt, pour

l1=<i<n, xi est une section de P au-dessus d'un objet de T , et
X = x1 ® . ® Xn
(1.2.2.2) ®x=1@x ®...9x
1 n
d'x =x, ®...80x, ® ...8x_ (0<i<n#l)
1 i n
n+l
d "x=x, 8 ...8x ®1
1 n
i .
sx=x ®...9 x; e(xi+l) ® Xi+2®"'8xn (0<izn-1)

). . ® ... ®x

=x 8 ...0x, 8 e(xi+ 142 n

1
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L'Idéal J = Ker ¢ : Ner(C) —> A s'appelle Idéal d'augmentation, Il s'écrit

(1.2.2.3) J=(0B1=IQP+POI —=> ...),
—_— —_—
_—
la composante de degré n de J étant ;Z:::; ImP® ... IQ® ... 8P,
1<k<n

oi I remplace P a la k-iéme place.

Définition 1.2.3. Une K-catégorie formelle & PD est une K-catégorie formelle

C dont 1'Tdéal d'augmentation J est muni de puissances divisées, par quoi 1'on

entend qu'on s'est donné sur chaque composante de J une structure de puissances

divisées (1) de telle maniére que les fléches de Ner(C) soient de PD-morphismes.

On dit que C est PD-adique si la fléche canonique

Ner(C) ————> "lim" Ner(c)/Jt™3
P
n

est un isomorphisme, J[n] désignant la n-iéme PD-puissance de J ([26] 1 3.1).

Remarques 1.2.4. a) Reprenons les notations de (1.2.2). En vertu de

([26] 1 1.7.1), étant donné une PD-structure sur I , il existe sur chaque
composante de degré n = 2 de J une unique PD-structure telle que les

n fléches de la "somme amalgamée" P 8k v SAP soient des PD-morphismes.
Pour que cette famille de PD-structures forme une PD-structure sur J il faut

et il suffit que § : P—>7p ®AP soit un PD-morphisme.

b) L'objet cosimplicial "1im" Ner(C)/J[n] de (1.2.3) est le nerf
n

d'une K-catégorie formelle : cela résulte du fait que, pour m, r € N, on a

atmly Z mP®..01e...8p c MulFh |

1<k=m

s e

est la k-izme place, et c"(~) désigne la composante de degré m .

Par suite, pour que C soit PD-adique, il faut et il suffit que la fléche

1 .
(") La notion de PD-structure s'étend trivialement au cas des pro-Idéaux,
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canonique P -~ "1inm" P/IEn] soit un isomorphisme. Quand P/Iin} est
.
essentiellement constant pour tout n € IN, cette dernidre condition signifie
que (P,I) est représentable par un syst&me projectif (Pn,In)n €N PD-I-adique,

i.e. tel que
Ker(P_ ————3> P ) = I£ 1]
n m n

quels que soient m , n € W. On retrouve alors la définition de Berthelot

([26] 1T 4.2.2).

Exemple 1.2.5. Soient C une K-catégorie affine, R = Ner(C), J 1'Idéal
d'augmentation, (R,J) 1'enveloppe 2 puissances divisées de (R,J) ([26] 1 2.3.1).
11 découle de ([26] II 1.3.5) que R est le nerf d'une K-catégorie affine,
d'Idéal d'augmentation J . Compte tenu de (1.2.4 b)), "lip” E/Etn] est

donc le nerf d'une catégorie formelle PD-adique, qu'on appelle PD-complétée

de C . Un exemple important de K-catégorie affine est fourni par le groupotde
connexe et simplement connexe défini par un objet A de (K-Alg)o (VI 2.6.3 a),

2.7) ; le nerf correspondant s'écrit

= — —_ n
Ca/x (A735A QAT ...) Casg = A & - GA (n+l facteurs).
~ v
- t -
Le PD-complété de CA/K , noté CA/K , s'appelle complexe de Cech-Alexander
de A/RK . Si £ : X~—>8 est un morphisme de schémas, on écrit CX/S
(resp. CX/S) au lieu de C /f—l((9 ) (resp. Co /7L (s ))
X S X S
1,2.6. Soit
R= AZ3ZP=P ®,P3}...)

—_

une K-catégorie formelle 2 PD (1.2.3) &y . L'analogue cosimplicial de la flache

d'Alexander-Whitney (I 1.2.2.2) munit (cf. (I 4.2.3)) le complexe de cochalnes

1
(") avec l'abus habituel consistant 3 désigner une catégorie par son nerf,
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~

R de R d'une structure de pro-K-Algeébre différentielle graduée. La différentielle

est d = %(-1)7d" , et le produit est donné par

(1.2.6.1) (x1 ® ... ®xp)(y1 ® ... ®yq) =x ® ... ®xp ®y, ®...07y

a(x1 ® ... Q® Xp) = ax; ®...8 Xp

(x

1

®...®%x)a=%x @ ... % a s
p 1 p

ol les x et yj sont des sections locales de P et a une section locale de
Le complexe normalisé NR est une sous-Algebre différentielle gradude (I 1.3.3,

1.3.5) de R, donnée en degré k par

(1.2.6.2) R = ) ker(sl . g¥ —= &1
i20

Posons I = Ker(e : P == A). Il découle de (1.2.5.1) que NR s'écrit
d d d 3

(1.2.6.3) R =A—>I—>IQI —>NR—>..)

Si 1'on désigne par

a a
(1.2.6.4) N'R = (A———>I———>I®A1—d——> f 218, 8T > )
la pro-K-Algébre graduée (non commutative)

(1.2.6.5) TA(I) = ABIS®( & I®, ...®AI)

n22 | y
n facteurs
(ot le produit est défini par (1.2.6.1)) munie de 1'unique K-anti-dérivation
de degré 1 prolongeant la différentielle de NR en degré O et 1, on a

un morphisme canonique évident de pro-K-Algébres graduées, compatible aux

dérivations

A,
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(1.2.6.6) N'R ———> NR

Je ne sais rien dire en général de cette fléche, et j'ignore également si la

dérivation de N'R est de carré nul. Toutefois :

Lemme 1.2.6.7. Si a®=a A——=>7P, (1.2,6.6) est un isomorphisme.

Preuve. Cela résulte facilement des formules (1.2.2.2).

Nous verrons plus bas (1.4.2.3) un autre cas important oti il en est

de méme,

1.2,.7. Posons

(1.2.7.1) i) - ol

. 1
Les structures droite et gauche de I induisent sur QR une mé&me structure

de A-Module (1). Ce Module s'appelle Module des différentielles de R .

(1.2.5), on a Q; = Qi/K 2

se prolonge de manigre unique en un morphisme de K-Algebres graduées (cf. (1.2.6.5))

~

Pour R = CA/K

(") . La projection I —> Q;

(1.2.7.2) P : TA(I) ———>Qiz = AQ

Lemme 1.2.7.3. On a pd(IEz]) =0

Preuve. Cela va résulter des formules suivantes, oli x, y désignent des sections

locales de 1

(1) dxy) = -(x®y +y®x) mod IQ 12 + 12 Q1 s
(i) d(sz) = -x®=x mod I Q® 1[2] + 1[2] ®1 |,

(iii) pour n =3, d(y"x) =0 mod I® 21, 12l gy

Tout d'abord, la relation dI €I ® I (1.2.6.3) implique qu'on a

(1) Nous dirons fréquemment dans la suite A-Module, A-Algébre, etc., au lieu de
pro-A-Module, pro-A-Algebre, etc.

(") Dans la situation de (1.2.5), on a en effet 3/3[2] = J/J2 en vertu de
([26] 1 3.3.3, 3.3.4).
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ox

x®1l+1@x mod I ® I

by =y®1 +1@®@y mod I ® I
Comme & est un morphisme d'Anneaux, on en tire

0(xy) =8 x 8 y=xy®1 +xQ®@y+y®x+18®xy mod IQ® 12 + 17 ®1I,

d'od (i). Utilisant que & est compatible aux puissances divisées, on a

d'autre part
B(YZX) = Yz(éx) = YZ Xx@1l+x®x+ 18 sz
mod I ® 1[2] + 1[2] ® I s
d'ot (ii). Enfin, pour n 2 3, on a
5y™) = yT(8x) = Yk ® 1 + 1 ® Y'x mod I ® 1[2] + 1[2] ®1 ,

ce qui prouve (iii) et achéve la preuve du lemme.

Proposition 1.2.8. Il existe sur Qﬁ une unique K-anti-dérivation d de degré

dite dérivation extérieure, telle que p (1.2.7.2) définisse un diagramme

commutatif N'R —> (Qﬁ,d)

A I I Skl - >1Q,..

De plus, dans chacun des cas suivants, (Qﬁ,d) est un complexe, dit complexe de

De Rham de R :

(1) &®=al :a—>s0p ,

1}
>
ja 9
>

(ii) Q§ -

(iii) Q; €st un A-Module plat (1)

1 .
(") Les notions usuelles de platitude, Tor,, etc. s'étendent trivialement aux
pro-Modules sur des pro-Anneaux,
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Preuve. En vertu de (1.2.7.3), il existe un unique couple de morphismes

K-linéaires (d : A —> Qé , d: Q; e Qﬁ) tel que le diagramme

d d
—> 1 I®1

>

>
~

o]
=

soit commutatif, Comme N'R cofncide avec NR en degré <2 (1.2.6.3), on a,
dans Qﬁ , les relations suivantes, ot f, g désignent des sections locales

de A et X une section locale de Q; :
(a) d(fg) = fdg + gdf ,

(b) d(fx) = fdx + (df)x

Les relations (a) et (b) impliquent (1.1.2) que le couple

(d : A—> Qé , do: Qé E— Qé) se prolonge de manidre unique en une

K-anti-dérivation d de degré 1 de Qﬁ . Alors pd - dp est une K-anti-dérivation
de degré 1 de TA(I) dans Qﬁ ;  comme TA(I) est engendré par 1 et que,
par construction, pd - dp s'annule sur A et I , il s'ensuit que pd - dp = 0 .

Prouvons la dernié&re assertion de la proposition, Il est trivial, d'aprés (c),
que (Qﬁ , d) est un complexe dans le cas (ii). Il en est de méme dans le cas

(i) parce qu'alors (1.2.6.6) est un isomorphisme et que p est surjectif.

Placons-nous dans le cas (iii). Posons P/IEZ:| = Pé , d'oll une suite exacte
(1.2.8.1) 0o —> o —>r2 >4 o,

splittée par d°, at : AL 4 P; . Grace au splittage par 4a° , Ql ® Ql
s'injecte dans P1 ® Ql (1). Comme Ql est un A-Module plat, il s'ensuit

1 ® Ql s'injecte dans Ql ® P1 ® Ql . Grace 2 nouveau aux splittages

de (1.2.8.1) par a° , dl, Ql ® P1 ® Ql s'injecte dans Pl ® P1 ® P1

que Q' ®Q

Au total, on a donc une injection

1 . . . L.
(") Les produits tensoriels sont pris sur A , et nous omettons les indices R
pour abréger.
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() e & ot ——=p et el

qui s'insére dans le diagramme commutatif suivant

a? .
(44)
I I®IQ®I P®P®P
1, 1 .1 s 1 1 1
Qe 0 @ P®P QP
2
ot d 3 ,

oti les fleéches verticales sont les projections canoniques, et (¥¥#) la composée
de N'2R =I®IQI —> N2R (1.2.6.6) et de 1'injection canonique

2 .
NRE—>P® P ® P . Le composé horizontal du haut est nul parce que NR est
un complexe. Comme (%) est injective, il en résulte que la fléche oblique est
nulle, donc que pd2 = 0, et par suite que dz(Ql) = 0 . Combinant avec (c),

on en conclut que (Qk,d) est un complexe, ce qui achéve la démonstration.

Question 1.2.9. J'ignore si, en général, (Qk,d) est un complexe.

Exemples 1.2.10. a) Soit A une K-Algebre. Alors, d'aprés (1.2.8 (ii)),
(Qé* ,d) est un complexe, qui n'est autre que le complexe de De Rham de A/K
A/K
(1.1.3 a)).
b) Dans la situation de (1.1.3 b)), le complexe uﬁYs s'identifie au
complexe de De Rham associé & 1'image directe G-invariante sur S du complexe

v
de Cech-Alexander de G/S . Dans la situation de (1.1.3 ¢)), on a un résultat

analogue, qu'on laisse au lecteur le soin de formuler.



- 261 -

1.3. Complexes de De Rham et décalage : le lemme de Poincaré formel.

1.3.1. Soit, comme en (1.2.6),

R (A P33 PP % ...)
— —_— A —_—
—_—

une K-catégorie formelle 2 PD . La catégorie décalée DecT(R) (VI 2.4) est

encore une K-catégorie formelle a PD :

d
1
+ L —_— —_
(1.3.1.1) Dec; (R) = (Pd PQP—...)
2
L'Idéal d'augmentation de DecI(R) s'écrit
( ) )
= ——
1.3.1.2 JDec;(R) (o__,rP ®,T N s
la composante de degré n étant z Im P Sk e 8%1 8% ce SkP s

2<ksn+l

oi I remplace P A la k-idme place. Il en résulte notamment qu'on a

(1.3.1.3) Q;ec’L(R) - P®A0.11{ ,
1

avec les notations de (1.2.7).

Lemme 1.3.2. Notons D la dérivation extérieure de Qﬁec+(R) (1.2.8).
1

Elle jouit des propriétés suivantes

(i) D est A-linéaire pour la structure gauche de P (1.2.2) ;

(ii) D(f®w) = (Df) w + f ® dw , quelle que soit la section

f (resp. w) de P (resp. Qk) au-dessus d'un objet arbitraire de T ;

o (p] q (p-1] q+1 .
(iii) D(1 8 QR) CImI ®, QR quels que soient p, g € N .

. . . . N +
Preuve. L'assertion (i) résulte simplement du fait que les flaches de Decl(R)
sont A-linéaires pour la structure gauche sur le premier facteur P de chaque
composante, Comme D et d sont des dérivations, on peut se borner a prouver
~

(ii) pour w section de Q; . Ecrivons la différentielle de R~ (1.2.6)

sous la forme
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de sorte que D : P ® Q; —— P ® Q; s'obtient par passage au quotient & partir
de d+1 PRI . Si g est une sectionde I , on a

reg- df@g) (£ ® g)

n

df ® g - £ ® dg ,

dfseg =dfeg+ £0dg

ce qui donne (ii) par passage au quotient. Les fléches dl, d2 : P ——>7P ®AP

étant des PD-morphismes, on a, pour tout n € W,

aalrly ¢ l Im I[p3®AI£q3

ptq = n
Comme d'autre part on a ae cr ®I et que P @I est facteur direct de
P QAP , on a en fait

aalrly < Z Im 1LPJ ®A1[q]

p+q = n
q>0

3

d'ott
bty ¢ o I[n_l:‘@AI mod ImP®AIE2]
On en tire

prt™dy ¢ 1@ ffetl ®, 011{ ,

d'olt (iii), compte tenu de (ii).

1.3.3. A partir de maintenant, nous supposons que O; est un A-Module plat.

D'apres (1.3.1.3), est un P-Module plat, donc, en vertu de (1.2.8),

QDec'{(R)

on dispose du complexe de De Rham

. - b 1 D 2
(1.3.3.1) QDecf(R) = (P——>P®AQRA»P®AQR — )
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L'augmentation canonique A —> pecT(R) (VI 1.3) définit, par fonctorialité
1

du complexe de De Rham, une augmentation

(1.3.3.2) d" i A —m Qi)ec+(R)
1

Comme Qé est un A-Module plat, il en est de meme de QE pour tout k (I 4.2.2.6),

et (1.3.2 (iii)) permet de définir une filtration décroissante de Qbec+(R)
1
n.. = (¢l 2, [n-1), 1 D (n-pl, P
(1.3.3.3) F QDecJI”(R) (1 —>1I ]®AQR—> ce. —>1 ®, —> L)

Le gradué associé s'écrit

D D D
. _ 1 n
(1.3.3.4) gr ODec;(R) = (gr P—>gr P B —> ... —>pgr P SKQR - ...) s

oti gr P désigne le gradué associé 2 la filtration PD-I-adique de P (noter
en passant que les structures droite et gauche de P induisent sur gr P wune

méme structure de A-Module).

Lemme 1.3.3.5. La différentielle D de (1.3.3.4) est 1'unique A-dérivation de

bidegré (-1,+1) de 1'Algébre bigraduée gr P N Op (I 4.3.1.1) telle que

(i)  Dlealy™x)) cz(Yn-lx) ® cblx) ,

(ii) p1 ®y) =

<

pour toute section locale x (resp. y) de I (resp. Q;) et tout n € W

Preuve. Compte tenu de (1.3.2), le seul point non trivial est de vérifier que D

satisfait & (i). Or, avec les notations de la preuve de (1.3.2), on a
d+Ynx = 6Ynx - Ynx ®1 ,
et comme

fx =x®1 +1®x md I®I ,

on en tire
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at Ynx E::::; ypx ® qu mod Im I[n] L+ ImPQ 1[2]

ptq = n
q >

o n

V"l ®x mod Im g1 4 mrelt?l ,

Grace a (1.3.3.5), le morphisme canonique surjectif ([26] I 3.4.3)

(1.3.3.6) rAné——>gr P

se prolonge par extension des scalaires en un morphisme de A-Algébres différentielles
bigraduées
(1.3.3.7) Kos'(Id .1) ——=> gr Q

Q

-y ’
R Decl(R)

oli le premier membre désigne le complexe de Koszul de la fléche identique de

Qé (I 4.3.1.3). Le morphisme (1.,3.3.7) est compatible aux augmentations canoniques

A ﬁKos'(IdQé) (1 4.3.1.3 (i1)) et A —>gr %eC;(R) (définie par (1.3.3.2)).

Théoréme 1.3.4. Avec les hypothéses et notations de (1.3.3), la fléche

(1.3.3.6) (donc aussi la fleche (1.3.3.7)) est un isomorphisme

Corollaire 1.3.4.1. Le complexe augmenté

A > &r D‘I.JecﬂlL(R)

est acyclique.

En effet, il en est ainsi du complexe augmenté A —> Kos'(Idﬂé)

(T 4.3.1.6).
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Corollaire 1.3.4.2, Pour tout entier n =1, on a un diagramme commutatif,

dont les lignes et colonnes sont exactes

C t 0 0
]
]
i
n1 40 a11 d 21 _ 2
0——=T —=T" 0 eg —— T 0 00 —> ...
|
|
1 t
d D D
! - -
o > A ﬁPu Pnl® Ql__ﬁpn2® 02__ﬁ

1d !
i
1 DI

d - - D -

0 > A >pml 5% ot — 2 sy g2
|
[
|
t
0 0 | 0 0 s

ofi les deux lignes inférieures sont déduites par passage au quotient du complexe

[o+1] _ Pt

augmenté A —> Ql')ec+(R) (1.3.3.2) (on a posé pour abréger P/I
1

QlI; = Qk) , la ligne supérieure est la suite exacte de Koszul relative & 1'iden-

tité de Q; (I 4.3.1,7), les fléches verticales inférieures sont les pro jections

canoniques, et la flache verticale rn—pnl @ P —= p"P @ QP s'obtient en

tensorisant par 0P 1a flache composée de ™P Ql b grn_pP (1.3.3.6) et

de 1l'injection canonique grn-pP — p"P

Compte tenu de (I 4.3.1,6), (1.3.4.2) équivaut en effet 2 (1.3.4).

Corollaire 1.3.4.3. Si R est PD-adique (1.2.3), le complexe augmenté

A —> O‘].)ec—]':(R) (1.3.3.2) est acyclique.

En effet, par définition la fléche canonique P ——> "lim" P*  est
«

alors un isomorphisme,

Preuve de (1.3.4). ©Nous prouverons la forme équivalente (1.3.4,2), par
récurrence sur n . Pour n = 1, l'assertion est triviale. Supposons donc n =1,

1'hypothése de récurrence, jointe 2 la platitude de Ql , implique que, dans le
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diagramme de (1.3.4.2), la ligne inférieure, et les colonnes de degré = 1
(a droite du pointillé) sont exactes. Par ailleurs, d'aprés (I 4.3.1.7), la

. . . 1 n .. .
ligne supérieure est exacte, On en déduit que g —eop est injectif, et

1 n . .

comme IV Q —> gr P est surjectif, la colonne de degré O est exacte. Par
suite, toutes les colonnes du diagramme de (1.3.4.2) sont exactes, et comme
ses lignes extrémes sont exactes, il en est de meme de sa ligne médiane,

ce qui achéve la démonstration,

Remarques 1.3.4.4. a) Soit X —> S un morphisme lisse de schémas. On

vérifie facilement que, pour R = C} (1.2.5), Q n'est autre que le

X/s
"linéarisé&", au sens de ([25] 2.2), du complexe de De Rham QX/S . Par suite ,

DeC;(R)

(1.3.4.3) redonne le "lemme de Poincaré formel" de ([25] 3.2).
b) On a des résultats analogues pour la catégorie décalée
o
1 _ d — :
Dec+(R) = (P -—;} PQP—x ...) (on les déduit des précédents en remplagant
d
R par la catégorie opposée). En particulier, si Q; est plat et que R est

PD-adique, le complexe de De Rham augmenté

(o)

d
A—>( =(A——>P——>QII{®P——>Q§®P-—>...) ,

C1
Dec+(R)
(qui est A-linéaire 2 droite) est acyclique. Ce complexe, sous le non de

"complexe naff de Spencer", joue un réle important dans la théorie "analytique"

des équations différentielles, voir notamment [28], [307], [33], [34].

1.3.5. Le diagramme de (1.3.4.2) montre que P est donné par le produit fibré

P =P X Ker(p : " ! @ Ql — "2 g

P g ql
Exploitant cette remarque, Quillen montre que 1'on peut, de proche en proche,
reconstruire le systéme projectif "l1im" P" , les diagrammes de (1.3.4.2), et
finalement la PD-complétée de R, "li?" R/J[n] , & partir du seul complexe
de De Rham Qﬁ (la vérification est un peu longue, mais sans difficultés).

On obtient ainsi le
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Théoréme 1.3.6. (l) La K-Algdébre A étant fixée, le foncteur Rt—> Qﬁ

établit une équivalence entre la catégorie des K-catégories formelles PD-adiques

(1.2.3) dont 1'objet des objets est A (2) et le Module des différentielles (1,2.7)

est plat sur A et la catégorie des complexes de De Rham sur A/K (1.1.1) dont

la composante de degré 1 est plate sur A . De plus, tout objet R de la

premiére catégorie est un groupofde, dont 1'involution "renversement des fléches"

est donnée par 1'automorphisme du complexe de De Rham Qk défini par Gl)n

en degré n .

Compte tenu de (1.1.9 b)), ce théoréme contient le théordme de Cartier

sur 1'équivalence entre groupes formels et Algedbres de Lie en caractéristique O .

1.4. Cohomologie des catégories formelles PD-adiques plates.

Dans ce numéro, R désigne, comme en (1,2,6), une K-catégorie formelle
a4 PD, d'Idéal d'augmentation J . On conserve les notations de (1.2.6), (1.2.7).
On utilise d'autre part la notation c'(-) pour désigner la composante de

degré n d'un objet cosimplicial.

1.4.1. on a ([26] I 3.4.3) une fléche canonique surjective

(1.4.1.1) I‘A(J/JEZJ)—>gr R ,

- .

oli gr R désigne le gradué associé & la filtration de R par les J[m].
Qbservons que, d'aprés (1.2.2.3), cette filtration induit sur chaque
composante c(rR) = P & ... ng la filtration "produit tensoriel™ des filtrations

PD-I-adiques de P :

(l) Ce théoréme ne sera pas utilisé dans la suite.

2 5
(") Les morphismes de cette catégorie sont les PD-morphismes de K-Algébres

cosimpliciales induisant 1'identité sur A .
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{r,] [r ]
(1.4.1.2) JAgtmd ;> ImI '® ...®1 "

r+ ... +r_ 2m
1 n

Proposition 1.4.1.3. QOn_suppose que Qé est un A-Module plat. Alors

a) La fléche (1.4.1.1) est un isomorphisme.

b) 1l existe un isomorphisme canonique de complexes de A-Modules

STl

Preuve. Tout d'abord, d'aprés (1.3.4), la fléche induite par (1.4.1.1)

sur les composantes de degré 1 ,

(i) FA(Q;) ——>gr P ,

est un isomorphisme. En particulier, d'aprés (I 4.2.2.6), gr P est plat sur
Il s'ensuit que, pour tout n = 1, la fléche canonique
(ii) gr P ® ... 8gr P——>gr (1>®A ®AP)
\ g \______v______/
g
n facteurs n facteurs
. . - fr+1]
est un isomorphisme (de A-Modules gradués), En effet, si 1'on pose P/I =

la fléche analogue

r r r r
gr P ®, ... Skgr PP — gr (P ® .- ®, P )

est un isomorphisme, comme il découle de (V 2.1.4)(1), et, par passage 2 la

A .

P’

"limite", on en déduit que (ii) est un isomorphisme. La partie homogéne de degré

1 de (ii) est un isomorphisme

(l) L'énoncé de (loc. cit,) s'étend trivialement au cas de pro-Modules munis

de filtrations finies & gradués plats.
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2]

(iii) 011( &...0 Q; — (/3

N~

n termes

Combinant (iii) et (i), et utilisant le fait que IA transforme sommes en

produits tensoriels, on voit que (ii) s'identifie 2 la fldche c" (1.4.1.1),

ce qui prouve a). Les isomorphismes (iii) montrent que J/JEZ] est un monotde

dans la catégorie opposée a celle des A-Modules. L'opérateur de dégénérescence
i

s cn(J/JEZJ) I Cn—l(J/JEZJ) est la projection canonique sur les compo-

sants d'indice # i, et comme

Nn(J/JEZJ) = (W Ker si s
0<izn-1

il en résulte que

N(J/JEZ]) = n;[—lj 5

ce qui prouve b) et achéve la preuve de (1.4.1.3).

1.4.2. Lla filtration PD-I-adique de P définit sur TA(I) (1.2.6.5) une

filtration d'Algébre graduée :

{r,] [r ]
(1.4.2.1) FmTX(I) = FN'TR = : Im1 ! ®,...8,1 n

r.+...+r_2m
1 n

rl,...,rn>0

Cette filtration est préservée par la dérivation d de N'R (1.2.6.4), comme
on le vérifie facilement. D'autre part, d'aprés (1.4.1.2), la flache (1.2.6.6)

est compatible aux filtrations des deux membres.

Proposition 1.4.2.2. Si Q; est un A-Module plat, la fléche (1.2.6.6) induit

un_isomorphisme sur les gradués associés,

Preuve. Posons IA+ = & FAk , et considérons les fléches canoniques
k=1
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+ 1 +.1 ,n
. — E————-d =
TA QR ®A ®AI‘A O‘Rj gr N''R gr NR = N gr R
.

'l
n facteurs
Un raisonnement analogue & celui fait dans la preuve de (1.4.1.3) montre que
la premi2re fladche est un isomorphisme. D'autre part, d'aprés (1.4.1.3) et

(1.2.6.7), la flache composée est un isomorphisme. Donc la seconde flache est

un isomorphisme, cqfd,

Corollaire 1.4.2.3. Si Q; est un A-Module plat et si R est PD-adique

(1.2.3), la flache (1.2.6.6) induit, pour tout m € I, un isomorphisme

FON'R ——— nyi™]

1.4.3. On suppose désormais que R est PD-adique et que Q; est un A-Module
plat. Alors le complexe de De Rham (I, est défini (1.2.8), et, d'aprés (1.4.2,3),
on peut récrire p (1.2.7,2) comme un morphisme de K-Algébres différentielles

graduées :
(1.4.3.1) p NR——>QI'{

Munissons Qk de la filtration "de Hodge'", définie par les tronqués natfs

successifs

(1.4.3.2) o, = (0 0 ar gt > .0

Je dis que p {1.4.3.1) est compatible aux filtrations, i.e. qu'on a ,

pour tout m ,
(1.4.3.3) put™y < Fm%

En effet, si rl,...,rn sont des entiers > 0 tels que r, + ... +r_=m ,

1 n

avec n < m, l'un au moins des r; est 2= 2, de sorte que 1'image par p
(r,] r,]

de I ® ... QI est nulle. Compte tenu de (1.4.2.1) et (1.4.2.3),

il en résulte que p(NnJ[m]) =0 pour n<m, d'od (1.4.3.3).
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Théorgme 1.4.4. Sous les hypothéses der(1.4.3), gr p est un quasi-isomorphisme.

Corollaire 1.4.4.1. Sous les hypotheéses de (1.4.3), p induit, pour tout

m € N, un quasi-isomorphisme NJEm] —_—> Fmﬂﬁ .

Remarques 1.4.4.2. a) Appliquant (1.4.4) a Dec;(R), et tenant compte de ce
que le complexe augmenté A = Dec;(R) est homotopiquement trivial (VI 1.4),
on retrouve que le complexe augmenté A ———2 QDec;(R) est acyclique (1.3.4.3),

b) Appliquant (1.4.4) au complexe de Cech-Alexander C. (1.2.5)

X/s
d'un morphisme lisse, on retouve, sous une forme plus précise, le fait que

la cohomologie cristalline de X/S s'identifie 3 la cohomologie de De Rham

de X/s ([25] 3.3).

1.4.5, Preuve de (1.4.4). Nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Soit V un A-Module, et soit
iy
©orv[-1] = o v=vev=— ...)
— >

le transformé de Dold-Puppe du complexe réduit & V placé en degré 1, i.e.
(VI 2.7.2) le nerf de V , considéré comme groupe de la catégorie opposée &
celle des A-Modulesvia 1'application diagonale V —> V @ V . La A-Algébre

cosimpliciale
IRv[-1 (Az3T r =
-— = —
A [-1] AR AV AV ® IAV e

© =gl A —> TA(V). D'apreés

est une K-catégorie formelle 2 PD telle que d
1.2.6. t .2, : ini !
( 6.7) et (1.2.8 (1)), le complexe de De Rham QFAKV[—IJ est défini et 1'on

a une projection canonique

(1.4.5.1) p : N,KRV[-1] *éﬂfAKV['lj

Par définition, on a

1.4.5. 1
(1.4.5.2) o xui-1]
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D'autre part, le m@me raisonnement que pour prouver (1,.4.3.3) montre que l'on a,

pour tout m € I,
m
(1.4.5.3) p(ND,"kV[-1]) < QTAKW-HE"“Q

Il en résulte que la différentielle de : est nulle, i.e. que
OTAKv[-lj

dfn
(1.4.5.4) : =mv[-+] = &  AY[-m]
Q1‘A1<v[-1] A nEN
et que p (1.4.5.1) se décompose en
(1.4.5.5) p= & e,

m € W

la partie homogéne kmp s'écrivant (pour m = 1)

r r,
M,RV[-1) = (0 —=>TW > ... —>@ r,'ve...eT v
r1+...+ri=m A
rl,...,ri>0
k™ ve. —> ™ s )
- = (0 — v
OI‘AKV[—I]E_m] = (0 fee T 0 —> AV —>0 5

oti la fléche verticale de droite est la fléche canonique. 8Si W est un A-Module,

on a un carré commutatif

Wi-1] @ TwWl-1] ——> T awl-1]

(1.4.5.6) P®p P

N -] ® N[ —g ] e AR (V @ W) [y ] s

ot la fléche horizontale inférieure est l'accouplement canonique (1), et la fléche

&y Tordu par le signe (-1)™ sur le morceau A[-m] ® A V[-n] .
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horizontale supérieure l'accouplement donné par la fléche d'Alexander-Whitney
(I 4.2.3.5), avec la notation abrégée de (loc. cit.) NIX = I' . La vérification

est immédiate sur la décomposition (1.4.5.5) de p .

Cela posé, (1.4.4) va, compte tenu de (1.4.1.3), résulter du

Lemme 1.4.5.7. Si V est plat, la fléche {1.4.5.1) est un quasi-isomorphisme.

Preuve. Les deux membres &tant compatibles aux limites inductives locales

(1 4.2.2.6), on se ram@ne, par le théoréme de Deligne-Lazard (I 4.2.2.1),

au cas ot V est libre de type fini. Puis, utilisant (1.4.5.6), on se réduit

au cas ot V est libre de rang 1 . Alors kop (resp, klp) est la fleche
identique de A (resp. V[-1]), et tout revient & voir que I“(V[-1]) est
acyclique pS?X) m 2 2 . Mais cela découle de la formule de décalage

™[-1]) = A[-m] (I 4.3.2.1 (ii)) (%). Ceci acheve la preuve de (1.4.5.7),

et partant, celle de (1.4.4).

1.4.6. L'existence d'un isomorphisme, dans la catégorie dérivée, entre NR et
Qé peut aussi s'établir a l'aide de la "suite exacte de Poincaré" (1.3.4.3), par

un argument dot 3 Grothendieck ([31] 6.2), et qui est le suivant.

Considérons l'objet cosimplicial augmenté (VI 1.5.1) défini par R :
ooy —> T —
(1.4.6.1) R —> Dec; (R) == Dec,(R) — ... )

que nous regarderons aussi comme un objet bi-cosimplicial, de n-iéme colonne la

catégorie formelle PD-adique Dec: (R). Appliquant 3 (1.4,6.1) le foncteur

+1
"complexe de De Rham' (ce qui est loisible puisque, par hypothase, les composantes

de (1.4.6.1) sont des catégories dont le Module des différentielles est plat),

on obtient un objet cosimplicial augmenté :

(2) On peut sans doute vérifier "élémentairement" 1'acyclicité des complexes

précédents, encore que l'exercice ne paraisse pas trés facile.
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. . . R
(1.4.6.2) O-R —>§1DBC1'(R) ﬁa %ECZ(R) — - 3

dont les lignes sont homotopiquement triviales, puisqu'il en est ainsi des
lignes de (1.4.6.1) (VI 1.4). L’'augmentation (1.4.6.2) induit donc un isomor-

phisme, dans la catégorie dérivée, entre les complexes simples associés

(1.4.6.3) Qg —> [(%ec+(R) —= Qe gy —> )
1 27—

D'autre part, 1'augmentation "verticale" R —> DecT(R) de (VI 1.5)
P g

définit une augmentation

. —
QDec;(R) B QDec;(R)
(1.4.6.4)

R = (A8 —T———>p 3% ... )
> _—
qui, d'aprés (1.3.4.3), est un quasi~isomorphisme sur chaque colonne, Par suite,
(1.4.6.4) définit un isomorphisme, dans la catégorie dérivée, entre les complexes

simples associés :

(1.4.6.5) R —> [(%ec;'(a) — %ecZ(R)—* o)

Combinant (1.4.6.3) et {1.4.6.5), on obtient, comme annoncé, un isomorphisme,

dans la catégorie dérivée, entre NR et Qﬁ . I1 est facile de voir que

cet isomorphisme n'est gutre que l'isomorphisme p : NR —> Qé de (1.4.4.1).
En effet, si DecT(R) (resp. Qﬁec+(R)) désigne l'objet cosimplicial non augmenté

défini par (1.4.6.1) (resp. (1.4.6.2)), on a un diagramme commutatif
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NR > Npect(R)

N(1.4.6.2)

Qé > Nﬂbec+(R) v

-~
~
-~
-~
-~

S < N(1.4.6.4)

~
-~
~
~
-~
~

= MR

ot h (resp. v) est normaliséede 1'augmentation horizontale (resp. verticale)
de Dec'(R). Par définition, 1'isomorphisme NR —=> Qﬁ obtenu en cowbinant
(1.4.6.3) et (1.4,6.5) est la fleche pointillée rendant commutatif le triangle
inférieur (aprés passage aux complexes simples associés). Comme, d'aprés

(VI 1.6.2), 0on a h'lv = Id dans la catégorie dérivée, le diagramme montre

que la fléche pointillée est bien égale 2 p dans la catégorie dérivée, comme

annoncé.

2. Complexe de De Rham dérivé et cohomologie cristalline.

2.1. Le complexe de De Rham dérivé.

2.1.1. Soient T wun topos, A ~—3» B un morphisme d'Anneaux de T , P = PA(B)
la résolution simpliciale libre standard de B/A (I 1.5.5.6). Le complexe

de De Rham Qf/A (1.1.3 a)) est une A-Algébre "simpliciale différentielle

graduée"
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|
|
I
|
|
}
|
i
j@]
R .
o
~
>
j@]
N

1] —3 3 SN |
T 0 S
_
P,/A e, /a U /a
R -]
________ P2 > Pl Po »

dont la i-iéme colonne est le complexe de De Rham Qﬁ /A et la j-iéme ligne
. i

3 . 1

B /A On sait (II 1.1.3.2) que OP/A est un P-Module plat,

donc aussi Qg/A pour tout j (I 4.2.2.6). Comme P ——3 B est un

le P-Module Q)

quasi-isomorphisme, il découle de (I 3.3.2.1) que la fléche d'adjonction
3 J = AJd
(2.1.1.1) Op/p —> 05, BB Aslg/a
est un quasi-isomorphisme pour tout j . Le complexe simple associé a Of/A , noté

(2.1.1.2) Lﬂé/A s

s'appelle complexe de De Rham dérivé de B/A . Si f : X -——> S est un morphisme

de topos annelés (resp. de schémas), on pose

(2.1.1.3) Mhs = Mg el (eg)

Le complexe LQé/A est muni de la filtration de Hodge, définie par les sous-complexes

(2.1.1.4) me{a/A = ]F“‘QI;/A ,

. . m -1
FmD.B/A = (0 /...'_>O_>QP/AﬁO-P/A~_‘>...)
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Les fléches (2.1.1.1) définissent donc un quasi-isomorphisme gradué

dfn .
. i .
(2.1.1.5) gr LQB/A — ABLB/AI'*] = ii;N(ABLB/A)[»lj
Comme LB/A est plat, le second membre s'identifie d'ailleurs par définition
(1 4.2.2.2) a L/\BLB/A[—%] . Compte tenu de (II 1.2.5, 1.2.6), il découle de
(2.1.1.5) que L{; ne change pas, 2 isomorphisme canonique pré&s dans D(A),
/A P

si 1'on remplace dans la définition la résolution standard P par une résolu-

tion libre quelconque de B/A .

2.1.2. A titre d'exemple, calculons ABLB/A[_*] pour B faiblement d'intersection

compléte sur A (III 3.3.4).

Lemme 2.1.2.1. Soit L = (0 E—=>F 0) un complexe de B-Modules plats

concentré en degrés O et 1 . Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

de D{(B), compatible aux graduations :

LTﬁL = Kos {(u) s

oli Kos'(u) est le complexe de Koszul de u (I 4.3.1.3).

Preuve. Il existe umne suite exacte de complexes de Modules plats a degrés >0 ,

ul

() 0 L' E' F 0 ,

et un triangle commutatif

E
(363t) { u
E

oli la fléche verticale est un homotopisme (prendre par exemple E' = E & C(IdF)[—l],

ol C(IdF) est le cone de Idy , u' = u + Id, en degré 0). En vertu de (I 4.3.1.6)

appliqué a2 K(s), ot K désigme la transformation de Dold-Puppe, Kos-(Ku') est
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une résolution de I KL' . D'autre part, la fléche Kos'(XKu') —> Kos'(u)
induite par (s%) définit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples
associés. Comme L' est une résolution plate de L , le lemme en résulte.
(On pourrait aussi le déduire de la théorie du n° 1, en appliquant (1.4.4)

a4 la PD-complétée de IEKL, dont le complexe de De Rham s'identifie a3 Kos™(u)).

Corollaire 2.1.2.2. Soit un triangle commutatif d'Anneaux de T :

B ¢C

ot C—>B est surjectif de noyau un Idéal faiblement régulier I (III 3.3.1),

N . 1 . . 1
la fléche canonique LC/A — QC/A est un quasi-isomorphisme et QC/A

est plat. Il existe alors un isomorphisme canonique de D(B), compatible

aux graduations :

/ 1

d
_ . 2 C/A
/\BLB/A[—%] = Kos'(I/1 ————>QC/A ®B)

Preuve. D'aprés (III 3.3.6), on a un isomorphisme canonique de D(B)

de/a

_ 2
LB/A =0 —>1/1" —=>Q

1

c/a 8k >0

~

2
ot I/I” est placé en degré -1 . Compte tenu de la formule de décalage (I 4.3.2.1 (ii))

D(B)
Aglgjal-#1 = 1ry (1, [-1D) :

le corollaire découle donc de (2.1.2.1).



- 279 -

Corollaire 2.1.2.3. 8i B est faiblement d'intersection compléte sur A

(I11 3.3.4), gr LQﬁ/A est & cohomologie nulle en degré < O , donc aussi

LQé/A/FnLQé/A our tout n .

2.1.3. Notons
(2.1.3.1) CF ™ (A)

la catégorie des complexes de pro-A-Modules I munis d'une filtration décroissante

(FnL)nEZ telle que FaL = L pour un entier a . Nous dirons qu'une fléche

u:L—>M de CF (A) est un quasi-~isomorphisme si F'u est un quasi-isomor-

phisme (de complexes de pro-A-Modules) pour tout n € Z . Quand L et M

1

sont "complets", i.e. L —<> "Lim"L/F'L , M —> "lim" M/FM (1) , il
«

revient au méme de dire que gr u est un quasi-isomorphisme. On notera
(2.1.3.2) DF (A)

la catégorie dérivée "filtrée complétée", obtenue en localisant CF (A) par
rapport aux quasi-isomorphismes (comparer (V 1.2)). Comme, avec les notations

de (2.1.1),

b/ est "mal placé" (dans le deuxiéme quadrant), il nous sera

parfois commode de remplacer le complexe de De Rham dérivé LQé/A par son

"complété"

N dfn
. - Ty N . 1. .
(2.1.3.3) LQB/A = 131 LQB/A/F L QB/A s

qui, muni de la filtration FmLQé;A = "lim" FmLQé/A/FnLQé/A , est objet de
«

n>m
CF7(4). 8i £ : X —> S est un morphisme de topos annelés, on écrira LO&;S

au lieu de LQ@x/f—l(@s) . On voit comme plus haut que LQB/A ne change pas,

3 isomorphisme canonique prés dans la catégorie DF (A), si 1'on remplace

(1

) "lim" désigne toujours une limite dans la catégorie des pro-objets.
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P par une résolution libre quelconque de B/A . D'autre part, si C;/A désigne
v

le complexe de Cech-Alexander de P/A (1.2.5) muni de la filtration par les

PD-puissances de 1'Idéal d'augmentation, on a, d'aprés (1.4.4), un quasi-isomor-

phisme canonique de CF (A)

(2.1.3.4) jCP/A_ﬁLQ];/A

2.1.4 On suppose maintenant que A est une IF_-Algébre, ol p est un nombre
premier. Soit B une A-Algébre, notons B(p) 1'Algebre déduite par extension
des scalaires par 1'homomorphisme de Frobenius de A . On vérifie trivialement

qu'il existe un unique homomorphisme de complexes

-1 . .
(2.1.4.1) C  :gr QB(p)/A E— QB/A

qui soit un homomorphisme de A-Algébres gradudes et tel que le composé avec

la flache canonique gr QB/A —> gr {]B(p)/A soit donné en degré O (resp. 1)

par xv+—>xP  (resp. dx —> xp—ldx)

Lemme 2.1.4.2. (Cartier). Si B = SA(M), ot M est un A-Module plat, (2.1.4.1)

est un quasi-isomorphisme,

Preuve. Par passage 2 la limite inductive locale (I 4.2.1.1), on se raméne au
cas oi M est libre de type fini, donc B = A[tl,...,tr], et l'assertion se

vérifie alors par un calcul direct ([32] 7.2).

Proposition 2.1.4.3. On suppose que

A
* =
(%) Tori(B’AFrob) 0
pour tout i > O, AFrob désignant 1'Anneau A considéré comme Algdbre sur

lui-m&me par Frobenius. Alors (II 2.2.1) la fléche canonique

(p)

i . ' . .
Lp/a ®5B _— LB(p)/A est un quasi-isomorphisme, et 1'on a un isomorphisme

canonique fonctoriel de D(A)
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C : A, 4\L [-#] ———> 1
NN /A

Preuve. Soit P 1la résolution libre standard de B/A . D'aprés (2.1.4.2),

-1

C 7 :gr —3 ()
P(p)/A P/A

induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc, par passage aux complexes

simples associés, un quasi-isomorphisme

& o [-n] — L
MO U5/a
Mais, grace a (%), P(p) - B(p) est un quasi-isomorphisme, donc la fléche

d'adjonction

n n (P) . AD (P)
QP(p)/A > QP(;>)/A®P(9)B = Nglp/a ®gP

est un quasi-isomorphisme, d'oti la propésition.

2.1.4.4, L'inverse C de 1'isomorphisme ¢l ode (2.1.4.3) généralise
1'opération de Cartier : si f : X —> S est un morphisme lisse de schémas,
L QX/S —_— QX/S est un quasi-isomorphisme, ainsi que /\nLX/s — QX/S
pour tout n , et C s'identifie & 1'opération de Cartier

n . n
&H (OX/S)[-nj — @Qx(p)/s[-n] .

2.2. Cohomologie cristalline des intersections complétes.

Lemme 2.2.1. BSoient T un topos, A un Anneau de T , B une A-Algeébre,

c= (c° - Cl-—> ...) une A-catégorie affine (1.2.1), C —» B un mor-

phisme surjectif de A-Algébres de noyau K ., On note I 1la composante de degré

de K, U la composante de degré 1 de 1'Idéal d'augmentation de C (1.2.2).

On suppose que I est faiblement régulier (III 3.3.1) et que U/U2 est un

0

(o]
C -Module plat. Il existe alors un isomorphisme canonique fonctoriel de complexes
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de B-Modules :

NEK/KD) = (0 —> 1/1° =25 wiud) e B—>0
C

2
oli I/I° est placé en degré O et d est induit par @ -t —>7U .

Preuve. Notons J 1'Idéal d'augmentation de C , et (E,E) la PD-enveloppe

de (c,J) (1.2.5). On a :

FEE R VA LR
donc en particulier
of = E/ﬁtz] - u/u?
C
D'aprés (1.4.1.3), on a donc
2 2
() N(J/39) = (u/u”) [-1]

D'autre part, comme I est faiblement régulier, le triangle de transitivité

relatif a ¢ —> c,—>B (IT 2.1.2) fournit la suite exacte

0 —> (J/Jz) ® B—> 1</1<2 — 1/12 —>0
C

Compte tenu de (%), la suite exacte déduite par application de N s'écrit

0 —> U/U2® B Nl(K/Kz) —>0
C

Q> NO(K/KZ) _— I/I2 —>0

d'oll le lemme.
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Définition 2.2.2. Soit A —> B un morphisme d'Anneaux de T . On dit que B

est faiblement lisse sur A si B est plat sur A et si L est d'amplitude

B/A

plate < [0,0], i.e. si la fléche canonique — Qé/A eést un quasi-isomorphisme

Lp/a

1
et QB/A est un B-Module plat.

2.2.2.1. Une A-Algébre libre, plus généralement 1'Algébre symétrique d'un A-Module
plat, est faiblement lisse (IT 1.2.4.4). 8i f : X —=> S est un morphisme lisse

de schémas @X est faiblement lisse sur f-l(GS) (111 3.1.2).

Le triangle de transitivité (IT 2.1.2) montre que si B est faiblement
lisse sur A et € faiblement lisse sur B , alors € est faiblement lisse
sur A . D'autre part, il découle du théoréme de changement de base (II 2.2.1)
que, si B est faiblement lisse sur A , alors, pour toute A-Algébre A' |
B xkA' est faiblement lisse sur A' ; de plus, si B et A' sont faiblement

lisses sur A , il en est de me@me de B @gA'

Notation 2.2.3. Scient R un Aneeau de T , J un Idéal de R . Nous poserons
~J o
R = Limt R/FEM
<«
n
~J

ot (R,J) est la PD-enveloppe de (R,J) ({2611 2.3.1). La filtration de R
par les
J‘[n] dfn " qim" 3[“]/3[“‘]
.
mzn

s'appelle filtration PD-J-adique de R Y

Proposition 2.2.4. Soit
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un triangle commutatif d'Anneaux de T , o Q —> B est surjectif de noyau

un Idéal faiblement régulier I (III 3.3.1) et Q est faiblement lisse sur A

(2.2.2). Soit, avec la notation de (1.2.5), K 1le noyau de 1'homomorphisme

surjectif CQ/A —> B, composé€ de 1'augmentation CQ/A —> Q et de

~K
Cq/a

Q —> B . Munissons (2.2.3) de la filtration PD-K-adique. Alors

(i) Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de complexes

de B-Modules :

d
Q/A
1.~k _ 2

N gr cQ/A = (0 > 1/1

1

ol I/I2 est placé en degré O .

(ii) Si A est de caractéristique O , ou si T est ponctuel, Q

lisse sur A et I régulier (SGA 6 VII 1.4), alors la fléche canonique

1 ~K K
I erCy/a > 8t Cq/a

est un isomorphisme.

Preuve. On a par définition

1~k _ o~ ~[2] _ 55027 2
gr CQ/A K /K = K/K K/K
D'autre part, si J désigne 1'Idéal d'augmentation de CQ/A , et U sa composante
de degré 1, on a (par définition de QE/A)
2 _ 1
u/u” = QQ/A s
et d = d° - at :Q —> Qé/A est la dérivation extérieure dQ/A . Donc (i)

découle de (2.2.1) appliqué a (CQ/A,K), D'apres (2.2.2.1), C est faiblement

Q/A
lisse sur A , donc (III 3.3.6) K est faiblement régulier, donc d'aprés Quillen

(([35] 1II 8.5), (III 3.3.1)), la flache canonique SB(K/KZ) —s @ &/

est un isomorphisme, ce qui prouve (ii) dans 1l'hypothése ot A est de carac-

téristique nulle. Dans 1'autre hypothése, K est régulier d'aprés (SGA 6 VIII 1.2),

~

donc, d'aprés Berthelot ([26] T 3.4.4), la fléche canonique TB(K/KZ) —> or CQ§A
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est un isomorphisme, ce qui acheve la démonstration.

Remarque 2.2.4.1. L'hypothese de (ii) est sans doute superflue. Plus précisément,
la conclusion de (ii) est valable sans cette hypothése si la question suivante

a une réponse affirmative :

Question 2.2.4.2. Soit A —> B un morphisme d'Anneaux surjectif de noyau
un Idéal faiblement régulier I, (III 3.3.1) et soit (A,I) la PD-enveloppe de

{A,I). Est-il vrai que la flache canonique
ry(1/1%) ——s g7t /3l

est un isomorphisme ?

C'est le cas si I est de Koszul (III 3.2.2), comme on le voit en
paraphrasant 1'argument de Berthelot ([26] I 3.4.4). Mais j'ignore la réponse

dans le cas général.

Corollaire 2.2.5. Soit

un diagramme commutatif d'Anneaux de T , ot Q' —=> B (resp. Q"' == B)

est surjectif de noyau un Idéal faiblement régulier I' {(resp. I") et Q' (resp. Q")

est faiblement lisse sur A . Soit, comme en {2.2.4), K! (resp. K") le noyau

de 1'homomorphisme surjectif C

~K! RN
Co'/a Q"/a

Q'/A — B (resp. CQ”/A ~—> B), et munissons

(resp. C de la filtration PD-K'- (resp. K"-)adique.

Alors, si A est de caractéristique O , ou si T est ponctuel, TI' (resp. I")

régulier et Qf (resp. Q") lisse sur A , il existe un isomorphisme canonique

de DF”(A)
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~K' ~R"

r/a = Couua
Preuve. D'apres (2.2.2.1), Q = Q' ®AQ” est faiblement lisse sur A , donc
(III 3.3.6) 1'Idéal noyau de Q —=> B est faiblement régulier. D'autre part,
dans le cas ponctuel, si Q' et Q" sont lisses sur A et I', TI" réguliers,
Q est lisse sur A , et 1'TIdéal noyau de Q —> B est régulier d'apres
(SGA 6 VITII 1.2). On peut donc supposer qu'on a une fléche f : Q' —> Q"

rendant commutatif le diagramme

Q' : —> Q"
\B /
A

D'aprés (2.2.4 (i)) et (IITI 3.3.6), f induit un quasi-isomorphisme

1 _-K' 1 ~K"
_—__>
gr CQ'/A gr CQ"/

La fleche qui s'en déduit par application de TB est encore un quasi-isomorphisme

en vertu de (I 4.2.2.1), etle corollaire en résulte grace a (2.2.4 (ii)).

Théoréme 2.2.6. Avec les hypothéses et notations de (2.2.4), si A est de

caractéristique O , ou si T est ponctuel, A noethérien, Q lisse sur A ,

et T régulier, il existe un isomorphisme canonique de DF"(A):

R ¢
Wg/a = Coa
Preuve. Plagons-nous d'abord dans 1l'hypothése ot A est de caractéristique O .

Soit, comme en (2.1.1), P 1la résolution libre standard de B sur A . D'apreés

(2.2.5), on peut supposer qu'on a Q = P0 . Changeant les notations, nous poserons
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I = Ker(P —>B), J = Ker(CP/A —> P), K= Ker(CP/A —> B)

Compte tenu de (2.1.3.4), il suffit de prouver que les flaches naturelles

~J ~K
() CP/A ——>Cp s
(3e8) ¢k ~K

[o]
P /A———ﬂ/cp/A

induisent des quasi-isomorphismes de CE (A) par passage aux complexes simples

associés ((%) est définie par la fleche identique de C et 1'inclusion

P/A

J CK, tandis que (##) est définie par l'inclusion canonique de CP /A
(o]

considéré comme objet simplicial trivial, dans C,,,). D'apres (1.4.1.3), on a

P/A

1.3 1
N gr CP/A = QP/A[—I] s

et d'apres (2.2.4 (i)) (qui s'applique car, dans le topos Simpl(T), P est
faiblement lisse sur A et I faiblement régulier d'aprés (III 3.3.6)) on a

lc*K

N er Cp)a

= (O——>I/Iz——>Qé/A®PB——>O)

La fléche N grl(*) s'écrit

0 0
o : > L e (ligne de degré 1)
P/A T /p ®p
N grl(%) [
2 .
0 1/1 (ligne de degré 0),

~

ol a est la fleche d'adjonction (CP/A est un objet simplicial mixte (I 4.,1.2)
dont les lignes sont simpliciales, et les colonnes cosimpliciales, N est le

foncteur normalisation dans le sens vertical). Pour prouver que (%) induit
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sur les complexes simples associés un quasi-isomorphisme de CFA(A), il suffit
de prouver que gr(#) induit un quasi-isomorphisme sur chaque ligne. Or, d'apras

(2.2.4 (i1)), gr(#) s'écrit comme le composé

1 .~J a 1~7J
TpgrCpp > Ip 8r Cp/p ®pB
1
L I£ gr (*)(B) | x
rB(gr cP/A @%B) TB gr CP/A s

~

ot a est la fleche d'adjonction, et grl(*)(B) désigne la fleche B-linéaire

déduite de grl(*) par adjonction. Comme Ql

p/A est un P-Module plat, il en

est de m@me des lignes de TP grlc;?A , et comme P —> B est un quasi-isomor-
phismes, il en résulte (I 3.3.2.1) que a induit un quasi-isomorphisme sur

chaque ligne. Tout revient donc 2 voir que Iﬁgrl(*)(B). induit un quasi-isomorphisme
sur chaque ligne, i.e. (I 4.2.2.1) qu'il en est ainsi de grl(*)(B) , i.e.
finalement, compte tenu de l'expression de grl(*) donnée plus haut, que I/I2

est acyclique, Or, comme I est faiblement régulier, la fléche canonique de

complexes de B-Modules simpliciaux (IIT 1.2.8.1)
2
e
Lp/p 1/1°(1]

induit, d'aprés (IIT 3.3.3), un quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc

un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés. Mais, comme P —> B
est un quasi-isomorphisme, le complexe simple associé a LB/P est acyclique en
vertu de (IT 1.2.6.2 b)) et (II 2.1.2), donc I/I2 est acyclique, ce qui,

comme on a vu, implique que (%) induit un quasi-isomorphisme de CF~(A) sur

les complexes simples associés. Montrons qu'il en est de méme de (s%). Il suffit
pour cela de prouver que gr(##) induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne.

Or, d'aprés (2.2.4), on a

TBgrl(*%) = gries)
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et N grl(**) s'éerit

o] o]
Ql ®, B /»Ql ® B (ligne de degré 1)
P /A P P/AP
o o
N ogri(ee) d1>0/A dp/a
2 2 . .
Ko/Ko > K/K (ligne de degré 0).

D'aprés (III 3.3.6) (ou, plus simplement, (III 1.3.4)), N grl(**) induit un
quasi-isomorphisme sur chaque colonne. Comme ces colonnes sont plates, il en
résulte (I 4.2.2.1) que TBgrl(**), i.e. gr(#¢), induit, comme annoncé, un
quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc que () induit un quasi-isomorphisme
de CF"(A) sur les complexes simples associés, ce qui prouve le théoréme dans
1'hypothése ot A est de caractéristique O . Dans la seconde hypothése, il
existe, d'aprés André ([24] 17.2 p. 69), un quasi-isomorphisme P' —> B

de A-Algebres, oi P' est, en chaque degré, une Algébre de polyndmes & un

nombre fini de générateurs. Comme on 1'a vu en (2.1.3), LQﬁ;A s'identifie
canoniquement, dans DF~(A), au complexe simple associé a "lip" Qf'/A/anﬁl/A s
donc aussi, d'aprés (1.4.4), au complexe simple associé a C;,j; (ot J est
1'Idéal d'augmentation de CP’/A)’ de sorte qu'il suffit de prouver que les
fléches analogues a (%) et (#%#), avec P remplacé par P', induisent des

quasi-isomorphismes de CF~(A) sur les complexes simples associés. Ceci se

fait exactement comme plus haut, d'oti le théoréme.

Remarque 2.2.6.1. 8i la réponse a (2.2.4.2) est affirmative, 1'hypothése

supplémentaire de (2.2.6) est inutile,
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2.2.7. 8oit £ : X ——>S un morphisme de schémas. Notons & 1'Anneau

X/S
structural du topos cristallin PD-nilpotent de X/S ([26] IIT App.), i.e.

le faisceau associant a chaque épaississement PD-nilpotent i : U —=> U' de

X/S 1le faisceau &

gt Soit J

t . I Py-F .
%/s 1'Idéal canonique de SX/S , défini par

i +—> Ker (g _, —=> i*®U)' Nous poserons

-~ = 1] 4t En]
(2.2.7.1) ®X/S ll@ @X/S/J x/s

n

La filtration de SX/S par les

dfn
~nl 27 g J[n], Im]
Ix/s = e 33,8905
ma2n

s'appelle filtration PD-adique canonique de 6%/8 .

Notons (X/S)Cris le topos cristallin PD-nilpotent de X/S, annelé

par 6, . Le foncteur image directe f ., : Mod((X/8) . ) —> Mod(8)
X/s criss cris

définit un foncteur "dérivé filtré complété"
+ +
(2.2.7.2) Rf ¢ DF X/, ) —>DF (s)

criss

(utiliser par exemple les résolutions flasques canoniques) {comparer avec

(V 2.3.5)). De méme maniére, £t Mod(f—IGS)‘"*ﬁ> Mod(S) définit un foncteur
(2.2.7.3) RE, D+F”(f'1®s)-~——>D+F‘(s)

Cela étant, (2.2.6) fournit le

Corollaire 2.2.8. Soit f : X ——> S un morphisme d'intersection compléte

(SGA 6 VIII 1.1). SiS est de caractéristique O et £ lissifiable, ou si S

est affine, nmoethérien, et X affine, il existe, avec les notations (2.2.7.2),

(2.2.7.3), un isomorphisme canonique de DF (S)

-~

Rfcris*(SX/S) = Rf*(LQi7S) ’
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ot Gy/g

est muni de la filtration PD-adique canonique (2.2.7.1) et Lﬂk;s

est le complexe de De Rham dérivé complété (2.1.3.3).

Preuve. Soit

une factorisation de £, avec g lisse et i une immersion fermée (nécessairement
réguliere (SGA 6 VIII 1.2)). Rappelons qu'on a un morphisme canonique de topos

annelés ([26] 111 3.2)

u (X/8) —>X s
cris

X/s i

ot X est annelé non pas par @X mais par f_1®s (u§/s est le foncteur

évident de "prolongement par zéro" du topos zariskien dans le topos cristallin).
Utilisant le recouvrement de 1'objet final de (X/S)Cris défini par la
lissification g , on montre (([26]1V), ([25] 1.3)) qu'il existe un isomorphisme

canonique de DFA(f-ISS)

K
Ruy /s (Og/s) = Ci'1®Y/f'1®S ;

avec les notations (1.2.5) et (2.2.3), K désignant le noyau de

C — Comme f

i'IGY/f'l@S S - cris = F Ux/s ¢
de (2.2.6).

le corollaire découle donc

Remarque 2.2.8.1. Je conjecture que la conclusion de {(2.2.8) est valable sous

la seule hypothése que f est d'intersection complate. (Bien entendu, si (2.2.4.2)
a une réponse affirmative, la conclusion de (2.2.8) est valable pour £ d'intersec-
tion compléte lissifiable, et il ne paratt pas trés difficile de se débarrasser,

par descente, de l'hypothése de lissifiabilité).
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Questions 2.2.8.2. a) J'ignore si 1'on peut par passage & la limite déduire

de (2.2.8) un isomorphisme de D(S)

Rfcris%(SX/S) - Rf*(LQ)'(/S)

b) Peut-on espérer une variante de (2.2.8) pour le topos cristallin

"p-nilpotent avec PD-Idéal de compatibilité sur S" ([26] III) ?

2.2.9. Application. Soient S 1le spectre d'un corps parfait k de caractéristique
p > 0, et pour X le schéma en groupes a, sur S, i.e. X = Spec k[t]/tp.

Utilisant 1'opération de Cartier (2.1.4.3), on déduit de (2.2.8) un isomorphisme

RD((/8) ® /\nLX/S[-n] ,

is°0x/s) =

et le second membre se calcule 2 l'aide de (2.1.2.2) appliqué a

k[t1/tP k(e]
)4
si T=(t?), on a
L =(o—->1/121>1 ® 6, ——>0)
X/8 Qe ® % .

d'otr (2.1.2.2)

_ n 2, © n-1 2 1
/\“LX/S = (0 —> I'NI/1%) ~=> T (1/1 )®Qk[t]/k—>o)

et 1'on en tire que HO((X/S) )} (resp. Hl((X/S) )) est formé

cris’GX/S
des polyndmes T ant[pn] (resp. des formes T antipn-?]dt), Ce résultat

n=0 n=1
avait &té obtenu par Berthelot [[27] par un calcul direct (facile). L'introduction

cris’GX/S

du complexe de De Rham dérivé "explique" la grosseur du H° .
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Complexe Cotangent et Déformations I1

Errata

p. 277, 1.4 :  supprimer la phrase “Compte tenu de ... B/A.” (Pargument
est erroné car {2, /4 st situé dans le deuxiéme quadrant)

p. 279, 1. —2: remplacer “voit comme plus haut” par “déduit de (2.1.1.5)”

p. 280, 1. 6 :  supprimer tout le numéro 2.1.4, jusqu’a p. 281, 1. —8 :

(il n’existe pas en général d’homomorphisme (2.1.4.1))

p. 292, 1. 6 :  supprimer tout le numéro 2.2.9 ('argument utilise I’énoncé
erroné 2.1.4.3, et les formules donnant H*((X/S)eris, Ox/s)
pour i = 0,1 sont fausses : il faut remplacer ¢P"

(resp. tP"P) par ) (resp. tm 1) o t(m) — 7 (¢#)ld si
m=npqg+r avec 0 <7 < p)
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(- formelle) VIII 1.2
éech-Alexander (complexe de -)
classifiant (topos -) : voir top
coinduit VI 8.2.3, VI 10.2.6

co-Lie (complexe de - d'un torse
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étage (~ d'un topos fibré) VI 5.1 43
extension (- d'un diagramme) VII 1.2.2 187
face (i-iéme - de degré a d'unm objet multisimplicial) VI 9.1.2 115
faiblement lisse  VIIT 2.2.2 283
G-faisceau (G un schéma en catégories) VII 2.1 191
X-faisceau (X un topos fibré simplicial) VI 8.1.3 88
fibré (topos -) VI 5.1 42
filtration PD-adique VIII 2.2.3, VIII 2.2.7 283, 290
fleche (- d'un n-diagramme) VII 1.1.3 185
I-gradué (objet -) VII 11.1.1, VI 11.2.2 150, 155
groupotde VI 2.6, VI 2.6.3 a) 15, 17
Idéal d'augmentation (- d'une catégorie formelle) VIII 1.2.2.3 254
induit VI 8.2.4, VI 10.2.6 93, 139
Lie (complexe de - d'un schéma en groupes) VII 3.1.1.1, 211,
VII 4.1.4.1 234
lissification locale VI 6.6.2.3 75
I-morphisme (- de topos fibrés) VI 5.5 47
nerf (- d'une catégorie) VI 2.1.1 9
opposé (passage 2 1'ordre - sur A) VI 1.2.4 4

oubli (- du premier (resp. dernier) opérateur de face d'un objet
simplicial) VI 1.3 5
PD-adique {catégorie formelle ~-) VIII 1.2.3 254
(filtration -): voir filtration

PD-complétée (- d'une catégorie affine) VIII 1.2.5 255



pseudo-catégorie VI 8.2
quasi-cartésien VII 1.1

quasi~cohérent terme & te

- 304 -

.2

.3.5

rme VII 1.1.3

quasi-isomorphisme (- de Modules différentiels gradués) VI 10.1.4

réduit’ (objet multisimpli

(diagramme spectra

cial -) VI 9.1

1 -) vIo9.2.3

simplicial large (diagramme -) VI 9.2.2

sommet (- d'un n-diagramme) VI 7.2

spectral (diagramme -} VI 9.2.2

spectre = diagramme spectral

stabilisé (- d'un foncteur) VI 9.5.3

stable (dérivé -) VI 9.5.

11.2

strict (objet simplicial (resp. cosimplicial) -) VI 4.1

structure {- relativement
systéme de cocefficients

tangent (faisceau -) VI

-

Vi 3.4

IT 1.1.4

3 un topos fibré simplicial) VI 8.1.1

topos (- classifiant d'un schéma en catégories) VII 2.1.2

(- fibré) : wvoir fi
(- fpgc d'un diagra

(- total d'un topos

bré
mme de schémas)

fibré) VI 5.2

VII 1.1.3.1

(petit - zariskien d'un diagramme de schémas) VII 1.1.3.2

tor-indépendant (morphisme de G-schémas - de G) VII 2.2.1

torseur VII 2.4.1

type (-~ d'un n-diagramme)

VI 5.6.4
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