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AVE RTI S S EMENT 

Ce volume contient les chapitres VI ~ VIII du travail pr~sent~ dans 

l'introduction de [IO]. 

Les r~f~rences ~ [iO] ~tant consid~r~es cormue des r~f~rences internes, 

[iO] n'y figure pas : par exemple, (III 3.3.6) renvoie ~ l'~nonc~ (3.3.6) du 

chapitre III de [iO]. 
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CHAPITRE Vl 

COHOMOLOGIE DE DIAGRAMMES 

Introduction. 

Ce chapitre est consacr~ au calcul de la cohomologie de certains 

diagrammes qui interviennent naturellement dans les problgmes d'obstruction 

envisages au chapitre VII . Le lecteur qui voudrait se faire une idle g~n~rale 

de la m~thode que nous employons pour traiter ces probl~mes pourra consulter [ii]. 

La th~orie cohomologique des diagrammes d'espaces (plus g~n~ralement, des 

"topos associ~s" aux topos fibres"), due ~ P. Deligne, est expos~e par 

B. Saint-Donat dans (SGA 4 VI). La n~cessit~ de l'adapter aux situations que 

nous avions en vue nous a contraint de la reprendre depuis ses fondements. Cela 

explique en partie la longueur du present chapitre, dont nous nous excusons 

aupr~s du lecteur. 

Apr~s un bref rappel (n ° I), utile ~ divers endroits des n°s 2, 6, 8 

et du ehapitre VIII, nous exposons, au n ° 2, la construction (bien connue) de 

l'objet simplicial associ~ g une cat~gorie, qui forme la base de notre "m~thode 

des diagrammes" en th~orie des d~formations. Le n ° 3 est une parenth~se sur le 

fait, d~ ~ Quillen, qu'on peut r~aliser n'importe quel type d'homotopie par le 

nerf d'une cat~gorie. Le n ° 4 contient certains calculs de limites inductives 

utiles aux n°s 9 et Ii. Nous d~finissons au n ° 5 , les topos Top(X) 

et Top°(X) associ~s ~ un topos fibr~ X , et ~tudions diverses 

questions de variance. Le topos Top(X) est le "topos total" consid4r~ dans 

(SGA 4 VI) ; nous l'avons d~j~ rencontr4, dans un cas particulier, ~ propos de 

certains probl~mes de d4formations de morphismes de topos annel4s (III 2.3, 4). 

C'est lui qui intervient, plus g~n4ralement, dans l'4criture des obstructions 

aux d~formations de diagrammes de topos annel~s. Quant au topos Top°(X), d~j~ 

apparu discr~tement dans (V 6), son introduction, bien qu'un peu moins naturelle 
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que celle de Top(X) (I), est motiv~e par les r~sultats des n°s 7 et i0, qui 

conduisent au calcul des obstructions aux d~formations de schemas en modules. 

Par des r~solutions "~ la Godement", nous relions, au n ° 6, la cohomologie du 

topos Top(X) (resp. Top°(X)) & celle des "~tages" X. (5.1) du topos 
l 

fibr~ X , et montrons notamment qu'on peut toujours se ramener au cas oN X est 

un topos fibr~ "simplicial" ((6.2.4.2), (6.4.2)). Nous montrons aussi (6.5.3) 

que Top(X) et Top°(X) ont "m~me" cohomologie & valeurs dans les faisceaux 

"cart~siens" (5.2.4), ee qui g~n~ralise un r~sultat, dQ ind~pendamment ~ Quillen 

et Verdier (2), sur l'interpr~tation "topologique" des groupes de cohomologie 

d'un ensemble simplicial ~ valeurs dans un syst~me local comme groupes de 

cohomologie d'un topos simplicial induit. Signalons ~galement que le formalisme 

de (6.6) fournit incidemment un candidat assez naturel pour le complexe cotangent 

en G~om~trie Analytique (6.6.2.3). Apr~s un interlude technique (n ° 7), qui 

sera utilis~ seulement au chapitre VII, nous d~veloppons, au n ° 8, la th~orie 

cohomologique des "topos classifiants de Grothendieck" (SGA 4 IV), dans un 

cadre assez g~n~ral pour que les r~sultats puissent s'appliquer & la situation 

envisag~e en (11.5). Le n ° 9 est consacr~ & l'~tude de certains diagrarmnes 

en rapport avec la stabilisation des foncteurs non additifs. Apr~s des g~n~ralit~s, 

au n ° I0, sur la cat~gorie d~riv~e des Modules diff~rentiels gradu~s sur un Anneau 

diff~rentiel gradu~, nous d~finissons, en (11.2), les diagrammes qui nous serviront, 

au chapitre VII, & traiter les probl&mes de d~formations de schemas en modules. 

A l'aide de la formule (11.4.3), due essentiellement & MacLane [12], nous ~tablis- 

sons l'isomorphisme clef (11.5.3.9), qui exprime les Ext i de Modules sur un Anneau 

(I) elle ne semble raisonnable que lorsque X est "bon" (5.4). 

(2) non publiC. 
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comme groupes de cohomologie "spatiaux", et sera l'ingr4dient essentiel des 

calculs de (VII 5). 

Je ne voudrais pas terminer cette introduction sans remercier ceux 

qui m'ont aid4 dans la r~daction de ce chapitre : D. Quillen , qui m'a commu- 

niqu4 les r4sultats dun ° 3 ; J.L. Verdier, qui, au cours de longues discussions, 

m'a aid4 ~ mettre sur pied le formalisme des n°s 5 et 6 ; L. Breen, qui, en 

me parlant de ses travaux sur les Extl(Ga,Ga ) [2], m'a appris la formule (11.4.3) 

et sugg~r4 les constructions du n°ll ; enfin, P. Deligne, dont la th4orie de 

descente cohomologique forme le support de ce chapitre, et qui, durant sa mise 

au point, a su plus d'une fois me tirer d'embarras : je lui dois notamment la 

d~monstration du th4or~me d'acyclicit~ (4.4). 
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I. D~cal~s d'un objet simplicial. 

I.i. Dans toute la suite, on utilisera les notations et la terminologie de (I I). 

En particulier, ~ (resp. ~) d~signe la cat~gorie des ensembles finis (resp. finis 

non vides) totalement ordonn~s, et [O,n], ou In] l'ensemble des entiers {O ..... n} 

muni de l'ordre naturel. 

1.2. Si E, F sont des ensembles totalement ordonn~ on note E ~F l'ensemble 

somme disjointe de E et F muni de l'ordre total compatible avec les inclusions 

de E et F et tel que x < y pour x E E, y E F . Ainsi E~ = ~E = E , 

et E~[O] (resp. lOIrE) est l'ensemble ordonn~ d~duit de E par adjonction 

d'un plus grand (resp. plus petit) ~l~ment. Pour 

(1.2.1) Dec p : ~ > 
q 

p, q 6 IN, on note 

le foncteur d~fini par DecP(E) = [q-l] ME~[p-I], avec la convention [-i] = ~ . 
q 

On a 

0 
Dec o = Id , 

T ! 

DecPDec p, = DecP,DecP = DecP+P: 
q q H H ~ ' 

p, p', q, q' E ~ . Pour n > O, on ~crira Dec n (resp. Dec n) au lieu 

(resp. Dec °) Grace ~ (1.2.2), on reconstitue les foncteurs Dec p 
n " q 

Dec I et Dec I par la formule 

Dec~ = (Decl)P(Decl)q = (Decl)q(Decl)P 

(1.2.2) 

pour tous 

de Dec n 
O 

partir des foncteurs 

(1.2.3) 

Notons 

(1.2.4) op : ~ > 

l'involution "passage ~ l'ordre oppose". Pour p, q E ~ , on a un carr~ commutatif 
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Dec p 
(i.2.5) -~ ~ >-~ 

oP 1 
Dec q 

-~ P >Z 

op 

En particulier, l'involution op ~change les foncteurs Dec I et Dec I . 

1.3. Soit C une cat~gorie, et soit X un objet simplicial (resp. cosimplicial) 

de C , i.e. (I I) un foncteur contravariant (resp. covariant) de g dans C . 

Pour tout couple d'entiers p, q m O non tous deux nuls, on note 

(1.3.1) DecP(x) 
q 

le foncteur compos4 X.Dec p (d~finition 14gitime car, p et q n'4tant pas 
q 

tous deux nuls, Dec p est ~ valeurs dans &) ; DecP(x) est un objet simplicial 
q q 

(resp. cosimplicial) augment~ (I i.I). On a 

Decl(x) n = DeCl(X) n = Xn+ 1 (resp. Decl(x) n = DeCl(X)n = X n+l) ; 

avec ces identifications, pour O ~ i ~ n, l'op4rateur de face 

d. : Decl(x) > Decl(X)n_ 1 coincide avec d. : > X tandis que 
l n i Xn+l n ' 

d i : DeCl(X) n > DeCl(X)n_ 1 coincide avec di+ 1 : Xn+ 1 > Xn " l'op4rateur 

de d~g4n~rescence si : Decl(X)n-i ---> Decl(X)n coYncide avec si : Xn > Xn+l ' 

tandis que si : DeCl(X)n-i > DeCl(X) n coYncide avec si+ 1 : Xn > Xn+l " 

on a des ~nonc4s analogues dans le cas cosimplicial. On dit parfois que Decl(x) 

(resp. DeCl(X)) se d4duit de X par oubli du dernier (resp. premier) op4rateur 

de face. Dans le cas simplicial, l'augmentation de Decl(x) est donn4e par 

do : Decl(X)o = X1 > Decl(x)-I = Xo , tandis que celle de DeCl(X) est donn4e 

par d I ; ~nonc~s analogues dans le cas cosimplicial. 
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Propositio n 1.4. Soit X u n objet simplicial (resp. cosimplicial) de C ~ Les 

objets simpliciaux (resp. cosimpliciaux) augment~s Decl(x) e t DeCl(X) sont 

homotopiquement triviaux (donc aussi, plus g~n~ralement, les objets Deck(X), 

compte tenu de (1.2.3)). 

Ce fait est bien connu, nous en donnerons une d~monstration pour ~tre 

complet. Tout d'abord, quitte ~ remplacer C par la cat~gorie duale, on peut se 

borner au cas cosimplicial. II suffit alors de faire la d~monstration dans la 

situation universelle, i.e. pour C = A , et X le foncteur identique. Compte 

tenu de (1.2.5), on peut se borner ~ montrer que l'objet cosimplicial augment~ 

Dec I : ~ ......... > A est homotopiquement trivial. Notons Dec I l'objet cosimplicial 

i.e. la restriction de Dec I ~ A . Notons e : [0] > Dec 1 sous-jacent, 

l'augmentation (application "plus petit ~l~ment") et p : Dec I > [0] la 

projection, [0] ~tant vu comme objet cosimplicial trivial. On a pe = Id, et 

l'on va d~finir une homotopie entre les fl~ches ep, Id : Dec ~ ~Dec I . Pour 

E E ob A et f : HomA(E,[I]) , notons uf : lOIrE > lOIrE l'applicstion 

croissante qui envoie [o]~f-l(o)- - sur le plus petit ~l~ment de lOIrE et 

sur f-l(1). On a u = ep, u~ = Id (0 (resp. I) d~signant induit l'identit~ 
o i 

l ' a p p l i c a t i o n  c o n s t a n t e  E ~ [ 1 ]  de v a l e u r  0 ( r e s p .  1 ) ) ,  e t i l  e s t  imm~dia t  

que l e s  u f  r ~ a l i s e n t  une h o m o t o p i e  e n t r e  u ° e t  u 1 ( i  1 . I , 5 )  ; l a  p r o p o s i t i o n  

e s t  d g m o n t r ~ e .  

Remarq.ues 1.4.1. a) La d~monstration pr~c~dente montre que les augmentations 

Decl(x) > X ° , DeCl(X) , X ° (resp. X ° > Deel(x), X ° , DeCl(X) ) 

sont en fait des X -homotopismes (I 1.1.6). En effet, avec les notations ci-dessus, 
o 

on a euf = e . 

b) Supposons que 

s o : Xn-----> Xn+ 1 (resp. s ° 

C soit une cat~gorie additive. Alors 

xn+l : > X n) est un op~rateur d'homotopie pour 

le complexe de chalnes (resp. cochaines) augment~ d~fini par Decl(x). De m~me 

(-l)nsn : X ~ (resp. (-l)ns n : X n+l n Xn+l > Xn) est un op~rateur 

d'homotopie pour le complexe d~fini par Dec1(X). 
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1.5. X d4signant toujours un objet simplicial (resp. cosimplicial de C , notons 

(1.5.1) Dec(X) 

le foncteur 

des couples 

tion Dec+(X) 

cial) de C , muni de deux augmentations vers X , l'une, "horizontale", donn4e 

par les applications E~"vide" : E ~ > E~F , l'autre, "verticale", donn~e par 

les applications "vide"~F : F > EgF . On appelle Dec(X) le d4cal4 total de 

Sa p-i~me colonne, F > X([p]U F), est DeCp+l(X) (1.3.1) ; sa q-i~me ligne, 

E I > X<E~ [q]), est Decq+l(x). On peut voir Dec+(X) au ehoix comme l'objet 

simplicial (resp. coslmplicial) [p] I > DeC~+l(X) ou comme l'objet simplicial 

(resp. cosimplicial) [q]l > Decq+l(x) (le + d4signant un objet simplicial + 

(resp. cosimplicial) sous-jacent. L'augmentation horizontale de Dec+(X) est 

(E,F) f > X(EUF) sur la sous-cat4gorie pleine de & X A form~e 

(E,F) tels que E et F ne soient pas tous deux vides. La restric- 

de Dec(X) ~ & X ~ est un objet bisimplicial (res 9. hi-cosimpli- 

X . 

donn6e par les op6rateurs de face de plus bas degr~, l'augmentation verticale 

par les op4rateurs de face de plus haut degr4. Voici un dessin de 

le cas simplicial :. 

X 3 >, 

> 

~. x2 

• X 2 

0 

d d 1 

d 1 
:~ x 1 

d 
0 

d 2 d I 

d 1 
> X I > 

d 
0 

> x 
> 0 

d 
0 

> X 1 

o> x 
o 

Dec(X) dans 

tt 
Dec2(X) 

] 
Decl (X) 

• . • > Dec2(X) - , DeCl(X) > 
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(Dec+(X) est ~ l'int~rieur du domaine d~limit~ par le pointill~). 

1.6. Notons dec+(X) l'objet simplicial (resp. cosimplieial) diagonal d~fini 

par Dec+(X), i.e. E ~ ~ X(E,E). Les augmentations horizontaleset verticalesde 

Dec+(X) d~finissent des morphismes 

(1.6.]) h, v : dec+(X)-'-~X (resp. X ____>dec (X)) 

(en d'autres termes, h est d~fini par les applications EL "vide" : E > ELE , 

v par les applications "vide"L E : E ----> E~E). 

Proposition 1.6.2. Les fl~ches h e t v o nt des images ~gales et inversibles 

dans la cat~gorie des objets simpliciaux (resp. cosimpliciaux) de C ~ homotop.ie 

pros (I (1.1.5.1)) (I). 

Preuve. Le fait que h et v soient des homotopismes se prouve essentiellement 

comme (1.4), nous laisserons les d~tails au lecteur. Prouvons l'autre assertion. 

Comme dans la d~monstration de (1.4), on peut se borner au cas cosimplicial et 

la situation universelle : C = ~ , X le foncteur identique. Pour f 6 Hom~(E,[l]), 

notons uf : E ----> E~ E l'application eroissante qui envoie bijectivement E sur 

f-l(1) ~f-l(o). On a done u ° = v = "vide"~E , u I = h = EL"vide". II est 

imm~diat que les uf d~finissent une homotopie entre v et h (I 1.1.5), d'o~ 

la proposition. (De mani~re imag~e, on peut dire qu'on fait glisser la colonne de 

mercure de la moiti~ droite g la moiti~ gauche du tube, comme sur le dessin : 

! 

a 

i 
i 

i 

i 

i 

(i) Cet ~nonc~ ne servira qu'en (VIII 1.4.6). 
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2. Nerfs. 

Ce num4ro est consacr4 ~ une revue de quelques constructions classiques, 

voir Grothendieck ([7] n ° 212, 4.1), Gabriel-Zisman ([4] II 4), Giraud ([5] §2), 

Segal [20]. 

2.1. Soit X une cat4gorie. On appelle nerf de X , et l'on note 

(2.1.1) Ner(X) , 

l'ensemble simplicial (i.e. le pr4faisceau sur 4) E i > Hom(E,X) = ensemble des 

foncteurs de E dans X , un ensemble ordonn4 ~tant vu comme une cat4gorie de la 

manigre habituelle, (une fl~che de x ~ y pour x ~ y). On a donc: 

(2.1.2) (i) Ner (X) = ob(X) Nerl(X) = fl(X) 
o ' ' 

do(X) = but(x) , dl(X) = source(x) pour x E fl(X) , 

Nern(X) = ensemble des suites (Xl,...,x n) de fl~ches de X 

telles que but(x.)l = s°urce(xi+l) pour I ~ i ~ n-I, 

(ii) pour x = (x I ..... x n) E Ner (X), n e 2 , 
n 

do(X) = (x 2 ..... x n) , 

di(x) = (Xl,...,Xi_l,Xi+ixi,xi+ 2 ..... x n) (0 < i < n) 

d (x) . . . .  n = (Xl' 'Xn-l) 

(iii) pour x E ob X, So(X) = Idx, et, pour 

x = (x I ..... x n) E Nern(X), n e I, 

s (x) = (Id ,Xl,. 
o source(x I) "''Xn) ' 

S . ( X )  = . .  . , X n )  l (Xl'" 'xi'Idbut(x,)'Xi+l''" 
1 

( x )  . . .  s n = (Xl, ,Xn,ldbut( x )) 
n 

( 0  < i ( n )  , 
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2.1.3. Exemples. a) Si X est une cat~gorie discrgte, Ner(X) n'est autre 

que l'ensemble simplicial trivial d4fini par X (I 1.1.2). 

b) Pour [n]E ob & , Ner([n]) est l'ensemble simplicial standard 

&(n) (pr~faisceau sur ~ repr4sent~ par In]). 

2.2. Un univers U ~tant fix~, X~---> Ner(X) est un foncteur 

(2.2.1) Ner : (Cat) > Simpl(Ens) 

de la cat4gorie des U-petites cat4gories dans celle des ~-ensembles simpliciaux. 

II est pleinement fiddle et commute aux limites projectives. Comme le fait remarquer 

Segal ([20] 2.1), ceci implique : 

Proposition 2.2.2. Soient F , G : X ~ Y des foncteurs. Le foncteur Ner 

d4finit un isomorphisme 

Hom(F,G) N > Homot(Ner(F), Ner(G)) , 

o~ le second membre d~si$ne l'ensemble des homotopies entre Ner(F) e t Ner(G). 

En effet, un morphisme de foncteurs u : F > G s'interpr~te comme 

un foncteur u : [i] × X---->Y tel que Uo = F , u I = G . 

D~finition 2.2.3.0. Soient I une cat~gorie, u : A > B un morphisme de 

foncteurs de I dans une cat~gorie poss~dant des produits fibres. On dit que u 

e st cart~sien si, pour toute fl~che f : i > j de I , le carr~ 

Af 
A. >A. 
l j u. lu. 1 j 

Bf  \ 
B. >B. 
l j 

est car t~sien. 
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Proposition 2.2.3. 

sont 4quivalentes : 

(i) Y est dans l'image essentielle de (2.2.1) ; 

(ii) Y transforme sommes amalgam~es en produits fibr4s ; 

(iii) pour n ~ 2 , la fl~che canonique 

Soit Y un ensemble simplicial. Les conditions suivantes 

Yn > YI X(do,dl)X'''X(do,dl)Yl (n facteurs) , 

provenant de l'identification 

(d°,d I) (d°,d I) 

El] I I . . .  _ i S  [i] 

[o ] [ o  ] 
~ - In] 

n e 2, la fl~ehe canonique 

est un isomorphisme ; 

(ill') pour 

Yn > Yn-i Xy YI 
O 

provenant de l'identification 

(d°...d°,d I) 

In-l] . i i 

[o] 

[i] 

est un isomorphisme ; 

(iv) la fl~che canonique de (lii), 

~> [n] 

Y2 > Y1 X(do,d I) Y1 

est un isomorphisme (en d'autres termes, le carr~ 

d 
O 

d2 d dl 

O 

Y1 > Yo 

est cartdsien) et la fl~che canonique (SGA 4 V App.) 

est un isomorphisme ; 

Y ~ cosq2(Y) 
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(v) la fl~che canonique do : Dec2(X) > DeCl(X) (1.5) est cart4sienne (2.2.3.0) ; 

(v') pour n ~ i, O ~ i <n, la fl~che canonique 

(1.5) est cart4sienne ; 

d i : DeCn+l(X) ---->Decn(X) 

(vi) la fl~che canonique d I : Dec2(X) > Decl(x) (1.5) est cart4sienne ; 

( v i ' )  p o u r  n ~ 1, 0 < i N n ,  l a  f l ~ c h e  c a n o n i q u e  d.  : D e c n + l ( x )  > D e c n ( x )  
1 

(1.5) est cart4sienne. 

La d4monstration ne pr4sente aucune difficult4, nous l'omettrons. 

Pour l'4quivalence des conditions (i) ~ (iii'), le lecteur pourra se reporter 

par exemple A Giraud ([5] §2)). 

Les conditions 4quivalentes de (2.2.3) n'imposent aucune restriction 

sur les invariants d'homotopie de Y . En fait, cormne Quillen l'a montr4 (voir 

plus basn ° 3), on peut r~aliser n'importe quel "type d'homotopie" par le nerf 

d'une eat4gorie. 

2.3. Soit X une cat4gorie, notons X ° la cat4gorie oppos4e. Pour E E ob & , 

on a Hom(E,X °) = Hom(E°P,x), d'o~ 

(2.3.1) Ner(X °) = Ner(X) °p , 

"op" d~signant l'involution "passage ~ l'ordre oppose" (1.2.4) sur & , et, 

par extension, l'involution correspondante sur la cat~gorie des objets simpli- 

ciaux (resp. cosimpliciaux) d'une cat~gorie donn~e. 

2.4. Soit X une cat~gorie. Notons Deci(X) la cat~gorie suivante. Les objets 

de Deci(X) sont les fl~ches de X ; les fl~ches de Deci(X) sont les 

diagrammes commutatifs 

z 

but(u) = y, source(u) = z ; la composition des fl~ches est induite par celle de 

la categoric des fl~ches de X , une fl~che u de Decl(x) ~tant consld~r~e + 
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cormme une fl~che 

qu'on a 

(2.4.1) 

o~ Deck(-) 

z ---~y de la cat4gorie des fl~ches de X . On v~rifie facilement 

Ner(Dee~(X)) = Dec~(Ner(X)) , 

d~signe l'objet simplicial sous-jacent ~ Decl(-) (1.3). De plus, 

l'augmentation de Decl(Ner(X)) est l'image, par le foncteur Ner , de la 

projection canonique de Dee~(X) sur la cat4gorie discrete ob(X) par le 

foncteur "but". Le fait que eelle-ci soit une ~quivalence d'homotopie r4sulte 

ici trivialement de (2.2.2). 

analogue, on d~finit une cat~gorie Deck(X), ayant m~mes De mani~re 

objets et m~mes fl~ches que Dee~(X), avec cette fois but(u) = z , source (u) = x, 

la composition ~tant donn~e par celle de la cat~gorie des fl~ches de X , u 

~tant vu comme une fl~che x > z . On a 

(2.4.2) Ner(Dec~(X)) = Dec~(Ner(X)) , 

et l'augmentation est donn~e par la projection naturelle (foncteur "source") 

Deck(X) sur la cat4gorie discrete oh(X). de 

Remarquons en passant qu'il 4tait 4vident sur les conditions (2.2.3 v' 

et vi') que les d4cal4s du neff d'une cat4gorie sont des nerfs de cat4gories. 

De (2.4.1), (2.4.2), (1.4.1 a)), on d4duit le eorollaire suivant, 

(dont la d4monstration directe, ~ l'aide de (2.2.2), est d'ailleurs imm4diate) : 

Corollaire 2.4.3. S i X est une cat~gorie poss~dant un obSet final (resp. initial), 

le nerf de X est contractile. 

En particulier, le nerf d'un ensemble ordonn~ poss~dant un plus 

grand (resp. petit) ~l~ment est contractile (on retrouve ainsi que les &(n) 

sont contractiles (2.1.3 b)) ! ). 
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2.5. Soient G un monolde (associatif et ~ ~l~ment unit~) et X un ensemble 

sur lequel G op~re ~ gauche. Ces donn~es d~finissent une cat~gorie [G,X] ayant 

pour ensemble d'objets (resp. fl~ches) X (resp. G X X), avec, pour g, h E G , 

x E X, source(g,x) = x , but(g,x) = gx, la loi de composition ~tant donn~e par 

(h, gx)(g,x) = (hg,x). La cat~gorie [G,X~ d~pend fonetoriellement de (G,X) 

par rapport aux fl~ches (u,f) : (G,X) > (H,Y) telles que f(gx) = u(g)f(x). 

On notera simplement 

(2.5.1) Ner(G,X) 

le nerf de [G,X~ . Comme une suite de 

est uniquement d~termin~e par la suite 

(2.5.2) 

pour 

doU -- 

diu = 

dnU = 

s x = 
o 

SoU = 

siu = 

On notera [G] la cat4gorie [G,Y] pour 

le nerf correspondant. La projection de X 

[G,X] > [G], d'o~ une fl&ehe 

n fl~ches composables ((gl,Xl) .... ,(gn,Xn)) 

(gl ..... gn,Xl), on tire de (2.1.2) : 

Nern(G,X) = G n × X ; 

n ~ I, u = (gl' .... gn 'x) ~ Nern(G'X) ' 

(g2 ..... gn'gl x) ' 

(gl ..... gi-l'gi+igi'gi+2'''''gn 'x) (O < i < n), 

(gl' .... gn-i 'X) ' 

(i,x) , 

(l,g I ..... gn,X) , 

(gl ..... gi'l'gi+l ' .... gn 'x) (0 < i) 

Y r4duit ~ un point, et Ner(G) 

sur un point induit un foncteur 

donn~e en degr4 n par la projection canonique sur G n . On observera que la 

d4cal~e (1.3) de (2.5.3) par oubli du premier op4rateur de face est cart~sienne 

au sens de (2.2.3.0), mais pas en g4n4ral la fl~ehe (2.5.3) elle-m~me : plus 

(2.5.3) Ner(G,X) > Ner(G) , 



- 15- 

pr~cis4ment, (2.5.3) est cart4sienne si et seulement si G agit par automorphismes 

sur X . 

Si Y est un ensemble sur lequel G op~re ~ droite, on d4finit de 

mani~re analogue une categoric [Y,G] , ayant pour ensemble d'objets (resp. 

fl~ches) Y (resp. Y X G), dont on d4signe le nerf par 

(2.5.4) Ner(Y,G) 

Une suite de 

par la suite 

n fl~ches composables 

(yl,g I ..... gn ), on a 

((yl,gl) .... ,(yn,gn )) ~tant d~termin~e 

Ner (Y,G) = Y X G n 
n 

et les op~rateurs de face et de d~g~n~rescence sont donn4s par des formules 

analogues ~ (2.5.2) que le lecteur explicitera. 

Exercice 2.5.5. Soit G d (resp. G s) l'ensemble G sur lequel 

multiplication ~ droite (resp. gauche). Montrer qu'on a : 

G op~re par 

Ner(Gd,G) = Dec~(Ner(G)) , 

Ner(G,Gs) = Deci(Ner(G)) Op = DecT(Ner(G°)) , 

o~ G ° d4signe le monolde oppos~ ~ G . 

2.6. Soit X une categoric. Rappelons qu'on dit que X est un groupolde 

si toute fl~che de X est inversible. 

Proposition 2.6.1. Soient X une cat~$orie, e!t Y son nerf. Les conditions 

suivantes sont 4quivalentes : 

(i) X est un rou olde $ P _ _ _ ;  

(ii) pour tout couple de fl~ches (x,z) de m~me ori$ine il existe une fl~ehe 

y telle que z = yx , et pour tout couple de fl~ches (y,z) de m~me but il 
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existe une fl~che x telle que z = yx ; 

(iii) Y v~rifie la condition d'extension de Kan ([4] IV 3.1) ; 

(iv) les carr~s 

d I 
Y2 > Y1 

d2 I I dl et 
d 1 

YI ~ Yo 

d 1 
Y2 

d 
o 

d o 
Y1 

) YI 

o 

d 
o 

sont cart~siens ; 

(v) pour toute fl~che [m] 

DeCn+l(Y) > DeCm+l(Y) (1.5) 

> En] de ~ , la fl~che correspondante 

est cart~sienne (2.2.3.0) ; 

(vi) pour toute fl~che [m] > [n] de ~ , la fl~che correspondante 

Decn+l(Y) ) Decm+l(Y) (1.5) est cart~sienne (loc. cit.); 

(vii) il existe un foncteur t : X > X ° induisant l'identit~ sur les 

ob~ets et tel que les carr~s ci-dessous soient commutatifs : 

d 
o 

YI (Id~t) ~Y2 YI (t~Id) >Y2 

o o 
Yo ~ Y1 Yo > Y1 

Nous laisserons la d~monstration en exercice au lecteur. Signalons 

que c'est surtout l'~quivalence (i) ~=~ (iv) (cf. (SGA 3 V I)) qui nous servira 

dans la suite, notamment dans les questions de d~formations de schemas en groupes. 

Remarque 2.6.2. La condition (iii), jointe au fait que Y s'identifie ~ son 

2-cosquelette (2.2.3 (iv)), implique que l'on a, pour tout objet x de X , 

~i(Y,x) = 0 pour i e 2 . En particulier, si X est connexe (i.e. deux objets 

de X peuvent toujours ~tre joints par une fl~che), la r~alisation g~om~trique 

du nerf de X est un espace d'Eilenberg-MacLane de type (~ , I) , oO ~ est 



- 17 - 

le groupe fondamental de X ([4] II 6.2, IV 5, App. i). 

Exemples 2.6.3. a) Soit x un ensemble, notons Sc(X) le groupolde simplement 

connexe d4fini par X ([4] II 6.1.2) : ob(Sc(X)) = X , fl(Sc(X)) = X X X , 

source(x,y) = x, but(x,y) = y , avec la composition (y,z)(x,y) = (x,z). On a : 

Ner(Sc(X)) = cosqo(X) 

i.e. Ner (So(X)) = X n+l n , avee, pour x = (x ° ..... x n) C X n+l 

dix = (Xo,...,Xi_l,Xi+l,...,X n) 

six = (x 0 ..... x i ,x i ..... x n) 

(2.5) 

b) Soit G un groupe agissant sur un ensemble 

est un groupoTde. On a un foncteur naturel 

[G,X] - ~ so(x) , 

X . La cat~gorie [G,X] 

qui est l'identit~ sur les objets et envoie la flgche (g,x) de [G,X] sur 

(x,gx). La fl~che correspondante 

Ner(G,X) .... > Ner(Sc(X)) 

(qui s'Interpr~te aussi comme la projection de Ner(G,X) sur son O-cosquelette) 

est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et seulement sl G agit 

librement sur X (resp. transitivement, resp. X est un pseudo-torseur sous G , 

i.e. la fl~ehe G X X----->X X X, (g,x) J > (gx,x) est un isomorphisme). 

2.7. Soit T une cat~gorie poss~dant des produits fibres. On appelle 

0bjet en categories (ou categoric) dans T tout pr~faisceau X sur T 

valeur dans (Cat) tel que oh(X) et fl(X) soient repr~sentables. Le 

pr~faisceau Ner(X) est alors representable par un objet simplicial de T , 

qu'on notera encore Ner(X). Si l'on pose Net(X) = Y , on a 

Yn = Y1 X(do,d I) "'" X(do,d I) YI (n facteurs), et les op~rateurs de face et 

d~g~n~rescence sont donn~s intrins~quement en termes des fl~ehes 
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= YI dl Y1 = Y1 d o but : > Y , source = : > Y , identit~ s : Y > , 
o o o o 

composition = d I : Y2 >YI par des formules d~duites de (2.1.2), que le 

lecteur explicitera s'il en a envie. 

Les objets en categories de 

qu'on notera Cat(T). Le foncteur 

T forment de fa~on ~vidente une cat~gorie, 

(2.7.1) Ner : Cat(T) > Simpl(T) 

est pleinement fiddle, et son image essentielle est form~e des objets slmplieiaux 

Y qui v~rifient les conditions ~quivalentes de (2.2.3), oO la cat~gorie des 

ensembles est remplac~e par T . 

Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser, dans le cadre des 

objets en categories de T , les considerations des n°s 2.3 ~ 2.6. Nous nous 

bornerons ~ expliciter deux exemples. 

Exemple 2.7.2. Soit A une cat~gorie ab~lienne. Rappelons 

qu'on a une ~quivalence de categories : 

N 

Simpl(A) ~ C.(A) 

K 

([3], (i 1.3)) 

Soit L = (O > LI d ~ L -----> O) un complexe de A . Explicitant les formules 
o 

de (loc. cit.), on trouve que le transform~ de Dold-Puppe de L n'est autre 

que le nerf du groupolde [LI,L O] , o~ l'objet en groupes L I agit sur L ° 

par translations via d : 

N(Ner(LI,Lo)) = L 

En particulier, pour tout objet E de A , on a 

N(Ner(E)) = E[I] 

Exemple 2.7.3. On suppose que la cat~gorie T de 

La donn~e d'un monolde (associatif et unitaire) G 

categories [G] de T , d'o~ un objet simplicial 

(2.7) poss~de un objet final 

de T d~finit un objet en 

Ner(G) E ob Simpl(T). La 

e . 
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un objet simplicial 
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X d~finit une eat4gorie [G,X] au-dessus de [G] , d'o~ 

Ner(G,X) au-dessus de Ner(G). 

Proposition 2.7.3.1. 

des G-objets de T 

Ner(G) est pleinement fid~le~ et son image essentielle se compose des 

que, pour tout 

(~) 

Pou___~r G fix4, le foncteur X I~> Ner(G,X) de la cat~gorie 

dans la cat~gorie des objets simpliciaux de T au-dessus de 

n E ~ , le carr~ 

d I •.. d n 
Y >Y to 
G n > e 

Y tels 

soit cart~sien. 

Preuve. Pour la premiere assertion, il suffit de remarquer qu'un G-morphisme 

X " >Yest la m@me chose qu'un [G]-foncteur [G,X] > [G,Y] , done qu'un 

Ner(G)-morphisme Ner(G,X) >Ner(G,Y) d'apr~s la pleine fid41it~ de (2.7.1). 

D'autre part, soit Y un objet simplieial au-dessus de Ner(G) tel que, pour 

tout n E ~ , le carr4 (~ soit cart4sien. Alors DecI(Y) (1.3) est cart~sien 

au-dessus de DeCl(Ner(G)), done Dec2(Y) est cart~sien au-dessus de Dec2(Ner(G)) , 

et ¢omme le carr~ 

d 
Dec2(Y ) . o > DeCl(Y ) 

l 1 
Dec2(Ner(G)) 

d 
o 

> Decl(Ner(G)) 

est commutatif, il en r~sulte que do : Dec2(Y) ----~ DeCl(Y) est cart~sien, 

ce qui implique, d'apr~s (2.2.3 (v)), que Y est isomorphe au nerf d'une 

cat~gorie au-dessus de [G] . Utilisant que (~) pour n = i est cart4sien, 

on voit que celle~ci est n4cessairement du type [G,X] pour un G-objet X , 

ce qui ach~ve la d4monstration. 
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3. Types d'homotopie des categories, d'apr~s Quillen. 

Les r~sultats de ee num~ro sont dQs ~ D.G. Quillen. 

3.1. Si X est un ensemble simplicial, i.e. un pr~faisceau sur 

d~signe par 

A ~ ON 

(3.1.1) A / X 

la cat~gorie des objets de & au-dessus de X : un objet de ~/X est un couple 

(E,x), oN E est un objet de A et x un point de X ~ valeurs dans E , 

une fl~che (E,x) ----> (F,y) est une fl~che f : E >F telle que yf = x . 

La cat~gorie A/X d~pend fonctoriellement de X : ~ un morphisme u : X > Y 

est associ~ le foncteur (E,x) I > (E,ux). 

Soit C une cat~gorie. On d~finit comme suit des foncteurs 

(3.1.2) I 

Pour E E ob A , notons inf(E) 

grand) ~l~ment de E . Pour 

inf : (~Ner(C)) ° > C , 

sup : A/Ner(C) > C 

(resp. sup(E)) le plus petit (resp. plus 

f : E ----~F , fl~che de A , notons 

af : inf(F) ~ f(inf(E)) , bf : f(sup(E)) > sup(F) 

les fl~ches de F d4finies par les relations inf(F) ~ f(inf(E)), 

f(sup(E)) ~ sup(F) (F 4tant vu eomme une cat~gorie). Le foncteur inf de 

(3.1.2) associe par d~finition ~ chaque objet (E,x) de A/Ner(C) l'objet 

x(inf(E)) de C (rappelons (2.1) que les points de Ner(C) ~ valeurs 

dans E sont les foncteurs de E dans C), et ~ chaque fl~che f : (E,x) --> (F,y) 

de ~/Ner(C) la fl~che y(af) : y(inf(F)) > yf(inf(E)) = x(inf(E)). Le 

foncteur sup de (3.1.2) est d4fini de mani~re analogue. Ii est clair que inf 

et sup sont fonctoriels en la cat4gorie C . 
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3.2. Soit f : X ~ > Y 

(I 2.2.1) qu'on dit que 

est un isomorphisme et si 

pour tout i ~ 1 et tout 

est souvent pratique. 

un morphisme d'ensembles simpliciaux. Rappelons 

f est un quasi-isomorphisme si ~ (f) : ~ (X) > ~ (Y) 
o o o 

~i(f,x) : ~i(X,x) > ~i(Y, fx) est un isomorphisme 

x E X. Le crit~re ci-dessous dO A Artin-Mazur-Quillen, 

Crit~re 3.2.1. ([17] prop. 4 p. 3.19). Les conditions suivantes sont 4quivalentes : 

(i) f est un quasi-isomorphisme ; 

(ii) pour tout syst~me local d'ensembles (resp. de groupes, resp. de groupes 

ab41iens) L sur Y , Hi(f) : Hi(y,L) ~ Hi(X,f~) est un isomorphisme pour 

i = O (resp. i g I, resp. tout i). 

La cat4gorie d4duite de celle des ensembles simpliciaux par 

localisation (I 1.4.1) par rapport aux quasi-isomorphismes s'appelle cat4gorie 

d~riv~e (ensembliste)et se note D.(Ens) (c'est la eat~gorie D.(T) de 

(I 2.3.5) pour T le topos ponctuel ; elle est introduite dans [4]). 

Th~or&me 3.3. (i) S oit C une cat4$orie. Les fl~ches Ner(inf), Ner(sup) 

(3.1.2) sont des quasi-isomorphismes. 

(ii) Soit 

canonique, fonctoriel 

X un ensemble simplicial. Ii existe un isomorphisme 

X ~ Ner(~X) 

dans la cat~$orie d4riv~e D.(Ens). 

Corollaire 3.3.1. Notons D.(Cat) la cat4$orie localis4e (I 1.4.1) de (Cat) 

par rapport aux foncteurs dont le nerf est un qua si-isomorphisme. Le foncteur 

Ner : (Cat) 

(*~) 

Le foncteur 

> Simpl(Ens) 

Simpl(Ens) > (Cat), X ~ 

induit une 4quivalenee de eat4$ories 

Net : D.(Cat) > D.(Ens). 

> A/X , passe au quotient et d4finit 

un foncteur quasi-inverse de (~). 
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3.4. Preuve de (3.3 (i)). Elle est essentiellement donn~e dans Gabriel-Zisman 

([4] App. II, § 3). Tout d'abord, on peut se borner ~ prouver l'assertion 

relative au foncteur inf , la d~monstration dans le cas de sup ~tant analogue. 

Si L est un pr~faisceau (d'ensembles, resp. de groupes, resp. de groupes 

ab~liens) sur C , on note 

(3.4.1) Hi(C,L) , 

pour i = 0 (resp. i ~ i, resp. i E ~ ) la cohomologie du topos C ̂  

valeurs dans L , i.e. les foncteurs d~riv~s de llm . On dit que L est 

un syst~me local si L est un faisceau localement constant, i.e. transforme 

toute fl~che de C en un isomorphisme. Rappelons d'autre part (loc. cit., 4.5) 

qu'~tant donn~ un ensemble simplicial X on appelle syst~me de coefficients 

covariant (resp. contravariant) sur X tout pr~faisceau sur (~/X) ° 

(resp. ~/X) ; un tel syst~me est dit local si le pr~faisceau en question est 

localement constant. Cela ~tant, par composition avec le foncteur inf, tout 

pr~faisceau sur C induit un syst~me covariant sur Ner(C), qu'on d~signe 

encore par la m~me lettre. On montre dans (loc. cit., 3.3) que pour tout 

pr~faisceau L sur C , il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques 

(3.4.2) Hi(C,L) ~ > Hi(Ner(C), L) 

(la d4monstration de (loe. cit.) ne couvre en toute rigueur que le cas des 

pr4faisceaux ab41iens, mais le cas des pr4faisceaux d'ensembles (resp. de 

groupes) se traite directement sans difficult4). On montre d'autre part 

dans (loc. cit., 4.2) (avec un grain de sel analogue) que, si X est un 

ensemble simplicial et L un syst~me de coefficients covariant sur X , il 

existe des isomorphismes fonctoriels canoniques 

(3.4.3) Hi(X,L) ~ > Hi(~/X,L) 

D~s lors, pour prouver que Ner(inf) est un quasi-isomorphisme, il suffit 

d'appliquer le crit~re (3.2.1), en remarquant que le diagramme 
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Hi(Ner (C) ,L) Ner f (inf) > Hi(Ner (A/Ner (C)) ,L) 

tt i (~ /Ner  (C) ,L) 

est commutati f. 

Signalons en passant que le foncteur "composition avec inf" induit 

une ~quivalence de la cat4gorie des syst~mes locaux sur C dans la eat~gorie 

des syst~mes locaux (covariants) sur Ner(C), de sorte que (3.4.2) entra~ne : 

Corollaire 3.4.4. Soit u : C > C' un foneteur. Pour que Ner(u) sg~it 

un quasi-isomorphisme, il faut et il suffi ~ que, pour tout syst~me local 

d'ensembles (resp. de groupes, resp. de groupes ab41iens) L sur C' , l_aa 

fl~che Hi(u) : Hi(C',L) > Hi(C,uWL) soit un isomorphisme ppur i = O 

(resp. i = I, resp. i 6 ~). 

Les deux num4ros qui suivent sont pr41iminaires ~ la d4monstration 

de (3.3 (ii)). 

Lemme 3.5. Soient X un ensemble bi-simRlieial , Y un ensemble simplicial, 

f : X > Y un morphisme d'ensembles bi-simpliciaux , Y 4rant consid4r4 cormne 

ensemble bi-simplicial trivial dans la direction verticale (Yp,. = Yp). O__nn 

suppose que, pour tout n 6 IN, f : X > Y est un quasi-isomorphisme. 
n,. n,. n 

xdiag Alors la fl~ehe fdiag : > Y induite par f sur les sous-objets 

diagonaux est un quasi-isomorphisme. 

Preuve. On applique (3.2.1). Soit L un syst~me local sur Y . Pour fixer les 

idles, nous nous placerons dans le cas o~ L est un syst~me de groupes ab~liens, 

la d~monstration dans les autres cas est analogue. Posons pour abr~ger 

X diag = X, fdiag = f, notons f~L (resp. L') le syst~me local induit sur X 

(resp. X'). II s'agit de prouver que la restriction 
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Hi(y,L) • > Hi(X',L ') 

eat un isomorphisme pour tout i , en d'autres termes que le morphisme 

(~) C'(Y,L) ------------->C'(X',L') 

induit par f sur les complexes standard (duaux des complexes C. d~finis 

dans ([4] App. II, § 4)) est un quasi-isomorphisme. Mais C'(X',L') n'est 

autre que le sous-complexe diagonal du complexe standard C'(X,f~). Par 

hypoth~se, le morphisme de bicomplexes 

C" (Y,L) > C" (X, f~L) 

induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne. II induit donc un quasi-isomor- 

phisme sur les complexes simples associ~s, et par Eilenberg-Zilber il en 

r~sulte que (~) est un quasi-isomorphisme, ce qui ach~ve la demonstration. 

3.6. Rappelons une construction standard ([18] p. 69). Soit C une cat4gorie 

poss4dant des (petites) sommes, et soit (Pi)iEl une (petite) famille de 

g4n4rateurs de C. Le foncteur 

P~ : C -- 

admet un adjoint g gauche 

> Ens/l , X~ > ~ Hom(Pi,X) 

P~ : Ens/l > C , (Yi)iEl ~ > JIY i X Po i 

(la notation Yi X Pi d~signant la sonmae de Yi copies de Pi ) . Ace 

couple de foncteurs adjoints est associ~e une r~solution standard (P~,P~). 

(I 1.5.2). Pour X E ob C, (P~,P~).(X) est un objet simplicial de C 

augment~ vers X , dont les composantes sont des sommes de Po . Pour 
i 

chaque i E I , l'ensemble simplicial augment~ Hom(Pi,(P~,P~).X) est 

homotopiquement trivial. 
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D~signons par P/X la sous-cat4gorie pleine de 

fl~ches dont la source est l'un des P. , et notons 
i 

s : P/X > C 

C/X form~e des 

le foncteur source. D4signons par 

S.(P,X) E ob Simpl(C) 

~ inf(E)) avec les notations de (3.1) l'objet simplicial E ~ > x6Hom(E,P/x)SX( 

II d4pend fonctoriellement de X , vers lequel il est naturellement augmentS. 

Lemme 3.6.1. Supposons que les foncteurs Hom(Pi,-) commutent aux (petites) 

sommes. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel canonique 

(P~,P~).(X) N S.(P,X) 

La d~monstration est laiss~e en exercice au lecteur. 

3.7. Preuve de (3.3 (ii)). Prenons comme famille P de g~n4rateurs de 

Simpl(Ens) la famille des pr4faisceaux repr~sentables (i.e. des ~(n)). 

Notons simplement S.(X) l'objet simplicial S.(P,X) d~fini en (3.6). 

C'est un objet simplicial de Simpl(Ens), augment~ vers X , dont la 

composante de degr~ n est la somme disjointe des A(r ) suivant la 
o 

famille des "chalnes" [ro] > ... > [rn] > X , ~14ments de 

Nern(~/X). On peut consid~rer S.(X) comme un ensemble bisimplicial, dont 

Sn(X) est la n-i~me colonne. D'apr~s (3.6.1), dont l'hypoth~se est 

visiblement v4rifi4e, l'~ugmentation S.(X) > X induit une 4quivalence 

d'homotopie sur chaque ligne. D'autre part, on d4finit une augmentation 

"vertieale" S.(X) > Ner(A/X) en projetant chaque ~(n) sur un point ; 

celle-ci induit une 4quivalence d'homotopie sur chaque colonne. D'apr~s (3.5), 

les fl~ches induites sur les sous-objets diagonaux par les augmentations 

verticales et horizontales sont des quasi-isomorphismes : 
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(3.7.1) Ner(g/X) < S.(X) diag > X 

Cela ach~ve la d4monstration de (3.3 (ii)) et, partant, celle de (3.3). 

Corollaire 3.8. Soit C une cat4$orie. II existe un isomorphisme fonctoriel 

canonique, dans la eat~$orie d4riv4e, entre C et la cat4$orie duale C ° 

Preuve. Les foncteurs 

C < sup ~/Ner(C) (inf)°> C ° 

sont en effet des quasi-isomorphismes (pour le second, cela r4sulte du fait que 

si un foncteur est un quasi-isomorphisme il en est de m~me de son dual, 

d'aprgs (3.4.4) et ([4] App. II, 4.4)). 

3.9. Soient I une petite cat4gorie, A 

petites sommes, et 

une cat4gorie poss4dant des 

X : I ° >A 

un foncteur. Notons 

(3.9.1) 

l'objet simplicial suivant : ~ E E ob A 

I I 
x E Hom(E,l) 

C.(X) 6 ob Simpl(A) 

on associe l'objet de 

X(x(supE)) 

(notations de (3.1.2)) ; la fl~che correspondante 

de g , envoie la composante 

(notations de loc. cit.). 

f:E 

X(y(supF)) dans X(yf(supE)) 

A 

> F , fl~che 

par X(bf) 
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Cas particuliers 3.9.2. a) Pour I = A , A = Ens, on a C.(X) = Ner(A/X). 

b) Dans la situation de (3.6), on a C.(s) = S.(P,X). 

Voici une derni~re application de (3.3) : 

Corollaire 3.9.3. Soit A une cat4gorie additive poss~dant des petites sommes, 

et soit X un objet simplicial de A . Ii existe une 4quivalence d'homotopie 

fonctorielle, canonique 

X > C.(X) 

Preuve. Des r~ductions standard, analogues ~ celles utilis~es dans la d~mons- 

tration du th~or~me d' Eilenberg-Zilber ([3] § 2), montrent qu'il suffit de 

construire, fonctoriellement en l'ensemble simplicial T , une ~quivalence 

d'homotopie entre les groupes ab~liens simpliciaux ~ (T) et C.(~ (T)). Or, 

il r~sulte aussit~t de (3.9.2 a)) qu'on a 

C.(~ (T)) = ~ (Ner(&/T)) 

On a vu d'autre part (3.7) que l'augmentation S.(T) > T (resp. S.(T) > Net(A/T)) 

induit une ~quivalence d'homotopie sur chaque ligne (resp. colonne) : par suite 

(Eilenberg-Zilber), les fl~ches 

(Ner(A/T)) < ~ (S.(T) diag) > ~ (T) 

d~duites de (3.7.1) par application du foncteur ~ (-) sont des ~quivalences 

d'homotopie, ce qui ach~ve la preuve. 

Si 

i ° X : >A 

I = I I X ... X I n est un produit de petites categories et 

un foncteur comme au d~but de (3.9), C.(X) (3.9.1) n'est autre 

que l'objet simplicial diagonal de l'objet n-simplicial 

(3.9.4) c~Ult(x) E ob n-Simpl(A) , 

E = (E 1 ..... En) i 

I x iE1 > 11 
x n : E n > I n 

X(Xl(SUpEl),...,Xn(SUpEn)) 
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Appliquant Eilenberg-Zilber, on d4duit de (3.9.3) : 

Corollaire 3.9.5. Soit A une ca.t4gorie additive poss4dan.t ' des petites sommes, 

et soit X un ob~et n-simplicial de A . Ii existe une 4quivalence d'homotopie 

canonique et fonctorielle entre C.(X) et l'objet simplicial di.a$onal de X . 

Enfin, on a des 4nonc4s duaux des pr~c4dents. Si A est une cat~gorie 

poss~dant des petits produits, on sssocie ~ X : I ° > A l'objet cosimplicial 

(3.9.6) C'(X) E ob Cosimpl(A) , 

E ~ > I I X(x(infE) ) 
x E Hom(E,I) 

Si A est une cat4gorie additive et X un objet cosimplicial de A , 

l'4nonc~ dual de (3.9.3) dit qu'il existe une 4quivalence d'homotopie canonique 

et fonctorielle entre X et C'(X). On a une variante duale de (3.9.5) pour 

les objets n-cosimpliciaux ; nous la laissons au lecteur. 

4. Objetp. pimpliciaux stricts. 

Les r4sultats de ce n ° ne seront utilis4s qu'aux n°s 9 et ii. 

4.1. Notations et terminologie. 

Rappelons que ~ (resp. 4) d4signe la cat4gorie des ensembles finis 

(resp. finis non rides) totalement ordonn~s et applications croissantes. On 

d~signe par 

~' (resp. ~') 

la sous-cat~gorie de ~ (resp. A) form4e des m~mes objets, avec pour morphismes 

les applications croissantes injectives. Si C est une cat~gorie, les foneteurs 

de 4' (resp. 4 '°) dans C s'appellent objets cosimpliciaux stricts (resp. 

simpliciaux s tricts) de C ; les foncteurs de ~' (resp. ~,o) dans C 

s'appellent objets cosimpliciaux (resp. simpliciaux) stricts augment~s 
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(l'augmentation ~tant la fl~che correspondant ~ l'unique application ~ ---> [0]). 

Pour a E ~ , on d~signe par 

l a  s o u s - c a t g g o r i e  p l e i n e  de ~ '  

(donc ~'[a = 4'[a 

on d~signe par 

si a ~ O, 

~resp. A'[a ) 

(resp. 4') form~e des objets de cardinal ~ a+l 

~ ' [ - 1  = ~ '  ' 4 ' [ o  = 4 ' ) .  Pour b E = U  {+ =}, 

~'b] (resp. A'b]) 

la sous-cat~gorie pleine de ~' (resp. &') form~e des objets de cardinal ~ b+l 

(donc ~'Fo~ ] = ~', 4'+=] = 4'). Enfin, si [a,b] est un intervalle de ~ U [+=o}, 

avec a # +=o , on pose 

~'[a,b] = ~'[a n Z'b] (resp. 4' = ' [a,b] ~ [a n 4'b]) 

Si X est un foncteur de (~'b]) ° (resp. (4'b])°)) dans une 

c a t ~ g o r i e  a d d i t i v e  A , l e  .complexe (de  c h a S n e s  a u g m e n t g ,  r e s p .  de c h a ~ n e s )  

associ~ ~ X est par d~finition le complexe de composantes les X. (=X ([i]) z 

p o u r  i g b ( 1 ) ,  0 a i l l e u r s ,  a v e c  l a  d i f f g r e n t i e l l e  d = E ( - 1 ) i d .  o 
1 

Proposition 4.2. Notons Z le complexe de chalnes tel ~ue Z. = ~ pour 
. . . . . . . . . . . . .  l ........... 

tout i , e t, pour i > O, d i = Id (resp. O) s_~i i est pair (resp. ~ )  : 

z-- (... m Id>zz .0 >m----->O) 

Pour n 6 ~ U {+=}, il existe un isomorphisme canon i~ue de D(~ (2) 

(4.2) ~ (Ner(4~])) N > TE_n(Z ) 

o__~ ~ (-) est le foncteur groupe ab~lien libre engendr~, Ner le foncteur nerf 

(2.2.1), e t T[_ n (~) le tronqu6 nalf de Z , ~gal ~ Z en degr~ ~ -n, 

(I) Comme d'habitude, In] d~signe l'intervalle [O,n] de ~, et [-I] = 0 . 

(2) D(~-~ (ou D(Ab)) d~signe la cat~gorie d~riv~e des groupes ab~liens. 
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0 ailleurs. Pour 0 ~ m ~ n ~ [+ ~}, on a un carr6 commutatif 

(Ner(h~])) 

m (Ner(£~])) 

(4.2) m 

(4.2) 
n 

> T[_m (Z) 

> ~[_n(Z) 

oN les fl~ches verticales sont d4finies par l'inclusion 4' 
m] > ~] " 

^ 

Preuve. Elle est analogue ~ celle de (3.3 (ii)). Notons (A~]) la cat~gorie 
^ 

des pr4faisceaux sur ~] , en l'objet final de (~]) . ea famille de 
^ 

g4n4rateurs de (~]) form4e par les pr4faisceaux repr4sentables Hom(-,[k]), 

k ~ n, fournit, d'apr~s (3.6), une r4solution standard 

(~) S.(e ) > e , n n 

S (e) = Ii I Hom(-,[ko]) . Pour chaque [q] E ob A~] , la 
p n [ko] --> ... --> [kp] 

q-i~me ligne (~) ([q]) est homotopiquement triviale. D'autre part, la projection 

de chaque Hom([O], [k]) sur un point d~finit une augmentation verticale 

(~) S. (e n) > Ner(~]) 

Appliquant le foncteur ~ (-) et passant aux complexes de chalnes, on obtient 

un bicomplexe muni d'une augmentation horizontale (resp. verticale) induite par 

(~) (resp. (~)) : 

( ~ )  

m (S.(en)) - - ~  ~ (en) = T[_n(Z)_ 

(Ner(&~])) 
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Comme chaque ligne est homotopiquement triviale, la fl~che horizontale induit 

un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associ4s. D'autre part, chaque 

colonne est sonmle de complexes augment~s du type ~(Hom~,(-, [k])) >~ 

Or le eomplexe augment~ ~ (Hom~,(-,[k])) > ~ n'est autre que le normalis~ 

du complexe de chalnes augment4 ~ (A(k)) > ~ , o5 ~(k) est l'ensemble 

simplicial standard Hom~(-, [k]), donc il est homotopiquement trivial. Par 

suite, chaque colonne de (w~-~) est homotopiquement triviale, et la fl~che verticale 

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associ4s. On d4finit alors 

(4.2) eormme le compos4 de l'inverse de la fl~che verticale et de la fl~che 
n 

horizontale. La derni~re partie de la proposition est immediate. 

Remarque 4.2.1. Le m~me argument montre que, pour X E ob (~])^, il existe 

un isomorphisme canonique de D(~ ) 

m (Ner(A~]/X)) N > ~ (X) 

Par des raisonnements standard ("modUles aeycliques") on en d4duit que, si 

A est une cat4gorie additive, il existe, pour tout foncteur Y : (A~]) ° > A 

une 4quivalence d'homotopie canonique, fonctorielle, entre le complexe de chaSnes 

de Y et le eomplexe de chalnes de C.(Y) (3.9,1). 

Corollaire 4.2.2. On a, dans D(~), 

(i) m (Ner(~])) 

I ~ s i n est pair ou n = + 

~ ~ In] s~i n est impair 

(ii) ~ (Ner(~]))/~ (Ner(~_l])) = ~ In] (n < + ~) . 
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Lemme 4.3. Pour tout p E ~ , Ner(~ip) est connexe et simplement connexe. 

Preuve. II est clair que Ner(~p) est connexe. D'autre part, dire que 

Ner(~p) est simplement connexe signifie (cf. (3.4)) que tout pr~faisceau 

localement constant (i.e. transformant toute fl~che en un isomorphisme) sur 

i' [p est isomorphe gun pr~faisceau constant (i.e. transformant toute fl&cNe 

en l'identi:t~). Or, si X est un pr~faisceau localement constant sur ~' [p ' 

on peut, quitte ~ remplacer X par un pr~faisceau isomorphe, supposer que, 

= Xn_ 1 • 
pour tout n, X n X , et d : X > est l'identit~ de X Les 

p o n p 

relations entre les d.l (didj = dj-ldi pour i < j) impliquent alors 

imm~diatement que X est constant. 

Th~oreme 4.4 (Deligne). Pour tout 

(Ner(~ip+l)) 

induite par 1 inclusion &[p+l > [p 

Comme la cat~gorie ~' poss~de un objet initial, son nerf est 

contractile (2.4.3). Compte tenu de (4.3) et du crit~re d'Artin-Mazur (3.2.1), 

on d~duit de (4.4) le r~sultat en apparence plus fort : 

p E ~ , la flgche 

> ~ (Ner(~p)) 

est un ~uasi-isomorphisme. 

Corollaire 4.4.1. Pour tout p E ~ la cat~gorie ~' , [p ale type d'homotopie 

du point, i.e. (3.3.1) Ner(~ip) est isomorphe gun point dans D.(Ens). 

4.5. D~monstration de (4.4) (I) . On a d~j~ observ~ que le nerf de ~' est 

contractile. D'autre part, compte tenu de (4.3), (4.2.2 (i)) implique (par le 

crit~re d'Artin-Mazur) que Ner(g') ale type d'homotopie du point. On peut 

donc se borner ~ p ~ 0 . Notons 

(I) Cette d~monstration m'a ~t~ communiqu~e par P. Deligne. 
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(4.5.1) C.(p) = NZE (~p)) 

le complexe normalis6 de ~(Ner(Aip)). Regardant C.(p) comme quotient de 

~ (Ner(~p)) par le sous-complexe d4g4n4r4, et appliquant les formules 

(2.1.2), on trouve qu'on a : 

les d .  
l 

(4.5.2) 

Cn(P) = ~ ZZ 

$[ro] " > ... 

L P~ro<...<r n 

> [r n] E Nern(A') 

d = E(-l)Idi : Cn(p) > Cn_l(p) , 

4tant dorm,s par (2.1.2). Posons 

Q.(p) = C.(p)/C.(p+l) ; 

vu l'exactitude du foncteur N , c'est aussi le normalis~ de 

2Z(Ner(&ip))/~ (Ner(~p+l)), et il s'agit donc de d~montrer que 

acyclique. Les formules pr~c~dentes fournissent : 

Q.(p) est 

Qn(p) 
= ~ 

~[p] > [r I] > . . .  ----> [rn] 

L p < r l  < . . .  < r n 

d = Z (-l)idi : Qn(p) > ~_l(p) 
i>O 

introduisons la filtration : 

(4.5.3) ... FkQ.(p) C Fk+iQ.(p) c ... c Q.(p) 

FkQn(p) = 6) 2Z 

[P] > [r I] > .°. > [rn] 

p < rl < ... < rn ~ k 

On a : 
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Notons 

I FkQ.(p) = 0 pour 

U FIQ.(p) = Q.(p) 
k 

k<p 

(4.5.4) 

le complexe suivant : 

L.(p) 

Lk(p) = ~ (Homg,([p], [k]) , 

pour f E Hom~,([p], [k]) , df = ~ (-l)ig 

I g E Hom~,([p], [k-l]) 

dlg = f 

Nous munirons L.(p) de la filtration croissante d~finie par les tronqu~s na~fs 

successifs : 

FkL.(p) = (0 ----> Lk(p) > Lk_l(p) > ... > Lo(p) > O) 

(Noter que FkL.(p) = 0 pour k < p). La d~monstration de (4.4) va consister ~ : 

(i) ~tablir que L.(p) est acyclique, 

(ii) construire un "quasi-isomorphisme filtr~" L.(p) > Q.(p). 

Lemme 4.5.5. L.(p) est acycli~ue. 

Preuve. Le dual de L.(p) est le complexe ~ (Hom&,([p], [-])). Ce complexe 

admet l'op~rateur d'homotopie H suivant : pour f E Hom&,([p], [k]), 

Hf = (-l)kg si f = dkg, et Hf = 0 sinon. Comme L.(p) est libre de 

rang fini en chaque degr~, donc isomorphe ~ son bidual, on a gagn~. 

Fixons maintenant f E Hom~,([p], [k]). Tout (k-p)-simplexe de 

Ner(A') allant de [p] g [k] et ayant pour compos~ f s'~crit de mani~re 

unique sous la forme 
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(4.5.6) s(f) = (s([p]) c > s([p+l])C > ... C > s([k])) 

pour une permutation s de [k] telle que s(i) = f(i) pour tout i ~ p 

(s ([p+j]) d4signe l'image par s de l'intervalle [O,p+j], et les fl~ches 

de (4.5.6) sont les inclusions naturelles des images successives munies de 

l'ordre induit par celui de [p]). Notons 

(4.5.7) a : Lk(p) 

l'homomorphisme d~fini par 

p o u r  

> Qk(p) 

a(f) = ~ ¢(s)s(f) , 

s E Aut([O,k]) 

sl[O,p ] = f 

f E HOmA,([p], [k]) , ¢(-) d~signant la signature. 

Lemme 4.5.8. On a : 

da = (-i) pad 

Preuve.. Soit f E HomA,([p], [k]). Pour 0 < i < k , on a d.a(f)l = 0 . 

En effet, pour chaque (k-p-l)-simplexe non d4g4n4r4 c : [p] .... > ... > [k] 

de compos4 f , il existe exactement deux (k-p)-simplexes non d4g4n4r4s c' et 

c" de compos4 f tels que d.c' = d.c" = c, et ils sont de la forme c' = s'(f), 
l i 

c" = s"(f), avec s' = s"t, o5 t est la transposition @changeant p+i et 

p+i+l, de sorte que d.(e(s')s'(f) + ¢(s")s"(f)) = 0 . Je dis maintenant qu'on 
i 

a dka(f) = (-l)kadf. En effet, soit i E [el - f([p]), i.e. tel que f = dig 

pour g E Hom~,([p],[k-l]). Toute permutation s de k telle que 

s([k-l]) = [k] - [i} s'4crit s = tls ', o5 s' est une permutation de [k-1] 

(plus exactement, une permutation de [k] laissant k fixe) et t i la 

transposition 4changeant i et k ; on a dkS(f) = s'(g), d'o5 

dk(e(s)s(f)) = (-I) k-i ¢(s')s'(g). Le r4sultat annonc~ s'en d4duit ais4ment, 
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et comme da(f) = (-l)k-Pdka(f), le lemme en r~sulte. 

On a donc un morphisme de complexes : 

, = (-l)kPak (4.5.9) a' : L.(p) > Q.(p) , a k , 

compatible aux filtrations d~finies plus haut. Compte tenu de (4.5.5), (4.4) 

va r~sulter du 

Lemme 4.5.10. Gr(a') est un quasi-isomorphisme. 

Preuve. Soit k e p . II s'agit de d~montrer que le complexe augment~ 

X = (0 > Lk(P) .......... a~ > GrkQ'(P)) 

est acyclique° On a : 

GrkQn(p) = • ~ d = Y--'- --(-l)id. 
O<i<n 

i [p] ) [rl] --> ... --> [rn] = [k] 

p < r l  < . . .  < r n 

Pour f E Hom&,([p], [k]), notons Y(f) le sous-complexe de GrkQ.(p) engendr~, 

en degr~ n , par les n-simplexes de compos~ f . On a : 

a 

X = G (0 .... > ~ .f > Y(f)) 
f E HomA,([p],[k]) 

On doit donc prouver que, pour chaque f E Hom~,([p], [k]), 

(i) a : ~ .f ~ > Rk_pY(f) 

(ii) H.Y(f) = 0 pour i # k-p . 
1 

Soit x = ~ n(s)s(f) tel que 
s E Ant ([k]) 

slip] = f 

la preuve de (4.5.8), on voit que, si 

414ments cons4cutifs de [p+l,k], on a 

tel que slip] = f . Or chaque s 

dx = 0 . Raisonnant comme dans 

t est une transposition ~changeant deux 

n(s) + n(st) = 0 pour tout s E Aut([k]) 

de ce type s'~crit de mani~re unique 
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s = sfs', o~ sf est le shuffle d~fini par f , et s' E Aut([p+l,k]), et l'on 

peut supposer que n(sf) = C(sf). D~composant les s' en produits de 

transpositions ~changeant deux ~l~ments cons~cutifs, et raisonnant par r~currence 

sur la longueur des mots correspondants, on tire des relations n(s) + n(st) = 0 

que n(s) = C(s) pour tout s , d'oN x = a(f) (4.5.7), ce qui prouve (i). 

Observons maintenant qu'on a 

Y(f) ~ Nm (Ner(~_p_l]))/Nm (Ner(~_p_2])) [i] 

D'apr&s (4.2.2 (ii)), le second membre s'identifie, dans D(~), ~ ~ [k-p], ce 

qui prouve (ii). Ceci ach~ve la preuve de (4.5.10), et, partant, celle de (4.4). 

4.6. Application au calcul de certaines limites suiyant ~' 

Rappelons d'abord quelques g~n~ralit~s sur les foncteurs Ll4m (cf. 

([4] App.)). Soit A une cat~gorie ab~lienne v~rifiant (AB 5). Soit I une 

petite cat~gorie. Notons A I la cat~gorie des foncteurs de I dans A . 

C'est une cat~gorie ab~lienne, o~ les sondes, noyaux, conoyaux, etc. se 

calculent "terme g terme". On dispose du foncteur limite inductive suivant I : 

(4.6.1) lim : AI ----->A , 

adjoint ~ gauche au foncteur (Y I > foncteur constant de valeur Y). C'est un 

foncteur additif, dont on veut construire le d~riv~ gauche. On a besoin pour 

cela de r~interpr~ter la construction (3.9.1). Le foncteur oubli 

o~ : A I > A °b(1) 

poss~de un adjoint ~ gauche 

A °b(I) A I (4.6.2) o~ : > , 

associant ~ une famille Y = (Y~)~ E ob(1) le foncteur 

o~(y) : i : > ~ Y.. Un objet de A I de la forme o~(y) 
j >i j 

sera dit induit. 
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Le couple de foncteurs adjoint (o~,o~) fournit une r~solution standard (I 1.5.2) 

(4.6.3) (o~,o~).X > X 

pour X E ob A I . On v~rifie facilement qu'on a 

(4.6.4) lim (o~,o~).X = C.(X) 4 
I 

oN C.(X) est l'objet simplicial (3.9.1) (la cat~gorie I de (3.9) ~tant 

ici I°), donn~ par 

c (x) = @ x(i ) 
n o 

i >... >i 
o n 

La r~solution (4.6.3) fournit une augmentation 

(4.6:5) C.(X) > l~m X , 

I 

q u i  e s t  u n  h o m o t o p i s m e  q u a n d  X e s t  i n d u i t  ( I  1 . 5 . 3 ) .  Le f o n c t e u r  l i m  ( 4 . 6 . 1 )  

I 
s'gtend en un foncteur, not~ encore lim , de C(A I) (resp. Hot(AI)) dans 

C(A) (resp. Hot(A)). Utilisant que l~s foncteurs C (-) : A I > A sont 
n 

exacts, on v~rifie trivialement les lem~es suivants : 

f 
Lemme 4.6.6. Le foncteur /C.(-) 

J 
en ~uasi-isomorphismes.( I ) 

: C(A I) > C(A) transforme quasi-isomorphismes 

Lemme 4.6.7. S i X est un complexe de A I , born~ sup~rieurement, et dont les 

composantes sont induites (4.6.2), la fl~che d~finie par (4.6.5) 

f t.(X) > lim X 

I 

est un quasi-isomorphisme. 

(I) f d~signe un complexe simple associ~. 
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Enfin, comme les foncteurs (o~,o~) n : A I > A I sont exacts, pour tout 

X E ob C(AI), la fl~che induite par (4.6.3) 

/ (o~,%~) .X > X 

est un quasi-isomorphisme. On d~duit de ce qui precede que, pour 

X E ob D-(AI), le pro-objet de D-(A), 

"l~m" (lim X') 

X' "--~X I 

o~ X' > X parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X , 

est essentiellement constant de valeur lim X', o~ X' est born~ sup~rieurement 

I 
et ~ c o m p o s a n t e s  i n d u i t e s .  En d ' a u t r e s  t e r m e s ,  l e  f o n c t e u r  l i m  p o s s ~ d e  un 

I 
d g r i v ~  gauche  au s e n s  de D e l i g n e  ((SGA A XVII 1 . 2 . 1 ) ,  ( I  1 . 4 . 4 ) )  

(4.6.8) Ll~m : D-(A I) > D-(A) 

I 

Celui-ci est un foncteur exact. D'autre part, par construction, la fl~che canonique 

(4.6.9) Ll~m X > C.(X) 

I 

est un isomorphisme. 

Si A poss~de assez d'injectifs, il en est de m~me de A I (utiliser 

l'adjoint ~ droite au foncteur oubli o~ : A I > A°b(1)), et la formule 

d'adjonction 

pour 

Hom(l~m X,Y) = Hom(X,Y) 

I 

X E ob A I , Y 6 ob A, fournit des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(4.6.10) 

pour X E ob D-(AI), 

HomD(A)(LI~m X, Y) = HomD(AI)(X,Y) 

I 

Y E ob D(A), et 

(4.6.11) RHom(Ll~m X,Y) = RHom(X,Y) , 
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pour X E ob D-(AI), Y 6 ob D+(A). En particulier, on peut regarder D-(A) 

comme une sous-cat4gorie pleine de D-(A I) . La v4rification de ces formules 

est "standard". Faisons-la rapidement pour atre complet. On note d'abord 

qu'on a 

Hot(l~m 

I 

pour X E ob C(AI), Y E ob C(A), o~ 

X, Y) = Hot(X,Y) 

Hot d~signe comme d'habitude l'ensemble 

des classes d'homotopie de morphismes. La formule (4.6.10) r4sulte alors des 

isomorphismes canoniques fonctoriels suivants, oN les limites sont prises 

suivant les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes : 

HomD(A)(LI~m X, Y) = l~m HomD(A) (14m X', Y) 

I X'-->X I 

= 14m HOtA( l~m X', Y') 

X' --> X I 

y -->y' 

= lim~ HotAI(X',Y') 

X'-->X 

y -->y' 

lim HomD(AI)(X,Y') 

y-->y' 

HomD(AI)(X,Y) 

Quant ~ la formule (4.6.11), on la prouve par r~duction au cas o~ X est induit, 

i.e. finalement au cas oN la cat4gorie I est discrete. 

Le r~sultat que voici jouera un r01e technique important aux n°s 9 et ii 
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B 

Proposition 4.6.12. Soit X E ob D-(AA'). On suppose que, pour tout i E ~, 

il existe un entier n(i) ~ -I tel que la restriction de Hi(x) ~ ~in(i ) soit 

un foncteur localement constant. Alors la fl~che canonique 

Llim X > lim 
4 

A' A' 

est un isomorphisme, e t, pour tout i E ~ , la fl~che canonique 

HZ(Xn(i)) > HZ(lim X) 

est un isomorphisme. 

Preuve. Cormne, pour tout m E ~ , le foncteur Llim (4.6.8) envoie Dm~(A I) ] 

7 I 
dans Dm~(A) (i), on peut, par d~vissage, supposer X concentr4 en degr~ O . 

Soit p un entier tel que XI~ soit localement constant. Utilisant la 
P 

suite exacte 4vidente 

O----->X' >X >X" ----->0 , 

oN X' l~'p_l] : Xl~'p_ I] , X'l~'[p : 0, et tenant compte de (4.3), on est ramen~ 

prouver l'assertion dans chacun des deux cas : 

(i) X = 0 pour tout n ~ p ; 
n 

(ii) X = 0 pour tout n <p, et XI~' constant de valeur M . 
n [p 

Le cas (i) se r4duit ~ nouveau par d4vissage au cas oO X = 0 sauf pour 
n 

n = k~ 

( I )  7 
DmJ(--) d~signe la sous-cat~gorie pleine de D(-) form~e des complexes 

cohomologie nulle en degr~ > m . 
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avec 

donc, d'apr~s (4.4), 

on trouve 

k < p . Un calcul imm~diat donne 

C.(X) = (Zg (Ner(~ip))/2Z (Ner(~ip+l)) ® X k , 

C.(X) est acyclique et l'on a gagn~. Dans le cas (ii), 

C.(X) = ~ (Ner(~p)) ® M 

et l'on gagne d'apr~s (4.4.1). Ceci ach~ve la d4monstration de (4.6.12). 

5. Topos associ~s aux topos fibr4s. 

On fixe un univers ~ . Les notions de petitesse seront relatives ~ 

Quand on parlera de limites, de topos, sans pr4ciser, il s'agira de ~-limites, 

de ~-topos. 

5.1. Soit I une petite cat~gorie. Rappelons 

topos fibr~ au-dessus de I un pseudo-foncteur 

des topos, i.e. les donn~es suivantes : 

Xf : X. l 

(SGA 4 VI 7) qu'on appelle 

X de I dans la 2-cat~gorie 

pour chaque i E ob I, un topos X i , 

pour chaque fl~che f : i > j, un morphisme de topos 

) X. (not~ parfois f par abus), 
J 

pour chaque compos~ i f > j g > k, un isomorphisme dit de 
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transitivit~ Xf,g : XgXf ~ > Xgf , ces donn~es ~tant assujetties ~ v~rifier 

certaines conditions de compatibilitY, que nous ne r~p~terons pas. Dans la 

pratique, d'ailleurs, nous n~gligerons les isomorphismes de transitivitY, 

conform~ment au "principe de Giraud" ([5] § 5). 

Le topos X i, pour i E ob I~ s'appellera le i-i~me ~tage de X (I). 

5.2. Soit X un topos fibr~ au-dessus de I . On d~signe par 

(5.2.1) Top(X) 

la cat~gorie suivante. Un objet E de Top(X) est la donn~e : 

- pour chaque i E ob I, d'un objet E. de X. , 
i i 

- pour chaque fl&che f : i > j, d'une fl~che 

Ef : f~Ej > E i , 

de telle manigre que, pour chaque compos~ i f > j g > k , on air 

Egf = Ef (f~Eg) , 

(gf)~E k ~tant identifi~ g f~g~E k via Xf,g . Une fl~che u : E > F de 

Top(X) est la donn~e, pour chaque i E ob I, d'une fl~che u i : E. > F. 

de telle mani~re que, pour chaque fl~che f : i -----> j, la carr~ 

Ef 
f~E. > E. 

J l 

f~" I I u" 
1 1 

F f  
f~F .  ~ " ~  F. 

j 1 

soit cormmutatif. 

On d~signe d'autre part par 

(5.2.2) Top°(X) 

la cat~gorie suivante. Un objet E de Top°(X) est la donn~e : 

(i) Nous pr~f~rons cette terminologie ~ celle de "fibre", qui pourrait parfois 
entralner des confusions. 
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pour chaque i £ ob I, d'un objet E. de X. , 
i 1 

pour chaque fl~che f : i > j, d'une fl~che 

Ef : E.l > fWE.3 ' 

de telle sorte que, pour chaque compos4 i f > j g > k , on ait 

Egf -- (fWEg) Ef , 

(gf)WE K 4tant identifi4 ~ fWgWE k via Xf,g . Une fl~che u : E > F de 

Top°(X) est la donn4e, pour chaque i E ob I, d'une fl~che u. : E. > F., 
i 1 i 

de telle sorte que, pour chaque fl~che f : i > j , la carr~ 

u° 
1 

Ef 
E. > f~E. 
l j 

Ff I f~uj 

F. > f~F. 
l 3 

soit commutatif. 

Pour i 6 ob I, on note 

(5.2.3) i~ : Top(X) > X i (resp. i~ ~ : Top°(X) .... > X i) 

le foncteur "restriction au i-i&me ~tage" : E~ > E. . On omettra parfois 
i 

de la notation quand il n'y aura pas de confusion g craindre. 

X 

Ii est clair que les categories Top(X) et Top°(X) v~rifient les 

conditions d'exactitude a), b), c) de (SGA 4 IV 1.1.2), les foncteurs 

"restrictions aux ~tages" commutant aux limites inductives (resp. projectives 

finies). Nous verrons dans un instant que Top(X) poss~de en outre une petite 

famille g4n~ratrice, donc est un topos (SGA 4 IV 1.2), et qu'il enest de 

m~me de Top°(X) dans les "bons" eas. Le topos Top(X) est introduit dans 

(SGA 4 VI 7) sous le nom de topos total du topos fibr~ X . 
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5.2.4. On dit qu'un objet E de Top(X) (resp. Top°(X)) est cart~sien si, 

pour toute fl~che f de I, la fl~che Ef est un isomorphisme. 

5.3. 

et un adjoint ~ droite 

nous omettrons parfois 

Soit i E ob I . Le foncteur i~ (5.2.3) admet un adjoint ~ gauche ix! , 

ixw , donn4s par les formules ci-apr~s (comme plus haut, 

X de la notation) Soit L E ob X. . Pour j E ob I, on a 
1 

i t (L)j = -- [ f~L 
• f : j >i 

Pour g : k > j, la fl~che i~(L)g = gei!(L)j > i!(L) k envoie le 

composant ge(f~L) sur (fg)~L par l'isomorphisme canonique. On a d'autre part 

Pour g : j 

d'indice f : i ----> j la fl~che gei~(L) k 

adjonction ~ la projection canonique ie(L) k 

Choisissons pour chaque i E ob I 

(Ui,~) E A. de X i . Les i!(Ui, ~) 
i 

famille g~n~ratrice de Top(X). 

f : i >j 

> k, la fl~che i~(L)g : gei~(L) k > ie(L)j a pour composante 

> feL correspondant par 

> gefeL ~ (gf)eL . 

une petite famille g~n~ratrice 

forment, pour i E ob I, une petite 

5.4. Nous dirons que X est un bon topos fibr~ si, pour chaque fl~che f de 

I , le foncteur X~ commute aux (petites) limites projectives. D'apr~s 

(SGA 4 IV 1.5 et 1.8), il revient au m~me de dire que X~ admet un adjoint 

gauche Xf! . 

exemple si X 

Supposons X 

gauche 

C'est une condition assez restrictive, qui est v~rifi~e par 

est d~fini par un diagramme d'un topos ambiant (voir (5.6)). 

bon. Alors, pour i E ob I, le foncteur i °~ (5.2.3) admet un adjoint 

.o .o 
l! et un adjoint ~ droite l~ (i), donn~s par les formules suivantes. 

(I) i ° existe d~s que Hom(j,i) est fini pour tout j E ob I . 
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Soit L E ob X. . Pour j E ob I, on a 
1 

o = 
i!(L)j I I f,L 

f:i >j' 

o O 
Pour g : j > k, la fl~che i~(L)g_. : iT(L) j > g~i!(L) k a pour composante 

d'indice f : i > j la fl~che f!L > g~i~(L) k correspondant par 

O 
adjonction ~ l'injection canonique (gf)!L > gtftL. . ~ i!(L) k . 

D'autre part, on a 

o 
i~(e) j = 1 I f~e 

f : j >i 

Pour g : k > j, Is fl~che i°(L) : i°(L)k > g i~(L)j -~----~g~f~L 
g f: j-->i 

a pour composante d'indice f la projection canonique sur g~f~L ~ (fg)~L . 

.o r~sulte, com~e plus haut, De l'existence des adjoints ~ gauche i T 

que Top°(X) poss~de une petite famille g~n~ratrice. 

5.5. Mor phismes. Soient X = (X • > I), Y = (Y > J) des topos fibres. 

Rappelons (SGA 4 IV 7) qu'un morphisme m : X > Y est par d~finition un 

couple (u,v), oN v : I > J est un foncteur, et u : X > Yv un 

morphisme de pseudo-foncteurs, i.e. la donn~e, 

pour chaque i E ob I, d'un morphisme u i : X. > i Yv(i) ' 

pour chaque fl~che f : i > j de I , d'un isomorphisme 

de commutativit~ pour le carr~ 

(~) Xf 

X. 
1 

X° 
J 

U. 
l 

u. 
J 

> Yv(i) 

Yv(f) 

Yv(j) 
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ces isomorphismes v~rifiant, relativement ~ un compos4 i > j > k, une 

certaine condition de eompatibilit4 avec les isomorphismes de transitivit4 de 

X et de Y , condition que nous n'4crirons pas. Quand I = J et que v est 

le foncteur identique, on dit que m est un I-morphisme, ou morphisme de 

I-topos fibr4s. 

A un morphisme m : X---->Y sont associ~s des foncteurs 

(5.5.1) nr~ : Top(Y) > Top(X) , 

(5.5.2) n~ : Top°(Y) > Top°(X) 

mW(F)f 

f~u~(Fv(. ) ) J J 

F E ob Top(Y) ; pour i E ob I, on pose 

m~(F) i = u~(Fv(i)) , 

est la fl~che compos4e 

d4finis comme suit. Soit 

u~ 

~> u~v(f)WFv(j ) i Fv(f) > U~Fv(i ) 

pour f : i > j, 

(~) . II est clair 

F . D'autre part, soit G E ob Top°(Y) 

oN la premiere est l'isomorphisme de cormmutativit4 de 

que m~(F) d~pend fonctoriellement de 

pour i E ob I, on pose 

m~(G) i = u~(Gv(i)) , 

pour f : i - > j , mW(G)f est la fl~che compos4e 

U~Gv(f ) 
u~(Gv(i)) > u~v(f)~Gv(j) 

oN la seconde est l'isomorphisme de commutativit4 de 

> f~u~(Gv(j)) , 

(w) ; m~(G) d~pend 

fonctoriellement de G de la mani~re 4vidente. Les foncteurs (5.5.1) et 

(5,5.2) cormnutent visiblement aux limites inductives et aux limites projec- 

tives finies, donc (5.5.1) peut-~tre consid4r4 comme le foncteur image inverse 

par un morphisme de topos m : Top(X)> Top(Y), et il en est de m@me de 

(5.5.2) quan~ X et Y sont bons (5.4). Nous expliciterons plus bas les 

foncteurs images directes correspondants. 
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On peut composer les morphismes de topos fibres, obtenant ainsi 

une 2-cat~gorie, sur laquelle le topos Top(X) est un (pseudo-) foncteur, 

ainsi que le topos Top°(X) quand on se restreint aux bons arguments. 

5.6. Exemples. a) Prenons pour I 

associ~e ~ l'ensemble ordonn~ [0,i}. 

autre qu'un morphisme de topos 

Le topos total Top(X) 

la cat~gorie "fl~che", i.e. la cat~gorie 

Un topos fibr~ au-dessus de I n'est 

X = (X f 
o > XI) 

a d~j~ ~t~ introduit et ~tudi~ ~ propos de certains 

probl~mes de prolongements de morphismes de topos annel~s (III 4), Quant au 

topos Top°(X), il nous a rendu service dans (V 6) pour d~finir certaines 

classes de cohomologie locale. 

b) Diagrammes. Soit T une cat~gorie. On d~signe par 

(5.6.1) Diagrl(T) 

la cat~gorie suivante. Les objets de Diagrl(T) sont les foncteurs 

X : I > T , appel~s encore l-diagrarmmes (ou diagran~nes) de T ; on 

dit que X est de type I . Une fl~che de Diagrl(T) est une 2-fl~che de (Cat) 

T 

I > J , 

i.e. un couple (u,v), o~ v : I > J est un foncteur, et u : X > Yv un 

morphisme de foncteurs. On d~finit, pour n E IN, la cat~gorie des n-diagrammes 

de T par les formules r~currentes 

(5.6.2) D i a g r o ( T )  = T , D i a g r n ( T )  = D i a g r l ( D i a g r n _ l ( T ) )  
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Supposons maintenant que T soit un topos. Pour U E ob T , le topos 

loealis~ T/U , not~ parfois simplement U , est un (pseudo-) foncteur de U . 

Par suite, tout diagramme X de T de type I d~finit un topos fibr~ au-dessus 

de I , not~ encore X ; celui-ci est bon (5.4), car les foncteurs de localisation 

commutent aux limites projectives ; le topos Top°(X) n'est autre que la 

cat~gorie des diagrammes de T de type I au-dessus de X . De plus, le topos 

fibr~ associ~ ~ un diagramme de T est un (pseudo-) foncteur de celui-ci. Cela 

permet de d~finir de proche en proche, pour n E ~, les topos 

(5.6.3) 

associ~s ~ un n-diagramme 

Top(X) , Top°(X) 

X : pour n = O , Top(X) = Top°(X) est le topos 

localis~ T/X ; pour n ~ i et X : I .......... > Diagrn_l(T) , 

Top(X) = Top(i I > Top(Xi)) , Top°(X) = Top°(i I > Top°(Xi )) 

Le topos Top°(X) s'interprgte agr~ablement ~ l'aide de la notion 

de type d'un n-diagramme. 

Supposons ~ nouveau, pour un instant, la cat~gorie T quelconque, 

notons Cat la cat~gorie des categories. On d~finit par r~currence, pour n • i , 

un foncteur 

(5.6.4) Typ : Diagrn(T) > Diagrn_l(Cat) , 

associant ~ chaque n-diagramme X de T un (n-l)-diagramme de Cat, Typ(X), 

appel~ type de X . Si n = i, i.e. X est un foncteur I > T , on pose 

Typ(X) = I , et ~ un morphisme (u,v) : X > Y on associe le foncteur 

v : Typ(X) > Typ(Y). Pour un n-diagran~me X , avec n • I, i.e. un diagramme 

X : I > Diagrn_l(T), on note Typ(X) le foncteur i ~ > Typ(Xi) , et ~ un 

morphisme (u,v) : X ' > Y on associe le morphisme 

(Typ(u),v) : Typ(X) > Typ(Y). Pour I E ob Diagrn_l(Cat) , on note 

DiagrT(T) (5.6.5) 
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la fibre de Typ au-dessus de 

(ou diagrammes de type I) ; un morphisme f : X > Y 

donc par d~finition un morphisme de diagrammes de type I 

sur les types, on dit encore que f est un l-morphisme. 

I , qu'on appelle cat~gorie des l-diasramanes de 

de Diagrl(T) est 

induisant l'identit~ 

Revenons maintenant au cas o0 T est un topos. Soit X un 

n-diagramme de T de type I . On v~rifie facilement que le topos Top°(X) 

est canoniquement ~quivalent ~ la cat~gorie des I-diagra~mes de T au-dessus 

de X : 

(5.6.6) TopO(x) N Diagrl(T)/X 

Voici quelques Cas particuliers : 

(i) Prenons I = 4 °, X : 4 ° > T l'objet simplicial constant 

de valeur l'objet final de T . On a alors Top°(X) = Simpl(T), le topos d~fini 

o 
en (I 2.3.1), et Top(X) = Cosimpl(T). Plus g~n~ralement, pour I = 4 ° X... X & 

(n facteurs) et X : I > T l'objet n-simplicial constant de valeur l'objet 

final de T , on a Top°(X) = n-Simpl(T), Top(X) = n-Cosimpl(T). 

(ii) Prenons T = Ens, I = 4 ° , X un diagramme de T de 

type I , i.e. un ensemble simplicial. On a Top(X) = Hom(&/X,Ens), 

cat~gorie des syst~mes de coefficients covariants sur X (3.4), et 

Top°(X) = Hom((A/X) °, Ens), cat~gorie des syst~mes contravariants. Nous verrons 

plus loin (6.2.3) que la cohomologie usuelle d'un syst~me covariant ab~lien L 

sur X n'est autre que la cohomologie de L en tant que faisceau ab~lien de 

Top(X). 
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5.7. Produits tensoriels et Hom internes. 

a) Soit X un topos fibr~ au-dessus de I . Soit A un Anneau 

de Top(X). La donn~e de A fait de X un topos annel~ fibr~ au-dessus de I 

(SGA 4 Vl 7) : i ~ > (Xi,i*(A) = A i) . Un A-Module ~ gauche M de Top(X) 

s'interpr~te comme la donn~e, pour chaque i E ob I , d'un A.-Module ~ gauche 
i 

> j de I , d'une fl~che de M. = i~(M) , et pour chaque fl~che f : i 
l 

A.-Modules f*(M.) > M. , o~ f~ d~signe le foncteur image inverse pour les 
l j l 

Modules, avec, comme en (5.2), une condition de transitivit~ pour un compos~ 

i > j > k . Pour i E ob I , on notera encore 

(5.7.1) i! : Mod(A i) > Mod(A) 

l'adjoint ~ gauche du foncteur i* : Mod(A) > Mod(A.). II est donn~ 
i 

par la formule de (5.3), ~ condition d'interpr~ter de f* de (loc. cit.) 

cormne foncteur image inverse pour les Modules. 

La formation du produit tensoriel commute ~ toute image inverse, donc 

en particulier g la restriction g chaque ~tage : pour L un A-Module ~ droite, 

M un A-Module ~ gauche, et i E ob I , on a 

(5.7.2) i*(L ®A M) N > Li %. Mi 
1 

En revanche, il n'en est pas de m~me en g~n~ral du Hom 

et M sont des A-Modules ~ gauche, on a une fl~che canonique 

"interne" 

(5.7.3) i*HOmA(L,M) > HomA.(Li,M i) 
i 

Celle-ci n'est pas toujours un isomorphisme, comme le montre (III 4.3.2). 

Toutefois, si L est un Module cart~sien, i.e. si, pour toute fl~che 

f : i > j de I , la fl~che f*L. ---> L. est un isomorphisme, alors (5.7.3) 
j l 

est un isomorphisme. La v~rification est immediate. 
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b) On suppose maintenant que X 

et l'on se donne un Anneau A de Top°(X), 

on d~finit 

> I est un bon topos fibr~ (5.4), 

i I > A. . Pour f : i > j E FI I, 
i 

f~ : Mod(A.) > Mod(A.) 
j l 

comme le compos~ de f-i : Mod(A.) > Mod(f-l(A.)) et de la restriction 
J J 

des scalaires via A. > f-l(A.). Un A-Module g gauche M de Top°(X) 
l j 

s'interpr~te comme la donn~e, pour chaque i E ob I , d'un A.-Module ~ gauche 
1 

M. , et pour chaque fl~che f : i ----> j, d'une fl~che de A.-Modules 
i i 

M. > f~M. , avec l'habituelle condition de transitivitY. Soit f : i > j 
l j 

une fl~che de I . L'adjoint ~ gauche f! : X. > X. de f-i d~finit un 
i j 

fonc teur "enveloppant" 

A 
(5.7.4) f! : Mod(A i > Mod(A.) 

J 

(not~ parfois f! quand il n'y a pas de confusion ~ craindre), adjoint ~ gauche 

de f~ . Pour 0tre complet, rappelons bri~vement la d~finition. Tout d'abord, 

si L est un Ai-Module libre de base E E ob X. on pose fA(L) -- A (f~E) : 
1 ~ , j ' 

on v~rifie en effet qu'on a un isomorphisme fonctoriel en 

E ob Mod(A.)j : Hom A.(Aj(f!E),M) ~ HOmA (Ai(E),f~M) ,' on a en particulier M 

J ^ l 
une fl~che canonique L > f~f~(L), correspondant par l'isomorphisme precedent 

la fl~che identique de fA(L).. Si L I > L ° est une fl~che de Ai-Modules 

libres, on d~finit fA(L I) > fA(L ) comme correspondant ~ la compos~ de 
• : O 

L 1 > L ° > f~!(L o) . Enfin, si 

une presentation L I > L > L 
o 

f~(L) comme le conoyau de d~finit 

interpreter un A-Module ~ gauche M 

M. , avec, pour chaque fl~che f : i 
i 

ces fl~ches satisfaisant une certaine condition de transitivitY. Pour 

L est un A.-Module quelconque, on choisit 
1 

> 0 avec L I et L ° libres, et l'on 

f~(L I) > f~(L o) . Cela ~tant, on peut 

comme la donn~e d'une famille de A.-Modules 
i 

> j, une fl~che A.-lin~airej fv(Mi ), > M.j , 

i E ob I, 

on notera encore 
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(5.7.5) 

l'adjoint : gauche de i~ : 

A 
avec f! remplac: par f! 

des A.-Modules. 
J 

i! : Mod(A i) > Mod(A) 

Mod(A) > Mod(A.), donn~ par la formule de (5.4), 
i 

, la sonnne directe ~tant prise dans la cat~gorie 

Pour le produit tensoriel et le Hom interne dans Mod(A), on a 

une discussion analogue : celle de a), i.e. on a un isomorphisme analogue 

(5.7.2) et un morphisme de la forme (5.7.3) qui n'est pas un isomorphisme 

en g~n~ral. 

Exemple. Dans la situation de (5.6.7), un Anneau de Top°(X) n'est autre 

qu'un Anneau simplicial A de T . La cat~gorie Mod(A) a ~t~ ~tudi~e dans 

(I 3), voir en particulier (I 3.1.1.O) pour une description du Hom interne, 

not~ Homs dans (loc. cit.). 

5.8. Images directes. 

Soit m = (u,v) : X = (X,I) 

fibres (5.5). 

> Y = (y,J) un morphisme de topos 

5.8.1 On a vu (5.5) que m d~finit un morphisme de topos 

m : Top(X) > Top(Y). Le foncteur image directe m~ s'explicite comme suit. 

Soit F E ob Top(X). Pour j E ob J , notons I/j la cat~gorie dont les 

objets sont les couples (i,f), o~ i est un objet de I et f : v(i) > j 

une fl~che de J , les morphismes de I/j ~tant d~finis de la mani~re ~vidente. 

On a : 

(m~F)j = l~m f~uiF i 

(i,f) E I/j 

((i,f) L > f~ui~Fi est un foncteur contravariant sur I/j ~ valeurs dans 

Pour g : j > k, fl~che de J , la fl~che (m~F)g : g~(m~F) k > (m~F)j 

a pour composante d'indice (i,f) E I/j la fl~che g~(m~F) k ~ f~ui F i 

adjointe de la projection canonique (m~F) k ~ (gf)~ui~F i • 

X°). 
J 
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Cas particuliers. (i) Lorsqu'on prend pour m l'inclusion d'un ~tage d'un 

topos fibre, on retrouve la formule de (5.3). 

(ii) Supposons que J soit la cat~gorie ponctuelle [0], donc 

r~duit ~ un seul topos Y = Y . On a alors 
O 

m~F = lim u. F. 

iE! 

En particulier, prenant pour Y le topos ponctuel, on a 

F(rop(X),F) = lim F(Xi,F i) 

i6I 

(iii) Supposons que I = J , v = Id . Pour j 6 ob 

I/j a un objet final, Idj , d'o~ il r~sulte que 

(m~F)j = uj Fj 

Ce qu'on peut encore exprimer en disant que, si m : X 

de I-topos fibres, le foncteur m~: Top(X) .... > Top(Y) 

aux ~tages. 

En particulier, si l'on prend pour Y le topos fibr~ constant sur 

I de valeur le topos ponctuel, et m : X > Y le morphisme ~vident, on a 

Top(Y) = I ̂ (cat~gorie des pr4faisceaux sur I), et m~F est le pr~faisceau 

i I > F(Xi,F i) . 

I , la cat~gorie 

> Y est un morphisme 

con~nute ~ la restriction 

5.8.2. Supposons X et Y bons (5.4) : Top°(X) et Top°(Y) sont done des 

topos, et m d~finit (5.5) un morphisme de topos m : Top°(X) > Top°(Y), 

pour lequel nous allons expliciter le foncteur image directe. Soit 

G E ob Top°(X). Pour j 6 ob J , notons j/l la cat~gorie dont les objets 

sont les couples (i,f) , o~ i est un objet de I et f : j > v(i) une 

flgche de J , les morphismes de j/l ~tant d~finis de la mani~re ~vidente. 



Alors  (m,,~) e s t  d e f i n i  p a r  l a  s u i t e  e x a c t e  

oh l a  double  f l e c h e  a  pour composante d ' i n d i c e  g d 'une  p a r t  l e  compose de 

l a  p r o j e c t i o n  canonique s u r  
f! ui +$Gi 

e t  de l a  f l e c h e  de changement de 
1 1  

base  f Y i  ,Gi j f+$~~~*g*G~ d e f i n i e  p a r  l e  c a r r e  
1 1  1 

d ' a u t r e  p a r t  l e  compose de l a  p r o j e c t i o n  canonique s u r  fzui  ,Gi e t  de l a  
0 0 

f lSche  f F i  ,Gi Y f;ui *g*Gil d e f i n i e  p a r  Gg ; pour h  : k / j , 
0 0 0 

f l e c h e  de  J , on a  un morphisme 6 v i d e n t  de l a  double  f l e c h e  d e f i n i s s a n t  

(m,G)k dans  l ' i m a g e  i n v e r s e  p a r  h  de  l a  double  f l e c h e  d e f i n i s s a n t  (m++G) 
j '  

d ' o h  l a  f l e c h e  (mik~ lh  : ( m , ~ ) ~  / h+k(m#G) 
j .  

Cas p a r t i c u l i e r s .  ( i )  Pour m e g a l  B l ' i n c l u s i o n  d ' u n  e t a g e ,  on r e t r o u v e  

l a  formule de (5 .4 ) .  

( i i )  Supposons que,  pour t o u t e  f l e c h e  g : i + il de I , l a  

f l e c h e  de changement de base  

s o i t  un isomorphisme. Alo r s  ( i , f )  I f*ui,Gi d e v i e n t  de faqon n a t u r e l l e  

un fonc teur  s u r  j/I B v a l e u r s  dans Y , e t  l ' o n  a  
j 
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Si de plus I = J et v = Id, la cat4gorie j/I a pour objet initial Id. , 
J 

et par suite la formule pr4c4dente se r4duit 

(m~G)j = uj Gj 

En d'autres termes, pour m : X > Y un morphisme de 1-topos fibr4s, 

"la formation de m.G commute aux 4tages" pourvu que la formule de 

changement de base f*uj.Gj > soit vraie pour chaque fl~che ui.f~G j 

f : i > j de I . 

6. Cohomolo~ie des topos fibres : calculs standard. 

6.1. R~solutions standard. 

Soit X = (X > I) un topos fibr~ (5.1). Notons I dis la cat~gorie 

discrete associ~e ~ I (i.e. d4finie par l'ensemble ob(1)), X dis le topos 

fibr4 au-dessus de I dis d~fini par X, et 

xdis 
(6.1.1) e x : > X 

le morphisme 4vident (on ~crira parfois e au lieu de ex), Les cat4gories 

Top(X dis) et Top°(X dis) s'identifient canoniquement au topos I I ........ X. 
l 

i £ ob I 

(SGA 4 IV 8.7), qu'on notera encore X dis par abus. Le morphisme de topos 

e : X dis > Top(X) d4duit de e (5.5) donne une r~solution standard (I 1.5.2) 

(6.1.2) F ....... > (e.,eW)'F = (e.e*F ~ (ewe*)2F ~ ) 

fonctorielle en F E ob Top(X), et l'on aune r~solution analogue dans Top°(X) 

quand X est bon (5.4). D'apr~s (I 1.5.3), l'objet cosimplicial augment~ d~duit 

de (6.1.2) par application du foncteur e~ est homotopiquement trivial. Conmae 

ce foncteur est conservatif, il en r~sulte en particulier, dans lecas oO F 

est un faisceau ab~lien, que le complexe de cochaSnes d~fini par (e~,e~)'F est 

une r~solution de F au sens na~f du terme. Similairement, on aune r4solution 

standard 
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(6.1.3) (e!,e~).F = (... (ewe~)2F ----~ e!e~F) > F , 

fonctorielle en F 6 ob Top(X), et une r~solution analogue dans Top°(X) 

quand X est bon, e! =~i! d~signant l'adjoint ~ gauche de e~ , 

cf. (5.3) et (5.4). Les objets simpliciaux augment~s (6.1.3) sont homoto- 

piquement triviaux en restriction ~ chaque ~tage. Enfin, on a une variante 

de (6.1.3) pour les faisceaux de modules, cf. (5.7). 

6.1.4 Le foncteur e~ : X dis > Top(X) transforme tout faisceau flasque 

en un faisceau flasque, dont la restriction ~ chaque ~tage est flasque d'apr~s 

la seconde formule de (5.3). La fl~che d'adjonction F > e~e~F ~tant 

injective, il en r~sulte que tout faisceau ab~lien de Top(X) se plonge dans 

un faisceau flasque dont la restriction ~ chaque ~tage est flasque. 

xdis Soit A un Anneau de Top(X), d'o~ un Anneau induit sur 

xdis not~ encore A . Si M est un A-ifodule injectif sur , e~M est un 

A-Module injectif de Top(X) (car e~ est exact), et e~M est injectif 

en restriction ~ chaque ~tage quand, pour chaque fl~che f : i ~ j de I , 

le morphisme de topos annel~s Xf : X. > X. est plat. Donc, quand cette 
l j 

derni~re condition est satisfaite, tout A-Module de Top(X) se plonge dans 

un A-Module injectif dont la restriction ~ chaque ~tage est injective. 

On a des r~sultats analogues dans Top°(X) : si, pour toute fl~che 

f de I , f~ transforme flasques en flasques (resp. injectifs en injectifs), 

l'image par e~ d'un flasque (resp. injectif) est un flasque (resp. injectif) 

dont la restriction g chaque ~tage est flasque (resp. injective), et il y a 

suffisarmnent de tels faisceaux. 
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6.1.5. Les r4solutions standard (6.1.2) et (6.1.3) d4pendent fonctoriellement 

du topos fibr4 X dans le sens suivant. D'un morphisme de topos fibr@s 

m : X > Y (5.5), on d4duit un carr4 essentiellement cormmutatif 

xdis m > ydis 

Top(X) m > Top(Y) 

et un carr4 analogue avec Top°(X) et Top°(Y) quand X 

Les fl~ches canoniques m~e~ > e~m~ , m~e ~ ~ > e~m~ 

F E Top(Y) (resp. Top°(Y)) un carr4 commutatif 

(6.1.5.1) m~ F (i) > m~(e~,e~). F 

et Y sont bons. 

fournissent, pour 

Id 

mW F (ii) > (e~,eW).mW F 

oN (i) est l'image inverse par m de la r4solution (6.1.2) relative ~ F , 

tandis que (ii) est la r~solution (6.1.2) relative ~ mWF. Par suite, pour 

E 6 ob Top(X) (resp. Top°(X)), F E ob Top(Y) (resp. Top°(Y)), toute 

fl~che mWF > E se prolonge de mani~re naturelle en une flgche 

me(ew, eW)'F > (ew,eW)'F . De la m~me mani~re, on a un carr4 commutatif 

(6.1.5.2) (e!,e~).mWF 

m~(%,e~).F 

(i) 

(ii) 

> m~F 

> m~F 
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o~ (i) est la r~solution (6.1.3) relative ~ m~F et (ii) l'image inverse par 

de la r~solution (6.1.3) relative ~ F . Par suite, pour E et F comme 

ci-dessus, toute fl~che E > m~F se prolonge en une fl~che 

(e!,e~).E > m~(e!,e~).F . Enfin, pour les faisceaux de modules, on a 

des variantes que nous laissons au lecteur. 

6.2. Cohomolo$ie de Top(X). 

Proposition 6.2.1. Soient X = (X > I) un topos fibre, Y un topos, 

p : X "" > Y un morphisme de topos fibres (i). Notons YI le topos fibr~ 

constant au-dessus de I de valeur Y , ~ : X >YI le morphisme de 

1-topos fibres d~fini par p . Soit E un faisceau ab~lien de Top(X) 

tel que E i soit flasque pour tout i E ob I . Ii existe un isomorphisme 

canoniRue 

Rp~(E) ~ C'(~E) 

o~ I e second membre d~signe l'objet cosimplicial (3.9.6) associ~ 

i ° ~E : > ~-Mod(Y) (cf. (5.8 (iii))). 

Preuve. Con~ne E. est flasque pour tout i , on a d'apr~s (6.3) 

Rp~(E) ~ p~(e~,e ~)'E 

et le second membre s'identifie ~ C'(~E), comme on le v~rifie trivialement (2). 

(I) Y consid~r~ comme topos fibr~ au-dessus de la cat~gorie ponctuelle. 

(2) rapprocher de (3.6.1) et (4.6.4). 
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6.2.2. L'~nonc~ precedent fournit un proc~d~ de calcul standard pour la 

cohomologie de Top(X) lorsqu'on dispose de proc~d~s standard pour le 

calcul de la cohomologie des ~tages. Supposons par exemple qu'on dispose 

d'un morphisme de 1-topos fibres u : P > X tel que, pour tout i E ob I, 

P. soit un topos discret (sormne de topos ponctuels) et u~ conservatif. Soit 
i i 

E un faisceau ab~lien de Top(X). Les r~solutions de Godement (ui~,u~)'E i 

forment une r~solution G'(E) de E telle que Gn(E) soit flasque en 

restriction ~ chaque ~tage. De (6.4) on d~duit alors que Rp~(E) s'identifie 

canoniquement au complexe simple associ~ au complexe double C'(~_~G'(E)). 

Remarquons en passant que pour Y ponctuel et X le topos 

constant sur I de valeur le topos ponctuel, on retrouve le calcul standard 

des d~riv~s de lim , cf. (5.8.1) (ii), et Roos [19]. 

I 

Proposition 6.2.3. Les hypotheses et notations 4tant celles de (6.2.1), 

supposons que I = Ao . Ii existe alors un isomorphisme canonique 

Rp~(E) -~-~ ~E 

Preuve. Conjuguer (6.2.1) et l'~nonc~ dual de (3.9.3) (cf. (3.9.6)). 

Variante 6.2.3.1. Si I = 4 ° X ... X 4 ° (n facteurs), on trouve de m~me 

que Rp~(E) s'identifie au complexe simple associ~ au faisceau ab~lien 

n-cosimplicial p_~E (appliquer l'~nonc~ dual de (3.9.5)), 

Corollaire 6.2.3.2. Sous les hypotheses de (6.2.1), avec I = 4 ° , soit 

F E ob D+(Top(X);~). II existe une suite spectrale canoni~ue fonctorielle 

E~ j = RJPi(Fi) ~ R~p~(F) , 

oN le complexe E~ j est le complexe de cochalnes d~fini par l'objet cosim- 

P!iCial [i] I > RJp~(Fi). 
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Preuve. On peut supposer que F est un complexe born4 inf~rieurement dont 

la restriction ~ chaque 4tage est un complexe de faisceaux flasques. D'apr~s 

(6.2.3) on a alors 

Rp~(F) -~-~/p.~(F) , 

et l'on 4crit la "premiere" suite spectrale du bicomplexe ~.~(F). 

6.2.4. 

on associe au topos fibr~ X = (X 

Scholie. G4n4ralisant la construction (3.9.1) aux pseudo-foncteurs, 

> I) un topos fibr4 

(6.2.4.1) C.(X) 

au-dessus de 4 ° , In] P----> ~ I Xx(o) . Tout objet E de 
x 6 Hom([n], I )  

Top(X) d g f i n i t  canon iquement  un o b j e t  C.(E)  de T o p ( C . ( X ) ) ,  

[n]~ > I I Ex(O) , qui d~pend fonctoriellement de E . 
x E Hom([n],l) 

Enfin, tout morphisme p : X > Y comme ne (6.4) se prolonge naturellement 

en un morphisme, encore not~ p , de C.(X) dans Y . 

Proposision 6.2.4.2. Soit E un faisceau ab41ien de Top(X) (ou plus 

$4n~ralement un objet de !. a cat~$orie d4riv4e D + des faisceaux ab41iens 

de Top(X)). II existe un isomorphisme fonctoriel canoniqu 9 

Rp~(E) ~ Rpe(C.(E)) 

Preuve. utilisant (6.2), on peut supposer que E est un faisceau ab~lien dont 

la restriction ~ chaque 4tage est flasque. Appliquant (6.2.1) on trouve 

Rp~(E) ~ C'(p_~E) 

Or on a 

et comme la restriction de 

C'(p_~E) = p_~(C.(E)) , 

C.(E) ~ chaque 4 tage  e s t  enco re  f l a s q u e ,  l ' a s s e r t i o n  
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r4sulte donc de (6.2.3). 

Voici quelques applications de (6.2.3). 

Proposition 6.2.5. Soit X un topos fibr4 au-dessus de go . Notons DeCl(X) 

le topos fibr4 au-dessus de ~ o d4duit de X par oubli du premier op4rateur 

de face (i) . Soit M E ob D+(Top(X)), d'oS, par oubli du premier op4rateur de 

face, un objet DeCl(M) d__ee D+(Top(DeCl(X))). Alors le morphisme canonique 

M ° > RdwDec~(M) 

d4fini par la projection d : Deck(X) > X ° , est un isomorphisme. 

Preuve. On peut supposer M concentr~ en degr4 O , et flasque en restriction 

chaque 4rage (6.2). Consid4rant (X,M) comme un (pseudo-) foneteur de A ° 

dans la 2-cat~gorie des paires (Y,E), o~ Y est un topos et E un faisceau 

ab41ien sur Y , et appliquant (1.4) & ee foncteur, on trouve que la projection 

(Deck(X), Deck(M)) > (Xo,M o) est un (Xo,Mo)-homotopisme, et il s'ensuit 

que la fl&che d'adjonction M ° > d~Dec~(M) est un homotopisme, ~ d~signant 

l a  p r o j e c t i o n  de Dec (X) s u r  l e  t o p o s  f i b r 4  c o n s t a n t  de v a l e u r  X ° s u r  

Compte t e n u  de ( 6 . 2 . 3 . 1 ) ,  c e l a  p r o u v e  i a  p r o p o s i t i o n .  

Proposition 6.2.6. Soient T 

D'o~ (5.6 b)) un topos fibr4 

p : X > T, projetant chaque X. sur l'objet final de 
i 

la cat~gorie d~riv~e des faisceaux ab41iens de T , e_~t 

"faisceau ab~lien libre engendr4". Pour E E ob D+(T), 

isomorphisme canonique fonctoriel 

un topos, X un objet simplicial de T . 

X au-dessus de o et un morphisme 

T . Notons D(T) 

(-) le foncteur 

il existe un 

Rp.p~E N RHom(~ (X),E) 

o__~ p~E est le complexe de faisceaux de Top(X) image inverse de E . 

(i) La d~finition de DecP(Y) pour Y un pseudo-foncteur de 
q 

une 2-cat~gorie est "la m~me" qu'en (1.3.1). 

A ° dans 
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Preuve. On peut supposer que E est un ~-Module injectif. L'assertion 

rfisulte de (6.2.3),compte tenu du fair que 

Pi~ p~EI = Hom(~ (X.)I ' E) 

Remar~ue 6.2.6.1. On verra plus basque la conclusion de (6.2.6) est encore 

vraie si l'on regarde Rp~p~E conane 6tant d6fini par p : Top°(X) .... > T . 

Corollaire 6.2.7. ("descente cohomologique"). Dans la situation de (6.2.6)~ 

supposons ~ue T ait assez de points (SGA 4 IV 6) et ~ue X soit un 

hyperrecouvrement de l'ob~et final de T (SGA 4 V App.). Alors la fl~che 

d'ad~onction 

E > Rp~p*~E 

est un isomorphismeo 

Preuve. D'apr~s (6.2.6), la fl~che E > Rp~p~E s'identifie ~ la flgche 

obtenue en appliquant le foncteur RHom(-,E) ~ la fl~che canonique 

(X) > ~ (o~ ~ d~signe encore par abus le faisceau constant de valeur 

sur T). Si e d~signe l'objet final de T , dire que X est un hyper- 

recouvrement de e signifie que X > e est un quasi-isomorphisme fibrant 

(I 2.2.1, 2.3.8), donc ~ (X) > ~ est un quasi-isomorphisme d'apr~s le 

th4or~me de Whitehead (I 2.2.2), et le corollaire en d4coule. 

Par un argument analogue, on prouve plus g~n~ralement : 

Corollaire 6.2.8. So~t T un topos possSdant assez de points. Soit 

f : X > Y un q uasi-isomorphisme d'objets simpliciaux de T (I 2.2.1), 

d'ofl un morphisme de A°-topos fibr4s note encore f , et un trian$19 

essentiellement commutatif de topos 
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Pour E E ob 

Top(X) f > Top(Y) 

T 

D+(T), la fl~che canoni~ue 

Rq~q~(E) 

d~finie par f est un isomorphisme. 

> Rp~p~(E) 

Remarque 6.2.8.1. La conclusion de (6.2.8) est encore valable si, au lieu 

de supposer que T poss~de assez de points, on suppose que f est sous-jacent 

un morphisme de faisceaux ab~liens simpliciaux (I 2.2.2), et en fait l'une 

et l'autre hypothgse devrait ~tre inutile. 

6.3. Images directes par 

Proposition 6.3.1. Soit 

Pour E E ob D+(Top(X)) 

l-morphismes. 

u : X > Y un morphisme de 1-topos fibres (5.5). 

e_~t i E ob I, la fl~che canonique 

est un isomorphisme. 

i~Ru~E > Rui~E. i 

Preuve. D'apr~s (6.2), on peut supposer que E est un faisceau flasque dont 

la restriction ~ chaque ~tage est flasque. L'assertion r~sulte alors de 

(5.8.1 (iii)). 

L'assertion analogue avec E ~ ob D+(Top°(X)) n'est pas vraie en 

g~n~ral (cf. (5.8.2)). On a cependant : 
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Proposition 6.3.2.( 1 ) Soit u : X > Y un morphisme de 1-topos fibr4s, X e t 

Y ~tant bons, et soit E E ob D+(Top°(X)). On suppose que, pour toute flgche 

f : i > j de I , X~ transforme injectifs en injectifs et que la fl~che 

de changement de base 

f~Ruj~(Ej f~(E.) ) > Rui~ ~ j 

est un isomorphisme. Alors, pour tout i E ob I, la fl~che de chansement 

de base 

est un isomorphisme. 

i~'~Ruw (E) > Rui~ ~ (E.l) 

Preuve. D'aprgs (6.2), on peut supposer que E est un complexe born~ inf~rieu- 

rement de faisceaux ab~liens dont les composantes sont injectives sur chaque 

4tage. On a alors 

Ru~(E) =/u~(e~,e~)'E , 

oO (e~,eW)'E est la r4solution standard de E d4finie par les 4tages (6.1) 

et f d~signe un complexe simple associ~. Ii s'agit de montrer que la fl~che 
! 

canonique 

(~) i~(e~,e~)'E > ui~i~(e~,e~)'E 

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associ~s. Ii suffit 

de montrer que, pour chaque n , 

(~)n i~u~ (e~'e~)nE > ui~i~(e~'e~)nE 

est un quasi-isomorphisme. Utilisant (5.4) et (5.8.2), on trouve : 

(i) Cet ~nonc~ ne servira pas dans la suite. 
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= f*u. (fn_l..fl)~Ei i*u*(e*'e*)nE Ifo fn-I o ii. n 

i = i ° > i I > ... > i n 

r 
i.(e., e.)nE = l u. ( fo)*Ei ui. f l-',} fn-i " " " 

o fn-i n 
i = i > il ----> ... > i o n 

les produits ~tant pris sur tousles n-simplexes de Ner(1) d'origine i , 

et (.) est le produit des fl~ches de changement de base 
n 

f*u. (fn-i "'" fl)*Ei > ui~n-I "'" fo)*Ei 
o ii. n n 

d~finies par les carr~s 

X i ) X. 

Y. ~Y. 
l 11 

Par hypoth~se (et transitivit~ des fl~ches de changement de base), celles-ci 

sont des quasi-isomorphismes, donc il en est de m~me de (*) et ceci ach~ve 
n 

la preuve de (6.3.2). 

Remar~ue. L'hypoth~se que X~ transforme injectifs en injectifs est satisfaite 

par exemple quand Xf est un morphisme de localisation dans un topos. 

6.4. Cohomologie de Top°(X). 

Soit X un topos fibr~ au-dessus de 

Top°(X). On va d~finir 

I , et soit E un objet de 

(6.4.1) C.(E) 6 ob Top(C.(X)) , 

oN C.(X) est le topos fibr~ au-dessus de 4 ° d~fini en (6.7.1). Pour 
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n E ob A , on pose 

af 

Cn(E) = -T I c(x)~Ex(n) , 
x E Hom([n],I) 

o~ c(x) : x(O) > x(n) d~signe la fl~che composge des fl~ches de I d~finies 

par x ; c'est un faisceau sur C (X). Soit f : [m] ~ > [n] une fl&che de A , 
n 

d'oN une fl&che, encore notre f , de C (X) dans C (X), donn~e sur le composant 
n m 

Xx(o) correspondant & x E Hom([n],I), par x(af) : Xx(o) > Xxf(O ) o~ 

: O > f(O) E Fl([n]), avec les notations de (3.1.2). On a donc 

f~Cm(E) = I I x(af)~c(xf)~Exf(m ) 
x E Ho~([r~.],I) 

On d~finit 

Cf(E) 

comme le produit des fl~ches 

: f~c (E) > C (E) 
m n 

x(af)~c(xf)~Ex(bf ) : x(af)~c(xf)~Exf(m ) > c(x)~Ex(n) , 

o~ bf d~signe, cormne en (3.1.2), la fl~che f(m) > n de In], et 

Ex(bf ) : Exf(m ) > x(bf)~Ex(n) la fl~che d~finie par x(bf) (noter 

que l'on a O Nf(O) ~ ... ~ f(m) ~ n, d'o~ x(bf)c(xf)x(af) = c(x)). II 

est imm~diat que (In] I > Cn(E) , f I > Cf(E)) d~finit bien un objet 

C.(E) de Top(C°(X)). II est clair que C.(E) est un foncteur exact de 

E E ob Top°(X). 

Proposition 6.4.2. Soit X un bon topos fibr~ au-dessus de I , et soit 

E E ob D+(Top°(X)). On suppose que E est isomorphe ~ un complexe born~ inf~rieu- 

rement E' tel que, pour toute fl~che f : i > j d__~e I , f~Erj soit 

composantes flasques .. Soient d'autre part Y un topos, e t p : X > Y u n 

morphisme de topos fibres , d'o~ des morphismes de topos 

p : Top°(X) ----->Y , p : Top(C.(X)) > Y . II existe un isomorphisme canonique 
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Rp~(E) ~ Rp~C.(E) 

Preuve. Vu l'exactitude du foncteur 

fl~che f : i > j , f~E. est ~ composantes flasques. Alors 
J 

flasque pour tout i , et d'apr~s (6.2.3) on a 

C.(-), on peut supposer que, pour toute 

C.(E) est 
i 

Rp~(C.(E)) =/p_~C.(E) , 

o~ ~ d4signe la projection de C.(X) sur le topos fibr4 constant sur A ° 

de valeur Y , et / un complexe simple associ~. D'autre part, il d4coule 

J 
imm~diatement des hypotheses sur E que la r4solution standard (e~,e~)'E 

est une r~solution de E par des complexes de faisceaux flasques, et par suite 

on a 

Mais on v4rifie trivialement qu'on a, pour M 6 ob 

canonique fonctoriel 

Rp~(E) = ] p~(e~,e~)'E 

Top°(X), un isomorphisme 

d'o~ la proposition. 

p~(e~,e~)'M = p_~C.(M) , 

6.5. Syst~mes locaux. (I) 

Soit 

E de Top(X) (5.2.4) on associe l'objet cart~sien E- de Top°(X) 

comme suit : pour i E ob I, E? = E. , pour f : i > j , 
l l 

Ef = (Ef) -I : E i > f~E. . Similairement, ~ tout objet cart~sien F de 
J 

Top°(X)  on a s s o c i e  t ' o b j e t  c a r t 4 s i e n  F -  de Top(X) ,  t e l  que 

F i  = F i e t  F f  = ( F f )  -1  : f ~ F j  ......... > F i . On d g f i n i t  a i n s i  une  g q u i v a l e n c e  

de c a t 4 g o r i e s  

X un topos fibr~ au-dessus de I . A tout objet cart~sien 

d4fini 

I 
( ) La lecture de ce num~ro est inutile pour la comprehension du reste du dhapitre. 
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E ~ > E 

> Cart(TopO(x)) (6.5.1) Cart(Top(X)) ~ , 

F- < I F 

o~ Cart(Top(X)) (resp. Cart(Top°(X))) d~signe la sous-cat~gorie pleine de 

Top(X) (resp. Top°(X)) form~e des objets cart~siens. 

Soit E E ob Cart(Top(X)). On va d4finir un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

(6.5.2) C.(E) N > C.(E-) , 

o~ C.(E) (resp. C.(E-)) d~signe l'objet de Top(C.(X)) d~fini en (6.2.4) 

(resp. (6.4.1)). Par d4finition, (6.5.2) sur l'4tage Cn(X) est le produit, 

pour x E Hom([n], I), des fl~ches 

-I 
Ec(x) : Ex(0) > c(x)~Ex(n) 

Pour montrer qu'on d~finit bien ainsi une fl~che de Top(C.(X)), on dolt 

v~rifier que, pour f : [m] > In] E FI(&) et 

ci-dessous est commutatif : 

x E Hom([n],l), le carr~ 

Ex(af) 

x(af)~Exf(O ) > Ex(0) 

-i -i 
x(af)~Ee(xf ) Ec(x) 

x(af)~c(xf)~ExT~f ) 

x(af)~c(xf)~Exf(m ) > c(x)~Ex(n) , 

oN les notations sont celles de (6.4). Mais cel~ r~sulte aussit0t de la 

relation x(bf)c(xf)x(af) = c(x) et de la transitivit~ des fl~ches Eg 

Proposition 6.5.3. Soit X un bon topos fibr~ au-dessus de I , et soit E 

un faisceau ab~lien cart~sien de Top°(X). On suppose que E poss~de une 

r~solution par des faisceaux ab~liens F de Top°(X) tels que, pour toute 

fl~che f : i ----> j de I , f~Fj soit flasque. Soient d'autre part Y un 
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topos et p : X ..... > Y 

fonctoriel canpni~ue 

un morphisme de topos fibres. Ii existe un isomorphisme 

Rp~(E) ~ Rp~(E-) 

Preuve. On a en effet : 

Rp~(E) = Rp~C.(E) (6.4.2) 

= Rp~C.(E-) (6.5.2) 

= Rp~E- (6.2.4.2) 

Corollaire 6.5.4. Sous les hypotheses de (6.5.3), s'il y a assez de faisceaux 

flasques sur Y dont les images inverses par cha~ue Pi : X.l > Y soient 

flasques, alors, pour F E ob D+(Y), il existe un isomorphisme fonctoriel canonique 

00~ 
Rp~p~F ~ Rp~p F , 

O 
oN p : Top(X) ~ Y , p : Top°(X) > Y d~signent les morp.hismes d~finis 

P • 

Preuve. On peut supposer que 

p~ F est flasque pour tout 

O 
puisqu'on a p~F = (p~F) 

F est concentr~ en degr~ z~ro et flasque et que 

i . L'assertion r~sulte alors de (6.5.3) , 

Remar~ue. L'~nonc~ precedent tient la promesse de (6.2.6.1). 

6.6. Foncteurs Lu! 

6.6.1. Soient X = (X > I), Y = (Y > J) des topos fibres, 

u = (u,v) : X > Y un morphisme (5.5). Donnons-nous un Anneau @X 

(resp. @y) de Top(X) (resp. Top(Y)), et un morphisme @X > u-I@Y " 

On a alors un foncteur image inverse 
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u ~ : Mod(Top(Y)) > Mod(Top(X)) 

compos~ de u -I : Mod(@y) > Mod(u-l@y) et de la restriction des scalaires 

u-l@y -I 
via ~X > . Supposons que, pour tout i E ob I , u i : Yv(i) > Xi 

poss~de un adjoint ~ gauche. Alors, pour tout i E ob I , u~l : M°d(Yv(i) --> Mod(X.)l 

poss~de, d'apr~s (5.7 b)), un adjoint ~ gauche ui! . De plus, u~ poss~de 

un adjoint ~ gauche 

(6.6.1.1) u! : Mod(Top(X)) 9 Mod(Top(Y)) , 

qui est d~fini comme suit. Soit 

est d~fini par la suite exacte : 

E E ob Mod(Top(X)). Pour 

r I I 
g : (io,f o) > (il,f I) (i,f) E ob j/l 

E FI j/I 

J E ob J , (u!E)j 

f~ui!E i > (u!E)j 

avec les notations de (5.8.2) : l'une des deux fl~ches de la double fl~che envoie 

le composant f~o ui !g~Ei I dans 
o o 

dans fl~hail!Eil par la fl~che canonique 

(c f .  ( 8 .2 .1 ,3 ) )  par le earr~ 
g 

X. 1 

u. I o 
]o 

Yv(i ) 
o 

f~ ui !' Eio par f~ u ioTEg , l'autre l'envoie 

v(g)~UiltEil d~finie Uio!g~Ei I 

v(g) 

>X. 
11 

I ui I 

> Yv(il ) 

Si h : k • > j est une fl~che de J , on a un morphisme ~vident de l'image 

inverse par h de la double flgche d~finissant 

(UTE) k , d'o~ une fl~che (u!E) h : h~(u!Ej) > 

d~finit bien ainsi un Module de Top(X), et que 

(uiE) j dans celle d~finissant 

(u!E) k . Ii est imm~diat qu'on 

El > u!E est adjoint 

gauche de u~. 
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6.6.1.2. 

pour 

sur 

LI 

Observons que, pour L 6 ob Mod(X dis) (6.1), 

I I f uiLi 
(u!e!(L))j f : j > v(i) 

u~et(L) est donn4 par : 

j 6 ob J , et, pour h : k > j, (u!e!(L)) h envoie h~f~ui!L i 

(fh)~ui!L i par l'isomorphisme de transitivit4. En effet, le foncteur 

> uvew(L) d4fini par cette formule est adjoint ~ gauche de e~u~, 

comme on le v4rifie directement. 

Proposition 6.6.2. Les hypotheses et notations 4tant celles de (6.6.1), on 

suppose que, pour tout j E ob J et tout (f : j > v(i)) E ob j/I , 

le foncteur f~uiT : Mod(X i) > Mod(Yj) transforme suites exactes courtes 

de Modules plats en suites exactes. Alors le foncteur u T (6.6.1.1) admet 

un d4riv4 gauche au sens de (I 1.4.4) 

Lu! : D-(Top(X)) > D-(Top(Y)) 

S i M est un complexe, born4 sup4rieurement, de @x-MOdules plats, on a 

Lu!(M) =/ uy(e!,e~).M , 

o__~ (e!,e~e).M d~signe la r4solution standard (6.1.3) (I) e t / un eomplexe 

simple associ4. Enfin, pour E 6 ob D-(Top(X)), F 6 ob D+(Top(Y)), il existe 

un isomorphisme canonique fonctoriel 

RHom(Lu!(E),F) = RHom(E,u~F) 

(I) il s'agit ~videmment de la variante de (6.1.3) pour les faisceaux de modules. 



- 73 - 

Preuve. Soit E Cob D-(Top(X)). On va montrer que le pro-objet de D(Top(Y)) : 

LurE = "lira" uwE' 

E' S>E 

oN s parcourt les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes de but E , est 

essentiellement constant, de valeur u!L , oN L est un complexe born~ 

xdis sup~rieurement de Modules du type e!P , avec P plat sur . Les deux 

premieres assertions de la proposition en r~sulteront. Comme tout Module de 

Top(X) est quotient d'un Module du type e!P , avec P plat sur X dis , il 

suffit de montrer que, si F est un complexe acyclique, born~ sup~rieurement, 

composantes de ce type, u!F est acyclique. La r~solution standard (6.1.3) 

(e!,ee).F (variante pour les faisceaux de modules) est un bicomplexe, dont 

la n-i&me ligne est (e!,e~)nF , et la i-i~me colonne (et,e~).F l . Comme les 

F i sont du type e!(-), l'augmentation (e!,e~).F > F induit, d'apr~s 

(I 1.5.3), un homotopisme sur chaque colonne. Donc il enest de m~me de 

uy(e!,e~).F > uTF, et par suite /u!(e!,e~).F > u!F est un quasi- 

isomorphisme. On a d'autre part 

(e!,e~) n = e!e~(e!e~) n-I , 

et il d~coule de la premiere formule de (5.3) que e~(ele~)n-IF est un complexe 

acyclique de Modules plats sur X dis . II r~sul.te alors de (6.6.1.2) et de 

l'hypoth~se d'exactitude sur les f~ui! que chaque ligne uT(e!,e~)nF est 
/ 

J u!(e!,e~).F est acyclique, donc aussi u!F , ce qui acyclique. Donc 

d~montre notre assertion. Ii reste ~ d~montrer la derni~re assertion de la 

proposition• La preuve est analogue ~ celle de la formule de dualit~ triviale 

(III 4.6). II suffit de remarquer que, pour L plat sur X dis et F injectif 

sur Y , on a Extl(e~L,u~F) = O pour i > O . Les d~tails sont laiss~s au 

lecteur. 
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Remarque 6.6.2.1. 

j E ob J et tout (f : j 

Alors, pour tout complexe de 

Dans la situation de (6.6.1), supposons que, pour tout 

> v(i)) E ob j/I, le foncteur f~ui! soit exact. 

M, born~ sup~rieurement, on a 

u!(e!,e~).M 

@x-MOdules 

Lu!(M) = /  

i ° Exemple 6.6.2.2. Soient T un topos, X : > T un diagramme de T . 

D'o~ (5.6 b)) un topos fibr4 T/X : i I > T/X i , et un topos total correspondant, 

not~ simplement Top(X). Les morphismes de l o c a l i s a t i o n  u i : T/X" > T 
1 

d~finissent un morphisme de topos fibres 

u : T/X > T 

au-dessus du foncteur I ° > [0] , o~ [0] est la cat~gorie ponctuelle. D'o~ 

un morphisme de topos not~ encore u : Top(X) > T . Munissons T d'un Anneau @ , 

Top(X) de l'Anneau u-l@ . Prenant comme morphisme u-l@ > u-l@ le 

morphisme identique, on a alors d'apr~s (6.6.1) un couple de foncteurs adjoints 

(uT,u~) entre Mod(Top(X)) et Mod(T), et u T admet, d'apr~s (6.6.2), un 

d~riv~ gauche Lu! . Un Module M de Top(X) peut encore s'interpr~ter, 

dans le langage de (I 4.2.1), comme un T-syst~me inductif de @-Modules index~ 

par I (I ~tant regard~e comme une cat~gorie au-dessus de T ° via 

X °) : i I > M i , (f : i ----> j 6 FII) I > (MilX j > Mj). Le foncteur u~ 

associe ~ un Module F de T le T-syst~me inductif "trivial" index4 par I 

de valeur F . Par suite, quand I est localement filtrante (I 4.2.1), le 

foncteur u T coTncide (~ isomorphisme unique pros) avec le foncteur not~ 

lim dans (loc. cit.), et l'on a Liu ! = 0 pour i > O, puisque, d'apr~s 

Deligne (loc. cit.), le foncteur lim est exact. 
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Exemple 6.6.2.3. Soient X, Y des schemas, et f : X > Y un morphisme 

localement de type fini. Par une lissification locale de f on entend un 

diagrarmme commutatif 

i 
U ~ " U' 

X 

Y 

o~ p est une in~nersion ouverte, i une immersion ferm4e, et q un morphisme 

lisse. Les lissifications locales de f forment de mani~re 4vidente une 

cat4gorie, que nous noterons I . Pour i 6 ob I, nous d~signerons par 

u.C i ~'U! 
1 l 

Y 

le diagrarmae correspondant. Notant par la m~me lettre un schema et son topos 

zariskien, on a un topos fibr~ U' au-dessus de I : i g > U! . Les foncteurs 
i 

i,p~ , qui commutent aux limites inductives et aux limites projectives finies, 

d~finissent un morphisme de topos fibres p' : U' > X (X ~tant vu comme 

topos fibr~ au-dessus de la cat~gorie ponctuelle). Les Anneaux structuraux des 

U!l d~finissent un Anneau @U' de Top(U'), et l'on a un morphisme naturel 

~U' > P'~X ' induisant, pour ehaque i E ob I, l'~pimorphisme canonique 

~U~ > i,~u.. Comme le foncteur i,p~ : X > U!z (resp. Mod(X) > Mod(U~))z 

z z . - I  
admet pour adjoint ~ gauche le foncteur pi!z (resp. PiTi*), o~ Pi! est le 

foncteur prolongement par le vide (resp. par z4ro), on est dans la situation 

de (6.6.2), et l'on dispose par suite d'un foncteur 

Lp; : D-(Top(U')) > D-(X) 
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Les faisceaux 

nous noterons 

que 

I 

~i ~/Y forment, pour i E ob I variable, un @u,-Module, que 

~,/y . II doit ~tre vrai, au moins si Y est localement noeth~rien, 

LPI(~,/y) E ob D-(X) 

"n'est autre que" le complexe cotangent LX/Y (II 1.2.7) : plus pr~cis~ment, 

i 
les fl~ches canoniques ~!/y (= LU!/y (III 3.1.2)) > i~Lu./y (=i~p~Lx/Y) 

l l l 

d g f i n i s s e n t ,  d ' a p r g s  ( 6 . 6 . 2 ) ,  une f l ~ c h e  

Lp;(~,/y) -------->"lim" • ~ t[nLx/y 
n 

de pro-D-(X), qui dolt ~tre un isomorphisme. 

La remarque pr~c~dente devrait pouvoir servir de point de d6part 

une th4orie du complexe cotangent en G~om~trie Analytique. Si f : X > Y 

est un morphisme d'espaces analytiques, on a encore une cat~gorie I des 

lissifications locales de f , d'oh un topos fibr~ U' au-dessus de I , et 

foncteur Lp~ : D-(U') -----> D-(X). Les faisceaux (coh6rents) ~T!/Y des un 

l 
diff~rentielles relatives au sens de [8] forment un faisceau ~,/y de Top(U'), 

et 

dfn 

LX/Y = Lpi(~,/y) 

est un candidat naturel pour le complexe cotangent de X sur Y . Ii semble 

en tout cas assez facile de prouver, en utilisant la formule d'adjonction 

de (6.6.2), (mais peut-~tre sommes-nous trop optimistes), que l'on obtient les 

"bons" i Ext (Lx/y,M) pour M un @x-MOdule coherent et i = O , i 

(i.e. EXt° (Lx /y ,M)  = Hom(f~/y,M) , E x t l ( L x / y , M )  = e n s e m b l e  des c l a s s e s  

d'isomorphie de Y-extensions analytiques de X par M ). 
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6.6.3. Soient X = (X----> I), Y = (Y > J) de hons topos fibr4s (5.4), 

u = (u,v) : X > Y un morphisme de topos fibres, @X (resp. @~) un 

Anneau de Top°(X) (resp. Top°(Y)), @X > u-I(Y) un homomorphisme 

d'Anneaux. Co~e X et Y sont bons, pour route fl~che f : i > j de 

I (resp. J) le foncteur f~ : Mod(X.) > Mod(X.) (resp. Mod(Y.) )~iod(Y.)) 
j i j i 

(compos~ de f-I : Mod(@x.) > Mod(f-l~ X ) (resp .... ) et de la restriction 
i j 

des scalaires relative ~ @X. > f-l@ X. (resp .... )) poss~de, comme on 
i j 

sait (5.7 b)), un adjoint A gauche f! . Nous supposerons d'autre part que, 

pour tout i E ob I, le foncteur uPl : M°d(Yv(i)) > Mod(X.)l (compos~ de 

-I u;l( 
u.l et de la restriction des scalaires relative g @X.l > ~Yv(i))) 

possgde un adjoint ~ gauche ui! .Dans ces conditions, le foncteur 

uW : Mod(Top°(y)) > Mod(Top°(X)) poss~de un adjoint A gauche u~, 

d4fini comme suit. Pour j E ob J, notons I/j la cat4gorie des fl~ches 

f : v(i) > j . Soit E E ob Mod(Top°(X)). On a 

(u!E)j = l~m f!ui!E i 

(f : v(i) --> j) E I/j 

(f!ui!E i est un foncteur de (f : v(i) > j) E ob I/j : pour g : i' > i 

on envoie (fv(g))Tui,!Ei, = f!ui!g!Ei, dans f!ui!E i par la fl~che 

structurale f~Ei, > Ei). Pour h : j ~ k E FI(J), la fl&che structurale 

h!(u!E)j > (u!E) k est d~finie par les fl~ches eanoniques h!fTui!E i > (u!E) k 

Explicitons deux cas particuliers int~ressants : 

6.6.3.1. Pour L E ob Mod(xdis), on a : 

(u!e!L)j = ~9 f!ui!Li 

(f : v(i) > j) 6 ob I/j 
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6.6.3.2. Si I = J et u est un l-morphisme (v = Id), on a 

pour tout i E ob I . 

(u!E) i = ui!E i 

Proposition 6.6.4. Sous les hypotheses de (6.6.3), on suppose que, pour 

tout j E ob J et tout (f : v(i) > j) E ob I/j , le foncteur 

fwui!• . : Mod(X i) > Mod(Yj) transforme suites exactes courtes de Modules 

plats en suites exactes. Alors le foncteur u! : Mod(Top°(X)) > Mod(Top°(Y)) 

admet un d4riv~ gauche au sens de (I 1.4.4) 

Luy : D-(Top°(X)) > D-(Top°(Y)) 

S_~i M est un complexe, born4 sup4rieurement, d_ee @x-MOdules plats, on a 

Lu!(M) =/ u!(e!,e~).M , 

o_~ (e!,e~).M d~signe la r~solution standard (6.1.3) de M , variante pour 

les faisceaux de modules. En outre, pour E E ob D-(Top(X)), F E ob D+(Top°(Y)), 

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

RHom(Lu ! E, F) = RHom(E, u~F) 

Preuve. Elle est analogue ~ celle de (6.6.2), nous l'omettrons. 

Remarque 6.6.4.1. Si, pour tout f : v(i) > j, le foncteur ftui! est 

exact, on a Lu!M =lu!(e!,e~).M, d~s que M est born4 sup4rieurement. 

J 

Remarque 6.6.4.2. Supposons que I = J et que v = Id . Si, pour tout 

Mod(X.) > Mod(Y.) transforme suites exactes courtes de i E ob I, ui! : i i 

Modules plats en suites exactes, les foncteurs ui! et u! poss~dent des 

d~riv~s gauches, et l'on a, pour tout M E ob D-(Top°(X)), des isomorphismes 

fonctoriels canoniques 
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(LUTM) i = Lu!M i 

La formule d'adjonction de (6.6.4) est encore valable. Ces assertions 

r~sultent irmm~diatement de (6.6.3.2). 

Remarque 6.6.4.3. Les hypotheses ~tant celles de (6.6.4), on suppose que J 

est la cat~gorie ponctuelle. Comme en (6.2.1), on note ~ : X > YI 

le l-morphisme d~fini par u . Alors, si M est un complexe, born4 sup~rieu- 

rement, de @x-MOdules plats, on a 

Lu!M =/ C.(u!M) , (~) 

o~, pour un ~x-MOdule L , C.(u!L) d~signe l'objet simplicial (3.9.1) 

associ4 ~ ~!L : I >Mod(Y). De plus, la formule (~) est valable sans 

hypoth~se de platitude sur M quand l'hypoth~se de (6.6.4.1) est v4rifi4e. 

En effet, on v4rifie trivialement (cf. (6.2.1)) qu'on a 

u!(e!,e~).L = C.(u~L)_. (I) 

Corollaire 6.6.4.4. Les hypotheses 4tant celles de (6.6.4) (resp, (6.6.4.1)), 

on suppose que J est la cat~gorie ponctuelle et que I = A ° X...X 4 ° 

(n-facteurs). Alors, s i M est un complexe, born4 sup4rieurement, de 

@x-MOdules plats (resp. @x-MOdules), on a 

Lu!M =/~!M , 

o__~, avec les notations de (6.6.4.3), ~!E d~signe, pour un ~x-MOdule E , 

l e @y-MOdule n-simplicial i~ > UiTE i . 

Preuve. Appliquer (3.9.5). 

(i) cf. (4.6.4). 
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Corollaire 6.6.4.5. Soit X un bon topos fibr4 au-dessus de 4 ° , et soit 

@X un Anneau de Top°(X). On suppose que, pour tout n E ob ~, le foncteur 

(do...do)y : Mod(Xn+ I) > Mod(Xo) , adjoint ~ sauche de (do...do)~, 

transforme suites exactes courtes de Modules plats en suites exactes. Alors, 

pour M E ob D-(Top°(X)), le morphisme canonique 

Ldo!Dec~(M) > M o , 

d~fini par la proiection, canonique do : Deck(X) > Xo est un isomorphisme 

(Decl(-) d4signe l'oubli du dernier op4rateur de face (1.3)). 

Preuve. On peut supposer que 

plat. D'apr~s (6.6.4.4), on a alors 

Ldo?Dec~(M) = 

et la fl~che canonique do!Deck(M) > M ° 

(1.4.1 a)) 

M est concen~4 en degr4 O, de valeur un @x-MOdule 

d Dec I (M) 
--o! + 

est un homotopisme d'apr~s (1.4), 

(argument analogue ~ celui de la preuve de (6.2.5)). 

Corollaire 6.6.4.6. Soit X un bon topos fibr4 au-dessus de 4 ° . On suppose qu'il 

existe un ~o -isomorphisme de Decl(x) avec le topos fibr4 d~fini par un objet 

simplicial ausment~ d'un topos . Alors, pour tout E E ob D+(Xo,~ ), 

la fl~che canonique 

(~) E > Rd d ~ E 
o~ o 

est un isomorphisme, d : Decl(x) > X d~sisnant l'au$mentation canonique. 
o + o 
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Preuve. On peut supposer E concentr~ en degr~ O et injectif. Alors 

dee est injectif sur chaque 4tage, et d'apr~s (6.2.3) la fl~che (~) 
o 

s'identifie ~ la fl~che canonique 

E > d deE , 
--o~ o 

i.e. ~ la fl~che d~duit, par application de Hom(-,E) de la fl~che 

canonique ~o!~ > ~ , qui est un homotopisme (preuve de (6.6.4.5)), 

d'o5 l'assertion. 

Remarque 6.6.4.7. On peut remplacer, dans (6.6.4.6), l'Anneau constant 

deE par un Anneau cart4sien @ de Top(X) : la fl~che d'adjonction E ~ Rdo~ o 

est alors un isomorphisme pour tout E E ob D+(Xo, @X )" 
o 

7. Une formule de dualit4. 

Les r4sultats de ce num4ro ne seront utilis4s qu'au chap. VII. On 

fixe un topos T , et un Anneau commutatif et unitaire @ de T . 

7.1. Soit X un l-diagran~ne de T (5.6 b)), de type I . Munissons les topos 

Top(X) et Top°(X) (5.6.3) des Anneaux induits par @ . On d4finit un bifoncteur 

additif 

(7.1.1) Mod(Top(X)) ° x Mod(Top°(X)) > Mod(Top°(X)) 

(E,F) t > Hom!(E,F) 

de la mani~re suivante° Pour i E ob I, on pose 

! 

Hom'(E,F) i = Hom(Ei,F i) 

Pour f : i > j E FI I, on d~finit 

E ob Mod(X i) 
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! 

Hom'(E,F)f : Hom(E. F.) > f~Hom(E.,F.) 
JJ 

comme la compos4e des fl~ches 

c 

Ho__~m(Ei,Fi ) a > Hom(f~Ej,Fi) b > Hom(f~Ej,f~Fj) ~ > f~Hom(Ej,Fj) 

o5 a (resp. b) est donn~e par la fl~che de transition de E (resp. F) et 

c est l'isomorphisme canonique. 

Soient X' un diagran~ne de T de type I' , u = (u,v) : X > X' 

un morphisme de l-diagrammes. Soient E' E ob Mod(Top(X')), 

F' E ob Mod(Top°(X')), et donnons-nous des fl~ches m : u~E ' > E , 

n : F ..... ~ u~F'. Alors on d~finit 

(7.1.2) 
! ! 

HOmu(m,n) : Hom!(E,F) > u~Hom'(E',F') 

con~ne la fl~che induisant, pour chaque i 6 ob I , la flgche compos4e 

Hom(E.l, F.)~ > Hom(u~E'v(i),F i) 

> u~Hom(m~(i),F~(i)) 

o~ les deux premieres fl~ches sont donn~es respectivement par 

et la derni~re est l'isomorphisme canonique° 

m et n 

> 

Les fl~ches (7.1.2) v~rifient, relativement ~ un compos~ de 

morphismes de diagrammes, une propri~t~ de transitivit~ ~vidente que le 

lecteur ~crira. 
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7.2. Grace aux fl~ches (7.1.2), on peut it~rer la construction (7.1.1) et 

d~finir, pour chaque n-diagramme X de T (5.6 b)), un bifoncteur additif 

(7.2.1) Mod(Top(X)) ° x Mod(Top°(X)) >Mod(Top°(X)) 

! 

(E,F) I > Hom'(E,F) 

! ! 

tel que Hom'(E,F) i = Hom'(Ei,F i) sur chaque 4tage X i (les topos Top(X) 

et Top°(X) 4tant munis bien entendu des Anneaux induits par @). Nous 

omettrons les d4tails de la construction. 

Si u : X > X' est un morphisme de n-diagrammes de T , on peut 

regarder u comme un (n+l)-diagramme de T , d'4tages X et X', et l'on 

dispose par cons4quent, pour E' E ob Mod(Top(X')), F' 6 ob Mod(Top°(X')), 

m : u~E' > E, n : F > u~F', d'une fl~che 

! ! ! 
(7.2.2) Hom~ (m, n) : Hom' (E, F) > ueHom" (E ' , F' ) , 

! 

savoir la fl~che de transition de Hom'(M,N), o~ M (resp. N) est le 

Module de Top(u) (resp. Top°(u)) d4fini par (E,E',m) (resp. (F,F',n)). 

Ii d4coule de la construction de (7.2.1) que (7.2.2) est un isomorphisme 

d~s que m et n le sont. 

! 

Observons 4galement que Hom' (E,F) induit Hom(E ,F ) sur chaque 
s s 

sommet X de X . (La famille des sommets d'un l-diagrarmne est la famille 
s 

de ses 4tages, et l'on d4finit, par r4currence, la famille des sommets d'un 

n-diagramme comme la somme des families des sommets de ses 4tages). 

! 

7.3. Le foncteur Hom' (7.2.1) d4finit un foncteur d4riv4 

! 

(7.3.1) RHom' : D(Top(X)) ° x D+(Top°(X)) > D(Top°(X)). 

Soient E E ob D(Top(X)), F E ob D+(Top°(X)). Sur chaque ~tage (resp. sormnet) 
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! ! 

X i de X , RHom'(E,F) induit RHom'(Ei,F i) (resp. RHom(Ei,Fi)). Cela 

! 
d6coule en effet de la d6finition de Hom" et du fait que la cat6gorie 

Mod(Top°(X)) poss~de suffisamment d'injectifs dont la restriction 

chaque 6tage (resp. sormnet) soit injective (6.1). En particulier, si 

F = M X est le complexe induit par un complexe M , born@ inf@rieurement, 

de Modules injectifs sur T , on a 

! ! 

(7.3.2) RHom" (E,M X) ~ Hom" (E,M X) 

L'objet de ce num~ro est d'~tablir le 

Th&or~me 7.4. Soit X u n n-diasra~me de T , et soient L E ob D-(Top(X)), 

M E ob D+(T). Notons M X l'objet de D+(Top(X)) (resp. Top°(X)) induit 

par M . Alors, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

o ! 
RHom(Top(X);L,~) ~ RT(rop (X);RHom'(L,Mx)) (I) 

Cela va r6sulter du ler~me plus precis suivant : 

Lemme 7.5. Soient 

E E ob D-(Top(X)), 

fonctoriel 

(~) 

u : X > Y un morphisme de n-diagrammes de T , 

F E ob D+(Top°(Y)). II existe un homomorphisme canonique 

! ! 
RHom" (Lu ! E, F) > Rur.RHom" (E, u 'F )  (2) 

(i) 

(2) 

! 

RHom" envoie D-(Top(X)) ° x D+(Top°(X)) dans D+(Top°(X)), de sorte que 
le second membre a un sens. 

Bien que, pour n ~2, les hypotheses de (6.6.2) ne soient pas satisfaites 

en g~n&ral, on v~rifie n~arm~oins facilement que u! poss~de un d~riv~ gauche 

Lu! : D-(Top(X)) > D-(Top(Y)), et que la derni&re assertion de (loc. cit.) 

est encore vraie. En particulier, on a une "flgche d'adjonction" 

E ) u~LutE pour E E ob D-(Top(X)). Voir des exemples en (9.4) et (11.3.3). 



- 85 - 

Celui-ci est un isomorphisme si F = My , avec M E ob D+(T). 

(w), il suffit, par adjonction (dualit4 triviale), Preuve. Pour d4finir 

de d~finir une fl~che 

! ! 

(~) u~RHom' (Lu!E,F) > RHom' (E,u~F) 

D'apr~s les remarques faites en (7.3), on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(i) u~RHom" (LutE,F) > RHom" (u LuwE,uWF) 

On prend pour (~) la compos4e de (i) et de la fl~che 

! ! 

(ii) RHom' (uWLu!E,ueF) > RHom' (E,u~F) 

d4duite de la fl~che d'adjonction E > uWLu!E . Reste ~ montrer que (w) 

est un isomorphisme pour F = My, M E ob D+(T). Proc4dant par r~currence sur 

et utilisant la r4solution standard (e!,e~), d~finie par les 4tages de X , 

on se ram~ne ~ prouver l'assertion dans le cas suivant : 

n 

(i) u 

(ii) E 

(iii) M 

On a alors 

est l'inclusion d'un 4tage, u : Y. 
J 

est concentr4 en degr4 z4ro ; 

>Y, j Eob J ; 

est concentr~ en degr4 z~ro et injectif. 

! 

RHom' (E,uWF) = Hom ! (E,My. 

3 

(7.3.2) , 

d'oS, pour k E ob J, 

! 

(Ru~RHora' (E, u~F) )k = 

On a d'autre part 

f : k 

I 
f : k 

>j 

! 

f~ Hom" (E,My. 

3 

! 

> j Hom" (f~E,MYk) 

) d'apr~s (5.4) 

d'apr~s (7.2). 

(Lu!E) k = (uyE)k = ~ feE , 
f : k--->j 
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d'oN 

! ! 

RHom'(LutE,My) k = Hom'( ~ f~E,MYk) 
• f : k--> j 

= I I Hom' (f~E,My) 
f : k-->j k 

Ii reste ~ v~rifier qu'avec les identifications pr~c~dentes (~) induit 

l'identit~, ce qui est imm~diat. Ceci ach~ve la preuve de (7.5). 

Preuve de (7.4). On applique (7.5) ~ la projection u : X > e , o~ e 

est l'objet final de T , consid~r~ comme n-diagra~ne de la mani~re ~vidente. 

On obtient de la sorte un isomorphisme canonique fonctoriel 

N ! 
RHom(LuyL,M) > Ru~RHom" (L,M X) 

D'o~, par application de RF(T,-), un isomorphisme (canonique fonctoriel) 

RHom(Lu!L,M) N ~ RF(ropO(x), RHom!(L,Mx) ) , 

qu'il suffit de composer avec "l'isomorphisme d'adjonction" (cf. note (2) 

de (7.5)) 

RHom(rop(X);L,M X) N > RHom(Lu!L,M) 

pour obtenir l'isomorphisme annonc~ en (7.4). 
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8. Cohomolo~ie~uivariante. 

8.1. X-faisceaux, nerfs. 

8.1.1. Soit X un topos fibr~ au-dessus de A ° , et soit L un faisceau 

sur X . On appelle X-structure sur L la donn~e d'une fl~che 
o 

a : d~L • > d~Lo 

telle que : 

(i) s~(a) = Id L o 

(ii) (d~a)d~a) = d~a 

signifie la commutativit~ du diagramme 

modulo les isomorphismes de transitivit~ de 

d~ 2 d~L 

Y 
d~d~- d ~ a ~ . ~  

d~d~L = d~d~Loo 

d~d~L 

o0 les isomorphismes sont ceux de transitivitY. 

X , ce qui 

8.1.2. Exemple. Soient T un topos, G un mono~de de T , Y un G-objet, 

X = Ner(G,Y) (2.5.1), L un objet de T au-dessus de Y . Une X-structure 

sur L n'est pas autre chose qu'une action de G sur L telle que la 

projection L > Y soit ~quivariante. 

La d~finition (8.1.1) est directement inspir~e de ([16] p. 30). Quand 

est un isomorphisme, la condition (i) d~coule trivialement de (ii). 
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Nous dirons parfois "X-faisceau" au lieu de "faisceau sur 

muni d'une X-structure". On notera 

X 
o 

(8.1.3) BX 

la cat~gorie des X-faisceaux, un morphisme de X-faisceaux (appel~ encore 

X-morphisme, ou morphisme ~quivariant) u : (L,a) > (M,b) ~tant 

par d~finition un morphisme u : L > M de X tel que le carr~ ci-aprgs 
o 

soit commutatif : 

a 
> doll 

i 
--> d~M 

o 

d~u 
o 

La cat~gorie BX v~rifie les propri~t~s d'exactitude des topos (SGA 4 IV 1.1.2). 

Nous donnerons plus bas des conditions suffisantes sur X assurant l'existence 

d'une petite famille de g~n~rateurs. Dans la situation de (8.1.2), BX 

n'est autre que le topos induit BG/y (SGA 4 IV 2.4, 5). 

Soit L = (L,a) E ob BX . On note 

(8.1.4) ner(L) E ob Top(X) 

l'objet d~fini comme suit : 

ner (L) = (d ... d )~L 
n \o 

n 

(d.l : d~ner n_l(L) > nern(L)) = 

s.z = Id : s@nerl n(L) >ner n_l(L) 

i Id si i<n 

( d  . . . d  ) '~a 
o o 

,, J 

mr1 
(z) 

(I) , 

si i=n 

(i) en n~gligeant les isomorphismes de transitivit~ de X . 
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(Les conditions (8.1.1 (i) et (ii~ impliquent trivialement que les formules 

pr~c~dentes d~finissent bien un objet de Top(X)). On note d'autre part 

(8.1.5) ner°(L) E ob Top°(X) 

l'objet d~fini par : 

ner°(L) = (d I ... dn)~L 

o I (d2"''dn)~a si 

(d. : nerO(L) > d~nern I(L) ) = (I) 
i n - 

Id si i > 0 

O 
s. = Id :ner n I(L) > s~nerO(L) (i) 
l - l n 

(II est encore imm~diat que ces formules d~finissent bien un objet de 

Les objets ner(L) et ner°(L) d~pendent fonctoriellement de 

L E ob BX . Notons que dans la sitatuion de (8.1.2), on a 

o 
(8.1.5.1) ner (L) = Ner(G,L) 

i=O 

Top°(X)). 

O 
Proposition 8.1.6. Les foncteurs ner: BX----> Top(X) et ner : BX > Top°(X) 

sont pleinement fiddles et conmautent aux limites inductives et aux limites 

projectives finies. L'ima$e essentielle de ner (resp. ner ° ) se compose des 

objets E de Top(X) (resp. Top°(X)) tels que DeeI(E) (resp. DeCl(E)) 

soit cartdsien (5.2.4)au-dessus de Decl(x) (resp. DeeI(X)) , avec les notations 

de (6.2.5). 

La preuve est laiss~e au lecteur. 

(i) en n~gligeant les isomorphismes de transitivit~ de X . 
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8.1.7. 

ner(L) 

Soit L = (L,a) un X-faisceau. Si a est un isomorphisme, 

et ner°(L) sont cart~siens (5.2.4), eta d~finit un isomorphisme 

fonctoriel 

(8.1.7.1) ner°(L) ~ > ner(L)- 

avec les notations de (6.5). Notons B'X la sous-cat~gorie pleine de BX 

form~e des X-faisceaux (L,a) tels que a soit un isomorphisme. On a un 

diagran~ne d'~quivalences, commutatif ~ (8.1.7.1) pros : 

B'X 
Y 

Cart(Top(X)) 

(6.5.1) 

Cart(Top°(X)) 

8.2. Pseudo-categories, faisceaux induits et co-induits. 

8.2.1. Soit un carr~ essentiellement cormnutatif de topos : 

X' $ >X 

h y' >y 

Nous dirons que f v~rifie la condition (C) relativement ~ (8.2.1.1) 

si la fl~che de changement de base (SGA 4 XII, 4, XVII 2.1.3) 

(8.2.1.2) h~f~ > fSg~ 

est un isomorphisme. Supposons que gW (resp. h W) 

g! (resp. h!). II existe alors une unique fl~che 

poss~de un adjoint ~ gauche 

(8.2.1.3) g!f'~ > f~h! 
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telle que, pour tout faisceau E sur Y' et tout faisceau F sur X , le 

carr~ ci-apr~s soit commutatif : 

Hom(cE,F) 
Hom(f~hllE,F) > Hom(g!['~g,F) 

Hom(E,c F) 
Hom(E,hWfwF) > Hom(E,f~g~F) 

o0 les fl~ches verticales sont les isomorphismes d'adjonction et c E (resp. c F) 

d~signe la fl&che (8.2.1.3) (resp. (8.2.1.2)) appliqu~ ~ E (resp. F). Ii 

revient alors an m~me de dire que (8.2.1.2) ou (8.2.1.3) est un isomorphisme. 

Exemple 8.2.1.4. Supposons que h : Y' = Y/V > Y soit le morphisme de 

localisation d4fini par un objet V de Y , et que (8.2.1.1) soit le 

carr4 2-cart~sien correspondant (SGA 4 IV 5.11), i.e. que 

g : X' = X/U > X soit le morphisme de localisation d4fini par 

et f' le morphisme induit par f . Dans cette situation, g! et 

("prolongement par le vide"), et f 

U = fw(V), 

f! existent 

v4rifie trivialement la condition (C). 

8.2.2. Soit X un topos fibr4 au-dessus de A ° . Nous dirons que X est 

une pseudo-cat4~orie si, pour tout n 6 IN, la fl~che 

v4rifie la condition (C) relativement au carr4 

d I : X I > X o 

Xn+l 

dn+l 

X 
n 

d o . . d  
o o 

d . . . d  
o o 

> X 1 

> X  
0 

d I 
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Exemple. Soit T un topos. Le topos fibr4 d4fini par le nerf d'un objet 

en cat4gories dans T (2.7) est une pseudo-cat4gorie. En effet, d'apr~s 

(2.2.3 (vi)), les carr4s ci-dessus sont cart4siens, et l'on est dans la 

situation de (8.2.1.4). 

8.2.3. Soit X une pseudo-cat4gorie, et soit L un faisceau sur X 
O 

Notons a : d~(dl d~L) > d~(d~ d~L) l'unique morphisme rendant commutatif 
o I~ O 

le carr~ 

a 
d~dl~d~L > d~d. dWL 

O £~ O 

1 1 
d~ d~d~L > d d~-d'~L 
z~ ± o 2~ o o 

o5 la fl~che horizontale inf4rieure est l'isomorphisme de transitivit4, et 

la fl~ehe verticale de gauche (resp. droite) la fl~che de changement de base 

d4finie par le carr4 

d I d o 
X 2 > x I X 2 > X I 

d2~ dl ~ dl (resp" d2 ~ d ° I dl 

X I > X X I > X 
O O 

II est irmm~diat que a satisfait aux conditions (i) et (ii) de (8.1.1). 

L'objet (dl~d~L,a) de BX ainsi d~fini s'appelle faisceau co-induit de 

on le notera eoind(L). Pour M = (M,m) E ob BX, la fl~ehe 

m : d~M > d~Mo d~finit par adjonction une injection 

(8.2.3.1) M E > coind(M) , 

. 

L , 

fonctorielle en M . 
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Le foncteur coind commute aux limites projectives finies, donc 

transforme faisceau ab~lien en faisceau ab~lien, et, plus g4n~ralement, 

~.-Module en @-Module si ~ est un Anneau de B'X (8.1.7). 
/%0 

8.2.4. Soit X un pseudo-cat~gorie. Supposons que, pour tout n , 

d o : Xn+ I .... > Xn poss~de un adjoint g gauche do!. (c'est le cas si 

Notons b : d~dold~e est bon (5.4)). Soit L un faisceau sur X ° . 

l'unique morphisme rendant commutatif le carr~ 

X 

> d oa o, 

d~d ° ! d~L > d~d O , d~L 

do!d~d~L "~" > d o !d~d~L 

oN la flgche horizontale inf4rieure est l'isomorphisme de transitivit4, et la 

fl~che verticale de gauche (resp. de droite) est la fl~che canonique (8.2.1.3) 

d~finie par le carr~ 

d 
o 

i d 2 d I (resp. d 1 

d 
o 

X 1 > X o 

X 2 

X 1 

d 
o 

d 
o 

> X I 

> x  
o 

d ) 
o 

(comme X est une pseudo-cat4gorie, la fl~che do!d ~ > d~do! est un 

isomorphisme). On v~rifie comme en (8.2.3) (ou on le d~duit de (loc. cit.)) que 

la fl~che b v4rifie les condLtions (i) et (ii) de (8.1.1). L'objet 

(do!d~L,b) de BX ainsi d~fini s'appelle faisceau induit de L ,on 

le notera ind(L). Pour M = (M,m) 6ob BX la flgche m d~finit par adjonction 

un ~pimorphisme 

(8.2.4.1) ind(M) >) M , 

fonctoriel en M . 
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Si L est un faisceau ab~lien de X ° , on d~finit de mani~re analogue 

le faiseeau ab~lien induit ind(L) E ob Mod(BX), en utilisant les foncteurs do! 

pour les faisceaux ab~liens ("enveloppes additives" des dot ensemblistes (5.7 b))). 

Plus g~n~ralement, on peut se donner un faisceau d'anneaux cart~sien @ de Top(X)~ 

et d~finir similairement le Module induit d'un ~ -Module. 
o 

Exemple. Pla~ons-nous dans la situation de (8.1.2) en prenant pour simplifier Y 

~gal ~ l'objet final de T . Si L est un faisceau de T , on a coind(L) = Hom(G,L), 

ind(L) = G X L avec les actions de G ~videntes. Si L est un faisceau ab~lien, 

le faisceau ab~lien induit est ~ (G) ® L, o0 ~ (G) est l'alggbre de G . 

Proposition 8.2.5. Soient X une pseudo-cat~$orie, L E ob Xo, M E ob BX . 

Ii existe un isomorphisme ca ngni~ue fonctoriel 

HomBX(M,coind(L)) ~ Hom X (M,L) 
o 

Si de plus l'hypoth~se de (8.2.4) est remplie, il existe un isomorphisme 

canoni~ue fonctoriel 

HomBx(ind(L),M) --~-~ Hom X (L,M) 
o 

Preuve. Nous nous bornerons ~ prouver la premiere assertion. (La seconde se 

d~montre de mani~re analogue). Notons m : dl~M > d~M le morphisme 

structural de M . A une fl~che u E Hom X (M,L) on associe 
o 

(d~u)mo E Hom(d~M,d~L), d'o~, par adjonction, une fl~che M > dl do~L, qui 

est compatible aux X-structures de M et coind(L), comme on le v~rifie 

facilement. D'o~ un morphisme : 

(~) Hom X (M,L) ........ > HOmBx(M,coind(L)) 
o 

Inversement, d'une fl~che v E HomBX(M,coind(L)) 

fl~che d~M-------> d~L , d'oN, par application de 

on d4duit par adjonction une 

s ~ , une fl~che M > L . 
o 

D'o~ un morphisme 
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(~) HomBX(M, coind(L)) > Hom X (M,L) 
o 

La v~rification que (~)(~) et (w)(@w) sont les morphismes identiques est 

im~4diate (pour le deuxi~me eompos4, remarquer que, pour une fl~che 

v : M ..... >dl d~L , la condition que v soit compatible aux X-structures 

de M et coind(L) s'exprime par 

o~ w : d~M > dolL 

(dog'W) (d~m) = dl~ , 

est l'adjointe de v). 

Remarque 8.2.6. On a des variantes des formules d'adjonction de (8.2.5) pour 

les faisceaux ab~liens. Plus g~n~ralement, si @ est un Anneau de B'X 

(8.1.7), on a, pour L E ob Mod(Xo) , M E ob Mod(BX), un isomorphisme 

canonique fonctoriel 

(i) HOmMod(Bx)(M, coind(L)) ~ HOmMod( X )(M,L) , 
o 

et, sous l'hypoth~se de (8.2.4), un isomorphisme canonique fonctoriel 

(ii) HOmMod(BX)(ind(L),M) N HOmMod( X )(L,M) 
o 

o~ ind(L) est le @-Module induit de L . 

Corollaire 8.2.7. S i X est une pseudo-cat~orie v~rifiant l'hypoth~se de 

(8.2.4), BX poss~de une petite famille de g~n6rateurs ,donc, d'apr~s ce 

~u'on a vu p!U s haut, est un topos. Le foncteur ner (8.1.4) est le foncteur 

image inverse par un morphisme de topos Top(X) > BX, et de m~me le foncteur 

o 
ner (8.1.5) est le foncteur image inverse Par un morphism ~ de topos 

Top°(X) > BX ~uand X est bon. Enfin soit @ un Anneau de B'X (8.1.7) ; 

si d~o : M°d(Xo) > Mod(X I) transforme inject i.fs en injectifs, le foncteur 

oubli : Mod(BX) ---->Mod(X o) transforme injectifs en injectifs. 
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Preuve. 

pour L 

(petite) famille de g4n4rateurs de 

Enfin, si dWo : Mod(Xo ) > M°d(Xl) 

foncteur ind : Mod(K ) > Mod(BX) 
o 

(8.2.6 (ii), que le foncteur oubli : Mod(BX) 

en injeetifs. 

II d~coule de la deuxi~me formule de (8.2.5) que les faisceaux ind(L), 

parcourant une petite famille de g~n~rateurs de X ° , forment une 

BX . La deuxi~me assertion est triviale. 

transforme injectifs en injectifs, le 

est exact, ce qui revient ~ dire, d'apr~s 

> Mod(X ) transforme injectifs 
o 

Remar~ue. La dernigre hypoth~se de (8.2.7) est v~rifi~e par exemple quand 

do : X I > Xo est un morphisme de localisation dans un topos. 

8.3. Nerfs de Modules induits et coinduits. 

8.3.1. Notations. (i) si f : X ~ Y est un morphisme de topos fibres 

(5.5), on notera f : Top(X) ~ Top(Y) le morphisme des topos totaux 

correspondants, et fo : TopO(x) > Top°(Y) le morphisme des topos Top ° 

quand X et Y sont bons (5.4). 

(ii) Soit X un topos fibr~ au-dessus de 4 ° . Nous aurons 

le topos fibr~ d~cal~ Deci(X) (resp. Deck(X)) d~duit de X envisager 

(cf. (6.2.5) et (1.5)) par oubli du dernier (resp. premier) op~rateur de face, 

ainsi que les morphismes canoniques (1.5) 

D e c l ( x )  

X ~ "  

d 
o 

d 
o 

> X  o 

' D e c : ( X )  

donn~s, pour In] E ob ~ , par 
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Xn+l 

dn+l[ 
X 
n 

d ...d 
o o 

d 
o < 

~X 
o 

dl...dn+ 1 

Xn+l 

(iii) Soit X un topos fibr~ au-dessus de 4 ° . Nous dirons que X 

est une bonne pseudo-cat~gorie si X est bon (5.4) et est une pseudo-cat~gorie 

(8.2.2). Si @ est un Anneau de B'X (8.1.7), nous noterons encore 

l'Anneau cart~sien correspondant de Top(X) (resp. Top°(X)). 

L'objet de ce num~ro est d'~tablir les deux propositions suivantes, 

qui joueront un role technique essentiel aux num~ros (8.4) et (8.5). 

Proposition 8.3.2. Soient X une bonne pseudo-¢at~gorie (8.3.1 (iii)), 

e t @ un Anneau de B'X . Soit L u n @X -Module, 
o 

de (8.3.1 (i), (ii)), des objets 

d'oN, avec les notations 

d~Lo E ob Mod(Top(Decl(x))) ' d°~Lo E ob Mod(Top°(Dec~(X))) 

Alors : (i) il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

dw(d~L) ~ ner(coind(L)) 

(ii) Soit 

~- dO~T ¢ : d°~L > (e~,e)" o L o 

la r~solution standard (6.1.2) de d°~L d~finie par les ~ta$es de 
- -  o 

II existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

Deci(X). 

N o o~ 
ner°(coind(L)) > d~(d ° L) 

e__tt d~c est un~umsi-isomorphisme. 
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Proposition 8.3.3. Les donn4es et hypotheses 4tant celles de (8.3.2), 

cons id~rons les ob~ets 

dwe 6 ob Mod(Top(Dec~(X))) , d°~L E ob Mod(Top°(Dec~(X))) 

avec les notations de (8.3.1 (i), (ii)). Alors : 

(i) Ii existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

d~!d°~L --~-~ ner°(ind(L)) 

(ii) Soit 

e : (ey,e~).dWL > dWL 

la r4solution standard (6.1.3) de d~L d4finie par les 4rages de Deck(X). 

II existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

do!dWL N > ner(ind(L)) , 

e t do!C est un quasi-isomorphisme. 

Nous nous bornerons g d~montrer (8.3.2), la d~monstration de (8.3.3) 

~tant analogue. 

Preuve de (8.3.2 (i)). D'apr~s (5.8.1. (iii)), et (8.3.1 (ii)), l'image directe 

d~(d~L) E ob Mod(Top(X)) est donn~e en degr~ n par 

(d~(d~L)) n = dn+l (do...do)~L , 

et, pour f : [m] > In] E FI 4 ° , la fl~che 

(~) f~(d~(d~L)) n > (d~(d~L)) m 

est donn~e par la fl~che de changement de base relative au carr~ 
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fu [O] 

Xm+ I . . . .  > Xn+ I 

dm+l dn+l 

f 
X .... >X 
m n 

Comme X est une pseudo-cat~gorie, dn+l (do...do)~L s'identifie canoniquement 

(do...do)~dl d~L = nern(Coind(L)) , et il r~sulte aussitOt des d~finitions 

(8.1.4), (8.2.3), que la fl~che de transition (~) s'identifie ~ la fl~che 

de transition correspondante de ner(coind(L)), ce qui prouve (8.3.2 (i)). 

Pour la preuve de (8.3.2 (ii)), nous aurons besoin de quelques 

pr41iminaires, qui font l'ohjet des num~ros suivants. 

8.3.4. Soient X un bon topos fibr~ au-dessus de &o , @ un Anneau cart4sien 

de Top(X). Soit E un @-Module de Top(X). Pour In] 6 ob A , on d~finit 

un foncteur 

(8.3.4.1) Pn(E) : ~/[n] • > Mod(X n) 

de la fagon suivante : pour f : [i] > In], d'ofi f : X n > X i , 

P (E)(f) = f@E. ; 
n l 

pour [j] ............. g > [i] f > In], on pose Pn(E)(g) = f~E : P (E)(fg) 
g n 

Ce foncteur d ~ f i n i t  d ' apr~s  (3 .9 .6 )  un ob je t  cosimplicia.1 de Mod(X ) 
n 

(8.3.4.2) C'(P (E)) 
n 

dont nous rappelons la d~finition : pour [r] E ob A , 

cr(Pn(E)) = x (E . )) 
x E Hom([r], A/In]) r sourcekx r 

> P (E)(f). 
n 

et la fl~che correspondant ~ f : [r] > [s] envoie cr(Pn(E)) dans le 
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facteur y~(Es source(y s)) par le compos4 de la projection sur (yf)~(Esource((Yf)r)) 

et de la fl~che Pn(E)(y(bf)), avec les notations de (3.1.2). 

Pour In] variable dans A , les C'(P (E)) forment de fa~on 
n 

naturelle un objet cosimplicial de Mod(Top°(X)) : pour u : In] > [m] , 

d ' o ~  u : X > X , on  d ~ f i n i t  
m n 

(~) cr(p (E)) > u~cr(p (E)) 
m n 

en envoyant cr(Pm(E)) dans le facteur u~xW(Er source%x~ )) = (UXr)e(Esource[x, )) 
r r 

par la p r o j e c t i o n  c a n o n i q u e  ; i l  e s t  i r ~ g d i a t  que l e s  m o r p h i s m e s  (~)  s o n t  

compatibles aux fl&ches cf(-) pour f : [r] > Is], en d'autres termes 

que ceux-ci d4finissent bien un morph i sme  d ' o b j e t s  c o s i m p l i c i a u x  

C'(P (E)) > ueC'(P (E)) 
m n 

et qu'enfin ces derniers satisfont la condition de transitivit~ voulue pour 

un compos~ In] u > [m] v > [p]. On notera 

(8.3.4.3) C'(P.(E)) 

l'objet cosimplicial de Mod(Top°(X)) ainsi d~fini. 

Lermne 8.3.5. Sous les hypotheses de (8.3.4), soit M = (M,a) un objet de 

Mod(BX). Alors C'(P.(ner(M))) est de fa~on naturelle une r~solution de 

ner°(M). 

Preuve. Soit In] E ob A , on va d'abord red4finir P (ner(M)). Regardant 
n 

In] comme une cat~gorie de la fa~on naturelle, notons 

F (M) : [n] > Mod(X ) 
n n 

le foncteur d~fini cormne suit. Pour O ~ i ~ n , notons h. : [O] > In] 
I 

fl~che de A envoyant 0 en i . On pose 

la 
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F (M)(i) = h#(M) 
n i 

Pour 0 N i ~ j ~ n , il existe une unique fl~che 

que fd I = h. , fd ° = h. , on pose 
l j 

f : [i] > In] telle 

Fn(M)(i > j) = f*a : h~(M)1 > h~(M) 

(h~.(M)l = f*d~M , h~.(M)j = f*d*(M)o )" Les conditions (i) et (ii) de (8.1.1) 

impliquent irmm~diatement qu'on d~finit bien ainsi un foncteur. Je dis qu'on a 

(8.3.5.1) Pn(ner(M)) = Fn(M) sup , 

o~ sup : Al[n] > In] est le foncteur (3.1.2), qui associe f(i) 

f : [i] > In] . mn effet, on a, pour f : [i] > In], 

P (ner (M)) (f) = f*ner ° (M) 
n 1 

= f*(d ... d )*M (8.1.4) 
o o 

= hf(i)*(M) 

= (F (M) sup)(f) 
n 

D'autre part, pour [j] g > [i] f > In], la fl~che g*nerj(M) > ner.(M)1 

est ~gale, d'apr~s (8.1.4), ~ p*a , o~ p : [I] > [i] envoie 0 en g(j) 

et i en i , et par suite on a 

Pn(ner(M))(g) = (Fn(M)sup)(g) : (fg)*ner.(M) > f*ner.(M) 
J i 

ce qui prouve (8.3.5.1). Au foncteur F (M) 
n 

un o b j e t  c o s i m p l i c i a l  de  Mod(X ) : 
n 

est associ~ comme tout g l'heure 

(8.3.5.2) C'(F (M)) 
n 

et pour In] E ob A variable ceux-ci forment un objet cosimplicial de 

Mod(Top°(X)) 

(8.3.5.3) C'(F.(M)) 
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La formule (8.3.5.1) implique que (8.3.5.3) et (8.3.4.3) (pour E = ner(M)) 

sont reli~s par 

(8.3.5.4) C'(P.(ner(M))) = C'(C'(F.(M))) , 

oN le premier C" au second membre est relatif ~ C'(F.(M)) en tant que 

foncteur de A dans Mod(Top°(X)). Appliquant l'~nonc~ dual de (3.9.3) 

(cf. (3.9.6)), on trouve une ~quivalence d'homotopie canonique et fonctorielle 

(8.3.5.5) C'(F.(M)) -----> C'(P.(ner(M))) 

Maintenant, on a une augmentation naturelle 

(8.3.5.6) ner°(M) ...... > C'(F.(M)) , 

d~finie comme suit : pour [n] E ob & , on a 

nerO(M) = h~(M) = (dl...dn)*(M) (8.1.5) , 

C°(F (M)) = ~ h@(M) ; 
n I 

O~i~n 

la fl~che (8.3.5.6) sur l ' ~ t a g e  X n , e n v o i e  ner°(M)n d a n s  l e  f a c t e u r  

h~(M) par F (M) (0 > i) (il est imm~diat que les fl~ehes ainsi i n 

d~finies ner°(M) > C°(F (M)) forment, pour In] variable un morphisme n n 

ner°(M) ....... > C°(F.(M)), et que celui-ci est une augmentation vers C'(F.(M)) ). 

Je dis que (8.3.5.6) est un quasi-isomorphisme, ce qui, compte tenu de 

(8.3.5.5) d~montrera (8.3.5). En effet (8.3.5.6) induit sur chaque ~tage une 

~quivalence d'homotopie d'apr~s le 

Lemme 8.3.5.7. Soit A une cat~$orie poss~dant des petits produits, et soit F 

un foncteur d'une (petite) cat~gorie I darts A . On suppose que I poss~de un 

objet initial O . On consid~re l'objet cosimplicial C'(F) (3.9.6), dont la 

composante de dezr~ n est 
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L'au~mentation 

Cn(F) 

i : In] > I 

e : F(O) 

envoyant F(O) dans le facteur F(i) 

4quivalence d'homotopie. 

> C'(F) , 

de C°(F) par F(O----> i), est une 

Preuve. Notons 

p : C'(F) > F(O) 

le morphisme donn4 en degr4 n par la projection sur le facteur 

correspondant au foncteur constant In] > I de valeur 0 . On a pe = Id, 

et l'on d~finit une homotopie entre ep et Id de la fa~on suivante. 

Pour f : In] > [i], on note uf : Cn(F) > Cn(F) la fl~che d~finie 

comme suit : pour i : In] ------> I, d4signons par if : [n] > I le foncteur 

tel que if(j) = i(j) pour j E f-l(o) et if(j) = if(supf-l(o)) pour 

j ~ f-l(o), et if constant de valeur 0 si f-l(o) = ~ ; alors uf envoie 

Cn(F) sur le facteur F(i ) correspondant ~ i : In] > I par la projection 
n 

sur le facteur F(if(n)) correspondant g if suivie de la flgche 

F(if(n) > i(n)) d~finie par i . Pour f constant de valeur 0 , uf 

est donc l'identit4 de Cn(F), et pour f constant de valeur I , uf = ep . 

II est ir~n~diat que les uf d~finissent une homotopie entre ep et Id , ce 

qui ach~ve la preuve de (8.3.5.7), et par suite celle de (8.3.5). 

Lemme 8.3.6. Sous les hypotheses de (8.3.2) il existe un isomorphisme 

canonique fonctoriel 

d~(e~,e~).doO~ L N C'(P.(ner(coind(L)))) , 

avec les notations de (8.3.1) e t (8.3.4.3). 



- 104 - 

Preuve. Posons d°~L = G et fixons d'abord n , r C ~ . On a 
O 

o w r o ... dw(ew,e ) (G) = dwewe W (eweS) (e~eW)G 
k. ~v- J 

r faeteurs 

D'apr~s (5.8.2), on a donc 

<(d~(e~,e~)r(G)))n = I I 
f : [i] > In] 

f~di+l~ ((e~eW)...(e~eW)G) i 

r faeteurs 

Appliquant la deuxi~me formule (5°4) on trouve 

((e~e~)...(e~e~)G). = 1 1 u~G. 
i [i] = [jr] <---- ... < [jo] 3o 

le produit ~tant pris sur tousles r-simplexes j : [r] > g de Ner(A) 

tels que Jr = i, et u d~signant le compos~ [jo] > [i]. Or on a 

= do)~d u~Gjo (d o ... ~L , et, comme X est une pseudo-cat~gorie, on a, 

par l'isomorphisme de changement de base, 

di+Iw(d o ...d o )Wd~Lo = (do'''do)Wdlwd~L 

= ner.(eoind(L)) 
i 

On a done finalement 

o I ((d~(e~, e~)r (G))) = 
n x : [r] 

I x ~(ner. (coind(L))) 
> Al[n] r Jr 

o~ Jr = s°urce(Xr)' autrement dit 

((d~(e~,e~)r(d~n))) = cr(p (ner coind L)) 
o n n 

Des calculs de pure routine montrent que, pour r et n variable, l'isomorphisme 

precedent fournit un isomorphisme d'objets cosimpliciaux de Mod(Top°(X)) : 

d~(e~,e~).(dO~L) N C'(P.(ner coind L)) 
O 

cqfd. 
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Preuve de (8.3.2 (ii)). II suffit de conjuguer (8.3.5) et (8.3.6) appliqu4s 

M = coind(L). 

Ceci ach~ve la d~monstration de (8.3.2) et (8.3.3). 

Signalons encore la compatibilit4 suivante, qui nous sera utile plus loin : 

Proposition 8.3.7. Sous les hypotheses de (8.3.4), soit M = (M,a) un objet 

d__ee Mod(BX). Avec les notations de (8.3.1), il existe des isomorphismes 

canoniques fonctoriels 

(i) d°~ner°(M) = Dec~(ner°(M)) = ner°(d~M,d~a) 

(ii) d'net(M) = Deck(net(M)) = ner(d*M,d*a) 
o o o 

Preuve. Cela r4sulte imm4diatement des d~finitions. 

8.4. Cohomologie de BX. 

8.4.1. Soient X un bon topos fibr4 au-dessus de 4 ° , @ un Anneau de B'X 

(8.1.7), d'o5 un Anneau cart4sien de Top(X) (resp. Top°(X)), not4 encore @ . 

Le foncteur ner: Mod(BX) > Mod(Top(X)), 4tant exact, induit un foncteur 

o 
ner: D(BX) > D(Top(X)). De m@me, ner induit un foncteur 

o 
ner : D(BX) > D(Top°(X)). On en d4duit, pour E 6 ob D(BX), F E ob D+(BX), 

des homomorphismes canoniques fonctoriels 

(8.4.1.1) RHom(E,F) 

(8.4.1.2) RHom(E,F) 

> RHom(ner(E),ner(F)) , 

> RHom(ner°(E),ner°(F)) . 
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Th4or~me 8.4.2. Dans la situation de (8.4.1), on suppose que X est une 

pseudo-eat~$orie (8.2.2), et que, pour tout n 6 IN, le foncteur 

(do...do)* : Mod(X o) > Mod(X n) transforme injectifs en injectifs (i). 

Alors, pour E E ob D-(BX), F E ob D+(BX), les morphismes (8.4.1.1) e t 

(8.4.1.2) sont des isomorphismes. 

Corollaire 8.4.2.1. Sous les hypotheses de (8.4.2), le foncteur 

D b o D b ner: (BX) > Db(Top(X)) (resp. ner : Db(Bx) > (Top°(X))) 

est pleinement fiddle ; de plus, son image essentielle se compose des 

objets M tels que, pour tout i , Hi(M) soit dans l'image essentielle 

d_~e ner (resp. ner ° ) (cf. (8.1.6)). 

Preuve. La premiere assertion d~coule trivialement de (8.4.2). Elle implique 

que l'image essentielle de Db(Bx) par le foncteur ner (resp. ner ° ) est 

une sous-cat4gorie triangul~e de Db(Top(X)) (resp. Db(Top°(X)) ), et la 

seconde assertion en r~sulte aussitOt. 

Corollaire 8.4.2.2. Sous les hypotheses de (8.4.2), les flgches 

(8.4.1.1) (8.4.1.2) 
RF(Top(X),ner(F)) < RI'(BX ,F) > RI'(Top°(X), ner°(F)) 

sont des isomorphismes. II existe une suite spectrale canonique fonctorielle 

Le complexe 

cosimplicial 

E~ q = Hq(Xp,nerp(F)) > H~(BX,F) 

Eiq est le complexe de cochaSnes d4fini par le groupe ab41ien 

[p]~ > Hq(Xp,nerp(F)). 

- -(I) Condition r~alis4e par exemple si 

de localisation dans un topos. 

do...d : X > X est un morphisme 
o n o 
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Preuve. Faire E = @ dans (8.4.2), et appliquer (6.2.3.2). 

Pour prouver (8.4.2), nous aurons besoin du 

Lermme 8.4.3. Sous les hyp0th~ses de (8.4.2), soient L E ob D(BX), E E ob D+(Xo) , 

M E ob D(X ), F E ob D+(BX). Ii existe des isomorphismes canoniques fonctoriels : 
O . . . . .  

(i) RHom(BX;L,Rcoind(E)) ~ RHom(Xo;L,E) 

(ii) RHom(BX;ind(M),F) "N- RHom(Xo;M,F) 

En effet, le foncteur 

oubli : Mod(BX) > Mod(Xo)) 

coind : Mod(X ) > Mod(BX) (resp. 
O 

transforme injectifs en injectifs ((8.2.6 (ii)), 

(8.2.7)). 

Preuve de (8.4.2). Prouvons que (8.4.1.1) est un isomorphisme. On peut supposer 

E concentr4 en degr~ O et de la forme E = ind(L), pour L 6 ob Mod(Xo). 

D'apr~s (8.3.3 (ii)) et (6.6.2.1), on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

ner(ind(L)) = Ldo!d~L 

D'o~ des isomorphismes canoniques fonctoriels 

RHom(ner(E),ner(F) = RHom(Ldo!dWL,ner(F)) 

= RHom(d~L,d~ner(F)) 

= RHom(d~L,Dec~(ner(F))) 

= RHom(L,RdwDec~(ner(F))) 

(6.6.2) 

(8.3.7 (ii)) 

(dualit~ triviale 
III 4.6) 

= RHom(L,F) (6.2.5) 

= RHom(BX;E,F) (8.4.3 (ii)) , 

ce qui prouve que (8.4.1.1) est un isomorphisme, moyennant des v4rifications de 

compatibilit4 triviales entre les isomorphismes canoniques pr~c4dents. Prouvons 

que (8.4.1.2) est un isomorphisme. On peut supposer F concentr6 en degr4 O 
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et de la forme F = coind(L), oO Lest un @x~Module injectif. Par hypoth~se, 

d°~L (notations de (8.3.2)) induit un Module injectif sur chaque ~tage de 
O 

Dee~(X), done eweWd~WL (notations de (8.3.2 (ii)) est un Module injectif 

sur Deei(X). De plus, cormne, pour toute fl~che f : [i] > [j] de 4 ° , 

on a f~(d~L)j = (d~we)i , e~e~d~e induit un Module injectif 

sur chaque ~tage de Deci(X). On voit ainsi, de proche en proche, que 

ow 
(ew,ee)'d ° L est une r4solution de d°WL par des Modules injectifs. Done, 

O 

d'apr~s (8.3.2 (ii)), on aun isomorphisme canonique 

o o@ 
ner°(coind(L)) = Rd~d ° L 

D'o~ des isomorphismes canoniques fonctoriels 

O O~ 
RHom(ner°(E), ner°(F)) = RHom(ner°(E),Rd~do L) 

= RHom(d°~ner°(E),d~L) (dualit~ triviale) 

1 o 
= RHom(Dec+(ner (E))'d°~L)o (8.3.7 (i)) 

= RHom(Ld°.Decl(ner°(E)),L) (6.6.4) 
o! + 

= RHom(E,L) (6.6.4.5) 

= RHom(BX;E,F) (8.4.3 (i)), 

ce qui, moyennant encore quelques compatibilit~s triviales, prouve que 

(8.4.1.2) est un isomorphisme, et ach~ve la d~monstration de (8.4.2). 

8.4.4. Exemple. Pla~ons-nous dans la situation de (8.1.2). Soit L un 

faisceau ab~lien de BG/y . Si le faisceau ab~lien de T sous-~acent 

est flasque, on a 

L 

(8.4.4.1) RF(BG/y,L) = r'(Ner(G,Y),ner(L)) 

=(r(Y,e)--~r(G X Y,doe)_~... r(G n X Y,(d 
O 

. . .  d ) * L ) . . . )  
0 
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Pour L = Y × M, o0 M est un G-faisceau ab41ien, le groupe ab41ien 

cosimplicial au second membre s'~crit : 

(8.4.4.2) F(G n X Y , (d ... d )WL) = Hom(G n X Y,M) 
o o 

= Hom~(~ (G)~n® ~ (Y),M) 

(o0 ~ (-) d4signe le foncteur ~ -Module libre engendr~), avec des op4rateurs 

de face et de d~g4n~rescence donn4s par : 

(d°u)(g I, .... gn+l,Y) = u(g2, .... gn+l,glY) 

(diu)(g I, .... gn+l,Y) = u(g I ..... gi+igi .... ,gn+l,y) (0 < i < n) 

(dnu)(gl ..... gn+l,Y) = gn+lu(gl ..... gn,Y) , 

(siu)(g I ..... gn_l,Y) = u(g I ..... gi,l,gi+l ..... gn_l,Y) • 

pour u 6 Hom(G n X Y,M). On peut retrouver ce r~sultat directement de la 

mani~re suivante. Observons qu'on a 

(8.4.4.3) PJ'(BG/y,L) = RHom~ (G)(~ (Y),M) 

(les categories ab41iennes ~ (G)-Mod(T) et ~ -Mod(BG) ~tant canoniquement 

4quivalentes). Le second membre peut se calculer ~ l'aide de la bar-r~solution, 

dont nous rappelons 16 construction plus bas (iI.4.~, Si le faisceau ab41ien 

sous-jacent ~ L = Y X M est flasque, on a 

Ext~ (~ (G) ~n ~ ~Y),M) (= Hi(G n X Y,L)) = 0 pour tout i > 0 et tout n . 

II en r4sulte qu'avec les notations de (11.4.4) on a : 

(8.4.4.4) RHom~ (G)(?z (Y),M) = C(G,Y,M) , 

o0 l'on a pos~ Hom~(G) (Bar(~ (G)/~ ,2Z(Y)),M) = C(G,Y,M). On est alors 

ramen~ ~ comparer les objets cosimpliciaux (8.4.4.2) et C(G,Y,M). Pour cela, 

on note d'abord que le renversement de l'ordre des facteurs de G n dans 

Hom(G n × Y,M) identifie (8.4.4.2) ~ l'objet cosimplicial de m~mes eomposantes 
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(8.4.4.2)' et 

(8.4.4.1) (pour 

(8.4.4.4). 

et ayant des op~rateurs de face et de d4g4n~rescence donn4s par : 

(8.4.4.2)' (d°u) (gl ..... gn+l 'y) = u(gl ..... gn'gn+l y) 

(diu)(gl ..... gn+l,y) = u(g I ..... gn_i+Ign_i+ 2 ..... gn+l,y) (O < i < n), 

(dnu)(gl ..... gn+l,Y) = glu(g2 ..... gn+l,Y) 

(siu)(gl ..... gn_l,Y) = u(g I ..... gn_i_l,l,gn_i ..... gn_l,Y) 

Or cet objet cosimplicial se d4duit de C(G,Y,M) par l'involution "passage 

l'ordre oppos4 sur ~ " (1.2.4), donc les complexes de cochaines associ4s 

C(G,Y,M) sont canoniquement isomorphes, et par suite 

L = Y X M) d4coule de la conjonction de (8.4.4.3) et 

Si le faisceau ab~lien sous-jacent ~ L = Y × M n'est pas suppos~ 

flasque, le complexe (8.4.4.1) n'est que le terme E 1 de la suite spectrale 

(8.4.2.2), qui s'4crit : 

P'q = Hq(G p X Y,M) (8.4.4.5) E 1 H~(BG/y,M(y)) 

On reconnait i~ une suite spectrale "d'Eilenberg-Moore" (son existence peut aussi 

s'~tablir ~ partir de (8.4.4.3) et d'une bar-r~solution). 

Signalons une variante "locale" de (8.4.2.2) : 

p : X >T 

Proposition 8.4.5. Soit T un topos, X une bonne pseudo-cat~$orie (8.3 (iii)), 

un morphisme de topos fibres, d'o~ des morphismes de topos 

(8.4.5.1) 

Top(X) > BX < Top°(X) 

o~ le foncteur imase inverse par la fl~che horizontale de gauche (resp. droite) 

est le foncteur ner (resp. nerO). On suppose que Decl(x) est ~o -isomorphe 
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topos fibr~ d~fini par un ob~et simplicial augment~ d'un topos. On se donne um 

Anneau @ d~e T , et l'on munit BX, Top(X), Top°(X) des Anne aux images 

inverses de @ par les projections sur T . Alors, pour M E ob D+(BX), les 

fl~ches canoniques 

o o 
Rp~(ner(M)) < Rp~(M) > Rp~(ner (M)) 

d~finies par (8.4.5.1) sont des isomorphismes. 

Preuve. On peut supposer M r~duit au degr~ 0 et de la forme M = coind(L), 

oN L est un Module injectif sur X . Comme on a vu dans la preuve de (8.4.2), 
o 

on a alors un isomorphisme canonique 

(I) ner°(M) d°d O~ 
=R~oL 

D'autre part, d'apr~s (6.3.1) et (8.3.2 (i)), on a un isomorphisme canonique 

(2) ner(M) = Rd~d~L 

Par ailleurs, d'apr~s (6.5.4), on a un isomorphisme canonique 

(3) Rdo~d~e = RH ° d~L 
O~ 0 

E n f i n ,  d ' a p r ~ s  ( 6 . 6 . 4 . 6 ) ,  on a un  i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  

(4) Rd d~L = L 
o~o 

Con~ne on a pd = Podo , on obtient, en mettant ensemble (I), (2), (3), (4), des 

isomorphismes canoniques 

(5) Rp~ner(M) = o o Rp~ner (M) = RPo L = po L 

D'autre part, d'apr~s (8.2.6 (i)), M = coind(L) est injectif et l'on a un 

isomorphisme canonique 

(6) Rp~M = Po~L 
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Combinant (5) et (6), et tenant compte des compatibilit4s "~videntes" entre les 

isomorphismes canoniques pr4c4dents, on obtient la conclusion de (8.4.5). 

Nous allons, pour terminer, donner un proc4d4 de calcul commode de 

RHom(E,F) dans la situation g~n~rale de (8.4.2). Nous aurons besoin, pour cela, 

de quelques pr41iminaires, dans le style des constructions dun ° 7. 

8.4.6. Soit X un bon topos fibr4 au-dessus de I . Soit @ un Anneau 

cart4sien de Top(X), d'oN (6.5.1) un Anneau cart4sien de Top°(X), not4 

encore ~ . Pour E E ob Mod(Top°(X)), F E ob Mod(Top(X)), on d4finit (cf. n ° 7) 

! 

(8.4.6.1) Hom'(E,F) E ob Zg-Mod(Top(1)) 

comme le foncteur I ° --->Ab, i | > Hom(Ei,Fi), is fl~che 

Hom(Ej,Fj) > Hom(E.i,F.)1 correspondant ~ f : i ----> j E FI I ~tant la 

compos~e de la restriction Hom(Ej,Fj) > Hom(f~Ej,f~Fj) et de la fl~che 

d~finie par les fl~ches de transition de E et F . On note 

! 

(8.4.6.2) RHom" : D(Top°(X)) X D+(Top(X)) > D(Top(1)) 

le foncteur d~riv~ du foncteur 

F E ob D+(Top(X)), on a 

! 

Hom" . Pour E E ob D(Top°(X)),- 

(8.4.6.3) RHom!(E,F) N Hom!(E,F,), 

oO F' est une r4solution de F par un complexe, born4 inf4rieurement, de 

Modules injectifs en restriction ~ chaque 4tage (pas n4cessairement injectifs eomme 

Modules de Top(X)). 

8.4.7. $oit f : X > Y un l-morphisme de I-topos fibres, X et Y 

~tant bons. Soit @X (resp. @y) un Anneau cart~sien de Top(X) (resp. Top(Y)), 

et donnons-nous un morphisme f-l(@y) >@X " La formule de dualit~ triviale 

(III 4.6) fournit, pour L E ob D-(Top°(Y)), M E ob D+(Top(X)), un isomorphisme 

fonctoriel canonique de D+(Top(I)) : 
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N ! 
8.4.7. I ) RHom ! (L, Rf~M) RHom' (L f~L, M ) ( 

Celui-ci est encore valable pour L E ob D(Top°(Y)) quand f est de tot-dimension 

finie. D'autre part, si l'on se donne un morphisme d'Anneaux @X > f-l(~y) 

tel que les hypothgses de (6.6.3) et (6.6.4) soient v4rifi4es, on a, pour 

E E ob D-(Top°(X))~ F E ob D+(Top(Y)), un isomorphisme fonctoriel canonique 

(8.4.7.2) RHom'(Lf!E,F) - RHom'(E,f~F) 

(valable encore pour E E ob D(Top°(X)) quand l'hypoth~se de (6.6.4.1) est 

v~rifi~e). Cela d~coule irmn~diatement de (6.6.4), (6.6.4.1), (6.6.4.2). 

Th~or~me 8.4.8. Soit X une bonne pseudo-cat~gorie v~rifiant l'hypothgse de 

(8.4.2). Pour E E obD-(BX), F E ob D+(BX), !'homomorphisme canoni~ue 

RHo~(BX ; E,F) ..... >Rl~(Top(~°), RHom ! (ner°(E), ner(F))) (I) 

est un isomorphisme, 

Preuve. On peut supposer E borne sup~rieu~ement et F concentr~ en degr~ O 

et de la forme F = coind(M), o~ M est un ~X -Module injectif. Rappelons qu'on 
O 

a des morphismes de topos fibres (8.3.1 (ii)) : 

eci~(X) 
X 

d 
O 

X 
O 

Par hypoth~se, d~M est injectif sur chaque ~tage. D'apr~s (8.3.2 (i)), on 
O 

a donc un isomorphisme canonique 

net(F) = Rd~d~eM = dwdo~M 

(i) d~fini par d~rivation ~ parti~ de l'isomorphisme fonetoriel ~vident 

Hom(B~X ; L,M)~ > F(Top(~°), Hom!(ner°(L), ner(M))) pour L, M E ob Mod(BX). 
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Ii en r4sulte des isomorphismes canoniques 

! o RHom'(ner (E),ner(F)) = RHom!(ner°(E),Rd~d~M) 

= RHom~(d°~ner°(E),d~M) 

(d'apr~s (8.4.7.1) et avec les notations de (8.3.1 (i))), d'o~ 

Rr(Top(~°), RBom|(ner°(E), ner(F))) =/ 

= 

! 
( d ' a p r ~ s  l a  d g f i n i t i o n  de Hom" e t  (6 .6  

RI ' (Top(~°) ,  Rttom ! ( n e r ° ( g ) ,  n e r ( F ) ) ) =  

ce qu i  achgve l a  d ~ m o n s t r a t i o n .  

1 O Hom ! (Dec+her (E), d~M) 

Hom'(Ld°.Declner°(E),M) 
o! + 

.4.4)), d'o~ 

Hom(E,M) (6.6.4.5) 

RHom(BX;E,F) (8.4.3 (i)) 

(8.3.7 (ii), 

(6.2.3)) 

Corollaire 8.4.8.1. 

spectrale 

Sous les hypotheses de (8.4.8), il existe une suite 

E~ q = Extq(ner°(E), ner (F)) --->Ext~(BX;E,F) 
P P 

o£i Eiq est le complexe de cochalnes du sroupe ab41ien eosimpli¢ial 

[p]~ > Extq(ner°(E), ner (F)) (i). 
P P 

Corollaire 8.4.8.2. Sous les hypotheses de (8.4.8), supposons que F soit 

born4 inf4rieurement et que ses composantes soient injectives en tant que 

@X -Modules. Alors RHom(BX;E,F) s'identifieau complexe simple d~fini 
O 

l'ob~et cosimplicial In] ~- > Hom'(ner~(E),nern(F)). 

(i) la structure cosimpliciale est la structure ~vidente d4finie par les 

restrictions sur les Ext q et les fl~ches de transition des nerfs. 
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9. Diagrammes spectraux et stabilisation. 

9.1. Objets multisimpliciaux r~duits. 

On fixe une cat~gorie A . Soient a , n des entiers e 0 . Pour 

i E In-i] , on note 

(9.1.1) d i : (go)n-i > (~o)n 
a 

le foncteur d'inclusion donn~ par 

d~(x o ..... Xn_ 2) = (x ° .... Xi_l,[a], x i ..... Xn_ 2) 

Si X est un objet n-simplicial de 

on appelle i-i~me face de degr~ a 

(n-l)-simplicial 

A (i.e. un foncteur de (~o)n dans 

de X , et l'on note ~?X l'objet 
i 

A), 

dfn 
(9.1.2) ~ax = Xd I 

i a 

On suppose maintenant que A est une cat~gorie ab~lienne. On dit que X E ob 

n-Simpl(A) est r~duit si toutes les faces de X de degr~ 0 sont constantes 

de valeur 0 . On note 

(9.1.3) 

la sous-cat~gorie pleine de 

normalisation 

n-Simpl(A)re d 

n-Simpl(A) form~e des objets r~duits. Le foncteur 

N : n-Simpl(A) > n-C.(A) (I 1.3.5) induit une ~quivalence 

(9.1.4) N : n-Simpl(A)re d > n-C.(A)re d 

o~ n-C.(A)re d d~signe la sous-cat~gorie pleine de n-C.(A) 

r~duits, un n-complexe X ~tant dit r~duit si toutes ses faces 

sont nulles. Le foncteur d'inclusion 

n_Simpl(A)re d C > n-Simpl(A) poss~de un adjoint ~ gauche 

form~e des complexes 

X 
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(9.1.5) n-Simpl(A) > n-Simpl(A)re d , 

dfn 
X I > X red = X/b°X , 

o~ bOx = E b?X, chaque face de degr4 0 4tant regard4e de fa~on naturelle 
l 

comme un sous-objet de X . Par l'4quivalence de Dold-Puppe, (9.1.5) correspond 

au foncteur de troncation naTf consistant ~ remplacer par 0 les faces de degr~ 

0 d'un n-complexe de chalnes. En particulier, le foncteur (9.1.5) est exact. 

Observons d'autre part que, si X E ob n-Simpl(A) est r4duit, alors afortiori 

routes les faces b~X sont des objets r~duits. On a donc pour tout 
1 

X 6 ob n-Simpl(A) un 4pimorphisme canonique 

(9.1.6) (b~X) red > b~(X red) 
l l 

9.1.7. Notons (li)l<i~ n la base canonique de ZZ n . Pour Y E ob n-C(A), 

r = 52 r.l. E ZZ n, on sait d~finir le translat~ Y[r] (SGA 4 XVII i.I). Pour 
i 1 

r > O, le foncteur Yt > Y[r] envoie n-C.(A) dans n-C.(A), donc, par 

Dold-Puppe, correspond & un foncteur de n-Simpl(A) dans n-Simpl(A) encore 

not4 XI > X[r]. D'autre part, le foncteur y I > Y [E nl -li] sur n-C(A) 

envoie n-C.(A)re d dans n-C.(A), donc, encore par Dold-Puppe, correspond & un 

foncteur de n-Simpl(A)re d dans n-Simpl(A), not4 

Ce foncteur est un isomorphisme, son inverse 4tant 

Notons que, pour Y E ob (n+l)-Simpl(A), 

isomorphisme canonique 

El >x [E n 1 -1~] . 

Xl  >X [52n I li] " 

i E In], on a un 

(9.1.8) b (Y [52 _lk] 

D'o~ des isomorphismes canoniques 

, ,bOy 
l 

(9.1.8.1) - Hom(x   lk , bI(YE52 y 1 lk;)) 

pour X E ob n-Simpl(A), et 
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(9.1.8.2) 1 , = Hom(X,[Z 1 _ik] ' ~O(y,[~nll _Ik])) Hom(X' ~.Y ) 

pour X' 6 ob n-Simpl(A)re d , Y' E ob (n+l)-Simpl(A)re d . 

9.2. Dia~rarmnes sp¢ctraux. 

Pour a E • , notons 

(9.2.1) S : ~' > (Cat) a 

l'objet cosimplicial strict augment~ (4.1) d4fini par 

Sa([n ]) = (A°) n+l (avec Sa([-I ]) = pt (i)) , 

d i = d i : S (In]) > S (In+l]) (9.1.1) a a a 

(il est trivial que les d i satisfont ~ did i = did j-I pour i < j). Soit 

A une cat~gorie. Rappelons (5.6.5) que Diagr~(A) d4signe la cat~gorie des 
Da 

2-diagrammes de A de type S a . Un objet X de Diagrsa(A) consiste en la 

donn4e d'une famille (X (n) E n-Simpl(A))nE]N, et d'op4rateurs de face 

d i x(n) a.(n+l) " " : > ~i A v~rifiant la condition habituelle (dJd i = dld j-I 

pour i < j). Nous poserons 

(9.2.2) Diagrso(A) = SIMPL(A) , DiagrSl(A) = SPEC(A) 

Les objets de SIMPL(A) (resp. SPEC(A)) s'appelleront diagrammes simpliciaux 

larges (resp. d ia$rarmnes spectraux) de A (2) . La cat~gorie SIMPL(A) 

contient A comme sous-cat~gorie pleine : le foncteur de A dans SIMPL(A) 

associant ~ chaque objet X de A l'objet trivial d~fini par X , i.e. le 

(I) pt d~signe la cat~gorie ayant un seul objet et un seul morphisme. 

(2) On dira parfois spectre au lieu de diagramme spectral. 
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diagramme constant de valeur X , est pleinement fiddle, et son image 

essentielle se compose des diagrammes simpliciaux larges X tels que X (n) 

soit trivial pour tout n , et d i : X (n) > ~X (n+l) soit un isomorphisme 
i 

pour tout i et tout n . 

On suppose d~sormais que A est une cat4gorie ab~lienne. On dit qu'un 

diagramme spectral X de A est r4duit si toutes ses composantes X (n) le sont 

(9.1.3). On note 

(9.2.3) SPEC(A)re d 

la sous-cat~gorie pleine de 

On a deux foncteurs inverses l'un de l'autre : 

Xl > x(-1) 

(9.2.4) SPEC(A)re d < 

Y(1) < I Y 

SPEC(A) form~e des diagrammes spectraux r~duits. 

SIMPL(A) 

d~finis comme suit : X(-I) (n) = x(n)[E~ -ik] , et 

d i : X(-I) (n) > ~?X(-I) (n+l) correspond ~ d i : X (n) > ~X (n+l) 
i i 

(9.1.8.2) ; y(1)(n) = y(n)[~ ik ]et H i : X(1)(n) > ~X(1)(n+l) 

correspond ~ d i : X (n) > ~?X (n+l) 
i 

d'inclusion SPEC(A)redC > SPEC(A) 

par 

par (9.1.8.1). D'autre part le foncteur 

poss~de un adjoint ~ gauche 

(9.2.5) SPEC(A) ..... > SPEC(A)re d , X I > X red , 

o~ X red(n) = X (n)red d i : X red(n) > ~X red(n+l) 4tant d4fini cormne 

le compos~ X (n)red (di)red (~ix(n+l))red ~l(x(n+l)red), > . > . o0 la 
I i 

seconde fl~che est la fl~che canonique (9.1.6). L'4quivalence (9.2.4) fournit 

un isomorphisme canonique fonctoriel 

(9.2.6) HOmsPEC(A)(X,Y(1)) = HOmsIMPL(A)(Xred(-I),Y) 

pour X E ob SPEC(A), Y E ob SIMPL(A). 

Comme une face de degr~ 0 d'un objet multisimplicial est de 

fa~on naturelle un sous-objet de celui-ci, on a un foncteur "sous-objet dia$onal" 
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Z' 
(9.2.7) SIMPL(A) > Simpl(A) (i), X ~ > ~X 

e tun foncteur "complexe simple normalis~ associ~" 

-- >/ dfn 
(9.2.8) SIMPL(A) -----> C.(A) ~' , X f NX : 

La "shuffle-map" et la fl~che d'Alexander-Whitney (I 1.2.2) 

fl~ches fonctorielles de C.(A) A' 

( 9 . 2 . 9 )  N ~ X .4 x , 

q u i  i n d u i s e n t  des  4 q u i v a l e n e e s  d ' h o m o t o p i e  p o u r  chaque  

dfn ~x(n+l)) 
= ( [ n ] i - - - ' - ' >  

(In]| > /NX (n+l)) 

d~finissent des 

In] 6 ob ~' 

9.3. Spectre d'un groupe con~utatif. 

9.3.1. Soit T une cat~gorie poss~dant des produits finis, l'objet final ~tant 

not~ e . Si G est un groupe de T , on peut (2.5) regarder G con=ae une 

cat~gorie dont l'objet des objets (resp. fl~ches) est e (resp. G), et former 

le nerf correspondant 

. G 2 (9.3.1.1) Ner(G) = (... G n ~ . . ~G-~--~e) 6 ob Simpl(T) , 

dont les op~rateurs de face et d~g~n~rescence sont donn~s par (2.5.2) 

(pour g = (gl ..... gn )' dog = (g2 ..... gn )' dig = (gl ..... gi+lgi ..... gn ) ' 

dng = (gl' .... gn-1 )' sig = (gl ..... gi'l'gi+l ..... gn ))" 

Notons Group(T) la cat~gorie des groupes de T . I1 r~sulte de 

(2.2.3) et (2.6.1) que le foncteur 

(9.3.1.2) Ner : Group(T) > Simpl(T) 

est pleinement fiddle, et que son image essentielle se compose des 

X ~ ob Simpl(T) qui v~rifient les conditions : 

(1) Si C et I sont deux categories, C I d~signe la cat~gorie des foncteurs de 

I dans C . 
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(9.3.1.3) (i) X 
o 

(ii) pour 

> e est un isomorphisme ; 

n ~ 2, la fl~che canonique (2.2.3 (iii)) 

Xn > XIXx "'" XX XI 
o o 

est un isomorphisme ; 

(iii) les carr~s 

d I 
X 2 > X I 

d2 I d I I dl 

X I ~ X o 

sont cart~siens. 

et 

d I 

i i d o d o 

d 
o 

i X XI . o 

9.3.2. Si G est un groupe co~utatif de T , la multiplication G × G > G 

est un homomorphisme de groupes, et les formules (9.3.1.1) montrent qu'alors 

Ner(G) est objet de Simpl(T) ab = Simpl(Tab), o0 C ab , pour une cat~gorie C 

poss~dant des produits finis, d~signe la cat~gorie des groupes ab~liens de C . 

On peut par suite it~rer la construction et consid~rer Ner(Ner(G)), 

Ner(Ner(Ner(G))), etc. Pour G E ob T ab et n E ~, nous d~finirons 

G <n> E ~b n-Simpl(T) par 

(9.3.2.1) G <O> = G , G <n> = Ner(G <n-l>) pour n > 1 

Proposition 9.3.2.2. Le foncteur 

G I > G <n> , T ab > n-Simpl(T) , 

est fiddle, pleinement fiddle pour n e i, e t, pour n ~ 2, son image essentielle 

se compose des objets n-simpliciaux X tels que, quels que soient 

a I ..... an_ I E ob 4 °, les objets simpliciaux X(a I ..... ai,~,ai+ I ..... an_l), 

pour O ~ i < n-I, v~rifient les conditions (9.3.1.3). 



- 1 2 1  - 

Preuve. Les deux premieres assertions d~coulent trivialement de (9.3.1). 

Prouvons la derni~re. Supposons d'abord n = 2 . Soit X un objet bisimplicial 

dont les lignes et les colonnes satisfont aux conditions (9.3.1.3). Consid~r~ 

comme objet simplicial de Simpl(T), X v~rifie les conditions (9.3.1.3), donc 

on a X ~ Ner(Y), oN Y est un groupe de Simpl(T). D'autre part, Y , 

isomorphe ~ X I = X([I],#), v~rifie les conditions (9.3.1.3), donc on a 

Y ~ Ner(G), o~ G est un groupe de T . La structure de groupe de Y 

d~finit sur G une loi de groupe G × G > G , qui est un homomorphisme de 

groupes. Comme il est bien connu, il en r~sulte que les deux lois de groupe 

dont on dispose ainsi sur G coincident et sont conmlutatives. Donc on a 

X ~ Ner(Ner(G)) pour G E ob T ab , ce qui prouve la derni~re assertion de 

(9.3.2.2) dans le cas n = 2 . Le cas g~n~ral s'en d~duit trivialement par 

r~currence. 

9.3.3. On suppose maintenant que la cat~gorie T ab des groupes ab~liens 

de T est une cat~gorie ab~lienne. Soit G E ob T ab . On d~duit facilement 

de (2.7.2) que, pour n E IN, on a un isomorphisme canonique 

(9.3.3.1) G <n> = G [E~ I i] , 

o~, dans le membre de droite, G est consid~r~ comme objet n-simplicial 

trivial et les notations sont celles de (9.1.7). Regardant G comme objet 

trivial de SIMPL(T ab) (9.2.2), on peut former G(1) E ob SPEC(T ab) (9.2.4), 

dont la composante G(1) (n) = G <n>, et consid~rer G(1), par oubli, comme un 

objet de SPEC(T). On a ainsi un foncteur 

(9.3.3.2) T ab > SPEC(T) , G I > G(1) 
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Proposition 9.3.3.3. Le foncteur (9.3.3.2) est pleinement fidgle et son image 

essentielle se compose des diagrammes spectraux X qui vErifient les deux 

conditions suivantes : 

(i) pour tout n e I, 

G I > G <n> de T ab dans 

(9.3.2.2) ; 

(ii) chaque d i : X (n) 

X (n) est dans l'image essentielle du foncteur 

n-Simpl(T), i.e. v4rifie les conditions de 

> 5~X (n+l) est un isomorphisme. 
i 

Preuve. C'est un corollaire imm~diat de (9.3.3.2). 

9.4. Formules d'adjonction. 

Soit A une cat~gorie ab41ienne v4rifiant (AB 5) et poss~dant assez 

d'injectifs. On a vu que, si I est une (petite) catEgorie, la cat~gorie A I 

jouit des m~mes propriEt4s (4.6). Plus gEnEralement, la catEgorie des diagrarmnes 

de A de type un n-diagramme donne de (Cat) jouit des m~mes propri4t4s, com~ae 

on le voit facilement par r4currence. C'est le cas par exemple des categories 

SPEC(A) et SIMPL(A) (9.2.2). 

Les foncteurs 

X~ > xred(-l) 

SPEC(A) SIMPL(A) 

Y(1) ~ I Y 

~tant exacts, la formule d'adjonction (9.2.6) fournit des isomorphismes 

canoniques fonctoriels 

red 
(9.4.1) HomD(SPEC(A))(X,Y(1)) = HomD(sI~L(A))(X (-I) 

pour X E ob D(SPEC(A)), Y E ob D(SIMPL(A)), et 

,Y) 

(9.4.2) RHom(X,Y(1)) = RHom(xred(-l),Y) 
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pour Y 6 ob D+(SIMPL(A)). 

Composant le foncteur (9.2.7) (ou (9.2.8)) avec le foncteur 

on obtient un foncteur not~ encore 

H 
o 

(9.4.3) H : SlMPL(A) > A A' 
O 

qui est adjoint ~ gauche au foncteur d'inclusion 4vident. On voit, comme en 

(4.6), que le foncteur H admet un d4riv4 gauche 
O 

(9.4.4) LH : D-(SIMPL(A)) 
O 

> D-(A A' ) 

au sens de (I 1.4.4) : pour X Cob D(SIMPL(A)), le pro-objet de 

D-(A ~') "lim" H X' (o0 X' > X parcourt l'ensemble des classes 
O 

X' --->X 

d'homotopie de quasi-isomorphismes de but X) est essentiellement constant de 

valeur HoX' , o0 X' est un diagramme simplicial large tel que chaque 

X '(n) soit un complexe d'objets induits au sens de (4.6.2) (avec I = (~o)n). 

Les r4solutions standard (4.6.3) des X (n) d4finissent un objet X' poss4dant 

les propri4t4s pr4c4dentes, et pour lequel H X '(n) = C.(X (n)) (4.6.4) 
O 

s'identifie ~ homotopie pros ~ f X (n) (3.9.3) (et cela foneto~iellement 
J 

suivant ~'). IIen r~sulte qu'on a un diagramme commutatif 

i D (SIMPL(A)) 

_ A I (9 .4 .4 .1 )  D (C.(A) ) LH D-(Simpl(A) ~ ')  o f  
D-(A A' ) 

o0 1 et 2 sont les extensions ~ D (SIMPL(A)) des foncteurs (exacts) (9.2.8) 

et (9.2.7), tandis que 3 et 4 sont les foncteurs "complexe simple associ~". 

Comme en (4.6), on v~rifie qu'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels 
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(9.4.5) HomD(A~')(LHoX,Y) = HomD(SIMPL(A))(X,Y) 

pour X E ob D-(SIMPL(A)), Y E ob D(A~'), et 

(9.4.6) RHom(LHoX,Y) = RHom(X,Y) 

pour X ~ ob D-(SI~L(A)), Y E ob D+(A~'). 

Nous d~signerons par 

(9.4.7) Ll~m : D~(SIMPL(A)) > D-(A) 

le foncteur compos~ de LH ° (9.4.4) et Ll~m : D-(A A') > D-(A) (4.6.8). 

Combinant (9.4.5) (resp. (9.4.6)) avec (4.6.10) (resp. (4.6.11)) pour I = ~' , 

on obtient des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(9.4.8) HomD(A)(LI4m X Y) = HomD(SIMPL(A))(X,Y) 

pour X E ob D-(SIMPL(A)), Y E ob D(A), et 

(9.4.9) RHom(Llim X , Y) = RHom(X,Y) 

pour X E ob D-(SIMPL(A)), Y E ob D+(A). On peut encore combiner (9.4.8) 

(resp. (9.4.9)) avec (9.4.1) (resp. (9.4.2)) pour obtenir des isomorphismes 

canoniques fonctoriels 

(9.4.10) HomD(A)(LI~m xred(-l),Y) 

pour X E ob D-(SPEC(A)), Y E ob D(A), et 

= HomD(SPEC(A))(X,Y(1)) 

(9,4.11) RHom(Llim xred(-l), Y) = RHom(X,Y(1)) 

pour X E ob D-(SPEC(A)), Y E ob D+(A). 
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fiddles 

Ce qui precede montre en particulier qu'on a des foncteurs pleinement 

(9.4.12) D-(A) C > D-(AA') c > D-(SIMPL(A)) C > D-(SPEC(A)) 

"objet constant" X L > X(1) 

L'image essentielle du foncteur compos~ est form~e des objets 

tels que la fl~che eanonique 

(9.4.13) X > (Llim xred(-l))(1) 
4 

soit un isomorphisme, ce qui revient encore ~ dire que les HIX 

l'image essentielle de A ~ > SPEC(A), Y I > Y(1). 

X de D-(SPEC(A)) 

sont dans 

9.5. Stabilisation. 

et soit 

Soient A , B des categories ab~liennes, 

(9.5.1) F : A > B 

un foncteur, qu'on ne suppose pas additif, ni m~me tel que 

(9.5.2) F st : A > Simpl(B) 

le foncteur d~fini par le diagramme cormnutatif ci-dessous : 

B v~rifiant (AB 5), 

F(O) = O. On note 
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SPEC(A) 

A 

SPEC(F) 

st 
F 

> SPEC(B) i x 
I d 
X r e  ( - 1  

SIm~L(B) 

i (9.2.7) 

Simpl(B) ~' 

I Ac. (-) 

> Simpl (B) 

o~ la fl~che verticale de gauche est le plongement canonique 

et la derni~re fl~che verticale de droite associe A un foncteur X 

dans Simpl(B) l'objet diagonal de l'objet simplicial C.(X) de 

d6fini par X ((3.9.1), (4.6.4)). On note encore 

(9.5.3) 

le foncteur compos~ de 

diagonale 2-Simpl(B) 

x l > x(1), 

de ~' 

Simpl(B) 

F st : Simpl(A) > Simpl(B) 

Simpl(F st) : Simpl(A) > 2-Simpl(B) et de la 

> Simpl(B). Le foncteur F st s'appelle stabilis6 

de F . En d6pit de son apparence sophistiqu6e, cette construction n'est pas 

nouvelle : nous allons voir que les H.F st ne sont autres que les classiques 
i 

"groupes d'homologie stables" de F . 

a) II r4sulte tout d'abord de (4.6.9) et de la description (9.4.4.1) du 

foncteur LH ° que, pour X E ob Simpl(A), on a un isomorphisme canonique 

fonctoriel de D(B) : 

(9.5.4) Llim (F(X(1)))red(-l) N > Fst(x) 
4 

o~ Llim est le foncteur (9.4.7). 

b) Pour X E ob Simpl(A), n > O, on a 

F(X[Z~ I ])red 
i = F+(X[Z~ li]) 
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> B est le foncteur d@fini par 

F = F + • F(O) 

F(O) d@signant le foncteur constant de valeur 

c) Chaque fl&che 

F(O). 

pour n > i, !.!. Hi Fst s'identifie au~i~me groupe d'homologie stable de F 

([3] § 8). 

fonctoriel 

Lemme 9.5.7. Soit X E ob Simpl(A). Pour tout i C ~, la restriction de 

Hi(A F(X(1))red(-l)) ~ Aii est localement constante (donc (4.3) constante), 

de valeur Hi+ n (F+(X[n])) pour n > i . 

d) Grace ~ (9.5.4) et (9.5.7), on peut appliquer (4.6.12) (avec n(i) = i), 

et l'on obtient : 

Proposition 9.5.8. Soit X E ob Simpl(A). La fl~che canonique (donn~e par (4.6.5)) 

Fst(x) > l~m A F(X(1))red(-l) 
4' 

est un ~uasi-isomorphisme, e t, pour tout i E ~ , on a un isomorphisme canonique 

HiFst(x) = Hi+n(F+(X[n])) 

dJ : F+(X[~ li]) [~ -li] > F+(X[~+IIi]) [ i "En+l- i jl ~ 

s'identifie, ~ homotopie pros, ~ la fl~che de suspension habituelle 

(9.5.6) F+(X[n]) I-n] -----> F+(X[n+I]) I-n-i] , 

d4finie ~ l'aide de la bar-construction ([31 § 6). D'apr~s ([31 6.12), on a donc : 
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Corollaire 9.5.8.1. Pour 

est un ~uasi-isomorphisme 

X E ob Simpl(A), la fl~che ca nonique 

(F+)St(x) > FSt(x) 

Coro!laire 9.5.8.2. 

isomorphisme canon i~ue fonctoriel 

Fst(x) 

Preuve. A F(X(1))red(-l) 

Simpl(B) de valeur F(X). 

S i F est additif, on a, po.ur 

> F(X) 

X 6 ob Simpl(A), un quasi- 

est en effet le foncteur constant de ~' dans 

Propositipn 9.5.9. Supposons ~ue F(O) = O, et soit 

(~) 0 > X. i > y j > Z > 0 

une suite exacte de Simpl(A). Alors : 

(i) S i (~) ..e.s.t scind@e degr6 A degr6, la suite 

0 -----> FSt(x) > FSt(y) > FSt(z) 

d6duite de (~) par application du foncteur F st 

aux extr~mit~s, et telle que la fl~che 

Coker FSt(i) .... 

qu.'elle .d6finit soit un quasi-isomorphisme. 

(ii) S i (~) est scind6e par une section s 

FSt(i) + FSt(s) : FSt(x) ~ FSt(z) 

> FSt(z) 

>O 

est une O-suite, exacte 

de j , la fl~che 

> Fst(y) 

est un quasi-isomorphisme. 
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Prouvons d'abord (ii). Soit n un entier ~ i, posons 

X[n] = X' Y[n] = Y' 

d4finit un isomorphisme 

X' ~ g' N > y. 

gin] = Z' 

Compte tenu de (9.5.8), il suffit de prouver que celui-ci induit un isomorphisme 

Hi+nF(X') • Hi+nF(Z') > Hi+nF(Y') 

pour n > i . Or, d'apr~s ([3] 4.18), on a 

F(Y') = F(X') • F(Z') • F2(X',Z') , 

et conmle, d'apr~s ([3] 6.10), on a Hi+nF2(X',Z') = O pour n > i , notre 

assertion en r~sulte. Prouvons (i). Comme F(O) = O, il est clair FSt(.) 

est une O-suite. II est clair ~galement qu'elle est exacte aux extr~mit~s. 

Reste ~ prouver que Coker FSt(i) > FSt(z) est un quasi-isomorphisme. 

Revenant g la d~finition de F st (9.5.3), on se ram~ne, par Eilenberg-Zilber 

et une suite spectrale des bicomplexes, au cas oO X , Y, Z sont concentr~s 

en degr~ O . La suite (.) est alors scind~e ; choisissant une d~composition 

Y = X ~ Z, on a un morphisme de suites exactes 

0 > FSt(x) 

0 > FSt (X) 

7- FSt(y) -------> Coker FSt(i) 

1 
> FSt(x)~Fst(z) ~ Fst(z) 

>O 

oO la fl~che verticale m~diane est un quasi-isomorphisme d'apr~s (ii), donc 

aussi la fl~che verticale de droite, ce qui ach~ve la d~monstration. 

>0 , 
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Appliquant (9.5.9) ~ la suite exacte standard (I 3.2.1.5) 

i 
0 > X > y X > ~ X > 0 , 

est le cone sur o~ y X X , on obtient un isomorphisme canonique de D(B), 

fonctoriel en X E ob Simpl(A) : 

(9.5.10) Fst(x[1]) ~ > FSt(x)[1] 

Par d~finition, (9.5.10) est le compos~ de l'inverse de l'isomorphisme 

Coker Fst(i) > Fst(x[l]) donn~ par (9.5.9 (i)), et de l'oppos~e (i) 

de la fl~che de degr~ 1 du triangle distingu~ associ~ ~ la suite exacte 

O > FSt(x) > Fst(?x) --> Coker Fst(i) > 0 

(cette fl~che de degr~ 1 est un isomorphisme car, y X ~tant homotopiquement 

trivial, Fst(y X) est acyclique). 

9.5.11. D~riv~s stables. On se place maintenant dans la situation de (I 4.2.2) : 

on se donne un topos T , des Anneau× A et B de T , et un foncteur F du 

champ des A-Modules dans le champ des B-Modules, compatible aux limites 

inductives locales. Le foncteur compos~ 

F st 
Simpl(A-Mod) > Simpl(B-Mod) > D.(B) , 

o~ la seconde fl~che est la fl~che canonique, transforme homotopismes en 

quasi-isomorphismes d'apr~s (9.5.8), donc se factorise ~ travers la cat~gorie 

Hot.(A) des A-Modules simpliciaux ~ homotopie pros, en un foncteur encore not~ 

(9.5.11.1) F st : Hot.(A) ) D.(B) 

(I) La raison de cette convention de signe apparaStra en (9.5.11.4). 
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Proposition 9.5.11.2. 

de (I 1.4.4) 

Le foncteur (9.5.11.1) admet un d~riv~ gauche au sens 

LF st : D.(A) > D.(B) , 

qu'on appelle d~riv~ stable de 

le pro-obiet de D.(B), 

F . Plus pr4cis4ment, pour X E ob Simpl(A), 

"lira" FSt(x ' ) 

X' ---~ X 

o__~ X' 

de but 

> X parcourt l'ensemble des classes d'homotopie de quasi-isomorphismes 

X , est essentiellement constant de valeur Fst(x'), o~ X' est 

composantes plates. 

Preuve. C'est une consequence immediate de (I 4.2.2.2) et (9.5.8). 

II r~sulte de (9.5.9 (ii)) que le d4riv~ stable de F est un foncteur 

additif. Grace ~ (9.5.10), il se prolonge, de mani~re essentiellement unique 

en un foncteur gradu~ (SGA 4 XVII 0.3) 

(9.5.11.3) LF st : D-(A) > D-(B) 

Le miracle de la stabilisation se r~sume alors dans la proposition suivante, 

qui d~coule facilement de (9.5.9 (i)) : 

Proposition 9.5.11.4. Le foncteur (9.5.11.3) est exact (SGA 4 XVII 1.1.3) (I). 

(i) Si, dans (9.5.10), on avait fait le convention de signe oppos4e, le foncteur 

(9.5.11.3) aurait transform~ triangles distingu~s en triangles anti-distingu~s : 

cela tient ~ ce que le morphisme de degr~ i d~fini par la suite exacte du cSne 

O > X > y X > O X > O est -Idx[l] (cf. (I 3.2.3.6 (i))). 
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Exemples 9.5.12. a) Dans la situation de (9.5.11), prenons pour A et B 

le faisceau constant ~ , et pour F le foncteur 

(-) : ZZ-Mod > ZZ -Mod 

associant ~ un ~-Module X le ~-Module libre sur le faisceau d'ensembles 

sous-jacent ~ X . II r~sulte du th~or~me de Whitehead (I 2.2.2 (ii)) et de 

(9.5.8) que ~ st(_) transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, 

et que par suite la fl~che canonique 

(9.5.12.1) L ~ St(x) ) ~ St(x) 

est un isomorphisme pour tout X E ob D.(~ ). D'autre part, pour 

X 6 ob Simpl(~-Mod), on a une fl~che canonique fonctorielle 

(9.5.12.2) ~St(x) ) X , 

d~finie par stabilisation ~ partir de la fl~che d'adjonction ~ (G) > G 

pour G E ob ~ -Mod. On peut montrer que, pour X E ob ~-Mod, ~ St(x) 

s'identifie, dans D(~), au "complexe d'Eilenberg-MacLane stable" d~crit 

par exemple dans ([2'] § i). L'homologie H~ St(x) a ~t~ calcul~e compl~tement 

par Cartan (S~minaire 54-55). On sait notamment que l'augmentation (9.5.12.2) 

induit un isomorphisme 

(9.5.12.3) 

et que H. ~ St(x) 
i 

par 

(9.5.12.4) 

H ~St(x)- - > X , 
o 

est de torsion pour i > O . Les premiers groupes sont donn4s 

I HI~ St(x) = 0 

H2~st(x) = X/2X 

H3~ St(x) = Ker(2.1dx). 
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b) (I) Darts la situation de (9.5.11), avec A = B, on peut prendre pour 

n n n 
F l'un des foncteurs S A , AA , r~ . Les d~riv~s stables de ces trois foncteurs 

sont essentiellement identiques, ~ une translation pros des degr~s. En effet, 

les isomorphismes de d~calage (I 4.3.2.1 (i), (ii)) fournissent, pour n ~ l, 

X E ob D-(A), des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(9.5.12.5) L(Sn)St(x) N (L(An)St(x)) In-l] , 

(9.5.12.5) L(An)St(x) N (L(Fn)St(x)) In-I] 

Pour une ~tude de H.L(Sn) st, voir Dold-Puppe ([3] § 12), et aussi les travaux 

r~cents de e. Breen [2'], et S. Priddy [21]. 

I0. Sorites sur les Modules diff~rentiels gradu@s. 

L'objet de ce n ° est d'~tendre aux Modules diff~rentiels gradu~s sur 

un Anneau diff~rentiel gradu~ certaines constructions famili~res sur les 

L 
complexes de Modules sur un Anneau ordinaire : foncteurs RHom, ® , etc. 

Ii s'agit en fait de notions bien connues des topologues, que nous nous bornons 

formuler dans le cadre des categories d~riv~es. 

Un topos T est fix~ pour toute la suite de ce num~ro. 

IO.i. La cat~gorie d~riv~e D(A). 

Soit A un Anneau diff~rentiel gradu~ de T, i.e. un complexe de 

-Modules muni d'une multiplication associative A ® A > A , et d'un ~l~ment 

unit~ i E Z°(A) (i.e. un morphisme ~ > A compatible ~ la multiplication). 

Un A-Module (~ gauche) diff@rentiel $radu@ estun complexe M de ~ -Modules, 

(i) Cet exemple ne servira pas dans la suite. 
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muni d'une action de A (i,e. d'un momphisme A ® M ) M) associative et 

unitaire. Un morphisme f : L ) M de A-Modules diff~rentiels gradu~s est 

un morphisme de complexes compatible ~ l'action de A , i.e. tel que f(ax) = af(x) 

quels que soient a E A i x E L j On note 

(10.1.1) C(A) 

la cat~gorie des A-Modules diff~rentiels gradu~s. Quand A est concentr~ 

en degr~ O, c'est simplement la cat~gorie des complexes de A-Modules. On 

d~finit des sous-cat~gories pleines de C(A) : 

(10.1.2) C-(A), C+(A), cb(A), c[P(A), cq](A), c[P'q](A) 

par les conditions de degr~ habituelles : C-(A) (resp. C+(A)) est form~e 

des A-Modules diff~rentiels gradu~s ~ degr~ born~ sup~rieurement 

(resp. inf~rieurement), cb(A) = C-(A) n C+(A) ; pour p, q E ~ , 

cP](A) (resp. cq](A)) est form~e des A-Modules diff~rentiels gradu~s nuls 

en degr~ < p (resp. > q), c[P'q](A) = c[P(A) n cq](A) pour p ~ q . 

Si fo' fl : L • > M sont des fl~ches de C(A), une homotopie 

h entre fo et fl est une famille d'applications ~-lin~aires 

h = (u i : L i > M i-l) telle que fo - fl = dh + hd , et h(ax) = (-l)Pah(x) 

quels que soient a E A p et x E L q . On note 

(10.1.3) Hot(A) 

la cat~gorie des A-Modules diff~rentiels gradu~s ~ homotopie pros, i.e. la 

cat~gorie ayant m~mes objets que C(A), et dont les fl~ches sont les classes 

d'homotopie de morphismes. On voit facilement, comme dans le cas o~ A est 

concentr~ en degr~ O, que Hot(A) se d~duit de C(A) en inversant les homoto- 

pismes (ou ~quivalences d'homotopie) (i.e. les fl~ches de C(A) qui deviennent 

inversibles dans Hot(A)). 
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On dit qu'une fl~che f de C(A) est un quasi-isomorphisme si f 

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes de 2Z-Modules sous-jacents. 

La cat~gorie 

(10.1.4) D(A) , 

localis~e de C(A) (ou Hot(A)) par rapport aux quasi-isomorphismes (I 1.4.1) 

s'appelle cat~gorie d~riv~e des A-Modules diff~rentiels gradu~s. Dans le 

cas o~ A est concentr~ en degr~ O, on retrouve la cat~gorie d4riv~e habituelle. 

On prendra garde de ne pas confondre la cat~gorie D(A) avec la cat~gorie 

d~riv~e de la cat~gorie ab~lienne C(A), qui s'obtient en localisant la 

cat~gorie des complexes de A-Modules diff~rentiels gradu~s par rapport aux 

fl~ches qui induisent des isomorphismes sur les Modules diff~rentiels gradu~s 

de cohomologie (comparer (I 3.3.1)). 

Pour X 6 ob C(A), le complexe X[I] est de faGon naturelle un 

A-Module diff~rentiel gradu4 (grace ~ l'isomorphisme canonique 

A ® X[I] = (A ® X) [I]). Cela permet de d~finir sur C(A) (resp. Hot(A)) 

une structure de cat~gorie gradu~e. Si F : X > Y est une fl~che de C(A), 

le c0ne C(f) du morphisme de complexes de ~-Modules sous-jacent est de 

fa~on naturelle un A-Module diff~rentiel gradu~ (I), et les fl~ches du 

triangle canonique 

,C(f) 

X > Y  

s o n t  des  f l ~ c h e s  de C(A). P a r a p h r a s a n t  ([HI I § 2 ) ,  on v o i t  que l a  f a m i l l e  

des  t r i a n g l e s  i s o m o r p h e s  ~ un  t r i a n g l e  de ce type  d g f i n i t  s u r  Hot(A) une  

s t r u c t u r e  de e a t g g o r i e  t r i a n g u l ~ e .  Les q u a s i - i s o m o r p h i s m e s  de Hot(A) f o r m e n t  

(I) Plus g~n~ralement, le complexe simple associ~ ~ un complexe de A-Modules 

diff~rentiels gradu~s est de fagon naturelle un A-Module diff~rentiel gradu~. 
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un syst~me multiplicatif compatible ~ la triangulation ([HI I § 3). lls 

permettent donc d'obtenir D(A) ~ partir de Hot(A) par un calcul de 

fractions bilat~re (I 1.4.2), et il existe sur D(A) une unique structure 

de cat~gorie triangul~e pour laquelle le foncteur canonique Hot(A) > D(A) 

est exact. 

Localisant les categories (10.1.2) par rapport aux quasi-isomorphismes, 

on obtient des categories 

(10.1.5) D-(A), D+(A), DB(A), DIP(A), Dq](A), D[P'q](A) 

Les categories D-(A), D+(A), Db(A) se calculent par fractions bilat~rement 

partir des categories ~ homotopie pros correspondantes. On a des foncteurs 

canoniques ~vidents 

(10.1.6) j D ( A ) ~  

D+(A) D-(A) 

D(A) 

DIP(A) 

\ / 
D[P'q](A ) 

J'ignore si ceux-ci sont pleinement fiddles en g6n6ral. Cependant : 

Proposition 10.1.7. S i A est ~ degr6s ~ O, les foncteurs (10.1.6) sont 

pleinement fiddles. L'image essentielle de D+(A) (resp. D-(A)) est form6e 

des ob.iets ~ cohomologie born~e inf~rieurement (resp. sup~rieurement). De m~me, 

l'image essentielle de DEP(A) (resp. Dq](A)) est form6e des objets 

cohomologie nulle en degr6 < p (resp. > q). 

Preuve. Elle est analogue ~ celle de (I 1.4.7) (cf. aussi (V 1.2.5.3)). 

En effet, comme A est ~ degr6s ~ O, les foncteurs de troncation (I 1.4.7) 

ten , tn] , 

foncteurs 

qui tuent la cohomologie en degr~ resp. < n, > n, induisent des 

(10.1.7.1) ten : C(A) > cEn(A), tn] : C(A) > cn](A) 
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(pour X E ob C(A), il existe sur tin(X) (resp. tn](X)) une et une seule 

structure de A-Module diff~rentiel gradu~ pour laquelle la flgche canonique 

X > tin(X) (resp. tn](X) > X) soit une fl~che de C(A)). A partir de i~, 

la preuve de (10.1.7) est purement formelle (cf. (SGA 4 XVII 5.5.4.1)). 

10.1.8. Supposons A ~ degr~s ~ O . Soit n E IN. II existe sur 

t[_n(A) = (O > An/Im d > An_ I > ... > A ° ----> O) 

une unique structure d'Anneau diff~rentiel gradu~ telle que la fl~che canonique 

A----> t[_n(A) soit un morphisme d'Anneaux diff~rentiels gradu~s. Soit [a,b] 

un intervalle de ~ tel que b-a = n . Si E E ob c[a'bJ(A) (10.1.2), 

on a (dAn+l).E = O , de sorte que E est de faqon naturelle un Module 

diff~rentiel gradu~ sur t[_n(A). Ainsi, la restriction des scalaires 

(10.1.8.1) c[a'b](t[_n(A)) > c[a'b](A) 

est une ~quivalence de categories. Par localisation par rapport aux 

quasi-isomorphismes, (10.1.8.1) d~finit une ~quivalence 

(10.1.8.2) D[a'b](t[_n(A)) ~ > D[a'b](A) 

10.2. Le foncteur RHom . 

Pour E, F E ob C(A) (IO.i.i), on note 

(10.2.1) Hom~(E,F) 

le sous-complexe de Hom~(E,F) form~ des morphismes "A-lin~aires", i.e. des 

f tels que f(ax) = (-l)kPaf(x), pour a E A p, f ~tant de degr~ k . En 

d'autres termes, Hom~(E,F) est d~fini par la suite exacte 

d I 

(10.2.1.1) O > Hom~(E,F) > Hom~(E,F) ~ Hom~ (A ®~E,F) , 

d ° 
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o~ la double fl~che est donn~e par 

pour f E Hom~ (E,F) 

(10.1.3), on a 

(d°f) (a @ x) = f(ax) 

(dlf) (a ® x) = (-l)kPaf(x) 

, a E A p . Observons que, par d~finition des homotopies 

(10.2.2) H°mHot(A)(E,F) = H°Hom~(E,F) 

D'autre part, il est imm~diat que le foncteur Hom~ : C(A) ° X C(A) > C(ab) 

(o~ Ab d~signe la cat~gorie des groupes ab~liens) induit un foncteur 

(10.2.3) Horn A : Hot(A) ° X Hot(A) > Hot(Ab) , 

qui est exact (i.e. transforme triangles distingu~s en triangles distingu~s). 

Proposition 10.2.4. S i A est g desr~s ~ O , le foncteur (10.2.3) admet 

un d~riv~ droit au sens de Deligne ((SGA 4 XVII 1.2.1), (I 1.4.4)), 

(10.2.4.1) RHom A : D-(A) ° X D(A) > D(Ab), 

i.e., pour E E ob D-(A), F E ob D+(A), le ind-objet de D(Ab), 

"I ira" 

E'-->E 

F -->F' 

Hom~(E',F') 

o__~ E' > E (resp. F > F') parcourt l'ensemble des classes d'h0motopie de 

quasi-isomorphismes de but E (resp. source F), est essentiellement constant. 

Le foncteur RHom A est exact, et envoie D°](A) ° X D[°(A) dans D[°(Ab). 

La preuve de (10.2.4) sera donn4e apr~s quelques pr41iminaires. 
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D~finitip n 10.2.5. $oit M u n ~-Module. On dit que M est faiblement injectif 

s i, p pur tout ~ -Module plat P, on a 

Ext~(P,M) = 0 

pour tout i > 0 . 

Exemple 10.2.5.1. Soit F un ~-Module injectif. Pour tout ~-Module E , 

Hom(E,F) est faiblement injectif. Cela r~sulte trivialement de la formule 

chore ~ Cartan (SGA 6 1 7.4). 

D~finition iO.2.6 (comparer (8.2.3), (8.2.4)). Soit M un complexe de 

On appelle A-Module induit (resp. coinduit) de M le complexe 

ind(M) = A ®~M (resp. eoind(M) = Hom~ (A,M)) , 

muni de sa structure naturelle ~vidente de A-Module diff~rentiel gradu~. 

Pour E, F E ob C(A), on a des isomorphismes eanoniques fonctoriels 

Homi(ind(M),F = Hom~(M,F) 

(10.2.6.1) 

Hom~(E,coind (M)) = Hom~ (E,M) , 

(d'oN des isomorphismes analogues avec Hom A (resp. HOmHot(A)) au lieu de 

Hom~) . II en r~sulte notarmnent que tout A-Module diff~rentiel gradu~ est 

quotient d'un (resp. se plonge dans un) Module induit (resp. coinduit). 

-Modules. 

10.2.7. Soit E E ob C(A). Nous inspirant de la terminologie de (SGA 4 XVII 1.2.1), 

nous dirons que E est d~ploy~ pour le foncteur Hom~(-,E) si, pour tout 

F E ob C-(A) tel que F soit acyclique, Hom~(F,E) est acyclique. Nous dirons 

que E est faiblement d~ploy~ pour Hom~(E,-) si, pour tout F E ob C+(A) tel 

que F soit acyclique et ~ composantes faiblement injectives sur ~ , 

Hom~(E,F) est acyelique. 
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Lemme 10.2.8. Soit M E ob C(~ ). S i M est born~ sup~rieurement et ~ composantes 

plates, ind(M) est faiblement d~ploy~ pour Hom~(ind(M),-). S i M est born~ 

inf~rieurement et ~ composantes injectives, coind(M) est d~ploy~ pour 

Hom~(-,coind(M)), et les composantes de coind(M) sont faiblement injectives 

sur ~ . 

Preuve. C'est une consequence immediate des d~finitions et de (10.2.6.1). 

Lemme 10.2.9. On suppose A ~ degr~s ~ O . 

(i) Pour E E ob C (A), il existe un quasi-isomorphisme E' > E de 

C-(A) tel ~ue E' soit faiblement d~ploy~ pour Hom~(E',-). 8__ii E E ob C°](A), 

on peut choisir E' E ob C°](A). 

(ii) Pour F E ob C+(A), il existe un quasi-isomorphisme F ) F' de 

C+(A) tel que F' soit d~ploy~ pour Hom~(-,F') et que les composantes de 

soient faiblement injectives sur ~ . S i F E ob C[°(A), on peut choisir 

F' E ob C[°(A). 

F' 

Preuve. Soit a E ~ tel que E i = 0 pour i > a . Choisissons un ~pimorphisme 

M > E de C ( ~ )  t e l  que M s o i t  ~ c o m p o s a n t e s  p l a t e s  ( s u r  ~ ) ,  n u l l e s  
0 0 

en degr~ > a, et posons L ° = ind(Mo). On a L ° E ob ca](A), et M ° > E 

d~finit ( g r a c e  ~ ( 1 0 . 2 . 6 . 1 ) )  un  ~p imorph i sme  L > E . I t g r a n t  l a  c o n s t r u c t i o n ,  
0 

on obtient une r~solution L. > E , o0 les L. E ob caJ(A) sont de la forme 
i 

ind(Mi) , avec M i E ob ca](~ ) ~ composantes plates. Cette r~solution d~finit, 

par passage aux complexes simples associ~s, un quasi-isomorphisme de ca](A), 

E' =fL. > E 

Je dis que E' est faiblement d~ploy~ pour Hom~(E',-). En effet, soit 

Y E ob C+(A) tel que Y soit acyclique et g composantes faiblement injectives 

sur ~ . On a 
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Hom~(E',Y) = fHom~(L.,Y) 

D'apr~s (10.2.8), chaque ligne Hom~(Li,Y) du bicomplexe Hom~(L.,Y) est 

acyclique, donc, cormne ces lignes sont uniform~ment born~es inf~rieurement, 

Hom~(E',Y) est acyclique, ce qui prouve notre assertion et d~montre (i). 

L'assertion (ii) se prouve de manigre analogue. 

Preuve de (10.2.4). C'est formel ~ partir de (10.2.9) : le ind-objet 

envisag~ en (10.2.4) est essentiellement constant de valeur Hom~(E',F'), 

oO E' E ob C-(A) est faiblement d~ploy~ pour Homi(E',-) et F' E ob C+(A) 

est ~ composantes faiblement injectives sur ~ . Le reste de la proposition 

est imm~diat. 

Corollaire 10.2.10. Sous les hypotheses de (10.2.4), pour 

F E ob D+(A), on a un isomorphisme canoni~ue fonctoriel 

HomD(A)(E,F) = H°RHOmA(E,F) 

E E ob D-(A), 

Preuve. Comme D(A) se calcule par fractions bilatgrement ~ partir de 

l'isomorphisme en question d~coule trivialement de (10.2.2). 

Hot(A), 

Remarque 10.2.11. Pour A 

coTncide avec le foncteur 

d~finition. 

concentr~ en degr~ O, le foncteur RHom A (10.2.4.1) 

RHom A habituel. Cela r~sulte trivialement de la 

Question 10.2.12. Soient R un Anneau simplicial de T , A = NR 

diff~rentiel gradu~ normalis~ de R (I 3.1.3). Chaque R-Module E 

un A-Module diff~rentiel gradu~ NE (loc. cit.), d'o~ un foncteur 

N : D.(R) > D°](A) 

l'Anneau 

d~finit 
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Ce foncteur est-il pleinement fiddle ? La r~ponse devrait ~tre affirmative au moins 

dans le cas o~ R est de caract~ristique nulle, comme le sugg~rent les 

r~sultats de Quillen ([18'] I 4.6). 

L 
10.3. Les foncteurs ®A et RHom A . 

Soit E (resp. F) un A-Module ~ droite (resp. ~ gauche) diff~rentiel 

gradu~. Le produit tensoriel 

(10.3.1) E ®A F E ob C(ZZ) 

est d~fini par la suite exacte 

d 1 

E ®TzA ®zEF ) ) E ®~F > E ~ F 

d 
o 

o~ do (x ~ a ® y) = xa ~ y, dl(X ® a ® y) = x ® ay . Si A est anti-comanutatif, 

i.e. si ab = (-l)iJba quels que soient a E A i , b E A j , E peut ~tre 
dfn 

consid~r~ comme un A-Module ~ gauche par ax = (-l)iJxa pour a E A i , 

x E E j , et E ®A F se trouve muni naturellement d'une structure de A-Module 

diff~rentiel gradu~ (telle que a(x ® y) = ax ® y quels que soient 

a E A i, x E E j , y E Fk). Ii est clair que (E,F) ~ > E ®A F induit un foncteur 

(10.3.2) ®A : Hot(A) X Hot(A) > Hot(~) (I) , 

et un foncteur 

(10.3.3) ®A : Hot(A) X Hot(A) > Hot(A) 

(i) Dans le membre de gauche, le premier (resp. second) facteur d~signe la cat~gorie 

des A-Modules diff~rentiels gradu~s ~ droite (resp. ~ gauche) g homotopie pr~s. 
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quand A est anti-commutatif. 

Soit A > B un morphisme d'Anneaux diff~rentiels gradu~s. 

Pour E E ob C(A), le produit tensoriel B ®A E est de fa~on naturelle un 

B-Module diff~rentiel gradu4, et le foncteur E i > B ®A E induit un foncteur 

(10.3.4) B ®A- : Hot(A) > Hot(B) 

Pour E, F E ob 

(10.3.5) 

comme le sous-eomplexe de 

C(A), on d~finit 

Hom~(E,F) E ob C(m ) 

Hom~ (E,F) form~ des homomorphismes A-lin~aires, 

ou, si l'on pr4f~re, comme le complexe d4fini par la suite exacte analogue 

(10.2.1.1) avec Hom" au lieu de Hom" . Si A est anti-cormnutatif, Hom~(E,F) 

est de fa~on naturelle un A-Module diff4rentiel gradu~. Le foncteur 

(E,F) I > Hom~(E,F) induit un foncteur 

(10.3.6) Hom~ : Hot(A) ° X Hot(A) > Hot(~) 

et un foneteur 

(10.3.7) Homl : Hot(A) ° X Hot(A) > Hot(A) 

quand A est anti-cormnutatif. 

Les foncteurs Homi , ®A ' Hom~ donnent lieu ~ un formulaire 

tout analogue au formulaire bien connu dans le cas des Anneaux ordinaires 

(associativit4, adjonction, formules chores ~ Cartan, etc.), et que nous 

laissons au lecteur le soin de d~tailler. 

Les Anneaux diff~rentiels gradu~s consid~r~s ~ partir de maintenant 

seront, sauf mention du contraire, suppos4s ~ degr4s ~ O . Cette hypoth~se va 

nous permettre de construire les d~riv~s des foncteurs (10.3.3), (10.3.4), 
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(10.3.6), (10.3.7). De fa~on precise, on a lea r~sultats suivants : 

a) Le foncteur (10.3.2) (reap. (10.3.3)) 

Del%gne ((SGA 4 XVII 1.2.1), (I 1.4.4)) 

L 
( 1 0 . 3 . 8 )  ®A : D-(A) X D-(A) > D - ( ~ )  , 

(reap. 

admet un d~riv~ gauche au sens de 

L 
(10.3.10) B ®.- : D (A) 

A 

qui eat un foncteur exact, envoyant D°](A) 

e) 

> D-(B) , 

dana D°](B). 

Le foncteur (10.3.6) (reap. (10.3.7)) admet un dgriv~ droit au sens 

de (loc. cit.) 

(10.3.11) RHom A : D-(A) ° × D+(A) 

(reap. 

(10.3.12) RHom A : D-(A) ° × D+(A) > D+(A) ) ; 

ee foncteur eat exact, et envoie D°](A) X D[°(A) dams D[°(m) (reap. D[°(A)). 

> D+(TZ ) 

Preuve des assertions a) ~ c). Nous nous bornerons ~ prouver l'assertion a) : 

l'assertion b) se d~montre de mani~re analogue, quant ~ l'assertion c), sa preuve 

eat analogue ~ celle de (10.2.4). II s'agit de montrer que, pour E, F E ob D-(A), 

le pro-objet de D(~ ) (reap. D(A)), 

"lim" 

E'-->E 

F'-->F 

E' ®A F' 

L 
(10.3.9) ®A : D-(A) X D-(A) > D-(A) ) ; 

ce foncteur eat exact et envoie D°](A) × D°](A) dana D°](~) (reap. D°](A)). 

b) Le foncteur (10.3.4) admet un d~riv~ gauche au sens de (loc. cit.) 



145 - 

o~ E' ---->E (resp. F' ---> F) parcourt l'ensemble des classes d'homotopie de 

quasi-isomorphismes de but E (resp. F) est essentiellement constant. Nous 

dirons que L E ob C(A) est d~ploy~ pour le foncteur L ®A- si, pour tout 

objet acyclique M de C (A), L ®A M est acyclique. Pour prouver notre 

assertion, il suffit de montrer que, pour tout 

quasi-isomorphisme E' > E de C (A), avec 

E' ®A- " Or, la formule 

pour P ® ob C(~ ), 

eomposantes plates, 

quasi-isomorphisme 

E E ob C (A), il existe un 

E' d~ploy~ relativement 

ind(P) ®AQ = P ®~Q 

Q E oh C(A), montre que, si P E ob C-(~ ) est 

ind(P) est d~ploy~ pour ind(P) ®A - " Par suite, le 

E' ) E construit dans la preuve de (10.2.9) r~pond 

la question. Ceci prouve donc la premiere partie de a), le seconde est 

immediate. 

Remar~ue 10.3.13. Soient R et A comme en (10.2.12). On d~finit, ~ l'aide 

des shuffles (I 3.3.3.3), une fl~che canonique fonctorielle 

N(E ®R F) > NE ®ANF 

pour E, F E ob R-Mod. Par passage aux cat4gories d4riv4es, celle-ci fournit 

une fl~che (canonique, fonctorielle) 

L 
N(E ~R F) > NE ®ANF 

pour E, F E ob D.(R). Cette dernigre est un isomorphisme, comme on le v~rifie 

facilement. On a un r4sultat de comparaison analogue pour les foncteurs 

"extension des scalaires" (I 3.3.4.1) et (10.3.10), r4sultat qu'on laisse au 

lecteur le soin d'~noncer. 
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Proposition 10.3.14. Dans la situation b), pour E E ob D (A), F E ob D(B), 

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

L 
HomD(B)(B ®AE, F) = HomD(A)(E,F) 

Preuve. Pour L E ob C(A), M E ob C(B), on a un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

(10.3.14.1) Hom~(B ®AL,M) = HomA(L,M) , 

d'o~ r~sulte un isomorphisme analogue avec HOmHot(_) au lieu de Hom" . 

La proposition en d~coule par un argument standard (cf. preuve de (4.6.10)). 

Corollaire 10.3.15. (cf. (I 3.3.4.6)). S i A > B est un quasi-isomorphisme (i), 

L 
les foncteurs B ®A- : D-(A) > D-(B) e t "restriction des scalaires" 

D-(B) > D-(A) sont quasi-inverses l'un de l'autre. 

La preuve est analogue ~ celle de (loc. cit.). 

Scholie 10.3.16. Notons Andg la cat~gorie des Anneaux diff~rentiels gradu~s 

(~ degr~s ~ O), D(Andg) la cat~gorie localis~e de Andg par rapport aux 

quasi-isomorphismes. Grace ~ (10.3.14) et (10.3.15), les categories D-(A), 

pour A E ob D(Andg), forment une cat~gorie fibr~e et cofibr~e sur 

D(Andg) : si A > B est une fl~che de D(Andg), on dispose d'un foncteur 

L 
"extension des scalaires", not~ encore B ®A- : D-(A) > D-(B), et d'un 

foncteur "restriction des scalaires" D-(B) > D-(A), (tous deux bien 

d~termin~s ~ isomorphisme pros ...), et tels que (10.3.14) soit encore valable 

pour E E ob D-(A), F E ob D-(B) . 

(i) des complexes de ~-Modules sous-jacents. 
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Proposition I0.3.17. Dans la situation b), pour E E ob D (A), 

il existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

L 
RHOmB(B ®A E, F) ~ RHOmA(E,F) 

F E ob D+(B), 

Preuve. GrSce & (i0.3.14.1), on a une fl~che canonique fonctorielle 

L 
RHOmB(B ®A E, F) . . .  ' > ... RHOmA(E,F) 

Montrons que c'est un isomorphisme. On peut supposer F ~ degr~s born~s 

inf~rieurement et g composantes faiblement injectives sur ~ ((10.2.5), 

(10.2.9 (ii))). D'autre part, on peut supposer que E est de la formef 

J L 
comme dans la preuve de (10.2.9 (i)). On a alors B ®A E = B ®A E , 

L 
RHomB(B ®AE,F) = Hom~(B ®AE,F), RHOmA(E,F) = Hom~(E,F), et l'on 

gagne par (10.3.14.1). 

L . 

Bien entendu, l'isomorphisme d~duit de (10.3.17) par application 

de H ° s'identifie g (10.3.14) via (10.2.10) (mais 10.3.17) n'implique pas 

tout ~ fait (10.3.14) g cause des hypotheses de degr~). 

Corollaire 10.3.18. S i A > B est un quasi-isomorphisme, alors, pour 

E E ob D-(B), F E ob D+(B), la fl~che de restriction 

RHom B (E, F) > RHOmA(E, F) 

est un isomorphisme. 

Preuve. Cette fl~che s'identifie en effet g la fl~che 

RHOmB (E, F) 

L 
d~duite de la fl~che d'adjonction B ®A E 

isomorphisme d'apr~s (10.3.15), on a gagn~. 

L 
> RHOmB(B ®AE,F) 

> E . Comme cette derni~re est un 
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Remarque 10.3.19. Plus g~n~ralement, compte tenu de (10.3.16), on voit que 

(10.3.17) s'~tend au cas d'une fl~che A > B de D(Andg). Nous aurons 

notamment l'occasion d'appliquer (10.3.17) au cas de la fl~che canonique 

L 
(10.3.20) R > R ®~S 

normalis~e de la fl~che canonique R > R ® ~S, oN R, S sont deux 

Anneaux de T et R ®~S d~signe leur produit tensoriel d~riv~ simplicial 

(I 3.3.5.2). Noter que, comme 

calcule tr~s simplement : si 

est de tor-dimension I, R $~S se 

(10.3.20.1) 0 > J > Q q > S > 0 

est une suite exacte o~ q 

on a un isomorphisme canonique (de 

L 
(10.3.20.2) R ®~S N > 

o~ (O ~ J > Q 

est un morphisme d'Anneaux, avec 

D(Andg)) 

Q plat sur ~ , 

de la manigre ~vidente ; moyennant l'identification (10.3.20.2), (10.3.20) 

est donn~e par rl > r ® I . 

Voci encore un compl~ment qui nous sera utile plus loin. Soit 

A > B un morphisme d'Anneaux diff~rentiels gradu~s. On suppose que A 

est anti-commutatif, et que B est "une A-Alg~bre", i.e. que ab = (-l)iJba 

quels que soient a E A i, b E A i , b E B j . Alors, pour E E ob C(B), 

F E ob C(A), E ®A F (resp. Hom~(E,F)) est de fa§on naturelle objet de 

C(B). Par des constructions analogues ~ celles faites plus haut, on en d~duit 

des foncteurs d~riv~s 

L 
(10.3.21) ~A : D-(B) X D-(A) • > D-(B) , 

(10.3.22) RHom A : D-(B) ° X D+(A) > D+(B) , 

tels que les carr~s ci-dessous, o0 les fl~ches verticales sont les restrictions 

R ® ( O  > J  > Q  > 0 )  , 

) O) e s t  c o n s i d ~ r ~  comme Anneau  d i f f ~ r e n t i e l  g r a d u ~  
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des scalaires, soient commutatifs : 

(10.3.21) 

D-(B) D-(A) ..... > D-(B) 

(10.3.9) 
D-(A) X D-(A) > D-(A) 

(10.3.22) 

D-(B) ° × D+(A) > D+(B) 

(10.3.12) 
D-(A) ° X D+(A) > D+(A) 

Exercice 10.3.23. Soit A un Anneau diff~rentiel gradu~ anti-commutatif. 

Prouver que, pour E, F E ob D-(A), G E ob D+(A), on a des isomorphismes 

"chers g Cartan" (cf. (SGA 6 I 7.4), (V 2.3)) : 

L 
RHOmA (E ®AF, G) = 

L 
RHOmA (E ®AF, G) = 

L 
HomD(A)(E ®AF,G) = 

RHomA(E,RHo___mmA(F,G)) 

RHOmA(E,RHOmA(F,G)) 

HomD(A)(E,RHOmA(F,G)) 

ii. Cohomologie de monoTdes spectraux. 

ii.i. Pseudo-categories associ~es g 9ertains monoTd@s gradu~s. 

Ii.i.i. Soit T une cat~gorie poss~dant des produits finis, l'objet final 

~tant not@ e . La cat~gorie Diagrl(T) (5.6.1) poss~de ~ son tour des 

produits finis. L'objet final de Diagrl(T) est le diagramme, index~ par 

la cat~gorie ponctnelle, de valeur e . Si X, Y sont des diagrammes de types 

respectifs I, J, leur produit est le diagramme 

(ii.I.I.i) X X Y : I X J > T , (i,j) | > X. X Y. 
l j 

II en r~sulte par r~currence que, pour tout n E ~, la cat~gorie Diagrn(T) 

(5.6.2) poss~de des produits finis. L'objet final de Diagrn(T) est toujours 

le diagramme ponctuel de valeur e , et le foncteur Typ (5.6.4) est compatible 
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aux produits : 

(11.1.1.2) Typ(X X Y) = Typ(X) X Typ(Y) 

On peut en particulier parler de monoTdes et d'objets & monoTde d'op4rateurs 

dans Diagrn(T) (nous ne consid4rerons que des monoTdes associatifs et 

unitaires, et les G-objets seront unitaires). Si G est un monoYde de 

Diagrn(T) , Typ(G) est un monoYde de Diagrn_l(Cat). Si X est un G-objet 

de Diagrn(T), Typ(X) est un Typ(G)-objet (de Diagrn_l(Cat)). 

Si I est un (n-l)-diagramme de (Cat), au lieu de "n-diagramme 

de T de type I" nous dirons parfois "ob iet I-$radu4 de T" . De m~me, si 

est un monoYde de Diagrn_l(Cat) , nous dirons "monoYde I-gradu4 de T" 

au lieu de "monoYde de Diagrn_l(T) de type I", etc. 

Les types de monoYdes les plus int4ressants pour nous seront : 

a) La cat4$orie ~' 

par la somme disjointe ordonn4e 

unit~ est [-i] = @). 

b) Les diagrammes S 
8 

(4.1), munie de la structure de mQnoYde d4finie 

([p], [q]) I > [p]~[q] (1.2) (l'~14ment 

(9.2.1). Le morphisme de diagrammes de (Cat) 

(11.1.1.3) 17 : S X S > S a a a 

u((A°) p X (A°) q) = (A°) p+q , 

de type la loi de composition de 

~'-gradu~. 

~' , munit S d'une structure de monoTde 
a 

11.1.2. On suppose maintenant que T est un topos. On fixe un monoYde 

de (Cat), not~ additivement (i), et un monoTde l-gradu4 J = (Ji)i E I 

Diagrl(Cat). On fait l'hypoth~se suivante : 

(i) mais on ne suppose pas I commutatif. 

I 

de 
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(11.1.2.1) quels que soient p, q E ob I, Jp X Jq 

phisme, e!t Jo est la cat4gorie ponctuelle (i). 

Sous cette hypothgse (qui est v4rifi4e par exemple par 

nous inspirer de (2.7.3) pour associer g chaque couple 

> J est un isomor- 
p+q 

J = S ), nous allons a 

(G,X), o~ G est un 

monoTde J-gradu~ de T et X un G-objet J-gradu~, une pseudo-cat~gorie 

(8.2.2) d~pendant fonctoriellement de (G,X). 

a) Le diagramme J d~finit (3.9.1) un objet simplicial de (Cat) 

(11.1.2.2) C.(J) E ob Simpl(Cat) , C (J) = I I J. 
n i 

i ° ~ . . .  - ' ~  i n o 

Tout objet J-gradu~ X de T d~finit de m~me un objet C.(J)-gradu~ 

(11.1.2.3) c.(x) 

c (x) 
n 

E ob Simpl(Diagrl(T)) 

° I I x 
1 

i -->...--->i o 
O n 

qu'on peut aussi interpreter de la mani~re suivante. Convenons, pour simplifier, 

de noter encore Cn(J) le topos Top°(Cn(J)T ) (5.6.3) o~ 

Cn(J) T : Cn(J) > T est le diagramme constant de valeur e . La donn~e 

de X ~quivaut ~ celle d'un objet de C (J) muni d'une "structure" relativement 
o 

au topos fibr~ simplicial C.(J) (8.1.1), et l'on a, avec la notation de (8.1.5), 

(11.1.2.3 bis) C.(X) = ner°(X) 

D'apr~s (8.1.6), le foncteur X t > C.(X) est donc une ~quivalence de la 

cat@gorie des objets J-gradu~s de T sur la sous-cat~gorie pleine de celle 

des objets C.(J)-gradu~s form~e des y = (... yl__~Yo) tels que, pour 

tout (i ° > ... > i n ) E Nern(I), dl'''dn : Yn I Ji > Yo I Ji soit un 
O o 

(I) o d~signe l'~l~ment neutre de I . 

(2) Si (Ux : AX ----> T)X E L est une famille de foncteurs, -LLU X :a-tA X 

d~signe l'unique foncteur dont la restriction ~ chaque A X est U X . 

>T 
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isomorphisme. 

b) La structure de monoTde l-gradu~ de J d~finit sur C.(J) 

une structure de monolde de Simpl(Cat) : on a 

C (J)X C (J)= I I J X J 
n n ~ Po qo 

Po f " ' '  > Pn 

qo > "'" > qn 

et le produit C (J) X C (J) 
n n 

> C (J) envoie le composant 
n 

(JPo X Jqo Po > > Pn ,qo  > > qn ) su r  l e  c o m p o s a n t  

(Jpo+q ° po+qo > > pn+qn ) par l'isomorphisme structural. Si G 

est un monoTde 

de 

J-gradu~ de T, C.(G) est de faGon naturelle un mono~de 

Simpl(Diagrl(T)) de type C.(J) : on a 

C(G) ×C(G)= I I 
n n 

Po > ''" > Pn 

G X G 
Po qo 

qo > " ' "  > qn 

et le produit C (G) X C (G) ) C (G) envoie le composant 
n n n 

(Gpo X Gqo Po > > pn,q ° > > qn ) dans le composant 

(G ,po+qo ----> ... > pn+qn ) par la fl~che structurale G × G 
Po+qo Po qo 

(qui est, d'apr~s (11.1.2.1), un morphisme de diagrammes de type Jpo+qo ) . 

De m~me, si X est un G-objet J-gradu~, C.(X) est un C.(G)-objet de 

Simpl(Diagrl(T)), de type C.(J) (agissant sur lui-m~me par translations 

gauche). On peut alors former (2.7.3) 

> Gpo+q ° ' 

(ii.i.2.4) Ner(C(G), C.(X)) = (... C.(G) X C.(X) ~ C.(X)) 

qui est un objet bisimplicial de Diagrl(T) , de type Ner(C.(J), C.(J)). 

Notons ej le G-objet J-gradu~ de T constant de valeur e (i.e. l'objet 

final de la cat~gorie des G-objets J-gradu~s). La projection canonique 

Ner(C.(G), C.(X)) > Ner(C.(G), C.(ej)) fait de Ner(C.(G), C.(X)) un 
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objet du topos Top°(Ner(C.(G), C.(ej)). Combinant (2.7.3.1) avec l'observation 

faite en a), on obtient : 

Proposition 11.1.2.5 (i), Le foncteur X! ) Ner(C.(G), C.(X)) de la cat~gorie 

des G-objets J-gradu~s de T dans le topos Top°(Ner(C.(G), C.(ej)) (~.~. 

la ca t~gorie des diagrammes de T de type Ner(C.(J), C,(J)) au-dessus de 

Ner(C.(G), C.(ej))) est pleinement fiddle ,. Son image essentielle est form~e 

des objets Y = (Yp,q) qui v~rifient le s deux conditions suivantes : 

(i) pour tout p, le carr~ 

dl.. 
Y 
P,q 

C (G) p q 

.d 
P >Y 

o,q 

e 

est cart~sien ; 

(ii) pour tout (i 
o 

dl'''dq : Yo,qlJi ---'->Yo,o I Ji 
o o 

> ... -----> iq) E Nerq(1), 

est un isomorphisme. 

Le r~sultat ci-apr~s tient la promesse faite au d~but de (11.1.2) : 

Proposition 11.1.2.6. Soit X u n G-ob~jet J-gradu~. Le topos fibr~ simplicial 

In] I > Top°(Nern(C.(G),C.(X))) (11.1.2.4) est une pseudo-cat~gorie (8.2.2). 

Son d~cal~ Decl(x) est ~°-isomorphe au topos fibr~ d~fini par un obiet 

simplicial augment~ d'un topos. 

(I) Dans cet ~nonc~, l'hypothgse (11.1.2.1) est superflue. 
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Preuve. Quels que soient p,q, d : G × X > X (resp. 
o p q p+q 

d I : Gp X Gq > Gp+q) est, d'apr~s (11.1.2.1), un morphisme de diagrammes 

de type J . II s'ensuit que d : C.(G) X C.(X) > C.(X) 
p+q o 

(resp. d I : C.(G) × C.(G) ' > C.(G)) fait de C.(G) X C.(X) (resp. 

C.(G) X C.(G)) un objet de Top°(C.(X)) (resp. Top°(C.(G))). La proposition 

en d~coule facilement (cf. (8.2.1.4)). 

11.2. Spectre d'un Module. 

11.2.1. Soit A une cat~gorie ab~lienne munie d'un foncteur bilin~aire 

®: AxA 

(11.2.1.1) 

> A . Ce foncteur se prolonge naturellement en un foncteur bilin~aire 

® : Diagrl(A) X Diagrj(A) -> Diagr I × j(A) , 

o~ I (resp. J) est un (n-l)-diagramme de (Cat) (pour n = i, 

X E ob Diagrl(A) , Y E ob Diagrj(A), X ~ Y est le diagramme (i,j) I 

On notera parfois ~ le foncteur (11.2.1.1), notamment pour ~viter des 

confusions, quand I = J, avec le produit tensoriel interne ~ la cat~gorie 

Diagrl(A). Conmle cas particuliers de (11.2.1.1), on a, pour p, q E ~, des 

foncteurs bilin~aires 

>X. ®Y.). 
i ] 

(11.2.1.2) 

(11.2.1.3) 

® : p-Simpl(A) X q-Simpl(A) > (p+q)-Simpl(A) 

® : p-C(A) X q-C(A) > (p+q)-C(A) , 

(oN n-C(A) d~signe la cat~gorie des n-complexes (na~fs) de A). Ii est 

imm~diat que, pour X E ob p-Simpl(A), Y E ob q-Simpl(A), on a des isomorphismes 

canoniques fonctoriels : 
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(11.2.1.4) ~(X ~ Y) = ~ X ® ~ Y 

(11.2.1.5) N(X ~ Y) = NX~ NY , 

(11.2.1.6) (X ® y)red = xred ® yred 

(i) 

oO g (resp. N, resp. red) est le foncteur objet diagonal (resp. normalis~ 

(9.1.5)). D'autre part, si r = EPl+qrili est une famille d'entiers total, resp. 

comme en (9.1.7), on v~rifie trivialement qu'on a, pour X Eob p-C(A), 

Y E ob q-C(A), un isomorphisme canonique fonctoriel 

(11.2.1.7) X[E~rili] ~ Y[~Pp+q+l rjlj] = (X ~_Y) [ZP~qrklk] 

Grace ~ (11.2.1.5), on en d~duit un isomorphisme analogue pour X E ob p-Simpl(A), 

Y E ob q-Simpl(A), r ~ O, et aussi pour X E ob p-Simpl(A)re d , Y E ob q-Simpl(A)re d 

(9.1.3), r = ~P~q-i i . 

11.2.2. Soit T un topos, et soit J un monoTde de Diagrn_l(Cat). Paraphrasant 

(ii.I.I), on appelle Anneau J-gradu~ A de T un ~-Module J-gradu~ A muni 

d'un homormorphisme A ® A > A de Diagrn(~ -Mod) de type la loi de compo- 

sition de J , cet homomorphisme ~tant associatif dans le sens ~vident et 

poss~dant une unit~ e > A de type l'unit~ de J . On d~finit de mani~re 

analogue la notion de A-Module J-gradu~. 

Pla~ons-nous maintenant dans la situation de (11.1.2). Nous appellerons 

Anneau de type C.(J) la donn~e d'un ~-Module C.(J)-gradu~ R, muni d'un 

homomorphisme R ® R > R de type la loi de composition de C.(J) (2) , cet 

homomorphisme ~tant associatif et poss~dant une unit~ ; on d~finit comme on 

pense la notion de R-Module de type C.(J). Cela ~tant, tout Anneau J-gradu~ 

(i) ~ droite, il s'agit d'un produit tensoriel interne dans la cat~gorie Simpl(A). 

(2) R ® R est ici l'objet simplicial In] I > R ® R (de type C.(J) X C.(J) : 
n n 

In] ~ C (J) X C (J)) . 
n n 
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A d4finit un Anneau de type C. (J) : 

(11.2.2.1) C.(A) , C (A) = ~ I A. (i) 
n 1 

i >... >i o 
o n 

De m~me, tout A-Module J-gradu~ M d4finit un C.(A)-Module de type C.(J) : 

(11.2.2.2) C.(M) , C (M) = ~ 1 M. (i) 
n l 

i > ... >i o 
o n 

Pour A fix~, M i > C.(M) est un plongement pleinement fiddle de la ca t~gorie 

des A-Modules J-gradu4s dans celle des C.(A)-Modules de type C.(J), l'image 

essentielle ~tant form~e des C.(A)-Modules L tels que, pour tout 

> ... > i n , dl...dn : Lnl Ji ---> LolJ i soit un isomorphisme i o 
o o 

(cf. (11.1.2 a))). Observons d'autre part que, si R est un Anneau de type 

C.(J), la cat4~orie R-Mod des R-Modules de type C.(J) est une cat4gorie 

ab~lienne v4rifiant AB 5 et poss4dant une petite famille de g4n4rateurs : 

l'existence de g4n4rateurs provient de ce que le foncteur d'oubli de R-Mod 

dans la cat4gorie ZZ-Mod(C.(J)) des Zg-Modules de type C.(J) admet un 

adjoint ~ gauche 

(11.2.2.3) ind : ~-Mod(C.(J)) > R-Mod , 

donn4 par 

(11.2.2.4) ind(L) = do! (R ® L) , 

o~ dot : ~-Mod(C.(J) X C.(J)) > ~-Mod(C.(J)) est le prolongement par 

z~ro correspondant au morphisme de localisation d : 
o 

Top°(C.(J) X C.(J)) > Top°(C.(J)) (cf. (11.1.2.6)) (explicitement, 

(i) Comme en (11.1.2.3), si (U k : AX 

foncteurs,J-hUk : J_~A k > ~-Mod(T) 

chaque Ak est Uk . 

> ~-M°d(T))k E L est une famille de 

d4signe l'unique foncteur dont la restriction 
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ind(L) : ~(R ® L ) 
n , r  ° > . . .  > r n  Po > " ' "  > Pn qo > " ' "  > qn 

somme prise sur les couples (Po > ... pn,q ° > ... > qn ) de somme 

r > ... > r ), la structure de R-Module de ind(L) ~tant d~finie grace 
o n 

l'isomorphisme do!(R ® do!(R ® L)) : (dodo)T(R ® R ® L) et ~ la multiplicatior 

de R . Notons que le foncteur (11.2.2.3) est exact quand les composantes de 

R (I) sont des ~-Modules plats. 

11.2.3. On se restreint maintenant au cas o~ J = S , avec a = 0 ou 1 a 

(Ii.I.i b)). Ii d~coule de (11.2.1.7) que le foncteur X I > X(1) (9.2.4) 

d4finit une ~quivalence de la eat~gorie des Anneaux So-gradu4s sur celle des 

Anneaux Sl-gradu~s r~duits (i.e. appartenant ~ SPEC(~-MOd)red), X ~ > X(-I) 

~tant un foncteur quasi-inverse. De m~me, si A est un Anneau So-gradu~, 

le foncteur X I > X(1) d~finit une 4quivalence de la cat~gorie des A-Modules 

So-gradu~s sur celle des A(1)-Modules Sl-gradu~s r~duits. D'autre part, il 

d~coule de (11.2.1.6) que le foncteur d'inclusion de la cat~gorie des Anneaux 

Sl-gradu~s r~duits (resp. des Modules Sl-gradu~s r4duits sur un Anneau 

Sl-gradu~ r4duit B) dans celle des Anneaux Sl-gradu4s (resp. des B-Modules 

Sl-gradu~s) admet un adjoint ~ gauche donn4 par X I > X red (de plus, si B 

est un Anneau Sl-gradu4, il revient au m~me de se donner un B-Module Sl-gradu~ 

r~duit ou un Bred-Module Sl-gradu~ r~duit). 

On a des sorites tout analogues pour les Anneaux et Modules de type 

C.(S ) (a = 0 ou i). Tout d'abord, paraphrasant (9.2.4), on d~finit une a 

~quivalence 

X l > X(-1) 
> 

(11.2.3.1) ~-Mod(C.(Sl))re d < ~-Mod(C.(So) ) , 

Y(1) < I Y 

(1) 
on entend ici les composantes des 

Rn,io > ... ---->i n 

-Modules multisimpliciaux 
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o0 ~-Mod(C.(Sl))re d est la sous-cat~gorie pleine de ~-Mod(C.(SI)) form~e 

des objets "r~duits", i.e. r~duits terme g terme (le foncteur X l > X(1) 

(resp. X(-I)) consiste g d~caler terme ~ terme de Z i. (resp. E -i.) ...). 
i 2 

De m~me, on a un foncteur "r~duction" 

(11.2.3.2) ~-Mod(C.(Sl)) > ~-Mod(C.(Sl))re d , X t > X red 

adjoint ~ gauche au foncteur d'inclusion. Alors, cormne ~ l'alin~a precedent, 

le foncteur X I' > X(1) (11.2.3.1) d~finit une ~quivalence de la cat~gorie des 

Anneaux de type C.(S o) sur celle des Anneaux de type C.(S I) r~duits, etc. 

11.2.3.3. On notera que le foncteur C.(-) con~nute au foncteur 

X ~ > X(1) (resp. XI" > X(-I), resp. X~ > X red) . 

11.2.4. Soient X~ Y, Z des faisceaux ab~liens de T . Toute application 

lin~aire f : X ® Y ........ > Z d~finit, grace ~ (11.2.1.7), un morphisme 

f(l,l) : X(1) ® Y(1) ----> Z(1) de diagrammes de Zg-Modules de type 

: S 1 X S 1 > S 1 (II.I.I.3), tel que f(l,l)IX < p >® Y < q > = f < p+q > , 

avec la notation (9.3.3.1). Notons f(l,l)~: X(1) X Y(1) > Z(1) le morphisme 

de diagrammes de T de type ~ , compos~ de f(l,l) et de la fl~che canonique 

X(1) X Y(i) 

(Ii.2.4.i) 

o0 Hom 

type 

> X(1) ® Y(1). On d~finit de la sorte une application 

Hom~ (X ® Y,Z) > Horn (X(1) X Y(1), Z(1)), f I > f(l,l) ~ , 

(U,V) d~signe l'ensemble des morphismes de 2-diagrammes de T de 

de U dans V . 
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Proposition 11.2.4.2. L'application (11.2.4.1) est bijective. 

Preuve. Rappelons (9.3.2.1) que, si G est un groupe de T , on a 

G < 1 > = Ner(G), et que le foncteur Ner(-) est pleinement fiddle et 

commute aux produits. Ii s'ensuit qu'une application u : X X Y > Z est 

lin~aire par rapport ~ X (resp. Y) si et seulement si elle se prolonge en 

une application X < 1 > × Y > Z < 1 > (resp. X X Y < 1 > > Z < 1 >), 

et qu'alors le prolongement est unique. La proposition en d~coule ais~ment, 

compte tenu de (9.3.3.3 ). 

11.2.5. Soit A un Anneau de T . Regardant A comme Anneau So-gradu~ trivial 

(9.2.2), on en d~duit (11.2.3) un Anneau Sl-gradu~ A(1), dont nous d~signerons 

par A(1) X le monolde multiplicatif Sl-gradu~ sous-jacent. A chaque A-Module 

M on peut associer le A(1)-Module Sl-gradu~ M(1) (11.2.3), qui d~finit 

(par oubli de la structure additive) un A(1)X-objet Sl-gradu~ M(1) X . 

Proposition 11.2.5.1. Le foncteur M I > M(1) X de la cat~gorie des A-Modules 

d__~e T dans eelle des A(1)X-objets Sl-gradu~s de T est pleinement fiddle, 

et son image essentielle se compose des objets ~ui, en rant qu'ob~ets de 

SPEC(T), sont dans l'image essentielle du foncteur (9.3.3.2) (i.e. v~rifient 

les conditions (i) e__~t (ii) de (9.3.3.3)). 

Preuve. C'est une consequence immediate de (9.3.3.3) et (11.2.4.2). 

Combinant (11.1.2.5) et (Ii.2.5.1), on obtient : 

Proposition 11.2.5.2. Le foncteur M F > Ner(C.(A(1)X), C.(M (1)X)) de la 

c~t~gorie des A-Mpdules de T dans celle des diagrammes de T de type 

Ner(C.(SI),C.(SI)) au-dessus de Ner(C.(A(1)X), C.(esI)) est pleinement fiddle. 

Son image essentielle se compose des objets Y = (Yp,q) ~ui v~rifient les 

conditions suivantes : 
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(i) pour tout p, le carr~ 

d l - -  
Y 

P,q  

t 
c ( a (1 )x )  p q 

.d 
P 

>Y 
o,q 

est cart~sien ; 

(ii) pour tout 

i +i 
dl...d q : Yo,ql(A o) o 

([io] > ... > [iq]) E Ner (~') q 

i +i 
> Yo,o I (4o) o est un isomorphisme ; 

(iii) pour tout [hi E ob ~' 

d i : y '° I (~o)n+l > ~l(y ° oi(~o)n+2) 
o i , 

est un isomorphisme ; 

et tout i, la fl~che structurale 

(donn~e par d : Y > Y ) 
0 O~i O~O 

(ao) n+z 
(iv) pour tout In] E ob ~', Yo,o est dans I/image essentielle 

du foncteur X ! > X < n+l > , ~.~. v~rifie les conditions de 9.3.2.2). 

11.3. Formules d'adjonction. 

11.3.1. Soit, comme en (11.2.3), Q un Anneau de type C.(S I) de T , d'o~ 

red(I) . , 
un Anneau Q - de type C.(S ) Les foncteurs X I > X(1) X I > xred(-l) 

O 

4tant exacts, il d4coule des sorites de (loc. cir.) qu'on a des isomorphismes 

canoniques fonctoriels 

(11.3.1.1) 

pour X E ob D(Q), 

HomD(Q)(X,Y(1)) = HOmD(Qred(_l))(xred(-l),y) 

Y E D(Qred(-l)) (I), et 

(11.3.1.2) RHOmD(Q)(X,Y(1)) = RHOmD(Qred(_l))(xred(-l),y ) 

(I) D(Q) (resp. D(Qred(-l)) ) d~si~ne la cat~gorie d~riv~e de la cat~gorie ab~lien- 
ne (11.2.2) des Q-Modules (resp. Qre (-l)-Modules) de type C.(S I) (resp. C.(So)). 
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pour Y 6 ob D+(Qred(-l)). En partieulier, le foncteur D(Qred(-l)) > D(Q), 

Y ~ > Y(1) est pleinement fiddle, et son image essentielle se compose des objets 

X qui, en tant qu'objets de D(C.(Sl)), sont r4duits, i.e. tels que tousles 

HIX soient des ~-Modules de type C.(S I) r~duits. 

11.3.2. Soit R un Anneau de type C.(S ) de T . Cormne en (9.2.7), on 
o 

peut appliquer ~ R, terme ~ terme, le foncteur sous-objet diagonal, et l'on 

obtient, d'apr~s (Ii.2.1.4), un Anneau bisimplicial In] I > A R n , oN 

A R  = ~ A R .  
n ! >... >i 

i > ... ----> i o n 
o n 

Nous noterons 

(11.3.2.1) A2R 

l'Anneau simplicial diagonal d4fini par [n]~ ..... > A R (donc 
n 

composante de degr~ n de l'Anneau simplicial & R ). A chaque 
n 

de type C.(S o) on associe de m~me, par la diagonale, un 

et un ~2R-Module 

(11.3.2.2) A2E E ob &2R-Mod , 

(A2R) est la 
n 

R-Module E 

A R-Module A E : [n]~-> ~ E 
n 

qui d~pendent fonctoriellement de E . 

Si A est un Anneau So-gradu~ , ~ A (9.2.7) est un Anneau 

~'-gradu4 de Simpl(T), qui donne naissance, par application du foncteur 

C.(-) relatif g ~' , ~ un Anneau bisimplicial C.(A A), donc ~ un Anneau 

simplicial diagonal A C.(A A), qui n'est autre que A2C.(A), comme on le 

v~rifie trivialement : 

(11.3.2.3) A C.(A A) = A2C.(A) 

De mame, si M est un A-Module So-gradu4, on a un isomorphisme canonique 

fonctoriel de A2C.(A)-Modules : 
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(11.3.2.4) A C.(A M) = A2C. (M) 

Fixons maintenant l'Anneau R de type C.(S ). Notons N A 2R o 

l'Anneau diff~rentiel gradu~ normalis~ de A2R (10.2.12), et de m~me N &2E 

le N ~2R-Module diff~rentiel gradu~ normalis~ de A2E (11.3.2.2) pour 

E E ob R-Mod . Le foncteur E I ) N ~2E est exact. Par extension ~ la cat~gorie 

des complexes de R-Modules de type C.(S ) et composition avec le foncteur 
o 

complexe simple associ~, il d~finit un foncteur exact entre cat~goriesd~riv~es 

f 
(11.3.2.5) D(R) > D(N A2R) , E I > J N A2E 

oN D(N A2R) est la cat~gorie d~riv~e des N A2R-Modules diff~rentiels gradu~s 

(10.1.4). Le foncteur (11.3.2.5) envoie D-(R) dans D-(N A2R), et m~me, 

plus pr~cis~ment, Da](R) dans Da](N A2R) pour tout a E ~ , oN Da](R) 

(resp. Da](N JR) ) d~signe la sous-cat~gorie pleine de D(R) (resp. D(N A2R)) 

form~e des objets g cohomologie nulle en degr~ > a (cf. (10.1.7)). 

Pour E, F E ob R-Mod, on a une fl~che canonique fonctorielle 

HomR(E,F) > Hom~ A2R(N A2E, N A2F) , 

compos~e de HOmR(E,F) > Hom N A2R(N A2E, N A2F) e t  de la  f l~che  canonique 

Horn N A2R(N A2E, N A2F) = Z°Hom~ A2R(N A2E, N A2F) > Hom~ A2R(N ~2E, N A2F). 

Par extension aux complexes de R-Modules et passage aux complexes simples associ~s, 

on en d~duit une fl~che canonique fonctorielle 

(11.3.2.6) Hom~(E,F) > Hom~ ~2R(fN A2E, fN A2F) 

pour E, F E ob Hot(R) (I), d'o~, par passage aux ind-objets (cf. (10.2.4)), 

une fl~che canonique fonctorielle 

(11.3.2.7) 

(I) Hot(R) 

(E,F) > RHom N A2R(JN A2E,/N A2F) RHom R 

d~signe la cat~gorie des complexes de R-Modules g homotopie pr~s. 
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E E ob D-(R), F E ob D+(R) tel que f N ~2F E ob D+(N A2R). La fl&che pour 

d~duite de (11.2.3.7) par application de H O n'est autre que la fl~che d~finie 

par (11.3.2.5) : HomD(R)(E,F) > HOmD( N ~2R)(N ~2E, N ~2F) (cf. (10.2.10)). 

11.3.3. Nous allons montrer que, moyennant certaines hypotheses sur R et F , 

(11.2.3.7) est un isomorphisme. Pour formuler ce r~sultat, nous aurons besoin 

de revenir un instant sur les formules d'adjonction de (9.4). Soit donc A 

une cat~gorie ab~lienne comme en (loc. cir.). Notons AC'(So ) la cat~gorie 

des 2-diagrammes de A de type C.(S ). Elle contient de mani~re ~vidente com~e 
o 

sous-cat~gorie pleine la cat~gorie A Ner(~') des 2-diagrammes de A de type 

Ner(~') (i) (regarder un objet de A comme un objet multisimplicial trivial). 

Le foncteur d'inclusion poss~de un adjoint ~ gauche, compos~ de ~ et de H , 
o 

et not~ encore 

(11.3.3.1) H : AC'(So ) > A Ner(~') 
o 

On voit comme en (9.4.4) que ce foncteur admet un d~riv~ gmuche 

(11.3.3.2) LH : D-(AC'(So )) > D-(A Ner(~')) 
o 

donn~ par 

f 
(11.3.3.3) LHo(E) = /4 E 

pour E E ob D-(AC'(So )) (l'objet diagonal ~ E est un complexe d'objets 

simpliciaux de A Ner(~') ,donc d~finit par passage au complexe simple associ~ 

un complexe f~ E d'objets de ANer(~')), et que l~on a des isomorphismes 

fonctoriels canoniques 

(11.3.3.4) HomD(ANer---,))(LHoE(~ ,F) = HomD(AC.(So))(E,F) 

(I) Ner(~') est consid~r~ comme un objet simplicial en categories discr~tes. 
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pour E 6 ob D-(AC'(So)), F E ob D(ANer(~')), et 

(11.3.3.5) 

pour E E ob D-(AC'(So)), 

foncteur "objet constant" 

lim , lequel admet un d~riv~ gauche 
4 

Ner(~') 

(11.3.3.6) Ll4m : D-(A Ner(~')) 

Ner(~') 

RHom(LHoE,F) = RHom(E,F) 

F E ob D+(ANer(~')). On v4rifie d'autre part que le 

A > A Ner(~') poss~de un adjoint ~ gauche not4 

> D - ( A )  , 

donn~ par 

f 
(11.3.3.7) Llim E = J([n] I > • E. > > i ) 

-- ---> > i lo "'" n Ner(A') io "'" n 

pour E E ob D-(A Ner(~')) (la preuve, analogue ~ celle de (6.6.4.4.), est 

laiss4e en exercice au lecteur). On v~rifie de plus qu'on a des isomorphismes 

fonctoriels canoniques 

(Llim E,F) = HOmD(ANer(~,) (E,F) (11..3.3.8) HomD(A) 

Ner(~') ) 

pour E E ob D-(ANer(~')), F E ob D(A), et 

(11.3.3.9) RHom(Llim E,F) = RHom(E,F) 
4 

Ner(~') 

pour E E ob D-(ANer(~')), F E ob D+(A). Ii d4coule par ailleurs de (11.3.3.3), 

(11.3.3.7), et d'Eilenberg-Zilber qu'on a un isomorphisme fonctoriel canonique 

f 
(11.3.3.10) Llim LH E = ]&2E 

J Ner(&') 

pour E E ob D-(AC'(So)), o~, comme en (11.3.2.1) et (11.3.2.2), ~2E 

l'objet diagonal de l'objet bisimplicial [n] I > ~ E. 
i > ... > i lo 
o n 

Cette formule, jointe ~ l'isomorphisme (cf. (11.3.2.3)) 

d~signe 

>i " 
n 
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(11.3.3.11) c.(5x) = A2c.(x) 

pour 

foncteur 

(11.3.3.12) 

X E ob SlMPL(A), et ~ la description explicite ((4.6.9), (9.4.4.1)) du 

Llim : D-(SIMPL(A)) > D-(A) (9.4•7), montre que le diagramme 
-+ 

c . ( - )  
D-(SIMPL(A)) > D-(A C" (So)) 

J Ner (~') 

D (A) 

est commutatif ~ isomorphisme canonique pr~s. D'autrepart, combinant (11.3.3.4) 

(resp. (11.3.3.5)) avec (11.3.3.8) (resp. (11•3.3.9)), on obtient, compte 

tenu de (11.3.3.10), des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(11.3.3.13) HomD(A)( / ~2E,F) = 

pour E E ob D-(AC'(So)), F E ob D(A), et 

(11.3.3.14) RHom(/ ~2E,F) 

pour E E ob D-(AC'(So)), F E ob D+(A). 

"obiet constant" 

Hom (E,F) 

D(AC.(So ) ) 

= RHom(E,F) 

En particulier, le foncteur 

(11.3.3.15) D-(A) > D-(AC'(So )) 

est pleinement fidgle, et son image essentielle se compose des obiets X tels 

la fl~che canoni~ue X ' >f~2 X (I) soit un isomorphisme, !.!. tels que ~ue 
J 

les HZX soient "constants". Composant (11•3.3.15) avec le foncteur (cf. (11•2.3.1)) 

(11.3.3.16) D(AC'(So )) C > D(AC'(SI )) , X I > X(1) , 

qui est une ~quivalence sur la sous-cat~gorie pleine de D(AC'(SI)) form~e des 

objets Y tels que les HIY soient r~duits, on obtient un foncteur pleinement 

fiddle 

(I) oN le second membre d~signe l'image de f~2X E ob D-(A) par (11.3.3.15)• 
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(11.3.3.17) D-(A) C ~ D" -(AC'(SI )) 

dont l'image essentielle se compose des Y 

l'image essentielle du foncteur compos4 

L I > L(1) 
AC > SPEC(A) C 

tels que les HZY soient dans 

c.(-) 
> A c" (S 1) 

Nous pouvons maintenant ~noncer le r4sultat princlpal de ce num~ro : 

Th~or~me 11.3.4. Soit R un Anneau de type C.(S ) de T, tel que les 
O 

composantes de R (i) soient des ~-Modules plats, et soient E 6 ob D-(R), 

F 6 ob D+(R). On suppose que l'objet de D+(C.(So ), ~) (2) d~fini par F par 

oubli est dans l'image essentielle de Db(~) par le foncteur "objet constant" 

(11.3.3.15). Alors la fl~che (11.3.2.7) 

RHOmR(E,F) > RHOmN &2R (fN A2E, fN A2F) 

est un isomorphisme. 

Preuve. On a vu plus haut (11.2.2) que tout R-Module est quotient d'un module 

"induit", i.e. de la forme ind(L) (11.2.2.4) avec L E ob ~ -Mod(C.(S o) . 

Cormne le foncteur (11.3.2.5) envoie Da](R) dans Da](N A2R), on peut, par 

d~vissage, se borner au cas o5 E est concentr4 en degr4 O et de la forme 

ind(L). Comme les composantes de R sont plates, le foncteur ind est exact, 

et l'on a par suite un isomorphisme canonique 

(w) RHOmR(ind(L), F) = RHom(L,F) , 

o5 le RHom ~ droite est calcul~ dans la cat~gorie D(C.(S ), ~). D'autre part, 
o 

on v4rifie, par exemple sur la description explicite de ind(L) donn4e en 

(11.2.2.4), qu'on a un isomorphisme canonique de ~2R-Modules 

(i) cf. note (I) ~ la fin de (11.2.2). 

(2) on note D(~ ) (resp. D(C.(Sa) , ~ )) la cat~gorie d~riv~e de celle des 

-Modules de T (resp. des ~ -Modules de T de type C.(Sa)). 
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canonique de N A2R-Modules 

(~) g2ind(L) = A2 R ® A2L 

d'oh, par les shuffles (I 3.1.3), un isomorphisme 

diff~rentiels gradu~s 

(~)' N A2ind(L) = N ~2R ® N A2L 

Comme N A2R est plat, on a N A2R ® N A2L = N ~2R ~ N A2L , et d'apr&s 

(10.3.17), on a un isomorphisme canonique 

(~) 

oN le RHom 

RHOmN &2R(N A2ind(L), /N f~2F)--RHom(N f~2L,/N A2F) , 

droite est ealcul~ dans la cat~gorie D(2Z ). Grace ~ (~) et (~), 

on est ramen~, moyennant une compatibilit~ triviale, ~ prouver que la fl~che 

canonique (d~finie de mani~re analogue ~ (11.2.3.7)) 

(~) RHom(L,F) > RHom(N ~2L,/N ~2F) 

est un isomorphisme. L'hypoth~se que F en tant qu'objet de D(C.(S ),~) 
O 

est dans l'image essentielle de D(~) signifie, comme on a vu plus haut que la 

fl~che canonique (de D(C.(So) , ~)) 

l'on peut r~crire (~-~) sous la forme 

(~)' RHom(L,G) ~ RHom(~2L,G) ; 

mais on reconnaSt en (~)' l'isomorphisme (11.3.3.14) (avec 

remplac~ par L (resp. G)), donc on a gagn~. 

F ~ >fN A2F = G est un isomorphisme, et 

E (resp. F) 

11.3.5. Soit, comme en (11.3.1), Q un Anneau de type C.(S I) de T . Le 

foncteur L ~----> Lred(-l) d~finit une flgche canonique fonctorielle 

(11.3.5.1) RHOmQ(X,Y) ----> RHomQred(_l)(Xred(-l) , yred(-l)) 

pour X E ob D(Q), Y E ob D+(Q), d'o~, par composition ave¢ (11.3.2.7), une fl~che 

canonique fonctorielle 
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(11..3.5.2) RHOmQ(X,Y) - ) RHomN A2(Qred(_l))(fN A2xred(-l),fN A2yred(-l)) , 

pour X E ob D-(Q), Y E ob D+(Q) tel que fN A2yred(-l) E ob D+(N A2Qred(-l)). 

De (11.3.4) et de l'isomorphisme (11.3.1.2) r~sulte alors le 

Corollaire 11.3.5.3. Si les composantes de Q sont des ~-Modules plats, e t 

si l'0bjet de D(C.(SI), ~) d~fini par Y par oubli est dansl'imase essentielle 

de Db(~ ) par le foncteur (11.3.3.17), la flgche (11.3.5.2) est un isomorphisme. 

11.4. L'Anneau ~St(A) et la r~solution de MacLane. 

On fixe un topos T . 

11.4.1. Soit A un Anneau de T (associatif et unitaire). Cet Anneau d~finit 

(11.2.5) un mono~de Sl-gradu~ A(1) × et un mono~de de type C.(S I) C(A(1) X) 

Comme le foncteur ~ -Module libre engendr~, not~ ~ (-), transforme produit en 

produit tensoriel, ~ (A(1) ×) (resp. ~ (C.(A(1)×))) est un Anneau Sl-gradu~ 

(resp. de type C.(SI)) , et l'on a 

(11.4.1.1) m (C.(A(1)X)) = C.(~ (A(1)X)) , 

avec la notation (Ii.2.2.1). Utilisant que le foncteur C.(-) commute au foncteur 

XI > xred(-l) (11.2.3.3), on en d~duit 

(11.4.1.2) m (C.(A(1)X))red(-l) = C.(~ (A(1)X)red(-l)) , 

d'o~, grate ~ (11.3.2.3), 

(11.4.1.3) ~2~ (C.(A(1)X))red(-I) = ~ St(A) , 

o~ ~ st(_) est le stabilis~ de ~ (-) (9.5.2). Ainsi, ~ st(A) est muni canoni- 

quement d'une structure d'Anneau simplicial (associatif et unitaire). Cet Anneau 

est Plat sur ~ : ses composantes sont en effet des sommes d~nombrables de 



- 169  - 

-Modules de la forme ~ (A n ) ou ~+(A n ) (notation de (9.5.4)). D'autre part, 

l'au~mentation canonique 

(11.4.1.4) ~St(A) > A , 

d~finie en (9.5.12.2),est un homomorphisme d'Anneaux : en effet, ~St(A) n'est 
o 

autre que l'Anneau ]N-gradu~ ~ (A) • ~+(A) • ... (~gal ~ ~+(A) en chaque 

degr~ n > 0, avec la multiplication ~vidente), et (11.4.1.4) est le compos~ de 

la projection canonique sur ~ (A) et de l'homomorphisme canonique 

(A) > A . Si N~St(A) d~signe l'Anneau diff~rentiel gradu~ normalis~ 

de ~ st(A) (10.2.12), il d~coule de (9.5.12.4) que (11.4.1.4) d~finit une 

r~solutlon, au sens de (10.3.20.1), 

(11.4.1.5) t[_l(N~ St(A)) > A 

avec la notation de (10.1.8). Cette r~solution permet de calculer 

o~ @ est un Anneau donn~ de T : d'apr~s (10.3.20.2), on a 

L 
A®~@, 

L 
A ®~; = t[_l(N2zSt(A)) ~ , (dans D(Andg)) 

e t  corinne 

t[_l(N ~ St(A)) ®~@ = t[_l(N ~ St(A ) ®~@) = t[_l(N@St(A)) (i) 

~ans Andg), on obtient finalement un isomorphisme canonique de D(Andg) : 

L 
(11.4.1.6) A ®~@ = t[_l(N~St(A)) 

On a en particulier une fl&che canonique (projection sur 

L 
(11.4.1.7) N~St(A) > A ®~ , 

t[_l) 

(I) si R est un Anneau de T , on note bien entendu R(-) le foncteur 

R-Module libre engendr~. 
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pour laquelle le foncteur restriction des sealaires ~tablit, d'apr~s (10.1.8.2), 

une ~quivalence de categories 

(11.4.1.8) D[n,n+l](A L ~ D[n,n+l] ~) > (N~St(A)) 

pour tout entier n . 

11.4.2. Tout A-Module M d~finit (11.2.5) un A(1)×-objet Sl-gradu~ 

M(1) X , et un C.(A(1)X)-objet de type C.(SI) , C.(M(1)X). Par suite, 

(M(1) X) (resp. ~ (C.(M(1)X))) est un ~ (A(1)×)-Module Sl-gradu~ 

(resp. un ~ (C.(A(1)X))-Module de type C.(SI)) , et l'on voit, comme en 

(11.4.1), qu'on a des isomorphismes canoniques : 

(11.4.2.1) ~ (C.(M(1)×)) = C.(~ (M(1)X)) , 

(11.4.2.2) ~ (C.(M(1)x))red(-l) = C.(~ (M(1)x)red(-l)) , 

(11.4.2.3) &2~ (C.(M(1)x))red(_l) = ~ St(M ) , 

de sorte que ~ st(M) est muni canoDi~uement d'une structure de ~St(A)-Module. 

Les composantes de ~St(M) sont des sommes d~nombrables de ~-Modules de 

la forme ~ (M n) ou ~+(Mn). D'autre part, on v~rifie comme tout ~ l'heure 

que l'augmentatipn canonique (9.5.12.2) 

(11.4.2.4) ~ St(M) > M 

est un homomorphisme de Modules au-dessus de l'homomorphisme d'Anneaux 

(11.4.1.4). "Plus g~n~ralement", si A est un Anneau simplicial, et M 

un A-Module (de Simpl(T)), ~St(A) (d~fini cormme en (9.5.3)) est un Anneau 

simplicial, ~St(M) un ~St(A)-Modul~ et (11.4.1.4) (resp. 11.4.2.4)) d~finit 

un homomorphisme d'Anneaux simplieiaux ~ St(A) > A (resp. un homomorphisme de 

Modules ~ St(M) > M au-dessus de ~ St(A) > A). Cet homomorphisme de 

Modules d~finit un homomorphisme A-lin~aire 
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(11.4.2.5) A ®~St(A)~ St(M) > M 

d'o~ un homomorphisme de D.(A) (I 3.1.7, 1 3.3.4) 

A ~St(A)~ St(M) > M (11.4.2.6) 

Le r~sultat ci-apr~s est implicite dans MacLane [12] : 

Th~or~me 11.4.3. 

Preuve. Le th~or~me est ~videmment vrai pour 

il en r~sulte que le th~or~me est vrai pour M 

maintenant que le foncteur ~ st(_) : A-Mod 

limites inductives locales 

des foncteurs dont ~ st(_) 

(I 3.3.3.1) 

st(A) 

E 1 = Tor P(Ap,~ St(M) ) 
Pq q P 

il s'ensuit que, pour chaque i , le foncteur M J 

La fl~che (11.4.2.6) est un isomorphisme. 

M = A . Grace g (9.5.9 (ii)), 

libre de type fini. Notons 

> ~ St(A)-Mod commute aux 

(I 4.2.1) (on le v~rifie trivialement sur chacun 

est le compos~). Par la suite spectrale 

H~(A ~st(A)~St(M)) 

> Hi(A ®Tz st(A)m St(M)) 

commute aux limites inductives locales. Par le th~or~me de Lazard-Deligne 

(I 4.2.1.1), il en r~sulte que le th4or~me est vrai pour M plat, done vrai 

pour tout M grace ~ (9.5.12.1). 

Compte tenu de (10.3.13), (11.4.3) 

fonctoriel de D(NA) : 

L 
(11.4.3.1) NA®Nm St(A)N~t(M) >NM 

fournit un isomorphisme canonique 
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11.4.4. Fixons l'Anneau A de T . On peut se servir de l'isomorphimse 

(11.4.2.6) pour construire, fonctoriellement en le A-Module M , une r4solution 

de M par des sommes de Modules de la forme A(A p X M q) (ou de facteurs directs 

de A(A p X M q) d~finis par des "effets crois~s" ([3] 4.18) de A(-)). Cette 

construction s'appuie sur la traditionnelle bar-r4solution pour les Modules, 

que nous allons d'abord rappeler rapidement. 

Soit K > R un morphisme d'Anneaux (non n~cessairement cormmutatifs) 

de T . Le couple de foncteurs adjoints (extension des scalaires, restriction 

des scalaires) entre les cat4gories K-Mod et R-Mod fournit, d'apr~s (I 1.5.2), 

fonctoriellement en X E ob R-Mod, un R-Module simplicial 

(11.4.4.1) Bar(R/K,X) E ob Simpl(R-Mod) 

muni d'une augmentation R-lin4aire 

(11.4.4.2) Bar(R/K,X) > X 

qu'on appelle bar-r~solution de 

On a : 

X relative ~ K 

(11.4.4.3) Barn(R/K,X) = R ® n+l ® X 

> R (ou simplement" K). 

(produits tensoriels pris sur K), avec la structure de R-Module d4finie par le 

facteur extreme gauche. Les op4rateurs de face et de d4g4n~rescence sont donn4s 

par : 

(11.4.4.4) diY = r I ® ... ® ri+iri+ 2 ~ ... ® rn+ I ® x , 

pour 0 < i < n, 

oN y = r I 

dnY = r I ® ... ® r n ® rn+iX , 

® ... ® rn+ I ® x ; et 

siY = r I ® ... ~ ri+ I ® I ® ri+ 2 ® ... ® rn+ I ® x , 
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pour 0 ~ i ~ n . Enfin, l'augmentation (11.4.4.2) est donn~e par la fl~che 

canonique R ® X ---~X, r ® x~ > rx . L e complexe au~nent~ (11.4.4.2) est 

acyclique : en effet, d'aprgs (I 1.5.3), le complexe K-lin~aire sous-jacent 

est homotopiquement trivial. Quand X est plat sur K, la bar-r~solution de X 

relative ~ K e~t donc une r~solution plate de X co~e R-Module. Elle permet 

par suite de calculer des produits tensoriels d~riv~s. 

Par exemple, pour tout A-Module M, Bar(~St(A)/~ ,~St(M)) est 

une r~solution de ~St(M) par des ~ St(A)-Modules plats, et, d'apr~s (11.4.3), 

la fl~che canonique A ® ~ (M) > fournit une r~solution 

(11.4.4.5) A®~St(A ) ~ Bar(mSt(A)/~ , mSt(M)) 

o0 

>M , 

A d~signe la diagonale. D'apr~s (11.4.4.3), la n-i~me composante de cette 

r~solution s'~crit 

A ®~ ~ St(A)® n ® 2Z St(M) 
n ii 

donc, compte tenu des descriptions donn~es plus haut de ~St(A), ~st(M), est 

une somme d~nombrable de Modules de la forme A(A p X Mq), ou facteur direct 

de A(A p X M q) d~fini par des effets crois~s de A(-). Le lecteur trouvera 

dans Breen [2] une variante plus ~conomique de (iI.4.4.5), oO les composantes 

sont des sommes finies de Modules de la forme A(A p X Mq). Dans (SGA 7 VII 3.5.4), 

Grothendieck avait construit le d~but d'une telle r~solution, et pos~ le probl~me 

de son prolongement en une r~solution de longueur infinie. L'existence d'un tel 

prolongement fut prouv~e par Deligne en AoQt 1970, et, ind~pendamment, par 

Breen (loc. cit.). C'est cette derni~re construction, inspir~e de MacLane [12], 

que nous avons ici essentiellement reproduite. 

11.5. Applications. 

On conserve le topos T de 

de T ; on suppose @ cormnutatif. 

(11.4). On se donne des Anneaux A et 
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11.5.1. Simplification de (11.3.5.2). 

Notons 

(11.5.1.1) Q : ~ (C.(A(1)X)) 

l'Anneau de type C.(S I) envisag~ en (11.4.1), et 

(11.5.1.2) X : m (C.(G(1)X)) 

le Q-Module de type C.(S I) 

(11.4.1.3), on a 

d~fini par un A-Module G (11.4.2). D'apr~s 

(11.5.1.3) N &2Qred(-l) = N~ St(A) , 

et la formule analogue avec Q remplac~ par Q ®~@ : 

(11.5.1.3)' N ~2(Q ®~@)red(_l) : N@St(A) 

Pour Y E ob D+(Q ®~@) tel que fN ~2yred(-l) E ob D+(N@St(A)), 

canonique (11.3.5.2) s'~crit, compte tenu de (11.4.2.3) : 

la fl~che 

(11.5.1.4) RHOmQ(X,Y) > RH°mN~t (A) 

Supposons que l'on dispose d'un objet M de 

(11.5.1.5) fN A2yred(-l) = 

J 

(N~ St(G), /N ~2yred(-l)) 

L 
D+(A ®_@) tel que l'on ait g~ 

dans D(N@St(A)), M ~tant consid~r~ comme objet de D(N@St(A)) par restric- 

tion des scalaires relativement ~ (11.4.1.7). D'apr~s (10.3.17) appliqu~ 

L 
la fl~che N~ St(A)- > A ®_@ , diagonale du carr~ cormmutatif z~ 

(Ii.4.1.7) 
N@St(A) > A~yz.@ 

(11.5.1.6) (10.3.20) 

(ii.4.1.4) 
N~ st(A) > A 
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on a 

RHOmN~ st(A)(N~ St(G),M ) = RHom A L @((A ~@) ®= 

Or, d'apr~s (11.4.3.1) (et (11.5.1.6)), on a 

L L 
(A ~m ~) ~Nm St(A)NmSt(G) 

~N~ St(A)N~ St(G)'M) 

de sorte qu'en appliquant (10.3.17) ~ A > A ~@ , on obtient finalement 

(11.5.1.7) RHOmNmSt(A)(NmSt(G), M) = RHOmA(G,M) , 

et que la fl~che (11.5.1.4) se r~crit 

(11.5.1.8) RHOmQ(X,Y) >RHOmA(G,M) 

D'apr~s (11.3.5.3), (11.5.1.8) est donc un isomorphisme quand l'objet de 

D(C.(SI),~) d~fini par Y est dans l'image essentielle de Db(~) par 

(11.3.3.17). 

11.5.2. Exemple. 

On a vu en (11.2.5) que, si M est un A-Module, M(1) est un 

A(1)-Module Sl-gradu@ ; par restriction des scalaires via la fl~che canonique 

(A(1) X) > A(1), M(1) est donc un ~ (A(1)×)-Module Sl-gradug , et par 

suite C.(M(1)) est un Q-Module de type C.(SI), ob Q est donn~ par 

(11.5.1.1). Ainsi, M J ~ C.(M(1)) d~finit un foncteur (exact) de A-Mod 

dans Q-Mod, et, plus ggn~ralement, de C(A ®~P) dans C(Q ®~P) (I0.i.I) 

pour tout Anneau diff@rentiel gradug P de T ,donc de D(A ®~P) dans 

D(Q ~P) aans D(Q ®~P) ; en particulier, cormne Q est plat sur ~ , on 

obtient un foncteur 

L 
(ii.5.2.1) C.(-(1)) : D(A ®Tz~;) > D(Q ®Tz@) , 
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exact, et qui envoie D~a,bj(_ ) r 7  dans D~a,bz(_ ) r 7  pour tout intervalle [a,b] 

de ~ . II est imm~diat que le triangle ci-apr~s, o~ la fl~che oblique est la 

restriction des scalaires, est commutatif g isomorphisme canonique pros : 

(11.5.2.2) 

L (11.5.2.1) 
D(A ®Zg (9) ) D(Q ®~ (9) 

D (N(gS t (A)) 

~->fNA2yred(-l) 

il suffit en effet d'observer que C.(M(1))red(-l) est "constant" de valeur 

L 
En d'autres termes, pour M E ob D(A ®~(9), M et Y = C.(M(1)) sont li~s 

par un isomorphisme (11.5.1.5) canonique et fonctoriel en M , et (11.5.1.8) 

fournit un isomorphisme canonique et fonctoriel en G E ob A-Mod, 

L 
M E ob Db(A ®~) : 

( 1 1 . 5 . 2 . 3 )  RttOmQ(~ (C.(G(1)×)), C.(M(1))) ~ > RHomA(G,M) 

Le foncteur (11.5.2.1) n'est pas pleinement fiddle. On a cependant : 

Proposition 11.5.2.4. Pour tout entier n , le foncteur 

D[n,n+l](A L ®~) . . . .  > D(Q ®~(9) 

induit par (11.5.2.1) est pleinement fid&le, et son image essentielle se 

compose des Y qui, en tant qu'obiets de D(C.(SI), ~ ) sont dans l'image 

essentielle de D[n'n+l](~Z) par (ii.3.3.17). 

Preuve. Compte tenu de la con~utativit~ de (11.5.2.2), il suffit de conjuger 

(ii.3.5.3) et (Ii.4.1.8). 

Observons enfin que, si Y E ob D-(Q ®~@) s'~crit C.(M(1)) 

L L 
pour un M E ob D-(A ®2Z@), il enest de m~me de Y ®@ I pour I E ob D-(T,@). 

L 
Plus pr~cis~ment, pour M E ob D-(A ®~(9), I 6 ob D-(T,(9), il existe un 
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isomorphisme canonique fonctoriel de D(Q ®~@) : 

L L 
(11.5.2.5) C.(M(1)) ®~ I -- C.((M ®~ I) (1)) , 

oN, au second membre, M ®@ I d~signe l'objet de D-(A @) 

(10.3.21) (i.e. M®~I', o0 I' est une r~solution plate de 

v~rification est irmn4diate. 

d4fini par 

I). La 

11.5.3. Interpretation en termes de cohomologie d'une pseudo-cat~gorie. 

Notons 

(11.5.3.1) BA 

la cat~gorie des C.(A(1)X)-objets de T de type C.(SI) , i.e. le topos 

des objets de Top°(C.(eSl )) (11.1.2 b)) munis d'une structure relativement 

la pseudo-cat~gorie In] ~ > Top°(Nern(C.(A(1)X), C.(esI)) (cf. (11.1.2.6), 

o~ J (resp. G) est remplac~ par S 1 (resp. A(1) X) ). Avecla notation 

(11.5.1.1), on a donc 

(11,5.3.2) Q-Mod = ~ -Mod(BA) 

Soit G un A-Module, notons 

(11.5.3.3) p : BA/c.(G(1)X ) > BA 

le morphisme de localisation par rapport ~ C.(G(1) X) E ob BA . On a : 

(11.5.3.4) p!~= m (C.(G(1)X)) 

L 
Pour M E ob Db(A ®~@), l'isomorphisme (11.5.2.3) s'4crit, compte tenu de 

(11.5.3.2), (11.5.3.4) : 

(11.5.3.5) RI ~ (BA/c.(G(1)X),p~C.(M(1))) N > RHOmA(G,M ) 

Notons que BA/c.(G(1) ) n'est autre que le topos B de la pseudo-cat~gorie 
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In] ~ > Top°(Ner (C.(A(1)X), C.(G(1)X))) (11.1.2.6). D~signons encore par 
n 

(11.5.3.6) p : Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)×))) > Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(eSl))) 

la projection canonique. Avec la notation (8.4.1), on a 

(11.5.3.7) p~ner°(C.(M(1))) = ner°(p*C.(M(1))) 

Tenant compte de la deuxigme assertion de (11.1.2.6), on a, d'apr~s (8.4.2.2) 

(et (11.5.3.7)), un isomorphisme fonctoriel canonique 

o 
(11.5.3.8) RI ~ (Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)X))), p*ner (C.(M(1)))) 

> RF (BA/c.(G(1)),p~C.(M(1))) 

Combinant (11.5.3.5), et (11.5.3.8), on obtient finalement un isomorphisme 

fonctoriel canonique 

(11.5.3.9) RI ~ (TopO(Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)X))), p,nerO(C.(M(1))) ) N > RHOmA(G,M). 

Soit u : G > H un morphisme de A-Modules, d'o~ un morphisme 

de topos Top°(Ner(C.(A(1)×), C.(u(1)×))) : Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)X))) 

) Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(H(1)X))), que nous noterons simplement X > Y . 

Soit d'autre part C(u) = (0 > G .9 > H > O) le cSne de u . Enfin, notons 

q la projection analogue & (11.5.3.6) avec H au lieu de G . Ii d~coule de 

(11.5.3.9) un isomorphisme fonctoriel canonique 

(11.5.3.10) 

o~ ~ (Y/X,-) 

RF(Y/X,q, nerO(C.(M(1)))) N > RHOmA(C(u),M ) , 

d~signe la cohomologie relative d~finie en (III 4.10). 

Scholie 11.5.3.11. L'isomorphisme (11.5.3.9) fournit une expression des 

Ext.l(G,M) comme groupes de cohomologie globaux d'un diagramme, dont les 
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sommets sont de la forme A p × G q , ~ valeur dans le complexe induit par un 

diagramme de m~me type, avec M au lieu de G . La question de la possibilit~ 

d'un tel calcul avait ~t~ soulev~e par Grothendieck. 

11.5.3.12. Erratum ~ ~. L'isomorphisme (11.5.3.9) jouera plus loin le r01e 

de substitut technique ~ l'~nonc~ ([Ii] 5.8.6), dont notre d~monstration initiale 

s'est r~v~l~e incorrecte. De toute fa~on, cet ~nonc~ aurait ~t~ insuffisant 

pour les applications aux d~formations de schemas en modules, car, comme on 

verra dans (VII § 4), on a besoin de pouvoir prendre H dans 

L 
D(A ®~), au lieu de D(A ®~) comme dans (loc. cir.). 
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CHAPITRE Vll 

DEFORMATIONS EQUIVARIANTES DE G-SCHEMAS ET 

DEFORMATIONS DE SCHEMAS EN GROUPES 

I. Le sorite des d~formations de dia~rammes. 

i.i. Descente fpqc. 

I.I.i. Soit S un sch4ma. Notons S le petit site zariskien de S , et 
Ear 

Sfpqc le grand site fpqc de S , i.e. la cat4gorie (Sch/S) des schemas sur 

munie de la topologie fid~lement plate quasi-compacte. L'inclusion naturelle 

i : Sza r 6 > Sfpqc 

qui est un morphisme de sites, d4finit un morphisme de topos 

N N 

(i.I.i.i) e : Sfpqc > Sza r 

tel que 

(1.1.1.2) c~F = Fi , 

N 

pour tout F E ob Sfpqc . En particulier, @S est l'image directe par c 

du faisceau X | > r(X,~x) sur Sfpqc , ce qui permet de faire de (I.i.i.I) 

un morphisme de topos annel~s. Le foncteur image inverse pour les Modules est 

donn~ par 

(1.1.1.3) e~M = aW(M) , 

o~ W(M) (SGA 3 1 4.6.1) d~signe le pr~faisceau (f : X > S) | > r(X,f~M), 

eta le foncteur faisceau associ~. 
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1.1.2. Si M est un faisceau quasi-coherent sur S , W(M) est un faisceau 
zar 

sur Sfpqc ,donc W(M) = cWM, et la fl~che d'adjonction M > ~wc~M est un 

isomorphisme d'apr~s (1.1.1.2). D'autre part, si F est un faisceau quasi-coh4rent 

sur Sfpqc , la fl~che d'adjonction e~e~F > est un isomorphisme : cela signifie 

en effet que, pour tout f : X > S, la fl~che canonique fWF S .... > FX (I) 

est un isomorphisme, or, quitte ~ faire une extension fpqc de S , on peut 

supposer que F est conoyau d'un morphisme @(I) > @(J) , et l'on gagne. 

En r~sum~, le foncteur ~ induit une ~quiv@..lence de la cat~prie des faisce.aux 

quasi-cgh4rents sur Sza r sur celle des faisceaux quasi-coh~rents sur Sfpqc - 

De plus, si M est un faisceau quasi-coh4rent sur Sza r , on a, par descente 

(cf. (SGA 4 VII 4.5)), Rqewe~M = O pour q > O, en d'autres termes la fl~che 

canonique 

(1.1.2.1) M > R CwC~ 

est un isomorphisme. Plus g~n~ralement : 

Proposition 1.1.2.2• So.it M E ob Db(Szar)qcoh (2), et soit a un entier tel 

que HIM = O pour i < a . Alors, pour tout n ~ a, la fl~che canonique 

M ........... > R e~t[nL e~M , 
(3) 

d~finie par ad~onction (III 4.6) par la fl~che canonique L c~M 

est un i somorphisme. 

t[nL c ~M, 

(i) FX d~signe le faisceau sur Xza r induit par F . 

(2) D(Szar)qco h d~signe la sous-cat~gorie pleine de D(Sza r) 

cohomologie quasi-coh~rente. 

form~e des complexes 

(3) tin est le foncteur qui tue la cohomologie en degr~ < n (I 1.4.7). 
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Preuve. La question 6tant locale sur S , on peut supposer S affine. D'apr~s 

(SGA 6 II 3.5), on peut alors s upposer M ~ composantes quasi-coh6rentes, plates, 

et born6 sup6rieurement. On a ainsi L c~M = c~M , et cormme tin et c ~ 

commutent, il dgcoule de (1.1.2.1) que tEnM > R e~ ten c~M est un isomorphisme, 

d'ofi la proposition• 

Combinant (1.1.2.2) avec la formule de dualitg triviale (III 4.6), on 

obtient un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.1.2.3) RHom(E,F) ~ > RHom(L c~E, tEnL c~eF) , 

- Db(s pour E E ob D (Szar), F E ob zar)qcoh , n d6signant un entier tel que 

HIF = 0 pour i < n . 

Si A est une cat~gorie ab~lienne, et L E ob D(A), posons 

(1.1.2.4) t[L = "lim"+ t[nL (resp. t]L = "lim"~ tn]L) ,• 

t[L (resp. t]L) est un pro-objet (resp. ind-objet de D+(A) (resp. D-(A)) 

(et de Db(A) quand L 6 ob D-(A) (resp. D+(A)) ) . 

Avec cette notation, on d~duit de (1.1.2.3) un isomorphisme canonique 

fonctoriel 

(1.1.2.5) Hom(E,tEF) N > Hom(L e~E, tEL c~F) 

pour E E ob D-(Szar) , F E ob D-(Szar)qcoh (remarquer que t[nL e~F = t[nL C~tEnF). 

Signalons encore la consequence suivante de (1.1.2.3) : 
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Corollaire 1.1.2.6. Soit [a,b] un intervalle de ~ . Notons Parf[a'b](Szar ) 

(resp. Parf[a'b](Sfpqc )) la sous-cat~gorie pleine de D(Szar) (resp. D(Sfpqc)) 

form~e des complexes d'amplitude parfaite contenuedans [a,b] (SGA 6 1 4.8). 

Le foncteur L e ~ : D-(Sza r) > D-(Sfpqc) d~finit une ~quivalence de 

Parf[a'b](Szar ) sur Parf[a'b](Sfpqc). 

Preuve. D'aprgs (SGA 6 1 4.19.2) et (1.1.2.3), le foncteur Le ~ induit un foncteur 

pleinement fiddle de Parf[a'b](Szar ) dans Parf[a'b](Sfpcq). Ii reste donc 

que, pour F E ob earf[a'b](Sfpqc ), on a R~F E ob earf[a'b](Szar ) montrer 

et que la flgche d'adjonction Le~Rc~F > F est un isomorphisme. Or cela 

est ~vident si F est strictement parfait (SGA 6 1 2.1) et le cas g~n~ral s'en 

d~duit trivialement grace au lemme 

Lemme 1.1.2.7. Soit g : S' 

de topos 

> S un morphisme plat, d'o~ un carr~ commutatif 

fpqc > Sfpqc 

N N 

S' g ~8 Ear Ear 

Alors, pour tout F E ob D+(Sfpqc ) 

changement de base 

cohomologie ~uasi-coh~rente, la fl~che de 

g~Re~F > Rc~h~F 

est un isomorphisme. 

Preuve. Par d~vissage on se ram~ne au cas o~ F est un faisceau quasi-coherent 

sur Sfpqc ,donc de la forme e~E pour un faisceau quasi-coherent E sur 

Sza r , auquel cas l'assertion r~sulte trivialement de l'isomorphisme (1.1.2.1) 
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Remar~ue 1.1.2.8. Si g n'est pas suppos~ plat, on a (moyennant des hypotheses 

de degr~ convenables) une fl~che canonique 

Lg~Rc~F > Rc~h~F 

Celle-ci n'est pas un isomorphisme en g~n~ral. Elle l'est cependant si 

est d'amplitude parfaite finie, comme il r~sulte aussitOt de (1.1.2.6). 

1.1.3. Soit X un n-diagramme de (Sch/S). Consid~rant (Sch/S) comme plong~ 

N 

dans Sfpqc de la fa~on naturelle, on peut associer ~ X des topos du type 

(5.6.3) : 

(1.1.3.1) Top(Xfpqc) , Top°(Xfpqc ) , 

appel~s topos fpqc de X . D'autre part, on associe g X un topos 

(1.1.3.2) Top(X ) 
zar 

appel~ petit topos zariskien de X , qui d~pend (pseudo-)fonctoriellement de 

et est d~fini, par r~currence sur n , de la mani~re suivante : pour n = 0 , 

Top(Xza r) = Xza r ; pour n • i et X : I ~ Diagrn_l(SCh/s), 

Top(Xza r) = Top(i I > Top((Xi)zar)). Les topos (1.1.3.1), (1.1.3.2) sont 

annel~s par les faisceaux structuraux des schemas sur S , et (I.i.i.i) se 

prolonge, de fa~on naturelle, en un morphisme de topos annel~s 

X , 

(1.1.3.3) ~ : Top(Xfpqc) > Top(Xza r) 

Nous dirons qu'un Module M sur Top(Xza r) est quasi-coherent terme ~ terme 

si la restriction de M ~ chaque sommet (cf. (VI 7.2)) de X est un faisceau 

quasi-coherent. Nous noterons 

(1.1.3.4) D(Xza r) (resp. D(Xfpqc)) 
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la cat6gorie d6riv6e des Modules sur Top(Xza r) (resp. Top(Xfpqc)) et noterons 

par l'indice qcoh la sous-cat~gorie pleine form6e des complexes A cohomologie 

quasi-coh~rente terme A terme). Cela 6tant, utilisant (VI 6.3.1), on voit que 

l'~nonc~ (1.1.2.2) o__~ S est remplac~ par X est encore valide, et l'on a 

par suite des isomorphismes analogues ~ (1.1.2.3), (1.1.2.5). 

1.1.3.5. Appelons flgche de X tout sous-l-diagramme de 

[I] = (. > .). Nous dirons qu'un Module M de Top(X ) 
zar 

X de type 

(resp. Top(Xfpqc)) 
est cart~sien (cf. (Vl 5.2.4)) si, pour toute fl~che u : X. > X. de X , 

l j 

la fl~che u~M. > M. est un isomorphisme. Nous dirons qu'un objet E de 
j l 

D-(Xza r) (resp. D-(Xfpqc)) est quasi-cart~sien si, pour toute fl~che 

u : X. > X. de X , la fl~che Lu~E. > E. est un isomorphisme. Le 
i j j l 

foncteur Lc ~ transforme objets quasi-cart6siens de D-(X ) en objets 
zar 

quasi-car t6siens de 

si et seulement si 

D-(Xfpqc) ; un objet E de D-(Xfpqc) est quasi-cart6sien 

Hn(E) est cart~sien pour tout n E ~ . 

1.2. D~formations de diagrammes. 

1.2.1. Soit f : X > Y un morphisme de n-diagrammes de (Sch). On appelle 

complexe cotangent de f (ou X/Y), et l'on note LX/Y , le complexe cotangent, 

au sens de (II 1.2.7.1), du morphisme de petits topos annel6s zariskiens d~fini 

par f (1.1.3.2) : 

dfn 

(1.2.1.1) LX/Y = LTop(Xzar)/~op(Yzar ) 

Le complexe cotangent de l'inclusion d'un sommet d'un diagramme ~tant nul dans la 

cat~gorie d~riv~e d'apr~s un cas particulier trivial de (II 1.2.4.4), il d~coule 

du triangle de transitivit~ (II 2.1.5.6) que la formation de LX/Y commute 

la restriction aux somme ts : si X. est un sommet de X (i), et j= f(i), le 
i 

(I) cf (VI 7.2). 
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morphisme canonique 

(1.2.1.2) LX/yIX i 

d6fini (II 1.2.7.2) par le carr6 commutatif 

> LX./y. 
i j 

X. 
1 

Y. 
] 

>X 

[ 
>Y 

est un isomorphisme dans D(X.). D'apr~s (II 2.3.7), les faisceaux d'homologie 
l 

de LX/Y sont donc quasi-coh4rents terme A terme (1.1.3). Les isomorphismes 

(1.2.1.2) impliquent d'autre part que LX/Y est quasi-cart4sien (1.1.3.5) si 

et seulement si, pour toute fl~che m : X~ > X , de X , la fl~che canonique 

Lm~L X~,/Y~, > LX /y ~ d4finie par le carr4 commutatif 

m 
X > X(~, 

f fc~' 

Y~ ) Y~, 

est un isomorphisme (de D(X ) . 
zar 

1.2.2. Notons u : A > B le type de f (VI 5.6.4). Par une Y-extension de X 

on entend un diagramme commutatif de morphismes de n-diagrammes de (Sch) 

(w) f 

XC i > X' 

Y 
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o~ i est un A-morphisme et f' un morphisme de type u , tel que , pour 

tout sor~net X , le triangle induit 

i 
X >X' 
C~ C~ 

Y~ 

o~ ~ = u(~), soit une Y-extension de X au sens habituel (III i.i.iO). Les 

Id~aux I des i forment alors, de faGon naturelle, un Module I sur 

Top(Xzar) , quasi-coherent terme ~ terme, et l'on dit que (.) (ou par abus, X') 

est une Y-extension de X par I . On peut encore interpreter une Y-extension 

)-extension de Top(Xza r) par I (III 1 1 iO) de X par I comme une Top(Yza r . . 

(I), de sorte que les Y-extensions de X par I sont classifi~es, ~ isomorphisme 

pros, par le groupe Extl(Lx/y,I) (tandis que le groupe des automorphismes d'une 

o 
extension donn~e s'identifie ~ Ext (Lx/y,I)). Conm~e I est quasi-coherent 

terme ~ terme, on peut d'ailleurs, d'apr~s (1.1.2.3), (1.1.3), r~crire ces 

groupes commes des hyperext calcul~s sur Top(Xfpqc) : on a 

(1.2.2.1) 
. . 

Extl(Lx/y,I) = Extl(Le*LX/y, c'I) 

pour tout i , o~ ~ est le morphisme (1.1.3.3). 

1.2.3. Quand Y est le diagrarmme final de (Sch) (i.e. le O-diagramme de 

valeur Spec(~)), nous dirons extension au lieu de Y-extension. Nous dirons 

qu'une extension X' de X par I est une d~formation de X (de noyau I) 

(i) cf. (III 2.1.9 b)). 
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si I est cart4sien, i.e. (1.1.3.5), si, pour toute fl~che m : X > X~ de X , 

la fl~che mWI@ > I est un isomorphisme, ce qui signifie encore que le carr4 

X C >X' 

mJ m 
x~ c > x~ 

est cart4sien (i.e. m~I~ > I surjectif) et que l'on a 

X I 

T°rl~ (@X8 ' @X'~ ) = 0 

La v4rification des lemmes ci-aprgs est in~n4diate. 

Lemme 1.2.3.1. Toute d4formation d'un isomorphisme de sch4mas est un isomorphisme. 

Lemme 1.2.3.2. 

(f, g, h = gf) : 

Soit (f', g', h' = g'f') 

h 

XC i 

J y~ 

g[ 

k 
Z c 

une extension d'un triangle commutatif 

> X' 

> y' h' 

g' 

/ 
> Z T 

a) S__~i f', g' sont des d~formations de f, g, alors h' est une 

d~formation de h . Inversement, s i g', h' sont des d~formations de g, h, 

alors f' est une d~formation de f . 
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b) On suppose que le carr4 YY'ZZ' est cart4sien et que le foncteur 

fw est fidgle. Alors, s__~i h' est une d4formation de h, g' est une d4formation 

d__~e g (donc f' est une d4formation de f d'apr~s a)). 

Corollaire 1.2.3.3. Soit X'Y'ZT une ZT-extension d'un carr~ commutatif XYZT : 

X' > Y' 

Z >T 

S__!i XYZT est cart4sien, et si 

X'Y'ZT est cart4s~ien. 

X'Y' est une d4formation de XY (1.2.3), alors 

Preuve. La fl~che canonique 

commutatif 

X' > X'l = Y ×T Z s'ins~re dans un diagramme 

X c .......... >X' >Z 

Id Id 

(~) X c > X' > Z 
I 

yC > Y' > T 

oO les deux carr~s inf~rieurs sont cart~siens. Appliquant (1.2.3.2 b)) ~ la 

, ' est une d4formation de Id X moiti~ gauche de (~) on trouve que X' > X I 

donc, d'apr~s (1.2.3.1), un isomorphisme, cqfd. 
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Corollaire 1.2.3.4. Soit X'Y'Z'T' une extension d'un carr4 commutatif XYZT : 

X I 

WI 
X 

l 
Z'  

W 
Z 

>y' 

J 
> Y  

) - T  

a) S i X'Z', Y'T', Z'T' sont des d6formations de XZ, YT, ZT, 

le carr~ X'Y'Z'T' est une d6formation de XYZT. 

b) S~ X'Y'Z'T' est une d~formation de XYZT, et si XYZT est 

cart~sien, alors X'Y'Z'T' est cart~sien. 

Preuve. L'assertion a) (resp. b)) d6coule trivialement de (1.2.3.2 a)) 

(resp. (1.2.3.3)) appliqu~ ~ XYTr > X'Y'T' (resp. XY C > X'Y' > Z'T'). 

1.2.4. Soit, comme en (1.2.1), f : X > Y un morphisme de n-diagrammes de 

(Sch), et soit y' une extension de Y par J . Par une d~formation de f 

au-dessus de Y' on entend une Y'-extension X' de X par f~J telle que 

le morphisme canonique f~J----> f~J soit un isomorphisme. D'aprgs le th~or~me 

fondamental de la th~orie des d~formations (III 2.1.7), il existe doric une 

obstruction 

w(f,X') E Ext2(Lx/y,f~J) 

dont l'annulation est n6cessaire et suffisante pour l'existence d'une d@formation 

de f au-dessus de Y', et, quand w(f,Y') = O, l'ensemble des classes 

isomorphisme pros de d6formations (resp. le groupe des automorphismes d'une 

d~formation) de f est un torseur sous (resp. s'identifie A) Extl(Lx/y,f#J) 
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(resp. o Ext (Lx/y,f~J)) ; de plus, si Y est au-dessus d'un diagramme 

est une Z-extension, ~(f,Y') s'~crit comme produit de la classe de 

Kodaira-Spencer de X > Y > Z par la classe de Y' 

Z et Y' 

Remarque 1.2.4.1. Supposons que Y' soit une d~formation de Y (1.2.3). 

Alors, si f' : X' > Y' est une d~formation de f au-dessus de Y', le 

diagrarmme d~fini par f' est une d~formation (au sens de (1.2.3)) de celui 

d~fini par f, comme il r~sulte trivialement de (1.2.3.3 a)). En outre, d'apr~s 

(1.2.3.3 b)), si un sous-carr~ cormnutatif du diagramme d~fini par f est 

cart~sien, il en est de meme du carr~ correspondant dans le diagramme d~fini 

par f' . Cette remarque jouera un role essentiel dans toute la suite. 

2. D~formations ~quivariantes. 

2.1. Notations et terminologie. 

On fixe un schema de base S et un objet en categories (VI 2.7) 

G de (Sch/S). A la cat~gorie G on associe son nerf (2.7.1) : 

(2.1.1) Ner(G) E ob Simpl(Sch/S) 

Par un G-faisceau fpqc on entend un faisceau sur Ner (G) (I.i.I) 
o fpqc 

muni d'une structure relativement au topos fibr~ simplicial In] I > Nern(G)~pqc 

(VI 8.1.1) ; un G-schema est un G-faisceau fpqc qui est representable en tant 

que faisceau sur Nero(G)fpqc . Cormne le topos fibr~ In] I > Nern(G)Tpqc 

est une pseudo-cat~gorie (VI 8.2.2), la cat~gorie des G-faisceaux fpqc est un 

topos (VI 8.2.7), qu'on note 

(2.1.2) 

et qu'on appelle topos classifiant de 

o 
her 

BG , 

G . Rappelons (VI 8.1.6) que le foncteur 

: BG > Top° (Net (G) fpqc ) (1.1.3.1) 
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d~finit une ~quivalence de BG (resp. de la cat~gorie des G-schemas) sur la 

sous-cat~gorie pleine de Simpl(STpqc)/Ner(G) (resp. Simpl(Sch/S)/Ner(G)) 

form~e des objets simpliciaux Y tels que DeCl(Y) soit cart~sien au-dessus 

de DeCl(Ner(G)). Si X est un G-schema, on volt comme en (VI 2.7.3.1) que 

ner°(X) est isomorphe au nerf d'un objet en categories de (Sch/S) au-dessus 

de G , d~fini ~ isomorphisme unique pros, que nous noterons [G,X] : 

(2.1.3) ner°(X) = Ner([G,X]) (i) 

Le topos classifiant de [G,X] n'est autre que le topos localis~ BG/x : 

(2.1.4) BIG,X] = BG/x 

G est un schema en monoTdes au-dessus de 

G-faisceau 

Quand S (i.e. Ner (G) N> S), 
o 

les notions de fpqc, 

si X est un G-schema, la notation [G,X] est en accord avec celle de (VI 2.5.3). 

Rappelons d'autre part que, d'apr~s (VI 2.3.1), on a 

G-schema coincident avec les notions habituelles ; 

ner°(X) 

(2.1.5) ner°(X) °p = Ner([G,X] °) 

Si G est un groupoTde (VI 2.6), il en est de m~me de [G,X] , et 

est cart~sien au-dessus de Ner(G) ; l'inversion des fl~ches 

[G,X] ~ > [G,X] ° d~finit, d'aprgs (2.1.5), un isomorphisme 

nerO(x) N > nerO(x)OP, d'o~ une ~quivalence 

(2.1.6) BG/x ~ > B([G,X] °) 

2.2. Complexe cotangent ~uivariant. 

D~finition 2.2.1. Soit f : X > Y un morphisme de G-schemas (2). 

(I) Nous 4crirons parfois Ner(G,X) au lieu de Ner([G,X]). 

(2) Quand on parle de morphisme de G-sch4mas sans pr4ciser, il est sous-entendu 
qu'il s'agit d'un G-morphisme. 
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Nous dirons que f 

carr~ (cart~sien) 

e t G sont tor-ind~pendants si, pour tout n E ~, l~e 

Nern(G,X) 
d I •.. d n 

>X 

Nern(G,Y) 
d I •..d n 

> Y  

Y 
est tor-ind~pendant (SGA 6 III 1.5, i.e. Tori(@X,@Nern(G,y )) 

i>O . 

= 0 pour tout 

2.2.2. Soit f : X > Y un morphisme de G-sch~mastel que f et 

soient tor-ind~pendants. Le th~or~me de changement de base (II 2.3.12) 

implique que, pour tout n E ~, la fl~che canonique 

L(dl...dn)~Lx/Y > LNern(G,X)/Nern(G,y ) 

est un isomorphisme. En d'autres termes (1.2.1), DeCl(LNer(G,X)/Ner(G,y )) 

E ob D-(DeclNer(G,X)za r) est quasi-cart~sien, donc (1.1.3.5) l'objet 

L C ~ DeCl(LNer(G,X)/Ner(G,y )) = DeCl(L c ~ LNer(G,X)/Ner(G,y)) 

de D-(DeelNer(G,X)fpqc) est quasi-cart~sien, ce qui signifie que, pour tout 

i E ~ , DeClHZ(L ¢~ LNer(G,X)/Ner(G,y )) est cart~sien, i.e. dansl'image 

essentielle du foncteur her : Mod(B([G,X]°)) > Mod(Top(Ner([G,x]O))) (I) 

(I) Si T est un topos fibr~ au-dessus de 4 °, et si T °p est le topos fibr~ 

qui s'en d~duit par le renversement de l'ordre sur g , nous identifierons 

fr~quen~ent Top(T) (resp. Top°(T)) ~ Top(T °p ) (resp. Top°(T°P)) par 

l'~quivalence ~vidente d~finie par le renversement de l'ordre. 
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((VI 8.1.6), (2.1.5)). D'apr&s (Vl 8.4.2.1), cela implique que le syst&me 

projectif t[L ~ LNer(G,X)/Ner(G,y ) (1.1.2.4) est isomorphe ~ l'image par 

le foneteur ner d'un syst&me projectif de Db(B[G,x]O) (i) , unique & 

G 
isomorphisme unique pros, que nous noterons t[Lx/Y : 

G 
(2.2.2.1) t[ L ~ LNer(G,X)/Ner(G,y ) = ner(t[Lx/Y) 

G 
On dit que t[Lx/Y est le complexe cotansent ~quivariant de f . 

Db(Xfpqc G Remarques 2.2.3 a) Le pro-objet de ) d~duit de t[Lx/Y par oubli 

n'est autre que t[L ~X/Y ' lequel, d'apr~s (1.1.3), (1.2.1), fournit 

LX/Y E ob D(Xza r) par application de R e~ . 

b) Si LX/Y est d'amplitude plate finie (SGA 6 1 5), ce qui est le 

cas par exemple (III 3.2.6) si f , en tant que morphisme de schemas, est 

d'intersection compl~te, alors, d'apr~s (SGA 6 1 5.6.1), LNer(G,X)/Ner(G,y ) 

est d'amplitude plate finie, donc aussi L e ~ LNer(G,X)/Ner(G,y ) , et par suite 

G t[Lx/Y est un objet de Db(B[G,X]°), que nous noterons simplement 

G 
c) Si G est un groupo~de, on peut consid~rer t[Lx/Y 

de Db(BG/x ) grace & l'~quivalence (2.1.6). 

d) Supposons que G soit un S-monoTde agissant trivialement sur 

X, Y . Alors [G,X] (resp. [G,Y]) n'est autre que le monolde G x (resp. G~) 

N 

induit sur X (resp. Y), et si p : BG~ > Xfpqc d~signe la projection 

canonique, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

G 
LX/Y • 

comme pro-objet 

G = t[Lp~ L c~ ~ t[ex/y ex/y 

(I) Nous abr~gerons B([G,X] °) en BIG,X] ° . 
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2.2.4. Soient 

(2.2.4.1) 

des morphismes de 

X f >Y g >Z 

G-schemas tels que f et G , ainsi que g et G , soient 

tor-ind4pendants (2.2.1). A cette situation est associ4, d'apr~s (II 2.1.5.2), 

un vrai triangle de transitivit~ 

L = LNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G,Z) 

-rEo,1] 
que nous r e g a r d e r o n s  de l a  fa~on n a t u r e l l e  comme o b j e t  de D (Ner(G,X)za  r )  

(V 1 . 2 . 7 )  ( l e  s o u s - o b j e t  4 t a n t  de f i l t r a t i o n  1) .  Par a p p l i c a t i o n  du f o n c t e u r  

L e ~ f i l t r ~  (V 2 . 3 . 5 . 3 ) ,  on en d~ du i t  

L ¢~L E ob D-F[°'l](Ner(G,X)fpqc ) 

Les hypothgses sur (2.2.4.1) impliquent, d'apr~s (2.2.2), que, pour tout n E ~ , 

grt[ne c~L (V I.I, 1.2) est dans l'image essentielle de D-G[°'I](B[G,X] °) 

par le foncteur ner. D'apr~s (VI 8.4.2) et (V 1.4.6, 1.4.9), le foncteur 

ner: D-F[a'b](B[G,X] °) > D-F[a'b](Ner(G,X)~qc ) 

est pleinement fiddle et son image essentielle se compose des objets dont le 

gradu~ associ4 est dans l'image essentielle de ner. II en r~sulte en particulier 

que le syst~me projectif t[L ¢~L est isomorphe ~ l'image par le foncteur ner 

d'un syst~me projectif de DbF[°'I](B[G,X]°), unique g isomorphisme unique pros, 

G 
que nous noterons t[Lx/y/Z : 

G 
(2.2.4.2) t[L ~LNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G,Z) = ner(t[Lx/y/Z) 

Compte tenu de (II 2.1.5.6) et (V 1.1.3), le triangle de pro-Db(B[G,X] °) 

G 
d4fini par t[Lx/y/Z s'~crit, g isomorphisme canonique pros 
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(2.2.4.3) 

La fl~che de degrfi I de 

t[L•/y 
LfO~t[L$/z 

(2.2.4.2), notre 

G 
> t[Lx/Z 

G ~ G 
(2.2.4.4) KG(X/Y/Z) E Extl(t[Lx/y,ef t[Ly/Z) , 

s'appelle classe de Kodaira-Spencer ~quivariante de (2.2.4.1). 

2.2.5. Supposons que, dans (2.2.4.1), g soit lisse et f soit une immersion 

ferm~e d~finie par un Ideal I . Le complexe canonique (III 3.1.3) 

DX/y/Z = (O > 1/12 d > f~/Z > O) 

est la restriction ~ X d'un complexe de Modules sur 
Ear 

G 
noterons DX/y/Z , et qui est d~fini, comme on pense, par 

BIG,x] ° , que nous 

(2.2.5.1) G 
~ = ner(Dx/y/Z) c DNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G,Z) 

On d~duit facilement de (III 3.1.3) qu'on a un isomorphisme canonique de 

D(B[G,X] °) : 

G 
(2.2.5.2) t[_ILG/z = DX/y/Z 

Si gf est d'intersection compl~te (SGA 6 VIII i) (ce qui revient ~ dire que f 

est r~guli~re (loc. cit.)), l'irmnersion Ner(G,f) est r~guli~re terme ~ terme 

d'apr~s (III 3.2.5) (compte tenu de l'hypoth~se de tor-ind~pendance de G et f), 

et il d~coule de (III 3.2.7) qu'on a un isomorphisme canonique de D(B[G,X] °) : 

(2.2.5.3) G G 
LX/z = DX/y/Z 
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2.2.6. Soit 

u : G' >G 

un morphisme d'objets en cat@gories de (Sch/S). Soit f : X > Y un morphisme 

de G-schemas, notons f' : X' > Y' le morphisme de G'-sch@mas qui s'en 

d~duit par restriction via u (i.e. d~fini par 

Ner(G',f') = Ner(G') XNer(G)Ner(G,f):)~ Alors, si G et f , ainsi que G' et 

f' sont tor-ind~pendants, on a une fl~che canonique 

. G G' 
(2.2.6.1) Lu LX/Y > LX,/y , , 

(o~ u d~signe encore par abus la fl~che B[G',X'] ° 

par 

> BIG,X] ° induite 

u), provenant de la fl~che de changement de base d~finie par le earr~ 

Ner(G',X') > Ner(G,X) 

(.) 

Ner(G',Y') > Ner(C,Y) 

Si le carr~ 

(**) 

X' >X 

l 
y' >y 

est tor-independant (ce qui implique la m~me propri~t~ pour (*)), alors (2.2.6.1) 

est un isomorphisme (II 2.3.10). 

On a une fonctorialit~ analogue pour le triangle de transitivit~ 

~quivariant. Les d~tails sont laiss~s au lecteur. 
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2.3. 

2.3.1. 

(2.3.1.1) 

D~formations de G-schemas. 

Soit 

yC J >y, 

g [ /  
Z 

un diagramme commutatif de G-schemas. Nous dirons que j est une Z-extension 

~quivariante de Y si les conditions suivantes sont r~alis~es : 

(i) le morphisme de schemas sous-jacent ~ j est une Z-extension de Y 

au sens habituel ; 

(ii) DeclNer(G,j) : DeclNer(G,Y) ~ > DeclNer(G,Y') est une d~formation 

de DeclNer(G,Y) au sens (1.2.3). 

Remarques 2.3.1.2. a) Si, dans (2.3.1.1), g et g' sont tor-ind~pendants 

de G (par exemple si DeclNer(G) est plat sur Nero(G)) , alors (i) implique (ii). 

b) Si j est une Z-extension ~quivariante de Y , Ner(G,Y') est 

une Ner(G,Z)-extension de Ner(G,Y) par un Ideal ~ tel que DeCl(~) soit 

cart~sien ((1.1.3.5), (1.2.2)). Inversement, si N est une Ner(G,Z)-extension 

de Ner(G,Y) par un Module ~ tel que DeCl(J) soit cart~sien, alors 

Ner(G,Y) # > N s'~crit Ner(G,j) pour une Z-extension ~quivariante 

j : Y > Y' d~termin~e g isomorphisme unique pros : en effet, d'apr~s 

(1.2.3.3), DeCl(N) est alors cart~sien au-dessus de DeclNer(G,Z). Les 

Z-extensions ~quivariantes de Y correspondant ~ un ~ donn~ (tel que DeCl(~) 

soit cart~sien) sont donc (1.2.2) classifi~es, ~ isomorphisme pros, par le groupe 

I 
Ext (LNer(G,Y)/Ner(G,Z),~) , tandis que le groupe des automorphismes d'une 

o 
extension donn~e s'identifie ~ Ext (LNer(G,Y)/Ner(G,Z) ,~). Comme on a 

c~ = ner(J) pour un Module J de BIG,Y] °, unique ~ isomorphisme unique 

pros, quasi-coherent en tant que faisceau sur Yfpqc ' on peut, grace 
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(1.2.2.1), (2.2.2.1), (VI 8.4.2.1), reformuler l'assertion pr4c4dente comme suit : 

Proposition 2.3.1.3. Soit g : Y > Z un morphisme de G-sch4mas tel que 

g e t G soient tor-ind~pendants (2.2.1). Soit J un Module de BIG,Y] ° 

dont la restriction ~ Yfpqc est un faisceau quasi-coh4rent. Alors, l'ensemble 

des classes ~ isomorphisme pros de Z-extensions 4quivariantes de Y par J 

(resp. le groupe des automorphismes d'une extension donn4e) s'identifie 

(canoniquement et fonctoriellement) ~ ExtI(L$/z,J) (resp. Ext°(L$/z,J)). 

2.3.2. Soit un diagramme (2.3.1.1) oN j est une Z-extension 4quivariante 

de Y par J E ob Mod(B[G,Y]°), et soit f : X > Y un morphisme de 

G-sch4mas. Par une d4formation ~quivariante de f au-dessus de Y' on entend 

un carr~ cormnutatif de G-sch4mas 

X C 

i 
yd 

>X' 

>y' 

f, 

tel que i soit une Y'-extension 4quivariante de X par f~J et que le morphisme 

de sch4mas sous-jacent ~ f' soit une d4formation de f (2.2.3). Si f' est 

une d~formation ~quivariante de f au-dessus de Y', Ner(G,f') est une 

d~formation, au sens (1.2.4), de Ner(G,f) au-dessus de Ner(G,Y'), comme 

il r4sulte aussit0t de (1.2.3.4 a)). Appliquant (1.2.4.1), on voit qu'inversement, 

si 

Ner(G,X) C > N' 

Ner(G,f) n v 

Ner(G,Y) C > Ner(G,Y') 
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est une d~formation de Ner(G,f) au-dessus de Ner(G,Y'), alors n' s'identifie 

Ner(G,f') pour une d~formation ~quivariante f' : X' > Y' de f d~termin~e 

isomorphisme unique pr~s. La question de l'existence d'une d~formation 

~quivariante de f est donc (1.2.4) justiciable du th~or~me fondamental (III 1.2.7). 

Tenant compte de (VI 8.4.2.1), (1.1.2), (1.1.3), (2.2.2.1), (2.2.4.2), on 

obtient : 

Th~or&me 2.3.3. 

o__~ j est une 

et G et f 

f : BIG,X] ° 

f : X >Y . 

(i) 

Soit un diagramme commutatif de G-schemas 

J 
yC >y, 

Z 

Z-extension ~quivariante de Y par J E ob Mod(B[G,Y] °) (2.3.1), 

sont tor-ind~pendants (2.2.1). Notons encore 

> B[G,Y] ° le morphisme (de localisation) induit par 

II existe une obstruction 

w(f,j) E Ext2(t[L~/y,f~J) 

dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour l'existence d'une d~formation 

~quivariante (2.3.2) f' de f au-dessus de Y' 

(ii) Quand ~(f,j) = O, l'ensemble des classes d'isomorphie de 

d~formations ~uivariantes f' de f au-dessus de Y' forme un torseur sous 

G 
Extl(t[Lx/y,f~J), et le groupe des automorphismes d'une d~formation ~quivariante 

o G 
donn~e s'identifie g Ext (t[Lx/y,f~J). 

(iii) Supposons G e t g tor-ind~pendants. On a alors 

(2.3.3.1) ~(f,j) = (f~e (j) )KG(X/y/z ) , 
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o~ e(j) est la classe dans ExtI(L~/z,j)c 

i G G 
(2.3.1.3) e t KG(X/Y/Z) 6 Ext (Lx/y,f~Ly/Z) 

~quivariante (2.2.4.4). 

de la Z-extension 4quivariante j 

est la classe de Kodaira-Spencer 

2.3.4. D4cpmposition spectrale.d e l'obstruction. Ii est int4ressant de d4visser 

l'obstruction ~(f,j) (2.3.3 (i)) ~ l'aide de la suite spectrale (VI 8.4.8.1). 

2.3.4.1. Celle-ci peut en effet s'interpr4ter g4om4triquement de la mani~re 

suivante. Dans la situation de (Vl 8.4.8.2), notons K le complexe simple 

associ4 ~ [hi I > Hom'(ner°(E), ner (F)), et, pour i E 2Z FIK le 
n n 

sous-complexe de K correspondant g n m i ; pour j E ~ , notons d'autre 

O 
.X la restriction de X ~ A'j] (Vl 4.1). Cela ~tant, on peut montrer part T 3 

(i) que les projections canoniques 

K > ... > K/Fi+IK > K/FiK > ... ---->K/FIK > O 

s'identifient dans la cat4gorie d4riv4e aux fl~ches de restriction 

RHom(BX;E,F) = RHom(ner(E), ner(Fg-----> ... > RHom(~iX;ner(E) , ner(F)) 

> RHom(~i_iX;ner(E),ner(F)) > ... > RHom(X;E,F) > O 

2.3.4.2. Revenant g la situation de (2.3.3), o~ l'on supposera pour simplifier 

que G est un monoTde au-dessus de S , et utilisant la fonctorialit~ des 

obstructions, on obtient les r~sultats suivants. 

(i) La v~rification, assez p~nible, consiste ~ reprendre les calculs de (VI 8.3, 

8.4) pour les fi X en tenant compte de (VI 4.2.1). Elle se simplifie quand X est 

le nerf d'un groupo~de, car alors tout se passe comme si l'on avait E = @ . 
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a) La suite spectrale (VI 8.4.8.1), appliqu~e ~ BIG,X] ° 

(= BNer(G,x)°P), s'~crit (les produits ~tant calcul~s sur S) : 

E~ q = Extq(G p X X;(do...do)~ ex/y,(dl...dn)~f~J) ---~ Ext~(L~/y,f~J) 

Le terme Ext2(L~/y,f~J) a une filtration de longueur 2 , 

2 G F o F I F 2 Ext (Lx/y,f~J) = ~ ~ ~ 0 , 

dont le gradu4 assoei4 est : 

FO/F I = Eo2 o2 ~2 Ext2(X;Lx/y, = E 4 C E = f~J) ; 

FI/F 2 = Ell~ = E311 ~E 211C E~I/Im E~ I = Extl(d~Lx/y,d~f~J)/Im Extl(Lx/y,f~J) 

F2 = E 2°~ = E 32° = E2°/Im E21 c (E~O/im E~O)/im (Ker(Ell >E lll) 

= (Ext°((dodo)~Lx/y,(dodo)~f~J)/IN Ext°(d~Lx/y,f~J))/ 

Im (Ker(Extl(ex/y,f~J) > Extl(d~eX/y,d~f~J)) 

b) L'image de ~(f,j) dans E~ 2~ est l'obstruction ~ d~former f 

au-dessus de Y' comme morphisme de schemas (sans action de G) (III 2.1.7). 

c) Supposons que cette image soit nulle, et choisissons une d~formation 

f' : X' > Y' de f . On a w(f,j) E F I, et l'image de ~(f,j) dans 

o l  
E 1 / I m  E 1 e s t  i ' o b s t r u c t i o n  ~ p r o l o n g e r  l ' a c t i o n  de G ~ X' ( i , e .  t r o u v e r  

un  Y ' - m o r p h i s m e  d : G X X' > X' p r o l o n g e a n t  d : G X X > X) modulo  
o o 

t ' i n d ~ t e r m i n a t i o n  dans  t e  c h o i x  de f '  ( ( I I I  2 . 2 . 4 ) ,  ( I I I  2 . 1 . 7 ) ) .  

Supposons que l'image de ~(f,j) dans Ell/iml Ell~ soit nulle, d) 

de sorte qu'on a w(f,j) E F 2 . Choisissons un prolongement 

do : G X X' > X'. L'image de w(f,j) dans (E2°/Im E~°)/Im (Ker(Ell > E~I)) 

est le d~faut d'associativit~ de l'action de G sur X' (i.e. au signe pros 

(dod ° : G X G X X' > X') - (dod I : G × G × X' > X') (III 2.1.7)) 

modulo l'ind~termination dans le choix de d : G × X' > X' et celle 
o 

dans le choix d'un X' auquel l'action de G veut bien se prolonger. 
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2.3.5. Variantes. On laisse au lecteur le soin de traiter les analogues 

~quivarian~ des probl~mes de d4formations envisag@s en (III 2.2.3) et (III 2.3.1). 

Nous nous bornerons ~ 4noncer les r4sultats. 

a) Etant donn4 un diagramme de G-schemas 

(2.3.5.1) f 

Z 

o5 j (resp. i) est une Z-extension 4quivariante de Y (resp. X) par J 

(resp. f~J), et G et g sont tor-ind4pendants. II existe une obstruction 

w 6 E xtl(f~/z, f~J) 

fonctorielle en (2.3.5.1), dont l'annulation est n4cessaire et suffisante pour 

l'existence d'une d~formation 4quivariante de f en f' : X' > Y' . 

Quand ~ = 0 , l'ensemble de ces d@formations est un torseur sous 

Ext°(f~/z,f~J). 

b) Etant donn4 un diagrarmne commutatif, en traits pleins, de G-sch4mas 

(2.3.5.2) h 

X ¢ 

g 

i 
>X' \ 

f ,  

yC_ _>y, 

i 

i 

i g, 
I 

z( k > Z '  

h' 
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o~ k est une T-extension de Z par K , h' une d~formation ~quivariante de h , 

et h' et g sont plats, il existe une obstruction 

W 6 Ext2(B[G,Y]°/B[G,X] ° ," Ly/z,g~K ) G  , (i) 

fonctorielle en (2.3.5.2), dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour 

qu'on puisse compl~ter (2.3.5.2) suivant le pointill~ en un diagramme commutatif 

de G-schemas o~ f' (resp. g') est une d~formation de f (resp. g). Quand 

= O, l'ensemble des classes d'isomorphie de solutions du probl~me est un torseur 

sous ExtI(B~G,Y]°/B[G,X] ° G ; Ly/z,g~K) et le groupe des automorphismes d'une 

solution donn~e s'identifie ~ Ext°(B[G,y]°/B[G,X] ° . ~/z,g~K) 

2.4. D~formations de torseurs. L'extension d'Atiyah. 

2.4.1. On suppose maintenant que G est un schema en groupes plat, localement 

de presentation finie sur S . Le th~or~me de structure locale des groupes 

alg~briques([22] III §3 6.1) implique que G-----> S est d'intersection compl~te 

au sens de (EGA IV 19.3.6), ou, ce qui revient au m~me d'apr~s (SGA 6 VIII 1.4), 

au sens de (SGA 6 VIII I.i). 

Soit Y un schema au-dessus de S , et soit f : X > Y un torseur 

sous Gy = G XsY . Cela signifie, rappelons-le, que f est un morphisme de 

G-schemas (Y ~tant muni de l'action triviale de G) qui poss~de les propri~t~s 

suivantes : 

(i) X est un pseudo-torseur sous Gy , i.e. la fl~ehe canonique 

Gy XyX > X xyX , (g,x) I > (gx,x) est un isomorphisme, ce qul slgnifie 

encore (VI 2.6.3 b)) que la fl~che canonique Ner(G,X) = Ner(Gy,X) > Sc(X/y) 

est un isomorphisme ; 

(ii) en tant que faisceau sur Yfpqc ' X possgde localement une section, 

ce qui, compte tenu de (i), ~quivaut ~ dire qu'en tant que Gy-faisceau X est 

localement isomorphe ~ Gy agissant sur lui-m~me par translations ~ gauche. 

Ces conditions impliquent : 

(i) Voir (III 4.10.1) pour la notation Exti(-/-;-,-). 
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a) f est fid~lement plat, et d'intersection compl~te (puisque 

G > S est d'intersection compl~te et que la propri~t~ pour un morphisme d'etre 

d'intersection compl~te est locale pour la topologie fpqc sur la base 

(SGA 6 VIII 1.6)). En particulier, f acquiert une section apr~s un changement 

de base fid~lement plat et localement de pr4sentation finie Y' ----> Y (par 

exemple f) : autrement dit, X est d~j~ un torseur sur Y pour la topologie 

fppf (SGA 3 IV 6.3.1). 

b) Le morphisme canonique 

(2.4.1.1) fG : BG/x > Yfpqc ' 

compos4 du morphisme de localisation BG/x > BG/y d4fini par f et 

de la projection BG/y .... > Yfpqc d4finie par la projection de G sur S , 

G fC~ est une ~quivalence de topos (SGA 4 IV 5.8) (i.e. fw et sont 

G associe quasi-inverses l'un de l'autre ; rappelons que, par d4finition, fw 

un G-faisceau L sur X le sous-faisceau de fwL invariant par G , tandis 

que fC~ associe ~ un faisceau M sur Y le faisceau f~M muni de l'action 

naturelle de G). Ii s'ensuit (VI 8.4.2.1) que, si 

N 

(2.4.1.2) f : Ner(G'X)fpqc > Yfpqc 

d~signe le morphisme de topos fibr4s d4fini par f , le foncteur 

= net f~ : Db(yfpqc ) > Db(Ner(G,X)fpqc ) f_~ 

est pleinement fiddle, d'image essentielle la sous-cat~gorie pleine de 

Db(Ner(G,X)fpqc ) form4e des objets quasi-cart4siens (1.1.3.5). On le v~rifie 

d'ailleurs directement, sans faire appel ~ (loc. cit.), en utilisant simplement 

que Ner(G,X) s'identifie ~ Sc(X/y) et que f poss~de localement une section. 

De la m~me mani~re, on v4rifie sans peine que, si 

(2.4.1.2)' f : Ner(G,X)N > yN 
- -  zar Ear 

d~signe le morphisme de topos fibres zariskiens d~fini par f , le foncteur 
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f_~ : Db(Yzar)qcoh > Db(Ner(G,X)zar ) 

est pleinement fidhle, d'image essentielle form~e des objets quasi-cart~siens 

& cohomologie quasi-coh~rente terme & terme (1.1.3). On a des ~nonc~s analogues 

avec D b remplac~ par pro-D b (resp. pro-DbF [a'b] , cf. (2.2.4)). Retenons 

que, si 

(2.4.1.3) 

avec ~ E pro-Db(Yzar)qcoh 

canoniques 

L = f* ~ , 

(resp. pro-DbF[a'b](Yzar)qcoh) , on a des isomorphismes 

(2.4.1.4) ~ = Rf_~ L , 

((2.4.1.5) ~ = Ls*(LIX) si s : Y > X est une section de f), 

(2.4.1.6) L c*L = ner(fG~Le *£) , 

fG L G = fG~ L * (2.4.1.7) R C. , = % , o~ L G e ~ , 

la derni&re relation d6coulant de (1.1.2.2). 

2.4.2. D'apr~s le th~or~me de changement de base (II 2.1.5.2), les sommets 

du triangle de transitivit6 relatif & Ner(G,X) > Ner(G,Y) > Ner(G) 

sont quasi-cart~siens. Comme de plus ils sont quasi-coh6rents terme & terme 

(1.2.2), on a, en vertu de ce qui precede, un isomorphisme canonique (cf. (2.2.4)) 

(2.4.2.1) t[LNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G) = ~* %X/Y/Z ' 

o~ ~X/Y/Z est un objet de pro-DbF[O'l](Yza r) (cf. V 1.2.7) d6termin6 & 

isomorphisme unique pros, qu'on appelle vrai triangle d'Atiyah de X/Y/S . 

D'apr~s (2.4.1.4), (2.4.1.5), on a donc 

(2.4.2.2) ~X/Y/Z = Rf_~ (t[LNer(G,X)/Ner(G,Y)/Ner(G)) , 

et 
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(2.4.2.3) 

si s : Y 

vrai triangle d'Atiyah est reli~ 

G 
LX/y/s (2.2.4.2) par les formules 

(2.4.2.4) 

(2.4.2.5) 

Le triangle associ~ 

%X/Y/Z = Ls*t[Lx/Y/S 

> X est une section de f . D'apr~s (2.4.1.6), (2.4.1.7), le 

~X/Y/S = 

G 
Lx/y/s = 

~X/Y/S 

au triangle de transitivit4 ~quivariant 

(2.4.2.6) 

On a donc, par d4finition, 

fG G 
R ¢~ ~Lx/y/S , 

f~L¢~ZX/y/S 

s'4crit, ~ isomorphisme canonique pros, 

ZX/Y 

t[Ly/s > ~X/S 

(2.4.2.7) t[LNer(G,X)/Ner(G) = ~X/S 

GG 
(2.4.2.7)' ~X/S = R f~ t[LNer(G,X)/Ner(G ) -- Re~f~Lx/s , 

(2.4.2.8) 

(2.4.2.8)' ~X/Y 

LNer(G,X)/Ner(G,Y) = !~X/Y 

fG_G 
= Rf_~ LNer(G,X)/Ner(G,y ) = Ke¢~ ~Lx/Y 

et 

(2.4.2.7)" ~X/S = Ls~t[Lx/s ' 

(2.4.2.8)" ~X/Y = LS~Lx/y ' 

quand f poss~de une section s . Les faisceaux d'homologie de %X/S 

essentiellement constants et quasi-coh~rents. D'autre part, cormme f 

d'intersection compl~te (2.4.1 a)), on a, d'apr~s (III 3.2.6), 

sont 

est 
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parf.amp(Lx/y) c [-I,0] (notation de (SGA 6 I 4.7, 4.8)). Comme 

(2.4.2.8) et que 

qu'on a aussi 

LX/y = f~X/Y 

f est couvrant pour fpqc (2.4.1 a)), il d~coule de (1.1.2.6) 

(2.4.2.9) parf.amp(~x/Y) c [-I,0] 

Le complexe ~X/Y s'appelle complexe de co-Lie de X sur Y . Sa formation est 

compatible ~ tout changement de base, i.e. si f' : X' > Y' est le torseur 

d~duit de f par un changement de base g : Y' > Y , on a, par KUnneth et 

(II 2.1.5.2), un isomorphisme canonique 

(2.4.2.10) Lg~X/Y N > ~X'/Y' 

partir de la suite 

(2.4.2.14) 0 > /S > WX/S ----->~X/Y > 0 

qui n'est autre que la suite obtenue par descente ~ Y 

exacte ~quivariante 

Le morphisme de degr~ i de (2.3.2.6) s'appelle classe d'Atiyah du Gy-tOrseur X 

et se note 

(2.4.2.11) at(X/Y/S) E Extl(%x/y,t[Ly/S) 

D'aprgs (2.4.2.5), la classe de Kodaira-Spencer ~quivariante (2.2.4.4) se 

d~duit de la classe d'Atiyah par la formule 

(2.4.2.12) KG(X/Y/S) = fG~L C~ at(X/Y/S) 

Quand G est lisse , il en est de m~me de f : X > Y , et, utilisant (III 3.1.2), 

1 
on est d~duit facilement que ~X/Y s'identifie au faisceau ~Gy des l-formes 

diff~rentielles invariantes de Gy tordu par X via l'action adjointe : 

Gy 
1 

(2.4.2.13) ~X/Y = X A WGy , 

ave¢ la notation habituelle des produits contract, s ([6] III 1.6). De plus, le 

triangle (2.3.2.6) fournit dans ce cas une suite exacte 
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i i 
0 ..... > f~ /S > ~X/S > ~X/Y > 0 

En d'autres termes, (2.4.2.14) est l'analogue de la suite exacte introduite 

par Atiyah dans [I] . Quand non seulement G , mais aussi Y est lisse sur S , 

le vrai triangle d'Atiyah de X/Y/S se r~duit ~ la suite exacte (2.4.2.14). 

Questio n 2.4.2.15. Existe-t-il une g~n~ralisation cormnune des invariants 

at(X/Y/S) et atB/A(M) (IV 2.3.6.2) ? 

2.4.3. Soit j : yC > Y' une S-extension de Y par un Module (quasi-coherent) J. 

Lemme 2.4.3.1. Soit f' : X' > Y' une d~formation ~quivariante (2.3.2) d u 

Gy-tOrseur f : X > Y au-dessus de y' . Alors f' est un Gy,-torseur. 

Preuve. La condition (2.4.1 (i)) est v~rifi~e d'apr~s (1.2.4.1). D'autre part, 

est fid~lement plat et localement de presentation finie, donc couvrant pour 

(fpqc) et l'on gagne. 

Combinant (2.3.3) avec les sorites de (2.4.1 b)) et les d~finitions de 

(2.4.2), on obtient donc le 

f, 

Th~or~me 2.4.4. (i) II existe une obstruction 

w(f,j) E Ext2(~X/y,J) 

dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour l'existence d'une d~formation 

de X en un Gy,-torseur X' . 

(ii) Quand w(f,j) = O, l'ensemble des classes d'isomorphisme de telles 

d~formations est un torseur sous Extl(~x/y,J) , tandis que le $roupe des 

automorphismesd'une d~formation donn~e s'identifie g Ext°(~X/y,J). 

(iii) S__!i e(j) E ExtI(Ly/s,J) d~sisne la classe de l'extension J 

(III 1.2.3), on a 
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~(f,j) = e(j)at(X/Y/S) 

Remarques 2.4.4.1. a) Cormue %X/Y est d'amplitude parfaite finie (2.4.2.9), 

on a, d'apr~s (SGA 6 I 7.7), 

" i v L 

ExtZ(~X/y,J) = H (Y'~x/Y ® J) ' 

avec la notation habituelle L v = RHom(L,@y) pour L 6 ob D(Y). 

b) Quand G est lisse, (2.4.4 (i) et (ii)) redonnent, compte tenu 

de (2.4.2.13), un r~sultat connu, obtenu classiquement par un calcul ~l~mentaire 

de eoeycles (voir Giraud ([6] VII 1.3) pour une traduction 41~gante de ce 

calcul en langage de "gerbes"). 

2.4.5. Cas d'une famille de torseurs. 

a) Soit S un n-diagramme de sch4mas, et soit G un objet en groupes 

de Top°(Sfpqc ) dont chaque sommet G (VI 7.2) est representable par un 

schema plat et localement de presentation finie sur S . Si Y est un 

n-diagramme de schemas au-dessus de S, on a un groupe induit Gy , et l'on 

d~finit un Gy-tOrseur comme un Gy-faisceau de Top°(Yfpqc ) dont la restriction 

chaque sommet de Y est un torseur au sens ordinaire. Les r~sultats des 

n°s (2.4.1) ~ (2.4.4) se transposent trivialement, mutatis mutandis, dans ce 

cadre plus g~n~ral. Nous laissons au lecteur le soin de les formuler. 

b) Nous lui laissons ~galement le soin de traiter la variante 

"sch4mas relatifs" des constructions et r~sultats pr~c~dents~ avec Y > $ 

un morphisme de topos annel4s, G un sch4ma relatif en groupes sur S , plat 

et localement de pr4sentation finie (au sens de Mme Hakim [23]), X un torseur 

sur Y sous le groupe induit Gy (i.e. un Gy-SCh~ma relatif sur Y tel que 

la condition (2.4.1 (i)) soit v~rifi4e et qu'il existe une famille couvrante 

y de l'objet final de y telle que, pour chaque ~ , XISpec F(Y,@) soit 

un torseur sous GylSpec, F(Y~,@) au sens ordinaire). 
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3. D~formations de schemas en $roupes plats non commutatifs. 

3.1. Complexe de co-Lie d'un sch4ma en groupes plat localement de pr4sentation 

finie. 

Dans ce num4ro, S d~signe un sch4ma et 

et localement de pr4sentation finie sur S . 

3.1.1. D~finition de %G " 

Notons f : G > S la projection, e : S 

G un sch4ma en groupes plat 

> G la section unit4. 

On pose 

(3.1.1.1) ~G = Le~LG/s ' 

V = RHom(~G,~S ) (3.1.1.1)' ~G 

Le complexe ~G (resp. ~) s'appelle complexe de co-Lie (resp. Lie) de G . 

D'apr~s (2.4.2.8)", ~G 

de la fa~on naturelle, comme torseur sous 

n'est autre que le complexe de co-Lie de G consider4, 

G (ou, au choix, sous le groupe oppos~ 

o o 
G G 

= Re~f~ LG/s 
G G 

(3.1.I.2) ~G = Rewf~LG/s 

D'apr~s (2.4.2.9), on a 

(3.1.1.3) parf.amp(% G) c [-i,0] , 

d'o~, compte tenu de (SGA 6 1 7.1), 

(3.1.1.3)' parf.amp(~) c [0,i] 

Le complexe de co-Lie (resp. Lie) d~pend de fa~on contravariante 

de G . Sa formation commute g tout changement de base, i.e. si 

est un changement de base, et G' le groupe induit sur S' 

canonique 

G °) : 

(resp. covariante) 

g : S' >S 

, on a un isomorphisme 

(3.1.1.4) Lg~%G~-> ~G' (resp. ~G' ~ > Lg~%G) 
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(appliquer (2.4.2.10), oh, directement, (II 2.1.5.2)). Le complexe de co-Lie 

a ~t~ introduit pour la premiere fois, dans le cas S affine et G fini, 

par Mazur-Roberts [13] . On leur doit notamment l'~nonc~ ci-aprgs, qui permet 

le calcul de ~G dans un grand hombre de cas : 

Proposition 3.1.1.5. So it 

I > G ----> H >K >i 

une suite exacte (pour 

presentation finie sur 

o~ les fl~ches de degr~ 

co-Lie. 

fpqc) de schemas en groupes plats localement de 

S . II existe un trian$1e distinsu~ canonique 

%K > ZH 

0 sont les flgches de fonctorialit~ du complexe de 

Preuve. Appliquer Le~ au triangle de transitivit~ LH/K/S 

th~or~me de changement de base relatif au carr~ cart~sien 

G c- >H 

et utiliser le 

S~ ' e > K  

Pour des exemples d'application de (3.1.1.5), nous renvoyons le lecteur 

[ii], et surtout [9], [14], oN il trouvera une ~tude d~taill~e des complexes 

de co-Lie des groupes de Barsotti-Tate tronqu~s. 
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3.1.2. D~finition de ~G " 

Notant G ° le groupe oppos~ ~ G, faisons agir G × G ° (I) 

par (g,h)x = gxh , d'o~ un complexe cotangent ~quivariant (2.2.2.1) 

LGxG 
GIS 

qui, par oubli de l'action de G X G ° 

Dfisignons par 

(3.1.2.0) f G° : 

sur 

ob D(B(GxG°)/G ) , 

s'identifie ~ Le*LG/s (2.2.3 a)). 

o 
B(G X G )/G .... > BG 

la projection canonique (qui est une 4quivalenee de topos (SGA 4 IV 5.8)), 

et posons 

G°GXG ° 
(3.1.2.1) ~G = f. LG/S 6 ob D(BG) 

II d4coule de la fonctorialit4 du complexe cotangent 4quivariant par rapport 

la cat4gorie d'op4rateurs (2.2.6) que, par oubli de l'action de G , ~G 

G ° G ° 
induit f. LG/S , i.e. Le~ G (3.1.1.2). En particulier, on a, d'apr~s 

( 3 . i . i . 3 ) ,  

(3.1.2.2) parf.amp(~ G)= c [-i,0] 

I 
Le faisceau ~G = H (~_) n'est autre que le faisceau des l-formes diff4rentielles 

o =5 

invariantes de G , muni de l'op4ration adjointe de G ; quand G est lisse, 

> ~ ~ est un quasi-isomorphisme. Tout comme ~G' = ZG 1 'augmentation ...... 

=G 

d~pend de fa~on contravariante de G, et la formation de Z commute ~ tout 
=G 

changement de base S' > S . 

(I) sauf mention du contraire, les produits sont pris sur S . 
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Voici maintenant deux interpretations de 

constructions de (2.4.5). 

dans le style des 
=G 

a) Faisant agir G sur lui-m~me par translations ~ gauche, on a 

une projection ¢anonique 

(3.1.2.3) Ner(G,f) : Ner(G,G) .... ~ Ner(G) 

Faisant agir G par multiplication ~ droite sur Ner(G,G) et trivialement 

sur Ner(G), on peut eonsid~rer Ner(G,f) (qui est ~quivariant pour cette 

action) comme d~finissant un torseur sous G ° Ner(G) au sens de (2.4.5 a)). 

D'o~ un complexe de co-Lie ~Ner(G,G)/Ner(G) E ob D(Ner(G)za r) . Je dis 

qu'on a un isomorphisme canonique 

(3.1.2.4) L6-~Ner(G,G)/Ner(G ) = ner(% ) 
=G 

Ii suffit en effet d'observer qu'on a un isomorphisme canonique 

G×G ° 
Lc~L o o = ner(LG/S ) Ner(G ,Ner(G,G))/Ner(G ,Ner(G)) 

et de revenir aux d~finitions ; les d~tails sont laiss~s au lecteur. 

b) Un schema relatif sur BG n'~tant pas autre chose qu'un G-schema, 

G, consid~r~ comme G-schema par les translations ~ gauche, d~finit un schema 

relatif PG sur BG . Muni de l'action de G ° d~finie par lestranslations 

o 
droite, PG est un GBG-torseur au sens de (2.4.5 b)), et l'on dispose donc 

d'un complexe de co-Lie £PG/BG E ob D(BG) . On v~rifie facilement qu'on a un 

isomorphisme canonique 

(3.1.2.5) ~PG/BG = ~G 

o 
Si Y est un schema sur S et X un torseur sous Gy , X correspond, par 

la propri~t~ universelle du classifiant (SGA 4 IV 5.9), ~ un morphisme de topos 

x : Y~fpqc ~ BG (tel que le torseur induit par PG via x s'identifie ~ X). 

De la compatibilit~ du complexe de co-Lie au changement de base et de (3.1.2.5) 

d~coule qu'on a un isomorphisme canonique 



- 215 - 

(3.1.2.6) LC~X/y = x~ 
=G 

Si l'on se rappelle qu'appliquer x~ ~ un objet de BG consiste ~ l'induire sur 

Y et le tordre par X , on voit que (3.1.2.6) est une g~n~ralisation naturelle 

de (2.4.2.13). 

3.1.3. Calcul de LNer(G)/S 

Notons e : S ) Ner(G) le morphisme canonique (inclusion du 

sommet Ner (G) = S). On a donc un morphisme de topos annel~s not~ encore 
o 

e : Sfpqc .... > Top(Ner(G)fpqe) . Rappelons (VI 5.3) que le foncteur e~ , image 

inverse pour les Modules , admet un adjoint ~ gauche exact e! 

Proposition 3.1.3.1. II existe un trSangle distingu~ canoni~ue de 

ner(~) 
=t5 / \ 

Le~LNer(G)/S > e~ e~ner(£ ) 
• = G  

o~ la fl~che oblique de droite est la fl~che d'adOonction. 

D(Ner(G)fpqc) : 

Preuve. Le triangle d'Atiyah (2.4.2.6) relatif g (3.1.2.3) s'~crit : 

~Ner (G, G)/Ner (G) 

LNer (G)/S > ~Ner (G, G)/S 
(i) 

d'o~, par application de LC~ , un triangle distingu~ 

1 
( ) Ona 

LC~Ner(G,G)/Ner(G) 

J 
LC~LNer (G)/S 

LNer(G)/S Cob D[-I'OJ(Ner(G)). 

> LeWZNer (G, G)/S 
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II suffit de montrer que Le~m s'identifie ~ la flgche d'adjonction 

e~e~ner(~ ) ...... > ner(~G). Or on a un carr~ commutatif 

e~e~(L¢~Ne - • r(G,G)/S ) > L¢~Ner(G,G)/S 

e ! e~ (L¢~m) L¢~m 

e ! e~, ~ (Lc~Ne r (G, G)/Ner (G) > L¢~Ner(G,G)/Ner(G ) 

o~ les fl~ches horizontaies sont les fl~ches d'adjonction. La fl~che verticale 

de gauche est un isomorphisme d'apr~s la compatibilit4 du complexe de co-Lie au 

changement de base et le fait que Ner (G) = S . D'autre part, d'apr~s (3.1.2.4), 
O 

la fl~che horizontale inf4rieure s'identifie ~ la fl~che d'adjonction 

eleWner(Z ) -------> ner(Z ). Done il suffit de prouver que la fl~che horizontale 
• =G =G 

sup~rieure est un isomorphisme. Ii suffit pour cela de prouver qu'elle devient un 

isomorphisme apr~s application de Ner(G,f)w (3.1.2.3) (puisque la v~rification 

se fait ~tage par 4tage et que Ner(G,f) est couvrant ~tage g 4tage). Or, 

si e' : G > Ner(G,G) d4signe l'inclusion de l'4tage d'indice O , on a 

Ner(G,f)~e! = e'!Ner(G,f)~, et comme Ner(G,f)~L¢~Ner(G,G)/S = LeWLNer(G,G)/S 

d'apr~s (2.4.2.5), on est ramen~ ~ montrer que la fl~che d'adjonction 

e~e'~Lc~L . . . .  > 
ser(G,G)/S L~WLNer(G,G)/S 

est un isomorphisme. Or Ner(G,G) s'identifie A Sc(G/s) (2.4.1 (i)), de 

' on voit qu'on est r~duit ~ prouver sorte que, revenant ~ la d~finition de e! , 

que, pour tout n E ~, la fl~che canonique 

n 

p r ~ L G / S  
1 

G n est un isomorphisme, pr i : > G 

cela d~coule de ( I I  2 . 3 . 1 0 ) ,  L a  d g m o n s t r a t i o n  d e  ( 3 . 1 . 3 . 1 )  

> LGn/S 

d~signant la i-i~me projection. Mais 

est donc achev~e. 
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Corollaire 3.1.3.2. 

fonctoriel 

Pour M E ob D+(BG), il existe un isomorphisme canoni~ue 

L 
RHom(Lc~LNer(G)/s,ner(M)) = R~(BG/S, ~v ® M) [i] 

=G 

o_~ %V = RHom(% ,~), et RI~(BG/S,-) d4signe la cohomolo$ie relative (III 4.10.5) 
=G =G -- 

du morphisme Sfpqc > BG d~fini par la section unit~ de G . 

Preuve. Le triangle d4duit de celui de (3.1.3.1) par application du foncteur 

RHom(-,ner(M)) s'~crit 

(~) 

RH°m(Le~LNer (G)/S 'ner (M)) 

R H o m ( n e r ( ~  ) , n e r ( M ) )  ......... > Rttom(e~.~ner(.g ) , e ~ n e r ( M ) )  
=G =G 

o~ la fl~che horizontale est la restriction. D'apr~s (VI 8.4.2), celle-ci 

s'identifie ~ la restriction 

( ~-~ ) 
RHom(~G,M) >RHom(e*~G,e~M) 

N ..... 
oN e d@signe cette fois le morphisme Sfpqc > BG 

unit~ de G (e* = oubli de l'action de G). Comme 
=G 

finie (3.1.2.2), (**) se r~erit, d'apr~s (SGA 6 I 7.7), 

defini par la section 

est d'amplitude parfaite 

L L 
RI~(BG,~F® M) > RI~(S,e~(%V ® M)) 

=G =G 

Le triangle (*) fournit donc, d'apr&s (III 4.10.3), un isomorphisme 

L 
RHom(Le~LNer(G)/s,ner(M)) = RF(BG/S, ~V® M) [I] 

--G 

dont nous laissons au lecteur le soin de pr~ciser la fonctorialit~ en G et M . 
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Remar que 3.1.3.3. 

si u : F >G 

presentation finie sur 

On prouve de la m@me mani~re que, plus g~n~ralement, 

est un morphisme de sch4mas en groupes plats localement de 

S , on a, pour M E ob D+(BF), un isomorphisme 

(i) RHom(Lc~LU~LNer(G)/s,ner(M) = 

(o0 u d~signe encore par abus le morphisme BF 

Utilisant le triangle de transitivit4 de Ner(F) 

d4duit de (3.1.3.2) et (i) un isomorphisme 

L 
RF(BF/S,(u,~,£ v) ® M) [ I ]  

=G 

> BG induit par u). 

> Ner(G) > S , on 

L 
RI~(BF/S, K ® M) [i] (ii) RH°m(Lea'LNer (F)/Ner (G) ' ner(M) ) = 

o0 K est d4fini par le triangle distingu4 

K >2, v 
=F 

oO la fl~che oblique de droite est la fl~che de fonctorialit~ du complexe de Lie. 

3.2. D4formations de sch4mas en groupes plats, localement de pr4sentation finie. 

(i) I1 existe une obstruction 

L 
~(G,i) E H3(BG/S, v® e~l ) (i) 

=G 

(I) Si L est un Module sur Sfpqc (plus g4n~ralement un objet de pro-Db(Sfpqc )) 

on note encore L l'objet induit sur BG par la projection canonique 
N 

BG > Sfpqc 

Th~or~me 3.2.1. Soient S ) T un morphisme de schemas, i : S • > S' 

une T-extension de S par un Module ~uasi-coh~rent I , Gun schema en $roupes 

plat et localement de presentation finie sur S . 
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dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour l'existence d'une d~fqrmation 

de G en un schema en groupes plat G' au-dessus de S' . 

(ii) Quand ~(G,i) = O, l'ensemble des classes d'isomorphisme de 

L 
d~formations G' est un torseur sous H2(BG/S, Z~ @ e~I) et le $roupe des 

=G L 
automorphismes d'une d@formation donn~e s'identifie ~ HI(BG/S, ~® ¢~I) . 

=G 

(iii) Ii existe une classe canonique, d~pendant fonctoriellement 

de G > S ....... > T, 

L 
c(G/S/T) E H2(BG/S,~G (9 t[Le~,~Ls/T) (i) 

telle que l'on ait 

~(G,i) = (p~C~e(i))c(G/S/T) , 

ExtI(Ls/T, N o_~ e(i) E I) est la classe de l'extension i e t p : BG > Sfpqc 

la pro iection canonique. 

Preuve. D'apr~s (VI 9.3.1) et (1.2.4.1), il revient au m~me de se donner une 

d~formation de G en un schema en groupes plat G' au-dessus de S' ou 

une d~formation de Ner(G) ~ S au-dessus de S' (au sens de (1.2.4)). 

Le th~or~me r~sulte donc de (III 2.1.7) appliqu~ au probl~me de d~former 

Ner(G) > S au-dessus de S', compte tenu de (1.1.2.3), (1.1.2.5) et (3.1.3.2). 

3.2.2. D@composition spectrale de l'obstruction. 

3.2.2.1. Dans la situation de (VI 8.4.2), soit M E ob D+(BX),et soit 

M > F un quasi-isomorphisme oO F est born~ inf~rieurement et ~ composantes 

injectives sur X Si, comme en (2.3.4.1), on note K le complexe simple 
o 

associ~ ~ In] J > F'(Xn,nern(F)), on a, d'apr~s (VI 8.4.2), un isomorphisme 

canonique 

RI~(BX/Xo,M) = FIK , 
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oN FIK d~signe le sous-complexe de K correspondant ~ n ~ i et 

X 
O 

> BX est le morphisme canonique (pour lequel le foncteur image inverse 

est l'oubli de la X-structure). II en r~sulte une suite spectrale 

I Hq(Xp,ner (M)) si p ~ i 
(~) E~ q P 

= ~H~(BX/Xo,M ) 

O si p ~ O 

On v~rifie facilement que les projections canoniques 

FIK > ... > FIK/Fi+IK > FIK/FiK > ... > FIK/F2K > 0 

s'identifient dans la cat~gorie d~riv~e aux restrictions 

Rr(BX/Xo,M) > ... > Rl~(T[l,i]X,ner(M)) > RI~(T[l,i_l]X,ner(M)) 

> ... > Rr(Xl,nerl(M)) > O 

TO 
oN T[I,i]X d~signe la restriction de X ~ All,i] (VI 4.1). D'o~ une 

interpretation g~om~trique de la filtration de l'aboutissement de (~). 

L 
3.2.2.2. Appliquant ce qui precede ~ X = Ner(G) et M = ~ ® C~I , 

=G 
obtient une suite spectrale 

Le terme 

f 

Epq = I O si 

L 
H3(BG/S,% v ® I) 

=G 

L 
Hq(G p, ~V ~ I) si p > I 

G 

p~O 

a une filtration de longueur 2 , 

H3(BG/S,% v ~ I) = F I ~ F 2 ~ F 3 ~ O 
=G 

on 

L (i 
H~(BG/S,~ v ~ ¢~I) ) 

=G 

dfn 
(I) Hq(G p,~Gv ~ I) = Hq(GP,(~ G ~ I)GP),O~-GP = image inverse sur G p . 
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dont le gradu~ associ~ est : 

FI/F 2 = El2= = E412 C E 1 12 = H2(G,~® I) = Ext2(LG/s,I G) ," 

F2/F 3 = E21 21 21 ~i/i m E1 = E 3 c E 2 = E ii 

i 2 v L v L 
= H (G '%G ® l)/Im HI(G,~ G ® I) 

= ExtI(G2;d~LG/s 'IG2) /Im ExtI(LG/s,IG) ," 

F3 = E3O= = E33o = E~O/im E211 C (E~O/im E~O)/im (Ker(E~l > E~I)) = 

o 2 v L HI(G,~® I) > (H°(G3,~ l)/Im H (G '~G ® l))/Im (Ker L HI(G2,D~ I)) 

= (H°(G3,(tG ® I)G3) /Im H°(G2,(t G 

Utilisant (3.2.2.1) et la fonctorialit4 des obstructions, on peut interpreter 

les images de w(G,i) (3.2.1 (i)) darts les Fi/F i+l de !a mani~re suivante : 

12 
a) L'image de w(G,i) dans E 1 est l'obstruction ~ d~former G comme 

sch4ma au-dessus de S' (III 2.1.7). 

b) Supposons que cette image soit nulle et choisissons une d~formation 

G' de G au-dessus de S' . Alors l'image de ~(G,i) E F 2 dans E i/Im E 1 

est l'obstruction ~ d4former la loi de composition de G en un S'-morphisme 

G '2 G' ((III 2.1.7), d. : > modulo l'ind~termination dans le choix de G' 
i 

(III 2.2.4)). 

c) Supposons que cette derni~re image soit nulle, de sorte qu'on a 

w(G,i) 6 F 3 , et choisissons un prolongement d I : G '2 > G' de la loi de 

composition de G . Alors l'image de w(G,i) dans 

® I)G2))/KerI(ExtI(LG/s,IG))-->ExtI(G2;d~LG/s,IG2)) 

(i). 

(I) t G = R°(%~) est l'Alg~bre de Lie de G . 
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(E32°/Im E~°)/Im (Ker(Ell I > E~ I) est (an signe pros)le cocycle de Hochschild 

d'associativit~ de d I modulo l'arbitraire dans le choix de d I et dans le 

choix d'un G' auquel la loi de composition se prolonge. 

Les d~tails de la v~rification pr~c~dente sont laiss~s au lecteur. 

Quand G est lisse, on retrouve la discussion de (SGA 3 III 3). 

3.3. D~formations de morphismes de schemas en sroupes. 

Dans ce num~ro, on fixe un morphisme de schemas S > T et une 

T-extension i : S > S' de S par un Module quasi-coherent I . 

Th~or~me 3.3.1. Soient F' (resp. G') un schema en groupes plat, localement 

de presentation finie sur S', F (resp. G) le schema en $roupes induit sur S , 

u : F '' > G un morphisme de schemas en groupes. 

(i) II existe une obstruction, fonctorielle en (u,F',G'), 

v L (i) 
W(u,F',G') E H2(BF/S, u~% ® ¢*I) , 

=G 

dont l'annulation est n4cessaire et suffisante pour l'existence d'un prolongement 

de u en un morphisme de schemas en groupes u' : F' ...... > G' . 

(ii) 

un torseur sons 

quand W(u,F',G') = O, l'ensemb!e des prolongements 

L 
HI(BF/S, u~ ~ ® e~i) 

=G 

u' est 

Preuve. II revient au mame de prolonger u en un morphisme de schemas en groupes 

u' : F' > G' ou de prolonger Ner(u) : Ner(F) > Ner(G) en un morphisme 

de schemas simpliciaux Ner(F') > Ner(G'). Compte tenu de (1.2.2), ce dernier 

probl~me est justiciable de (III 2.2.4). On obtient donc une obstruction 

E Extl(Ner(u)~LNer(G)/S,I) , et, quand w = O, l'ensemble des solutions est 

un torseur sons Ext°(Ner(u) *LNer(G)/S,I). Compte tenu de (1.1.2.3) le 

th4or~me r~sulte alors de (3.1.3.3 (i)). 

(I) u d~signe encore par abus le morphisme BF > BG induit par u , et, 
pour L E ob D(Sfpqc) , on note encore L l'objet induit sur BF par la projection 
canonique. 
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Remarques 3.3.1,1. a) Si F = G et u = Id F , l'obstruction (3.3.1 (i)) 

n~est autre que la difference (au signe pros) des classes des d~formations 

F' et G' au sens de (3.2.1 (ii)). 

b) Con~ne en (3.2.2.2), on a une suite spectrale 

Le terme 

H 2 ~ F 1 D F 2 D O , 

I L 
Hq(FP,(Lu~ ® I) ) si p ~ I 

F p 
= 

0 si p ~0 

L 
H2(BF/S ,u~£  v ® ¢~ I )  p o s s ~ d e  une f i l t r a t i o n  de l o n g u e u r  1 , 

=G 

avec 

H~(BF/S, U ~ G  @ ~'~I) 

FI/F 2 = Ellm = E211 c Elll = ExtI(F,Lu~LG/S ®L I) , 

F 2 = E2O 2o ~o/i m E1 F2 ) E 2 C E io o 2 v o L = = Ext (F '(~g ~ I) /Im . Ext (F,LU~LG/S ® I) 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier les points suivants : l'image de 

ii 
w(u,F',G') dans E 1 est l'obstruction ~ prolonger u en un morphisme de 

schemas u' : F' > G' (III 2.2.4) ; quand cette image est nulle, on a 

l o  
w ( u , F ' , G ' )  E F 2 , e t  l ' i m a g e  de W ( u , F ' , G ' )  dans  E ° / I m  E 1 e s t  l e  d ~ f a u t  

de m u l t i p l i c a t i v i t g  d ' u n  m o r p h i s m e  de schemas  u '  p r o l o n g e a n t  u modulo  

l'arbitraire dans le choix de u' . Quand G est lisse, on retrouve la 

discussion de (SGA 3 III 2), o~ figurent d'ailleurs divers compl~ments 

int4ressants, notamment le fait que le groupe de cohomologie de Hochschild 

HI(F,~G ® I) (I) (qui est de fa~on naturelle un quotient de HI(BF/S,u~ ~ I)) 

classifie les prolongements u' de u (en un morphisme de sch4mas en groupes) 

modulo conjugaison par un automorphisme int4rieur de G' induisant l'identit4 sur S 

dfn 
(I) = Hl([n] I > F(Fn,(tG 

sur laquelle F agit via u 

® I) Fn)), o~ t G est l'Alggbre de 

et l'op~ration adjointe de G . 

Lie de G 
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Th~or~me 3.3.2. Soient F (resp. G') un schema en groupes plat localement 

de presentation finie sur S (resp. S'), G le groupe induit par G' sur S , 

u : F > G un morphisme de schemas en groupes, K l,objet de D(BF) 

d~fini par le triangle distingu~ 

(~) / = 

K > .~v 
--F 

oh la fl~che o.b..lique de droite est c.elle de f.0..nctorialit~. 

(i) II existe une obstruction 

L 
w(u,G') E H3(BF/S, K® ~I) 

do nt l'annulation est n4cessaire et suffisante pour l'existence d'un couple 

(F',u') o_~_~ F' est une d6formation de F en un schema en groupes plat sur 

S' e t u' : F' > G' un morphisme de schemas en groupes prolongeant u . 

(ii) quand w(u,G') = 0 , l'ensemble des classes d'isomorphisme de 
L 

solutions (F',u') est un torseur sous H2(BF/S, K ® c~l), et le $roupe 

L 
de.s automorphismes d'une solution do.nn~e s'identifie 5 HI(BF/S, K ® c~l). 

Preuve. II revient au m~me de se donner un couple (F',u') comme en (i) ou 

de d6former Ner(F) > Ner(G) au-dessus de Ner(G') au sens de (1.2.4). 

On peut donc appliquer (III 2.1.7), et, combinant avec (1.1.2.3), (3.1.3.3 (ii)), 

on obtient le th6or~me. 

Remarques 3.3.2.1. a) Prenant pour G' le groupe unit~ sur S', on retrouve 

(3.2.1 (i) et (ii)). On peut d'autre part, gr$ce g (III 2.1.7 (iii)), exprimer 

~(u,G') comme cup-produit de e(i) avec une classe fondamentale ne d~pendant 

que de (u,G',S > T) (mais la formule n'a pas l'air simple). 

b) Soient G', G" des d~formations de G en un sch6ma en groupes 

plat sur S', d'oh, d'aprgs (3.2.1 (ii)), un ~14ment 
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cl(G') - cl(G") E H2(BG/S,~G L c~I). On peut montrer que ~(u,G') - w(u,G") 

d~duit de uW(cl(G') - el(G")) E H2(BF/S,uWZV~ eWl) par la fl~che 
=G 

G ~ H3(BF/S'K L H2(BF/S,u~ e~I) ...... > ® e~I) d4finie par la fl~che de degr~ 1 

du triangle (~). 

c) Si u est une immersion ferm4e, il en est de m~me de u' pour 

toute solution (F',u') comme en (i), L'4nonc4 (3.3.2) s'applique donc aux 

probl~mes de d4formations de sous-groupes ferm4s. 

d) On laisse au lecteur le soin d'4tudier, connne en (3.2.2), la 

d~composition spectrale de ~(u,G'), et de comparer avec la discussion de 

(SGA 3 III 4). 

se 

Th~or~me 3.3.3. Soient F' (resp. G) un sch4maen groupes plat localement de 

presentation finie sur F' s ur S , 

u : F 

S' (resp. S), Fle groupe induit par 

> G un mQ[phisme de sch4mas en groupes. 

(i) Ii existe une obstruction 

W(u,F') £ H3(BG/BF, V ~ ¢~I) 
=G 

dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour l'exis.te.nce d'un couple 

(G',u') o__~ G' est une d4formation de G en un sch4ma en g roupes plat 

sur S' e__!t u' : F' > G' un morphisme de sch4mas en ~roupes prolon~eant u . 

(ii) Quand w(u,F') = O , l'ensemble des solutions (G',u') est 

un torseur sous H2(BG/BF,Z~= ~ E~I) et le ~roupe des automorphismes d'une 

solution donn4e s'identifie g HI(BG/BF,~ ~ ewI) . 

Preuve. La donn4e d'un couple (G',u') comme en (i) 4quivaut ~ celle d'une 

d4formation de Net(G) en un sch4ma simplicial plat Y' sur S' et d'un 

prolongement de Ner(u) en un morphisme de sch4mas simpliciaux Ner(F') > Y'. 

On peut donc appliquer (llI 2.3.2), d'o~ le th4or~me d~coule grace 

(1.1.2.3) et (3.1.3.2) (ou plus exactement de la variante suivante de (3.1.3~2) : 
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vL 
RHom(Ner(G)/Ner(F) ; LNer(G)/s,ner(M)) = Rr(BG/BF,~ ® M) 

=G 

Les d4tails sont laiss6s au lecteur . 

[ i ]  ) 

Remarques 3.3.3.1. a) Si u est un 6pimorphisme (pour fpqc), il en est 

de m~me de u' pour toute solution (G',u'). L'6nonc6 (3.3.3) s'applique donc 

aux probl~mes de d6formations de groupes quotients. Ii s'applique aussi, 

d'apr~s (3.3.2.1 a)) aux probl~mes de prolongements de plongements (~ ce 

titre, la variante commutative de (3.3.3) que nous verrons plus bas est plus 

int6ressante). 

b) D'apr~s (III 2.3.4) , ~(u,F') peut s'6crire comme cup-produit 

de e(i) par une classe fondamentale d6pendant fonctoriellement de 

(u,F', S > T). D'o~ la fonctorialit~ de W(u,F') par rapport aux donn~es. 

4. D6formations de sch6mas en modules. 

4.1. Complexes de Lie et de co-Lie d'un sch4ma en modules. 

Proposition 4.1.1. Soient S un sch6ma, G un schema en groupes commutatifs, 

plat et localement de presentation finie sur S . Notons p : BG ) Sfpqc 

la projection canonique. Ii existe un isomorphisme canoni~ue, fonctoriel de D(BG) : 

= p~L " 
=G ¢~¢~G 

(les notations 4tant celles de (3.1.1.1) et (3.1.2.1)). 

La preuve s'appuiera sur les deux lemmes ci-apr~s : 

Lemme 4.1.1.1. Soient T un topos, @ un Anneau de T , F 

morphisme d'objets en monoYdes de T , y u n G-objet de T , X 

d~duit par restriction, d'o5 un carr4 commutatif 

> G un 

l e F-objet 
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BF/x 

BF 

V 
> BG/y 

> BG 

oN les fl~ches verticales sont les morphismes de localisation. Alors, pour 

M E ob D+(BG/y), la fl~che de changement de base 

est un isomorphisme. 

u~Rg~M > R f ~,~v~,~M 

Preuve. Ii suffit de montrer que la fl~che qui s'en d~duit apr~s oubli de 

l'action de F est un isomorphisme, autrement dit on peut supposer que F 

est le mono~de unit~. L'assertion r~sulte alors du fait que les Modules 

injectifs de BG/y sont injectifs en tant que Modules sur Y (VI 8.2.7). 

Lemme 4.1.1.2. Soient T un topos, @ un Anneau de T , G un Groupe 

commutatif de T , d'ofi un carr~ commutatif 

B(G X G) q > BG 

(~,~) 

BG > T , 

off p (resp. q) 

G X G > G) et 

est induit par pr I : G X G > G (resp. l'addition 

f est la projection canoni~ue. Alors, pour M E ob D+(BG), 

la fl~che de chansement de base 

est un isomorphisme. 

f~Rf~M > Rp~+q~M 
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Preuve. Ii suffit de montrer que la flgche qui s'en d4duit par oubli de l'action 

de G est un isomorphisme. Or le carr4 commutatif 

(W~) f 

BG g > B(G X G) 

e 
T ........ > BG 

o5 e (resp. g) est donn4 par la section nulle de G (resp. G > G X G, 

x l > (x,O)), s'identifie au carr~ 2-cart~sien d4fini par p et le morphisme 

de localisation T -- BG/G > BG (SGA 4 IV 5.8), et par suite, pour tout 

L E ob D+(B(G X G)), la fl~che de changement de base 

e~Rp~L > Rf~g~L 

est un isomorphisme. Le lemme en d~coule, vu que le compos4 de 

est le carr4 

BG .... 

T 

Id 

Id 

BG 

>T 

(~) et (~) 

Preuve de 4.1.1. (d'apr~s P. Deligne). Comme G 

consid~r~ comme (G X G°)-sch~ma, se d~duit de 

par restriction via la multiplication G X G ° 

commutatif 

est commutatif, G , 

G , consid~r~ comme G°-sch~ma, 

> G . On a donc un diagramle 



- 229 - 

O 
B(G X G )/G BG°/G 

B(G X G °) 

Pl 

BG 

> BG ° 

~ Sfpqc 

oh le carr~ sup~rieur est du type (4.1.1.1) (avec u donn~ par la 

multiplication G X G > G, et le carr~ inf~rieur du type (4.1.1.2). 

Le compos~ pg (resp. pl h) est le morphisme not~ f G° dans (3.1.1.2) 

(resp. (3.1.2.1)). On a par suite des isomorphismes canoniques fonctoriels 

z ~ h GxG° 
~=G KPI~R ~LG/S 

O 

(3.1.2.1) 

G ° 
= RPl Rhv+~LG/S (2.2.6.1) 

= p+~Rp~Rg~L G° 

G/S 
((4+1.1.1) et (4.1.1.2)) 

O o 
G G 

= p~f~ LG/S 

= p~L~G 

ce qui d~montre la proposition. 

((3.1.1.2) et (2.4.2.5)), 

Scholie 4.1.1.3. L'~nonc~ (4.1.1) g~n~ralise le fait que l'op~ration adjointe 

i 
de G sur ~G/S est triviale quand G est eommutatif. Tenant compte de 

(3.1.2.6), on en d~duit que, sous les hypoth&ses de (4.1.1), si Y est un 

schema sur S et X un Gy-torseur, on a un isomorphisme canonique 

o~ g : Y 

~x/Y = Lg~G 

> S est la projection. 
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4.1.2. Soient, comme en (2.4.5 a)), S un n-diagrarm~e de schemas et G 

un objet en groupes de Top°(Sfpqc ) dont chaque sommet est representable par 

un schema plat et localement de presentation finie (nous dirons en abr~g~ que G 

est un schema en groupes plat localement de presentation finie sur S) . On 

dispose du complexe de co-Lie, ~G E ob D[-l'O](Szar ), dont la connaissance 

permet de r~cup~rer le complexe cotangent LG/S grace ~ l'isomorphisme canonique 

(2.4.2.8) 

(4.1.2.1) LG/S = f~%G 

oN f : G > S est la projection. Nous poserons 

(4.1.2.2) ~ = L C~ G , 

de sorte que (4.1.2.1) fournit un isomorphisme canonique 

(4.1.2.1)' L c~LG/S = f~--G 

Nous poserons d'autre part (cf. (VI 7.3)) 

(4.1.2.3) ~ = RHom!(~G,@) E ob D[O'l](Top°(Sfpqc)) 

! 
Sur chaque sommet G~ de G, ~_G induit le complexe de Lie de G 

Comme ~--G est d'amplitude parfaite rinse sur chaque sommet, il d~coule de 

(SGA 6 1 7.7) qu'on a, pour M E ob D+(Top°(Sfpqc)), un isomorphisme 

canonique fonctoriel 

! ~ L 
(4.1.2.4) RHom'(~_G,M) = ~_G ® M (i). 

(I) Pour L E ob D-(Top(Sfpqc)), on d~finit une fl~che fonctorielle 

! ! 
(*) m~o..._~m" (L,M) ~ m~om" (L,(~) ~ M 

par d~rivation de la fl~che canonique ~vidente 

! ! 
Hom'(L,M) < Hom'(L,@) ® M 

(r~soudre L par un complexe le Modules plats et M par un complexe de Modules 
injectifs sur chaque sonmlet). La fl~che (*) est un isomorphisme d~s que L est 
d'amplitude parfaite finie ~ur chaque sommet : cela r~sulte de (SGA 6 1 7.7) et 
de la compatibilit~ de RHom • ~ la restriction aux sormmets. 
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Proposition 4.1.3. Soient S un n-diagramme de sch4mas, G un sch4ma en ~roupes 

commutatifs plat localement de pr4sentation finie sur S (au sens de (4.1.2)). 

Notons S <i> l e (n+l)-diagramme d~fini par l'ob~et simplicial trivial de 

valeur S , e__tt X i > X<I> le foncteur Ner (9.3.2.1) de la cat~gori9 des groupes 

ab41iens (resp. Modules) de Top°(Sfpqc ) dans celle des sroupes ab41iens 

(resp. Modules) de Top°(S<l> fpqc) . On a un isomorphisme de D(Top°(S<l>fpqc )) : 

! ! 

= <1>  

Preuve. Induisant le triangle (3.1.3.1) sur S <I> par la section nulle 

S <i> > G <I> = Ner(G), et tenant compte de (4.1.i) (I), on obtient 

un triangle distingu4 

(*) 

& 

/\ 
~G <I> > e!~G 

o5 la fl~ehe oblique de droite est la fl~che d'adjonction relative 

e : S C . ~ S <I> , le sommet sup4rieur du triangle d~signant l'objet constant 

de D(Top(S <l>fpqc)) d~fini par %--G E ob D(Top(Sfpqc)). Par application du 

! 

foncteur RHom'(-,@), (*) fournit, gr~te A (VI 7.5), un triangle distingu4 

(~) 

! 

~-~ <I> 

! ! 
~__~ >e~ 

o5 la fl~che horizontale est la fl~che d'adjonction. Or, pour tout Module 

M de Top°(Sfpqc ), e M s'identifie au cone de M (not4 ~ M dans (I 3.2.1.4)), 

(I) (3.1.3.1) et (4.1.1) s'4tendent trivialement, mutatis mutandis, au cas o5 
la base S est un n-diagramme. 
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et la flAche d'adjonction M > e~M s'insAre dans la suite exacte canonique 

(I 3.2.1.5) 

0 > M > e~M > M <I> ----> 0 

La proposition en d@coule aussitOt, compte tenu de l'unicit~ ~ isomorphisme 

pros du troisi~me sommet d'un triangle distingu@ construit sur une base donn~e. 

Corollaire 4.1.3.1. Soient S un schema, G un schema en groupes com~utatifs, 

plat et localement de presentation finie sur S . Notons C.(S(1)) le diagramme 

constant de type C.(S I) de valeur S (VI 11.2.2, 11.2.3), e_!t C.(-I)) 

le foncteur (VI 11.3.3.17) de la cat~gorie des faisceaux ab~liens 

(resp. @-Modules) sur Sfpqc dans celle des faisceaux ab~liens (resp. @-Modules) 

de Top°(C.(S(1))fpqc ) (en particulier, C.(G(1)) est un schema en $roupes 

commutatifs, plat et localement de presentation finie sur C.(S(1)) au sens 

de (4.1.2)). On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel de D(Top°(C.(S(1))fpqe)): 

' = (~(i)) ~C.(G(1)) C. 

! 
Preuve. Tout revient ~ prouver que ~C.(G(1)) est dans l'image essentielle 

de D-(Sfpqc) par le foncteur C.(-(1)) (VI 11.3.3.17). En effet, s'il en 

est ainsi, on a un isomorphisme canonique fonctoriel donn~ par la fl~che 

d'adjonction (VI 11.2.3, 11.3.3.13) 

! 

--~C. (G(1)) ~ > C. (L(1)), 

f 2 ! )))red(_l) 
o~ L = ~ (£C- . ( G ( 1  , e t  i l  e n  r g s u l t e  que  L s ' i d e n t i f i e  ( c a n o n i q u e m e n t  

! 
et fonctoriellement) ~ ~ (la formation de ~" con~nutant ~ la restriction aux 

! 

s o m m e t s ) .  P o u r  p r o u v e r  que  ~ C . ( G ( 1 ) )  a p p a r t i e n t  ~ l ' i m a g e  e s s e n t i e l l e  de 

C.(-I)), on doit v~rifier, d'apr~s (VI 11.3.3.15), que les Hi((~.(G(1)))red(-l)) 

sont e s s e n t i e l l e m e n t  c o n s t a n t s ,  ce  q u i  s i g n i f i e  que  : 

(i) pour toute fl~che u : [m] I > In] de 4 ° , la flgche correspon- 
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! ! 

dante ~C (G(1)) > uW~-~ (G(1)) est un isomorphisme ; 
m n 

.red( n )) 
(ii) pour tout n E IN et tout i E ~ , Hi(( <11>) E I -I i 

(VI 9 . 1 . 7 )  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  c o n s t a n t .  

Or le point (i) d4coule du fait que le carr~ d4fini par u 

c ( G ( 1 ) )  
Ill 

1 
c ( s ( 1 ) )  ..... 

m 

> C (G(1)) 
n 

> c ( s (1 ) )  
n 

est cart4sien (cons4quence de (VI 9.3.3.3) et de la d4finition de C.(-) 

(VI 11.1.2.3)) et de la compatibilit~ du complexe de co-Lie au changement de 

base. On d4duit d'autre part de (4.1.3), par r4currence sur n , un isomorphisme 

de D(Top°(S ~q>)) : 

~<n>~ ~ (~) <n> 

d'o~ (ii), ce qui ach~ve la d~monstration de (4.1,3.1). 

4.1.4. Soient S 

au-dessus de S , 

N 

finie sur S (i.e. un A-Module de Sfpqc 

localement de pr4sentation finie sur S) 

qu'est associ~ ~ G un faisceau ab~lien 

ab~lien ner°(C.(G(1))) = Ner(C.(A(1)X), 

un sch4ma, A un schema en anneaux (associatifs et unitaires) 

G un sch4ma en A-modules plat et localement de pr4sentation 

representable par un sch4ma plat et 

(I) . Rappelons (Vl 11.5.2, 11.5.3) 

C.(G(1)) de BA, d'o~ un faisceau 

C.(G(1))] de rop°(Ner(C.(A(1) X) , 

C.(S(1))fpqc , i.e,, dans la terminologie de (4.1.2), un sch4ma en groupes 

(i) Pour les applications de notre th4orie aux questions de classification de groupes 
de Barsotti-Tate [9], on a seulement besoin du cas o~ A est le schema en Anneaux cons- 
tant d4fini par ~ou ~ /n~ . Mais d'autres cas pourraient ~tre int~ressants, par exem- 
pie A = ~ [F]S , o~ ~ est un monoTde discret, A = US , le sch4ma de Witt universel 

sur S [16]. 
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commutatifs, plat et localement de presentation finie sur Ner(C.(A(1)×),C.(S(1))). 

On dispose par suite de 

! 

--~Ner(C. (A(1)X),C. (G(1))) E ob D[O'l](Top°(Ner(C.(A(1)X), C.(1))fpqc)) 

Proposition 4.1.4.1. Ii existe un isomorphisme canoni~ue fonctoriel 

_~er(C.(A(1)X),c.(G(1)) = ner°(C. (I))) , (i) 

L 
o_~ A~ est u n ob]et de D[O'I](A ®~@), unique ~ is omorphisme unique pros, 

du couple (A,G), et dont l'objet de D[O'l]($fpqc) d~pendant fonctoriellement 

d~duit par restriction des scalaires s'identifie canoniquement h ~__G v . 

Preuve. Comme par construction DecI(Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)))) est cart~sien 

au-dessus de DecI(Ner(C.(A(1)×), C.(S(1))) (Vl 8.1.6), la compatibilit$ de 
! ! 

~" an changement de base implique que DeCl(~Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)))) est 

quasi-cart~sien (i.e. a ses faisceaux d'homologie cart~siens) au-dessus de 

DeclNer(C.(A(1)X), C.(S(1))). D'apr~s (VI 8.4.2.1), cela entralne que 
! 

~Ner(C.(A(1)X), C.(G(1))) est dans l'image essentielle du foncteur 

o 
ner : Db(BA) ...... > Db(Top°(Ner(C(A(1)×),C.(S(1)))fpqc)), i.e. qu'il existe 

un objet L de Db(BA), unique ~ isomorphisme unique pr&s, tel que 

! = ner°(L) 
(*) ~Ner(C.(A(1)X),c.(G(1))) 

Db(Top°(C.(S(1))fpqc)) dgduit de L par oubli de l'action de 

C.(A(1) ×) s'identifie ~ ~.(G(1)) ' qui, d'apr~s (4.1.3.1), est dans l'image 

essentielle de D[O'!](Sfpqc ) par le foncteur C.(-(1)). II en r~sulte, 

d'apr~s (VI 11.5.2.4), qu'on a un isomorphisme canonique 

L'objet de 

(**) L 

(i) Dans le membre de droite, 

: 

C.(-(1)) d4signe le foncteur (Vl 11.5.2.1). 
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o0 A~ est un objet de D[O'I](A ~ ~@) d~termin~ ~ isomorphisme unique pros, 

et dont l'objet de D[O'l](Sfpqc ) d~duit par restriction des scalaires 

s'identifie canoniquement ~ L c ~ = ~ . La propositon d~eoule donc de la 

conjonction de (~) et (¢~) (la d~pendance fonctorielle de A~ E ob D[O'I](A ~@) 

et de (~), (~-~) par rapport au couple (A,G) est irmn~diate). 

Remarques 4.1.5 a) Si A' > A 

L 
la fl~che canonique de D(A' ®~@) 

est un morphisme de schemas en anneaux sur S , 

v 

est un isomorphisme (en effet, la compatiblit~ de ~ au changement de base 

! ! 

implique que ~Ner(C.(A,(1)×), C.(G(1)) >~Ner(C.(A(1)X), C.(G(1)) est 

un isomorphisme). Aussi nous permettrons-nous parfois d'omettre A de la 

notation A~ 

b) Pour M Cob D-(Sfpqc) , on a, d'aprgs (Vl 11.5.2.5), un isomorphisme 

canonique fonctoriel 

(4.1.5.1) ! L o v L 
~Ner(C.(A(1)×),C.(G.(1))) ® M =ner (C.(A~_~ ®@ M(1))) 

o0, dans le membre de gauche, M d~signe encore l'objet de 

C.(S(1)))fpqc)) induit par la projection Ner(...) > S 

c) Soit 

(~) 0 > E > F > G ~ 0 

D(Top°(Ner(C.(A(1)X), 

une suite exacte de schemas en A-Modules plats et localement de presentation 

finie sur S . On a alors un triangle distingu~ canonique de D(N~ St(A) ~ 

(I) Les sommets et les fl~ches de degr~ 0 de (4.1.5.2) appartiennent 
L 

D[O'I](A ®~) (~ D[O'I](N~St(A)®~) (VI 11.4.1.8)). De plus, le triangle 

de D(@) d~duit par restriction des scalaires s'identifie ~ (3.1.1.5). 

(i) : 
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(4.1.5.2) 

> 

oN les flgches de degr@ 0 sont les flgches de fonctorialit~. En effet, la suite 

(~) fournit, par application du foncteur Ner(C(A(1)×),C.(-(1))), une suite 

exacte de schemas en groupes commutatifs, plats et localement de pr@sentation 

finie sur Ner(C.(A(1)×), C.(S(1))). Utilisant la variante (4.1.2) de (3.1.1.5), 

on obtient un triangle distingu@ de D(BA), qui, par application du foncteur 

NSA2 (-)red(-l) : D(BA) > D(N~St(A)~@) (VI 11.3.5, 11.5.1.3') 

donne le triangle (5.1.5.2). 

d) On d~ finit 

(4.1.5.3) A%_G = RHOm(A~ , @) E 

L L 
o~ R_Hom ~ D-(A ~@)o X D+(@) > D+(A ®~@) 

(VI 10.3.22) relatif ~ la flgche canonique 

ob D[-I'0](A ~ @) , 

est le foncteur d~fini en 

> A ~@ . Utilisant que l'objet 

de D(Sfpqc) d4duit de A~ par restriction des scalaires est d'amplitude 

parfaite c [O,I], on prouve sans peine qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(4.1.5.4) A~ = RH°m(A~--G ' @) ' 

ce qui justifie la notation A~ . Bien entendu, l'objet de D(Sfpqc) d~duit 

de A~ G par restriction des scalaires s'identifie au complexe de co-Lie ~--G 

L 
e) (Erratum ~ ([ii]). Dans ([Ii] § 5, passim), fire A ®~@S au 

lieu de A ®~S (ou supposer Tor~ (A,~) = O ...). 
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Proposition 4.1.6. Soit u : F > G un morphisme de schemas en A-Modules, 

plats et localement de presentation finie sur S . Soient 

u 

C(u) = (0 > F > G > O) le cone de u, K l'ob~et de D(A 2Zfg) d~fini 

par le trian$1e distinsu~ 

q 

v 
K > ~F 

o~ la fl~che oblique de droite est celle de fonctorialit~. Posons pour abr~$er 

Ner(C.(A(1)X),c.(-I))) = N(A,-), et notons p : N(A,F) > N(A,S), 

q : N(A,G) > N(A,S) les projections canoniques~. Alors, pour M Cob Db(Sfpqc ), 

il existe des isomorphismes canoni~ues fonctoriel~ : 

L 
(i) RH°m(u~Le~LN(A,G)/N(A,S) 'p~M) = RH°mA(F' 4 ®@M) 

L 
(ii) RHom(LC~LN(A,F)/N(A,G),P~M) = RHomA(F,K ®~M) 

(1). 

(2). 

(iii) RHom(Top(N(A,G))/Top(N(A,F));L e~LN(A,G)/N(A,S),q~M) 

L 
= RHOmA(C(u),4® @ M) 

(i) Dans le membre de gauche, on a ~crit u au lieu de N(A,u) pour abr~ger, et 

M d~signe l'objet de D(Top(N(A,S)fpqc)) induit par M par la projection canonique. 
L 

Pour la d~finition du ® dans le membre de droite, voir (VI 10.3.21, 11.5.2.5). 

(2) La d~finition de K 

fonctorialit~ en M pour 

fid~lement plat, de noyau 

n'~tant pas fonctorielle, on a ici seulement une 

u (et K) fixes. Observer d'autre part que, si u 

E , on peut prendre K = ~ d'apr~s (4.1.5 c)). 

est 
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Preuve. Nous nous bornerons ~ ~tablir (i), laissant (ii) et (iii), qui sont 

analogues, en exercice au lecteur (I). L'isomorphisme (i) r~sulte des 

isomorphismes canoniques fonctoriels suivants : 

RH°m(u~Lc~LN(A, G)/N(A, S )' p~M) 

! 

= Rr(rop ° (N(A, G) ), RHom' (u~LC~LN(A, G)/N(A, S)' p~M) ) 

f 
= Rl*(rop°(N(A, G) ), RHom" (P~--~N(A, G)' p~M) ) 

= RI'(T°p°(N(A'G)) 'p~RH°mY (~N(A,G) ,M) ) 

t L 
= RI'(Top°(N(A,G)),p~(~N(A,G) ® M)) 

~L 
= Rr(Top°(N(A,G)),p~ner°(C. (~ ~ M(1)))) 

L 
= RHOmA(G, ~ ®~; M) 

(VI 7.4) 

(4.1.2.1)' 

(VI 7.2) 

(4.1.2.4) 

(4.1.5.1) 

(VI 11.5.3.9) 

4.2. D~formations de schemas en modules. 

4.2.0. Les r~sultats de ce num~ro paraphrasent, dans le cas des schemas en 

modules, ceux des n°s (3.2) et (3.3). On fixe un morphisme de schemas 

f : S > T et une T-extension i de S par un Module quasi-coherent I : 

S C i >S' 

T '  

On note e(i) E ExtI(Ls/T,I) la classe de i . On fixe d'autre part un schema 

en anneaux A sur T , qu'on suppose, en tant que schema sur T , tor-ind~pendant 

de S et S' (SGA 6 III 1.5). Si X est un schema sur T , on notera A X , 

parfois simplement A, le schema en anneaux induit par A sur X . Enfin, 

(i) Pour (iii), utiliser (VI 11.5.3.10). 
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on utilisera la notation abr~g4e N(A,-) de (4.1.6). 

Th4or~me 4.2.1. Soit G un schema en A-Modules au-dessus de S , plat et 

localement de pr4sentation finie. 

(i) II existe une obstruction 

2 v L 
w(G,i) E EXtA(G,~ ~ ®0 e*l) 

dont l'annulation est n~cessaire e t suffisante pour l'existence d'une d~formation 

de G en un sch4ma en A-modules G' plat au-dessus ,de S' . 

(ii) Quand w(G,i) = O, l'ensemble des classes d'isomorphie de telles 

d~formations G' est un torseur sous EXtA(G, ~ C*I), et le .$rgupe des 

o v~o automorphismes d'une d4formation donn~e s'identifie ,~ ExtA(G,Z_~ e*l). 

(iii) Ii existe un classe canonique, d~pendant fonctoriellement de 

(A,G > S ----> T), 

L 
c(A,G/S/T) 6 ExtI(G, ~ ®0 t[L e~Ls/T) 

telle qu'on ait 

~(G,i) = e(i)c(A,G/S/T) 

Preuve. Compte tenu de (VI 11.2.5.2) et (1.2.4.1), il revient au m~me de 

d~former G en un sch4ma en A-modules G' plat au-dessus de S' ou de 

d4former N(A,G) • > N(A,S) au-dessus de N(A,S') au sens de (1.2.4) 

(l'hypoth~se de tor-ind4pendance de (4.2.0) implique que N(A,S') est une 

d~formation de N(A,S)). On peut doric appliquer (III 2.1.7), et le th~or~me 

d~coule de (1.1.2.3), (4.1.6 (i)). 

Remarques 4.2.2 a) L@ formule de (iii) montre en particulier que l'image 

L 
de w(G,i) dams Ext I (G,~®@ e~I) par la fl~che de restriction est 

l'obstruction ~ d~former G comme sch4ma en groupes conm~utatifs plat 

au-dessus de S' 
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b) Pour M 6 ob D+(Sfpqc,~ ), on a une fl~che canonique fonctorielle 

(4.2.2.1) RHom~ (G,M) > RI'(BG/S,M)[I] , 

off, g droite, M d4signe encore l'objet induit par M par la projection 

canonique BG > Sfpqc . Cette fl~che s'obtient en appliquant RHom(-,M) 

la fl~che canonique N~ (G <i> )red[-l] > G (I), et en identifiant 

RF(BG/S,M) ~ RHom(ZZ(Ner(G))/~,M) (VI 8.4.2.2). Notant que G <I> = Ner(G) 

est un sous-diagramme de N(A,G), et utilisant la fonctorialit4 des obstructions, 

L L 
on trouve que l'image de ~(G,i) dans H3(BG/S,~ ®~ ~I)( = H3(BG/S,~V® c~l) 

=G 

d'apr~s (4.1.1)) par la fl~che compos4e de la restriction et de (4.2.2.1) est 

l'obstruction ~ d4former G cormne sch4ma en groupes (non n~cessairement 

commutatifs) plat au-dessus de S' (3.2.1). II serait int4ressant de faire 

intervenir la structure A-lin4aire de G dans une discussion par morceaux 

analogue ~ (3.2.2). 

Th~or~me 4.2.3. Soient F' (resp. G') un sch4ma en A-modules au-dessus de S' 

plat et loealement de pr4sentation finie, F (resp. G) le sch4ma en A-modules 

induit sur S , u : F > G un morphisme de sch4mas en A-modules. 

(i) Ii existe une obstruction~ fonetorielle en (u,F',G'), 

1 v L 
~(u,F',G') E ExtA(F, ~ ®@ C ~I) , 

dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour l'existence d'un morphisme 

de sch6mas en A-modules u' : F' > G' prolongeant u . 

(ii) Quand ~(u,F',G') = O, l'ensemble des prolongements u' est 

o v L 
un torseur sous EXtA(F,~" ~ ®@ e~l). 

Preuve. D'apr&s (VI 11.2.5.2), il revient au m~me de prolonger u en un 

morphisme de schemas en A-modules u' : F' > G' ou de prolonger 

N(A,u) : N(A,F) > N(A,G) en un morphisme N(A,F') > N(A,G'). Compte 

tenu de (4.1.6 (i)) et (1.1.2.3), le th~or~me d~coule donc de (III 2.2.4). 

(I) d~finie par la fl~che canonique ~ (G) > G (cf. (VI 9.1.5, 9.5.12)). 
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Remarques 4.2.4 a) On volt cor~ne en (4.2.2 b)) que l'image de W(u,F',G') 

V L 
dans H2(BF/S' ~G ®@ e~l) par la fl~che compos~e de la restriction des scalaires 

et de (4.2.2.1) est l'obstruction ~ prolonger 11 en un morphisme de schemas 

en groupes u' : F' > G' (3.3.1). 

b) Si F = G et u = Id G , l'obstruction (4.2.3 (i)) n'est autre 

que la difference (au signe pros) des classes des d~formations F', G' au 

sens de (4.2.1 (ii)). 

induit par G', sur 

L 
K l'objet de D(A ®~ 

Th4or~me 4.2.5. Soient F (resp. G') un sch£ma en A-modules, plat et 

localement de pr4sentation finie sur S (resp. S'), G le sch4ma en A-modules 

S, u : F > G un morphisme de sch4mas en A-modules, 

@) d4fini par le trian$1e distinsu4 

K > 
v 

-~F 

o~ la fl~che oblique de droite est celle de fonctorialit~. 

(i) II existe une obstruction 

w(u,G') E Ext2(F,K ~@ c~l) 

dont l'annulation est n4cessaire et suffisante pour l'existenee d'un couple 

(F',u') o__~ F' est une d4formation de F en un sch4ma en A-modules plat 

sur S' e__tt u' : F' > G' un morphisme de sch4mas en A-modules prolongeant 

(ii) Quand w(u,G') = O, l'ensemble des classes d'isomorphisme de 

, et le $roupe des 

L 
Ext~(F,K ®~ e~l). 

A1 L solutions (F',u') est un torseur sous Ext (F,K ®@ e~.~l) 

automorphismes d'une solution donn4e s'identifie 
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Preuve. Elle est analogue ~ celle de (4.2.1) : appliquer (III 2.1.7) au 

probl~me de d~former N(A,F) -----> N(A,C) au-dessus de N(A,G'), et utiliser 

(4.1.6 (ii)). 

Remarques 4.2.6. a) Pour G' = S' on retrouve (4.2.1 (i), (ii)). On 

peut d'autre part tirer de (III 2.1.7 (iii)) une formule exprimant w(u,G') 

cor~ne cup-produit de e(i) ~vec une certaine classe fondamentale ne d~pendant 

que de (u,G',S > T). 

b) Comme en (4.2.2 b)) et (4.2.4 a)), l'image de (u,G') dans 

L 
H3(BF/S, K ~ eWl) par la flgche compos~e de la restriction des scalaires 

et de (4.2.2.1) est l'obstruction (3.3.2 (i)) ~ l'existenee d'une d4formation 

de F en un sch4ma en groupes F' plat sur S' et d'un morphisme de sch4mas 

en groupes F' - > G' prolongeant u . 

c) On a une compatibilit~ analogue ~ (3.3.2.1 b)) : soient G*~, G '' 

des d~formations de G en des sch4mas en A-modules plats sur S', d'o~, par 

i ~L 
(4.2.1 (ii)), un ~14ment cI(G') - cl(G") E EXtA(G,~_ ~ ®(9 c~l) ; alors 

m(u,G') - w(u,G") se d4duit de cl(G') - cl(G") par la fl&che 

I V L 2A L 
EXtA(G,~ ®~ e~l) > Ext.. (F,K ®0 ~I) d~finie par u : F > G et la 

fl~che de degr~ I du triangle de (4.2.5). 

d) Si u est une in~nersion ferm~e (resp. un morphisme fid~lement plat) 

il enest de m~me de u' pour route solution (F',u') comme en (i). 

Th~or~me 4.2.7. Soient F' 

de presentation finie sur S' 

F su__~r S , u : F > G 

u 
C(u) = (O > F----> G 7>0) 

(resp. G) un sch4ma en A-modules plat et localement 

(resp. S), F le schema en A-modules induit 

un morphisme de schemas en A-modules , 

le cSne de u . 

(i) II existe une obstruction 

m(u,F') 6 EXCA2(C(u), ~ ~ c~l) 

dont l'annulation est n4cessaire et suffi§ante pour l'existence d'un couple 
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(G',u') 

S' sur 

o~ G' est une d~formation de G en un schema en A-modules plat 

e~t u' : F' ~ G' un morphisme de schemas en A-modules prolonseant 

(ii) ~ ~(u,F') -- O , l'ensemble des classes d'!somorphisme de 

solutions (G',u') est un torseur sous Ext (C(u), ®@ c@l), et le groupe 

des automorphismes d'une solution donn~e s'identifie : EXtA(C(u), ~ L c4~i ) . 

U . 

Preuve. Elle est analogue : celledes trois th~or:~mes precedents : on applique 

(III 2.3.2) au probl~me de d~formation de diagranmles indiqu~ par le pointill~ : 

N(A,F) ~ > N(A,F') 

I 

I 
I 

I 

N(A,G) C- > N(A,G' 

1 ' 
I 
t 

I 
I 

N(A,S) C " > N(A,S') 

et l'on utilise (4.1.6 (iii)). 

Remmrques 4.2.8 a) D'apr~s (III 2.3.4), w(u,F') s'~crit cormne cup-produit 

de e(i) avec une certaine classe fondamentale d~pendant foncto~iellement de 

(u,F', S - > T). D'ofl la fonctorialit~ de ~(u,F') par rapport aux donn~es. 

L 
pr~c~dermment, l'image de ~(u,F') dans H3(BG/BF, ~® ~I) b) Cormme 

par la fl~che compos~e de la restriction et de la fl~che canonique 
L L 

Ext C(u), ~ ® eel) > H3(BG/BF, ~ ® e~l) (dont la d~finition, analogue 

(4.2.2.1), est laiss~e en exe~eice au lecteur) est l'obstruction (3.3.3 (i)). 

c) Supposons qu'il existe une d~formation de G en un schema en A-modules 

G' plat au-dessus de S' . La discussion de (III 2.3.5) montre qu'alors 

l'obstruction ~(u,F') de (i) se trouve dans 



- 244 - 

Coker(Exti(G,M) u~ > Exti(F,M)) C > Ext~(C(u),M) , 

L 
o~ M = ~® ~I : elle s'interpr~te comme l'obstruction ~ prolonger u en 

un morphisme de schemas en A-modules u' : F' > G' (4.2.3 (i)) modulo 

l'arbitraire dans le choix de G' (4.2.1 (ii)). 

d) Si l'on a Ext~ (X,M) = O pour S affine, tout schema ab~lien X 

sur S , et tout faisceau quasi-coherent M sur S (i), (4.2.7) implique 

un r~sultat de Oort selon lequel, dans la situation de (4.2.7) avec S affine, 

A = ~ , F' fini sur S', G un schema ab~lien sur S , u une in~nersion 

ferm~e, alors ~(u,F') = O, i.e. il existe ~ la fois une d~formation de G 

en un schema ab~lien G' sur S' et un prolongement de u en un morphisme 

de schema en groupes u' : F' > G' (qui est encore une immersion ferm~e). 

Remarque 4.2.9. 

supposons que G 

sur S (G = ~M). Alors on a %~ = t G = M , et ~ E ob D(G ~ 

L 
de c~M par  r e s t r i c t i o n  des s c a l a i r e s  v i a  l e  p r o d u i t  ~ ® ~  

n 
Ext (M,M ® I) ~ Extn(c~M, ~M~ C~I) , 

Prenons pour A le faisceau structural G .Dans (4.2.1), 

soit d~fini par un G-Module M localement libre de rang fini 

G) se d~duit 

> G . On a 

et par suite (4.2.1) redonne les r~sultats de (IV 3.1) dans un cas particulier 

~l~mentaire. Comparer de m~me (4.2.3) (resp. (4.2.7)) avec (III 3.2.3) (resp. 

(IIl 3.2.12)). 

Remarque sur une autre m~thode. La th~orie des champs de Picard, de P. Deligne 

(SGA 4 XVIII), devrait en principe fournir une autre d~monstration des r~sultats 

des n°s 2, 3 et 4, en m~me temps que certains raffinements int~ressants (cf. 

par exemple ([ii] 2.9, 4.5)). 

(i) Cela parait plausible, du moins si 2 est inversible sur S . 
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CHAPITRE VIII 

CATEGORIES FORMELLES~ COMPLEXES DE DE RHAM 

ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 

Introduction. 

Ce chapitre est ind~pendant de la th~orie des d~formations. Au num~ro i, 

nous d~veloppons une th~orie non publi~e de Quillen (i) sur les categories 

formelles. Le r~sultat principal (1.4.4), qui exprime la cohomologie de certaines 

categories formelles comme cohomologie d'un complexe de De Rham associ~, 

g~n~ralise le th~or~me qui sert de point de d~part ~ la th~orie de la cohomologie 

cristalline de Berthelot-Grothendieek [26], ~ savoir que la cohomologie cristalline 

d'un schema lisse s'identifie g sacohomologie de De Rham [25]. A l'aide des 

techniques du n°l, nous montrons, au n ° 2, qu'une forme asymptotique de cette 

derni~re propri~t~ s'~tend aux morphismes d'intersection compl~te, pourvu 

que l'on remplace le complexe de De Rham habituel par un certain complexe de 

De Rham d~riv~, g~n~ralisation commune du complexe de De Rham habituel et du 

complexe cotangent. 

I. Cohomolo~ie des categories formelles. 

I.I. Comp!exes de De Rham et alg~bres de Lie. 

D~finition I.i.I. Soient T un topos, K un Anneau (2) d_ee T , A une 

K-Alg~bre. 0n appelle complexe de De Rham sur A/K la donn~e d'un A-Module E 

et d'une K-anti-d~rivation d de degr~ 1 de l'Alg~bre ext~rieure AAE telle 

~ue d 2 = O . Un morphisme (AE,d) > (AF,d) de complexes deuDe Rham sur A/K 

(i) Je remercie Quillen des notes et explications qu'il m'a g~n~reusement fournies. 

(2) Sauf mention du contraire, les Anneaux consid~r~s dans la suite sont supposes 

commutatifs et unitaires. 
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est un morphisme A-lin~aire u : E > F tel que 

complexes. 

Quand A = K, on dit "complexe de De Rham sur 

de De Rham sur A/K". Noter qu'on a alors dlA = O . 

Au soit un morphisme de 

A" au lieu de "complexe 

1.1.2. Soit E un A-Module. Tout couple de morphismes K-lin~aires 

(d : A > E, d : A > A2E) v~rifiant les conditions 

I d(ab) = adb + bda 

d(ax) = adx + da.x 

quels que soient U E ob T, a, b E A(U), x E E(U), se prolonge de mani~re 

unique en une K-anti-d~rivation d de degr~ I de AAE . Pour qu'on ait 

d 2 = O, i.e. que (AE,d) soit un complexe de De Rham, il faut et il suffit 

que d 2 s'annule sur A et E . 

Notons d'autre part que, si d : A ~ E est une K-d~rivation telle 

que A.dA = E, d se prolonge de mani~re unique en un complexe de De Rham 

(AE,d). 

Exemples 1.1.3. a) On appelle complexe de De Rham de A/K, et l'on note QA/K ' 

l'unique complexe de De Rham prolongeant la K-d~rivation canonique 

I 
dA/K : A > ~A/K (II 1.1.2.5). D'apr~s la propri~t~ universelle de 

dA/K (II 1.1.2.6), pour tout complexe de De Rham (A E,d) sur A/K , 

il existe un unique morphisme de complexes de De Rham ~A/K > (AE,d). 
dfn 

Si f : X > S est un morphisme de schemas, O~/S ~ ~x/f-I(~s) est le 

complexe de De Rham habituel de X/S . 

b) Soient S un schema, G un schema en groupes sur S . Le complexe 

w~/S des formes diff~rentielles invariantes ~ gauche (I) est un complexe de 

De Rham sur @S " Son dual, Hom(~/S,@ S) est le complexe canonique (Koszul) de 

(I) Dans le langage de (VII 2.4.1), ~G/S = f-~ ~er(G,G)/Ner(G) ' o~ 

: Ner(G,G) > S est la projection. Plus bas, ~X/S = ~Ner(G,X)/Ner(G)' o~ 

: Ner(G,X) > Y est la projection. 
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l'Alg~bre de Lie de G . 

c) Soient G/S comme en b), Y un schema sur S, X un Gy-tOrseur 

(VII 2.3.1). Le complexe wi/s des formes diff~rentielles invariantes ~ gauche 

de X par rapport ~ S est un complexe de De Rham sur Y/S (i.e. sur 

@y/q-l(@ s) o~ q : Y > S est la projection). Pour Y = S, X = G (agissant 

sur lui~m~me par translations ~ gauche), on retrouve le complexe de b). D'autre 

part, si G est le groupe unit~, on a X = Y, et ~X/S n'est autre que le 

complexe de De Rham de X/S . 

1.1.4. 

tangent 

(I) Le crochet des d~rivations, Ix,y] = xy - yx , munit le faisceau 

dfn 
i 

TA/K = HomA(~/K,A) = DerK(A,A) 

d'une structure de K-Alg~bre de Lie. Le crochet n'est pas A-lin4aire, mais 

v4rifie la formule 

quels que soient 

[x,ay] = x(a)y + a[x,y] 

U E ob T, a E A(U), x, y E TA/K(U). Cela conduit ~ poser la 

D4finition 1.1.5. On appelle Alg~bre de Lie sur A/K la donn4e d'un A-Module L, 

d'une structure de K-Alg~bre de Lie sur le K-Module sous-iacent et d'un homomor- 

phisme de K-Alg~bres de Lie @ : L > TA/K , x l > ~x ' tels ~u'on ait 

(i) @ax = a@x 

(ii) [x,ay] = @x(a)y + mix,y] 

quels que soient U E ob T, x, y E L(U), a 6 A(U). Un morphisme 

d'Al$~bres de L.ie sur A/K est un morphisme A-lin4aire u : L 

aux crochets, et tel que @ = @' u . 

(L,@) > (L',@') 

> L', compatible 

(I) La lecture des n°s (1.1.4) ~ (1.1.9) est inutile pour la compr4hension du 

reste du chapitre. 
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Si A = K, on a TA/K = O, et une Alg~bre de Lie sur A/K est 

simplement une K-Alg~bre de Lie. 

1.1.6. Nous allons associer ~ chaque complexe de De Rham sur A/K une 

Alg~bre de Lie sur A/K . Pour faire cette construction, nous avons besoin de 

quelques rappels sur les d~rivations. 

B n Soit B = n E ~ une K-Alg~bre gradu~e, non n~cessairement 

associative ni commutative. Etant donn~ un entier k, on appelle K-anti-d~rivation 

de degr~ k d__£e B tout endomorphisme K-lin~aire d de degr~ k de B tel que 

d(xy) = (dx)y + (-l)knx(dy) 

quels que soient n E ~ , U E ob T, x E Bn(u), y E B(U). Quand k est 

pair, on dit parfois "d~rivation" au lieu de "anti-d~rivation". Soient p, q E ~ , 

f (resp. g) une K-anti-d~rivation de B de degr~ p (resp. q) ; le crochet 

(1.1.6.1) If,g] = fg - (-l)Pqgf 

est une K-anti-d~rivation de degr~ p+q . Ce crochet v~rifie l'identit~ de Jacobi : 

si h est une K-anti-d~rivation de degr~ r , on a 

(1.1.6.2) 

D'autre part, si p 

l'on a l'identit~ 

[f,[g,h]] = [[f,g],h] + (-l)Pq[g,[f,h]] 

est impair, f2 est une K-d~rivation de degr~ 

(1.1.6.3) if,if,g]] = [f2,g] 

2p, et 

1.1.7. 

Pour U E ob T, 

(1.i.7.i) 

Soit (AE,d) un complexe de De Rham sur A/K . Posons 

x E L(U), notons 

i x : AEIu > Iu 

HomA(E,A) = L . 

l'unique anti-d~rivation de degr~ -i de AEIU telle que ix(Y) = x(y) pour tout 
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V au-dessus de U et Y E E(V) (i est le produit int4rieur droit par x ). 
x 

Elle est A-lin4aire et de carr~ nul, et d~pend A-lin~airement de x . Posons, 

ave c Car tan, 

(1.1.7.2) @x : [ix'd] : ixd + dix 

C'est une K-d6rivation de degr6 0 

(1.1.7.3) @ : L ........... 

de A EIU . L'homomorphisme 

associant ~ x E L(U) l'614ment de 

n'est autre que le transpos4 de l'homomorphisme 

(AE,d) (1.1.3 a)). Pour x, y 6 L(U), [@x,iy] 

degr~ -I de A EIU, done s'~crit 

(1.1.7.4) [@x,iy] : i[x,y ] 

o0 Ix,Y] est un 414ment bien d~termin4 de L(U) 

on a la "formule de Maurer-Cartan" 

> TA/K 

TA/K(U) = DerK(A]U) r e s t r i c t i o n  de (1 .1 .7 .2 )  

~ /K > E d~fini par 

est une K-anti-d6rivation de 

(i). (De mani~re explicite, 

(1.1.7.5) Ix,y] : xdy - ydx - (xy)d ) . 

On d~finit ainsi un homomorphisme K-bilin6aire 

(1.1.7.6) [, ] : L xL >L 

Proposition 1.1.8. Etant donn4 un complexe de De Rham (AE,d) sur A/K, e t 

L = HomA(E,A) comme en (1.1.7), le crochet (1.1.7.6) et l'homomorphisme 0 

(1.1.7.3) munissent L d'une structure d'Alg~bre de Lie sur A/K . 

(i) Toute K-anti-d6rivation de degr6 -I de AEIU .s'~crit de mani~re unique 

sous la forme if pour f E L(U). 
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Preuve. Soient U E ob T, a E A(U), x 6 L(U). On a : 

=i d+di 
ax ax ax 

= aixd + d(ai x) 

= aixd + (da)i x + adi x 

= a @ + (da)i , 
x x 

donc en particulier 

(b) = a 6 (b) 
mE x 

pour b E A(U), ce qui prouve (1.1.5 (i)). D'autre part, si y E L(U), on a : 

i[x,ay ] = [@x,iay] (1.1.7.4) 

= @ (ai) - ai @ 
x y y x 

= @x(a)i + a @xiy 
Y 

= ~x(a)ir + " y al[x,y] 

- ai @ 
y x 

ce qui prouve (1.1.5 (ii)). Montrons maintenant que ~ est compatible aux 

crochets. Le fait que d 2 = 0 implique, en vertu de (1.1.6.3), 

(1.1.8.1) [~x, d] = 0 

On a : 

@Ix,y] = [d'i[x,y]] 

= [d, [~x, iy]] 

= [[d,0x],iy ] + [0x,[d,iy]] 

d'o~, compte tenu de (1.1.8.1), 

(1.1.6.2), 
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(*) e [ ~ , y ]  : [e  x, 9y] , 

ce q u i  p r o u v e  l a  c o m p a t i b i l i t ~  de @ aux c r o c h e t s .  I1  r e s t e  & p r o u v e r  que l e  

c r o c h e t  ( 1 . 1 . 7 . 6 )  d g f i n i t  s u r  L une s t r u c t u r e  de K-Alg&bre  de L i e .  La f o r m u l e  

( 1 . 1 . 7 . 5 )  m o n t r e  q u ' i l  e s t  a l t e r n g .  D ' a u t r e  p a r t ,  s i  x , y ,  z E L(U) ,  on a 

i[x,[y,z]] : [@x,i[y,z]] 

: 

: [[Ox, ey], i] 

: [@[x ,y ] , i z ]  + [ e y ,  i [ x , z ] ]  

: i[[x,y],z] + i[y,[x,z] ] 

c'est-&-dire l'identit~ de Jacobi 

+ [%, [@x,iz]] (1.1.6.2) 

(d'apr~s (*)) 

[x,[y,z]] : [[x,y],z] + [y,[x,z]] 

ce q u i  ach~ve  l a  d g m o n s t r a t i o n .  

Remarques  1 . 1 . 9 .  a )  Darts l a  p r e u v e  de ( 1 . 1 . 8 ) ,  l a  r e l a t i o n  d 2 =0 n ' a  s e r v i  

qu '& g t a b l i r  l a  c o m p a t i b i l i t g  de e aux c r o c h e t s  e t  l ' i d e n t i t 4  de J a c o b i .  Si  E 

e s t  un  A-Module l o c a l e m e n t  l i b r e  de t y p e  f i n i  e t  d une a n t i - d ~ r i v a t i o n  de 

deg r~  1 de AAE , on p e u t  m o n t r e r  que  l e  c r o c h e t  ( 1 . 1 . 7 . 6 )  s u r  L : HomA(E,A) 

v~rifie l'identit~ de Jacobi si et seulement si d 2 : 0 . 

b) Notons DR(A/K) (resp. AL(A/K)) la cat~gorie des complexes de 

De Rham (resp. Alg~bres de Lie) sur A/K . Associer & chaque complexe de 

De Rham (A E,d) sur A/K l'Alg&bre de Lie (HOmA(E,A) , @) sur A/K d~finie 

en (1.1.8) fournit un foncteur 

(~ )  DR(A/K) ° > AL(A/K) 

Celui-ci induit un foncteur 

(~) DRloclib(A/K) ° ---->ALloclib(A/K) , 
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oh DRloclib(A/K) (resp. ALloclib(A/K)) d~signe la sous-cat~gorie pleine de 

DR(A/K) (resp. AL(A/K)) form~e des complexes de De Rham (AE,d) (resp. des 

Alg~bres de Lie (L, @)) tels (resp. telles) que E (resp. L) soit localement 

libre de type fini sur A . On peut montrer (i) que (~) est une ~quivalenee 

de categories. 

Exemple i.i.IO. Dans la situation de (1.1.3 c)), on a une suite exacte (2) 

(I.i.i0.i) /S >~X/S >mX/Y > O , 

d~duite, par descente ~ Y , de la suite exacte ~quivariante canonique 

P~Is > ~Is > ~IY 

La transpos~e de (I.I.IO.i) s'~crit 

>O 

(1.1.10.2) O > tx/Y > tx/S > Ty/S , 

1 
oh Ty/S est le faisceau tangent, dual de my/S , et tx/Y l'Alg~bre de Lie 

de Gy tordue par X via l'op~ration adjointe. L'homomorphisme 0 est l'homomor- 

phisme structural de l'Alg~bre de Lie sur Y/S (i.e. @y/q-l(@s)) associ~e 

par (1.1.8) au complexe de De Rham ~/S (1.1.3 c)). Quand G est lisse, 

la suite (i.i.iO.i) (resp. (1.1.10.2)) prolong~e par un z~ro ~ gauche (resp. 

droite) est exacte : c'est la suite exacte d'Atiyah [I]. On verra plus bas 

(1.3.6) que, si de plus S est de caract~ristique nulle, la connaissance de 

(tx/S, 0) en tant qu'Alggbre de Lie sur Y/S permet de reconstituer le 

groupoTde formel d~fini par X , i.e. l'image directe G-invariante sur Y du 

complexe de Cech-Alexander CX/S (1.2.5) ; quand Y = S, X = G, on retrouve ainsi 

le nerf du groupe formel d~fini par G . 

(i) CWest un exercice d'alg~bre lin~aire sans difficult~ ni int~r~t. 

(2) morceau de (VII 2.4.2.14) pour lequel l'hypoth~se de lissit~ sur 

superflue. 

G est 
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1.2. Complexe de De Rham associ4 ~ une cat~orie formelle. 

Nous aurons besoin de divers r4sultats sur les "puissances divis~es", 

pour lesquels nous renvoyons le lecteur ~ [29], [36], [26]. Dans toute la suite, 

T d4signe un topos et K un Anneau (con~autatif) de T . 

D4finition 1.2.1. On appelle K-cat4$orie formelle tout objet en cat4$pries 

(VI 2.7) dans la cat~gorie oppos4e g celle des pro-K-Alg~bres commutatives. 

Une K-cat~gorie affine est une K-cat4gorie formelle dont l'objet des objets 

et l'objet des fl~ehes sont essentiellement constants. 

1.2.2. Soit C une K-cat~gorie formelle. Le nerf de C (VI 2.7) est un objet 

cosimplicial de la cat~gorie des pro-K-Alg~bres, qui s'~crit 

(1.2.2.1) Ner(C) = (A ~P--~P GAP~--.), Nern(c) = p ®A...®A P 

J 

n f a c t e u r s  

oN l'on convient de consid~rer P comme A-Alg~bre ~ droite (resp. g gauche) 

via d ° (resp. d I) : A > P . Si l'on note c : Ner(C) > A l'augmentation 

(d~finie par les projections In] > [0]), et 6 = d I : P ®A P la "loi de 

composition" de C, il d~coule de (VI 2.1.2) que les op~rateurs de face et de 

d~g~n~rescence de Ner(C) sont donn~s par les formules suivantes, o~, pour 

1 ~ i ~ n , x i est une section de P au-dessus d'un objet de T , et 

x = x I ® ... ® x n : 

(1.2.2.2) d°x = 1 ® x I ® ... ® x n 

dlx = x I ® ... @ 6x.l ® "'" ® Xn (0 < i < n+l) 

dn+ix = x I ® ... ® x n ® 1 

i 
s x = x I ® ... ® x i C(xi+ I) ® xi+2®...~x n (0~i~n-l) 

= x I ® ... ® x i ® C(Xi+l)Xi+ 2 ® ... ® x n 
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L'Id~al J = Ker C : Ner(C) > A s'appelle Ideal d'au$mentation. II s'~crit 

(1.2.2 3) J (0---~I---]I ® P + P ® I • -- ~ ...) 

la composante de degr~ n de J ~tant ? Im P ® ... ® I ® ... ® P , 
I ~k~n 

o0 I remplace P & la k-i&me place. 

D~finition 1.2.3• Une K-cat~gorie formelle & PD est une K-cat~gorie formelle 

C dont l'Id~al d'au~nentation J est muni de puissances divis~es, par quoi l'on 

entend qu'on s'est donn~ sur chaque composante de J une structure de puissances 

divis~es (I) de telle mani&re que les fl~ches de Ner(C) soient de PD-morphismes. 

On dit que C est PD-adique si la fl&che canonique 

est un isomorphisme, 

Ner(C) ~ "lim" Ner(C)/J In] 

n 

j[n] d~signant la ~-i&me PD-puissance de J ([26] I 3.i). 

Remarques 1.2.4. a) Reprenons les notations de (1.2.2). En vertu de 

([26] 1 1.7.1), ~tant donn~ une PD-structure sur I , il existe sur chaque 

composante de degr~ n e 2 de J une unique PD-structure telle que les 

n fl&ches de la "somme amalgam~e" P ®A "'" ®A P soient des PD-morphismes. 

Pour que cette famille de PD-structures forme une PD-structure sur J il faut 

et il suffit que 8 : P > P ®A P soit un PD-morphisme. 

b) e'obiet cosimplicial "l~m" Ner(C)/J In] de (1.2.3) est le nerf 

n 
d'une K-cat~orie formelle : cela r~sulte du fait que, pour m, r E IN, on a 

cm(j [mr]) C ~ Im P ® ... ® I [r] ® ... ® P C cm(j jr]) , 

l~k~m 

o~ I [r] est la k-i~me place, et cm(-) d~signe la composante de degr~ m . 

Par suite, pour que C soit PD-adique, il faut et il suffit que la fl~che 

(i) La notion de PD-structure s'~tend trivialement au cas des pro-ld~aux. 
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r ~ 
canonique P > "lim" P/I ~n~ soit un isomorphisme. Quand P/I ~n~ est 

essentiellement constant pour tout n E ~, cette derni~re condition signifie 

que (P,I) est representable par un syst~me projectif (Pn'In)n E ~ PD-l-adique, 

i.e. tel que 

Ker(P > P ) -- I [m+l] 
n m n 

quels que soient m , n E ~ . On retrouve alors la d~finition de Berthelot 

([26] II 4.2.2). 

Exemple 1.2.5. Soient C une K-cat~gorie affine, R = Ner(C), J l'Id~al 

d'augmentation, (R,J) l'enveloppe ~ puissances divis~es de (R,J) ([26] 1 2.3.1). 

Ii d~coule de ([26] II 1.3.5) que ~ est le nerf d'une K-cat~gorie affine, 

d'Id~al d'augmentation ~ . Compte tenu de (1.2.4 b)), "lim" ~/~[n] est 

donc le nerf d'une cat~gorie formelle PD-adique, qu'on appelle PD-compl~t~e 

de C . Un exemple important de K-cat~gorie affine est fourni par le groupo~de 

connexe et simplement connexe d~fini par un objet A de (K-AIg) ° (VI 2.6.3 a), 

2.7) ; le nerf correspondant s'~crit 

n = 

CA/K = (A~A~A~...) , CA/K A ~K "'" ®K A (n+l facteurs). 

Le PD-compl~t~ de CA/K , not~ CA/K , s'appelle complexe de Cech-Alexander 

de A/K . Si f : X . > S est un morphisme de schemas, on ~crit CX/S 

(resp. CX/S) au lieu de C@x/f-I(~s) (resp. C~x/f-I(@s)) 

1.2.6. Soit 

une K-cat~gorie formelle ~ PD (1.2.3) (I) . L'analogue cosimplicial de la fl~che 

d'Alexander-Whitney (I 1.2.2.2) munit (ef. (I 4.2.3)) le eomplexe de cochalnes 

(i) avec l'abus habituel consistant ~ d~signer une cat~gorie par son nerf. 



- 256 - 

R ~ de R d'une structure de pro-K-Alg~bre diff~rentielle gradu~e. La diff~rentielle 

est d = ~(-l)id i , et le produit est donn~ par 

(1.2.6.1) (x I ® ... ® Xp)(y I ® ... ® yq) = x I ® ... ® Xp ® Yl ® "'" ® Yq 

a(x I ® . . .  ® Xp) = ax I ® ... ® Xp 

(x I Xp) a ® ... ® a = x I ® ... ® Xp 

o~ les x. et y_ sont des sections locales de P eta une section locale de 
l J 

Le complexe  n o r m a l i s ~  NR e s t  une  s o u s - A l g ~ b r e  d i f f ~ r e n t i e l l e  g r a d u g e  ( I  1 . 3 . 3 ,  

1.3.5) de R ~ , donn~e en degrg k par 

A . 

(1.2.6.2) NkR = N Ker(s i : R k > R k-l) 
i~>O 

Posons I = Ker(e : P > A). II dgcoule de (1.2.5.1) que NR s'~crit 

(1.2.6.3) NR = (A d > I d > I ®A I d > N3R > ...) 

Si l'on d~signe par 

d d d 
(1.2.6.4) N'R = (A > I > I ®A I > ... 

la pro-K-Alg~bre gradu~e (non cormnutative) 

>I®A "~A I > "') 

(1.2.6.5) TA(1) = A • I • ( • I ~®^ ... ~®^I) 
n>2 ~. / 

n facteurs 

(o~ le produit est d~fini par (1.2.6.1)) munie de l'unique K-anti-d~rivation 

de degr~ 1 prolongeant la diff~rentielle de NR en degr~ 0 et i, on a 

un morphisme canonique ~vident de pro-K-Alg~bres gradu~es, compatible aux 

d~rivations 
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(1.2.6.6) N'R > NR 

Je ne sais rien dire en g~n~ral de cette fl~che, et j'ignore ~galement si la 

d~rivation de N'R est de carr~ nul. Toutefois : 

Lemme 1.2.6.7. S i d ° = d I : A > P, (1.2.6.6) est un isomorphisme. 

Preuve. 

de m~me. 

Cela r~sulte facilement des formules (1.2.2.2). 

Nous verrons plus bas (1.4.2.3) un autre cas important off il en est 

1.2.7. Posons 

(1.2.7.1) 1/1 [2] 

Les structures droite et gauche de I 

I 
= ~R 

i 
induisent sur ~R une m~me structure 

de A-Module (I). Ce Module s'appelle Module des diff~rentielles de R . 

Pour R = CA/K (1.2.5), on a = ~A/K (2) . La projection I 

se prolonge de manigre unique en un morphisme de K-Alg~bres gradu~es (cf. (1.2.6.5)) 

(1.2.7.2) p : TA(1) > ~ = AA~ ~ 

Lemme 1.2.7.3. On a pd(l [2]) = 0 

Preuve. Cela va r~sulter des formules suivantes, off 

locales de I : 

x, y d~signent des sections 

(i) d(xy) = -(x ® y + y ® x) mod I ® 12 + 12 ® I 

(ii) d(y2x) = -x ® x mod I ® 1 [2] + I [2] ® I , 

(iii) pour n ~ 3, d(~nx) = 0 mod I ® 1 [2] + I [2] ® I 

Tout d'abord, la relation dl c I ® I (1.2.6.3) implique qu'on a 

(I) Nous dirons fr~quemment dans la suite A-Module, A-Alg~bre, etc., au lieu de 
pro-A-Module, pro-A-Alg~bre, etc. 

(2) Dans la situation de (1.2.5), on a en effet ~/~[2] = j/j2 en vertu de 
([26] 1 3.3.3, 3.3.4). 
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mod I ® I 

mod I ® I 

Comme 5 est un morphisme d'Anneaux, on en tire 

5(xy) : 6 x 6 y : xy ® I + x ® y + y ® x + I ® xy mod I ® 12 + 12 ® I , 

d'o~ (i). Utilisant que 6 est compatible aux puissances divis~es, on a 

d'autre part 

6(y2x) : y2(6x) : y2 x ® I + x ® x + i ® y2x 

mod I ® 1 [2] + 1 [2] ® I 

d'o~ (ii). Enfin, pour n ~ 3, on a 

6(ynx) : ~n(sx) : ~nx ® i + i ® ynx mod I ® I [2] + 1 [2] ® I , 

ce qui prouve (iii) et ach~ve la preuve du lemme. 

Proposition 1.2.8. Ii existe sur 

dite d~rivation ext~rieure, telle que 

co.rmnutatif N'R > (~,d) : 

une unique K-anti-d~rivation d de de$r~ i, 

p (1.2.7.2) d~finisse un diasramme 

Id 

d 
A > 

I d> R 

d 
>I ®A I 

d> 

d d 

> "'" > I ®A''i p 

d> . . .  d> 

%1 d 

> ... 

~ ,  dans chacun des cas suivants, (~,d) 

De Rham d_~_e R : 

est un complexe, dit complexe de 

(i) d ° : d I : A ~ P , 

I 
(ii) ~R : A.dA , 

I 
(iii) ~R est un A-Module plat 

( i )  . 

(I) Les notions usuelles de platitude, Tori, etc. s'~tendent trivialement aux 
pro-Modules sur des pro-Anneaux. 
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Preuve. 

K-lin4aires 

En vertu de (1.2.7.3), il existe un unique couple de morphismes 

> ~) tel que le diagramme I d : i 
(d : A > QR ' QR 

d 
A >I 

Id d I p 

d 

>I®AI 

soit commutatif. Comme N'R coYncide avec NR en degr~ ~ 2 (1.2.6.3), on a, 

dans ~ , les relations suivantes, o~ f, g d4signent des sections locales 

de A et x une section locale de ~ 

(a) d(fg) = fdg + gdf , 

(b) d(fx) = fdx + (df)x 

(c) d2f = 0 

Les relations (a) et (b) impliquent (1.1.2) que le couple 

(d : A > ~R ' d : ~R > ~ ) se prolonge de mani~re unique en une 

K-anti-d~rivation d de degr~ i de ~ . Alors pd - dp est une K-anti-d4rivation 

de degr~ I de TA(1) dans ~ ; comme TA(1) est engendr~ par I et que, 

par construction, pd - dp s'annule sur A et I , il s'ensuit que pd - dp = 0 . 

Prouvons la derni~re assertion de la proposition. Ii est trivial, d'apr~s (c), 

que (~ , d) est un complexe dans le cas (ii). II en est de m~me dans le cas 

(i) parce qu'alors (1.2.6.6) est un isomorphisme et que p est surjectif. 

Pla~ons-nous dans le cas (iii) Posons P/I [2] i , d'o~ une suite exacte 
' = PR 

^I I c 
(1.2.8.1) 0 > ~ > PR > A > 0 , 

I QI ® splitt~e par d ° , d I : A ~ PR . Grace au splittage par d ° , ~I 

s'injecte dans pl ® ~i (i). Comme ~i est un A-Module plat, il s'ensuit 

que ~I ® ~I ® ~i s'injecte dans ~i ® pl ® ~i . Grace ~ nouveau aux splittages 

de (1.2.8.1) par d ° , d I, ~I ® pl ® ~i s'injecte dans pl ® pl ® pl . 

Au total, on a donc une injection 

(I) Les produits tensoriels sont pris sur A , et nous omettons les indices R 
pour abr~ger. 
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(~) QI ® QI ® Q1 > pl ® pl ® pl 

qui s'ins~re dans le diagramme commutatif suivant 

d 2 (~) 
I >I®I®I 

(~) 
QI® QI ®i 

>P®P®P 

> pl ® pl ® pl 

~i d 2 ~ 3  

oN les fl~ches verticales sont les projections canoniques, et (~) la compos~e 

de N'2R = I ® I ® I > N2R (1.2.6.6) et de l'injection canonique 

N2RC > P ® P ® P . Le compos4 horizontal du haut est nul parce que NR est 

un complexe. Comme (w) est injective, il en r4sulte que la fl~che oblique est 

nulle, donc que pd 2 = O, et par suite que d2(~ I) = 0 . Combinant avec (c), 

on en conclut que (Q~,d) est un complexe, ce qui ach~ve la d4monstration. 

Question 1.2.9. J'ignore si, en g4n4ral, (~,d) est un complexe. 

Exemples 1.2.10. a) Soit A une K-Alg~bre. Alors, d'apr~s (1.2.8 (ii)), 

(~]/K,d)= est un complexe, qui n'est autre que le complexe de De Rham de A/K 

(1.1.3 a)). 

b) Dans la situation de (1.1.3 b)), le complexe ~G/S 

complexe de De Rham associ4 ~ l'image directe G-invariante sur S 

v 
de Cech-Alexander de G/S . Dans la situation de (1.1.3 c)), on a un r4sultat 

analogue, qu'on laisse au lecteur le soin de formuler. 

s'identifie au 

du complexe 
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1.3. Complexes de De Rham et d~calage : le lemme de Poincar~ formel. 

1.3.1. Soit, eomme en (1.2.6), 

R " (A t .  P ---~ P ®A P ~--~ " ' ' )  

une K-cat~gorie formelle g PD . La cat~gorie d~cal~e Deck(R) 

encore une K-cat~gorie formelle ~ PD : 

(VI 2.4) 

d 1 

(1.3.1.1) Deck(R) = (P------~ P ®AP __~ ~ 

d 2 

L'Id~al d'augmentation de Deck(R) s'~crit 

...) 

(1.3.1.2) JDec~(R) = (0 ~ P ®A I 

la composante de degr~ n ~tant 7 Im P 
2~k~n+l 

.-.) 
) 

"'" ®A I ® A ' ' "  ®A P 

o~ I remplace P ~ la k-igme place. Iien r4sulte notamment qu'on a 

(1.3.1.3) [~eCl(R) = P ®A 

avec les notations de (1.2.7). 

est 

Lemme 1.3.2. Notons D la d~rivation ext~rieure de %ec~(R) 

Elle .iouit des propri~t~s suivantes : 

( 1 . 2 . 8 ) .  

f (resp. ~) de 

(i) D est A-lin~aire pour la structure gauche de P (1.2.2) ; 

(ii) D(f ® w) = (Df) w + f ® dw , quelle que soit la section 

P (resp. Q~) au-dessus d'un objet arbitraire de T ; 

(iii) D(I [p] ®A ~) c Im I [p-I] ®A ~+i quels que soient p, q E 

Preuve. L'assertion (i) r~sulte simplement du fait que les fl~ches de Deck(R) 

sont A-lin~aires pour la structure gauche sur le premier facteur P de chaque 

composante. Con~ne D et d sont des d~rivations, on peut se borner ~ prouver 

1 
(ii) pour ~ section de ~R " Ecrivons la diff~rentielle de R ~ (1.2.6) 

sous la forme 

d = d ° - d + 
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de sorte que 

de d+~ P ® I . Si 

D : P ® 4 ...... > P ® 4 s'obtient par passage au quotient ~ partir 

est une section de I , on a 

d°f ® g - d+(f ® g) = d(f ® g) 

= df ® g - f ® dg , 

d I d 2 : P 

d'o~ 

d+(f ® g) = d+f ~ g + f ® dg 

ce qui donne (ii) par passage au quotient. Les fl~ches 

~tant des PD-morphismes, on a, pour tout n E IN, 

d+(l In]) C 7 Im I[p] ®A l[q] 
p+q = n 

Comme d'autre part on a d+(p) c p ®A I et que 

P GAP , on a en fait 

d+(l In]) = ~ Im 
p+q=n 
q>O 

> P®A P 

d'o~ 

P ®A I est facteur direct de 

On en tire 

i [p] ®A I[q] , 

d+(I In]) C Im I In-l] ®A I mod Im P ®A I[2] 

D(I In]) ~ Im i In-l] ~A 4 ' 

d'o~ (iii), compte tenu de (ii). 

1.3.3. A partir de maintenant, nous supposons que ~ est un A-Module plat. 

D'apr~s (1.3.1.3), ~Dec~(R) est un P-Module plat, donc, en vertu de (1.2.8), 

on dispose du complexe de De Rham 

D 4 D 2 
(1.3.3.1) ~ec+(R) = (P > e ®A > P ®A ~R > "" ") 
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A > Deck(R) (VI 1.3) d~finit, par fonctorialit~ L ' augmentation canonique 

du complexe de De Rham, une augmentation 

(1.3.3.2) d I : A > ~ec~(R) 

Co,he ~ est un A-Module plat, il en est de m~me de ~ pour tout k (I 4.2.2.6), 

et (1.3.2 (iii)) permet de d~finir une filtration d~croissante de ~ec~(R) : 

(1.3.3.3) Fn~ec~(R) 

Le gradu~ associ~ s'~crit 

(1.3.3.4) gr ~ec~(R) = (gr P 

(fin ] D l[n_l~A~ D l[n_P]®A ~ = >... > >...) 

> gr P ®A~ > "'" > gr P ®A~ > "'') 

o~ gr P d~signe le gradu~ associ~ Ala filtration 

en passant que les structures droite et gauche de P 

m~me structure de A-Module). 

PD-l-adique de P (noter 

induisent sur gr P une 

Lemme 1.3.3.5. La diff~rentielle ~ dle (1.3.3.4) est l'uni~ue A-d~rivation de 

bide~r~ (-i,+I) de l'Al~bre bigradu~e gr P ®A ~ (I 4.3.1.1) telle que 

(i) D(c~(ynx)) = c~(yn-lx) ® c~(x) , 

(ii) D(I ® y) = 0 , 

pour toute section locale x (resp. y) d_~e I (resp. ~) et tout n E IN . 

Preuve. Compte tenu de (1.3.2), le seul point non trivial est de v~rifier que 

satisfait ~ (i). Or, avec les notations de la preuve de (1.3.2), on a 

d+ynx = 6ynx - ynx ® i , 

e t  c on.he 

6x = x ® I + I ® x mod I ® I , 

on en tire 
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d + yn x 

d'o~ (i). 

7 
p+q = n 
q>O 

~x ® yqx rood Im I In] ® I + Im P ~ I [2] 

n-I F ] r] 
= y x ® x mod Im I ~n~ ® I + Im P ® I ~2~ 

Grace ~ (1.3.3.5), le morphisme canonique surjectif ([26] 1 3.4.3) 

FA~ ~ > gr P (1.3.3.6) 

se prolonge par extension des scalaires en un morphisme de A-Alg~bres diff~rentielles 

bigradu4es 

(1.3.3.7) Kos'(Id ~RI) > gr ~Dec~(R) ' 

o0 le premier membre d4signe le complexe de Koszul de la fl~che identique de 

(I 4.3.1.3). Le morphisme (1.3.3.7) est compatible aux augmentations canoniques 

A > Kos'(Id~) (I 4.3.1.3 (ii)) et A > gr %ec~(R) (d4finie par (1.3.3.2)). 

Th4or~me 1.3.4. Avec les hypotheses et notations de (1.3.3), la fl~che 

(1.3.3.6) (donc aussi la fl~che (1.3.3.7)) est un isomorphisme . 

Corollaire 1.3.4.1. 

est acyelique. 

(~ 

Le complexe augment4 

A > gr f~ec+(R) 
IJ 1 

En effet, il en est ainsi du complexe augment4 

4.3.1.6). 

> Kos" (Idfl ~) 
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Corollaire 1.3.4.2. Pour tout entier n ~ i, on a un dia~ramme commutatif, 

dont les lignes et colonnes sont exactes : 

0 

Id 

0 > 

0 I 0 0 

d = d 
0 > rna I > rn-lal ® a I > rn-2~ I ® n 2 

\ d I D I 
A > pn ~ pn-I E1 D > pn- ~2 

A dl ~ pn-i DI> pn-2® ~I D > pn-3~ ~2 

I 

0 0 l 0 0 

> ... 

> ... 

> ... 

o0 les deux lignes inf4rieures sont d4duites par passage au quotient du complexe 

augment~ A > %ec~(R) (1.3.3.2) (on a pqs4 pour abr~$er P/I In+l] = pn , 

~ = ~k) , la ligne sup~rieure est la suite exacte de Koszul relative & l'iden- 

tit~ de ~ (I 4.3.1.7), les fl&ches verticales inf4rieures son! les projections 

eanoniques, et la fl~che verticale ~n-p~l ® ~p > pn-p ® ~p s'obtient en 

tensorisant par ~P la fl&che compos4e de rn-p ~i > grn-PP (1.3.3.6) e t 

de l'in~ection canonique grn-PP > pn-p 

Compte tenu de (I 4.3.1.6), (1.3.4.2) 4quivaut en effet & (1.3.4). 

Corollaire 1.3.4.3. S i R est PD-adique (1.2.3), le complexe augment~ 

A >%ec;(R) (1.3.3.2) est acyclique. 

En effet, par d~finition la fl&che canonique P > "lim" pn 

alors un isomorphisme. 

est 

Preuve de (1.3.4). Nous prouverons la forme 4quivalente (1.3.4.2), par 

r~currence sur n . Pour n = I, l'assertion est triviale. Supposons donc n ~ i. 

l'hypoth&se de r4currence, jointe & la platitude de ~I , implique que, dans le 
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diagramme de (1.3.4.2), la ligne inf4rieure, et les colonnes de degr4 e I 

(~ droite du pointill4) sont exactes. Par ailleurs, d'apr~s (I 4.3.1.7), la 

ligne sup~rieure est exacte. On en d4duit que r n ~I > pn est injectif, et 

con~ne l.n ~i > grnp est surjectif, la colonne de degr~ 0 est exacte. Par 

suite, toutes les colonnes du diagramme de (1.3.4.2) sont exactes, et comme 

ses lignes extremes sont exactes, il en est de m~me de sa ligne m4diane, 

ce qui ach~ve la d~monstration. 

Remarques 1.3.4.4. a) Soit X > S un morphisme lisse de schemas. On 

v~rifie facilement que, pour R = C~/S (1.2.5), ~DeeT(R) n'est autre que le 

"lin4aris~", au sens de ([25] 2.2), du complexe de De Rham 0~/S . Par suite , 

(1.3.4.3) redonne le "lemme de Poincar4 formel" de ([25] 3.2). 

b) On a des r~sultats analogues pour la cat~gorie d~cal~e 
o 

Deck(R)1 = (P d ~ p ®A P ~ ...) (on les d~duit des pr4c4dents en remplagant 

d I I 
R par la cat~gorie oppos4e). En particulier, si Q~ est plat et que R est 

PD-adique, le complexe de De Rham augment4 

d ° I 
A > n~ec~(R ) = (A > P > ~R ® P > ® p > "'') ' 

(qui est A-lin~aire ~ droite) est acyclique. Ce complexe, sous le non de 

"complexe naTf de Spencer", joue un r01e important dans la th4orie "analytique" 

des ~quations diff~rentielles, voir notamment [28], [30], [33], [34]. 

1.3.5. Le diagramme de (1.3.4.2) montre que pn est donn~ par le produit fibr~ 

pn pn-I Ker(D : ® > ® ~2) = x pn-i ~I pn-2 
pn-2 ® ~i 

Exploitant cette remarque, Quillen montre que l'on peut, de proche en proche, 

r e c o n s t r u i r e  l e  s y s t ~ m e  p r o j e c t i f  " l i m "  pn , l e s  d iagrammes  de ( 1 . 3 . 4 . 2 ) ,  e t  

finalement la PD-compl4t~e de R, "lim" R/J [n] , ~ partir du seul complexe 

de De Rham ~ ( l a  v ~ r i f i c a t i o n  e s t  un peu l o n g u e ,  mais  s a n s  d i f f i c u l t 4 s ) .  

On obtient ainsi le 
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Th@or~me 1.3.6. (i) L a K-Al$&bre A ~tant fix~e, le foncteur R l >% 

~tablit une @quivalence entre la cat~gorie des K-cat@$ories formelles PD-adi~ues 

(1.2.3) dont l'objet des objets est A (2) et le Module des diff@rentielles (1.2.7) 

est plat sur A et la cat~$orie des complexes de De Rham sur A/K (I.I.I) don____tt 

la composante de degr~ I est plate sur A o De plus, tout objet R de la 

premiere cat~gorie est un $roupoTde, dont l'involution "renversement des fl~ches" 

est donn~e par l'automorphisme du complexe de De Rham % d~fini par (-i) n 

en degr~ n . 

Compte tenu de (1.1.9 b)), ce th~or~me contient le th~or&me de Cartier 

sur l'@quivalence entre groupes formels et Alg~bres de Lie en caract~ristique 0 . 

1.4. Cohomologie des categories formelles PD-adiques plates. 

Dans ce num~ro, R d@signe, comme en (1.2.6), une K-cat~gorie formelle 

& PD, d'Id~al d'augmentation J . On conserve les notations de (1.2.6), (1.2.7). 

On utilise d'autre part la notation cn(-) pour d@signer la composante de 

degr~ n d'un objet cosimplicial. 

1.4.1. On a ([26] 1 3.4.3) une fl~che canonique surjective 

(1.4.1.1) 

off gr R 

0bservons 

composante cn(R) = P ®A "'" ®A P 

PD-l-adiques de 

--IA(J/J[2]) > gr R , 

d@signe le gradu@ associ~ & la filtration de R par les jim]. 

que, d'apr&s (1.2.2.3), cette filtration induit sur chaque 

la filtration "produit tensoriel" des filtrations 

P : 

(i) Ce th~or&me ne sera pas utilis~ dans la suite. 

(2) Les morphismes de cette cat~gorie sont les PD-morphismes de K-Alg&bres 

¢osimpliciales induisant l'identit~ sur A . 
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[rl] [r n] 
(1.4.1.2) cn(j [m] : Im I ®A "'" ®A I 

rl+ ... + r n ~ m 

I 
Proposition 1.4.1.3. On suppose que m R est un A-Module plat. Alors : 

a) La flgche (1.4.1.1) est un isomorphisme. 

b) II existe un isomorphisme canoni~ue de complexes de A-Modules : 

i 
N(J/J [2]) = n R [ - i ]  

Preuve. Tout d'abord, d'apr~s (1.3.4), la fl~che induite par (1.4.1.1) 

sur les composantes de degr~ I , 

rA(~ ~) > gr P , (i) 

est un isomorphisme. En particulier, d'apr~s (I 4.2.2.6), gr P est plat sur 

Ii s'ensuit que, pour tout n ~ i, la fl~che canonique 

A . 

(ii) gr P ®A "'" ®A gr P > gr (P ~A "'" GAP) 

n facteurs n facteurs 

est un isomorphisme (de A-Modules gradu~s). En effet, si l'on pose p/fir+l] = pr , 

la fl~che analogue 

gr pr ®A "'" ®A gr pr ~ gr (pr ®A "'" ®A pr) 

est un isomorphisme, co,me il d~coule de (V 2.1.4)(1), et, par passage ~ la 

"limite", on en d~duit que (ii) est un is omorphisme. La partie homog~ne de degr~ 

I de (ii) est un isomorphisme 

(I) L'~nonc~ de (loc. cit.) s'~tend trivialement au cas de pro-Modules munis 

de filtrations finies ~ gradu~s plats. 
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i (iii) ~ ~ "'" ~ ~R > cn(j/j[2] ) 

k J 
n termes 

Combinant (iii) et (i), et utilisant le fait que F A transforme sommes en 

produits tensoriels, on volt que (ii) s'identifie ~ la fl~che c n (1.4.1.1), 

ce qui prouve a). Les isomorphismes (iii) montrent que j/j[2] est un monoYde 

dans la cat~gorie oppos~e ~ celle des A-Modules. L'op~rateur de d~g~n4rescence 

i cn(j/j[2]) cn-l(j/j[2]) 
s : > est la projection canonique sur les compo- 

sants d'indice # i, et cormne 

il en r~sulte que 

Nn(j/J [2]) = N Ker s i 

ONi~n-I 

N(j/j[ 2]) = f~l[-l] 

ce qui prouve b) et ach~ve la preuve de (1.4.1.3). 

1.4.2. La filtration PD-l-adique de P d4finit sur TA(1) (1.2.6.5) une 

filtration d'Alg~bre gradu~e : 

[r I ] [r n ] 
(1.4.2.1) FmTA(I) = FmN'nR = > Im I ®A...®A I 

rl+...+rn~m 

r 1, •.. ,rn>0 

Cette filtration est pr4serv~e par la d4rivation d de N'R (1.2.6.4), cormme 

on le v4rifie facilement. D'autre part, d'apr~s (1.4.1.2), la fl~che (1.2.6.6) 

est compatible aux filtrations des deux membres. 

Proposition 1.4.2.2. S i ~ est un A-Module plat, la fl~che (1.2.6.6) induit 

un isomorphisme sur les sradu4s associ@s. 

Preuve. Posons FA+ = ~ FAk 
kal 

, et consid4rons les fl~ches canoniques 
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FA+ fiRl ®A'''®ArA~ > gr N'nR > gr NR = N gr R 
\ ........ Y 

n facteurs 

Un raisonnement analogue ~ celui fait dans la preuve de (1.4.1.3) montre que 

la premigre fl~che est un isomorphisme. D'autre part, d'apr~s (1.4.1.3) et 

(1.2.6.7), la fl~che compos~e est un isomorphisme. Donc la seconde fl~che est 

un isomorphisme, cqfd. 

1 
Corollaire 1 ,4 .2 .3 .  S i ~ est un A-Module plat et si R est PD-adique 

(1.2.3), la fl~che (1.2.6.6) induit, pour tout m E IN, un isomorphisme 

FmN'R > NJ [m] 

1 
1.4.3. On suppose d4sormais que R est PD-adique et que ~ est un A-Module 

plat. Alors le complexe de De Rham ~ est d4fini (1.2.8), et, d'apr~s (1.4.2.3), 

on peut r~crire p (1.2.7.2) comme un morphisme de K-Alg~bres diff~rentielles 

gradu4es : 

( 1 . 4 . 3 .1 )  

Munissons f~ 

successifs : 

( 1 . 4 . 3 .2 )  

Je dis que p 

pour tout m , 

p : NR >~ 

de la filtration "de Hodge", d~finie par les tronqu~s na~fs 

F~ : 

( 1 . 4 . 3 .1 )  

> . . .  > 0  > fl~ > ~ " R  I ~  > . . . )  (o 

est compatible aux filtrations, i.e. qu'on a , 

(1.4.3.3) p(NJ [m]) C Fm~ 

En e f f e t ,  s i  r l , . . . , r  n s o n t  d e s  e n t i e r s  > 0 t e l s  q u e  r 1 + . . .  + r n  = m 

avec n < m, l'un au moins des r i est ~ 2, de sorte que l'image par p 

Cr 1] [r n] 
de I ®A "'" ®A I est nulle. Compte tenu de (1.4.2.1) et (1.4.2.3), 

il en r~sulte que p(Nnj [m]) = 0 pour n < m, d'o~ (1.4.3.3). 
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Th~or~me 1.4.4. Sous les hypoth&ses de,(l.4.3), gr p est un quasi-isomorphisme. 

Corollaire 1.4.4.1. Sous les hypoth&ses d e (1.4.3), p induit, pour tout 

m E ~N , un quasi-isomorphisme NJ [m] > Fm~ 
1 %  

Remarques 1.4.4.2. a) Appliquant (1.4.4) a Dec;(R), et tenant compte de ce 

que le complexe augment~ A .... > DecT(R) est homotopiquement trivial (VI 1.4), 

on retrouve que le complexe augment~ A > ~ec~(R) est acyclique (1.3.4.3). 

b) Appliquant (1.4.4) au complexe de Cech-Alexander CX/S (1.2.5) 

d'un morphisme lisse, on retouve, sous une forme plus pr4cise, le fait que 

la cohomologie cristalline de X/S s'identifie ~ la eohomologie de De Rham 

de X/S ([25] 3.3). 

1.4.5. 

Soft V 

Preuve de (1.4.4). Nous aurons besoin de quelques pr61iminaires. 

un A-Module, et soft 

' KV[-I] = (0~V---~V ~) V ~ . . . )  

le transformg de Dold-Puppe du complexe r6duit A V plac~ en degr~ I, i.e. 

(VI 2.7.2) le nerf de V , consid@r~ comme groupe de la catggorie oppos@e 

celle des A-Modul~via l'application diagonale V > V ~ V . La A-Alg~bre 

cosimpliciale 

rAKV[-I ] ~ (A_~rAv --~--~ rAY ® qv~_~...  ) 

est une K-catggorie formelle ~ PD telle que d ° ~ d I : A 

(1.2.6.7) et (1.2.8 (i)), le complexe de De Rham ~^KV[-I] 
z &  

a une projection canonique 

>rA(V). D'apr~s 

est d~fini et l'on 

(1.4.5.1) 

Par d~finition, on a 

p : N~KV[-I] ..... > ~AKV[_I] 

(1.4.5.2) f~l = V 
r A KV[-I] 
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D'autre part, le m~me raisonnement que pour prouver (1.4.3.3) montre que l'on a, 

pour tout m E IN, 

(1.4.5.3) p(NF#KV[-I]) C ~AKV[_I][-m ] 

II en r~sulte que la diff~rentielle de ~^KV[-I] 

dfn 

(1.4.5.4) ~AKV[_I] = A~V[-~] = 
m6~ 

est nulle, i.e. que 

AAmV[ -m] 

et que p (1.4.5.1) se d~compose en 

(1.4.5.5) p = ~ k~ 
mE~ 

la partie homog~ne kmp s'~crivant (pour m e I) 

NrAmKV[-1] = (0 >r~v > ... 

kmp 

~A -m] > > 0 KV[-I][ -- (0 ... 

r 1 +" " "+r l" :m 

r I, •.. ,ri>O 

>v ~ >o) 

1 
> AAmV ----> 0 

r. 

rAIV ® ... ® r IV 
A 

o~ la fl~che verticale de droite est la fl~che canonique. Si W est un A-Module, 

on a un carr~ commutatif 

rv[-1] ® r w[-~] .......... > F((v ew)[-1]) 

(1.4.5.6) P®P 

o~ la fl~che horizontale inf~rieure est l'accouplement canonique (I), et la fl&che 

(i) Tordu par le signe (-I) mn sur le morceau Amv[-m] ® A nvE-n] . 
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horizontale sup~rieure l'accouplement donn~ par la fl&che d'Alexander-Whitney 

(I 4.2.3.5), avec la notation abr~g~e de (loc. cit.) NI~ ~ r , La v~rification 

est irmm~diate sur la d~composition (1.4.5.5) de p . 

Cela pos~, (1.4.4) va, compte tenu de (1.4.1.3), r~sulter du 

Lemme 1.4.5.7. Si V est plat, la fl~che (1.4.5.1) est up quasi-i@gmorphisme. 

Preuve. Les deux membres ~tant compatibles aux limites inductives locales 

(I 4.2.2.6), on se ram&he, par le th~or&me de Deligne-Lazard (I 4.2,2.1), 

au cas o~ V est fibre de type fini. Puis, utilisant (1.4.5.6), on se r~duit 

au cas o~ V est libre de rang 1 . Alors k°p (resp, klp) est la fl&che 

identique de A (resp. V[-I]), et tout revient & voir que ~m(V[-l]) est 

acyclique pour m ~ 2 . Mais cela d~coule de la formule de d~calage 
D(A) 

Fm(v[-I]) "~ Amv[-m] (I 4.3.2.1 (ii)) (2). Ceci ach&ve la preuve de (1.4.5.7), 

et partant, celle de (1.4.4). 

1.4.6. L'existence d'un isomorphisme, dans la cat~gorie d~riv~e, entre NR et 

peut aussi s'~tablir & l'aide de la "suite exacte de Poincar~" (1.3.4.3), par 

un argument dQ & Grothendieck ([31] 6.2), et qui est le suivant, 

Consid~rons l'objet cosimplicial augment~ (VI 1.5.1) d~fini par R : 

(1.4.6.1) R > Dec R) --~.- Dec R) ~ . . . .  

que nous regarderons aussi comme un objet bi-cosimplicial, de n-i~me colonne la 

cat~gorie formelle PD-adique DeC~+l(R). Appliquant & (1.4.6.1) le foncteur 

"complexe de De Rham" (ee qui est loisible puisque, par hypoth~se, les composantes 

de (1.4.6.1) sont des categories dont le Module des diff~rentielles est plat), 

on obtient un objet cosimplicial augment~ : 

(2) On peut sans doute v~rifier "~l~mentairement" l'acyclicit~ des complexes 

precedents, encore que l'exercice ne paraisse pas tr~s facile. 
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dont les lignes sont homotopiquement triviales, puisqu'il en est ainsi des 

lignes de (1.4.6.1) (V! 1.4). L'augmentation (1.4.6.2) induit donc un isomor- 

phisme, dans la catggorie d~riv~e, entre les complexes simples associ~s : 

(1.4.6.3) ~R > f(%ec~(R) ~> [~ec;(R) ~, " '') 

D'autre part, l'augmentation "verticale" R > Dec+(R) de (VI 1.5) 

dgfinit une augmentation 

(1.4.6.4) 

%ec[(R) ...... ~ ~ %ec~(R) "'" 

l l 
R = ( A > P 

) 

qui, d'aprAs (1.3.4.3), est un quasi-isomorphisme sur chaque colonne. Par suite, 

(1.4.6.4) d~finit un isomorphisme, dans la cat6gorie d~riv~e, entre les complexes 

simples associ~s : 

(1.4.6.5) R 
f 

> ( ec (R) ~ ~ec (R) % "" ") 

Combinant (1.4.6.3) et (1.4.6.5), on obtient, comme annonc~, un isomorphisme, 

dans la cat~gorie d~riv~e, entre NR et ~ . Ii est facile de voir que 

cet isomorphisme n'est autre que l'isomorphisme p : NR >~ de (1.4.4.1). 

En effet, si Dec+(R) (resp. %ec+(R)) d~signe l'objet cosimplicial non augment~ 

d~fini par (1.4.6.1) (resp. (1.4.6.2)), on a un diagramme commutatif 



- 275 - 

NR 

~.2) 
h > NDec+(R) 

>N~ec+(R) 

~ N(1.4.6.4) 

~ Nit 

o5 h (resp. v) est normmlis~ede l'augmentation horizontale (resp. verticale) 

de Dec+(R). Par d~finition, l'isomorphisme NR >% obtenu en combinant 

(1.4.6.3) et (1.4.6.5) est la fl~che pointill4e rendant commutatif le triangle 

inf4rieur (apr~s passage aux complexes simples associ~s). Conmle, d'apr~s 

(VI 1.6.2), on a h-iv = Id dans la cat4gorie d~riv4e, le diagrarmme montre 

que la fl~che pointill~e est bien ~gale ~ p dans la cat~gorie d4riv4e, comme 

a n n o n c ~ .  

2. Complexe de De Rhamd~riy~ et c ohomolo$ie cristalline. 

2.1. Le complexe de De Rham d~riv4. 

2.1.1. Soient T un topos, A - > B un morphisme d'Anneaux de T , P = PA(B) 

la r~solution simpliciale libre standard de B/A (I 1.5.5.6). Le complexe 

de De Rham ~P/A (1.1.3 a)) est une A-Alg~bre "simpliciale diff~rentielle 

gradu4e" : 
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1 

~P2/A 

l I 

i I 
i i 

I I 
i i 

I i 

f~2 ) 2 
PI/A > f~po/A 

................ > 1 > 
' > O~IIA > IA > 

> > 
P2 ) PI > Po 

dont la i-i~me colonne est le eomplexe de De Rham ~i/A et la j-i~me ligne 

le P-Module ~P/A j " On salt (II 1.1.3.2) que ~/A est un P-Module plat, 

don( aussi ~/A pour tout j (I 4.2.2.6). Comme P ~ B est un 

quasi-isomorphisme, il d~coule de (I 3.3.2.1) que la fl~che d'adjonction 

(2.1.1.1) ~ i A  .... > ~ iA  ®~" : "gL, iA 

est un quasi-isomorphisme pour tout j . Le complexe simple associ~ ~ ~/A ' not~ 

(2.1.1.2) LO~/A 

s'appelle complexe de De Rham d~riv~ de B/A . Si f : X > S est un morphisme 

de topos annel~s (resp. de schemas), on pose 

(2.1.i.3) 

Le complexe L~I A 

(2.1.1.4) 

L~/S = Ln~x/f-I((~S ) 

est muni de la filtration de Hodge, d~finie par les sous-complexes 

~'~%iA : / ~ i ~  ' 
m m + l  

Fm~/A~> = ( 0  ~ . . . .  > 0  >ne'A~ > ~'~'A > ' ' ' )  I 
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Les flgches (2.1.1.1) d~finissent donc un quasi-isomorphisme gradu~ 

dfn 
i 

(2.1.1.5) gr L~/A >ABLB/A[~ ] = ~ (ABLB/A)[-I] 

Comme LB/A est plat, le second membre s'identifie d'ailleurs par d~finition 

(I 4.2.2.2) ~ LABLB/A[-~ ] . Compte tenu de (If 1.2.5, 1.2.6), il d~eoule de 

(2.1.1.5) que L~/A ne change pas, ~ isomorphisme canonique pros dans D(A), 

si l'on remplace dans la d~finition la r~solution standard P par une r~solu- 

tion libre quelconque de B/A . 

2.1.2. A titre d'exemple, calculons ABLB/A[-~ ] pour B faiblement d'intersection 

compl~te sur A (III 3.3.4). 

Lemme 2.1.2.1. Soit L = (0 > E u > F '> O) un complexe de B-Modules plats 

concentr~ en de~r~s O e t i , II existe un isomorphisme canonique fonctoriel 

de D(B), compatible aux graduations : 

LFBL = Kos'(u) 

o_~_~ Kos'(u) est le complexe de Koszul de u (I 4.3.1.3). 

Preuve. 

(~) 

II existe une suite exacte de complexes de Modules plats ~ degr~s > O , 

U t 

0 ............... >L' >E' >F >O , 

et un triangle corm~utatif 

(~) 

u ~ 

E' ~-F 

E 

o~ la fl~che vertieale est un homotopisme (prendre par exemple E' = E • C(IdF)[-I ], 

o0 C(Id F) est le cone de Id F , u' -- u + Id F en degr~ O). En vertu de (I 4.3.1.6) 

appliqu~ ~ K(~), o~ K d~signe la transformation de Dold-Puppe, Kos'(Ku') est 
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une r4solution de FBKL' . D'autre part, la fl~che Kos'(Ku') > Kos'(u) 

induite par (w~) d4finit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples 

associ4s. Comme L' est une r4solution plate de L , le lemme en r4sulte. 

(On pourrait aussi le d4duire de la th~orie dun ° i, en appliquant (1.4.4) 

la PD-compl6t4e de FBKL, dont le complexe de De Rham s'identifie ~ Kos'(u)). 

Corollaire 2.1.2.2. Soit un triangle commutatif d'Anneaux de T : 

B<. 

A 

o__~ C '" > B est surjectif de noyau un Id6al faiblement r4gulier I 

1 
la fl~che canonique LC/A > ~C/A est un quasi-isomorphisme et 

est plat. Ii existe alors un isomorphisme canonique de D(B), 

aux graduations : 

1 
ABLB/A[-~] = K°s'(I/I2 dC/A > ~C/A ®C B) 

Preuve. D'apr~s (III 3.3.6), on a un isomorphisme canonique de D(B) : 

dC/A 
1 

LB/A = (O > I/I2 > ~C/A ®C B 

o5 I/I 2 

(III 3.3.1), 

1 
~C/A 

compatible 

> O) , 

est plac~ en degr~ -i . Compte tenu de la formule de d~calage (I 4.3.2.1 (ii)) 

D(B) 

ABLB/A[-~ ] = LF B (LB/A[-I]) 

le corollaire d4coule donc de (2.1.2.1). 
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Corollaire 2.1.2.3. S i B est faiblement d'intersection compl~te sur A 

(III 3.3.4), gr L~/A est ~ cohomolo$ie nulle en desr~ < O , donc aussi 

• n . 

L~/A/F e~/A pour tout n . 

2.1.3. Notons 

^ 

(2.1.3.1) CF (A) 

la cat~gorie des complexes de pro-A-Modules L munis d'une filtration d~croissante 

n 
(F L)nE ~ telle que FaL = L pour un entier a . Nous dirons qu'une fl~che 

u : L > M de CF^(A) est un quasi-isomorphisme si Fnu est un quasi-isomor- 

phisme (de complexes de pro-A-Modules) pour tout n E ~ . Quand L et M 

N 

sont "complets", i.e. L N > ,,lim,,L/FnL , M > "lira" M/FnM (I) , il 

revient au m~me de dire que gr u est un quasi-isomorphisme. On notera 

(2.1.3.2) DF^(A) 

^ 

la cat~gorie d~riv~e "filtr~e compl~t~e", obtenue en localisant CF (A) par 

rapport aux quasi-isomorphismes (comparer (V 1.2)). Comme, avec les notations 

de (2.1.1), ~P/A est "mal place" (dans le deuxi~me quadrant), il nous sera 

parfois commode de remplacer le complexe de De Rham d~riv~ L~/A par son 

"compl~t~" 

dfn ^ 

(2.1.3.3) L~/A = "lim" L~/A/Fne ~/A ' 

qui, muni de la filtration F A ~ /A ' est objet de 

Hem 
CF^(A). Si f : X > S est un morphisme de topos annel~s, on ~crira L~i s 

au lieu de L~@x/f-I(@s) . On volt comme plus haut que e~} A ne change pas, 

isomorphisme canonique pros dans la cat~gorie DF^(A), si l'on remplace 

(I) "lim" d~signe toujours une limite dans la cat~gorie des pro-objets. 
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^ 

P par une r~solution libre quelconque de B/A . D'autre part, si Cp/A d~signe 

v 
le complexe de Cech-Alexander de P/A (1.2.5) muni de la filtration par les 

PD-puissances de l'Id~al d'augmentation, on a, d'apr~s (1.4.4), un quasi-isomor- 

phisme canonique de CF^(A) : 

(2.1.3.4) /C~/A > L~7 A 

2.1.4 On suppose maintenant que A est une ~ -Alggbre, o~ p est un nombre 
P 

f ~ 

premier. Soit B une A-Alg~bre, notons B kp# l'Alggbre d~duite par extension 

des scalaires par l'homomorphisme de Frobenius de A . On v~rifie trivialement 

qu'il existe un unique homomorphisme de complexes 

(2.1.4.1) C -I : gr ~(P)/A > ~/A 

qui soit un homomorphisme de A-Alg~bres gradu~es et tel que le compos~ avec 

la fl~che canonique gr ~/A -> gr ~(P)/A soit donn~ en degr~ 0 (resp. I) 

par x ~ > x p (resp. dx | > xP-ldx) . 

Lemme 2.1.4.2. (Cartier). S i B = SA(M) , o~ M est un A-Module plat, (2.1.4.1) 

est un ~uasi-isomorphisme. 

Preuve. Par passage ~ la limite inductive locale (I 4.2.1.1), on se ram~ne au 

cas o~ M est libre de type fini, donc B = A[t I .... ,tr] , et l'assertion se 

v~rifie alors par un calcul direct ([32] 7.2). 

Proposition 2.1.4.3. On suppose que 

A 
(~) Tori(B,AFrob) = O 

pour tout i > O, AFrob d~signant l'Anneau A consid~r~ comme Alg~bre sur 

lui-m~me par Frobenius. Alors (II 2.2.1) la fl~che canonique 

LB/A ®B B(p) > LB(P)/A est un quasi-isomorphisme, et l'on a un isomorphisme 

canonique fonctoriel de D(A) : 
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C -I AB(p)LB(P)/A : [-*] > L%/A 

Preuve. Soit P la r~solution fibre standard de B/A . D'aprgs (2.1.4.2), 

C -I : gr ~P(P)/A ..... > ~P/A 

induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc, par passage aux complexes 

simples associ~s, un quasi-isomorphisme 

• a~(p) I-n] > L~/A 
n /A 

P(P) '> B (p) est un quasi-isomorphisme, donc la fl~che Mais, grace ~ (.), 

d'adjonction 

~(P)/A > ~n (p) n ~BB(P) p(p)/A~p(p) B = ABLB/A 

est un quasi-isomorphisme, d'o~ la proposition. 

2.1.4.4. L'inverse C de l'isomorphisme C -I de (2.1.4.3) g~n~ralise 

l'op~ration de Cartier : si f : X > S est un morphisme lisse de schemas, 

L ~/S > ~/S est un quasi-isomorphisme, ainsi que AnLX/s > [~/S 

pour tout n , et C s'identifie g l'op~ration de Cartier 

/S) ~(P)/s 
• Hn(~ E-n] > • I-n] . 

2.2. Cohomologie cristalline des intersections compl~tes. 

Lemme 2.2.1. Soient T un topos, A un Anneau de T , B une A-Al$~bre, 

c (C ° . ~  C I--~ = ~ ...) une A-cat~gorie affine (1.2.1), C----> B un mor- 

phisme surjectif de A-Alg~bres de noyau K . On note I la composante de desr~ O 

d_~e K , U la composante de degr~ i de l'Id~al d'augmentation de C (1.2.2). 

On suppose que I est faiblement r~gulier (III 3.3.1) et que U/U 2 est un 

C°-Module plat. II existe alors un isomorphisme canoniqu e fonctoriel de complexes 
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de B-Modules : 

N(K/K 2) = (0 > 1112 ,, d > (UIU 2) ® B > 0 

C ° 

o_~ 1/12 est plae~ en degr~ O e t d est induit par d ° - d I : C ° ~U . 

Preuve. Notons J 1'Ideal d'augmentation de C , et (C,J) 

de (C,J) (1.2.5). On a : 

717 [2] = jIj 2 

la PD-enveloppe 

donc en particulier 

~ = ~/~[2] = U/U 2 

C 

D'apr~s (1.4.1.3), on a donc 

(*) N(J/J 2) = (U/U 2) [-I] 

D'autre part, comme 

relatif ~ C > C 
O 

I est faiblement r~gulier, le triangle de transitivit~ 

> B (II 2.1.2) fournit la suite exacte : 

0 > (j/j2) ® B > K/K 2 > I/I 2 > 0 

C ° 

Compte tenu de (*), la suite exacte d~duite par application de N s'~crit 

0 > U/U2® B > 0 

C ° 

d I 

0 > I/I 2 > 0 

> NI(K/K 2 ) 

I d _ 

) N°(K/K 2 ) 

d'o~ le lemme. 
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D~finition 2.2.2. Soit A -- > B un morp..h..isme d'Anneaux de T . On dit que B 

est faiblement lisse sur A si B est plat sur 

plate c [0,0], !-~- si la fl~che canonique LB/A 

e__[t ~/A est un B-Module~. 

A et si LB/A est d'amplitude 

>~/A est un quasi-isomorphisme 

2.2.2.1. Une A-Alg~bre libre, plus g~n~ralement l'Alg~bre syn~trique d'un A-Module 

plat, est faiblement lisse (II 1.2.4.4). Si f : X > S est un morphisme lisse 

de schemas @X est faiblement lisse sur f-l(@ S) (IIl 3.1.2). 

Le triangle de transitivit~ (II 2.1.2) montre que si B est faiblement 

lisse sur A et C faiblement lisse sur B , alors C est faiblement lisse 

sur A . D'autre part, il d~coule du th~or~me de changement de base (II 2.2.1) 

que, si B est faiblement lisse sur A , alors, pour toute A-Alg~bre A' , 

B ®AA' est faiblement lisse sur A' ; de plus, si B et A' sont faiblement 

lisses sur A , il en est de m~me de B ®AA' . 

Notation 2.2.3. Soient R un Aneeau de T , J un Ideal de R . Nous poserons 

~J 
R = "i im" ~17 In] 

11 

o~ (R,~) est la PD-enveloppe de (R,J) ([26] 1 2.3.1). La filtration de R ~J 

par les 

j-In] din " l i m "  7[n]/7 [m] 
m~n 

s'appelle filtration PD-J-adique de R ~J 

Propositign 2.2.4. Soi___~t 

B <  Q 

t /  
A 
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un triangle commutatif d'Anneaux de T , o5 Q 

un Ideal faiblement r~gulier I (III 3.3.1) et 

(2.2.2). Soit, avec la notation de (1.2.5), K 

> B est surjectif de noyau 

Q est faiblement lisse sur A 

le noyau de l'homomorphisme 

surjectif CQ/A > B, compos~ de l'au~mentation CQ/A > Q et de 

^K 
Q > B . Munissons CQ/A (2.2.3) de la filtration PD-K-adique. Alors : 

II existe un isomorphisme canonique fonctoriel de complexes 

dQ/A 
I ^K I ®QB > O) N gr CQ/A = (O > 1/12 > QQ/A 

(i) 

de B-Modules : 

o~ 1/12 est plac~ en degr~ O . 

(ii) Si A est de caract~ristique O , ou si T est ponctuel, Q 

lisse sur A et I r~gulier (SGA 6 Vll 1.4), alors la fl~che canonique 

i ^K ^K 
r B gr CQ/A > gr CQ/A 

est un isomorphisme. 

Preuve. On a par d~finition 

I ^K = K^/K^[2] = ~/~[2] = K/K 2 gr CQ/A 

D'autre part, si J d~signe l'Id~al d'augmentation de CQ/A , et U sa composante 

i 
de degr~ I, on a (par d~finition de QQ/A ) 

I 
U/U2 = QQ/A 

et d d ° d I i = - : Q > QQ/A est la d~rivation ext~rieure dQ/A . Donc (i) 

d~coule de (2.2.1) appliqu~ g (CQ/A,K). D'apr~s (2.2.2,1), CQ/A est faiblement 

lisse sur A ,donc (III 3.3.6) K est faiblement r~gulier, donc d'apr~s Quillen 

(([35] II 8.5), (III 3.3.1)), la fl~che canonique SB(K/K 2) >@ Kn/K n+l 

est un isomorphisme, ce qui prouve (ii) dans l'hypoth~se o~ A est de carac- 

t~ristique nulle. Dans l'autre hypoth~se, K est r~gulier d'apr~s (SGA 6 VIII 1.2), 

donc, d'apr~s Berthelot ([26] 1 3.4.4) la fl~che canonique rB(K/K 2) > gr C ~K 
' Q/A 
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est un isomorphisme, ce qui ach~ve la d~monstration. 

Remar~ue 2.2.4.1. L'hypoth~se de (ii) est sans doute superflue. Plus pr~cis~ment, 

la conclusion de (ii) est valable sans cette hypoth~se si la question suivante 

a une r~ponse affirmative : 

Question 2.2.4.2. Soit A > B un morphisme d'Anneaux surjectif de noyau 

un Id6al faiblement r~gulier I, (III 3.3.1) et soit (A,I) la PD-enveloppe de 

(A,I). Est-il vrai que la fl~che canonique 

rB(~/12) >~[n]/¥[n+1] 

est un isomorphisme ? 

C'est le cas si I est de Koszul (III 3.2.2), comme on le voit en 

paraphrasant l'argument de Berthelot ([26] I 3.4.4). Mais j'ignore la r~ponse 

dans le eas g~n~ral. 

Corollaire 2.2.5. Soit 

Q' > B " > Q" 

A 

un diagran~ne commutatif d'Anneaux de T , o__~ Q' > B (resp. Q" > B) 

est surjectif de noyau un Ideal faiblement r~gulier I' (resp. I") e~t Q' (resp. Q") 

est faiblement lisse sur A . Soit, comme en (2.2.4), K' (resp. K") le noyau 

de l'homomorphisme surjectif CQ,/A > B (resp. CQ,/A---->B) , et munissons 

^K' ^K" 
CQ,/A (resp. CQ,/A ) de la filtration PD-K'- (resp. K"-)adi~ue. 

Alors, si A est de caract~ristique O , ou si T est ponctuel, I' (resp. I") 

r~gulier et Q' (resp. Q") lisse sur A , il existe un isomorphisme canonique 

de DF^(A) : 
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^K' ^K" 
CQ,/A = CQ,,/A 

Preuve. D'aprgs (2.2.2.1), Q = Q' ®AQ" es~ faiblement lisse sur A ,donc 

(III 3.3.6) l'Id~al noyau de Q ) B est faiblement r~gulier. D'autre part, 

dans le cas ponctuel, si Q' et Q" sont lisses sur A et I', I" r~guliers, 

Q est lisse sur A , et l'Id~al noyau de Q > B est r~gulier d'aprgs 

(SGA 6 VIII 1.2). On peut donc supposer qu'on a une fl~che f : Q' > Q" 

rendant cormnutatif le diagrarmne 

f Q ' > Q" 

D'apr~s (2.2.4 (i)) et (III 3.3.6), f induit un quasi-isomorphisme 

I~^K' 1 ^K" 
gr ~Q'/A '" ) gr CQ,,/A 

La fl~che qui s'en d~duit par application de F B est encore un quasi-isomorphisme 

en vertu de (I 4.2.2.1), etle corollaire en r~sulte grace ~ (2.2.4 (ii)). 

Th~or~me 2.2.6. Avec les hypothgses et notations de (2.2.4), s i A est de 

caract~ristique O , ou si T est ponctuel, A noeth~rien, Q lisse sur A , 

e t I r~$ulier, il existe un isomorphisme canonique de DF~(A): 

^ K 

L~/A = CQ/A 

Preuve. Pla~ons-nous d'abord dans l'hypoth~se o~ A est de caract~ristique 0 . 

8oit, comme en (2.1.1), P la r~solution libre standard de B sur A . D'apr~s 

(2.2.5), on peut supposer qu'on a Q = P . Changeant les notations, nous poserons 
o 
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I = Ker(P > B), J = Ker(Cp/A > P), K = Ker(Cp/A > B) 

Compte tenu de (2.1.3.4), il suffit de prouver que les fl~ches naturelles 

^ 

(~) Cp~ A > C ̂K 
P/A 

(~) CpKo/A > C ̂K 
o P/A 

induisent des quasi-isomorphismes de CF (A) par passage aux complexes simples 

associ~s ((~) est d~finie par la fl~che identique de Cp/A et l'inclusion 

J c K, tandis que (~) est d~finie par l'inclusion canonique de Cp /A ' 
O 

consid~r~ comme objet simplicial trivial, dans Cp/A). D'apr~s (1.4.1.3), on a 

1 ^J ~/A[_I ] N gr Cp/A = 

et d'apr~s (2.2.4 (i)) (qui s'applique car, dans le topos Simpl(T), P est 

faiblement lisse sur A et I faiblement r~gulier d'aprgs (III 3.3.6)) on a 

I ~K 
N gr Cp/A = (O > 1/12 > /A ®P B > O) 

La flgche N grl(~) s'~crit : 

0 O 

N grl(~) 

a 

1 
f~P/A > ~/A ®pB (ligne de degr~ I) 

> 1/12 (ligne de degr~ 0), 

o~ a est la fl~che d'adjonction (Cp/A est un objet simplicial mixte (I 4.1.2) 

dont les lignes sont simpliciales, et les colonnes cosimpliciales, N est le 

foncteur normalisation dans le sens vertical). Pour prouver que (~) induit 
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sur les complexes simples associ~s un quasi-isomorphisme de CF^(A), ±i suffit 

de prouver que gr(~) induit un quasi-isomorphisme sur chaque ligne. Or, d'apr~s 

(2.2.4 (ii)), gr(~) s'~crit con~ne le compos~ 

I ~J a i ^ J 
rp gr Cp/A > Fp gr Cp/A ®pB 

r B grl (~) (B) 
I^K 

rB(grlcp~ A ®pB)" > ~B gr Cp/A , 

o~ a est la fl~che d'a~jonction, et grl(~)(B ) d~signe la fl~che B-lin~aire 

I 
d~duite de grli~#" " par adjonction. Comme ~P/A_ est un P-Module plat, il en 

l^J 
est de m~me des lignes de Fp gr Cp/A , et comme P > B est un quasi-isomor- 

phismes, il en r~sulte (I 3.3.2.1) que a induit un quasi-isomorphisme sur 

chaque ligne. Tout revient donc ~ voir que FBgrI(~)(B ) induit un quasi-isomorphisme 

sur chaque ligne, i.e. (I 4.2.2.1) qu'il en est ainsi de grl(~)(B ) , i.e. 

finalement, compte tenu de l'expression de grl(~) donn~e plus haut, que 1/12 

est acyclique. Or, comme I est faiblement r~gulier, la fl~che canonique de 

complexes de B-Modules simpliciaux (III 1.2.8.1) 

LB/P > 1/1211] 

induit, d'aprAs (III 3.3.3), un quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc 

un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associ6s. Mais, comme P > B 

est un quasi~isomorphisme, le complexe simple associ~ A LB/P est acyclique en 

vertu de (II 1.2.6.2 b)) et (II 2.1.2), donc I/I 2 est acyclique, ce qui, 

com~e on a vu, implique que (~) induit un quasi-isomorphisme de CF^(A) sur 

les complexes simples associ~s. Montrons qu'il en est de m~me de (~). Ii suffit 

pour cela de prouver que gr(~) induit un quasi-isomorphisme sur chaque colonne. 

Or, d'apr~s (2.2.4), on a 

FBgrl (~) = gr (~) 
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et N grl(~ ) s'~crit 

N grl(~) : 

O 

7 
i 

f~P /A ®P B 
o o 

dPo/A 

Ko/Ko 2 

O 

i 
> ~p/A®p B 

[ 
> K/K 2 

(ligne de degr~ I) 

dp/A 

(ligne de degr~ 0). 

D'apr~s (III 3.3.6) (ou, plus simplement, (III 1.3.4)), N grl(~) induit un 

quasi-isomorphisme sur chaque colonne. Comme ces colonnes sont plates, il en 

r~sulte (I 4.2.2.1) que rBgrl(~), i.e. gr(~H~), induit, comme annonc~, un 

quasi-isomorphisme sur chaque colonne, donc que (~-~) induit un quasi-isomorphisme 

de CF^(A) sur les complexes simples associ~s, ce qui prouve le th~or~me dans 

l'hypoth~se o~ A est de caract~ristique 0 . Dans la seconde hypoth~se, il 

existe, d'apr~s Andr~ ([24] 17.2 p. 69), un quasi-isomorphisme P' > B 

de A-Alg~bres, oN P' est, en chaque degr~, une Alg~bre de polynOmes ~ un 

nombre fini de g~n~rateurs. Comme on l'a vu en (2.1.3), L%} A s'identifie 

canoniquement, dans DF^(A), au complexe simple associ~ ~ "lim"~ ~,/A/Fn~p,/A. ' 

donc aussi, d'apr~s (1.4.4), au complexe simple associ~ ~ Cp,/A J' (o~ J est 

l'Id~al d'augmentation de Cp,/A) , de sorte qu'il suffit de prouver que les 

fl~ches analogues ~ (~) et (~), avec P remplac~ par P', induisent des 

quasi-isomorphismes de CF^(A) sur les complexes simples associ~s. Ceci se 

fait exactement comme plus haut, d'o~ le th~or~me. 

Remarque 2.2.6.1. Si la r~ponse ~ (2.2.4.2) est affirmative, l'hypoth~se 

suppl~mentaire de (2.2.6) est inutile. 
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2.2.7. Soit f : X > S un morphisme de schemas. Notons @X/S l'Anneau 

structural du topos cristallin PD-nilpotent de X/S ([26] III App.), i.e. 

le faisceau associant ~ chaque ~paississement PD-nilpotent i : U > U' de 

X/S le faisceau %' . Soit JX/S l'Id~al canonique de @X/S ' d~fini par 

i | > Ker(@u, -- > i~@u). Nous poserons 

(2.2.7.1) ~X/S = "lim" ~ /j[n] 
+ x / s "  x/s 
n 

La filtration de @X/S par les 

^Is] dfn= "lim" j[n]/j[m] 
JX ~_ X/S X/S 

rr~n 

s'appelle filtration PD-adique canonique de @X/S " 

Notons (X/S)cris le topos cristallin PD-nilpotent de X/S, annel~ 

par @X/S " Le foncteur image directe fcris~ : M°d((X/S)cris) ------>Mod(S) 

d~finit un foncteur "d~riv~ filtr~ compl~t~" 

(2.2.7.2) Rfcris~ : D+F~((X/Scris ) > D+F^(S) 

(utiliser par exemple les r~solutions flasques canoniques) (comparer avec 

(V 2.3.5)). De m~me manigre, f~t : M°d(f-l@ S) ----->Mod(S) d~finit un foncteur 

(2.2.7.3) Rf~ : D+F^ ( f-IGs ) > D+F^ (S) 

Cela ~tant, (2.2.6) fournit le 

Corollaire 2.2.8. Soit f : X > S un mor~hisme d'intersection complgte 

(SGA 6 VIII i.i). SiS est de caract~risti~ue O e t f lissifiable, ou si S 

est affine, noe th~rien, et X affine, il existe, avec les notations (2.2.7.2), 

(2.2.7.3), un isomorphisme canoni~ue de DF^(S) : 

Rfcris (@X/S) = Rf~(L~ S) , 
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o__~ @X/S est muni de la filtration PD-adique canonique (2.2.7.1) e t L~ S 

est le complexe de De Rham d4riv4 compl4t4 (2.1.3.3). 

Preuve. Soit 

XC i >y 

S 

une factorisation de f, avec g lisse et i une immersion ferm4e (n~cessairement 

r4guli~re (SGA 6 VIII 1.2)). Rappelons qu'on a un morphisme canonique de topos 

annel4s ([26] III 3.2) : 

UX/S : (X/S)cris > X , 

o5 X est annel4 non pas par @X mais par f-l@ S (u~/S est le foncteur 

4vident de "prolongement par z4ro" du topos zariskien dans le topos cristallin). 

Utilisant le recouvrement de l'objet final de (X/S)cris d4fini par la 

lissification g , on montre (([26]IV), ([25] 1.3)) qu'il existe un isomorphisme 

canonique de DF^(f-I@ S) : 

K 
^ 

RUx/s~ ((gX/S ) = Ci-l@y/f-l@s 

avec les notations (1.2.5) et (2.2.3), K d4signant le noyau de 

Ci-l%/f-l@ S ~ @S " Contuse 

de (2.2.6). 

fcris f Ux/S le corollaire d~coule donc 

Remarque 2.2.8.1. Je conjecture que la conclusion de (2.2.8) est valable sous 

la seule hypoth~se que f est d'intersection compl~te. (Bien entendu, si (2.2.4.2) 

a une r~ponse affirmative, la conclusion de (2.2.8) est valable pour f d'intersec- 

tion compl~te lissifiable, et il ne para~t pas tr~s difficile de se d~barrasser, 

par descente, de l'hypoth~se de lissifiabilit4). 
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Questions 2.2.8.2. a) J'ignore si l'on peut par passage ~ la limite d~duire 

de (2.2.8) un isomorphisme de D(S) : 

Rfcris~ (@X/S) = Rf~(L~/S) 

b) Peut-on esp4rer une variante de (2.2.8) pour le topos cristallin 

"p-nilpotent avec PD-Id~al de compatibilit~ sur S" ([26] III) ? 

2.2.9. Application. Soient S le spectre d'un corps parfait k de caract~ristique 

p > O, et pour X le schema en groupes ~p sur S, i.e. X = Spec k[t]/t p. 

Utilisant l'op~ration de Cartier (2.1.4.3), on d~duit de (2.2.8) un isomorphisme 

n 

Rl~((X/S)cris,@X/S ) = (9 A LX/S[-n] 

et le second membre se calcule ~ l'aide de (2.1.2.2) applique 

k[t]/t p < kit] 

K 

Si I = (tP), on a 

LX/s (O > 1/12 O = > [t]/k ® OX > O) 

d'o~ (2.1.2.2) 

AnLx/s = (0 > Fn(I/12) ~-> Fn-l(I/I2) ® ~[t]/k > O) 

° X et l'on en tire que H ((/S)cris,@X/S) (resp. HI((x/S)cris,@X/S )) est form~ 

des polyn0mes ~ a t [pn] (resp. des formes ~ a t[Pn-P]dt). Ce r~sultat 
n~O n nel n 

avait ~t~ obtenu par Berthelot [27] par un calcul direct (facile). L'introduction 

du complexe de De Rham d~riv~ "explique" la grosseur du H ° 





- 293 - 

BIBLIOGRAPHIE 

CHAPITRES VI et Vll 

[i] Atiyah, M.F., Analytic connexions on fibre bundles, Mexico Symposium, 1958. 

[2] Breen, L., travail en preparation (une version pr~liminaire existe sous 

forme de notes mim~ographi~es (M. I. T. 1971) : 

On some extensions of abelian sheaves in dimensions two and three). 

[2'] Breen, L., Extensions of Abelian Sheaves and Eilenber~TMacLane Alsebras, 

Inventiones Math. 9, 15-44 (1969). 

[3] Dold, A, et Puppe, D., Homplogie nicht-additiver Funktor~,AnweDdun~en , 

Ann. Inst. Fourier, ii, 201-312 (1961). 

[4] Gabriel, P. et Zisman, M., Calculus of Fractions and H0motopy Theory, 

Ergebnisse der Mathematik, Bd 35, Springer-Verlag (1967). 

[5] Giraud, J., M4thode de la descente, Bull. Soc. math. France, M4moire 2, (1964). 

[6] Giraud, J., Cohomologie non ab41ienne, Die Grundlehren der mathematischen 

Wissenschaften 179, Springer-Verlag (1971). 

[7] Grothendieck, A., Fondements de la G4om4trie Alge'brique, (extraits du 

S4minaire Bourbaki 1957-1962), multigraphi4, Seer4tariat math4matique 

Ii, rue Pierre Curie, Paris (5e). 

[8] Grothendieck, A., Techniques de construction en G4om4trie Analytique, VII : 

Etude locale des morphismes, ~14ments de calcul infinit4simal, in 

S~minaire Cartan 1960-61, Benjamin, 1967. 

[9] Grothendieck, A., .Th~orie de Die udonn4 des groupes de Barsotti-Tate, 

Cours au Coll~ge de France 1970-71 et 71-~2 ; voir aussi : Groupes de 



- 294- 

.Barsotti-Tate et cristaux, Actes du Congr~s intern, math., 1970, i, 

p. 431-436, Gauthier-Villars, Paris. 

[iO] Illusie, L., Complexe cotangent et d@formations I, Lecture Notes in 

Mathematics n ° 239, Springer-Verlag (1971). 

[II] Illusie, L., Cotangent Complex and Def9rmations of Torsors and Group Schemes, 

Proceedings of a Conference on Algebraic Geometry and Category Theory, 

Halifax (1971), ~ paraltre aux Lectures Notes. 

[12] MacLane, S., Homologie des anneaux et des modules, Colloque de Topologie 

alg~brique, Louvain, p. 55-80 (1956). 

[13] Mazur, B., et Roberts, L., Local Euler Characteristics, Inv. Math. 2, 

201-234 (1970). 

[14] Messing, W., The Crystals associated to Barsotti-Tate Group@, with appli- 

cations to Abelian Schemes, Lecture Notes n ° 264, Springer-Verlag (1972). 

[15] Mumford, D., Geometric Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik, 34, 

Springer-Verlag (1965). 

[16] Mumford, D., Lectures on Curves 0n an Algebraic Surface, Ann. of Math. 

Studies 59, Princeton (1966). 

[17] Quillen, D. G., Homotopical Algebra , Lecture Notes in Mathematics 43, 1967. 

[18] Quillen, D. G., On the (co-)homology of commutative rings, Proceedings of 

Symposia in Pure Mathematics 17, p. 65-87 (1970). 

[18'] Quillen, D. G., Rational Homotopy Theory, Ann. of Math. (2) 90 (1969), 

p. 205-295. 

[19] Roos, J. E., Sur les foncteurs d~riv~s de l~m. Applications. 

Comptes Rendus Acad. Sc. Paris 252, 2702-2704 (1961). 



- 295 - 

[20] 

[21] 

[22] 

[23] 

Segal, G., Classifying spaces and spectral sequences, Pub. math. 

I.H.E.S., 34, 1968. 

Priddy, S., Primary Cohomology Operations for Simplicial Lie Algebras, 

Iii. J. Math. 14, 1970. 

Demazure, M. et Gabriel, P., Groupes Alg~briques I, Masson et Cie, 1970. 

Hakim, M., Schemas relatifs, Th~se ~ paraltre. 

EGA Grothendieck, A. et Dieudonn~, J., El~ments de G~om~trie Alg~brique, 

Pub. math. I.H.E.S. 

SGA 3 Demazure, M°, et Grothendieck, A., Schemas en groupes, S~minaire de 

G~om~trie Alg~brique du Bois-Marie 1963-64, Lecture Notes in 

Mathematics 151, 152, 153, 1970. 

SGA 4 Artin, M~, Grothendieck, A. et Verdier, J.L., Th~orie des topos et 

cohomologie ~tale des schemas, S~minaire de G~om~trie Alg~brique 

du Bois-Marie 1964-65, g paraltre aux Lecture Notes. 

SGA 6 Berthelot, P., Grothendieck, A., e t lllusie, L., Th~orie des intersections 

et th~or~me de Riemann-Roch, S~minaire de G~om~trie Alg~brique du 

Bois-Marie, 1966-67, Lecture Notes in Mathematics 225, 1971. 

SGA 7 Deligne, P., et Grothendieck, A., Le groupe de monodromie en G~om~trie 

Alg~brique, S~minaire de G~om~trie Alg~brique du Bois-Marie, 1968-69, 

paraitre aux Lecture Notes. 



296 - 

CHAPITRE VIII 

[24] 

[25] 

[26] 

[27] 

[28] 

[29] 

[30] 

[31] 

Andre, M., M~thode Simplieiale en Alg~bre Homologique et A!g~bre 

commutative, Lecture Notes in Mathematics 32, 1967 

Berthelot, P., Cohomologie p-cristalline des schemas : compar~ison avec 

la cohomologie de De Rham, C.R. Acad. Sci° Paris, t. 269, 

p. 397-400 (1969). 

Berthelot, P., Cohomologie cristalline des schemas, Th~se Paris 1972, 

paraitre. 

Berthelot, P., Quelques calculs de cohomologie eristalline, papiers secrets. 

Bott, R., Notes on the Spencer resolution, Notes mim~ographi~es, 

Harvard University, 1963. 

Cartan, H., Puissances divis~es, Exp. 7 in S~minaire 54/55~ Benjamin, 1967. 

Goldschmidt, H., Prolongations of Linear Differential E~uati0ns : I. 

A ¢on.iecture of Elie Cartan, Ann. Sci. E. N. S., 4~me s~rie, t. i, 

fasc. 3, p. 417-444 (1968). 

Grothendieck, A., Crystals and the D p Rham Cohomology of She@ves, Notes 

par I. Coates et O. Jussila, in Dix exposes sur la cohomologie des 

schemas, North-Holland Pub. Co., 1968. 

[32] Katz, N., Nilpotent connections and the monodromy theorem ; 

[33] 

application of a result of T urritin, Publ. Math. I.H.E.S., 

39 (1970), p. 175-232. 

Malgrange, B., Th~orie analytique des ~quations diff~rentiel!es , 

in S~minaire Bourbaki n ° 329, 1966-67. 



- 297 - 

[34] Quillen, D. G., Formal properties of over-determined systems of linear 

partial differential equations, Ph.D. Thesis, Harvard University, 1964. 

[35] Quillen, D. G., Notes on the homology of commutative rings, Notes 

mim4ographi4es, M. I. T., 1968. 

[36] Roby, N., Lois polynSmes et lois formelles en th4orie des modules, 

Ann. Sci. E. N. S., 80, p. 213-348, 1963. 



- 298 - 

INDEX DES NOTATIONS 

at(X/Y/S) VII 2.4.2.11 

BX Vl 8.1.3, Vl 11.5.3.1 

VII 2.1.2 

C.(-), C'(-) VI 3.9.1, VI 3.9.6, Vl 

VI 4,6.4, VI 6.2.4.1 

VI 6.4.1 

C(A) (A une cat~gorie ab@lienne (resp. un Anneau)) : cat~gorie 

des complexes de A (resp. des complexes de A-Modules) 

(A un Anneau dlfff~rentiel gradu@) VI iO.I~I 

C I (I et C des cat@gories) : cat~gorie des foncteurs de 

I dans C = Diagrl(C) 

C ab VI 9.3.2 

Cart(Top(X)), Cart(Top°(X)) VI 6.5.1 

CF^(A) VIII 2.1.3.1 

cl (ou c~) : classe de 

coind VI 8.2.3 

D(A) (A une cat~gorie ab~lienne (resp. un Anneau)) : cat@gorie 

d~riv~e de A (resp. cat@gorie d~riv~e de A-Mod) 

D(A) (A un Anneau diff@rentiel gradu~) Vl 10.1.4 

D(X) (X = (X,@ X) un topos annel@) : D(@ X) 

Deck, Dec n, Dec n VI 1.2.1, VI 1.3, VI 1.5.1 

Diagrn(T) VI 5.6.2 

Diagri(T) VI 5 .6 .5  

d i (resp. d.) : i-i~me op~rateur de face dans un objet cosimplicial 
i 

(resp. simplicial) 

d i ~a a' i VI 9.1.1, VI 9.1.2 

208 

88, 177 

191 

26, 28 

38, 61 

66 

134 

120 

69 

279 

92 

135 

4, 5, 7 

48 

49 

115 



- 299 - 

A,-A VI I.i 

A X (X un objet multisimplicial) : objet diagonal de 

A2X VI 11.3.2 

Z~/X (X un ensemble simplicial) VI 3,1.1 

A', ~' VI 4.1 

~a Z' i' ' b]' Is,b]' ~a' A'b] VI 4.1 

e X (X un topos fibr4) VI 6.1.1 

e VII I.i.I.I 

Hot(A) 

Hot(A) 

i X (X un topos fibre) VI 5.2.3 

i (x une section du faisceau tangent) 
x 

ind VI 8.2.4 

inf VI 3.1.2 

KG(X/Y/Z) VI 2,2.4.4 

X 

(A une cat~gorie ab~lienne (resp. un Anneau)) : cat~gorie 

des complexes de A (resp, de A-Modules) ~ homotopie pros 

(A un Anneau diff~rentiel gradu~) VI 10.1.3 

LH VI 9.4.4, VI 11.3.3.2 
O 

Llim VI 4.6.8 

Llim VI 9.4.7 
-9 

LX/Y VII 1.2.1.1 

G 
LX/Y VII 2.2.2.1 

G 
LX/y/Z VI 2.2.4.2 

~x/y/z VIi 2.4.2.1 

ZX/Y VII 2.4.2.7, VII 2.4.2.8 

v VII 3.1.1 1 
~G' ~G 

VII 3.1.2.1 
G 

~--G VII 4.1.2.2 

! 
~_G VII 4.1.2.3 

A~ VII 4.1.4.1 

A~G VII 4.1.5.3 

VIII 1.1.7.1 

161 

20 

28 

29 

56 

180 

134 

44 

248 

93 

20 

196 

123, 16 

39 

124 

185 

194 

195 

206 

207 

211 

213 

23O 

230 

234 

236 



- 300 - 

L~i/- VIII 2.1.1.2, Vlll 2.1.1.3 

L~ii - Vlll 2.1.3.3 

A-Mod = Mod(A) (A un Anneau) : cat4gorie des A-Modules 

Mod(X) (X = (X,@ x) un topos annel4) = Mod(@ x) 

Ner(X) (X une cat4gorie) VI 2.1.1 

Ner(G,X) VI 2.5.1 

Ner(G) (G un monoYde) VI 2.5.3 

ner(L) VI 8.1.4 

ner°(L) VI 8.1.5 

op VI 1.2.4 

X red (X un objet multisimplicial d'une cat4gorie 

ab41ienne) VI 9.1.5 

Simpl(A) : cat~gorie des objets simpliciaux de A 

n-Simpl(A) : cat4gorie des objets n-simpliciaux de A 

n-Simpl(A)re d VI 9.1.3 

SIMPL(A) VI 9.2.2 

SPEC(A) VI 9.2.2 

SPEC(A)re d VI 9.2.3 

S VI 9.2.1 a 
i 

s (resp. 
i 

s.) : i-i~me op~rateur de d4g6n6rescence dans un 

objet cosimplicial (resp. simplicial) 

ScX VI 2.6.3 a) 

sup VI 3. I. 2 

t[, t] VII 1.1.2.4 

@x (x une section du faisceau tangent) 

Top(X) VI 5.2.1, VI 5.6.3 

Top°(X) VI 5.2.2, VI 5.6.3 

Typ VI 5.6.4 

Qi/_ viii 1.1.3 

Q~ VIII 1.2.7.1 

f~R Vlll 1.2.8 

Vlll 1.1.7.2 

276 

279 

9 

14 

14 

88 

89 

4 

116 

115 

117 

117 

117 

17 

20 

182 

249 

43, 49 

43, 49 

49 

246 

257 

258 



- 301 - 

: 

= 

EI[F : 

[G,X] VI 2.5, VII 2.1.3 

[n] Vl 11 

A 
f! Vl 5.7.4 

E- VI 6.5.1 

u! i~ 6.6.1.1, VI 6.6.3 

Lu! VI 6.6.2, Vl 6.6.4 

t 

Horn" VI 7.1.1 

! 

RHom" VI 7.3.1 

! 

RHom' Vl 8.4.6.2 

X(1), X(-I) VI 9.2.4, VI 11.2.3.1 

G<n> VI 9.3.2.1, VI 9.3.3.1 

X (n) VI 9.2. 

F st VI 9.5.2, VI 9.5.3 

F + Vl 9.5.5 

2gs~(-) VI 9.5.12 a) 

RHom A 
L 

®A (A 

RHom A 

- ( I )  x 

R^J 

~x/s 

complexe simple associ~ 

d4signe parfois un isomorphisme canonique fonctoriel 

(E, F des ensembles ordonn4s) VI 1.2 

(A un Anneau diff~rentiel gradu4) VI 10.2.4.1 

un Anneau diff4rentiel gradu~) VI 10.3.8, VI 10.3.10 

(A un Anneau diff~rentiel gradu~) VI 10.3.11, VI 10.3.12 

VI 11.2.5 

VIII 2.2.3 

VIII 2.2.7.1 

4 

14, 192 

4 

52 

69 

71, 77 

72, 78 

81 

83 

112 

118, 157 

120, 121 

117 

125, 126 

127 

132 

138 

144 

144 

159 

283 

290 



- 302 - 

INDEX TERMINOLOGIQUE 

Alg~bre de Lie sur A/K VIII 1.1.5 

anti-d~rivation (- d'une Alg~bre gradu~e) VIII 1.1.6 

Atiyah (classed'- d'un torseur) VII 2.4.2.11 

(vrai triangle d'-) VI 2.4.2 

bon (- topos fibre) VI 5.4 

cart~sien VI 2.2.3.0, VI 5.2.4 

VI 5.7 

cat~gorie (- affine) VIII 1.2.1 

(- formelle ~ PD) VIII 1.2.1 

(- formelle) VIII 1.2.3 

Cech-Alexander (complexe de -) VIII 1.2.5 

classifiant (topos -) : voir topos 

coinduit VI 8.2.3, VI 10.2.6 

co-Lie (complexe de - d'un torseur) VII 2.4.2 

(complexe de - d'un schema en groupes) VII 3.1.1.1 

condition (C) VI 8.2.1 

cotangent (complexe - d'un morphisme de diagrammes 

de sch@mas) VII 1.2.1 

d~cal~ (- d'un objet simplicial) VI 1.3, VI 1.5.1 

d~formation (- d'un diagramme) VII 1.2.3 

(- au-dessus d'une extension) VII 1.2.4 

De Rham (complexe de -) VIII i.I.i, VIII 1.1.3 

(complexe de - d'une cat~gorie formelle ~ PD) VIII 1.2.8 

(complexe de - d~riv~) VIII 2.1.1 

d4rivation ext4rieure VIII 1.2.8 

d4riv4e (cat4gorie - des A-Modules diff4rentiels gradu~s) VI 10.1.4 

diagramme VI 5.6 b), VI 5.6.5 

diff4rentiel gradu4 (Anneau -) VI I0.I 

(A-Module -) VI I0.i 

247 

248 

208 

206 

45 

I0, 45 

51 

253 

253 

254 

255 

92, 139 

208 

211 

90 

185 

5, 7 

187 

190 

245, 246 

258 

276 

258 

135 

48, 50 

133 

133 
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diff~rentielles 

~quivariant (e) 

(Module des - d'une cat~gorie formelle ~ PD) 

VIII 1.2.7.1 

(complexe cotangent -) VII 2.2.2 

(triangle de transitivit~ -) VII 2.2.4.2 

(classe de Kodaira-Spencer -) VII 2.2.4.4 

(Z-extension -) VII 2.3.1 

(d~formation -) VII 2.3.2 

Stage (- d'un topos fibre) VI 5.1 

extension (- d'un diagrarm~e) VII 1.2.2 

face (i-i~me - de degr~ a d'un objet multisimplieial) VI 9.1.2 

faiblement lisse VIII 2.2.2 

G-faisceau (G un schema en categories) VII 2.1 

X-faisceau (X un topos fibr~ simplicial) VI 8.1.3 

fibr~ (topos -) VI 5.1 

filtration PD-adique VIII 2,2.3, VIII 2.2.7 

fl~che (- d'un n-diagramme) VII 1.1.3 

I-gradu~ (objet -) VII ii.i.I, VI 11.2.2 

groupo~de VI 2.6, VI 2.6.3 a) 

Ideal d'augmentation (- d'une cat~gorie formelle) 

induit VI 8.2.4, VI 10.2.6 

Lie (complexe de - d'un schema en groupes) 

VIII 1.2.2.3 

VII 3.1.1.1, 

VII 4.1.4.1 

lissification locale VI 6.6.2.3 

l-morphisme (- de topos fibres) VI 5.5 

nerf (- d'une cat~gorie) VI 2.1.1 

oppos~ (passage ~ l'ordre - snr 4) VI 1,2.4 

oubli (- du premier (resp. dernier) op~rateur de face d'un objet 

simplicial) VI 1.3 

PD-adique (cat~gorie formelle -) VIII 1.2.3 

(filtration -): voir filtration 

PD-compl~t~e (- d'une cat~gorie affine) VIII 1.2.5 

257 

194 

195 

196 

198 

199 

43 

187 

115 

283 

191 

88 

42 

283, 290 

185 

150, 155 

15, 17 

254 

93, 139 

211, 

234 

75 

47 

9 

4 

5 

254 

255 
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pseudo-cat~gorie VI 8.2.2 

quasi-cart~sien VII 1.1.3.5 

quasi-coherent terme ~ terme VII 1.1.3 

quasi-isomorphisme (- de Modules diff~rentiels gradu~s) VI 10.1.4 

r~duit ~ (objet multisimplicial -) VI 9.1 

(diagramme spectral -) VI 9.2.3 

simplicial large (diagramme -) VI 9.2~2 

sormnet (- d'un n-diagramme) VI 7.2 

spectral (diagramme -) VI 9.2.2 

spectre = diagran~ne spectral 

stabilis~ (- d'un foncteur) VI 9.5.3 

stable (d~riv~ -) VI 9.5.11.2 

strict (objet simplicial (resp. cosimplicial) -) VI 4.1 

structure (- relativement ~ un topos fibr~ simplicial) VI 8.1.1 

syst~me de coefficients VI 3.4 

tangent (faisceau -) VIII 1.1.4 

topos (- classifiant d'un schema en categories) VII 2.1.2 

(- fibre) : voir fibr~ 

(- fpqc d'un diagrammae de schemas) VII 1.1.3.1 

(- total d'un topos fibre) VI 5.2 

(petit - zariskien d'un diagramme de schemas) VII 1.1.3.2 

tor-ind~pendant (morphisme de G-schemas - de G) VII 2.2.1 

torseur VII 2.4.1 

type (- d'un n-diagramme) VI 5.6.4 

91 

185 

184 

135 

115 

118 

117 

83 

117 

126 

131 

28 

87 

22 

247 

191 

184 

44 

184 

192 

204 

49 


