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IV - Préliminaires d!'Isotopie.

Dans ce chapitre, on établit par des procédés élémentaires quelques
propriétés isotopiques des arcs, courbes simples, disques, cylindres et
bicouronnes ; ces démonstrations sont placées ici pour que 1lfexposé
soit complet, il y figure peu de résultats originaux.

On veut (surtout) démontrer que si X est une surface & bord orientée
compacte de type (O,p) (p = 1,2,3), alors tout homéomorphisme orienté
h de X sur elle-méme, qui conserve globalement chaque composante de
9%, est isotope a idX,'Ces trois types de surfaces & bord sont les seuls
ayant cette propriété, mais il se trouve qu'une surface & bord quelcongue
(orientable, compacte !) peut &tre découpée le long de courbes disjointes
de facgon a n'obtenir que des surfaces & bord de type (0,p), p=1,2 ou 3.
Cela permettra d'utiliser des techniques chirurgicales pour démontrer

les théordmes dVisotopie qui font 1fobjet du chapitre V.

1. Le groupe des homéomorphismes du disque.

Nous utiliserons tres souvent le théoreme suivant, du & Alexander

(cf. [2]), aussi nous en rappelons bri&vement la démonstration (qui est

élémentaire)

1.1. Théordme (Alexander) : Soit D wun disque, le groupe Aut(D ; idaD>

des homéomorphismes de D fixes sur 3D est contractile.-

Démonstration : On peut supposer sans restriction que D = B(031).

2 a
Soit h € Aut(D H idaD)’ et soit H 1'homéomorphisme de R sur lui-méme

2 PP
obtenu en prolongeant h par l'identité sur R~ D. Pour A € I, on définit

7 2 A .
1'homéomorphisme HX de B sur lui-méme par HO = 1d.2 , et
R

A A

2
HK(X) = A H(%) pour tout x €R, et tout A €]0,1]. Notons h, = H, |D,
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alors l'application de Aut(D ; id,.) X I dans Aut(D ; idaD), qui &

8D
tout (h,k) associle hx, est une contraction de Aut (D ; idaD> sur idD.

En fait cette démonstration implique également

1.2, Corollaire : Si D est un disque et X un point de int D, le

groupe Aut(D s x 3 id ) des homéomorphismes de D fixes sur 8D U {X}

oD

est contractile.

Remarque : la démonstration de 1.1, s'applique sans difficulté au

groupe des homéomorphismes d'un cdne, fixes sur la base du cbne.

1
1.3, Rtant donné un homéomorphisme h de S, on appellera prolongement
radial de h a B(0;1), 1'homéomorphisme o de B(0;1) sur lui-méme
défini par z(x) = Hx”h(ﬂﬁw) pour x € B(0;1)N\ {0}, et par K(O) =0

i (HXH désigne la norme Euclidienne de X).

Proposition : Soit D un disque. Le groupe Aut+ D des homéomorphismes
i orientés de D a le type d'homotopie de S1. Plus précisément, 1l'inclu-
: gion de S1 dans Aut+B(O;1) (qui & tout =z € S1 associe le prolongement
radial & B(0;1) de la translation par 2z dans 81) est une équivalence

dthomotopie.

Démons tration

On suppose dans la suite que D = B(O;1) (si ce n'est pas le cas

on s'y rameéne par homéomorphisme). On définit un homéomorphisme ¢ 3

+ ~ . + 1
Aut D ——E;*Aut (D;ldaD) X Aut' S

=1 . ~
o H,h) ol h =H|3D, et h

N + ~
en associant & tout H € Aut D, @(H) = (h
est le prolongement radial de h. (Un inverse de ¢ est 1'application

qui au couple (G,g) associe g o G, oi g est l'extension radiale de &)
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La proposition résulte du fait que Aut(D;id est contractile (cf. T.1.)

BD)
1
et de ce que l'inclusion naturelle de S1 dans Aut+S est une équiva-

lence d'homotopie (cf,I,1.5.3.).
1.4. En termes d'isotopie les résultats précédents ont pour conséquences :
10) tout homéomorphisme orienté d'un disque est isotope & l'identité.

20) tout homéomorphisme d'un disque fixe sur le bord, est isotope &

1fidentité par une isotopie fixe sur le bord.

30) tout homéomorphisme orienté d'un disque, fixe sur un point =x inté-
H

rieur, est isotope & l'identité par isotopie fixe sur X.

4°) tout homéomorphisme d'un disque; fixe sur le bord du disque et sur
un point x dintérieur, est isotope & l'identité par isotopie fixe sur
le bord du disque et sur X,

Enfin on déduit des théorémes 1.1., 1.2., 1.3. les groupes
d'hdmotopie suivants (si D est un disque) :

ﬂi Aut(D;idaD) est trivial pour tout i = O.

m Aut(Djia (oW x € int D) est trivial pour tout i 2 0.

BD;X)

+
. Aut'D est trivial pour i £ 1, i = 0.

m Aut D Y 7.

2. Homotopie et Isotopie d'arcs, de courbes, de plongements.

2.1. Isotopie et‘Isotopie ambiante de plongements.

Etant donné une surface & bord généralisé X et un 1-complexe
topologique compact K, on dira que deux plongements iO et i1 de X
dans X sont isotopes s'il existe une application continue f de K X I

dans X telle que pour tout t € I, ltapplication f : K— X,

t

x = f(x,t), soit un plongement de K dans X, avec fo = iO et fT = iT H

est alors appelée isotopie (simple) de i & i1°

(£)se 1
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Une isotopie de X est une application continue :

o+ £ X I—X
telle que pour tout t € I, l'application 9, * X—X, x ~*@(X,t), soit
un homéomorphisme de X, avec @O = idX. On dit que l'isotopie ¢ est
fixe sur un sous-espace A de X si pour tout t € I, @tlA = idA'
Le support d'une isotopie ¢ de X est le complémentaire dans X
de la plus grande partie sur laquelle ¢ est fixe.
Deux plongements io et i1 de K dans X sont dits isotopes

par isotopie ambiante de X, s'il existe une isotopie ¢ de X telle

que @0 io = i1 (i.e. : s'il existe un homéomorphisme @, de X, 9
. s Co . . —
isotope a 1dX, tel que ¢101O 11) ; noter qu'al ors @t01o fJC est
une isotopie simple de 1 & i1.

o

2.,2. Prolongement des isotopies.

Théoreme : Soient X une surface & bord et ¢ : 3X X I — 3X wune isotopie

de 3X, alors ¢ s'étend en une isotopie a (E : X x I =-X) de X, fixe

en dehors d'un systéme de colliers (chII.4.2.1.) sur oX.

Démonstration : cela résulte immédiatement du fait (qu'on va démontrer

1

ci-dessous) que toute isotopie de la composante S5 X {1} au bord du
1 1
cylindre standard S X I s'étend en une isotopie de S X I, fixe sur
s x {o} :
. 1 1 . . 1
Soit donc @ : § X {1} XxI -8 X {1} une isotopie de S x {1} ;
1 1 1
alors, pour tout A € I, @x : S x {1} -8 x {1} quia x €3 X {13
1

associe @k(x) = m(x,h) est un homéomorphisme orienté de S5 X {1}. On a

1 .
¢ =id , . Un point de S x I est un couple (ele,t), B ER, t € I.
s x {1}

Py induit une application continue strictement croissante 5% de R

dans R telle que (p)\(eieﬁ) = (ei“’x<e),1), (¥n € ) Epl)\(9+2nﬂ)=ﬁqé)\(6)+2nﬂ,
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et telle que E&(O) dépende continument de M € I. Soit alors :
gx(e,t) = (1-t)8 + t Ek(e) ; pour t fixé Ex(e,t) est une fonction

continue strictement croissante de 6 telle que (Vn € N) Ex(e+2nn,t) =

Ex(e3t) + 2n1m. Alors l'application Qk définie par

1
est un homéomorphisme de S X I fixe sur

5 ei69t> _ (eiéx(e,t)gt)

) (
1
S x {0}, cofncidant avec P9, sur 5! x {1}, dépendant continument du
1
parametre N € I et tel que & = igd ¢ ctest une isotopie de S X I
© S XI
répondant au probléme.

On rappelle ci-dessous deux propositions connues et on en donne

une bréve démonstration due & Epstein [32].

2.3 Proposition ¢ Soient X wune surface & bord et deux plongements
1

homotopes io et i1 de S dans X. On note Yo = io(S

et on suppose que les courbes simples Yo et Y1 ne se rencontrent

quten un nombre fini de points d'intersection, en lesquelles elles sont

topologiquement transverses, alors si YN Y, # ¢ s
0 1

10) I1 existe un disque D de X dont la frontidre est réunion d'un
arc de Yo et dtun arc de V1, ltintérieur de ce disque ne contenant

aucun point de Yo ou Y1°

20) I1 existe une isotopie ambiante de X fixe sur 23X, transformant

1
: s q ; o 4t SL. gt =
i, en i!, tel que si ! 1O(S ) on ait : v Ny, =o.

Démonstration : on démontre d'abord le lemme :

2,31, lemme : Soient X wune surface & bord, et p : X' - X un revéte-

ment de X, X' non compact. Soit D un disque de X' +tel que p|dD

soit injective, alors p(|D est injective.
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Preuve [32): en remontant D au revétement universel de X' on constate
qu'on peut supposer sans perte de généralité que X' est le revétement
universel de X. Soient x, y € D avec p(x) = p(y). On suppose X # y
et on va trouver une contradiction : Soit T 3 Xt - X' un automorphisme
du revétement X'—E9 X tel que T(X) =vys DU T(D) est compact et connexe.
Puisque oD N 1(3D) = ¢, on vérifie de suite que DU T(D) est une
sous—variété u bord de X', La frontiere de cette sous-variété est soit
D, soit t(3D) (Cela ne peut étre oD U 7(3D), puisque 3D est homotope
3 un point dans D U (D). Donc,on a soit T(D) € D, soit DC (D). On
peut supposer sans restriction que T(D) < int D. Alors Tk(D) on Tk“1(D)
pour tout k, mais int D N p—1(p(aD)) ne posséde qu'un nombre fini de

composantes : d'ou la contradiction.

2.%.2. démonstration de la proposition 2.3, (cf. toujours [327).

Soit p ¢ X » X un revétement de X ayant un groupe fondamental engendré

1

par TO + S —*i, un relévement de io. Alors X est orientable et

o~ i 1 .
int ¥ est homéomorphe au cylindre ouvert S X R. Soit une homotopie &

\ N\ a2 . . . N
de io a i1, son relévement & X définit une homotopie du relevement

lond N N ~ ~ 1 ~n 1
io de io 4 un relevement i de i1. Les courbes iO(S ) et i1(S )

séparent toutes les deux i, sinon elles seraient homotopes & zéro.
-1
Puisque Yo N Y1 # ¢ il existe un arc A dans p (Y1) tel que
~ 0
ANT(s) =2A. (Pour voir cela, examiner séparément les cas

0]

~ ~ ] ~ 0 ~ ]
11(8 )N iO(S ) = ¢ et i1(S )N io(S ) # ¢, ne pas oublier que les

-1 ,
composantes de P (Y1) ne sont pas forcément des cercles).
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Alors A avec un arc B de TO(S1) borde un disque D de X. Toutes
les composantes de D N me(Y1) sont des arcs avec extrémités sur B :
sans perte de généralité on peut remplacer A par un de ces arcs et

on peut le choisir tel que int D N p_1(y1) = ¢. De la méme facon on
trouve un arc C dans p_1(yo) tel, qu'avec un sous arc de 4, il

borde un disque E C D de fagon que int B ne rencontre ni p_1(yo),

ni p_1(y1). Done Yo fl Y1 n'est pas réduit & un point puisqu'il contient
p(34). On sait que p!BE est injective, il résulte du lemme 2.1.1. que
plE est aussi injective et cela démontre la premidre assertion de la

proposition 2.3,

2.3.3. On considdére maintenant le disque D mis en évidence par le 1°)
de 2.3., on peut trouver un disque D'y D' ¢ int X, un peu plus grand

que D, (D C int D') et ne rencontrant pas d'autres points de Yo N Yy

que les deux points qui sont sur 3D.




i
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On le choisit, de plus, de fagon que Yo et Y1 soient deux arcs de
D' vérifiant ayi = Yi N 3! (pour i = 0,1). Soit alors un arc o de

D' tel que da = aN 3D' = BYO et a Ny, = ¢. Par le corollaire

1
II 2.1.2. au théoréme de Schoenflies on peut trouver un homéomorphisme

h de D' sur D', fixe sur 3D', envoyant Y, ND sur «o. Alors, d'apres
le théoréme d'Alexander (Cf.1.1.,1.4) h est isotope & idD' par une
isotopie fixe sur dD'. L'isotopie inverse (i.e. de l'identité vers n,
étendue par l'identité sur X D' est une isotopie ambiante de X
transformant Yo ND en «, de plus elle est fixe sur 0X. Cette opération
permet de réduire Card(yo N Y1)5 en 1'itérant pour tous les disques mis

en évidence (successivement) par 1l'application du 10) ) on finit par

obtenir Yé telle que Yé N Yy = 0.

2.4, Proposition : Soit X wune surface 4 bord. Soient deux injections
continues iO et i1 de I dans X d'images respectives A et B,
arcs ayant méme origine, méme extrémité et tels que AANA=¥, NB =
3A = 3B. On suppose io et i1 homotopes & extrémités fixes ; alors

il existe une isotopie ambiante de X fixe sur ?X transformant io en
1

Démonstration (cf.l32]) : on peut supposer (ef. II %5.2.3) que A NB

est formé d'un nombre fini de points d'intersection en lesquels A et B
sont topologiguement transversaux. Alors la proposition découle immédia~
tement (en utilisant la méthode du paragraphe 2.3.3 ci-dessus) de ce
gqu'il existe un disque D de X dont la frontidre est réunion d'un arc
de A et d'un arc de B et dont l'intérieur ne rencontre pas AU B.

En effet, on considere le revétement universel p : X =X de X et

-1
on remarque que chaque composante de bp (A), ainsi que chagque composante
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=1 , ~ R
de p (B) sépare X. On applique alors le méme raisonnement qu'en

203020

i
5. Etude des plongements de S dans les surfaces.

1
3.1, Lemme : Soient deux plongements i1 et i2 de S dans le

1 1
cylindre S x [0,3] tels que Y, = i1(S ) = S1 x {1} et

1 1 )
Y, = i2(S ) =S x {2}, on suppose de plus que pour j = 1,2, 1*homéo-

1 1 1 1
morphisme ij de S sur S x {j} est orienté (S et S x {3}

e,

étant munies chacun de l'orientation standard), Alors il existe une

en 1

1
isotopie de S x [0,3], fixe sur le bord, transformant i1 5

1
(i.e.: i1 et i? sont isotopes par isotopie ambiante de S X [0,3],
fixe sur le bord).

Démonstration

1 7
On note €=138 x [093], Soit g 1'homéomorphisme orienté de [0,3]

défini par

‘ 2t si 0+t <1
g(t) = {

i%i si 1 <t <3,

Soit d'abord lfisotopie ¢ : €x I - E de € ,définie par

Wz, 6,0) €8 x [0,5] X I ¢ olz,5,0) = (z,(1-0)t + Ag(t)).

Cette premiére isotopie transforme 11 en @, o i, = i d'image

YZ' Il existe alors un homéomorphisme orienté h de y2 sur YZ tel
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-1
que h o i{ = 12 (i.e. : h = 12 o(i{ ‘Y2)). Dtapres I.1.5.1, h est

isotope & idY . Soit donc hk (A € I) une isotopie de idY & h

2 2
(i.e hk est une famille d'homéomorphismes orientés de Y2’ dépendant
continfiment de X\, telle que ho = idY ) h1 = h). Soit maintenant un
2

prolongement HX (théorsme 2.2.) de cette isotopie, aux cylindres S1X[O,2]
d'une part et S1X[2,3] dtautre part, en une isotopie de €, fixe sur 3dC.
Alors 1l'isotopie on wx (A € I) transforme iT en iZ’ elle est fixe
sur 3¢€.

3.2. On va maintenant démontrer par une nouvelle méthode'ﬁtilisant

le théordeme de classification III 3.4.3. 1le résultat connu suivant
(qu'on utilisera fréquemment) ; cf. [32] H

Proposition : Soit iO un plongement de S1 dans une surface X a
bord orientée. Si i est homotope & une constante alors Y borde un

disque dans X.

Démonstration : Il est clair qu'on peut supposer X connexe. Le théoréme

III %3.4.3 de classification permet d'examiner les différentes classes
de plongements (é congruence prés) de S1. L'ensemble de ces classes

est en bijection avec le systemes d'invariants sur S1. Comme une circu=
larisation de S1 est vide, un systéme d'invariants est la donnée d'une

famille ¥ = {(E)\,gh,p)\)})\@\ ou {E,}

Aonen est une partition de l'ensem-

1 1
ble {a,a'} des circuits de S (on note a 1l'arc de S  obtenu en
1 N
munissant S de l'orientation standard, on note a' = a(a)), ou gy

et sont des entiers, gy, 2 0, Py 2 Card Ek'

Py
I1 n'existe que deux partitions de {a,a'} qu'on va examiner successive-

ment

10) partition {a,a'}, auquel cas le systéme d'invariants est de la forme
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(fa,a'},gyp), o g=0, p=z 2, Dtapres III.3.4.3. la découpe x(X,v)

de X suivant Y est une surface de type (g,p) et on obtient X

(& homéomorphisme canonique prés) en recollant X(X,y) sur ¥ par deux
coﬁposantes de son bord (1'une est la rive gauche, l'autre la rive droite,

de VY dans X)o

Dans H1<X> le 1l-cycle défini par vy fait partie d'une base
d'homologie, il est non nul et Y, n'étant pas homologue & zéro'ne peut

8tre homotope & un point.

20) partition {a}Ll{a'}, auquel cas le systéme d'invariants est de la
forme {({al},g,p),({a'},g',p')}. Dlapres III.3.4.3. 1la découpe I(X,v)

de X suivant Yv gst-réunion disjointe de deux surfaces E(de type (g,p))
et ¢ (de type (g',p')). Une composante de 3% (resp. d%') est la rive
gauche (resp° droite) de v dans X. On obtient X (é homéomorphisme
canonique prds) en recollant ¥(X,v) sur Y, & ltaide des projections

canoniques des rives sur V.
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Un calcul simple d'homologie montre que, puisque Y est homologre
3 0, 1'un au moins des entiers p,p' est égal & 1. On supposera done
dans 1a suite : p = 1. Bn appliquant le théoreme de Van Kampen, si x €Y,
(X;x) est la somme amalgamée sous 4 des groupes libres ﬂ1(Z;X)
et ﬂT(Z';X) définis par générateurs et relations par :
n1(2;x) = {a1,b1,...,ag,bg,co 3 cO[aT,b1]...[ag,bg] =1}
ﬂ1(21:x) = {a{,b{,...,aé',bé|,cé,c;,...,cé,_T;céc{...cp 1, 1]...

..,[a{;,,bé.] =1}

Les homomorphismes ¢,¢' de Z dans ﬂ1(Z;X),ﬂ1(2';X> respectivement,

Il

7 s . « "‘1 . z

dtant définis par @ @(1) c @'(1) = Cé‘ La courbe ¥ (orientée par a)
-1

correspond au lacet Co = Cé de ﬂl(X;X), ce dernier groupe a pour

systéme de générateurs {aI,b1,...,ag,bg,a{,b{,...,aé,,bé',c{,cé,...oé,_i}

et "pour unique relation" @

c,C

1At ] [ ] 1 1] —
H 2...0 [a1,b1]...[ag',bg'][a1,bT]...[ag,bg] =1,

Si »' > 1, ce groupe ﬁ1(X;X) est un groupe libre,et donc 1télément

=1 -
t = = ] 4 > . —

ol =cg [a1,b1]...[ag,bg] n'est égal & 1 que si g = 0, auquel cas

T est de type (0,1) ¢ c'est donc un disque (bordé par IR

3i pt =1, le groupe ﬂ1(X;X) n'est plus libre, mais c'est un groupe

quadratique de surface, & une relation, dans lequel on sait résoudre le

probléme des mots et montrer que si g et g!' sont tous les deux non

=1

1416 v - - - Tt

nuls 1%*41ément el =c, [a1,b ]...[a ,b 1= ([a1, 1]...[ g'])

est différent de 1. On en déduit que g (ou g') est nul ce qui entraine

que & (ou ') est un disque bordé par V.

3.3, Proposition : Etant donné deux plongements homotopes io et i1
1 Y . 7 0 .
de S dans une surface X & bord orientée, d'images respectives Yo et

Y1 telles que Yo N Y1 = ¢, si on suppose de plus que ni Yo ni Y1
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ne borde un disque de X, alors il existe un cylindre ¥ dang X tel

que 3C& = YOJJ'Y1, une et une seule des courbes Yo’ Y, (orientée par
1

l'orientation standard de § ) ayant l'orientation induite par & sur

son bord.

Démonstration : Cette proposition est connue, on en trouvera une Gémons-

tration dans [32]° Nous indiquons bridvement ci-dessous comment le
théoréme de classification III.3.4.3 permet dfen donner une nouvelle

-

démonstration, analogue & la démonstration de la proposition 3.2, s

io et i1 induisent un plongement j du l-complexe K = S1 x {0,1}

(orienté par lforientation standard de 81) dans X, Notons a,af,b,b?

les quatre arcs de X, (avec a' = o(a), bt = o(b), a étant l'arc six{o},

b ‘llarc s'x {1}, orientés par 81). Dtapres III 3.4.3. j est congru

a4 un plongement "standard"® ayant mémes invariants. On examine tous les

plongements possibles (& congruence prés) de K dans une surface orientée

& bord en examinant tous les systémes dfinvariants sur K. Un tel systéme
| étant d'abord la donnée d'une partition de F(k,w), on considdre les

15 partitions de cet ensemble & quatre éléments : {a,a’,b,b'}. Elles

se répartissent en 9 catégories s

10) partition {a,a',p,0'} & la découpe Z(X,yo U Y1) de X suivant

Yo U Yy est une surface & bord de type (g,p), p = 4, dont une composante

du bord est la rive gauche de Yo dans X, une autre est la rive droite
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de Yo’ une troisiéme est la rive gauche de Y1 et une quatriéme est
la rive droite de Y1. On vérifie alors que Yo et Y1 ne sont pas

homotopes car non homologues (voir figure ci-dessous, type 1).

20) partition {a}Ll[a',b,b'} (ou, de facon analogue, {a'}ll{a,b,b'},
{b}Ll{a"b’b'}’ {b'}ll{a,a',b}). Ce type de plongement est schématisé
gur la figure ci-dessous type 2, Yo et Y1 ne sont pas homotopes

car non homologues.

%0) partition {a}Ll{a'}ll{b,b'} (ou, de fagon analogue, {b}LL{b'}Ll{a’a'})'

Alors Y, et v, n'appartiennent méme pas & la méme composante de X.

1
4°) partition {a}LL{b}li{a"b'} (ou encore {a'lLl{b'}ll{a,b}). Voir
schéma ci-dessous type 4, Yo et Y, ~ne peuvent &tre homotopes (méthode

analogue & 3.2. 20)).

50) partition {a}Ll{b'}Jl{a”b} (ou encore {a'}Ll{b}Jl{a’b'})’
Voir schéma ci-dessous, type 5. Dans ce cas, Yo et Y1 ne peuvent &tre
homotopes que si la composante Zg' b de la découpe Z(X,YOU Y1>

2

(correspondant a la classe {a',b} de la partition) est de type (0,2),

autrement dit si c'est un cylindre c.

6°) partition {a,a'}Ll{b,b'} : Yo et Y n'appartiennent pas & la

méme composante de X.

7°) partition f{a,b}ji{a’,b'}. Voir schéma ci-dessous type 7, Y, et ¥,

ne peuvent &tre homotopes (ni méme homologues) .

80) partition {a,b'}Ll{a',b}. Voir schéma ci-dessous type 8. Dans ce

cas, Yo et Y1 ne peuvent &tre homotopes que si une (au moins) des

composantes I . et % de la découpe Z(X,y Uy ) (correspondant
a,b a',b o 1
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respectivement aux classes {a,b’} et {a',b} de la partition) est de
type (0,2),' autrement dit si cfest un cylindre g.

9°) partition {a}_LL{b}_L_L{a'}JJ_{b'} A et Y, n'appartiennent pas

a4 la méme composante de X,

5.4. Proposition : On considére le cylindre € = S1 X I, On note io

1
le plongement standard de S dans & défini par iO(X) = (X,%) pour
1 1
tout x € 8 ; on a alors io(1) =W, ol @ désigne le point (1,-2-)

de & . Soit i

1
| un autre plongement de S dans &, tel que i1(1) = W

1
et tel que io et i, soient homotopes. Soit €' wun cylindre 8 X[a,p]

de € avec 0<au<pB< i1 tel que i1(S1)Cint B, I1 existe une
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isotopie ambiante de &, de support contenu dans E', fixe sur w,

transformant i1 en i .
0

Remarque : on pourrait, dés & présent, démontrer un théoréme analogue

sur 1l'isotopie des plongements de S1 dens X (surface & bord de type
quelconque), mais on se limite au cas du cylindre qui nous est utile

pour l'instant. Notre but est, en effet, de démontrer un résultat beaucoup
plus général sur l'isotopie des plongements de K dans X, ou K est

un l-complexe compact quelconque et X une surface orientée de type

1 . .
guelconque. Pour le cas de S , voit 1l'article de D.B.A. Epstein : {327,

1
Démonstration. Notons Yo =i (s), v, = i1(S ). Soit €" wun cylindre

de la forme S1X[a',B'] contenu dans int.E' (i.e. @ O<o<a'<Bt<p<i)
et oontengnt Yo’ Y1, Alors Yo et Y1 sont des courbes simples orientées
(par l'orientation standard de 81) de &",

Par 1II 3.2.1. on peut supposer, quitte & effectuer une isotopie
de £" fixe sur 9€", que Yo N Y1 est formé d'un nombre fini de
points d'intersection en lesquels Yo et Y1 sont topologiquement
transversales., Par 2.3. il existe une isotopie ambiante de €", fixe
sur o €", transformant i1 en i{ de fagon que si V{ = i{(Sl), alors
Yo N Y{ = ¢. Par 3.3. YOJJ_Y{ borde un cylindre &"™ de int €", avec
des orientation incompatibles avec tout orientation de €". Par le lemme
3.1. il résulte que i{ et io sont isotopes par une isotopie ambiante
de €", fixe sur 3 E€", On vient donc de montrer, au total qu'il existe
une isotopie ambiante 9, de ®©", fixe sur d3E", transformant iO en

i, (ive. 3 ¢, = id&"’ P, 01 = i, 5 pour tout t € I, 2 est un

o]

homéomorphisme de 5?" dépendant continfiment de t). On prolonge cette

isotopie & € par 1'identité sur C\E" : on désigne cette extension
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par $t° L'isotopie E% n'est peut &tre pas fixe sur w. Notons

w(t) = $t(w), alors (t) est un lacet de &%, d'origine w, puisque :

w(0) =5 (W) =w, w(1) =5, =4 (0)) =1i/(0) = w.

Lemme : il existe une isotopie @;, t € I, de €, fixe en dehors de int &',

telle que 3 Vt €I E;(w) = w(t), wo = ide , W1‘E" = id_eﬂo

Supposons pour l'instant ce lemme démontré, alors l'isotopie gt

(t € I) répond au probléme ; en effet :

= © 1 i S int ' i v 4
&, = ¥, ®y d8 » §, est fixe en dehors de int €' puisque b, e
&% le sont, on a
~ =1 ~ ~ - o
%t(w) = ¢t o wt(w) = ¢t (w(t)) =, enfin 3
. _N-1 ~ wN_'] R o ~ . A " . 1
%1010 = W1 o g0l = ¢1 oi, =1, jcar % est fixe sur & et 11(8 )

est contenu dans €&,

I1 reste & démontrer le lemme ¢

Pour simplifier, on se raméne (par homéomorphisme) au cas ol &" est le

1 1
cylindre S X [0,1], &' 1le cylindre S x [a,b] avec a<0< 1 <hb.

Un point de &' est un couple (ele,h) ou © €R, h € [a,b]. Alors

. \ Pl
(ele(t’, % + p(t)) )oh G(t) et p(t) sont deux fonctions continues

de t €1 avec :

w(t) =

8(0) = p(0) = 0, 8(1) = 2m, o(1) = 0, et (¥t €I} 5 <o(t) <3.

On définit alors th " en posant pour tout point (ele,h) de &"

i6 h) - (o i(e+6(t))

v, (e »4(1-h)hp(t)+h)

On vérifie que Wt est une isotopie de " et qu'on a ¢O = ¢1 = id

en’
en effet ¢

i, (e*%0) = (O 4t nyno(0)m) = (¢*,n)
0, (%m) = (2D y(mnp(1)m) = (2082 )

On a pour tout t € I, wt(w) = ¢t(1,%) = (ele( ),p(t) ;) = w(t).
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1 1
La restriction de 4 s S'x {0} (resp. 8 x {1}) induit une

10 (ei(9+6(t)),o)

1 1
isotopie de S x {0} (resp. S X {1}), puisque wt(e ,0) =

. ) :
(resp. : puisque (eleyl) = (el<6+e(t>>,1), menant de §_|S x {0}=id !
K 0 s x{0}

1l

1
(resp. : wols x {1} = ia ’ ) a ¢1}slx{o} = id |
s x{1} s x{0}
(resp. : ¢1\S1x {1} = 14 : ). Cette isotopie de d&" s'étend
s x{1}
(théordme 2.2.) en une isotopie de ¥ ' (il suffit de 1l'étendre aux cylin-

i

1 p
dres S1X la,0], 8 x [1,b])/ fixe sur 3E"'. On 1'étend alors par

1'identité sur &N\€', pour obtenir l'isotopie wt cherchée,
1 .
%.5. Classes de congruence de plongements de 3 dans le cylindre

3.5.1 On consideére le cylindre S1X I orienté de facon standard. Si

7z € S1, 7z est un nombre complexe de module 1 dont on note Re(z)

la partie réelle, Im(z) la partie imaginaire, z le conjugué et 8 € R
1'argument : Re(z) = cos 6, Im(z) = sin 6,(6 est défini modulo 2r).

PP . . . . 1 1 '
On définit trois plongements i , 1&, i de S dans S X I par :

1 rel) gl
Vaes ,i(s)=(e , 4m )

m
-i-Re(z)
Vz € S1 s ié(z) = (e 4 2il£ﬁ£l>

1 1
Vzes , i1(Z) = (z, é)

i
i
(4,0 ! :
f
\




- 135 -

Soit a 1'arc de S1 constitué par S1 muni de 1l'orientation
standard et posons a' = o(a),
Les invariants des plongements io’ ié, i1 sont (respectivement) :
F i) = {({a},0,1), ({ar},0,3))
F (1) = {({ar},0,1), ({a},0,3)]
F (1) = {({a},0,2), ({a'},0,2)}

it

1]

3.5.2. Proposition : Il ¥ & trois classes de congruence de plongements
1 1 ’ . . . z . .
de S dans S XI orienté : ce sont les classes de io, 15, 11 définis

ci-dessus.,

Démonstration : D'aprés le théoréme de classification (III,3.4.3,) il

1

suffit dfexaminer les sytemes d'invariants sur S qui correspondent

1 7z
& un plongement j de S  dans un cylindre €, Un tel systéme se réduit
& une famille 37(3) = {(E 18, 5D )} - On examine d*abord la partition

ATEANT TN CAEA

'I .
{EX}XEA de l'ensemble {a,a'} des circuits de S (On note a 1le circuit
1

constitué par S muni de 1'orientation standard, et a' = G(a))n Cette

partition est l'une des deux partitions possibles de {a,a?].

10) partition {a,a’}, alors € est obtenu en recollént une surface

a4 bord £ de type (g,p) sur un voisinage tubulaire T de 3(81), une
composante de 3% étant recollde sur chaque composante de dT. Soit x(%)
la caractéristique d'Euler Poincaré de T, ona x(%) = 2-2g-p. Comme &
est un cylindre on doit avoir P =4, on sait aussi que x(Cﬁ) = 0, or

si X est un espace topologique réunion de X' et X" on sait que

(X)) = w(X1) + x(X") - (XN X") et par conséquent

X(E) = x(1) + x(2) = x(3(5")) + (D) = x(D). I en zésuite x(3) = o,

et si 'E est la surface sans bord obtenue en recollant 4 disques sur 9,
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on obtient x(%) = 4, ce qui est une contradiction puisque la caractéris-
tigue d'Buler Poincaré d‘une surface orientable sans bord est inférieure

a 2.

20) partition f{a},, {a'}, alors F(j) = {({al,e,p),({a'},g",0")}.

€ est alors obtenu en recollant deux surfaces & bord T et %' (de types
respectifs (g,p) et (g',p')) sur un cylindre T voisinage tubulaire

de 3(81), v (resp. ') étant recollée sur la composante de dT corres~
pondarnt a la rive gauche (resp. : droite) de 3(81). Comme & est un
cylindre on doit avoir p + p' =4, (et nécessairement p 21, p' = 1.

Drautre part (&) = x(8) + ('), or x(5) = 2-2g-p et x(Z') = 2-2g'-p'.

On en déduit, tenant compte de x(&) = 0, que v oo i

!
0=4~2(g+g") - (p+0p) =-2(g+g'), d'ob g+ g' =0 et comme i
g et g' sont positifs cela entraine g = g' = 0. De la condition

p+p' =4 on en ddduit qu'il n'y a que trois possibilité (car p 21,p'21) :
(p,p') = (3,1), ou (1,3) ou enfin (2,2)., d'ol trois systémes d'invariants
possibles seulement :

F - (({a},0,1),({a'},0,3)]

F! = (({a},0,3),({a'],0,1)}

¥, = {(({a},0,2),({a'},0,2)]

Il

1l

Ce sont, respectivement, les systemes d'invariants de io’ ié, i1
(¢f. 3.5.1.). Par le théordme de classification III %.4.3., il résulte

qu'il n'y a que ces trois classes de plongements.

4. Le groupe des homéomorphismes du cylindre

s ( . 1
4.1, Théoreme : tout hom€omorphisme h du cylindre =5 x I, fixe sur

. . . 1
€, est isotope & ldC. par une isotopie fixe sur la composante S x {0}

de 3&.
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Démonstration : Soit donc h € Aut(&€;id. ) et soient i et i, les

oC

deux injections continues de I dans € définies par s

Yt € I, io(t) = (1,t) , iy =hoi.

(Ce ne sont pas des "plongements de 1-complexes", au sens ou nous l'avons
défini en II.1.3. car on n'a pas io(I) C int& , i i1<I) cCint €&,
néanmoins,par abus de langage et pour simplifier on emploiera ci-dessous
le terme "plongement" pour les désigner).

Un point de S1 (cercle orienté de facon standard sur lequel on prend
comme origine des arcs le point 4) sera repéré par la mesure d'un angle :
8 €R. Un point de S1X I sera donc désigné par des "coordonnées” (e,n),

O €ER, h € 1.

Le "plongement" i induit une application continue de I dans B x I )

1
qui & tout t associe (e(t),h(t)) ;Eoordonnéesﬂdu point i1(t). On
peut supposer que 6(0) = 0, on a de plus h(0) = 0, n(1) = 1, et 8(1)
est un multiple de 21 ¢ 6(1) = 2m n pour un certain entier n qu'on
appellera le degré du %longementi On va effectuer une premidre isotopie
9y ) (M€I), définie par wk(e,h) = (8 - 21 nAh,h) : il est immédiat que

N est un homéomorphisme de ¥, fixe sur S1X {0}, dépendant continfiment

de A et tel que wo = id€9 @1138 = 1id . Cette isotopie transforme

e
i, en i{ =@ 0 i1 , ce nouveau ‘plongement i! est de degré O.
lemme : tout “plongement” j ¢ I - &, tel que 3(0) = (1,0),3(1) = (1,1),
et de degré 0, est homotope au plongement standard io par homotopie
a4 extrémités fixes,

En effet : ce plongement induit (par passages aux coordonnées) une

application continue % ~*(@(t)gp(t)> €ER XI, (t € I), avec

9(0) = 9(1) = 0 (car le degré est 0), p(0) =0, p(1) = 1.
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Une homotopie H : I XI - & est définie par :

H(t,\) ((1—X)w(t), Mo+ (1-A)p(t)). On a bien :

Il

H(+,0) (@(t),p(t)) : coordonnées de j(t).

H(t,1) = (0,%t) ¢ coordonnées de io(t).
De plus pour tout A € I, H(0,\) = (0,0), H(1,x) = (0,1).
Ceci achéve la démonstration du lemme.

On déduit de ce lemme que i!

1 étant homotope & io, par isotopie

4 extrémités fixes, et vu la proposition 2.4., il existe une isotopie

en 1

ambiante de €, fixe sur €, transformant i{ o

Au total en effectuant successivement les deux isotopies, on obtient

une isotopie ambiante wt, fixe sur oix {O} , transformant i1 en iO

et telle que 3= id,, (i.e : V& €I, y € rut(Es i ),
s x{0}

t - ¢t est continue, wo = id€ » 0 i, = io,¢1[B€ = ida€>° Alors cette

;14

isotopie transforme h en {,0 h =h' ; n' € Aut(e ;id ) et de plus

o€
h' est fixe sur {1} X I = io(I)) puisque i x = (1,t)€e{1} % I, alors
h'(x) = w1(h(x)) =y,0oho io(t) = {0 i1(t) =i (t) = x.

I1 nous reste & montrer que h' est isotope & ide par isotopie de

€ fixe sur 553U({1} X I): pour cela, on considére la découpe D de €
selon {1} X I, c'est un disque dont le bord 3D est p—1(BClJK1} X I»
(ot p désigne la projection canonique p : D —&). Par fonctorialité

de la découpe h' induit un homéomorphisme W' de D, fixe gsur 8D :

il existe alors (théoréme 1.1.) une isotopie de D fixe sur 3D trans-

formant ht en idD ; étant fixe sur 3D, cette isotopie passe au

quotient par p et induit une isotopie de &, fixe sur BE?U“1}X I)z p(3D),

transformant h' en idﬁ.‘ Ceci achéve la démonstration de 4.1.
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4.2, Conséquences de ce théoreme.

4,2,1 Théoreme s Soit € un cylindre, bo et b1 les composantes de dC,

Le groupe Aut(ﬁ.; idb ) des homéomorphismes de Ef, fixes sur la
o
composante bo de O€ , est connexe par arcs.

Démonstration ¢

Soit h € Aut(&; id, ) et hy = h|b,. Alors h, est isotope 3
o]

id (cf. I.1.5.). Soit donc une isotopie ¢, de id a4 h
b1 , 0t b,l 1

(i.es @ =1id, , @ =h ) et soit 5 un prolongement de ¢, en une
o) b1 1 1 t t
isotopie de € fixe sur bo (théordme 2.2.), alors 1'homéomorphisme 51
de € est un prolongement & & de h1, fixe sur bo y et isotope & id e
~ =1
par isotopie fixe sur bo. Sodt h' = @1 o h, h' est fixe sur 3C et
donec h' est isotope & ide  par isotopie fixe sur bO (efedila).

I1 en résulte qué h = $1o h' est également isotope a idE par isotorie

fixe sur b .
0

4,2.2, Théordme : Soient & wun cylindre, b un homéomorphisme de € .
Alors h est isotope & idEi si et seulement si h est orienté et

conserve chaque composante de dE.

Démonstration @

Si h est isotope & ide par une isotopie QE (i.e @ 9 = h,

9, = id t - 9, est une application continue de I dans Aut®& )

C 9
il est clair (par continuité, par rapport & t, d'applications & valeurs
dans un espace discret) que, pour tout t €I, q% conserve 1l'orientatim

et chaque composante de d€ . Clest donc la réeciproque gqu'il s'agit de

démontrer. s Soit donc h € Autte , tel que mw (h de ) = id , et soient 3
¥ o) TTO -l

ho =h bo ’ Eo un prolongement de ho en un homéomorphisme de €, fixe
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sur b1 (ef.2.2.). Alors Ko est isotope a idtﬁ (arapres 4,2,1.), ainsi
~ =1
que h' = ho o h (toujours d'aprds 4.2.1., en échangeant les r8les de

b et b1). Tl en résulte que h = T{Oo h' est isotope & idg .

4,2.3, Théordme : Soit € un cylindre, le groupe T, Aut © est isomorphe
au groupe 2/22 X Z/ZZ°

Démonstration : dtapreés 4.2.2, deux homéomorphismes de ¥ sont isotopes

dans Aut € si et seulement si tous les deux conservent (ou ne conservent
pas) 1torientation et tous les deux conservent (ou tous les deux ne
conservent pas) globalement chaque composante bi de O3B ., I1 est alors
clair que l'homomorphisme de ﬂOAut8 dans 2/2Z X Z/ZZ qui & toute
classe d'isotopie h de ﬂOAuttf 5 (dont un représentant est h), associe
le couple (Eh’j ), o i =0 si h est orienté, i, =1 sinon, et

h h h

=0 s8i h conserve chague composante de €, 1 sinon, est wm

Jh Jh =

isomorphisme de groupes.
4.3. Twists du cylindre.
1
4.%3.1. Twist standard d'ordre n de S X I.
Soit C = S1X I le cylindre standard (orienté de fagon standard...), wm
point de C est donc un couple (Z,h) ol z est un nombre complexe

de module 1,et h € I.

Par définition, le twist standard d'ordre n de C est 1'homéomorphisme

T de C défini pour tout (=z,h) € S1X I par :
=21
T (2,0) = (z¢7 7, )

T est fixe sur oC. Il est clair que T o0 T =T
n n m n+m,
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/ 7 7 ,’ E
/ ( 4 /
/ J / A
/ / /
(4) ,/ 0,1) (0) 7 T 44}
i ]
U {
’ i
7
J’ , \\
n=2

[ (. 1 .
On a représenté 01~dessusysur le cylindre S X I oriente)le segment

—— -

{1} xI et son image par T, et T, respectivement,

4.3.2, Théoréme : Soit & wun cylindre orienté quelconque, il existe

un isomorphisme canonique entre 2 et le groupe m Mt (& idbﬁ ).

Démonstration.

1
10) On s'intéresse d'abord au cas ot €= = 3S'x I j orienté de fagon
1 1
standard. Notons bo =S x {0}, by = 8% {1}, les composantes de 3cC.
La projection naturelle p de Aut (C;idb ) sur AAut+b

0
Aut(C;idaC)9 d'oll la suite exacte de groupes topologiques :

4 @ pour noyau

P
— : +
1 Aut»(C,ldaC) Aut(C,ldb) Aut'b, -1

0
Comme p est une fibration (ef.III 3.1.1.) on peut écrire la suite

exacte d'homotopie (compte tenu du fait que no Aut(C;idb ) est trivial

0
d'apres 4.2.1.) s
°1

Tr1Aut+b1 B m Aut (C3id. ) -1

?C
a) on étudie dfabord la surjection p1. Par définition de la suite exacte
d'homotopie, si vy est un lacet de Aut+b1 dtorigine idb s alors

p1(§) est obtenu en considérant un arc ? de Aut(C;idb )j dtorigine
idc, relévement de v (i,e, t po ? = y), puis en prenanz pour p1(§)

la composante connexe bar arcs dans Aut(C;idaC) de l'homéomorphisme

r~ +
v(1). I1 résulte de I.1.5.4 qu'un lacet générateur de ﬂdAut b1 est
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1 1
Y1 st - 9, (t € 1), ou Dy est défini par :

=2imt
1.

V(z,1) € by ¢l(z,1) = (ze Un reldvement ?1 de Y,

~ ~1
(Y1 : t ~’wt , (t € I)) est obtenu en introduisant le prolongement

.o~ 1 . ~
amorti ¢,  de @t défini par 3 @1

(Ze—2iﬂth
t t 9

(z,h) = h) pour tout

1 ~1
(z,h) € 3 x I. Comme 9, = T1 (twist standard d'ordre 1) on constate que
p1(§1) est la classe d'isotopie dans Aut(C;idaC) dv. twist standard
- +
d'ordre 1., Comme Py est surjectif et Yy engendre n1Aut b1, tout

é1ément de ﬂoAut(C;id ) est de la forme p(??) = T? = Tn ¢ toute classe

3C

d'isotopie dans Aut(C;id ) est 1la classe d'un twist standard d'ordre

aC

n € Z, pour un certain n.

Remarquons qu'en échangeant le r8le de bo et b1 on obtient une suite

exacte ¢
P

+
n, Aut bo 2> ™ Aut(Csid

-1 |

BC)
- 0 : ‘o« + fpa s
et que si Yo ¢t - wt (t € I] est le lacet générateur de Aut bO défini

1

par: Vt € I, ¥(z,0)€ bo, wi(z,o) = (zeZlnt,O), un relévement de Yo dans

Aut(C;idb ) est ltarc Vo : t —*E% ,ol 5% est le prolongement amorti de
1

@0 défini par : w%(z,h) = (ze

Comme 5? = T po(§o> est la classe d'isotopie dans Aut(C;idaC) de T

1 ?
On a donc le diagramme commutatif :

m Aut b
o 1 o)

0] pO
z 7" \\\\u :
N ™ Aut(C,ldaC>—~ 1
XN /p
: 1

ﬂl Aut+b

N

o o (1) =¥, » (1) =y,

b) On va maintenant montrer que Py est injectif (cela entraine, vu ci-

dessus, que po est également injectif), On aura donc obtenu l'isomorphisme




w‘,‘,143_.

canonique annoncé entre Z et m Aut(C;id ¢ cet isomorphisme est
(¢]

BC)
canonique car indépendant de 1la composante bi de dC que 1l'on choisit
pogr faire la construction ci-dessus, ao et a1 étant canoniques
(cf.I.1.5.4).

Pour cela il suffit de montrer que si p1(§?) = 0, alors n = 0 ; mais
p1(§?) est la classe d'isotopie de T il suffit donc de montrer que Tn

n'est isotope & id. dans Aut(C;id. ) que si n = 0. On considere alors

c 3C

le tore orienté T obtenu en recollant un ¢ylindre standard C' sur ¢

(shéma ci-dessous).

Soit T' 1la courbe standard représentée sur le schéma (telle que
TNC={1} xI).Soit I'' 1a courbe constitude par bo orienté de
fagon standard. Alors I' et I'' définissent deux 1-cycles de H1(T),

on sait méme qu'a eux deux, ils forment une base d'homologie. Puisque Tn
est supposé &tre isotope & idC dans Aut(C;idaC), lthoméomorphisme hn
de T obtenu en étendant Tn par idC' est isotopé (et donc homotope)
a idT; I1 en résulte que H1(hn)(F) =T, d'ob T + nl'" =T, puis nl''= O,
enfin n = O,

2°) dans le cas ou C est un cylindre orienté quelconque il suffit de

choisir un homéomorphisme orienté arbitraire entre € et € = 8 x I,

pour démontrer & partir du 1% a) que le diagramme suivant est commutatif
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(on note do et d1 les composantes de 3d€)

+
Ayt
8 ﬂ‘i ut do A

PN
N\

+
1T1 Aut d1

U Aut(€ ;id, )— 1

1<

1

}\O et }\1 étant les homéomorphismes canoniques des suites exactes

d'homotopie des fibrations :
- + . +
Aut(C;ldd ) - Aut d et Aut(t’,;ldd ) = Aut d; >

1 o)

BO et B1 étant canoniques puisque do et d1 sont orientés.

4.3.3. 81 E estun cylindre orienté quelconque, on appellera twist

d'ordre n_ de & tout homéomorphisme h de B’fixe sur Beldont la

classe d'isotopie dans Aut(l.’, sid ) a pour image n dans l'isomorphisme

dt

canonique défini ci-dessus entre ﬂo Aut(’C;id ) et Z. lLe composé

3t
d'un twist d'ordre n avec un twist d'ordre m est un twist d'ordre

n + m,

51 &' et €" sont deux cylindres orientés et si on forme un troisidme
cylindre orienté & en recollant C' sur €" par un homéomorphisme
(inversant l'orientation) d'une composante de 3 sur une composante o

de 3EL", et si h', h" sont des twists d'ordres n',n" respectivement,

de Ct, B , respectivement, alors le twist h = h'_u_h" de € défini

o
par la somme de h' et h" est d'ordre n!' + n'".
[t
e _——
i 4
f 7
' ., ‘ /
{ ! !
! ;! ¢ {
/ 1 | ! {
' y ! K 1
; , , {
' A { / \
1 / \ / \
L s / \
—— A= v




4.3.4, Remarque. M.E. Hamstrom et B. Dyer ont montré ([48]) un résultat
plus complet que 4.2.1, & savoir :

Si C est un cylindre et bo une composante de 3C, alors Aut(C;idb )
: o

est contractile ; il en résulte que ﬂi Aut(C;idb ) est trivial pour i = O,
0
De plus ¢ si on écrit la suite exacte de la fibration

Aut(C;idb ) —*Aut+b (pour i =21)

9
0 1 +
| —*ni Aut(Cgldac) f T Aut(Cgldbo) ”ﬂi Aut b BC)

pour i =1, on s montré que wi est un isomorphisme, pour i > 1 on a

'3;97Em Aut(Cyid

1 1

U Aut+ b1 =0 (cf.I.1.5.4.), il en résulte que dans tous les cas (i = 1),

on & ﬂi Aut(C;idaC) o~ Aut(C;idbo) et donc

) est trivial pour 1 = 1.

1

m Aut(C;ldaC

5. Le groupe des homéomorphismes de la bicouronne.

5.1. Théordme : Soit B une bicouronne (surface & bord de type (0,3) ;
cf.II.1.1.). Tout homéomorphisme h de @&, fixe sur O®, est isotope

& 1'identité.

N.B : l'isotopie annoncée peut n'étre pas fixe sur 3®, ce sera d'ailleurs

souvent ainsi dans les cas gque nous aurons & considérer dans la suite.

Démonstration : On suppose (sans perte de généralité) que ® est la

1 . 1
surface & bord (S x I)\int D ol D est le disque de S X I :

i@ m
{(e 9h> 9 E’a =0 <

. 1 , p
- e=h < 5 + s} , &€ ¢étant un nombre réel :

3] s |
ot —

+ €,

1 1
0« g< 50 Liorientation standard de S X I induit une orientation de @,

Soit iO le plongement standard de I dans ® défini par :

et i

¥t €1, io(t) = (1,t). Soit donc h € Aut(@®;id '

=hei,
0

BQ>)
1
soit vy 1l'arc "médian" de B égal ¥ OBH(STX {%B, orienté par S . Soit

7 1 .
C’O le cylindre orienté S X [0,7] (contenu dans @ ) et 51 le cylindre
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1 N
orienté S X [1—“,1] (également contenu dans @) ot T est un nombre
p 1 .
réel, 0 < T < 5 suffisamment petit pour chacun des deux cylindres to et

81 ne rencontre ni D, ni Y, ni h(v). (Cela est possible par compacité

de h(Y) gui est, de plus, contenu dans int CP).)

Eo Ei
—— e
¥ \\3\\>
(40) /(4,7) /(4,1-) M,dj’/a’i)

19) On commence par démontrer :

lemme : Il existe une isotopie de 80 et une isotopie de 51 ifixes

1 1
sur S x {0} et S x {1} (respectivement)’transformant h en

g € Aut(® ;id. . ) tel que, si j1 =g 0 io, alors j1 soit homotope &

o®

io par homotopie & extrémités fixes dans ®B\ 3D.

Démonstration : Pour cela soit (B' le cylindre compactifié de @N\3D

par un point w et soit p la projection canonique : B~ ®B'.

On a : @\3D = A"\ {w}, p(3dD) =w , p‘GB\aD = i 8lors, h passe

‘g’
au quotient par p et induit un homéomorphisme orienté h' : @! @',
tel que h'(w) = w, h' ‘65'\{(,0} = hl@\aD ; de plus, h' est isotope &
id@, dans Aut ' (ef.4.2.2.) puisque h' est fixe sur O&'. Notons
i1' = h'e io’ alors i{(I) = 11(1) puisque tous les deux sont contenus
dans ®\dD. Soit Y' 1la courbe p(y), alors h'(Y') est homotope & ¥',

et comme on peut se ramener au cas standard de la proposition 3.4., il

existe une isotopie de (', fixe sur CO U 1‘31 et sur w, transformant
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1 1
h'(Y') en Y'. (i.e° ¢ transformant h'e ¥' : S - @®' en AREE SN —»qsv)v
Cette isotopie transforme h' en Bf fixe sur vy'. Notons ’J\j{ = N'e io’
T

alors 1’ est isotope & i! vpar isotopie de ®', fixe sur ﬁ; U &1

1
. ’ .
et sur w. Si Gbo est le cylindre orienté p(S x [O,;])ﬂ@) et 331 le
, 1 . ~ ‘
cylindre orienté p(S x [%91])0 ®), alors h! ID)O est un twist d'ordre
n  de 350, Tt ]951 est un twist d'ordre n, de D . Soit une isotopie

0

1
de CO, fixe sur S X {N}, transformant id en un twist d'ordre - n

&

b
1
de &’O ,et soit une isotopie de 51, fixe sur S X {1-M}, transformant

idt1 en un twist dtordre - n, de €‘1 ¢ Ces deux isotopies transforment
h en g, h' en ¢!, ' en E' ,(g (resp. @ g'y ?;") ne difféere de h
(resp. 3 h','ﬁ") que sur ffo U 61) I1 résulte de 4.3.3. que E'IJDO
(resp. 3 Ev |';b1) est un twist dfordre 0 de Bbo (resp. 931), et que par
conséquent g' est Iisotope 8 id

¢ DPar une isotopie fixe sur J3@' U v'.

On en déduit que si on note j1 =g 0 i09 j1‘ = glo io, 5‘1' = g'? io, alors
,'V1' est isotope & iO par isotopie ambiante de @', fixe sur AR v,
et par conséquent (comme ?,I est isotope & 3'1' par isotopie ambiante
de BA', fixe sur Eo U§1 et sur w) j Que j{ est isotope a iO par
isotopie ambiante de (B', fixe sur 3R' U {w}. Donc il et i, sont
homotopes & extrémitds fixes dans Ad\{w} ; cette homotopie a une image
compacte contenue dans (3'\ {w} =®B\ 3D yet il s'ensuit que 3‘1 et io

sont homotopes & extrémités fixes dans @ \ 3D. Ceci achdve la démonsira—

tion du lemme.

2°) Suite de la démonstration du théoreme 5.1,
Alors , (2,4.)’ ,j1 est isotope & io par une isotopie de 03, fixe sur Bd®RB;
cette isotopie transforme g en f € At (@ ;idBGS ), £ fixe sur a, = iO(I)a

Soient T la découpe de @B suivant ao, et g 1la projection canonique :
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L -@®; L est un cylindre orienté dont le bord 3% est réunion des deux
composantes qm1(BD) et qm1 ((S1>< {0,1U ao). Par fonctorialité, f induit
un homéomorphisme 12 de I, fixe sur 3%. Il existe donc (cf.4.2.1.)

une isotopie de &, fixe sur la composante qm1 ((S1>< {O,1})U ao) de %I,

"

transformant f en idZ‘,° Cette isotopie passe au quotient par q et
induit une isotopie de B , fixe sur (S'x {0,1})U a_ ,mais peut 8tre pas

sur dD, transformant £ en id% . Ceci acheéve la démonstration du

théoréme 5.1.

5.2, Corollaire : Soit @3 une bicouronne, tout homéomorphisme h de @,

o . N 46
tel que no(hla(f’) ) 1dnoa% est isotope & 1'identité

Démonstration : Soient b1, b b les composantes de -1 h1, h2, h

2" 73 3

29 03)

un systéme de colliers sur 30 (ef. 2.2.) : chaque Ci est un cylindre

les restrictions de h & b1, b2, b3 respectivement. Soit (01, C

de &, les composantes de aci étant bi et bi (i =1,2,3). On étend
chague hi (i =1,2,3) en un homéomorphisme ﬁi de Ci fixe sur b]!_

(prolongement amorti cf.IIT 3.1 .1), puis on étend cet homéomorphisme

h“_]_h2 1Lh, de C1 it 02 .LLC3 en homéomorphisme h de B en le

b

prolongeant par . On a alors ?1"363:: h‘é(b par construction.

id
NGi\ Cou Gy _1_103
I1 est clair que h est isotope & :'de5 par une isotopie fixe en dehors

A N ~ =1
de C, 1) €y 118 b‘1 J_\_b'2 J_Lb'; (grdce & 4.2.1.). Comme g=h oh

est fixe sur 3(1’3'11 résulte de 5.1 que g est isotope & id&s ’et par

1l

conséquent h =h o g est isotope & id

®

5.3. Théoréme : Soit B une bicouronne orientée, il existe un isomorphisme

).

canonigque entre 23 et le groupe m Aut (B ;id

B
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)

Démonstration : Soient D

1’b2’b3 les composantes de B , et (01,02903

un systéme de colliers sur d® : chaque Ci est un cylindre orienté

(Qeéb ) dont une composante du bord aci est bi9 1tautre b;

(pour i = 1,2,3). On notera ' la surface & bord orientée adhérence

dans B de G?D\C1 J-LCZ-LLCB ,ona o' = (nbpu(mbé)u(mb%) (les signes
- indiquant que l'orientation induite sur bi par O(@' est l'inverse

de celle induite par Ci). On note Aut'@® 1le groupe des homéomorphismes

orientés h de (B tels que ﬂo(h‘adb) = idﬂ (i.e. : b conserve

oa&
globalement chaque composante de 365), On a un homomorphisme naturel 2
3
P :ﬂ Aut(ci;idb,)-—»Aut"o% , & savoir celui qui & tout triplet
i= i

(h1,h2,h3) associe l'homéomorphisme @(h19h29h3) =h de B défini par :

Vi € {1,2,3} , h|Ci = hi , et h'O&' = id

q °
@
On a un diagramme commutatif (§ est la restriction de ®) ¢
3 ‘ 3 )
1__,ﬂ Au.t(CigldaCi)c_,E Aut\Ci;J_db;-) .
= = . 3
+
] ’ @ T_T Aut bi-“*1
i=1

\

| ——» Aut(;id, ) —s Aut'O&

B

Les deux lignes sont des suites exactes. (On a noté p = P, Pl P, x p3 )

N

ob pour i = 1,2,3, pi ezt la projection naturelle

+ e X > . 1,
Aut(Ci;idb') - Aut bi s 4 est également la projection naturelle obhtenue
i
par restriction d'un homéomorphisme de (> & 3® ). On sait (cf. III 5.1.1.)

gui pour i =1,2,3 il existe une section locale de pi au voisinage de

idb , on en déduit par composition par ¢, gqu'il existe une section locale
i 3
de q au voisinage de T_Y idb , et il en résulte que ¢ est une fibration.
1= i
On peut alors écrire les deux suites exactes d*homotopie pourles fibrations

p et ¢, et tenant compte du fait que, pour i =1,2,3, U Aut(Ci;idb,> =1
i
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(atapres 4.2.1.) et que Ty Aut @' =1 (d'aprés 5.2.), on obtient par

fonctorialité le diagramme commutatif

3
ﬂ(no Aut(ci;idao_))

y i=1 1\

; '(n1Aut+bi) oy 1

-
\

m Aut( ® ;idag,J )

Les deux lignes sont des suites exactes, p est l'isomorphisme produit
(pour i = 1,2,3) des trois isomorphismes canoniques

+ ~
pi s 7, Aut bi —> A Aut(Ci;id ) ; R est 1'homomorphisme canonique

1 ac,
i

provenant de la suite exacte d'homotopie de la fibration q. De plus on a

3
+
un isomorphisme canonique o« 25 —>T1 (ﬂ1Aut bi) , clest le produit
i=1

+
pour i =1,2,3, des isomorphismes canoniques 0& =Z ~ ™ Aut bi

3

(ef.I.1.5.1.). On obtient ainsi un homomorphisme canonique R o o de Z
dans ﬂo Aut(&%;idaB ). On sait par le diagramme ci-dessus qu'il est
surjectif, il reste & démontrer son injectivité.

Or,comme Ro a= (nOW) e po w de 1'étude de p il résulte que R o «

est l'homomorphisme qui & tout triplet (n1, N,y 1 ) de 23 associe la

5

classe d'isotopie dans Aut(® ;id ) d'un homomorphisme h
[o} ni,nz,n3
dont la restriction & chaque Ci est un twist d'ordre ni de Ci

(pour i = 1,2,3), et dont la restriction a B' est id Pour montrer

®'
que R o o est injectif, il suffit dont de montrer que si cet homéomor-
phisme est isotope & 1'identité de B dans Aut(GZ;idaQ)), alors
n1:n2:n3:o.
Supposons donc gque =h est isotope & id dans
PP 4 & n1,n2,n3 pe & 18aq .

Aut(® ;idaa,)' Recollons sur (3 une autre bicouronne orientée @3 pour

obtenir une surface X orientée de type (2,0) (cf. figure ci~-dessous).




Alors g, prolongé par id  définit un homéomorphisme f de X qui,
@
vu l'hypothése sur g, est isotope & idX° LVisomorphisme H1<f) de

j H,(X) doit donc &tre 1'identité. Considérons les l-cycles de H, ()

définis par les courbes orientées @y oy, 619 BZ, b2 (voir figure ci-dessus)

et désignons chacun d'eux par le méme symbole que la courbe correspondante.
g Nj

Les 1-cycles f{o, ,a,,B,,B.} forment une base d'homologie et b. = @ - «, .
17722717272 2 2 1

On a

H1(f)(51) = B1 + n1oz1 - n2b2 = 51 + noa, - ng(oé_d1) = B1+(n1+n2)a1=n2a2.

H (£)(B,) = 8, + ngo, +n,b, = B, + Bgoh + mplay-op) = Byt(n,4n)a,-n,0 .

32 2
| _ z . 7/ - — [ = —
| De H1(f)(81) = 81, on déduit \n1+n2)a1 n,a, 0, d'ou n, n, 0.
= Ld1d o= = tat = =
De H1(f)(62) = 82, on déduit (n2+n3)aé n,Q, 0, d'ou n, n3 0.

Ceci acheve la démonstration du théoreme 5.3,

6. Cas des surfaces & bord généralisé,

On examine maintenant le cas d'une surface & bord généralisé X (orientée,
; compacte, connexe) de type (O,p,q)° (Rappelons qufon note 8X 1le bord
vrai et 8'X le bord généralisé, on a donc Card 3X = p, Card 3'X = p + q).

Les résultats précédents "s'étendent” sans difficultés & de telles surfaces

de types (0,1,1), (0,1,2), (0,2,1).
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Plus précisément :

- Si X est de type (0,1,1) tout homéomorphisme orienté de X, fixe
sur d'X, est isotope & id.X par isotopie.de X fixe sur 3'X. (Clest
le théorsme d'Alexander : 1.1.).

- 81 X est de type (0,1,2), tout homéomorphisme orienté de X fixe

sur d'X est isotope & idX par isotopie de X <fixe sur d'X \ 8X

(et peut &tre pas sur BX), On en déduit qu'il existe un isomorphisme

canonique : % e R Aut(X;id et que tout homéomorphisme de X,

B'X)

fixe sur ®'X, est isotope dans Aut(X;id.,.) & un homéomorphisme égal &

X

un twist sur un collier autour de 83X et a 1'identité sur le complémen-
taire de ce collier.

- Si X est de type (0,2,1), tout homéomorphisme orienté de X, fixe
sur 8'X, est isotope & idX par une isotopie fixe sur d'X \ aX

(et peut Btre pas sur 8X). On en déduit qu'il existe un isomorphisme

2 o~
canonique 3 4 —* no Aut(X;id ) et que tout homéomorphisme de X, fixe

X

sur d'X, est isotope dans Aut(X;id.,.) & un homéomorphisme égal & deux

X

twists sur deux colliers autour des composantes de X et & 1'identité

ailleurs.




