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gl. INTRODUCTION 

ON SAIT depuis longtemps (cf. [ 1, 31) que deux plongements homotopes (et non homo- 
topiquement triviaux) de S’ dans une surface sont isotopes. Ce n’est dkjjh plus vrai 
lorsqu’on considtre S’ JI S’ . . . Cependant l’auteur de cet article a montrt que lorsqu’on 
se limite au cas d’une surface A bord X orient&e (compacte), deux plongements iO, i, d’une 
I-variCtC V compacte (non suppoke connexe) dans X sont isotopes si et seulement si ils 
sont homotopes et congrus par un homtomorphisme orientk h de X (i.e. h 0 &, = il), ce qui 
conduit 5 une classification en termes algibriques et combinatoires (cf. [6, 71). Dans cet 
article on montre que le mime &non& est vrai pour des plongements de l-complexes 
topologiques compacts quelconques. La dkmonstration, beaucoup plus dtlicate dans ce 
cadre, repose de faGon essentielle sur un thCor&me d’isotopie d’homkomorphismes ti 
l’identitk partielle sur les surfaces orient&es (tnond 2.1 ci-dessous) qui n’est pas une 
conskquence des thkorkmes d&j2 connus depuis longtemps sur l’isotopie des homto- 

morphismes de surfaces (Baer[2], Epstein[3]); au contraire, sa dtmonstration est directe 
et ne fait pas appel A ces thkorkmes. En fait, ce ThCorkme 2.1 est propre aux surfaces 
orientables, il permet une caractirisation des classes d’isotopie de plongements (et non 
seulement des homkomorphismes) d’une surface A bord V dans une autre surface A bord 
V’ (V, V’ orientles, compactes, mais non homkomorphes en g&&al). Enfin, ce thtorkme 
a un certain nombre d’applications intkessantes en algkbre des groupes. L’Ctude des 
plongements de l-complexes dans les surfaces est directement like A certains problkmes 
posCs par la dtcomposition de Heegard des 3-varittis. 

52. ISOTOPIE A L’IDENTITfi PARTIELLE 

2.1 T~~ORI?ME. Soit X une surface h bord orientae compacte obtenue par recollement sur 
une partie commune dOT = - 3% (r&ion de composantes connexes) des bards c?T et &Z 
de deux surfaces ci bord orientkes: T et C. II existe une famille jinie F de courbes simpies 
dans T telle que si h est un homPomorphisme orients! de X qui transforme toute courbe y de 
F en courbe homotope ci y dans X, alors h est isotope par isotopie ambiante de X ci un 
homkomorphisme h’ de X tel que h’ 1 T = idP 

2.2 Remarques. En gtntral, les courbes de F ne sont pas disjointes. On ne suppose pas 
que h I T soit un homtomorphisme de T sur T, on ne suppose pas que les homotopies 
intervenant dans l’hypothise soient B support contenu dans T, on ne suppose pas X, T, 
Z connexes . . . Tout ceci montre la giniralitC de ce thtorkme. 

I1 est clair, par contre que 2.1 a pour conskquences triviales les thkorimes de Baer et 
Epstein dans le cas orientk (il suffit de faire dT = q5 ou Z = 4; On obtient m&me pour 
2 = ~4 une forme renforcke du thkorbme d’Epstein sur les homtomorphismes homotopes 
G I’identitt car la famille F de courbes simples du Thtorime 2.1 est finie. La dimonstration 
du $6 permet d’ailleurs d’en calculer le cardinal en fonction du genre de X (si X est connexe) 
et de Card z,dX). 

2.3 Dkmonstration de 2.1. Nous la ferons au 56, prkfkrant d’abord tirer un certain 
nombre de conskquences et d’abord: 
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$3. ISOTOPIE DES PLONGEMENTS DE l-COMPLEXES DANS LES SURFACES ORIENTEES 

3.1 T&OR&ME. Soient K un 1-complexe topologique compact, X une surface a bord 
orientee compacte, i,, et i, deux plongements de K darts l’interieur de X; il y a equivalence 
entre a et b: (a) iO et i, sont isotopes par isotopie ambiante de X yixe sur 6’X). (b) iO et 
i, sent homotopes et congrus par un homkomorphisme oriente h de X (i.e. hoi, = i,). 

3.2 Cette formulation est la plus simple et la plus commode a utiliser, mais, en fait, 
le Thioreme 2.1 permet de montrer que tout homeomorphisme h d’une surface a bord X 
(orientee, compacte, connexe) dont l’interieur contient un I-complexe K (compact, 
connexe), tel que n,(h) laisse invariante toute classe de conjugaison d’eliments de l’image 
de I~,(K; x&w,(X; x0) est isotope (par isotopie fixe sur 8X) a un homtomorphisme h’ fixe 
sur K (il suffit de proctder comme en 3.3 ci-dessous en constatant que I’hypothbe sur n,(h) 
implique encore que h transforme toute courbe simple d’un voisinage tubulaire T de Ken 
une courbe homotope dans X, puisque les classes d’homotopie de courbes simples de T 
correspondent a certaines classes de conjugaison envisagies ci-dessus). 

Comme l’homotopie se traduit en termes de 7c, et comme la congruence s’exprime en 
termes d’invariants associks au plongement (cf. 7) l’enond 3.1. conduit a une expression 
algebrique du probltme de l’isotopie des plongements de l-complexes dans les surfaces. 

3.3 Demonstration de 3.1. 11 suffit de montrer que b entraine a. Soit T un voisinage 
tubulaire de i,,(K) dans X; T est une surface a bord (orientee, compacte) ainsi que 
C = X\int T. Etant donne l’hypothese d’homotopie entre i,, et i,, l’homeomorphisme h qui 
realise la congruence entre iO et i, transforme toute courbe y de T en courbe homotope a 
y dans X (en effet i,,: K - T est une equivalence d’homotopie). On est done dans les 
conditions d’application du Theoreme 2.1: il existe une isotopie ambiante de X, fixe sur 
8X, transformant h en h’ fixe sur T; cette isotopie transforme i, en i,,. 

$4. PLONGEMENTS DE SURFACES A BORD DANS LES SURFACES A BORD 

4.1 TI-&o~~ME. Soient X et X’ deux surfaces a bord orientees compactes, iO et i, deux 
plongements (i.e. injections continues) de X dans int X’. Alors i,, et i, sont isotopes par isotopie 
ambiante de X’ si et seulement s’ils sent homotopes et congrus par un homeomorphisme 
orient2 h de X’. 

4.2 Demonstration. 11 suffit d’appliquer le Thtoreme 2.1 a la surface a bord X’ qui est 
le recollement de T = i,,(X) et de Z = X’\int T, et a l’hombomorphisme de congruence h 
qui (vu l’hypothese d’homotopie entre i,, et i,) transforme toute courbe simple y de Ten 
courbe. homotope dans X’. 

55. EXEMPLE DE COROLLAIRE EN ALGl%BRE DES GROUPES 

5.1 THI?O~~ME. Soit G un groupe ayant pour genkrateurs a,, b,, a,, b,, . . . , ap, br, ap+ ,, 
b g+lr..., ag+h9 b g+h et unique relation: 

hhlb,,bd.. . [a,, b,lb,+,, b,,,]. . . [ag+h, b,,,] = 1 

alors, tout automorphisme cp de G,$xe sur le sous groupe engendre par a,, b,, az, b2, . . . , ag, 
6, conserve globalement te sous groupe engendre par ag+ ,, b, + ,, . . , a,,,,, bg+,,. 

5.2 Demonstration. Nous en donnons seulement le principe pour abreger l’expost: on 
considere une surface orient&e X de genre g + h (sans bord) qu’une courbe simple d&coupe 
en deux surfaces a bord: T de genre g, C de genre h; alors, a isomorphisme pres, q(T; x) 

est un groupe libre de base a,, b,, . . . , ax, b,, z,(C; x) est le groupe libre de base ax+ ,, 
b g+ I9.. . ? ag+ hr b g + ,,, et A,(X; x) est le groupe G (Van Kampen). A l’automorphisme p de 



CLASSES D’ISOTOPIE DE PLONGEMENTS DE l-COMPLEXES DANS LES SURFACES 305 

G, on fait correspondre un homeomorphisme oriente f de X tel que xl(f) = (p (classe 
exterieure de p) dont on montre, grace a 2.1, qu’il est isotope a f’ fixe sur T, done 

f’(C) = C, d’ou la conclusion de 5.1. 

6.1 Terminologie 
6.1.1 Le type 

oti g est le genre 

86. Dl?MONSTRATION DU THl’SORbfE 2.1 

employee. Rappels et prdliminaires. 
d’une surface a bord orientee compacte connexe X est le couple (g,p) 
de X et p le nombre de composantes connexes du bord 8X. 

6.1.2 Un collier sur une composante b du bord dune surface a bord orient&e X est un 
cylindre orient; $9 contenu dans X tel qu’une composante du bord 8% soit b. 

6.1.3 Une surface a bord de type (0, I), (0,2) ou (0,3) est appelee respectivement 
disque, cylindre, pantalon. 

6.1.4 Si 9 est un disque on sait (Alexander) que tout homiomorphisme 
est isotope a ido par isotopie fixe sur 89. 

6.1.5 Si $9 est un cylindre orient6 et si G = Aut(V; id%) designe le 

fixe sur a.9 

groupe des 

homtomorphismes (orient&) de % fixes sur a+? il existe une abijection canonique p : 

Ir,(Aut (%; id%)) - Z. Un element h de G sera appele twist de %? d’ordre n oti n = ~(5;). 

6.1.6 Si B est un pantalon (i.e. type (0,3)), tout homeomorphisme de 9’ lixe sur i3B 
est isotope a id9 par isotopie non fixe sur 89’. Si 9’ est orient& il existe une bijection 
canonique $ : n,,(Aut (9; id&)+Z’, ou encore tout homeomorphisme de 9’ fixe sur 89’ est 
(a isotopie pres, fixe sur 89) reductible a un homeomorphisme Cgal a trois twists sur trois 
cylindres formant un systime de colliers sur les trois composantes de 89’ et igal a l’identiti 
sur le complementaire de ces colliers dans 9. 

Toutes ces propriites sont de type classique, on en trouvera un expose ditaille dans 

([6], Chap. IV). 

6.1.7 T&OR&ME. Soient &, et i, deux plongements d’une I-variett compacte V dans 
I’inttrieur d’une surface h bard orient&e compacte X. Alors, 6 et i, sont isotopes par isotopie 
ambiante fixe sur 8X) si et seulement s’ils sont homotopes et congrus par un homeo- 
morphisme oriente h de X (i.e. h 0 i0 = i,). 

Ce theoreme a Ctt dtmontre par l’auteur. On en trouvera une demonstration dans [7]. 

6.2 Quelques lemmes sur la nullite de certain twists 
Souvent, au tours de la demonstration, nous nous trouverons dans la situation d&rite 

dans les Lemmes 6.2.1-6.2.4, ci-dessous. Nous donnons done trois inonds auxquels nous 
pourrons faire systematiquement reference. Les demonstrations itant faciles, on n’en 
donne que le principe. 

6.2.1 LEMME A. Soit S une surface a bord orient&e de type (8, p) (ou g 2 2, p 2 0). S 
est le recollement de deux surfaces a bard S, de type (1,2) et S, de type (g - 2, p + 2) (cf. 

Fig. 1). Soit h un homtomorphisme de S qui est l’identite partout sur S, a I’exception de deux 
cylindres %, et Wz de S, (voir figure); Sur chacun de ces cylindres h est un twist d’ordre n,, 
n, (respectivement). Soit y la courbe representke sur la figure, alors si h(y) est homotope h 
ydansS,onan,=n,=O. 

Demonstration: immtdiat par un calcul d’homologie dans H,(S) utilisant les cycles 
d&finis par les courbes y, cy, et az de la Figure 1. 
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Fig. 1. 

6.2.2 LEMME B. Soit S une surface ci bord orientde de type (g,p) (g 2 3, p 2 0). S est 
le recollement de trois surfaces h bord S,, Sz, S3 de types respectifs (g,, p, + 2), (1, 4), 
(g,,p,+2)avecg,+g,=g-3,p,~O,p,rO,p,+p,=p(cf.~ig.2).Soith~nhomto- 
morphisme de S qui est I’identitt partout sur S, a l’exception de deux cyiindres %?, et Vz (voir 
figure) sur chacun desquels h est un twist (d’ordre n,, nz respectivement). Si y est la courbe 
representee sur la Fig. 2 et si h(y) est homotope a y duns S, on a n, = n2 = 0. 

Demonstration. Analogue au lemme A par un calcul d’homologie dans H,(S) utilisant 
les cycles definis par les courbes orient&es y, aI, a2 de la Fig. 2. 

6.2.3 LEMME C. Soit S une surface Li bord oriented de type (0,~) (ou p 2 4); S est le 
recollement de trois surfaces h bord S,, S2, S, de types respectifs (0, q), (0, 4), (0, q’) avec 
q + q’ = p (cf Fig. 3). Soit h un homeomorphisme de S qui est l’identitt partout sur Sz b 
l’exception d’un cylindre V de S2 (voirfigure) sur lequel h est un twist dbrdre n. Soit, d’autre 
part une surface h bord orient&e quelconque Z, et soit X la surface b bord orientte obtenue 
par recollement de .Z et de S sur une partie commune de leurs bords. On suppose que 2 n’a 
aucune composante reduite h un disque. Alors si on suppose que la courbe y reprksentee sur 
la Fig. 3 est telle que h(y) soit homotope a y duns X, on a nkcessairement n = 0. N.B.: sur 
la Fig. 3 on n’a representt que S, et non C. Le bord de S est en trait fort. 

Demonstration. On peut supposer que les surfaces, cylindres, courbes et le twist sont 
standards. Alors on sait de fagon classique (cf. [3]) que puisque y et y’ = h(y) sont 
homotopes dans X, si l’intersection y fl y’ est non vide et composee d’un nombre fini de 
points en lesquelles les courbes sont transverses, il existe un disque de X dont le bord est 

Fig. 2. 
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Fig. 3. 

forme de la reunion d’un arc de y et d’un arc de y ‘, dont l’intirieur ne rencontre par y Uy ‘. 

I1 suffit done de faire un raisonnement par I’absurde et de constater que si n # 0, 
I’intersection y fl y ’ est non vide et que, pourtant, il n’existe pas un tel disque dans X : 1 a 
Fig. 4 ci-dessous represente le cas n = 2, on a note y’ = h(y). Parmi les couples de points 
de y n y’, seuls (a,, b4), (a,, a,), (a,,, b,), (b,, b4) sont form& de points consecutifs sur y et 
y’, or les arcs de y et y ’ correspondant ne bordent pas de disques dans X puisqu’il n’y a 
pas de disques recolles sur les composantes 6 et 6’ de 8s. 

6.2.4 LEMME D. Soit S unk surface a bord orientee de type (g, 0), (g 2 3). S est Ie 
recollement de trois surfaces a bord S,, S,, S, de types resIrecttfs (g,, 2) (1,4), (g,, 2) avec 

g, i- g, = g - 3. Soit h un homtomorphisme de S qui est I'identitt partout sur S, h I’exception 
de trois cyiindres %?,, qz2, V, de S, (cf Fig. 5) sur chacun desquels h est un twist (d’ordre n,, 
nz, n3 respectivement). Soit y la courbe simple de S, representte sur la figure. Alors si h(y) 
est homotope h y dans S, on a n, = n, = n3 = 0. 

Demonstration. Par un calcul d’homologie dans H,(S j utilisant les cycles determines par 
les courbes orient&es y, aI, a2 de la figure, on montre d’abord facilement que n3 = 0, 

n, + n, = 0. 11 reste alors a montrer que n, = 0, par exemple, et pour cela on emploie la 
methode utilisee pour le Lemme 6.2.3. 

6.3 Lemme fondamental et definitions 
6.3.1 LEMME. Soit X une surface h bord orientee compacte et connexe obtenue par 

recollement sur une partie commune a”T = - 8O.Z (reunion de composantes connexes) des 
bords aT et 8.Z de deux surfaces a bord orient&es T et Z, T connexe, Z n’ayant aucune 
composante reduite h un disque. II existe une famille jinie r de courbes simples dans T 
disjointes et une autre famille jinie I’ de courbes simples de T telles que: tout homto- 
morphisme oriente h de X,Jixe sur chaque courbe de I et sur dT qui transforme toute courbe 

Fig. 4. 
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Fig. 5. 

y de r’ en courbe homotope h y darts X, est isotope par isotopie ambiante de Xfixe en dehors 
. d’un voisinage arbitrairement fix-4 de T ri un homdomorphisme h’ de X, h’ jxe sur T. La 
famille r sera dite famille adaptee h T, elle sera construite indipendante de C (qui peut e^tre 
vide). La famille r’ sera dite associee a r. 

6.3.2 Ddmonstration. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le type de T, en 
commencant par les cas faciles oti aT = 4: 

6.3.2.1 Soit T 21 Sz. Trivial: on prend r rtduite a un grand cercle de S2 et r’ z 4. On 
est ramene a des homeomorphismes de disques. 

6.3.2.2 Soit T z S’ x S’. On prend r rtduite a une courbe c = S’ x (1) et r’ reduite 
a c’= (1) x S’. 

6.3.2.3 Soit Tune surface sans bord de genre g 2 2. On choisit une famille r composee 
de 3g - 3 courbes: B,, . . . , Bg + ,, C,, C,, . . . , C,, _ 4 (voir Fig. 6), de facon a decouper 

“canoniquement” Ten pantalons: 

Comme h est orient& il conserve chaque composante de la dtcoupe de T sel’on r. Sur 
chaque pantalon, h est done riductible a trois twists sur un systeme de colliers sur le bord. 
Done h est reductible par isotopie fixe sur chaque courbe de r a une serie de 3g-3 twists 
sur 3g-3 cylindres formant un voisinage tubulaire de r. Soit r’ la famille des courbes y,, 

Y2, . . . 3 yg reprlsentees sur la Fig. 6. Avec les hypotheses de l’enond, par application du 

Lemme A (6.2.1) a y, et yP puis du Lemme D (6.2.4) a y2, . . . , -yg_,, on montre que tous les 
twists sont d’ordre nul. 

6.3.2.4 Si Test de type (0, l), (0,2) ou (0,3) (i.e. T est un disque, un cylindre ou un 
pantalon), il suffit de prendre r = r’ = 4. 

Fig. 6. 
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Fig. 7. 

Fig. 8. 

6.3.2.5 Si T est de type (0,~) avec p 2 4, on choisit r de facon a decouper T en 
pantalons: rest constituee de p- 3 courbes C,, C,, . . . , C, _ 3 et r’ - {n, y*, . . . , y, _ ,) (cf. 
Fig. 7, oh on a reprbente T lorsque p = 6: le bord de T etant en trait fort). 

Par un raisonnement analogue a celui de 6.3.2.3 h est riductible a un systeme de 2p-3 
twists sur p-3 cylindres formant un voisinage tubulaire de Ci, C,, . . . , C,_, d’une part, et 
sur un systkme de p colliers sur le bord de T. Ces p derniers twists peuvent Ctre annul&s 
par une isotopie fixe en dehors d’un voisinage de ces colliers. Quant aux autres twists (au 
nombre de p-3), on montre qu’ils sont nuls grace au Lemme D (6.2.3) applique 
successivement aux courbes yi, y2, . . . , yp _ 3. 

6.3.2.6 Soit T de type (g,p) avec g 2 1, p 2 1. 
On commence par construire une famille r, de courbes yo, yi, . . . , yq_, comme sur la 

Fig. 8 (on a represente le cas g = 5, p = 4); les courbes yo, yi, . . . , 7, + 1 dtcoupent Ten deux 
surfaces a bord To et T, de types respectifs (0,g + 1), (0,~ + g + I), et les courbes 

Y *+2,. . ., yz,_ I decoupent To en pantalons (si g > 1). 

Soit T, une famille de courbes adapt&e a T, (une telle famille existe d’apres 6.3.2.4 et 
6.3.2.5) et soit T = r,Ur,. On va montrer que T est adapt&e a Ten construisant la famille 
T’ correspondante. Soit d’abord T,’ une famille de courbes de Tl associee a r,, et soit r,’ 
la famille des courbes L,, c2, . . . , E, represent&es sur la Fig. 8, puis formons r’ = I’,‘UT,‘. 

Si h est un homeomorphisme oriente de X = TUC five sur aT et toutes les courbes de T 
et transformant toute courbe de T’ en courbe homotope dans X, alors par application du 
Lemme 6.3.1 a la surface T, (application possible car T, est de type (0,~ + g + 1) et ce 
cas a tte etudit en 6.3.2.4 et 6.3.2.5), il existe une premiere isotopie ambiante fixe en dehors 
d’un voisinage (ne rencontrant pas yg + 2, D o . , yzg_ ,) de T, dans X, transformant h en h’ fixe 
sur T,. Sur chacun des pantalons qui forment To h’ est reductible a trois twists sur trois 
colliers autour des trois composantes du bord du dit pantalon, done h’ est reductible a 
2g- 1 twists sur des cylindres formant un voisinage tubulaire des courbes de T,. 11 suffit alors 
de montrer successivement que tous ces twists sont d’ordre nul en appliquant le Lemme A 
(6.2.1) 2 c1 et 4, et le Lemme B (6.2.2) a c2, . . . , 4 _ , . (Le cas g = 1 est ltgbrement different 
car To est un cylindre, done h’ 1 To est un twist nul puisque h (6,) est homotope a c,.) 
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APPENDICE 

Expression combinatoire de la congruence de plongements 
Sam donner les demonstrations (qui sont simples) nous indiquons comment la notion 

de congruence de plongements de l-complexes s’exprime combinatoirement (cf. [4, 61, 
Chap. III): 

Si i : K-r_%’ est un plongement d’un 1 -complexe compact K dans l’intirieur d’une surface 
Q bord orient&e compacte X, un premier invariant par congruence est une circularisation 
de K, c’est a dire une famille (u,),~~ d’ordres circulaires w, sur les arcs orient& issus d’un 
sommet s de K, ceci pour tout sommet. Si pU est la permutation de l’ensemble des arcs 
orient& de K qui, a tout arc a associe w,( - a) (i.e. le suivant de l’arc oppose de a dans 
l’ordre circulaire o, en le sommet s correspondant), les orbites de cpo sont appelies 
o-circuits de K et leur ensemble note C(K, 0). 11 existe alors une bijection canonique + 
entre C(K, o) et l’ensemble des composantes du bord orient& d’un voisinage tubulaire T 
de i(K) dans X. Si C = X\int T, z est une surface a bord orient&e compacte reunion de 
composantes Ci, (id), chaque Zi &ant de type (gi,pi). On obtient une partition (C,),[ de 
l’ensemble des o-circuits c tels que 1,9(c) soit dans une m&me composante Zi; d’ou une 
famille de triplets: (C,, gi, pi)*, qui sont les inuariants de recollement. On peut alors montrer 
que deux plongements i0 et i, sont congrus par homeomorphisme orient& si et seulement 
si il leur correspond une meme circularisation o de K et les memes invariants de 
recollement. 


