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INTRODUCTION

Le titre suffit & délimiter le sujet ; j'ai mis les explications indispensables
dans la table des matiéres, formant ainsi une
TABLE ANALYTIQUE

1. Objets connexes dans un topos (p.1)

Bref exposé des notions nécessaires pour définir un topos localement connexe,

2. Objets localement constants et objets galoisiens. (p. 5)

2.1, Les objets localement constants d'un topos correspondent aux revétement d'un
espace topologique ou d'un schéma, regardés comme des faisceaux,

2.2, On démontre pour les objets localement constants d'un topos localement con-
nexe les principales propriétés des revétements d'un espace localement connexe,

2.3, Les objets galoisiens correspondent aux revétements galoisiens. La "théorie
de Galois'" classe les objets localement constants trivialisés par un objet galoisién
donné d'un topos connexe., (Dans le topos étale du spectre d'un corps k, les objets ga-
loisiens sont les extensions galoisiennes de k j; on retrouve ainsi la théorie de Galois
classique).

2.4, Topos engendré par les objets localement constants d'un topos localement con-
nexe donné E : les résultats dﬁ chapitre suivant permettront de regarder ce topos,qui
est formé des sommes directes d'objets localement constants de E, comme le groupoide
fondamental de E,.

3. Topos localement galoisiens et groupoide fondamental (p. 23)

La notion de topos localement galoisien nous tiendra lien d'une fastidieuse théorie des
"pro-groupoides”; et elle permet de définir le groupoide fondamental d'un topos par une
propriété universelle.

4, Limites inductives de topos et théoréme de Van Kampen. (p. 37)

On définit un systéme inductif de topos & 1'aide d'une catégorie fibrée en

topos au-dessus d'une catégorie d'indices. Les sections cartésiennes de cette catégorie
p
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fibrée sont les objets du topos limite inductive du systéme. Ainsi les objets d'une
limite inductive de topos apparaissent comme des objets de la somme directe munis
d'une certaine donnée de descente. Le théoréme 4.5, sert & décrire le groupoide fon-
danmental d'une limite inductive de topos localement connexes connaissant leurs grou-
poides fondamentaux. L'énoncé et la démonstration de ce théoréme font intervenir un
topos auxiliaire, sorte de recollement intermédiaire entre la somme directe et la li-
mite inductive, qui est décrit en (4.3.) et (4.4.). Je 1'ai éliminé dans le corollaire

de la proposition 4.6.2., qui décrit directement les objets localement constants de la

limite inductive. L'avantage de la forme (4.5.) est de permettre des calculs explicites,

qui sont développés dans les points 4.6.3. & 4.6.7.

A. Appendice : catégories fibrées en topos (61)

5. Compléments

5.1. Groupe fondamental d'un topos localement connexe en un point.

5.2, Groupcide fondamental profini.
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

1) Univers : Dans tout le texte on fixe un univers U

2) Morphismes de topos

u -
a) Etant donné un morphisme de topos E = I', on note u 1lcfoncteur image inverse
R
b) Etant donnés deux morphismes de topos E : F, on prend comme morphismes de
-1 -1
morphismes de topos u— v les morphismes fonctdriels v - u

3) Objets constants : Pour tout U-topos T, on note e, 1l'objet final de T. Pour tout

T

ensemble U-petit I, on note IT l'objet constant de T correspondant..Pour tout objet X

de T, on désigne alors par I 1'objet I =X x IT'

T/X



§ 1 - OBJIETS CONNEXES DANS UN  TOPOS

‘'ous les topos considérés sont des U-topos.

1. 1. Définitions

]

a) Un objet d'un topos est connexe s'il n'est pas sonie directe de deux

ol jetst non-vides.

B} foit X un objet d'un topos. On appelle corposante connexe ce . tout

sous-objet connexe et non-wide € de X tel que X goit somme dirccte

de C et d'un autre objet.
c¢) Un topos est connex: si son objet final est connexe.

—r————

d) Un topos est localenent connexe s'il est engendré nar ses ohjets

connexes.

L 1. 2. Soit € un objet d'un topos L. Les propriétés suivantes sont

équivalentes

a) C est connexe et non-vide.

——

b) Le foncteur
HomE(C,—) t E ?Ens

commute aux sowmes directes.

[l ‘ ©) Pour tout ensemble I, l'application naturelle I ~ How(C,I.) ost

bijective (c'est imrddiat).




une famille épimorphigue d'un topos ..

1+ 3= 501t 85 V).

. ’ R TN
gk Cd

Considerons les proprietes
(a) V est «onnexe et non-vide.
(b) Le grapie R & I X I de la relation

"U, X U, n'est pas vide
a
1 v J

it connexe {(en tant gue graphe ayant I pour ensenble de sonmets). Un oo

[ -~ %
(i% si les U. sont non-vides, (a) entraine (b).
I:

. WX »*
(ii) Si les U. sont connexes, et non-vides, (b) entraine (4
B i

0 C'est trivial si I =7 . On suppose donc 1 7 .
a= B U non-vides). Soit ‘11,10? une partition de 1 telle que o
4 -~ . ) i 3. i
tout 4 < I et tout j & I, U, XU, soit vide. 51 on desidgnce rai .
1 2 i, ]
\';
nt V_ respectivenent les images des morphisues
La U, 2% . i U v
i (‘ 1
I i I,
i €1, 2
alors Vo oest somme de U1 et V2. Donc V1 ou V2 est vide. Corr e du
Ui, ntest vide, 11 ou I7 est vide.
i 2
h -~ a (U, connexes et non-vides). Soit (YF)P ¢ p une fanille d'objots
e i e )
de £, et considérons un norphisme
Ry B g 4
I
Pour chaque "t € p, soit I 1'ensemble des 1 & I tels que le comyos

se factorise par Y@ . Puisque les U, sont connexes et non-vidoes, | .
- 1

réunion disjointe des I_ . Soient & et £ deux indi.ces distincts. i
i &7 et 3 C I, , U, XU. est vide puisque c'est un sous-ohjet <o
& o L g
7, X U.,. Appliguant (b)), on wvoitgue I = L. pour un 7 & vt
i+ i,
None V0 est connexe et non-vide par (1.2).

1. 4. Tout objet d'un topos

connexes (donc sonmme directe

[ Soit L un topos
L et (U: Ty} ¢ | vne fa
connexes et non=vides. Soit
pas vide". Pour chaque compo
dans YV de la somne des U,

sont somwmeks de r. ¥ est s

non-vides d'aprés (1.3). [

i. 5. Pour qu'un topos i

que lo foncteur

mns
i 1 : £
admette un adjoint a gauche

C H B

localement connexe est somme directe d'objets

de ses composantes connexes).

localement connexe. Soient Y un objet de

. < . . - b q 1
mille épimorphique de E, ou les U, sont
il
 le graphce de la relation "U, X U n'est
C : i 4
: J

sante connexe v e K, soit O L'image
r
;, 1  parcourant l'ensenble des i © 1 qui

omme directce des C_, gqui sont connexes et
r

so0it localement connexe, il faut et i1 suffit

7 IEns 5

- s - . ; - - . .
Dans <o cas, étant donné un objet X e E, les produits filrés

(v parcourant c¢(X)) sont les composantes de X.

(1) Supposons E

W

localement connexe. Pour tout objet X de

E, «désignons par c(X) l'ensemble des classes de ¥X-isomorphisme de com-

posantes connexes de X (cet ensemble est bien slr U-petit). Soit

f : X Y un morphisme de E ; étant donnde unc composante connexe C de

X ¢ 1l existe une conposante

a N % " .
connexe D de Y, unique a Y-isomorphisme

N 4 . ) . .
pres, telle que £/ se factorise par D. D'ou une application

.

4




i ) § 2 - OBJETS LOCALEME ONSTANTS ET OBJETS GALOISIEN
‘} On a ainsi obtenu un foncteur covariant 3 C ENT CONST S S SIENS
\

c : E 7 EIns -
On se donne un U-topos E.
[l Le foncteur ¢ est adjoint a gauche de I IE : en effet, étant donnés

[l un objel M de i et un ensemble I, on définit une application R )
il J = 2. 1. Objets localement constants
i |

(| App(e(x),T) ")Hom(X,IE)

; 5 , ! 2.1.1. Définitions :
[l cn associant a i'application g Ll =

=1 1) Soient A et B deux objets de E. On dit que & trivialise

pr
: T s ) - B si AXDB .. ;
lee morphisme X I~ dont la restriction a chaque composante connexe O £ 4

i

a : ¢(x)

A est un objet constant du topos E/ﬂ = f

hda
-

cst la section de I, au-dessus de ( d@éfinie par al(c) € 1 ;

L

2) Nous dirons qu'un objet L de E est localement constant

cette application est bijective par (1.2), et elle est fonctorielle cn si les objets de E qui trivialisent L recouvrent E.

gt L. . ; : ; .
3) Enfin nous dirons qu'un préfaisceau I sur une catégorie C

. § i v \
(ii) Inversement, supposons qu'on ait un adjoint a gauche

est localement constant si pour tout morphisme X 2 Y de C , 1'application |

>+ B IZns du foncteur I — I . . o
‘ E F(Y) = ¥(X) est bijective.
Soit X un objet de E. Avec les notations de 1'énoncd, .. oot
1 3 3 11 1 Y 0
| csomme directe des xy , v € c(®). Il suffit done de prouver que les KY 2,1.2. Soient Y un objet de L et De—»C un morphisme de E.
|

sont connexes et non-vides. Or, pour tout ensemble I, les applications (1) si C trivialise Y , D trivialise Y ;

e ) (ii) si, en outre, C et D sont connexes et non-vides, 1'application
naturelles Pp
- , ’ -
o Hom(XV,IF) f f o u de Hom(C,Y) dans Hom(D,Y) est bijective.
» : 3 ; G =
fournissent une application ™ x A
1 ©Prenons un ensemble I et un fsomorphisme ~ : C X y - 1.
X
i S VR p—— s . . . -
i Y'B (i) On a des diagramnes cartésiens
qui rend commutatif le diagramme D XY —» ¢ Xy ID £ IC
. |
[e(x) | ! ! ' | :
B | e D . - D c
|
{

3 Hom(xy,IE) E

Hoﬁ(x,IE)

done chacune des applications

I =3 Hom(xy,IE)

est bljective ; on conclut par (1.2).0

d'oll un D-isomorphisme

B:DXy = 1 .

(ii) Soient f : C *Y et g : D ¥ Y. Pour que

et il suffit que le diagramme




2.1.4. Soient p un point de E , C un objet connexe de E , y, un point

il -1
D i de la fibre p (C) et X un objet de E. Si C trivialise X ,
3 & T Poee O f)
r D~ i | ok ‘ .
D [ l'application
N . £ - f
c'olr le point (ii) par (1.3). (yo)
=1
Hom(C,X) = p (X)

'.1.3. (i) Soient C et X deux objets de k. On a un morphisme natur o

est bijective.
pos }IOEI(C,X) = X I3 i % .
C En effet, elle se déduit de i'application
. . : = € ¥ d commutatif le
Mest le morphisme qui pour tout £ © Hom(C,¥), rend c
c'es S I : qul, } (v,f) =% (y:f(y))
diagyramme =1 i -1 -1
p (C) X Hom(C,X) = p (C) X p (X)
c . . : ; .
i : qul provient, par passage aux fibres, de l'isomorphisme naturel
£
el %1 ;y Hom(C,X), ~ C X X (2.1.3, d4d)
1 X) &

ou Lf désigne la section de Hom(C;X)C au-dessus de C definie par f.

2.1.5. Soient L wun objet localement constant de E et U 1l'image de
On a donc aussi un C-morphisme naturel

L e, . Il existe un objet V de E tel que UJLV soit isomorphe & e_ .

m o= (g.p) HOW(C,X)C 2C XX E E

ou g désigne le C-morphisme Hom(C,X)C - C. O Recouvrons e, par des objets (Ui)i ¢ 7 Qui trivialisent L.

, Soit T (resp. I.) 1l'ensemble des i € I tels que U, X L soit vide
(ii} ©8i € «c¢st connexe non-vide et trivialise X, le C- o 1 i
(resp. non-vide). Pour tout i € I et tout § € I, , U XU, est vide.
morphisme naturel o] 1 i 2 ’
) en cffet, il existe un ensemble non-vide F tel que FU % U soit vide.
Hom(c,x)c B i

Soient VO et V1 respectivement les images de :
est un isomorphisnme.

En effet, prenons un ensemble I et un C-isomorphisme 41 U = e Li A I .
i€x i€r,
I, »C X X. On en tire une bijection ) . .
C = A Evidemment, V1 est un sous-objet de U, et U X VO est vide. Comme g
i
Hom (C,I_) — Hom_(C,C X X) — Hom(C,X) N .
(o o g™ est somme de V_ et V, » on conclut que v U et ULlVO e, -0

d'ol un diagramme de E/C

~
(HomC(C,IC))C = HOm(C:K)C 2. 2. Nous supposons maintenant le topos E localement connexe
i \
T, LY o QL 2.2.1. Soient Z un objet de E et S une sous-catégorie génératrice
ta comnwtat ivité prouve notre assertion. de E dont les objets sont connexes et non-vides dans E. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :




(a) Tout objet de S trivialise 2 ;
(b) Pour tout morphisme D *C de S, l'application correspondante
Hom(C,Z) 7 Hom{D,Z) est bijective ; autrement dit, Hom(~-,%) est un pré—

faisceau localement constant sur 0.

Q (a) = (b) ¢ w'est (2.1:2).
{(b) 2 (a) : soiL « un objet de 4. Pour tout objet. D de
S, 1l'application
{u,f) “ (u , F o u)
Hom(D,C ) X Hom(C ,%) Hom(D,C )} X Hom(D,2)
o o o
au-dessus de Hom(D,C ) est bijective, d'ol un Co-isomorphismc
o
Hom(C ,%) o R
(o] € [e]
o]
2.2.2. Soit & une sous-catégoriec yénératrice de I cdont les objets sont
connexes et non-vides dans E. dunissons S de la topelogie induite par

. Tout préfaisceau localement constant sur & est un faisceau.

€

O soit i un préfaisceau localement constant sur S. 11 oest
clair que ! est un préfaisceau séparé ; prouvons que c'est un [aisceau.
Soient U un objet de S et K un crible couvrant U (i.e.
contient une famille ¢pimorphique de E) ; soit enfin une scction
t: R & T
Pour tout objet V de & et toute f : V * R , désignons par x(V,f)
la section de T au-dessus de 1, image inverse de t(f) © I'(V) par la

hijection IM(U) - (V) corxespondant a f : V Ctant donné un diagram-

me commutatif

on a x(VO,fo) = x{V1,f1) ; donc (d'apreées (1.3) les x(V,f) sont tous

dgaux a un méme x £ F(U); et on a x/R = t par construction de x.

2.2.3. (Définition auxiliaire)
(i) Soit L un objet localement constant de E. Soit S une sous-—
catégorie génératrice de E, dont les objets sont connexes non-vides dans

E et trivialise L. On appellera site générateur adapté & L une telle

sous-catégorie, munie de la topologie induite par &.

(id) 8i (L.)1 <; < est une famille finie d'objets localement
l -— -_—
constants de E, il existe un site générateur de E adapté > chacun des

L, : cela découle de (2.1.2, (i)) par récurrence sur n.

2.2.4. (lim et li@ d'objets localement constants).
Soient I une petite catégorie et
L : I~ E

un foncteur tel que L(i) soit localement constant pour tout i € Ob(I).

Supposons qu'il existe un site générateur S adapté & tous les L(i) ;

alors :

(i) P lim L(i) est localement constant et S est un site généra-

I
teur adapté &4 P (2.2.1).

(ii) Le préfaisceau sur 5

cC = L(c) = 1i Hom(C,L(1i))
—If&

est un faiscaau ; donc lip L(i) est un objet localement constant, iso-
jf?
morphe a L en tant que faisceau sur S (en particulier, S est un site

générateur adapté a lim L(i)).
—

(iii) Corollaire : Soit u : L @ M un morphisme entre objets loca-
lement constants de E, et soit S un site générateur adapté a L et I

En tant que fiasceau sur S, l'image de u est isomorphe &




Cc 7 Im(Hom(C,L) —~ Hom(C,M)).

2.5. Soit L un objet localement constant de E.

o]
{3

(i) Tout sous-objet localement constant K JTe L est somme directe

cde composantes connexes de L.

{ii) Solent © un objet connexe non-vide de E et K un sous-
ob:fel de T ogul ezt somne directe de composantes connexes de L. Si C

trivialise L , C trivialise K.

“ (i) Eoit 3 un site générateur adapté a K et a L. Le
préfaiscau sur s
c —M(C) = Hom(C,L) - Hom(C,K)

est un faisceau (2.2.2), ct L est somme directe de K de ¥, c¢.qg.f.d.

(ii) &1 L est somme directe de deux sous-objets K ot K'

N
A

alors C L. gui c¢st constant dans E/C est somme directe de C %X K ot

OOXK' , qui sont done constants dans E/F puisque C est connexe et

non-viaoe.

J

. Corollaires

(a) lout morphisme ¢'un obiet localement constant non-vide de

= N % . ’, 5 5
I dans un objet localement constant connexe de & est un épimorphisme.

i

b) Soient des morphismes de B

£
L 2
g

A

ou L et M sont localement constants et L en outre, connexe. Si le
noyau de  (f,g) est non-vide, alors f = g.

({a) découle de 2.2.4, (iii) et (b) de 2.2.4, (i)).

2.3. Objets galoisiens

On ne suppose plus le topos E localement connexe.

2.3.1. Définition : Nous dirons gu'un objet ¥ de E est galoisien
s'il e¢st localement constant,connexe et non-vide, et s'il est un pseudo-

torseur sous le groupe constant Aut(Y)E .

Remargues (i) D'apres (2.1.5.), cela revient a dire gque 1'image U

de v e est une composante connexe de e (1.1), que Y est connexe,

i i

ct gqu'il est un torseur, dans E/v ; sous le groupe constant Aut(Y)” .
J L8

(ii) 'Tout objet galoisien se trivialise lui-méne.

2.3.2. Soient A et B deux objets connexes de [ tels que A X B soit

non-vide. Si A et B se trivialisent 1'un l'autre, ils sont isomorphes.

1 En effet, il existe alors des ensembles non-vides 1 et J
tels que I et JB soient tous deux isomorphes a A X B. Puisque les

A

composantes connexes de IA (resp. JB) sont toutes isomorphes a A

(resp. B)Y, A et B sont isomorphes. O

o

2.3.3. Corollaire : Soient A et B deux objets galoisiens de . Si

Hom(A,B) et Hom(B,A) sont non-vides, alors A et B sont isomorphes.

2.3.4. Soient A et B deux objets galoisiens de L. 5i A et B sont

isomorphes, tout morphisme de 7~ dans B est un isomorphisme.

[1 I1 suffit de prouver que tout morphisme A A est un auto-
morphigme. Or (2.7.3.) le A-morphisme canonique
Hom(A,A)A - A X A
est un isomorphisme, et sa restriction a Aut(l\)A est un isomorphisme
pulisque A #st un pseudo-torseur sous Aut(A)A. Donc

Hom(4,A) = Aut(A). O




: - i ; G . . ;
2.3.5. Soient G un groupe , B le topos des G-ensewbles a droite
- i G . N / . < .
et 1" € Ob(B ) 1'ensemble G muni de l'opération de G par translations
a droite.
L'opération de G sur l'ensemble G par translations a gauche

o G G .
fait de T un torseur de E sous le groupe constant G . Pour tout
.
c B
, u G ‘
nmorphisme de topos B »B  , on a donc une structurce de 1 - torscur

-1 o]
.
a gauche sur v (1) ; d'ou un foncteur

G.o
Hemtop (&,57)° ~ 'lors (E,HE) (*)

. : rs LG . i 5
co la catdégorie opposde a  gawmtop (E,B ) dans la catdgoric des G =

i
-

x
torseurs a gauche de DI,

Le Le foncteur (#) est une équivalence de catégorics.

Démonstration abrégde :
) ) , o (L i
a) Le foncteur (%) est pleinement fidele parce que {0} engendrce B .
i
b) Pour tout objet I' de B, l'opératiei de G sur l'enscable F four-

niz une opération du groupe constant (. sur l'objet constant 1.

i il
Ttant <ionné un  C_~ torscur a gauche T, le foncteur
- @
u i3 - E
-
oo AN R
pan
G
E
. s Ao ;. ] = (1
(produit contracté) définit un morphisme de topos u, @D » B et

= . @ %
u, (T) est isomorphe a T en tant gque CT_ torseur. . .

2.3.5.  ("ihdorie de Galois")

ous supposons le topos B connexe.

“oient Y un objet galoisien de E et G le groupe des
autonorphismes de Y.

On a une structure de G_ - torseur a4 gauche sur Y (2.3.1.,
remargue (1)), d'ol, suivant 2.3.5., un morphisme de topos

0
u sz E = 3

, ‘ (=
tel que le G - torseur u (T) soit isomorphe au G~ torseur Y.

I} r,

Le foncteur image directe wu, est isonorphe au foncteur

E — B

L
qui associe a l'objet X de E 1'ensemble
l
(%) = Hom(Y,X)
muni de l'opération a droite de G = Aut(Y) par composition (en cffet, tout
. G - " [
faisceau I' sur B est canoniquement represente par l'ensemble I'(T )
muni de ltopération a droite de G déduite de l'opération a gauche de
. G
sur l'objet T ).
Soit L C(E,Y) la sous-catégorie pleine de E formée des
objets qui sont trivialisés par Y (N.B. ces objets sont localement cons-
tants puisque Y recouvre l'objet final). Nous allons prouver quc
(1) Le foncteur image inverse
=] G
u : B ~ E
est pleinement fideéle et prnd ses valeurs dans L C(E,Y).
(ii) La restriection a I C(E,Y) du foncteur image directe u, = @
est pleinement fid&le. D'ol les corollaires:?

(iii) Les foncteurs o/ et u

fournissent des équivalences
T e {B¥)

quasi-inverses

G
L C(E,Y) " 5B
(iv) La catégorie L C(k,Y) est un U-topos et l'inclusion L C(ii,V)

définit un morphisme de topos E = L C(E,Y).

Preuve de (1)

G . . G
T trivialise tous les objets de B ; donc, dtant donné ui

G -1

_ ; i :
objet F de B , u (TG):X Y trivialise u (F). Prouvons maintcnant que

le morphisme canonique

TS

donné par 1'adjonction entre ¥ et u est un isomorphisme (cc qui

Fos oy ol -~
cntraine la pleine fidélité de u ).

-



a) Le morphisne
¢ -1 G
'I' Y q‘\ u (T )
: ; ‘ G ) :
[ est un isomorphisme. En effet, ¥ u (T ) est un G-torseur puisqguc

; B ITT est isomorphe & Y (2.3.4).
h) © commute aux sonmes directes. (1.2]

i ¢) Puisque I trivialise ', le morphisme

G -1, L. =16 -1
U e Tu (TXrPr)2oa (T) X¢u (F)

est un isomorphisme par (a) et (b) ; donc il en est de neme du orphisce

F =¢ u 1(H)

G

)

puisque I recouvre l'objet final de B

Preuve de (ii)

Soit L un objet de L C(&,Y). Le Y-isomorphisme
~~
% (L), = Honm (Y,L)Y'* Yy X L (2 < ] «i3k
4
montre qu'on obtient pour tout objet M de E une bijection
Hom (Y * L,M) = App (©(L),®(M))
cn associant au morphisme m : Y X L M 1'application
£ o7 alf) =n e (1 ,F)
I- (L) oy (M) -

Or on a le diagyra—mne comnutatif

o (L, i)

!

Hom (v X L,&) pc App (% (L) ,‘H (1))

(ol la flé&che verticale désigne la coposition avec la projection
Y X L 7 L). L'application
Hom (L,M) = App (% (L) , ¥ (M))
est donc injective ; il reste seulenent a prouver que son imaye est foruéde

des applications qui sont des morphismes de G-ensenbles.

.

Le produit fibré (v X L) X (Y X L) Y Xy X L est recouvert
L
par des morphismes de source Y. Donc pour que le morphisme m : Y X L — M

rende comnutatif le diagramme

g
Y Xy XL L Y XL
Pr . { m
13 ]
Y X L oM

m
(autrenent dit, se factorise par L), il faut et il suffit (2.3.4) que pour
tout couple (@,P) d'automorphismes de Y et tout f : ¥ 2L on ait :
m° (e, f) =m ° (B,f)

cu encaore

o =4
lm (e a )] o a=1{n(eep )] op

A
ou mene

mgea lo(aep y=n(ged)o(aeop Hl.
Cela revient a dire que pour tout o € G et tout f € @(L) on a
lm (f)} e o = m(f ° o)
ou encore, que l'application f 7 m(f) est un morphisme de G-ensembles,

c.q.f.d.

2. 4. Nous supposons a nouveau le topos E localement connexe. LKt nous f
faisons 1'hypothése suivante sur l'univers U :

U admet un élément de cardinal infini.

Désigons par S L C(E) la sous-catégorie pleine de E formée
des objets qui sont sommes directes d'objets localement constants (i.e.
des objets dont les composantes connexes sont des objets localement cons-—

A

tants 2.2.5). Les points 2.4.1. a 2.4.10 qui suivent vont prowrer le

Théoreme 2.4.

(i) La catégorie S L C(E) est un U-topos, et 1'inclusion

5 L C(E) ~ E définit un.morphisme de topos E — S L C(E).



(ii) Les objets galoisiens de S L C(E), qui s'identifient a4 coux

de T, engendrent le topos S L C(E).

2.4.1. (i) S L C(E) est stable dans E par sommes directes ct linites
projectives finies.
(ii) FEtant donnés un objet A de S L C(E) et une relation d'équi-

valence R CypA X A de E, le quotient A est dans S L C(E) di&s que

R

Compte tenu de (2.2.4), (2.2.5) et (2.2.6, al), ccla déooule dn

lernme suivant @

2.4.2. Soient T un U-topos, K une sous-catégorie pleine de T , S 1la
sous-catégorie pleine de T formée des objets qui sont sommes directes
d'objets de K. Supposons que

1) Tout objet de K est somme directe d'objets connexes € Ob(K)
et tout sous-objet d'un objet X de K qui est sommne directe de composan-
tes connea2s de X est dans K.

2) Tout morphisme d'un objet non-vide € Ob(K) dans un objet
connexe © Ob(K) est un épimorphisme (dans T).

3) K est stable dans T par limites projectives finies.

4) Pour tout objet X de K et toute relation d'éguivalence
R<.pX X X telle que R € Ob(K), le quotient X p est dans K.

Alors

(i) S est stable dans E par sommes directes et par limites
projectives finies.

(ii) Pour tout objet A de S et toute relation d'dgquivalcrnce

R ,A XA telle que R € Ob(S), le quotient A . est dans S.

-

11 Le point (i) est immédiat ; prouvons (ii). Nous considérons un

diagramme cartésien et cocartésien de T

l}
R L I\
P, ? L T
A . 0

ol A et R sont objets de S. D'apres (1), A est somme directe d'objets

connexcs © Ob (K)

it
i€ 1
Pour tout couple d'indices (i,3), soit

R,, = Cixc.
u
J o) ]

Prouvons que R, K est objet de K. R,, est produit fibré de R avec
aity) 1]

C. X C, au-dessus de A X A ; puisque ces trois objets sont dans S , Rij
L J
est dans S ; donc R, 5 T, X C, est sommne directe de composantes connexes
1] 1 |

de C, X C, , gqui est dans K ; donc par (1), Rij est dans K.
]

i
Pour tout 1 ¢ I , soit It 1'image de T . On a
¢ sl . lc,
i
c, X ¢, =Cc, XC, =K, , , donc le diagramme
1y i i 0 i i
L .
1
R, .. SN
i il
Py | . A
= i
C M.
d il B
est cartésien et cocartésien ; puisque Rii et Ci sont-dans X 5 Mi est

dans K (par (4)).

sodent 1.9 € 1. 81 ®,, est vide, alors B, & Mj est vide ;
Bl
J 0
si Rij n'est pas vide, les projections
i R - C : R =g
Py # Ry 76 Py * Tiy j

sont des épimorphismes par (2), donc M, et M, définissent le méme sous-

J

sont dans K et recouvrent Q, cela prouve

p s

objet de . Puisque les Mi

gue © est dans S, c.q.f.d. 7]




2.4.3. Corolliire de 2.4.2.! 5'il existe en outre une petite famille (Y )
o

d'objets de K telle que tout objet de K puisse étre recouvert (dans T)

par des Ym » alors S est un U=topos et 1'inclusion S = T définit un

morphisme de topos 1T S (par le critére de Giraud).

2.4.4. Solent L et M deux ohjets de E. Tout objet connexe de E gui
trivialise L et M trivialise le faisceau Isom (L,M) des germes
d'isoworphisme de L dans M (immédiat).

2.4.5. (i) Définition : Soient G un groupe de E , F un objet de
G X p a . s :
e 5 Xk & une operation de G sur F. On dit que G opére transi-
tiverent sur I si les conditions équivalentes que voici sont remplies :

1)  TLe quotient F/C est un sous-objet de 1'objet final (un ouvert).

2) Le morphisme (a,pr2) : G XF 7T XPF est un épimorphisme.

(ii) Lemme. Soit L un objet localement constant de E. Si le groupe

constant Aut(L)E opére transitivement sur [, les composantes connexzs de [.

sont des objets galoisiens ; et deux composantes connexes de I, situdes

au-dessus de la meme coniposante connexe de en sont toujours isomorphes.

2

1 Soit K une composante connexe de L.

-

(a) Pour tout « € Aut(L), 1'image &(K) de QVK est une composante

connexe de L.

(a) Soit H 1le sous-groupe de Aut(L) forwné des automorphismes & tels

que & (K) = K comme sous-objets de L. D'aprés (a) on a un diagramme
cartésien
HE ﬁyK K—X K
. |
:’-\ut(L)Ej£< L L X1,
et ainsi HE Dpére transitivement sur K, donc aussi Aut(K)E . Mais

d'apres (2.2.6 (b)), hut(K)rX K =K X K est un monomorphisme, donc K
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est galoisien. Le reste de la proposition est trivial. O

2.4.6. sSoit L wun objet localement constant de E. Au-dessus de chaque

composante connexe de € il existe un objet galoisien Y gui trivialise

L et tel que tout objet connexe de E qui trivialise T trivialise Y.

[ I' suffit de le prouver pour E connexe. Soit U un objet
connexe non-vide qui trivialise L et soit T = Hom(U,L). Représentons

le faisceau Isom (IF,L) par un objet T de E , d'ou un T-isomorphisme

T n X - T X L .

E
Tout objet de E qui trivialise L trivialise T (2.4.4.) et T est un
pseudo-torseur {en fait un torseur 2.2.6. a)) sous le groupe constant des

permutai:ions de I ; d'ol notre proposition, par 2.4.5 (ii) et 2.2.5 (ii).(J

2.4.7. Corollaire®! Pour tout objet X de S L C(E), il existe des objets

galoisiens (Ya) de E et une famille épimorphigue (Y, »X) de E.

2.4.8. Soient Y wun objet connexe de E et U 1l'image de Y ~ ep *
Pour gque Y soit galoisien, il faut et il suffit gu'il se trivialise lui-

méme et que U soit une composante connexe de eE .

0 On sait déjad que ces conditions sont nécessaires (2.3.1,
Remarque (i)). Prouvons gu'elles suffisent. Soit V un sous-objet de ep
tel que ULLV ™ e, Y et V trivialisent Y, donc Y est localement
constant ; puisque en outre Y est connexe, il existe un objet galoisien
7 au-dessus de U, qui trivialise Y et est triwvialisé par Y (2.4.6).

Le produit Y X Z n'est pas vide puisque U ne l'est pas, donc Y et Z

gont isomorphes (2.3.2), c.q.f.d. O

2.4.9. La catégorie des objets galoisiens de E est U -petite a équiva-

lence pres.
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Q Compte tenu de 1l'hypothése sur l'univers U, cela résulte des
deux points suivants :

(i) Soient S une catégorie U-petite et I wun ensemble U-petit.
L'ensemble des préfaisceaux F sur S tels que F(X) & I pour tout
x € Ob(s) est U-petit (clair).

(ii) Soient G € Ob(E) une petite famille génératrice de E, formée
d'objets connexes non-vides. Soient ¢ le cardinal de l'ensemble des
fleches entre objets € G, et d 1le cardinal dénombrable. Pour tout objet
galoisien Y de E et tout U € Ob(G), on a :

Bard (Ham (0,900 S2° .

Preuve de (C{) Soit A 1'ensemble des fleéches U @ Y , U parcourant

e S t
G. Etant donné un élément U ~ Y de A, l'ensemble des (V.. ;Y) F A
. . 0] Id by 2
tels que U X V sgoit non-vide a son cardinal au plus egal a ¢

Y
Ftant donndes des fléches W 2 U , W >V avec V, W € G , il existe

au plus une fléche t : V ?Y qui rend commutatif le diagramme

W_——n 5V
L l't
U e . . 5Y

5 :

(en effet, ou bien Hom (V,Y) = @ , ou bien V +trivialise Y et alors
Hom (V,Y)  Hom (W,Y) est bijective). Puisque 1'ensemble des fléches ap-

partenant a A yecouvre Y, on déduit de (1.3) que
d

card (B) = 73 c2n =c

n=o0

d'ol a fortiori notre assertion. [l

-1
2.4.10. Soit u : A 7B un morphisme de topos tel que le foncteur u

soit pleinement fidele.

(i) Pour qu'un objet Y de B soit connexe et non-vide, il faut et

{1 suffit que u (¥} le soit.

= 84 =

(ii) Supposons B localement connexe. Pour gu'un objet Y de B

soit galoisien, il faut et il suffit que u—1(Y) le soit.

t. Preuve de (i). On a pour tout ensemble I cdes bijections naturelles

~

. fid -1 -1 ~ =1
Hom (\,IB) Hom (u (Y),u (IB)) ~ Hom (u (Y)’IA) . (cf 1-2)

Preuve de (ii)

a) Le foncteur u,  commute aux sommes directes : en effet, pour

tout objet connexe non-vide D de B, le foncteur Hom](u_1(D),—) %
\

commute (i) .

b) Supposons u (Y) galoisien. Soit V 1'image de Y —“ e _ .

"
s

.._‘|'
u (V) est connexe et non-vide, et il existe un objet U' de A tel que

=1 ——
u (V) :lUu eA

on a alors (d'apres{a))

u, u—1(V)fJ B mr] a’u*(eA} = B

-1 , %
Or u, u (V) est isomorphe a V puisque u est pleinement fidele.

Donc V est une composante connexe de ey d'apreés (i).

Y se trivialise lui-méme puisque u (Y) se trivialise lui-

meme et gue u est pleinement fidéle ; Y est connexe et non-vide

d'aprés  (i). Done Y est galoisien d'aprés 2.4.8.
¢) Réciproquement, supposons Y galoisien. u (Y) est alors
localement constant, connexe et non-vide (i) ; et puisque le morphisme de

A - T\ 7 . T - 1 -
groupes Aut(Y) — Aut(u (Y)) donné par le foncteur u est un isomor-

phisme, u (Y) est un pseudo-torseur sous le groupe constant Aut(u—1(Y))A-‘

2.4.11. Le théorefe 2.4 est maintenant prouvé
- le point (i) par 2.4.1., 2.4.7., 2.4.9 et le critére de Giraud ;
- d'aprés 2.4.7. et 2.4.10, (i), S L C(E) est localement connexe ; d'ol

le point (ii) par 2.4.10 (ii).
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2.4.12. Soient F un second U-topos localement connexe et I < F un § 3 - TOPOS LOCALEMENT GALOISIENS ET GROUPQTOE FONDAMENTAL

P . olen i ) =

: morphisme. Le foncteur image inverse transforme les objets de S L C(F) en

i Pjets 4 S L C(), d'ob un morphisme de topos S L C(E) &S L C(I"). On maintient 1'hypothése (2.4) que l'univers U admet un élément
objets de C{E)

M de cardinal infini.

|
|M 3.0, Définition. Nous dirons qu'un topos E est localement galoisien s'il
est cngendré par ses objets galoisiens (2.3). Suivant (2.4), cela revient
a dire que E est localement connexe et que :
5 LT (B) = E .

Dans les numéros (3.2) et (3.3) on montre que les topos loca-

lement galoisiens se comportent comme des "pro-groupetdcs On passe ensuite
g P P g P P

‘1‘_ a la définition du (pro-) groupoide fondamental (3.4).

|

%ﬂ | Eli' (Les groupoides comme topos). Soient (Top) la 2-catégorie des u-
‘ topos et (Groupo) la 2-catégorie ‘les groupoides qui sont U-petits a

‘:! équivalence prés ; soit enfin G 1la sous-catégorie pleine de (Top)

formée des topos dont tous les objets sont localement constants (ces topos

sont donc a fortiori localement galoisiens). Nous allons établir des
équivalences
(Groupo) L2 G

3.2.1. Le 2-foncteur c =» C .
e (Groupo) 7 (Top)
s il Tour tout objet C de (Groupo), la catégorie C des U~
‘ préfaisceaux sur C est un U~topos. La construction du topos T est
2-fonctorielle en C :

a) A tout foncteur C.Lﬁl;D entre objets de (Groupo) correspond un

morphisme de topos

-~
m o: Cc = 8




- 24 - - 25 -

Y
par le foncteur fibre F 7 F(X) de C ; cela nous donne un foncteur de

défini par le foncteur image inverse

-~
~y C dans la catégorie des points de C :

~
y B e

I -
‘ X Py

| ~

(| Cc = Point (C)

‘;J b) A tout morphisme de morphismes de (Groupo) :

| On gait que ce foncteur est pleinement fidele ; donc c'est une équivalence

ll“l m\ ’ . N

C vy D de catégories d'apres (3.2.3).
n?
correspond un morphisme de foncteurs D X c® = Ens : . . 4 ] : ‘

3.2.5. Soit E un topos objet de G . La sous-categorie pleine C de E

G{n(xX)) = G(m(x)) :
¢ formée des objets galoisiens qui trivialisent tous les objets de E est
d'ol un morphisme fonctoriel A o -~
un obijet de (Groupo), et elle engendre E ; d'ou une equivalence C

n 7 m
¢'est-a-dire un morphisme de morphismes de topos C pour toute composante connexe U de S 7 E/U ESE TrjeE de
Q g ;; G (2.2.5). On peut donc supposer E connexe.

D'aprés (2.4.9), il existe une petite famille (Y ) d'objets
} c) Et la compatibilité de ces données avec les diverses opérations de

galoisiens de E telle que tout objet galoisien de E soit isomorphe
| composition se vérifie immédiatement.

. a un Yu . Soit S 1la somme directe des Y, . Tous les objets de E sont
' 3.2.2. Pour tout objet C de (Groupo), le topos E‘est objet de G : localement constants, donc il existe (2.4.6) un objet galoisien 2Z de E
tout préfaisceau représentable sur C qui trivialise S, et de ce fait tous les Y, (2.2.5). Puisque tout objet
(i) est connexe et non-vide dans C (clair) de E est trivialisé par un % (2.4.6), Z trivialise tous les objets
(ii) trivialise tous les objets de C (2.2.1). de E ; et Z engendre E d'apres (2.2.6,fa)). A fortiori, C engendre E.

. Enfin, tous les objets de C trivialisent Z et 2 trivialise tous les
| 3.2.3. BSoit C un objet de (Groupo). Tout foncteur fibre de T est
; objets de C, donc tous les objets de C sont isomorphes (2.3.2) et C
représentable par un objet de €, autrement dit, est isomorphe a un fonc-
est un groupoide (2.3.4).

teur de la forme F = F(X), ol X est un objet de C:
_— - -~
] Seit © : C - Ins un foncteur fibre de C. Il existe un pré- 3.2.6. Corollaire : La catégorie Point (E) des points de E est un

faisceau représentable ¥ sur C tel que ®(x) # @ . D'aprés (3.2.2. (ii)) objet de (Groupo) (3.2.4.).

I et (2.1.4), ¥ est isomorphe a T = F(X).
;o . ~

} 3.2.7. L'équivalence naturelle E — (Point (E))
| o~
H 3.2.4. L'equivalence naturelle C . Point (C). Soit C un objet de a) Soit E un objet de G . On @éfinit un foncteur

. . % . . o ra .
(Croupo). A tout objet X de C, associons le point Py de C défini E - (Point (E))/\ (*)




| - F6 - = % e
i
|
e
\ ‘ en associant a 1'objet X de E le préfaisceau 1) Les fibres de I sont des objets de G (3.2).
I |
1 -1 2) Les foncteurs changment de base de I sont pleinement fidiles.

; ; : Lo 3) E est une 2-limite projective de F dans la 2-catégoriec
sur  Point (E) (1l'action sur les morphismes est évidente).

‘ P . 3 . des U-topos A G
[l b) Le foncteur (*) est une équivalence de catégories (donc il - k ( ”)
|

|

(| -~

‘ difinit une dguivalence de topos (Point (B)Y - = ®) . oL .
‘ ¥ 4 : P $.3.2. Soit B un U-topos localement connexe. Pour tout crible K cou-

~ .
D'aprés (3.2.5), il suffit de le prouver pour E = ¢, ol C ) ) . .
.-‘ o ( J 5 E ' vrant e_ , soit L C(E,R) 1la sous—catégorle pleine de & formée des ob-
il | o~ o
- est un objet de Groupo). L'équivalence naturelle € = Point (C) four- ) . o, ) .
1 : o (k ® - jets gqui sont trivialises par les objets connexes appartenant a K.

it une équiv > de catégories . e G . ’ ;
Bt pet ity slenee: de g (i) La catégorie L C(E,R) est un/-topos objet de G.

~ N ~~.
Poi B B ;g ; ; : .
(Point (C}) ¢ (ii) Les inclusions L C(E,R) 2 S L C(E) et L C(E,R) ?LE définis—

't le te composé . . : ;
28 & Doy Epmned sent des wmorphismes de topos S L C(E) @ L C(E,R) et E L C(E,R).

-~

3 P Ve .
¢ 7 (Point (C))Y = C

Il . ; e 0 1) L C(E,R) est stable dans E par limites inductives et
L n'est autre que le foncteur identique de C. (E,R P i ¢

projectives (2.2.4) (elle l'est donc aussi dans S L C(E) par (2.4).

Fuda8Bn S . L =1 . : . . .
I ’ Lonclusion B EoneEeues 2) Soit K 1la catégorie des obijets de L C(E,R) qui sont ga-

c = ¢ . 5
| loisiens dans L. D'aprés (2.4.6) et le point (1), X engendre L C(E,i).

Point (E) < E N . s ; . ;
g | Or, d'apres (2.4.9), K est équivalente a une petite catégorie, donc

‘ définissent des équivalences quasi-inverses entre (Groupo) et G . L C(E,R) est un U-topos et on a le point (ii). En particulier, les ob-

i -jects de K qui trivialisent dans E un objet donné de L C(E,R) le
3.3. (Les topos localement galoisiens comme limites projectives trivialisent aussi dans L C(E,R). Donc tout objet de L C(E,R) est loca-
filtrantes de groupoides) lement constant (2.4.6). [0
3.3.0. Dans tout ce numéro 3.3, on entend par "ordonnés filtrants" les I 3:3.3: Soedent T un U-topos, I un ordonné filtrant (3.3.0) et (T.) £
e kel - iti
ensembles ordonnés filtrants & gauche U-petits, que l'on regarde aussi . une famille décroissante de sous-catégories essentiellement pleines de 'I'.
bien comme des catégories. Soit F 1la sous-catégorie pleine de I X T formée des couples (1i,%)
i‘ tels que X € Ob(Ti). Supposons qu'on ait les propridtés suivantes
j 3.3.7. Notre propos est d'établir pour tout U — topos E 1'équivalence
‘ 1) pour tout 1 €1 , T, est un U-topos objet de G, et
i‘ des propriétés suivantes
; 1'inclusion T, 2T définit un morphisme de topos T — T, .
| . 0 . 1
[l (i) £ est localement galoisien.
: 2) La réunion des Ob(Ti) engendre T. Alors I est une caté-
(ii) Il existe un ordonné filtrant I (3.3.0.) et une catégorie
jorie fibrée en topos au~dessus de I (cf. A-4 ), et 1'inclusion F - 1 X 7

fibrée en U-topos ¥ ~ I (A. ) qui remplit les conditions suivantes




i
I
-‘ - 28 - - 29 -

il |

i|| définit un morphisme de catégories fibrées en topos I ~ T - ' qui ¢ F.d y

| &3
: H fait de T 1la 2-limite projective des T, dans la catégorie des li-topos. ‘
, ‘, At Homtop (S,T) - (Fonct (G;8))e

. 1 11 ezt immédiat oue » est une catégorie fibrée en topos, et
'H ‘ est pleinement fidele, d'ou notre assertion.

Il . . S as . 7 . .. i
1‘ que |'inclusion ¥ - I ~ T définit un morphisme de cateégories fibrees

{it) @ est essentieliement surjectif :

en topos 1 ~ T - i,

. . 5 : ; o ; ' Soil un morphisme de catégories fibrées en topos
Soit 6 la sous-catégorie pleine de T, reurion des Ti' (n

a tout de suite : i I X8-7F

I w
|
I z ; |
| it S 5] " N Y ons I 3 » 4 s P
| w, (i) Le objets de G sont localement constants dans 7 déiini par un I-Toncteur cartésien

‘! ' (ii) ¢ est stable par limites projectives finies dans T. ;
i W l‘-‘““IXS
|

Jo0it maintenant 5 un O-topos. Il taut prouver que le foncteur

| . (i,%) = {(i,a(i,%))
WJ g ¢ Homtop (S,T) - CartopI (I % 85T ’ 7 ;
a) Il existe un foncteur b : G - S tel que le foncteur

5

H qui associe au morphisme f : 3 - T 1le morphisme I X S — F défini par

| a ¢ "> 35 soit isomorphe au foncteur (i,X) < Blx) 3
le functeur

, = Puisque les changements de hase de F sont donnés par les
1| o(f)” ¢+ F-1XS5

irclusions entre les Gi’ on peut définir pour tout objet X de G

e——r—

; .=
|‘ (17X) = (1,Ij (X))
| .;' est une équivalence de catégories. | n(x) = lim a(i,x) .
(HHfie . o X € ob(T,)
i!'i (i) w© est pleinement fiddle : i
\ (i1 \
| |" Soient f,g 1 S — 1 deux morphismes ; étant donné un morphisme Toutes les projections b(X) - a(i,X) sont des isomorphismes. Btant
‘ de forncteurs cartésiens | donné un morptiisme X - Y de G, il existe un morphisme et un seul
== » i oo )—1 4 (f)_1 i b(X) = b{Y) tel que, dés que X et Y sont dans Ob(T.), on ait le
PLE ¢ - - i
| ! il existe un morphisme de foncteurs et un seul diagramme commutatif
| W o =1
‘|‘ : £
| U —
h = e /c N ,
.|‘! b(X) > &l iaX)
; tel que pour tout objet (i,X) de F on ait : ;
il ‘_
(i . = LT, |
| ‘!! Ma0) T Uy i}
| UMY b( 1) 5 ali, )
(i lads puisque G engendre T, le foncteur i
il |
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d'ou un foncteur b : G @ S qui remplit clairement les conditions requises.
b) Le foncteur b est exact & gauche : en effet, les restrictions
de a aux fibres de F sont des foncteurs exacts a gauche, ainsi que

les inclusions T, — G.
i

c) Soit (X, 7 X) une famille de morphisme de G qui est épimorphi-
que dans T ; la famille de morphismes (b(xa) - b(X)) de S5 est épimor-
phique:

Soit i wun indice tel que X € Ob(Ti). Décomposons X en scs
composantes connexes dans Ti 3

x= oy

€ e ¥
Les YY sont encore connexes dans T (2.4.10). Pour tout v € 7 AL

existe un objet non-vide ZY de G et un morphisme ZV ‘9Y‘Y tel que

Z, 7Y =X se factorise par un X 7 X . Le morphisme Z VY est un
¥ Y 1 Y ¥

épimorphisme (2.2.6) donc aussi b(ZY) =25 b(Yy) (puisque ZY et YY sont

tous deux dans un méme Tj). Mais b(X) est somme directe des b(Yy) H

donc la famille (b(ZY) - b(X)) est épimorphisque, d'ol notre assertion.
d) Il existe donc un morphisme de topos f : § » T tel que la res-

triction £ soit isomorphe a b ; le foncteur

G
(LX) 2 (i Hx))

Fo I XS
est alors isomorphe au foncteur

k (i,%) =2 (i,a(i,x)) , g tads 0

3.3.4 Corollaire.

§

Soient E un U-‘opos localement connexe, I un ordonné fil-

trant (3.3.0) et (R.) une famille décroissante de cribles couvrant

i'i €1

= {i.e. Ri est plus fin que R. pour i = j). Supposons que pa:r tout
i ]

objet localement constant L de E, il existe un 1 € I tel que L soit

dans L C(E,Ri) (3.3.2) ; alors le topos T =S L C(E) est limite pro-
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jective des Ti =L C(E,R.) au sens de (3.3.3).
I

Remargque. Puisqu'il existe une telle famille de cribles, 1'implication

(i) = (ii) de (3.3.1) est prouvée.

3.3.5. Soient T un ordonnéd filtrant, et T : F = I une catégorie fi-
brée au-dessus de I. Si les foncteurs changement de base de TF sont plei-
nement fiddles, il existe une catégorie K et une famille décroissante
(Ki)i e 1 de sous-catégories essentiellement pleines de K telles que

a) K soit réunion des K i

b) I soit I-équivalente a la sous-catégorie pleine F' de I X K

formée des couples (i,X) tels que X € Ob(K,) (F' est alors une sous-
A

catégorie fibrde de I X K}.

€ J'abrége un peu la démontration, qui est d'une lourde trivialité.

1) Soit ¥ oy A8 catégorie des objets de F et fléches cartésiennes.
Pour tout objet X de F, soit T ik atégori F . O
J r % a c gorie cart/x n a un
foncteur
i § - F
bl

(oubli de la fléche structurale), d'ol un autre foncteur

I, 2 1
X

composé de I, ?F et de F >I.

S

2) Pour tout couple (X,Y) d'objets de F, soit

Cette catégorie est non-vide puisque I est filtrant ; et on a des
foncteurs :
X =y 4 pr

= T I -3»I = S— .
Iy = Txy TP P © gy T Ty 7 Ly #F
3) Remarque. Et-nt donnés un objet

C = (X' =X, Y' =2vY)




- -

de I”Y et une fléche £ : X' 7 ¥' au-dessus de T(X') = T(v'), il existe

un morphisme de foncteurs cartésiens et un seul

y . X Y

Ay Gyy

tel que AC =i 3,
1) DéEfinition de la catégorie K@
a) TLes objets de K sont les objets de I ;
p) étant donnés des objets X,Y de K, les morphismes X 2 Y sont les

= . 1 2 - - = % 1
1wrphismes de foncteurs cartésiens :

X 4 ¥
Ivy Ayy
c¢) la composition des morphismes se définit de fagon évidente a partir de
la remarque 3.
%) Un foncteur € : P K .
Un prend €(X) = X pour tout objet X de F. Définissons main-
tenant l'action de ' sur les morphismes :
Soit £ @ X Y un morphisme de [, de projection u : i 7 j.
Prenons une fléche u-cartdsienne Y' Y de F, d'ol un objet

1
X
C = (X »X , ¥ 3Y)

de I“Y » Le morphisme  #(f) est le scul gui rende commutatif le diagramme
PaY
X
e(f) i
{ c
i
Y ¥

(morphisme qui ne dépend pas du choix de Y' —Y).

.

6) Soit f : X — Y une fléche de F. Pour que €(f) soit un iso-

morphisme, il faut et il suffit que f soit cartésienne.

7) Pour tout i & I , la restriction de ¢ & la fibre F, est plei-
1

nement fidéle.

8) Pour tout i € I r soit K, 1'image essentielle de
i

€|F : Fi K . La famille (Ki) est décroissante d'aprés (6), et K est
i

réunion des K, .
9) Le foncteur
(M,ey ¥+ ¥ = I XK
est I-cartésien et pleinement fidéle ; son image essentielle est la sous-

catégorie pleine F' de I XK formée des (i,X) tels que X € Ob(Ki).\3

3.3.6. Soient C une catégorie, I un ordonné filtrant (3.3.0) et

(G.,)

), e une famille décroissante de sous-catégories essentiellement
L A

pleines de C. On suppose que :

(i) pour tout i € I, G, est un U-topos objet de G (cf. 3.2) ;
i = =

(ii) pour i = j , 1l'inclusion G, @ G, définit un morphisme de
3 i

topos G, 7 G, ;
P i 5 i

Poas . | . .
(iii) ¢ est réunion des sous~catégor1es G,. Dans ce cas, si l'on
1
¥ ~J
munit C de sa topologie canonique, la catégorie C des U-faisceaux
sur C est un y'-topos localement galoisien, et les foncteurs pleinement

fidéles
G, » c = ¢C (*)
i

~
définissent des morphismes de topos C - Gi.

Corollaire. Sous les hypotheéses précédentes, soient (Ti) les

~

images essentielles des foncteurs pleinement fidéles (*) ; C est limite

projective des topos Ti au sens de (3.3.3).

J Preuve de la proposition. Les points suivants se prouvent tous

immédiatement :

1) Les limites projectives finies de C sont représentables,
et les unclusions Gi ~ C gont exactes a gauche.

2) Toute famille de morphismes d'un G, qui est épimorphigue

dans Gi est épimorphique effective universelle dans C.
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3) € admet une petite famille topologiquement génératrice pour
la topologie cananique (cela décoble de (2) puisque I est petit (3.3.0)).
4) Les foncteurs pleinement fideles
G, & S ¢
i1

définissent des morphismes de topos ¢ - g, (par (1) et (2)).
i

5) C est localement galoisien : les objets galoisiens des Gi

~

sont galoisiens dans C (par (4) et (2.4.10)) et ils engendrent le site C

~

(par {2)),donc le topos C .

3.3.7 Les numéros (3.3.5) et (3.3.6) prouvent l'implication (ii) = (i)
de 3.3.1.

3. 4. Le groupoide fondamental

3.4.1. Définition. Nous appellerons (par abus de langage) groupoide

fondamental d'un U-topos E 1la donnée d'un U-topos localement galoisien

S et d'un morphisme de topos
p+: E 28
tel que pour tout U-toposlocalement galoisien T le foncteur
Hewmtop (S,T) -~ Hewmtop (E,T)

s . . . . .
donne par la composition avec p soit une équivalence de catégories.

Remarque. Si E est localement connexe, le mbrphisme de topos
E 28 L C(E) défini par 1l'inclusion S L C(E) ® E (2.4) fait de

S L C(E) un groupoide fondamental de E.

3.4.2. (Condition suffisante pour qu'un topos connexe admette un groupoide

fondamental)

Soit E un U-topos connexe. Supposons qu'il existe une petite

famille (YQ) d'objets galoisiens de E, telle que tout objet de E qui
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admet une structure de Corseur sous un groupe constant puisse étre trivia-
lisé par un Y, - Soient K la sous-catégorie pleine de E formée des
objets qui peuvent étre trivialisés par un objet galoisien, et S la sous-
catégorie pleine de E formée des sommes directes d'objets de K. S est
un U-topos lacalement galoisien, et 1'inclusion S < E qui fait de S

un groupoide fondamental de E.

) 1) Pour toute famille finie (Li)1 2y d'objets de K, il

existe un indice @ tel que Ya trivialise chacun des Li : en effet,
prenons pour chagque i un objet galoisien qui trivialise Li . Le produit
T = ¥ X o XY
1 n
trivialise chacun des Li et admet une structure de torseur sous le groupe
constant

(Aut(Y1) X sww X Aut(Yn))E

il existe ainsi un YCy qui trivialise T, et donc chacun des I_.i .

2) s est un U-topos localement galoisien, et l'inclusion S 7 E
définit un morphisme de topos E — S. D'éprés (1) et la.théorie de Galois
(les points (iii) et (iv) de 2.3.6), la sous-catégorie K de E remplit
les conditions (1) a (4) du lemme (2.4.2.)==compte tenu de fait que les
topos de 1la forme BG sont obijets de-‘g—;. Or tout objet de K peut étre

1

recouvert par des exemplaires d'un Y donc S5 est un U-topos et

o r
1'inclusion S 2 E définit un morphisme de topos : p : E 2 S (2.4.3.).

Mais alors les Y, sont galoisiens dans S (par (2.4.10)), donc S est

localement galoisien.

3) p: E2S est un groupoide fondamental de E.
Soit T wun U~-topos localement galoisien. Le foncteuvr
Hoemtop (S,T) 7 Howmtop fE,T)
est évidemment pleinement fidéle. Prouvons qu'il est essentiellement sur-

jectif. Soit u : E 7T un morphisme. Si Z est un objet galoisien de T,
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u  (2) admet une structure de torseur sous (Aut(z))E (2.1.5), donc

u (Z) est dans S. Par conséquent, le foncteur u se factorise par

Sy c.q.f.d.

3.4.3. Question. soient & un U-topos et p : I 5 un groupoide fonda-

A = -1 ~ : : i * #le 2
mental de [E. Le foncteur p : 5 7 E est-il toujours pleinement fidele =
Si la réponse a cette question était affirmative, on obticndrait aisdment

une condition nécessaire ot suffisante pour 1l'existence d'un groupoide

fondamental.
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§ 4 - Limites inductives de topos et théoréme de Van Kampen.

Soient 1 une petite catégorie, F = I une catégorie fibrée
en U-topos (A,l), et
L = Cart, (1,F)

la catégorie des sections cartésiennes de F au-dessus de I.

4.1 ¢+ L comme limive inductive de F

4.4.1. L est un U-topos, et le foncteur d'évaluation :

(d 8) = 8(4)
I XL -F

définit un morphisme de catégories fibrées en topos F - I X L qui fait

de L 1la 2-limite inductive de F dans la catégorie des U-topos. (A,4)

a 1) Les limites projectives finies (resp. les limites induc-

tives) sont représentables dans L ; et pour tout i ¢ Cb{I), le foncteur
s - 8(i)
L - F,
i
y commute : c¢'est immédiat puisque les foncteurs changement de base de
P sont exacts & gauche et commutent aux limites inductives.
2) L est un U-topos : compte tenu du critére de Giraud et de

(1), il suffit de montrer que L admet une petite famille génératrice.

Or (comme par hasard) F remplit les conditions du corcllaire 1.9.25 .de

[3), gqui garantissent 1l'existence d'une telle famille.




3) Le foncleur I x L = F définit un morphisme de catégories
fibrées en topos F — I x L : ce foncteur est évidemmenl cartésien ;
d'ol notre assertion par (1).

4} Ie morphisme de catégories fibrées en topos F - 1 x L fait
de L la ?-limite inductive de F dans la catégorie des U-topos :
v

soit ur U-topos. Le foncteur

Homtop(L,k) = CartOplfF,I x E)
qQui ussocie au morphisme u ¢ L —» B le morphisme de catégories fibrées
en topes
o1 xE
WéTini pur le foncleur
(1,%) = ™ (X)(1)
I xXE=F

est uue équivalence de catégories, comme on le vérifie tout de suite =n

tenant compte de (1) a-

4125 81 pour towt 4 € Ob(l) la fibre Fi est localement connexe,

alors L est localement connexe «

= Pour tout 1 € Ob(I), soit

e, &+ B, = Hus
i a2
N ”
le foncteur romposant~s connexes de Fi. ( 1-5)
soit o une section cartésienne de F. Pour toute fliche
u:i-—-j) de I, on a une application
c.(s(i)) = c.(8(3))
1 J
qui assccie A la composante connexe C  de S(i) 1'unique composante

connexe D de S(j) telle que la restriction & € du u-morphisme

S5(u) ¢ 5(i) - 35(3) se factorise par D.
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Etant donnés une seconde section cartégienne T de F et un
morphisme S — T on a pour tout fldéche wu : i — j de I le diagramme

commutatif :

c. (5(1)) > cj(S(j))
\% \Y
c (1(1)) ———> cj(T(j))

On peut donc définir un foncteur

¢ : L = Ens

S = c¢(8) = lim c.(5(1))
—E>

Prouvons que ¢ est un foncteur composantes connexes de L (ef 1.5.):

.

Soit A un ensemble. Considérons l'objet constant AL de L

Pour tout i € Ob(I), AL(i) s'identifie & Ay ; pour toute fliche
g
u:i-j de I et tout a € 4, le diagramme

> e

est commutatif.
Soit maintenant S un objet de L. Pour tout i € 0b(1),

soit fi 0 5(i) - AF un i-morphisme, correspondant & une application
i
bi : ci(S(i)) — A. Etant donnée une fléche uw : i - j de I, la commu-

tativité du diagramme
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N L g
Donc le foncteur ¢ est adjoint & gauche du foncteur objet constant

Ens = L, cqfd .

4.2, le groupoide fondamental de L.

On d4finit une topologie sur la catégorie F, qui fournit un
topos F, ¢ L un morphisme de topos F-L (4.4). Quand les fibres de F
sont localement connexes, F est lui-méme localement connexe, et le mor-
phisme de topos SLC(F) - SLC(E) déduit du morphisme F -1 est une
équivalence (th. 4.5). On montre alors (4.6) comment construire une
famille convenable de groupoides "approchés" LC(%,R) (au sens de 3.3.2

™

et 3.3.4) & 1'aide de groupoides "approchés" des fibres de F.

4.3 Un foncteur pleinement fidele

pt L= CartI(I,F) -

(cette construction utilise seulement le fait que T : F - I est un

foncteur fibrant).

(1) Soit S ¢ I ~TF une section cartésienne. On définit le préfaisceau
p(S) comme voici :
Pour tout objet X de F, on prend ;

p(8)(X) = Hom, (X,5(1)), ok i = n(x)

Etant donné un morphisme f : X =Y de F, 1l'application

p(S)(£) : p(8)(Y) - p(8)(X) est la composée ;

Hom,(¥,5(3)) ~ Hom (X,5(5)) = Hom,(X,5(1))
ou u : i~ j désigne la projection de f. Autrement dit, 1l'application
p(8)(f) envoie 1'é1ément h de p(S)(Y) sur 1'élément g de p(s)(x)

qui rend commutatif le diagramme

X o §
g v v B
S(i) > 5(3)

S(u)

I1 est donec clair qu'on a bien défini un Préfaisceau sur P,

(2) Soient maintenant S,T : I - P deux sections cartésiennes et
m: S~ T un morphisme. On définit le morphisme
p(m) : p(s) - p(1)
comme voici : soit X un objet de T, de projection i. L'application
p(m)y + p(8)(X) — p(T)(x)
est la composition avec le i-morphisme :
mo s(i) = (1)

fourni par m,




- 42 -

(3) Le foncteur p est pleinement fiddle.
1 Soirnt S, T deux sections cartésiennes de F et p : p(8) - p(T)

un morphisme. Pour tout i € 0b(I), soit

w, @ pl8)y, —= (7
C C,
& / 1. / i
le morphisme induit par p entre les restrictions & la fibre Fi' Comme
ces restrictions sont représentées par S(i) et T(i) respectivement,

by provient d'un i-morphisme

m, S(i) = 1(i)

a4 savoir m, = us(i) (18(1))

Prouvons que les mi définissent un morphisme m : S5 —= T

Soit i J un fleche de 1. On a le diagramme commutatif

p(8)(s(1)) =

A

> p(T)(s(1))

p(8)(s(j)) > p(1)(8(3))

La fléche de gauche transforme 1., . en 1_,.v ; donc la fliche de
& s(3) s(i)

droite transforme mj en mi, autrement dit le diagramme

s5(1) > 5(3)
n; | | o
L v
T(1) > T 3
est commutatif, cqgfd.
soit n 2 3~ T un morphisme. Pour que p(n) = W, 1l faut

et il suffit que n = m, comme on le vérifie aisément. Donc p est plei-

nement fideéle. 1

- T -

ﬁ;f. Le topos 7
4.4.1 Définition d'un topologie T sur F :

Soit X un objet de F, de projection i € Ob(I). Un crible
R de F/X est couvrant pour T s'il contient une famille épimorphique
de la fibre Fi.

Les axiomes d'une topologie se vérifient & 1l'aide des remar-
ques suivantes

(i) Soit u : i - j une fldche de I, et considérons un dia-

gramme commutatif de F

P Ll— g

oi P = X est un i-morphisme, Z' — % un j-morphisme, et les fleches
horizontales des u-morphismes. Si 1'on prend des fléches u-cartésiennes

Y~ %, Y' = Z' on tire de (¥*) un diagramme commutatif de i-morphismes

iz o Y
IS
v

X—>X

Et alors : pour que le diagramme (%) soit cartésien dans F, il faut et

il suffit que le diagramme (**) soit cartésien dans la fibre F. (cela
vient de ce que les changements de base de F sont exactgs a gauche).
FEn particulier :

(ii) Pour tout objet i de I, le fonction d'inclusion Fi - F

commute aux produits fibrés.
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Jud: 2 (i) Boit G wun U-préfaisceau sur F. G est un faisceau si

et seulement si la restriction G,, est représentable (i.e. un faisceau
e,
i
BUT Fi) pour tout i € Ob(I).
(ii) Pour toute section cartésienne S de F, le préfaisceau
p(3) (4.3) est un faisceau sur F.

((i1) découle de (i). (i) résulte immédiatement de la défini-

tion ae T, compte tenu de la remarque (ii) de dedsta)

Gt d (Mouu—uuLégories génératrices de F)
Joit 5 une sous-catégorie pleine de [F. Pour que S engendre
le site F (i.e que tout objet de I puisse &tre recouvert par des

objets dz 5 au sens de la topologie T) il faut et il suffit que pour

tout i € Oh(I), la fibre Si engendre le topos Fi (clair)

4.4.4 u) De (3), on déduit que le site F admet une petite famille

~

topologiquement génératrice. Donc la catéporie I de U-faisceaux sur [

2ol un U-lopos.

b) Soit n : FoTF 1le foncteur naturel, composé du foncteur
naturel F - F et du foncteur faisceau associé. (On a une bijection
fonctorielle

G(X) s Hom(n(X),G)
e ou(r), ¢ € on(F)).
Le foneteur n n'est pas pleinement fidile en général : les

.

objets vides des fibres de F  sont tous couverts naur la famille vide,

mais formenl une sous-catégorie pleine de I équivalente & I. Néanmoins

= A5 =

Lemme : Soit F¥* 1la sous-catégorie pleine de F définie comme voici :
pour tout i € Ob(I), 1la fibre (F*)i est la catégorie des objets non-
vides de Fi (autrement dit, F* est formée des objets VX tels que n(X)
s0it non-vide dans 5). La restriction de n & F, est pleinement fidedle.

ii Soient X, Y deux objets de F*, de projections i et J

respectivement, et (fa= X& - X) une famille épimorphique de Fi. Soit

(g, + X, Y)

une famille de morphismes de F, telle que pour tout couple d'indices

@, B on ait le diagramme commutatif

Pour tout indice @&, soit u, ¢ i =3 la projection du mor-
phisme 8y° Xa - Y. Les diagrammes (*) donnent des diagrammes commutatifs

de I

donc les u, sont tous égaux & un certain u : i - j. Prenons maintenant
une image inverse Y' - Y de Y par u, et soient (ha) les i-morphismes
X, —™>7Y' déduits des u-morphismes g, + X, > 1.

Soit g ¢+ X —>7Y un morphisme. Pour que les diagrammes

X

£, la\\\\j& (%)

=7
g

] P2
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goient commitatifs, il faut et il suffit que

ct 2) si 1'on désigne par h ¢ X = Y' le i-morphisme déduit de

f, lesg diagrammes

-

N
i} Ufa

h

> <G

> v

de F, wsoient commutatifs. Donc il existe un g : X~ Y et un seul
i

qui rend commutatifs les diagrammes (**), cqfd ..

4.4.5 (Familles épimorphiques de f)

~

Une famille (Ga - G) de morphismes de F est épimorphique
31 et seulement si, pour tout i € Ob(l), la famille de morphismes de
faisceaux sur Fj s
(¢ =G, )
a/F F
est épimorphigue
En effet, d'aprés 4.4.4, (a), ces deux propriétés sont équiva-
lentes & la suivante : pour tout i € Ob(I), tout X € Ob(Fi) et tout
x € G(X) il existe une famille épimorphique (xk - X) de F. telle
5 T
que chacun des X/X se releve a l'un des Ga

A

4.4.6 a) Le foncteur
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b) Pour tout i € Ob(I), il existe un morphisme de topos

i, & B, = F
i i

tel que le foncteur c?mposé

u, .

L > F
i i

F
soit isomorphe au foncteur "restriction & I M,
i
Cela découle de 4.4.5, compte tenu de (4.1.1) vour (a) et de

(4.4.2, (i)) pour (v).

4.4.7 Soient i € Ob(l), (e Ob(Fi) et n kP -T le foncteur natu-

~

rel. Si C est connexe dans Fi’ n(C) est connexe dans F,

~

Corollaire : Si les F, sont localement connexes, F est loca-
_—— i

lement connexe.

Preuve de la proposition : supposons n(C) somme directe de

G, H € Ob(F). I1 existe alors des objets non-vides (DA) de Fi et
une famille épimorphique DA 20 a8 Fi, telle que chaque n(DA) - ()

se factorise par G ou par H, Si -n(Dl) - n(C) se factorise par

et h(DM) - n(Q) par H, le produit fibré

n(DA) X n(Du) Q:H(DK X Dk) (cf 4.4.1, (11))
. H(C) C
est vide dans F, ou encore, ce qui revient au méme, Dh X Du est vide

G
dans Fi. On conclut par (1.4) que G ou H est vide.

4.4.8 Solent w t i = j une fléche de I, M un objet de Fj, C et D
des objets connexes et non-vides de Fi et F. respectivement, et

J
f : C—~ D wuvn u-morphisme. Si D trivialise M, alors 1'application de

composition avec [ :

Hom (D,M) - Hom (C,M)
J u

ot bijective,
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ii'i_‘:
| i section qui définit 1'isomorphisme Xi - G/F . Les propriétés suivantes
‘ i Pour tout ensemble H, on tire de f : C - D (par somme directe) i
i sont équivalenties
i Wt u—motrpl isme HC - HD qui rend commutatif le diagramme .
| f ' ' (1) I1 existe une section cartésienne Y : I = F et un iso-
I s P
il HC > HD morphisme p(Y) = G
'J | | (ii) Pour toute fléche u : i — J de I, il existe un mor-
LK % v m
}'}i, a 5 plhiisme u-cartésien Xi - Xj qui rend commutatif le diagramme :
|
= !
ce viagramme esl méme cartésien dans F (par 4.4.1,(1)) ; et puisque n(Ki) —Eiﬂl—> n(Xj) [
il }
Wl C et D sont connexes et non-vides on a un diagramme commutatif d'ap- e\\\& z(///e (%)
i i j
| plications G
i H s %3 o
e & < (ol n désipgne le foncteur naturel F — F)
| :
il //
i | S 0 (i) = (ii) Pour tout i € ob(r), désignons par ai la section 1Y
!"‘ i ~ % i
i D,H - H - C . : .
il f HomD( ’ D) OmD(C’HD) Homc( ’HC) de )(l) au-dessus de Y(i) (4.3). Il existe un isomorphisme et un
| I D
I seul Y(i) - Xi qui rend commutatif le diagramme
i 5i on prend § = Homj(D,M), le D-isomorphisme Hj = D x I
\ - ' ~ S gl
h (2.1.%) fournit un nouveau diagramme commutatif : ‘ n(1(i)) n( 1)
i o, €,
|l . ot 1 1
{l H D, I > ,
i omD( ; D) HomD(C,HD) , v \
‘ _ i
! | | p(Y) > G
| | :
+; | f
I . i 3 1 & T i
wf s Homj(D,M) = Homu(C,M) Or, pour toute fleche u : i J de I, le diagramme
i .
b B d'ol notre proposition [ n(y(1)) > n(Y(j))
il p
i
I
4.4.9 (Imuge essentielle du foncteur P (4.3))
I Joit G un faisceau sur F. Pour tout i € 0b(1) représentons
et est commutatif, d'ou (4ii)
fhi o restriction G par un objet X. de F,, et soit e, € G(X.) 1a
j‘ /Fi i i i i
[




Théoreme Si les fibres de F sont localement connexes, les topos

w B e

(ii) = (i) Soit u : i — j une fléche de I. Prouvons qu'il n'existe
qu'une fléche u-cartésienne m : Xi =3 Xj qui rend commutatif le dia-
gramme (*) : soit m' une seconde fldche qui jouit de la méme propridté.
I1 existe une i-automorphisme de Xi et un seul, soit o, tel que

m' =m , @& On a donc :

€, =€ _ o n(m') = ej 0 ﬂ(m) ] H(Q) =€, o n(a)

cela veut dire que 1 X et o ont méme image par l'isomorphisme
)

Nous pouvons donc définir une section cartésienne X : I — F
comme voici

a) X(1i) = Xi pour tout i € Ob(I}

b) nour toute fldche i = j de I, la fleche u-cartésienne
) = Xi - XJ est déterminde par le diagramme commutatif (%) (en effet,
1'unicité que 1l'on vient de prouver nous garantit que X(vOu) = X(v) o X(u)

pour tout couple de fleches i L J Sk de I). Bt il est clair que

p(X) est isomorphe & G 7

4.5 Théoréeme de Van Kampen

Comme dans (2.4) et (3) nous supposons que l'univers U

admet un élément d cardinal infini.

=i

et

L sont localement connexes, et le morphisme de topos

(+) Plus précisément, par la bijection composée

Hom,(K.,X.) > G(X.) - Homw(n(X.),G)
17717 i F i

T - L

(4.4.6,a) défini pur le foncteur pleinement fidele p : L - F (4.3)
fournit une équivalence de topos

~
M

SLC(¥) - sLe(L)  (2.4.12), (3.4)

&5
Remarque cela revient & dire que le foncteur p : L = F induit par
resbriction une équivalence entre catégories d'objels localement cons-
tants. Ainsi 1a démonstration du théortme se ramdne aux points 4.5.1

et 4.5.2 ¢ui suivent

4.5.1 Soit G wun faisceau sur F. Si G est localement constant dar
Iy i1 existe une section cartésienne X : I = F 1lelle que p(X) s0itl
isomorphe & G,

Nous utiliserons le critére 4.4.9, dont nous reprenons les
rnotations,

Soit wu i~ ) une fléche de 1

soit K 1l'ensemvle des couples

(5,0 & Ob(F,) x 0b(F.)

qui remplissent les conditions suivantes

(1) ¢ et D sonl connexes et non-vides dans Fi et Fj
respectivement

(51 Homu(C,D) £ ¢

(iii) n(D) trivialise G

(2 i

Soit enfin S 1la sous-catégorie pleine de F, formée des
i
objets C aui remplissent la condition suivante & il existe un objet

D de F. telgue (¢,D) €K,
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a) 8 engendre F, :
1

En effet (4.4.3) les objets connexes Z de Fj tels que
n(Z) trivialise @ engendrent Fj' Donc leurs images inverses par u
recouvrent Fi ; d'oll notre assertion.

b) Soit C un objet de 5. Pour chaque x € G(C)) il existe

un u—morphisme G~ Xj et un seul qui rend commutatif le diagrammevf

///,7 H(Xj)

e 1%
n(c) = . > G

Démonstration : Soient D un objet de Fj tel que (C,D) €K et

£+ C- D un u-morphisme. On en tire un diagramme commutatif :

Hom_(D,X,) ——> ¢(D)
A

i

-

\%
Hom (C,K,) e —_ G(C)
u J

(ol les fliches verticales se déduisent de C — D et les fléeches hori-
zontales de n(XJ) = G).

Il s'agit de prouver que la fldche du bas est bijective ; or

(1) La fldche du haut est bijective par hypoth&se (Xj repré-
sente G/Fj}
(ii) La fldche Homj(D,Xj) = Homu(C,Lj) est bijective par
(4.4.8) : en effet, la restriction n(D)/F trivialise Xj d'apres
J
(4.4.6,b), et elle admet une section au-dessus de D.

(iii) La fleche G(D) - G(C) est bijective parce que n(C) et

n(D) sont connexes non-vides dans F (4.4.7) et que n(D) trivialise

G.
) Pour tout C € Ob(S) et tout f € Homi(C,Xi), soit o, (f)

le i-morphisme C - Xj qui rend commutatif le diagramme

L'application

ot Hom, (C,X, ) - Hom (C,X.)
8 1 al u J

est nécessairement fonctorielle en C ; elle est bijective puisque
1'application
Hom, (C,X ) = a(C)
i i
fournie par Xi = G/w L'est. Puisque S engendre Fi’ les bijections
d
@, proviennent d'une fléche u-cartésienne

K, =K

et le diagramne

est commutatif.

4.5.2 Soit X : I - F une section cartésienne. Si p(X) est localement
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constant dans F, alors X est un objet localement constant de L.

. Recouvrons 1l'objet final de i3 par des objets localement
constants (Ha) qui trivialisent p(X) (par exemple des objets galoi-
siens 2.4.6). Si on prend des sections cartésiennes (Mb) .de ' telles

que les p(Mw) soient isomorphes aux Ha, les Ma trivialisent X

puisque p est pleinement fidéle ; or les My recouvrent e, par 4.4.5.Q

.6 Btude de  S16(F) ~ 5(L)
(Nous supposons donc que l'univers U admet un élément de
cardinal infini, et que les fibres de F sont localement connexes)
Rappelons certaines notations :
1)n: P~ F le foncteur naturel (4.4.4)
2) p: L - T le foncteur pleinement fidéle qui définit le mor-

phisme de topos T - E (4.4.6).

4.6.1 Soit H un ohjet localement constant de F. I1 existe une sous-

catégorie pleine C de F qui remplit les conditions suivantes :

1) Pour tout X € 0b(C), n(X) trivialise H

2) Pour tout i € 0b(I), les objets de Ci sont galoisiens
dans Fi et recouvrent eF.. En outre, deux objets de Ci situés au-
dessus de la méme composant; connexe de Fi sont toujours isomorphes

(cette derniére condition veut dire que Ci est un groupoide (2.3.4)).

3) Pour toute fléche wu : i — j de I et tout objet Y de C.

il existe un objet Z de C, et un u-morphisme Y — 3

i Soient (Ua)ae i les composantes connexes de eﬁ. Au-dessus de

~ 5 =

chaque Ua’ prenons un objet galoisien Ga qui trivialise H (2.4.6).

I1 existe (4.5) des sections cartésiennes Sa de P et des isomorphismes
p(Sa) = . Nous définissons la catégorie C comme voici : pour touf

i€ Ob(I), la fibre Ci est la sous-catégorie pleine de Ci formée

des composantes connexes des Sa(i).

Vérification de (1) : pour tout X € Ob(C), il existe un @ € A
et une section de Ga au dessus de X, i.e. un morphisme n(X) - GQ.
Donc n(X) trivialise H.

Vérification de (2) : nous appliquons (4.4.6,b) dont nous re-
prenons les notations. Spit i € Ob(I). Les u;1 (Ga) sont isomorphes
aux Sa(i)' Par conséquent a) pour tout o F A, Sa(i) admet une struc-
ture de pseudo-torseur sous le groupe constant Aut(Ga)F_ et b) les

1

Sa(i) recouvrent e et Sw(i) X SB(i) est vide pour o # B. Le point

F,
i
(2) découle donc de 2.4.5, (ii).

Quant au point (3), il est évident.a

6.2 Soit C une sous-catégorie pleine de F qui remplit la condition
(2) de (4.6.1). Pour tout faisceau H sur F, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour tout X € 0b(C), n(X) trivialise H.

(ii) Il existe une section cartésienne S de F telle que
p(S) soit isomorphé a H et que, pour tout i € Ob(I), les objets de
¢, trivialisent 5(i).

Corollaire : Soit S une section cartésienne de F. Pour que

S soit un objet localement constant de L, il faut et il suffit que
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pour tout i € Ob(I), S(i) soit un objet localement constant de P,
(cf. 2.4.6 et 4.6.1).

Freuve de la proposition :
(i) = (ii) Par définition de 1la topologie de F, les n(X), X € on(c)
recouvrent le faisceau final, Donc H est localement constant, et il
existe une section cartésienne S de F telle que p(S) soit iso-
morphe & H. Soient i € Ob(I) et X un objet de Ci ; la restriction
n(X)/F. admet une section au-dessus de X, et elle trivialige H/F.
d'apré; (4.4.6,b) ; done X trivialise S(i) qui représente H/F_T
earfd, :
(ii) = (i) Soit X 1a sous-catégorie pleine de F définie comme
voici : pour tout i € 0b(I), la fibre Ki est formée des objets con-
nexes non-vides de Fi qui sont dans le crible engendré par les objets
de Ci. Le foncteur n : F-TF identifie K & une sous-catégorie géné-
ratrice de F formée d'objets connexes non-vides (d'aprés‘le lemme
4.4.4,b et 4.,4.7). I1 suffit donc, d'apreés (2.2.1), de voir que H est

un préfaisceau localement constant sur K ; ce qui découle de (4.4.8),

compte tenu de 1'isomorphisme p(s) =~ H,

4.6.3 Soit C une sous-catégorie pleine de F qui remplit les condi-
tions (2) et (3) de (4.6.1).

(i) Pour tout i € 0b(I), soit LC(Fi,Ci) la sous~catégorie
pleine de Fi formée des objets qui sont trivialisés par les objets de
Ci' LC(Fi’Ci) est un U-topos objet de G (ef. 3.2), et 1'inclusion
LC(Fi,Ci) - Fi définit un morphisme de topos

F, = LC(Fi,Ci) (3.3.2)
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Le topos LC(Fi,Ci) est engendré par Ci. Comme Ci est un groupoide,

A

LC(F,,C.) est équivalent a C..
355 i
(ii) Soit Fc la sous-catégorie pleine de F qui a pour
fibres les LC(Fi,Ci). FC — I est une catégorie fibrée en U-topos
objets de G, et 1'inclusion Fo» F définit un morphisme de catégories

fibrées en topos

P FC

(preuve ¢ d'apres (i), il suffit de voir que F est une sous-catégorie

C
fibrée de F. Soient donc u 3 i — J une fléche de I et L - M une
fléche u-cartésienne de P, D'aprés la condition (3), si les objets de
Cj trivialisent M, les objets de C, trivialisent L),

(iii) L'inclusion FC = F identifie donc les sections carté-

siennes de FC a des sections cartésiennes de F, D'apres (4.6.2), le

foncteur

fournit une équivalence de catégories
CartI(I,FC) - Le(F,c)

entre les sections cartésiennes de FC et les U-faisceaux sur F qui

sont trivialisés par les n(X), X ¢ ob(c).

Ainsi le topos LC(F,c) (3.3.2) est limite inductive des topos

LC(Fi,Ci) (4.1.1) ; et 1l'inclusion CartI(I,FC) - SLC(L) définit un

morphisme de topos

SLe¢(L) - GartI(I,FC)

4.6.4 (Avec les hypothéses et les notations de 4.6.3)
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On peut aussi définir sur FC la topologie (4.4.1). Le fonec-

teur naturel

identifie alors la sous-catégorie pleine C de FC 4 une sous-catégorie

~

génératrice du topos FC formée d'objets connexes et non-vides ((4.6.3,(1)),
(4.4.3), (48.4(0)) et (4.4.7)).
Désignons par :

Po * CartI(I,FC) ~ By

le foncteur (4.3).

Lemme : Soit G un faisceau sur FC. Les propriétés suivantes de G
sont équivalentes :
a) ¢ est localement constant dans FC

est un préfaisceau localement constant

b) La restriction G/C

c) Il existe une section cartésienne S de FC et un isomor-
phisme pC(S) =~ (.

On prouve a = ¢ - b = a
$i G est localement constant, il existe (d'aprés le théoréme 4.5 appli-
gqué a FC) une section cartésienne S de FC et un isomorphisme
pC(S) ~ G. Mais alors, pour tout i e Ob(I), S(i) est trivialisé par les

objets de s donc (par (4.6.2) appliqué a Fp et (2.2.1)) G/C est

un préfaisceau localement constant. L'implication b = a découle de 2.2.1.

4.6.5 (Corollaire de 4.6.4)
Le foncteur "restriction & C" donne une équivalence de catégories

Le(¥,¢) - 1e(e)

ol LC(G) désigne la catégorie des U-préfaisceaux localement constants
sur C

(Appliquer (4.6.3, iii) et 1'équivalence b & ¢ du lemme
(4.6.4))

Commentaire : 1) Les préfaisceaux localement constants sur 0
s'identifient aux préfaisceaux sur le groupoide fondamental a(¢) de la
catégorie C, obtenu par calcul des fractions (F1], chap. I, n®1.5.%),
Rappelons que () est caractérisé équivalence prés par la propriété
Jdriiverselle suivante : il existe un foncteur 0O - ﬂ(C) qui donne pour
tout vroupoide 1 une équivalence de catégories

Ponet (q(c),r) - Fonet (€,T)
2) le groupoide H(C) est la 2-limite inductive des groupoides Ci au
sens suivant

a) Le foncteur ﬂ/c : C - 1 est cofibrant, i.e. le Foncteur
LY = 19 qui s'en déduit est fitrant (condition (3) de (4.6.1) et (4.4.

b) n(c) représente le 2-foncleur

r- FonctI(C,I X T)
des groupoides dans 1es catégories.

5) On peut exprimer cela autrement : d'aprés le corollaire (4.6.2), la

sous-catégorie ¢ de (Top) définie en (3.2) est stable par les 2-limites

inductives (les objets de L& sont d'ailleurs les limites inductives de
topos ponctuels). Or le foncteur :
Point : G - (Groupo)

commute aux 2-‘imites inductives (puisque c'est une équivalence) ; et

dans le cas présent, les (. sont éguivalents aux groupoides Point(LG(w .,
at

(5,20 at 4.56.3,03)). On peut donc se reporter & 4.6.3, (iii).




4.6.6 Soit J(F) l'ensemble des sous-catégories pleines de @ qui rem-
plissent les conditions (2) et (3) de 4.6.1. On définit une relation de
préordre sur J(F) comme voici : C < D si pour tout i e Ob(I), les
objets de Ci trivialisent les objets de Di'

(i) L'ensemble préordonné J(®) est filtrant & gauche

(ii) L'ordonné associé est U-petit.
id Le point (ii) résulte de 2.4.5.
Prouvons (i). Soient € et €' deux éléments de J(F). On définit un
minorant D de {C,C'} comme voici : étant donné i € Ob(I), un objet
4 de Fi est dans Di s'il existe un objet Y de Ci et un objet Y'
de C'i tels que Z soit isomorphe & une composante connexe de Y X Y!

(op. 2.4.5, {i1)) @ .

4.6.7 D'apres (4.6.6), (4.6.1) et (4.6.2), il existe un petit ensemble
%

d'élé~
o€ A

ordonné filtrant & gauche A et une famille croissante (C
ments de J(F) qui remplit la condition suivante : pour tout objet loca-
lement constant S de L, il existe un indice « tel que pour tout
ie Ob(l), les objets de C? trivialisent S(i) dans Fi. Cela veut
dire que la catégorie des objets localement constants de L est réunion
des sous-catégories essentiellement pleines

T, = Cart, (I,ch)
définies en 4.6.3, (ii) gt Tiad), Puisque les T, sont des U-topos objets
de G et que les inclusions TQ - SLC(L) définissent des morphismes de

topos SLC(L) - TG, on a, suivant (3.3.3), la "formule"

[0
SLC(lim Fi) = 1im (1_13:1 LC(Fi,Ci))

I A1

ol les lim sont des 2-limites dans la 2-catégorie des U-topos.

Appendice : catégories (ibrées en topos
Zoit T une catégorie U-petite

A.d. J'appelle calésorie fibrde en U-topos au-dessus de T toute caté-
gorie tibréde P 5 1 qui vérifie les axiomes suivants :

1) Pour tout i c VL(I), la fibre Fi est un U-topos.

2) Poar toute fldche u ¢ i - J de I, le foncteur changement
ie base I - o dét'init un morphisme de topos Fi - Fj'
A.2. Définisscns maintenant la 2-catégorie Fibtop (I) des catégories
ritrées en U-topos au-dessus de 1 : étant donndes deux catdgories fibrées
en topos F, G au-dessus de 1, nous prenons comme catégorie des morphismes
de I dans @

"u-Lop]f;”,Uh
la sous-catégorie pleire e

art, (G019
(catégorie opposée de la catégorie des I-foncteurs cartésiens G - i)
définie comme voici : un I-foncteur cartésien ¢p + G -F définit un
morphisme de catégorie finrées en topos ¥ - ¢ si pour tout i ¢ Cb{T)
le foncteur G, - Fi déduit de ¢ par restriction définit un morphisme

1

de Lopos . - O .
i i

A5, L 2-catéporie Pibtop(l) est équivalente a4 la 2-catdégorie des

2-toncteurs de 1 dans la catégorie des U-topos ; les catégories I'ihrées

le la forme T X i (# un j—tupus) correspondent aux 2-foncteirs conctants

L]
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d'ol une définition des 2-limites inductives et projectives de topos :

A.4. Soit F une catégorie fibrée en U-topos au-dessus de I. lNous

appellerons 2-limite inductive de I le 2-foncteur covariant

E - Cartop. (F, I X R)

i

(U-topos) - (U-catégories)

et 2-limite projective de ¥ 1le 2-foncteur contravariant

B - Cartop, (I xE, F)

La 2-limite inductive (resp. projective) de F se représente donec, quand

c'est possible, par un U-topos L muni d'un morphisme de catégories
fibrées en topos
F-1IXIL

(resp. I XL = F)

5.1:4. Supposons maintenant le topos T connexe.

63—
5. COMPLEMENTS

2.1. Groupe fondamental d'un topos localement connexe en un point,

2.1.1. Soient T un topos localement galoisien et P un point de T, Nous

pe fondamental de T en p le groupe ”1 =T

-1
P . On a donc pour tout objet X de T une opération & gauche naturelle de ”1(T,p)

(T,p) dés sibo morphismes du foncteur fibre
(T, p

sur
-1 .
la fibre p (X) ; c'est-d-dire un foncteur
f : T- Ens
™

de T dans la catégorie des W1—ensemble & gauche,

5.1.2. Pour tout objet localement constant I, de T, soit VL 1l'ensemble des g € ﬁ1 qui

laissent fixe chaque point de p—T(L). Les ensembles VL forment un systeme fondamental

de voisinages de 1 pour une topologie de groupe sur Wi. Pour tout objet X de T, 1'opé-

- -1
ration de ”1 sur p (X) est alors continue pour la topologie discréte de D (X) ; d'ol

un nouveau foncteur

? : T = Dis
™

a4 valeurs dans la catégorie des "1 ~ eSpaces discrets.

2.1.3. Soit I la catégorie des voisinages galoisiens de P : les objets de I sont les

’ "'1
couples (Y,y) formés d'un objet galoisien Y de T et d4'un y € o) (Y) ; et les morphismes

(Y,y) = (Z,z) sont les Y » Z qui transforment yen z. I est en fait un ensemble pré-

ordonné filtrant. Pour toute fléche u : (Y,y) - (Z,z) de I, on définit un morphisme de

groupes surjectif Aut(Y) = Aut(Z) en associant & 1'automorphisme a de Y 1'automorphisme

b de Z tel que b(z) = u(a(y)) i d'oll un systeme projectif de groupes discrets

) € 1

Le groupe topologique W1 s'identifie & la limite projective de ce systime si on fait

correspondre & chaque o € ™ la famille (a(Y y)) déterminée par les relations
H

a o.y) =

(Y’y)( y) =y

Les propositions suivantes sont alors

équivalentes :

appellerons grou-
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(a) Le foncteur T:mo DisTT est une équivalence de catégories
1

(b) Pour tout voisinage galoisien (Y,y) de p, la projection

P'(r,y) o ﬂ1 - Aut (Y)

est surjective,

(b') Pour tout objet connexe M de T, T, optre transitivement sur p_1(M).

Ces propositioné sont vérifides dans les deux cas suivants :

(i) Tout objet galoisien de T est fini (cf. 5.2.)

(ii) T admet une famille génératrice dénombrable.

Notons qu'un topos localement galoisien qui remplit la condition (i) ou la con-
dition (ii) admet toujours un point.
5.1.5. Soit maintenant E un topos localement connexe. A chaque point p de E, le mor-
phisme de topos E -SLC(E) (2.4.1.).fadt correspondre un point ; de SLC(E).
Le foncteur fibre ;;1 n'est autre que la restriction de p-1 4 la sous-catégorie SLC(E)
de E. On peut appeler groupe fondamental de E en p le groupe fondamental en ; du topos
localement galoisien SLC(E).

Les propriétés (i) et (ii) de 5.1.4., pour le topos SLC(E), reviennent aux pro-
priétés suivantes de E :

(i') Tout objet galoisien de E est fini.

(ii") Il existe une suite (Rn) de cribles couvrant ep telle que chaque objet

localement constant de E puisse 8tre trivalisé par un Rn (cf. 3.3.2. et 3.2.5.)

5.2. Groupoide fondamental profini.

5.2,1. Disons qu'un objet localement constant L d'un topos T est fini s'il existe un

recouvrement (qx) de eT par des objets de T et des qy—isomorphismes

ou les Iq sont des ensembles finis.

On prouve sans peine les propositions suivantes :
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1) Soient L un objet l.c.f. de T et R une relation d'équivalence sur L. Si R
est un cbjet l.c.f., le quotient 1l'est aussi,
2) Toute limite projective finie d'objets l.c.f. est 1l.c.f.

Et, si T est somme directe de topos connexes :

5) Tout objet L de T qui est l.c.f. est somme directe d'objets l.c.f. connexes ;

et tout sous-objet de L qui est l.c.f. est somme directe de composantes connexes de I,
4) S0it L un objet l.c.f. de T. Au-dessus de chaque composante connexe de

Ty il y a un objet galoisien fini qui trivialise L.
5.2.2. Nous supposons le topos T somme directe de topos connexei et quT 1'univers de
référence admet un é1lément infini.

Soit SLCF(T) la sous-catégorie pleine de T formée des sommes directes d'objets
l.c.f. Les propositions 1 & 3 ci-dessus montrent que la catégorie K des objets l.c.f. de
T vérifie les hypothdses du lemme 2.4.2.. Or, on prouve aisément que cette catégorie est
petite & équivalence prés ; donc SLCF(T) est un topos et 1'inclusion SLCF(T) - T définit
un morphisme de topos en sens inverse. Enfin, d'aprés la proposition 4 ci-dessus et le

lemme 2.4.10,, SLCF(T) est un topos localem nt galoisien.

2.2.3. Disons qu'un topos localement galoisien est profini s'il est engendré par ses

objets galoisiens finis. Le topos localement galoisien SLCF(T) est profini, et le mor-
phisme T - SLCF(T) fournit pour tout topos localement galoisien profini P une équiva-
lence de catégories

Homtop(SLCF(T), P) - Homtop(T,P)

)




