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INTRODUCTION 

i. Une cat~orie tannakienne sur un corps k est une ~-cat~gorie ACU (voir le 

chap. I, qui pr~sente de fa~on syst~matique le langage des ~-cat~gories, constamment 

utilis~ dans ce travail) k-lin~aire ab~lienne C , poss~dant des objets Ho._~m relati- 

vement g la loi ~ , et telle qu'il existe une extension de corps k'/k et un 

~-foncteur ACU k-lin~aire sur C ~ valeurs dans les k'-vectoriels de rang fini, 

w : ~ > Modf(k') qui soit fiddle et exact. Plus g~n~ralement, si S est un 

k-schema, un foncteur fibre sur C g valeurs dans S est un ~-foncteur ACU k-lin~aire 

sur ~ ~ valeurs dans les ~s-modules localement libres de rang fini, 

w : ~ > Loclib(S) , qui soit exact, consid~r~ con~e ~ valeurs Qcoh(S) (si S # ~ , 

il est alors fiddle). Des exemples de categories tannakiennes et de foncteurs fibre 

apparaissent de fa~on naturelle en G~om~trie Alg~brique et en G~om~trie Analytique, ils 

sont fournis notamment par la consideration de motifs sur un corps (exemple qui a 

motiv~ cette th~orie), modules stratifies sur un schema sur un corps, structures de 

Hodge, families analytiques de structures de Hodge, syst~mes locaux en vectoriels de 

rang fini sur un topos, etc. (voir chap. VI). 

Dans ce travail, on interpr~te les categories tannakiennes au moyen de la 

th~orie des schemas en groupes, on les classifie et on ~tudie des structures 

suppl~mentaires sur une categoric tannakienne, notamment les filtrations des foncteurs 

fibre et les polarisations des categories tannakiennes sur des sous-corps du corps des 

hombres r~els. En fair, on d~veloppe une th~orie plus g~n~rale, dans laquelle le corps 

k est remplac~ par un anneau (commutatif) A . Les outils essentiels pour ce faire sont 

le formalisme pour l'alg~bre homologique non commutative introduit par J. Giraud 

(Cohomologie non ab~lienne, Springer-Verlag 1971) et la th~orie des schemas en 

groupes r~ductifs. 

2. Soit ~ une cat~gorie tannakienne sur un corps k poss~dant un foncteur 

fibre g valeurs dans k (une telle ~ est appel~e neutre) et choisissons un tel 
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foncteur fibre, ~ : ~ > Mod__~f(k) ( ~ est donc, neutralis~e). Pour toute k-alg~bre 

A , on note ~A le foncteur ~ > Mod(A) d~fini par ~A(X) = A ®k m(X) . 

Th~or~me I. 

groupes affine 

categories. 

I) Le foncteur A~---->Aut®(~ A) e st representable par un k-schema en 

G = Aut®(~ A) . 

2) Le ~-foncteur ACU ~vident C ----> ~o(G) est une ~quivalence de 

Ici RePo(G) d~note la ~-cat~gorle des k-vectoriels V de rang fini munis 

d'une action alg~brique du k-groupe G ~ i.e. d'un morphisme de foneteurs 

G > Aut(V) . Le th~or~ne donne un dictionnaire entre categories tannakiennes neutra- 

lis~es sur k et k-groupes affines. Pour compl~ter le cas neutre, il reste 

d~terminer la cat~gorie des foncteurs fibre sur C ~ valeurs dans un k-schema S . 

Pour ceci, ~ tout foncteur fibre ~ : C -> Loclib(S) on associe le foncteur 

Isom~(~S,~) , on a alors 

Th~or~me 2. I) Isom~(~S,~) est representable Rar un S-schema affine sur S qui, 

muni de l'action ~ droite ~vidente de G S = Aut®(WS ) , est un Gs-tOrseur ~ droite pour 

la topologie fid~!ement plate quasi-compact ~ (fpqe) s ur SCh/s . 

2) Le foncteur ~ ~ IsomV(WS,V) ~tablit une ~quivalence de categories 

entre la cat~$orie des foncteurs fibre sur ~ & valeurs dans S et celle des Gs-tOr- 

seurs & droite sur S pour la topo!0gie fpqc . 

En particulier, deux foncteurs fibre ~ , ~' : ~ ~> Loclib(S) sont locale- 

ment isomorphes (en tant que ~-foncteurs) pour la topologie fpqc. On peut aussi 

interpreter ce th~or~me de la fa~on suivante : soit FIB(~) la cat~gorie fibr~e 

au-dessus de SCh/k des foncteurs fibre sur ~ ~ valeurs dans un k-schema variable ; 

alors, le choix d'un w : ~ ...... > Modf(k) d~termine une ~quivalence de FIB(~) avec la 

gerbe des Gs-torseurs ~ droite pour la topologie fpqc (S ~tant un k-schema variable). 
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De faqon g~n~rale, si ~ est une cat~gorie tannakienne sur 

rement neutr~, posons Q = FIB(~) . On a alors 

k (non n~cessai- 

Th~or~me 3. I) Q est une gerbe sur Sch/k munie de la topologie fpqc, localement 

li~e par un schema en groupes affine (voir Giraud, loc.cit.). 

2) Le ~-foneteur ACU ~vident C > RePo(Q) est une ~quivalence de 

categories. 

Ici RePo(Q) d~note la ®-cat~gorie des foncteurs cart~siens Q---> LOCLIB(k) , 

off LOCLIB(k) est le champ sur SCh/k des ~S-mOdules localement fibres de rang fini 

(S ~tant un k-schema variable). Une gerbe Q poss~dant la propri~t~ d~crite dans I) 

sera appel~e tannakienne. Si Q est une telle gerbe, la ~-cat~gorie ACU RePo(Q) 

est une cat~gorie tannakienne, et on a un morphisme de gerbes 

q > FIB (RePo(Q)) 

Celui-ci est une ~quivalence si le lien de Q est repr~sent~ par un groupe, ou bien 

s'il est alg~brique, i.e. localement repr~sent~ par un groupe de type fini. Dans ce 

dernier cas, on dit que Q est alg~brique et si Q = FIB(~) , on dit aussi que 

est alg6brique. On trouve donc un dictionnaire entre les categories tannakiennes 

alg~briques sur k et les gerbes tannakiennes alg~briques sur k muni de la topolo- 

gie fpqc . De plus, une cat~gorie tannakienne alg~brique poss~de un foncteur fibre 

valeurs dans une extension finie de k . 

3. Soit C une cat~gorie tannakienne sur un sous-corps K de ~ . Ii y a lieu 

de d~finir sur ~ des structures de positivit~, appel~es polarisations. On voit 

aussitOt qu'on peut se restreindre g ~tudier une variante homog~ne de cette notion 

(il y a aussi une variante gradu~e), et sur des cat6gories tannakiennes alg~briques 

sur ~ . Donnons d'abord une d~finition pr~liminaire : si ~ est une cat~gorie 

tannakienne (suppos~e dor~navant alg~brique sur JR) et V un objet de ~ , une 

forme bilin~aire non d~g6n~r~e ~ : V ® V > ~ est appel~e une forme de Weil si 
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sa parit~ e (i.e. l'unique automorphisme de V v~rifiant ~(y,~) =~(x,e y)) est 

dans le centre de End(V) et si pour tout endomorphisme non nul u de V on a 

Tr(uu ~) > O , o~ u ~ est l'adjoint de u . Deux formes de Weil ~ : V ® V > ~, 

: W ®W ) ~ sont compatibles si ~ ® ~ est une forme de Weil sur V ~W . Soit 

maintenant e ~ Z(~) (Z = Aut®(idc ) est le centre du lien de la gerbe FIB(~) ; c'est 

donc un ~-groupe alg~brique commutatif). Une ¢-polarisation ~ de ~ consiste en 

la donn~e pour chaque objet V de ~ d'un ensemble non vide ~(V) des formes de 

Well V ® V ) ~ de parit~ ~V v~rifiant 

a) Si V , W sont des objets de 

~ ~ E ~(V~W) , ~® ~ E ~(V®W) 

C et si E ~(V) , ~ E ~(W) , alors 

b) Si V est un objet de ~ et si ~, ~ sont des formes de Weil compati- 

bles sur V de parit~ CV, alors ~ E ~(V) ~ ~ E ~(V) . 

L'existence d'une polarisation entraSne que le lien L de ~ est r~ductif et que 

le ~-groupe Z est compact. 

Une l-polarisation est appel~e polarisation sym~trique. Voici un exemple 

typique de polarisation : soit G un ~-groupe alg~brique affine, C E G(~) tel 

que C 2 soit central et que int(C) soit une involution de Cartan de G (i.e. que 

la forme G C de G qu'elle d~finit soit une forme compacte). Alors, si pour chaque 

G-module V on note ~c(V) l'ensemble des applications bilin~aires G-invariantes 

: V ® V > ~ telles que la forme bilin~aire ~C soit sym~trique d~finie positive 

(o~ ~c(X,y) = ~(x,Cy)) , ~C est une C2-polarisation de RePo(G) . Que c ci est 

l'exemple typique r~sulte de 

Th~or~me 4. Soit G u n ~-groupe al$~brique qui est soit ab~lien; soit connexe. 

Alors, RePo(G) poss~de une polarisation si et seulement si G est r~ductif et est 

une forme tordue int~rieure de sa forme compacte et dans ce cas toute polarisation 

est de la forme ~C o_~ C E G(~) est uniquement d~termin~ ~ conjusaison prgs. 

Ii r~sulte de ce th~or~me que si ~ est une cat~gorie tannakienne dont le 



- 9- 

lien est ab~lien ou connexe, et qui est munie d'une polarisation sym~trique, ~ est 

neutre et poss~de m~me un foncteur fibre w : ~ > Modf(IR) unique ~ isomorphisme 

pros tel que Aut__~(~) soit un R-groupe compact ; de plus, si V est un objet de 

une forme M ~ V ® V > IR appartient ~ ~(V) si et seulement si w(~) est 

sym~trique d~finie positive. 

4. La th~orie g~n~rale d~velopp~e dans les cinq premiers chapitres et esquiss~e 

plus haut, est illustr~e dans le chapitre VI par quelques exemples. On remarquera que 

pratiquement tousles exemples proviennent de la consideration de diverses theories 

de cohomologie pour les vari~t~s projectives lisses sur un corps donn~, et donnent 

lieu ~ des categories tannakiennes sur des corps de caract~ristique z~ro. L'exemple 

de ce type qui est "universel" est donn~ par la cat~gorie des motifs ; ce n'est pas un 

vrai exemple, puisque la construction de la cat~gorie des motifs en tant que cat~gorie 

tannakienne d~pend des conjectures "standard" pour les cycles alg~briques. Un 

appendice est consacr~ ~ is presentation de ces conjectures ainsi que celles de 

Hodge et de Tate ; on y rappelle aussi des d~finitions concernant les cycles alg~- 

briques et les theories de cohomologie. 

J'exprime ma reconnaissance profonde ~ A. GROTHENDIECK, qui m'a introduit 

ce sujet. Ses conseils et suggestions constants m'ont ~t~ indispensables pour mener 

bien ce travail, et je lui dois en outre une grande partie de ma formation de 

math~maticien. Je remercie aussi P. BERTHELOT et Po DELIGNE pour l'aide et les 

conseils qu'ils m'ont g~n~reusement apport~s pendant mon travail. 

La Ford Foundation et le Centre National de la Recherche Scientifique, grace 

leur soutien financier, m'ont permis de preparer ce travail dont la plus grande 

partie a ~t~ faite ~ l'Institut des Hautes Etudes Scientifiques pendant les d~ux 

ann~es et demi derni~res. Je remercie tout particuli~rement Monsieur L. MOTCHANE et 

Mademoiselle A. ROLLAND et leur successeur Monsieur N.H. KUIPER ainsi que le personnel 

de I'I.H.E.S. pour le tr~s bon accueil qu'ils m'ont toujours r~serv~. 
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§ O. GENERALITES 

0.I. ®-cat~$ories. 

0.i.i. Si C est une cat~gorie, un foncteur C × C > C sera appel~ une @-struc- 

ture sur ~ , ou encore une loi ® sur ~ . Une ®-cat~$orie est une cat~gorie ~ munie 

d'une ®-structure qu'on notera ®C ' ou simplement ® , si aucune confusion n'est 

possible ; & des objets X, Y de ~ , on associe donc un objet X ® Y de ~ , qui 

d~pend fonctoriellement de (X,Y) . 

O.1.2. Soit A un anneau commutatif unif~re. Rappelons qu'une cat~$orie A-lin~aire 

est une cat~gorie C munie d'une structure de A-module sur les Hom(X,Y) (X,Y E ob C) 

qui d~pend fonctoriellement de (X,Y) . Une ®-structure A-lin~aire sur une cat~gorie 

A-lin~aire est un foncteur A-bilin~aire C × C .... > ~ . Une ®-cat~$orie A~lin~aire 

est une catdgorie A-lin~aire munie d'une @-structure A-lin~aire. 

0.1.3. Soit X un objet d'une @-cat~gorie ~ . On dira que X est O-r~$ulier 

(resp. l-r~$ulier, resp. 2-r~$ulier) & gauche si le foncteur Y | > Y ® X de 

dans ~ est fiddle (resp. pleinement fid~le~ resp. une ~quivalence de categories). 

On d~finit de m~me la notion d'objet n-r~$ulier & droite (n = 0,1,2). Un objet de 

est dit n-r~$ulier (n = 0,1,2) s'il est n-r~gulier & gauche et & droite. 

0.i.4. Si ~ est une ~-cat~gorie, ayant ®C comme ~-structure, la ~-cat~$orie 

oppos~e de ~ est la cat~gorie ~o munie de la @-structure 

= o C ° C ° C ° 
®cO ®~ : _ X _  > _  

On notera encore ~o cette @-cat~gorie. La ®-cat~gorie sym~trique de ~ , not6e 

C sym , est la cat~gorie C munie de la ®-structure 

o ®C 
C x C  > C  XC  - - > C  , 

o~ ~ est la sym~trie canonique de ~ , O(X,Y) = (Y,X) . 

On v~rifie aussitOt les dgalit~s 
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(0.1.4.1) 

(! °)° = ! 

(~o)sym = (~sym)o 

(~sym)sym = 

0.2° Exemples. 

0.2.1. Soit ~ une cat4gorie dans laquelle le produit des couples d'objets existe, 

et pour tout tel couple (X,Y) , choisissons un produit (X X Y ,pX,Py) . On d4finit 

alors une ~-structure sur ~ en posant pour des objets X,Y 

X®Y= X xY , 

pour des fl~ches f : X .... > X' , g : Y >Y' 

f®g= f Xg • 

Dans cette ®-cat~gorie, un objet est n-r~gulier (n = 0,1,2) si et seulement 

s'il est n-r~gulier ~ gauche (resp. ~ droite). On v~rifie sans difficult~ les asser- 

tions suivantes. 

0.2.1.1. Un objet X de C est 0-r~gulier si et seulement s'il est "couvrant", 

e'est-~-dire, si quel que soit l'objet Y de ~ , py : Y X X > Y est un ~pi- 

morphisme. 

0.2.1.2. Un objet X de C est l-r~gulier si et seulement s'il est 2-r~gulier, 

ou encore, s'il est un objet final de ~ . 

0.2.2. C = Mod(A) !a cat~gorie des modules sur un anneau eommutatif unif~re A . Le 

produit tensoriel de A-modules d~finit une loi ® sur ~ . De m~me que dans l'exemple 

precedent, un objet X de C est n-r~gulier (n = 0,1,2) si et seulement s'il est 

n-r~gulier g gauche (resp. ~ droite). Prouvons qu'un A-module L est 2-r~gulier si 

et seulement s'il est projectif de rang i . 

O.2.2.1. Si L est projectif de rang i , et ~ d~signe le A-module HomA(L,A) , on 
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a des isomorphismes canoniques 

~®L _~ A 

L®[ ~ A 

il en r~sulte~ par associativit~ du produit tensoriel de A-modules, que le foncteur 

X~ > X ® ~ est un quasi-inverse du foncteur X I > X ® L . 

0.2.2.2. Supposons L 2-r~gulier ; ceci signifie que le foncteur 

Mod(A) > Mod(A) X, > X ® L 
A 

est une ~quivalence de categories ab~liennes. Ii en r~sulte en particulier que L est 

projectif de type fini. En effet, L est image de A par l'~quivalence pr~c~dente~ 

et la propri~t~ pour un A-module d'etre projectif de type fini se conserve par ~quiva- 

lence : c'est clair pour projectif, et pour type fini on remarque qu'un A-module M 

est de type fini si et seulement si pour tout syst~me inductif filtrant (N) , dans 

lequel les morphismes de transition sont des monomorphismes, le morphisme canonique 

lim_.~ Hom(M,Nc) > Hom(M,li~ N ) 

est un isomorphisme. 

Enfin, L 

morphisme 

est de rang 1 , parce qu'il existe un A-module L' et un iso- 

L' ® L ~ A (le foncteur X t > X ® L est essentiellement surjectif). 

0.2.3. Soit G un groupe commutatif d'un topos I , et soit ~ la cat~gorie des 

G-torseurs (GIRAUD [I], chap. III). Le produit contract~ (loc.cit.) de torseurs d~finit 

une ~-structure sur ~ . Dans cette ~-cat~gorie, tousles objets sont 2-r~guliers. 

0.2.4. Soit ~I un groupe (de Ens), ~2 un ~l-mOdule ab~lien. On construit une 

cat~gorie ~ dont les objets sont les ~l~ments de ~i ' tousles morphismes ~tant 

des automorphismes, et pour s E ~i on a 

AUtc(S) = [s} X ~2 

La composition dans ~ provient de l'addition dans ~2 " On d~finit sur ~ une loi 
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® de la fa~on suivante : si s I , s 2 E ~I ' on pose 

s I ® s 2 =SlS 2 ; 

si (Sl,U I) , (s2,u 2) sont des morphismes (Ul,U 2 E ~2 ) , on pose 

(Sl,U I) ® (s2,u 2) = (SlS2,U I + Sl.U 2) 

Ii est imm~diat que dans cette @-cat~gorie tousles objets sont 2-r~guliers ; cela 

provient de ce que ~I est un groupe et de ce que l'ensemble des fl~ches de ~ , muni 

de l'op~ration induite par la loi ® enest aussi un, ~ savoir le produit semi-direct 

~i.~2 . 

0.2.5. Soit H un espace topologique, et soit ~ la categoric ayant H comme 

ensemble d'objets, et dont l'ensemble HOmH(hl,h 2) (hl,h 2 E H) est celui des classes 

de chemins de h I ~ h 2 modulo homotopie, la composition ~tant la composition de 

classes de chemins. Ii est clair que la cat~gorie ~ d~pend fonctoriellement de H , 

c'est-~-dire qu'~ une application continue f : H > H' on attache un foncteur 

f : H > _H' , tel que si f" = f'o f ~ on ait _f" = f' o f , et id H = id H . En outre, 

si f,g : H > H' , chaque homotopie ~ de f dans g d~finit une transformation 

naturelle ~ : f > ~ , des homotopies homotopes induisant la m~me transformation 

naturelle. 

Remarquons enfin que le foncteur Top ..... ) Cat qu'on vient de construire 

commute avec les produits~ c'est-~-dire que le foncteur canonique 

H XH' ~H xH' 

est un isomorphisme de categories. 

En particulier, chaque application continue 

@-structure sur la categoric ~ . 

H X H ) H d~termine une 

0.2.6. Voici un cas particulier de l'exemple 0.2.5. Soit (X,x o) un espace point~. 

On prend pour H l'espace ~(X,x o) des lacets de X en x ° (avec la topologie 

compacte ouverte), muni de l'op~ration de composition des lacets. On trouve donc la 
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~-cat4gorie ayant comme objets les lacets de X en x , comme morphismes les 
o 

homotopies entre ces lacets (~ homotopie pros). La loi ® provient de la composition 

des lacets. 

§ i. CONTRAINTES POUR UNE LOI ® 

i.i. Contraintes d'associativit~. 

I.I.I. Soit ~ une ®-cat4gorie. Une contrainte d'associativit~ pour ~ estun 

isomorphisme fonctoriel 

~Px,Y,Z : X ® (Y ® Z) N > (X ® Y) ® Z 

tel que pour des objets 

pentagone") 

(1.1.1.1.) 

X,Y,Z,T le diagramme suivant soit commutatif ("axiome du 

~X,Y,Z~T / 

X ® (Y ® (Z ® r)) 

idx~y,z, T 

X ® ((Y ® Z) ® T) 

(x® Y) ® (z ® T) 

X ~ Y , Z ,  T 

((X ® Y) ® Z) ® T 

I [QX, y, z®idT 

> (X @ (Y ® Z)) ® T 

~X,Y@Z,T 

On appellera ®-cat~5orie associative une ~-cat4gorie qui est munie d'une 

contrainte d'associativit~. 

1.1.2. L'axiome du pentagone assure, d'apr~s MAC LANE [I], 3.1 (voir aussi BENABOU 

[I], Appendice I, § 5 et KELLY-MAC LANE [i]) la "coherence" de la contrainte d'asso- 

ciativit~ ~ . Voici une fagon commode en pratique d'exprimer cette coh4rence : 

Si on s'est donn~ une contrainte d'associativit~ ~ , on peut construire 

a) Une loi associant ~ chaque famille (Xi)i61 d'objets de ~ index~e par 

un ensemble fini totalement ordonn4 non vide (I,<) un objet de ~ d4pendant foncto- 

riellement des X. (iEl), not4 
1 ® X i , 

I~< 



-17- 

telle que si (X) est la famille r~duite & un seul objet on a 

® (X) = X 

b) Pour deux telles families (Xi)iEll , (Xi)i612 un isomorphisme fonctoriel 

en les X. 
1 

: ( ® X i) ® ( ® X i) > ® X i , 
Ii,< 12,< I,< 

~ I = IlL 12 est muni de l'ordre < qui induit les ordresdonn~s sur I 1 , 12 et 

pour lequel I 1 < 12) , tel que pour X, Y , Z E ob ~, l'isomorphisme 

N 

x@ (Y®Z) > (x®Y) ®z 

qu'on en d@duit soit ~X,Y,Z " 

De plus, une telle loi g~n~ralis4e est unique dans le sens suivant : si 

(®,~), (®',~') 

phismes 

compatible avec 

sont deux lois comme dans a), b), il existe un unique syst~me d'isomor- 

: ® X. ~ ®' X. 
I i 

I,< I,< 

, ~' et telle que si (X) est la famille r@duite ~ un 414ment, 

soit l'identit~ de X . 

1.1.3. Le groupe Aut(®) des automorphismes du foncteur ® : C X C > ~ agit 

gauche sur l'ensemble Assoc(~,®) des contraintes d'associativit4 pour ~ de la 

fa@on suivante : si ~ E Assoc(~,®) , c E Aut(®) , alors c~ est ddfini par la commu- 

tativit~ du diagramme 

(1.1.2.1) 

X® (Y® Z) ~X,Y,Z > (X® Y) ® Z 

idx~Cy, Z I ~ CX,y~idz 

X ® (Y ® Z) (X ® Y) ® Z 

Cx'y@z ~ ~ Cx@y'z 

x® (Y@ z) > (x®Y) @ z 
C 

CPX,y,z 

On dira que deux 414ments de Assoc(~,®) sont cohomologues s'ils sont dans la m~me 

orbite pour l'action de Aut(®) . 

1.2. Contraintes de cormutativit~. 

1.2.1. Soit C une ~-cat4gorieo Une contrainte de commutativit~ pour C est un iso- 
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morphisme fonctoriel 

tel qu'on ait 

(1.2.1.1) 

N 

~X,Y : X ® Y > Y ® X 

~Y,X o ~X,Y = idx~y 

Une ~-cat~gorie munie d'une contrainte de commutativit~ est appel4e une 

~-cat4$orie commutative. 

1.2.2. Ici encore, le groupe Aut(®) op~re sur l'ensemble Comm(~,®) des contrain- 

tes de commutativit~ pour ~ . Si ~ E Comm(~;®) , c E Aut(®) , c~ est d~fini par le 

diagramme commutatif suivant : 

(1.2.2.1) 

X®Y 

Cx,y 

X®Y 

~X~Y > Y ® X 

Cy,x 

> Y ® X 

C~x, Y 

Deux contraintes de commutativit4 pour ~ sont dites cohomolosues si elles sont 

dans la m~me orbite pour l'action de Aut(®) . 

1.2.3. Si ~ est une ~-cat4gorie munie d'une contrainte de cormnutativit~ ~ , X 

un objet de ~ , on appelle sym4trie canonique de X ® X l'automorphisme d'ordre 2 

~X = ~X,X : X®X > X®X 

On dit que la contrainte de commutativit~ ~ est stricte si les sym~tries 

canoniques sont des identit4s; ~ est encore appel4e une ~-cat~gorie strictement 

commutative. 

1.3. Contraintes d'unit4. 

1.3.1. Soit 

une unit~ pour ~) est un triple 

isomorphismes fonctoriels 

C une ®-cat~gorie. Une contrainte d'unit~ pour C (ou plus simplement 

gx : x > !®x 

d x : X ~'> X® 1 

(l,g,d) , o~ i E ob C , et g , d , sont des 
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vErifiant la condition 

(1.3.1.1) gl = dl 

l'objet 

On notera encore d l'isomorphisme gl = dl 

i est 2-rEgulier (0.1.3). 

. On peut remarquer que 

Si X est un objet de ~ , on posera par dE£inition 

F(X) = Hom(l,X) 

1.3.1.1. Soit X un objet de C ; la naturalit~ de g , d 

aux morphismes gx ' dx ' donne les formules 

gx~ ! = gx ® idl 
(1.3.1.2) 

dl_~X = id ! ® d X 

1.3.1.2. Voici une autre consequence de la naturalit~ de 

couple constitu4 d'un objet Z de C et d'un isomorphisme z : Z 

diagramme suivant 

(1.3.1.3) 

Z®Z 

 idz 
z®l !®z 

 fgz 
Z 

appliquEe respectivement 

g , d . Soit (Z,z) un 

N > 1 . Alors le 

est commutatif. En effet, on se ram~ne aussitOt au cas du couple 

rEsulte de (1.3.1.1). 

(~,id I) , o3 cela 

1.3.1.3. Remarque. On peut dEfinir une unite ~ gauche (resp. g droite) pour ~ , 

comme un couple (!,g) (resp.(~,d)). Ces notions ne seront pas utiles dans la suite 

de ce travail, aussi se bornera-t-on aux unites bilat~res d~finies plus haut. 

1.3.1.4. Soient (l,g~d) , (l',g',d') des unites sur 

t I (!,g,d) dans (i ,g ,d') un morphisme ~ : i--->I' 

grammes 

. On appelle morphisme de 

rendant commutatifs les dia- 
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gj ]x 
X ~ ! )~® id x 

i' x 

(1.3.1.4) (X 6 ob C) 

ax~ x®± 
X ~ idx®k 

Eel' 

En faisant X = ! , on volt que k est un isomorphisme, et que pour (~,g,d), 

(~',g',d') donn4s, il y a au plus un tel X . En d'autres term®s, la cat~gorie 

Unit(C) des unites pour la ~-cat4gorie ~ , est un groupoYde rigid®. 

1.3.2. Voici des variantes de la notion d'unit4 pour une ~-cat~gorie ~ . Si 

! £ ob ~ , on dit que ~ est un objet unit4 de ~ s'il est 2-r4gulier (0.1.3) et 

s'il exist® un isomorphisme i = i ® i . Un couple (l,d) o~ d : ! ~ > i ® i ®st 

un tel isomorphisme, sera appel4 une unite r4duite pour ~ . La ~-cat4gorie ~ est 

dire unif~re si elle poss~de un objet unitE. II est clair que si (~,g,d) ®st une 

unit4 pour ~ , (~,d I) est une unit4 r~duite. 

1.3.2.1. La notion d'objet unit4 pr~sente un int~r~t, surtout si ~ peut ~tre munie 

d'une contrainte d'associativit4. Dans ce cas, ~ est unif~re si et seulement s'il 

existe un objet 2-r4gulier dans C , et de plus deux objets unite sont isomorphes. 

Prouvons d'abord la premiere assertion : si X est un objet 2-r4gulier, il existe un 

objet i et un isomorphisme I ® X > X . On v~rifie aussitOt ~ l'aide d'une 

contrainte d'associativit4 ~ ~ que ~ est un objet unit4 de ~ . Soient maintenant 

1 , I' des objets unite de ~ ; pour trouver un isomorphisme ~ N ) !' , il suffit de 

trouver un isomorphisme i ® (I ® i') N > 1 ® (I' ® I') , et ici on a 

~0 d~id id~d ' 
1 ® (i ® 1') > (i ® 1) ®!' > 1 ® i' > l® (!' ®!') 
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On d4veloppera davantage cette situation en 2.2. 

1.3.2.2. Soient (l,d) , (~',d') des unit4s r4duites pour 

dans (~',d') est un isomorphisme k : ~ ~ !' 

(1.3.2,1) k 

I 

i 
i' 

. Un morphisme de (~,d) 

rendant commutatif le carr4 

> i®i 

d '  

> i'® I' 

On obtient ainsi une cat6gorie Unr6d(C) . De plus, la correspondance qui 

une unit4 (~,g,d) pour ~ associe l'unit6 r4duite (!,d I) d6finit un foncteur 

pleinement fiddle 

(1.3.2.2) Unit(C) > Unr6d(C) . 

Celui-ci n'est pas en g4n6ral une 4quivalence de catdgories (voir exemples). 

1.3.3. On s'int6resse dans ce num4ro au monoYde des endomorphismes d'un objet unit4. 

1.3.3.1. Soit I un objet, unit4 de ~ ; alors, le monoYde End(!) est commutatif. 

i 

En effete il suffit de prouver que 

est 2-r6gulier, tout endomorphisme e de 

End(l ® i) est commutatif, et puisque 

I ® 1 peut s'exprimer 

e = u ® id I = id I ® v , 

oh u , v E End( z ) . Si c' est un autre endomorphisme, on a 

d'o~ 

e' = u' ® id I = id I ® v' 

~c ~ = (u ® idl)(id I ® v') = (idl® v')(u ® id I) 

= g~e 

1.3.3.2. Soient I , i' des objets unit4 de C , et supposons qu'ils sont isomorphes. 

Chaque isomorphisme ~ ~ > ~' d4finit un isomorphisme de monoYdes 

End( ! ) ~ End(!') . 
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Ii r4sulte de ce qui pr4c~de que l'isomorphisme de monoldes obtenu ainsi est 

ind4pendant du choix de l'isomorphisme ! ~ > !' 

En particulier, si C est une ~-cat~gorie unif~re dont les objets unit4 

sont deux ~ deux isomorphes (c'est le cas si C peut ~tre muni d'une contrainte 

d'associativit4), on peut d4finir sans ambiguit4 le monoTde des endomorphismes de 

l'objet unit4, qu'on notera 

(1.3.3.1) End(!c ) 

1.3.3.3. Soit (!,g,d) une unit4 pour ~ (1.3.1) ; on d4finit deux op4rations p , p' 

de End( ! ) dans le foncteur identique de ~ , i.e. des morphismes de monolde 

ou encore pout tout 

P , p' : End( ! ) > End(id C) , 

u E End(l) , X E ob C , des morphismes 

Px(U) , pi(u) : X > X 

fonctoriels en X et v4rifiant les formules suivantes pour u , v E End( ! ) 

(1.3.3.2) 

(1.3.3.3) 

I Px(UV) = Px(U) Px(V) 

p (uv) = 

Px(id !) = pi(id !) = id X 

On les d4finit par les diagrammes commutatifs suivants 

Px(U) 
f X >x 

gxl u~idx I gx 

l®x > !~x 

p~ (u) 

X > X 

dx l I dx 
X ® i idx~U> X ~_I 

Ii est imm~diat que Px(U) , p~(u) sont naturels en X , et qu'on a (1.3.3.2). La 
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naturalit@ de d entralne qu'on a, si u E End(!) 

(I.3.3.4) Pl(U) = O~(u) = u 

cat4gorie 

On peut enfin remarquer que le monoYde 

! 
), et qu'en particulier PX et PX 

End(id C) est commutatif (pour route 

commutent pour X E ob C o 

1.4. Contrainte oppos4e et contrainte sym@trique d'une contrainte. 

Soit C une ®-cat@gorie. On lui a associ@ dans 0.1.4 sa ®-cat@gorie oppos@e 

~o . Si ~ est une contrainte d'associativit@ pour _C , on d@finit une contrainte 

o ~o 
d'associativit@ ~ pour par la formule 

o (~X,y,z)-i (1.4.1) ~X,Y,Z = 

0 
L'axiome du pentagone (i.i.I.i) est trivialement v@rifi@ pour Q0 , vu qu'il l'est 

pour ~ .Dans le m~me esprit on d@finira les contraintes de commutativit@ ou unit@ 

oppos@es ~ une contrainte de commutativit@ ou unit@ pour ~ , 

On peut aussi parler de contrainte sym@trique d'une contrainte. Par exemple, 

la contrainte d'associativit@ sym@trique de • , sym est d@finie par 

(i.4.2) (~sym)x,y, z = (~Z,y,x)-I 

Au lecteur de v4rifier que lorsqu'on ~crit (i.i.i.i) dans ~sym pour X,Y,Z,T , on 

obtient ce m~me diagramme dans C et pour T,Z~Y,X (dans cet ordre), modulo une 

rotation de 180 ° autour de l'axe vertical. 

(i.4.3) 

Bien entendu, on a des formules du genre 

(o)o = 

( o)sym = ( sym)o 

(sym)sym = 

En outre, si ~ , ~' sont des contraintes d'associativit@ pour ~ , ~ est 

O 
cohomologue g ~' si et seulement si ~ (resp. sym) est cohomologue ~ ~'° (resp. 

~sym). M~me @nonc@ pour les contraintes de commutativit@. 
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1.5. Exemples. 

1.5.1. Associativit~. 

Dans tousles exemples donn~s au § 0 on dispose de contraintes d'associativit~ 

"naturelles", saul dans 0.2.5. Pour 0.2.1, c'est l'isomorphisme 

X X (Y X Z) N> (X × Y) X Z 

qui envoie (x~(y,z)) dans ((x,y),z), pour x 6 X(T) , y E Y(T) , z E Z(T) , T E ob ~. 

Pour 0.2.2 l'isomorphisme d'associativit4 "naturel" 

~X,Y,Z : X ® (Y ® Z) > (X ® Y) ® Z 

est donn4 par 

¢#(x ® (y ® z)) = (x ® y) ® z . 

L'isomorphisme d'associativit~ dans 0.2.3. est d4fini aussi de fa~on naturelle. Ii 

provient de l'isomorphisme d'associativit4 correspondant A 0.2.1 (pour ~ le topos T) 

par un passage au quotient. 

Etudions maintenant des cas sp4ciaux. 

1.5.1.1. Prenons ~ nouveau l'exemple 0.2.2. On va d4terminer toutes les contraintes 

d'associativit4. On commence par remarquer que les morphismes de trifoncteurs 

~X,Y,Z : X ® (Y ® Z) 

~14ments de l'anneau 

a 
d4fini par 

> (X ® Y) ® Z sont en correspondance biunivoque avec les 

A de base, la correspondance ~tant celle qui ~ a 6 A associe 

a (x ® (y ® z)) = a((x @ y) ® z) 
~X,Y,Z 

a tel que 

a = i ,donc dans ce cas, 31 existe 

En appliquant ceci au diagramme (i.i.i.i), on voit que la seule valeur de 

a 
soit une contrainte d'associativit~ est 

exactement une contrainte d'associativit4. 

1.5.1.2. Pour 0.2.4 , il y a une contrainte d'associativit~ ~vidente, ~ savoir l'iden- 

tit~. On va voir qu'il yen a d'autres. Se donner un morphisme de trifoncteurs 

revient dans ce cas ~ se donner une application f : ~ ~ ~2 , la relation entre 
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f et ~ 4tant 

= 

~Sl,S2,S 3 (SlS2S3 , f(sl,s2,s3)) • 

Lorsqu'on 4crit la commutativit4 du diagramme (i.i.i.i) en utilisant cette relation, 

on trouve 

slf(s2,s3,s 4) - f(sls2,s3,s 4) + f(sl,s2s3,s 4) 

f(sl,s2,s3s 4) + f(sl,s2,s 3) = 0 , 

o~ l'on a pos~ X = s I , Y = s 2 , Z = s 3 , T = s 4 . Autrement dit, f : ~ --'> ~2 

d~finit une contrainte d'associativit~ si et seulement si f est une 3-cochalne de ~i 

valeurs dans le ~l-mOdule 42 (SERRE [ I],VII § 3). On explicite de m~me (1.1.2.1) pour 

d~montrer que des 3-cocycles f , f' d~terminent des contraintes d'associativit~ 

cohomologues (1.1.2) si et seulement si f , f' sont des cocycles cohomologues. On 

trouve donc~ dans ce cas, que le groupe des contraintes d'associativit~, pour l'op~ra- 

tion induite par la composition des automorphismes du foncteur (Sl~S2,S 3) > SlS2S 3 , 

est isomorphe au groupe C3(~I,~ 2) des 3-cocycles de ~i ~ valeurs dans ~2 " De 

m~me, le groupe des contraintes d'associativit~ modulo cohomologie est isomorphe au 

g~oupe H3(~I,~2). 

1.5.1.3. Soit H 

une homotopie 

un espace topologique muni d'une loi 

A 
f 

H ×H xH ~ 8 H , 
> 

B 

H X H .... > H . D'apr&s 0.2.5 

o~ A(hl,h2,h 3) = hl(h2h 3) , B(hl,h2,h 3) = (hlh2) h 3 , d~termine un morphisme fonc- 

toriel 

~X,Y,Z : X ® (Y ® Z) > (X ® Y) ® Z . 

Ii faut toutefois des conditions additionnelles sur ~ pour que ~ v~rifie l'axiome 

du pentagone. Ces conditions sont remplies par exemple dans le cas particulier 0.2.6 . 

1.5.2. Commutativit~. 

Dans les exemples 0.2.1 , 0.2.2 , 0.2.3 , on dispose de contraintes de 



- 26 - 

commutativit6 naturelles. Dans 0.2.4, on v6rifie aussitOt qu'il existe des contraintes 

de commutativit@ si et seulement si ~i est ab6lien et opbre trivialement dans ~2 " 

Dans ce cas, le groupe des contraintes de commutativit6 (pour la composition), est 

isomorphe canoniquement au groupe Ant2(~l,~2 ) des fonctions antisym6triques 

2 C2(~I,~2 ) ~i > ~2 " Le groupe Aut(®) , lui~ s'identifie au groupe des fonctions 

2 C2(~I,~2 ) ~i ---> ~2 ' Modulo ces identifications, opbre dans Ant2(~l~2 ) par la 

rggle 

oh, si 

C 
g = g + ant(c) 

c E C(~l,~ 2) , on a pour x , y E ~i 

ant(c)(x,y) = c(y,x) - c(x,y) . 

Ii en r@sulte que le groupe des classes de cohomologie de contraintes de commutativit6 

pour ~ s'identifie ~ Ant2(~l,~2)/ant(C2(~l,~2)). 

1.5.3. Unit~s. 

1.5.3.1. Dans l'exemple 0.2.1, les objets unit~ sont les objets finaux de la cat~gorie 

C . La cat~gorie Unit(C) est, soit vide, soit ~quivalente g la cat6gorie triviale 

n'ayant qu'un morphisme ~ Le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de categories. 

1.5.3.2. Dans les exemples 0.2.2, 0.2.3, il y a des objets unit~ naturels, ~ savoir 

respectivement le A-module A et le G-torseur trivial G . La cat~gorie Unit(C) est 

dans ces deux cas ~quivalente ~ ~ , et le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de 

cat@gories. 

1.5.3.3. L'exemple 0.2.4 est instructif0 La donn~e d'une unit~ (1.3.1) revient g celle 

d'un couple (y,6) de fonction ~i > ~2 v~rifiant 

(1.5.3.1) y(1) = 6(1) ; 

celle d'un morphisme entre les unit~s correspondant ~ (¥,6), (y',6') revient ~ donner 

E ~2 v~rifiant 

y'(s) - y(s) = k 

6 ' ( s )  - 6 ( s )  = s X  . 
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Donc, dans ce cas, le groupolde Unit(C) n'est pas connexe. 

Si on calcule~ pour 

'(u) on Ps ' obtient 

(1.5.3.2) 

s E IT I , u 6 ~2 ' les automorphismes de 

Ps(U) = (s,u) 

p~(u) = (s,s.u) , 

ce qui montre qu'en g6n~ral p # p' 

s , Ps(U) , 

1.5.3.4. Dans l'exemple 0.2.6 on dispose d'une unit6 naturelle, qui provient du 

lacet trivial. Remarquer que dans cet exemple, on a 

et 1.3.4 nous dit que le ~2 

End(i) = Aut(!) = ~2(X,Xo) , 

d'un espace topologique est ab61ien. 

§ 2. COMPATIBILITES ENTRE CONTRAINTES 

2.1. Associativit6 et commutativit~. 

2.1.1. Soit ~ une ®-cat~gorie. On dira qu'une contrainte d'associativit6 

contrainte de commutativit6 ~ pour ~ sont compatibles, si pour des objets 

Z de ~ , le diagramme suivant ®st commutatif ("axiome de l'hexagone") 

(2.1.1.1) 

(x ® Y) ® z 

, Y, Z f  ~x 

x® (Y®Z) 

idx@~ ~ 

X ® (Z ® Y) 

~XOY~Z> Z ® (X ® Y) 

(Z ® X) ® Y 

X , z ® i d y  

~X,Z,Y~ 
(X ® Z) ® Y 

et une 

X, Y , 

Un couple (~,~) comme ci-dessus sera appel6 une contrainte mixte d'associativit6- 

commutativit~, ou plus simplement une contrainte AC pour la ®-cat~gorie ~ . Une 

@-cat6gorie munie d'une contrainte AC sera appel~e une ®-cat~$orie AC .Elle est dite 

stricte si ~ l'est (1.2.1). 
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2.1.2. L'axiome du pentagon® et de l'hexagone assurent la coh4rence de la contrainte 

AC (MAC LANE [I], 4.2). Voici comment on peut exprimer cette coh4rence : 

Si on s'est donn4 une contrainte AC (~,~) on peut construire 

a) une loi associant & chaque famille (X.) d'objets de C index~e par 
l 

un ensemble fini non vide I un objet de ~ qui d~pend fonctoriellement des X i 

et de I (pour des bijections I > I' d'ensembles finis), notd 

tell® que si 

® X i , 

I 

(X) ®st la famille r~duite & un objet, on a 

®(x) = x 

b) Pour deux telles families (Xi)iEll , (Xi)i612 

( f o n c t o r i e l  e n l e s  X.) 
1 

(@X.) ® (®X i) ~> ® X. l l 
I I 12 llnl 2 

, un isomorphisme 

tel que pour X,Y,Z £ ob ~ , les isomorphismes 

X®Y >Y®X 

X ® (Y ® Z) "> (X ® Y) ® Z 

qu'on en d~duit sont respectivement ~X,Y ' ~X,Y,Z " 

On a bien entendu, l'unicit~ d'une telle loi a), b) comme dans 1.1.2. 

2.1.3. 

AC . Si (~,~) 

(2.1.3.1) 

o~ cq) , c~ 

Le group® Aut(®) op~re & gauche sur l'ensemble AComm(~,®) des contraintes 

®st une telle contrainte, c E Aut(®) , on a 

c(v,)) = (c ,c)) , 

, ont ~t~ d~finis dans 1.1.3, 1.2.2 . Bien entendu, il faut v4rifier 

que si on remplace (~,~) par (c ,c~) , le diagramme (2.1.1.1) ®st encore 

commutatif, ce qui n'est pas difficile. Enfin, les ~l~ments de 

sous l'action de Aut(®) sont dits cohomologues. 

AComm(~,®) conjugu~s 
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2.2.1. Soit ~ une ~-cat4gorie. On dit qu'une contrainte d'associativit4 

contrainte d'unit4 (~,g,d) pour ~ sont compatibles, si pour tout couple 

d'objets de C les triangles suivants 

(2.2.1.1) 

q°X~Y, i 

i X (9 (Y ® i) -- > (X ® Y) ® i (a) 
i d x ~  ~X~Y 

X®Y 

~0!,X,Y 
I ® (X ® Y) > (i ® X) ® Y (b) 

g~y~..~ //~x®idy 

I X®Y 

~X,A,Y 
X ® (I ® Y) > (X ® i) ® Y (c) 

X ® Y  

et une 

(X,Y) 

sont commutatifs. 

Un couple (~,(~,g,d)) comme ci-dessus sera appel~ une contrainte mixte 

d'associativit~-unit4, ou plus simplement une contrainte AU pour la ~-cat4gorie ~ . 

Une ~-cat4gorie munie d'une contrainte AU sera appel~e une ~-cat4$orie AU . 

2.2.2. De fa~on analogue & 1.1.2, 2.1.2, on peut construire de faqon unique (& 

isomorphisme unique pr&s) si on s'est donn4 une contrainte AU 

a) Une loi associant ~ chaque famille (Xi)iE I d'objets de ~ index~e par 

un ensemble fini totalement ordonn4 (I,<) un objet qui d~pend fonctoriellement des 

X. , not~ 
i ® X. 

! 
I,< 

telle que si I = ~ , 
@x i =I , 

et que si (X) est la famille r~duite ~ un seul objet 

®(x) = x . 

b) Pour deux telles familles (Xi)i611 , (Xi)i612 , un isomorphisme 



- 30 - 

fonctoriel en les X i 

(o~ I = IIILI 2 

et pour lequel 

(® x.) ® (® x.) > ® x. 
1 1 1 

Ii,< I2,< I,< 

est muni de l'ordre < induisant les ordres dorm, s sur 

I 1 < 12), tel que si X , Y , Z 6 ob C , les isomorphismes 

I 1 , 12 

N 

x > x® i 

N 

x > !®x 

x® (Y®Z) ~> (x®Y)®z 

qu'on en d~duit soit respectivement dx ' gx '~X,Y,Z ' 

2.2.3. Les conditions (2.2.1.1) ne sont pas les conditions minimales de coh4rence pour 

une contrainte AU . Par exemple, la commutativit4 des deux premiers triangles dans 

(2.2.1.1) pour tout couple (X,Y) d'objets de C , entraine celle du troisi~me triangle. 

D4montrons d'abord sa commutativit~ pour Y = I . Appliquant la naturalit4 de d au 

morphisme d X : X .... > X ® ~ on a un carr4 commutatif 

(2.2.3.1) 

X 

d X 

X®l 

d X 

...... > 

dX~ ! 

> x® ! 

I dx®idl 

(x ~ !) ® ! , 

d'oO grace 

(2.2.3.2) 

(2.2.1.I),(a), pour Y = i , le triangle commutatif cherch4 

x® (1® i) ~ ~" (x®!) ®! 

id x ~ g y ~  / / ~ i d y  

x ® !  
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Le cas X = i 

(2.2.3.3) 

est trait6 de fa~on analogue, et on obtient un triangle commutatif 

~I,!,Y 
!® (I®Y) > (I®i) ®Y 

l®Y 

Pour le cas g4n4ral, consid6rons d'abord le morphisme dx® gy : (X~I)®(I®Y) ----> X~Y . 

C'est un isomorphisme, d'o~ la commutativit4 de (2.2.1.i),(c), est ramen4e A celle du 

triangle 

(2.2.3.4) 

q~X,l, Y 
X ® (i ® Y) ...... > (X ® i) ® Y 

(X ® I) ® (i ® Y) 

Enfin, la commutativit4 de (2.2.3.4) est une cons4quence de la discussion 

du diagramme (2.2,3.5) page 32 , dont (2.2.3.4) est la r~gion V . La commutativit4 

du pentagone ext4rieur suit de (I.i.i.i), celle de I de la naturalit~ de ~ , celle 

de II, III de la commutativit~ de (2.2.3.3), (2.2.3.2) respectivement. Enfin la 

commutativit~ des carr4s constitu4s par IV, V et par V, VI suit de la naturalit~ 

de ~ . D'o~ la commutativit4 de (2.2.3.5) et en particulier de (2.2.3.4). 

2.2.3.1. On peut remarquer que pour d4montrer la commutativit4 de (2.2.1.i),(c), 

on n'a utilis6 que la commutativit4 des diagrammes. 

~x,!,! 
x ® (i ® l) 

i dx® ~ 

x®! 

(2.2.3.6) 

> (x ® l) ® ! 

i x®! 

~Pl, I,Y> 
l® (l®Y) -- (z~l)®Y 

g l~Y~ ~ i d y  
I®Y 
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On peut d4montrer par ailleurs que la commutativit4 de (2.2.3.6) entraSne 

celle de (2.2.1.1) (a), (b) ; la d~monstration est semblable ~ celle faite en 2.2.3. 

Ainsi, (2.2.3.6) est la condition minimale de compatibilit~ (voir aussi KELLY [i]). 

2.2.4. Soit ~ une ~-cat4gorie munie d'une contrainte d'associativit4 ~ . On note 

Unass (C) la sous-cat4gorie pleine de Unit(C) (1.3.1.4) dont les objets sont les 

unit4s pour ~ , qui sont compatibles avec ~ . 

2.2.4.1. Proposition. Le sroupolde ri$ide Unass (C) es__it trivial, i.e. deux objets 

quelconques x,y de Unass (C) sont isomorphes et de plus, Hom(x,y) = ~ . 

2.2.4.2. Preuve. Ii suffit de prouver la premiere assertion, compte tenu de 1.3.1.4. 

Soient (~,g,d) , (~',g',d') des unit4s pour ~ , compatibles avec ~ . Prouvons 

d'abord la commutativit4 du carr4 

(2.2.4.1) 

!' ®! 

1 l' 

' 

Apr~s multiplication ~ gauche par ~ , ce diagramme devient la r~gion 

centrale de 

(2.2.4.2) 

(I ® i') ® i 

i®i I®i' 

I~ ( ~ > Id®id 

(i ® i) ® I' 
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sa commutativit6 d4coule de celle des triangles ext4rieurs et du circuit p~riph6rique, 

elle-m~me cons6quence de (2.2.1.1) et de (2.2.3.1). 

On dispose maintenant d'un isomorphisme k : ~-->~' donn~ par (2.2.4.1). 

Je vais prouver que c'est un morphisme de (~,g,d) dans (~!,g',d'). Ii suffit de prouver 

que pour X 6 ob ~ , le triangle 

(2.2.4.3) 

x®! d/, 
X i dx®X 

x ®  ! '  

, ' ~tant semblable. Ce est commutatif, la preuve de l'assertion analogue pour gx gx 

triangle est la r4gion gauche du diagramme 

X®l 

dx / - ~ dx®id I 

/ l 1 dx®gi "~"'-.~± 
x® (!' ®!) > (x®!') ®! 

X ® i' / dx~l 

dont la commutativit~ d~coule de celle de ses 2 triangles droits et du circuit p~ri- 

ph~rique, elle m~me consequence de (2.2.1.1) et de la naturalit4 de d . 

2.2.5. Conservons les hypotheses de 2.2.4. Rappelons (voir 1.3.2) que Unr~d(C) 

d~note la cat~gorie des couples (~,d) d'un objet unit4 et d'un isomorphisme 

d : ! N> 1 ® 1 . On a ~galement un foncteur 

(2.2.5.1) Unass (C) > Unr4d(C) 

2.2.5.1. Proposition. Ce foneteur estun isomorphisme de cat~$ories. En particulier, 

pour tout objet 1 de C , l'ensemble des structures d'unit4 pour C sur 1 est en 

~prrespondance biunivoque avec l'ensemble des isomorphismes ~ ~> I ® i . 

2.2.5.2. Preuve. II s'agit d'associer ~ chaque unit4 r~duite (!,d o) une unit4 

(~,g,d). Si X estun objet de ~ , il existe un couple (Z,z) o~ Z 6 ob ~ et 
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z estun isomorphisme z : X 

d X comme l'isomorphisme X 

(2,2.5.2) 

x 

zl 
Z®l > z® (1® i) 

i~@d o 

N> Z ® 1 , puisque 1 est 2-r~gulier . On d~finit 

> X ® i rendant commutatif le diagramme 

d X 
> x®! 

z~id I 

>(z®!)®± 
~z,l,! 

Ii est facile de voir que d X ne d4pend pas du couple (Z,z) choisi, et que les d X 

sont naturels en X . Cela provient de ce que ~ 4rant 2-r4gulier, en partieulier 

le foncteur Z > Z ® ! est pleinement fiddle. On ddfinit de m~me les 

gx : X > ! ® X . Pour l'instant, on ne sait m~me pas si (!,g,d) estune unit4. Ii 

faudrait d~montrer que gl = dl " En fait, on d4montrera d'abord la commutativit4 des 

diagrammes (2.2.1.1). II suffit de d~montrer la commutativit4 du premier. Si pour Y 

on a choisi un couple (Z,z) avec z : Y > Z ® 1 , pour X ® Y on prendra le couple 

(T,t), o~ T = X ® Z , et o~ t est d~fini par 

idx~z ~,z,! 
t : x®Y ) x® (z® i) > (x®z) ®! 

La commutativit4 cherch~e r4sulte du diagra~e (2.2.5.3) page 36 .Dans ce diagramme 

les r4gions I, II sont contmutatives par naturalit4 de ~ , III par d4finition, et 

IV par l'axiome du pentagone (i.i.i.I) . D'oO la commutativit4 de (2.2.5.3). On 

obtient le premier diagramme de (2.2.1.1) en composant le long du bord. 

On va d4montrer maintenant que 

(2.2.5.4) d I = d o , 

ce qui, compte tenu de la formule analogue qu'on en d~duit par sym~trie : 

gl = do ' 

entralne que (!,g,d) estun objet de Unass 

(~®~,idl® I) , d'oO un diagramme commutatif 

(C). Pour cela, on consid~re le couple 
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dl_~ ! 
1®i ~ (I® I) ®! 

IL 11 
i ® I ) i ® (i ~ i) > (I ® i) ® I 

idl~d ° q0 

En combinant ceci avec (2.2.1.i),(c), 

id I ® d o = id I ~ d I 

d'o~ par 2-r~gularit~ de ! , l'~galit~ voulue. Ii est clair que si 

k : (i,d o) > (!',d~) est un morphisme d'unit~s r~duites, k est un morphisme 

entre les unit~s correspondantes qu'on vient de construire. Le fait que ce foncteur 

soit inverse du foncteur (2.2.5.1) est une consequence i~m~diate de (2.2.3.6) et 

(2.2.5.4). 

2.2.5.3. Remarque. Ce qu'on vient de prouver signifie que si ~ est une ~-cat~gorie 

associative (i.i.i), ~ poss~de une unit~ compatible avec sa contrainte d'associativit~ 

si et seulement s'il poss&de un objet unit~. De plus, le choix d'une telle unit~ 

(l,g,d) revient au choix de l'objet ~ et de l'isomorphisme gl = dl : i-~-> i ® i , 

et ces unit~s sont canoniquement isomorphes entre elles. 

On se permettra d'appeler aussi ~-cat~gorie AU une ~-cat~gorie associative 

poss~dant un objet unit~ (voir 2.2.1). 

2.2.6. Soit ~ une ~-cat~gorie munie d'une unit~ (!,g,d) , et supposons qu'il 

existe une contrainte d'associativit~ ~ qui lui soit compatible. On v~rifie facile- 

ment alors, & l'aide de (2.2.1.1) les formules suivantes (voir 1.3.3.3), o~ 

u E End(1) , X,Y E ob(C) 

(2.2.6.1) 

I px®y(U) = @x(U) ® idy 

p~y(U) = id X e p~(u) 

p~(u)®idy = id X ® py(U) 
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2.3. Commutativit6 et unit~. 

Soit ~ une ~9-cat4gorie. On dira qu'une contrainte de commutativit6 ~ et 

une contrainte d'unit6 (~,g,d) pour ~ sont compatibles, si pour tout X 6 ob ~ , le 

triangle 

(2.3.1) 

est commutati f. 

x®l 

! ® x  

On a en particulier 

(2.3.2) ~!,! = idl..~! 

Un couple (~,(~,g,d)) comme ci-dessus sera appel~ une contrainte mixte 

de commutativit~-unit@, ou plus simplement une eontrainte CU pour la (9-cat~gorie ~ . 

Une ~9-cat~gorie munie d'une contrainte CU sera appel~e une (9-cat~$orie CU . Rappelons 

que dans 1.3.3.3. on a d~fini des morphismes de monolde 

p,p' : End(!) > End(id C) . 

On d~montre facilement, ~ l'aide de (2.3.1) 

(2.3,3) p = p' 

2.4. Associativit6, commutativit~ et unit~. 

2.4.1. Soit ~ une ®-cat6gorie. On dira qu'une contrainte d'associativit~ ~ , une 

contrainte de commutativit~ ~ et une contrainte d'unit~ (!,g,d) pour ~ sont 

compatibles, si elles sont compatibles deux ~ deux, au sens d~fini dans 2.1.1, 

2.2.1, et 2.3. 

Un triple (~,~,(~,g,d)) comme ci-dessus sera appel~ une contrainte mixte 
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d'associativit~-commutativit~-unit~, ou plus simplement une contrainte ACU pour la 

®-cat~gorie ~ . Une ~-cat~gorie munie d'une contrainte ACU sera appel~e une 

~-cat~$orie ACU. Elle est dite stricte si ~ l'est (1.2.1). 

Les conditions pr~c@dentes entralnent la coherence de ces contraintes entre 

elles (MAC LANE [i], 5.1). En exprimant ceci comme 1.1.2, 2.1.2, 2.2.2, ceci signifie 

qu'g chaque famille (Xi)iE I d'objets de ~ index~e par un ensemble fini i on 

peut attacher un objet de ~ d~pendant fonctoriellement des X i , not~ ® X i tel 
I 

qu'on ait 

®x. = i 
i - 

®(x) = x 

et que pour deux telles familles (Xi)ll , (X)I2 , on a un isomorphisme canonique 

( ® X.) ® (® X.) > ® X. 
! i l 

I I 12 Ii~I 2 

v~rifiant des conditions analogues g celles de 2.1.2 et 2.2.2. 

2.4.2. On va d~montrer ici que les conditions de compatibilit~ de 2.4.1 sont 

surabondantes (voir aussi KELLY [i]). 

2.4.1. Proposition. Soient ~,~,(~,g,d) des contraintes d'associativit~, 

commutativit~, unit~ pour une ®-cat~$orie C . Si ~ est compatible avec ~ e_!t 

ave c (!,g,d) s~par~ment, alors ~ est compatible avec (!,g,d). 

D~monstration. On va proc~der en deux ~tapes. On montre d'abord que ~,! = id!®! , 

puis que cette ~galit~ suffit ~ garantir la compatibilit~ cherch~e. 

2.4.2.2. Consid~rons le diagramme suivant : 



(2.4.2.1) I®I 

11 
l ® i  

I ® (I ® i) 

id®~ 

! ® (i ® l) 
id@d I 

(1® l) ®! 
dl®id 
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id@d I 

I 

> (I ® I) ®I< I ® i 

i® (I®i) < I®1 

l q0 id~di 1 

) (i ® I) ®I <' I ® I 
~id dl®id 

L'hexagone central de ce diagramme est commutatif en vertu de l'axiome de l'hexagone 

(2.1.1.1). Les autres r~gions de ce diagramme sont aussi commutatives, soil par 

naturalit~ de ~ ,soit en appliquant la commutativit~ des diagrammes (2.2.3.6) et 

les formules (1.3.1.2). On en conclut en particulier que le circuit ext~rieur de 

(2.4.2.1) est commutatif. Si on ~crit ce circuit, on obtient 

(2.4.2.2) 

oh k 

i®I 

l®t , 

l ® l  

est d~fini par la com~utativit~ du diagrarmne 

d 1 

i > i®i 

d 1 

i ~ i®i 

De (2.4.2.2) on obtient, par naturalit~ de ~ 

41, ! = idl_@l 

2.4.2.3. Soit X un objet de C , on dolt d6montrer la commutativit6 du triangle 

X 

dx/ x 
x~! >i~x 
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Pour cela, soit x un isomorphisme x : X-~->X ® ~ . On va construire d X , 

gx ~ partir de x , en utilisant le proc4d~ de 2.2.5.2. On aboutit ainsi ~ partir 

du triangle pr4c4dent au diagramme (2.4.2.3) page 42 , o~ x' est par d4finition 

l'isomorphisme 

x' : X X~x® ! ~>!®x 

Dans ce diagramme les r4gions I, II, sont commutatives par naturalit4 de @ , les 

r4gions III~ IV, par d~finition de x' les r4gions V, VI par (2.2 5.2) et enfin 

le circuit ext4rieur est commutatif ~ cause de la commutativit4 du diagramme suivant, 

pour X,Y,Z des objets de C , compte tenu de 2.1.2. 

X ® (Y ® Z) > (X ® Y) ® Z 

idx®* I $* 

X® (Z ® Y) Z ® (X®Y) 

(Z ® Y) ® X < ....... Z ® (Y ® X) 
qo 

et de ce que ~!,! = id!®! " 

2.4.3. Soit ~ une ~-cat~gorie AC (2.1.1). Compte tenu de 2.2.5.3, pour qu'il y 

existe une contrainte ACU induisant la contrainte AC donn~e sur C , il faut et il 

suffit qu'il y ait un objet unit~ dans ~ . Si ! est un objet unit~, ~!,~ = ida@! 

et le ehoix d'un isomorphisme d : 1 ~ > I ® 1 d~termine une unique unit~ (~,g,d) 
O 

compatible avec la contrainte AC donn~e et telle que d o = d I = gl " 

On se permettra aussi d'appeler ~-cat~gorie ACU une ~-cat~gorie AC poss4dant 

un objet unit~ (i,e. qui soit unif~re, voir 1.3.2). 

2.5. Objets inversibles. 

2.5.0. Si ~ est une ~-cat~gorie associative, on dira qu'un objet X de ~ est 

inversible s'il est 2-r~gulier. Cette terminologie provient du fair suivant, de v~ri- 

fication facile : X est 2-r~gulier si et seulement s'il existe un objet X' tel que 
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X ® X' et X' ® X soient des objets unit@ (1.3.2). 

Dans ce qui suit, ~ d@signe une ®-cat6gorie ACU (ceci pour simplifier, 

certains des d@veloppements suivants @tant possibles sans s'~tre donn@ une contrainte 

de commutativit@ pour ~ ). 

2.5.1. Notons Pic(~) l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets inversibles. 

On voit facilement, ~ l'aide de la contrainte d'associativit@, que si X , Y sont des 

objets inversibles de ~ ~ alors X ® Y aussi. Ii en r@sulte que la loi ® induit 

sur Pic(~) une loi de groupe commutatif, l'@l@ment unit@ @tant la classe des objets 

unit@. 

2.5.2. Soit X un objet inversible de C . Rappelons que dans 1.3.3.3 on a d@fini 

des morphismes de monolde 

pX,p i : End(hc) > End(X) 

et que par 2.3, 

PX = Pi 

En outre, la d@finition de 

X 
inversible. On notera T 

PX montre que c'est un isomorphisme, parce que 

son inverse 

X est 

(2.5.2.1) T X : End(X) > End(h_c) . 

Ici End( h ) d@note le monoTde des endomorphismes d'un objet unit@ (voir 

1.3.3.2). 

2.5.2.1. On obtient ainsi un syst&me transitif d'isomorphismes canoniques 

(2.5.2.2) 

o~ X , Y 

End(X) ~ End(Y) 

sont des objets inversibles. 

L'applieation 

End(X) X End(Y) ........ > End(X ® Y) (f,g) I > f ® g 

s'identifie ~ la composition 
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End(l_ C ) × End(!c) > End( t ) 

cormne on le voit aussitDt, & l'aide de (2.2.6.1). 

2.5.3. Soit X un objet inversible de ~ . La sisnatur e 

tion l'endomorphisme de & 

(2.5.3.1) c(X) = TX~X(~x,x) ; 

c'est-&-dire qu'il est d4fini par la con~autativit4 du carr~ 

X ® X ~X,X > X ® X 

c(X) de X est par d~fini- 

(2.5.3.2) 
gX@X gX@X 

~(X)®id 
i @ (x® x) > i ® (x® x) 

(2.5.3.3) 

Bien entendu, on a par (1.2.1.i) 

C(X) 2 = id I 

2.5.3.1. Soient X , Y des objets inversibles ; on va prouver qu'on a 

(2.5.3.4) 

carr4 

e(X ® Y) = c(X) c(Y) . 

On remarque pour cela que si A , B , C , D sont des objets de ~ , le 

~A@B, O~D 
(A ® B) ® (C ® D) > (C ® D) ® (A ® B) 

(A ® C) ® (B ® D) > (C ® A) ® (D ® B) 

est commutatif (voir 2.1.2), o~ les fl~ches verticales sont construites ~ l'aide de 

, ~ . Si on pose A = C = X , B = D = Y , les deux fl~ches verticales coincident, 

d'o~ la formule cherch~e, 

Enfin, il est clair qu'on a 

(2.5.3.5) c(i) = id I . 
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2.5.3.2. La signature induit un morphisme 

(2.5,3.6) e : Pic(~) > 2End(~c ) 

du groupe Pic(~) dans le groupe des endomorphismes d'ordre 2 de l'objet unit4. 

2.5.4. 

objet 

Un inverse pour un objet inversible 

X -I et d'un isomorphisme 

X de C consiste en la donn4e d'un 

6 x : X®X -I ~>i . 

Evidemment, si (X',6') est un autre inverse pour X , il y a un isomor- 

phisme (unique) X-I~> X' qui rend commutatif le triangle 

X®X -I 

X®X ' ~  

A l'isomorphisme 

dant commutatif le triangle 

(2.5.4.1) 

6 X correspond un isomorphisme 

X®X -I 

*x,x -1 ! 

x-l® X 

YX : X-I® X ~ > 1 ren- 

Une fa~on plus sym~trique de proc~der, signal4e par P. Deligne, est de 

d~finir un inverse comme la donn~e de X -I et d'un isomorphisme 

(2.5.4.2) ~ x N> 1 
[1,2] ~ 

o~ X I = X , X 2 = X -I , et o~ on emploie les notations introduites en 2.1.2.1. 

2.5~4.1. La notion d'inverse permet de d~finir un proc~d~ de contraction : soit 

(Xi)i61 une famille d'objets de ~ index~e par un ensemble fini I , soient 

j , k 6 1 et supposons que X i soit donn~ comme inverse de Xj , i.e. que l'on ait 

un isomorphisme 

® X N,~ ® X. 
{j,k} ~ I 
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On d4finit alors un isomorphisme de contraction 

(2.5.4.3) ® X, ~ > ® X. 
I l I-[j,k} I 

comme le compos4 

(~ X. > ® X. (9 @ X. > ® xi ® X, > (9 X. 
I i {j,k} i I-{j,k] l @ I-{j,k] i I-{j,k} l 

2.5.4.2. L'inverse de X d~pend de fa~on contravariante de X . Supposons que 

(X-I,6x) , (Y-l,6y) sont des inverses pour X , Y respectivement, et soit 

f : X > Y un morphisme. Ii existe alors un et un seul morphisme tf : y-i .... > X-i 

rendant commutatif le diagramme 

(2.5.4.5) 

X ® X -I 6X > i -~" 6y y® y-I 

y ® x  -1  

Si X = Y , on obtient un morphisme de monoYdes 

End(X) > End(X -1 ) fl > tf . 

On v~rifie facilement que celui-ci n'est autre que l'isomorphisme canonique 

exhib4 en (2.5.2.2). 

2.5.4.3. La nature sym~trique de la d4finition (2.5.4.2) d'un inverse, donne un iso- 

morphisme canonique 

(2.5.4.6) X ~ (X-I) -I 

2.5.4.4. Si X , Y sont des objets inversibles de C , on trouve de m~me, en se 

servant des propri4t@s du symbole ® X. introduit en 2.1.2.1, un isomorphisme canoni- 
l 

I 
que 

(2.5.4.7) (X ® y)-i ~ X-I ® y-i . 

2.5.4.5. 

qu'on a 

(2.5.4.8) 

Soit u E End(~) ; il r6sulte trivialement de la remarque faite en 2.5.4.2, 

px_l(u) = t(px(U)) 
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2.5.4.6. Voici enfin comment on peut d4crire l'application T x : End(X) ...... > End( ! ) , 

l'aide d'un inverse (X-I,6x) . Si f : X > X , TX(f) est d4fini par la commuta- 

tivit4 de 

(2.5,4.9) 

i 

I 
X®X -I 

TX(f) 

> 

f®i d X_ 1 

> i 

6 x 

X®X -I 

2.5.5. Soit X -I donn6 comme inverse de X . On a donc des isomorphismes 

(2.5.5.1) 

6X : X®x-I ~>! 

yx : x-i ® x ~> ~ 

rendant commutatif le diagramme (2.5.4.1). Ii est assez naturel de consid4rer les 

diagrammes suivants 

(2.5.5.2) 

r x -I ® (x ® x -l) ~o x- l > (x -I ® x) ® 

idx-l®6x I [ Yx®idx-I 

x-1 ® ! ! ® x-i 

x® (x_l®x) %o > (x®x_l) ® x 

i dx~Yx 

x®! l®x 

6x®id X 

x 

On s'aper~oit que ces diagrammes ne sont pas commutatifs en g4n4ral. Comme on le 

verra en 2.5.5.3, ces diagrammes sont commutatifs si et seulement si e(X) = id I . 

2.5.5.1. Toutefois, on peut voir que pour un couple d'isomorphismes (Yx,6x) l'un 

des pentagones (2.5.5.2) est commutatif si et seulement si l'autre l'est. Pour cela, 
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on consid~re le diagramme (2.5.5.3) page 49 dans lequel on retrouve ces diagrammes (~ 

tensorisation par un objet r~gulier pros) comme les r~gions I, II. La commutativit~ des 

r~gions III, IV et V de ce diagramme d~coule de la naturalit~ de ~ , celle de VII, 

VIII et IX de (2.2.1.1), et enfin celle du circuit ext~rieur d~coule de (1.3.1.3). 

2.5.5.2. II r~sulte de ce qui precede, que pour tout isomorphisme 6 X : X®X -I~> ! , 

on peut trouver un isomorphisme (et un seul) YX : X-I ® X ~) ! , tel que les dia- 

grammes (2.5.5.1) soient commutatifs. Ceci sugg~re la d~finition suivante, valable 

pour une ~-cat~gorie AU : un inverse AU poar un objet inversible X , est un triple 

(X-I,yx,6 X) avec des isomorphismes YX' 6X v~rifiant (2.5.5.1). 

On a encore un isomorphisme canonique 

X --~ (X-I) -I , 

mais si X , Y sont des objets inversibles, on a un isomorphisme canonique 

(X ® y)-i __q y-I ® X-I 

2.5.5.3. Si ~ est ACU et (X-I,yx,6 X) est une inverse AU pour 

g4n4ral la commutativit~ de (2.5.4.1). Toutefois, le carr~ 

X , on n'a pas e n  

(2.5.5.4) 

X®X -I °x[ 
1 

~X'X-I ~ - X -I ® X 

Yx 

c(x) 

est commutatif. Pour prouver ceci, on consid~re le diagramme (2.5.5.5) page 50 , 

dans lequel on retrouve (2.5.5.4) (~ tensorisation par un objet inversible pros) 

comme la r~gion VI. Dans ce diagrarmme la r~gion I est commutative par fonctorialit~ 

de ~ ; II par (2.1.1.1) ; III par fonctorialit~ de ~ ; IV par (2.3.1) ; V par 

(2.5.5.2) ; VII par la formule TXpx = id ; enfin) le circuit ext4rieur est commutatif 

par d4finition de la signature C(X). 

2.5.5.4. Ii r4sulte de ceci que les deux d~finitions possibles d'inverse coTncident 

si et seulement si ~ est une ~-cat4gorie ACU stricte (2.4.1). 
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§ 3. LES OBJETS Hom , Moh 

Dans tout ce paragraphe, 

3.1. G~n~ralit~s. 

3.1.1. Soient X , Y des objets de 

si le foncteur 
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C d~signe une ~-cat~gorie. 

. On dira qu'il existe un objet Hom pour X , Y 

C ° > Ens Z 

est representable. Ceci signifie qu'il existe un objet, not~ 

> Hom(Z ® X , Y) 

Hom(X,Y) , et un 

morphisme 

(3.1.1.1) 

qui induit pour chaque 

(3.1.1.2) 

eVX, Y : Hom(X,Y) ® X 

Z une bijection 

> Y , 

Hom(Z,Hom(X,Y)) N > Hom(Z®X,Y) 

f > eVX, Y ° (f ® id X) 

Bien entendu, le couple (Hom(X,Y),eVX, Y) est uniquement d4termin4 ~ isomor- 

phisme unique pr~s. 

De fagon analogue, on dit qu 'il existe un objet Moh pour Y,X , si le 

est repr4sentable. On a donc un couple (Moh(Y,X),vey, X) constitu4 par un objet 

Moh(Y,X) et un morphisme 

Vey, x : X ® Mo__~h(Y,X) > Y 

induisant des bijections, pour Z E ob C 

(3.1.1.3) Hom(Z,Moh(Y,X)) > Hom(X®Z,Y) 

Ces notions sont 4tudi4es en d4tail dans EILENBERG-KELLY [i]. 

3.1.1.2. On notera qu'il existe un objet Moh pour Y,X dans C si et seulement s~il 

3 . 1 . 1 . 1 .  

foncteur 

C ° > Ens Z > Hom(X®Z,Y) 
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existe un objet" Hom pour X,Y dans ~sym (0.1.4), et que alors, on a un isomorphisme 

canonique 

HomCsym(X,Y) ~ MOhc(X,Y) . 

3.1.2. Soient X , X', Y , Y' des objets de ~ , f : X' > X , g : Y-----> Y' 

morphismes. Si Ho___~m(X,Y) et Hom(X,Y') existent, on trouve un et un seul morphisme 

(3.1.2.1) g~ : Hom(X,Y) > Hom(X,Y') 

rendant commutatif le diagramme 

eVX, Y 

Hom(X,Y) ® X > Y 

(3.1.2.2) gX®idx I I g 

eVX, Y , 

H om(X,Y') ® X > Y' 

des 

De m~me, si Hom(X',Y) et Hom(X,Y) existent, il y a un et un seul morphisme 

(3.1.2.3) fy * : Hom(X,Y) > Hom(X',Y) 

rendant commutatif le diagrarmne 

eVX, Y 

Hom(X,Y) ® X " '  > Y 

(3.1.2.4) id® f eVX,,y 

Hom(X,Y) ® X' ..... > Hom(X',Y) ® X' 

f$® id X , 

Ainsi, si pour tout couple d'objets 

un foncteur 

(3.1.2.5) Hom: C ° X 

X , Y de ~ , Ho____mm(X,Y) existe, on a 

> C  , 

uniquement d~termin~ (g isomorphisme unique pros) par la condition que les bijections 

(3.1.1.2) soient naturelles en X , Y , Z . 

3.1.2.1. Bien entendu, des remarques analogues sont valables pour Moh , par sym~trie. 

On notera cependant que Moh d~pend de fa~on covariante de Y , contravariante de X . 
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3.1.2.2. Supposons que la loi ® de ~ soit A-lin~aire (0.1.2), et que les objets 

Hom existent. On voit alors que le foncteur (3.1.2.5) est A-bilin4aire. 

3.1.3. Soit X un objet 2-r4gulier ~ gauche (O.1.3). Alors, pour tout Y 6 ob ~ , 

Hom(X,Y) existe. En effet, il existe un couple (T,t) , off T 6 ob ~ et t est un 

N 

isomorphisme t : T ® X > Y . II suffit de poser 

Hom(X,Y) = T 

eVX, Y = t 

On en d~duit, par sym~trie, que si X est 2-r~gulier ~ droite, Moh(Y,X) 

quel que soit Y E ob ~ . 

existe 

3.2. Hom et contraintes. 

Dans ce num4ro on suppose que dans ~ les 

3.2.1. Soit ~ une contrainte d'associativit~ pour 

un isomorphisme naturel en g , X , Y 

Hom existent. 

. On se propose de d4finir 

(3.2.1.1) Hom(Z,Hom(X,Y)) N > Hom(Z®X,Y) 

Pour d4finir (3.2.1.1), il suffit de d4finir des applications bijectives 

Hom(T,Hom(Z,Hom(X,Y))) ~ > Hom(T,Hom(Z®X,Y)) 

naturelles en T ~ Z , X , Y . Ces applications sont d4finies par le diagramme qui suit 

Hom(T,Hom(Z,Hom(X,Y))) 

Hom(T,Hom(Z ® X,Y) 

> Hom(T® Z,Hom(X,Y)) 

Hom((T®Z) ® X,Y) 

"~> Hom(T ® (Z ® X),Y) 

off l'on utilise ~ et les applications (3.1.1.2). On laisse ~ l~amateur le soin de 
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v4rifier que (3.2.1.1) est la seule fl~che qui rend commutatif le diagramme 

(3.2.1.2) 

eVZ~x,y 

Hom(Z ® X,Y) ® (Z ® X) > Y 

Hom(Z,ttom(X,Y)) ® (Z ® X) eVX, Y 

[Q ~ eVZ,Hom(X,y)®idx 

(Hom(Z,Hom(X,Y)) ® Z) ® X > Ho___mm(X,Y)®X 

Darts le m~me esprit, on trouve des isomorphismes naturels 

(3.2.1.3) 

(3.2.1.4) 

Moh(Moh(Y,X),Z) ~ ) Moh(Y,X ® Z) 

Hom(X,Moh(Y,Z) ) N > Moh(Hom(X,Y),Z) 

3.2.2. Soit ~ une contrainte de commutativit4 pour ~ . On construit un isomor- 

phisme naturel 

X 
(3.2.2.1) ~y : Hom(X,Y) > Moh(Y,X) 

Pour ceci, il suffit de construire des isomorphismes 

Hom(Z,Hom(X,Y)) ~ > Hom(Z,Moh(Y,X)) , 

naturels en 

diagramme 

Z , X , Y . Ceux-ci sont par d6finition, ceux rendant commutatif le 

Hom(Z,Hom(X,Y)) 

Hom(Z ® X,Y) 

> Hom(Z,Moh(Y,X) ) 

> Hom(X ® Z,Y) 

On v~rifiera encore que la fl~che (3.2.2.1) est la seule rendant commutatif le 

diagramme 
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Hom(X,Y) ® X eVx'y > Y 

I I 
Moh(Y,X) ® X > X (~ Moh(Y,X) 

3.2.2.1. Chaque fois que ~ sera munie d'une contrainte de commutativit4, on convien- 

dra d'41iminer la notation Moh. Ceci signifie qu'on posera 

Mo__hh(Y,X ) = Hom(X,y) 

Vey, X = eVX, Y o ~ , 

Y 
de sorte que ~X devient l'identit6 de Hom(X,Y). 

3.2.3. Soit (!,g,d) une unit4 pour 

(3.1.1.3) avec celles d4duites de 

C (1.3.1). Composant les bijections (3.1.1.2) et 

gx ' dx ' on obtient des bijections 

(3.2.3.1) 

Hom(!,Hom(X,Y)) 

Hom(!,Moh(Y,X)) 

N > Hom(X,Y) 

N > Hom(X,Y) 

naturelles en 

encore 

(3.2.3.2) 

X , Y . Si on utilise la notation introduite en 1.3.1, ceci s'4crit 

F(Hom(X,Y) ~ F(Moh(Y,X)) :Hom(X,Y) 

On d4finit ais4ment des isomorphismes 

(3.2.3.3) 
X ~ > Hom(l,X) 

x ) Mob(X, !) 

caract4ris4s comme 4tant les seuls ~ rendre commutatif le diagramme 

dx gx 
x®i~ x >i®x 

t 
~°m(!,x) ® ! ! ® M°h(X,!) 

3.2.3.1. Supposons, pour simplifier, qu'on s'est donn4 une contrainte de commutati- 

vit4 ~ compatible avec (!,g,d) (2.3.1). En particulier, la convention 3.2.2.1 

s'applique. 

Si X Cob C , on note 
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= Hom(X,!) 

eVX = eVX 1 
J_ 

tf : 

(3.2.3.5) 

L'objet X d4pend de faGon contravariante de X ; si 

> X est le seul morphisme rendant commutatif le carr~ 

V 

Y®X 

idy~idx I 

~ ® Y  

tf®idx ~ X ® X 

ev X 

eVy 

f : X >Y, 

Si f est un isomorphisme, on posera 

= (tf)-i = t(f-l) , 

de sorte qu'on aura un triangle conmautatif 

~f 
~®x 

(3.2.3.6) e~'v% 
1 

> ~®Y 

3.2.3.2. On d4finit un morphisme 

(3.2.3.7) i x : X > X 

C'est le seul morphisme qui rend commutatif le carr4 

(3.2.3.8) 

v 
X®X 

~X " ,X 

~ ® x  

ix~id ~ 

ev X 

> x®~ 

ev v 

X 

> i 

on utilise dans cette d~finition la propri~t4 universelle qui d~finit 

Prouvons qu'on a la formule 

(3.2.3.9) (ti X) o i~ = id~ 

(~,ev x) • 
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Cela revient ~ la commutativit6 de la r4gion 

(3.2.3.10) 

I du diagramme suivant 

i X ®id 

ti id 
X ® ~ ~ i~®id ~ X ® 

> X®X > x®x > 

id~i X III II id~i X IV 

iv® id ev$ 
~ x ~ ~ x 

x®~ > ~®x ~ x®x "I 

ev X 

evv 
X 

~®X 

ev X 

i 

T 

dont la commutativit~ de II r~sulte de la fonctorialit~ de 

4vidente ; celle de IV r4sulte de (3.2.3.5) ; celle de V 

ainsi que celle du circuit ext~rieur. 

; celle de III est 

r~sulte de (3.2.3.8), 

3.2.3.3. Un objet X d'une ~-cat~gorie AU (2.2.1) est dit r~flexif si i X est un 

isomorphisme. 

Supposons que C soit une ®-cat4gorie ACU (2.4.1). Alors, tout objet inver- 

sible X est r4flexif et on a 

X ~ X -I 

De plus, les notations tf (2.5.4.2 et 3.2.3.1) coincident. 
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3.3. Hom et contraintes (suite) : morphismes canoniques. 

3.3.0. Dans ce num4ro, on suppose que 

convention 3.2.2.1 s'applique. 

C est une ®-cat4gorie ACU ; en particulier, la 

3.3.1. On d4finit, en s'inspirant par exemple de 3.2.1, un morphisme canonique 

("composition") 

(3 .3 .1 .1)  Hom(X,Y) ® H om(Y,Z) > Hom(X,Z) 

qui est fonctoriel en X,Y,Z E ob ~ . Si X,Y,Z,T E ob C , le diagramme suivant 

(3.3.1.2) 

(Hom(X,Y) ® Hom(Y,Z)) ® Hom(Z,T) > Hom(X,Z) ® Hom(Z,T) 

Ho____mm(X,Y) ® (Hom(Y,Z) ® Hom(Z,T)) 

Hom(X,Y) ® Hom(Y,T) > Hom(X,T) 

est commutatif ("associativit4 de la composition"). 

On d4finit aussi des morphismes 

(3.3.1.3) ! > Hom(X,X) = End(X) 

qui correspondent par (3.2.3.1) aux identit4s des objets 

encore la commutativit4 des triangles 

X 6 ob C . On v4rifie 
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(3.3.1.4) 

I ® Hom(X,Y) 

g Hom(X,Y)~ 

> End(X) ® Hom(X,Y) 

Hom(X,Y) / 

H°m(X, Y) ®! ........ > Hom(X,Y) ® End(Y) 

dH°m(X'Y)~ Hom(X,y)/ 

3.3.2. Soient X,Y,X',Y' Cob C . On peut 4galement construire des morphismes 

(3.3.2.1) Hom(X,Y) ® Hom(X',Y') > Hom(X ® X',Y ® X') 

fonctoriels en X,Y,X',Y' . Une variante de ceci : soient (Xi)iE I des families 

d'objets de ~ , index4es par un ensemble fini I . On a alors un morphisme canonique 

(voir 2.4.2.1 pour les notations) 

(3.3.2.2) ® Hom(Xi,Y i) > Hom( ® Xi, ® Yi ) 
I I I 

fonctoriel en 

a 

(3.3.2.3) 

(X i) , (Yi) .Dans le cas particulier oO les Yi sont 4gaux ~ ! , on 

®~., ,,> (®x.)" 
3. 1 

I 

De m~me, si dans (3.3 2.1) on fair Y = X' = ~ , on obtient un morphisme 

canonique 

v 
(3.3.2.4) X ® Y > Hom(X,Y) 
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§ 4. ®-FONCTEURS 

4.1. D4finitions. 

4.1.1. Un ®-foncteur d'une ®-cat4gorie ~ dans une ~-cat~gorie ~' est un couple 

(F,c) d'un foncteur F : ~ > ~' et d'un isomorphisme fonctoriel 

c : F(X) ® F(Y) > F(X®Y) 
X,Y 

On dit que (F,c) est un ®-foncteur strict, si pour tout X , Y 6 ob ~ , 

on a F(X ® Y) = F(X) ® F(Y) et si de plus Cx, Y = idF(x®y). Si (F,c) , (G,d) sont 

des ~D-foncteurs de ~ dans ~' , un ~-morphisme de (F,c) dans (G,d) est un mor- 

phisme fonctoriel ~ : F ..... > G rendant cormnutatif, pour X,Y 6 ob ~ , le carr4 

(4.1.1.1) 

Cx,y 

F(X) ® F(Y) > F(X ® Y) 

kX®kY I [kX~Y 
G(X) ® G(Y) > G(X ® Y) dx,y 

Les ®-morphismes se composent de faqon 4vidente et on obtient ainsi une cat4gorie 

Hom®(~,~'). On omettra souvent dans l'4criture d'un ®-foncteur (F,c) l'isomorphisme 

c . L'ensemble Hom((F,c),(G,d)) des ®-morphismes de F dans G sera aussi not~ 

Hom~(F,G) . II est clair cormment on d4finit le ~-foncteur oppose, ou sym4trique 

d'un ®-foncteur. On obtient ainsi des isomorphismes de cat4gories 

(4.1.1.2) 

O 

----> q0sY m 

: Hom~(C,C') ° _ Hom(C°,C 'O) 

: Hom~(C,C ') = Hom(cSym,c 'sym) . 

4.1.2. Soient C , C' C" des ~-cat~gories, (F,c) : C > C' (F',c') : C' ---~ C" 

On d~finit un ®-foncteur (F",c") : ~ > ~" , appel4 ~foncteur compos~ de (F,c) et 

(F',c') , en posant 

F" = F' o F 

C '' = (F'*c) o (c'* (F×F)) , 
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c'est-~-dire que pour des objets 

commutatif 

X , Y de C , " Cx,y est d~fini par le triangle 

cFX, FY 
F'F(X) ® F'F(Y) > F'(FX ® FY) 

" [ F' (Cx,y) 

F'F(X®Y) 

En outre, si (G,d) : ~ > ~' , (G',d') : ~' > ~" sont aussi des ®~foneteurs, 

k : F > G , k' : F' > G' des ®-morphismes, k'wk : F'F > G'G est un @-morphis- 

me. On dispose en so~mme d'une 2-cat4gorie ®-Cat , ayant comme objets les ®-cat~gories, 

et cormme cat4gories de morphismes les cat4gories Hom@(~,~'). 

4.1.3. Si ~ , ~' sont des ®-categories A-lin4aires (O.1.2), un ®-foncteur 

(F,c) : C > C' est dit A-lin4aire s'il en est ainsi du foncteur F . On note 

HOm@A(~,~') la sous-cat~gorie pleine de Hgm~(~,~ ') dont les objets sont les ~-fonc- 

teurs A-lin4aires. La 2-cat4gorie ainsi obtenue est notre ®-Cat A . 

4.1.4. Soit ~ une ®-cat4gorie. Une contrainte de con~nutativit~ ~ pour ~ (1.2.1) 

d4termine un~-foncteur 

(idc, ~) : C sym ~ > C 

La condition (1.2.1.1) se traduit par la formule 

(4.1.4.1) (id~,~) o (id~,~) sym = id(~,®) . 

R~ciproquement, un ®-foncteur ~sym > ~ ayant l'identit~ comme foncteur 

sousjacent, et v~rifiant (4.1.4.1), d~termine une contrainte de commutativit~ pour ~ . 

4.2. Compatibilit~s avec des contraintes. 

4.2.1. Soient ~ , ~' des @-categories, munies de ¢ontraintes d'associativit~ ~ , ~' 
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(i.i.i). On dit qu'un ®-foncteur (F,c) : _C => _C' est compatible avec ~ , ~' , si 

pour tout X , Y , Z E ob C , le diagramme 

(4.2.1.1) 

FX ® (FY ® FZ) 

(FX ® FY) ® FZ 

id~cy, Z 

Cx,y~id 

C X, Y@Z 
> FX ® F(Y ® Z) ~ F(X ® (Y ® Z)) 

F~ 

> F(X ® Y) ® FZ > F((X ® Y) ® Z) 

Cx~Y,Z 

est commutati f. 

On dit encore que F est un ®-foncteur associatif. La sous-cat~gorie pleine 

de Hom~(~,C ') dont les objets sont les ~-foncteurs associatifs est notre --H°m~'A(c,c')'---- 

4.2.1.1. On peut remarquer que deux contraintes d'associativit~ ~ , ~' sur ~ , 

sont cohomologues (1.1.3) si et seulement s'il existe un ®-foncteur (~,~) ---> (~,~') 

compatible avec ces contraintes et ayant id C comme foncteur sous-jacent. 

4.2.1.2. Soient ~ , ~ des contraintes d'associativit~ et commutativit~ pour ~ . 

Si ~ et ~ sont compatibles (2.1.1), le ®-foncteur ~sym ) ~ construit dans 

. sym 
4 1.4 est compatible avec , ~ . La rdciproque est fausse. 

4.2.2. Soient C , C' des ®-categories, munies de contraintes de commutativit~ 

, ~' . On dit qu'un ®-foncteur (F,c) : ~ > C' est compatible avec ces contraintes 

si le diagramme suivant est commutatif 

(4.2.2. I) 

FX ® FY CX~y > F(X ® Y) 

~'FX,FY F(~X,Y) 

FY ® FX Cy~x > F(Y ® X) 

pour tout X,Y E ob ~ . On dit encore que F est un ®-foncteur commutatif. La sous- 

cat~gorie pleine de Hom®(~,~ ') dont les objets sont les ®-foncteurs commutatifs est 

notre Hom~' C(~,~' ) . 
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4.2.2.1. On remarquera enfin que deux contraintes de commutativit4 ~ , ~' sur 

sont cohomologues (1.2.2) si et seulement s'il existe un ®-foncteur 

(~,~) ) (~,~') compatible avec ces contraintes et ayant id C conune foncteur sous- 

jacent. 

4.2.3. Si (!,g,d), (i',g',d') sont des unit@s (1.3.1.1) pour des Q-categories 

, C' est compatible avec ces unit~s , on dira qu'un ®-foncteur (F,c) : ~ > ~' 

s'il existe un morphisme a F : !' ---> F(!) , rendant commutatifs les diagram~es 

(4.2.3.1) 

gFX 

F(g X) 
FX ) F(I ® X) 

! '  ®FX ) F(±) ® FX 

aF®idFx 

F(d X) 
FX ) F(X ® i) 

F(X) ® I' > F(X) ® F(1) 

idFX®a F 

On dit aussi que F est un ®-foncteur unif6re. On v6rifie ais6ment alors que a F est 

unique et est un isomorphisme. On fera attention que (F,c) n'est pas alors n6cessai- 

rement compatible avee d'autres unit6s de ~ , ~' . Voir par exemple 1.5.3.3, o~ il 

faut prendre le ®-foncteur identique de ~ . 

Soient 

isomorphismes 

F,G des ®-foncteurs unif~res de C dans C' , d6finissant donc des 

On dit alors qu'un ®-morphisme 

a F : I' > F(!) 

a G : I' ) G(!) 

k : F ) G est unifgre si le triangle 
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(4.2.3.2) I' 

F (i) 

est commutatif. Ii revient au m~me de demander que 

-I 
si b = a G o h I o a F , le diagramme suivant 

d{, 

I'® i' 

F (i) ® F (i) 

F(1 ® 1) 

F(dl) [ 

Fq) 
aF / 

i' 

b®b 

hi® k I 

h!~! 

h I 

h I soit un isomorphisme. En effet, 

...... > 

aG aG/ 
> G(_.l) ® G(1) 

> G(I ® I) 

G(d I) 

G(i) 

> 

i'® i' 

est commutatif~ comme on le voit en analysant ses six r4gions int~rieures. La con~nu- 

tativit4 du circuit p4riph4rique donne 

b 2 = b , 

d'o~ h I est un isomorphisme ~ b est un isomorphisme = b = idl, ~ (4.2.3.2) est 

commutatif. 

L'ensemble des ~-morphismes unif~res de F dans G sera not4 Hom~'~(F,G). 

La sous-cat~gorie de Hom~(~,~ ') ayant comme objets les ®-foncteurs unif~res, comme 

morphismes les ~-morphismes unif~res, sera not4e Hom ~'! (~,~') . 

4.2.3.1. Avec les hypotheses de 4.2.3, on obtient des applications 

(4.2.3.2) I~(X) > F(F(X)) , 
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4.2.3.1. 

formules 

(4.2.3.3) 
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X , o5 F(X) = Hom(!,X) (1.3.6). 

On a de m~me un morphisme de monoldes 

F : End( ! ) > End(!') . 

Enfin, si X est un objet de ~ , u E End(~) , on v4rifie aussitSt les 

F(Qx(U)) = PF(x)(Fu) 

F(p~(u)) = 0~(x)(Fu) 

o5 p , p' , ont 4t4 d4finis dans 1.3.3.3. 

4.2.4. On a des notions de c~mpatibilit~ analogues aux pr~c4dentes lorsqu'on a 

affaire ~ des contraintes mixtes AC , AU , etc. sur les ®-categories envisag~es. 

Pour simplifier, bornons-nous au cas ACU. Soient C , C' des ®-categories ACU 

(2.4.1), et (F,c) un ®-foncteur ~ > ~' . On dit que F est compatible avee les 

contraintes ACU , ou encore qu'il est un ®-foncteur ACU s'il est un ~-foncteur asso- 

ciatif, commutatif et unif~re. On note Hom~'ACU(~,~ ') la sous-cat~gorie de 

Ho__~m~(~,~ ' ) ayant comme objets les ~-foncteurs ACU , comme morphismes les ~-morphismes 

unif~res. 

Si F : ~ > ~' est un ®-foncteur AC , on v4rifie facilement que F est 

ACU (i.e., unif~re) si et seulement s'il envoie un objet unit~ de ~ sur un objet 

unit~ de C' (voir 1.3.2). 

4.2.4.1. Soit (F,c) : ~ > ~' un ®-foncteur ACU . Si (Xi)i61 est une famille 

d'objets de ~ index4e par un ensemble fini I , c donne lieu ~ un isomorphisme 

canonique (voir 2.4.2.1 pour les notations) 

(4.2.4.1) F( ® X i) ~ ® F(X i) 
I I 

Supposons en particulier que X. soit donn~ comme inverse de X. (2.5.1) , 
I J 

au moyen d'un isomorphisme 
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® X k -----> ® X k 
{i,j] 0 

de 

Utilisant (4.2.4.1), on voit que 

F (Xj) 

® F (X k) 
[i,j} 

F(X i) est canoniquement donn~ comme inverse 

> ® F(g) e 

¢ t% 

On voit facilement par ailleurs que F 

le sens que, si X est un objet inversible de 

respecte la signature (2.5.3) dans 

C , alors on a 

(4.2.4.2) ~(F(X)) = F(~(X)) , 

o3 le F du second membre d6note le morphisme de monoYdes F : End(~) > End(!') . 

4.2.4.2. On voit ainsi que F induit un morphisme de groupes (voir 2.5.1) 

tel que le cart4 

(4.2.4.3) 

Pic(F) : Pic(C) > Pic(C') 

Pic (F) 
Pic (C) 

End (1) 

> P i c  ( C ' )  

>' End(l' ) 

est commutatif. 

4.3. Comportement pour les Hom . 

4.3.1. Soient (F,c) un ®-foncteur d'une ®-cat4gorie ~ dans une 

X , Y des objets de ~ , et supposons qu'il existe des objets Hom 

pour FX , FY . Ii existe alors un et un seul morphisme 

®-cat~gorie C' 

pour X , Y et 

(4.3.1.1) FX, Y : F(Hom(X,Y)) > Hom(FX,FY) 

rendant co~utatif le carr4 
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(4.3.1.2) 

FX~y® id 
F(Hom(X,Y)) ® FX ) Hom(FX,FY) ® FX 

F(H,om(X,Y) ® X) ) FY 

F(evx, Y) 

Si les Hom existent dans C et C' , les morphismes (4.3.1.1) sont naturels 

en X , Y . Des remarques semblables sont valides pour Moh . 

Supposons que les Horn existent dans ~ et dans ~' ; on dit que F est 

compatible avec les Hom si pour tout X,Y E ob ~ , le morphisme (4.3.1.1) est un iso- 

morphisme. 

4.3.2. Avec les notations pr~c~dentes, supposons C , C' munies de contraintes 

d'associativit~ ~ , ~' , et que F soit un ®-foncteur associatif. On a alors un 

diagramme commutatif : 

(4.3.2.1) 

F (Hom (Z, Hom(X ,Y) ) ) 

t 
Horn (FZ ,F (Horn (X, Y) ) ) 

l 
H om (FZ, H om (FX, FY) ) 

F(Hom(Z ® X,Y)) 

Hom(F(Z ® X),FY) 

> Hom(FZ ® FX,FY) 

o~ les fl~ches horizontales sont les fl~ches (3.2.1.1), les fl~ches verticales ~tant 

d~duites de (4.3.1.1). 

De m~me, si (!,g,d) , (!',g',d') sont des unit~s pour ~ , ~' , avec les- 

quelles F est compatible, on a des diagrammes commutatifs 
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(4 .3 .2 .2)  

FX 

Hom(l',FX) < 

> F (Hom(I,X)) 

J FI,x 

Hom(FI,FX) 

o5 on utilise les morphismes (3.2.3.3) ainsi que l'isomorphisme 

de 4.2.3. 

a F : i' > F(1) 

4.3.3. Soient ~ , ~' des ®-cat4gories ACU , (F,c) un ®-foncteur ACU . Si (Xi)i61 , 

(Yi)i61 sont des families finies d'objets de ~ , on a un diagramme commutatif 

(4.3.3.1) 

® F(Hom(Xi,Yi)) 
I 

Ho__.~m (® FX i ,® FYi) F(Hom( ® X i , ® Yi )) 
I I I I 

~ Hom(F( ® X.),F( ® Y.)) / 
i l 

I I 

o5 les morphismes qui apparaissent ont 4t4 d4finis en (3.3.2.2), (4.2.4.1) et (4.3.1.1). 

En particulier, si X,Y E ob ~ , on ales diagrammes commutatifs 

(4.3.3.2) 

F(~ ® Y) 

F ({) ® F (Y) 

Fx,~®id 

(FX)V® FY 

> F (Hom(X,Y)) 

> Hom(FX,FY) 

FX,y 
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4.3.3.3. 

F(~) ® F(~) 

(FX)V®.(FY) ~ F(X ® ~) 

(FX ® FY) ~ F((X ® Y)D 

(F(X ® y))V 

4.4. ®-4quiv@lences ; t lansport de structure. 

4.4.1. Un quadruple de ®-4quivalence d'une ~D-cat4gorie ~ dans une ~-cat4gorie 

(u,~,~,8) , est constitu4 de ~-foncteurs u = (u,c) : ~ > ~ , ~ = (v,d) : D > ~ , 

et de ~D-isomorphismes ~ : id C ~ > vu , ~ : uv > i% , v4rifiant les relations 

habituelles 

(4.4.1.1) 

(v* ~)(~ V) = id 
v 

(~* u) (u,CO = id 
u 

On dit qu'un ~-foncteur u : ~ > D d4finit une ®-4quivalence (ou plus 

simplement, est une ~-~quivalence), s'il peut ~tre mis dans un quadruple de ~-4quiva- 

lence (u,~,~,~) . 

Les foncteurs u et v se d4terminent mutuellement ~ isomorphisme unique 

pros : si (~,v,~,~) , (u,v',~',~') sont des quadruples d'4quivalence, il existe un 

et un seul ®-isomorphisme k : v > v' rendant commutatifs les triangles 

(4.4.1.2) u * k 

ct 
uv > id D id > vu 

UV t VIU 

4.4.2. Propositiqn. So i t  ~ = (u,c) : ~ > D un ~-foncteur. Alors u est une 
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®-4quivalence si et seulement si u est une 4quivalence de cat4gories. 

4.4.2.1. Preuve. De fa~on plus pr4cise, soit (u,v,~,8) un quadruple d'4quivalence 

(au sens usuel) contenant u . Alors v est sous-jacent gun et un seul @-foncteur 

= (v,d) tel que (~,v,~,~) soit un quadruple de ®-~quivalence. En effet, 

: u ~ > id D devant ~tre un ®-morphisme, on voit que si X',Y' E ob D , 

dx,,y , : v(X') ® v(Y') -----> v(X'®Y!) est la seule fl~che rendant commutatif le 

diagramme 

(4.4.2.1) 

u(v(X') ® v(Y')) 

CvX' ,vY' J 

uv(X') ® uv(Y') 

u(dx'~Y')> uv(X' ® Y') 

~X,®~y, 

~X'® Y' 

> X' ® Y' 

Ii est clair que dx, est naturel en X',Y' et (4.4.2.1) ci-dessus montre que ,y, 

est un ®-morphisme. Ii reste g prouver que ~ est un ®-morphisme : cela r~sulte 

de 

4.4.2.2. Lemme. Soient u : C > D , ~ : D > ~ d.es ®-foncteurs, ~ : id C > vu 

: uv > id D des i somorphismes v4rifiant (4.4.1.1). Alors ~ est un ®-isomorphisme 

si et seulement si ~ est un ®-isomorphisme. 

L'4nonc4 ~tant 4videmment sym4trique, il suffit de prouver que si ~ est un 

®-morphisme, il en est de m~me de ~ , en d'autres termes, que pour X'~Y ~ 6 ob D , le 

diagramme 

(4.4.2.2) 

uvX' ® uv Y' 

SX'®~Y' l 

X' ® Y' 

Cvx,,v Y, u(dx, y,) 

> u(vX'® vY') > uv(X' ® Y') 

~X'®Y' 

X' ® Y' 

est commutatif. Cela r4sulte de 
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/ 
vu(vX' ® vY') 

V(Cvx' 'vY') I I 

v (~X ,(9~y, ) 
(4.4.2.3) v(uvX' ® uvY ' ) > v(X' 

4 

duvx ', uvY ' I I I 

! 

vuvX' ® vuvY' 

vu(dx, y,) 

> vuv(X' ® Y') 

v([~X,®y,) 

~Y') 

dx, y, 

) vX' (9 vY' 

V(~x , )®v (~y,) 

III 
~vX'®vY' 

o~ la r~gion I est l'image par v de (4.4.2.2). La commutativit4 de II r~sulte de 

la naturalit~ de d ; celle de III, de la naturalit~ de ~ ainsi que de l'~galit~ 

-i 
V(~X'®Y') = ~v(X'®Y')' quid~coule de (4.4.1.1) ; enfin, la commutativit~ du circuit 

ext4rieur d~coule de ce que ~ est un ®-morphisme, et de l'~galit~ 

V([x ,) ® V(~y ) = -i -i 
' ~vX' ® ~vY' " 

4.4.3. Soit F = (F,c) : ~' > ~ un ®-foncteur avec F pleinement fiddle, et 

soit ~ (resp. ~ ) une contrainte d'associativit4 (resp. de commutativit4) sur ~ . 

Le diagramme (4.2.1.1) (resp. 4.2.2.1) montre qu'il existe sur ~' une et une seule 

contrainte d'associativit~ (resp. de commutativit~) compatible avec F et ~ (resp. 4). 

On appellera cette contrainte induite par F , et on la notera F~(~) (resp. F~(~)). 

On a une propri4t~ ~vidente de transitivit~ pour des ®-foncteurs pleinement fiddles 

C" > C' > C . 

4.4.3.1. Lemme. Soit F : ~' > C un ®-foncteur pleinement fiddle, ~ (resp. ~) 

une contrainte ' d associativit~ (resp de commutativit4) pour. C . Alors,  F (~) 

(resp. F (~)) ne dfipend que de la c lasse  de ®-isomorphisme de F . 

On fera la d4monstration pour l'associativit4, celle pour la commutativitd 

~tant analogue. Soit ~ : (F,c) > (G,d) un ®-isomorphisme et posons 
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q0' = F (qO) 

~,, = 8~(~) 

Si X,Y,Z 6 ob ~' , on ale diagramme 

GX ® (GY ® GZ) 

qo 

(~y~z ) 

FX ® (FY ® FZ) 

(GX (9 GY) (9 GZ dx~y 

id~dy~z > GX ® G(Y ® Z) dX~y®z > G(X ® (Y ® Z)) 

~ (Y®Z) 

Cx~y®z > F(X (9 (Y (9 Z)) 

G (~") 

® id 
G((X ® Y) ® Z) F(~0') 

(FX ® FY) ® FZ > F(X ® Y) ® FZ > F((X ® Y) ® Z) 

Cx,~id Cx~y, Z 

~Y@Z 

id~cyjz) FX ® F(Y ® Z) 

G(X ® Y) ® GZ dX~y~z > 

d'o~ la commutativit4 de 

F(X ® (Y ~ Z)) ~(Y~Z) > G(X ® (Y ® Z)) 

F(~,y, Z) G(~,y,z) 

F((X.® Y) ® Z) > G((X ® Y) ® Z) 
~(X®Y)®Z 

d'oO par naturalit~ de 

q0' = ~" 
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4.4.3.2~ Proposition. Soit u : ~ > D une @-~quivalence. L'application 

u : Assoc(D) > Assoc(_C) (resp. Comm(D) > Comm(C) 

est une bijection (voir 1.2.2, 1.1.3 pour les notations). 

quadruple d'~quivalence, v est une inverse pour u 

si (~,~,~,~) est un 

4.4.4. On peut ~noncer et d~montrer des propositions analogues relatives au compor- 

tement d'une ~-~quivalence pour des contraintes d'unit~. Contentons-nous de dire que 

si u : C > D est une @-~quivalence, u induit une ~quivalence de cat@gories de la 

cat~gorie des objets unit~ (1.3.2) de ~ dans celle des objets unit~ de D . 

4.4.5. Soit u : ~ > D un foncteur, (u,v,~,~) un quadruple d'~quivalence pour 

u . Alors si on a une loi ® sur ~ , il existe une loi ® sur ~ telle que u , v 

soient sous-jacents A des ®-foncteurs u , ~ , et que G , ~ soient des ~-morphismes. 

On dira qu'on obtient cette loi sur D par transport au moyen de (u,v,~,~) . Si 

X',Y' E ob ~ , on posera 

(4.4.5.1) X' ® Y' = u(vX' ® vY') . 

On prolonge 

X , YEobC 

(4.4.5.2) 

U , V en des @-foncteurs = (u,a) , ~ = (v,d) , en posant pour 

Cx, Y = u(~l ® ~i) 

d~,~ = ~vX'®vY' 

D'apr~s 4.4.2.2, il suffit de v~rifier que ~ est un ~-morphisme ; c'est-~-dire que 

pour X,Y E ob ~ il faut d4montrer la commutativit~ de 

X®Y 

vuX ® vuY 
dux,uY > v(uX @ uY) v(cx,y ) 

X®Y 

O~X@ Y 

> vu(X ® Y) 
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ou encore, en explicitant grace ~ (4.4.5.1) et (4.4.5.2) 

X®Y 

%®% [ 
vuX ® vuY 

~X®Y 

~vuX~vuY 

> vu(X ® Y) 

) 

vU(~x® ~ Y ) 

vu(vuX ® vuY) 

Celle-ci est consequence de la naturalit~ de ~ . 

4.5. ®-cat6$ories fibr6es. 

4.5.1. Soit E P > B une cat6gorie au-dessus de B . Une l°i ® pour E relativement 

B (en bref, pour E/B) est un B-foncteur E X B E > ~ , 

® rendant commutatif le triangle 

c'est-A-dire un foncteur 

® 

_E XB_E >_E 

" i /  
B 

Rappelons que le produit fibr6 E XB E est la sous-cat6gorie de 

ayant comme fl~ehes les couples (f,g) E F~ExF%E avec p(f) = p(g). 

E xE 

4.5.1.1. On 6tend de fa~on 6vidente la notion de contrainte d'associativit~, commuta- 

tivit6, unit6 pour une B-®-cat6$orie (c'est-A-dire un triple (E,p,®)) , de m~me que 

les compatibilit@s entre ces contraintes. Ainsi par exemple, une unit6 pour une 

~-catggorie E/~ est un triple (i,g,d) , oh ! est une section de E/B (c'est-A 

i 
dire un foncteur B -- > E avec p~ = id B) , et g , d sont des isomorphismes fonc- 

toriels 

(4.5.1.1) 

gx : X ) l(p(X)) ® X 

d x : X > X ® !(p(X)) 
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v~rifiant pour b E ob B 

(4.5.1.2) gl(b) = dl(b) 

4.5.2. A une B-~cat~gorie E/B on peut associer des ®-cat@gories de diverses fa~ons. 

4.5.2.1. Soit b E ob B . Alors la fibre ~b est la sous-cat~gorie pleine de 

ayant comme fl~ches celles de E se projettant sur i~ . Ii est clair que ~b 

h@rite une loi ® de . De m~me, une contrainte sur E/~ induit une contrainte ana- 

logue sur ~b ' et les compatibilit@s entre contraintes sont pr~serv@es par le 

passage aux fibres. 

4.5.2.2. Ce qui precede est un cas particulier d'une construction plus g~n@rale, 

bien qu'aussi @vidente : si B' ) B est un foncteur, et E une B-~-cat~gorie, le 

produit fibr@ E' = E X B B' est de fa~on naturelle une B'-@-cat~gorie. On a des 

propri@t~s @videntes de transitivit@, et des remarques sur les contraintes comme dans 

4.5.2.1. Si b' E ob B' a b comme image dans B , on a un isomorphisme de 

®-categories 

E~ E b D 

4.5.2.3. Si B' ----> B est un foncteur et E/B une B-Q-cat~gorie, la cat@gorie 

HomB(_B',E) est canoniquement une ®-cat~gorie. Si u , v sont des B-foncteurs 

B' > E , et b' E ob B' , on pose 

u ® v(b') = u(b') ® v(b') 

En particulier on notera 

F(E/B) = HomB(~, ~) 

On a un isomorphisme de ®-cat@gories 

HomB(B__, ,E) "~ r(E X B B') 

Des contraintes pour la loi ® de E/B donnent lieu ~ des contraintes analo- 

gues pour les ®-cat@gories HomB(B',E) et les compatibilit@s entre ces contraintes sont 

pr~serv~es. 
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4.5.3. On d~finit les B-~-foncteurs entre des B-~-cat~gories de fagon ~vidente, 

ainsi que les diverses compatibilit4s avec des contraintes. Ainsi, on parlera par 

exemple de B-~-foncteurs ACU entre des B-~-cat4gories ACU (4.2.4). 

Si F , G : E > E' sont des B-~-foncteurs, un B-~-morphisme F > G est 

un B-morphisme F ----> G induisant dans les fibres des ®-morphismes. Si F , G sont 

unif~res (4.2.3), le B-~-morphisme est unif~re s'il enest ainsi des ~-morphismes 

induits dans les fibres. 

4.5.4. Soit ~B : BO > Ann un foncteur en anneaux (commutatifs unif~res)..Une 
-- p 

B-cat4gorie 0_B-lin4aire (ou encore B-lin4aire) est une B-cat4gorie E > B munie 

de la structure suppl~mentaire suivante : 

a) si x £ ob ~b ' y E ob ~b' ' f : b > b' , l'ensemble 

Homf(x,y) = {u : x > y / p(u) = f} 

est muni d'une loi de groupe ab41ien, fonctorielle en x , y . 

b) Si b E ob B , ~b est munie d'une structure de cat4gorie OB(b)-lin4aire, 

telle que, avec les notations de a), si a' E ~B(b') , on a, si u E Homf(x,y) 

(4.5.4.1) a'. u = u. [0B(f)(a') ] 

On d~finit de fagon 4vidente la notion de B-foncteur ~B-lin4aire (ou encore 

B-lin~air~ entre des B-cat4gories B-lin~aires. 

Une B-~-cat4$orie B-lin~aire est une B-~-cat~gorie E munie d'une structure 

B-lin~aire, telle que le B-foncteur ® : E XB E > E soit B-bilin~aire. 

4.5.5. Une ~-~-cat~$orie fibr~e est une B-~-cat~gorie E/B qui est fibr4e au-dessus 

de B (SGA I,IV) et telle que le B-foncteur ® : E XB E ---->E soit cart~sien 

(loc.cit.) Les d~finitions de diverses contraintes pour une B-~-cat~gorie fibr~e 

restent inchang~es, avec la seule restriction que dans la d~finition d'une contrainte 

d'unit~ donn~e dans 4.5.1.1 on exigera que la section ! de E/B soit cart4sienne. 



- 77 - 

4.5.5.1. Soit E/B une B-~-cat~gorie fibr~e. Si f : b' > b est un morphisme 

dans B , choisissons un foncteur image inverse par f ' f : ~b > ~b' ; ceci impli- 

que ~galement le choix, pour chaque x E ob ~b" d'un morphisme cart~sien 

a : fx >x 
x,f 

Ceci dit, le foncteur 

(f~'cf) : ~b >~b' ' O~ C f 

triangles 

f~ est sous-jacent & un ~-foncteur 

est uniquement d~termin~ par la commutativit~ des 

(4.5.5.1) 

f~(x) ® f (y) 
~ax f® 

f I ~ '  ay,f 
c ~ ~ x ® y 
x,y ~ y  
f*(x ® y) 'f 

f ainsi que le fait d'etre un is'o- o~ x , y E ob ~b " L'existence et l'unicit~ de Cx,y 

morphisme, proviennent de ce que ® est un foncteur eart~sien. 

Si E/B est munie d'une contrainte d'associativit~ (resp. commutativit~, 

unit~), le ~-foncteur (f~,c f) : ~b ........... > ~b j est compatible avec les contraintes 

induites (4.5.2.1). La preuve de cette assertion pour l'associativit~ par exemple, est 

donn~epar le diagramme 

f x® f (y® z) 

f~x ® (f~y ® fWz) > x ® (y ® z) ~ f~(x ® (y ® z)) 

(f~x ® ~+y) ® f~z > 

c ~  f~(x ® 

(x®y)®z< 

y)®f z 

f~ (~0) I 

f~((x @ y) ® z) 

dont la conm~utativit~ r~sulte de la naturalit@ de l'associativit~ 

f tion de c 

~0 , et de la d~fini- 
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4.5.5.2. Si g : b" > b' est un autre morphisme dans _B , g : Eb, > Eb, un 

foncteur i m a g e  i n v e r s e  p o u r  g , ( f g ) ~  : E b , ~ E b ,  , u n  f o n c t e u r  i m a g e  i n v e r s e  p o u r  

f g  , o n  a u n  i s o m o r p h i s m e  f o n c t o r i e l  ( f g )  - - - >  g f , u n i q u e  ~ r e n d r e  c o m m u t a t i f s  l e s  

diagra~es 

~ ~ ~ a x~f g f (x) af~x'g > f x .... 

(fg)~(x) ~ x , f g  

> x 

• ~ fg~ N ~ g 
On v~rifie aussit~t que c'est un ®-isomorphisme ((fg) ,c ) (g ,c ).(f~c f) • 

4.5.5~3. Supposons que les Hom existent dans les categories fibre ~b (4.1.1). On 

dit que les Hom sont cart~siens dans E/B si les foncteurs image inverse sont 

compatibles avec les Hom , au sens de 4.B.I. 

§ 5. ®-CATEGORIES RIGIDES 

5.1. ®-cat~$ories ri$ides. 

5.1.1. Une ~-cat~gorie ACU ~ est dite rigide si elle poss~de des objets Hom (3.1.1), 

si les morphismes canoniques (3.3.2.1) 

(5.1.1.1) Hom(X,Y) ® Hom(X',Y') ---> Hom(X ® X',Y ® Y') 

sont des isomorphismes (X,X',Y,Y' E ob C) , et si tous ses objets sont r4flexifs 

(3.2.3.3),i.e. le morphisme canonique 

(5.1.1.2) i : X > X 
X 

est un isomorphisme (X E ob ~) . 

On a en particulier des isomorphismes canoniques 
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(5.1.1.3) 

Hom(X,Y) ~ X ® Y 

(Hom(X,Y)f ~ Ho___~m(~,X) 

5.1.2. De (5.1.i.3) on tire pour tout objet X de C un morphisme canonique 

(5.1.2.1) ~x : ! ..> x ® ~ , 

qui correspond au morphisme identique de X , par la bijection (3.2.3.1) 

Hom(X,Y) ~ Hom(l,Hom(X,Y)) 

Si Y est un autre objet de ~ , on notera TX, Y le morphisme idy ® T X 

(5.1.2.2) TX, Y : Y > Y® X ® 

5.1.2.1. 

(5.1.2.3) 

i.e. 

(5.1.2.4) 

5.1.2.2. 

bijection 

On v4rifie ais~ment qu'on a un triangle commutatif 

ida® TX 
>~®x®~ 

eVX@ id~ 

(ev X ® ida) o TX, ~ = id~ 

La formule pr~c~dente permet de calculer l'application inverse de la 

C'est l'application 

~ : Hom(Y,~) ~ > Hom(Y ® X,!) 

f e----~ ev x o (f ® id X) 

: Hom(Y ® X,!) > Hom(Y,~) 

qui ~ ~ : Y ® X .... > ~ associe 

~(~) = (~ ® ida) o TX, Y ; 

il suffit de verifier qu'on a pour tout Y E ob ~ , tout f : Y > ~ , ~(f) = f , 

ou encore que cette formule est valide pour Y = ~ , f = id~ , auquel cas c'est (5.1.2.3). 
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5.1.3. Soit ~ une ~-cat~gorie rigide ; si X , Y 6 ob ~ , on a par (5.1.1.1) un 

isomorphisme canonique 

(5.1.3.1) ~ ® ~ ~ ~ (X ® y)V , 

qui est fonctoriel en X, Y . Ii peut s'interpr4ter comme d4finissant un ~-foncteur 

(5.1.3.2) C ° > C , 

oO ~o d~note la ®-cat~gorie ACU oppos4e ~ ~ (O.1.4, 1.4). On v~rifie aussitOt 

que ce ~-foncteur est ACU , et que c'est une ®-4quivalence (4.5.1), comme il r~sulte 

des isomorphismes i X : X ~ ~ ~ . 

5.1.4. Soit X E ob C , o~ C 

® X N Hom(X,X ) , le morphisme 

est une ®-cat~gorie rigide. Grace ~ l'isomorphisme 

ev X donne lieu ~ un morphisme 

Hora(X,X) ..... > ! , 

d'oO une application, 

(5.1.4.1) Tr X : End(X) > End(~) . 

Si f E End(X), l'endomorphisme de ~ , Trx(f) sera appel4 la trace de f . Par dgfini- 

tion, le rang de X , rg(X) , est la trace de id X 

(5.1.4.2) rg(X) = Trx(id X) 

Soient X , X t 

aussitOt 

des objets de , f 6 End(X) , f' E End(X'), u E End(~). On v4rifie 

(5.1.4.3) 

Trx~x,(f ® f') = Trx(f) Trx,(f') 

Trl(u) = u 

En particulier, 

(5.1.4.4) 

rg(X ® X') = 

rg(i) = id I 

rg(X) rg(X') 
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5.2. ~-foncteurs rigides. 

5.2.1. Soient ~ , ~' des ~-cat4gories rigides. On appelle ~-foncteur ri$ide de 

dans C' un ~-foncteur ACU C ~ > C' 

5.2.2. Proposition. Si F : ~ > C' est un ~-foncteur rigide, il est compatible 

a yec les objets Hom (4.3.1), i.e., les morphismes canoniques (4.3.1.1) 

FX, Y : F(Hom(X,Y)) '>  Hqm(FX,FY) 

§ont des isomorphismes. 

5.2.2.1. Preuve. Ii suffit 4videmment de prouver que si X E ob C , le morphisme 

canonique 

F X : F(~) > (FX) v 

est un isomorphisme, et m~me de prouver que F X poss~de un inverse ~ droite : en 

effet, on v4rifie facilement que le transpose de F X s'identifie ~ F~ , et si u 

est inverse ~ droite de F X 

u o F X = id , 

t 
u est un inverse & gauche de F.~ 

A 

t 
Fv ° u = id ; 
X 

il suffit de remarquer que tout objet de ~ est de la forme ~ . 

Soit ev : X @ X > ! le morphisme d'4valuation ev X et notons 

ev' : F(~) ® F(X) > I' 

le morphisme qu'on obtient par application du ~-foncteur 

phisme 
T' : I' > F(X) ® F(~) 

obtenu par application de F ~ TX : ! 

le morphisme idy ~ T' 

F . De m~me, on a un mor- 

' : Y > Y @ F(X) ® F(X) Ty 

. ! > X ® ~ Si Y 6 ob C' , on notera Ty 
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Si on applique F ~ la formule (5.1.2.4), on obtient 

(ev' ® idF(~)) o ~(~) = idF(~) 

Revenons maintenant au morphisme F X . II correspond ~ la transformation 

naturelle (Y E ob ~) 

Hom(Y,F(~)) > Hom(Y ® F(X),!') 

f ' > ev' o (f ® idF(x)) 

La formule pr~c~dente ~quivaut ~ dire que la transformation naturelle allant 

dans le sens inverse 

, > (~ ® idF(~)) o ~y 

en est une inverse ~ gauche ; ceci finit la d~monstration. 

5.2.2.2. Remarque. Ce qui vient d'etre prouv~, peut se r~sumer en disant que la 

~-~quivalence (5.1.3.2) 

C ° > C 

d4pend fonctoriellement de C . 

5.2.3. Proposition. Soient C , ~' des ®-cat~$ories ri$ides, F,G : ~ > ~' de___~s 

®-foncteurs ri$ides. Alors, tout ®-morphisme unif~re F ~ G est un isomorphisme. 

5.2.3.1. Preuve. Si u : F > G , on v4rifie facilement que la transformation 

naturelle v : G > F d4finie par le diagramme commutatif 

F(~) u~ ' > G(~) 
I 

(5.2.3.1) / ~ ~ ~ (X E ob ~) 

F(X) v > G(X) v 

t(v X) 

est une inverse pour u . 



- 83 - 

5.2.4. Soit F : ~ > ~' un ®-foncteur rigide entre des ®-categories rigides ; il 

induit un morphisme de monoldes, not~ encore F 

F : End(i) > End(!') • 

On ales formules suivantes, oO X Cob C , f E End(X) 

(5.2.4.1) 
TrF(x)F(f)) = F(Trx(f)) 

rg(F(X)) = F(rg(X)) 

§ 6. ALGEBRES ET COGEBRES 

On donne ici, de fa~on assez rapide, quelques d~finitions fondamentales. 

6.1. AiE~bres et cosgbres dans une ®-cat~gorie. 

On se place, pour simplifier, dans une ~-cat~gorie ACU ~ . 

6.1.1. Une al$~bre de ~ est un objet A E ob ~ , muni d'un morphisme 

m A : A®A > A , appel~ multiplication. Un morphisme d'une alg~bre (A,m A) 

alg~bre (B,m B) est un morphisme f : A .... > B rendant commutatif le carr~ 

dans une 

(6.1.1.1) 

f®f 
A®A " ~ B®B 

reAl 
A ~ B 

Si A est une alg~bre, l'alg~bre oppos~e de A , notre A ° , est celle 

a y a n t  A comme o b j e t  s o u s - j a c e n t ,  e t  a y a n t  comrae m u l t i p l i c a t i o n  

Si A , B 

celle ayant A®B 

mAo = m A o ~A,A 

sont des alg~bres, l'alg~bre produit tensoriel, notre A®B , est 

comme objet sous-jacent, sa multiplication ~tant d~finie par 



- 8 4 -  

A®B®A®B ~ A®A®B®B 

A®B 

6.1.i.I. Une co$~bre de 

C ° (0.1.4). 

est par d4finition une alg~bre de la ®-cat~gorie oppos~e 

6.1.2. Une alg~bre A est commutative si le triangle 

A®A ,'~ A®A 

/mA 
A 

est conmautatif, associative si le carr4 

mA® id A 
A®A®A ~ A®A 

I ImA 
A®A ) A 

m A 

est commutatif. Si A est associative, elle est unif~re, s 

u : ! > A rendant commutatifs les triangles 

'il existe un morphisme 

idA® u 
A®I > A®A 

\ /  
A 

u® id A 
I®A >A®A 

Ce morphisme est alors unique, et s'appelle l'unit~ de A . 

6.1.2.1. 

rigide, 

Voici un exemple d'alg~bre associative, unif~re : si ~ est une ~-cat~gorie 

X E ob ~ , End(X) est de fa~on naturelle une alg~bre unif~re (voir 3.3). 

6.1.2.2. Si A est une cog~bre, on dit que 

ve, co~nif~re~ si l'alg~bre correspondante de 

A est coassociative (resp. cocommutati- 

C ° est associative (resp. commutative, 
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unif~re). Si A est coUnif~re, le morphisme u : A > ~ s'appelle la coUnit4 de A . 

6.1.3. On appelle bi$~bre de ~ un objet B 6 ob ~ muni de structures mA ' ~A 

d'alg~bre et de cog~bre, compatibles entre elles, i.e. telles que m A soit un mor- 

phisme de cog~bres, ou de fa~on ~quivalente, ~A un morphisme d'alg~bres. 

6.1.4. Si F est un ®-foncteur ACU , F : ~ > ~' , F transforme, dans un sens 

~vident, une alg~bre en une alg~bre et respecte les propri4t~s d'associativit4, etc. 

6.2. Modules dans une ®-cat4$orie. 

est toujours une @-cat4gorie ACU. 

6.2.1. Si A est une alg~bre de C , un A-module ~ gauche de C est un objet M de 

C , muni d'un morphisme OM : A ® M > M , rendant commutatif le carr~ 

(6.2.1.1) 

A®A®M 

idA@ ~M [ 

A®M 

mAgi% 

~M 

> A®M 

°M 

M 

Un morphisme d'un A-module (M,o M) dans un A-module (N,o N) est un morphisme 

f : M > N rendant commutatif le carr~ 

(6.2.1.2) 

idA® f 
A®M > A®N 

M > N 
f 

Le produit tensoriel de modules est d~fini chaque fois que A est commutative. 

Si A est associative unif~re, un A-module M est unif~re si le triangle 
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(6.2.1.3) 

est commutatif. 

u~id M 
I®M > A®M 

M 

6.2.2. Si A est une cog~bre de ~ , un A-comodule A gauche de C est un A-module 

gauche de ~o . Ii est coUnif~re si le module correspondant est unif~re (en supposant 

bien entendu, que A est coassociative et coUnif~re). 

6.3. Remarque. L'exemple le plus utilis4 dans la suite est celui pour lequel C est 

la cat4gorie des A-modules, o~ A est un anneau (ordinaire) commutatif avec I . 

Bien que dans la presentation pr~c~dente, les coggbres ne se diff4rencient pas beau- 

coup des alg~bres, il n'en est pas du tout ainsi dans "la vie r~elle". La raison pour 

laquelle la plupart des math4maticiens regardent les cog~bres comme des ~tres barbares, 

est que la comultiplication B > B ®A B ne peut pas s'exprimer en apparence de 

fa~on aussi simple que la multiplication d'une A-alg~bre mA, : A' ®A A' > A' , i.e. 

comme une loi A-bilin~aire A' × A' > A' . J'ai dit en apparence, parce que la 

comultiplication B > B ® B peut aussi s'exprimer par une loi bilin~aire 
A 

~ x ~  -----> ~ , 

o~ B a un sens different de celui qu'on lui a donn~ dans ce chapitre. Ceci est 

explicit4 et prouv~ dans le § i du chapitre Iio 
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INTRODUCTION 

Soient A un anneau commutatif avec unit~, G un A-schema en groupes affine. 

On note Rep(G) la ~-cat~gorie ACU des representations lin4aires de G dans des 

G 
A-modules, w : Rep(G) > Mod(A) le ®-foncteur strict qui consiste en l'oubli de 

l'action de G . 

On d4montre ici que le groupe G peut se reconstituer comme 4rant le groupe 

des ®-automorphismes de w G (3.1.1), et qu'on a ainsi un "dictionnaire" entre les 

A-groupes affines G et certaines @-cat4gories au-dessus de Mod(A). On peut d~ter- 

miner quelles sont ces cat4gories, c'est ce qui est fair en 3.1.4.1. 

Ii devient rapidement clair que beau¢oup de ces r~sultats sont valables, 

avec certaines modifications, si le A-schema affine G = Spec(B) est seulement muni 

d'une loi de monoTde ; dans ce cas, la donn~e du A-monoTde G revient ~ celle d'une 

A-big~bre B , i.e. d'une A cog~bre B munie d'un morphisme de A-cog~bres 

B ®A B ----> B satisfaisant des conditions d'associativit~ commutativit~ et unit~. En 

poussant plus loin l'~tude, on voit qu'on peut ~laborer un dictionnaire entre les 

A-cog~bres B et certaines categories au-dessus de Mod(A) ; ce sont les categories 

Comod(B) des B-comodules, munies des foncteurs oubli %0 B : Comod(B) ----> Mod(A). 

Voici l'ordre dans lequel ces questions sont trait~es : 

Dans le § i, on donne des compl~ments d'alg~bre lin~aire. On prouve notarmment 

un th~or~me de dualit~ pour les modules sur un anneau (1.1.2), et on d~finit le 

proc~d~ d'extension des scalaires dans les categories lin~aires (1.5). 

Dans le § 2, on d~crit le dictionnaire 

B < > (Comod(B),~ B) 

expliqu~ ci-dessus, et on classifie les foncteurs (A-lin~aires et cormmutant avec les 

li__~) Comod(B) ~ Mod(A) en termes de comodules B-coplats (2.4). 

Dans le § 3, on d~duit du § 2 les r~sultats cherch~s pour des groupes affines. 
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En particulier, on classifie les foncteurs " fibre" sur Rep(G) par les torseurs sous 

G pour la topologie fpqc sur A (3.2) r~sultat qui sera essentiel au chapitre suivant. 

Dans le § 4, on discute le cas particulier oO l'anneau A est un corps k . La 

cat~gorie importante dans ee cas est RePo(G) , la ®-cat~gorie rigide (I 5.1.1) 

des G-modules de rang fini sur k . 

Enfin, l'Appendice donne des indications sur la fa~on de g~n~raliser les 

r~sultats du chapitre au cas d'un schema de base. 

§ i. COMPLEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE 

1.0. Terminolo$ie et notations. 

1.0.i. Dans tout ce qui suit, on fixe un anneau commutatif unif~re 

des A-alg~bres ACU sera notre 

~vident 

1.O.2. Un A-module M 

M(A') (A' E ob Ann/A) 

An__n/A • 

A . La cat~gorie 

Si A' est une telle alg~bre, on a un foncteur 

Ann/A , ----> An~/A • 

e s t  un f o n c t e u r  Ann./A > A b mun i  de l a  donn~e  s u r  c h a q u e  

d ' u n e  s t r u c t u r e  de A ' - m o d u l e ,  c e s  d o n n ~ e s  ~ t a n t  c o m p a t i b l e s  

dans le sens suivant : si ~ : A' > A" est un morphisme de A-alg~bres ACU, 

M(~) : M(A') > M(A") est un morphisme de A'-modules, i.e. 

M(~)(a.x) = ~(a).M(~)(x) 

si a E A' , x E M(A'). La notion de morphisme de 

obtient ainsi une cat~gorie Mod(A) . 

Si M, N sont des ~-modules, leur produit tensoriel 

(M ®A N)(A') M(A') ®A' N(A') 

A-modules est immediate, et on 

M®AN est d~fini par 

ainsi Mod(A) est munie d'une ®-structure ACU , l'objet unit~ A ~tant d~fini par 
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~(A') = A' , (I 2.4.1). On a en particulier la notion de ~-alg~bre (I 6.1) ; dans 

la suite de ce travail, routes les ~-alg~bres consid~r~es seront associatives unif~res. 

1.0.3. Si 

MA, par 

A' est une A-alggbre ACU, et M est un A-module, on d~finit un ~'-module 

MA ' : Ann/A, > A nn/A M> Ab ; 

on obtient ainsi un ~-foncteur ACU 

Mod(A) ~ Mod(A') . 

Si A" est une A'-alg~bre, on a une ~$alit~ 

(MA,)A, , = MA, , 

On peut donc voir la collection des ®-categories Mod(A') 

une ®-cat~gorie cofibr~e (I 4.5) au-dessus de Ann/A , qu'on notera MOD(~) 

Remarquons aussi que la ®-cat~gorie Mod(A) poss~de des objets 

(I 3.1.1). Si M, N sont des ~-modules, on d~finit HomA(M,N) par 

HomA(M,N)(A' ) = HomA, (MA,,NA,) • 

En particulier, on a M = HomA(M,A). 

cormne d~finissant 

Hom 

1.0.4. Soit G une A-alg~bre ; la cat~gorie des A-modules munis d'une structure 

de G-module ~ gauche unifgre sur le A-module associ~ (voir I.i.I ei-dessous) est 

notre Mod[G] . 

Si B est une A-alg~bre (res~ une A-cog~bre), on d~signe par Mod(B) (resp. 

Comod(B)) la cat~gorie des B-modules (resp. B-comodules). Dans la suite de ce travail, 

les A-alg~bres sont associatives, unif~res et les A-cog~bres coassociatives, 

coUnif~res ; aussi, sauf mention expresse du contraire, les modules sont des modules 

gauche unif~res, les comodules sont des comodules ~ droite counif~res. 

On a enfin, des foncteurs "oubli" 
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~EC] : Mq~d[G ] > Mod(A) 

B 
: Mod(B) > Mod(A) 

B 
: Comod(B) ~ Mod(A) 

I.i. Modules repr~sentables et eorepr~sentables. 

i.i.i. On a un @-foncteur ACU 

(l.l.l.i) Mod(A) > Mod(A) 

M: >M , 

qui est d~fini de la fa~on suivante (voir SGA 4 1 4.6, o~ ce foncteur est not~ W) : 

si M est un A-module, A' une A-alg~bre ACU 

M(A') = A'®AM. 

Un ~-module isomorphe ~ un tel M sera appel4 corepr4sentable. Si M est 

un A-module, on aura soin de distinguer entre le A-module (ou le A-module qui lui 

est associ4) M = HomA(M,A) , et le ~-module HomA(M,A) = M . Un ~-module isomorphe 

v 
un tel M sera appel4 representable. 

La proposition suivante n'offre pas de difficult4. 

i.I.I.i. Proposition. Le foncteur (i.ioi.i) est pleinement fiddle et commute avec 

les ~ ; de plus, un_~e I_~ de A-modules corepr4sentables est corepr~sentable. 

I.I.I.2. Les assertions relatives aux ~ r4sultent de l'existence d'un foncteur 

F : Mod(A) > Mod(A) , adjoint ~ droite du foncteur (I.I.I.i) ; par d~finition, 

on a pour un ~-module M 

F(M) = M(A) . 
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1.1.1.3. Soit 

au A-module 

V 

M un A-module. Alors, d'apr~s I.i.I.i, le A-module M est isomorphe 

A' ,~ > HomA,(M®A A',A') = HomA(M,A') . 

Celui-ci, en tant que pr~faisceau d'ensembles sur la cat~gorie des A-sch4mas 

affines, est repr4sentable par le fibr4 vectoriel V(M) (EGA II 1.7). Ceci justifie 

la terminologie de ~-module representable introduite plus haut. 

i.i.2. Proposition. S_~ M est un A-module, alors M est r4flexif dans la ®-cat~$orie 

Mod(A) (I 3.2.3.3) ; autrement dit, le morphisme canonique de A-modules M > M 

est un isomorphisme. 

I.i.2.1. Preuve. Ii suffit de d4montrer : si M est un A-module, l'application 

: M > F(~) =HOmA(~, A) 

est bijective. Cette application s'explicite, si x E M , si A' est une A-alg~bre 

V 

et si ~ E M(A') = HomA(M,A') , par 

~(X)A,(O) = o(x )  

Ii s'agit de d4finir 

Y 

: HomA(M,A) > M , 

qui soit inverse de ~ . Posons B = S(M), l'alg~bre sym4trique de M ; c'est une 

alg~bre gradu~e par ~ , et l'application A-lin4aire canonique i M : M > B identifie 

M au sous-module des ~14ments de degr4 i. Si ~ E HomA(M, ~) , on voit facilement 

que l'~14ment ~B(iM) de B , est de degr4 1 : en effet, 4crivons 

~B(iM ) = Z br ; 
rE ~ 

on dispose de deux moKphismes de A-alg~bre B > B[T] : l'un est le morphisme 

~vident, l'autre est celui qui envoie b E B de degr~ n en bT n . Par naturalit~ 

de ~ , on obtient la formule 
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T E br = E Trbr 
rEIN r~IN 

qui montre bien que ~B(iM) est homog~ne de degr~ i. 

II suffit maintenant de poser 

~(~) = ~B(iM) , 

la v4rification des identit4s ~q = id , ~ = id 4tant triviale. 

1.1.2.2. Corollaire. Le foncteur Mod(A) ° > Mod(A) qui ~ M associe ~ , est 

pleinement fiddle et commute ayec les ~ ; en particulier, la cat4$orie Mod(A) 

est anti-4quivalente g celle des A-modules repr4sentables. De plus, une $im de A- 

modules repr4sentables est repr4sentable. 

1.1.2.3. Les assertions relatives aux lim r4sultent de l'existence d'un foncteur 

r '  : M o d ( A )  > M o d ( A )  ° , a d j o i n t  ~ g a u c h e  d u  f o n c t e u r  d f i c r i t  e n  1 . 1 . 2 . 2  ; p a r  

d4finition, on a pour un ~-module M 

r'(M) = HomA(M, A) = r(M) . 

Le morphisme d'adjonction 

(1.1.2.1) M > (r' (M)) v 

est d~fini pour chaque A-alg~bre ACU A' par 

ee 

de 

pour tout A-module 

M(A') ~ HOmA(r' (M) ,A' ) 

x ~ > (u) > UA, (x)) 

A-module r'(M) muni du morphisme (1.1.2.1) est une enveloppe representable 

M ; il est caract~ris~, ~ isomorphisme unique pros, par la propri~t~ d'induire, 

N , une bijection 

HOmA(~N,r' (M)) N> HOmA(M,~ ) . 
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1.1.3. Voici quelques commentaires sur ce qui precede : on a d~fini une cat~gorie 

A-lin~aire Mod(A) avec une loi ® ACU, dans laquelle il y a des Horn (I 3.1), d'o~ 

en particulier un foncteur contravariant Mod(A) ° > Mod(A) , M > M . Cette 

cat~gorie sert de cat~gorie "ambiante" pour deux sous-cat~gories pleines Modrep(~), 

Modcorep(A) qui sont respectivement ~quivalentes ~ Mod(A) °, Mod(A) , la dualit@ 

entre ces deux derni~res ~tant induite par le foncteur d~fini plus haut, M > M . 

On peut se demander quelle est l'intersection des deux sous-cat~gories 

pr~c~dentes. La r~ponse est fournie par 

1.1.4. Proposition. Soit M un A-module. Alors, M est representable et 

corepr~sentable en m~me temps si et seulement si M est (image par (i°I.i.I) de) 

u n A-module projectif de type fini. 

1.1.4.1. Preuve. II faut d~montrer ceci : si M est un A-module, M est projectif 

de type fini si et seulement si le ~-module M est representable. 

Alors, il est clair que M est representable si et seulement si 

= H omA(M, ~) est corepr~sentable, si et seulement si quelle que soit A' une 

A-alg~bre, l'application canonique 

HomA(M,A) ® A' ----> HomA(M,A') 

est bijective. Cette derni~re condition ~quivaut aussi ~ demander que pour tout 

A-module N l'application canonique 

HomA(M,A) ® N > HomA(M,N) 

soit bijective, comme on le voit aussitSt en posant A' = A ~ N , o~ N est un 

ideal de carr~ nul et A op&re dans N de la fa~on donn~e. Mais cette derni~re 

condition ~quivaut ~videmment ~ dire que M est projectif de type fini en vertu du 

r~sultat bien connu suivant : M est projectif de type fini si et seulement si le 



- 96 - 

le foncteur N~--> Hom(M,N) est exact et commute avec les ~ (on trouvera dans I , 

0.2.2.2, un argument qui permet de prouver cette assertion). 

1.1.5. Soient 

canonique 

(1.1.5.i) 

M,N des ~-modules. Rappelons (I. 3.3.2) qu'on a alors un morphisme 

M®A ~ ----> (M®A N)V 

1.1.5.1. Proposition. Soient M, N des A-modules. Alors, la fl~che 

M®A N ----> (~I®A N) v 

transpos~e de (1.1.5.1), est un isomorphisme. De m~me, si L 

i 'application 

V w v 

H°mA(L'M ®A N) > H°mA(M ®A N,e) 

est un A-module, 

d~duite de (1.1.5.1), est bi~ective ; en d'autres termes, 

est une enveloppe representable de M®A ~ " 

M® A N muni de (1.1.5.1) 

1.1.5.2. Preuve. La derni~re assertion est une consequence facile de la premiere ; 

il suffit clairement de d~montrer : si M,N sont des A-modules, l'application 

: M ®A N ~ r((M ®A ~)~ = H°mA(M ®A N,A) 

est bijective. Explicitons ~ : si x E M , y E N , A' est une A-alg~bre et 

6 M(A') = HomA(M,A') , T E N(A') = HomA(N,A'), on a 

~(x ® y)A,(O ® ~) = O(x) ~(y). 

II s'agit de d4finir 

: HomA(M ® N,A) > M ®A N 

qui soit inverse de ~ . Posons B = S(M~N) = S(M) ® S(N) ; c'est une A-alg~bre 

bigradu~e ~ degr~s positifs, et les applications A-lin4aires JM : M > M ~ N ) B , 

ilqBN 
JN : N .> M ~ N > B identifient M,N respeotivement aux ~l~ments homog~nes 
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de bidegr~ (i,O), (O,i). De m~me, JM,N : M ® N .... > B d~fini par 

JM,N (x ® y) = JM(X) JN(Y) 

identifie M ® N au sous-module de B des ~l~ments de B de bidegr~ (i,I). Si 

E Hom(M ® A_ N,~), on voit comme dams 1.1.2.1 que oB(jM ® jN ) est de bidegr~ (i,I) 

dams B , et s'identifie donc gun ~l~ment de M ® N . On pose 

~(~) = ~B(JM ® jN ) 

et on v~rifie aussit~t les identit~s ~ = id , ~ = id . 

1.1.6. Signalons une autre formule utile : si M, N sont des A-modules, on aun 

isomorphisme canonique 

(1.1.6.1) HomA(~,N) ~ M ® N o 

En effet on aune application canonique 

v 

M ® N > HomA(M,N) ; 

l'assertion peut ~tre prouv~e suivant la m~me m@thode que 1.1.2, dont elle est 

d'ailleurs une g~n~ralisation (faire N = A)° Elle suit aussi de la suite d'isomor~ 

phismes canoniques, o~ L est un A-module 

Hom(L,M ® N) = Hom((M ® N~) 

Hom(M ® N,~) 

V v ~  

= Hom(M,Hom(N,L)) 

v 

Hom(M,Hom(L,N)) 

= Hom(e,Hom(M,N)) . 

1.2. Al$~bres repr~sentables et corepr~sentables. 

1.2.1. Proposition. Le foncteur (I.I.I.I) in duit une ~quival~nce de ca t~gor£es 

entre la cat~gorie des A-al$~bres et celle des ~-al$~bres corepr~sentables ; s i 
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£ 

commutatif le triangle 

est une A-al$~bre, on a un isomorphisme de eat~$ories Mpd(~) 

(1.2,1.1) 

Mod (~) ~ Mod[G] 

~ /~[~] 

Mod (A) 

> Mod[~] rendant 

1.2.1.1. La preuve est imm4diate par i.i.I.I. 

1.2.2. Proposition. Le foncteur M I > M (1.1.2.2) induit une an ti~quivalence de 

cat4$ories entre la cat~$orie des A-c@$~bres et celle des A-al$~bres repr4sentables ; 

s i B est une A-co$~bre, on a un isomorphisme de cat~$ories Comod(B) -~ Nod[B] 

rendant commutatif le trian$1e 

(1.2.2.1) 

Comod(B) N> Mod[B] 

Mod (A) 

1.2.2.1. La preuve est 4galement immediate, par 1.1.2.2 et 1.1.5.1. Remarquons que 

d'apr~s les conventions 1.0.4, les comodules sont des comodules h droite et les 

modules des modules h gauche. 

1.2.2.2. Soit B une A-cog~bre, avec comultiplication 

~i : B ---> B ®A B ; 

et explicitons la loi d'alg~bre de ~ . Ii suffit de le faire pour 

Si ~,~' : B > A , ~" = ~' est donn~ par 

~®~' 
(1.2.2.2) ~" : B ~ B ®A B > A ®A A--~ A 

V 

Maintenant, soit M un B-comodule, et explicitons la structure de B-module 

correspondante sur M ; encore une fois, il suffit de donner l'action de B(A) sur 

M . Si 

B(A) = HomA(B ,A). 
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o : M > M® A B 

est la comultiplication de M , et 8 : B ~ A , l'action de 

id®~ 
(1.2.2.3) ~M : M > M ®A B ~ M®A A = M 

sur M est 

1.3. Al~&bres associ~es & des foncteurs. 

1.3.1. Soient F,G : C ----> Mod(A) des foncteurs, o~ C est une cat~gorie arbitraire. 

On d~finit alors un A-module Hom(F,G) de la fa§on suivante : si A' est une 

A-alg~bre ACU, et si on note FA, , GA, les compos~s de F , G avec le foncteur 

~vident Mod(A) > Mod(A') on pose : 

Posons 

Hom(F,G)(A') = Hom(FA,,GA,) . 

= End(F) = Hom(F,F) ; 

c'est une ~-alg~bre, et 

le triangle 

F induit un foncteur ~ > Mod[~] rendant commutatif 

> Mo__d[~] 

Mod(A) 

1.3.1.1. Ii y a, bien entendu, des variantes de la d4finition pr4c4dente. Les 

foncteurs F,G peuvent par exemple ~tre ~ valeurs dans la cat4gorie Mod(A). 

1.3.2. Pour 4noncer proprement la proposition suivante, on se place dans le cadre 

des univers (SGA 4 I). Soit U un univers fix4 contenant A , et notons Projtf(A) 

la cat4gorie des A-modules projectifs de type fini. 

1.3.2.1. Proposition. Soit C une cat4$orie ~-petite, F,G : ~ > Projtf(A) des 

foncteurs. Alors le A-module Hom(F,G) est representable (I.i.i) et E U . 
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1.3.2.2. Preuve. Tout consiste ~ remarquer que Hom(F,G) est une lim U-petite de 

~-modules repr4sentables, g savoir les Hom(F(X),G(Y)) pour X,Y E ob ~ avec des 

morphismes de transition convenable, et ~ utiliser 1.1.2.2. De fa~on pr4cise, on a 

un diagramme exact de A-modules 

(1.3.2.1) Hom(F,G) > ~ Hom(FX,GX) ~ ]~ Hom(FX,GX), 
X£obC f:X~Y 

o~ on laisse au lecteur le soin d'expliciter les fl~ches. 

1.3.2.3. La proposition 1.3.2.1 peut se d~montrer sous des hypotheses plus g~n~rales 

sur ~ . Par exemple, si F,G cormnutent avec les i_~ et s'il existe un ensemble ~- 

petit d'objets engendrant ~ par I_~ . 

1.3.3. Restons sous les hypotheses de 1.3.2, et soient ~i,~ 2 des cat4gories ~-petites, 

Fi'Gi : --IC" > Projtf(A) i = 1,2. 

des foncteurs. On note ~ = ~i X ~2 et F,G : ~ > Projtf(A) les foncteurs d~finis 

par 
F(X,Y) = FI(X) ®A F2(Y) 

G(X,Y) = GI(X) ®A G2(Y) " 

On a un morphisme ~vident de A-modules 

(1.3.3.1) H°---~m(FI'GI) ®A H°m(F2'G2) ----> H°m(F'G) " 

1.3.3.1. Proposition. Le morphisme (1.3.3.1) fair de Hom(F,G) une enveloppe 

[epr~sentabl9 de Hom(FI,G I) ®A H°m(F2'G2)(v°ir 1.1.2.3). 

1.3.3.2. Preuve. Soient M°(resp. M) les A-modules qui repr4sentent 
1 

(resp. Ho.__~m(F,G)). Ii faut prouver que le morphisme de A-modules 

Ho_.__~m (F i ,G i ) 

M > MI ®A M2 

induit par (1.3.3.1) est un isomorphisme. Ceci se v4rifie facilement 
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en utilisant la d~finition de M , M. donn~e par (1.3.2.1). 
l 

1.3.3.3. Un cas particulier important est celui pour lequel ~i = ~2 ' F1 = F2 = G1 

= G 2 . II r~sulte de 1.3.2.1 et 1.3.3.1 que si ~ est une ®-categoric ACU 

F : ~ ~ > Projtf(A) un ®-foncteur ACU (I 2.4, 4.2), et si on note 

End(F) = ~ , 

on ales donn~es suivantes sur le A-module B : 

a) Une loi de A-cog~bre B > B ®A B , provenant de la loi de ~-alg~bre 

4vidente sur End(F). 

b) Une loi de A-alg~bre ACU B ® A B ----> B , telle que B > B ®A B 

un morphisme de A-alg~bres ; celle-ci provient de la loi ® ACU sur C . 

soit 

Ces donn~es sont ~quivalentes ~ celles d'un schema en monoides affine G 

sur A (voir § 3), muni d'un isomorphisme de A-modules 

B ~ Aff(G) . 

On peut expliciter le foncteur repr~sent~ par 

sans peine que si A' est une A-alg~bre ACU, on a 

ce qui s'~crit encore 

(1.3.3.2) 

G(A') _~ End®'I(FA ,) , 

G --~ End®'l(F) . 

G = Spec(B) : on v~rifie 

1.4. C as d'un corps 

compacts. 

K : K-Modules repr4sentables et K-vectoriels lin4airement 

1.4.Oo La lettre K d4signe dans la suite de ce num4ro un corps. Ce num4ro n'est pas 

indispensable pour la suite, et sa pr4sence a pour but d'expliquer les liens entre le 

formalisme des K-modules repr4sentables qu'on vient d'exposer, et des K-vectoriels 

lin4airement compacts. La r4f4rence pour ce dernier est l'expos4 VII B de P. GABRIEL 
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dans SGA 3. 

1.4.1. Rappelons qu'un espace vectoriel topologique sur K (K muni de la topologie 

discr&te) est lin~airement compact s'il est s~par~ complet, et s'il poss~de une base 

de voisinages de 0 form~e de sous-espaces vectoriels de ¢odimension finie. Ii 

revient au mime de dire qu'il est une lim filtrante d'espaces vectoriels discrets de +.__ 

rang fini, les morphismes de transition ~tant des surjections. Si on note la cat~gorie 

obtenue Mod.lin.comp(K), on a un foncteur 

(1.4.1.I. 

qui assocle 

Mod(K) ° > Mod.lin.comp.(K) 

un vectoriel E sur K , Hom(E,K) muni de la topologie de la convergence 

simple. On d~montre ais~ment (loc.cit.) que ce foncteur est une ~quivalence de 

categories. Voici un foncteur quasi-inverse : c'est celui qui associe ~ un vectoriel 

lin~airement compact E son dual topologique, Hom. cont. K(E,K). 

1.4.2. On d~finit un foncteur 

(1.4.2.1) Mod.lin.comp.(K) ----> Mod.rep.(K) 

en associant gun K-vectoriel lin~airement compact E , le K-module E d~fini par 

F(A',E) = E SK A' , 

o3 pour une K-alg~bre A', E SK A' d~signe le s~par~ compl~t~ de E ®K A' 

topologie d~finie par les Ei~KA , (Ei)iE I ~tant une base de voisinages de 

de sous-espaces de E de codimension finie. Ii est clair que 

en fait il y a un isomorphisme canonique 

(1.4.2.2) E ~ (Hom, cont. K(E,K )~ . 

pour la 

0 fortune 

est repr~sentab le, 

Cela signifie aussi que le triangle 
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(1.4.2.3) 

Mod.lin.comp.(K) > Mod.rep.(K) 

\ / 
Nod (K) ° 

est commutatif g isomorphisme pr~s. Ii en r~sulte que le foncteur (1.4.2.1) est une 

4quivalence de categories, puisqu'il en est ainsi des foncteurs E ~ > Hom.cont. K(E,K), 

M ~ > M . 

1.4.3. On rappelle (SGA 3 VII B) qu'une K-alg~bre profinie est une K-alggbre topolo- 

gique dont le K-veetoriel topologique sous-jacent est lin~airement compact. On en 

d~duit aussit~t (loc.cit.), moyennant des sorites sur les produits tensoriels compl4t~s 

que nous n'avons pas d4velopp~s, que le foncteur(l.4.1.1) induit une anti4quivalence 

entre la cat~gorie des K-cog~bres et celle des K-alg~bres profinies. De mgme, le 

foncteur (1.4.2.1) induit une 4quivalence entre la cat~gorie des K-alg~bres profinies 

et celle des K-alg~bres repr~sentables. 

On peut d~montrer (voir 2.6.3. b) pour une d~monstration) qu'une K-alg~bre 

profinie est lim filtrante de K-alg~br~ discr~tes de rang fini sur K , les morphismes 

de transition ~tant des surjections. Ii en rdsulte qu'une K-cog~bre est r~union 

filtrante de ses sous-cog~bres qui sont de rang fini sur K . 

1.4.4. Dans la situation de 1.3.2.1, soient F,G : C ~ Modf(K) des foncteurs d'une 

cat4gorie ~-petite ~ dans la cat4gorie des K-vectoriels de rang fini. Alors, on voit 

aussit~t que la topologie sur Hom(F,G), provenant de ce que Hom(F,G) est represen- 

table et d'un foncteur quasi-inverse de (1.4.2.1), est celle de la convergence simple. 

1.4.5. Soit B une K-cog~bre, B = HomK(B,K) la K-alg~bre profinie duale. Rappelons 

qu'un B-module fini est un vectoriel E de rang fini sur K , muni d'un morphisme 

continu de K-alg~bres B > EndK(E). Si E est un B-comodule de rang fini (g droite 

v 

cormne toujours), E est de fa~on naturelle un B-module fini ; en effet, si k E , 

l'action de k dans E est donn4e par 
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E >E~KB >E~KK 

On obtient ainsi un isomorphisme de cat4gories 

V 

Comodf(B) --~ Mod(B) 

N 

>E . 

pr4servant les foncteurs oubli. 

1.5. Extension de l'anneau de base dans les qat4$ories lin4aires. 

1.5.1. Soit ~ une cat~gorie A-lin4aire (I 0.1.2), o~ A est comme toujours un 

anneau commutatif unif~re. Si X est un objet de ~ , M un A-module, on dira 

que le produit tensoriel externe de M e__tt X existe si le foncteur 

Y > HomA(M,Homc(X,Y)) est repr4sentable. Dans ce cas on choisira un couple constitu4 

d'un objet M® A X et d'une application A-lin4aire 

(1.5.1.1) M ---> Hom(X,M @A X) , 

qui repr4sentent ce foncteur, c'est-~-dire que les applications canoniques qu'on en 

d~duit 

(1.5.1.2) HOmc(M® A X,Y) > HomA(M,Homc(X,Y)) 

soient bijectives. 

1.5.1.1. Pr@position. Soit C une cat~$orie A-lin~aire avec des li~ quelconques. 

Alors, le produit t ensoriel externe d'un objet de C avec un A-module existe 

toujours. S i ~ e s t ~$alement A-lin~aire avec des li~ , e t F : ~ > D commute 

avec les li~ , alors F commute avec le produit tensoriel externe. 

1.5.1.2. La preuve est immediate. Pr~cisons le sens de la derni~re assertion : si 

X est un objet de ~ , M un A-module, l'application ~vidente 

M ---> Hom(FX,F(M ®A X)) 

obtenue ~ partir de (1.5.1.1), correspond grace & (1.5.1.2) ~ un morphisme 
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(1.5.1.3) M ®A F(X) > F(M ®A X) ; 

la locution "F commute avec le produit tensoriel externe" signifie que 

morphisme (1.5.1.3) est un isomorphisme. 

"~M , VX , le 

1.5.2. Soit ~ une cat~gorie A-lin~aire avec des li~ , A' une A-alg~bre (commuta- 

tive unif~re eomme toujours). On d~finit une cat~gorie :(A') de la fa~on suivante : 

les objets sont les couples (X,~x) o: X est un objet de C , ~ : A' > End(X) 

un morphisme de A-alg~bres (la loi de A-alg~bre de End(X) provenant de la structure 

A-lin~aire sur :) ; les morphismes (X,~ X) > (Y,~y) ~tant les morphismes f : X--> Y 

qui commutent avec l'action de A', c'est-h-dire qui pour a E A' rendent commutatif 

le diagramme 

~.X ( a )  

X 

l 
X 

> Y 

> Y 

~ y ( a )  

Dans l'@criture d'un objet (X,~ X) de ~(A' on omettra souvent ~X ' 

On remarque que :(A') poss~de une structure A'-lin~aire ~vidente. De 

plus, on a des foncteurs A-lin~aires 

(1.5.2.1) IA'/A 

~ ~(A') 
JA'/A 

d~finis par 

jA,/A (X,~x) = X 

iA,/A(X) = (A' ®A X , a' ~ > p(a') @ id X) , 

o~ p(a') : A' > A' est la multiplication par a' . On voit aussitOt, par d~fini- 

tion du produit tensoriel externe(1.5.1), que iA,/A est adjoint ~ gauche de JA'/A " 

De m~me, le foncteur JA'/A est fiddle, conservatif (SGA 4 1 6.1) et commute avec 

les $im et les I~ . 
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Si ~ est une cat~gorie ab~lienne, il en est de m~me de ~(A') " 

1.5.2.1. Soit B une autre A-alg~bre, et notons 

un carr~ cocart~sien 

A ....... ) A' 

B > B' 

B' = A' ®A B , de sorte qu'on a 

Si ~ est une cat~gorie B-lin~aire, on peut aussi regarder ~ cormme ~tant 

une cat~gorie A-lin~aire. Si X E ob C , il revient au m~me de se donner un morphisme 

de A-alggbres A' > End(X) ou un morphisme de B-alg~bres B' > End(X). Ceci 

signifie qu'on a un isomorphisme de categories A'-lin~aires 

(1.5.2.2) C(A,) ~ C(B, ) 

qui rend commutatif le triangle 

(1.5.2.3) 

De plus, le triangle 

(1.5.2.4) 

C(A,) ~'J C(B, ) 

JA'/A~ ~B'/B 

C 

C(A, ) W C(B, ) 

C 

est commutatif g isomorphisme canonique pr~s. 

1.5.2.2. Soient C , D des categories A-lin~aires avec des l i~ , u : ~ ) 

foncteur A-lin~aire qui commute avec les lim . On en d~duit un foncteur 

(1.5.2.5) U(A,) : C(A,) ~ D(A,) 

un 

d~fini par 



- 107 - 

Les carr4s 

(1.5.2.6) 

iA '/A 

U(A,)(X,~ X) = (u(X), a'' > U(~X(a'))) . 

C C > D 

JA'/A 

> D 

I iA'/A 
> ~(A') 

JA'/A 

C(A, ) C(A' ) > D(A, ) 

sont, respectivement, commutatif g isomorphisme canonique pros, commutatif. 

1.5.2.2. Soit ~0 : A > A' le morphisme d'anneaux qui d4finit la structure de 

A - a l g g b r e  s u r  A' . La c a t 4 g o r i e  C ( A , )  s e r a  a u s s i  not(~e ~ C , e t  l e s  f o n c t e u r s  

iA'/A ' JA'/A seront aussi notes respectivement ~0 , q)~ : 

Si u : C .... > D 

aussi not4 

(1.5.2.7) 

> 
_c < ~_c 

est un foncteur conzme dans 1.5.2.1 , le foncteur U(A,) sera 

q0~(u) . Les carr4s commutatifs (1.5.2.6) donnent lieu aux formules 

qo o u -~ (u) o 

~ o ~*(u) = u o ~. 

1.5.2.4. Si ~,D sont des cat4gories ab41iennes A-lin~aires, et u : C----> D est 

fiddle (~esp. exact), alors U(A,) est 4galement fiddle (resp. exact). 

1.5.3. Soient C. (i~l) des cat4gories A-lin4aires poss4dant des ~ , A' une 
--i 

A-alg~bre ACU, et D une catdgorie A'-lin4aire poss4dant des lim . On s'int~resse 
-- ----9 

aux foncteurs A-multilin4aires 

u : ~ C~ > D 

i61 --i 

commutant avec les lim ; la cat4gorie ayant ces foncteurs pour objets, et comme 

morphismes les transformations naturelles entre ces foncteurs, sera notre 

Horn A,_~(-~C i,D) . 
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1.5.3.1. Proposition. La famille de foncteurs 

4quivalence de cat4gories 

iA'/A : ~i > C. induit une 
--:(A') 

(1.5.3.1) HomA,,~(TTCi(A,), ~) > HomA,~(~T_Ci, ~) . 

1.5.3.2. Preuve. Les v4rifications sont triviales, comme d'habitude, une fois qu'un 

foncteur quasi-inverse pour (1.5.3.1) a 4t4 d4fini. On d4finit le foncteur 

(1.5.3.2) _ _ ,D) HomA,.~(TTCi,D) ----> HomA,,4(~[Ci(A, ) -- 

u : > u A , 

de la fa~on suivante : si ~ = (X i) est un objet de ~Ci(A,) , l'objet u(~) est 

muni de deux actions de A' qui con~nutent entre elles, l'une provenant de ce que 

est A'-lin4aire, l'autre de l'action donn~e de A' sur ~ . On en d~duit que 

l'objet u(~) de D • est muni d'une action de la A'-alg~bre (via i I : A' > A'®AA') 

A" = A' ®A A' . D'autre part, la multiplication de A' donne un morphisme de A-alg~bres 

A" ----> A' . Cela dit, on a 

UA, (~) = u(~) ®A" A' . 

Ii est clair que UA, est un foncteur A'-multi-lin4aire commutant avec les ~ , et 

que cette construction est fonctorielle en u . 

1.5.3.3. Si A' est une A-alg~bre plate, le foncteur (1.5.3.1) envoie un foncteur 

exact sur un foncteur exact. En revanche, m~me si A'/A est fid~lement plate, si 

u : ~ > D est un foncteur comme dans 1.5.3.1, et exact, UA, n'est pas n4cessai- 

rement exact. Voici deux exemples. 

a) Soit k un corps, 

Soit ~ = Mod(k) ,donc ~(A') 

est d~fini par 

une k-alg~bre # O , et E un A'-module non plat. 

= Mod(A') , et soit D = Mod(A'). Le foncteur u 

u(M) = E ®k M ; 

il en r4sulte que si F est un A'-module 
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UA,(F) = E ®A' F 

b) Soient k'/k une extension finie non s~parable de corps, ~ une k-alg~bre 

(non confutative) de rang fini semisimple telle que la k'-alg~bre ~' = k' ~k ~ ne 

soit pas semisimple, L' un ~'-module ~ gauchede rang fini sur k' qui ne soit pas 

injectif. Soit ~ la categoric des ~-modules ~ gauche, donc ~(k') est la categoric 

des ~'-modules ~ gauche, et D = Mod(k'). On a que ~ (resp. ~(k,)) est la categoric 

des ind-objets (SGA 4 I, 8.2.4) de C (resp. ~) o~ C (resp. ~) est la 
--0 ' --0 

¢at~gorie des ~-modules (resp. ~'-modules) ~ gauche de type fini. II en r~sulte que 

la donn~e d'un foncteur C' > Mod(k') exact ~ droite revient ~ celle d'un foncteur 
--o 

~(k') ----> Mod(k') commutant avec les li~ . On prend conmle foncteur u : ~ ......... >D , 

celui induit par le foncteur u ° : C ~ D , X > Homh(X,L') ~ --o -- ; il est exact parce 

que u ° l'est. Le foncteur UA : ~(k') > ~ est induit par le foncteur 

U'o : --oC' ~ _D , X' ! > Homh,(X',L') , qui n'est pas exact par hypoth~se. Le symbole 

d~note le dual pris sur k dans le premier cas, sur k' dans le second cas. 

1.5.4. Ii r~sulte de 1.5.3.1 que si ~ est une ®-cat~gorie A-lin~aire (I 0.1.2) 

poss~dant des i~ avec lesquelles la loi ® cormnute, et si A' est une A-alg~bre 

ACU, alors ~(A') est muni canoniquement d'une loi ® A'-lin~aire commutant avec les 

li_~. De m~me les contraintes (de type A,C,U) impos~es ~ la loi ® sur ~ donnent lieu 

des contraintes analogues pour la loi ® sur ~(A') . Enfin, on d~montre sans peine 

l'analogue de 1.5.3.1 pour des ~-cat~gories et des ~-foncteurs multi-lin~aires 

commutant avec les li~ . 
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§ 2. LA CATEGORIE Comod(B), B ETANT UNE A-COGEBRE 

2.0. Pr~liminaires. 

2.O.1. On adopte dans tout ce § les notations de I.O. On notera B une A-cog~bre ; 

si E est un B-comodule, on notera souvent, pour simplifier 

E = ~B(E) 
o 

le A-module sous-jacent & E . Rappelons que les cog~bres sont coassociatives counif~res, 

et que les comodules sont counif&res et, sauf mention explicite du contraire, des 

comodules ~ droite. 

2.0.2. Soit A' une A-alg~bre, et notons B' la A'-cog~bre B ®A A' obtenue par 

extension des scalaires. On a alors un isomorphisme de categories 

Comod (B) (A,) ~ Comod(B ' ) 

rendant commutatif le triangle 

Comod(B) (A,) _~ Comod(B ' ) 

Mod (A') 

ceci provient de ce que si E ° est un A-module, il revient au m~me de mettre sur E ° 

une structure de B-comodule plus une action de A' par des endomorphismes de B-como- 

dule ou de mettre une loi de A'-module plus une structure de B'-comodule. 

2.0.3. Soit E un B-comodule, et notons o E : E > E ®A B la comultiplication. 

J.P. Serre a remarqu~ que O E d~finit un morphisme de B-comodules 

G E ; E > Eo® A B d , 

o~ B d est le B-comodule ~ droite B et le produit tensoriel ~ droite est le 

produit tensoriel externe dans Comod(B) (1.5.1). Ceci exprime simplement l'un des 

axiomes de d~finition d'un ¢omodule. Le morphisme O E est, bien entendu, naturel en E. 
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2.0.4. Soit E un B-comodule. Alors, le diagramme de B-comodules 

(2.0.4.1) E > Eo ®A Bd ~ Eo ®A Bo ®A Bd 

o~id 

est exact ; en d'autres termes, O E identifie E au noyau dans Comod(B) de la 

fl~che id®~ - o®id . 

Ceci est cons4quence de l'assertion suivante :dans la cat~$orie Mod(A) , l__ee 

dia$ramme 

> E ®ABo®A B Eo > Eo ®A Bo > o o 

est exact, et E ° est facteur direct dans Eo ®A Bo 

Le dernier point est clair, OE admet une r4traction canonique, ~ savoir 

id®E 

>E ®AA--~E CE : Eo ®A Bo o o 

Comme il est 4galement clair que (id®~) o O E = (O E®id) o ~E ' 

sices deux fl~ches 4galisent un morphisme de A-modules f : M 

se factorise ~ travers E 
O 

il reste ~ savoir que 

> Eo® A B o , f 

Supposons donc 

(id ® ~) o f = (O ® id) o f ; 

composant les deux cSt4s avec id ~ id ® e : E O ~A Bo ®A Bo 

f = OE o (e E o f) . 

> Eo ®A Bo ' on a 

2.0.5. La coUnit4 

A-modules (1.0.2) 

(2.0.5.1) 

e : B ----> A induit pour tout B-comodule E , un morphisme de 

qui est fonctoriel en 

inverse. Ii suffit d'associer ~ un morphisme de A-modules 

E > B ; on pose 

Hom B(E,Bd) > HomA(Eo,A) = Eo ' 

E . Ce morphisme est un isomorphisme ; exhibons-lui un 

: E > A un morphisme 
O 
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~® id 
E ~E> go @A B > A ®A B =K B 

et on v~rifie aussitOt qu'on a bien un inverse. 

On a en particulier, un isomorphisme de ~-modules 

(2.0.5.2) EndB(B d) ~ B , 

qui est un anti-isomorphisme de ~-alg~bres (voir 1.2.2). 

2.0.6. Supposons que B soit un A-module plat. Alors, la cat~gorie Comod(B) est 

ab~lienne et le foncteur 2 est exact. En effet, il suffit de v~rifier que les 

noyaux existent et que 2 commute avec eux : si u : E .... > F est un morphisme de 

> F , le diagramme B~comodules, et G o d~signe le noyau de Uo : Eo o 

0 > G > E 
i o o 

' t 1 
I 

' (JE I 

-'- E GAB 0 > Go ®A Bo o o 

; F 
O 

SF 

> Fo ®A Bo 

o~ les lignes sont exactes, montre qu'il existe une et une seule fl~che 

G o > Go ®A Bo faisant de Go un B-comodule. C'est le noyau de u . 

R~ciproquement 

i.O.6.1. Th~or~me. Soient A un anneau, B une A-cog~bre, et supposons que 

B : Comod(B) > Mod(A) commute avec les noyaux. Alors, B est un A-module plat. 

La preuve est une consequence immediate du lemme suivant. 

2.0.6.2. Lemme. Soit B une A-cog~bre, et soit O > E' > E > E" une suite 

exacte de A-modules. Alors E' ®A B s'identifie au noyau de E ®A B > E" ®A B 

dans la cat~$orie Comod(B), 

Ii suffit de remarquer que si M est un B-comodule, E un A-module, l'aug- 
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men~ation C : B > A induit un isomorphisme canonique 

(2.O.6.1) H°mB(M'E ®A B) ~ > HomA(Mo,E) . 

Ceci r~sulte, soit formellement de 2.0.4, soit de la suite d'isomorphismes ci-dessous 

HomB(M,E ®A B) ~ Hom~((E ~ B~,~) ~ Hom~(E ® B,M) 

= Hom~(B,Hom(E,M) 

= HomA(Mo,E) • 

2.0.7. Soit B une A-cog~bre plate. Nous allons voir que les B-comodules qui sont 

de type au plus d~nombrable en rant que A-modules, constituent un syst&me de g~n~ra- 

teurs de Comod(B). Ii suffit pour cela de prouver que si M est un B-comodule et 

m E M , il existe un sous-comodule N de M de type d~nombrable, et contenant m . 

Pour cela, ~crivons GM(m) = E m i ® b i , et soit N (°) le sous-A-module de M 
i 

engendr~ par les m i . La formule m = Z m i e(b i) montre que m 6 N (°) . Si 

maintenant on ~crit g(m i) = E. mij ® bij , et on appelle N (I) le sous-A-module de 

3 N(O) N(1) M engendr~ par les mij (i,j), on a C . On continue ainsi de suite, et 

il est clair que par construction 

N= U N(r) 
rmO 

est un sous-comodule de M de type d~nombrable, contenant m . 

2.1. C o$~bres et comodules. 

2.1.1. Soit D une sous-cat~gorie pleine de Comod(B) contenant B d , et notons 

i D le foncteur d'injection. On d~finit alors des morphismes de ~-alg~bre, 

) End(~ o i D) 

Pour la d~finition de ~ il suffit de se souvenir de l'isomorphisme de categories 

Comod(B) = Mod[~] (voir 1.2.1) : ~ agit sur q0 B par multiplication ~ gauche. Pour 

d4finir 8 , si k 6 En___~d(q0 Bo iD)(A'), o~ A' est une A-alg~bre ACU, on pose 
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~(k) = CA, o ~B ' 

o~ CA, : B ®A A' ..... > A' est la counit4 de B 4tendue 

d4finition de ~ ne n~cessite pas d'hypoth~se sur ~ . 

A' . On remarquera que la 

Signalons la formule 

(2.1.1.1) ~ = id 

2.1.1.1. Proposition. 

: ~ - > End(q0 B o i D) 

Soit D une sous-cat4$orie pleine de Comod(B). Alors 

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants : 

a) i D induit une ~quivalence Ind(D) > Comod(B). 

b) D contient B et est stable par produit tensoriel externe avec les 

A-modules E ° , pour E E ob D . 

2.1.1.2. Preuve. Ii est clair que a) est cons4quence de b). Compte tenu de 

(2.1.1.1), il faut prouver, si k E End((~ B o iD)A,) , qu'on a 

~8(k) = X , 

ou encore que pour tout B-comodule E , que le diagramme 

E' 
(O E) ' id@ k B 

> E' ®A' B' > E' ®A' B' 

E' ®A' A' 

E' 

est commutatif, o~ E' = E ®A A' , B' = B ®A A' . Cela r4sulte du carr4 
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(OE) ' 
E' '> E' ®A' B' 

g' ~ E' ®A' B' 

(OE) ' 

dont la commutativit~ provient de 2,0.3, de la naturalit~ de et de l'identification 

= ® " 

Pour ce point on utilise la derni~re hypoth~se de b). 

2.1.1.3. Corollaire. On a des isomorphismes de ~-al$~bre 

(2.1.1.2) End(q0 B) ~ B ~ (EndB(Bd)) ° ~ EnHB(Bg 

2.1.1.4. Corollaire. Si B est un A-module plat, et si D 

pleine de Comod(B) form~e des B-comodules plats en tant que 

isomorphisme de A-alsgbres 

~ End(qo B o i D) 

d~sisne la sous-cat~$orie 

A-modules, on a un 

2.1.2. Soit u : B ----> B' un morphisme de A-cog~bres, et soit tu : ~' > B son 

t r a n s p o s e ,  q u i  e s t  un morph i sme  de ~ - a l g ~ b r e s .  Compte t e n u  de 0 , 1 . 2 , 1 ,  u d f i f i n i t  un 

foncteur 
U 

: Comod(B) > Comod(B') 

rendant commutatif le triangle 

U 

Comod(B) > Comod(B') 

M0d (A) 

Voici une autre description de ~0 u , en termes de cog&bres : si E est un B-comodule 
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u 
comme avec comultiplication O E : E > E ® A B son image par ~ a aussi E ° 

A-module sous-jacent eta comme comultiplication 

o E id~u 
> E @A B > E ®A B' 

2.1.2.1. Proposition. L'applicatio n u~ > u induit une bisection de l'ensemble 

Hom(B,B') des mo~uhismes de A-cq$~bre B > B' sur l'ensemble des foncteurs 

B' B 
: Comod(B) ) Comod(B') tels que ~ o ~ = 

2.1.2.2. Preuve. Soit ~ : Comod(B) > Comod(B') tel que 

foncteur ~ induit un morphisme de ~-alg~bres 

mnd(~0 B') > mnd(~0 B) , 

ou encore par 2.1.1.3, un morphisme B' > B . 

morphisme de A-cog~bres, et on v~rifie aussitOt que 

u 

B' B 
~0 o ~0= q0 ; le 

Son transpos4 u : B > B' 

~t > u est inverse de 

est un 

2.1.2.3. Remarque. Si ~ est un foncteur comme ci-dessus, il est automatiquement 

A-lin~aire. On rencontre souvent des foncteurs A-lin4aires 

~0 : Comod(B) > Comod(B') 

B B' 
tels que ~0 et ¢# = q0 soient isomorphes, mais pas n~cessairement ~gaux. Dans ce 

cas, le choix d'un isomorphisme 

B ~ B ~ 
~:~ ~ o~0 

d~finit, en proc~dant comme avant, un morphisme 

et 

u = u : B > B '  
( ~ , ~ )  

s e  r e l i v e  e n  u n  i s o m o r p h i s m e  

u 
: ~ ~ ~ • 
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En bref, l'4nonc4 2.1.2.1 est valable en rempla~ant l'ensemble des foncteurs 

B' B 
tels que ~ o ~ = ~ (~,~) , 

o_~ (~,~) e_!t (~',~') ~~ ~' 

tel que 

par l'ensemble des classes d'~quivalence de couples 

s ont 4quivalents s'il existe un isomorphisme v : 

( . ,;) o ~ = ~' 

2.1.3. Rappelons que si O,T : G-'-> G' sont des morphismes de A-alg~bre, on 

d4finit le A-module Transp(O,?) par 

On pose 

(2.1.3.2) 

/ 
Transp(o,T)(A') = Ix E ~'(A') / 

V a 6 ~(A") , x~(a) = T(a)x] 

Cent(o) = Transp(o,O) 

Si u,v : B > B' 

U 
qui ~ un morphisme k : 

V 

B(A). On prouve aussitSt 

A"/A' , 

Cent(G) = Cent(ida) 

sont des morphismes de A-cog~bre, on a une fl~che 

V 

Hora(~u,~ v) > B 

v B ~ 
> ~ associe ~ ~ k , qui s'identifie ~ un 41~ment de 

2.1.3.1. Proposition. Le morphisme pr4c4dent induit un isomorphisme 

(2.1.3.3) Hom(q0u,~0 v) ~> Transp(tu,tv) . 

2,1,3.2, 

(2.1.3.4) 

Corollaire. On a des isomorphismes canoniques 

Eqd(q0 u) ~ > Cent(tu) 

End(idcomod(B)) ~ > Cent(B) 
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2.2. Conditions de finitude ; sous-cat~$ories de d~finition. 

2.2.1. Dans ce num~ro, on suppose que la A-cog&bre B est A-plate. 

On appelle sous-cat~$orie de d~finition de Comod(B) une sous-cat~gorie pleine 

de Comod(B) telle que le morphisme de 2.1.1. 

soit un isomorphisme. 

: ~ > End(qoBo i D) 

2.2.2. Rappelons quelques r~sultats de J.P. SERRE [ 4 ]. 

2.2.2.1. Lemme. Soit E un B-comodule, F un sous-module de E . Alors, 

(UF)-I(F ®A B) est un sous-comodule de E contenu dans F , et tout sous- F' 

comodule de E contenu dans F est contenu dans F' 

En effet, F' est l'image inverse du B-comodule F ®A B d par le morphisme 

de B-comodules 

et la formule (id E ® c) o 
UE 

est ~vidente. 

La derni&re assertion 

O E : E > E ®A B O 

= id E montre que F' C F . 

2.2.2.2. Lemme. Supposons A noeth~rien et soient E u n B-comodule, 

sous-module de type fini de E . Alors, il existe un sous-comodule de E 

F et de type fini en tant que A-module. 

En effet~ soit E 1 un sous-module de type fini de E tel que 

~E(F) C E 1 ®A B . D'apr~s le lemme 2.2.2.1, il existe un sous-comodule 

v~rifiant 

' c E 1 F C E 1 

' est de type fini. ce qui montre que E 1 

F un 

contenant 

2.2.2.3. Corollaire. Si A est noeth~rien, tout B-comodule est lim filtrante de 

' de E , E 1 
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ses sous-comodules de type fini en rant que A-modules. 

2.2.3. Ii r~sulte de 2.2.2.3 que si A est noeth~rien, la cat~gorie Comod(B) est 

~quivalente ~ la eat~gorie des ind-objets (SGA 4 I 8.2.4) de la cat~gorie Comodtf(B) 

des B-comodules de type fini en rant que A-modules. 

On en conclut, par 2.1.1.1 a). 

2.2.3.1. Proposition° Sous les hypotheses pr~c~dentes, Comodtf(B) est une sous- 

c at~$orie de d~finition de Comod(B). 

Signalons aussi, dans cet ordre d'id~es, le r~sultat suivant de SGA 3 VI B 

ii.i0. 

2.2.3.2. Proposition. S i B est une A-cog~bre qui devient libre apr~s extension 

fid~lement plate A ) A' tout B-comodule est r~union filtrante de ses sous-como- 

dules de type fini en tant que A-modules. 

2.2.3.3. Corollaire. Comodtf(B) est une sous-cat~$orie de d~finition de Comod(B). 

2.2.4. Supposons que A soit un anneau r~gulier de dimension ~ I , c'est-~-dire un 

produit fini d'anneaux de Dedekind. Dans ce cas, dire qu'un A-module M est plat, 

revient g dire que pour chaque ideal premier p de A , le A -module M est sans 
P P 

torsion ; en particulier, un sous-module d'un A-module plat est plat. Un A-module de 

type fini est plat si et seulement s'il est projectif. 

On notera Com.loc.lib.(B) la sous-cat~gorie pleine de Comod(B) form~e des 

B-comodules qui en tant que A-modules sont projectifs de type fini. On conclut de ce 

qui precede et de 2.1.1.1. 

2.2.4.1. Proposition. S_~ A est un anneau r~$ulier de dimension ~ i , Com.loc.lib(B) 

est une sous-cat~$orie de d~finition de Comod(B). 

2.2.4.2. Remarque. On aurait pu ~galement d~montrer 2.2.4.1 g l'aide du r~sultat 
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suivant de SERRE [ 4 ] : si B est une A-cog~bre plate, A un anneau de Dedekind, 

pour tout B-comodule E de type fini sur A , il existe une suite exacte de B-como- 

dules 

0 > PI > Po > E ~ > 0 

o~ Po ' P1 sont projectifs de type fini sur A . 

2.3. Caract~risation des cat~$ories Comod(B). 

2.3.0. On fixe un univers U dans tout ce num~ro. Pour simplifier, on conviendra que 

cat~gorie signifie U-cat~gorie, cat~gorie avec lim signifie ~-cat~gorie avec 

~-petites, anneau signifie anneau appartenant ~ U , Mod(A) si A est un anneau 

signifie la cat~gorie des A-modules appartenant g ~ , etc... 

2.3.1. Rappelons quelques r~sultats et d~finitions dos ~ J. BENABOU [2] . Si 

est une cat~gorie, un foncteur F : C > Ens est born~ s'il existe une famille 

(Xi)i61 (I E ~) d'objets de ~ telle que pour tout objet X de ~ , tout 

x E F(X) , il existe i E I , f : X i > X , y E F(X i) avec 

F(f)(y) = x . 

Si C poss~de des ~ , un foncteur F : C ....... > Ens est representable si et seulement 

si F commute avec les lim et est borne. Si C est ~ petits objets (par quoi on 
( . . . . . .  

entend que 1 'ensemble de classes d'isomorphisme de sous-objets et l'ensemble de 

classes d'isomorphisme d'objets quotients de tout objet de C appartiennent ~ U), 

une lim U-petite de foncteurs born~s est born~e. 

On conclut de ce qui precede, par exemple 

a) Si C est une cat~gorie ~ petits objets avec des lim C poss~de des ~. 

b) Si ~ est une cat~gorie avec des Jim et des cog~n~rateurs, un foncteur 

F : C > Ens est repr4sentable si et seulement s'il commute avec les lim . 
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2.3.2. Th~or~me. Soit ~ une cat~$orie A-lin~aire, ~ : ~ > Mod(A) u n 

foncteur A-lin~aire. Alors, il existe une A-co$~bre B et une ~quivalence de cat~- 

$ories ~ - > Comod(B) rendant commutatif le trian$1e 

(2.3.2.1) 

C > Comod (B) 

si et seulement si les conditions suivantes sont v~rifi~es : 

i) ~ est ~ petits objets, poss~de des i~ e__tt ~ cormnute avec les ~ e t 

est fiddle. 

ii) Pour route A-al$~bre A' , le foncteur C > Ens qui associe ~ X , 

HomA(~(X),A') , est borne. 

iii) Si on note B A' l'objet repr~sentant le foncteur introduit dans ii) 

(on applique ici 2.3.1 g la cat~gorie ~o ) , le morphisme canonique 

B A . > B A' 

induit par les applications HomA(~(X),A) > HomA(~(X),A') , d~finit un isomorphisme 

A' ®A BA N >B A' 

iv) S i X > Y est un morphisme de C tel que le noyau de ~(X) > ~(Y) 

soit un facteur direct dans ~(X) , ~ commute avec le noyau de X > Y . 

Preuve. La n~cessit~ des conditions i), iv) est triviale, celle de ii), iii) 

rgsulte des isomorphismes canoniques (2.0.501). La preuve de la suffisance se 

d~compose en plusieurs pas. 

2.3.2.1. Construction de la A-cog~bre B . 

On pose B = ~(B A) ; c'est un A-module. II y a une application A-lin~aire 
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e : B >A , 

telle que l'application f i ~ c o ~(f) 

HOmc(X,BA ) , > HomA(~(X),A) 

soit une bijection. On d&duit aussitOt de ii), iii) que pour tout A-module M , 

l'application 

EM : M®AB > M 

induit des bijections 

( 2 , 3 . 2 . 2 )  HOmc(X,M® A B A) ~> HomA(~(X),M) 

On d~finit un morphisme de ~-alg~bres 

(2.3.2.3) End(~) N> Endc(BA)° 

en associant ~ un endomorphisme u de ~A' (A' une A-alg~bre) le seul endomorphisme 

de B A' = A' ®A B rendant commutatifs les carr&s 

? o u X 
Hom(A' ®A ¢p(X),A') > Hom(A' ®A ¢p(X),A') 

A'  Hom(X,B A ' )  3, Hom(X,B ) 
u o ? 

Ii est facile de voir que (2.3.2.3) est un isomorphisme de A-alg~bres. De m~me, on a 

un isomorphisme de A-modules 

(2.3.2.4) Endc(BA) ~ > B u t > e o ~(u) 

ce qui est une consequence triviale de (2.3.2.2). Enfin, on a un triangle cormmutatif 

d'isomorphismes 

(2.3.2.5) End(q0) N> Endc(BA ) 

B 
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oO la fl~che compos6e End(~) ----> B envoie un endomorphisme u de ~A' dans 

CA, o u B . 

L'isomorphisme End(~) ~> B montre qu'il y a sur B une structure canonique 

de A-cog~bre (1.2.2). En outre, on voit sans peine que la coUnit6 B est l'applica- 

tion c : B > A 

2.3.2.2. Le foncteur e : C > Comod(B). 

Si X est un objet de 

L'isomorphisme En__~d(~) ---~B 

, ~(X) est de fa~on naturelle un E nd(~)-module. 

et la proposition 1.2.2 montrent qu'on a un foncteur 

e rendant commutatif le triangle 

e 

C > Comod (B) 

\ > 
Mod (A) 

Soit X encore un objet de ~ . Puisque 

on dispose d'une application A-lin~aire 

~(X) est de fa~on naturelle un B-comodule, 

~(x) > ~(x) ~A B 

d6finissant la loi de comodule. En fait, cette application est l'image par ~ d'un 

morphisme 

(2.3.2.6) ~X : X > ~(X) ®A BA 

Pour obtenir celui-ci, on prend l'image inverse par l'isomorphisme (2.3.2,2) de 

l'identit~ de ~(X) , o~ on a pos6 M = ~(X) . 

2.3.2.3. Le foncteur e est pleinement fiddle. 

Ii est clair que e est fiddle puisque ~ l'est. Si X,Y sont des objets 

de ~ , et f : e(X) ----> e(Y) est un morphisme, montrons qu'il provient d'un morphisme 

X > Y . On v~rifie aussitSt que l'application A-lin~aire 



- 124 - 

~(X) f > ~(Y) > ~(Y) ®A B 

est image par ~ du morphisme 

G X BAf ® id BA 
(2.3.2.7) X > ~(X) ®A > ~(Y) ®A ' 

et il r4sulte de la suite (2.0.7) 

Y > ~(Y) ®A BA ~ ~(Y) ®A 

et de la condition iv) que (2.3.2.7) se factorise par 

un morphisme X > Y , dont itimage est f . 

B®AB A 

~y : Y > q0(Y) ®A BA via 

2.3.2.4. Le foncteur e est essentiellement surjectif. 

exact 

Si E est un B-comodule, soit K(E) l'objet de C d~fini par le diagramme 

K(E) > E ®A BA id®~ BA 
E®AB® A • 

OE ~ id 

D'apr~s la condition iv) et 2.0.7, le morphisme canonique 

e K(E) > E 

est un isomorphisme. 

2.3.3. Corollaire. Soit ~ une cat4$orie ab~lienne A-lin~aire avec des $~n4rateurs 

et des i~ , et soit ~ : ~ > Mod(A) un foncteur A-lin4aire exact qui co~m~ute avec 

les li~ . Alors, il existe une A-co$~bre Bet une 4quivalence de cat~$ories 

~----> Comod(B) re ndant commutatif le triangle 

C ~ > Comod (B) 

Mod (A) 

si et seulement si, avec les notations de 2.3.2, le morphisme canonique BA---> B A' 

induit un isomorphisme 
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A' BA®. A' > B . 
-A 

En outre, dans ce cas, la A-co$~bre B, est A-plate. 

2.3.3.2. Preuve. Elle est imm4diate ~ partir de 2.3.1, 2.3.2 et de 2.0.6, 2.0.7. 

2.3.4. Rappels sur les Ind-objets. Soit C une cat4gorie ~-petite, avec des 

lim finies. Si Ind(C) d~signe la cat4gorie des ind-objets de C (SGA 4 1 8.2.4) 

Sex(C°,Ens) la cat4gorie des foncteurs exacts ~ gauche cO > Ens , le foncteur 

(2.3.4.1) Ind(~) > Sex(C°,Ens) 

qui & un ind-objet (X i) associe le foncteur li~ hx. 
i 

Y ----> ~lim Hom(X,X i) 

i 

est une ~quivalence de categories (SGA 4 1 8.3.3). 

2.3.4.1. Si u : ~---->~ est un foncteur exact & droite, ~ , D des categories 

~-petites avec des i_~ finies, on a un foncteur 

u : Sex(D°,Ens) > Sex(C°,Ens) , 

0 
obtenu simplement en composant & droite avec u . Un calcul facile montre que u est 

adjoint ~ droite du foncteur 

Ind(u) : Ind(C) > Ind(D) 

qui associe & (X i) > (u(Xi)) , lorsqu'on fair les identifications donn~es par 

(2.3.4.1). Plus g~n4ralement : si I = i~ hx. (X i 6 ob C) est un foncteur exact 
i 

gauche, doric Ind(u)(1) = ---41im hu(xi) , et si F est un foncteur quelconque 

D ° > Ens, on a un isomorphisme canonique 

Hom(Ind(u)(1),F) ~ Hom(l,Fo u °) 

(_~ i~ Fu(Xi)) 
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Ceci montre que si u! : Hom(D°,Ens) > Hom(C°,Ens) est le foncteur consid~- 

r~ dans SGA 4 I 5.1, on a que u!(I) est exact & gauche, et on obtient un isomorphisme 

canonique 

(2.3.4.2) Ind(u)(1) --~ u! (I) . 

En particulier, Ind(u) commute avec les ~ quelconques et si ~,D poss~dent 

des lim finies, et u est exact ~ gauche, Ind(u) est exact ~ gauche (SGA 4 1 5.2) 

Signalons enfin le carr~ commutatif 

(2.3.4.3) 

Ind(C) ind(u) > Ind(D) 

u 

C > D , 

o~ ~ > Ind(C) correspond via l'~quivalence (2.3.4.1) au foncteur X~ ) h X . 

2.3,4.2. Rappelons (GABRIEL [I], II 4.) qu'un objet X d'une cat~gorie ab~lienne 

est noeth~rien si toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire ; 

la cat~gorie ~ est noeth~rienne si elle est ~-petite et si tous ses objets sont 

noeth~riens ; elle est localement noeth~rienne si elle poss~de une famille de g~n~- 

rateurs noeth~riens index~e par un ~l~ment de ~ , si elle possgde des li Bet si les 

li B filtrantes sont exactes. 

Soit ~ une cat~gorie ab~lienne A-lin~aire noeth~rienne. Ii est alors facile 

de voir qu'on a des isomorphismes de categories 

(2.3.4.4) Sex(C°,Ens) ~ Sex(C°,Ab) ~ SeXA(~°,Mod(A)) , 

o~ Sex(C°,Ab) d~note la cat~gorie des foncteurs exacts ~ gauche ~o > A b , 

SeXA(~°,Mpd(A)) celle des foneteurs A-lin~aires exacts ~ gauche ~°----> Mo__~d(A) . 

On prouve alors (GABRIEL [i], II 4. Th. i) que SeXA(~°,Mod(A)) est une 

cat~gorie ab~lienne localement noeth~rienne et que le foncteur 
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identifie 

C > SeXA(C°,Mod(C°,Mod(A)) ~ Ind(C) 

~ la sous-cat~gorie pleine des objets noeth~riens. 

2.3.5. Th~or~me. Supposons A noeth~rien, et soient C une cat~$orie ab~lienne 

A-lin~aire, ~ : ~ > Modtf(A) un foncteur A-lin~aire, fiddle et exact, off Modtf(A) 

d~note la cat~$orie des A-modules de type fini. Alors, il existe une A-co$~bre B 

C > Comodtf(B) rendant commutatif le plate et une ~uivalence de cat~$ories 

trian$1e 

(2.3.5.1) 

C ..... > Comodtf(B) 

Modtf(A) 

si et seulement si la condition suivante est v~rifi~e : 

Pour toute A-al$~bre A' , si on note F A' 

associe HomA(~(X),A') , le morphisme canonique 

F A > F A' 

le foncteur C° ----> Mod(A) qui 

induit par les applications HomA(~(X),A) ----> HomA(~(X),A') d~finit un isomorphisme 

A' ®A FA > FA' ' 

o~ le produit tensoriel externe A' ®A FA est pris dans la cat~$orie SeX A(~°,Mod(A)). 

2.3.5.1. Preuve de la n~cessit~. Si C = Comodtf(B) avec B plate, il est clair 

que ~ est fiddle et exact (2.0.5). De plus, on salt alors (2.2.3) que le foncteur 

Comod(B) ) SeXA(~°,Mod(A)) . 

qui ~ E associe le foncteur 

A' ®A B par ce foncteur est 

condition est v~rifi~e. 

X Y HomB(X,E) est une ~quivalence. Or, l'image de 

F A' avec les notations de 2.3.5, ce qui montre que la 
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2.3.5.2. Preuve de la suffisance. Posons ~' = Ind(C) , et ~' = Ind(~) . On a donc 

~' : Ind(C) > Ind(Modtf(A)) = Mod(A) 

On va d4montrer que 

corollaire 2.3.3. 

~' , ~' : ~' > Mod(A) v4rifient les conditions i), ii) du 

Ii est d'abord clair que ~ est une cat4gorie noeth4rienne (2.3.4.2), donc 

il en r4sulte que ~' est localement noeth~rienne, et que ~' est exact et 

commute avec les lim par 2.3.4.1. 

a) V4rification de i). Tout ce qui reste ~ d~montrer est que ~' est 

fiddle, ou encore, puisqu'il est exact, que si un objet ~ de ~' est non nul, 

son image $'(X) est # O . Or, cela est clair, parce que X est ~ filtrante 

de ses sous-objets noeth4riens, que ~ est exact, fiddle et que le carr~ 

C > Modtf(A) 

C' > Nod(N) 

est commutatif ~ isomorphisme pr~s. 

b) V~rification de ii). Ii suffit de d4montrer qu'on peut poser B A' = F A' 

pour une A-alg~bre A' ; la condition ii) de 2.3.3 sera alors une cons4quence de la 

condition de 2.3.5. 

II s'agit de trouver pour un objet G de SeXA(~°,Mod(A)) ~'), une 

bijection naturelle 

A ! 
Hom(G,F ) ~ HomA(~'(G),A') 

Or, si on a G = ~lim hx. (X i E ob _C) , il y a des bijections 
i 

A' A' F A' Hom(G,F ) --~ +---lim Hom(hx.,F ) --~ e---lira (X.)I 
i 

--~ +---lim HomA(cP(Xi),A' ) --~ HomA(li___ ~ CP(Xi),A' ) 

= HOmA(%0' (G) ,A' ) 
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Ii r~sulte alors de 2.3.3 que ~' d~finit une ~quivalence 

pour une certaine A-cog~bre B , et induit donc une ~quivalence 

: ~ > Comodtf(B) 

entre les sous-cat~gories pleines d'objets noeth~riens (voir 2.2.3). 

2.4. Foncteurs Comod(B) > Mod(A). 

~' :~' > Comod(B), 

2.4.1.2. La A-alg~bre 

A-alg~bre ACU A' , ¢@ 

qui d~finit sur ~0(B d) 

(2.4.1.2) 

on a un morphisme de A-modules 

2.4.1.1. Si on applique ~ au morphisme 

OB : Bd ---> Bo ®A Bd ' 

~(Bd) > Bo @A ~(Bd) 

la structure de B-comodule & gauche. 

End(B d) agit sur le A-module ~(B d) ; de m~me pour toute 

d~finit un foncteur (voir 1.5.2.2 et 2.0.2) 

<P(A') : Comod(B') > Mod(A') 

et End(B' d) agit sur ~(B~) = ~(B d) ®A A' . On voit ainsi que ~(B d) est un 

End(Bd)-module A gauche, donc par 1.2.2 et (2.0,5.2) un B-comodule A gauche. 

2.4.1.3. On a un morphisme de ~-modules 

Hom(~0,<p B) > %0(Bd )v 

2.4.1. On s'int~resse aux foncteurs ~ : Comod(B) > Mod(A) qui commutent avec 

les ~ et qui sont A-lin~aires. On a sur le A-module ~(B d) une structure de 

B~comodule ~ ~auche ; celle-ei peut ~tre d~finie de trois facons, et le B-comodule 

gauche ~(B d) est fonctoriel en ~ . 
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B 
qui g % : q0 > ~p associe le morphisme 

hB d 
q0(B d) > B 

o 
¢~>A 

On v~rifie com~e dans 2.1.I.i que c'est un isomorphisme ; en particulier, 

~(Bd )v se trouve muni d'une action de End(~ B) ~ gauche et il r~sulte de 2.1.1.3 

que ~(B d) est muni d'une structure de B-comodule ~ gauche. 

2.4.2. On dit qu'un foncteur A-lin~aire commutant avec les lim 

: Comod(B) ~ Mod(A) est relativement exact (par rapport ~ ~0 B) si pour route 

suite E' > E---> E" de B-comodules telle que la suite de A-modules 

E' ) E > E" soit exacte, la suite ~(E') > ~(E) > ~(E") est exacte. Si 
o o o 

B est plate, ~ est relativement exact si et seulement s'il est exact. 

2.4.3. Soient E un B-comodule ~ droite, 

le coproduit tensoriel de E et F sous 

exact de A-modules 

(2.4.3.1) E ®B F 

F un B-comodule ~ gauche. On d~finit 

B , not~ E ®B F , par le diagramme 

~E ~ id 
> Eo ®A F ~ E ® B ® F o o o o 

id ® ~F 

On dit qu'un B-comodule ~ gauche F est B-cq~lat (ou simplement, coplat) si 

le foncteur E I > E ®BF est relativement exact. La proposition suivante est une 

consequence de 2.0.4. 

2.4.3.1. 

A-modules 

Proposition. S i E est un B-comodule, on a un isomorphisme can onique de 

(2.4.3.2) E ®B B N> E ; 
g o 

en particulier, Bg est B-coplat. 

2.4.4. Proposition. La correspondance ~I > ~(B d) d~finit une ~quixalence entre 

la cat~gorie de§ ' foncteurs relativement exacts ~ : Comod(B) > Mod(A) , et celle 
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d.es B-comodules & $auche B-coplats. 

2.4.4.1. Preuve. Si ~ : Comod(B) > Mod(A) est relativement exact, posons 

u(~) = ~(B d) . Si F est un B-comodule ~ gauche B-coplat, soit u(F) le foncteur 

Comod(B) > Mod(A) 

u(F)(E) = E ®B F 

Ii est clair par 2.4.3.1 que le foncteur uv est isomorphe au foncteur identique. 

Quant ~ vu , appliquons le foncteur relativement exact ~ au diagrarmne exact 

(2.O.4.1) ; on obtient 

~(E) > 

d'ob un isomorphisme canonique 

Eo ®A q)(Bd) ~ E ~A BA q0(Bd) o 

~(E) N> E ® B u(~) 

2.4.5. Proposition. Supposons B A-plate (resp. A-fid~lement plate). Alors, s i 

: Comod(B) > Mod(A) est un foncteur A-lin~aire commutant avec les li~ q ui est 

exact (resp. fid&le et exact), le A-module ~(B d) est plat (resp. fid~lement plat). 

2.4.5.1. Preuve. Ii suffit de remarquer que le foncteur 

Mod(A) .... > Mod(A) 

M i 

est isomorphe au compos~ des foncteurs 

externe). 

> M~ A ~(B d) 

et Mi > M ®A Bd (produit tensoriel 

2.5. Lois ® sur Comod(B) . 

2.5.1. Soient 

par 

B , B' des A-cog~bres ; on d~finit un foncteur A-bilin~aire 

0 B'B' : Comod(B) X Comod(B') > M d(A) 
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Bq0_,B'(E,E,) = EO ®A E' 
o 

On a un morphisme de ~-modules 

End(~0B 'B~ > (B ®A B,) v (2.5.1.1) 

et on d~montre de fa~on analogue ~ 2.1.1.1 que c'est un isomorphisme. 

2.5.2. Soit 

A-bilin~aire 

u : B ®A B' > B" un morphisme de A-cog~bres. II d~finit un foncteur 

u 
: Comod(B) X Comod(B') > Comod(B") 

rendant le triangle 

u 

Comod(B) × Comod(B') ~ > Comod(B") 

Mod(A) 

commutatif. On v~rifie comme dans 2.1.2.1 que l'application ul > q0 u induit une 

bijection de l'ensemble Hom(B ®A B',B") sur l'ensemble des foncteurs 

~ : Comod(B) X Comod(B') ) Comod(B") tels que 

B" B ,B ' 

On peut ~galement ~tablir une variante de cet @nonc~ avec des classes d'~quivalence 

de couples (~,~) d'un foncteur A-bilin~aire ~ et d'un isomorphisme 

pB ~ B" 
: ,B' ~ ~ a ~ , comme dans 2.1.2.3 . 

2.5.3. Ii r~sulte de ce qui precede que la donn~e sur Comod(B) d'une loi ® pour 

B 
laquelle ~ soit un ®-foncteur strict (I 4.1.1) revient ~ celle d'un morphisme de 

A-cog~bres B ®A B > B , i.e. d'une structure de big~bre sur B (I 6.1.3). Une 

telle loi sera appel~e admissible. La donn~e d'une loi ® admissible revient aussi 

(voir fin de 2.5.2) ~ celle d'une classe d'~quivalence de couples (®,~) , o~ ® 
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est une loi ® sur Comod(B) 

B 

et ~] est une structure de ®-foncteur sur le foncteur 

2.5.3.1. Supposons Comod(B) muni d'une loi ® admissible. Alors, il y a une 

B 
contrainte d'associativit~, resp. de commutativit4 (I § i) avec laquelle ~ soit 

compatible si et seulement si la A-alg:bre B est associative, resp. commutative ; 

cette contrainte est alors unique. De m:me, Comod(B) est unif:re (I 1.3.2) si et 

seulement si B l'est (I 6.1.2). 

2.5.4. Soient 

des big~bres 

biunivoquement aux ®-foncteurs stricts ~ : Comod(B) > Comod(B') 

B' B 
o ~ = 

On a des assertions analogues lorsqu'il y a des contraintes pour les lois ® 

Comod(B) , Comod(B'). 

Comod(B), Comod(B') munies de lois ~ admissibles, correspondant 

B , B' . Alors, les morphismes de A-big:bre B > B' correspondent 

v~rifiant 

sur 

2.5.4.1. 

isomorphismes canoniques de foncteurs sur Ann/A 

(2.5.4.1) mnd®(:PB) ~ ~q~A-alg. 

Si B est unif:re, on a 

(2.5.4.2) mnd®'~(~0 B) ~ HOmA_alg.un. 

avec des notations 4videntes. 

On d~montre facilement aussi, si B est une A-big~bre, qu'on a des 

(B ,A) 

(B,A) , 

2.6. Cas d'un an neau r4gulier de dimension ~ i 

2.6.0. On fixe un anneau A r4gulier de dimension ~ i ; c'est donc un produit 

fini d'anneaux de Dedekind. 

2.6.1. Th~or~me. Soient C une cat~$orie ab41ienne A-lin4aire, 



- 134 - 

: ~ > Modtf(A) 

A-co$~bre plate B 

un foncteur A-lin~aire fiddle et exact. 
N 
N 

et une 4quivalence de categories 

commutatif le triangle 

(2.6.1.1) 

C .... > Comodtf (B) 

Modtf (A) 

Alors, il existe une 

> Comodtf(B) rendant 

si et seulement si la condition suivante est v~rifi4e : 

S__~i ~'0 d6sisne la sous-cat#$orie pleine de ~ dont les objets sont les 

X pour lesquels ~(X) est un A-m0dule projectif de type fini, tout objet de 

est quotient d'un objet de C 
O 

2.6.1.1. Preuveo La n4cessit4 est claire en vertu de 2.0.6.1 et du r4sultat de 

SERRE rappel~ en 2.2.4.4 qui est, bien entendu, valable sur un anneau r4gulier de 

dimension ~ i . 

Quant h la suffisance, on va montrer que ~ et ~ : ~ > Modtf(A) satisfont 

la condition de 2.3.5. Remarquons d'abord que si F,G sont des objets de 

SeXA(C°,Mod(A)) , et si on appelle F , G les restrictions de F,G h (C)o 
- -  0 0 - - 0  

l'application ~vidente 

Hom(F,G) > Hom(Fo,G o) 

est bijective ; cela r~sulte aussit~t de la condition ii) de 2.6.1. Maintenant, pour 

d6montrer qu'on a une identification 

A'®AFA _~ F A' 

dans SeXA(~°,Mod(A)), il suffit de montrer que pour tout foncteur exact ~ gauche 

!o 
A-lin~aire G : > Mod(A'), l'application 

' HomA(FAG ) Hom A,(F A ,G)> 
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est bijective. Par la remarque pr~c~dente, il suffit encore de prouver que l'appli- 

cation 

HOmA, (F A' ,Go) > Horn A (FA,Go) 

est bijective. Or, ceci r~sulte de ce que F A' s'identifie dans la cat~gorie 
O 

HOmA(~,Mod(A)) au produit tensoriel externe A' ®A FA ; en effet, si X E ob C 
--O 

on a 

FA'(x) = HomA(~(X),A') ~ Hom(~(X),A) ~A A' 

--~ FA(x) ®A A' 

2.6.2. Soit ~ une cat~gorie ab~lienne ; on dira qu'une famille (Ei)iE I d'objets 

de ~ ensendre ~ si c'est une famille de g~n~rateurs de ~ (SGA 4 I, 7.1) ; 

cela signifie aussi, comme on le voit facilement, que la plus petite sous-cat~gorie 

ab~lienne strictement pleine de C contenant les E. (iEI) et telle que le foncteur 
-- l 

d'inclusion soit exact, est C elle-m~me. Si E E ob C , on dit que E est un 

pseudo-g~n~rateur de ~ si tout objet de ~ est quotient d'un sous-objet (ou sous- 

objet d'un quotient, cela revient au m~me) d'un objet E n (n E ~). Si ~ est 

noeth~rienne, il est clair qu'un g~n~rateur de ~ est un pseudo-g~n~rateur de ~ , 

mais la r~ciproque est fausse ; on en donnera un exemple dans 2.6.3.4. 

2.6.2.1. Proposition. Soient A un anneau noeth~rien, B une A-qog~bre plate, e_!t 

consid~rons les assertions suivantes. 

a) 

b) 

c) 

C') Comodtf(B) 

d) Comodtf(B) 

B est un A-module de type fini. 

Comodtf(B) est ensendr~e par un objet, plat en tant que 

Comodtf(B) 

A-module. 

est engendr~e par un objet. 

est engendr~e par une famille finie d'objets. 

possgde un pseudo-$~n~rateur. 

On a alors a) = b) = c) ~ c') = d) . En outre, si A est rdgulier de 

dimension ~ i , d) = a) . 
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2.6.2.2. Preuve. L'4quivalence de c) et de c') et les implications b) = c) = d) 

sont triviales. Supposons B de type fini en tant que A-module, et montrons que 

B engendre la cat4gorie Comodtf(B) . En effet, si E est un B-comodule de type fini, 

on ale diagran~ne exact (2.0.7.1) 

E > Eo ®A B ----~ Eo ®A Bo ®A B , 

et les hypotheses de type fini sur E , B ° entraSnent que les B-comodules 
o 

B n B TM Eo ® A B , EO ® A B ° ~A B sont conoyaux de morphismes ~ ,donc que E se 

trouve dans toute sous-cat4gorie de Comodtf(B) v4rifiant les conditions du d4but. 

Supposons maintenant A r4gulier de dimension ~ i . Si Comodtf poss~de 

un pseudo-g4n4rateur, en vertu de 2.2.4.4 on peut supposer que celui-ci est projec- 

tif. Notons P cet objet ; il est alors clair que la fl~che 

> EndA(P o) 

est un monomorphisme. Mais P 4tant projectif de type fini, le A-module End(P ) 
o -- o 

est repr4sentable (i.i.I) par un A-module projectif de type fini. Ii en r4sulte que 

B est quotient d'un A-module de type fini, d'ofl c) = a). 

2.6.3. Cas d'un corps k de base. Dans ce cas, on ales assertions suivantes 

a) Soit C une cat4$orie ab41ienne k-lin~aire, ~ : ~ > Modtf(k) u__nn 

foncteur k-lin4aire. Alors, il existe une k-co$~bre B et une 4quivalence de 

cat4$ories ~ > Comodtf(B) rendant commutatif le trian$1e (2.6.1.1) si et seule- 

ment si ~ est fiddle et exact. 

b) Si B est une k-cog~bre, B est r~union filtrante B = lim B. de ses 

sous-co$~bres de ran$ fini sur k . 

c) La cat4$orie 

pleines Comodf(B.) . 
i 

Comodf(B) est r~union filtrante des sous-cat~$ories 

d) L_~a k-cog~bre B e st de ran$ fini sur k si et seulement si la cat~$orie 
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Comodf(B) est engendr~e par un objet (2.6.2) ou encore s'il existe un ob~et X 

tel que tout autre ob~et soit sous-ob~et d'un quotient (ou de fa~on ~quivalente 

quotient d'un sous-objet) d'un X n (i.e. un pseudo-g~n~rateur). Dans ce cas, un ob~et 

X est un pseudo-$~ndrateur si et seulement si la fl~che ~ ) End(X) est in ieetive. 

e) Soient X u n B-comodule de ran$ fini sur k , C(X) la sous-cat~gorie 

ab~lienne pleine de Comodf(B) f orm4e des sous-objets des N uotients des X n (n ~ O) 

v 

~(X) l a k-al$~bre Im(B > Endk(X)). Alors C(X) s'identifie ~ la cat~$orie des 

(h(X)) v-co-modules de ran$ fini sur k (ou encore g celle des h(X)-modules de rang 

fini sur k ) . 

f) Soit 

U 
: Comodf(B) 

u : B ---> B' un morphisme de k-co$~bres, d~finissant un foncteur 

~ Comodf(B'). Alors 

i) u est injectif si et seulement si 
U 

~p est pleinement fiddle 

et pqur tout B-comodule X tout sous-objet de ¢pU(x) proyient d'un sgus-objet de 

X . (La derni~re condition est superflue si Comodf(B') est semi-simple ; elle ne 

l'est pas en g~n~ral, voir 2.6.3.4). 

ii) u est surjectif si et seulement si tout B'-comodule est 

sous-objet d'un quotient d'un ~0U(x). 

V 

g) Soit B un___~e k-co$~bre, co rrespondant ~ une k-alsbbre profinie B = $im B i . 

V V 

A l o r s ,  B e s t  une  a l s b b r e  s e m i . - s i m p l e  ( i . e .  l e s  k - a l g b b r e s  de r a n g  f i n i  B i s o n t  

semi-simples) si et seulement si la cat~gorie Comodf(B) est semi-simple (i.e. route 

suite exacte courte est scind~e). 

2.6.3.1. Preuve. Celle de a) r~sulte de 2.6.1. L'assertion b) est une consequence 

de 2.2.2.3 ; en effet, un sous-espace B' de B est une sous-cog~bre si et seulement 

si B' est un sous-B~kB°-comodule de B , o~ B ° est la k-cogbbre oppos~e de B . 

L'assertion c) est consequence formelle de b). L'assertion d) r~sulte de 2.6.2.1 et de 

e) prouv~ ci-dessous. 

2.6.3.2. Preuve de e). Remarquons tout d'abord que 

(1.4.5) appartient ~ ~(X) ; en effet, si x I .... ,x n 

~(X) en tant que B-module fini 

E X sont des g~n~rateurs du 
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V 
B-module fini X , I~(X) est l'image par le morphisme associ~ g Xl,...,x n 

> X n i, > (x I ..... x n) . 

Si on note h' l'alg~bre des endomorphismes du foncteur oubli sur ~(X), on 

a une fl~che 

b,(X) - - - >  "U' ; 

ceci provient de ce que h(X) agit sur tout objet de ~(X). II faut montrer que cette 

application est bijective, et pour cela on va exhiber une application inverse : si 

E ~' , on lui associe 

~ ( X ) ( 1 )  6 h(X) ; 

on v6rifie aussit~t que c'est bien une inverse, il suffit de remarquer que pour tout 

objet Y de ~(X), on a une bijection 

Hom~(h(X),Y) ~ > Y 

2.6.3.3. L'assertion f) i) est une consequence directe de e). D~montrons ii) : 

tout d'abord u : B ---> B' est surjectif si et seulement si ~ : B' > B est 

injectif ; soit maintenant C" 

Comodf(B ') = Modf(B') (1.4.5) 

la sous-cat~gorie strictement pleine de 

engendr~e par les sous-objets de quotients des ~U(x). 

On a un diagramme 

V C" v 
Modf (B) > > Modf(B') 

correspondant ~ un diagramme de k-alggbres profinies 

Darts ce diagramme, d'apr~s i), la fl~che ~' > ~" est surjective. Si ~" = Modf(~') , 

on voit directement que B' > B est injectif. Inversement, si B' > B est 

injectif, il en est de m~me de B' > ~" , donc C" = Modf(B'). 

Enfin, g) exprime simplement la d~finition d'une alg~bre semi-simple. 
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2.6.3.4. Exemple. 

f : E 1 > E 2 de 

f 
dans E~ > E~ 

Soit C 

k-espaces vectoriels de rang fini, les morphismes de 

la cat4gorie dont les objets sont les morphismes 

f 

E 1 

~tant les diagrammes commutatifs dans Modf(k) 

E 1 > E 2 

1 ,l 
E i > 

f' 

> E 2 

Ii est clair que ~ est une cat4gorie ab41ienne k-lin4aire. De plus, on 

dispose d'un foncteur k-lin~aire fiddle et exact ~ : ~ > Modf(k) 

f 
qo(E I > E 2) = E 1 ~ E 2 • 

Ii r4sulte de 2.6.3 a) que ~ d4finit une 4quivalence 

C ,w > Comod(B) 

o~ B est une certaine k-cog~bre. 

Soit 

Je vais prouver que P 

isomorphe ~ un objet 

P l'objet suivant de ~ : 

P = {id k : k > k} . 

est un pseudo-g4n4rateur de 

f : k r ...... > k s , 

. Tout objet de ~ est 

o~ f est une application k-lin~aire arbitraire. Si r(f) est le graphe de f , 

F(f) ~ k r+s (morphisme d'inclusion) est un sous-objet de pr+S , et on volt 

aussit~t que f : k r > k s s'identifie au quotient de F(f) > k r+s par le 

sous-objet O > k r . Par ailleurs, on a End(P) = k ; ceci montre que P n'est 

pas un g~n~rateur, car la sous-cat~gorie pleine dont les objets sont les pn (n E ~) 

est une sous-cat~gorie ab~lienne ~ (isomorphe ~ Modf(k)) dont le foncteur 

d'inclusion est exact, et distincte de ~ . Elle n'est pas stable par sous-objets. 
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Cependant, bien que D soit isomorphe ~ Modf(k) , le foncteur 

~' : ~ ~ Modf(k) obtenu par restriction de ~ , identifie D ~ la cat~gorie 

des modules ~ gauche (de type fini) sur l'algabre M2(k) des matrices 2 X2 

coefficients dans k . On peut aussi d4terminer facilement B : c'est la cog~bre 

duale de la k-a!g~bre de rang 3 ayant la repr4sentation matricielle (dans ~(P) = k 2) 

O 

repr4sentation qui d'ailleurs correspond ~ l'inclusion D---->~ . 

§ 3. REPRESENTATIONS LINEAIRES DE SCHEMAS EN GROUPES AFFINES 

3.0. Terminolo$ie et notations. 

3.0.1. On conserve les notations de i.O et 2.O.1. En outre, routes les A-big~bres 

sont suppos4es ACU en tant qu'alg~bre, AU en tant que cog~bre. 

3.0.2. Soit G un A-sch4ma en monoldes affine. La A-alg~bre 

B = F(G,~ G) 

est canoniquement une A-big~bre grace au morphisme 

multiplication dans G . 

B >B~AB induit par la 

On peut regarder 

valeurs les monoldes 

qui est repr4sentable par B : 

Get c'est ce qu'on fera le plus souvent, cormme un foncteur 

G : Ann/A > Mon , 

(3 .O.2.1) G(A') = HOmA_alg .(B,A'). 

On a une inclusion ~vidente de foncteurs en monoldes 
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(3.0.2.2) G > 

la loi de mono~de sur B ~tant le produit pour sa structure de ~-alg~bre (voir 

1.2.1). La ~-alg~bre B est appel~e l'ai~bre des distributions sur G , les points 

de G s'identifiant aux distributions de Dirac. 

3.0.3. Rappelons que, si G est un A-monolde affine, un G-A-module (ou simplement 

un G-module, ou une representation lin~aire de G dans un A-module) est un A-module 

M muni d'un morphisme de foncteurs en monoldes sur Ann/A , G > EndA(M) (SGA 3 

1 4.7). La cat~gorie des G-modules sera notre 

G 
not~ 

G 
: P e p ( G )  

Re~(G) , et le foncteur oubli sera 

) Mod (A) 

G 
La cat4gorie R.e@(G) est munie d'une loi ® ACU pour laquelle w est 

un ~-foncteur ACU strict. Si M,N sont des G-modules, G agit dans M®A N de la 

fa~on suivante : si A' est une A-alg~bre ACU, g E G(A'), alors 

(3.0,3.1) 
gM® N 

L'objet unit~ est le A-module A 

g 6 G(A') 

gA 

= gM ® gN 

muni de l'action de 

= id A , ( 3 . 0 . 3 . 2 )  

G pour laquelle, si 

3.1. Schemas en monoldes affines. 

3.1.1. Scholie. Soit B une A-co$~bre 

i) Les donn~es suivantes sont ~quivalentes 

a) Une loi ® ACU (I 4.2.1) et admissible (2.5.3) sur Comod(B). 

b) Une structure de A-bi$~bre prolonseant celle de A-al$~bre sur B . 

c) U n A-monolde affine G et un isomorphisme de A-co$~bres 

r(G,~) = B . 
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2) Lorsqu'on a une telle donn~e, le foncteur 

(3.1.1.1) Comod (B) > Rep (G) 

d~fini par (3.0.2.2) est un @-isomorphisme ACU. 

3) L e ®-isomorphisme (3.1.1.1) induit des i somorphismes 

(3.1.1.2) G N > End®,l(wG) N > End®,l( B 

3.1.1.1. L'~quivalence de a) et b) a ~t~ prouv~e dans 2.5, celle de b) et c) est 

facile et bien connue (voir SGA 3 I 4.2), l'assertion 2) se trouve dans SGA 3 I 4.7.2, 

et 3) a ~t~ prouv~ dans 2.5.4. Rappelons comment, ~ partir de l'une des donn~es 

a), b),¢) ci-dessus, les deux autres peuvent se d~duire 

3.1.1.2. On a une donnde a). On d~finit alors un morphisme de A-cog~bres 

B ®A B ) B 

de la fa~on suivante : la loi ® d~finit un morphisme de A-alg~bres 

End(cp B) > End(~0 B'B) , 

ou encore, par 2.1.1.1, 2.5.1, un morphisme de ~-alg~bres 

> (B ®A B)v ' 

dont le transpos~ est le morphisme cherch~. En tant que A-alg~bre, B est ACU 

puisqu'il en est ainsi de la loi ® . 

Si on pose G = Spec(B), la structure de A-cog~bre de B fait G un A-schema 

en monoldes affine, et de plus on a un isomorphisme de A-cog~bres 

r(g,o_ G) ~ B 

Le groupe G peut ~tre aussi d~fini par la formule (3.1.I.2). 
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3.1.1.3. On a une donn~e b). On obtient une donn~e c) eomme ci-dessus, en posant 

G = Spec (B). 

Pour avoir une donn~e a), il faut d~finir pour tout couple E,F de B-comodules, 

une structure de B-comodule sur E ®A F . Celle-ci est par d~finition : 

qE ® ~F 
E® F >E®B®F® B ~ E ®F®B®B 

o~ m 

ACU. 

est la multiplication de 

id®m 

E®F®B 

B . La loi ® ainsi d~finie est ACU parce que B est 

3.1.1.4. On a une donn~e c). La donn~e de type b) provient de l'isomorphisme 

F(G,~ G) ~ B par transport de structure. 

Pour obtenir la donn~e a), on se sert de la loi ® de Rep(G) (voir 3.0.3) et 

on la transporte par l'isomorphisme de categories (3.1.1.1). 

3.1.2. Soit B une A-cog~bre munie des donn~es ~quivalentes a), b), c) de 3.1.1. 

On voit alors facilement que la multiplication B ®A B > B est un morphisme de 

A-cog~bres, i.e. que B d est une A-alg~bre ACU de la ®-cat~gorie Comod(B) (I 6.1). 

De plus, on d~finit un morphisme d'alg~bres de la ®-catdgorie Comod(B) 

(3.1.2.1) q : B ® B > Bo ®A B . 

La somme directe d'alg~bres ACU ~tant le produit tensoriel dans Comod(B), il suffit 

de d~finir les composantes ql ' q2 : B > Bo ®A B de q . On pose ql = ~ ' la 

comultiplication de B , et q2 est d~fini par 

la fl~che A > B 

q2 : B~A®AB 

~tant l'unit~ de B . 

> Bo®A B 
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3.1.2.1. Proposition. Soit G le A-monolde Spec(B). Alors, les conditions suivantes 

sont ~quivalentes. 

a) G 

Pour route A-alg~bre ACU A', les ~-endomorphismes unif~res de (~G)A, son ~ b) 

des isomorphismes. 

c) Le morphisme q est un isomorphisme. 

3.1.2.2. Preuve. L'~quivalence de a) et b) est claire par 3.1.1 iii). Celle de a) 

et c) provient de ce que si on pose p = Spec(q), 

p : G X G ---> G X G , 

on a pour A'/A et g, g' 6 G(A') 

p(g,g') = (gg',g') , 

et de ce qu'un mono~de (ensembliste) F 

tion 
r×r >r×r 

est un groupe si et seulement si l'applica- 

(g,g') ~ > (gg',g') 

est bijective. 

3.1.4. On d4duit aussitOt de 3.1.1 et 2.3.2, 2.3.3, 2.3.5 les propositions suivantes. 

3.1.4.1. Proposition. Soit C une ®-qat~gorie A-lin4aire ACU, w : ~ > Mod(A) 

un ~-foncteur A-lin~aire ACU. Alors, il existe un A-monoTde affine G et une 

~-~quivalence ACU d__£e~-cat45ories ~ > Rep(G) rendant commutatif le triangle de 

d_.~e ~-cat~ories 

C ~ > Re R (G) 

Mod (A) 

si et seulement si les conditions i) -iv) de 2.3.2 sont v4rifi~es. 
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3.1.4.2. Proposition. Soit C une ~-cat~orie ab~lienne A-lin~aire ACU avec des 

$~n~rateurs et des I~ , et soit w : ~ > Mod(A) u n ~-foncteur exact A-lin~aire 

ACU . Alors, il existe un A-monoTde affine G et une ®-~quivalence ACU de ®-cat~$ories 

---> Rep(G) rendant commutatif le trian$1e de ®-cat~$ories 

C ~ ~weG (G) 

Mod (A) 

si et seulement si la condition de 2.3.3 est v4rifi4e. 

Dans ce cas, le A-monoTde G est plat. 

3.1.4.3. Proposition. Supposons A noeth4rien, et soient C une ®-cat4$orie 

ab~lienne A-lin4aire ACU , w : C > Modtf(A) un ~-foncteur A-lin4aire ACU fiddle 

et exact. Alors, il existe un A-mono~de affine et plat G , et une ®-~quivalence 

ACU de ~-cat4$ories ~ > Reptf(G) rendant commutatif le trian$1e de ~cat~$ories 

C > Re p.t f (G) 

Modtf (A) 

si et seulement Si la condition de 2.3.5 est v~rifi~e. 

3.2. Foncteurs fibre sur Rep(G). 

3.2.1. Soit C une ~-cat~gorie ab~lienne A-lin~aire ACU, avec des lim et telle que 

les foncteurs X > X®Y commutent avec les ~ ; on appelle foncteur fibre sur 

(~ valeurs dans A) un ®-foncteur ACU A-lin~aire C----> Mod(A) qui est exact, 

fiddle et qui commute avec les i~ . Si w , w ' sont des foncteurs fibre sur ~ , 

un morphisme de w dans ~' est un ®-morphisme unif~re ~----> ~' . La cat~gorie 

obtenue ainsi sera notre FibA(~) , ou Fib(~,A) o 



- 1 4 6  - 

3.2.2. Proposition. Soient G = Spec(B) u n A-monoTde affine, w : Rep(G) ---> Mod(A) 

u__nn ®-foncteur ACU relativement exact (2.4.2). Alors, le foncteur Ann/A > En___ss qui 

A'/A associe Hom~'I(~A,,(wG)A,) , not4 Hom~'l(w,w G) , est repr4sent4 par la 

A-al$~bre ACU ~(B d) . 

3.2.2.1. Preuve. On a remarqu~ dans 3.1.2 que B d est une alg~bre dans Comod(B) , 

identifi~ ~ Rep(G) ; ~(B d) est ainsi canoniquement une A-alg~bre ACU , et il 

r~sulte formellement de 2.4.4 que ~(B d) repr4sente Hom~'l(~,wG). 

3.2.2.2. Remarque. On v~rifie aussitSt que la comultiplication de w(B d) 

(voir 2.4.1) , w(B d) > B ° ®A ~(B d) , est un morphisme de A-alg~bres. Si on pose 

p = Spec(w(Bd)) , 

on obtient une action ~ gauche du A-mono~de G sur le A-sch4ma P 

G xP >P 

Cette action correspond, via les identifications 

P = Hom~'!(w,w G) 

G ~ mnd®'!(w G) 

l'action ~ gauche 4vidente de End®'!(w G) sur Horn ~,l(w, G). 

3.2.3. Th4or~me. Soit G = Spec(B) u__nn A-groupe affine et plat, et soient ~ , w' 

des foncteurs fibre sur Rep(G) . Alors, 

a) w e t ~' sont localement isomorphes pour la topologie 

il existe une A-al$~bre fid~lement plate A' et un ®-isomorphisme 

b) Horn --[W,W') = Isom ~ (~,w') . 

fpqc ; i.e., 

_~ , 

WA, WA, . 

3 2.3 i. Preuve. Ii suffit 4videmment de faire w' w G . . = , et il s'agit alors de 
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prouver que le G-schema P = Hom®'!(w,Co G) est un torseur pour la topologie fpqc 

(GIRAUD [l],III 1.4). Pour voir que P est un pseudo-torseur sous G , il faut prouver 

que le morphisme de A-schemas 

G × P ----> P × P (g,p) > (gP,P) 

est un isomorphisme. Or le morphisme correspondant entre les alg~bres affines (3.2.20 

w(B d) ® ~(B d) > B ® 00(B d) 

est l'image par w du morphisme (3.1.2.1) d'alg~bres de Re p(G). D'apr~s la 

proposition 3.1.2.1 celui-ci est un isomorphisme. 

Enfin, G ~tant plat sur A , B est un A-module fid~lement plat, et par 

2.4.5, il en est de m~me pour W(B d) ce qui prouve que P est un torseur. 

3.2.3.2. D~signons par Tors(G) la cat~gorie des G-torseurs ~ droite sur Spec(A). 

Si w est un foncteur fibre sur Rep(G) , Hom~'l(wG,w) = Isom~(wG,w) est un 

G-torseur g droite, et on a ainsi un foncteur 

(3.2.3.1) Fib(G) ~ Tors(G) . 

3.2.3.3. Corollaire. Le foncteur (3.2.3.1) est une ~quivaleDce de cat~$ories. 

3.2.3.4. Voici un foncteur quasi-inverse pour (3.2.3.1) : si P est un torseur 

droite sous G , on lui associe le foncteur Wp : Rep(G) ---> Mod(A) d~fini par 

3.2.3.2) Co (M) = P ×G M , 
P 

oO on utilise l'op~ration de torsion introduite dans loc.cit 2.3.1. Le foncteur 

est muni canoniquement d'une structure de ®-foncteur, et on v~rifie que c'est un 

~D 

P 

foncteur fibre. On a un isomorphisme canonique 

G 
(3.2.3.3) WGd --~ 
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3.3. Fonctorialit4. 

3.3.1. Scholie. Soient G = Spec(B) , G' = Spec(B') 

il y a 4quivalence entre les donn4es suivantes : 

des A-monoides affines. Alors, 

a) un ~-foncteur 

®-cat45ories 

Rep(G') > R ep(G) rendant commutatif le triangle de 

~(G') > Re p (G) 

oo\/o 
Mo__~d (A) 

a') Une classe d'4quivalence de couples (w,~) , o__~ w : Rep(G') ----> Rep(G) 

G G' 
est un ~-foncteur A-lin4aire, ~ u nn ~-isomorphisme W o w N w 

b) Un m orphisme B' > B d_~e A-bi$~bres. 

c) U n morphisme u : G > G' d_£e A-mono~des affines. 

3.3.1.i. L'4quivalence entre des donn~es a), a') est claire par 2.1.2.3, 2.5.2. 

Rappelons comment, ~ partir de l'une des donn4es a), b), c), les deux autres peuvent 

se d~duire. 

3.3.1.2. On a une donn4e a). On d4finit alors un morphisme de A-big~bres B' > B 

de la fa~on suivante : l'image de B' par le foncteur donn~ est un B-comodule, il a 

donc une comultiplication B' ~ ~ B' ® B . On v~rifie aussitSt que la fl~che compos~e 

e'® id 
B' ---> B' ® B > A ® B = B 

est un morphisme de A-big~bres. 

Maintenant, d4finissons une donn~e c) : le foncteur R ep(G') > Rep(G) induit 

par composition un morphisme 

__ End®,l . G' En__~d ®' I (wG) > .......... ( ~ ) 
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d'o~ par 3.1.1 iii) un morphisme G----> G' . 

3.3.1.3. On a une donn4e b). Si f : B' ----> B est un morphisme de A-cog~bres, 

Spec(f) : G => G' est un morphisme de A-monoZdes affines. 

Pour avoir une donn4e a), il suffit de d4finir un foncteur 

Comod(B') > Comod(B) qui commute avec les foncteurs oubli : si E est un B'-como- 

dule, on lui associe le B-comodule ayant E ° comme module sous-jacent et dont la 

comultiplication est id~ f 

> m GA B' > Eo ®A B . Eo o 

3.3.1.4. On a une donn4e c). Si on a u : G > G' , en passant aux alg~bres de 

sections on obtient un morphisme de A~big~bres B' > B . 

D'autre part, u induit un ®-foncteur 4vident u : Rep(G') ---> Rep(G) . 

En effet, G op~re grace ~ u sur tout A-module sur lequel G' op&re. 

3.3.2. Soit u : G ..... > G' 

par 

un morphisme de A-groupes. On d4finit un foncteur 

u ~ : Tors(G) > Tors(G') 

u~(P) = P X G G' 

Rappelons la propri4t~ universelle qui d4finit 

faisceaux g groupe G d'op4rateurs ~ droite 

p > u~(p) 

qui induit pour tout torseur g droite Q 

bijection 

HOmG,(U~(P), Q) 

On prouve facilement 

G 
P × G' : on a un morphisme de 

sous G' (pour la topologie fpq¢), une 

> HomG(P,Q) • 

3.3.2.1. Proposition. Soit u : G > G' un morphisme de A-schemas en sroupes 
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affines et plats. AI0rs, le dia$ramme 

Fi__~b (G) 

Tors (G) > 

est commutatif ~ isomorphisme fonctoriel pr~s. 

> Fib(G') 

Tor s (G ' ) 

3.3.3. Soient G , G' des A-monoTdes affines, u,v : G > G' 

Rappelons qu'on appelle Transp(u,v) le sous-faisceau de G' 

(3.3.3.1) Transp(u,v)(A') = [x 6 G'(A')/ V A"/A' 

V y 6 G(A") , xu(y) = v(y)x} 

On pose 4galement 

(3.3.3.2) 

Cent(u) = Transp(u,u) 

Cent(G) Cent(id G) 

On a un morphisme de faisceaux 

(3.3.3.3) Hom ~ '! (w u , w v ) >G 

qui associe ~ un ®-morphisme unif~re son compos4 avec 

614ment de G(A). 

On d4montre facilement 

3.3.3.1. Proposition. 

(3 .3 .3 .4)  

des morphismes. 

G I 
w , qui s'identifie ~ un 

Le morphisme (3.3.3.3) induit un isomorphisme 

Ho___mm~,!(wUwV) N > Transp(u,v) . 

3.3.3.2. Corollaire. On a des isomorphismes canoniques 
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(3.3.3.5) 

i End~,~( u ) N> Cent(u) 

End®'!(idRep(G)) ~> Cent(G). 

3.4. Sous-cat~$ories de d~finition de Rep(G) . 

Le tableau suivant donne dans divers cas des sous-cat~gories de d&finition 

de Rep(G) , i.e. sous-~-cat~gories pleines de Rep(G) telles que 

G > E nd®'~(~Go i D) soit un isomorphisme. Dans la colonne A (resp. G) on met 

les hypotheses sur A (resp. G), dans la colonne ~ on d~crit la sous-cat~gorie 

correspondante. Les d~monstrations r~sultent de 2.1.1.1 ou 2.2. 

quelconque 

quelconque 

quelconque 

quelconque 

noeth~rien 

noeth~rien 
r~gulier de 
dimension ~ i 

plat 

fini 

fini plat 

fini localement 
libre 

plat 

plat 

D 

G-modules plats 

G-modules de type fini sur A 

G-modules plats de type fini 

G-modules projectifs de type fini 

G-modules de type fini 

G-modules projectifs de type fini 
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§ 4. REPRESENTATIONS DE GROUPES (suite) : CAS D'UN CORPS 

4.1. La cat~$orie RePo(G). 

4.1.O. A d~note un anneau r~gulier de dimension ~ i . 

4.1.1. Rappelons le r~sultat suivant, consequence de 2.6.1. 

et plat G , et une ~-~quivalence 

de ~-cat~$qries 

Th~or~me. Soit C une ~-eat~gorie ACU ab~lienne A-lin~aire, ~ ; ~ ) Modtf(A) 

un ®-foncteur ACU A-lin~aire fiddle et exact. Alors, il existe un A-mono~de affine 

Reptf(G) rendant commutatif le triangle 

C ~ ~ Reptf(G) 

\ / 
Modtf (A) 

si et seulement si tout obiet de C est quotient d'un ob~et de C , o~ C d~sisne 
• . . . . . . . .  O - -  "-O 

la sous-cat~gorie pleine des X pour lesquels w(X) est un A-module projectif de 

type fini (condition toujours v~rifi~e si A est un corps). 

En outre, on a dans ce cas 

(4.1.1.1) G = End®'l(w) "~ End®'l(w ) , 
O 

__°~ ~o : ~o > P rojtf(A) d~sisne la restriction du foncteur . . . . . .  ~ ~ Co 

4.1.2. Si G est un A-monolde affine et plat, notons 

(4.1.2.1) RePo(G ) 

la cat~gorie des G-modules projectifs de type fini sur 

G 
(4.1.2.2) w ° : RePo(G) > Projtf(A) 

A , et 

le foncteur oubli. 
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4.1.2.1. Supposons que G soit un groupe. Alors, si E,F sont des G-modules 

projectifs de type fini, G op~re de fa~on naturelle sur HomA(E,F) qui est 

~galement un A-module projectif de type fini ; en effet, en vertu de l'isomorphisme 

A' ®A H°mA(E'F) ~ H°mA'(A' ®A E , A' ~A F) 

il suffit de dire comment g E G(A) op~re dans HomA(E,F). On a 

(4.1.2.3) g.f(x) = go(f(g-l.x)) x E E , f : E----> F 

On notera Hom(E,F) le G-module ainsi construit. On v~rifie aussitOt que 

Hom(E,F) est un objet Hom pour E,F dans la ®-categoric RePo(G) (I 3.1.1). En 

fait, RePo(G) est une ~-cat~gorie ri$ide (I 5.1.1). R~ciproquement, on prouve 

l'aide de 1 5.2.2, 5.2.3, et de l'isomorphisme G ~ End®'l(w~) . 

4.1.2.2. proposition, si la ~-cat~$orie RePo(G) 

un groupe. 

est ri$ide, le A-monoTde G est 

4.2. Foncteurs fibre sur RePo(G). 

4.2.0. Dans ce num~ro et le suivant, k d~signe un corps. 

4.2.1. Si T est un k-schema, on note Loclib(T) la ~-cat~gorie rigide (I 5.1.1) 

k-lin~aire form~e des ~T-MOdules localement libres de rang fini. Si T = Spee(A) , 

cette ~-cat~gorie s'identifie ~ la ~-cat~gorie Projtf(A) des A-modules projectifs 

de type fini. 

Soient G un k-groupe affine, T un k-schema. Un ~-foncteur ACU k-lin~aire 

est appel~ un foncteur fibre sur RePo(G) ~ valeurs dans T s'il est 

exact (si on consid~re ~ comme prenant ses valeurs dans la cat~gorie ab~lienne 

des ~T-Modules). Si S # ~ , il est alors fiddle : en effet, si X # 0 , alors 

ev x : X ® X > ~ est surjectif et par exactitude eVw(X) est aussi surjectif, donc 

~(x) # o 

w : RePo(G) ~ Loclib(T) 
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La cat4gorie ayant comme objets les foncteurs fibre sur RePo(G) 

T et comme morphismes les ~-morphismes unif~res sera not@e 

(4.2.1,1) 

ou encore 

Fib o(RePo(G),Loclib(T)) , 

Fibo(G,T). L'exemple le plus imm@diat de foncteur fibre est 

(4.2.1.2) o$(x) ; o T (x) 

valeurs 

G G 
w T = (Wo) T 

4.2.1.I. Soit A une k-alg~bre ; si T = Spec(A) , et si G A d@note le A-groupe 

obtenu par extension des scalaires de k h A , on a un foncteur 

(4.2.1.3) ....... Fib(G A) > Fibo(G,T) 

qui ~ un foncteur fibre 

foncteur compos@ 

w : Rep(G A) > Mod(A) sur Rep(G A) (3.2.1) associe le 

RePo(G ) > Rep(GA ) w > Mod(A) , 

ou plutSt ce foncteur considdr@ comme fitant ~ valeurs les A-modules projectifs de type 

fini. Pour v@rifier qu'il enest bien ainsi, on se sert de ce que apr~s extension 

G 
fid~lement plate A > A' w est isomorphe ~ w (3.2.3 a)) et de ce que un 

A-module M est projectif de type fini si et seulement si le A'-module M®A A' 

l'est (Bourbaki, Alg. Comm. chap. I § 3 prop. 12). 

4.2.2. Thfior~me. Soient G u n k-groupe affine, A une k-al$~bre et posons 

T = Spec(A) . Alors, 

a) Deux foncteurs fibre sur RePo(G) ~ valeurs dans T sont localement 

isomorphes pour la topolo$ie fpqc ; i.e. il existe une A-al$&bre fid~lement plate 

A' sur laquelle ils deviennent isomorphes. 

b) S__!i w ,w' : R ePo(G) .... > Loclib(T) 

Hom~'i(~,®') = isome(®,~,). 

sont des foncteurs fibre, on a 

c) Le foncteur (4.2.1.3) est une ~quivalence de cat~$ories. 



155 - 

4.2.2.1. Preuve. L'assertion c) est une consequence de a), b) : si ~ chaque 

foncteur fibre w on associe Isom~(w~,w) , on obtient un foncteur 
i 

(4.2.2.1) Fibo(G,T) > Tors(G A) 

rendant commutatif ~ isomorphisme pros le triangle 

Fib (G A) 

Tors (G A) 

> Fib (G,T) 
o 

(voir 3.2.3.2 pour la d4finition de l'4quivalence Fib(G A) 

part, on volt facilement comme dans 3.2.3.4 que (4.2.2.1) 

categories, d'oO c). 

Pour prouver a) et b), il suffit de prouver que si w : RePo(G) 

. ®,I~ G, 
est un foncteur fibre, P = nom --~w,w T) muni de l'action ~ gauche de 

est un torseur. Ii est clair, par 1 5.2.2 et 5.2.3, que P est un pseudo-torseur, 

i.e. qu'on a b). Ii reste g prouver que P est repr4sentable par une A-alg~bre A' 

fid~lement plate. On sait d4j~, par 1.3.2.1, que P est repr4sentable et qu'on a 

> Tors(GA)) ; d'autre 

est une 4quivalence de 

> Loclib(T) 

G A = End(w~) 

(A,) v = Hom(W,W G) 

Si on exprime la big~bre B de G comme r4union filtrante de ses sous-G- 

modules de rang fini sur k , B = ---~lim B i , on voit facilement qu'on a 

A' = lim w(B.) 

en tant que A-module. Pour voir que A' est fid~lement plate, il suffit de remarquer 

que les morphismes de transition w(B ) > w(B.) sont injectifs et font de w(B.) 
i J i 

un facteur direct dans w(B.) ; cela r~sulte de ce que B. > B. est injectif et 
j i J 

que w(Bj)/~(B i) = w(Bj/B i) est projectif de type fini. 
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4.3. Un dictionnaire. 

4.3.1. Rappelons qu'un k-groupe affine est alg4brique si son alg~bre affine est une 

k-alg~bre de type fini. Ii revient au m~me (SGA 3, VI B 1.4.2 et ii.ii) de dire qu'il 

agit fid~lement dans un k-vectoriel de rang fini. 

Soit G un k-groupe affine ; on dit qu'un G-module X de rang fini sur k 

est un ®-g~n4rateur de RePo(G) si tout objet Y de cette cat~gorie est sous-objet 

d'un quotient (ou quotient d'un sous-objet, cela revient au m~me) d'un objet de la 

forme P(X) , o~ P E ~ It] ; dans cette notation l'addition (resp. le produit) de 

polyn0mes correspond ~ l'op4ration ~ (resp. ®) . Cette d4finition se g4n4ralise 

d'elle m~me lorsqu'on remplace X par une famille d'objets, et RePo(G) par une 

®-cat~gorie ab41ienne. 

4.3.2. Voici le dictionnaire, o~ G , G' sont des k-groupes affines, ~ = ReRo(G) , 

C' = RePo(G') , u : G > G' est un morphisme. 

a) G est al$~brique si et seulement si ~ poss~de un ~>-$~n~rateur ; s_! 

est semi-simple, cela 4quivaut encore ~ dire que l'anneau de Grothendieck R(G) 

est une ~-al$~bre de type fini. En outre, s__!i X E ob ~ , X est un G-module fiddle 

si et seulement si X • ~ est un ®-$4n4rateur, ou encore si et seulement si tout 

V 

objet de ~ est quotient d'un sous-ob~et d'un o b~et de i a forme P(X,X), o_~ 

P 6 ~ [tl,t2]. 

b) S!i X E ob C , soit C(X) la sous-cat4$orie strictement pleine de 

ensendr4e par l es quotients des sous-objets des objets de la forme P(X,~) , o~ 

P E ~[tl,t2]. Alors wGo restreint ~ C(X) identifie cette ..... cat~$orie ~ ReRo(G(X)) , 

o_~ G(X) est l'imase du morphisme de k-groupes 

G .... > Aut (wG (X)) 

c) G est fini si et seulement si ~ poss~de un 5~n4rateur (resp. un pseudo- 

~4n~rateur)(2.6.2). 
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d) (si car. k = O) G est connexe si et seulement si pour tout objet X 

de C sur lequel G n'a$it pas de fa~on triviale~ la sous-cat4$orie strictement 

p leine engendr~e par les quotients des sous-ob~ets de la forme X n , n'est pas stable 

par la loi ® . 

e) G 

successive de 

est pro-unipotent si et seulement si tout X E ob C 

G-modules triviaux. 

est extension 

C 

f) (si car. k = 0). 

est semi-simple. 

G est pro-r~ductif si et seulement si la cat~$orie 

u 
g) i) u est fid~lement plat si et seulement si ~o : ~' > C est 

p le inement  f i d d l e ,  e t  tou t  s o u s - o b j e t  d 'un  ~U(x ' )  p r o v i e n t  d 'un s o u s - o b j e t  de X' 
o 

(X' E ob ~') (la derni~re condition est superflue si ~ est semi-simple ; elle ne 

I ' e s t  pas en g~ngral ,  v o i r  l ' exemple  4 . 3 . 2 . 2 ) .  

ii) u est un monomorphisme (i.e. une immersion ferm~e, voir DEMAZURE- 

GABRIEL [I] 3.7.2) si et seulement si tout G-module est sous-objet d'un quotient 

d'un ~U(x') (X' E ob C'). 

4.3.3.1. Preuve. Si X est un ~-g~n~rateur de ~ , on voit aussitOt que 

Aut(w~(X)) est un monomorphisme, donc G est alg~brique par 4.3.1. Si G est G > 

alg~brique, il y a un G-module fiddle, donc un ®-g~n~rateur, si on accepte la derni~re 

assertion de a). Celle-ci est une consequence directe de g) i), et g) lui-m~me 

r~sulte de 2.6.3 f). On a ainsi prouv~ a), g). L'assertion b) est ~galement conse- 

quence de g) i), c) r~sulte de 2.6.3 d), d) r~sulte aussit0t de c). Enfin, e) et 

f) r~sultent de SGA 3, XVII 3.5 et de NAGATA [i]. 

4.3.3.2. Exemple. Supposons k alg~briquement clos, et soit G un groupe 

alg~brique affine lisse connexe sur k , B un sous-groupe de Borel (BOREL Ill,IV 

Ii.i). On volt alors que le foncteur 

RePo(G) > RePo(B) 

induit par l'inclusion B > G est pleinement fidAle bien que B > G n'est pas 
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fid~lement plat, sauf si B = G . II suffit de v~rifier que si V est un G-module, 

un 41~ment de V invariant pour l'action de B est aussi invariant pour l'action de 

G : soit v E V un tel ~l~ment, le morphisme 

G > V g~ > g.v 

passe au quotient 

G/B > V 

et puisque G/B est un schema projectif connexe, et V un sch4ma affine, ce 

morphisme est constant, donc G > V aussi. 

APPENDICE : Cas d'un schema de base g~n~ral 

Les questions trait4es dans ce chapitre pour des cog~bres et des groupes 

affines sur un anneau A ont encore un sens lorsqu'on remplace celui-ci par un 

schema S . Les ~nonc~s auxquels on aboutit sont parfois les m~mes, dans d'autres 

cas ils demandent des modifications mineuresmais leur d4monstration n'est jamais 

difficile. Elle est faite toujours en r4duisant au cas o~ S est affine, par la 

localisation. 

Dans ce qui suit, on donne des indications concernant cette g~n~ralisation 

pour les quatre paragraphes pr~c4dents. 

A.I. Les A-modules sont remplac~s par les Os-MOdules quasi-coh4rents et les A-modules 

sont remplac~s par les faisceaux en ~s-MOdules sur le site zariskien SCh/s o~ 

~S est d~fini par ~s(S') = F(S',Os,). Tousles th4or~mes 4tablis pour les A-modules 

(i.i ~ 1.3) restent valables pour les 2s-MOdules, exception faite des remarques sur 

l'existence d'adjoint en 1.1.1.2 et 1.1.2.3. On remarquera que le produit tensoriel de 

A-modules est remplac~ par le produit tensoriel de faisceaux en ~S-mOdules, et que 

dans 1.1.4, 1.3,3, ~ ( A )  devient Loclib(S). 
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A.2. La raison fondamentale pour laquelle la cat~gorie Comod(B) (B ~tant une A- 

B 
cog~bre) munie du foncteur oubli ~ a pu nous donner suffisamment de renseignements, 

en particulier nous permettre de reconstituer B , est que pour une A-alg~bre A' , 

B' 
le couple (Comod(B),~ B) permet de construire le couple (Comod(B'),~ ) par 2.0.2. 

Ii n'en est pas de m~me si S est un schema, B une ~s-COg~bre quasi-coh~rente : 

B 
la cat~gorie Comod(B) des Os-MOdules quasi-coh~rents munie du foncteur ~ ne 

suffit pas pour reconstituer B . La donn~e appropri~e dans cette situation est celle 

de la cat~gorie fibr~e COMOD(B) sur Sch/s , dont la fibre en S'/S est la 

cat~gorie Comod(Bs,) , munie du foncteur cart~sien ~B : COMOD(B) ~ QCOH(S) (pour 

les categories fibr~es, voir SGA 1VI) ; en fait, il suffirait m~me de connaltre la 

restriction de COMOD(B) g la sous-cat~gorie de Sc___hh/S dont les objets sont les 

ouverts de S et les morphismes les inclusions entre ces ouverts, mais pour ~tre 

l'aise, il est preferable de travailler sur tout Sch/S. 

Avec les modifications ~videntes entraSn~es par le remplacement de Comod(B) , 

B ~B 
par COMOD(B) , , les ~nonc~s du § 2 restent vrais. 

G 
A.3. Les m~mes remarques s'appliquent g ~(G) , ~ , qui sont remplac~s par 

REP(G) , ~G . Ainsi par exemple, si G est un S-groupe affine et plat, un foncteur 

fibre sur REP(G) est un ®-foncteur cart~sien ACU (I 4.5) REP(G) ..... ~ QCOH(S) qui 

fibre par fibre est fiddle et exact ; bien entendu, on a une ~quivalence de categories 

Fib(G) > Tors(G) . 

A.4. En utilisant la notion g~n~rale de foncteur fibre expliqu~e ci-dessus, le 

th~or~me 4.2.2 est valable sans restriction sur T . 
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INTRODUCTION 

Dans le chapitre precedent on a explicit~ la correspondance entre groupes 

affines et plats G et les ®-categories Rep(G) . On regardait toutefois les cat~- 

G 
gories Rep(G) comme "ponctu~es" par le foncteur fibre w 

Au contraire, on s'int~resse ici g classifier les categories Rep(G) ind~pen- 

damment d'un foncteur fibre donn~, et aussi ~ classifier les ®-categories qui sont 

"localement" de la forme Rep(G) . Ce sont les categories ind-tannakiennes, dont 

l'~tude nous demandera l'usage constant des d~finitions et r~sultats de l'alg~bre 

homologique non commutative (GIRAUD [i]). 

Dans le cas o~ l'anneau de base est un corps, les categories qui sont 

importantes dans la pratique (voir chapitre des exemples) sont les categories 

tannakiennes, dont la caract~risation axiomatique est celle des categories RePo(G) 

(II 4.1.1) avec la seule difference qu'il n'y a pas de foncteur fibre donn~ et il 

peut n'exister de foncteur fibre qu'~ valeurs dans une extension du corps de base 

(voir 3.2.1 pour la d~finition precise). 

Voici l'ordre dans lequel ces questions sont trait~es : 

Dans le § I on d~finit les categories ind-tannakiennes et on introduit la 

notion de "donn~e de descente" pour une cat~gorie lin~aire. 

Dans le § 2, apr~s quelques rappels d'alg~bre homologique non-ab~lienne, on 

donne le th~or~me qui classifie les categories ind-tannakiennes au moyen des gerbes 

tannakiennes (2.3.2). 

Le § 3 traite des categories tannakiennes sur un corps, et constitue le coeur 

de ce chapitre. Le num~ro 3.1 contient des compl~ments sur la topologie fpqc, 

topologie qui est souvent d~daign~e dans la litt~rature. Dans le num~ro 3.2 on 

prouve le th~orgme de structure des categories tannakiennes, et on ~tablit une 

correspondance entre categories tannakiennes et gerbes tannakiennes. On n'aboutit 

un dictionnaire parfait que dans le cas oO les gerbes envisag~es sont soit g lien 

representable, soit alg~briques (3.2.5), Ce dernier cas est analys~ en 3.3. 
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§ i. CATEGORIES IND-TANNAKIENNES 

i.i. Categories ind-tannakiennes. 

I.i.0. On fixe un anneau A commutatif unif~re. Les A-alg~bres consid~r~es sont 

~galement commutatives unif~res. 

i.I.i. Soit C une ®-cat~gorie ACU A-lin~aire (I 2.4.1) ab~lienne, avec-des li~ 

quelconques et telle que la loi ® commute avec les lim . On dit que C est ind-tanna- 

kienne s'il existe une A-alg~bre fid~lement plate A' telle que les conditions 

suivantes soient v~rifi~es : 

(IT) I Le foncteur iA'/A : ~ > ~(A') est fiddle et exact. 

(IT) 2 II existe un A'-groupe affine et plat G', et une ~-~quivalence 

A'-lin~aire 

C(A , ) > R_e~(G' ) . 

i.i.i.i. Soient ~ , ~' des categories ind-tannakiennes sur A . Un morphisme de 

C dans C' est un ®-foncteur ACU A-lin~aire C > C' (I 4.2.4) commutant avec 

les ~ , fidgle et exact. Si w,w' : ~ > ~' sont deux tels morphismes, un morphisme 

de w dans w' est un ®-morphisme unif~re w ~ ~' . On obtient ainsi une 2-cat~gorie, 

notre ITann(A). 

1.1.1.2. Une cat~gorie ind-tannakienne C est dite neutre si dans la d~finition 

I.I.I on peut prendre A' = A .Donc, les categories ind-tannakiennes neutres sont 

celles de la forme Rep(G), oN G est un A-groupe affine et plat. 

1.1.1.3. Donnons un exemple d'une catdgorie ind-tannakienne ~ qui ne soit pas de 

la forme Rep(G). Les objets E de ~ sont les ¢-vectoriels E¢ (de dimension 

quelconque) munis d'une ~/2~-graduation 

E¢ = E ° ~) E 1 , 

et d'une application v E : E C ---> E¢ semi-lindaire par rapport ~ la conjugaison 

complexe, laissant stable les sous-espaces E ° et E 1 , et telle que 
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2 o 
VE/E = id 

2 1 
VE/E = -id 

On v~rifie que C , muni de sa loi ~ ACU ~vidente, est une cat4gorie ind-tannakienne 

sur I~ ; en effet, on a une ~-~quivalence ¢-lin4aire 

C(~) > Rep((ZZ/2ZK)~) . 

Si C ~tait neutre, on aurait forc4ment C -~ Rep((ZZ/2Z~)]R), ce qui est faux : 

en effet, Rep((ZZ/2Z~)IR) poss~de exactement deux objets simples (correspondant aux 

caract~res de (~/2~Z)]R) , tousles deux de rang I ; C poss~de 4galement deux objets 

simples, l'un de rang i, l'autre de rang 2. En fair, on peut interpr4ter C comme 

~tant la somme de la cat~gorie des vectoriels r~els avec celle des vectoriels 

quaternioniens, l'objet simple de rang I (resp. 2) 4rant le vectoriel r~el (resp. 

quaternionien) de dimension i. 

1.1.2. Soit ~ une cat~gorie ind-tannakienne sur A . On d~duit aussitDt de la 

d~finition d'une telle cat4gorie, que les li~ filtrantes sont exactes, et que si E 

est un A-module fidAlement plat, le foncteur X t > E ~ A X de ~ dans ~ est un 

foncteur fidAle et exact. 

Ceci a des consequences importantes concernant la "descente fid~lement plate" 

dans ~ . De fa~on g~n~rale, soit ~ une cat~gorie ab~lienne A-lin~aire poss~dant 

des li~ et telle que pour tout A-module fid~lement plat E , le foncteur X I > E ~A X 

soit fiddle et exact. Si A' est une A-alg~bre fid~lement plate, on a la notion de 

donn~e de descente sur un objet de ~(A') (SGA i, VIII), et avec les hypotheses 

faites sur ~ , on voit aussit~t que les obJets et les morphismes de C(A,) 

"se descendent" (voir loc. cir., lemmes 1.4 et 1.6). Ceci entra~ne en particulier 

que si ~ : ~ > D est un foncteur A-lin~aire entre des categories conmae ci-dessus, 

w est exact (resp. fiddle et exact, resp. une ~quivalence) si et seulement s'il en 

est ainsi de W(A') : ~(A') ~> ~(A')" On trouvera dans 1.2 plus de d~tails sur la 

descente. 
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I.i.3. Soit ~ une cat4gorie ind~tannakienne sur A . Rappelons (II 3.2.1) qu'on 

note Fib(C_.,A) la cat~gorie des foncteurs fibre sur C . Si A' est une A-alg~bre, 

on posera par d4finition 

Fib(~,A') = Fib(C(A,),A') , 

en regardant ~(A') comme munie de la loi 

des scalaires (II 1.5.4). 

® d~duite de celle de ~ par extension 

On a des foncteurs, pour A' ----> A" 

Fib(C,A') > Fib(C,A") , 

et la collection des cat4gories FiD(~,A') d4finit une cat4gorie cofibr4e sur 

Ann/A , ou fibr~e sur la cat~gorie Schaff/A des A-sch4mas affines (SGA i, VI), 

qu'on notera FIB(~). 

1.1.4. Proposition• Si C est une cat~$orie ind-tannakienne sur A , B une A-al$~bre, 

alors ~(B) est une cat~$orie ind-tannakienne sur B . 

1.1.4.1. Preuve. La ~-cat4gorie ACU B-lin~aire ~(B) poss~de les m~mes propri~t~s 

que ~ , et si A' est une A-alg~bre fid~lement plate v4rifiant les conditions 

(IT) I , (IT) 2 pour ~ , B' = B ®A A' v4rifie 4galement ces conditions pour ~(B) " 

1.1.5. Proposition. Soient G 

un foncteur fibre. Alors, 

i) le faisceau Aut®(w) 

est representable par un A-$roupe affine et plat WG , 

2) le ®-foncteur ACU d4fini par w 

u n A-groupe affine et plat, w : Rep(G) > Mod(A) 

sur Schaff/A (pour la topologie fpqc, voir 2.0), 

(1.1.5.1) Rep(G) ---> Rep(WG) 

est une 4quivalence de cat4$ories. 

1.1.5.2. Preuve. II existe une A-alg~bre fid~lement plate 

G ! 
isomorphe au foncteur fibre w d@fini par G' = GA, 

A' telle que W(A,) soit 

• On en d4duit i) par descente 
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fid~lement plate des schemas affines (SGA i, VIII 2.1). 

Pour 2), on remarque qu'apr~s extension des scalaires de A ~ A' , le 

foncteur (1.1.5.1) est isomorphe au foncteur identitY, et on conclut ~galement par 

descente (voir 1.1.2). 

A , A' une 1.1.6. Proposition. Soient C une cat~$orie ind-tannakienne sur 

A-al$~bre et w' : ~(A') ) Mod(A') un foncteur fibre. Alors, 

i) Le faisceau (fpqc) Aut®(w ') est representable par un A'-$roupe affine et 

~lat G' , 

2) Le ®-foncteur ACU d~fini par ~' 

C(A, ) 

est une ~quivalence de categories. 

1.1.6.1. 

> Rep(G' ) 

Preuve. Elle r4sulte aussitDt de 1.1.2, 1.1.4 et 1.1.5. 

I.i.6.2. Corollaire. Si C est une ca t~gorie ind-tannakienne sur 

neutre si et seulement s'il existe un foncteur fibre C ----> Mod(A). 

A , C est 

1.2. Cat~$ories ind~tannakiennes et descente. 

1.2.O. Soit A' une A-alg~bre fid~lement plate. Dans ce num@ro, on cherche 

expliciter une cat~gorie ind-tannakienne ~ sur A , en termes de ~(A') et d'une 

donn~e suppl~mentaire sur ~(A') . On aboutit ainsi ~ la notion de donn~e de descente 

pour une cat~gorie ind-tannakienne sur A' 

Le dictionnaire qu'on trouve est valable pour des categories plus g~n~rales. 

Dans la suite de ce num~ro toutes les categories lin~aires envisag~es sont suppos~es 

ab~liennes, avec des lim filtrantes exactes, et si elles sont lin~aires sur un anneau ---) 

B , on suppose en plus que pour tout B-module fid~lement plat M , le foncteur 

X: > M ® B X est fiddle et exact. 

On fixe un anneau A , une A-alg~bre fid~lement plate A' . On a des fl~ches 
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oN par exemple il(a') = a 

De m~me, on note 

i : A' > A" = A' ®A A' 

jc : A ........ > A .... A' ®A A' ®A A' 

k : A' ~ A"" 

' ® i , i2(a') = i ~ a' . 

= 1,2 

= 1,2,3 

= 1,2,3,4 

i : A" > A "' 

JC~ : A" > A .... 

i : A" ~ A'"' 

,~ = 1,2,3 ; ~< 

c~, ~ = 1,2,3,4 : c~ < 

~,~,y = 1,2,3,4 ; (~ < ~ < y , 

les flgches ~videntes ; on a par exemple il4(a'®b') = a'®l®l®b' 

1.2.1. Soit ~' une cat~gorie A'-lin@aire. Une donn@e de descente pour C' relative- 

ment au morphisme A > A' est un couple A = (~,~) constitu~ d'une @quivalence de 

categories A"-lin~aires 

"~ C' ----> i~ C' : 12 -- i 

et d'un isomorphisme fonctoriel 

i23(~) ~ C' il2(C~) ~ C' 
J3 C' > J2 -- ~ Jl -- 

i13(~) 

v~rifiant la condition de coherence 

(1.2.1.1) i134(~) o J34(C~) ~ i123(~) = i124(~) o i234(~) ~ J12((~) . 

On a fait libre usage des conventions de notation de II 1.5.2• Ainsi, par 

exemple, on a identifi4 J3 C' et i23(i 2 C'). 

1.2.1 1 Soient C' D' des categories A'-lin~aires, munies de donn~es de descente 
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A = (~,~), F = (~,~) relativement ~ A > A' . Un morphisme du couple (~',A) dans 

le couple (~',F) est un couple (u,e) d'un foncteur A'-lin~aire u : ~' > ~' 

cormnutant avec les lim et d'un isomorphisme fonctoriel 

C : if(u) o C~ ~ 8 o i2(u) , 

v~rifiant la condition de coh4rence 

(1.2.1.2) il3(e) o[Jl(U)*~] = [~) * J3(u)] o [i12(~) * i23(c)]o[i12(e) i23(~)] 

Enfin, si (u,c) , (u',e') sont des morphismes comme ci-dessus, un morphisme 

de (u,c) dans (u',e') est un morphisme fonctoriel k : u > u' tel qu'on air 

un diagrarmne cormmutatif 

(1.2.1.3) 

il(u ) o ~ > il(u') o 

l t 
-11- ~ t 

o i2(u) --- ~ o i2(u ) 

ioe. 

c' o [il(k) ~ (~] = [6 ~ i2(~)] o c 

La 2-cat~gorie obtenue sera not4e C at(A'/A). 

_ _ = C' est muni 1.2.1.2. Soit C une cat4gorie A-lin4aire. Si on pose C' ~(A') ' -- 

d'une donn~e de descente ~vidente. L'~quivalence ~ : i 2 ~' > i I ~' provient 

simplement de l'identification de ces deux categories ~ ~(A") ' et ~ se r~duit 

l'isomorphisme identique. 

La construction pr~c4dente est 2-fonctorielle en ~ , et on a ainsi un 

2-foncteur de la 2-cat4gorie Ca~t(A) des cat4gories A-lin~aires dans la 2-cat4gorie 

Cat (A'/A). 

1.2.2. On vient d'associer ~ une cat~gorie A-lin~aire une cat~gorie A'-lin~aire 

munie d'une donn~e de descente. Dans le sens inverse, soit C' une cat~gorie 

A-lin~aire munie d'une donn~e de descente g = (~,~) relativement ~ A > A' . On 
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d4finit une cat~gorie A-lin4aire 

munies de donn4es de descente 

(1.2.2.1) C' 

AC' et une 4quivalence de categories A'-lin4aires 

> (&C') (A,) 

1.2.2.1. D~finition de A~' . Les objets de la "cat~gorie descendue" A~, sont les 

couples (X,k) eonstitu4s d'un objet X de ~ et d'un isomorphisme (d'objets de 

i I ~') 
* ~ * 

: ~ i2(X) > il(X) 

tels que le diagramme 

iT2(~) W * i23(~) J3 (X) 

(1.2.2.2) ~j~(X) 

i13 J3 (X) 

i12 (~) (i23 (~)) > 

i13 (k) 

i12 J2 (X) l- 
il2(X) 

JT(X) 

soit corm~utatif ; un morphisme d'un couple (X,%) dans un couple (X',k') 

morphisme f : X > X' tel qu'on ait 

est un 

(1.2.2.3) iT(f) o I = l' o ~ i2(f) 

Ii est clair par construction que ~' est une cat~gorie A-lin~aire 

(v~rifiant les conditions de 1.2.O), et que le foncteur "oubli" ~C'_ >_C' est 

A-lin4aire, exact, et con~aute avec les i~ . 

1.2.2.2. Le foncteur "oubli" 

A C , > C' (X,k) m > X 

s'~tend en un foncteur A'-lin~aire 
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A 

(1.2.2.4) (=~') (A') > £, 

Ce f o n c t e u r  d g f i n i t  une ~ q u i v a l e n c e  de c a t ~ $ o r i e s  munies  de donnges  de 

d e s c e n t e .  On va e x p l i c i t e r  un f o n c t e u r  q u a s i - i n v e r s e  

£ '  > (~C' )  (A,) , (1.2.2.5) 

en omettant les v~rifications relatives aux donn~es de descente, qui n'offrent aucune 

difficultY. 

Soit X un objet de ~' . L'objet A' ~A X est muni d'une action ~vidente 

de A" telle que l'action de A' induite par i 2 soit l'action de A' sur 

A' ®A X en tant qu'objet d'une cat~gorie A'-lin~aire. On a donc un objet de i2__C' , 

qu'on notera encore A' ® X . Posons 

= i 1 ~(A'  ®A X) E ob £ '  

On v~rifie aussit~t qu'on a des isomorphismes canoniques 

(1.2.2.6) 

~ - ~ (A" i I X -- i12 il3(C~) ®A X) 

i 2 X _~ i12 ~ i12(¢~) i23(C~) (A" ®A X) , 

o~ A" ®A X est consid~r~ cormne objet de J3 ~' grace ~ l'action ~vidente de 

On o b t i e n t ,  pa r  ces  i d e n t i f i c a t i o n s ,  un i somorph i sme  ~X : ~ i2(X) > i l ( X )  ' 

~X = iI2~(~A"®AX)" 

A"' . 

Cela dit, l'image de X par le foncteur (1.2.2.5) est l'objet (X,Xx) de 

f~C' muni de l'action de A' d~duite par application du foncteur i o ~ de l'action 
-- ' i. 

de A' sur A' ®A X en tant qu'objet de C' a' J > I ® a X 

On v~rifie sans peine, en utilisant (1.2.1.1) que (X,~) est bien un objet 

de g(~') , et que (1.2.2.~) et (1.2.2.5) sont des foncteurs quasi-inverses l'un de 

l'autre. 
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1.2.3. Proposition. Le 2-foncteur ~(A) > Ca t(A'/A) associant & ~ ' ~(A') 

munie de sa donn4e de descente canonigue, est une 2-4quivalence admettant 

(~',A) | > %' comme quasi-inverse. 

1.2.3.1. Preuve. On a d4j~ exhib4, pour (~',A) donn4, une 4quivalence C' ~ (~C')(A,). 

Inversement, soit C une cat4gorie A-lin4aire ; il est clair que si X est un 

objet de ~ , iA,/A(X) = A' ®A X est de fa~on canonique un objet de &(~(A,)). 

On obtient ainsi un foncteur 

(1.2.3.1) ~ > ~(~') , 

o~ ~' d4note ~(A') ' ~ sa donn~e de descente canonique. Pour prouver que ce 

foncteur est une ~quivalence de categories, il suffit de prouver que le foncteur 

obtenu en ~tendant les scalaires de A ~ A' 

c '  :,, (AC') (A,) 

l'est, en vertu de 1.1.2. Or, on v~rifie facilement que ce foncteur n'est autre 

que le foncteur (1.2.2.5). 

1.2.4. Soit r un groupe fini (ensembliste), et supposons que la A-alggbre 

fid~lement plate A' soit donn4e cor~ae un revStement saloisien de A de groupe r 

(GIRAUD [i], III 3.7.4.1). Rappelons que ceci signifie qu'on s'est donn4 une action de 

r (g gauche) sur la A-alg~bre A' , telle que le morphisme de A-alg~bres 

A ..... > A 'r a' ® b' J > (~(a').b') ¥ 6 r 

soit un isomorphisme. 

1.2.4.1. Soit 

relativement 

~' une cat~gorie A'-lin~aire. Une donn~e de descente g sur ~' 

A'/A peut encore s'exprimer comme la donn~e de 

a) Une famille (~) 
y yEr 

rapport ~ y 

d'~quivalences de cat4gories, semilin4aires par 

O+ . C ~ > C ~ . 
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b) une famille (~7',7)(y',y)61~×F d'isomorphismes fonctoriels 

: by, > b , o by ; 
~7',Y Y Y 

ces donn~es v~rifiant la "condition de cocycles", pour y , y' , y" E r : 

o = , ~ by) o ~y,,y, (1.2.4.1) (by,, ~ ~y, y) ~y,,,y,y (~y,,,y ,Y 

1 2.4.2. Si C' D' sont des categories A'-lin~aires munies de donn~es de descente 

relativement ~ A'/A s'exprimant par des donn~es ((&y),(~y, y)), ((~y),(vy,,y)), 

la donn~e d'un morphisme de cat~gorles A'-lin~aires munies de donn~es de descente 

s'exprime par un couple (u,(Cy)y61J ~ o~ u : ~' > D' est un foncteur A'-lin~aire 

com~Qutant avec les ~ , et les Ey sont des isomorphismes fonctoriels 

: UO(l ~ 8 ou 
cy Y Y 

v~rifiant la condition, pour y, y' E r • 

(1.2.4.2) (vy,,y ~ u) o ey,y = (fly, ~ e¥) o (Cy, ~ by) o (u ~ ~y,,¥) . 

Si (u,(Cy)), (u',(g~)) sont cormme ci-dessus, un morphisme de (u,(Cy.)) dans 

(u',(e')) est un morphisme fonctoriel ~ : u > u' tel que pour y E P , on ait 
Y 

(1.2.4.3) ~' o (o ~ by) = (By ~ o) o e 
Y ¥ 

1.2.4.3. Avec les notations de 1.2.4.1, la cat~gorie 

suit : ses objets sont les couples (X,(ky)yE~.) , o~ X 

~y sont des isomorphismes 

: X ~> b (X) , 
Y Y 

rendant commutatifs les carr4s (y,y' 6F) : 

A~, peut s'expliciter comme 

est un objet de C ~ _ , et les 
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(1.2.4.4) 

X 

ky,y 1 
ay, y(X) 

ky, 

.> 

(uy, ,¥)X 

> a (x) y, 

a¥, (X¥) 

~y,~y(X) 

un morphisme d'un couple (X,(Xy)) 

f : X > X' tel qu'on air 

dans un couple (X',(k')) est un morphisme 
Y 

(1.2.4.5) ~ (f) o X = X' o f 
7 Y Y 

1.2.5. On peut ~tablir des variantes de ce qui precede dans le cas o~ de plus, 

on a affaire ~ une loi ® . C'est ce qu'on esquisse bri~vement dans ce qui suit. Toutes 

les lois ® envisag4es sont lin4aires, et commutent avec les lim (11 1.5.4). 

1.3.5.1. Soit ~' une ~>-cat4gorie A'-lin~aire. Si ~ = (~,~) est une donn~e de 

descente pour ~' relativement ~ A > A' , une compatibilit4 de ~ avec la loi 

® de C' est une structure de ~-foncteur sur ~ (I 4.1.1) telle que ~ soit un 

~-isomorphisme. 

Si C est une ~-cat4gorie A-lin~aire, la donn4e de descente canonique sur 

~(A') est munie de fa~on naturelle d'une compatibilit4 avec la loi ® de ~(A') 

(II 1.5.4). 

Une donn4e de descente A , munie d'une telle compatibilit4, est appel4e 

une ~-donn4e de descente relativement ~ A >. A' 

1.3.5.2. Soient C' D' des ®-cat4gories A'-lin4aires munies de ®-donn~es de 

descente relativement ~ A--->A' . Un morphisme de ~' dans D' est un morphisme 

(u,~) de categories A'-lin~aires munies de donn4es de descente, avec une structure 

de ®-foncteur sur u telle que e soit un ®-isomorphisme. Enfin, un morphisme 

entre deux tels morphismes (u,c), (u',¢') est un ®-morphisme k : u----> u' 

v4rifiant la condition (1.3.1.3). 



174 - 

1.3.5.3. Avec les hypotheses et notations de 1.3.5.1, la cat4gorie A-lin4aire ~'_ 

est munie d'une loi ® canonique. Bornons-nous ~ l'expliciter sur les objets de cette 

cat~gorie, en faisant quelques identifications 4videntes 

(1.3.5.1) ( X , k )  ~ ( X ' , k ' )  = ( X ® Y  , k ® k ' )  . 

On peut d4montrer facilement l'analogue de la proposition 1.3.3, ainsi que 

des variantes relatives aux diverses contraintes qu'on peut imposer aux lois ® 

envisag4es. 

1.3.5.4. Dans le cas o~ A' est donn4 comme un rev~tement galoisien de groupe F de 

A (voir 1.3.4), on peut donner des variantes ® analogues. On imagine qu'apr~s tout ce 

qui precede, les d4finitions correspondantes sont 4videntes pour le lecteur. Aussi on 

s'en servira sans aucun scrupule par la suite. 

1.3.6. Scholie. Soit A' une A-al$~bre fid~lement plate. Ii revient au m~me de se 

donner une cat~gorie ind-tannakienne sur A , que de se donner une cat4$orie ind- 

tannakienne sur A' munie d'une ®-donn4e de descente ACU relativement au morphisme 

A---> A' . En particulier, s__~i G' est un A'-groupe affine et plat, les cat4$ories 

ind-tannakiennes sur A devenant 4quivalentes sur A' avec Rep(G'), correspondent 

au_.__~x~-donn4es de descente ACU su___[r Rep(G') relativement ~ A > A' 

§ 2. GERBES TANNAKIENNES ~.LE THEOREME DE STRUCTURE 

2.0. Topolo$ies sur la cat4$orie des sch4mas. 

2.0.1. Soit S un sch4ma, et d4signons comme d'habitude par SCh/s la cat4gorie 

des S-schEmas. On d4finit sur Sch/s plusieurs topologies, dont la plus importante 

darts ce paragraphe est la topologie fid~lement plate quasi-compacte, en abr~g4 fpqc 

(voir SGA 3, IV 6.3). On a aussi les topologies fppf (fid~lement plate de pr4sentation 

finie), de Zariski, 4tale. 

On obtient des sites qui seront respectivement not4s Sfpqc , Sfppf , Sza r , S~t. 
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2.0.2. Soit A un anneau (commutatif uni£~re), et posons S = Spec(A). On peut 

munir la sous-cat~gorie de SCh/s des A-schemas affines, notre Schaff/A , de la 

topologie induite par la topologie fpqc sur SCh/s (SGA, III 3.1). D'apr~s le lemme 

de comparaison (SGA 4, IIl 4.1)~ l'inclusion Schaff/A ---> SCh/s induit une ~quiva- 

fence de categories entre les categories correspondantes de faisceaux. On en d~duit 

qu'il revient au m~me de se donner un champ sur Sfpqc que de se donner sa restriction 

Schaff/A (voir GIRAUD [i], II 3.3.1). 

Pour cette raison, en construisant un faisceau ou un champ sur Sfpqc , on se 

limitera souvent ~ le d~finir sur les A-alg~bres. (i.e. la cat~gorie oppos~e ~ Schaff/A). 

Cette m~thode nous ~pargnera un certain nombre de definitions purement auxiliaires. 

Des remarques semblables s'appliquent aux sites Sfppf , SZa r ,... 

2.1. Rappels sur les serbes et les liens. 

2.1.O. Pour la commodit~ du lecteur, on rassemble ici un certain nombre de d~finitions 

et r~sultats dos ~ GIRAUD [i]~ Dans la suite de ce num~ro, on fixe un site S , suppos~ 

standard pour simplifier " cecl slgnifie que S poss~de des lim finies et que les , (____ 

pr~faisceaux repr~sentables sont des faisceaux. 

S v~rifiant les conditions suivantes. 

Q sont des groupoTdes, i.e. tout 

2.1.1. On appelle $erbe sur S un champ Q sur 

a) Les fibres QT (T E ob S) du S-champ 

morphisme de QT est un isomorphisme. 

b) Les objets des fibres Q T sont localement isomorphes. 

c) Ii existe une famille (Ti)iE I d'objets de S couvrant l'objet final 

de S telle que les fibres QTi soient non vides. 

C 

On dit qu'une gerbe Q sur S est neutre si la fibre Qe est non vide. 

Un morphisme de gerbes sur S est simplement un morphisme entre les S-champs 

sous-jacents, et on d~finit de m~me les morphismes de gerbes. 
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2.1.1.1. Soit G un faisceau en groupes sur S , et soit TORS(G) le S-champ des 

G-torseurs ~ droite (loc.cit,, III 1.7.1). Ii est clair que TORS(G) est une gerbe, et 

mame que c'est une gerbe neutre. On a en effet le G-torseur G d sur ~ . 

On v~rifie facilement qu'une gerbe sur S est neutre si et seulement si elle 

est 4quivalente fi une gerbe de la forme TORS(G). De m~me un S-champ est une gerbe 

si et seulement s'il est localement (sur S) fiquivalent gun champ de la forme TORS(G). 

2.1.2. Donnons-nous un faisceau en anneaux ~S sur S , de sorte que (S,~s) est 

un site annel4. Ceci permet de d4finir le champ ~s-lin4aire QCOH(S) des ~s-MOdules 

quasi-cohfirents. Si q est une gerbe sur S , on note PEP(q) (resp. Rep(q)) le 

S-champ (resp. la cat4gorie) des S/T -foncteurs (resp. S-foncteurs) cartfisiens 

q/r > QCOH(T), off T:E ob S (resp. q > QCOH(S)). 

Si on remarque que QCOH(S) est de fa~on fividente un ®-champ ACU S-lin~aire, 

on volt que REP(Q) (resp. ReP(Q)) est canoniquement muni d'une structure de 

~-champ ACU S-lin4aire (resp. ~-cat~gorie ACU F(S, ~s)-lin4aire), avec des li~ . 

On a 

(2,1.2.1) PEP(Q)T = R~P(qT) 

2.1.2.1. Le S-champ REP(q) dfipend fonctoriellement de la gerbe q . Si u : q----> q' 

est un morphisme de gerbes sur S , on obtient par composition un morphisme de ~-champs 

ACU S-lin~aires : 

~u : REP(q') > REP(q) . 

2.1.2.2. Soit G un faisceau en groupes sur S , Q = TORS(G) la gerbe des G-torseurs 

droite. On dispose alors de deux ~-champs ACU S-lin4aires, REP(q) et le ~-champ 

PEP(G) des G-Os-MOdules quasi-coh4rents. Ces deux ®-champs sont ~quivalents ; de 

fagon pr4cise, on d4finit des ~-foncteurs ACU stricts F(T,~)-lin~aires 

(2 .1 .2 .2 )  Rep(~£) > Rep(G T) T E ob S 
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en associant ~ chaque foncteur cart4sien ~ : TORS(G T) 

quasi-coherent ~((GT) d) muni de l'action ~ gauche de 

de ~ de l'isomorphisme canonique 

N 

G T -- Aut((GT)d) . 

> QCOH(T) le O_T-MOdule 

G T d4duite par fonctorialit~ 

On v4rifie facilement que ce sont des 4quivalences, et que la collection de 

ces foncteurs d~finit une 4quivalence 

(2.1.2.3) REP(TORS(G)) m~P (G) 

2.1.3. Rappelons la notion de lien sur un site S . Si on note FAGR(S) le S-champ 

ayant pour fibre au-dessus de T 6 ob S la cat4gorie Fagr(T) des faisceaux en 

groupes sur T (ou plutSt sur le site S/T) , soit LI(S) la cat~gorie fibr~e sur S 

ayant pour fibre au-dessus de T la cat4gorie ayant les m~mes objets que Fagr(T), 

et co~mne morphismes G > G' l'ensemble des sections globales du faisceau quotient 

HomT(G,G')/G' , G' agissant par automorphismes int~rieurs. 

Le champ LIEN(S) est par d~finition le champ associ4 ~ la cat~gorie fibr~e 

(loc.cit., II 2.1.3) LI(S). La cat~gorie Lien(S) des S-liens est 

Lien(S) = LIEN(S) 
e 

On a en particulier un foncteur 

(2.1.3.1) 

et on v4rifie qu'on a 

(2.1.3.2) 

forme 

lien : Fasr(S) > Lien(S) , 

Hom(lien(G),lien(G')) = Ho____mm(G,G')/G' 

Un lien sur S est dit representable s'il est isomorphe ~ un lien de la 

lien(G). Tout lien est localement (sur S) representable. 

Un lien sur S est dit ab~lien si loealement sur S il est representable par 

un Groupe ab~lien. Dans ce cas, il est representable (globalement) par un Groupe ab~lien 

uniquement d~termin~. De fa~on precise, le foncteur (2.1.3.1) induit une ~quivalence 
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de la cat~gorie des faisceaux en groupes ab~liens sur 

sur S. 

S sur celle des liens ab~liens 

2.1.4. A une gerbe sur S on attache canoniquement un lien sur S , Nous n'allons 

pas d~finir ce proc~d~ en d~tail (loc.cit., IV 2.2) ; disons seulement que cette 

correspondance est uniquement d~termin~e, ~ isomorphisme fonctoriel pros, par ses 

propri~t~s d'etre fonctorielle, compatible avec la localisation, et d'associer ~ une 

gerbe TORS(G) le lien lien(G). Si L est le lien d'une gerbe Q , on dit que L 

lie Q , ou que Q est li~e par L , ou encore que Q est une L-gerbe. 

De m~me si Q, Q' sont des gerbes li~es par 

un morphisme auquel correspond un morphisme de liens 

est un k-morphisme. 

L,L', et si u : Q 7 Q' est 

k : L > L' , on dit que u 

On dit que deux L-gerbes sont ~quivalentes s'il existe entre elles une ~qui- 

valence de gerbes li~e par le morphisme id L 

2.1.5. Soit L un lien sur S . On note H2(S,L) ou H2(L) l'ensemble des classes 

d'~quivalence de L-gerbes, H2(L) ' la partie d~finie par celles des L-gerbes qui 

sont neutres (2.1.1). Cet ensemble ne d~pend pas fonctoriellement de L . Toutefois, 

si k : L > L' est un morphisme de liens, on d~finit une relation ....... ~o . Si 

p E H2(L) , q E H2(L ') , on ~crit 

k 
p o q 

s'il existe une L-gerbe Q (resp. L'-gerbe ~') repr~sentant p (resp. q) et un 

k-morphisme Q > Q' . Cette relation est une fonction chaque fois qu'on a 

Cent(L) = Cent(k) (loc.cit., IV 3.1.5), par exemple si L' est ab~lien, ou si k 

est surjectif (i.e. localement repr~sent~ par un ~pimorphisme de faisceaux en groupes), 

2.2. Gerbes tannakiennes. 

2.2.1. Soit S un schema. On dit qu'une gerbe Q sur Sfpqc est representable 
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(resp. affine, plate, lisse) si le lien de Q est localement d~fini par un faisceau 

en groupes representable (resp. et affine, et plat, et lisse). 

2.2,2. On dit qu'une gerbe sur Sfpqc est tannakienne si elle est affine et plate. 

Ceci ~quivaut ~ dire que, localement pour fpqc, elle est 4quivalente ~ une gerbe 

TORS(G), o~ G est un sch4ma en groupes affine et plat. 

2.2.3. Soient A 

(i.e. sur Sfpqc). 

Modules quasi-coh4rents sur 

gie de Zariski. Ainsi, si 

gories A-lin4aires 

un anneau, S = Spec(A), et Q une gerbe tannakienne sur A 

Remarquons que, par descente fpqc (SGA I, VIII), le champ des 

S est le m~me pour la topologie fpqc ou pour la topolo- 

Q = TORS(G), on a par 2.1.2.2 une ~quivalence de ®-cat4- 

Rep (Q) > Rep (G) 

o~ Rep(G) a la signification habituelle (chap. II). 

Soit A' une A-alg~bre. On a un ®-foncteur ACU 

(2.2.3. i) Rep(Q) (A') 

o~ Q/A' est la gerbe Q restreinte 

est une 4quivalence de cat4gories. 

----> Rep(Q/A,) , 

SCh/A , On voit facilement que ce foncteur 

Les remarques pr4c4dentes entralnent : 

2.2.3.1. Proposition. S i Q est une $erbe tannakienne sur A , l a ®-cat~gorie ACU 

A-lin4aire Rep(Q) est ind-tannakienne. 

2.2.4. Notons GTann(A) 

pondance 

est 2-fonctorielle en 

(2.2.4.1) 

la 2-cat4gorie des gerbes tannakiennes sur 

Q I > Re___p p(Q) 

Q ~ et d4finit un 2-foncteur 

Rep : GTann(A) ° > ITann.(A) 

A . La corres- 
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Rappelons que si C est une 2-cat4gorie dans la 2-cat4gorie C ° , , on a, 

quels que soient les objets X , Y 

Homc_ o(x,¥) = HOmc(Y,X) 

i.e. on change le sens des l-morphismes mais non celui des 2-morphismes. 

2.3. Le th~or~me de structure. 

2.3.0. Dans ce num4ro, A d4signe un anneau (commutatif unif~re) S = Spec(A) . Tous 

les faisceaux et les champs consid4r4s sur S le sont pour la topologie fppc , et 

on utilisera le proc~d4 indiqu4 en 2.0.2. 

2.3.1. Soit ~ une cat4gorie ind-tannakienne sur A ; ce qui a 4t4 diten 1.1.2 

entraine aussitSt que la cat4gorie fibr4e FIB(C) sur Schaff/A (1.1.3) est un champ 

pour la topologie fpqc . Puisque ~ est, localement pour fppc , de la forme Rep(G) 

o~ G est un groupe affine et plat, il r4sulte de II 3.2.3.3 que FIB(~) est, 

localement pour fppc, de la forme TORS(G). En d'autres termes FIB(~) est une gerbe 

tannakienne sur A . Comme FIB(~) d4pend de ~ de fagon 2-fonctorielle, on a un 

2-foncteur 

(2.3.1.1) FIB : ITann(A) > GTann(A) ° 

allant en sens inverse du 2-foncteur 

(2.3.1.2) Rep : GTann(A) > ITann(A) 

construit en 2.2.4. 

2.3.2. Th~or~me. Les 2-foncteurs ci-dessus sont des 2-4quivalences, quasi-inverses 

l'un de l'autre. 

Pour prouver ce th4or~me, il suffit de d4finir des ~quivalences fonctorielles, 

pour une gerbe tannakienne ~ et une categoric ind-tannakienne 



- 181 - 

(2.3.2.1) 

(2.3.2.2) 

G. : Q > FIB(ReR(Q)) 
q 

N 

~ : ~ ) Rep(FIB(~)) 

2.3.2.1. D4finition de ~g . 

fibre QA' de q au-dessus de 

Si A' est une A-alg~bre, P, Q des objets de la 

A' , f : P > Q un morphisme de QA' , on pose 

(~(p)A,,(F) = F(PA, ,) 

o~ A" est une A'-alg~bre et 

La notation PA" (resp. fA,,) 

Spec(A") > Spec(A') . 

~(f)A,,(F) = F(fA, ,) , 

F : Q/A,, ----> QCOH(A") est une repr4sentation de Q/A" " 

indique l'image inverse de P (resp. f) par le morphisme 

Le foncteur ~ ainsi d4fini est une 4quivalence. En effet, l'assertion 
g 

~tant de nature locale, on peut supposer Q = TORS(G) avec G un A-groupe affine 

et plat. II suffit alors de v4rifier que le triangle 

TORS (G) ~TOR S (G)> FIB (Rep (TORS (G))) 

FIB (Rep (G)) 

dans lequel les fl~ches sans nom sont celles donn~es par (2.1.2.3) et II (3.2.3.1), 

est con~nutatif ~ isomorphisme pr~s. Si ~ est un foncteur fibre sur Rep(G), 

F : TORS(G) > QCOH(A) est une representation de TORS(G), et si on note A(~) , 

B(w) les foncteurs fibre sur Rep(TORS(G)) image de w respectivement par les 

foncteurs [~TORS(G) o ~ ] ~,on a 

A(~)(F) = F (Isom~(wG,m)) 

B(~)(F) = w(F(Gd)) . 

P = Isom~(wG,~) ; c'est un torseur ~ droite sous Ecrivons G . L'isomorphisme 
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fonctoriel cherch~ 

A(w)(F) ~ > B(w)(F) 

est donn~ comme compos~ des isomorphismes 

l'isomorphisme 

A(w)(F) = F(P) --~ F(P ×G Gd ) --~ p ×G F(Gd ) 

--~ w(F(Gd)) = B(w)(F) ; 

P ×GF(Gd) -----w(F(Gd)) provient de II. 3.2.3.4. 

2.3.2.2. D~finition de ~C " S i X,Y E ob ~ , f : X 

Pose 

~(X)A,(W) = w(X ®A A') 

> Y est un morphisme, on 

~(f)A,(W) = w(f ® idA,) 

o~ A' est une A-alggbre et w : ~(A') > Mod(A') est un foneteur fibre. 

Le foncteur ~C ainsi d~fini est une ~quivalence de categories ind-tanna- 

kiennes ; la preuve est semblable ~ celle de 2.3.2.1. 

2.3.3. Si C est une cat~gorie ind-tannakienne sur A , on appelle lien de C le 

lien de la gerbe FIB(~) (voir 2.1.4) ; si L est ce lien, on dit ~galement que 

est li~e par L , ou que L lie C . On appellera aussi L-cat~$orie ind-tannakienne 

une cat~gorie ind-tannakienne ~ munie d'un isomorphisme de liens L ~ lien(~) . De 

m~me, si w : C > C' est un morphisme de categories ind-tannakiennes li~es respecti- 

vement par L , L' et si u : L' > L est le morphisme de liens qui lie FIB(w) : 

FIB(~') > FIB(~) , on dit que u lie w ou que ~ est li~ ~ar u , ou encore que 

w est un u-morphisme. On notera T C la ¢lasse d'~quivalence de la gerbe FIB(~). On 

a donc T C E H2(L) 

On d~duit imm~diatement de 2.3.2. 

2.3.3.1. Corollaire. Soit L 

affine et plat. L'application 

un lien sur Sfpqc d~fini loqalement par un groupe 

> TC d~finit une bisection de l'ensemble des 
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classes d'~quivalence de cat4$ories ind-tannakiennes sur A 

l'ensemble H2(L) .Dans cette bijection, la partie H2(L) ' 

ind-tannakiennes qui sont neutres. 

li6es par L , sur 

correspond aux cat4$ories 

2.3.4. Soient C , C' des cat4gories ind-tannakiennes sur A li~es respectivement 

par L , L' , et soit u : L----> L' un morphisme de liens. On note 

HOM (C',C) 
u -- -- 

le champ sur S = Spec(A) dont la fibre en une A-alg~bre A' est la cat4gorie 

Hom (~'(A,),~(A,) des u-morphismes --(A'C' ) > ~(A') . Si L = L' et u = id L , on 

note aussi HOML(~',~) , et si C = ~' , ENDL(~) . Remarquons qu'en fait on a 

ENDL(~) = AUTL(~) , 

o~ le second membre d4signe le champ sur S des ~quivalences ~--->~ li4es par 

id L ; ceci r~sulte de 2.3.2 et de ce qu'un morphisme de gerbes est une 4quivalence 

si et seulement s'il est li~ par un isomorphisme de liens (GIRAUD [i], IV 2.2.6). 

Soit Z le centralisateur de 
U 

2.3.2 et loc. cit. IV 2.3.2 

u (loc. cit. IV 1.5.1). On d6duit alors de 

2.3.4.1. Proposition. Le champ HOMu(C',C) sur S est une serbe dont le lien est 

canoniquement isomorphe ~ Z le morphisme canonique L X Z > L' s'identifiant 
u ~ ' u 

celui qui lie le morphisme de $erbes 4vident FIB(C) X HOM (C',C) > FIB(C'). 

2.3.4.2. Explicitons la situation dans le cas o~ C = C' et u = id L . Soit 

Z = Cent(L) le centre de L ; c'est un faisceau ab~lien sur Sfpqc , et on peut d~j~ 

remarquer qu'on a un isomorphisme canonique 

(2.3.4.1) Z ~> End®(id C) 

II suffit de d4finir celui-ci localement, i.e. dans le cas oO ~ = Rep(G), 

cas trait4 en II 3.3.3.2. 

Ii est maintenant facile de voir qu'on a un isomorphisme de gerbes 
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(2.3.4.2) TORS(Z) > ENDL(~) ; 

celui-ci associe ~ un torseur P sous Z l'endomorphisme X: > P ×Z X , compte 

tenu de ce que Z agit sur chaque objet de ~ par l'interm~diaire de (2.3.4.1). 

On d~duit de (2.3.4.2) des isomorphismes de groupe 

(2.3.4.3) 

EndL(~) ~ Hl(Sfpqc,Z) 

End®'~(id~) ~ H°(Sfpqc,Z) 

2.3.5. Le groupe AutL(C ~) = HI(z) op~re ~ gauche sur l'ensemble HOmu(~',~) par 

composition. De m~me, si Z' = Cent(L') , HI(z ' ) op~re ~ droite sur cet ensemble. 

Ii r~sulte alors de loc. cir., IV 2.3.15. 

2.3.5.1. Proposition. Si le centralisateur de u , Cent(u) coincide avec Z' , 

l'ensemble HOmu( ~ ,~) est un pseudo-torseur sous le groupe HI(z'). 

Voici une variante de ce qui pr@c~de, dans laquelle on suppose le lien L' 

ab~lien (l'hypoth~se faite en 2.3.5.1 est alors automatiquement v~rifi~e pour tout 

morphisme L > L'). Si ~ E H2(L), T' E H2(L ') d~notent les classes de cohomologie 

de C, C' (2.3.3), on note Hom(L,L';T,T') l'ensemble des morphismes de lien 

L ----> L' qui envoient ~ sur ~' (voir 2.1.5). On a une application 

(2.3.6.1) Hom(~',~) f > Hom(L,e';~,~') 

qui ~ un morphisme ~' ---~ associe le morphisme L > L' qui le lie. 

2.3.6.2. Proposition. L'action de HI(L ' ) fair de Hom(~',~) un torseur au-dessus de 

l'ensemble Hom(L,L';T,¢'). 

Rappelons que ceci signifie que l'application 

Hom(~',~) × HI(L ' ) > Hom(~',~) ×f Hom(~',~) 
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est une bijection. 

(w,h) : > (w,wh) 

§ 3. CATEGORIES TANNAKIENNES SUR UN CORPS 

3.1. Compl~ments : c omparaison entre la cohomolo$ie fpqc e t fppf . 

3.1.O. Fixons un corps k . La cat~gorie SCh/k des k-sch4mas peut ~tre munie de 

deux topologies : la topologie fpqc qu'on a utilis4e jusqu'ici , et la topologie 

fid~lement plate de pr4sentation finie (fppf). Pour abr4ger, les sites correspondants 

seront not4s respectivement kqc , k pf . La topologie fpqc est plus fine que la 

topologie fppf , d'o~ un morphisme de sites 

(3.1.0. I) kqc > kpf 

induisant l'identit4 sur SCh/k . Une gerbe sur l'un de ces sites est tannakienne si 

elle est li~e localement (pour la topologie envisag~e) par un groupe affine (automati- 

quement plat). Elle sera dite al$4brique sice groupe est de type fini (ou de 

pr4sentation finie, cela revient au m~me). 

L'objet de ce num~ro est de prouver qu'il n'y a pas de distinction ~ faire 

entre les gerbes tannakiennes alg~briques sur kpf ou sur kqc 

3.1.1. Soit F un pr~faisceau en groupes ab~liens sur SCh/k , F : Sch/~ ---> Ab . 

Rappelons que F est localement de presentation finie s'il transforme ~im filtrantes 

de k-schemas affines en ~ . 

On a des morphismes de groupes, pour 

vi 
(3.1.1.1) H (kpf,F) > 

provenant du morphisme de sites (3.1.O.1), 

(voir SGA 4, V). 

3.1.1.1. Proposition. S i 

(3.1.1.1) sont biJectives. 

i E lq 

Hi(kqc,F) 

oO ~i d~signe la ¢ohomologie de ~ech 

F est localement de pr~sentat$on f inie, les applications 
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3.1.1.2. Preuve. Par d~finition de la cohomologie de 

Hi(kpf 'F) = ~ Hi(A/k,F) 

Hi(kqc,F) = lim Hi(A/k,F) 

~ech , on a 

de remarquer que si A 

isomorphisme canonique 

o~ dans la premiere expression A parcourt les k-alggbres de type fini, dans la 

seconde A parcourt toutes les k-alg~bres (i.e. appartenant ~ l'univers ambiant dans 

lequel on travaille). L'application (3.1.1.1) est l'application canonique provenant de 

l'inclusion du premier ensemble d'indiees dans le second. Ii suffit pour conclure, 

est une k-alg~bre, l'hypoth~se sur F entralne qu'on a un 

Hi(A/k,F) ~ lim Hi(A'/k,F) 

A ' ~  A 

o~ A' pareourt l'ensemble des sous-alg~bres de A qui sont de type fini sur k . 

3.1.2. Proposition. Soient S un sch4ma, F un faisceau en sroupes sur le site 

Sfpqc . Alors, l'application canonique 

(3.112.1) Hl(Sfppf,F) > Hl(Sfpqc,F) 

est in~ective. De plus, s i F ~est un faisceau localement de pr4sentation finie, 

elle est bijective dans chacun des cas suivants : 

a) F est representable par un S-$roupe affine et plat (de pr4sentation 

finie par hypoth~se). 

b) S est le spectre d'un corps. 

On va d~composer la d4monstration en plusieurs pas. 

3.1.2.1. Prouvons la premiere assertion. Ii suffit pour cela de remarquer que si P 

est un torseur ~ droite sous F pour la topologie fppf , P est 4galement un torseur 

droite sous F pour la topologie fpqc. Ceci provient de ce que P est localement 

isomorphe g F pour la topologie fppf , et de ce que pour un faisceau fppf (tel P), 
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la propri~t~ d'etre un faisceau fpqc est de nature locale pour la topologie fppf 

comme le montre un diagram-chasing facile. Ce raisonnement montre en fair, que 

l'application (3.1.2.1) est induite par le foncteur pleinement fiddle 

(3.1.2.2) Tors(Sfppf,F) > Tors(Sfpqc,F) 

p .~ ~ P 

3.1.2.2. Pla~ons-nous dans le cas a). Le foncteur (3.1.2.2) est alors une ~quivalence 

(et m@me un isomorphisme de categories) ; en effet, si P est un torseur g droite 

sous F pour fpqc , il est representable par un S-schema affine, plat et de presen- 

tation finie not~ encore P (SGA i , expos~ VIII). Ii poss~de un point ~ valeurs dans 

un S-schema fppf , g savoir P lui-m~me et est donc un torseur fppf sous F . 

3.1.2.3. Pla~ons-nous dans le cas b). Si S = Spec(k), on prouve encore que tout 

torseur fpqc P sous F est un torseur fppf , i.e. poss~de un point ~ valeurs 

dans une k-alg~bre de type fini. Pour ceci, remarquons d'abord que P est un foncteur 

localement de presentation finie ; en effet, ceci est une propri~t~ de nature locale 

(pour fpqc) pour un faisceau fpqc . Soit A une k-alg~bre avec P(A) # @ . On a 

P(A) = lim P(A') 
A '---~ A 

o~ A' parcourt l'ensemble des sous-alg~bres de A 

r~sulte qu'il existe une telle A' avec P(A') # @. 

qui sont de type fini. II en 

3.1.3. Comparaison des H 2 : cas ab@lien. Soit G un k-groupe affine de type fini 

commutatif. On a un morphisme de groupes 

(3.1.3.1) H2(kpf,G) > H2(kqc,G) , 

dont on se propose de prouver la bijectivit~. 

3.1.3.1. Soient E, E' les suites spectrales qui relient la cohomologie habituelle 

et la cohomologie de Cech (SGA 4, exposd V, 2.5) de G respectivement dans le site 
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kpf , kqc . On a 

Ii y a 4galement un morphisme 4vident de suites spectrales 

E~ q = HP(kpf,~q(kpf,G)) = E p+q = HP+q(kpf,G) 

E'~ q = HP(kqc,Hq(kqc,G)) = E ,p+q = HP+q(kqc,G) 

E >E'. 

3.1.3.2. Un calcul facile donne pour les termes E p'q 

s u i v a n t e s  

avec p+q = 2, les formules 

E 02 = 0 

~3 Ell= = Ker [~l(kpf,Hl(kpf,G))_ ----> H (kpf,G)] 

E 20 = H2(kpf,G) 

ainsi que des formules analogues pour les termes E 'pq avec p+q = 2 . Ceci permet, 
co 

en consid4rant les filtrations de E 2 , E '2 , d'4crire un morphisme de suites exactes 

(3.1.3.2) 

~i (kpf,Hl (kpf,G)) v3 0 > H2(kpf,G) > H 2 (kpf,G) '.> > H (kpf,G) 

0 > H2(kqc,G) > H 2 (kqc , ) > ~l(kqc,_Hl(kqc,G)) > H3(kqc,G) 

3.1.3.3. Th4or~ne. L'app!ication (3.1.3.1) est bijective. 

3.1.3.4. Preuve. Le th4or~me sera une consequence du lem~ae des cinq si on sait 

prouver que les applications Q,Q,@ dans le diagrarmme (3.1.3.2) sont bijectives. 

Pour Q et Q cela suit de 3.1.1.1. Pour pouvoir appliquer ce m~me crit~re & @, 

il faut savoir, d'abord que les pr4faisceaux Hl(kpf,G),Hl(kqc,G) coincident, ee qui 

r4sulte de 3.1.2, puisque Hl(kpf,G) est un foncteur localement de pr4sentation 

finie ; ceci r~sulte aussitDt de EGA IV § 8 . 

3.1.4. Le morphisme de sites kqc > kpf induit un foncteur image inverse 
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(GIRAUD [I],V 1.2) 

(3.1.4.1) 

qu'on notera 

canonique 

L: >L # Si 

LIEN(kpf) > LIEN(kqc) , 

G est un k-sch4ma en groupes, on a un isomorphisme 

lien(G) # ~ lien(G) 

oO le premier lien(G) d4signe le lien attach~ ~ G pour la topologie fppf , le 

second celui correspondant ~ la topologie fpqc. 

On dira qu'un lien L sur kpf (resp. kqc ) est alg4brique affine s'il est 

d~fini localement par un groupe affine de type fini. 

3,1.4.1. Proposition, Soit L un lien al$4brique affine sur kpf . 

morphism e de faisceaux fppf 

(3.1.4.2) Aut(L) > Aut(L #) 

induit par le morphisme de champs (3.1.4.1) est un isomorphisme. 

Alors, le 

3.1.4.2. Preuve. Le probl~me 4rant local pour la topologie fppf , quitte 

remplacer k par une extension finie, on peut supposer L d~fini par un k-groupe 

affine de type fini G . Ii s'agit alors de prouver que le morphisme de faisceaus 

fppf 

Aut ext(G) > Aut ext'(G) 

est un isomorphisme, o~ Autext(G) = Aut(G)/Int(G) , le quotient ~tant pris au sens 

de la topologie fppf (SGA 3, expos~ IV), et Autext'(G) = Aut(G)/Int(G) , le quotient 

~tant pris au sens de la topologie fpqc. Ici Int(G) = G/Cent(G) , le quotient ~tant 

le m~me pour les deux topologies ; ceci provient de la repr~sentabilit~ de Int(G) 

(lot.tit., Vl, 11.17 et Vlll, 6.7). 

Spf) 

Soit S un k-schema ; on a une suite exacte de faisceaux sur Sfppf (not~ 
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1 ~ Int(G S) ----> Aut(G S) > Autext(G S) > 1 , 

dont l'image inverse par le morphisme de sites Sqc > Spf s'identifie 

1 > Int(G S) > Aut(G S) ~ Autext'(G S) ~ i 

En ~crivant $es suites exactes de cohomologie, on obtient un diagramme 

cormnutatif, 

1 > Int(G)(S) 9 Aut(Gs) ----> Autext(G)(S) > Hl(Spf,Int(Gs )) > HI(Spf,Au___~t(Gs )) 

I® i® I® I® ;® 
I > Int(G)(S) > Aut(G S) ~ Autext'(G)(S) > Hl(Sqc,lnt(Gs )) ~" Hl(Sqc,Aut(Gs)) 

Les applications Q , Q  sont des identit~s ,Q est une bijection en vertu des 

remarques pr~c~dentes et de 3.1.2 a), 5 est injectif par 3.1.2. Un diagram-chasing 

facile prouve alors que l'application Q est bijective. 

3.1.4.3. Remarque. Notons £ (resp. ~') la sous-cat~gorie de Lien(kpf) (resp. 

Lien(k )) ayant comme objets les liens alg~briques affines et comme morphismes les 
qc 

isomorphismes entre ces liens. La proposition dit alors que le foncteur 

(3.1.4.3) £ > £' 

induit par (3.1.4.1) est pleinement fiddle. Soit M un objet de £' , il existe 

alors une extension finie de k sur laquelle M est repr~sent~ par un groupe affine 

de type fini. En effet, soit A une k-alg~bre # O sur laquelle M est repr~sent~ 

par un groupe affine de presentation finie. Des arguments standard (voir EGA IV, §8) 

prouvent que ce groupe provient d'une sous-alg~bre de type fini de A ; on voit ainsi, 

en prenant un ideal maximal de cette sous-alg~bre qu'il existe une extension finie 

k I de k et un kl-groupe G 1 affine de type fini tel que M et G 1 soient 

loealement isomorphes pour la topologie fpqc. Ils le sont alors aussi pour la 

topologie fppf , parce que le faisceau quotient Autext(G I) = Autext'(G I) est 

localement de presentation finie cormne on le voit aussitSt (3.1.2, b)). 
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3.1.4.4. ThEor~me. Le foncteur (3.1.4.3) est une Equivalence de categories. 

3~1.4.5. Preuve. Soit M un objet de ~' , k'/k une extension finie telle que sur 

k' , M provient de £ (voir 3.1.4.3) 

~ ,  -~ (L,)# 

En utilisant 3.1.4.1, on voit que la donnEe de descente ~vidente sur Mk, dEfinit 

une donnEe de descente sur L' . Comme LIEN(kpf) est un champ sur kpf et que k'/k 

est une extension finie, c'est une donn~e de descente effective, et on obtient un 

lien L sur k avec 
pf 

L# _~ M 

3.1.5. ThEorgme. Soit Q une catEgorie fibr~e sur SCh/k . Alors, Q est une 

serbe tannakienne algEbrique pour la topolo$ie fpqc si et seulement si elle l'est 

pour la topologie fppf. 

La preuve se decompose en plusieurs pas. 

3.1.5.1. Lemme. Soient S un schema, e t Q un champ sur Sfppf tel que localement 

pour la topologie fppf, Q est un champ pour la topologie fpqc. Alors, Q est un 

q hamp pour la topologie fpqc. 

3.1.5.2. Preuve. Le fair que les morphismes se recollent est une consequence de 

ce que pour un faisceau fppf F la propri~tE " F est un faisceau fpqc " est de 

nature locale pour la topologie fppf. La verification du fait que les objets se 

recollent est du m~me style. Soit [R i > T} un recouvrement fpqc d'un S-schEma 

et soient x E ob QR. des objets dans les fibres de Q munis d'une donnEe de 
i 

i 

. (xi) R ~ (Xj)Rj i Par hypoth~se, il existe un recouvrement fppf descente fji : ij 

[T~ > T} tel qu'au-dessus des T'~ , Q soit un champ fpqc. En prenant l'image 

inverse de la donnEe de descente ((xi),(fij)) par les morphismes T'~ > T on 

trouve des donn~es de descente, qui sont effectives, et donnent lieu ~ des objets 

x'~ E QT' " Par construction, la famille (x')~ se trouve canoniquement munie d'une 

T , 
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donn4e de descente par rapport au recouvrement {T~ > T} , qui est effective parce 

que Q est un champ fppf . 

3.1.5.3. Le lemme pr4c4dent entraSne aussitOt que si Q est une gerbe tannakienne 

alg4brique pour fppf , alors elle l'est aussi pour fpqc . II reste ~ prouver que 

si Q est une gerbe tannakienne alg4brique pour fpqc , elle l'est aussi pour fppf , 

i.e. qu'il existe une extension finie k' de k avec Qk' # @ " Soit L le lien 

de ~ . 

a) Cas o~ L = lien(G) , G u n k-groupe. Ii suffit 4videmment de prouver, 

compte tenu de 3.1.5.1, que l'application 

H2(kpf,L) > H2(kqc,L) 

est bijective. Puisque L = lien(G), ces ensembles sont non vides (il y a au moins 

la gerbe des torseurs sous G) , et on se famine grgce ~ GIRAUD [I], III 3.3.3., 

au cas o~ G est commutatif, cas qui a 4t4 r4solu en 3.1.3.3. 

b) Cas $4n4ral. On sait, par 3.1.4.4, qu'il y a une extension finie kl/k 

telle que L est repr4sent4 par un groupe G I . Ii r~sulte de a) qu'il existe une 

extension finie k'/k I avec ~, # @ . 

3.1.6. Corollaire. 

Alors, l'app!.ication 

Soit L un lien al$~brique affine sur 

(3.1.6.1) H2(kpf,L) ~ H2(kqc,L) 

es t b ijective, et induit une bijection 

(3.1 6.2) He(kpf,L)' > H2(kqc,L) ' 

k (voir 3.1.4.4). 

3~2. Cat~$ories tannakiennes. 

3.2.1. Soit C une cat~gorie ab~lienne k-lin~aire (k ~tant un corps) munie d'une loi 
--o 
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® ACU k-lin~aire. On dit que C est une cat4$orie tannakienne sur k si elle est 
--O 

rigide (I 5.1 i), et si de plus, il existe une extension k'/k , et un foncteur rigide 

k-lin~aire 

w 
O 

C > Modf (k') 
--O 

qui soit fiddle et exact. On supposera aussi que C est petite (i.e. l'ensemble 
--O 

des classes d'isomorphisme d'objets de C est un 416ment de l'univers ambiant). On 
--O 

notera qu'une cat6gorie tannakienne est ~ la fois noeth6rienne et artinienne (GABRIEL 

[i],II 4). En effet, elle est petite par hypoth~se, et ~ l'aide d'un foncteur "fibre" 

tel que w ° , on voit que ses objets sont de longueur finie. Une cat6gorie tannakienne 

C est neutre si dans la d4finition pr4c4dente, on peut faire k' =k . 
--O 

3.2.1.1. Si C , D sont des cat4gories tannakiennes sur k , les morphismes de 
--O --O 

C dans D sont les foncteurs k-lin4aires fiddles et exacts C > D rigides 
- - 0  - - 0  - - 0  - - 0  

(1 5.2.1), i.e. munis d'une structure de ®-foncteur ACU. 

3.2.1.2. Soient C une cat~gorie tannakienne sur k , S un k-schema. Rappelons 
--O 

qu'on d~signe par Loclib(S) la ~-cat~gorie ACU r(S,Os)-lin4aire des Os-Modules 

localement libres de rang fini. On appelle foncteur fibre sur C ~ valeurs dans S 
--O 

un ~-foncteur ACU k-lin~aire et exact C > Loclib(S) ; si S # ~ , on volt comme 
--O 

en 4.2.1, qu'il est aussi fiddle. Si on prend cormme morphismes de foncteurs fibre les 

~-morphismes unif~res, on obtient une cat~gorie F ibo(C_o,S) . La collection de ces 

categories d~finit de fa~on naturelle une cat~gorie fibr~e FIBo(~o) sur SCh/k . La 

th~orie de descente fpqc (SGA i, Vlll)montre aussitSt que FIBo(~o) est un champ sur 

le site kqc obtenu en munissant SCh/k de la topologie fpqc . On volt ~galement, 

par (I 5.2.2 et 5.2.3) que les fibres Fibo(~o,S) de ce champ sont des groupoldes. 

Si w : C .... > Loclib(S) est un foncteur fibre, son S-groupe d'automorphismes 
--O 

Aut~(~) est appel~ le groupe d'holonomie de C en w (voir Vl, 1.2). 
--O 

En fair, FIB (C) est une gerbe tannakienne sur k , comme il r4sulte du 
o--o qc 

th6or~me ci-dessous. 

3.2.2. Th~or~me. Soit Co une cat~$orie tannakienne sur un corps k , et d~signons 
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par C la ®-cat~$orie ACU k-lin~aire des ind-objets de --oC , C = Ind(C.o ) (voir II 

2.3.4). Alors, C est une cat~$orie ind-tannakienne sur 

C > C induit une ~quivalence de champs --o -- 

(3.2.2.1 FIB(~) .,> FIB (C) 
o--o 

k et le ®-foncteur canonique 

3.2.2.1. Remarques pr~liminaires g la preuve. On a une ~quivalence de categories 

(3.2.2.2 o 
_C --~ SeXk(Co,MOd(k)) 

o3 SeXk(~,Mo___jd(k)) d@signe la cat4gorie des foncteurs k-lin4aires exacts gauche 

C ° > Mod(k) (voir II 2.3.4 2) Le foncteur canonique C > C s'identifie 
--o " " --o -- 

au foncteur pleinement fiddle. 

C > SeXk(C~,Mod(k)) 
--o 

qui ~ X E ob C associe le foncteur 
--o 

X(Y) = Hom(Y,X) . 

De m~me, si A est une k-alg~bre, la cat~gorie ~(A) s'identifie g la cat~gorie 

SeXk(~,Mod(A)) des foncteurs k-lin~aires C ° > Mod(A), qui sont exacts g gauche. 
--o 

Le foncteur canonique iA/k : ~ > ~(A) (II, 1.5.2) devient le foncteur 

S.eXk(~,Mod(k)) > SeXk(~,Mod(A)) 

C ° qui envoie un foncteur k-lin~aire exact ~ gauche F : --o > Mgd(k) dans F A d~fini 

par 

FA(Y) = A ®k F(y). 

Le foncteur JA/k : C(A) > _C adjoint ~ droite de iA/k devient l'inclusion 

~vidente. On en d~duit par exemple que si X,Y E ob --oC , et si on note X A ' YA 

les objets de _C(A ) qu'on obtient par application de iA/k , l'application 

HOm£o(X,Y) > HOm_C(A)(XA,Y A) 

induit une bijection 
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(3.2.2.3) A ® k HOm~o(X,Y) ~ H°m_C(A)(XA'Y A) 

Soit maintenant m : C ----> Modf(k') un foncteur fibre sur C ~ valeurs 
O --O --O 

dans une extension k' de k . Ii d~finit un ®-foncteur ACU fiddle exact 

w : ~ > Mo___~d(k'), et encore un ®-foncteur ACU k'-lin~aire w' : ~(k') > Mod(k') 

rendant le triangle 

C > C(k,) 

Nod (k ' ) 

commutatif ~ isomorphisme canonique prgs. Un premier pas dans la d~monstration du 

th~or~me consiste ~ prouver que w' est fiddle et exact ; malheureusement, ceci n'est 

pas aussi trivial qu'il le paraSt au premier abord, et dgpend fermement de ce que C 
--O 

est une cat~gorie tannakienne. 

3.2.2.2. Construction d'une $erbe auxiliaire. 

a) Le foncteur fibre w : C > Modf(k') 
O --O 

II 1.3.3.3, un k'-monolde affine G' , 

d~finit de la fa~on d~crite en 

(3.2.2.4) G' = End®'l(w ) 
O 

On a G' = Spec(B') , oO B' est la k'-big~bre d~finie par 

(3.2.2.5) ' = End (~) 
' O 

On a d'ailleurs des isomorphismes 

(3.2.2.6) 

v 
B' --~ End(w) --~ End(w') 

~ '  _~ End®'l(oo) _~ End®, l (w ,  ) 

on remarquera aussi que G' est un groupe, i.e. 
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End®'l(~o ) = Aut®(~o ) , 

ce qui r~sulte des remarques ~ la fin de 3.2.1. 

Ii est clair, par d~finition de G' , que ~ et w prennent leurs valeurs 
O 

dans la cat~gorie des G'-modules ; on a des triangles cormnutatifs 

(3.2.2.7) 

C o > RePo(G,) 
--O 

oo\ /o o' 
Modf (k ' ) 

C > Rep (G') 

o\ /oo 
Mod (k') 

b) On d4finit une sous-cat~gorie fibr4e Q de FIBo(~o) de la faqon suivante : 

si S est un k-sch4ma, QS est la sous-cat~gorie pleine de Fibo(~o,S) ayant comme 

objets les foncteurs fibre ~ : C ----> Loclib(S) qui se factorisent localement par 
--O 

G' 
w ° . En termes pr4cis, V appartient ~ QS s'il existe un recouvrement fpqc 

[S i > S] de S et des carr4s commutatifs 

S. 
i 

I 
> Spec(k') 

> Spec(k) 

tel que les diagrammes de ®-foncteurs 



197 - 

N 
w o 

C 
--o 

Loclib (S) 

> 

> 

Re p O (G') 

G' 
(Wo)S. 

l 

Loc lib (S i ) 

soient con~nutatifs g ®-isomorphisme pr~s. 

La propri~t~ pour ~ d'appartenir~ QS est locale en S pour la topologie 

fpqc, comme il r~sulte de la d&finition. Ceci entraSne que Q est un champ sur k 
qc 

En fait, ~ est m~me une gerbe : on a d~j~ remarqu~ que ses fibres sont des groupoTdes, 

la fibre ~, est non vide (elle contient w o) , et enfin, par d~finition, tousles 

objets de ~S sont localement isomorphes. 

Le ®-foncteur fiddle et exact ~ : C 
o --o 

gerbes sur k' 
qc 

> RePo(G') d~finit un morphisme de 

(3.2.2.8) FIBo(RePo(G')) > Q/k' 

G f 
Celui-ci est une Equivalence. En effet, 

o 
qui est un objet de la premiere gerbe 

au-dessus de k' , s'envoie par ce morphisme dans w , et il suffit de prouver que le 
o 

morphisme de faisceaux 

A_®~ C' Aut®(~ ° u__~c ~w ° ) > -- ) 

est un isomorphisme (GIRAUD [i], IV, 2.2.6) ; or ce morphisme s'identifie au morphisme 

identit~ de G' 

c) Soit X un objet de C . La correspondance qui ~ chaque objet ~ de 
--o 

QS ' ~ : -oC ~ Loclib(S) , associe ~(X) , est une representation de la gerbe ~ . 

On obtient ainsi un ®-foncteur ACU k-lin~aire C > Rep(~) , ou encore 
--o 

(3.2.2.9) C > Rep(Q) . 

Celui-ci est manifestement exact. Ii est aussi fiddle. En effet, si X E ob(~) est 

envoy~ en l'objet nul, on a en particulier ~(X) = O ,donc X = O . 
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En outre, si on identifie Rep(Q)(k,) ~ Rep(Q/k,) g Rep(G') en utilisant 

(3.2.2.8) et II (3.2.3.1), le foncteur d~duit de (3.2.2.9) en ~tendant les scalaires 

de k ~ k' s'identifie au foncteur ~' : ~(k') > Rep(G') d~duit de 

: C > Rep(G'). On en d~duit que le foncteur ~' est exact et fiddle. 

3.2.2.3. Le foncteur (3.2.2.9) est une ®-~quivalence. Ii suffit de prouver que 

~' : ~(k') ~ Rep(G') est une ~quivalence : 

a) La collection des objets Xk, (X E ob -oC ) est une famille de g~n~rateurs 

pour la categoric ~(k') " En effet, si F,G : --oC > Mod(k') sont des objets de 

~(k') ' on a 

Hom(Xk,,F) = F(X) 

donc un morphisme F > G 

Hom(Xk,,F) > Hom(Xk,,G) 

En outre, les Xk, 

en effet, on a vu que m' 

de rang fini sur k'. 

Hom(Xk,,G) ~ G(X) 

est un isomorphisme si et seulement si pour tout 

est une bijection. 

X , 

sont des objets noeth~riens (et artinien~ de ~(k') ; 

est exact et fiddle, et w'(Xk,) = ~o(X) est un G'-module 

On en conclut que ~(k') est une cat~gorie localement noeth~rienne. 

b) Soit (~o)(k ,) la sous-cat~gorie pleine des objets noeth~riens de 

C'est une sous ~-cat~gorie, et w' induit un ®-foncteur ACU k'-lin~aire 

C(k, ) • 

~' : (C o ) ----> RePo(G' ) o -- (k') 

qui est fiddle et exact. Pour prouver que ~' est une ~quivalence, il suffit de 

prouver que celui-ci est une ~quivalence. On a un triangle commutatif 

%D O 

(Co)(k,) ..... > RePo(G') 

Modf (k ' ) 
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et (Co)(k ,) s'identifie par ~'o ~ la ®-cat~gorie RePo(H') , oO H' = --Aut®(~) 

(II 4.1.i). Mais on a 

Aut®(w ') _~ Aut®0~ ,) , 
o 

d'o~ il r~sulte par (3.2.2.6) que le morphisme induit G' ----> H' 

On conclut aussit6t. 

est un isomorphismeo 

3.2.2.4. Fin de la d~monstration. Ii suffit ~videmment de prouver que Q = FIBo(~o), 

c'est-~-dire que pour tout k-schema S , tout foncteur fibre ~o : --oC ) Loclib(S) 

v~rifie la condition de 3.2.2.2 b). II est clair qu'on peut supposer S affine, 

S = Spec(A). Soit v : ~ > Mod(A) le ®-foncteur ACU fidgle et exact qu'on d~duit 

de ~o (on suppose A # O , autrement il n'y a rien ~ prouver). 

Si A' = k' ®k A , on remarque qu'on a un isomorphisme eanonique de categories 

k'-lin~aires, 

M od(A)(k,) --~ Mod(A') 

(cette remarque s'applique clairement ~ une situation plus g~n~rale), done on a un 

carr~ commutatif ~ ®-isomorphisme pros 

C " > C(k,) 

N o d ( a )  ....... ~ Mo___dd(a' ) 

o~ ~' est un foncteur fibre sur ~(k') ~ R~(G') ~ valeurs dans A' . II est 

G 
alors localement isomorphe pour fpqc au foneteur W (II 3.2.3), ce qui conclut la 

preuve du th~or~me. 

3.2.3. Soit Q une gerbe tannakienne sur un schema S , et notons R__e~o(Q) la 

®-cat~gorie F(S,Os)-lin~aire des foncteurs cart~siens Q ~ LOCLIB(S) , o~ 

LOCLIB(S) est le champ sur Sfpqc des Modules localement fibres de rang fini. 
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Voici l'explicitation que le th~or~me precedent permet de donner des categories 

tannakiennes. 

3.2.3.1. Scholie. Soit C une cat~gorie tannakienne sur k ; le champ FIBo(C o) 
--O . . . . . . . . . .  

est une serbe sur k , et le ~-foncteur ~vident 
qc 

(3.2.3.1) --oC > RePo(FIBo(C--o )) 

est une ~quivalence de ca t~$ories tannakiennes. On a d'autre part une ~quivalence de 

serbes FIB(~) ~-> FIBo(~o) o~ C = Ind(~o). 

3.2.3.2. La ®-cat~gorie RePo(Q) est ~videmment une cat~gorie tannakienne et le 

scholie r~sulte aussitDt de 3.2.2 appliqu~ h C et ~ RePo(FIBo(C)). 
--O 

3.2.3.3. Soient C , D des categories tannakiennes sur k , et soit H°m(Co'D)- --o la 
--O --O 

cat~gorie ayant comme objets les morphismes de C dans D (voir 3.2.1.i) et 
--O --O 

comme morphismes les ~-morphismes unif~res entre ces ®-foncteurs. On prouve facilement 

que le foncteur 

(3.2.3.2) Hpm(~o,Do ) > Hom(FIBo (Do), F IBo (~o)) 

obtenu par fonctorialit~ de la formation de FIB est une ~quivalence de categories. 
o 

3.2.4. Extension des scalaires. Soient C une cat~gorie tannakienne sur k , A 
--O 

une k-alg~bre, et posons Q = FIBo(~o). L'~quivalence (3.2.3.1) autorise ~ poser 

(3.2.4.1) (_Co)(A) = RePo(Q/A) ; 

Cette notation est surtout valable lorsque A est un corps, auquel cas la @-cat~gorie 

(Co)(A) est tannakienne sur 

L'image d'un objet X 

A et r~sout le probl~me universel qu'on devine. 

de C par le foncteur "extension des scalaires" 
--O 

c > (Co) (A) --O 

sera not~ X ® A , ou X A . Ii r~sulte de (3.2.2.3) que ce foncteur induit des 
k 
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isomorphismes 

(3.2.4.2) Hom(X,Y) ~k A ~ > Hom(XA,Y A) 

pour X , Y E ob C . En particulier, les k-vectoriels Hom(X,Y) sont de rang fini 
--O 

sur k , puisque pour un A convenable, (~o)(A) est de la forme RePo(G). 

3.2.4.1. Soit k'/k une extension de k et posons 

C I = Cc ) 
--o "--~O (k') " 

II r~sulte de la d~monstration de 3.2.2 que la famille des objets Xk, (X E ob --oC ) 

est une famille de g~n~rateurs de -oC' . De m~me, si (Xi)iE I est une famille de 

g~n~rateurs (resp. de ®-g~n~rateurs voir 4 3 i) pour C , il enest de m~me de 
' " " --O 

(Xi®k k' ) pour C' 
--O 

3.2.4.2. Propositi.on. Soient X , Y E ob C , et supposons que X et Y soient 
--O - -  

localement isomorphes pour fpqc , i.e. qu'il exist e une k-al$~bre A ° # 0 et un 

isomorphisme X A _ YA ; alors, X _~ Y . 
O O 

3.2.4.3. Preuve. 

l'ensemble 

Soit Isom(X,Y) le k-foncteur qui ~ une k-alg~bre 

!som(X,Y)(A) = Isom(XA,Y A) 

A associe 

L'hypoth~se signifie que Isom(X,Y) est un torseur ~ droite sous le k-groupe 

Aut(X) pour fpqc. Or, si U = End(X) est la k-alg~bre des endomorphismes de X , 

U est de rang fini sur k , et (3°2.4.2) exprime que pour une k-alg~bre A on a 

Au___tt(X)(A) = (A® k U) 

D'apr~s EGA IV 2.5.8, tout torseur sous ee groupe est trivial, done 

Isom(X,Y) # ~ . 

3.2.5. Soit ~ une gerbe tannakienne sur k , correspondant par 2.3.2 ~ une cat~gorie 
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ind-tannakienne ~ = Rep(Q) . 

Rappelons que --oC = Re~o(Q) est la sous~-cat~gorie pleine de 

foncteurs cart~siens Q ) LOCLIB(k) , o2 LOCLIB(k) est le champ sur 

Modules localement libres de rang fini. Comme on le voit aussitOt, C 
--o 

cat~gorie tannakienne sur k , et on a un morphisme de gerbes 

Re R(Q) des 

k des 
qc 

est une 

(3.2.5.2) Q > FIBo (RePo (Q)) 

qui ~ un objet P de Q au-dessus d'un k-schema S , associe le foncteur fibre 

RePo(Q) > Loclib(S), F ) F(P). 

Ce morphisme est une ~qulvalence de gerbes si et seulement si C s'identifie 

Ind(C ) via l'inclusion C > C . Soit k' une extension de k telle que la 
-,o --o -- 

gerbe Q/k' soit neutre ; on voit facilement que les conditions pr~c~dentes ~quiva- 

lent encore ~ la suivante : les objets Xk, , pour X E ob --oC , constituent une 

famille de g~n~rateurs de la cat~gorie ~(k')" 

J'ignore si (3.2.5.2) est une ~quivalence pour route gerbe tannakienne Q . 

Voici deux cas dans lesquels la r~ponse est affirmative. 

3.2.5.1. PrOposition. S i Q est al$~brique (3.1.0), le morphisme (3.2.4.2) est une 

~quivalence de gerbes. 

3.2.5.2. Preuve. D'apr~s 3.1~5, il existe une extension finie k'/k et une ~quiva- 

lence de categories ind-tannakiennes 

C(k,) --~ Rep(G') , 

ofl G' est un k'-groupe affine de type fini. Soit X' un ®-g~n~rateur de RePo(G') 

(II 4.3.1). Par l'~quivalence pr~c~dente, X' correspond ~ un objet X de C , 

muni d'une action de k' , ~0 : k' > End(X). C'est~~-dire que X' = (X,q0) . Le 

G'-module Xk, n'est autre que X' ®k k' , est encore un ®-g~n~rateur de RePo(G') 

(loc.cit.), puisque l'extension k'/k est finie. Ii r~sulte de i~, d'abord que 

X E ob C o , ensuite que la collection des Yk' , pour Y E ob -oC , est un syst~me de 
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g~n~rateurs de la cat~gorie ~(k') d'o~ la preuve par les remarques ~ la fin de 

3~2.5. 

3.2.5.3. Proposition. Si le lien de Q est representable par un k-$roupe (affine), 

le morphisme (3.2.5.2) est une ~quivalenee de serbes. 

3.2.5.4. Preuve. Elle est semblable g la pr~c~dente. Soit G un k-groupe tel que 

lien(G) = L , o~ L est le lien de Q . On a un isomorphisme canonique 

G ~) lim G. , 

o~ les G. sont les k-groupes quotient de G qui sont de type fini (SGA 3, VI B 

11.13) ; de plus les morphismes de transition G. > G. sont fid~lement plats, 
l 3 

ainsi que les projections G ----> G. . Ii r~sulte alors de GIRAUD [I] IV 2.3.18 qu'il 
i 

existe un syst~me p r o j e c t i f  (Qi) de gerbes tannakiennes a lgf ibr iques ,  avec Qi 

li~e par le lien (G i) et le morphisme Qi > Qj li~ par lien(G.l > G.).j II 

r~sulte aussitOt de ceci, compte tenu du th~or~me 3.1.5 d~jg invoqu~, que Ind(C ) =C . 

3.2.6. Soient C une cat~gorie tannakienne sur k , k'/k une extension finie 

galoisienne de groupe r . Si L est le lien de ~ , l'ensemble des classes d'~qui- 

valence de categories tannakiennes li~es par L est en correspondance biunivoque 

avec l'ensemble H2(L) . D'autre part, si Z = Cent(L) , le groupe H2(Z) agit sur 

H2(L) en en faisant un pseudo-torseur sous H2(Z) (GIRAUD [i] IIl 3.3.3), et le 

choix de ~ ddfinit une bijection de H2(Z) sur l~ensemble des classes d'~quivalence 

de categories tannakiennes sur k li~es par L . Le groupe de cohomologie galoisienne 

H2(k,/k,z) = H2(F,Z(k ') 

correspond par cette bijection aux categories tannakiennes 

tels que ~(k') = ~(k') " 

Soit ~ : F X F > Z(k') 

donn~e de descente sur ~' = ~(k') 

D sur k li~es par L 

un 2-cocycle de r g valeurs dans Z(k'). Si la 

d~finissant C (1.2.4.1) s'exprime par 
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: C' > ~' 
y 

~y,,y : ~y,y ~ ~y, ° ~y 

celle d~finissant la cat~gorie tannakienne ~ correspondant g ~ s'exprime par 

Y 

(&y, = o &y,y [ o ~y)~ g(Y',Y)] o ~y,,y ~y'y [ ~ ~(y',y)] 

en se rappelant que ~(y',y) E Aut®(idc,). 

3.3. Cat~$ories tannakiennes alg~briques. 

3.3.0. Dans tout ce num@ro, on fixe un corps k . 

3.3.1. Une cat~gorie tannakienne C sur k est alg~brique si elle correspond par 

3.2.2 ~ une gerbe alg~brique sur k (3.1.0) ; cela revient ~ dire qu'il existe une 

extension de corps k'/k et une ~quivalence de categories tannakiennes 

~(k') ~ RePo(G') ' 

o~ G' est un k-groupe affine de type fini. D'apr~s 3.1.5, on peut choisir une 

extension k'/k finie. 

Les assertions suivantes r~sultent aussitSt de 3.1.5, 3.2.4.1 et II 4.3.2 a). 

3.3.1.I. Scholie. Une cat~$orietannakienne C sur k est alg~brique si et seule- 

ment si elle poss~de un ~-$~n~rateur (4.3.1). Dans ce cas, il existe un foncteur fibre 

sur C ~ valeurs dans une extension finie de k . S i L/k est une extension al$~bri- 

~uement ' close de k , e t w : ~ 9 Modf(L) un foncteur fibre, il existe une sous- 

extension finie de L/k ~ laRuelle w peut se r~duire. 

3.3.2. Soit Q une gerbe tannakienne alg~brique sur k , et posons ~ = RePo(Q) . 

Un objet X de ~ , i.e. un Q-module, est un foncteur cart~sien 
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X : Q > LOCLIB(k) . 

On dit qu'un Q-module X est fiddle si le foncteur X est fiddle ; cette d~finition 

coTncide avec la d~finition usuelle si Q = TORS(G). Ii r~sulte de 3.3.1.1 et II 4.3.2 

v 
a) que X est fiddle si et seulement si X • X est un ~-$~n~rateur. 

Signalons enfin un corollaire du scholie. 

3.3.2.1. Propqsition. Si C est une cat~$orie tannakienne sur k , C est 

r~union filtrante de ses sous-cat~$qries tannakiennes pleines qui sont al$~briques. 

3.3.2.2. Corollaire. Si C 

existe un foncteur fibre sur 

poss~de une famille d~nombrable de ®-$4n~rateurs, i_!i 

~ valeurs dans une extension a154brique de k . 

3.3.3. Soit ~ : C' > C 

morphisme de liens u : L 

reliant les propri~t~s de 

un morphisme de categories tannakiennes, li~ par un 

..... > L' . On peut donner, comme en II 4.3.2, un dictionnaire 

C ou de ~ ~ celles de L ou de u . Voiei par exemple : 

a) L est fini (i.e. localement repr~sent~ par un groupe fini) si et seulement 

si C poss~de un $~n~rateur (voir 2.6.1). 

b) (si k = O) L est pro-r~ductif si et seulement si ~ est semi-sSmple. 

c) (i) u est fid~lement plat (i.e. un ~pimorphisme de liens) si et seulement 

s i ~ est pleinement fiddle et tout sous-objet d'un ~(X') provient d'un so us- 

objet de X' (X' E ob C'). 

(ii) u est in~ectif (i.e. localement repr~sent~ par un monomorphisme de 

groupes) si et seulement si tout ob,let de ~ est sous-objet d'un quotient d'un 

w(x') (x' E ob _c'). 
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§ I. GRADUATIONS 

I.i. Graduations et co$~bres. 

i.i.I. Soient I un ensemble, ~ une cat4gorie. On d4note Gradl(c) la cat~gorie 

des familles d'objets de ~ index4es par I ; si ~ est la cat4gorie discrete ayant 

I com~ne ensemble dlobjets, on a 

G r a d I ( c )  = H o m ( ! , ~ )  . 

Si ~ est additive (resp. A-lin4aire, voir 1 0.1.2), il en est de m~me de 

G r a d I ( c ) .  S i  l e s  s o m m e s  d i r e c t e s  i n d e x 4 e s  p a r  I e x i s t e n t  d a n s  C o n  a u n  f o n c t e u r  

E : Grad l(c) > C 

muni de morphismes fonctoriels 

= > 2 (x 8) i i X : X 

faisant de ~(X~) la somme directe des objets X~ ; bien entendu, le couple (~,(i)) 

est unique ~ isomorphisme unique pros, et si ~ est une cat~gorie A-lin~aire, le 

foncteur E est aussi A-lin4aire. 

Si u : ~--->~' est un foncteur additif, et si on suppose que dans ~' 

sormmes directes existent, la donn~e d'une graduation de type I sur chaque u(X) 

(X 6 ob ~) , i.e. d'une d~composition 

les 

u(X) = e X' , 

~61 

qui d4pend de fa~on fonctorielle de X , revient g celle d'un couple (ul,~) d'un 

foncteur additif 

I u : C ~> Gradlic ')" - X~ > " " " ' ( u C t ( X ) )  
- -  ~61 

et d'un isomorphisme fonctoriel • : ~ u I N> u . 
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i.i.i.I. Si B est une A-cog~bre, I un ensemble, le A-module B (I) est naturel- 

lement une A-cog~bre, la somme directe de I exemplaires de B dans la cat4gorie de 

A-cog~bres ; ceci r4sulte aussit~t de II 1.2.2. lorsqu'on remarque que 

(B(1)~= (~)I , 

avec les notations de loc.cit. Le m~me raisonnement montre qu'on a un morphisme 

codiagonal de cog~bres 

V : B (I) > B 

qui est donn4 par 

On v4rifie facilement que 

A-lin4aire avec Gradl(comod(B)) 

V((b.)) = E b.. 
I I 

Comod(B (I)) s'identifie entant que cat4gorie 

et que le foncteur E : Gradl(Comod(B)) > Comod(B) 

n'est autre que le foncteur ~0 v d4fini par V (II 2.1.2). 

En particulier, si on note Gradl(A) la cat4gorie A-lin4aire Gradl(Mod(A)) 

des A-modules gradu4s de type I, on a un isomorphisme de categories 

Gradl(A) ~ Comod(A (I)) . 

1.1.2. Proposition. Soient B une A-co$~bre, I un ensemble. Les donn4es suivantes 

sont 4quivalentes. 

a) Une sraduation de # de type I , ~0 B = • ~i . 
i 

b) Un morphisme de A-co$~bres B ---> A (I) 

de type I, B = • B i. c) Une sraduation du B-comodule ~ sauche Bg g 

v 

d) Une famille (Ei)iE I , e i E B(A) v~rifiant 

dl) e, C. = 6.. 
i j lj 

d2) E ~i b = b (somme finie) pour b 6 B . 
i 

De plus, les conditions dl), d2) sur une famille (~i) ~quivalent ~ dl) e_~t 
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d3) ~ b e .  = b , b E B 
i i 

1.1.2.1. Preuve. L'4quivalence des donn4es a), b) r4sulte de la discussion i.I.I.I, 

celle de a), c) de II 2.4.4 et de la remarque qu'un sous-foncteur de B (resp. sous- 

comodule ~ gauche de Bg) qui est facteur direct est automatiquement relativement 

exact (resp. coplat). La donn4e d'une graduation de B , 
g 

B =~B i , 
g 

revient ~ celle d'une famille (~i)iEl , ~i 6 EndB(Bg) v4rifiant les conditions 

~i~j = 6ij 

q0i(b) = b b £ B 
i 

Puisqu'on a un isomorphisme de A-alg~bres (II 2.0.5) 

V 
B ~ > EndB(Bg) C t > (b i > cb) 

on voit l'4quivalence des donndes c) et d). 

Pour v4rifier la dernigre assertion de l'6nonc~, il suffit de prouver que si 

on suppose les conditions dl), d2) satisfaites pour une famille (e.) , pour tout 
l 

B-comodule ~ gauche M , le A-module M est somme directe de ses sous-modules ME. 
i 

(i61). (Ici et dans ce qui suit, on utilise librement le langage de II 1 et 2.0). 

Consid4rons le morphisme suivant de A-Modules 

HpmB (M,Bg) > Hom(M,Bg) I 

C~ I > (%0i o (~) 

c'est 4videmment un monomorphisme de ~-modules repr6sentables, donc son transpos4 

M (I) > M 

(m.) >Zm. e .  
1 1 1 

i 

est surjectif. II r4sulte de ceci et de dl) que M est somme directe de ses sous- 
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modules Me. (iEl). 
i 

I.i.2.2. Corollaire. Si B = Z B i = Z e. B 
i 

i i 

g a u c h e  B , l e s  p r o j e c t i o n s  B ~ c . B  f o n t  d e  
g 1 

cat~gorie des B-comodules ~ gauche des e.B . Si 
i 

a 

HO~B(M,¢i B) --~ (M~i)v  

est une graduation du B-comodule 

B le prodqit direct dans la 
g 

M est un B-comodule ~ gauche, o__p_n 

1.1.2.3. Preuve. Elle r~sulte facilement de la d~composition en somme directe 

M = Z M e, et de l'isomorphisme de A-modules (II 2.0.5) 
I 

HomB(M,Bg) ~ 

Le r~sultat que voici est une consequence facile de ce qui precede. 

i.i.3. Proposition. Soit u : B ----> B' un morphisme de A-cog~bres. Les donn~es 

suivantes sont ~quivalentes 

a) Une graduation de u (II 2.1.2) de type I . 

b) Un morphisme de A-cog~bres u I : B > B '(I rendant commutatif le triangle 

I 
B u > B,~I ~ t ~ 

\ /  
B'  

c) Une graduation de B'-comodule ~ gauche B de type I , 
g 

d) Une famille (ei)i~ I , e i E Cent(tu)(A) (II 2.1.3,1) v~rifiant 

d l )  e . e .  = 6 . .  
1 j z j  

d 2 )  ~ e b = b b E B 
1 

i 
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1.2. ®-Graduations et schemas en $roupes affines. 

1.2.1. Soient A un anneau, M un monoTde commutatif. On d~finit comme en SGA 3 

1 4.4. le A-mono~de affine DA(M) , qui a A (M) comme big~bre, le produit provenant 

de la multiplication dans M , le coproduit de la loi de A-alg~bre de (A(%)~ "" = A I 

On en d~duit par i.I.i.i et II 3.1.1 ii) qu'on a une ~quivalence de ®-cate- 

gories 

Rep(DA(M)) ~ ~ GradM(A) , 

respectant les foncteurs oubli. La loi ® sur GradM(A) est donn@e par 

(X n) ® (ym) = (Z ~) 

Z~= ~ xn®y m 

n+m=~ 

la contrainte ACU est induite par celle de Mod(A). 

La proposition suivante est consequence immediate de ce qui precede et de 

II 3.3.3. 

1.2.2. Proposition. Soit u : G ----> G' un morphisme de A-mono~des affine§, et soit 

M un mono~de commutatif. Ii revient au m~me de se donner une ®-graduation de type M 

du ~-foncteur w u : Rep(G') > Rep(G) ou un morphisme de A-monoldes DA(M) > Cent(u) 

(ce dernier n'~tant pas representable en g~n~ral). 

1.2.2.1. Corollaire. Si G est un A-monolde affine, il revient au m~me de se 

donner une ®-$raduation du foncteur identique de Rep(G) (une telle ~-$raduation est 

appel~e centrale) ou un morphisme DA(M) > Cent(G). 

1.2.2.2. Corollaire. Si 

une ~-~raduation de type 

DA(M)__ > G 9 

G est un A-mono~de affine, il revient au m~me de se donner 

M du foncteur oubli w G : Rep(G) > Mod(A) ou un morphisme 
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1.3. ~-$raduations de categories tannakiennes et de foncteurs fibre. 

Voici l'~nonc~ correspondant, qui, ~tant de nature locale pour la topologie 

fpqc, r~sulte de ce qui precede et de la d~finition des categories ind-tannakiennes 

(resp. tannakiennes), cf. chap. III. Ici, A d~signe un anneau, k un corps, S un 

k-schema, M un groupe commutatif. 

i) Soit w : ~ > ~' un morphisme de cat~$ories ind-tannakiennes (resp. 

tannakiennes) sur A (resp. sur k). Alors la donn~e d'une ®-$raduation de type M 

sur w revient ~ celle d'un morphisme de A-groupes (resp. k-groupes) 

D(M) > Aut~(~). 

2) Soit w : ~ > Loclib(S) un foncteur fibre sur une cat~gorie tannakienne 

~ valeurs dans S (III 3.2.1.2). Alors, la donn~e d'une ®-$raduation de type M 

sur w revient g celle d'un morphisme de S-groupes Ds(M) > Aut~(~). 

§ 2. FILTRATIONS 

Toutes les filtrations consid~r~es dans ce paragraphe sont d~croissantes 

index~es par 7z , et sont exhaustives s~par~es ; i.e. si un objet E dans une cat~- 

gorie ab~lienne estfiltr~ par des sous-objets FnE (n E Z~) , on a 

FnE ~ Fn+IE 

U FnE = E 
n 

N FnE = 0 

n 

2.1. ®-filtrations exactes de foncteurs fibre. 

2.1.1. Soient ~ une cat~gorie ind-tannakienne sur un anneau A, w : ~ > Mod(A) 

un foncteur fibre (III i.I). Une filtration F de w par des sous-foncteurs 
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exacts Fnw (nE~) est appel~e une ®-filtration exacte si les conditions suivantes 

sont v~rifi~es 

FE i) Si E E ob C , les sous-modules Fnw(E) sont facteur direct dans 

w(E). 

FE 2) Le foncteur gradu~ associe grF(w) est exact. 

FE 3) On a pour tout n E Zg , E,E' E ob C 

moyennant l'isomorphisme 

FnW(E®E ') = ~ FPw(E) ® FqW(E ') 

p+q=n 

w(E®E') =~ w(E) ® w(e'). 

On en dfiduit un foncteur fibre grF(w) , muni d'une ®-graduation (voir 1.2). 

2.1.1.1. Si ~ est une catfigorie tannakienne sur un corps k , m : ~---> Loclib(S) 

un foncteur fibre ~ valeurs dans un k-schfima S (III 3.2), on dfifinit de la m~me 

fa~on une ®-filtration exacte de w . Une telle filtration F donne lieu ~ un foncteur 

muni d'une ®-graduation de type ~ , i.e. (1.3) dtun morphisme 

m,S 

fibre w' = grF(w) 

de S-groupes 

> Aut®(W ' ) . 

On dfiduit facilement de ce que grF(w) 

E , E' E ob ~ , et moyennant l'identification 

commute avec les Hom, que si 

w(Hom(E,E')) ~ H om(wE,wE') , 

qu'on a 

(2.I.i.i) FPw(Hom(E,E')) = {u : wE > wE'/u(F n) C F n+p} 

En particulier 

(2.1.1.2) FPw(~) = (FI-Pm(E)) 1 

2.1.1.2. Remarque. D'un point de vue technique, il suffit de travailler avec des 
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®-filtrations sur des foncteurs fibre w : ~ > Mod(A) pour ~ une cat4gorie 

ind-tannakienne sur A . En effet, les 4nonc4s qu'on prouve sont en g4n4ral de nature 

locale pour la topologie de Zariski sur Spec(A) , et une lois prouv~s dans ce contexte, 

leur validit4 s'ensuit pour les ®-filtrations des foncteurs fibre C ---> Loclib(S) 
--O 

pour C une cat4gorie tannakienne sur un corps k S un k-schema. On peut donc 
--O 

G 
se limiter & prouver les 4noncds pour une ®-filtration du foncteur w , G un 

A-sch4ma en groupes affine et plat ; l'hypoth~se de platitude n'4tant d'ailleurs pas 

toujours n4cessaire. 

2.1.2. Soient G un A-groupe affine et plat, F une ~-filtration exacte de 

G 
w : R e~(G) ----> Mod(A) . Si E est un objet de Rep(G), i.e. un G-A-module, le 

A-module representable dual de E , E (II i.i.i), est muni d'une action & gauche de 

G : si A' est une A-alg~bre, g 6 G(A'), C E E(A') = HomA(E,A') , on pose 

-I 
g.c = cog 

En s'inspirant de (2.1.1.2), on d4finit une filtration de 

repr~sentables, naturelle en E 

(2.1.2.1) FP~ = (FI-PE) ± 

E par des sous-A-modules 

E ' E" 

Cette filtration est compatible avec les accouplements, dans le sens que si 

sont des G-A-modules, 

~0 : E' ®E >E" 

un morphisme de G-A-modules, on a que 

q0(FPE , ® Fq~) C F p+q E" 

Ceci r4sulte de l'identification (II 1.1.6) 

HomA(E' ® E,E") = Hom(E',E ® E") 

v 
et de ce que si ~ : E' ® E > E" est G-invariant, le morphisme correspondant 

E' > E ® E" l'est aussi. 
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2.1.2.1. Si B = Aff(G/A) est l'alg~bre affine de G , notons B d , Bad les 

G-modules obtenus en munissant B respectivement des actions ~ gauche suivantes : 

g.b(h) = b(hg) , g,h E G , b E B 

g.b (h) = b (g-lhg) 

Si le ~-module End(w) est muni de l'action ~ gauche adjointe, 

-i 
g : u t > gug , l'isomorphisme de ~-modules repr~sentables 

(2. I. 2.2) (Bad)v ~ End(w G) 

d~fini en II 2.1.1.3 est compatible avec les actions de 

ce qui precede que, moyennant cette identification, on a pour une A-alg~bre 

G . II r~sulte aussitOt de 

A' 

G /u(F n) c F n+p} (2.1.2.3) FPEnd(wG)(A ') = {u : w~, > WA, 

On a en effet un accouplement de G-modules 

B d ® End(w G) > B d b ® u 

2.1.3. Soient 

, > u(b) 

w , w' deux foncteurs fibre sur une cat~gorie ind-tannakienne munis de 

@-filtrations exactes F,F' . On peut consid~rer la partie de Isom~(w,W ') des 

®-isomorphismesrespectant les filtrations F,F' ; elle sera notre Isom. fil.®(w,w'). 

Si on se permet des extensions arbitraires de la base, on obtient un foncteur 

Isom. fil.®(~,~ ') . 

Si, de plus, on dispose d'un isomorphisme donn~ 

gr(~) ~ gr(w') 

de ®-foncteurs gradu~s (ce qui est le cas par exemple si w = w' , voir aussi 2.1.3), 

on a un sous-foncteur de Isom. fil.®(w,~'), not~ 

Isom ~! (w,~') 
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form4 par les ~-isomorphismes w ~ ~' respectant les filtrations et induisant 

l'identification donn4e sur les gradu4s associ4s. 

En particulier, si w = w' , on a des sous-groupes de G = Aut®(w) 

U c p c G 

e = AUt~F(W) 

U = Aut ®! (w) , 

et U est le noyau du morphisme 4vident 

> G' = Aut®(grF (~)) P 

2.1.4. Soient G un A-groupe affine et plat, F une ®-filtration exacte du 

foncteur oubli G : Rep(G) > Mod(A) . On vient de dCfinir des sous-groupes P, U 

de G = Aut®(wG). De fa~on plus gCn4rale, pour & E ~ , on dCfinit le sous-groupe 

U de G en posant, si A' est une A-alg&bre 

On a 

U&(A') = [u £ G(A')/Vp,u/FPw m idFp w 

P = U 
o 

mod F p+c~ W} 

U = U 1 

U D ~£~ U~+I 

Dans la proposition suivante, B d~signe l'alg&bre affine de G , I l'id~al 

d'augmentation de B , noyau de c : B > A . On remarque que I , ainsi que ses 

puissances I n , sont des sous-G-modules de Bad (voir 2.1.2.1 pour la d4finition de 

ce dernier) ; rappelons aussi qu'on a un isomorphisme canonique de G-~-modules 

Lie(G) ~ (I/12) w , 

o~ Li__~e(G) est muni de la representation adjointe. 
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2.1.4.1. Proposition. i) Le sous-$roupe 

ferm~ de G d'id~al ensendr@ par F I-~ I . 

U est representable par le sous-sch~ma 

2) On a Lie U = Fg(Lie G) . 

3) Si G est lisse, il en est de m@me des U 

2.1.4.2. Preuve. L'assertion i) r~sulte aussitSt de la d~finition de U 

l'explicitation de la filtration de Bad donn~e par (2.1.2.2), (2.1.2.3). 

et de 

Prouvons 2). Soit J l'id~al engendr~ par FI-~I , donc l'id~al d'augmen- 

tation de U est I = I/J . On v~rifie aussitDt que les images de J et de 

F I - ~ I  dans 1/12 c o i n c i d e n t ,  d 'o~  l a  formule (on u t i l i s e  i c i  FE 2))  

FI-~(I/I 2) = (12 ÷ J )/12 

D'autre part, on a l'identification naturelle 

I /12 = I/(12+j ) ; 

on en tire une suite exacte 

O > FI-~(I/I 2) > I/l 2 > I /I~ > O 

Le morphisme 1/12 > I /I~ a comme transpos~ 

Lie(U ) ----> Lie(G) 

d'o~ la formule cherch~e d'apr~s la d~finition (2.1.2.1) de la filtration de 

Lie(G) = (I/12) v. 

Prouvons 3). Puisque G est lisse, on peut supposer, quitte ~ localiser en 

A pour la topologie de Zariski, que 1/12 est libre et m~me qu'il existe une base 

adapt~e ~ la filtration de 1/12 (i.e. qui la scinde). Soient ~ C ~ , fl,..o,fk 

une base de FI-~(I/I 2) adapt~e ~ la filtration, avec f. E F~(i)(I/l 2) ; relevons- 
i 

la dans I en fl,.°.,fk , avec fi ~ F~(i)(1) . Pour prouver la lissit~ de U , 

il suffira de prouver (crit~re jacobien) que le compl~td J ¢-- B le long de I est 
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engendr~ par les f. . On prouve par r~currence sur n que 
i 

FI-~(I/I n+l) = Z f..Fl-~-M(i)(B/In+l) 
i 

i 

C'est clair pour n = 1 , et dans le sens ~ . Passons ~ n+l , n e I ; soit 

f C Fl-~(I/In+2)- Puisque Fl-~-~(i)(B/In+2) est image de FI-~-~(i)(B/I n+l) (on 

utilise encore FE 2)), l'hypothgse de r~currence permet de corriger 

s o i t  dans  I n + l / I  n+2 ~ s y m n + l ( I / I 2 ) .  Mais  on v ~ r i f i e  f a c i l e m e n t  que 

est image de E f. Fl-~-~(i)(symn(I/12)) , d'o~ l'assertion. 
1 

i 

f pour qu'il 

F l-~(symn+ i (I / 12 ) ) 

d'un foncteur fibre w ddfinit 

Soit maintenant, 

d'un morphisme de 

2,1.5. On a vu cormnent une ~-filtration exacte F 

un foncteur fibre grF(w) muni d'une ®-graduation (de type ~). 

W un foncteur fibre muni d'une ~-graduation (de type ~), i.e. 

groupes (1.3) 

i : G > G = Aut®(W) . 
m 

On obtient une filtration associ~e ~ i , notre F(i), sur w , qui est 

~videmment une ®-filtration exacte, et on a un isomorphisme de foncteurs fibre gradu~s 

Les groupes U (6 e O) 

On v~rifie aussitSt que 

centralisateur de i : 

W --~ grF(i) (w) 

d~finis en 2.1.4 seront notds 

U(i) = Ul(i) 

e(i) = Uo(i) . 

P(i) est le produit semi-direct de 

U (i). On posera aussi 

U(i) par le 

(2.1.5.1) P(i) = U(i).Cent(i). 

2.1.5.1. Remarque. Ii r~sulte de la formule (2.1.5.1) et de 2.1.4.1, i) que 

si i : G ~> G est un morphisme de ~ dans un A-groupe affine et plat, 
m m 

Cent(i) est representable par un sous-groupe fermi. L'hypoth~se de platitude 
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peut ~tre d'ailleurs lev6e. 

2.2. Scindases de ®-filtrations. 

2.2.0. Dans ce qui suit, ~ d6signe soit une cat6gorie ind-tannakienne sur un 

anneau A , soit une cat4gorie tannakienne sur un corps k . Suivant les cas, w 

d6signe un foncteur fibre w : ~ > Mod(A) ou un foncteur fibre w : ~ ~ > Loclib(S) 

valeurs dans un k-sch4ma S (volt 2.1.1.2). On pose 

G = Aut®(w) , 

2.2.1. Si w est muni d'une ®-filtration exacte F , un scindase de F est une 

®-graduation i de ~ telle qu'on air F = F(i) (2.1.5). On dit que F est 

scindable s'il existe un scindage, localement scindable (ou admissible) s'il 

existe des scindages localement pour la topologie fid~lement plate quasi-compacte 

sur la base A ou S . 

La donn~e d'un scindage de F revient ~ celle d'un isomorphisme de foncteurs 

filtr~s 

w' = grF(~) ~ w 

induisant l'identit6 sur les gradu6s associ~s, donc le foncteur (sur Ann/A , ou 

Sch/s) des scindages de F , not6 Scin(w,F) , n'est autre que le foncteur 

Isom~!(grF(w),~) et se trouve de ce fair muni d'une structure de pseudo-torseur 

gauche sous le groupe U = A ut®!(~) et de pseudo-torseur ~ droite sous le groupe 

U(i') correspondant ~ F(i'), la filtration d6duite de la graduation i' de w' , 

i' : ~ > G' = Aut®(w'). 
m 

On esp~re, c'est un probl~me ouvert, que toute ~-filtration exacte de ~ est 

admissible (c'est prouv6 en 2.4 pour les cas int6ressants en pratique, par exemple si 

G est un sch4ma en groupes r6ductif). Ceci signifierait que le pseudo-torseur 

pr6c6dent est un torseur pour la topologie fpqc. Dans ce qui suit, on s'int4resse 

surtout aux ®-filtrations admissibles. 
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2.2.2. Proposition. Soit G u_nn k-groupe alg4brique, et supposons k de caract4- 

ristique z~ro. Alors, toute ®-filtration admissible de G : RePo(G ) > Modf(k) e__!t 

scindable. 

2.2.2.1. Preuve. II r4sulte de SGA 3 XVII 3.5 que U est un groupe unipotent, 

et il suffit de remarquer que si U est un groupe unipotent en caract4ristique z4ro, 

H I tout torseur sous U (pour la topologie fpqc) est trivial, i.e. qu'on a (k,U) = O. 

Ceci r4sulte de ce que U est extension successive de groupes H a (loc.cit. 4.1.3) 

et du fait bien connu que Hl(k,~a ) = 0 (SERRE [ 2 3,X § 1 prop. i). 

2.2.3. Soit (w,F) un foncteur fibre muni d'une ®-filtration admissible. Au couple 

(w,F) on associe 

i) Le foncteur fibre w' = grF(w) , d'o~ G' = Aut®(@) 

2) Le morphisme i' : H > G' d~finissant la ®-graduation de w' 
m 

3) Le torseur ~ droite sous U(i') 

Q = Isom ~! (w' ,@) 

R4ciproquement si on a un triple (w',i',Q) d'un foncteur fibre ~' , d'un 

morphisme i' : Gm----> Aut®(@') et d'un torseur fpqc Q sous U(i') , on lui 

associe un couple (w,F) de la fa~on suivante : on pose 

p = Q xU(i')G ' , 

c'est un torseur ~ droite sous G' qui d4finit donc un foncteur fibre (voir II 

3.2.3.4) 
G' X U(i') W' " = P × w' = Q 

d'autre part le groupe U(i') agit sur le foncteur fibre filtr4 (w',F(i')) induisant 

l'identit4 sur le gradu4 associ4, d'o~ une ~-filtration admissible sur ~ = Q xU(i')w ' . 

On obtient ainsi un dictionnaire entre foncteurs fibre w munis d'une 

®-filtration admissible et entre triples (w',i'.Q) comme ci-dessus, cette derni~re 
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ne s'exprimant qu'en termes de foncteurs fibre gradu~s. 

2.2.3.1. Exemple. Soit k un corps non parfait de caract6ristique p , et posons 

G =C~ .~ 
p m 

le produit semi-direct de ~ , noyau de l'~l~vation g la puissance p-i~me dans 
P 

par  l e  groupe  m u l t i p l i c a t i f  ~ o p e r a n t  pa r  h o m o t h g t i e s .  
m 

a 

On va construire un foncteur fibre sur RePo(G) muni d'une ®-filtration 

admissible qui ne soit pas scindable. Pour cela, il suffit par 2.2.3 de construire 

un triple (w,i,Q) o~ Q ne soit pas trivial, ou encore de construire un couple 

(w,i) tel que Hl(kfpqc,U(i)) # O . On pose w = w G le foncteur oubli et 

i : ~ > G le morphisme ~vident ; on v~rifie aussitSt que U(i) = ~ , et la suite 
m p 

exacte de cohomologie associ~e ~ la suite exacte de faisceaux fpqc 

donne 

O > ~ ~ ~ ----> ~ > O 
p a a 

H I k/k p # O 
(kfpqc,~ p ) 

2.2.4. Soit W muni d'une ~-filtration admissible F ; pour chaque scindage de F 

donn~ par un morphisme i : ~ ---> G , le morphisme G ) P/U qu'on en d~duit est 
m m 

toujours le m~me. En fait, m~me si les scindages ne sont d~finis que localement pour 

la topologie fpqc , le morphisme precedent est d~fini globalement : c'est le seul 

rendant commutatif le triangle 

P/U 

G' = Aut(9(w' ) 

o~ la fl~che P/U ....... > G' a ~t~ d~finie en 2.1.3. 

On trouve ainsi un isomorphisme du foncteur Scin(w,F) des scindages de F 



223 - 

avec le foncteur des rel~vements de G > P/U ~ un morphisme ~ > P , l'action 
m m 

gauche de U sur ce dernier (correspondant ~ la structure de torseur sous U sur 

Scin(w,F)) 4tant la conjugaison. 

Dans le cas o~ G est r~ductif (voir V I.i et SGA 3 pour ce qui suit) on a 

d'autres r~sultats. 

2,2.5. Proposition. Soit w muni d'une ~>~filtration admissible, et supposons que 

G = Aut®(w) soit un schema en sroupes r~ductifs. Alors 

i) P @st un sous-$roupe parabolique de G , de radical unipotent U 

n 
(SGA 3 XXVI i.i et 1.6). Si i : @ > G d~finit un scindase de F e t ~ = • 

-- m nE~ 

est la sraduation correspondante de g = Lie(G) , on a 

ii 
Lie(P) = ~ g 

n~O -- 

de Levi 

2) Pour chaque scindase i : C m > G de F , Cent(i) est un sous-groupe 

pour P (loc.cit. 1.7), et le morphisme de foncteurs d~fini ainsi 

Scin(w,F) ...... > Lev(P) 

est un isomorphisme. 

3) Si la base est affine (i.e. si dans le second cas consider4 en 2.2.0, 

S est affine), la filtration F est scindable. 

On divise la preuve en plusieurs parties. 

2.2.5.1. La derni~re assertion de I) est mise pour m~moire et r~sulte de 2.1.4. 

2.2.5.2. Si on admet la partie I), l'assertion 3) r~sulte de SGA 3 XXVI 2.2. En 

effet, on y voit que tout torseur sous U est trivial, donc Scin(w,F) poss~de une 

section globale par d~finition de ®-filtration admissible. 
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2.2.5.3. Supposons qu'on a prouv4 que P est parabolique, et soit i : @ > G 
m 

d~finissant un scindage de F . On a alors une d~composition en produit semi-directe 

P = U(i).Cent(i) 

par 2.1.3. D'autre part, par DEMAZURE [I] 2.1.3 (iv), on sait que Cent(i) est un 

sous-sch~ma en groupes r4ductif de G , et il r4sulte aussit0t des d~finitions 

SGA 3 XXVI 1.6 , 1.7 que U = U(i) est le radical unipotent de P et que Cent(i) 

est un sous-groupe de Levi de P . Puisque la propri4t~ pour U C P d'etre le 

radical unipotent de P est locale pour fpqc , on a prouv4 cette assertion ind4pen- 

damment de l'existence de i : ~ > G . Enfin, l'application 
m 

Scin(w,F) > Lev(P) 

est compatible avec les actions de U , et est donc un isomorphisme puisque 

Scin(w,F) et Lev(P) sont des torseurs sous U (loc.cit. 1.9). 

2.2.5.4. 

topologie fpqc, on peut supposer que P = P(i) pour un 

alors construire un sous-groupe parabolique P' = P'(i) 

n 
les conditions de contenir Cent(i) et d'avoir ~ g 

n~O 
XXVI 6.1) ; de plus, Cent(i) 

II reste ~ prouver que P est parabolique ; le probl~me est local pour la 

i : ~ > G donn~. On sait 
m 

de G qui est caract~ris4 par 

conrae Alg~bre de Lie (SGA 3 

est un sous-groupe de Levi de P' , i.e. on a une 

d4composition 

P' = U'. Cent(i) , 

o~ U' est le radical unipotent de P' . II s'agit de prouver que P = P' . 

Prouvons P' c P ; il suffit de prouver que U' C P , et puisque tout le 

probl~ne est local con~ne on l'a dit au d4but, supposons que G est d~ploy~ muni d'un 

tore maximal T , que i : G ----> G se factorise par T et que G est muni d'un 
m 

4pinglage adapt4 ~ P' (loc.cit. i.ii). Ceci entraSne aussitOt (loc.cit. 1.12) que 

si M est le groupe des caract~res de T , i W : M > ~ le transpos~ de i (quitte 

localiser encore pour que i : ~ > G provienne d'un tel i ) on a 
m 
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U' = ~ Pr 
i~(r)>O 

avec les notations de loc.cit. Ii faut en d6finitive, prouver que pour route racine 

¢ P , ou encore que si Pr : G ~ P est r E M v4rifiant i~(r) > 0 , Pr a r 

d4fini par l'6pinglage, pour tout scalaire t et G-module E , si (enm) est la 

matrice de Pr(t) par rapport ~ la d6composition E = • E n d6finie par i 

E m (e : ----> E n) , alors e = O si n < m . 
nm nm 

Soit X un scalaire inversible, on a alors si 

Pr(t) = (enm) 

i(~)Pr(t)i(X) -I = (kn-menm) ; 

d'autre part on a l'identit6 fondamentale pour h dans T 

h Pr(t) h -I = Pr(r(h)t) 

d ' o h  
(ki~(r) 

Pr t) = (~n-menm) 

Si on prend n < m et les composantes E m > E n des deux matrices on trouve 

gauche une expression d4pendant de X i~(r) oh i~(r) > 0 et ~ droite une expression 

d4pendant de ~n-m o~ n-m < 0 ; ceci entraSne que e = O . 
n-m 

On vient de prouver que P' c P . Puisque P' est lisse et Lie(P)=Lie(P'), 

on conclut que P = P' . On aurait pu aussi se servir de la caract6risation suivante 

de P' 

P' = Norm( ~ gn) 

n~O-- 

(cf.loc.cit.), qui montre l'inclusion oppos6e 

n 
4vidermnent ~ g 

nz~O 

p r___ p, puisque P normalise 

2.2.6. On se place ici dans le premier cas consid6r6 en 2.2.0. Une @-filtration 

exacte de w est appel4e centrale si elle provient d'une filtration du foncteur 

identique de ~ . Si i : C m > G est un morphisme central de groupes, la filtration 
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F(i) qu'on en d~duit est centrale. Toutefois, la rEciproque n'est pas vraie en 

g~n~ral : si F est une filtration centrale et scindable de ~ , il peut ne pas 

exister de scindage de F d~fini par un ~ > G central. 
m 

2.2.6.1. Exemple. Soit k un corps de caract~ristique zero, G = ~a.~m le 

produit semi-direct de g par ~ operant par homoth~ties (i.e. "le groupe affine"). 
a m 

Si E est un k-vectoriel de rang fini sur k , la donn~e d'une action lin~aire de 

G sur E revient ~ celle d'une graduation de type ~ de E 

E =(gE n 

n 

et d'un endomorphisme v E de E v~rifiant 

VE(E n) c E n+l 

La graduation du G-module E provient du morphisme ~vident i : ~ > G , l'endo- 
m 

morphisme v E est le logarithme de l'automorphisme unipotent de E donn~ par 

l'action de 1E @a(k) . L'action de G sur E se r~cup~re en termes de v E et 

la graduation par 

~n 
(t,~).x = exp(tvE)(x) 

pour t E ~a ' }~ E ~m ' x E E n . 

G 
Si w = ~ est le foncteur oubli sur ~ = RePo(G) , on voit aussitSt que la 

filtration F(i) est centrale, mais i (ni aucun de ses conjuguEs n'est central). 

2.3. ®-filtrations opposEes. 

2.3.0. On maintient les notations de 2.2.0. 

2.3.1. Deux ®-filtrations exactes F , F de 

p E ~ le morphisme canonique 

(2.3.1.1) Fp w ~-#-l-p 

sont dites oppos~es si pour tout 

> W 
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est un isomorphisme. Si on est dans le second cas de 2.2.0, i.e. si ~ est une 

cat4gorie tannakienne sur un corps k et w : ~----> Loclib(S) un foncteur fibre 

valeurs dans un k-sch@ma S , les filtrations de chaque w(X) (X E ob ~) 

et on d~duit de DELIGNE [4 ] 1.2.5 que dans ce cas les filtrations F,F 

p+q # 0 si et seulement si pour 

(2.3.1.2) gr p grq(w) = 0 . 

Ii r@sulte aussi de loc.cit, que si on pose 

(2.3.1.3) m p = FPm n F-Pw (p E 7z) 

sont finies, 

sont oppos~es 

on obtient une Q-graduation de type ~ de ~ et qu'on a 

FPw = Z r 

r~p 

FPw = E w r 

-rep 

Ce dernier r~sultat est valable ~galement dans le premier cas ; si 

x E w(E) , il existe p,q tels que 

x E F p N Fq 

E C ob C , 

car les filtrations 

F,F sur F p N Fq sont finies, d'oO 

F,F sont exhaustives. De plus, les filtrations induites par 

FP~(E) N Fqw(E) = Fi~(E) n F-ira(E) 

p~i~-q 

et on obtient la d~composition voulue de x , et par suite de w , d'oO l'assertion. 

2.3.2. On peut interpreter les constructions pr~c~dentes comme fournissant une 

~quivalence de categories entre la cat~gorie de foncteurs fibre munie de deux 

~-filtrations exactes oppos~es et celle de foncteurs fibre munis d'une Q-graduation 

(de type ~) . 

Si (w,F) est un foncteur fibre muni d'une ®-filtration exacte, le foncteur 
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Scin(w,F) de scindages de F (2.2.1) est isomorphe canoniquement au foncteur 

Opp(w,F) des filtrations F oppos~es ~ F (de d~finition ~vidente). 

Dans le cas o~ 

l'isomorphisme 

G est un schema en groupes r~ductifs, on peut relier 

Scin(w,F) __. Opp(w,F) 

la th~orie des groupes de la fa~on suivante : soit P = AutF(W) le parabolique 

correspondant ~ F (2.2.5), alors pour chaque ®-filtration exacte F oppos~e 

F le parabolique P qui lui correspond est oppos~ ~ P , i.e. l'intersection 

P N P = Cent(i) (o~ i : ~ > G d~finit la graduation (2.3.1.3)) est un sous- 
m 

groupe de Levi commun ~ P et P (SGA 3 XXVl 4.3.3). On sait d'autre part que le 

foncteur Opp(P) des paraboliques oppos~es ~ P est un torseur sous le radical 

unipotent U de P pour l'action par conjugaison (loc.cit. 4.3.5). On a ainsi un 

diagramme d'isomorphismes de U-torseurs : 

Scin(w,F) --~ Opp(w,F) 

L e v ( P )  ~ Opp(P)  

2.3.3. Voici une g~n~ralisation de la notion de filtrations oppos~es. Soit 

j : @ > G un morphisme central d~finissant une ®-graduation 
m 

n 
w = (9 w. , 

nE2Z J 

not4e w = (9 w n s'il n'y a pas de confusion possible. Deux ®-filtrations exactes 

F,F de w sont dites oppos~es suivant j si le morphisme canonique 

Fp ~ (9 ~n+l-p w~3 ~ n3. 

est un isomorphisme. Dans le second cas consid4r~ en 2.2.0 ceci 4quivaut ~ la condition 

gr gr wj = O pour p+q # n 
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On voit de la m~me fagon qu'en 2.3.1 que la donn~e de deux ®-filtrations 

F,F oppos~es suivant j revient ~ la donn~e de deux morphismes il'i2 : ~m > G 

v~rifiant 

j = il.i 2 , 

ou encore d'un morphisme G X G ----> G rendant commutatif le triangle 
m m 

4 
G 

f 
m m 

Voici la recette pour passer d'une de ces donn~es ~ l'autre : si F,F sont 

des ~-filtrations oppos~es suivant j , la bigraduation de w correspondant au 

morphisme C × ~ ~ G est donn~e par 
m m 

w p'q = F p w~ +q N Fq ~+q 
J J 

Inversement, les filtrations F,F sont donn~es par 

F p w = ~ w r's 

rmp 

FP w = E w r's 

smp 

Signalons enfin, comment on r~cup~re la j-graduation ~ partir de ii,I 2 

Wj E 11 12 
p+q=n 

2.4. Structure des foncteurs fibre filtr~s. 

Les r~sultats de ce num~ro sont dos ~ P. Deligne. 

Th~or~me. Soient G u n A-groupe affine et plat, F une ~-filtration exacte sur 

G 
w (2.1.i). Alors, s i G est r~ductif connexe ou bien si A est un corps de c aract~- 

ristique z~ro et G de type fini, F est scindable ; s i A est un anneau de carac- 

t~ristique z~ro et G est lisse, F est localement scindable pour la topolo$ie de 

Zariski sur Spec(A) . En particulier, s i C est une cat~gorie tannakienne sur un 
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corps k , F u ne ®-filtration exacte d'un foncteur fibre ~ : ~ > Loclib(S) , 

F est scindable si k est de car. 0 , S est le spectre d'un corps et le lien de 

est alg6brique ou si le lien de ~ est r4ductif connexe et S est affine, 

localement scindable pour la topolozie de Zariski sur S s i k est de car. O e_.!t 

le lien de C est lisse. 

La derni~re partie du th4or~me suit de la premiere de la faGon habituelle 

(voir 2.1.1.2) ; celle-ci se ddcompose en plusieurs 4tapes. 

2.4.1. R4duction au cas d'un corps al$~briquement clos. R~duisons d'abord au cas 

d'un corps ; posons S = Spec(A) , et soit s E S . Au point s la filtration F 

se scinde par un morphisme i : ~ .... > P ; par platitude de P (voir 2.1.4), 
S m~s S 

celui-ci se r41~ve au voisinage de s en i : ~ ----> P . La filtration F se 
m 

d4coupe done suivant la graduation d4finie par i , et puisque ce d4coupage est 

trivial au point s il en est de m~me au voisinage. On prouve ainsi que la filtration 

se scinde localement pour la topologie de Zariski sur S , et dans le cas o5 G est 

r4ductif connexe ceci peut se faire globalement sur S par 2.2.5.3). Enfin, la 

r6duction d'un corps ~ un corps alg4briquement clos suit de 2.2.5 et 2.2.2. 

Par la suite on a donc affaire ~ un corps alg4briquement clos k , un k- 

groupe alg4brique G et ~ une ®-filtration exacte de w G : Rep(G) > Mod(k) , ou de 

4quivalente de wGo : RePo(G) > Modtf(k). Si k est de car. non nulle, ce fagon 

groupe est suppos~ r6ductif connexe. 

2.4.2. Cas o5 G est un tore. C'est trivial ; dans ce cas le scindage i : ~ --> G 
m 

est unique et s'obtient de la faGon suivante : si M est le groupe des caract~res 

de G , i~ : M ......... > ~ a comme valeur en m E M l'ordre pour la filtration F du 

G-module de poids m et de rang 1 . 

2.4.3. Cas o5 G est connexe semi-simple adjoint. Voici comment proc~de la preuve. 

On d4duit d'abord d'un lemme g4n~ral sur les groupes r~ductifs que P est un sous- 

groupe parabolique de G de radical unipotent U ; soit T un tore maximal de G 
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contenu dans P , et soit 

o c~ g = g • g 

~ER 

la d4composition de Caftan de l'algAbre de Lie de G suivant les caract~res de T ; 

ici R r M = Hom(T,G m) . 

Si pour ~ 6 R , on note f(~) l'ordre pour la filtration F du sous-espace 

de rang un g ~ (ceci a un sens car T C P , et la d4composition de Cartan est ainsi 

compatible avec F ) , on v~rifie que 

(2.4.3.1) 

f(-~) = -f(~) ~ E R 

f(~+8) = f(~) + f(~) ~,8 ~+ ~ E R . 

II r~sulte alors de Bourbaki, Groupes et alg. de Lie, chap. VI , prop. 19 , cor. 2, 

que f est le transpos~ d'un morphisme i : ~ ---> T . D'autre part, par construction 
m 

la filtration ddfinie par i sur g coincide avec F , et comme par hypothgse g 

est un G-module fiddle (pour la representation adjointe), on conclut par II 4.3.2 a) 

que 

F = F(i) . 

IIne reste qu'~ prouver les lemmes utilis~s. 

2.4.3.1• Lemme. Soient G u n k-groupe r~ductif connexe, P un sous-groupe lisse 

d__ee G , U un sous-$roupe unipotent distingu~ de P tel que dim U ~ dim G/P . 

Alors P est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U e t 

dim U = dim G/P • 

La derni~re assertion est consequence des deux autres comme il est bien connu. 

Comme d'autre part les sous-groupes paraboliques sont connexes, on peut supposer P 

connexe et U = rad (P) . Soient B' un sous-groupe de Borel de 
U 

r~ciproque de B' , U' l'image r~ciproque de rad (B') . Puisque 
U 

dim rad (B') , les hypotheses du lemme sont encore v~rifi~es par 
U 

suffit de prouver que 

P/U , P' l'image 

dim P/U = dimB'+ 

U' ~" P' et il 

p, t___ p est parabalique ; en d'autres termes on s'est ramend 
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b supposer que 

On a alors 

P est r~soluble, donc inclus dans un sous-groupe de Borel de B . 

dim G/P ~ dim G/B 

d'o~ P = B . 

dim U ~ dim rad B u 

dim G/B = dim rad B 
u 

2.4.3.2. Corollaire. Revenant aux notations du th~or~me, P est parabolique de 

radical unipotent U . 

Ii suffit de v4rifier (voir (2.1.4) que dim[Lie(G)/F°(Lie(G))] = dim FI(Lie(G)). 

Si on avait un isomorphisme de G-modules Lie(G) ~ Lie(G) v ce serait clair (par 

exemple si k est de car. O). Toutefois, il est suffisant de savoir que Lie(G) , 

Lie(G~ ont m~me image dans le groupe de Grothendieck R(G) , i.e. sont virtuelle- 

ment isomorphes. C'est ce qui r~sulte de SERRE [ 4 ] 3.6 , th. 4. 

2.4.3.3. V~rifions enfin les formules (2.4.3.1) ; la premiere d'elles utilise le 

m~me raisonnement que 2.4.3.2. Prouvons la seconde : si ~,~ , ~+~ E R , on a 

[g~,g~] = g~+~ 

[g= #+~]: gB , 

d'o~ 

f(~+~) ~ f(~) + f(~) 

d'o~ la formule. 

f(~) ~ f(-~) + f(~+~) = -f(~) + f(~+~) , 

F 1 2.4.4. Cas o~ G est fini. Dans ce cas la filtration F est triviale : = O . 

Ii suffit de prouver que la ®-graduation sur grF(~) est triviale ; elle est en effet 

d~finie par un morphisme G ) G qui ne peut ~tre que nul. m 
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2.4.5. Cas off G est r~ductif connexe. On dispose d'une isog~nie centrale 

a : G ----> G' X H , o5 G' est semi-simple adjoint, H un tore. Par 2.4.2, 2.4.3, 

G'× H 
il existe i : ~ > G' × H d~finissant la filtration induite par F sur w 

m 

Ii existe n > O tel que i n se rel~ve en i' : C > G , et pour toute repr~sen- 
m 

ration de G , triviale sur le noyau de a , i' d~finit la filtration F' d~duite de 

F en multipliant les indices par n (F 'p = FPn). Puisque pour tout G-module E il 

existe k tel que E ®k soit un G' X H-module, i' d~finit F' , et on conclut que 

i se rel~ve en ~ avec i' = ~n et que ~ d~finit F . 

2.4.6. Cas o~ car. k = O et G est r~ductif. Soit V un G-module fiddle. Vu 

ce qui precede, il suffit de v~rifier que la filtration F de V d~finit une filtra- 

GO G ° est r~ductif et tion de ~ , oN est la composante neutre de G . Puisque G ° 

k de car. 0 , il suffit de voir que tout ~l~ment de V®~ ® ~m , invariant par G ° 

est de filtration O . En effet, (V ~ ® ~m) G° est un sous-G-module de 

V®~ ® ~m qui provient de G/G ° ," on en conclut par 2.4.4. 

2.4.7. Cas o~ car. k = 0 . Soit N 

i '  : ~ > G/N . L ' a p p l i c a t i o n  
m 

le radical unipotent de G ° ," on dispose de 

F°(Lie G) > F°(Li@ G/N) 

~ t a n t  s u r j e c t i v e ,  on  p e u t  r e l e v e r  i '  e n  i : ~ ..... > G a v e c  
m 

Im(di) -- F°(Li__._~e G). 

Ceci signifie que la graduation d~finie par i est compatible avec F . Pour prouver 

que la filtration F coincide avec celle associ~e ~ cette graduation, on proc~de par 

r~currence sur la longueur d'un G-module E : si E est simple, E provient d'un 

G/N-module, et on applique 2.4.6 ; sinon, on d~visse en une suite exacte 

O > E' " > E > E" > O , 

somme directe des suites 

O ....... > E'C~ > E ~ > E ''ct ) O C~ E 

Par hypoth~se de r~currence E 'ct , E ''~ sont de filtration ct , donc E C~ aussi . 
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2.5. Un exemple : ®-filtrations associ4es g des 414ments unipotents. 

2.5.0. Dans ce num4ro, on fixe un corps k 

(voir GROTHENDIECK [i ] prop. 4 b)) que si 

revient au m~me de donner une repr4sentation lin~aire p : a 

automorphisme unipotent u (resp. un endomorphisme nilpotent 

d4terminant (mutuellement par le formulaire 

E 

N E 

unipotents de 

(II 3.3.1). 

de caract4ristique z4ro. Rappelons 

E est un k-vectoriel de rang fini, il 

> End(E) qu'un 

N ), ces donn~es se 

u = p(1) 

N = log(u) 

p(t) = exp(tN) . 

On peut donc interpr4ter RePo(G a) co,he la ®-cat4gorie des k-vectoriels 

de rang fini munis d'un automorphisme unipotent u E (resp. endomorphisme nilpotent 

) . Ii en r4sulte que si G est un k-groupe affine, l'ensemble des ~14ments 

G(k) s'identifie g l'ensemble des morphismes de groupe ~a > G 

2.5.1. La construction suivante est due ~ P. Deligne, voir aussi GRIFFITHS [ i] 

(9.11). Soit N un endomorphisme nilpotent d'un k-vectoriel de rang fini E . II 

existe sur E une filtration finie d4croissante 

conditions suivantes 

(2.5.1.1) N(FPE) c p+2 E F N 

(2.5.1.2) Si p a O , l'application induite par N p 

gr[p E > gr~ E 
FN N 

F N qui est la seule v4rifiant les 

est un isomorphisme. La construction de F p E se fair par r~currence sur 

remarquant que pour p >> 0 ~ E = E , F E = 0 . 

IP I en 
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2.5.1.1. La construction ainsi faite est fonctorielle en le couple (E,N E) et on 

~a 
v~rifie m~me que la filtration qu'on obtient de w est une ®-filtration. Toutefois, 

ce n'est pas une ®-filtration exacte, comme on s'en aper~oit aussitOt. 

2.5.2. Soient G un k-groupe affine, u E G(k) un ~l~ment unipotent, correspondant 

> G ou encore ~ un foncteur w : RePo(G) ----> RePo(~ ) donc ~ un morphisme P : ~a ' a 

rendant cormnutatif le triangle 

RePo(G) > RePo(~ a) 

Modf (k) 

G 
On associe ~ u une ®-filtration F(u) de w par la r~gle 

F(u) X = FNX 

oO X est un G-module et N X = log(u X) : c'est la filtration d~duite par w de la 

filtration d~finie sur w ~a en 2.5.1.1. Si G est pro-r~ductif , i.e. si la cat~- 

G 
gorie RePo(G) est semi-simple (II 4.3.2 f)), le foncteur grF(u) w est exact 

donc aussi fiddle et la ®-filtration F(u) est exacte (2.1.1). 

2.5.2.1. Exemple. Soit G = SL(2,k) , et soit 

G 
On obtient une ~-filtration exacte F(u) de , et on peut prouver qu'elle 

coincide avec la filtration F(i) d~duite du morphisme standard i : ~ ----> G 
m 

O ~- 

Pour ceci, il suffit de v~rifier qu'elles coincident sur un G-module fidgle 

E (II 4.3.2 a)). Posons E = k 2 avec base e I , e 2 muni de la representation ~vi- 
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dente de 

et que 

d'o~ 

G ; on v4rifie imm4diatement que pour la graduation d~finie par 

E 1 = ke 1 

E -I = ke 2 

1°g(uE) = ( oO ol ) 

F-PE = E p m i 

FOE = FIE = ke 1 

FPE = 0 p > 1 

i on a 

ce qui prouve l'assertion. On v~rifie de m~me que si F(i -I) 

oppos~e de F(i) d4finie par le scindage i (2.3), on a 

F(i -I ) = F(u') 

o~ 

U ! ---- 

est la ®-filtration 

2.5.2.2. On dira qu'une ~-filtration exacte cormne ¢i-dessus est de type unipotent. 

2.5.3. Proposition. Soit G u nn k-$roupe r4ductif (non n4cessairement connexe), 

F une ®-filtration de w G de type unipotent. Alors, F est scindable. De plus, s__~i 

k est al$4briquement clos et u E G(k) est un 414ment unipotent tel que F = F(u) , 

i l  e x i s t e  u n  m o r p h i s m e  S L ( 2 , k )  > G e n v o y a n t  0 e n  u ( v o i r  2 . 5 . 2 . 1 )  ; 

e n  p a r t i c u l i e r  F se . . . .d4dui t  p a r  c e  m o r p h i s m e  de  l a  f i l t r a t i o n  c o n s i d ~ r ~ e  en  l o c .  e i t .  

2.5.3.1. Preuve. Par 2.2.2 on peut supposer k alg~briquement clos, et aussi G 

connexe, puisque tout ~l~ment unipotent de G(k) se trouve dans G°(k) (i.e. G a 

est connexe !). D'apr~s KOSTANT [I] Theorem 3.4, il existe un morphisme 
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SL(2,k) ...... > G v~rifiant la condition requise et on en concluto 

2.5.4. Supposons k alg~briquement clos pour simplifier. II r~sulte aussit~t de ce 

qui precede que l'ensemble des classes de conjugaison de filtrations de type unipotent 

G 
de ~ se trouve en correspondance biunivoque avec l'ensemble des classes de conju- 

gaison de morphismes ~ > G qui sont composes du morphisme standard ~ ----> SL(2,k) 
m m 

et d'un morphisme SL(2,k) > G . Si T est un tore maximal de G de groupe de 

caract~res M , R un syst~me de racines simple pour le syst~me de racines de G 
o 

par rapport ~ T , une condition n~cessaire pour un morphisme i : ~ > Tr > G 
m 

pour ~tre de ce t ype  e s t  que l e s  e n t i e r s  i ~ ( r )  ( r  E R ) s o i e n t  O, 1, ou 2 ( v o i r  
o 

loc.cit. 5.1, o~ les notations employees sont l~g~rement diffgrentes) ; la liste des 

entiers i ~ ( r )  p o u v a n t  a p p a r a [ t r e  pou r  l e s  d i f f ~ r e n t s  g r o u p e s  s i m p l e s  G a ~tfi f a i t e  

par DYNKIN [i]. On voit ainsi que l'ensemble des classes de conjugaison des ®-filtra- 

tions de type unipotent de w G est fini et born~ par 3 % , . . . . . .  o~ % est le ran$ de G 

(ou plus g~n~ralement, de la composante neutre GO). 
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INTRODUCTION 

Ce chapitre est essentiellement consacrE ~ l'Etude de structures de 

positivit4 sur des categories tannakiennes sur un sous-corps de ]R , ~ savoir les 

structures de polarisation. Celles-ci apparaissent de faqon naturelle dans l'4tude 

des structures de Hodge et des motifs (voir chapitre suivant). 

Le § O rassemble quelques rEsultats de thEorie des groupes dont on se sert 

dans ce chapitre. Les demonstrations ne sont pas donnEes, mais des r4fErences sont 

en g~nEral indiqu4es. 

Le § i donne le principe d'une classification des categories ind-tannakiennes 

lien rEductif sur une base S , et en application on Elabore une table des categories 

tannakiennes sur ]R ~ lien simple. 

Au § 2 on d4veloppe la notion de polarisation homog~ne, qui est surtout un 

artifice technique pour Etudier au § 3 les polarisations graduEes, qui sont celles 

qui apparaissent en pratique. Les rEsultats essentiels sont rEsumEs en 2.4.5.1 

et 3.2.3.1. 
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§ O. 

0.I. Sch4mas en sroupes r4ductifs 

0. I.I. D4finitions. 

RAPPELS DE THEORIE DES GROUPES 

(DEMAZuRE [I],SGA 3). 

O.I.I.I. Un schema en groupes G sur un corps algEbriquement clos k est rEductif 

s'il est de type fini, connexe et ne poss~de aucun sous-groupe unipotent, connexe et 

distingu4 autre que l'unit~. Si S est un sch4ma quelconque, un S-groupe G est 

r4ductif s'il est affine et lisse au-dessus de S et si ses fibres gEom4triques sont 

des groupes rEductifs. 

0.1.1.2. Remarque. Si k est un corps de caract4ristique nulle, et G un k-groupe 

de type fini, on dit aussi que G est r4ductif si sa composante connexe est un 

k-groupe r4ductif au sens pr4cEdent. Cette terminologie est justifiEe par le fait 

suivant (voir NAGATA [I]) : G est r~ductif si et seulement si la cat~gorie RePo(G) 

des G-modules de rang fini sur k est semi-simple. Dans les num4ros 0.I. e qt 0.2. tous 

les groupes rEductifs sont connexes. 

0.1.1.3. Soit G/S un S-groupe r4ductif. Un sous-tore T de G est un tore maximal 

de G si ses fibres g4omEtriques T- sont des tores maximaux des groupes G_ . Un 
s s 

sous-groupe lisse et de presentation finie B de G est un sous-$roupe de Borel si 

ses fibres g~omEtriques B_ sont des sous-groupes de Borel des G , i.e. des sous- 
s s 

groupes r4solubles connexes maximaux. 

Un S-groupe rEductif poss~de des tores maximaux (resp. des sous-groupes de 

Borel) localement pour la topologie 4tale, et deux tels sous-groupes sont conjugu~s 

localement pour la topologie Etale. 

O.1.2. Groupes r4ductifs d~p!oy~s. 

0.1.2.1. Soient G un S-groupe rEductif, 

groupe de caract~res M , 

T un tore maximal d~ploy~ de G , de 
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T = Ds(M) 

Dans ces conditions, on peut munir M (quitte ~ travailler localement sur S pour 

la topologie de Zariski) d'une donnEe radicielle (SGA 3XXI) pour laquelle l'ensemble 

R des racines est constitu~ des r E M , r # O , tels que pour tout point s E S , 

r 
l'espace vectoriel g correspondant ~ la valeur propre r : T > C pour T 

-- S S m~s S 

agissant sur ~ = Lie(Gs/k(s)) via la repr4sentation adjointe, soit non nul. On 

obtient une d~composition 

Lie(G) = Lie(T) ~ E Lie(G) r 

rER 

associ~ & cette donnEe radicielle o~ les Lie(G) r sont des Os-modules libres de 

rang i . On dit qu'un groupe r~ductif G/S est d~ployable s'il existe un tore max~ 

mal d~ployable et si la construction de la donn~e radicielle sur le groupe des 

caract&res M peut se faire globalement ; il est d~ploy~ s'il est muni d'un tore 

maximal d~ploy~ T = Ds(M) et de la donn~e radicielle sur M . D'apr~s O.1.1.3, 

tout groupe r~ductif est localement d~ployable pour la topologie ~tale. 

Les donn~es radicielles associ~es aux greupes d~ployEs, permettent de 

classifier compl~tement ceux-ci, voir SGA 3 XXIII et XXV. 

O.1.2.2. Soit 

et soit R c M 

engendr~ par 

l'inclusion 

R , 

Cent(G) ----> T 

G/S un groupe rEductif d~ployE, de tore maximal 

r = Ds(M) 

l'ensemble des racines. Si F (R) denote le sous-groupe de 
o 

il y a un isomorphisme canonique 

Cent(G) ~ Ds(M/ro(R)) , 

s'identifiant au transpose de l'homomorphisme 

M ~ M/F (R) . 
o 
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O.1.3. Automorphismes, groupes quasi-d~ploy~s. 

O.1.3.1. Soit G/S un groupe r~ductif, et notons 

Int(G) = G/Cent(G) 

le faisceau quotient pour la topologie fid~lement plate de presentation finie (fppf) ; 

il est representable par un S-groupe adjoint (i.e. r~ductif et ~ centre trivial). 

On a par d~finition une suite exacte de faisceaux fppf 

(0.1.3.1) 1 ~ Int(G) > Aut(G) > Autext(G) > 1 

On prouve alors que Autext(G) est representable par un S-groupe constant tordu, 

engendrement fini. 

0.1.3.2. Supposons G 

taires : I) un syst~me 

groupe des caract~res 

X E F(S,LieIG/S)r), 
r .... 

~pingl~, i.e. d~ploy~ et muni de plus des donn~es suppl~men- 

R c R de racines simples pour la donn~e radicielle sur le 
O 

M du tore maximal T ; 2) pour chaque r E R , une section 
O 

Alors, Autext(G) est un groupe constant, qui s'identifie au groupe des 

automorphismes du groupe ~pingl~ (G,M,Rj(Xr)) ; il s'identifie aussi au groupe des 

automorphismes de la donn~e radicielle sur M , munie du syst~me R de racines 
O 

simples. 

On vo£t ainsi que si G est ddploy~, la suite exacte pr~c~dente se scinde ; 

plus pr~cis@ment, le choix d'un dpinglage de G d~termine une section du morphisme 

Au___~t(G) --->Autext(G). 

0.1.3.3. Supposons G ~pingl~, et soit P un torseur sous Autext(G) ; la section 

de A ut(G) ----> Autext(G) d~finie par l'~pinglage de G d~termine un torseur sous 

Aut(G) , ou encore un S-groupe localement isomorphe ~ G . Les S-groupes r~ductifs 

obtenus par ce proc~d~ sont appel~s q uasi-d~ploy~s, ils ne d~pendent pas du choix d'un 

~pinglage du groupe d~ployable G . Si le schema S est semi-local, ce sont les 
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groupes r~ductifs qui poss~dent un sous-groupe de Borel (SGA 3, XXIV , 3.9.1). 

O.1.3.4. Notons, pour abr~ger 

~(G) = Autext(G) , 

et supposons G ~pingl~, d'o~ un morphisme 

~(G) > Aut(G) , 

i.e. une action de ~(G) dans G . Si 

S-groupe G' qu'il d~finit est donn4 par 

G' = P x~O(G)G . 

On a des isomorphismes canoniques 

(O.1.3.2) Cent(G') ~ P X ~O(G) Cent(G) . 

P est un torseur ~ droite sous ~(G) , le 

O.1.4. Actions des 8roupes de Galois. 

O.1.4.1. Soient S un schema, S' > S un revStement ~tale de groupe r , G un 

S-groupe r~ductif, et supposons que G' = G ×S S' soit ~pingl~ avec tore maximal 

Ds(M) C R On d~finit alors une action de F T = , et syst~me de racines simple R ° . 

dans M qui laisse stables R et R . Si G/S est d~ployable, et si le tore T' 
o 

provient d'un tore trivial T de G , cette action est triviale. 

O.1.4.2. Supposons G ~pingl~, et consid~rons le groupe constant 

cormne le groupe des automorphismes de M qui respectent R et R 
o 

Hl(s'/S,Autext(G)) ~ Hom(r,E)/conjugaison 

E = Autext(G) , 

. On a alors 

Si ~ : r----> E est un homomorphisme de groupes, i.e. une action de r dans 

respecte R ° ~ on peut construire un S-groupe ~G , muni d'un isomorphisme 

(~°G)s, --~ GS, = G' , 

M qui 
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et c'est par ce proc~d~ qu'on obtient les groupes quasi-d~ploy~s sur S qui deviennent 

d~ploy~s sur S' (cf. 0.1.3). L'action de r sur M qu'on obtient par cet isomor- 

phisme et par 0.1.4.1, est celle donn~e par ~ . 

O.i.4.3. Si S est un schema localement noeth~rien et normal (par exemple le spectre 

d'un corps) tout S-groupe quasi-d~ploy~ est d~ployable localement pour la topologie 

finie ~tale, et ce qui precede s'applique. 

0.2. Representations lin~aires. 

Dans ce num~ro, on travaille au-dessus d'un corps k . 

O.2.1. Soit G un k-groupe r~ductif ~pingl~ ; on a donc un tore T = Dk(M) , une 

donn~e radicielle sur M , et un syst~me R de racines simples de R . Ceci 
O 

d~termine une relation d'ordre dans M : si m,n E M , on dit que m e n si m-n 

est combinaison lin~aire ~ coefficients entiers positifs d'~l~ments de R . On a 
O 

d'autre part l'ensemble R ~M des coracines, et une bijection R > R , 

r l > r . On pose 

P = {p E M/~ r E R o , re(p) e O} , 

et les ~l~ments de P sont appel~s les poids dominants ; ils sont en correspondance 

biunivoque avec les classes d'isomorphisme d'objets simples de RePo(G) , de la fa~on 

suivante (voir SERRE [ 4 ], 3.6) : pour tout p E P , il existe un objet E unique 
P 

isomorphisme pros, qui est simple, et qui en tant que T-module, i.e. vectoriel muni 

d'une graduation de type M , s'~crit 

o~ (E)P 
P 

m. 

E = E p • E (E) l 

P P mi< P P 

est de rang 1 ; de plus, tout G-module simple est isomorphe ~ un tel E 
P 

On remarquera que les ~l~ments de P engendrent un sous-groupe d'indice fini 

dans M . 
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0.2.2. Avec les hypotheses de O.2.1, si 

est encore simple, et isomorphe gun E , 
P 

facilement qu'on a 

E est un G-module simple, son dual 
P P 

pour un p' E P bien d4termin4. On v4rifie 

(0.2.2.1) p' = -w o(p) , 

o~ w est l'unique ~l~ment du groupe de Weyl de la donn~e radicielle sur 
o 

transforme R en -R 
o o 

M , qui 

0.2.3. Soit G un k-groupe r~ductif non n~cessairement d~ployable ; il le deviendra 

apr~s une extension galoisienne, soit k'/k de groupe r . Munissons G' = G ® k k' 

d'un ~pinglage : alors le groupe ~ agit par O.1.4 sur (M,R,R o) ,donc sur P , 

et il agit par ailleurs de fa~on ~vidente sur l'ensemble des classes d'isomorphisme 

de G-modules simples. D'apr~s BOREL-TITS [i] , 12.5, ces deux actions sont compa- 

tibles avec l'identification de 0.2.1, i.e. 

(0.2.3.1) y(Ep) --~ Ey(p) 

0.3. Groupes compacts. Dualit~ de Tannaka, 

0.3.1. Soit K un groupe topologique, et notons 

Rep.cont.(K) 

la ®-catdgorie ACU ~-lin~aire des representations continues de 

riels de rang fini. Elle est munie du foncteur oubli 

K 
: Rep.cont. (K) > Modf(]R) 

K sur des ~-vecto- 

qui est un ®-foncteur strict, ~-lin~aire , exact et fidgle. Si on pose 

= env]R(K) = Aut®(w K) 

pour le ~-groupe affine d~fini par cette situation, qui sera appel~ l'enveloppe 

alg~brique r~elle de K , on a une ~quivalence de ®-categories ACU ~-lin~aires 
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(O.3.1.1) Rep.cont.(K) ~ > RePo(~) , 

qui est induite par w K , et qui respecte les foncteurs oubli (voir II 4.1.1). On 

dispose aussi d'un morphisme de groupes topologiques ~vident 

(O.3.1.2) 
K > ~(]R) , 

qui possgde la propriEt~ universelle pour les morphismes continus de K dans les 

groupes de points reels de ~-groupes affines : si G est un ~R- groupe affine, 

G(~) muni de la topologie "usuelle" (dEduite de celle de ~) est un groupe topolo- 

gique, et (O.3.1.2) induit une bijection 

(O.3.1.3) HOmlR~,G) ~ Hom. cont.(K,G(m)) 

Ceci justifie le nom d'enveloppe alg~brique r~elle. On dEfinirait de m~me 

l'enveloppe alg~brique de K sur un corps topologique (exemple ¢ , ~p ,...). 

0.3.2. Si K est compact, on prouve que la fl~che d'ajoinction 

(O.3.1.2) est un isomorphisme (l'injectivitE rEsulte du th~or~me de Peter-Weyl ; pour 

la surjectivit~, on se ram~ne au cas o~ K est un groupe de Lie, et cela r~sulte de 

ce que si K op~re continQment sur un vectoriel reel V de rang fini, l'image de 

K est Zariski-fermEe dans End(V)). Ceci signifie aussi que le foncteur K~ > 

de la catEgorie des groupes topologiques compacts vers celle des ~-groupes affines 

est pleinement fiddle. Les ~-groupes appartenant ~ l'image essentielle de celui-ci 

sont appel~s c0mpacts, ou anisotropes. Un exemple du dictionnaire qui en r~sulte 

(dictionnaire qui n'est qu'une variante de plus de la dualitE de Tannaka) : un 

groupe compact K est de Lie si et seulement si K est un IR-groupe de type fini 

(i.e. alg~brique), K est connexe si et seulement si ~ l'est... 

0.3.3. Voici des crit~res de compacit~ pour un IR-groupe. Un ~-groupe G est 

compact si et seulement si le groupe des points r~els G(~) est compact et 

Zariski-dense dans G(¢). S'il est connexe, cette dernigre condition est inutile. 
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Remarquons aussi qu'un sous-~-groupe d'un IR-groupe compact est compact 

(voir par exemple DELIGNE [ 5 ], lemme 2.4), ce qui montre qu'un ~-groupe alg~brique 

est compact si et seulement s'il agit fid~lement dans un ]R-vectoriel muni d'une 

forme d~finie positive. 

Enfin, ufi ~-groupe fini est compact si et seulement s'il est constant. 

0.4. Groupes compacts et sroupes complexes r~ductifs. 

O.4.1. Rappelons les fairs suivants, qui nous seront utiles dans ce chapitre. Si 

F est un groupe de Lie r~el n'ayant qu'un nombre fini de composantes connexes, les 

sous-groupes compacts maximaux sont conjugu~s (voir par exemple HOCHSCHILD [i] 

chap. XI). Si de plus F est le groupe des points d'un ~- groupe alg4brique G , 

[" = G(IR) , 

il r~sulte de O.3.1 et 0.3.2 que les sous-groupes compacts (resp. compacts maximaux) 

de F sont en correspondance biunivoque avec les sous-~-groupes compacts (resp. 

compacts maximaux) de G . 

0.4.2. Rappelons qu'un groupe de Lie complexe r est r~ductif s'il v~rifie les 

conditions 4quivalentes suivantes : 

a) r est le groupe des points complexes d'un C-groupe r@ductif. 

b) Lie(F) est rfiductive, F a un nombre fini de composantes connexes et 

la composante neutre du centre de F est de la forme (C~) n . 

De plus, a) d~finit une ~quivalence de la cat4gorie de ¢-groupes r4ductif 

avec celle des groupes de Lie complexes r~ductifs. 

On dfimontre ~galement que si G est un C-groupe r~ductif et K un sous- 

groupe compact maximal de G(¢) , l'inclusion 

K > G(¢) 



- 249 - 

induit un isomorphisme ("existence de formes compactes") 

(~)¢ N > g 
o 

L'application 

K X Lie(K) > G(¢) 

(k,m) ! > k.exp(im) 

'est la d4composition de Cartan. Voici quelques unes de ses est bijective : c 

propri4t4s : 

k exp(im) = k exp(-im) 

(k exp(im)) -I = exp(-im) k -I 

k exp(im) "k -I E exp(i Lie(k)) 

Ici, x: > x d4signe la conjugaison de G(¢) d~finissant K . 

§ i. CATEGORIES TANNAKIENNES A LIEN REDUCT!F CONNEXE 

i.I. Classification des cat~$ories ind-tannakiennes. 

i.i.i. Soient A un anneau, S = Spec(A). II s'agit de d~terminer l'ensemble IT(A) 

des classes d'~quivalence de categories ind-tannakiennes sur A (III i.i) dont le 

lien est localement d~fini par un schema en groupes r~ductif (0.i.i). D'apr~s le 

th~or~ne de structure III 2.3.2, ceci se ram~ne au probl~me de d~terminer l'ensemble 

des classes d'~quivalence de gerbes sur S (pour la topologie fid~lement plate quasi- 

compacte) qui localement sont du type TORS(G) , o~ G est un schema en groupes 

r~ductif. 

Voici comment on proc~de : on d~termine d'abord l'ensemble L(A) des classes 

d'isomorphisme de liens d~finis localement par des schemas en groupes r~ductifs (ce 

qui sera fait en 1.1.2), puis pour chaque lien L on explicite l'ensemble H2(L) des 



- 250 - 

classes d'~quivalence de L-gerbes, en distinguant la partie 

aux L-gerbes neutres (voir i.i.3). 

H2(L) ' correspondant 

1.1.2. D'apr~s la classification des groupes r~ductifs, tout lien sur S localement 

d~fini par un groupe r~ductif est localement isomorphe avec un S-groupe r~ductif 

d~ployable (O.1.2) unique ~ isomorphisme pr~s. Comme on connalt bien la classification 

des groupes r~ductifs d~ployables (SGA 4), il reste ~ d~terminer pour chaque groupe 

d~ployable G , l'ensemble des classes d'isomorphisme de liens localement isomorphes 

G ; celui-ci, par des raisonnements standard (voir GIRAUD [i]), est en correspon- 

dance biunivoque avec l'ensemble 

Hl(S,Aut(lien(G))) = Hl(S,Autext(G)) . 

On a vu en 0.1.3.2 que le faisceau Autext(G) est representable par un S-groupe 

constant E . Si on choisit un ~pinglage de G (loe.cit.), celui-ci d~finit une 

section du morphisme 

Aut(G) ~ > Autext(G) , 

qui identifie E au groupe des automorphismes du groupe G qui respectent l'~pin- 

glage. Ceci montre qu'un lien L localement isomorphe ~ G est representable par 

un groupe quasi-d~ploy~ G L , unique ~ isomorphisme pros (O.1.3.3) 

L = lien(G L) . 

En conclusion, la correspondance G: > lien(G) d~finit une bijection de 

l'ensemble des classes d'isomorphisme de S-groupes quasi-d~ploy~s sur l'ensemble des 

.classes d'isomorphisme de liens r~ductifs (i.e. localement d~finis par un schema en 

groupes r~ductif) sur S . 

1.1.3. 

~pingl~ 

Z = Cent(G) , on sait que 

Soit G un S-groupe quasi-d~ploy~ ; il est localement isomorphe ~ un S-groupe 

G o et correspond ~ un torseur P sous Autext(G o) (= ~(Go)). 

Ii faut calculer l'ensemble H2(S,G) , muni de sa partie H2(S,G) ' . Or, si 

H2(S,Z) agit sur l'ensemble H2(S,G) en en faisant un 
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torseur, donc l'application H2(S,Z)-~quivariante 

H2(S,Z) > H2 (S,G) 

d~finie par la classe de la gerbe 

bijection, la partie H2(S,G) ' de 

cobord (image notre H2(S,Z) ') 

TORS(G) 

H2(S,G) 

est bijective. D'autre part, par cette 

correspond ~ !'image de l'application 

HI(s,Int(G) ----> H2(S,Z) 

d~duite de la suite exacte 

i ----> Z > G > Int(G) ---> i . 

II en r~sulte que si 

G , l'application 

G ~G' est un ~pimorphisme dont le noyau est central dans 

H2(S,Z) ) H2(S,Z ') 

induit une surjection 

H 2 ( S , Z )  ' > H 2 ( S , Z ' )  ' 

Pour rendre compl~te cette explicitation de H2(S,G) muni de H2(S,G) ', 

il faut expliciter Z en termes de G et P . Or, la formule (O.1.3.2) 
o 

Cent(G) --~ P X O(G) Cent(G ) 
o 

r~pond ~ cette question. 

1.2. Explication des tables. 

On applique dans ees tables les raisonnements qui pr~cgdent, pour aboutir 

une liste des categories tannakiennes sur IR dont le lien sur ¢ est un ¢-groupe 

simple, mais non n~cessairement simplement connexe. 

1.2.1. Table I. On y donne la liste des groupes simples d~ploy~s, munis de leurs 

centres, de leurs groupes d'automorphismes ext~rieurs et des actions correspondantes 

de ceux-ci sur les centres. Cette derni~re n'est explicit~e que si elle n'est pas 
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triviale. 

Les indices a,s,d ... qu'on a attaches aux symboles usuels An, Bn, ... de 

la classification des groupes simples simplement connexes sont ~ mettre en rapport 

avec le centre du groupe, ou bien avecla position dans le centre ~ du rev~tement 

universel, du noyau du morphisme ~---> Z . Ainsi, l'indice a signifie adjoint, 

l'indice s simplement connexe, l'indice d signifie que si le centre ~ est un 

produit de deux facteurs isomorphes le dit sous-groupe est en position dia$onale, 

l'indice f qu'il est en facteur. 

1.2.2. Table II. On donne la liste de groupes quasi-d~ploy~s qui sont associ~s 

avec chaque groupe d~ploy~. L'exposant qui appara~t dans l'~criture de ces groupes 

quasi-d~ploy~s d~note le degr~ sur ]R du plus petit corps de d~ploiement. Cet 

exposant suffit ~ d~terminer la classe d'isomorphisme du groupe ; ceci provient du 

fair, facilement v~rifiable sur la table I, que dans le groupe F (=Autext(G)) il 

y a au plus deux classes de conjugaison d'~l~ments d'ordre 2 (i.e. de morphismes 

Gal(~/~)----> F), chaque fois que G est simple d~ploy~ sur ~ . L'exposant i est 

parfois omis. 

Enfin, les groupes quasi-d~ploy~s qui sont soulign~s sont ceux qui ont le 

m~me lien qu'un groupe r~el compact. 

1.2.3. Table III. Pour chaque groupe quasi-d~ploy~ G , on donne le centre Cent(G), 

le groupe de cohomologie H = H2(~,Cent(G)) et sa partie distinguee H' . Le 

calcul du centre est fait ~ l'aide de (0.1.3.2), et les calculs de cohomologie sont 

toujours faciles. Ceux des H' utilisent 1.1.3 et le r~sultat suivant de HARDER [I], 

Lemma 4.2.3 : s i G est un lR-$roupe semi-simple simplement connexe de centre Z , 

l'application cobord 

HI (~,Int (G)) ~> H2(~,Z 

est surjective. Ceci signifie qu'une cat~gorie tannakienne sur ~ dont le lien est 

semi-simple simplement connexe, est forc~ment neutre. On constate par ailleurs sur 

la table III que les seules categories tannakiennes sur ~ non neutres de lien un 
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groupe simple correspondent aux groupes quasi-d~ploy4s 

n+l 
1A (i.e. ) si r,r' = pairs 

n,r SLn+I/~r' r 

ID (i.e. ) n > 4 impair 
n,2 SO2n+i/~2 

2D n ~ 4 pair 
n,d 

Dans les trois cas, H2(]R,Z) = ~/2 ~ , et la classe de la cat4gorie tannakienne 

non neutre est I On peut constater pour finir, que des trois groupes, IA est 
• n,r 

le seul ~ avoir le m~me lien qu'un groupe compact (cf. table II). 

Enfin, le groupe 

non triviale de D/2 par 

restriction ~ la Weil de 

ceci prouve qu'on a 

E qui apparaSt dans la table III est l'unique extension 

~/2 (sur ~I) . Ii peut ~tre aussi caract4ris4 eomme la 

~2,c 

E =qT 
¢11R ~2,¢ ' 

Hi(~R,E) _~ Hi(¢~2 ) = O pour i > O , 
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1.3. Tables. 

TABLE I : GROUPES DEPLOYES SIMPLES. 

A 
n,r 

n>l , rl(n+l) 

B 
n,i 

n~2 , i = a,s 

C 
n,i 

n>3 , i=a,s 

D4,i 

i = a,s,d 

D 
n,i 

n>4 impair, i=a,s,2 

D 
n,i 

n>4 pair , i = a,s,d,f 

E 
n,i 

n=6,7 , i=a,s 

Es,F4,G 2 

Cent (G) 

I~ r 

O i=a 

~2 i=s 

O i=a 

~/2 i = s 

O i=a 

~2 )2 i = s 

~/2 i=d 

0 i=a 

~4 i = s 

~2 i=2 

O i=a 

~2 )2 i = s 

~/2 i = d,f 

O i=a 

Q/3 n = 6,i = s 

~/2 n = 7,i = s 

r = Autext (G) 

O n=l 

Zg/27z n > i 

~3 i=a's 

7z / 2Zg i = d 

77/277. 

~/2~ i = a,s,d 

0 i=f 

ZZ/2ZZ n = 6 

O n=7 

Le groupe 

a) 

b) 

c) 

F a$it dans Cent(G) : 

par x l > -x pour An,i,Dn, i (n>4 impair), E6, s 

par la sym~trie canonique (x,y) I > (y,x) pour D 
n~s 

en permutant les ~l~ments d'ordre 2 pour D4, s. 

(n > 4 pair) 



255 - 

TABLE II : GROUPES QUASIDEPLOYES SIMPLES SUR ~. 

Groupe de Chevalley 

Al,r 

A n,r 
n>l 

B n~i 
n~2 

C n,i 
n~3 

D4,i 

D 
n,i 

n>4 impair 

Formes quasi- 
d~ploy~es sur 

Al~r 

I A 2 A 
n,r n~r 

B n~i 

C 
n,i 

1D 2 D 
4,i 4,i 

Groupe de Chevalley 

D n,i 

n>4 pair, i= a,s,d 

D 
n,f 

n>4 pair 

E6,i 

E7,i 

Formes quasi- 
dfiployfies sur 

i D 2 D 
n~i n,i 

IE6, i 

1 D 2 D 
n,i n~i 

E8,F4,G 2 

D 
n;f 

E7~i 

2E6~i 

E8,F4,G 2 
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TABLE III. 

i A 
n,r 

2 A 
n,r 

B C 
n,i n,i 

PD4, i 

PD 
n,i 

n~l 

n>2 

(p=l,2) 

(p=l,2 ;n>4 impair) 

PD 
n,i 

(p=l,2 ; n>4 pair) 

Z~/rZg 

~2 i=s 

O i=a 

Cent(G) 

O i=a 

~2 i=d 

~2 )2 i=s , p=l 

E(~) i=s , p=2 

O i=a 

~2 i=2 

~4 i=s , p=l 

~/4~ i=s , p=2 

H = H2(IR,Cent G) 

~/2~ r pair 

O r impair 

~/2~ r pair 

0 r impair 

~/2~ i=s 

O i=a 

O i=a 

Zg/2~ i=d 

(~/2Zg) 2 i=s , p=l 

O i=s , p=2 

0 i=a 

~/2~ i=2,s 

PE6, i 

E7,i 

Es,F4,G 2 

(p=l,2) 

O i=a 

i= d , f 

)2 i=s , p=l 

E(~) i=s , p=2 

0 i=a 

~3 i=s , p=l 

2Z/32Z i=s , p=2 

O i=a 

~/2ZZ i=d,f 

(Zg/2Zg) 2 i=s , p=l 

O i=s , p=2 

O 

H2 (~,Cent G) ' 

O n+~= ~ pair 
r 

H r '  i m p a i r  

H 

H i=a,s 
(i=d ~ p=l) 

0 (i=d ; p=2) 

H i=a,s 
(i=2 ; p=2) 

O (i=2 ; p=l) 

H i=a,s,f 
(i=d ; p=l) 

O (i=d ; p=2) 

O i=a 

~2 i=s 

O i=a 

7z/2Zg i=s 

O 

(~) Voir 1.2.3 pour la d~finition de ce groupe. 
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§ 2. POLARISATIONS : CAS HOMOGENE 

2.1. Formes bilin4aires. 

2.1.O. Dans ce qui suit, ~ d~signe une cat4gorie tannakienne sur un corps k 

(III 3.2.1), dont les objets seront not@s V,W,... Toutes les d~monstrations sont 

faciles et sont en g4n~ral omises. Presque toutes les notions pr~sent@es dans ce num~ro 

sont valables dans le contexte plus g4n~ral des ~-cat~gories rigides (I 5.1.1) et 

demandent des preuves ~ l'aide de diagrammes plus ou moins ~vidents ; dans notre cas, 

on peut se ramener, ~ l'aide d'un foncteur fibre, ~ des assertions relatives ~ des 

espaces vectoriels de rang fini sur un corps. Aussi on se permettra d'~crire des for- 

mules comportant des "~l~ments" des objets de C . 

Voici enfin une convention de langage, qui sera utile dans la suite : si 

c I 
....... >B 

A ,,,> 

c 2 

est un diagramme d'isomorphismes dans une cat~gorie, on dira que la difference de 

Cl,C 2 en A (resp. B) est c21 c I (resp. C2ClI). 

2.1.1. Soient T 

bilin~aire sur V 

diagramme de bijections 

(2.1.1.1) 

o~ £,~ 

un objet inversible de ~ (I 2.5), V un objet de ~ . Une forme 

valeurs dans T est un morphisme q0 : V ® V ........ > T . On a un 

Hom(V ® V,T) ~ Hom(V,~ ® T) 

~ ' 

sont d~finis par les formules 

~(x)(y) = ~(x ® y) 

~(x)(y) = ~(y ® x) . 

II en r~sulte aussitOt que la difference du couple d'applications precedent 

en Hom(V ® V,T) est induite par la sym~trie canonique de V ® V et que cette 
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diff4rence en Hom(V,~ ~ T) est donn4e par l'application 

Hom(V,~ ® T) > Hom(V,~ ® T) 

k I > (tk) ® id T 

moyennant l'identification V ~ (~ ® T~® T . En particulier, si ~ est une forme 

bilin~aire sur V ~ valeurs dans T , ~ est un isomorphisme si et seulement si 

est un isomorphisme ; on dit dans ce casque ~ est une forme bilin4aire 

non-d~g~n~r~e. 

2.1.2. Soit q0 : V ® V 

d ' isomorphi sme s 

(2.1.2.1) 

dont la difference (~)-i o 

> T une forme bilin~aire non d4g4n~r4e ; on a un diagramme 

> v 
V~T, > 

en V est not4e c et appel4e la parit4 de ~ : 

(2.1.2.2) = x) ~(x,y) ~(y,e 

Une cons4quence imm4diate de cette formule est que l'automorphisme 

respecte la forme bilin4aire 

de 

(2.1.2.3) ~(x,y) = ~(¢ x,~ y) 

2.1.2.1. Le choix de d~termine ~galement un couple d'isomorphismes 

> 
(2.1.2.4) End(V) Hom(V ® V,T) 

........ ) 

dont la difference en 

u;~> 
o (u ~ id V) 

o (id V ® u) 

End(V) est une bijection 

End(V) N > End(V) 

On notera u ~ l'image par cette bijection de u 6 End(V) ; par d~finition, on a 
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(2.1.2.5) 

On appelle 

~(ux,y) = ~(x,u~y) . 

u ~ le transpos~ ou ad]oint de u (relativement ~ ~) . 

En composant (2.1.1.1) et (2.1.2.4) on obtient encore un couple 

> Hom(V,~ ® T) (2.1.2.6) End(V) > 

ul > 
o U 

o u , 

dont la difference 

End(V) > End(V) 

s 
envoie u dans un endomorphisme de V , not~ u ; par d~finition on a 

(2.1.2.7) ~(y,uS(x)) = ~(u(x),y) 

2.1.2.2. 

(2.1.2.8) 

Les formules suivantes se prouvent facilement : 

I 
(uv)~ = v ~ u ~ 

(idv)~ = id v 

-i 
(2.1.2.9) (u~) ~ = C u 

-i 
(2.1.2.10) (C)~ = 

(2.1.2.11) u s = E o u ; 

bien entendu, u| ~ > u ~ est k-lin~aire. 

2.1.3. Si ~ : V ® V > T est une forme bilin~aire non d~g~n~r~e, toute autre 

forme bilin~aire non d~g~n~r~e ~ : V ® V----> T est obtenue comme 

= ~ o (~ ~ id V) = ~ o (id V ~ ~) , 

o~ ~ E Aut(V) est uniquement d4termin~. Si u 6 End(V) , on a 
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(2.1.3.1) u ~ = (~ u -i)~ 

La parit4 de ~ est donn4e par 

(2.1.3.2) C~ = (~q))-i ~ 0~ 

En particulier, l'application ~: > ~ o (~ ® id V) , identifie l'ensemble des formes 

bilin4aires non d4g~n4r~es sur V ~ valeurs dans T ayant m~me parit~ que ~ 

l'ensemble des automorphismes ~ 6 Aut(V) v4rifiant 

si E est dans le centre de Aut(V) , cette condition se r4duit 

2.1.4. Soit V I (resp. V 2) un objet de 

d4g4n~r4e 91 (resp. ~2 ) A valeurs dans 

muni d'une forme bilin4aire non 

T . On a des bijections 

H°m(VI'V2) ~ Hom(V I ® V2,T) 

Hom(V2,Vl) / ~ " ~ ' ~  

qui ~ u : V I > V 2 

~i o (idVl~ v))o Si 

(resp. v : V 2 

Hom(Vl,V 2) 

> V I) associe le morphisme ~2 o (u ~ idv2)(res p. 

N > Hom(V2,Vl) 

est la bijection qui rend le triangle pr~c4dent commutatif, on note u (~I'~02) 

l'image de u par cette application ; par d4finition, on a la formule 

(~i,~2) 
(2.1.4.1) ~l(X,U (y)) = ~2(u(x),y) . 

On v~rifie facilement la formule 

(2,1.4.2) (u(~l'~2))(~2'~I) =c u¢-I 

~02 ~° I 
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2.1.4.1. Si V 3 est un autre objet de C muni d'une forme bilin4aire non d~g4n4r4e 

~3 : V3 @ V3 > T , et si u : V 1 > V 2 , v : V 2 > V 3 , on a 

(~i,~3) (~i,~2) (~2,~3) 
(2.1.4.3) (vu) = u o v 

2.1.5. Soit ~ : V ® V > T 

forme bilin~aire non d4g4n4r4e 

On v4rifie facilement que 

d'o~ 

(2.1.5.1) 

On peut aussi d4finir 

une forme bilin4aire non d4g4n4r4e. On d~finit une 

: ~ ® ~ ----> ~ , en posant 

¢~ : (e) v 

coum~e ~tant la forme d4finie par transport au moyen 

de ~ (ou de ~) de la forme ~ : ceci signifie qu'on ale triangle commutatif 

N N 

~® ~ T~2 v ® v  

(2.1.5.2) ~ /~®idT@ 2 

T 

moyennant des isomorphismes canoniques 4vidents, par exemple 

T ~ ® T  ®2 

2.1.5.1. Soient (Vi)iE I une famille finie d'objets de ~ , (Ti)iE I 

d'objets inversibles de ~ , (~i)iEl des formes bilin4aires sur les V i 

dans les T i (i 6 I). On d4finit une forme bilin4aire ~ , not4e ® ~i ' 
±El 

l'objet V = ® V. ~ valeurs dans T = ® T i par 
iEl l iEl 

~0 : V ® V ~ > ~ V i ® (V i ® V i)~kpi> T 
1111 I 

une famille 

valeurs 

sur 

On v4rifie qu'on a 

"~ = ~ i  ; 
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si les ~i sont non d4g6n4r4es, ~ aussi, et on a 

(2.1.5.3) e = ® E , 
~0 I q°i 

et si (ui)iE I est une famille d'endomorphismes u i E End(V i) , et on pose 

on a (toujours en supposant les ~i non d4g4n4r4es) 

(2.1.5.4) u ~ = ® u. 
1 

I 

U = @ U .  
]_ 

I 

2.1.5.2. Soient (Vi)iE I une famille finie d'objets de ~ , T 

de ~ , (~i)i£i une famille de formes bilin4aires ~i : Vi ® Vi 

V = ~ V i , on d4finit une forme bilin4aire ~ : V ® V > T , not4 

I 

~ : V ® V ~ ~ (V. ® V.) > ~ (V. ~ V.) (~i)> T 
l j i l 

i,j i 

un objet inversible 

> T . Si on note 

~i ' par 
I 

On v4rifie aussitOt qu'on a 

= (~i 

Ii en r4sulte que %0 est non d4g~n4r~e si et seulement si chacune des 

l'est, et que dans ce cas 

~Pi (i E I) 

(2.1.5.5) C = • C ; 

<P q)i 

si u E End(V) est repr4sent4 par une famille (u..) , o~ 
jl 

v = u ~ est repr~sent~ par la famille (vji) oO que 

(2.1.5.6) v.. = (u..) (~j'~i) 
j1 lj 

u.. : V. > V. , on a 
jl i .] 

(volt 2.1.4). 

2.1.6. Soit ~0 : V ® V > T une forme bilin4aire, et soit W un sous-objet de 

On note ~W la forme bilin~aire qu'on obtient par restriction de q0 ~ W 

~0 
~W : W ® W---> V ® V > T 

On dit que W est un sous-objet isotrope (resp. totalement isotrope, no_~n 

isotrope) de V , relativement g ~ , si ~W est d4g4n4r~e (resp. nulle, non 

V . 
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d@g~n~r~e). 

On d~finit les sous-objets de V orthosonaux & V 

~W , W ± , par 
0N y v 

W ± = Ker(V > V ® T > W ® T) 

/-W = Ker (V ~ v >~®T >W®T) 

gauche et ~ droite : 

Si W est non isotrope, on a des d~compositions 

Si ~ est non d@g@n~r@e, on a 

il en r~sulte par exemple que si 

semi-simple, on a ZW = W ± . 

v=w~w±:w@w . 

~w = c (w ±) ; 

C est dans le centre de End(V) et si V est 

2.1.7. Soit w : ~ > ~' un morphisme de categories tannakiennes. Si 

: V ® V > T est une forme bilin~aire sur un objet V de ~ , 

w($) : ®(v) ® w(v) ---> ®(T) 

est ggalement une forme bilin~aire ; elle est non-d~g~n@r@e si et seulement s'il en 

est ainsi de , en effet, on a 

®(~)~ 

~($) 

= ®(~) 

= ~(-$) 

II en r~sulte aussi que 

(2.1.7.1) 

et que si u E End(V) 

(2.1.7.2) 

ew($) 

w(u)®($ ) 

= ®(c) 

= w(uq°) . 
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2.2. Formes sesquilin4aires. 

2.2.0. Soit k'/k une extension quadratique, k; > X la conjugaison de k'/k . 

Si ~ est une cat~gorie tannakienne sur k , on note ~' la cat4gorie tannakienne 

~(k') qu'on obtient par extension des scalaires (III 3.2.4). Rappelons (II! 1.2.4) 

que ~' est munie de 

a) Un ®-foncteur rigide semi-lin4aire 

C' > C' V I - 

b) 

v4rifiant 

Un ®-isomorphisme fonctoriel 

~v:v ~>~ 

La cat~gorie C peut ~tre reconstitu4e ~ ®-~quivalence pros ~ partir de ces 

donn~es : ses objets sont les couples (V,a V) , o~ V 6 ob __C' , et a v : V ~ > 

v~rifie 
B 

av ° av = ~V " 

On dira qu'un objet V de C' est "d~fini sur k" si on s'est donn4 un tel 
w 

qu'on omettra le plus souvent dans l'~criture en identifiant V et V . 

a V , 

Enfin, si V E ob C' 

rappelons que la donn4e de V 

k' > End(V ) . 
O 

, on note V l'objet de C sous-jacent ~ V ; 
O 

revient ~ celle de V plus le morphisme de k-alg~bres 
O 

2.2.1. Soient V un objet de 

sur k . On a des bijections 

~' , T un objet inversible de ~' qui est d4fini 

(2.2.1.1) 
v 

> Hom(V,V ® T) Hom(V ® V,T) > 



- 265 - 

off ~ , ~ sont d4finis par les formules 

~(x)(y) = ~(x ® y) 

~(x)(y) = ~(y ® x) 

On notera que l'application ~L > (p~ est k'-lin4aire, tandis que ~--~ ~ 

v 

est seulement semi-lin~aire. La diff4rence du couple ci-dessus en Hom(V,V®T) par 

exemple, est l'application semi-lin~aire 

v 

Hom(V,V ® T) 
v 

> Hom(V,V ® T) 

~I > t(~) ® id T 

Une forme sesquilin~aire sur V ~ valeurs dans T (relativement au sous- 

corps k de k') est un morphisme ~ : V ® V > T . Elle est non-d~g~n~r4e si 

, ou ce qui revient au m~me ~ , est un isomorphisme. 

2.2.2. Soit ~ : V ® 

diagrarmme d'isomorphismes 

> T une forme sesquilin~aire non d~g4n~r~e ; on a un 

> v_ 
V V®T > 

dont la difference en 

on a 

V est notre et appel~e la parit~ de . Par d4finition, 

(2.2.2.1) ~(x,y) = ~(y,~0 X) 

ou plus pr~cis~ment, en termes de diagrammes 

(2.2.2.2) 

v ® ~  

rJ®v 

q~ 
> T 

id~ cq~ 
~®v >gev 

id ® ~V 
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il r~sulte aussitSt d'ici que 

(2.2.2.3) 

respecte la forme M : 

%0o (c ® ~  ) =%0 

2.2.2.1. Le choix de 

dont la difference en 

Par d~finition, on a 

d~termine ~galement des isomorphismes 

End(V) > Hom(V ® V,T) > 

o (u ® id_) 
u~ > V 

%0 o (id V ® ~) , 

End(V) est une bijection semilin~aire, notre 

(2.2.2.4) q0(ux,y) = ~0(x,uq0y) . 

U I 
> u q° 

2.2.2.2. 

(2.2.2.5) 

On prouve facilement le formulaire 

l 
(uv)~ = v ~ u ~ 

(idv)~ = id V 

-I 
(2.2.2.6) (u~O) ~0 = C u e 

-1 
(2.2.2.7) (e)%0 = e 

%0 %0 

~o : v ® ~  2.2.3. Si ) T 

forme sesquilin~aire non d~g~n~r~e ~ : V ® V---> T 

est une forme sesquilin~aire non d~g~n~r~e, toute autre 

est obtenue comme 

= ~ o (6 @ id ) = ~ o (id V ® 6%0) , 

o~ 6 E Aut(V) est uniquement d~termin~. Si u E End(V), on a 

(2.2.3.1) u ~ = (6 u -i)~ , 

et la parit~ de ~ est donn~e par 
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(2.2.3.2) ~ = (~0)-I eq 0~ 

L'application ~I > ~ o (~ ® ida) identifie l'ensemble des formes sesqui- 

lin~aires non d~g~n~r~es V ® V > T ayant parit~ c ~ l'ensemble des automor- 

phismes ~ ~ Aut(V) v~rifiant 

condition qui se r~duit 

si e est central. 

2.2.4. Si V I , V 2 sont des objets de ~' munis de formes sesquilin@aires non-d~g@- 

n@r@es ~i : VI ® VI > T , ~2 : V2 ® V2 > T , on d@finit cormne dans 2.1.4, une 

bijection semi- lin~aire 

Hom(VI,V 2) > Hom(V2,V I) 

(~i,~2) u ~ ~ u 

On a 

(2.2.4.1) (u(~l'~2)) (~2'~I) -i 
= C u 

~02 ~01 

Enfin, si V 3 est un troisi~me objet de ~' muni d'une forme sesquilin~aire 

~3 : V3 ® V3 > T , et si u : V 1 ---> V 2 , v : V 2 ---> V 3 . On a 

(~i,~3) (~i,~2) (~2,~3) 
(2.2.4.2) (vu) = u o v 

v 
2.2.5. On d~finit comme dans 2.1.5 les diverses operations , ® , ~ pour des 

formes sesquilin~aires. Toutes les assertions faites en 2.1.5 sont valables dans le 

contexte des formes sesquilin~aires. 

De plus, dans ce cas, on peut d~finir la forme sesquilin~aire conjugude d'une 

forme sesquilin~aire ~ : V ~ V > T , ~ savoir 
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Oil a~ si 

(2.2.5.1) 

~P 

~: V®V ..... >T. 

est non-d4g~n4r4e, 

Si u 6 End(V) 

(2.2.5.2) (~)$ = (u ~) 

2.2.6. Comme dans 2.1.6, on d~finit les notions de sous-objets isotropes, totalement 

isotropes, non isotropes, et la notion de sous-objets orthogonaux A gauche et A droite 

d'un sous-objet donn~. 

2.3. Formes de Weil. 

2.3.0. On fixe un corps K muni d'un morphisme de corps K----> ~ , par lequel on 

identifie K A un sous-corps de ~ . ~ d~note une cat~gorie tannakienne sur K ; 

comme d'habitude , ~]R d~signera la cat~gorie tannakienne sur ~ obtenue par 

extension des scalaires. Si V E ob ~ , on posera 

VI~ =JR ®K V . 

2.3.1. Soient V un objet de ~ , T un objet inversible de ~ . On dit qu'une 

forme bilin~aire non d~g~n~r~e ~ : V ® V ) T est une forme de Weil si sa parit4 

c est dans le centre de End(V) et si pour tout u E End(V) , u # O , on a 

(2.3.1.1) Tr(uu ~)> 0 

Ii en r~sulte que la forme bilin4aire sur le K-vectoriel End(V) , 

(u,v) ' > Tr(uv ~) 

est sym~trique d4finie positive. 

Si £0 : V ® V > T , ~ : W ® W > T sont des formes de Weil, on dit que 



- 269 - 

et ~ sont compatibles si 

dire que pour tout morphisme 

~p • % est une forme de Weil ; il revient au m~me de 

u : V >W , u#O , ona 

Tr(u u (~'~)) > 0 . 

La relation de compatibilit~ est sym~trique et r~flexive, mais elle n'est 

pas transitive (voir, toutefois, 2.3.3). 

2.3.1.i. Si ~ : V ® V > T est une forme bilin~aire non d~g~n~r~e, et on note 

~: V~® V]R > T~ la forme obtenue par extension des scalaires de K ~ ]R , 

est une forme de Weil si et seulement si ~ est une forme de Well. De mSme, si 

: V @ V > T , $ : W ® W > T sont des formes de Well, elles sont compatibles 

si et seulement si ~]R , ~ le sont. Cela r~sulte de ce que K est dense dans ]R , 

et de l'isomorphisme canonique (III (3.2.4.2)) 

Hom(VIR,WIR) --~ ]R ®K Hom(V,W) 

2.3.2. Soit ~ : V ® V ~ T une forme de Weil. On pose C = c et A = End(V). 

2.3.2.1. Proposition. i) L a K-al$~bre A est semi-simple. 

2) Toute sous-alg~bre commutative B de A form~e d'~l~ments 

sym~triques (i.e. v~rifiant u ~ = u), est "totalement r~elle" au-dessus du plongement 

donn~ K----> • , i.e. on a B ®K ]R = ~r en tant que ]R-al$~bre. 

3) Si ~ E A , ~ = ~ , les propri~t~s s uivantes sont ~quiva- 

lentes. 

i) ~ est un carr~ dans la sous-~-alg~bre 

ii) Si u E A , Tr(u ~ ~u) k 0 . 

iii) Si u = u ~, Tr(u2~) e O . 

iv) Si u E K[~] , Tr(u2~) ~ O . 

]R[o~] de JR® K A en$endr~e par 0~ . 

2.3.2.2. Preuve. Pour i), il faut montrer que A ne poss~de pas d'id4al ~ droite 
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nilpotent non nul. Soit 

nul u (par exemple, si 

xx q0 # 0 ). II suffit de prouver qu'un tel 

en ~tait ainsi, on aurait pour un certain 

2 n 
u #0 

2n 2n+ i 
mais u # 0 entraine Tr(u ) > 0 

I un tel id4al ; I contient un 414ment sym4trique non 

x E I , x # 0 , on a que xx ~0 E I et Tr(xx q0) > 0 , done 

u n'est pas nilpotent ; en effet, s'il 

n 

2n+l 
u = O , 

B 

u # 0 , on a Tr(u 2) > 0 . On prouve comme dans i) que 

produit de corps. On se ram~ne ainsi g supposer que B 

En effet, si B = ¢ , il existe prouver que B = ~ . 

u E B , on a 

Prouvons 2) : on peut supposer, compte tenu de 2.3.1.1, que K = ~. Soit 

une sous-alg~bre commutative de A form4e d'414ments sym4triques ; si u E B , 

B est semi-simple, donc 

est un corps, et il faut 

k E B tel que pour tout 

Tr(u) = %(u+u) , 

u E B avec Tr(u 2) < 0 . et on peut choisir 

Prouvons 3) : les implications i) = ii) = iii) = iv) sont 4videntes. L'impli- 

cation iv) = i) suit de 2). 

2.3.2.3. Corollaire. L'application ~ > ~ o (~ ® id V) induit une bijection de 

l'ensemb!e des automorphismes ~ d_!e V tels que ~ = ~ et que pour u # 0 , 

Tr(uu~) > 0 , sur l'ensemble des formes de Weil ~' : V ® V > T telles que 

~ , = e et compatibles avec ~ . 

2.3.2.4. Preuve. Soit ~ E Aut(V) v4rifiant ~ = ~ , et posons 

Rappelons (2.1.3) qu'on a 

= 

C , = ~0 ~ ' 

~' = ~o <~ ~ idv). 

et que si u E End(V) , 

u~' = -i u~ 

Par ailleurs, on v~rifie facilement qu'on a 
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u(~,~ ') = u ~ 

Ii suffit donc de prouver que la condition 

Tr(uu (~'~')) = Tr(uu ~ ~) > 0 

entralne que ~' est une forme de Weil, i.e. 

Tr(u -i u~ 6) > 0 

et quitte ~ ~tendre les scalaires, on peut supposer 

est un carr6 dans ~[~] 

d'oh 

si u ~ O 

si u # 0 , 

K = ~. On a alors, par 3), que 

-i u~ (u~-l)(u~-l)~ 
U ~ ~ = 

Tr(u C~ -I u ~o C~) > 0 si u # O . 

2.3.3. Proposition. I) Soient V,W des objets de ~ , munis d'automorphismes 

e , ~ , T un objet inversible de C et ~, ~' : V ® V > T (resp. ~,~' : W®W ~ T) 

des formes de Weil compatibles ayant parit4 e (resp. ~). Alors, ~ e_!t ~ sont 

compatibles si et seulement si ~' et ~' sont compatibles ; en particulier, l a 

relation de compatibilit4 pour les formes de Weil V ® V---> T ayant parit6 C , 

est une relation d'4quivalence. 

2) Notons W (V,T) 
c 

Alors, l'application 

in duite par 

l'ensemble quotient par cette relation d'4quivalence. 

Wc(V,T ) .... > Wc(V~,T ~) 

2.3.1.1 est une bijection. 

2.3.3.1. 

alors ~' 

~=~ 

Preuve de i). Ii suffit de prouver que si ~ et ~ sont compatibles, 

et ~ sont compatibles. Par 2.3.2.3, il existe ~ E Aut(V) tel que 

~' = ~ o (~ ® id V) 

et pour u # O 
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La condition: ~p et 

Ii faut alors prouver, pour 

ce qui st~crit encore 

Tr( uu%0& ) > 0 

sont compatibles, s'~crit 

Tr(vv (%0'~)) > 0 si 

v : V >W, v#O, 

Tr(vv (Cp''~)) > 0 , 

Tr(v~~iv (%0'~)) > 0 ; 

mais, par 2.3.2.1, ~ est un carr~ dans 

= 82 

et on conclut aussitOt. 

m[~], 

~ m[~] , 

v : V---> W , 

que 

v#O . 

2.3.3.2. Preuve de 2). L'application est injective, par 2.3.1.1. Pour voir qu'elle 

est surjective, on raisonne comme suit : soit E (resp. E') le sous-espace de End(V) 

(resp. End(ViR)) des ~ v~rifiant ~%0 = ~ . On a 

E ~ = E ®K IR ; 

en outre, il r~sulte facilement de 2.3.2.3 que les classes d'~quivalence de formes 

de Weil de parit~ e sont des parties ouvertes dans E' , et puisque K est dense 

dans ~ , chacune d'entre elles contient des formes de Weil d~finies sur K . 

2.3.4. On se propose dans ce num~ro de classifier les formes de Weil de parit~ donn~e. 

Grace ~ ce qui precede, on peut supposer dans ce qui suit que K = ~ . On supposera 

aussi que ~ est semi-simple. Cette hypoth~se est justifi~e par 2.4.1.1. 

2.3.4.1. Proposition. Soit %0 : V ~ V > T une forme de Weil. Tout sous-objet 

W de V est non isotrope pour q0 , et on a donc V = W (~ W m , %0 = ~W ~ %0W ± 
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2.3.4,2. Preuve. II faut montrer que le sous-objet W' = W n W ~ est nul. 

Soit p : V ----> V un projecteur ayant W' comme image ; on voit aussit~t, 

puisque ~W' = 0 , que p~p = 0 ,donc Tr(p~p) = O et W' = 0 . 

2.3.4.3. Proposition. On reprend les notations de 2.3.4.1. Soit C E Aut(V) ; 

alors, l'ensemble W (V,T) est fini. S'il est non vide, il a exactement 2 r ~l~ments, 

o__~ r est le nombre de composantes isotypiques de V . 

2.3.4.4. Preuve. 

isotypiques ; on a 

¢=~e. 
i 

Soit V = • V. la d~compositi0n de V en somane de ses composantes 
i 

Hom(Vi,V j) = 0 et il r~sulte de 2.3.1 et 2.3.4.1 qu'on a, si 

W (V,T) = ~W .(Vi,T) 
I 

D'autre part, il est clair que si V est isotypique, le nombre des classes 

d'~quivalence de formes de Weil est le m~me pour V ou pour un de ses facteurs 

simples (on remarquera que, c ~tant central, il est diagonalisable dans route 

d~composition de V en produit de facteurs simples). On se ram~ne ainsi ~ prouver 

que si V est simple, et W (V,T) # ~ , il a exactement deux ~l~ments. Cela r~sulte 

du lemme facile: 

2.3.4.5. Lemme. Soit A un corps de rang fini sur IR muni d'une anti-involution 

u ~ ) u' et d'une forme lin~aire Tr : A > ~ , v~rifiant Tr(uv) = Tr(vu) , e t 

Tr(uu') > 0 chaque fois que u ~ 0 . Alors, on a 

IR = {u E A / u = u'} . 

2.3.5. Soient ~ une cat~gorie tannakienne sur ~ , T 

Rappelons que ~ d~note la cat~gorie tannakienne sur C 

des scalaires de ~ g ¢ . 

un objet inversible de C . 

qu'on obtient par extension 

Soit V un objet de ~ . On dit qu'une forme sesquilin~aire non d~g~n~r~e 



- 274 - 

: V @ V > T¢ est une forme de Weil si sa parit6 

End(V) et si pour tout u E End(V) , u # 0 , on a 

(2.3.5.1) Tr(uu ~) > O 

C est dans le centre de 

II en r~sulte que la forme sesquilin~aire sur End(V) 

(u,v) I > Tr(uv ~) 

est hermitienne d~finie positive. 

Si q0 : V ® V > T¢ , ~ : W ® W > T¢ sont des formes de Weil, on dit que 

~0 et ~ sont compatibles si cp • ~ est une forme de Weil, ou ce qui revient au 

m~me, si pour tout u : V > W , u # 0 , on a 

Tr(uu (~'~)) > O 

2.3.5.1. En s'inspirant des num~ros precedents, on prouve facilement 

i) Si ~ : V ® V > T¢ est une forme de Weil, l a ¢-alg~bre End(V) est 

semi-simple. 

parit~ 

2) Si e E Aut(V), la relation de ¢ompatibilit~ ~our les formes de Weil de 

est une relation d'~quivalence. 

3) Si V est semi-simple et muni d'une forme de Weil 

de V est non isotrope pour ~0 . 

, tout sou s-objet 

4) Si c E Aut(V) , e t V est semi-simple, l'ensemble des classes d'~quiva- 

lence de formes de Weil a O o__~u 2 r ~l~ments, o__~ r est le nombre des composantes 

isotypiques de V . 

2.3.5.2. Soient V un objet de ~ , ~ : V ® V > T une forme de Weil ayant parit~ 

= e e . On d~finit une forme de Well sur V¢ E ob C C par 

: V¢ ® V¢ > V¢ ® V¢ q0¢ > T¢ . 

On v~rifie aussitSt que ~ est une forme de Weil, qu'elle est compatible 
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avec sa conjugu~e ~ : V¢ ® V¢ > T¢ , qu'on a ~ = 

End(V¢) > End(V¢) 

u i ~ u ~ 
J 

(c)¢ et que l'application 

est l'extension semi-lin4aire canonique de 

End(V) > End(V) 

u ! > u ~ 

lorsqu'on fait l'identification (III (3.2.4.2)) 

End(V¢) = ¢ @~ End(V) . 

, l'objet de C qu'il d~finit, 2.3.5.3. Soit V un objet de ~ et notons V ° 

i V E Aut(Vo ) l'automorphisme de carr~ -id V qui d~finit Vo (on suppose qu'on a 
O 

choisi une racine carrie de -i dans ~) . II est facile de voir que la donn~e d'une 

.forme sesquilin~aire non d~g~n~r~e ~ : V ® V ~ T¢ revient ~ celle d'une forme 

bilin~aire non d~g~n~r~e ~o : Vo ® Vo > T v~rifiant 

~O o (i V ® i v ) = ~o 

Si ~ est de Well, la forme ~o est de Weil si et seulement si ~ e t 

sont compatibles. 

2.4. Polarisations. 

2.4.0. K d~signe un corps, muni d'un morphisme de corps 

tannakienne sur K . 

K > ~, C une cat~gorie 

2.4.1. Soit ¢ un ®-automorphisme du foncteur 

sur ~ consiste en la donn~e pour tout objet 

~(V) de formes de Weil V ® V ----> ! de parit~ 

id C ; une c-polarisation (homog~ne) 

V de C d'une classe d'~quivalence 

c V , v~rifiant la condition 
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PH) Si V,W E ob ~ , ~ E ~(V), ~ E ~(W) , alors 

~(~9 E ~ (v@w) 

qo®9 E ~ (V®W) . 

Si ~ E ~(V) , on dira que ~ est une forme positive pour la polarisation 

; le ~-automorphisme e s'appelle la parit~ de ~ , et sera not~ e(~) . L'ensemble 

des polarisations de ~ sera not~ Pol(~) , et l'application "paritY" sera notre e : 

Pol(~) e > Aut®(idc ) . 

Si e 6 AutV(id C) , l'ensemble des e-polarisations est not~ Pol (C) . Une polarisation 
c - -  

telle que e(~) = id sera appel~e une polarisation sym~trique ; en effet, 

est sym~trique si et seulement si les formes positives pour ~ sont des formes 

bilin~aires sym~triques. 

2.4.1.1. Proposition. Soit ~ une polarisation pour ~ . Ai.0rs, 

i) La cat~gorie C est semi-simple. 

2) Si ¢p E ~(V) , alors ~ E TT(~) 

3) Si ~p 6 ~(V) e_!t W est un sous-ob.jet de v , q%~ E ~ (w) . 

2.4.1.2. Preuve. Pour prouver i), on montrera que tout objet V de ~ est sormne 

de sous-objets simples. Pour cela, il suffit de prouver que si v : W > V d~signe 

l'inclusion d'un sous-objet simple W , il existe v' : V > W avec v'v = id V . 

Soient ~ , ~ des formes bilin~aires sur W , V , positives pour ~ ; si W # 0 

(autrement il n'y a rien ~ prouver), on a, par PH), que Tr(v(~'~)o v) > 0 , done 

u = v (~'~) v est non nul et puisque W est simple, c'est un automorphisme de W o 

Ii suffit de poser 

-I v(~,~) V I = U o 

L'assertion 3) est une consequence immediate de ce qu'on vient de prouver et 

de 2.3.4.1. Quant ~ 2), cela suit de 2.1.5. 
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2.4.2. Dans l'4tude des polarisations d'une cat4gorie tannakienne ~ sur un corps 

KC > ~ , on peut se limiter au cas o~ K = ~ et o~ ~ est alg4brique, i.e. poss~de 

un ®-g4n4rateur (III 3.3.1.1). 

Ecrivons d'abord ~ = li~m ~i comme r4union filtrante de ses sous-cat4gories 

tannakiennes pleines qui sont alg4briques (III 3.3.2). On voit que les incl~ions 

C. ~ > C. induisent des applications --l --j 

PoI(C.) > PoI(C.) , 
--j --i 

et on v4rifie aussit0t que l'application canonique 

PoI(C) > lim PoI(C.) 
-- (----- --i 

est bijective. 

Soit maintenant E E Aut®(id C) , et appelons e encore le ®-automorphisme du 

foncteur identique de ~ qu'il d4termine. Si ~ est une e-polarisation sur ~ , 

il existe une et une seule C~polarisation ~ sur ~ telle que si ~ est une 

forme bilin4aire sur V E ob ~ positive pour ~ , alors ~ est positive pour ~ ; 

ceci provient de ce que les objets V~ (V 6 ob ~) engendrent la cat4gorie ~ 

(III 3.2.4.1). On a ainsi une application 

(2.4.2.1) Pole(C) > Pole (C}R) , 

et il r4sulte aussit0t de 2.3.3 que cette application est bijective. 

2.4.2.1. Convention. Dans ce qui suit, ~ d4signe une cat~gorie tannakienne 

al$4brique (III 3.3.1) sur le ' corps ~ . On posera Z = Aut®(id C) ; c'est un 

groupe alg4brique commutatif. 

2.4.3. Soit e ~ Z(~) . Une E-polarisation (sesquilin~aire homog~ne) ~ consiste en 

la donn~e pour tout objet V de C¢ d'une classe d'~quivalence ~(V) des formes 

de Weil V ® V ) i de parit~ c V , v~rifiant les conditions suivantes 
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P'o) si V E ob ~ , 99 E ~(V) , alors ~ E ~(V) • 

P'I) Si V,W E ob ~ , 99 E ~(V) , ~ E ~(W) , alors 

~0@%, E ~(v@w) 

~®~ E ,(v®w) 

On adopte les m~mes notations pour les polarisations sur ~C que celles 

donn~es en 2.4.1. pour les polarisations sur ~ . On d~montre suivant les m~mes 

lignes que pour 2.4.1.1. 

2.4.3.1. Proposition. Soit ~ une polarisation sur ~¢ . Alors, 

i) ~ est semi-simple. 

2) Si V E ob ~ et 99 E ~(V) , alors ~ E ~(~) . 

3) Si V E ob ~ , W est un sous-objet de V et 99 E ~(V) , alors ~W E ~(W). 

2.4.3.2. Soit ~ une polarisation sur ~ . En se servant de ce que les objets V c 

(V E ob ~) engendrent la cat~gorie ~ (III 3.2.4.1), on voit qu'il existe une et 

une seule polarisation ~¢ sur ~ telle que si ~ : V ® V----> ~ est une forme 

positive pour ~ , V¢ ® V¢ > V¢ ® V¢ ~ > ~ soit une forme positive pour ~C " 

On a d~fini ainsi une application 

(2.4.3.1) Pol (~) ) Pol (~) 

La proposition suivante se d~montre sans difficultY, en se servant de 2.3.5.3. 

2.4.3.3. Proposition. L'application (2.4.3.1) est bijective. 

2.4.4. Proposition. SuFposons q ue ~ soit polarisable (i.e. Pol(~) # ~) ; alors 

l e N-groupe Z = Aut®(id C) est compact (0.3.2). 
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2.4.4.1. Preuve. Soient ~ E Pol(~) , V un ®-g~n~rateur de ~ , ~ : V ® V >~_ 

une forme positive pour ~ . Le ~-groupe Z op~re fid~lement sur le ~-vectoriel 

A = End(V) , i.e. on a une immersion ferm~e 

Si K 

Z > G__LL (A) 

z ~ > ( u '  > z v o u )  . 

est une IR-alg~bre , et z E Z(K) , on a 

~K o (zVK~ ZvK) = ~K ' 

d'o~ il r~sulte que l'adjoint de z pour ~K est ~gal 
V K 

End(V K) , on a 

Tr((z.u).(z.v) ~K) = Tr(uv ~) . 

-i 
z ; si u,v E A ®~ 
V K 

K = 

En consequence, Z est contenu dans le groupe orthogonal de la forme bilin~aire 

d~finie positive (u,v) ~ > Tr(uv ~) sur A , et il est compact (0.3.3). 

2.4.4.2. Corollaire. Si C 

(2.4o4.1) 

est polarisable, on a 

I HI(~,Z) = 2Z(~) 

H2(~,z) = z(~)/z(~) 2. 

2.4.4.3. Preuve. Ces formules sont valables pour un ~-groupe commutatif compact ; 

on les v~rifie en se ramenant au cas o~ Z est soit fini, soit un tore compact. 

2.4.5. On r~sume ici en un seul ~nonc~ les propri~t~s fondamentales des polarisations, 

qui seront prouv~es dans les num~ros 2.5 ~ 2.8. 

2.4.5.1. Th~or~me. Soit 

de centre Z . Alors 

L un lien alg~brique affine sur IR (III 3.1.4, 3.1.4.4) 

I) Si C est une L-cat~$orie tannakienne, l'ensemble Pol(~) est de fa@on 

naturelle un pseudo-torseur sous le $roupe Z(~) . 
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2) Si une L-cat4$orie tannakienne est polarisable, tout autre l'est, e t 

tout 414ment de Z(~) peut s'exprimer comme la parit4 d'une polarisation d'une 

L-cat4$orie tannakienne (on dit alors que L est polarisable). 

3) Si C , C' sont des L-cat4gories t annakiennes polaris4es (i.e. munies 

de polarisations) ayant la m~me parit4, il existe une 4quivalence de L-cat4$ories 

tannakiennes C ~ ~' et une seule ~ isomorphisme (non unique) prgs soumise ~ la 

condition de respecter les polaris ations. 

4) Supposons que L soit connexe ou ab41ien. Alors L est polarisable si 

et seulement s'il est le lien d'un groupe compact. De plus, si C est une L-cat4gorie 

tannakienne munie d'une polarisation sym4trique, il existe un foncteur fibre 

w : ~---> Modf($) et un seul ~ isomorphisme (non unique) pros tel que les formes de 

polarisation dans ~ soient exactement les formes bilin4aires transform4es par 

en formes d4finies positives• 

2.5. Classification des polarisations. 

2.5.0. On maintient la convention 2.4.2.1 et on suppose que ~ est polarisable ; en 

particulier, le ]R-groupe alg~brique Z = Aut®(id C) est compact. 

2.5.1. On d4finit une action du groupe Z(IR) sur l'ensemble Pol(~) de la faqon 

suivante : si ~ E PoI(C) et z E Z(]R) , z.~ est la polarisation telle que si 

V E ob ~ et si ~ : V ® V > ~ est une forme de Weil, on a 

(2.5.1.1) ~ E z~(V) = ~ o (id v ® z V) E n(V) 

On v~rifie aussitSt qu'on a la formule suivante pour les parit~s : 

(2.5.1.2) e(z.~) = z 2 ¢(~) " 

en particulier, si ¢ E Z(~)~ l'action de Z(~) sur PoI(~) induit une action 
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du groupe 2Z(~) des points d'ordre 2 de Z(~) sur Pol (C) . 

Si on identifie Pol(~) ~ Pol(~) par l'application (2.4.3.1), l'action 

de Z(~) sur eol(~¢) s'explicite de la fa~on suivante : si n E Pol(~¢) et 

z E Z(~) , z.~ est la polarisation de ~¢ telle que si V E ob(C_¢) , et si 

: V ® V ........ > ~ est une forme de Weil, on a 

(2.5.1.3) ~ E (z.~)(V) = ~ o (id V ® z_) E n(V) . 
V 

2.5.1.1. 

canonique 

Soit L le lien de C ; on sait (III 2.3.4.1) qu'on a un isomorphisme 

AutL(C) _~ H I (JR,Z) 

entre le groupe de classes d'isomorphisme d'auto-~quivalences de ~ li~s par id L 

et le groupe HI(~,Z) . D'autre part, d'apr~s 2.4.4.2, HI(~,Z) s'identifie au 

sous-groupe 2Z(IR) de Z(~). Explicitons comment, un ~l~ment z E 2Z(]R) d~termine 

de C . Pour cela on reconstitue C g partir de ~ et un automorphisme ~z - ' - 

de sa conjugaison de la fa~on rappel~e en 2.2.0 : ses objets sont les couples (V,a V) 

tels que V E ob ~¢ et a V : V > V est un isomorphisme tel que 

~v ° av : V ~ soit l'isomorphisme canonique. Cela dit, w z est donn~ par 

~z(V,av) = (V,a v o z V) 

w (f) = f 
Z 

Les remarques qui precedent ont pour but l'observation suivante : le groupe 

AUtL(~) op~re sur l'ensemble Pol(~) par transport de structure, donc on a une 

action de 2Z(~) sur Pol(~) . L'explicitation pr~c~dente entralne aussit~t 

2.5.1.2. Lemme. Cette action de 2Z(~) sur Pol(~) 

2Z(~) sur Pol(~) induite par celle de Z(~) . 

coincide avec l'action de 

2.5.2. Th~orgme. L'action de Z(~) sur PoI(~) fait de cet ensemble un torseur 
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sous Z(~) ; de m~me, si c E Z(]R) et Pole(C) # @ , il est un torseur sous 2Z(]R) . 

2.5.2.1. Preuve. La derni~re assertion est une consequence formelle de la premiere 

et de (2.5.1.2). Pour prouver la premiere, on va travailler en termes de polarisation 

sesquilin4aires, i.e., on prouvera que PoI(C¢) est un torseur sous Z(~) . 

a) L'action est libre. Soient ~ E Pol(C) , z E Z(~) , supposons qu'on a 

= z.~ ; il faut prouver que z = id , et pour cela, il suffit de prouver que pour 

tout objet simple V de C¢ , on a 

z V = id V • 

Soit ~ E ~(V) , et ~ = ~ o (z V ® id_) ; puisque V est simple, les seuls 
V 

endomorphismes de V sont les homoth4ties par un nombre complexe, et puisque 

et ~ sont compatibles, z V est la multiplication par un nombre r~el positif ; mais, 

d'autre part, Z ~tant compact, z V se trouve dans un sous-groupe compact de Aut(V) , 

d'o~ z v = id V . 

b) L'action est transitive. Soient ~ , ~' £ PoI(C.¢) , V un objet simple 

de CC et ~ 6 ~(V). La forme ~ : V ® V > ~ d4termine (2.2.2.1) une bijection 

End(V) N > Hom(V ® V,~) 

I > ~ o (~ ~ id ) 

Soit K V l'unique sous-groupe compact maximal de Aut(V) et notons encore ~'(V) la 

demi-droite r~elle dans End(V) qui correspond par la bijection pr4c4dente 

~'(V) c Hom(V ® V,~) . Puisque End(V) est isomorphe ~ ¢ , il est clair que l'inter- 

section de ~'(V) et K V se r4duit ~ un point, not4 z V . L'414ment z V peut ~tre 

caract4ris4 corm~e le seul automorphisme ~ de V contenu dans un sous-groupe compact 

de Aut(V) et tel que si ~ ~ n(V) , alors ~ o (~ ® id_) E ~'(V) ; d'ailleurs, il est 
V 

clair que si ~ : V ® V > C est une forme de Weil, ~ E ~(V) si et seulement si 

o (z V ® id ) E ~'(V) . La collection des z V (V objet simple de ~) d4finit un 
V 
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automorphisme z de id C ; prouvons que c'est un ®-automorphisme : il suffit de 

remarquer que si V , W sont des objets simples de ~ , z V ® z W est dans le centre 

de End(V@W) (4tant une homoth4tie), qu'il est contenu dans un sous-groupe compact 

de Aut(V®W) , ~ savoir l'image de K~xK W par Aut(V) X Aut(W) > Aut(V®W) 

et que si ~ : (V®W) ® (V®W) --->~ est une forme de Weil, 

r -I 

E ~(V®W) ~ q9 ° Ll(Zv®Zw) ® id | E ~'(V> %o 
J V®W 

Ainsi, z E Z(¢) ; enfin, puisque ~ et ~' v4rifient la condition 

P'O) de 2.4.3, on voit que 

z_ = (Zv~ 
v 

i.e. que z = z ,donc z E Z(]R) et 

2.5.2.2. Corollaire. Si C , ~' sont des categories tannakiennes sur ~ polaris@es 

(i.e. avec des polarisations donn@es), il existe au plus une ~quivalence C ~ C' 

isomorphisme pros induisant un isomorphisme de liens donn~ L ~ L' , et respect ant 

les polarisations. 

2.5.3. On a vu dans 2.5.1 que si ~ E Pol(~) , z E Z(IR) , on a 

C(z.~) = z2.c(~) ; 

il r@sulte de 2.5.2 que l'ensemble des parit~s c(~) (~ E Pol(~)) est une orbite 

dans Z(]R) pour l'action de Z(~) 2 par translation, i.e. que ~ d@termine un 

~l~ment, not~ C C dans Z(~)/Z(IR) 2 qui par 2.4.4.2 s'identifie g H2(IR,Z) . 

L'@l@ment C C E H2(~,Z) ne d@pend que de ~ , et constitue l'obstruction 

pour l'existence sur ~ d'une polarisation sym@trique : 

2.5.3.1. Proposition. ~ poss~de une polarisation sym~trique si et seulement si 
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¢C=0 . 

2.6. Le th~or~me de rigidSt~. 

2.6.0. Dans la suite, L d~note un lien sur ~ pour la topologie ~tale, represen- 

table sur ¢ par un groupe alg~brique affine. On notera Z le centre de L ; c'est 

un ~-groupe alg~brique affine commutatif. Rappelons comment le groupe H2(IR,Z) agit 

sur l'ensemble des classes d'~quivalence des categories tannakiennes sur ]R li~es 

par L (III 3.2.6). Soit ~ une telle cat~gorie tannakienne et soit ~ E H2(~,Z) 

repr~sent~ par z E Z(~) . La donn~e de ~ est ~quivalente ~ celle de ~¢ munie de 

sa conjugaison 

et du ®-isomorphisme fonctoriel 

~v:V ~> v 

En ces termes, la cat~gorie tannakienne 

que de ~ , se d~crit de la faqon suivante : sa complexifi~e 

, sa conjugaison est celle de ~ , et le ~-isomorphisme 

par 

= ~V o z v 

Zc , dont la classe d'~quivalence ne d~pend 

(z~) C est ~gale 

: V > ~ est donn~ 

2.6.1. 

~quivalentes. 

bles. 

sable. 

Th~or~me. Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes sont 

i) Tout es les categories tannakiennes s ur ~ li~es par L sont polarisa- 

(2.6.1.1) 

ii) II existe une cat~$orie tannakienne sur 

commute ~ l'action de 

li~e par L qui soit po!ari- 

De plus, si ces conditions s ont v~rifi~es, l'application "paritY" 

H2 (~,L) > H2 (JR,Z) 

H2(Z) et en particulier est une bijection. 
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2.6.1.1, Preuve. 

sur ~ li4e par 

et qu'on a 

(2.6,1.2) 

Ii suffit de montrer que si ~ est une eat~gorie tannakienne 

L et z E Z(~) , alors si ~ est polarisable, z~ aussi, 

= Czc z. c_c (mod. Z(~) 2) 

Soit en effet ~ une polarisation sesquilin~aire sur ~¢ , on remarque alors 

que la d~finition de polarisation sesquilin4aire ne fait intervenir que C_¢ munie 

de sa conjugaison V| > V , et non pas les isomorphismes ~V " Iien r~sulte, par 

2.6.0 que ~ d4finit une polarisation sesquilin~aire sur (Z_C)¢ , et la d~finition 

de la parit~ (2.2.2.2) d'une forme sesquilin4aire donne aussitOt la formule pr~c4dente. 

2.6.1.2. On dit que le lien L est polarisable s'il v4rifie les conditions du 

th~or~me ; une condition n~cessaire, d'apr~s 2.4.4, est que Z soit compact. 

2.6.2. Corollaire. (Th4or~me de rigidit4). S__ ! L est po!arisable, pour tout 

z E Z(~) , il existe une ca t4$orie tannakienne sur ~ , ~(z) li4e par L et munie 

d'une polarisation ~(z) de parit4 z . De plus, le couple (~(z),U(z)) est unique 

4quivalence unique (respectant les polarisations donn4es et li4e par id L) 

isomorphisme (non uniqu~ p r~s. 

2.7. Cas neutre I : Les C-polarisations. 

2.7.1. Soit G un ~-groupe alg~brique affine. On 4tudiera ici un moyen de d4finir 

des polarisations sur la cat~gorie RePo(G) des G-modules de rang fini sur ~ . 

Si G est, soit ab41ien, soit connexe, on verra au 2.8 que toutes les polarisations 

sur RePo(G) sont de ce type. Dans le cas g~n~ral, la question reste ouverte. 

Pour simplifier, on note 

PoI(G) = Pol(RePo(G)) , 

et on dira que le groupe G est polarisable si RePo(G) l'est. 
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Soit 

un G-module 

V 

C E G(]R) ; une forme bilin4aire ~ : V ® V > ~ G-invariante sur 

V est dite d__£e C-polarisation. Si la forme bilin4aire sur le ]R-vectoriel 

~C(x,y) = ~(x,Cy) 

est sym~trique d4finie positive. Un calcul imm4diat montre que la parit4 de 

C 2 et que C 2 est central dans l'image de G dans Auto(V) . 

est 

2.7.1.1. Proposition. Soit C 6 G(~) 

I) Une forme de C-polarisation ~ : V ® V ---> ]R est de Weil. 

2) Si ~ : V ® V > R est une forme de C-po!&risation ~ ~ et les formes 

induites sur des sou s-objets de V sont de C-polarisation. 

3) Si ~ : V ~ V ---> ~, ~ : W ~ W ---> ]R sont des formes de C-polarisation, 

• ~ , ~ ~ ~ sont des formes de C-polarisation. 

4) Soit ~ : V ® V > ]R une forme de C-polarisation. Alors, V est un 

objet semisimple de RePo(G) et toute forme de Well ~ su_._~r V de parit4 C 2 

compatible avec ~ , est une forme de C-polarisation. 

2.7.1.2. Preuve. Pour I), il faut v4rifier que la parit4 de 

de End(V) et que si u 6 End(V) , u # O , on a 

Tr(uu ~) > O ; 

la parit4 de ~ est 

on a 

est dans le centre 

C 2 et commute donc avec les ~14ments de End(V) , d'autre part 

u ~  = u ~ c  , 

et il est connu qu'on a la propri4t4 de positivit4 pr4c~dente pour des formes 

sym4triques d~finies positives. 

Les assertions 2) et 3) sont 4videntes sur la d4finition de forme de 

C-polarisation. Enfin, pour 4), l'assertion de semisimplicit4 de V r4sulte de 2) 

et 3) en utilisant la m~me m4thode que pour prouver 2.4.1.1. i). Pour la derni~re 
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assertion, on peut supposer que V est simple, et alors par 2.3.4.5, ~ est un 

multiple scalaire positif de ~ . 

2.7.2. On dit qu'un ~idment C E G(~) est hod$ien si tout G-module (de rang fini 

sur JR) poss~de une forme de C-polarisation. D'apr~s 2.7.1.1 et II 4.3.2 a) il 

revient au m~me s'il enest ainsi pour un G-module fiddle. Le ~-groupe G est 

alors r~ductif (0.1.1.2) , et on dit qu'il est hod$ien. La proposition 2.7.1.1 montre 

que chaque ~l~ment hodgien C ddfinit une polarisation de Redo(G) , notre ~C ' 

pour laquelle les formes positives (2.4.1) sont exactement les formes de C-polarisa- 

tion. Une polarisation obtenue ainsi sera appel~e hodgienne. La proposition suivante 

n'offre aucune difficultY. 

2.7.2.1. 

de G . 

Proposition. Soit C E G(~) un ~l~ment hod$ien, et notons Z le centre 

i) C 2 E Z(~) et la parit~ c(~ C) de ~C ~S't C2 " 

2) S__~ g E G(R) , z E Z(~) , alors C' = zg C g-I est hodgien et on a 

~C' = Z'~c 

En particulier, toute polarisation de G est hod$ienne (voir 2.5.2). 

2.7.2.2. Proposition. Soient G ' ¢ > G un s pus-$roupe de G , C E G'(~) . S i 

C est hodgien ' comme ~l~ment de G(~) alors il l'es; aussi conm~e ~l~ment de G'(~). 

2.7.2.3. Preuve. Si C est hodgien dans G , il existe un G-module fiddle V et 

une forme de C-polarisation ~ : V ® V > ~ . Par restriction du groupe d'op~rateurs 

de G g G' , V est aussi un G'-module fiddle et ~ une forme de C-polarisation. 

2.7.3. Soit C E G(IR) un ~l~ment de carr~ central, i.e. C 2 E Z(IR) . L'image de C 

par int G : G ----> Aut(G) d~finit une classe de cohomologie galoisienne 

C E HI(R~Aut(G)) , 
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donc une forme r~elle de G , notre G C . On a 

GC(~) = [g E G(¢)/g = C-Igc } , 

i.e. le complexifi~ de G C est G¢ : 

(Gc) ¢ = G~ , 

1 
et la conjugaison G¢ ---> G¢ d~finissant G C est donn~e par gl > C g C . 

2.7.3.1. Proposition. (DELIGNE [ 5], lemme 2.8). L'61~ment C E G(~) est hodgien 

si et seulement si G C est un l~-groupe compact (au sens de 0.3.2). 

2.7.3.2. Preuve. Elle consiste ~ remarquer que C est hodgien si et seulement si 

tout G¢-module V poss~de une forme sesquilin6aire de C-polarisation. En explicitant 

la conjugaison de G¢ par rapport h la forme r~elle G C comme pr6c6demment, on voit 

que ceci arrive si et seulement si tout Gc-module poss~de une forme de l-polarisation, 

i.e. que G C est sous-groupe du groupe orthogonal d'une forme symdtrique d6finie 

positive. On conclut ~ la compacitd de G C par 0.3.3. 

2.7.3.3. Proposition. S i G est compact, C est hod$ien si et seulement si 

C E Z(~) . 

2.7.3.4. Preuve. Si C E Z(I~) , il est clair qu'il est hodgien par 2.7.2.1, 2). 

R~ciproquement, si C est hodgien, G C est compact ; par l'unicit~ des sous-groupes 

compacts maximaux de G(¢) (voir O.4.1), il existe h E G(¢) tel que 

h G(]R)h -I = GC(I~) .Donc, si g E G(]R) (i.e. g E G(¢) et g = g ) , on a 

h g h -I E GC(IR) , 

h-I 1 h-i hg =C- hg C 

h-iC-I C-I g = ~ g (h-1 ~)-1 

ce qui s'~crit encore 

i.e. V g E G(~) 
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Ceci signifie, puisque 

s'4crit, suivant la d6composition de Cartan de 

De m~me, on 4crit 

Par d6finition de 

d'oh 

G est compact, que h -I C -I h = z E Z(¢). L'616ment z 

G(C) relative ~ G(I~) (voir 0.4.2). 

z = z I z 2 z I E Z(II) 

h = kp k E G(]R) 

z,ona 

c -I 

C-ikp -1 

k-ic-lk p-2 

k -I C -I k 

= hz 

= k pz 

= ZlZ 2 

= z I E Z(]R) 

c E z(m) 

2.7.3.5. Corollaire. Si C E G(~) est un 616ment hod$ien d'un ~-$roupe G , l__~e 

centralisateur de C , CentG(C) est un sous-$roupe compact maximal de G , et est le 

seul compact maximal de G contenant C . 

2.7.3.6. Preuve. Si K = CentG(C) , pour voir que K est compact, il suffit de 

remarquer que si ~ est une forme de C-polarisation sur un G-module fiddle V , la 

forme sym4trique d4finie positive ~ est K-invariante (O.3.3). Pour finir la 

d6monstration du corollaire, il faut prouver que tout sous-groupe compact K' de G 

contenant C est contenu dan8 K . En effet, par 2.7.2.2, C est hodgien dans K' , 

donc par 2.7.3.3. il est dans le centre de K' et K' G K . 

2.7.4. Proposition. S! C, C' 6 G(I~) sont hodgiens, il existe 

et un seul z 6 Z(]R) tels qu'on ait 

-i 
C' =zgCg 

g E G(IR) et un 
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en particulier, s i ~C = ~C' ' C e t C' sont conjugu@s. 

2.7.4.1. Preuve. D'apr~s 2.5.2 et 2.7.2.1, il suffit de prouver la derni~re 

assertion. Soient C, C' E G(~) hodgiens avec ~C = ~C' ' et posons K = CentG(C) , 

K' = CentG(C') . D'apr~s l'unicit@ des sous-groupes compacts maximaux (0.4.1) et 

-I 
2.7.3.5 il existe g E G(~) tel que g K g = K' , et en particulier 

- -i I 
g C g 1E K'(~) . Par 2.7.2.2 et 2.7.3.3, g C g = z C , o~ z appartient au 

centre de K' (en fait, C' et g C g-i appartiennent au centre de K' ). D'autre 
k 

-I 
part, les polarisations de G d~finies par C' , g C g coincident, et il est clair 

qu'il en est de m~me pour les polarisations de K' qu'ils d~finissent. En utilisant 

nouveau 2.7.2.2 et 2.5.2 on voit que z = 1 et 

-i 
C' = gC g 

2.7.5. Proposition. Soit G u__nn ]R-groupe alg~brique affine. Alors, G est hod$ien 

si et seulement si le lien de G est le lien d'un groupe compact. Dans ce cas, 

RePo(G) poss~de une polarisation sym~trique si et seulement si elle est ~quivalente 

(en tant que cat~gorie tannakienne) ~ la cat~gorie RePo(K) , o__~ K est compact. 

2.7.5.1. Preuve. Prouvons la premiere assertion ; on peut @videmment supposer que 

G est r~ductif, et soit K sa forme compacte. Dire que lien(G) ~ lien(K) ~quivaut 

dire que la classe d'isomorphisme de G se trouve dans l'image de l'application 

HI(IR,In___~t(K)) > HI(IR,Aut(K)) 

D'apr~s SERRE [2 ] , III th@or~me 6, le premier ensemble s'identifie 

HI(~/2~, Int(K)(]R)) , et ceci plus la surjectivit@ de l'application 

K(~) .... > Int(K)(~) , 

prouve que cette image est compos~e des classes d'isomorphismes des groupes de la 

forme K C (C E K(]R) , C 2 central). Mais ceux-ci, par 2.7.3.1, sont exactement les 

groupes hodgiens qui sont des formes de K . 
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La derni~re assertion suit aussitSt de la suite exacte de cohomologie 

associ4e 

et de ce que 

se trouve dans l'image de l'application 

int : HI(N,K) 
(voir II 3.2). 

1 > Cent(K) > K > Int(K) > I 

RePo(G) ~ RePo(K) si et seulement si la classe d'isomorphisme de 

> HI (IR,Aut (K)) 

2.8. Cas neutre II : d~termination des ~-groupes polarisables. 

2.8.1. On peut se poser la question suivante : si G est un ~-groupe alg~brique 

affine, est-ce que toute polarisation de RePo(G) est hodgienne ? En d'autres termes, 

G est-il polarisable si et seulement s'il est hodgien ? 

Une r~ponse affirmative entralne que si L = lien(G), une L-cat~gorie tanna- 

kienne ~ munie d'une polarisation sym~trique ~ est neutre, et m~me, par le 

th~or~me de rigidit~ 2.6.2 et par 2.7.5, il existe un foncteur fibre 

m : C > Modf(~) unique ~ isomorphisme (non unique) pros tel que les formes 

M : V @ V > ! positives pour ~ soient celles telles que w(~) est une forme 

sym~trique d~finie positive. 

2.8.2. Th~or~me. Soit G u__nn ~-$roupe al$~brique affine connexe ou ab~lien. A lors, 

G est hod$ien si et §eulement s'il est polarisable. 

2.8.2.1. Preuve. II suffit de montrer par 2.7.1 que si G est polarisable 

L = lien(G) est le lien d'un groupe compact. Ceci est clair si G est ab~lien, par 

2.4.4. On est ramen~ au cas o~ G est r~ductif connexe, et pour conclure, il faut 

prouver qu'il n'y a qu'un lien localement isomorphe ~ L = lien(G) (g isomorphisme 

pros) qui soit polarisable, ~ savoir le lien de la forme compacte de G ; ou encore, 

qu'il n'y a qu'un ~-groupe quasi-d~ploy~ localement isomorphe g G qui soit 
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polarisable (voir 1.1.2). 

Si F d4signe le groupe (constant) des automorphismes ext4rieurs de la forme 

d4ploy~e de G (0.1.3.2), l'ensemble des classes d'isomorphisme de ~-groupes 

quasi-d4ploy~s localement isomorphes ~ G se trouve en correspondance bijective avec 

l'ensemble HI(~,F) , ou encore avee l'ensemble 2F/conjug. des classes de conjugal- 

son d'41~ments d'ordre 2 de F . Soit q 6 2 F , et supposons que le groupe quasi- 

d4ploy4 G que cet ~14ment d~finit soit polarisable. Ceci entralne, par 2.4.3.3 
q 

que pour tout (Gq)¢-module V (de rang fini sur C), on a un isomorphisme 

c (v) = ~ , 
q 

oO Cq(V) d~note le conjugu~ du (Gq)¢-module V par rapport ~ la forme Gq de 

(G) = G C . En particulier, si V est un G¢-module simple de poids dominant 
q¢ 

p 6 P (on adopte les notations de 0.2), d'apr~s les formules (O.2.2.1) et (O.2.3.1), 

1'existence d'un tel isomorphisme signifie qu'on a 

q(p) = -Wo(P) . 

Puisqu'on a cette ~galit~ pour tout p E P et que les 414ments de P 

sous-groupe d'indice fini dans le groupe ab~lien libre M , on conclut 

engendrent un 

q = -w ° 

d'og l'unicit~ du ~-groupe quasi-d~ploy4 polarisable. 

2.8.2.2. Corollaire. Soit L un lien alg4brique affine sur ~ , qui s ur ¢ est 

d4fini par un groupe connexe o u ab41ien. Si C est une L-eat4~orie t annakienne munie 

d'une polarisation sym4trique ~ , il existe un foncteur fibre ~ : ~ > Hodf(~) 

unique tel que les formes positives pour ~ soient les formes ~ : V ® V > 

telles que w(~) soit sym~trique d~finie positive. 
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2.8.2.3. Preuve. Elle d4coule aussitSt du th4or~me, de la discussion de 2.8.1 et 

du fait qu'un lien cormne ci-dessus est repr4sentable, i.e. de la forme lien(G) (voir 

1.1.2 et III 2.1.3). 

2.8.3. Dans la liste des categories tannakiennes sur ~ g lien simple, donn4e 

au § i , on peut distinguer celles qui sont polarisables. En effet, dans la table II 

on a soulign~ ceux des groupes quasi-d4ploy4s qui sont polarisables. On voit sur 

cette liste que le seul exemple de cat4gorie tannakienne sur ~ ~ lien simple 

connexe qui soit polarisable et non neutre est donn~ par "la" cat~gorie tannakienne 

non neutre sur ~ de lien 

n+ I 
o~ r' , r .......... 2 sont pairs. 

SLn+i/ ~r' 

§ 3. POLARISATIONS : CAS GRADUE 

3.1. Triples de Tate. 

3.1.0. On fixe un corps de caract4ristique nulle k . 

3.1.1. Un triple de Tate ~ = (~,w,T) est constitu~ par la donn4e d'une cat4gorie 

tannakienne ~ sur k , une ®-graduation de type ~ w de id C , et un objet 

inversible T de degr~ -2 pour la graduation w . La graduation w est appel4e 

graduation par le poids, l'objet T est appel4 l'objet de Tate. Si V est un objet 

de C , n E ~ , on note 

V(n) : V ® T ~n 

Suivant cette notation, on a 

T @n = !(n) 

Les triples de Tate constituent de fa~on ~vidente une 2-cat4gorie, notre 

T T(k) . Chaque triple de Tate d~finit un triple (Q,w,t) d'une gerbe tannakienne 
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sur k (~ savoir FIBo(C)_ , voir III 3.2.1.2), un morphisme w : ~m > Z dans le 

centre Z = Aut(idQ) ~ Aut~(id C) de la gerbe Q , et un morphisme de gerbes 

-2 
Q > TORS(~ ) tel que le compos~ ~ ''> Z ~ ~ soit -2 (i.e. x ~ > x ) 

m m m 

(voir IV). Si on se limite au cas alg~brique (i.e. ~ alg~brique, Q alg~brique), 

on obtient ainsi une 2-@quivalence entre T__TT(k) et la 2-catggorie des triples 

(Q,w,t) (voir III 3.2.5.1). 

3.1.2. A un triple de Tate ~ = (~,w,T) on associe le triple (L,w,t) constitu~ 

par le lien L de C , le morphisme w : ~ > Z = Cent(L) d~finissant la graduation 
-- m 

par le poids, et le morphisme t : L---> ~ d~fini par l'objet de Tate ; on a 
m 

t o w = -2 ° 

On dit que ~ est li__~ par le triple (L,w,t). 

Pour un triple (L,w,t) comme ci-dessus, on note L' le lien conoyau de 

w > Z ----> L , Z' son centre ; on v~rifie aussitSt que dans ce cas le noyau 
m 

L = Ker(t) existe, et on note Z son centre. On v~rifie qu'on a des identitifi- 
O O 

cations 

Z = Ker(t : Z ) ~ ) 
O m 

Z' = Coker(w : ~ > Z) 
m 

Si C : ~ 2----> Z ° est le morphisme induit par w : ~m > Z (sa donn6e 

revient ~ celle de c(-l) E 2Zo(k)) , on v~rifie ~galement que les morphismes ~vidents 

Z > Z' 
o 

L ~ L' 
o 

sont surjectifs de noyau Im(C) . Toutes ces v~rifications sont faeiles et de nature 

locale pour la topologie fpqc , on peut donc supposer que L est representable. 

A un triple (L,w,t) 

R~ciproquement, si (L ,~) 
O 

comme ci-dessus on peut associer le couple (L ,C). 
O 

est un c o u p l e  d ' u n  l i e n  t a n n a k i e n  L e t  d ' u n  morph i sme  
O 
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C : ~2 ~ > Z ° , on construit un triple (L,w,t) en posant 

L = Coker (e : ~2 > Lo × ~m ) 

" > L X ~ , t par o~ ~ et l'inclusion ~2 > ~m ' w est induit par G m o m 

pr -2 
L XC >~ >~ 
o m m m 

Ces c0nstructions sont r4ciproques l'une de l'autre. 

3.1.3. On dira qu'un triple de Tate ~ = (~,w,T) est neutre si la cat4gorie 

tannakienne C est neutre, neutralis4 si C est munie d'un foncteur fibre 

W : C ..... > Modf(k) . 

et d'un isomorphisme w(T) ~ k . 

On voit aussitDt par II 4.1.1 que les triples de Tate neutralis4s se trouvent 

en correspondance biunivoque avec les triples (G,w,t) form4s d'un k-groupe affine 

G , un morphisme central w : ~ > G et un morphisme t : G > ~ tel que le 
m m 

compos4 tw soit -2 . Ii r4sulte par ailleurs de ce qui pr4c~de que la donn4e d'un 

triple (G,w,t) @quivaut ~ celle d'un couple 

central d'ordre 2 (ou encore C : ~2 "> Go 

(G,w,t) ~ (Go,e) en posant 

(3.1.2.1) 

(Go,C) , oO C 6 Go(k) est un ~l~ment 

un morphisme central). On passe de 

G = Ker(t : G > ¢ ) 
O m 

e = w(-1) 

et on passe de (Go,e) ~ (G,w,t) par 

G = Coker(~ : ~2 > Go × ~m ) = (c,-l) 

w(k) = (1,k) 

t(g,k) = k-2 

G 
o 

Si, par exemple, on part de (G,w,t), l'isomorphisme entre 

X ~m / ~ (~2) est le seul rendant commutatif le triangle 

G et 
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G 
o 

X ~ '  ...... : : ' G  
m 

G o × Cm/~'(~u 2) 

Pour un triple (G,w,t), on note 

G = Ker(t) 
o 

G' = Coker(w) 

Z = Cent(G ) = Ker(t : Z ......... > • ) 
o o m 

Z' = Cent(G') = Coker(w : ~ ) Z) 
m 

Enfin, les morphismes 

Z ........ > Z t 
o 

G ----->G' 
o 

sont des @pimorphismes et ont comme noyau Im(g) . 

3.1.4. Soit (Q,w,t) un triple comme dans 3.1.1. On note Qo la gerbe noyau du 

morphisme t : Q----> TORS(~ m) , ou plus pr@cis@ment la gerbe des couples (P,~) 

d'un objet P de Q et d'un isomorphisme ~ : t(P) = @ . Si Z (resp. Z ) est 
m o 

le centre du lien de Q (resp. Qo ) , on a par 3.1.2 que 

Z = Ker(t : Z > ¢ ) , 
o m 

et si on note g = w(-l) , on a ¢ E Z (k) . Voici l'extension pour les gerbes des 
o 

assertions faites en 3 . 1 . 3  pour  l e s  t r i p l e s  ( G , w , t )  e t  l e s  c o u p l e s  (Go ,g ) .  

3.1.4.1. Proposition. La co rre§pondance (Q,w,t) | > (Qo,¢) d~finit une 

2-~.quivalenee d e la 2-cat~gorie .des triples (Q,w,t) tels que le compos~ 

¢ w> Z t> ~ soit -2 sur la 2-cat~or.ie des couples (~o,g) o~ g E Z (k) 
m m ' -- o " 
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3.1.4.2. Preuve. II suffit de d6finir un 2-foncteur quasi-inverse, ou encore 

d'associer gun couple (Qo,C) , un triple (Q,w,t). Si Lo = lien(Qo) , on a un 

morphisme c : ~2 ----> L ° , et encore un morphisme 

~: ~i 2 ---->L XG o m 

ayant e et l'inclusion de ~2 da~s ~m comme composantes. Par d~finition, on pose 

L = Coker(~) 

et 

loc.cit, la gerbe 

est l'image directe de Qo × ~m ----> L (voir GIRAUD [i] IV, 2.3.18). D'apr~ 

Q munie du morphisme de gerbes 

qo X TORS(~ m) > 

est unique g ~quivalence unique g isomorphisme unique pr~s. De fa~on precise si 

~o X TORS(~m)~, Q 

sont des morphismes de gerbes li~s par L × ~ > L , il existe un couple (a,~) 
o m 

d'une ~quivalence a : Q ~ > Q' et d'un isomorphisme ~ : au ~ u' , et si 

(a,~) , (a',~') sont deux couples comme ci-dessus, il existe un et un seul isomorphisme 

: a ~> a' v~rifiant 

~' o (~. u) = a 

Ceci d~finit bien Q , et la d~finition de 

exemple, d'un triple (Q,w,t) et voyons comment Q 

de la fa~on d~crite plus haut. On a un morphisme 

w,t est ~vidente. Partons, par 

se r~cup~re ~ partir de (Qo,e) 

Qo × TORS(Cm) > Q 

d~fini par (X,P) ~ > P X ~m X : en effet, ~m agit sur tout objet de Q par l'inter- 

m~diaire du morphisme w : ~m ) Z = Aut(idQ) . De plus, ce morphisme de gerbes est 

~videmment li~ par le morphisme de liens conoyau de ~ , c : L ° X ~m ----> L , comme 

on le voit en passant ~ une extension de k sur laquelle les gerbes Qo ' Q sont 



- 298 - 

neutres. Soit Qo X TORS(G m) > Q' 

comme plus haut. On a un diagramme 

le morphisme de gerbes (li~ par c) d@fini 

Qo X TORS(~m ) > 

qu'il faut compl~ter par un morphisme Q' ) Q . Pour ceci, on consid~re le morphisme 

de gerhes (GIRAUD [i] IV, 2.3.2) 

HOML(Q', q) > HOMc(Qo X TORS(@m), Q) • 

D'apr~s loc.cit, ce sont des gerbes li~es par Z , et il est clair que le morphisme 

lui-m~me est li~ par id Z ,donc est une ~quivalence (loc.cit. 2.2.6) et le triangle 

precedent peut ~tre compl~td. 

3.1.4.3. Soit ~ = (C,w,T) un triple de Tate, d~finissant un triple (Q,w,t) . La 

gerbe Qo introduite en 3.1.4, munie du morphisme ~vident Qo > Q et de l'isomor- 

phisme entre Qo > Q > TORS(~ m) et le morphisme trivial Qo ) TORS(@m ) ' 

correspond ~ une cat~gorie tannakienne C munie d'un morphisme 
--o 

Q : c > c 
- -o 

et d'un isomorphisme 
q : Q(T)-~ i ; 

de plus, le couple (Q,q) est solution du probl~me universel qu'on devine. 

Supposons que ~ soit semi-simple et soit S l'ensemble des classes 

d'isomorphisme d'objets simples de C ; alors C l'est aussi et l'ensemble corres- 
-- --o 

pondant S o s'identifie par Q au quotient de S par la relation d'~quivalence 

qu'identifie deux objets simples de C si l'un se d~duit de l'autre en tensorisant par 

une puissance de T . Ceci r~sulte des assertions suivantes, valables sans hypoth~se 

de semi-simplicit~ : 



- 299 - 

a) si v,w sont des objets de ~ homog~nes de m~me degr~, l'application 

Hom(V,W) > Hom(QV,QW) 

est bijective. 

b) Si 

V,W deviennent 

W = V(k) . 

(respl W) est un objet de ! homog~ne de degr~ n (resp. m) et 

isomorphes dans C , alors n-m est pair, n-m = 2k , et 
--O 

D'apr~s III, 3.2.4 et 3.2.4.2, il suffit de prouver ces assertions apr~s 

extension arbitraire du corps k ,donc on peut supposer que ~ ' ~o sont neutres 

et que la situation est 

ReDo(G ) ..... > RePo(Go) , 

auquel cas, c'est trivial puisque G = G o × ~m/~2 (3.1.2). 

3.1.4.4. Remarquons qu'il r~sulte des explicitations de 3.1.3, 3.1.4.2 que la gerbe 

Q est neutre (resp. alg~brique r~ductive) si et seulement si Qo est neutre 

(resp. alg~brique, r~ductive). On n'a pas le m~me dictionnaire pour la connexit~ 

si Qo est (localement la gerbe des torseurs d'un groupe) connexe, il en est ainsi 

de Q , mais la r~ciproque n'est pas vraie en g~n~ral. 

3.2. Polarisations. 

3.2.1. Soient K un sous-corps de ~, et T = (~,w,T) un triple de Tate (o~ 

> Z = Aut®(id C) d~finit la graduation par le poids, T d~signe l'objet W 
~m 

de Tare). Une polarisation (gradude) ~ du triple de Tare (~,w,T) consiste en la 

donn~e pour chaque objet V de ~ , homog~ne de poids n , d'une classe d'~quivalence 

~(V) de formes de Weil V ® V > T ®-n (2.3.1) de parit~ (-i) n , v~rifiant les 

conditions suivantes : 

PGI) Si V,W sont des objets de ~ homog~nes de m@me poids, ~ E ~(V) , 
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E ~(W) , alors ~ ~ ~ E ~(V • W). 

PG2) Si V,W sont des objets homog~nes de ~ , ~ E ~(V) , ~ E ~(W), alors 

~®~E~ (v®w). 

PG3) Le morphisme identit~ T ~ T ~ T ~2 appartient ~ ~(T) . 

Si V E ob ~ est homog~ne et ~ E ~(V) , on dit que ~ est une forme 

positive pour ~ . 

L'ensemble des polarisations du triple ~ = (~,w,T) sera not~ Pol(~,w,T) 

ou PoI(T) . 

3.2.1.1. En proc~dant de la m~me fa~on qu'en 2.4 on prouve pour les polarisations 

gradu~es des r~sultats analogues ~ ceux d~montr~s pour les polarisations homog~nes 

en 2.4.1.1, 2.4.2, 2.4.3.1 et 2.4.3.3. 

De m~me, on adoptera la convention 

3.2.1.2. Convention. Dans ce qui suit, on se limite au cas 

rera que des ~-cat~$ories tannakiennes alg~briques. 

K = ~ , et on ne consid~- 

3.2.2. D'apr~s 3.1.1 on a un dictionnaire entre les triples de Tate (~,w,T) et les 

triples (Q,w,t) , ou encore par 3.1.4.1 et 3.1.4.3 avec les couples (Qo,¢) , ou 

(~o,~). Voici comment on ~tend le dictionnaire (~,w,T) ~ ) (~o,e) aux polarisations. 

3.2.2.1. Proposition. Le triple (~,w,T) 

seulement si la cat~gorie tannakienne C 

C C = e (mod Zo(~) 2) 
--O 

et en particulier l'ensemble 

est polarisable (i.e. Pol(~,w,T) # ~) si et 

--o est ~olarisable et si de plus on a 

(voir 2.5.3). En outre, on a une bijection canonique 

Q : Pol(~,w,T) > Polc(~o) , 

Pol(~,w,T) est un pseudo-torseur sous le groupe 2Zo(~). 
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3.2.2.2. 

3.1.4.3. 

a une bijection canonique, d~finie par 3.1.4.3 a) 

Preuve. Elle ne pr~sente pas de difficultY, ~ l'aide de la discussion 

Par exemple, si ~ E Pol(_~) , et V E ob C est homog~ne de degr~ n , on 

et q : Q(T)_~i 

les ~l~ments de 

Hom(V ® V,T ~n) = Hom(QV ® QV, i) , 

~(V) se correspondant avec ceux de Q(~) (QV) par cette bijection. 

3.2.3. Le dictionnaire precedent permet de ramener les questions sur les polarisations 

gradu~es, aux polarisations homog~nes. 

3.2.3.1. Th~or~me. Soit L un lien alg~brique affine sur ~ de centre Z , e t 

soient t : L > ~ , w : ~ > Z des morphismes v~rifiant to w = -2 , (voir 
m m 

3.1.2). Alors, 

i) S i (~,w,T) est un triple de Tate lid par (L,w,t), PoI(C,w,T) est un 

pseudo-torseur sous 2Zo(]R) . 

2) S i (C,w,T) , (~',w,T') sont des triples de Tate munis de polarisations 

, ~' , il existe une ~quivalence (~,w,T) ~ (C',w,T') et une seule g isomorphisme 

(non unique) pros respectant les polarisations. 

3) Supposons que L soit connexe ou ab~lien. Alors (L,w,t) est polarisable 

(i.e. il existe (~,w,T) li~ par (L,w,t) qui soit polarisable) si et seulement si 

L ° = Ker(t) est le lien d'un sroupe compact. Dans ce cas, le triple polarisable 

(~,w,T) (bien d~fini g ~quivalence pros par 2)) est neutre si et seulement si 

c = w(-l) E Z (~)2. 
O 

3.2.3.2. Les assertions i), 2) r~sultent des assertions i), 2), 3) de 2.4.5.1 et 

du dictionnaire ~tabli plus haut. L'assertion 3) sera prouv~e et pr~cis~e davantage 

au num~ro suivant. Remarquons d'ores et d~j~ que le cas oO L est ab~lien suit 

aussitSt de 2.4.5.1 et du dictionnaire pr~cddent. 
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3.3. Cas neutre. 

3.3.0. On maintient la convention 3.2.1.2. 

3.3.1. Soit (G,w,t) un triple 

w t 
>G >G 

m m 

o~ w est central et t o w = -2 . Par 3.1.3, la donn~e du triple (G,w,t) revient 

celle d'un triple de Tate neutralis6 ; la cat~gorie tannakienne neutralis~e sous- 

jacente ~ celui-ci est RePo(G) . 

Soit C E Go(JR) tel que C 2 = C = w(-l) ; une forme bilin~aire 

: V ® V > T ®-n sur un G-module V homog~ne de poids n est dite de C-polarisation 

si la forme bilin~aire sur le IR-vectoriel V 

~C(x,y) = ~(x,Cy) 

est symdtrique d6finie positive, i.e. si en consid6rant 

une forme de C-polarisation (2.7.1). 

V con~ne G -module, ~ est 
o 

On dit qu'un 616ment C E G (JR) tel que C 2 = e est hod~ien si chaque 
o 

G-module homog~ne V poss~de une forme de C-polarisation et que le triple (G,w,t) 

est hod$ien s'il existe un dl~ment hodgien dans Go(JR) . Chaque ~lfiment hodgien 

C E Go(IR) d6finit une polarisation EC de (G,w,t) et les polarisations obtenues 

ainsi sont appeldes hodgiennes. La proposition suivante, dont la d6monstration n'offre 

pas de difficultY, ramgne l'6tude des C-polarisations des triples (G,w,t) ~ celle des 

C-polarisations des ~-groupes algdbriques affines (2.7.1). 

3.3.1.1. Proposition. Le triple (G,w,t) est hod$ien si et seulement si le 

~-groupe G o est hod$ien et si l'invariant ~C (~o =Repo(Go)) est ~$al ~ C = w(-l) 
--o 

mo___~d Zo(]R) 2 (voir 2.5.3). Les ~l~ments de Go(JR) hod$iens relativement g (G,w,t) 

sont exactement les ~l~ments qui sont hodgiens au sens de 2.7.1 et qui v~rifient 

C 2 = e . 
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3.3.2. On va d~terminer maintenant les triples de Tate polarisables dans des cas 

particuliers importants et compl~ter ainsi la preuve de 3.2.3.1 3). 

Soit L un lien alg~brique affine connexe de centre Z , et soient 

t : L > ~ , w : ~ > Z v~rifiant tw = -2 . On a des liens L , L' de centres 
m m o 

Z ° , Z' comme dans 3.1.2. Si (L,w,t) est polarisable (3.2.3.1 2)), L est 

r~ductif (et ~tant connexe, il est representable, par 1.1.2), et par 3.2.3.1 i) il 

existe un triple de Tate unique ~ ~quivalence prgs (~,w,T) qui soit polarisable. 

On notera Q la gerbe associ~e ~ ~ . 

Ces notations pos~es, on a 

3.3.2.1. Th~or~me i) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) (L,w,t) est polarisable. 

(ii) L' est le lien d'un ~-$roupe compact 

(iii) L est le lien d'un ]R-groupe compact . 
o 

Dans ce cas C est neutre si et seulement si w(-l) E Z (~) 
o 

2) Supposons (L,w,t) polarisable et C neutre. Alors le triple 

(~,w,T) e@t C-polarisable et L ° est connexe. 

3) Supposons (L,w,t) polarisable et L non connexe. Alozs Q 
.... o 

est le produit d e TORS(G') par la seule ~erbe non neutre de groupe ~2 , o__~ G' 

est le seul ~-$roupe compact avec lien(G') = L' 

3.3.2.2. Preuve. Prouvons i). On notera que chacune des conditions(i),(ii),(iii) 

entralne que L est representable. On peut donc poser L = lien(G) , L' = lien(G') 

L = lien(G ), o~ G' = Coker (w : ~ > G) , G = Ker(t : G > ~ ). Prouvons 
o o m o m 

(i) = (ii) = (iii) = (i). Si (L,w,t) est polarisable, on voit aussitSt qu'une 

polarisation de (~,w,T) induit une polarisation sur la sous-cat~gorie ~' de 

des objets de poids 0 . Puisque le lien de C' est visiblement L' et que L' 

est connexe, on obtient (ii) par 2.4.5.1. Supposons maintenant que G' est compact ; 
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alors G en tant qu'extension du groupe compact connexe 
o 

constant I m ( ~  : ~1. 2 ...... > G o ) e s t  f i g a l e m e n t  c o m p a c t .  E n f i n  

3 . 2 . 2 . 1  e t  d e  2 . 6 . 1 .  

G' par le groupe fini 

(iii) = (i) suit de 

La derni~re assertion suit ~galement de 2.6.1. 

Prouvons 2). Si C est neutre, G doit ~tre connexe ; autrement, il y 
o 

aurait un morphisme G o > ~2 envoyant C en -i, et une C-polarisation de 

= RePo(G o) induirait une (-l)-polarisation de ~_o~2 ). Or, il n'existe pas de 

telle polarisation sur ReRo( ~2 ) , Pol(~2 ) est uniquement compos~ de polarisations 

sym~triques (voir 2.4.5.1). Puisque G o est connexe, ~ est C-polarisable par 2.8.2 

et 3.3.1.1. 

L'assertion 3) n'offre pas de difficultY. 
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§ i. SYSTEMES LOCAUX ET MODULES STRATIFIES 

i.i. Syst&mes locaux. 

i.i.i. Soit X un espace topologique connexe ; rappelons qu'un syst~me local 

(ensembliste) est un espace X' au-dessus de X qui localement sur la base X est 

de la forme X' = X X I , oh I est un espace discret. On peut aussi d~finir un 

syst~me local comme ~tant un faisceau localement constant sur X , i.e. un faisceau 

qui localement sur X soit associ~ ~un pr~faisceau constant. 

Choisissons un point 

SLoc(X) des syst&mes locaux sur 

"fibre en x" 

Si ~ : [O,i] > X 

x E X ; ceci d~termine un foncteur de la cat~gorie 

X vers la cat~gorie des ensembles, le foncteur 

~x : SLoc(X) > Ens . 

est un lacet au point x , puisque tout syst~me local sur 

[0,i] est constant, on voit que y d~termine un automorphisme du foncteur ~x ' 

qui d~pend uniquement de la classe de y dans ~l(X,x) et multiplicativement en 

celle-ci. Ceci signifie que ~x se rel~ve en un foncteur 

~x : SLoc(X) > Ens(~) 

o~ Ens(~) est la cat~gorie des ensembles munis d'une action de ~ = ~l(X,x). 

Si X est un espace localement connexe par arc et localement simplement connexe 

par arc, ce foncteur est une ~quivalence de categories. Si X est, par exemple, 

seulement localement connexe, le groupe ~l(X,x) n'est plus adapt~ pour interpreter 

SLoc(X) mais on peut le remplacer avantageusement par le "pro-groupe fondamental" 

de X (voir i.i.2). 

i.i.i.i. Soient X un espace topologique connexe non vide, k un corps. On notera 

SLoc(X,k) la cat~gorie des syst~mes locaux en k-vectoriels de rang fini (i.e. des 

faisceaux de modules localement fibres de rang fini sur le faisceau d'anneaux simple 

de valeurs k sur X) . Elle est munie d'une structure k-lin~aire et d'une loi 

® ACU ~videntes, pour lesquelles c'est une cat~gorie tannakienne sur k , qui est neutre. 
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En effet, chaque point x 6 X d4finit un foncteur fibre ~x : SLoc(X,k) > Modf(f), 

qui se rel~ve mame en un foncteur ~ : SLoc(X,k) > RePo(~l(X,x)) ~ valeurs dans 
x 

les k-vectoriels munis d'une action de ~l(X,x). 

1.1.1.2. Supposons X localement connexe par arc et localement simplement connexe 

par arc. Alors, les foncteurs ~ sont des Equivalences de cat4gories tannakiennes. 
x 

En d'autres termes, si x E X , le $roupe d'holonomie de SLoc(X,k) en w x (III 3.2.1.2) 

est l'enveloppe k-alg4brique du groupe discret ~l(X,x). Notons ce groupe H(X,x) , 

et H(X,x) ° sa composante neutre. Si E est un syst~me local, il lui correspond 

un k-groupe alg4brique H(E,x), le groupe d'holonomie de E en w X (III 3.2.1.2) ; 

c'est l'enveloppe alg~brique de ~l(X,x) dans __GL(E x) , o~ Ex = Wx(E) . Le quotient 

H/H ° est un groupe pro-4tale, et d4finit une sous-~-cat6gorie pleine ~o de 

C = SLoc(X,k) . On voit aussitDt que H/H ° = ~ le groupe profini compl4t4 s4par4 de 

Ul(X,x) pour la topologie des sous-groupes d'indice fini et que si E est un objet 

de ~ , E appartient g ~ 4~> H(E,x) est fini <==> E devient trivial apr~s un 

rev@tement fini X' ~ X . 

1.1.1.3. Remarquons qu'en g~n~ral SLoc(X,k) poss~de des foncteurs fibre non isomor- 

phes ~ ceux d~finis par des points de X . En effet, ces derniers sont deux ~ deux 

isomorphes, et il suffit de choisir k et X tels que 

Hl(k,H(X,x)) # [i] , 

en vertu de la classification des foncteurs fibre II 3.2.3.3. Par exemple, k = ~ et 

X tel que ~l(X,x) = ~/2~. 

1.1.2. On indique ici comment on peut g~n~raliser l'exemple precedent. Soit X un 

topos (SGA 4 IV) suppos~ connexe et localement connexe ; rappelons (ARTIN-MAZUR [i] 

§ 9) qu'un objet non vide U de X est connexe si chaque lois que U = U I ~ U 2 , 

soit U I = ~ ou U 2 = ~ , que le topos X est connexe si l'objet final e de X 

est connexe, et enfin que X est localement connexe si tout objet de X est sormne 

disjointe d'objets connexes. Un s ystgme local (ensembliste) de X est un objet de 
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qui localement est associ4 gun ensemble (i.e. un faisceau localement constant). On 

peut associer au topos X (voir loc. cit. § iO et aussi SGA 3, X 7.5, SGA 4, 

IV 2.7.5), muni d'un point x : E ns > X , un pro-groupe strict ~l(X,x) = 

(Gi)iE I = ~ (i.e. un syst~me projectif de groupes G i dont les morphismes de transition 

sont surjectifs) qui permet de donner une interpr4tation de la cat~gorie SLoc(X) des 

syst~mes locaux sur X en termes d'ensembles munis d'une action "continue" de 

Vl(X,x) . Si E est un systgme local sur X , l'ensemble x-l(E) est de fa9on 

naturelle un ~-ensemble (voir SGA 4, IV 2.7.1 pour la d4finition d'un ~-ensemble). 

Cette construction d4finit un foncteur 

~x : SLoc(X) > Ens(G) 

et on v4rifie que c'est une 4quivalence de categories. 

1.1.2.1. Si k est un corps, on d~finit la cat~gorie tannakienne Sloc(X,k) des 

systgmes locaux en k-vectoriels de rang fini° Si x : Ens > X est un point du 

topos X , il r~sulte de ce qui precede que le foncteur fibre 

: SLoc(X,k) > Modf(k) induit une ~quivalence de categories tannakiennes 
x 

~x : SLoc(X,k) ~ > RePo(~) , 

o~ RePo(~) d~note la cat~gorie tannakienne des k-vectoriels de rang fini munis 

d'une action continue de ~ = (G i) = ~l(X,x). On v~rifie aussitSt qu'on a 

RePo(~) = ~ RePo(G i) , 

et que si H. d~note l'enveloppe k-alg~brique de G. , H l'enveloppe 
i I 

k-alg~brique de ~ , on a 

H ~ ~im H i , 

et que les morphismes de transition sont des ~pimorphismes (II 4.3.2 g)). 

1.1.3. Gardons le topos X , et soit ~ un nombre premier. On va introduire la 

cat~gorie tannakienne SLoc~(X) sur Q~ des faisceaux ~-adiques. Un syst~me local 
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~-adique est un syst~me projectif (En)ne I o~ E n est un syst~me local sur X 

de ~/~n~ _ modules fibres de rang fini et E n se d~duit de En+ 1 par r~duction 

mod.~ n . La cat~gorie ainsi obtenue est une ~-cat~gorie ACU ~- lin~aire de fagon 

~vidente, pour laquelle les Hom sont libres de rang fini sur ~ ° La cat~gorie 

SLoc~(X) des faisceaux ~-adiques a, par d~finition, les m~mes objets et pour deux 

objets E ,E' on pose 

Hom(E ,E' ) = ~% ®2Z~ H°mzE~E'E' ) 

On v~rifie sans peine qu'on a ainsi une ~-cat~gorie ACU ab~lienne ~-lin~aire. 

On a m~me mieux : si x : Ens > X est un point de X , si ~ = (G i) = ~l(X,x) , 

et si on note _G = ~lim Gi le compl~t~ profini de _G , on voit que la donn~e d'un 

syst~me local ~-adique E revient ~ ¢elle d'un ~module fibre de rang fini E x 

o~ G op~re continument ( G muni de la topologie profinie et E de la topologie 
-- -- X 

%-adique) ; on en d~duit que le choix d'un point x d~finit une ~quivalence de la 

~-cat~gorie ACU SLoc~(X) avec la cat~gorie Rep.cont.o(~) des ~-vectoriels de 

rang fini o~ ~ op~re continument. Ceci provient de ce que, ~ ~tant compact, 

tout ~-vectoriel de rang fini d'une action continue de ~ poss~de un ~-r~seau 

stable sous G . 

Comme consequence de la discussion : chaque point x du topos X d~finit 

un foncteur fibre ~x de la cat~gorie tannakienne SLoc~(X) , et le groupe d'holonomie 

de celle-ci en w x est "l'enveloppe algdbrique ~-adique" du groupe profini compl~t~ 

s~par~ du pro-groupe fondamental ~l(X,x) . 

1.1.4. Soit S un schema, et soit S~t le site ~tale de S qui a comme cat~gorie 

sous-jacente celle des S-schemas ~tales, et donnant lieu gun topos X = ~t " Chaque 

point g~om~trique ~ de S d~finit un point x de X ; si S est connexe locale- 

ment noeth~rien, le topos X est connexe et localement connexe, et ~ d~finit un 

pro-groupe ~ = ~I(X,x) : c'est le pro-groupe fondamental ~largi de SGA 3, X § 6. 

On trouve que ~ d~finit un foncteur fibre w~ sur la cat~gorie tannakienne 
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SLoc(S~t,k) = SLoc(X,k) des syst~mes locaux en k-vectoriels sur X (k un corps 

donn~), appel~s aussi syst~mes locaux ~tales sur S (en k-vectoriel de rang fini). 

De plus, w~ d~finit une ~quivalence de categories tannakiennes entre SLoc(S~t,k) 

et RePo(~). 

Rappelons la propri~t~ suivante des morphismes ~tales (SGA 4, VIII, I.i) : 

soit S' ---> S u n morphisme entier, surjectif et radiciel (i.e. un hom~omorphisme 

universel) ,- alors le foncteur chansement de base S~t > S'~t est une ~quivalence 

de sites. On en d~duit en particulier des ~quivalences de categories tannakiennes 

SLoc(S~t,k) = SLoc(S~t,k) 

1.1.4.1. Une autre topologie qu'on peut introduire sur Et/S est celle engendr~e 

par la pr~topologie pour laquelle les familles ¢ouvrantes sont les familles surjectives 

form~es de morphismes ~tales et finis (c'est la topologie ~tale finie globale). Elle 

donne lieu ~ un topos X , et si ~ est un point g~om~trique de S , x le point de 

X qu'il d~finit, le pro-groupe fondamental ~l(X,x) n'est autre que le groupe 

fondamental pro-fini ~I(S,~) ~tudi~ en SGA i, V . Les syst~mes locaux sur X sont 

les syst~mes locaux ~tales somme disjointe de syst~mes locaux ~tales qui se 

trivialisent apr~s un rev~tement dtale, et ~I(S,~) est le compldt~ profini du 

consid~r~ plus haut. Les deux notions co%ncident si S est g~om~triquement unibranche. 

Si on note SLoc(S~tf,k) la cat~gorie des syst~mes locaux en k-vectoriels 

de rang fini sur 

un foncteur fibre 

X , on voit que le choix d'un point g~om~trique ~ de S d~finit 

w~ : SLoc(S~tf,k) > Modf(k) 

SLoc(S~tf,k) en ~ est le groupe profini et que le groupe d'holonomie de 

(~l(S,~))k • 

1.1.5. Soit S un schema localement, de type fini sur ¢ , et notons X le topos 

~tale fini de S (X = ~tf' voir 1.1.4.1), X' le topos associ~ ~ la topologie 
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usuelle de S(¢) . On a un morphisme de topos 

X' >X , 

qui induit un morphisme de cat4gories tannakiennes (par image inverse) pour tout 

corps k , 

SLoc(S4tf,k) > Sloc(S(¢),k) 

Soit s E S(C), il est connu (SGA 4, XI 4.3) que le groupe fondamental profini ~l(S,s) 

^ 

s'identifie au compl4t4 profini (~I(S(C),s)) de ~I(S(C),s) . On d4duit de 

1.1.2.1 et de la fin de 1.1.1.2 que le foncteur pr4c4dent identifie SLoc(S4tf,k) 

a la sous-cat4gorie pleine de SLoc(S(C),k) des syst~mes locaux sur S(¢) ayant 

un groupe d'holonomie fini. 

1.2. Modules stratifies 

1.2.1. Soit 

soit Dn(1) 

X un schema localement de type fini sur un corps k ; pour chaque 

le n-i~me voisinage infinitesimal de X dans X Xk X , et 

Pl > 
Dn(1) > X 

P2 

les morphismes induits par les projections de 

le n-i~me voisinage infinitesimal de X dans 

PI2 

Dn(2) P23 

PI3 

X × X sur X . De m~me, soit Dn(2) 

n~l, 

X X k X ×k X , muni de projections 

> 

> Dn(1) 

> 

Dn(2) 

ql > 

q2 
> X 

q3 > 

v4rifiant des relations 4videntes avec les 

irmmersions ferm~es 

Dn(1) 

Pi (i = 1,2). De plus, on a des 

> Dn+l(l ) 
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compatibles avec les morphismes pr4c4dents. On notera 

X(1) = ~ Dn(1) 

X(2) = li~ Dn(2) 

les sch4mas formels compl4t4s formels de X X X (resp. X X X X X) 

diagonale ; ils sont munis de morphismes 

PI2 > 
Pl 

X(2) P23 • X(1) > 

PI3 > P2 > 

X 

et 

X(2) 

ql > 

q2 
> X 

q3 > 

le long de la 

Si E est un module coh6rent sur X (ou plus g6n6ralement, un objet sur 

X d'une cat6gorie fibr6e au-dessus de Sch/x), une n-connexion sur E (volt 

GROTHENDIECK [4], Appendix) est une donn6e de descente sur E relativement au 

diagramme 

> 

Dn(2) > Dn(1) ~ X , 
> 

i.e. un isomorphisme 

: PI(E) > P2(E) 

v6rifiant la condition de transitivit6 

p~3(~) o p~2(~) = p~3(~) 

Une stratification sur E est un syst~me de n-connexions sur E (ne i) compatibles 

entre elles, i.e. telles que la n-connexion du syst~me soit induite par la (n+l)- 

connexion ; on peut aussi voir une stratification comme une donn~e de descente 

relative au diagrav~e 

> 

X(2) > X(i) > X > 
> 
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Si E est un module coherent sur 

k , on voit sans difficult4 que E 

X possEdant une stratification relative- 

est un 0 -module localement libre 

X est local, 

X = Spec(A) o~ 

ment --x 

(de rang fini) ; en effet, on se ram~ne comme d'habitude au cas o~ 

puis local complet, enfin local artinien. Dans ce dernier cas, si 

A est une k-alg~bre locale artinienne, on a 

X(i) = X X X 

i(2) = X XX X X , 

et une stratification sur un A-module de type fini se rEduit ~ une donn4e de descente 

habituelle ; le module se descend, et en particulier est libre. 

1.2.1.1. Supposons k de caract~ristique zero et X lisse sur k . Si E est 

un module coherent sur X , on voit facilement que la donn~e d'une stratification 

sur E relativement ~ k revient g celle d'une connexion g courbure nulle sur 

E relativement ~ k (voir DELIGNE [2], I 2.21 pour cette notion) ; ceci provient 

de la structure locale bien connue de l'alg~bre des op~rateurs diffErentiels sur 

un schema lisse (EGA IV 16.11.2) et de ce que k est de caract~ristique 0 . 

1.2.2. Soit X un k-schema connexe et localement de type fini, et notons 

Strat(X/k) la categoric des ~X-mOdules cohErents munis d'une stratification. C'est 

de fagon ~vidente une ®-categoric ACU k-lin~aire. Elle est abElienne, comme il 

rEsulte aussitSt du fait qu'un 0 -module coherent stratifiE est localement libre 
--x 

(1.2.1). De plus, si 

base x : Spec(k') 

qu'on v~rifie ~tre fiddle et exact. Comme la loi ® ACU de Strat(X/k) 

une ~-catEgorie rigide (I 5.1.1), on voit que Strat(X/k) 

tannakienne sur k . 

k'/k est une extension de k , x E X(k'), le changement de 

> X d~finit un ~-foncteur ACU k-lin~aire 

: Strat(X/k) > Modf(k') . 
x 

fait de celle-ci 

est une categoric 
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1.2.2.1. De faqon g6n~rale, si S est un k-schema, x E X(S) , on note 

w : Strat(X/k) > Loclib(S) 
x 

le foncteur fibre d6fini par le changement de base x : S > X . Le S-groupe 

Aut®(Hx ) sera not6 H(X,x) ou simplement H(x) et appel~ $roupe d'holonomie de 

, H O X au point x • de m~me, on posera H(X,x) ° ou (x) pour la composante neutre du 

groupe d'holonomie, et on l'appellera ~r0upe d'holonomie restreint de X au point 

x . Si E est un module stratifi6 sur X , il engendre une sous-cat~gorie 

tannakienne de Strat(E/k) , et il lui correspond un S-groupe HE(X) quotient de 

H(x), appel6 sroupe d'holonomie de E au point x , et sa composante neutre 

~(x) , ~rpupe au point x . le d 'holonomie restreint de E 

1.2.2.2. En particulier, si id E X(X), on obtient comme foncteur fibre le foncteur 
x 

Strat(X/k) ~ > Loclib(X) 

"oubli de la stratification", qu'on notera E I > E . Supposons que X(k) # ~ (par 
o 

exemple si k est alg~briquement clos), et soit x E X(k) un point rationnel. 

D'apr~s la th~orie ggn~rale (II 4.1.1), le foncteur w : Strat(X/k) > Modf(k) 
x 

induit une ~quivalence de categories tannakiennes 

(1.2.2.1) ~x : Strat(X/k) ~ > RePo(H(x)) , 

o5 H(x) est le groupe d'holonomie de X au point x . Le foncteur E I > E 
o 

correspond ~ un torseur ~ droite P sous le X-groupe affine H(x) X , et on a un 

isomorphisme fonctoriel en E (II 3.2.3.4, 4.2.2) 

(1.2.2.2) E _~ P ×H(X)E , 
o x 

o~ E x = a~x(E) . Si PE d~signe le torseur sous (HE(X)) X 

H(x) ----> HE(X) , on peut ~crire cet isomorphisme comme 

HE(x) 
" ----- PE × E ; (i 2.2.3) Eo x 

image directe de P par 

sous cette forme on reconnalt mieux le classique th~or~me de r~duction du groupe 
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structural de E au groupe d'holonomie. 

1.2.3. Soient X localement de type fini sur k , x E X(k) . On a donc un foncteur 

fibre w : Strat(X/k) > Modf(k) , le groupe d'holonomie H(x) = Aut®(w ) ; le 
X x 

foncteur oubli E i > E ° se d~duit de (Wx) X par un torseur P sous H(x) X de 

la fa~on expliqu~e en 1.2.2.2. En fair, le torseur P est muni d'une stratification 

relativement ~ k ; ceci provient de ce que le foncteur oubli est muni d'une 

stratification ~vidente par la d~finition m~me de Strat(X/k) , et de ce que P 

est l'image de ce foncteur oubli par l'dquivalence de champs (sur Sc___~h/k) (II 4.2.2) 

FIB (Strat(X/k)) > TORS(H(k)) 
O - -  

~, > !so~(®x,®) 

Ii en r~sulte que l'action de tordre par P un H(x)-objet A (d'une cat~gorie 

fibr~e sur Sch./k disons) munit l'objet obtenu P xH(X)A d'une stratification 

relativement h k ; on v~rifie aussitSt que l'isomorphisme (1.2.2.2) se rel~ve en 

un isomorphisme de Ox-modules stratifi4s relativement h k 

E ~ P xH(X)E 
X 

1.2.3.1. Soit ~ une cat4gorie tannakienne. La donn4e d'un morphisme 

w : D > Strat(X/k) 4quivaut ~ celle d'un foncteur fibre ~ : D > Loclib(X) 
-- O -- 

muni d'une stratification relativement ~ k . Si on a fix4 x E X(k) , la donn4e 

d'un morphisme D > Strat(X/k) revient g celle d'un couple (W,Q) d'un foncteur 

fibre w : ~ > Modf(k) et d'un torseur Q sous G X muni d'une stratification 

relativement ~ k , o~ G = Aut®(w). 

En particulier, faisons D = ~o(G) , o~ G est un k-groupe affine. On 

trouve que la donn~e d'un torseur g droite sous G X muni d'une stratification 

relativement ~ k revient ~ celle d'un couple (w,~) d'un morphisme 

o ~ N> wF 
ReRo(G) > Strat(X/k) et d'un ~-isomorphisme ~ : Wx o 
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1.2.4. Fixons un sch4ma X connexe et localement de type fini sur un corps k ° 

On posera SLoc'(X) (resp. SLoe(X)) pour la eat4gorie tannakienne sur k des 

syst~mes locaux en k-vectoriels de rang fini sur X , en munissant X de la topologie 

~tale (resp. 4tale finie globale) (voir 1.1.4, 1.1.4.1). On a un morphisme de categories 

tannakiennes 

(1.2.4.1) 

qui identifie SLoc(X) 

deviennent triviaux apr~s un rev~tement 4tale ; si 

4quivalence de cat4gories. 

SLoc(X) ---~ SLoc'(X) 

la sous-cat4gorie pleine des syst~mes locaux qui 

X est normal, c'est une 

Soit F un objet de SLoc'(X) et notons F ®k ~ X le 0_X-mOdule localement 

fibre qu'il d4finit de faqon 4vidente. Celui-ci est muni d'une stratification canoni- 

que ; cela provient de ce que les morphismes X----> Dn(1) , X > Dn(2) (n ~ i) sont 

entiers surjectifs et radiciels et de la remarque avant 1.1.4.1. On obtient ainsi 

des morphismes de cat4gories tannakiennes 

(1.2.4.2) SLoc'(X) > Strat(X/k) 

(1.2.4.3) SLoc (X) ----> Strat(X/k) 

1.2.4.1. Proposition. S i k est alg~briquement clos, (1.2.4.3) identifie SLoe(X) 

la sous-eat4$orie pleine des modules stratifies E qui sont trivialis~s par un 

rev~tement ~tale X' > X ; si on choisit x 6 X(k) , ceci revient ~ dire que le 

groupe d'holonomie de E e__n_n x est constant fini. En particulier, s i H = H(x) , 

(1.2.4.3) d4finit un isomorphisme 

(1.2.4.4) H/HO N > (~1(X,X))k 

1.2.4.2. Preuve. Si F est un objet de SLoc(X), il est clair que F ®k ~ X se 

trivialise apr~s un rev~tement ~tale (~ savoir, celui qui trivialise F ), et aussi 

que le groupe d'holonomie de F ®k ~ X en x est fini constant ; ce dernier est 

en effet un sous-groupe de (en fait il est ~gal ~) l'image de ~l(X,x) dans Aut(F x) , 
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qui est finie. Ii faut montrer comment ~ un module stratifiE E tel que HE(X) soit 

fini constant on peut associer un syst~me local F ; les verifications de ce qu'on 

obtient ainsi un foncteur quasi-inverse seront triviales comme d'habitude. 

Posons G pour le k-groupe fini constant HE(X) , P pour le Gx-tOrseur 

~ d r o i t e  PE ( 1 . 2 . 2 . 2 ) .  C ' e s t  un  t o r s e u r  s o u s  un g r o u p e  f i n i  c o n s t a n t ,  doric i l  d e v i e n t  

trivial sur un rev~tement ~tale de X , par exemple P lui-m~me. D'autre part, G 

a g i t  s u r  l e  k - v e c t o r i e l  E f i b r e  en  x , m a i s  i l  a g i t  a u s s i  s u r  l e  s y s t ~ m e  l o c a l  
x 

constant sur X de valeur gx , qu'on notera E x (c'est ici qu'il est essentiel 

que  G s o i t  f i n i  c o n s t a n t ) .  P a r  d e f i n i t i o n ,  l e  s y s t ~ m e  i o c a l  F q u ' o n  a t t a c h e  ~ 

E est 
G 

F = P × x EX 

La derni~re assertion est consequence formelle de ce qui precede ; en effet, 

RePo(H/H °) s'identifie g la sous-catEgorie pleine de RePo(H) des H-modules tels 

que l'action de H se factorise par un quotient fini constant. 

1.2.4.3. Remarque. Soient k'/k une extension de corps algEbriquement clos, 

un k-schEma connexe localement de type fini ; notons X' = X ×k k' . On a un 

~-foncteur ACU k-linEaire 

et si x E X(k) 

Strat(X/k) > Strat(X'/k') , 

X 

d'image x' E X'(k'), on en dEduit un morphisme de k'-groupes 

(1.2.4.5) H(x') > (H(X))k, 

On vient de prouver que le morphisme induit par (1.2.4.5) sur les groupes de 

composantes connexes n'est autre que 

~l(X',x') > ~l(X,x) 

Celui-ci est un isomorphisme si k est de caractEristique zero, ou si X est 

propre (SGA i, X 1.8). On peut se demander si (1.2.4.5) lui-m~me est un isomorphisme 

dans ces cas, i.e. si la formation du groupe d'holonomie commute au changement de 
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corps alg4briquement clos. On verra dans des exemples en 1.2.6 qu'il n'en est rien. 

1.2.5. Soient k un corps de caract~ristique z4ro, X un k-schema connexe et 

localement de type fini, qu'on supposera lisse pour simplifier (cette restriction 

n'est pas essentielle). Les modules stratifi4s coTncident alors avec les modules 

munis d'une connexion ~ courbure nulle (1.2.1.i). On note Strat.r~$(X/k). La sous- 

cat~gorie pleine de Strat(X/k) des modules stratifi4s dont la connexion est 

r4guli~re, au sens de DELIGNE [2], II 4.5. Cette condition sur un module stratifi4 

est stable par ~,®, Hom et on obtient ainsi un nouvel exemple de cat~gorie 

tannakienne. Si X est propre, la condition de r~gularit~ est vide et 

Strat.re$(X/k) = Strat(X/k) . 

L'int~r~t de cet exemple est que si k = ¢ , le foncteur El > E an d~finit 

une ~quivalence de categories tannakiennes de Strat.r~$(X/C) avec la cat4gorie 

tannakienne Strat.an.(X(C)) des fibr4s vectoriels holomorphes sur X(C) munis d'une 

connexion holomorphe ~ courbure nulle ; or, cette derni~re est canoniquement 4quiva- 

lente avec la cat~gorie tannakienne des syst~mes locaux en ¢-vectoriels de rang fini 

sur X(C) , comme il r4sulte de la th~orie des 4quations diff~rentielles ordinaires, 

et si on choisit x E X(¢), elle est ~quivalente avec la cat4gorie des repr4sentations 

dans des vectoriels complexes de rang fini du groupe discret ~ = ~I(X(C),x). On 

obtient ainsi une interpretation alg~brique de la cat4gorie des repr4sentations de 

, ou encore de son enveloppe alg~brique. 

1.2.6. Exemples. 

a) Soient K un corps alg~briquement clos de caract~ristique O , 

droite projective moins deux points sur K . On s'int~resse ~ la cat~gorie 

X la 

Strat.r~$(X/K) des fibr4s vectoriels (V,V) ~ connexion int4grable et r4guli~re 

sur X . Soit s une section ensembliste de la projection canonique K > K/~ qui 

envoie ~ en O . Ii existe alors une extension unique de V en un fibr4 ~ sur 

~i tel que la connexion V ne pr4sente que des pSles logarithmiques aux points 

O , ~ et que le r4sidu de la connexion V au point 0 , qui est un endomorphisme 
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N : M ........ > M 

de la fibre M de ~ en O ait ses valeurs propres dans l'image de s (DELIGNE 

[2], II 5.4). D'autre part, si M est un K-vectoriel de rang fini muni d'un endo- 

morphisme N 

V=M®k~ X 

donn~e par 

v~rifiant la condition pr~c~dente, on lui associe le fibr~ vecto~iel 

muni de la connexion V : V----> V ® ~ 

V(m) = -N(m) ® d t 
t 

Ces constructions sont inverses l'une de l'autre ; c 

couple (M,N) , et si on part de 

au cas K = C , o~ c'est connu. 

dont la valeur en m 6 M est 

'est clair si on part d'un 

(V,V), on se ram~ne par le principe de Lefschetz 

Le~e. La cat~gorie Strat.r~$(X/K) est ~quivalente ~ la cat~$orie des couples 

(M,N) d'un K-vectoriel M de rang fini et d'un endomorphisme N de M ayant ses 

valeurs propres dans l'image de la section choisie s . 

Cette ~quivalence est K-lin~aire mais n'est compatible aux lois ~ que si 

on se restreint d'une part aux couples (M,N) avec N nilpotent, d'autre part aux 

(V,V) correspondants (i.e. tels que la connexion soit unipotente). On d~duit du 

lemme que les objets simples de Strat.r~g(X/K) sont de rang i et que le groupe des 

classes d'objets simples est canoniquement isomorphe g K/~ . On tire sans difficult~s. 

Proposition. On a une ~quivalence de categories tannakiennes 

Strat.r~$(X/K) ~ RePo(¢ a × D(K/~)) 

On peut prouver qu'en rant que groupes ensemblistes, K/~ et K sont 

isomorphes (non canoniquement). Le groupe d'holonomie ~a × D(K/~) est alors 

isomorphe g l'enveloppe alg~brique sur K de ~ . Sa formation ne commute pas au 

changement de corps alg~briquement clos. 

b) Soit X une vari~td ab~lienne sur un corps alg~briquement clos de 
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caract~ristique nulle K . Ii r~sulte du principe de Lefschetz que les objets 

simples de Strat(X/K) sont de rang i , i.e. tout fibr~ vectoriel ~ connexion 

int~grable (V,V) poss~de une filtration horizontale dont les quotients successifs 

sont inversibles. L'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres inversibles 

connexion int~grable est donn~ par le ~i (hypercohomologie) du complexe loga- 

rithmique tronqu~ L = [O~ dlog~ f)~] (KATZ [1] , 7.2.1). De la suite exacte 
L ~ A ~ 

de cohomologie correspondant ~ la suite exacte 

0 > [i~[-i] > L > 

et de la d@finition de la vari@t@ abdlienne duale 

0 > H°(X,~) > ~I(x,L) 

~x > o 

, on tire la suite exacte 

> X(K) > 0 . 

On voit aussi dans cet exemple, que la formation du groupe d'holonomie ne 

cormnute pas ~ l'extension du corps alg~briquement clos. 

§ 2. STRUCTURES DE HODGE 

2.1. Structures de Hodge. 

2.1.2. Une structure de Hodse r~elle 

muni d'une bigraduation du complexifi~ 

V est un vectoriel r~el V~ de rang fini 

V C 

V~ = ~ V p'q 

P,q 

v~rifiant la condition VP'q = V q'p (DELIGNE [4],2.1.4) ; on d~finit de fa~on 

~vidente les morphismes de structures de Hodge r~elles. Le produit tensoriel 

d'espaces vectoriels bigradu~s d~finit une loi ® ACU sur la cat~gorie ab~lienne 

~-lin~aire Hodse(]R) des structures de Hodge r~elles, pour laquelle Hodge(~) 

est rigide (I 5.1.1). D~autre part, le foncteur oubli V I > V~ est un ®-foncteur 

strict fiddle exact, et d'apr~s la th~orie g~n~rale (II. 4.1.1) d~finit une 

®-~quivalence de Hodge(IR) avec la ®-cat~gorie des representations lin~aires d'un 
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certain 

C'est le groupe, note 

multiplicatif sur ¢ 

On a 

R-groupe affine dans des ~-vectoriels de rang fini. 

Dans le eas pr4sent, le calcul de ce groupe ne pr4sente pas de difficult4. 

$ , obtenu par restriction ~ la Weil de C A ~ du groupe 

$ = ~ ~m,¢ ¢/m 

$(~) = ¢ 

de plus, S est un groupe de type multiplicatif, et peut ~tre dEcrit par son 

groupe de caract&res M = Hom(S¢,~m, g) muni de l'automorphisme O : M---> M 

par la eonjugaison complexe. On a 

induit 

M=ZE ~ZE 

o(n,m) = (m,n) . 

La catEgorie tannakienne Hodge(]R) est munie, en plus du foncteur oubli 

V~ > V~ , de deux structures supplEmentaires importantes. 

2.1.1.1. Hodge(~) est munie d'une Q-graduation centrale de type ~ (IV 1.2.2.1). 

En effet, si V est une structure de Hodge rEelle, et si n 6 ~ , le sous-vectoriel 

Z V pq de V¢ est d~fini sur ~ , et dEfinit ainsi une sous-structure de Hodge, 

p+q = n 
notEe V n ; on a 

V = E V n 

n 

Cette Q-graduation est appelEe la graduation par le poids, elle correspond gun 

morphisme 

w : ~ > $ 
m 

dont le transpose 

t : Zg~ Z~ ----> 2Z 
w 

est donne par 

t (n,m) = n+m 
w 
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2.1.1.2. On d6finit la structure de Hodge r6elle de Tate not6e T ou IR(1) cormne 

la structure de Hodge T de bidegr~ (-i,-i) avec T~ = 2~i ~ (= i]R, mais voir 

2.1.2). Elle est de poids -2 , et d~finit un morphisme 

t : $ , , , > @  
m 

t(k) = k~ si k E $(]~) = ¢ ; 

on a la formule 

tow = -2 . 

Le triple (Hodge(~) , w, ~(i)) est un triple de Tate, au sens de V 3.1.1, qui est 

neutre (V 3.1.3) ; pour qu'il soit neutralis6 il faudrait de plus se donner un 

isomorphisme ~ ~ i]R (ici i est une racine carr6e de -i, ind~termin6e par 

ailleurs). 

2.1.1.3. Soient V un ~-vectoriel de rang fini, n 

de se donner une structure de Hodge de poids n sur 

(exhaustive s6par6e) F de V C telle que pour p,q 

canonique FPv • Fqv > V¢ soit un isomorphisme. 

Voici comment on passe de l'une ~ l'autre de ces donn~es 

a) Si V£ = ~ V p'q ~ on pose 
p+q=n 

FPv = ~ V p''q ; 
p'ep 

la filtration F est appel~e la filtration de Hodge . 

b) Si F est une filtration comme plus haut, on pose 

V pq = FPv n Fqv 

un entier. Ii est 4quivalent 

V ou une filtration d6croissante 

avec p+q = n÷l , le morphisme 

2.1.2. Soit A un sous-anneau de ~ ; une A-structure de Hodge V est un 

A-module de type fini V A muni d'une graduation de type 



T 1  

o~ chaque V~ est fibre et 

de poids n . 

- 3 ~ 4  - 

n 

V A = Z V A 
n 

n = ~®A n VN V A e s t  muni  d t u n e  s t r u c t u r e  de Hodge r 4 e l l e  

On note 'Hodge(A) la ~-cat~gorie rigide (I 5.1.1) des A-structures de 

Hodge ; elle est munie d'une ®-graduation de type ~ ~vidente (appel4e sraduation 

par le poids), ainsi que d'un objet de Tate A(1) . On a 

A(1) A = 2~iA C ¢ 

A(1) = IR(1) 

2.1.2.1. Si A = K est un corps, ~Hodse(K) est une cat~gorie tannakienne sur K , 

et le foncteur oubli V I > V K identifie IHodse(K) ~ la cat~gorie tannakienne 

RePo('G) o~ tG est le K-groupe des ~-automorphismes du foncteur fibre precedent. 

La graduation et l'objet de Tare K(1) d~finissent des morphismes 

w t 
> 'G > 

m 

o~ w est central et on a t o w = -2 . Si K = 

retrouve la discussion de 2.1.1 avec 'G = $ ; 

on ne peut esp~rer avoir une description explicite de 

m 

, 'Hodse(~) = Hodge(~) et on 

en g~n~ral, par exemple si K = ~ , 

'G , qui est un groupe 

pro-alg~brique et n'est ni commutatif ni pro-r~ductif. 

2.1.2.2. Soit toujours K C ~ un corps ; le ~-foncteur ACU 

'Hodse(K) -----> Hodse(IR) , 

qui g une K-structure de Hodge V associe la structure de Hodge r4elle V~ d~finit 

un morphisme de ~-groupes (qui permet d'ailleurs, d'apr~s la th4orie g~n4rale, 

de reconstruire ce foncteur) 

h : $ > 'G~ , 

qui rend commutatif le diagramme 
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w 

m 

G > 'G m w 

t 

m 

II 
t m 

2.1.2.3. Gardons les notations de 2.1.2.1, et soit V une K-structure de Hodge. 

Si ~(V) est la sous-cat~gorie tannakienne de 'Hod$e(K) engendr~e par V et 

K(1) , il lui correspond un K-groupe alg~brique MT(V) (II 4.3.2) quotient de 'G 

et appel6 groupe de Mumford-Tate de la K-structure de Hodge V . On peut d~crire 

comme en 4.3.2 b) la sous-cat~gorie ~(V) . Puisque ~(V) contient l'objet de Tate 

K(1) et est munie de la ~-graduation induite par celle de 'Hodse(K) , on a des 

morphismes 

w> Mr(v) t--i--> 
m m 

v~rifiant t o w = -2 , et un diagramme commutatif 

w t 

m i lira 

) MT(V) > ¢ 
in m 

2.1.3. Soient V une structure de Hodge r6elle de poids n , ~ : V ® V > IR(-n) 

une forme bilin6aire (V 2.1.1). On dit que ~ est une forme de polarisation de V 

2 n si la forme bilin~aire A valeurs r6elles (x,y) ; > (~i) ~(x,Cy) sur le ]R-vectoriel 

V~ est sym~trique d~finie positive. Dans eette d6finition i est une racine carrie 

de -i , et C est l'616ment correspondant dans S(]R) = ¢ ; toutefois, la ddfinition 

est ind6pendante du choix de i , cormme on le v~rifie ausaitOt. Plus g6n~ralement, 

si A est un sous-anneau de JR, V une A-structure de Hodge de poids n , une 

forme bilin6aire ~ : V ® V ---> A(-n) est appel6e une forme de polarisation de V 

si ~]R est une forme de polarisation de la structure de Hodge r~elle VIR. 

On voit que la forme ~IR est de paritd (-i) n . 
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Une A-structure de Hodge est polaris able si elle poss~de une forme de 

polarisation ; les A-structures de Hodge polarisables sont stables par ~,®, Hom 

et d~finissent donc une sous-~-cat~gorie rigide pleine de 'Hodge(A) , qui sera notre 

Hodge(A) . Si A est un corps, c'est une cat~gorie tannakienne. 

2.1.3.1. Soit K un sous-corps de IR. Ii r~sulte de la th~orie g~n~rale d~velopp~e 

au chap V que le triple de Tare (Hodse(K), w , K(1)) est muni d'une polarisation 

pour laquelle, si V est une K-structure de Hodge, ~(V) est l'ensemble des formes 

de polarisation de V (2.1.3). En particulier, le K-groupe G quotient de 'G qui 

= correspond g Hod$e(K) est pro-r~ductif, de plus, si G o Ker (t : G > ~m ) 

le IR-groupe pro-alg~brique (Go~) C est compact (voir V 2.7.3.1, 3.3.1.1 ; ici 

C est llimage par h : $ ~ G~ de i ). 

2.1.3.2. Voici un rafinement de ce qui precede, qui r~sulte ~galement du chap. V . 

Soit V une K-structure de Hodge, et notons H son groupe de Mumford-Tate 

= (2.1.2.3), H ° Ker (t : H > C m) Alors, V est polarisable si et seulement si 

(Ho~) C est un ~-$roupe compact. 

En particulier, si K = ~ , toute structure de Hodge r~elle est polarisable, 

ce qui justifie g posteriori l'ambigUit~ de notation Hodse(~) = 'Hodse(~) . 

2.1.4. Soit X un tore complexe, i.e. un groupe de Lie complexe compact connexe. 

La th~orie de Hodge pour les vari~t~s k~hl~riennes munit le groupe ab~lien libre de 

type fini HI(x,~) d'une ~-structure de Hodge de type {(I,O),(O,i)} et de rang 

2 dim(X). Le foncteur X1 ) HI(x,~) est une anti-~quivalence de la cat~gorie des 

tores complexes avec celle des ~-structures de Hodge de type {(I,O),(O,I)} ; 

d'apr~s Riemann, il induit une anti-~quivalence de la cat~gorie des vari~t~s ab~liennes 

avec celle des ~-structures de Hodge polarisables du type precedent (voir MUMFORD 

[2], chap. i pour tout ceci). En particulier, si Isab(C) d~note la cat~gorie des 

vari~t~s ab~liennes sur ¢ ~ isog~nie pros, Isab(¢) ° est ~quivalente ~ la cat~gorie 

des ~-structures de Hodge polarisables de type {(I,O),(O,i)] ; on identifiera ces 
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deux categories par cette Equivalence. 

Soit V une ~-structure de Hodge polarisable de type [(i,O),(O,I)] , H 

son gro~pe de Mumford-Tare (le noyau H de t : H > ~ a EtE introduit dans 
o m 

MUMFORD [i] sous le nom de groupe de Hodge de V). Le groupe H a des propri~t~s 

sp4ciales, en plus du fait que (Ho~) C est compact, qui m~ritent d'etre signal~es 

(voir DELIGNE [5] 7.3, 7.4). 

a) H C n'a pas de facteur de type exceptionnel. 

b) H A/Cent(HiR) = Had est un ~-groupe semi-simple de type hermitien : 

i.e. le centre d'un compact maximal est de dimension positive, ou encore le quotient 

de Had par un compact maximal est un domaine hermitien symEtrique (HELGASON [I] 

VIII Thm. 6.1). 

c) La structure de Hodge de h = Lie(H) est de type {(O,O),(I,-i),(-I,I)} 

(en effet, h c End(V)). 

2.2. Variations de structures de Hodge. 

2.2.0. On peut imaginer plusieurs variantes au-dessus d'une base S de la notion 

de structure de Hodge. Voici la plus simple : une famille continue de structures de 

Hodge V sur un espace topologique S est un syst~me local V~ sur S de 

, (s E S) 4tant munie d'une groupes ab~liens libres de type fini chaque fibre V~, s 

structure de Hodge V qui depend continument de s . On peut dans la d~finition 
s 

remplacer ~ par un sous-anneau A de ~ ; si A est un corps et S est connexe, 

on obtient des exemples de categories tannakiennes munis de structures supplEmentaires 

de graduation et d'objet de Tare, et pour lesquelles on peut faire une discussion 

analogue ~ celle de 2.1 (qui est d'ailleurs le cas particulier S = *). 

On dEveloppera ici une autre variante, davantage motiv~e par les exemples 

gEomEtriques : celle de variation de structures de Hodge (voir GRIFFITHS [1],[2], 

DELIGNE [3]). 
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2.2.1. Soit S un espace analytique complexe, suppos4 non-singulier pour 

simplifier. Une variation de structures de Hodse de poids n (n 6 ~) sur 

consiste en la donn6e 

a) d'un syst~me local V~ 

b) d'une filtration finie 

v4rifiant les conditions 

en ~-modules libres de type fini. 

F du ~S-mOdule localement fibre V S = o s ®TzVzz , 

i) en chaque point s 6 S , la filtration induite par F sur 

VS, s = C ®~ V~,  s d 6 f i n i t  une s t r u c t u r e  de Hodge sur  V ~ , s  ( 2 . 1 . 1 . 3 ) .  

1 
ii) Si ~ = V S > ~S ~ VS est la connexion naturelle sur V S ayant 

i 
comme faisceau des sections horizontales, on a v~FPv)-- G ~S ® FP-Iv " 

v~®zz ¢ 

On d4finit une variation de structures de Hodse V sur S comme un syst~me 

local V~ en ~-modules libres de type fini muni d'une graduation 

V~ = Z V n 

n6~ 

n 
et sur chaque V~ d'une variation de structures de Hodge de poids n . Si A est 

un sous-anneau de ~ , on d6finit la notion de A-variation de structures de Hodse 

sur S : il suffit de remplacer ~ par A . On obtient ainsi une ~-cat6gorie rigide 

A-lin6aire (I 5.1.1), notre 'Hodse(S,A), munie d'un ~-foncteur rigide A-lin6aire 

"oubli" V: > V A vers la ®-cat4gorie SLoc(S,A) des syst~mes locaux en A-modules 

libres de type fini ; si S est connexe cette derni~re peut d'ailleurs s'identifier, 

moyennant le choix d'un point base s 6 S , g la ~-cat4gorie rigide des A-modules 

libres de type fini munis d'une action A-lin~aire de ~l(S,s) (voir I.I.I). 

La ®-cat4gorie ~Hodge(S,A) est munie d'une ~-graduation 6vidente, la 

sraduation par le poids ; aussi on a un objet de Tare, not6 A(1) , qu'on laisse au 

lecteur le soin de d~finir en s'inspirant de 2.1.2. L'objet de Tate est de poids -2. 
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2.2.1.1. La d~finition pr~c~dente est motivde par l'exemple g~om~trique suivant : 

soit f : X > S un morphisme projectif et lisse d'espaces analytiques (S non 

singulier), alors le faisceau Rnf~(~) (n ~ O) est muni d'une variation de structures 

de Hodge naturelle de poids n (voir par exemple DELIGNE [3] § 3 pour une description 

d~taill~e). Si s E S , la structure de Hodge sur ~nf~e(~) s = Hn(Xs,~) est celle 

donn~e par la th~orie de Hodge classique. 

2.2.1.2. Soient S un espace analytique lisse connexe, K un sous-corps de ~ . 

Alors 'Hodse(S,K) , SLoc(S,K) sont des categories tannakiennes sur K et on dispose 

d'un morphisme de catggories tannakiennes 

'Hod~e(S,K) > SLoc(S,K) 

Si on choisit un point s E S , on a un carr~ commutatif 

'Hodge(S,K) > SLoc(S,K) 

'Hodge(K)  > Modf(K) , 

(mRePo(~)) 

oO ~ est, dans chaque cas, le foncteur "fibre en s " , les fl~ches horizontales 
s 

sont ~videntes, et ~ = ~l(S,s) . Le foncteur fibre compos~ sur 'Hodse(S,K) donne 

lieu gun K-groupe r(s) qui revolt d'une part le groupe 'G d~fini par 'Hodge(K) 

'G > r(s) , 

H(S,s) de S en s , enveloppe K-alg~brique du d'autre part le groupe d'holonomie 

groupe discret ~l(S,s) 

H ( S , s )  > r ( s )  ; 

la donn~e de ce dernier morphisme revenant d'ailleurs ~ celle du morphisme de groupes 

discrets qu'on en d~duit 
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~I(S,s) > F ( s ) ( K )  . 

Enfin, le choix de s E S permet d'interpr4ter les donn4es de l'objet de 

Tate et de la graduation par le poids en termes des morphismes w,t 

et le morphisme h(s) : $ 

commutatif le diagramme 

¢ w > F(s) t > 
m m 

' > r(s)iR d4fini par le foncteur V I > (V~) s rend 

m 

¢ 
m 

w> $ t> 

h ( s )  

> F(s)  > 
w t 

¢ 
m 

m 

2.2.1.3. On d4finit comme en 2.1.2.3 le sroupe de Mumford-Tate en un point s E S , 

MT (V) d'une K-variation V ; il est muni de morphismes s J 

w > MT (V) t > 
m s m 

d'un morphisme 

MT(V s) > MTs(V) 

compatible avec w,t , et enfin il re~oit le groupe d'holonomie du syst~me local V K . 

2.2.2. Soient A un sous-anneau de ~ , n E ~ , V une A-variation de structures 

de Hodge de poids n sur un espace analytique lisse S . Une forme bilin4aire 

: V ® V > A(-n) est une polarisation de V si pour chaque s E S , ~s est 

une polarisation de la A-structure de Hodge V (2.1.3). On peut d4velopper la 
s 

discussion d'une fa~on analogue ~ 2.1.3, et donner (tout au moins si A est un corps) 

des crit~res pour que V soit polarisable en termes du groupe de Mumford-Tate de 

V . 

Le r~sultat de Riemann rappel4 en 2.1.4 se g4n4ralise de la fa~on suivante 

(d'apr~s A. Borel ; voir DELIGNE [5] , 5.2) : si S est un ¢-sch4ma lisse, le 
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foncteur If : X > S] I > Rlf~(~) d~finit une anti~quivalence de la cat~gorie 

des S-schemas ab~liens avec celle des variations de structures de Hodge polarisables 

sur S(¢) de type {(i,0),(O,i)]. 

§ 3. F-CRISTAUX 

Dans tout ce paragraphe, on fixe un nombre premier p . 

3.1. G~n~ralit~s. 

3.1.1. Soit S un schema de caract~ristique p . On regardera S comme un schema 

au-dessus de l'anneau Zg des entiers p-adiques ; l'id~al maximal p?Zp de 2Z 
P P 

est muni d'une unique structure d'id~al g puissances divis~es (provenant de ce que pour 

n > 1 , la valuation p-adique de pn/n~ est positive), ce qui permet de consid~rer 

le topos p-cristallin de S relativement ~ ZZ (BERTHELOT [I], 2.1), qui sera not~ 
P 

Scris . Le morphisme de Frobenius absolu de S , fs : S > S (rappelons que c'est 

l'identit~ sur l'espace topologique sous-jacent ~ S , xb > x p sur les anneaux 

de sections), induit par fonctorialit~ du topos p-cristallin (loc. cit. 3.2) un 

morphisme de topos (annel~s) 

O : S > S 
cris cris 

Un F-cristal sur S (terminologie provisoire, voir 3.1.3) est un module 

localement fibre de rang fini M sur le t o p o s  anne l f i  S c r i s  muni  d ' u n  m o r p h i s m e  

de modules F M : O (M) ---> M (appel@ le Frobenius de M). Un F-cristal est non 

d~gfinfir~ s ' i l  e x i s t e  un  e n t i e r  i ~ 0 e t  un m o r p h i s m e  V : M--'--~ ~ (M) v f i r i f i a n t  

VF = plid. 

3.1.1.1. Un morphisme de F-cristaux est un morphisme entre les modules sous-jacents 

qui commute avec les Frobenius. On obtient ainsi une cat~gorie ~ -lin~aire , notre 
P 

Fcris(S). 
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3.1.1.2. Si (M,F M) , (M',FM,) sont des F-cristaux, leur produit tensoriel est le 

F-cristal ayant M ~ M' comme module sous-jacent, F M ® FM, co~mne Frobenius. 

Ceci d~finit une loi ® ACU ~ -lin~aire sur Fcris(S) (I O.1.2, 2.4.1). La ~-cat~gorie 
P 

Fcris(S) ne poss~de en g4n4ral pas d'objets Hom(I 3.1.1). 

3.1.2. Notons SLoc(S,~p) la ~-cat~gorie ~p-lin~aire rigide des syst~mes locaux 

p-adiques sur S pour la topologie 4tale (1.1.3). On d~finit un ®-foncteur ACU ~p- 

lin~aire 

(3.1.2.1) SLoe (S,~p) > Fcris(S) 

de la fa~on suivante : soit E = (En)ne I 

(U,T) un objet du site p-cristallin de 

~paississement ~ puissances divis~es de 

schema 

de 

k > O 

et un morphisme de faiseeaux d'anneaux sur 

un tel syst~me local p-adique, et soit 

S , i.e. U un ouvert de S et T un 

U (ceci signifie qu'on se donne un ~ - 
P 

T , une immersion ferm4e U > T, des puissances divis~es sur l'id4al 

U dans T compatibles avec celles sur ~ , et qu'on suppose qu'il existe 
P 

tel que pk~ = O) . Puisque p est alors nilpotent sur T , il existe n > I 

T , ~/pn~ >~T ; on pose 

M(U,T) = O T ®~/pnzz E T 
n ' 

o~ E T est le faisceau zariskien sur T d~duit du faisceau ~tale sur T correspon- 
n 

dant g En/U par l'4quivalence entre les sites 4tales sur U et T rappel4es en 

1.1.4. 

On voit aussit0t qu'on obtient ainsi un module localement fibre de rang fini 

M sur Scris , qui est muni d'un isomorphisme canonique F M : ~(M) N > M . Ce 

dernier provient de la compatibilit~ de la construction pr~c~dente avec les change- 

ments de base, et de ce qu'on a fs(E) = E , o~ fs : S > S est le Frobenius 

absolu de S . Le F-cristal (M,F M) est par d~finition la valeur en E du 

foncteur (3.1.2.1). 

3.1.2.1. Proposition. Supposons que S soit un schema lisse sur un corps k 
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(de caract4ristique p). Alors le foncteur 

image essentielle est form6e des F-cristaux 

phisme. 

(3.1.2.1) est pleinement fiddle et son 

M pour lesquels F est un isomor- 

3.1.2.2. Voici une esquisse de preuve, que j'ai appris de Katz : il suffit de montrer 

comment A un F-cristal (M,F M) , o~ F M est un isomorphisme, on peut associer un 

syst~me local p-adique E = (En)n~ I . Le systgme E dolt ~tre pens4 comme le sous- 

faisceau de M de points fixes sous F M , done chaque En est le sous-faisceau 

de points fixes sous F M modulo pn Pr4cisons davantage la d4finition des E n 

en supposant S affine (il est clair qu'on ale droit de se localiser). Soit W 

un anneau de Cohen de corps r4siduel k (EGA OIV , 19.8.4, 19.8.6) et posons 

W = w/pnw . Choisissons un syst~me S , o de rel~vements compatibles de S et 
n n n 

de fs o~ les Sn sont des schemas lisses sur Wn , et ~n : Sn > Sn induit sur 

la fibre sp~ciale fs (SGA i, III) . Le F-cristal M d6finit des modules localement 

libres M n sur S munis d'isomorphismes F : ~ (M > M , et on pose 
n n n n n n 

pour le faisceau des points fixes de F , et on v4rifie par r4currence en n que ce 
n 

sont des faisceaux @tales localement constants sur S (d~finissant done des objets 
n 

analogues E sur S par 1.1.4) en 2g/pn2z - modules libres de type fini, et que 
n 

le syst~me (En)ne I est un syst~me local p-adique. Pour n= i , M 1 est un 

Os-module localement libre muni d'un isomorphisme F 1 p-lin6aire ; si on ~crit les 

~quations d~finissant les points fixes de F 1 , on trouve que celles-ci ddfinissent 

un rev~tement 6tale de S , sur lequel E 1 se trivialise. On proc~de de m~me pour 

trouver des points fixes mod.p 2 induisant un point fixe mod.p donn~, et ainsi de 

suite. 

3.1.3. On notera Fcris+(S) la ~-cat~gorie ACU ~p-lin~aire ayant eomme objets les 

F-cristaux non-d~g~n~r~s (3.1.1) et comme morphismes entre deux tels F-cristaux 

M,M' 

~p ~2Z Hom(M,M') . 

P 
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Soit L le F-cristal ayant ~S cormne module sous-jacent et p. id comme 
cris 

Frobenius ; il est ~vidermment non d4g4n4r4. De plus, L est un objet l-r4gulier de 

Fcris+(S) (I 0.1.3). Soit Fcriso(S) la ~-cat4gorie ACU ~p-lin4aire qu'on obtient 

rendant L inversible (voir 4.4.1 pour une description g4n4rale de ce proc4d4). 

Ii y a un ~-foncteur ACU ~p-lin4aire 

(3.1.3.1) Fcris+ (S) > Fcriso(S) 

qui est pleinement fiddle, et pour tout objet M de Fcriso(S) il existe n a O 

que M ® L ~n se trouve dans Fcris+(S). Les objets de Fcriso(S) seront appel4s 

F-isoeristaux, ou plus simplement (puisque c'est surtout d'eux qu'on parlera) 

F-cristaux. Les F-isocristaux provenant de Fcris+(S) sont appel4s effectifs, et 

l'inverse de L est le F-isocristal de Tate. 

tel 

L'importance de Fcriso(S) provient de ce qu'elle est rigide (I 5.1.1) : en 

rendant L inversible on a aussi introduit pour chaque F-cristal non d4g4n~r4 

(M,F M) = M un F-isoeristal M ; il suffit de poser M = L ~'n ® M' o~ M' est le 

~ t V F-cristal ayant M = Hom(M,O S ) comme module sous-jacent, con~ne Frobenius, 

et o~ tv cris 
: o~(M ~) ----> M ~ est le transpos4 d'un morphisme V : M----> O (M) 

v~rifiant VF = pnid (3.1.1). 

3.1.3.1. 

(3.1.3.2) 

des faisceaux p-adiques sur 

Ce foncteur est pleinement fiddle si S 

S lui-m~me est le spectre d'un corps). 

Le ~-foncteur (3.1.2ol) induit un foncteur rigide ~p-lin~aire 

SLoc (S) > Fcriso(S) --p 

S (pour la topologie ~tale) dans les F-isocristaux. 

est lisse sur un corps k (par exemple si 

3.1.4. Soit k un corps de caract~ristique p , et posons S = Spec(k) ; on 

remplacera S par k dans les notations attributes aux categories d~finies plus 

haut. Ainsi par exemple Fcriso(k) est la cat~gorie de F-isocristaux sur k (ou 

plutOt sur S ). 
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Soit W un anneau de Cohen ayant k comme corps r~siduel (EGA OIV , 19.8.4, 

19.8.6), et pour chaque n e i posons W = w/pnw qui est une alg~bre formellement 
n 

lisse sur ~/pn~ (loc.cit.). On sait (voir BERTHELOT [2], 2.7 pour un dnonc~ 

semblable) que la catdgorie des modules localement libres de rang fini sur k 
cris 

est ~quivalente g celle des W-modules fibres de rang fini M , munis dans chaque 

M/pnM d'une connexion g courbure nulle et nilpotente relativement au morphisme 

~/pn~ ---> W (n e i), ces connexions ~tant compatibles entre entre elles. Ii 

r~sulte facilement de cette description que la ~-cat~gorie ~p-lin~aire Fcris+(k) 

est ab~lienne, et en particulier que Fcriso(k) est une cat~gorie tannakienne sur 

~p . Comme on le verra au 3.3, cette catdgorie tannakienne est en g~n~ral non neutre, 

i.e. ne poss~de pas de foncteur fibre g valeurs dans ~p . Toutefois, si W est un 

anneau de Cohen de corps r~siduel k et si K est son corps de fractions, elle 

poss~de un foncteur fibre canonique ~ valeurs dans K . 

3.1.5. Soit u : S' > S un morphisme de schemas de caract~ristique p . Ii 

d~finit un morphisme de topos annel~s (BERTHELOT [i], 3.2) 

u : S' ~ S 
cris cris cris ' 

et comme u commute avec les Frobenius de S , S' (Ufs, = fs u) , on obtient un ~- 

foncteur ACU ~ -lin4aire "image inverse" , ou "changement de base" 
P 

u : Fcris(S) > Fcris(S') , 

induisant des ~-foncteurs ACU ~p-lin4aires 

u : Fcris+(S) > Fcris+(S ') 

u : Fcriso(S) > Fcriso(S') 

On a aussi une compatibilit~ du changement de base avec les foncteurs 

(3.1.2.1), (3.1.3.2). On a par exemple un carr~ commutatif g ~-isomorphisme pros 
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(3.1.5.1) 

SLoc (S) 
£ u-[ 

SLoc (S ') 
P 

> Fcriso(S) 

u 

> Fcriso(S') 

o~ les fl~ches horizontales sont donn~es par (3.1.3.2)o 

3.2. F-cristaux sur un corps parfait. 

3.2.0. Si k est un corps parfait de car.p , on note W(k) l'anneau des vecteurs 

de Witt sur k (SERRE [i] II § 6), K(k) son corps des fractions ; on notera aussi 

W (k) les anneaux de vecteurs de Witt de longueur n , W (k) = W(k)/pnw(k) . 
n n 

Les anneaux W(k) , Wn(k) , K(k) d~pendent de fa~on fonctorielle du corps parfait 

k , en particulier, l'automorphisme de Frobenius de k , x l > x p se rel~ve en un 

unique automorphisme ~ de W(k) ; on notera aussi O les automorphismes correspon- 

dants de W (k) , K(k) . 
n 

3.2.1. L'explicitation donn~e en 3.1.4 pour les modules localement libres sur k cris 

se simplifie dans le cas o~ k est parfait : la donn~e d'un module localement 

libre de rang fini G sur kcris revient ~ celle d'un W(k)-module libre de type 

fini M . Cette assertion peut se prouver sans peine de fagon directe, mais pour voir 

qu'elle r~sulte de la description 3.1.4, c'est-~-dire que dans loc. cit. on peut 

oublier les connexions sur les M = M/pnM , il suffit de remarquer qu'on a 
n 

~n/A n = O o~ A n = ~/pn~ 

Ii r~sulte d'ici que Fcris(k) est ~quivalente ~ la cat~gorie des 

W(k)-modules libres de type fini M munis d'un endomorphisme ~-lin~aire F M , 

Fcris+(k) ~quivalente avec la ~-cat~gorie ACU ~p-lin~aire des K(k)-vectoriels de 

rang fini M munis d'un isomorphisme ~-lin~aire F M ayant la propri~t~ de laisser 

stable un r~seau (ou encore, comme on le v~rifie aussitSt, tel que l'ensemble des 

n 
it~r~s F M , n ~ I , soit born~ dans le vectoriel End(M)). Enfin Fcriso(k) 
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s'identifie g la cat4gorie des K(k)-vectoriels de rang fini M munis d'un automor- 

. n 
phisme ~-lin~aire F M , ceci provient de ce que pour n assez grand, p F M laisse 

invariant un r4seau et de la d4finition de Fcriso(k) (3.1.3). 

3.2.1.1. Rappelons qu'on a un morphisme de cat4gories tannakiennes, qui est 

pleinement fiddle 

(3.2.1.1) SLoc (k) ) Fcriso(k) . 
P 

L'image essentielle de ce foncteur est form4e par les F-cristaux (M,F M) tels 

F~ 1 q u ' i l  e x i s t e  un  r 4 s e a u  d a n s  M s t a b l e  p a r  F N e t  ; c e e i  s i g n i f i e  a u s s i  que  

n 
M e t  M s o n t  des  F - c r i s t a u x  e f f e c t i f s ,  ou e n c o r e  que l ' e n s e m b l e  des  i t g r 4 s  F N 

(n 6 ~ )  e s t  b o r n 4 .  

3.2.1.2. On notera Q(k) la gerbe tannakienne sur ~p correspondant g Fcriso(k) , 

(k) la gerbe tannakienne sur @p correspondant ~ SLoc (k) (III 3.2). Rappelons --p 

que SLoc (k) est neutre ; de fa~on precise, le choix d'une cloture alg4brique .... p 

de k identifie --pSL°c (k) avecla cat~gorie des ~p-Vectoriels de rang fini munis 

d'une action continue de Gal(k/k). 

Le morphisme (3.2.1.I) d4finit un ~pimorphisme de gerbes (ili 3.3.3 c)) 

(3.2.1.2) Q(k) > ~ (k) --p 

3.2.2. 

pros) de gerbes sur 

(3.2.2.1) 

Si k'/k est une extension de corps, on a un carr4 cormnutatif (~ isomorphisme 

Q(k') 

(k') .... --p 

~p 

> Q(k) 

i 
> ~ (k) , -p 

oO les fl&ches verticales sont les fl~ches (3.2.1.2), et o~ les fl~ches horizontales 

proviennent des foncteurs changement de base 
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(3.2.2.2) Fcriso(k) ~ Fcriso(k') 

(3.2.2.3) SLoc (k) > SLoc (k') 

En termes de l'explicitation donnde en 3.2.1 pour Fcriso(k) , le foncteur 

(3.2.2.9 associe ~ (M,F M) M ~(k ) W(k') muni du Frobenius d~duit de F M par 

extension des scalaires. 

3.2.2.1. Supposons que k' et k soient des corps alg~briquement clos. D'apr~s 

MANIN [I] , II § 2, (3.2.2.2) est une ~quivalence de categories tannakiennes sur 

~p ; en effet, en loc.cit. Manin classifie les objets simples de Fcriso(k) pour k 

un corps alg~briquement clos. Ii trouve que cette classification est ind~pendante de 

k et que ces objets sont d~finis sur ~ , i.e. proviennent de Fcriso(~ ) (voir 
P P 

aussi 3.3.3 plus loin). 

3.2.2.2. De ce qui precede, on d~duit que si k est un corps parfait 

Q(k) > Q(k) est un monomorphisme de gerbes. En effet, ce qui precede entralne par 

III 3.3.3 c) que le compos~ Q(k) ----> Q(k) ---> Q(~ ) est un monomorphisme de gerbes. 
P 

3.2.3. Soit k'/k une extension galoisienne de corps parfaits, et soit ~ (k'/k) --p 

la gerbe quotient de ~ (k) correspondant ~ la sous-cat~gorie tannakienne de SLoc(k) --p 

des faisceaux p-adiques devenant triviaux sur k' . Alors, la suite de gerbes sur ~p 

(3.2.3.1) Q(k') > q(k) 9 ~ (k'/k) > I --p 

est exacte (i.e. pour une extension L convenable de ~p , la suite de L~groupes 

qu'on obtient en choisissant un objet sur L de Q(k') est exacte). Ceci signifie 

simplement, compte tenu du dictionnaire de III 3.2.3.1, que dans le diagramme de 

categories tannakiennes sur ~p 

(3.2.3.2) SLoc (k) > Fcriso(k) > Fcriso(k') --p 

les F-cristaux (M,FM) sur k qui deviennent triviaux sur k' sont exactement ceux 
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qui proviennent d'un faisceau p-adique sur k devenant trivial sur k' : en effet, 

si (M,F M) est envoy~ en (M',F~) et celui-ci est trivial, en particulier l'ensemble 

des it~r~s F 'n (n E ~) est born6, donc il en est de m~me pour l'ensemble des it~r~s 

F n , ce qui prouve par 3.2.1.1 que M,F M provient d'un faisceau p-adique ; il est 

clair que celui-ci se trivialise sur k' 

3.2.3.1. Proposition. Soit k'/k une extensio n galoisienne de corps parfaits. Alors, 

la suite de gerbes tannakiennes sur Qp 

(3.2.3.3) i > Q(k') > q(k) ..... > ~ (k'/k) > i , -p 

est exacte. En particulier, s__~i k est un corps parfait 

a) on a une extension de serbes (voir 3.3 pour la structure Q(k)) 

i > Q(k) > q(k) > ~ (k) ) I (3.2.3.4) --p 

b) les morphismes Q(k) > Q(~p) , Q(k) > -Pn (k), induisent une 

~quivalence de gerbe@ 

(3.2.3.5) Q(k) ~ > Q(~ ) × ~ (k) p -p 

P 

3.2.3.2. 

morphi sme 

3.2.2.2 si 

diagramme 

Preuve. Pour prouver l'exactitude de (3.2.3.3) il suffit de prouver que le 

Q(k') ) Q(k) eat un monomorphisme de gerbes. Ceci a dfij~ gtfi fait en 

k' = k ; le cas ggngral s'en dgduit par un diagram-chasing dans le 

i i 

T 
> g (k') > g (k) --p -p 

T t 
Q(k' ) > ~(k) 

t_ t 
q(k) q(~) 

t 
1 1 
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Enfin, b) r4sulte formellement de l'4nonc4 principal une fois qu'on rappelle 

que Fcriso(~ ) > Fcriso(k) est une 4quivalence de categories tannakiennes (voir 
P 

3.2.2.1). 

3.3. Cas d'un corps al$4briquement clos. 

3.3.1. Soit k un corps alg4briquement clos de caract4ristique. Dans MANIN [i], 

chap. II, on d~termine la structure de la cat4gorie ab41ienne Fcris+(k) des 

F-isocristaux effectifs sur k (3.1.3, 3.2.1). On trouve que c'est une cat4gorie 

semi-simple, et que l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets simples de 

Fcris+(k) se trouve en eorrespondante biunivoque avec l'ensemble ~+ des nombres 

s I' rationnels • 0 de la faqon suivante. Soit z = -- ~criture normalis4e d'un 
r 

414ment z de ~+ , i.e. s = 0 , r = i , ou bien s,r • i et (s,r) = i ; alors 

on note E z le F-cristal (M,F M) o~ 

M = K[TJ/(Tr-p s) , 

et F M est induit par l'endomorphisme F de KIT] 

F(f(T)) = T. fO(T) 

Ici K = K(k) , et fO(T) est le polyn~me obtenu en appliquant o aux coefficients 

de f(T) . L'objet E est simple et la bijection pr~c~dente est celle qui associe 
Z 

z la classe de E . On prouve aussi (loc.cit~) que si z , z' E ~+ , le F-cristal 
Z 

E z ® Ez, est isotypique de type Ez+ z, . 

L'objet unit~ de Fcris+(k) correspond ~ E , l'objet L d~fini en 
O 

3.1.3 est isomorphe ~ E 1 com~ne on voit sur la ddfinition. On en d~duit que la 

cat~gorie Fcriso(k) des F-isocristaux sur k est semi-simple, que le produit tenso- 

riel des deux objets isotypiques est isotypique, et que le $rpupe des types de 

Fcriso(k) (voir 3.5.1) est canoniquement isomorphe g ~ . 
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3.3.2. Th~or~me. La categoric tannakienne Fcriso(k) a connne lien le groupe 

diagonalisable D(~) ; moyennant l'isomorphisme du corps de classe local 

= ~/~ , la classe de Fcriso(k) dans H2(~p,D(Q)) = Hom~(Q,Br(~p)) est Br(Qp) 

i a pro iection canonique Q > ~/~ . 

3.3.2.1. Preuve. Compte tenu de 3.5, il suffit de prouver le 

3.3.2.2. Lemme. Si 

~auche de centre ~p 

phisme Br(Qp) --- ~/2g 

z = s/r E ~+ , e t A = End(E ) , alors A est un corps 
z z z 

dont la classe dans Br(~p) correspond g s/r par l'isomor- 

Puisque E est simple, A est un corps gauche ; si on explicite A 
z z 

termes de la base I,T ..... T r-I du K-vectoriel K[T]/(Tr-p s) sous-jacent 

on voit que A est isomorphe g l'alg~bre des matrices r × r u = (u..) avec lj 

coefficients dans K qui v~rifient les formules 

en 

E , 
z 

Ul, I = ~(Ur, r) 

Ui+l,j+ I = O(ui, j) 

Ul,j+ I = p-S~(ur, j) 

Ui+l, I = pSO(ui,r) 

l~i,j~r-I 

l~j~r-I 

l~i~r-i 

Ii r6sulte aussitSt d'ici que 

or(uij) = uij , 

i.e. que les coefficients u.. se trouvent dans K = K(~ r ), l'extension non 
lJ r p 

ramifi6e de degr~ r de 9p contenue dans K , et que, en rant que Kr-vectoriel, 

A est de rang r ; l'explicitation pr6c6dente donne un morphisme de ~p-alg~bres 

A > M (K) , 
r r 
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d'o~ un i somorphisme de K -alg~bres simples 
r 

f : K r ® A ~ > M (K) Qp r r 

En particulier, le centre de A est ~ . Rappelons maintenant le calcul de 
P 

l'invariant d'une ~p-alg~bre simple centrale B dans ~/%g (voir par exemple 

SERRE [I] X § 5 et XII § 3) : soit L une extension finie galoisienne non ramifi~e 

de ~p qui d~compose B ,donc L = Kn pour un certain n , et choisissons un 

i somorphi sme 

f : K n ® B ~> Md(K n) ~p 

avec une alg~bre de matrices. Si O est le Frobenius, engendrant Gal(Kn/~ p) --~ 

Eg/nZg , o(f) l'isomorphisme d~duit de p par l'extension des scalaires 

> K , l'automorphisme flo o(f) de Md(K n) est int~rieur (voir Bourbaki, O : K n n 

Alg~bre, chap. 8 § i0, th. i), soit f -Io o(f) = int(t) . On v~rifie aussitOt que le 

cobord ~ de la l-cochaine t de Zg/nZg g valeurs dans GLd(K n) est un 2-cocycle 

E H2(Kn/~p,~m ), i.e. que 

n-i 
= t o O(t) ... O (t) 

GLd(K n " si v : K ~ ~ est la valuation est dans le centre de ) , i.e. 6 E K n , n 

normalis~e de K (i.e. v(p) = I) , v(6) d~finit un ~l~ment v(6) dans 
n 

H 2 ( ~ / n ~ , ~ )  ~ ~ / n ~  e t  l ' i n v a r i a n t  de la  ~ p - a l g g b r e  s imple  B e s t  l ' i m a g e  

canonique v(~)/n de v(6) dans ~/~ . 

phisme 

Reprenons ceci dans notre cas : on a L = K r , et on dispose d'un isomor- 

f : K ® A N>, M~(Kr) r ~p 

On voit aussitSt qu'on peut prendre pour t la matrice de F M (avec les 

s 
notations de 3.3.1), et qu'on a ~ = p , d'o~ v(~) = s et la classe de A est 

s/r rood. i . 
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3.3.3. On peut d~duire aussitOt de ce qui pr@c~de l'ind~pendance de Fcriso(k) en 

le corps alg@briquement clos ; il suffit de remarquer que si ~ : k > k' est un 

morphisme de corps alg~briquement clos, et 

O : Fcriso(k) > Fcriso(k' ) 

le morphisme de categories tannakiennes sur ~p qu'on en d~duit, ~ (E z) = Ez pour 

Q+ . En effet, le F-cristal E 2 sur k provient d'un F-cristal sur • 6 z p ' 

savoir 

(3.3.3.1) ~p[T]/(r r_ pS) 

Ii en r~sulte que ~ est une ~quivalence de categories tannakiennes respectant 

les ~-$raduations de type Q . 

3.3.3.1. Voici une consequence utile de ces remarques. Soit k un corps parfait de 

caract~ristique p , k une cl~ture alg~brique de k . L'extension K~) de K(k) 

est galoisienne et on a 

(3.3.3.2) Gal(K(k)/K(k)) = Gal(k/k) . 

Soit M un F-cristal sur k , M son image dans Fcriso(k) ; le F-cristal 

est muni d'une graduation de type ~ , sur laquelle agit Gal(k/k). D'apr&s 

ce qui precede, cette graduation est invariante sous cette action, donc elle provient 

d'une graduation 

M = M z 

zEQ 

du F-cristal M sur k . En effet, si E (resp. E ) 

(resp. K(k)) sous-jacent ~ M (resp. M), on a 

et ,l'action de Gal(k/k) 

de Gal(K(k)/K(k)) sur 

est le vectoriel sur K(k) 

= K(k) ®K(k) E , 

correspond par l'identification (3.3.3.2) ~ l'action ~vidente 
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Ii en r~sulte que, pour tout corps parfait k de caract~ristique p , 

Fcriso(k) est muni d'une ~-graduation de type ~ , fonctorielle en k . Cette 

~-graduation sera appel~e la graduation par les pentes, les pentes d'un F-cristal 

M ~tant les z E ~ tels que M 2 # O . Un objet est isopentique s'il n'a qu'une 

seule pente. Enfin, on v~rifie que les F-cristaux de pente nulle sont exactement 

ceux qui proviennent d'un faisceau p-adique (voir 3.2.1.1). 

3.4. Cas d'un corps fini. 

3.4.1. Traitons d'abord le cas du corps premier • . On a K(~ ) = ~p , et la 
P P 

ca t f igo r i e  t a n n a k i e n n e  F c r i s o ( ~  ) s ' i n t e r p r ~ t e  s implement  comme l a  ca tggor£e  des 
P 

~p- vectoriels M de rang fini, munis d'un automorphisme F M . Le foncteur fibre 

canonique (M,FM) I > M identifie Fcriso(~ ) h la cat~gorie des representations 
P 

lin@aires dans des ~ p - V e c t o r i e l s  de rang f i n i  du ~p-groupe  G , enve loppe  a l g ~ b r i q u e  

de ~ ; ce dernier est simplement le produit du groupe ~ par le groupe de type a 

multiplicatif ayant comme module galoisien de caractgres ~p avec l'action ~vidente 

de Gal(~p/~p) (d~composition de Jordan d'un automorphisme d'un vectoriel de rang 

fini). 

La cat~gorie tannakienne SLocH (~p) sur ~p des faisceaux p-adiques sur 

P s'identifie ~ celle des Qp-Vectoriels de rang fini M , munis d'un automorphisme 

F M tel que l'action correspondante de ~ , n ! > F n, se prolonge gun homomorphisme 

continu ~ > Aut(M) , o~ on met sur M la topologie p-adique (remarquons que 

cette identification provient du choix d'une cloture alg~brique de ~ ; on prendra 
P 

le corps r~siduel de la cl~ture alg~brique ~p de ~p choisie plus haut). 

Sur ces descriptions, on volt qu'il y a un ~-foncteur pleinement fiddle ~vident 

(3.4.1.1) SLoc (IF) > Fcriso(]F ) 
.......... H P P 

Le ~p-groupe G' des automorphismes du foncteur oubli sur SLOCp(l~p) s'identifie 

au groupe quotient de l'enveloppe alg~brique de 2Z, produit de ~a par le groupe de 
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type multiplicatif ayant cormne module galoisien de caract~res le sous-module de 

~'~ des unit~s p-adiques (i.e. des x E ~ tels que v (x) = i) . On obtient une -p P P 

suite exacte de ~p-groupes 

(3.4.1.2) 0 > D(~) > G > G' > O 

~vident, et 

Hl(~p ~ ) = Hom(Gal(~p/~p),~) est la projection canonique de Gal(~p/~p) ' ~p 

le groupe de Galois de l'extension maximale non ramifi~e de ~p , g savoir 

On prendra garde que le morphisme (3.4.1.1) n'est pas le morphisme habituel 

(3.2.1.1) ; toutefois, l'image essentielle des deux foncteurs est la m@me, i.e. les 

F-cristaux de pente nulle. On v6rifie aussitOt en explicitant la d6finition de 

(3.2.1.1) que (3.4.1.1) se d6duit de (3.2.1.1) en tordant ce dernier par le 

G'-torseur P sur ~p suivant (voir II 3.2.3.4) : on a un morphisme de ~p-groupes 

G' < (m)Qp = ~im (m/n~)Qp 

P est l'image par ce morphisme du ~-torseur dont la classe dans 

sur 

On d6duit de ceci et de 3.2.3.1, 3.3.2 

3.4.1.1. Proposition. Dans la suite exacte de serbes 

0 > q(9 ) > q(~ ) > ~ (~) >o , 
P P --p p 

Q(~p) s'identifie g la gerbe des rel~vements dans _Q(~p) 

(~) (GIRAUD [i], IV 2.5.4.1). --p p 

de la section P de 

3.4.1.2. En fait, toute la proposition peut se d~duire directement de 3.2.3.1 et 

3.3.2. Ii suffit de v~rifier que le cobord de P relativement ~ la suite exacte 

(3.4.1.2) coincide dans H2(~p,D(Q)) avec la classe de Q(~p) , ~gale par loc. cit. 

la projection canonique ~ > ~/~ lorsqu~on fair l'identification 

H2(~p,D(~)) = HOm2Z(~,~/ZZ) 
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3.4.1.3. Remarque. Soit (M~F M) un F-cristal sur • ; F est un automorphisme 
P 

du Qp-Vectoriel M , et il est clair que les pentes du F-cristal M sont les 

valuations (normalis@e par v(p) = i ) des valeurs propres de F . 

r 3.4.2. Soient r ~ i , • le corps fini ~ p ~l~ments (on choisit une clSture 
pr 

alg~brique ~p de ~p , d'o~ une clSture alg~brique ~p de ~p et des corps 

= ~pr ) ~pr )" On notera K r K( le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de 

~p Witt sur ]Fpr , c'est l'extension non ramifi@e de de degr~ r , engendr@e par 

les racines (pr-l)-i~mes de l'unit~. Le groupe de Galois de Kr/~p s'identifie 

celui de ]Fpr/~p , i.e. g ~/r~ . On d~duit de 3.2.3.1, qu'on a une suite exacte 

de gerbes tannakiennes 

(3.4.2.1) 0 > Q(]Fpr) > Q(~p) > (~/r~)Qp > 0 

et qu'on a un isomorphisme de gerbes 

(3.4.2.2) Q(]Fpr) ~ > Q(]Fp) X ~p(]Fpr) ; 

_~p (~) 
le morphisme ~ (IF ) > ~ (IF) provient de la multiplication par r dans ~ . 

--P pr --P P 

(M,FM) - F M : M--->M est Soit un F-cristal sur ~ r ' l'application r 
P 

Kr-lin~aire, et on peut regarder (M,F~) cormne un objet de la cat@gorie tannakienne 

[FcrisO(~p)]K r , i.e. comme un F-cristal sur ~p muni d'une action de Kr (II 1.5.2). 

On d~finit ainsi un ~-foncteur ACU ~p-lin~aire 

(3.4.2.3) Fcris°(~P r) -----> Fcris°(l~P)Kr ' 

d'o~ un morphisme de cat@gories tannakiennes sur K 
r 

(3.4.2.4) FcrisO(~r)K > FcrisO(~p) K 
P r r 

De ce qui precede, on d~duit aussitOt 
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3.4.2.1. Proposition. 

tannakiennes sur K 
r 

Le morphisme (3.4.2.4) est une ~quivalence de cat~$ories 

3.4.2.2. Corollaire. Si (M,F M) est un F-cristal sur ~pr ' les pentes de (M,F M) 

r (normalis~es par v(p r) = i). son t les valuations des valeurs propres de F M 

Ce¢i d~coule de la proposition et de 3.4.1.3 (voir aussi MANIN [i], II § 3). 

3.5, 

(~p 

Appendice : catdgories tannakiennes g lien dia$onalisable. 

On fixe un corps K suppos~ pour simplifier de caract~ristique 

dans les applications). 

3.5.1. Proposition. Soit ~ une cat~gorie tannakienne sur K . Alors, le lien de 

est un K-groupe diagonalisable (SGA 3, I 4.4) si et seulement si les conditions 

suivantes sont v~rifi~es. 

a) 

b) 

est semi-simple. 

Le produit tensoriel de deux objets isotypiques est isotypique. 

Dans ce cas, le lien de C est D(M) , o__~ M est le grouDe des types de 

(i.e. le groupe d~fini par le ® d'objets isotypiques de ~) . 

3.5.1.1. Preuve. Si le lien de C est diagonalisable, on v~rifie aussitSt, en se 

ramenant au cas neutre, que les conditions a), b), sont v~rifi~es, inversement, 

supposons les conditions a), b) v~rifi~es ; on a un morphisme de liens ~vident 

D(M) > Cent(lien ~) = Aut®(id C) J 

et il suffit de v~rifier localement sur K pour la topologie fpqc que ce morphisme 

identifie D(M) au lien de ~ , On peut donc supposer qu'il existe un foncteur fibre 

m : ~ > Modf(K) (IIl 3.2). Je vais montrer que chaque objet simple de ~ est de 

rang i , ce qui entraSnera aussitSt que ~ s'identifie grace ~ ~ ~ la cat~gorie 
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Grad (M) des K-vectoriels gradu~s de type M et de rang fini, et on sait que le 
o 

lien de celle-ci est M (IV 1.2.1). En effet, si E est simple de rang r , 

2 
E ~ ~ est isotypique, donc constant et End(E) ~ Hom(!,E ® E) est de rang r ; 

on en d~duit que ~ induit un isomorphisme 

w : End(E) ~ > EndK(W(E)) (_~ Mr(K) 

et End(E) ~tant un corps, on a r = i . 

La derni~re assertion de 3.5.1 est contenue dans ce qul precede. 

3.5.1.2. Remarque. Une cat~gorie tannakienne ~ lien diagonalisable 

la propri~t~ suppl~mentaire suivante : 

poss~de 

s_.~ E e st un objet simple de ~ , End(E) est un corps gauche de centre K . 

3.5.2. Soit M un groupe ab~lien, et soit D(M) le K-groupe diagonalisable qu'il 

d~finit. On explicitera ici le groupe H2(K,D(M)) , ~tant entendu qu'il est calcul~ 

pour la topologie fpqc (cf. chap. III). 

Si M = ~ , il y a un isomorphisme canonique 

(3.5.2.1) H2(K,~m ) = Br(K) 

de H2(K,~m ) avec le groupe Br(K) des classes de K-alg~bres simples centrales ; 

si A est une telle alg~bre, la classe de cohomologie de A est la classe de la 

gerbe sur K (III 3.1) dont la fibre en un K-schema S est la cat~gorie des couples 
qc 

(E,~) d'un ~S-mOdule localement libre E et d'un isomorphisme de ~s-alg~bres 

M : Endos(E)_ ~> A ®K ~ S . (voir GIRAUD [I], V 4.2). En g~n~ral, on a un morphisme 

de groupes, fonctoriel en M 

(3.5.2.2) ~ : H2(K,D(M)) > Hom~(M,Br(K)) 

d~fini de la fa~on suivante : si x E H2(K,D(M)), m E M , 
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~(x)(m) = ~m(X) , 

o~ ~m : ~ > M est d~fini par ~m(1) = m , et 

~m : H2(K'D(M)) > H2(K'D(Eg)) -~ Br(K) 

est le morphisme induit en cohomologie. 

3.5.2.1. Proposition. Le morphisme (3.5.2.2) est un isomorphisme. 

3.5.2.2. Preuve. C'est vrai pour M = ~ , auquel cas (3.5.2.2) se r~duit 

(3.5.2.1). C'est aussi vrai si M = ~(I) , o~ I est un ensemble quelconque, puisque 

les deux termes transforment sommes en produits. Pour le terme de gauche, on voit en 

utilisant l'interpr~tation g~om~trique du H 2 cormne ensemble de classes d'~quiva- 

lence de gerbes, que le H 2 cormnute avec les produits de K-groupes affines (on 

remarquera que ceci tient ~ la nature de la topologie fpqc , le m~me ~nonc~ ~tant 

faux pour la topologie fppf par exemple). 

d'o~ 

En g~n~ral, on a une suite exacte eourte 

0 > m (I) > m (J) M > 0 

Puisque 

O > D(M) > ~J > C I -----> O 
m m 

HI(K,~) = 0 (m~me raisonnement), on a une suite exacte 

0 > H2(K,D(M)) > H2(K,@m )J > H2(K,@m )I 

et on conclut aussit~t. 

3.5.2.3. Corollaire. Une cat~gorie tannakienne ~ lien dia$onalisable sur un corps 

al$~briquement clos K est neutre (III 3.2.1). 

En effet, Br(K) = O . 
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3.5.3. Proposition. Soit C une cat~gorie tannakienne sur K ~ lien diagonalisable, 

et soit M le groupe des types de ~ . Alors, la classe de C dans H2(K,D(M)) 

(III 2.3) correspond par l'isomorphisme 3.5.2.2 A l'homomorphisme M > Br(K) 

qui gun objet isotypique E associe la classe de l'alg~bre simple centrale End(E) . 

(voir 3.5.1.2). 

3.5.3.1. Preuve. Soit E un objet isotypique de ~ , A = End(E) , et notons QA 

la gerbe d~finie par A (voir 3.5.2), Q = FIBo(~) la gerhe des foncteurs fibre 

sur ~ (III 3.2.2), qui d~finit la classe de cohomologie de 

de gerbes 

C . On a un morphisme 

d~fini ainsi : si S est un K-schema, w : C > Loclib(S) un foncteur fibre, la 

valeur de ce morphisme en w est le couple (w(E),~) , o~ ~ est le morphisme de 

~s-alg~bres ~ : A ®K ~ S > Endos(W(E))_ induit par m (la vdrification de ce que 

est un isomorphisme se fait comme la fin de la preuve 3.5.1.1). Si la classe de 

E dans M est notre m , on voit sans peine que le lien de ce morphisme de gerbes 

est le morphisme D(M) > ~m d~duit de ~m : ~ ---> M . On conclut par la d~fini- 

H2(K,Gm) tion m~me du morphisme ~m : H2(K'D(M)) > (GIRAUD [i], IV 3.1.5). 
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§ 4. MOTIFS 

Dans les num4ros 4.1 ~ 4.4, on fixe un corps k . On utilisera de fa~on 

constante les notations et d4finitions de l'Appendice. Les constructions faites en 

4.1 se trouvent aussi dans MANIN [2], KLEIMAN [2], et sont mises ici pour la comodit4 

du lecteur. Les d4veloppements dun ° 4.2 g la fin sont conjecturaux. 

4.1.0. Pr41iminaires. On fixe une relation d'4quivalence admissible pour les cycles 

alg~briques ~ (A 0.2.1), qui en pratique sera alg ou num (A 0.2.2). La ~-alg~bre 

gradu~e C (X) sera simplement not4e C(X) . 

Dans ce num4ro on construira une ~-cat~gorie ACU M(k) (ou plus simplement 

~(k)) qui ~ la contrainte de commutativit4 pros est la cat4gorie des motifs. On 

proc~de par 4tapes en partant de ~(k) et en ajoutant ~ chaque fois, soit des 

objets, soit des morphismes. Le premier stade de ce processus est la cat~gorie des 

correspondances de degr4 z4ro C__VV°(k) d4finie en A 0.3.3. 

4.1.1. 

d4finie en 

objets de 

La cat4$0rie CV(k) des corres~qndanceSo On fait de cette cat4gorie, 

A 0.3.3.3, une ~-cat4gorie ACU de la fa~on suivante. Si X,Y sont des 

C V(k) , i.e. des k-sch4mas lisses et projectifs, on pose 

X®Y = X xY ; 

si f E C(X X X') , g E C(Y x Y') sont des correspondances alg4briques 

f ® g E C(X X Y x X' x Y') est simplement le cycle alg4brique d4duit de f X g par 

l'isomorphisme canonique X X X' X Y X Y' ~ X X Y X X' X Y' . La loi ~ ainsi 

d4finie est munie d'une contrainte ACU 4vidente (I 2.4.1), et elle est ~-lin4aire. 

Si, avec les notations pr4c4dentes, f (resp. g) est de degr4 i (resp. j)~ 

f ® g est de degr4 i+ j . Ceei entraYne que CV°(k) est une sous-®-cat4gorie de 

C V(k). 

de X 

un foncteur 

Soit ~ : Y >X un morphisme de k-sch4mas lisses et projectifs, et notons 

la classe dans C(XXY) du graphe F ~ XxY de ~ . C'est une correspondance 

dans Y de degr4 z4ro (l'ordre X,Y est ici important), et on d~finit ainsi 

(contravariant) 
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( 4 . 1 . 1 . 1 )  ~ ( k )  ° > C__VV°(k) , 

qui est m~me un ~-foncteur ACU strict (I 4.1.1). Ceci permet d'interpr~ter 

C V°(k) comme la cat~gorie ayant m~mes objets que ~(k) et dans laquelle on a 

ajout~ aux morphismes de k-schemas les correspondances ayant la codimension 

appropri~e. 

La ~-cat~gorie ACU qu'on obtient ainsi, ~ savoir C V°(k) , a l'avantage 

sur ~(k) d'etre lin~aire, et m~me ~-lin6aire. Toutefois, elle n'est pas ab61ienne, 

2 
et il y a m~me des endomorphismes p avec la propri~t~ p = p (i.e. des projecteurs) 

qui ne poss~dent pas de noyau. On rem~die ~ la non existence des noyaux de projecteurs, 

en les introduisant de fa~on formelle (voir $.1.2), et on verra au num~ro suivant 

comment les conjectures standard entraSnent que ceci suffit ~ rendre ab~lienne la 

cat~gorie. 

4.1.2. La cat~$orie M+(k) des motifs effectifs. 

4.1.2.1. Rappelons quelques d~finitions et constructions (SGA 4, IV 7.5). Une 

cat~gorie ~ est karoubienne si pour tout objet X de ~ , et tout projecteur 

de X , le noyau du couple 

id X 

> 
X X > 

est representable. Ii faut et il suffit pour cela que le conoyau du couple precedent 

soit representable, et dans ce cas Ker(idx, p) et Coker(idx, p) sont canoniquement 

isomorphes. Pour route cat~gorie ~ il existe une cat~gorie karoubienne kar(~) 

et un foncteur ~ : ~ ----> kar(~) universel pour les foncteurs de ~ dans une 

cat~gorie karoubienne, i.e. tel que si ~' est une cat~gorie karoubienne le 

Hom(kar(C) C ' )  > Hom(C,C') 

foncteur 

fl > fo~0 



- 353 - 

soit une ~quivalence de categories. Voici une construction de kar(~) , ~ . Les 

objets de kar(~) sont les couples (X,p) d'un objet X de ~ et d'un projecteur 

p de X , et si (X,p) , (Y,q) sont deux tels objets 

(4.1.2.1) Hom((X,p),(Y,q)) = {f : X > Y/qfp = f] 

Le foncteur ~ : ~ ) kar(~) est d~fini par 

(4.1.2.2) ~(X) = (X,id X) 

Ii est pleinement fiddle. Pour ce choix de kar(~) , on a pour des categories 

, ~' un isomorphisme canonique 

kar(C X C') ~ kar(~) × kar(~') 

kar(C) 

On en d~duit que si ~ est une ~-cat~gorie (resp. une ~-cat~gorie ACU,...) 

est munie de fa~on naturelle d'une structure de m~me type. 

Soit ~ une cat~gorie lin~aire, et soit p un projecteur d'un objet X 

de ~ . Alors id X- p est aussi un projecteur, et si ~ est karoubienne, on a 

de fa~on canonique 

X = ker(p) ~ ker(id X-p) . 

Si ~ n'est pas karoubienne, son enveloppe karoubienne kar(~) est ~galement lin~aire 

et on a 

(X,id X) = (X,idx- p) ~ (X,p) 

Dans cette expression, (X,idx- p) 

p . De fa~on plus g~n~rale, si X 

d~composition 

correspond au noyau de p , (X,p) ~ l'image de 

est un objet de la cat~gorie lin~aire ~ , toute 

n 

idx = i=~l Pi ' 

de l'identit~ en somme de projecteurs deux ~ deux orthogonaux, d~finit une d~compo- 

sition de X = (X,id X) 
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(4.1.2.3) X = ~ (X,p i) J 

i=l 

i.e. une d~composition en somme des images des projecteurs. Si 

lin~aire, explicitons pour terminer, la somme directe et le ® 

(4.1.2.4) I 
(X,p) • (Y,q) = (X ~ Y , p ~ q) 

(X,p) ® (Y,q) (X ® Y , p ® q) 

C est une ~-cat~gorie 

d'obJets dans kar(~) 

4.1.2.2. La cat~gorie des motifs effectifs Mi(k) est d4finie par 

(4.1.2.5) M+(k) = kar(CV°(k)) . 

Un motif effectif est donc un couple (X,p) d'un k-schema lisse et 

projectif X 

degr~ 0 de 

et d'un ~l~ment idempotent p dans l'anneau des correspondances de 

X dans X . On a un ~-foncteur ACU strict Q-lin~aire 

C...VV°(k) > M+(k) , 

qui compos~ avec (4.1.1.1) donne un ~-foncteur ACU 

k : ~(k) ° > 

Si X E ob ~(k) , h(X) s'appelle le motif de 

de X . L'~galit~ 

(4.1.2.6) 

M+(k) 

X , ou encore la cohomologie motivique 

h(X X Y) = h(X) X h(Y) 

peut s'interpr~ter comme la formule de KUnneth en cohomologie motivique. 

4.1.2.3. Soient X 

un point ferm~ de X 

est ind~pendant du choix d'un point ferm~ 

c n ( x )  ~ ~ . 

un k-schema lisse projectif et connexe de dimension 

de degr~ d(x) . L'~l~ment 

e X = d(x) -I × E cn(x) 

x , et d~finit un isomorphisme 

n ~ x 
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On v~rifie aussitDt que les endomorphismes de h(X) 

PX = Prl(eX) ' qx = Pr2(ex) E cn(x × X) 

sont des projecteurs. De fa~on plus g~n~rale, si Y , Z sont aussi connexes de 

dimension n , et si on pose 

PY,X = Prx(ex) E cn(x X Y) 

qY,X = pry(ey) E cn(x X Y) 

on a 

(4.1.2.7) 

I Pz,Y o PY,X = PZ,X 

qZ,Y o qZ,X = qZ,X 

Ceci signifie que les PY,X (resp. qy,x ) constituent un syst~me transitif d'iso- 

morphismes entre les motifs effectifs (X,Px) (resp. (X,qx)) pour X connexe de 

dimension n : en effet, on a id(x,p ) = p pour un motif effectif (X,p). 

En fait, pour d~finir les PY,X comme morphismes dans C V°(k) , on n'utilise 

pas la condition dim Y = dim X , condition qui est toutefois indispensable dans la 

d~finition des qY,X " On voit donc que les motifs effectifs (X,Px) sont canoni- 

quement isomorphes ; on peut en particulier faire X = Spec(k) , d'o~ 

(4.1.2.8) (X,p X) --~ 1 

oO ! d~signe comme d'habitude l'objet unit~ h(Spec(k)). 

4.1.2.4. Restent ~ calculer les 

X = (~l)n . Le motif effectif 

(X,q X) , pour X de dimension 

(4.1.2.9) L = (]PI, q]pl) 

est appel~ le motif de Lefschetz. On en d~duit aussitSt que 

n . On peut faire 
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(4,1.2.10) (X,qx) ~ L ®n , 

d'o~ une d~composition canonique pour le motif d'un k-schema lisse projectif et 

connexe de dimension n ~ 0 , 

(4.1.2.11) 

o~ h+(X) = (X,idx-Px-qx) 

connexe). Si X = ~i , id X 

(4.1.2.12) 

La connaissance de C(~ n) et de 

permet de prouver facilement 

h(X) = ! ~ h+(X) ~ L®n , 

(cette notation est l~gitime si 

= PX + qx ' d'o~ 

h(~ I) = 1 • L 

C(~ n X X) en rant que 

X est g~om~triquement 

C(X)-alg~bre (A 0.2.3) 

4.1.2.5. Proposition. On a une d~composition 

(4.1.2.13) h(~ n) = i • L • .., ~ L ®n 

d'autre part, le motif L est l-r~gulier (I 0.1.3), i.e. l'application 

Hom(M,N) ~ > Hom(M ® L , N ® L) f~---> f ® id L 

est bijective. En particulier, End(L ®n) ~ ~ . 

4.1.3. La cat~$orie des motifs. 

4.1.3.1. On pr~sente d'abord une construction g~n~rale dans les ~-cat~gories, celle 

de rendre inversible un objet l-r~gulier (I 0.1.3). Soient ~ une ~-cat~gorie ACU, 

L un objet l-r~gulier de ~ . On veut construire une ~-cat~gorie ACU ~[L -I] et 

un ~-foncteur 

: ~ ~ ~[L -1] 

tel que ~(L) soit inversible et qui soit universel pour les ~-cat~gories 

aient cette proprietY. Voici une construction : les objets de ~[L -I] sont les 

couples (M,m) d'un objet M de C et d'un entier m E ~ . Si (M,m) , (N,n) 
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sont deux tels objets, 

(4.1.3 I) Hom((M,m), (N ,n) ) = lim • 

N~n,m 

Hom(M ® L N-m, N ® L N-n) , 

les fl~ches de transition ~tant 4videntes, ainsi que la composition de morphismes. 

La loi ® est d~finie par 

(4.1.3.2) 

et le ~-foncteur ~ par 

On a un isomorphisme canonique 

et on voit que l'objet 

(M,m) ® (N,n) = (M ® N , m+n) , 

~(M) = (M,O) 

~0(L) = (i,- i) , 

T = (i,i) 

est un inverse pour ~(L) . On adopte la notation suivante : si M est un objet 

de C , m 6 ~ , on note M(m) l'objet (M,m) ; si on identifie ~ ~ une sous- 

cat@gorie de ~[L -I] par ~ , on a un isomorphisme canonique 

M(m) --~ M ® T ®m 

4.1.3.2. La cat~gorie des motifs M(k) est d~finie par 

(4.1.3.3) ~(k) = ~+(k)[L -I] , 

o~ L est le motif de Lefschetz. Un motif M peut s'@crire donc sous la forme 

M = M' ®T ®n 

og M' est effectif et T , l'inverse du motif de Lefschetz, est appel~ le motif 

de Tate , o~ M" = M' ® L . 

On a un ~-foncteur ACU ~-lin@aire pleinement fiddle 



358 - 

f(k) > ~i(k) , 

d'o~ un ~-foncteur ACU, appel4 encore cqhomologie motivique 

h : ~(k) ° > ~(k) 

4.1.3.3. Remarque. La terminologie "cat4gorie des motifs" employ4e pour ~(k) 

est provisoire. Au num4ro suivant on modifiera de fa~on non triviale la contrainte 

de cormnutativit4 de M(k) . La ~-cat4gorie ACU obtenue ainsi, not4e M(k) , sera 

la vraie cat4gorie des motifs. 

4.1.3.4. La ~-cat4gorie des motifs, munie du motif de Tate, permet de reconstituer 

la ~-cat4gorie C V(k) des correspondances. Ii faut prouver que si X , Y sont des 

k-sch4mas lisses projectifs, on peut reconstruire le groupe Homl(X,Y) des 

correspondances de degr~ i , pour i E ~ ~ Supposons, pour simplifier, X connexe 

de dimension n ; alors, on d~finit une bijection canonique, si i~j E 

(4.1.3.4) Hom(h(X)(i),h(Y)(j)) ~ cn+j-i(x×Y) 

Hom3-1(X,y )  

Pour  ce f a i r e ,  on r e m a r q u e  d ' a b o r d  q u ' o n  p e u t  s u p p o s e r ,  s o i t  i = 0 e t  j £ 0 , s o i t  

i ~ 0 e t  j = 0 , s u i v a n t  que j - i  e s t  n f i g a t i f  ou p o s i t i f .  T r a i t o n s  l e  p r e m i e r  

c a s ,  l e  s e c o n d  f i t a n t  a n a l o g u e  : i l  f a u t  d f i f i n i r  une  b i j e c t i o n ,  p o u r  j £ 0 

cn+J(X X Y) ~ H o m ( h ( X ) , h ( Y )  ® L ~ j )  . 

C e l l e - c i  e s t  i n d u i t e  p a r  l e  d i ag ramme c o m m u t a t i f  ( v o i r  4 . 1 . 2 . 5  e t  A 0 . 2 . 3 )  

cn(x X Y × ]P-J) Hom(h(X),h(Y X ]P-J)) 

-j -j L®r) cn-r(x xY) ~ ~ Hom(h(X),h(Y) ® 
r=O r=O 
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4.1.3.5. Proposition. La cat4$orie des motifs est une ~-cat4$orie ri$ide (I 5.1.1). 

S i X est un k-sch4ma lisse projectif et connexe de dimension n , on a un isomor- 

p hisme canonique 

h(X) v ~ h(X)(n) = h(X) ® T ®n , 

l'~valuation h(X) v ® h(X) > I 

h(XXX) h(A)> h(X) > L ®n , o3 

(4.!,2.11), 

(I 3.1.1) se d~duisant de 

h(X) > L ®n, est la projection canonique 

4.1.3.6. Preuve. On d6finit un foncteur 

~(k) ° > ~(k) 

et des morphismes canoniques 

evM : M®M > i 

M~-~ 

muni de l'~valuation Hom(M,N) ® M > N ~vidente 

ev M ~ id N 
M ®N ® M --~ M ®M ® N > 

Pour v4rifier que c'est un objet 

des schemas lisses projectifs, o~ 

N . 

Hom ,il suffit de prouver que si X , Y , Z sont 

X (resp. Y) est connexe de dimension n (resp. m) 

en ~tendant en plusieurs dtapes le foncteur 

X'(k) ° > ~(k) X I > h(X)(dim X) 

muni du morphisme d'~valuation explicit4 en 4.1.3.5. On utilise pour ceci les 

propri~t4s universelles des foncteurs ~'(k) > ~(k) (pour la somme directe), 

C V°(k) > M+(k) , M+(k) > ~(k) . 

Si M,N sont des motifs, on pose 

Hom(M,N) = M ® N , 
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Hom(h(X),h(Y)(m) ® h(Z)) ~ > Hom(h(X X Y),h(Z)) . 

Compte tenu de 4.1.3.4, cette bijection n'est autre que 

cn+m(x × Y X Z) = cn+m(x × Y × Z) 

Le reste de la proposition est maintenant trivial. 

4.1.4. Motifs et th4ories de cohomolo$ie. 

4.1.4.1. Dans ce num4ro on suppose que la relation d'~quivalence pour les cycles 

fix~e en 4.1o0 est l'~quivalence alg~brique. On note M = M(k). 

4.1.4.2. Soient (~,w,T C) un triple comme dans A I.i.I, (H,y,Tr) 

de cohomologie g valeurs dans ce triple. On associe g H = (H,y,Tr) 

(WH,~H) d'un ~-foncteur rigide 

et d'un isomorphisme 

de la fa~on suivante : 

~H : M > C 

N 

~H : ~H (T) > TC 

le foncteur 

H : V(k) ° > C + >C 

une th~orie 

un couple 

s'~tend ~ C__VV(k) , en utilisant les applications induites par y et Tr (voir 

A 1.3.2) 

ci(x × Y) > Hom(H(X),H(Y)(i-n)) 

o~ n = dim X . Puisque 

C V°(k) > ~ s'~tend 

est par hypothgse karoubienne, le ~-foncteur ACU 

M+(k) , d'oO un triangle commutatif 
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V(k) ° 

C 

D'autre part, les axiomes d'une th~orie de cohomologie donnent un isomorphisme 

canonique 

H(ml) = i @ T c 

d'o~ , par (4.1.2.12), un isomorphisme 

~' : 0~(L) > T C 

en particulier, w(L) est inversible donc par 4.1.3.1, ~ d~finit un ~-foncteur 

ACU 

~H:M >c 

et ~ un isomorphisme 

~H : wH(T) ~ TC 

4.1.4.3. Proposition. La eorrespqndance (H,y,Tr) > (WH,~H) d~finit une 

~quivalence de la cat~gorie T C(k,(~,W,Tc)) des theories de cohomologie sur k 

valeurs dans (~,w,T C) avec la cat~gorie des couples (w,~) d'un ~-foncteur ri$.ide 

w : M > ~ et d'un isomorphisme ~ : w(T) > T C , tels clue w transforme 

motifs effectifs en objets de ~ ~ degr~s positifs. 

4.1.4.4. Voici comment (~,~) d~finit une th~orie de cohomologie (H,y,Tr) . On 

pose H = wo h , et si X est connexe de dimension n , h(X)(n) > ! le 

morphisme canonique d~duit de (4.1.2.11), Tr X est l'image par w de ce morphisme. 

Enfin, pour d~finir y on se sert des isomorphismes (4.1.3.4) 

Hom(h(X)(i),h(Y)(j)) ~ cn+j-i(x X Y) 
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et de ~ : h(T) ~ T c . 

4.1.5. Motifs effectifs de desrE 0,i. 

4.1.5.1. Un motif effectif M est de de$rE 0 s'il est facteur direct du motif 

d'un k-schEma de dimension zero. La cat@gorie des motifs effectifs de degr@ zero, 

notre M+°(k) , est la sous-catEgorie karoubienne de M+(k) engendr@e par les 

h(X) , dim X = 0 ; c'est une sous-~-catEgorie de M+(k) . 

Choisissons une cloture algEbrique k de k , et soit F = Gal(k/k) . On 

a un (9-foncteur 

M+°(k) > Rep.cont.o(F) 

des motifs effectifs de degr@ 0 vers les ~-vectoriels de rang fini munis d'une 

action continue du groupe profini r (i.e. se factorisant par un quotient fini), 

dont la valeur en h(X) est donnEe par 

~X(~) 

muni de l'action continue ~vidente de F . On vErifiie sans peine que c'est une 

(9-Equivalence~ identifiant un motif effectif de degrE 0 ~ un ~-vectoriel de rang 

fini ~ action continue de F = Gal(k/k). 

4.1.5.2. La cat@gorie M+l(k) des motifs effectifs de desr@ 1 est la sous-catEgorie 

additive karoubienne de M+(k) engendrEe par les motifs h+(X) (4.1.2.4) pour X 

une courbe (i.e. gEomEtriquement connexe de dimension i). On prouve dans MANIN [2], 

§ i0, qu'il y a une ~quivalence canonique de categories ~-linEaires 

M+I (k) ~ > Isab (k) , 

o~ Isab(k) est la cat@gorie ab@lienne semi-simple des vari~tEs abEliennes sur k , 

isog@nie pr~s. L'@quivalence associe ~ h+(X) la jacobienne de X , Jx " 
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4.2. La cat~gorie tannakienne des motifs. 

4.2.0. On consid~re ici la cat~gorie des motifs construite en utilisant l'~quivalence 

num~rique des cycles, i.e. (4.1.0) 

M(k) = M (k) . 
w --aum 

On suppose de plus l'existence d'une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans 

un corps de caract~ristique z~ro v~rifiant les conjectures standard (A 2.4.1) ; par 

exemple, on peut supposer la validit~ des conjectures standard pour une cohomologie 

~-adique (A 1.4.1). 

Si ~ = (~,w,T C) est un triple de Tate (V 3.1.1), th~orie de cohomologie 

valeurs dans T signifie th~orie de cohomologie ~ valeurs dans ~ v~rifiant les 

conjectures standard (A 1.1.5, A 2.4.4). 

On maintient ces conventions en 4.3-4.6. 

4.2.1. On va construire une ~-graduation naturelle sur la cat~gorie 

que cecl signifie que chaque motif M est muni d'une d~composition 

M: ~ M n 

nC~ 

canonique, et compatible en un sens ~vident avec la loi ® ° 

M(k) . Rappelons 

Pour ce faire, on proc~de par ~tapes 

4.2.1.1. Soit X un k-schema projectif, lisse et connexe de dimension n . D'apr~s 

A (3.2.1), on a une d~composition dans l'anneau cn(x X X) des endomorphismes de 

X dans C V°(k) 

i 
(4.2.1.1) id X = Z ~X 

i 
o~ ~X = 0 pour i ~ [0,2n]. D'autre part, si Y est de dimension m , on a 
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(4.2.1.2) k = ~2 i i 
'~x × Y ~x ® ~Y 

i+j =k 

i 
On sait aussi (A 3.2) que les ~X ne d6pendent pas de la th6orie de 

cohomologie choisie. Les constructions qui suivent reposent uniquement sur les ~ . 

i 
4.2.1.2. Les ~X sont des projecteurs orthogonaux, comme on le volt aussitSt, et 

la formule (4.2.1.1) d6finit une d6composition du motif h(X) dans M+(k) (4.1.2.1) 

(4.2.1.3) h(X) = ~ hi(X) 
iE~ 

o~ hi(X) = (X,~) avec les notations de 4.1.2. D'autre part, la d6composition 

(4.2.1.1) est fonctorielle dans la cat6gorie C V°(k) , ce qui signifie ceci : si 

f E cn(x × Y) , i.e. f : X ~ Y dans C V°(k) , alors 

i i 
~y o f = f o ~X 

ce qui est une autre fagon de dire que H(f) : H(X) 

i 
degrO 0 . En fait, le commutant des ~X (0 ~ i ~ 2n) 

correspondances alg~briques, est exactement cn(x×x). 

> H(Y) est homog~ne de 

dans l'anneau C(X X X) des 

De ce qui precede, et de (4.2.1.2), on d~duit une ~-graduation de 

M÷(k) caract~ris~ comme la seule pour laquelle on a 

h(X) i = hi(X). 

On remarquera que le motif L est homog~ne de degr~ 2. 

4.2.1.3. La ~-graduation de 

de ~(k) . On a 

M+(k) s'~tend de fa~on immediate en une ~-graduation 

(4.2.1.4) (M,n) i = (Mi+2n,n) i E 

4.2.1.4. On utilise cette graduation pour modifier la contrainte de commutativit~ 

de M(k) , qui munie de cette nouvelle loi ® ACU sera notre M(k) C'est la 
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v6ritable cat6$orie des motifs, qu'on 6tudie dans ce qui suit. Voici comment on 

proc~de : si M , N sont des motifs, et 

de commutativit6, alors 

o~ ~P'q : M p ® N q~ N q ® M p ; on note 

d6fini par 

(4.2.1.5) 

: M ® N ~ N ® M est l'isomorphisme 

~P'q 

le nouvel isomorphisme de cormnutativit6, 

= ~ ~$P'q 

~P,q = (_i) pq ~P'q 

On remarquera que pour que cette modification ait un sens il a 6t6 essentiel 

de supposer la validit6 des conjectures de type Lefschetz. Cette modification est, 

son tour, essentielle pour 6tudier la cat6gorie des motifs du point de vue des 

cat6gories tannakiennes. 

4.2.2. Th6or~me. M(k) est une cat6$orie tannakienne sur ~ , et semi-simple. 

4.2.2.1. Preuve. Soit (H,y,Tr) une th6orie de cohomologie sur k g valeurs dans 

un corps de caract6ristique z6ro K . Elle d6finit un ~-foncteur rigide 

~H : ~(k) > Gradf~(K) 

En modifiant la contrainte de commutativit6 de 

ce qu'il fallait pour interpr6ter mH 

~H : M(k) 

M(k) , on a fair exactement 

comme un ~-foncteur rigide 

GradE(K) , 

o~ dans la contrainte de cormnutativit6 de GradE(K) il n'y a pas de signe. D'ailleurs, 

par 4.2.1, la donn6e du foncteur pr6c6dent 6quivaut ~ celle d'un ~-foncteur rigide, 

not6 encore 

w H : M(k) ) ModE(K) 
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Ce ~-foncteur, qui est ~-lin~aire, est fiddle, cormne il r~sulte de A 2.4.1 c). Ii 

en r~sulte que le th~or~me de Krull-Remak-Schmidt est valable dans M(k) : tout 

motif M s'~crit cormne somme finie des motifs ind~composables. Pour prouver 4.2.2, il 

suffit de prouver que M(k) est une cat~gorie ab~lienne semi-simple, ou encore, 

par ce qui precede, qu'un motif ind~composable M est simple : soit i : N ¢ > M 

un sous-objet simple de M , N ~ 0 ; il est clair que M est homog~ne, soit p 

son degr~. On peut d'ailleurs, quitte g tensoriser par une puissance de T , supposer 

M et N effectifs, ce qui entraSne qu'on obtient M (resp. N) comme facteur 

direct d'un motif effectif hP(x) (resp. hP(Y)), soit 

M ~ M' = hP(x) 

N E) N' = hP(Y) 

Soit u : hP(Y) > hP(x) le morphisme donn~ par la matrice 

et 

U lio i) 

u l I b)d 
son transpos~ u' : hP(x) 

Alors (loe.cit.) 

d'o~ 

hP(Y) d~fini en A 3.3 (on suppose 

Tr(u'u) = Tr(ai ) > 0 , 

ai ~ 0 

X,Y polaris~s)° 

et ai est un automorphisme, puisque N est simple. Le morphisme 

j = (ai)-la : M > N 

est une rdtraction pour i , et M = N . 
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4.2.2.2. Remarque. La ~-cat~gorie rigide ~(k) 

si elle l'~tait~ on d~duirait aussitOt de I~ que 

qui est ~videmment faux. 

n'est pas tannakienne. En effet, 

Gradf~(k) est tannakienne, ce 

4.2.3. On a vu au cours de la preuve de 4.2.2 comment une th~o.rie de cohomologie 

H ~ valeurs dans K d~termine un foncteur fibre (111 3.2.1.2) 

~H : M(k) > Modf(K) 

muni d'un isomorphisme 

~H : WH(T) > K . 

Ceci reste valable si on remplace K par un ~-sch~ma S (A 1.1.4). 

Si, de fagon plus g~n~rale, on prend une th~orie de cohomologie ~ g valeurs 

dans une cat~gorie tannakienne ~ (A 1.1.5.1), on t rouve un couple (~H,~H) d'un 

morphisme de categories tannakiennes 

~H : M(k) > 

et d'un isomorphisme 

~H : wu(T) > ± 

Enfin, plus g~n~ralement encore, si H est une th~orie de cohomologie 

valeurs dans un triple de Tate ~ = (~,w,T) , on trouve un couple (WH,~H) d'un 

morphisme 

w H : M(k) >C 

de categories tannakiennes compatible aux ~-graduations et d'un isomorphisme 

N 

~H : WH(T) > T 

~o~ ~nonc~s suivants r~sultent de ce qui pr~c&de et de 4.1.4.2. 
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4.2.3.1. Proposition. Soit S u n ~-sch6ma. La correspondance HI > (WH,{ H) 

d&finit une &quivalence de cat~$ories de TC(k,S) avec la cat~$orie des couples 

(~,~) d'un foncteur fibre w : M(k) > Loclib(S) et d'un isomorphisme 

: ~(T) -~-~!s 

4.2.3.2. Proposition. Soit C une cat6$orie tannakienne sur un corps de caract6- 

ristique z6ro. La correspondance ~I > (WH,~H) d6finit une 6quivalence de cat~$o- 

ries de TC(k,~) avec la cat6$orie des couples (~,~) d'un morphisme w : M(k) > ~ 

et d'un isomorphism e { : w(T) ~ > ! . 

4.2.3.3. Proposition. Soit T = (~,w,T C) un triple de Tate sur un corps de 

sur un corps de caract6ristique z6ro. La correspondance H' > (~H,{H) d6finit une 

6quivalence de cat6$ories de T C(k,~) avec la cat6$orie des couples (~,~) d'un 

morphismo m : M(k) > ~ compatible avec les ~-$raduations centrales de M(k) e_~t 

, et d'un isomorphisme { : w(T) > T C • 

4.2.4. Scholie. La cat6$orie M(k) des motifs est une cat~gorie tannakienne semi- 

simple sur @ , correspondant doric g une @-$erbe tannakienne Q (III 2.2.2) dont 

le lien L est repr~sentd, localement pour la topolo$ie fpqc, par un groupe 

pro-r6duqtif (III 3.3.3 b)). Elle est munie d'une ~-$raduation canonique, qui 

correspond ~ un morphisme de serbes central 

TORS(~ m) 7 q , 

ou encore (IV 1.3) gun morphisme de ~-$roupes ab~liens 

C > C e n t ( L )  . 
m 

L'objet T de Tate, qui est inversible et correspond ainsi ~ un morphisme de gerbes 

q > TORS(@ ) 
m 

est de desr~ -2 , i.e. le morphisme compos@ 
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provient du mor phisme 

TORS(~ m ) > ~ > TORS(~m ) 

m m 

k ) > k -2 

Enfin, __si Qo est la serbe noyau de Q > TORS(@m ) ' on a un isomorphisme 

canonique de $erbes 

Qo ~- T C(k) , 

o~ TC(k) est le champ sur Sch/~ des theories de cohomolo6ie (A 1.1.4) . 

4.2.5. Supposons la validit~ des conjectures standard pour la cohomologie ~-adique, 

o~ ~ est un nombre premier fix~ diff4rent de la caract~ristique de k . On en 

d~duit un morphisme de categories tannakiennes (A 4.3) 

(4.2.5.1) M(k) > Grad Tare(k) , 

ou encore un morphisme de cat4gories tannakiennes sur ~ , 

(4.2.5.2) M(k)~z > Grad Tate(k) 

(voir III 3.2.4 pour le proc4d4 d'extension des scalaires dans les categories 

tannakiennes). Si on note G~ le ~-groupe des automorphismes du foncteur fibre 

valeurs dans ~ d~fini par la cohomologie ~-adique, et on garde les notations de 

A 4.3, on a un diagramme commutatif de ~-groupes 

(4.2.5.3) 

GXG 
m 

pr 

> G~ 

o~i G X{;  
m 

canonique 

dans M(k) 

> G~ est induit par (4.2.5.2), G > F~ est la projection 

(loc.cit.) et G~ > F~% est l'~pimorphisme d~fini par l'inclusion 

des motifs effectifs de degr~ z~ro (voir 4.1.5.1). 
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i.eo 

que 

S i on admet la conjecture de Tate (A 4), (4.2.5.2) est pleinement fidgle, 

G X ~m > G L est un ~pimorphisme, et il r~sulte du diagramme (4.2.5.3) 

r~ s'identifie au groupe des composantes connexes de G~ . En particulier 

4.2.5.1. Proposition. S i k est al$dbriquement clos, le lien de M(k) est connexe. 

4.3. Niveaux. 

4.3.0. On note M la cat~gorie tannakienne M_(k) d~finie en 4.2 ; sin E g~, 

_ M +n M n d~signe la sous-cat~gorie pleine des motifs de degr~ n , _ la sous-cat~gorie 

pleine des motifs effectifs de degr~ n . Si n < 0 , M +n = 0 ° 

4.3.1. Soit M un motif de degrd n ; si i E ~ , on dit que M est de niveau 

n- 2i si le motif M(i) est effectif. Si k E ~ , on dira aussi que M est 

de niveau ~ k (resp. < k) si M est de niveau ~ k ou ~ k-I (resp. ~ k-I 

ou ~ k-2) suivant la parit~ de n-k ;donc, si M est de niveau ~ k et 

k ~ k' , M est de niveau ~ k' 

Les assertions suivantes sont imm~diates : 

a) niveau de M < 0 < > M = 0 . 

de M 

b) niveau de M ~ k -i ~, niveau de M(i) N K V i E 

c) si M de degr~ n , niveau de M ~ n < ~- M est effectif. 

d) si M est de degr~ n , et si niveau de M ~ n - 2i , tout sous-objet 

est de niveau ~ n-2i . 

Le niveau d~finit une filtration eroissante de 

ab~liennes (et semi-simples). 

Mn par des sous-cat~gories 
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4.3.2. Soit M un motif de degr4 n , et soit i E ~ . On note Mn+2i le plus 

grand sous-motif de M de niveau ~ n+ 2i . On d4finit ainsi une filtration croissante 

du motif M , appel4e filtration par les niveaux 

(4.3.2.1) ... ~ Mn+2i+2 D Mn+2i D ... ; 

si M est effectif, M = M . On dit qu'un motif effectif M de degr~ n est 
n 

purement de niveau n , si Mn_ 2 = 0 , i.e. si la filtration pr4c4dente n'a qu'un 

cran. On note Mini la sous-cat~gorie pleine de _M +n des motifs puts de niveau n o 

On a un foncteur ~vident 

(4.3.2.2) • [L®i® M[n-2i]] > M n 

iEZ~ 

d4fini par 

(Mn_2i)iE m | > ~L ~i~ Mn_2i • 
i 

4.3.3. Proposition. Le foncteur (4.3.2.2) est une ~quivalence de categories ; e n 

particulier, il induit une 4quivalence de cat4$ories 

(4.3.3.1) ~ L ®i® M[n-2i] ~ > M +n 

i~O 

4.3.3.1. Preuve. Ii suffit de voir que si M est un motif de degr~ n , la filtra- 

tion par les niveaux (4.3.2.1) splitte canoniquement. Ii est clair qu'elle splitte, 

parce que M est une cat~gorie semi-simple, la canonicit~ suit de ce que dans 

l'inclusion 

M_n+2i ~ M_n+2i+2 

il existe un unique suppl~mentaire direct de M_n+2 i : en effet, si N = Mn+2i+2/~+2i , 

Hom(N,Mn+2i) = O comme il suit aussit~t de la d4finition de la filtration par les 

niveaux. 

4.3.4. Soit M un motif de degr~ n . Si n est pair, la filtration par les 

niveaux a la forme 
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Mn+2i D ... D M 2 ~ Mo D 0 ; 

si n est impair, elle est de la forme 

Mn+2i ~ ... D M 3 ~ M I D 0 

Dans le premier cas, n = 2k , et M (k) est un motif effectif de degr@ 0 , 
O 

correspondant ainsi (4.1.5) ~ un ~-vectoriel de rang fini muni d'une action de 

Gal(k/k). Sa formation est fonctorielle en M . 

Dans le second cas, n = 2k+l , et Ml(k) est un motif effectif de degr@ 

i , correspondant ainsi (4.1.5) g une vari@t~ ab@lienne ~ isog~nie pros sur k . 

Sa formation est aussi fonctorielle en M . Si X est un k-schema lisse projectif 

et M = h2k+l(x) , on peut penser Ml(k) comme la "partie alg~brique de la 

jacobienne interm~diaire d'ordre k de X " 

4.3.5. Soit X un k-sch@ma lisse projectif et connexe de dimension n , muni d'une 

section hyperplane lisse comme dans A 2.1.2. On note encore ~ l'image par ~ de 

E CI(x) , 

= A x (~) E cn+l(x × X) ; 

c'est donc (4.1.3.4) un morphisme 

: h(X) > h(X)(1) ; 

les applications 

ci(x) ~ ci+l(x) 

qu'il induit sont celles not@es % en A 2.1.2 . Soit 

type Lefschetz (A 2.2) entralnent que 

i~n ; les conjectures de 

~_n-i : hi(X) > h2n-i(X)(n_i) 

est un isomorphisme de motifs. En particulier, elles impliquent : s~i j E~ le motif 

hJ(x) est de niveau ~ inf(j,2n-j) < n . 
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4.4. La polarisation canonique. 

4.4.1. La cat~gorie des motifs M(k) , munie de sa ~graduation centrale et du 

motif T de Tate, est un triple de Tate sur ~ , au sens de V 3.1.1. Dans ce num~ro 

on construit une polarisation ca~onique sur ce triple de Tate. 

4.4.2. Soit X un k-schema projectif lisse et connexe de dimension n , muni d'une 

"polarisation" ~ E CI(x) • La polarisation de X d~finit des morphismes de motifs 

(A 2.2.2 et A 2.2.4) 

: hi(X) > h2n-i(x) (n-i) . 

On notera ~ 

d~finie par 

la forme bilin~aire 

~ : hi(X) ® hi(X) ..... > T ®- i 

id ® * 
: hi(X) ® hi(X) > hi(X) ® h2n-i(X)(n-i) 

i 
Elle est (-i) -sym~trique, et il r~sulte de A 3.3 que les formes 

h2n (X) (n-i) 

Tr 

T~-i 

~% sont des formes 

de Weil compatibles deux ~ deux (V 2.3.1). De plus, si X,Y sont des k-schemas 

projectifs lisses connexes, munis de polarisations ~X, ~y , Is forme ~X ®~y sum 

hi(X) ® hi(y) g valeurs dans T ~-i-j est d~duite (gun facteur positif pros, voir 

sur hi+J(x xY) lorsqu'on polarise X XY KLEIMAN [i], 3.11) de la forme ~XXY 

par ~ ® iy + i X ® ~y . 

On d~duit de cette discussion que l'ensemble des formes de W eil du type 

precedent d~finit une polarisation sur le triple de Tate des motifs (V 3.2.1). 

4.4.3. Supposons la validit~ des conjectures standard et de la conjecture de Tate 

pour une cohomologie ~-adique (A 4), o~ % est un nombre premier different de la 
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caract~ristique. Supposons d'abord k alg~briquement clos ; alors, le lien de la 

cat~gorie tannakienne M°(k) des motifs de degr~ z~ro (pas n~cessairement 

effectifs) est connexe par 2.2.5. D'autre part, la polarisation du triple de Tate 

des motifs d~finie plus haut, induit sur M°(k) une polarisation sym~trique au 

sens de V 2.4.1. Iien r~sulte, d'apr~s V 2.4.5.1.4) que M°(k) est "ind-neutre" 

sur le corps des r~els : chaque fois qu'on prend une sous-cat~gorie tannakienne 

de M°(k) ~-engendr~e par un nombre fini (ou plus g~n~ralement une infinit~ d~nom- 

brable) d'objets, il existe un foncteur fibre ~ valeurs dans ~ . D'apr~s loc. cit. 

il en existe m~me un foncteur fibre unique (g isomorphisme non unique pros) ayant 

la propri~t~ de transformer les formes de polarisation en des formes d~finies 

positives. 

Ces conclusions d'ind-neutralit~ sur ~ sont valables aussi si k n'est 

pas alg~briquement clos ; on a en effet un morphisme de categories tannakiennes 

M(k) > ~(k) 

R~sumons la discussion 

4.4.3.1. Proposition. 

de la cat~$orie M2"(k) 

valeurs dans ~ . 

Soit N une s ous-cat~gorie tannakienne al$~brique (III 3.3.1) 

des motifs de degr~ pair. Ii existe sur ~ un foncteur fibre 

4.4.3.2. Remarque. On peut interpreter ceci en disant qu'il existe le morceau pair 

d'une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans ~. Il est bien connu, d'apr~s Serre, 

qu'en caract~ristique # 0 , il n'y a pas de th~orie de cohomologie ~ valeurs dans 
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4.5. Motifs en caract~ristique nulle. 

4,5.0. M d~note la cat~gorie des motifs sur un corps k de caraet~ristique nulle. 

Les theories de cohomologie envisag~es sont suppos~es v~rifier les conjectures 

standard (A2)o 

4.5.1. La cohomologie de Hodge et de De Rham ddfinissent des foncteurs fibre sur la 

cat~gorie des motifs ~ valeurs dans k (A 1.4.2, 1.4.3) 

hHdg,~ R : M > Modf(k) . 

La filtration de Hodge de la cohomologie de De Rham (loc. cit.) d~finit une 

~-filtration exacte F de ~R (IV 2.1.1.1) et par A 1.4.3 on a un isomorphisme 

canonique de foncteurs fibre 

(4.5.1.i) grF~ R ~-- hHdg 

La donn~e d'un scindage de la filtration F revient g celle dfun isomor- 

phisme h~R -- hHdg respectant les filtrations de Hodge et induisant l'identit~ 

sur les gradu~s associ~s (IV 2.2.1). Si on restreint hDR ~ une sous-cat~gorie 

tannakienne alg~brique N de M on sait qu'il existe un tel scindage de la 

filtration de Hodge (IV 2.4). 

4.5.1.1. Supposons que 

scindage canonique 

k = ¢ ,dans ce cas la th~orie de Hodge fournit un 

~R ~ hHdg 

de la filtration de Hodge, qui est de nature transcendante. 

$.5o2° Supposons que 

un foncteur fibre 

k = ¢ . Alors, la cohomologie de Betti-Hodge (A 1.4.4) d~finit 

hBH : M > Hodge(~) 
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compatible avec les ~-graduations et un isomorphisme 

hBH(T) ~ T 

o~ T d~signe respectivement le motif de Tate et la structure de Hodge de Tate. 

En d'autres termes, on a un morphisme du triple de Tate des motifs sur C (4.4.1) 

dans celui d~fini par Hodge(~) (2.1.3.1). Par d~finition des polarisations sur 

(4.4) et sur Hodge(Q) (2.1.3.1) et d'apr~s WEIL [i], chap. IV, th. 7, on voit que 

le morphisme de triples de Tate d~fini pay la cohomolo$ie de Betti-Hodse est compa- 

tible avec les polarisations. 

4.5.2.1. Ii r~sulte facilement de (4.1.3.4) et de A 5.1 que la forme simple de 

la conjecture de Hodge ~quivaut ~ la pleine fid~lit~ du foncteur ~H " 

De m~me, on v~rifie aussit~t que la forme g~n~ralis~e de la conjecture 

de Hodge ~quivaut g l'assertion suivante sur hBH : 

S i M est un motif sur ¢ , M est effectif si et seulement si la 

structure de Hodse ~H(M) est effective, i.e. si elle est ~ bidesr~s positifs. 

Donc, si on accepte la conjecture de Hodge, le foncteur hBH identifie 

M(¢) ~ une sous-cat~gorie tannakienne pleine de Hods e(~) ; la @-graduation de la 

cat~gorie des motifs est induite par celle de Hodse(@) ; la structure de Hodge de 

Tate T se trouve dans M(C) ; la polarisation de la cat~gorie des motifs est 

induite par celle de Hodse(~) ; enfin, la structure des niveaux (4.3) de M(¢) 

est induite par celle de Hodge(~) (d~finie par le niveau de Hodge, voir A 5.2.1). 

Bien entendu, on ne connalt aucune caract~risation de l'image de M(¢) dans 

Hodge(~) , i.e. des structures de Hodge qui sont alg~briques. En degr~ i, elles le 

sont toutes, d'apr~s la th~orie des vari~t~s ab~liennes (MUMFORD [2], chap. I). 

D'apr~s Griffiths, si on fixe des nombres de Hodge h a'b d~finissant un poids ~ 2 , 

et g l'exception de quelques cas, les structures de Hodge alg~briques d~finissent 

un ensemble maigre dans l'espace de modules des structures de Hodge polarisables. 



377 - 

4.6. Motifs en caract~ristique no n nulle. 

4.6.0. M d~note la ¢at~gorie des motifs sur un corps k de caract~ristique p non 

nulle. Les theories de cohomologie envisag4es sont suppos~es v~rifier les conjectures 

standard (A2). 

4.6.1. Soit ~ un nombre premier # p . La cohomologie ~-adique (A 1.4.1 et A 4.4) 

d4finit un foncteur fibre h~ ~ valeurs dans la cat~gorie tannakienne neutre 

Tate(k) sur ~ 

h~ : % > Tare(k) , 

ou encore, un morphisme de cat4gories tannakiennes 

(4.6.1.1) ~% > Grad Tate(k) 

Ii r4sulte de (4.1.3.4) et de A 4.4 que la conjecture de Tare ~quivaut ~ la 

pleine fid~lit~ du foncteur (4.6.1.1) ; ceci revient aussi g dire que le morphisme 

de gerbes (resp. de liens) induit par (4.6.1.1) est un ~pimorphisme. 

4.6.2. Si ~ = p , la "cohomologie p-adique" est donn~e par la cohomologie 

cristalline~ qui d~finit un morphisme de categories tannakiennes 

hcris : M > Fcriso(k) -~p 

4.6.3. Faisons k = • . On verra ici comment les conjectures standard et la 
P 

conjecture de Tate, jointes ~ des r~sultats de Honda et de Tate, permettent de 

donner une description de la cat~gorie tannakienne M = M(~ ) en termes de th4orie 
P 

des groupes (des descriptions analogues sont valables pour k = ~r ' r e I) . 
P 

4.6.3.1. Le lien de M est un ~-$roupe ab41ien G ; on a une extension 

0 > G ° .... > G > Gal(~p/]Fp)~ > 0 
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oO G ° , composante de G , s'identifie au lien de M(~ ) . 
_ _  _ p 

La propri~t~ pour un lien d'etre repr~sent~ par un groupe ab~lien est locale 

pour la topologie envisag~e (GIRAUD [i], IV 1.2.3), dans ce cas la topologie fpqc 

sur Sch/~ . II suffit de voir que le lien de ~ (~ # p) est ab~lien, et cela 

r~sulte de la conjecture de Tate sous sa forme 4.6.1 et du fait que le lien de 

Tate(k) est un ~-groupe ab~lien, g savoir l'enveloppe pro-alg~brique ~-adique de 

. La derni~re assertion de 4.6.3.1 r~sulte aussitOt de la discussion en 4.2.5. 

4.6.3.2. L_~e Q-groupe G ° est un groupe de type multiplicatif dont le module saloisien 

M de caract~res est le sr0upe multiplicatif des p-nombres de Weil, muni de l'action 

~vidente de GaI(~/Q). 

Rappelons qu'un p-nombre de Weil est un nombre alg@brique ~ tel qu'il 

existe un entier i E ~ tel que ~ et tous ses conjugu@s sur Q soient de valeur 

i/2 I' absolue p ; entier i est le poids du p-nombre de Weil. D'apr~s HONDA [i] 

(voir aussi TATE [3]), l'ensemble des classes d'isog~nie des vari~t~s ab~liennes 

simples, i.e. des classes d'isomorphisme de motifs effectifs simples de degr~ I (4.1.5) 

est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des classes de conjugaison de p- 

hombres de Well de poids I. 

II est clair que G ° est de type multiplicatif, puisqu'il est ab~lien et 

pro-r~ductif ; la d~termination de M comme ensemble de p-nombres de Weil est facile 

partir du r~sultat de Honda cit~ plus haut et des conjectures de Weil, qui 

entrainent que pour un objet simple X de ~ , l'endomorphisme de frobenius 

E End(X) est un p-nombre de Well dont le poids est ~gal au degr~ de X . 

4.6.3.3. Pour rendre compl~te la description de ~ , il faut expliciter l'~l~ment 

T E H2(~,G) qui correspond g M dans la classification des categories tannakiennes 

de lien G . Le morphisme de categories tannakiennes 

M= M(~ ) > M(~) 
P P 



- 379 - 

li~ par G ° > G , montre que T est imase par H2(~,G °) > H2(Q,G) de 

l ' f i l~ment  

E H2(Q,G °) 
o 

c orrespondant ~ M(~ ) . 
P 

4.6.3.4. D'aprgs TATE [2], pour connaitre T o il suffit de connaltre son image 

dans toutes les places finies de ~ , i.e. il suffit de connaltre pour tout nombre 

premier 

(~o)~ E H2(@%,(G°)Q ) • 

(To) ~ 

L'existence de la cohomologie %-adique pour ~ # p prouve que dans ee cas, 

= O . ii reste ~ connaStre (~) ; on dispose de la cohomologie cristalline 
op 

hcris : _M(~p) > FcrisO(~p) , 

et on connalt bien la cat~gorie tannakienne Fcriso(~ ) (3.3.2) : son lien est le 
P 

groupe diagonalisable D(Q) et moyennant l'isomorphisme du corps de classe local 

~-- Q/~ , la classe T' de Fcriso dans H2(Qp,D(Q)) = Hom(Q,~/~ ) est la Br(Qp) 

projection canonique Q > ~/~ . D'autre part, le lien de hcris est le morphisme 

de ~p-groupes 

D(Q) > G ° ~p 

dont le transpos~ sur les modules de caract~res 

M >~ 

est la valuation p-adique sur les p-nombres de Weil, normalis~e par Vp(p) = i . 

La classe (T) 
op 

en cohomologie 

est simplement l'image de ~' 

H2(~p,D(~)) > H2(~_,G~ ) 
p 

par le morphisme induit 

4.6.3.4. Re marqueo 

tannakienne M(~ ). 
P 

On a obtenu en m@me temps une description de la cat~gorie 



APPENDICE : CONJECTURES EN GEOMETRIE ALGEBRiQUE 

On fixe un corps k . On note ~(k) (resp. ~'(k)) la cat4gorie des k-sch4mas 

lisses projectifs (resp. et connexes). Ce sont des ~-cat4gories ACU, la loi ® 4rant 

le produit. 

A O. Relations d'4quivalence pour les cycles a184briques 

O.I. Cycles alg4briques. 

O.i.i. Si X est un k-sch4ma lisse et projectif, Z(X) d~signe le groupe des 

cycles de X , gradu4 par la codimension ; c'est le groupe ab41ien libre engendr4 

par les points (ferm4s ou non) de X , ou encore, par les sous-sch4mas int~gres de 

Si X = /i X i est la d4composition de X 

isomorphisme canonique de groupes gradu4s 

en ses composantes connexes, on a un 

(0.I.i.i) Z(X) ~_ ~Z(X i) 
i 

Si X est connexe de dimension n , on d~finit l'application desr~ 

(O.1.1.2) < > : Z(X) > ZZ 

comme 4rant celle qui prend la valeur z~ro sur les points de codimension 

sur un point x 6 X de codimension n (i.e. un point ferm4), on a 

(0.1.1.3) <x> = deg(k(x)/k) = [k(x)/k] 

< n , et 

X . 

On d4finit en g4n4ral l'application degr4 en utilisant (0.I.i.I). 

O.1.2. Soient X,Y des k-schemas lisses et projectifs. Le produit des sous-sch4mas 

int~gres de X et Y d~finit un morphisme de groupes ab~liens 
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(0.1.2.1) Z(X) (9 Z(Y) > Z(X X Y) 

a®b Ill > a xb ° 

Si 

lin~aire 

q o : X  Y est un morphisme de k-schemas, on d~finit une application 

~ : z(x) ~ z ( Y )  

de la fa~on suivante : si x E X est un ~l~ment de la base de Z(X) , et on pose 

d(x) = dim ~xT , d(y) = dim ~ , oO y = ~(x) , alors 

(O.1.2.2) q0~ (x) 

I ° [k(x)/k(y) ]y 

si d(x) > d(y) 

si d(x) = d(y) 

Par exemple, si ~ : X > Spec(k) est le morphisme canonique, 

(O.1.2.3) ~ = < > 

O.1.3. Soient a,b E Z(X) des cycles dans un k-sch6ma lisse et projectif. Le 

produit d'intersection de a,b (lorsqu'il est d6fini, voir par exemple SERRE [3] , 

chap. V) sera not@ a.b . Si a (resp.b) est homogAne de degr6 i (resp. j), 

a.b est homogAne de degr~ i+j . 

Soit ~ : X----> Y un morphisme de k-schEmas lisses et projectifs. On a 

alors une "application" lin~aire qui n'est pas partout d~finie 

q0 : Z(Y) > Z(X) 
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On a par exemple, si 

l'application diagonale 

a E Z(X) , b E Z(X) et ~ : X ---> X x X est 

a.b = A (a X b) . 

Les operations ~p. , ~ sont reli~es entre elles de la fa~on suivante : 

~0,(a.~0 (b)) = ~0 (a).b a E Z(X) , a E Z(Y) . 

C'est la formule de projection, valable lorsque les deux termes sont d~finis. 

d@finis 

Signalons enfin la formule suivante, valable lorsque les deux termes sont 

q0 (b) = PrX~ (pry(b).Fq)) , 

o0 b E Z(Y) , pr X , pry sont les projections de 

r 6 Z(X X Y) est la classe du graphe de ~ . 

X × Y sur X , Y et o0 

0.1.4. Si X ~ > X' ~'> X" sont des morphismes dans ~(k) , on a 

et lorsque ceci a un sens 

o ~, = (~' o ~) 

L'application ~. 

est d@fini ; si X 

homog~ne de degr@ 

ne respecte pas les degr~s nile produit d'intersection lorsqu'il 

(resp. X') est connexe de dimension n (resp. n') ~, est 

0 et commute avec les produits. 

On voit que Z(X) est un foncteur covariant de X en tant que groupe 

ab@lien, "contravariant" de X en rant que "anneau" gradu~. 

0.2. Relations d'~quivalence. 

0.2.1. Une relation d'~quivalence admissible N pour les cycles alg@briques, est 
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une loi qui A chaque X E ob ~(k) associe une relation d'6quivalence ~X sur Z(X) 

qui soit bifonctorielle en X (voir 0.1.4), compatible avec la structure de groupe 

gradu6 de Z(X) , et qui v6rifie la condition suivante : si a,b E Z(X) , il existe 

a' ~ a , b i ~ b tels que a'.b' est d6fini. 

Le quotient Z (X) de Z(X) par la relation ~X est un anneau gradu6 

commutatif avec i qui d6pend de fa~on contravariante de X et covariante si on 

ne retient que la structure de groupe ab61ien. Ii est appel6 l'anneau des classes 

de cycles pour l'~quivalenee 

On posera 

c(x) = 9 ® z (x) 

0.2.2. Voici quelques exemples de relations d'6quivalence admissible : l'~quivalence 

rationnelle, l'4quivalence alg4brique, l'6quivalence num4rique, not4es respectivement 

rat, alg, num. On a 

(0.2.2.1) rat > alg > num 

o~ ~ est la relation de finesse. En fait, on v~rifie que rat est la plus fine des 

relations d'~quivalence admissible, num la moins fine (KLEIMAN [2], prop. (3.5)). 

0.2.3. Soient 

l'image t de x 

d'anneaux gradu~s 

une relation d'~quivalence admissible, x 6 ~l(k) • Alors, 

dans ZI(~ I) est ind~pendante de x , et on a un isomorphisme 

(0.2.3.1) Z (]P I) ~_ 2Z [t]/(t 2) 

De fa~on plus g~n~rale, si x est un hyperplan dans ~n (rationnel sur k), l'image 

t de x dans £(~n) est ind6pendante de x et on a un isomorphisme d'anneaux 

gradu~s 

(0.2.3.2) Z (~ n) ~ ~ [t]/(t n+l) 
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La validit~ de ces assertions provient de (O.2.2.1) et de leur validit~ bien 

connue pour num, rat (voir GROTHENDIECK [2]). Par la m~me m~thode, on prouve que 

si X E ob V(k) , la projection X X ]pn > X fair de Z (X X ]pn) une 

Z (X)-alg~bre isomorphe g Z (X) ® Z (]P n) , i.e. 

(0.2.3.3) Z (X X ]pn) ~ Z (X)[t]/(tn+l) 

O.3. Correspondances.alg~briques. 

On fixe une relation d'~quivalence admissible ~ , et on pose C(X) pour 

C(X). 

0.3.1. Si X,Y E ob(~(k)), les ~l~ments de C(X X Y) seront appel~s correspondances 

alg~briques de X dan.s Y . Si X est connexe de dimension n , et si i E ~ , les 

correspondances de degr~ i de X dans Y sont les ~l~ments de 

obtient ainsi une graduation de type ~ sur le groupe C(X X Y) 

alg~briques, pour X connexe. Dans le cas g~n~ral, si X = J IX. 
i 

tion de 

C(X X Y) 

C n+i (X × Y). On 

des correspondances 

est la d~composi- 

X en ses composantes connexes, on d~finit la graduation par le d~gr~ sur 

via l'isomorphisme canonique 

C(X X Y) = ~ C(X i X Y) 
i 

0.3.2. Soient X, Y, Z E ob(~/k))° On d~finit une application ~-bilin~aire 

(a,b) I > b o a , appel~e composition 

C(X X Y) × C(Y × Z) ----> C(X × Z) 

par la formule 

~ (a).py × z(b)) bo a = (Pxxz)~(px×y 

Cette composition est associative ; de plus, si a (resp.b) est de degr~ 

i (resp. j), b o a est de degr~ i+j . Si on prend cormne triple d'objets de ~(k) 

Spec(k) , X, Y, on a une application ~-bilin~aire 
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C(X) × C(XxY) > c(Y) 

d'o~ une application Q-lin~aire 

On v~rifiera que si 

F(~) (resp. F(~)) 

c(x) 

C(X ×Y) > Hom~(C(X),C(Y)) . 

: X ~ Y (resp. ~ : Y > X) est un morphisme, et si 

est l'image de son graphe dans C(X X Y), le morphisme 

> C(Y) qu'il d4termine n'est autre que ~(resp. ~e). 

0.3.3. On notera C V(k) , et on appellera cat4gorie des correspondances, la 

cat4gorie ayant les m~mes objets que [(k) et les correspondances alg4briques comme 

morphismes. C'est une cat4gorie additive ~-lin4aire qui est munie d'une structure 

-gradu4e : les Hom sont des groupes ab41iens ~-gradu4s et la composition est 

compatible avec cette graduation. Si X,Y sont des objets de CV(k) , 

Hom(X,Y) = • Homl (X,Y) , 
i62Z 

oh Homi(X,Y) est le groupe des correspondances de X dans Y de degr4 i . 

La sous-cat4gorie de C V(k) ayant m~mes objets et cormme morphismes ceux qui 

sont de degr4 O sera notre C V°(k) ; c'est aussi une cat~gorie additive ~-lin4aire 

et on a un foncteur additif ~-lin~aire d'inclusion 

C V°(k) > C V(k) . 

Remarquons que dans les deux cas la somme directe est la r4union disjointe 

de k-sch4mas. 

A i. Th4ories de cohomolo$ie 

i.i. D~finitions. 

i.i.i. On aura ~ consid4rer des triples (~,w,T C) d'une ~-cat~gorie rigide (I 5.1.1) 

karoubienne (4.1.2) et ~-lin~aire ~ , d'une ~-graduation de type ~ w de id C et 

d'un objet inversible T C (ou plus simplement T) de degr~ -2 pour w . Si V est 
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un objet de on utilisera les notations 

F(V) = Hom(!,V) 

V(n) = V ® T ®n 

(I 1.3.1) 

On notera C_ + la sous-~-cat4gorie pleine de ~ des objets ~ degr4s positifs. 

triple 

Une th4orie de cohomologie sur k A valeurs dans le triple (~,w,T C) 

(H,y,Tr) form4 de 

est un 

i.I.i.I. Un ~-foncteur ACU. 

H : V'(k) ° > C + 

Puisque chaque objet X de ~'(k) 

: X > X X X est coHnit4 X 

est une cog~bre ACU (I 6.1) avec comultiplication 

> S p e c ( k )  , H(X) e s t  une  a l g ~ b r e  ACU de _C + , qu i  

d6pend fonctoriellement de X . De m~me 

• F(H2i(x)(i)) 

est une Q-algAbre gradu4e ACU. 

i 
1.1.1.2. Une famille y = (?)iE~ de transformations naturelles 

i YX : ci(x) ®! > H2i(x)(i) , 

o~ ci(x) = C i (X) avec les notations de 0.2. On peut aussi regarder les ?~ 
alg 

con~e des applications 9-1in4aires 

i ~X : ci(x) > F(H2i(x)(i)) ' 

1.1.1.3. Une famille de morphismes 

Tr X : H(X)(n) -'-i , 
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o~ n = dim(X) . La donn~e de Tr X revient ~ celle d'un morphisme 

Tr X : H2n(x)(n) > ! 

Ces donn~es v~rifiant les axiomes 

1.1.1.4. S~ X,Y sont des objets de ~'(k) , le diagramme suivant est commutatif 

YX ® YY 
C(X) ®~ C(Y) > H(X) ® H(Y) 

c ( x  x Y) > H(x x Y) 

Yx ×Y 

ACU . 

On en d6duit que YX : C(X) ® ....... > H(X) est un morphisme d'algAbres 

1.1.1.5. S~ X , Y sont des objets de ~'(k) , on a 

Tr X ×y = Tr X ® Try 

moyennant des identifications 6videntes. 

I.i.I.6. S i X est un objet de ~'(k) e__tt dim X = n , on a un diagramme commutafiif 

cn(x) ® 1 > H2n(x) 

[2 ITrx 

Q®I ~ ! 

o~ ~ cn(x) est l'isomorphisme canonique (voir par exemple 4.1.2.3) ; s i X e st 

$~om~triquement connexe~ y~ est un isomorphisme. On a ainsi dans ce dernier cas 
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1.1.1.7 

Tr x : H2n(x)(n) ~> 

HI(IP I) = 0 . 

i. i. 1.8. Si X est de dimension n , pour tout 

Hi(x) ® H2n-i(x ) > 

i E~ , l'accouplement 

H2n(x) ~ T ~-n 

d~finit une dualit~ (la dualit~ de Poincar~) : 

H'(X) ~ H2n-i(X)(n) . 

Ceci permet~ si 

morp,hisme de Gysin 

~0: X >Y 

~ : Hi(X) 

oO m (resp. n) est la dimension de 

est un morphisme dans ~'(k) de d~finir le 

> HJ+2(m-n)(y)(m-n) 

Y (resp. X), comme le transpos~ de q0 = H(q3) . 

1.1.1.9. S__~i qo : X > Y est un morphisme, on a un diagramme commutatif 

yi 

ci(x) ® I X > H2i(x)(i) 

~3~ ~(i) 

i+m-n 

ci+m-n(Y) ® i YY > H 2(i+m-n) (Y) (i+m-n) 

1.1.2. Si (H,~,Tr),(H',y',Tr') sont des th4ories de cohomologie sur ~(k) 

valeurs dans (~,w,T), un morphisme de (H,y,Tr) dans (H',y',Tr') est un ~-morphisme 

unif~re H > H' compatible avec y et Tr dans un sens 4vident. On obtient ainsi 

une cat4gorie T C(h,(~,w,T)). 

1.1.3. Un morphisme d'un triple (~,w,T) dans un triple (~',w',T') est un couple 

(u,~) d'un (~-foncteur rigide u : ~ > ~' compatible avec les graduations w,w' 

et d'un isomorphisme 
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g : u(T) -- T' 

Un tel morphisme d~finit un foncteur 

T C(k,(~,w,T)) > T C(k,(~',w,T)) 

1.1.4. Soit S un ~-sch~ma, et soit C = Grad + Loclib(S) la ®-categoric rigide 

des Os-modules localement libres munis d'une graduation de type Zg ; la contrainte 

de commutativit~ est donn~e par la "r~gle de Koszul" : si E (resp. F) est de degr~ 

p (resp. q), l'isomorphisme 

E®F ~> F®E 

envoie x @ y en (-I) pq y ® x . La ®-categoric C est ~videmment munie d'une 

®-graduation w de type ?z , et on pose 

T = OS[-2 ] 

Une th~orie de cohomologie sur k & valeurs dans le triple (C,w,T) sera 

dite plus simplement & valeurs dans S , ou ~ valeurs dans A si S = Spec(A), 

et la categoric de ces theories de cohomologie sera notre T__CC(k,S) ou T C(k,A) suivant 

les cas. On remarquera que pour S un ~-sch~ma variable, les T C(k,S) d~finissent 

une categoric fibr~e T C(k) sur S ch/Q , qui est m~me un champ pour la topologie 

fpqc sur Sch/~ cormne on le voit aussitSt. 

1.1.5. Soit ~ un (~,w,T) 

(V 3.1.1). Une th~orie de cohomolo$ie & valeurs dans 

gie ~ valeurs dans le triple (~,w,T), o~ ~ est ~gale 

un triple de Tate sur un corps de caract~ristique z~ro 

est une th~orie de cohomolo- 

en tant que ~-cat~gorie 

~X,Y : X ® Y > Y ® X 

l'isomorphisme 

~X,Y = e ( - 1 ) P q { P q  ' 

AU eta comme contrainte de commutativit~ 
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off ~ = • ~P'q est la d~composition de l'isomorphisme de commutativit~ 

pour la graduation w , On obtient une cat~gorie T C(k,~). 

de 

1.1.5.1. Soit ~ une cat6gorie tannakienne sur un corps de caract6ristique z6ro, 

et formons le triple de Tate (Gradf(C),w,![-2 ]) form6 de la cat6gorie tannakienne 

Gradf(C) des objets de ~ munis d'une graduation de type ~ , de la graduation 

~vidente w , et de l'objet ! plac6 en degr6 -2 . Une th6orie de cohomologie 

valeurs dans ce triple sera appel6e une th~orie de cohomologie A valeurs dans ~ . 

Cet exemple g6n6ralise 1.1.4 dans le cas oO S est le spectre d'un corps. On notera 

la cat6gorie de ces th6ories de cohomologie T C(k,C). 

1.2. R emarques diverses. 

1.2.1. Si (H,y) est une th~orie de cohomologie comme dans 

additivit~ gun ®-foneteur ACU 

H : V(k) ° > C_ + _ 

i.i , H sJ~tend par 

on a si X = J J_ X. 
l 

lisse projectif 

est la d6composition en composantes connexes d'un k-sch6ma 

H(X) = (~ H(X i ) 
i 

1.2.2. Avec les notations de 1.1.3, la cat~gorie TC(k,(~,w,T)) est un groupolde, 

i.e. tout morphisme (H,y) > (H',y') de theories de cohomologies est un isomor- 

phisme. Cela se prouve ~ l'aide de la dualit~ de Poincar~ (1.1.1.6) par la m~me 

m~thode que 1 5.2.3. 

1.2.3. Si on dispose de la r~solution de singularit~s (par exemple si k est de 

caract~ristique z~ro), dans la d~finition d'une th~orie de cohomologie, on peut 

~liminer la donn~e de y . 



391 - 

1.3. Correspondances cohomologiques. 

1.3.1. Fixons une th@orie de cohomologie comme dans i.I.i. Rappelons que si 

q0 : X ) Y est un morphisme dans V'(k) , on a d6fini en 1.1.1.8 le morphisme 

de Gysin 

~0 : H(X) > H(Y) (m-n) , 

oO m est la dimension de Y (resp. X). II est clair que si ~0" = ~p' o q0 , on a 

Tt ~p~ = ~0;(m-n) o q0~ , 

et enfin que si ~0 : X > Spec(k) est le morphisme canonique, on a 

q0~ = Tr X 

1.3.2. Soient X,Y des objets de ~'(k) . On appellera souvent H(X X Y) l'objet 

des correspondances cohomologiques. Ceci provient de ce qu'on a un isomorphisme 

canonique 

H(X × Y) ~ Hom(H(X),H(Y))(-n) , 

oO n = dim X , d~duit de la dualit~ de Poincar~. Via cet isomorphisme, 

induit des applications ~-lin~aires 

cn+i(x X Y) ..... > Hom(H(X),H(Y)(i)) 

YX xY 

associant ~ une correspondance alg~brique une correspondance cohomologique. Ces 

applications sont compatibles avec la composition de correspondances (0.3.2). 

1.3.3. Explicitons ce qui precede dans le cas d'une th~orie de cohomologie ~ valeurs 

dans un corps K (1.1.4). L'isomorphisme 

H : H(X) ® H(Y) ) HomK(HX,HY) 

est d~fini par 

H(x ~ y)(x') = (-I) pp' Trx(XX')y , 
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o~ x E HP(x) , x' 6 HP'(x) , y E H(Y) . Si n = dim X , l'isomorphisme H fait 

correspondre les ~l~ments de H(X) ® H(Y) homog~nes de degr~ 2n+d (d E ~) 

avec les applications K-lin~aires H(X) > H(Y) homog~nes de degr~ d . Enfin, 

on v~rifie aussit~t que l'isomorphisme H se calcule aussi par la formule plus 

maniable suivante 

H : H(X X Y) > HomK(HX,HY) 

@ 
H(z)(x) = (pry)~ (z. Prx(X)) . 

1.4. Exemples. 

1.4.1. C0homolozie ~-adique. Soit ~ un nombre premier different de la caractgris- 

tique de k , et posons C = Gradf(~) munie de sa ~-graduation w ~vidente 

(A 1.1.4). Enfin, soit T le ~-vectoriel de rang un 

T = ~% ~Z~ ~ ~n (~) 

(k) est le groupe des racines %n-i~mes plac@ en degr6 -2 , o~ ~n 

~ une clSture alg@brique de k choisie une fois pour toutes. Si 

de l'unit~ dans 

X E ob ~(k) , 

la cohomologie %-adique de X est par d6finition 

H~(X) ~ ~im H (X~t, 7z/~nTz) , 
= ~=~ n ..... 

oO X~t est le site ~tale de X = X × K . La th~orie de cohomologie ~-adique est 

d~velopp~e en SGA 4, SGA 5, o~ sont notamment d~montr~s les axiomes de A I.i 

(voir SGA 4 XVII, XVIII, SGA 5 V). 

1.4.2. Cohomologie de H0dse. Supposons k de caract~ristique z~ro. La cohomolo$ie 

de Hodge HHdg est une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans k , d~finie par 

HHdg(X) = E Hq(x,~/k) • 
P,q 

La dualit~ de Poincar~, ainsi que le morphisme trace 
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Hn (X, f~/k ) 

proviennent de la dualit~ de Serre (n = dim X). 

~k 

1.4.3. 

cohomologie de De Rham 

d~finie par 

Cohomologie de De Rham. Avec les m~mes hypotheses que plus haut, la 

HDR est une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans k , 

HDR(X) = ~(X,~x/k) , 

oh le terme de gauche d~signe l'hypercohomologie du complexe des formes diff~ren- 

tielles. Cette cohomologie est l'aboutissement de la suite spectrale correspondante 

d'hypercohomologie 

° > . 

D'apr~s la th~orie de Hodge, cette suite spectrale d~g~n~re, donnant un isomorphisme 

de theories de cohomologie 

la filtration F 

gr F HDR = HHdg ; 

sur l'aboutissement HDR(X) est appel~e la filtration de Hodse. 

1.4.4. Cohomolo$ie de Betti-Hodse. Supposons k = ¢ ; la cohomolo$ie de Betti-Hodge 

HBH est une th~orie de cohomologie g valeurs darts le triple de Tate (A 1.1.5) d~fini 

par Hod$e(Q) (VI 2.1.3) . On a 

n 
la bigraduation sur HBH(X) ¢ 

1)isomorphisme canonique 

HBH(X) Q = H(X(¢),Q) 

= Hn(x(c),C) (n ~tant un entier) provenant de 

Hn(x(c) ,¢) ~ ~R(X) 

et de ce que la filtration de Hodge sur ~R(X) est n-oppos~e g sa conjugu~e, 

i.e. v~rifie la condition de VI 2.1.1.3 (voir DELIGNE [I], 5.2, pour une discussion 

plus d~taill~e). Le fait que H~H(X) soit un objet de Hodse(~) , i.e. soit 
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polarisable, provient de la th~orie de Hodge (WEIL [I], chap. IV, th. 7). 

Remarquons que si on choisit une racine carrie i de -i dans ¢ , pour 

chaque objet X de ~(¢) connexe de dimension n , i d~finit une orientation de 

la vari~t~ X(¢) , et on a un morphisme trace 

Tr X : H2n(x(¢),~) 

L'~l~ment i d~finit aussi un isomorphisme de ~-vectoriels de rang i , T~ ~ Q , 

o~ T est la structure de Hodge de Tate (VI 2.1.2). Un tel choix ~tant fair, on 

appellera cohomologie de Be tti la th~orie de cohomologie ~etti g valeurs dans 

qu'il d~finit. 

1.4.5. Cohomologie cristalline. Supposons k de caract~ristique non nulle, et 

parfait pour simplifier. Dans ce cas, la cohomologie cristalline, introduite par 

GROTHENDIECK [4] et d~velopp~e par BERTHELOT [3] , d~finit une th~orie de 

cohomologie Hcris g valeurs dans le corps des fractions K(k) de l'anneau W(k) 

des vecteurs de Witt sur k . En fait, si X est un objet de ~(k), le K(k)- 

vectoriel Hcris(X) est muni d'une structure de F-isocristal gradu~ 

(VI 3.1.3 et 3.2.1) ; l'isomorphisme F : Hcris(X)O > Hcris(X) provenant du 

. De plus H~ris(~ ~) est canoniquement isomorphe frobenius relatif de X/k 

l'inverse du F-isocristal de Tate (VI 3.1.3). On voit ainsi que la cohomologie 

cristalline d~finit une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans le triple (~,w,T) 

o~ C = Grad ~ Fcriso(k) , w est la graduation ~vidente et T est le F-isocristal 

de Tate plac~ en degrd -2 . 

A 2. Les conjectures standard (voir GROTHENDIECK [5], KLEIMAN [i]) 

2.1. Notations. 

2.1.1. On fixe un corps K de caract~ristique nulle, et une th~orie de cohomologie 

(H,y,Tr) sur k g valeurs dans K . Si X E ob ~(k) , on note C(X) le groupe 

gradu~ (par la codimension) des cycles alg~briques pour l'~quivalence cohomologique 
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sur X , tensoris~ par 

C(X) = ZH(X) ®Z~ ~ 

L'application YX induit des injections 

i C i y : (X) f > H2i(x) iE2g 

2.1.2. Soit X un k-schema projectif, lisse, connexe de dimension n , et soit 

6 CI(x) la classe d'une section hyperplane lisse (on peut m~me, si l'on veut, 

supposer X polaris,, i.e. muni d'une immersion X ~ > ~) . On note encore 

l'homomorphisme homog~ne de degr~ i (resp. 2) 

_~ : C(X) > C(X) (resp. ~ : H(X) ..... > H(X)) , 

et on a des carr~s commutatifs 

ci(x) -- ) ci+l (X) 

( 2 . 1 . 2 . 1 )  ¥x "¥X i £ 2Z 

H 2t  (X) > H 2i+2 (X) 

Si O ~ i ~ n , on pose 

(2.1.2.2) pi(x) = Ker[% n-i+l : Hi(x) .... > H2n-i+2(X)] , 

et si p 6 Eg , 0 < 2p ~ n 

(2.1.2.3) 

Les 414ments de pi(x) 

C p (X) = cP(x) N p2P(x) 
Pr 

sont appel4s primitifs. 

2.2. Conjectures de type Lefschetz. 

2.2.1. Supposons X polaris,, et soient i : Y f > X une section hyperplane 
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lisse, Z 6 CI(x) la classe qu'elle d4finit. Le "th4or~me" de Lefschetz faible 

dit que les morphismes de Gysin 

(2.2.1.1) Hi(y) > Hi+2 (X) 

sont surjectifs pour i = n-i , des isomorphismes pour i ~ n . Le "th4or~me" de 

Lefschetz fort dit que pour i ~ n 

(2.2.1.2) ~n-i _ : Hi(x) > H2n-i(x) 

est un isomorphisme. 

Ces "th~or~mes" sont effectivement prouv4s en caract~ristique z4ro tandis 

qu'en cohomologie %-adique seul le th4or~me de Lefschetz faible a 4t4 prouv4 

(SGA 4 XIV ~ 3) et aucun d'eux n'a 4t4 d~montr4 en cohomologie cristalline, lls 

sont, cependant, conjectures. 

Dans ce qui suit, on supposera que (H,y,Tr) v~rifie les deux th4or~mes de 

Lefschetz. 

2.2.2. Gardons les notations pr4c4dentes. On d4duit aussitDt du th4or~me de 

Lefschetz fort, une d4composition de la cohomologie 

(2.2.2.1) Hi(X) = E zJpi-2J(x) i 6 ~ ; 

j~max(i-n,O) 

i.e. pour chaque x 6 Hi(x) , il existe des x. 6 pi-2J(X) ~ uniques tel que 
J 

(2.2.2.2) x = z_%J(x.) . 

J 

A l'aide de cette d~composition, on d~finit des op4rateurs ~ , k , par 

(2.2.2.3) 

k(x) = E ~j-1 ) 
j~max(i-n,l) -- (xj 

~x = E (-I) (i-2j)i-2j+l)/2 %n-i+J(x.) 
J 
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On peut encore expliciter k , qui est homog~ne de degr@ -2 , comme @tant 

celui qui rend commutatifs les carr4s 

(2.2.2.4) 

Hi(x) ~" > H2n-i(x) 

H i-2(x) "~ > H 2n-i+2(x) 

en particulier on a 

(2.2.2.5) X o ~ = id 

On a aussi la formule 

(2.2.2.6) ** = id 

H i H 2n-i L'op4rateur * : > diff~re par un facteur a 0 de celui d4fini 

en WEIL [I] . 

2.2.3. Voici les conjectures de type Lefschetz, 4nonc@es pour X munie de 

A(X,Z) : S i 0 ~ 2p ~ n , l'application 

%n-2p cp -- : (X) > Cn-P(x) 

est bijective. 

de 

B(X) : 

C(X × X) , i.e. 

Lacorrespondance cohomologique 

est alg@brique. 

k £ Hom(H(X),H(X)), provient 

La conjecture B(X) entralne A(X,~) et est plus maniable que celle-ci. 

Cormme la notation l'indique, elle ne d@pend pas de la section hyperplane lisse 

choisie. Elle est stable par produits, sections hyperplanes, et est v@rifi~e par les 

courbes (trivialement), les vari4t~s ab41iennes, les vari4t~s de drapeaux. D'autre 

part A(X × X,~ X ® i + i X ® ~X ) entralne B(X) . On voit donc qu'il y a 4quivalence 
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entre la validit~ de A(X) ou de B(X) pour tousles X . 

2.2.4. La validit6 de la conjecture A(X) induit une d6composition de ci(x) 

(i E ~) 

(2.2.4.1) ci(x) = ~- ~J ci-J(x) . 
j->max(2i-n,O) Pr 

On en d6duit aussi que ~ : H2i(x) . > H2n-2i(x) (en supposant 2i ~ n) 

envoie ci(x) dans cn-i(x) . La conjecture B(X) entralne que cet op6rateur est 

induit par un 616ment de C(X×X). 

2.3. 

2.1.2. 

Hdg(X) : 

(2.3.1) 

Conjecture de type Hodge. (ou de positivit~ de Hodge). 

Soit X E ob ~'(k) de dimension n , et muni de ~ E C'(X) 

La conjecture est la suivante : 

Si 0 N 2p ~ n , la forme bilin6aire sym6trique 

C p (X) × C p (X) > Q 
Pr Pr 

(x,y) I > (-I)PTrx(~ n-2px y) 

est d~finie positive. 

comme dans 

En caract6ristique nulle, cette conjecture r6sulte de la th6orie de Hodge 

(voir WElL [i]). 

2.4. La conjonction des conjectures standard. 

2.4.1. On a l'6quivalence de 

a) A(X) et Hdg(X) sont valables pour tout 

b) B(X) et Hdg(X) sont valables pour tout 

c) Pour tout X , on a Hdg(X) et 

X . 

X . 
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D(X) 

(H,y)) 

: L'dquivalence num~rique et l'~quivalence cohomologique (par rapport 

pour les cycles al$~briques coincident. 

Remarquons que D(X) ~quivaut ~ dire que l'accouplement 

ci(x) ®Q cn-i(x) > ~ est une dualitY. 

C'est l'ensemble de ces conjectures qu'on appelle les conjectures standard 

(y compris les deux th~or&mes de Lefschetz). 

2.4.2. Supposons la validit~ des conjectures standard, et soit X comme dans 

On a alors si 0 ~ 2p ~ n une d~composition (2.2.4.1) 

cP(x) = E ~J ci-J(x) 
Pr 

et par transport des formes (2.3.1) sur les 

bilin~aire sym~trique d~finie positive 

ci-J(X)i_ _ , on obtient une forme 
Pr 

(2.4.2.1) cP(x) ®~ cP(x) > @ , 

qui s'explicite 

(2.4.2.2) (x,y) i > Trx(X.~y) , 

o~ l'op~ration ~ a ~t@ ddfinie dans (2.2.2.3). 

2.3. 

2.4.3. Supposons que (H,y) , (H',y') soient des theories de cohomologie sur k 

valeurs dans K ~ v~rifiant les th~or~mes de Lefschetz, et telles que les relations 

d'~quivalence cohomologique pour les cycles alg~briques qu'elles d~finissent 

coincident. Alors, les conjectures standard sont valables pour (H,y) si et seulement 

elles le sont pour (H',y') . De plus, dans ce cas, les correspondances alg~briques 

dans C(X X X) d~finies par les operations X , ~ , sont les m~mes pour H et H' . 

2.4.4. Soit (H,y,Tr) une th~orie de cohomologie ~ valeurs dans un triple 

(~,w,T C) cormne dans i.I.I . Avec des modifications ~videntes, les conjectures 
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standard gardent encore un sens dans ce contexte. 

A 3. Consequences des conjectures standard 

On fixe une th~orie de cohomologie (H,y,Tr) A valeurs dans un corps 

de caract~ristique nulle pour laquelle on suppose la validit~ des conjectures 

standard. 

K 

3.1. La consequence qui a motiv~ les conjectures standard, est les conjectures 

de Weil, pour la discussion desquelles je renvoie g GROTHENDIECK [5], KLEIMAN [i]. 

Ici, on s'int~resse plut~t g des consequences utiles pour l'6tude de la cat~gorie des 

motifs. 

3.2. Soient X,Y E ob V(k) ; pour i 6 7Z • on a 

ci(xxY) c ) H2i(XxY) = 

jEZ~ 

H 2i-j(X) ® H j(Y) 

Ii r~sulte des conjectures standard que les composantes de KUnneth d'un 

~l~ment de ci(x XY) sont encore dans ci(x xY) . Ceci 6quivaut encore ~ l'~nonc~ 

plus simple suivant : si X est de dimension n , les composantes de KUnneth 

i H2n-i 
~X E (X) ~ Hi(x) du cycle diagonal ~ E cn(x XX), sont alg~briques. D'o~ 

une d~composition dans cn(xxx) 

(3.2.1) 

i 
De plus, les rT X 

2n 
i 

~x= z ~x 
i=O 

ne d~pendent pas de la th~orie de cohomologie v~rifiant 

les conjectures standard choisies. 

3.3. Soient X,Y E ob ~(k) 

r~es 

polaris~es. On a alors des formes bilin~aires non d~g~n~- 

H(x) ® H(X) > K 

H(Y) ® H(Y) > K 
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donn4es par 

(x,x') ~--> 

(y,y') > 

On voit facilement alors que sz 

Trx(X.*X~) 

Try(y.*y') . 

u : H(X) > H(Y) 

est d4fini par une correspondance alg6brique dans C(XxY) , et si on note 

u' : H(Y) > H(X) son transpos4 pour ces formes non d4g4n4r6es, on a que u' est 

alg4brique et que 

(3.3.1) 

Tr(uu') = Tr(u'u) E 

= Tr(uu') > 0 

On en conclut par exemple que la ~-alg~bre C(X×X) des correspondances 

alg6briques de X dans X (voir 0.3) est semi-simple (voir 4.2.2 pour un r6sultat 

plus pr6cis). 

A 4. La conjecture de Tate 

4.0. On fixe un nombre premier ~ different de la caract~ristique de k ~ et une 

cl~ture alg~brique k de k . Si X est un objet de ~(k) , on note ZH(X) 

l'anneau gradu~ des classes de cycles alg~briques pour la relation d'6quivalence 

d~finie par la cohomologie ~-adique, et on pose 

c(x) = 9 ® zH(x) 

c~(x) = ~ ® zH(x) 

4.1. Rappelons (A 1.4.1) la d~finition de la cohomologie ~-adique : si X Cob V(k) 

H~(X) = ~p. ®77- ~n H(Xet'2E/~nTz) 
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On voit sur cette d4finition que par fonctorialit6 du site 4tale, le groupe 

de Galois F = Gal(k/k) agit de fa~on continue sur le Q%-vectoriel de rang fini 

H~(X) , ce dernier 4rant muni de la topologie Z-adique. Si x 6 cP(x) , la classe de 

cohomologie de 

injection 

x , y(x) 6 H~P(x)(p) , est invariante par l'action de F , d'o~ une 

(4.1.1) cP(x) > H~P(x)(p) F 

La conSecture de Tate (TATE [i]) pr4cise cette situation, dans le cas oh 

k est un corps de type fini sur le corps premier (voir 4.4 pour le cas g4n4ral). 

S i k est de type fini sur le corps premier l'image de (4.1.1) engendre 

l__~e Q%-vgctoriel des classes de cohomolo~ie invariantes, i.e. 

(4.1.2) 9z.cp (X) = [H~p (X) (p) ] I" 

4.2. Si k est de type fini sur le corps premier, notons Tate(k) la cat4gorie 

des Q~-vectoriels de rang fini munis d'une action continue de F = Gal(k/k) ; ses 

objets serent appel4s des modules de Tate. La cat4gorie Tate(k) est munie d'une loi 

® ACU 4vidente, ainsi que d'une structure 9£-lin6aire. Pour ces structures, c'est 

une cat4gorie tannakienne sur 9£ (III 3.2.1), munie d'un foncteur fibre 4vident sur 

9~ , ~ savoir l'oubli de l'action de F . 

La cohomologie Z-adique induit un ®-foncteur fiddle Q-lin6aire de la cat4gorie 

C__VV°(k) des correspondances de degr6 nul (A 0.3.3) dans la cat6gorie des modules 

de Tare gradu4s (voir A 1.3.2), 

H~ : C V°(k) > Grad Tate(k) 

X , Y sont des objets de C__VV°(k) , et la conjecture de Tare entraSne que si 

l'inclusion 

Hom(X,Y) ~ > Hom(H%(Y),H~(X)) 
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induit une ~galit~ 

~%.Hom(X,Y) = Hom(Hz(Y),Hz(X)) 

4.3. Supposons maintenant k quelconque, on pose alors 

Tare(k) = li~ rat e(k') 

k' 

o6 k' parcourt les sous-corps de k de type fini sur le corps premier, les 

foncteurs de transition 

pour k"/k' 

Tate(k' ) > Tat e (k") 

~tant induits par les morphismes de groupes 

Gal (k"/k") > Gal(k'/k) o 

La cat~gorie 

tannakienne neutre sur 

Si on note G 

G ° sa composante neutre, on voit sans peine qu'on a un isomorphisme canonique 

Tare(k) des modules de Tate est encore une cat~gorie 

~% , qui d~pend fonctoriellement du corps k . 

le ~-groupe des automorphismes du foncteur oubli de Tate(k) , 

G/G ° F~ , 

F = Gal(k/k). En particulier, s i o~ ~ est le ~-groupe profini associ4 

alg6briquement clos, G est connexe. 

k est 

4.4. Soit X un objet de ~(k) ; alors les H~(X) sont de fagon naturelle des 

modules de Tate. En effet, il existe un sous-corps k' de k de type fini sur le 

corps premier et un objet X' de [(k') tel que X = X' Xk, k . On a un isomorphisme 

canonique 

i(x) = H~(X') HZ 

d4finit sur H~(X) une action de Gal(k'/k) . L'objet de Tare(k) obtenu ainsi qui 

ne d4pend que de X . On voit donc, que pour k g4n4ral la cohomologie ~-adique 
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d~finit un ®-foncteur Q-lin~aire et fiddle ~ valeurs dans les modules de Tate gradu4s 

H~ : C V°(k) > Grad Tate(k) . 

La conjecture de Tate ~nonc4e plus haut entraSne que si 

l'inclusion 

Hom(X,Y) ~' > Hom(H%(Y),H~(X)) 

induit une @galit@ 

X,Y E ob C V(k) , 

Qz.Hom(X,Y) = Hom(H~(Y),H%(X)) . 

A 5. La conjecture de Hodse 

5.0. Dans ee num~ro, le corps k est le corps ¢ des nombres complexes. Si X est 

un objet de [(¢) , C(X) d4note l'anneau gradu4 des classes de cycles alg4briques 

pour la relation d'~quivalenee d4finie par la cohomologie de Hodge (A 1.4.2) 

tensoris~ par Q 

C(X) = Q ®Z~ ZHdg(X) 

5.1. Soit X 

de Betti-Hodge 

d~finie en 

et si 

type 

(5.1.i) 

un C-sch4ma lisse projectif et connexe, et notons 

H(X) = HBH(X) = H(X(¢),Q) , 

A 1.4.2 . On a une d~composition de Hodge 

H(X)¢ = ~ HP'q(x) , 

P,q 

HP'q(x,~/¢) 

p E ~ , on sait que la classe d'un cycle de codimension 

(p,p) ; on a donc une inclusion 

cP(x) ~ > HP'P(x) n H2P(x) 

H(X) sa cohomologie 

p dans X est de 
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La conjecture de Hodse sous sa forme simple est : 

Hodge (2p,p) : L'inclusion (5.1.1) est une ~galit~ . 

On notera que, tout comme la conjecture de Tate en cohomologie ~-adique, 

cette caract~risation des classes de cohomologie alg@briques entralne l'alg~bricit~ 

des eomposantes de KUnneth de la diagonale ~X E C(X X X) (voir A 3.2) . 

5.1.1. La cohomologie de Betti-Hodge induit un ®-foncteur fiddle Q-lin~aire (voir 

A 1.3.2) 

(5.1.2) HBH : CV°(¢) > H0dse(~) 

la conjecture de Hodge entraSne que ce foncteur est pleinement fiddle. 

5.2. Gardons les notations de 5.1 . Si i,p E ~ , on note Filt 'p Hi(x) le sous- 

~-veetoriel de Hi(x) = Hi(x(c),~) des classes de cohomologie qui s'annulent sur un 

ouvert de la forme X-T o~ T est une partie Z de codimension ~ p . En fait, 

Filt mp Hi(x) est une sous-structure de Hodge de Hi(x) , i.e. le sous-vectoriel 

Filt 'p Hi(x)¢ de Hi(x)¢ = Hi(x(¢),C) est stable sous la d~composition en types 

p,q. Ceci suit de ce que Filt'PHi(X) est aussi le sous-espace engendr~ par les 

images des morphismes de structures de Hodge 

Hi-2q(y)(_q) 

induits par des morphismes 

(voir GROTHENDIECK [6],§ i 

risation qu'on a 

(5.2.1) 

o~ Filt p Hi(x)¢ = 

> ~i(x) 

Y ) X o~ Y est de dimension n-q < n-p et n = dim X 

et DELIGNE [6], 8.2.8). Ii r~sulte aussi de cette caract~- 

E 
rmp 

Filt 'p Hi(x) C [FiltPHi(x)¢] n Hi(x) 

Hr'l-r (X) . 
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La coniecture de Hodge, sous sa forme g~n~ralis~e, corrig~e par Grothendieck 

(loc. cit.) est 

Hodge(i,p) : L'inclusion (5.2.1) fait de Filt 'p Hi(x) le plus grand sous-~-vectoriel 

du terme de droite qu$ soit une sous-structure de Hodse de Hi(x). 

Pour i =2p , cette conjecture se r~duit ~ la pr~c~dente. On trouvera dans 

GROTHENDIECK [6] des cormnentaires sur cette conjecture. 

5.2.1. Soit V une ~-structure de Hodge de poids i . On peut caract~riser le plus 

grand sous-~-vectoriel de FiltPv C n VQ qui soit une structure de Hodge comme ~tant 

le plus grand sous-objet V' de V tel que V'(p) soit ~ bidegr~s positifs ; c'est 

ce qu'on pourrait appeler la partie Vi_2p de niveau de Hodse ~ i-2p ) en s'inspirant 

de 4.3 (les structures de Hodge effectives ~tant celles g bidegr~s positifs). 
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4.1.1 

4.2.3. 

4.5.3 

4.5.3 

4.1.2.2 

4.1.2.4 

4.1.3.2 

4.3.2 

Niveau de Hodge 

niveau d'un motif 

p-hombre de Weil 

VI 

VI 

VI 

A5.2.1 

4.3.1 

4.6.3.2 

Objet de Tare 

objet Ho___mm, M°h 

objet inversible 

objet noeth@rien 

objet r~flexif 

objet n-r~gulier (n = 0,1,2) 

objet n-r@gulier ~ gauche, ~ droite 

objet unit~ 

V 3.1.1 

I 3.1.1 

I 2.5.0 

II 2.3.4.2 

I 3.2.3.3 

I 0.1.3 

I 0.1.3 

I 1.3.2 

Parit~ (d'une forme non d~g~n~r~e) 

parit~ (d'une polarisation) 

V 2.1.2, 2.2.2 

V 2.4.1 
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pente (d'un F-cristal) 

polarisation 

polarisation hodgienne 

polarisation sym~trique 

produit tensoriel externe 

pseudo-g~n~rateur 

VI 3.3.3.1 

V 2.4.1, 2.4.3, 3.2.1 

V 2.7.2, 3.3.1 

V 2.4.1 

ii 1.5.1 

II 2.6.2 

Quadruple de~-~quivalence I 4.4.1 

Rang (d'un objet) 

relation d'4quivalence admissible 

I 5.1.4 

VI A 0.2.1 

Scindage (d'une ~-filtration) 

signature (d'un objet inversible) 

sous-cat4gorie de d4finition 

sous-objet isotrope, non isotrope, totalement 
isotrope 

sous-objet orthogonal (~ un sous-objet) 

stratification 

structure A-lin4aire 

~-structure 

~-structure A-lin~aire 

sym4trie canonique 

syst~me local 

systgme local ~-adique 

IV 2.1.1 

I 2.5.3 

II 2.2.1, 3.4 

V 2.1.6 

V 2.1.6 

VI 1.2.1 

I O.1.2 

I O.i.i 

I 0.1.2 

I 1.2.3 

Vl I.I.i 

VI 1.1.3 

Th~orie de cohomologie 

trace (d'un endomorphisme) 

transpos~ (d'un endomorphisme) 

transpos~ (d'un morphisme) 

triple de Tate 

triple de Tate neutralis~ 

triple de Tate neutre 

triple de Tate polarisable 

VI 

I 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

A i.i, I.i.5 

5.1.4 

21.2.1 

21.4 

31.1 

31.3 

31.3 

32.2.1 
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Unit6 (pour une ~-cat6gorie) 

unit6 ~ gauche, A droite, bilat6re 

unit6 r6duite 

1.3.1 

1.3.1.3 

1.3.2 


