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INTRODUCTION

1. Une catégorie tannskienne sur un corps k est une ®-catégorie ACU (voir le

chap. I, qui présente de fagon systématique le langage des ®-catégories, constamment
utilisé dans ce travail) k-linéaire abé&lienne C , possédant des objets Hom relati-
vement 2 la loi ® , et telle qu'il existe une extension de corps k'/k et un
&-foncteur ACU k-linéaire sur C a valeurs dans les k'-vectoriels de rang fini,

w : € —> Modf(k') qui soit fidele et exact. Plus généralement, si S est un
k-schéma, un foncteur fibre sur € 2 valeurs dans S est un & foncteur ACU k-lindaire
sur £ & valeurs dans les gs-modules localement libres de rang fini,

w : € —> Loclib(S) , qui soit exact, considéré comme 2 valeurs Qcoh(S) (si S5 # 8 ,
il est alors fidele). Des exemples de catégories tannakiennes et de foncteurs fibre
apparaissent de fagon naturelle en Géométrie Algébrique et en Géométrie Analytique, ils
sont fournis notamment par la considération de motifs sur un corps (exemple qui a
motivé cette théorie), modules stratifiés sur un schéma sur un corps, structures de

Hodge, familles analytiques de structures de Hodge, systémes locaux en vectoriels de

rang f£ini sur un topos, etc. {voir chap. VIJ.

Dans ce travail, on interpréte les catégories tannakiennes au moyen de la
théorie des schémas en groupes, on les clagsifie et on étudie des structures
supplémentaires sur une catégorie tannakienne, notamment les filtrations des foncteurs
fibre et les polarisations des catégories tannakiennes sur des sous-corps du corps des
nombres réels. En fait, on développe une théorie plus générale, dans laquelle le corps
k est remplacé par un anneau {commutatif) A . Les outils essentiels pour ¢e faire sont
le formalisme pour l'algébre homologique non commutative introduit par J. Giraud

(Cohomologie non abélienne, Springer-Verlag 1971) et la théorie des schémas en

groupes réductifs.

2. Soit € une catégorie tannakienne sur um corps k possédant un foncteur

fibre 3 valeurs dans k (une telle C est appelée peutre) et choisissons un tel
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foncteur fibre, w : € —> Modf(k) ( € est donc, neutralisée). Pour toute k-algebre

A , on note w, le foncteur ¢ —> Mod(A) défini par wA(X) = A 8& w(x) .

Théoréme 1. 1) Le foncteur A p—i~ Aut®(wA) est représentable par un k~schéma en

groupes affine G = Aut®(wA) .

2) Le ®-foncteur ACU évident C —> Rep (G) est une équivalence de

catégories.

Ici BEEO(G) dénote la ®-catégorie des k-vectoriels V de rang fini munis
d'une action algébrique du kw-groupe G , i.e. d'un morphisme de foncteurs
G —> Aut(V) . Le théoréme donme un dictionnaire entre catégories tannakiennes neutra-
lisées sur k et k~groupes affines. Pour compléter le cas neutre, il reste &
déterminer la catégorie des foncteurs fibre sur € & valeurs dans un k-schéma § .
Pour ceci, & tout foncteur fibre v : § —> Loclib{8) on associe le foncteur

Isodg(ws,v) , on a alors

Théorzme 2. 1) Isoﬁg{ws,v) est représentable par un S-schéma affine sur § gqui,

-torseur 3 droite pour

muni de l'action & droite évidente de G, = Aut®(ws) , est un G

S S

la topologie fidelement plate quasi~compacte (quc) sur SChfS .

2) Le foncteur vy t— Isoﬂg(ws,v) établit une équivalence de catésories

entre la catégorie des foncteurs fibre sur C 2 valeurs dans 8 et celle des Gs-tor—

seurs & droite sur S pour la topologie fpgc .

En particulier, deux founcteurs fibre v , v' : € —3 Loclib(S) sont locale-
ment isomorphes (en tant que ®-foncteurs) pour la topologie fpqc. On peut aussi
interpréter ce théoreme de la fagon suivante : soit FIB(C) 1la catégorie fibrée
au-dessus de §£B/k des foncteurs fibre sur ( & valeurs dams un k-schéma variable ;
alors, le choix d'un ® : C -~ Modf(k) détermine une équivalence de FIB(C) avec la

gerbe des Gg-torseurs a droite pour la topologie fpqc (8 étant un k-schéma variable).
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De fagon générale, si ( est une catégorie tannakienne sur k (non nécessai~

rement neutre), posons (G = FIB(Q) . On a alors

munie de la topologie fpqc, localement

Théoréme 3. 1) (G est une gerbe sur Sch/k

liée par un schéma en groupes affine (voir Giraud, loc.cit.).

2) Le ®-foncteur ACU évident ¢ —> Rep (G) est une équivalence de

catégories.

Tci ReQO(Q) dénote la ®-catégorie des foncteurs cartésiens G —> LOCLIB(k) ,

ol LOCLIB(k) est le champ sur Sch/k des O,-modules localement libres de rang fini

S
(8 étant un k-schéma variable), Une gerbe G possédant la propriété décrite dans 1)

sera appelée tannakienme. Si ( est une telle gerbe, la ®-catégorie ACU ReEO(Q)

est une catégorie tannakienne, et on a un morphisme de gerbes
G —> FIB(Rep (Q)) .

Celui-ci est une équivalence si le lien de § est représenté par un groupe, ou bien
s'il est algébrique, i.e. localement représenté par un groupe de type fini. Dans ce
dernier cas, on dit que G est algébrique et si (= FIB(Q) , on dit aussi que C
est algébrique. On trouve donc un dictionnaire entre les catégories tannakiennes
algébriques sur k et les gerbes tannakiennes algébriques sur k muni de la topolo-
gie fpge . De plus, une catégorie tannakienne algébrique poss&de un foncteur fibre

a4 valeurs dans une extension finie de k .

3. Soit € wune catégorie tannakienne sur un sous-corps K de R , Il y a lieu
de définir sur C des structures de positivité, appelées polarisations. On voit
aussitdt qu'on peut se restreindre & étudier une variante homogéne de cette notion
(il y a aussi une variante graduée), et sur des catégories tannakiennes algébriques
sur R . Donnons d'abord une définition préliminaire : si C est une catégorie
tannakienne (supposée dorémavant algébrique sur R ) et V wun objet de C , une

forme bilinéaire non dégénérée ¢ : V® V —> IR est appelée une forme de Weil si
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sa parité €Cg (i.e. l'unique automorphisme de V wvérifiant o(y,%) =cp(x,ecpy)) est
dans le centre de End(V) et si pour tout endomorphisme non nul u de V on a
Tr(uw® >0, ot u® est 1'adjoint de u . Deux formes de Weil ¢ : V®V —> R,

f{ : W®W—>R sont compatibles si ¢ ® § est une forme de Weil sur V @W . Soit
maintenant ¢ € Z(R) (Z = &®(idc) est le centre du lien de la gerbe FIB(C) ; c'est
donc un R ~groupe algébrique commutatif). Une e-polarisation mw de C consiste en

la donnée pour chaque objet V de C d'un ensemble non vide (V) des formes de

Weil V®V-—> R de parité €y vérifiant

a) Si V , W sont des objets de C et si ¢ € (V) , § € n(W) , alors

p@yenlVeW , @y €n(VeW .

b} Si V est un objet de C et si ¢, ¢ sont des formes de Weil compati-

bles sur V de parité e, alors o e m(V) @ § €n(v) .

L'existence d'une polarisation entratne que le lien L de C est réductif et que

le R~groupe Z est compact.

Une l-polarisation est appelée polarisation symétrique. Voici un exemple
typique de polarisation : soit G un R-groupe algébrique affine, C € G(R) tel
que C2 soit central et que int(C) soit une involution de Cartan de G (i.e. que
la forme GC de G qu'elle définit soit une forme compacte). Alors, si pour chaque

G-module V on note TTC(V) l'ensemble des applicationg bilinéaires G-invariantes

@ : VO®V—>R telles que la forme bilinéaire ®c soit symétrique définie positive

(ol cpc(x,y) = p(x,Cy)) , T est une Cz—polarisation de ReEO(G) . Que c ci est
1'exemple typique résulte de
Théoréme 4, Soit G un R-groupe algébrique qui est soit abélien, soit connexe.

Alors, RepO(G) posséde une polarisation si et seulement si G est réductif et est

une forme tordue intérieure de sa forme compacte et dans ce cas toute polarisation

est de la forme 'nC ou C ¢ G(R) est uniguement déterminé & conjugaison pres.

Il résulte de ce théoréme que si C est une catégorie tannakienne dont le
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lien est abélien ou connexe, et qui est munie d'une polarisation symétrique, C est
neutre et possdde m@me un foncteur fibre w : C —> Modf(R) wunique & isomorphisme
prés tel que éggg(w) soit un R-groupe compact ; de plus, si V est un objet de
C une forme ¢ : V®V —> R appartient 2 T(V) si et seulement si w(p) est

symétrique définie positive.

4, La théorie générale développée dans les cing premiers chapitres et esquissée
plus haut, est illustrée dans le chapitre VI par quelques exemples. On remarquera que
pratiquement tous les exemples proviennent de la considération de diverses théories

de cohomologie pour les variétés projectives lisses sur un corps donné, et donnent
lieu & des catégories tannakiennes sur des corps de caractéristique zéro. L'exemple

de ce type qui est "universel" est donné par la catégorie des motifs ; ce n'est pas un
vral exemple, puisque la construction de la catégorie des motifs en tant que catégorie
tannakienne dépend des conjectures "standard" pour les cycles algébriques. Un
appendice est consacré 2 la présentation de ces conjectures ainsi que celles de

Hodge et de Tate ; on y rappelle aussi des définitions concernant les cycles algé-

briques et les théories de cohomologie.

J'exprime ma reconnaissance profonde & A, GROTHENDIECK, qui m'a introduit
32 ce sujet. Ses conseils et suggestions constants m'ont été indispensables pour mener
& bien ce travail, et je lui dois en outre une grande partie de ma formation de
mathématicien. Je remercie aussi P. BERTHELOT et P. DELIGNE pour l'aide et les
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La Ford Foundation et le Centre National de la Recherche Scientifique, gréce
& leur soutien financier, m'ont permis de préparer ce travail dont la plus grande
partie a été faite 2 1'Institut des Hautes Etudes Scientifiques pendant les deux
années et demi dermi&res. Je remercie tout particuli2rement Monsieur L. MOTCHANE et
Mademoiselle A. ROLLAND et leur successeur Monsieur N.H. KUIPER ainsi que le personnel

de 1'I.H.E.S, pour le trés bon accueil qu'ils m'ont toujours réservé.
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§ O. GENERALITES

0.1l. ®-catégories.

0.1.1, Si € est une catégorie, un foncteur C x C —> C sera appelé une ®-struc-
ture sur C , ou encore une loi ® sur C . Une ®-catégorie est une catégorie € munie
d'une @-structure qu'on notera ®C , ou simplement ® , si aucune confusion n'est

possible | & des objets X, Y de C , on associe donc un objet X® Y de ( , qui

dépend fonctoriellement de (X,Y)

0.1.2. Soit A wun anneau commutatif unifére. Rappelons qu'une catégorie A-linéaire

est une catégorie C munie d'une structure de A-module sur les Hom(X,Y) (X,Y € ob C)

qui dépend fonctoriellement de (X,Y) . Une ®-structure A-linéaire sur une catégorie

A-linéaire est un foncteur A-bilinéaire C X C—> C . Une ®-catégorie A-linéaire

est une catégorie A-linéaire munie d'une ®-structure A-linéaire,

0.1.3. Soit X un objet d'une ®-catégorie C . On dira que X est O-régulier

(resp. l-régulier, resp. 2-régulier) 2 gauche si le foncteur Y+> Y ® X de C

dans C est fidale (resp. pleinement fidéle, resp. une équivalence de catégories).

On définit de méme la notion d'objet n-régulier a droite (n = 0,1,2). Un objet de

C est dit n-régulier (n = 0,1,2) s'il est n-régulier 2 gauche et & droite.

0.1.4. si

e

est une ®-catégorie, ayant ®C comme @®@-structure, la ®-catégorie

< P o :
opposée de ( est la catégorie ( munie de la ®-structure

® =® 1_(_70X_(_70"‘>_Qo )
C

o < . . . ;
On notera encore C cette @-catégorie. La ®-catégorie symétrigue de C , notée

sym

< s est la catégorie ( munie de la ®-structure

g ®
cxec F>cxe >,

ot ¢ est la symétrie canonique de C , o(X,Y) = (Y,X)

On vérifie aussitdt les égalités
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c° =
(0.1.4.1) € = (e
(gsym)sym = g

0.2, Exemples.
0.2.1. Soit C une catégorie dans laquelle le produit des couples d'objets existe,
et pour tout tel couple (X,Y) , choisissons un produit (X x Y ,pX,pY) . On définit

alors une ®-~structure sur C en posant pour des objets X,Y

XY =Xx7Y,

pour des fléches £ : X—>X', g:Y—>Y' ,

f®g=1fxg.

Dans cette ®-catégorie, un objet est n-régulier (n = 0,1,2) si et seulement

s'il est n~régulier a gauche (resp. & droite). On vérifie sans difficulté les asser~

tions suivantes,.

0.2.1.1. Un objet X de C est O-régulier si et seulement s'il est "couvrant”,
c'est~a~dire, si quel que soit l'objet Y de C , Py ! Y X X—>7Y est un épi-

morphisme.

0.2.1.2. Un objet X de C est l-régulier si et seulement s'il est 2-régulier,

ou encore, s'il est un objet final de C

0.2.2, C= MQQ(A) la catégorie des modules sur un anneau commutatif unifére A . Le
produit tensoriel de A-modules définit une loi ® sur C . De mme que dans 1'exemple
précédent, un objet X de C est n-régulier (n = 0,1,2) si et seulement s'il est

n-régulier a gauche (resp. & droite). Prouvons qu'un A-module L est 2~-régulier si

et seulement s'il est projectif de rang 1

0.2.2.1. 84 L est projectif de rang 1 , et L désigne le A=-module HomA(L,A) , on
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a des isomorphismes canoniques

feL ~ a

v
L®L =~ & ,

il en résulte, par associativité du produit tensoriel de A-modules, que le foncteur

v
Xb—>XQ® L est un quasi-inverse du foncteur X > X ® L

0.2.2.2, Supposons L 2-régulier ; ceci signifie que le foncteur
Mod(A) ——> Mod{(A) X+—> X % L

est une équivalence de catégories abéliennes. Il en résulte en particulier que L est
projectif de type fini. En effet, L est image de A par l'équivalence précédente,
et la propriété pour un A-module d'@tre projectif de type fini se conserve par équiva-
lence : c'est clair pour projectif, et pour type fini on remarque qu'un A-module M
est de type fini si et seulement si pour tout systéme inductif filtrant (Na) , dans

lequel les morphismes de transition sont des monomorphismes, le morphisme canonique

lig Hom(M,Na) ———> Hom(M, Lig Na)

est un isomorphisme.
Enfin, L est de rang 1 , parce qu'il existe un A-module L' et un iso~

morphisme L' ® L ~ A {le foncteur X+> X ® L est essentiellement surjectif).

G.2.3. Soit G wun groupe commutatif d'un topos I , et soit C la catégorie des
G-torseurs (GIRAUD [1], chap. III). Le produit contracté (loc.cit.) de torseurs définit

une @-structure sur C . Dans cette ®-catégorie, tous les objets sont 2-réguliers.

0.2.4. Soit Ty un groupe (de Ens), M, un nl—module abélien. On construit une

catégorie C dont les objets sont les éléments de ™ , tous les morphismes étant

des automorphismes, et pour s € 1 on a

1
Aqu(s) = {s} x T, -

La composition dans C provient de l'addition dans Ty - On définit sur C une loi
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® de la fagon suivante : si 81 5 S, € m » on pose
s1 ® 52 = SISZ H
si (Sl’ul) s (SZ’UZ) sont des morphismes (ul’u2 € ﬂz) , on pose

(sl’ul) ® (SZ’UZ) = (SISZ’UI + SI'UZ)

I1 est immédiat que dans cette ®-catégorie tous les objets sont 2-réguliers ; cela
provient de ce que i est un groupe et de ce que l’'ensemble des flaches de € , muni
de l'opération induite par la loi ® en est aussi un, & savoir le produit semi-direct

ﬂl.ﬂé

0.2,5. Soit H wun espace topologique, et soit H la catégorie ayant H comme
ensemble d'objets, et dont 1'ensemble Homﬂ(hl’hZ) (hl,h2 € H) est celui des classes
de chemins de h1 a h2 modulo homotopie, la composition étant la composition de
classes de chemins. Il est clair que la catégorie H dépend fonctoriellement de H ,
c'est-2~dire qu'a une application continue £ : H-—> H' on attache un foncteur

f:H—>H', tel que si f£" = f'o £ , on ait f" = f'of , et idH = id,, . En outre,

H

si f,g : H—>H' , chaque homotopie § de f dans g définit une transformation
naturelle ¢ : £ —> g , des homotopies homotopes induisant la m@me transformation

naturelle.

Remarquons enfin que le foncteur Top — Cat qu'on vient de construire

commute avec les produits, c'est-a-dire que le foncteur canonique

H x H' —>H x H'

est un isomorphisme de catégories.

En particulier, chaque application continue H x H —> H détermine une

®-structure sur la catégorie H .

0.2.6. Voici un cas particulier de l'exemple 0.2.5. Soit (X,xo) un espace pointé.
On prend pour H 1'espace Q(X,xo) des lacets de X en x (avec la topologie

compacte ouverte), muni de 1'opération de composition des lacets. On trouve donc la
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®-catégorie ayant comme objets les lacets de X en X , comme morphismes les
homotopies entre ces lacets (& homotopie preés). La loi ® provient de la composition

des lacets.

§ 1. CONTRAINTES POUR UNE 10I ®

1.1, Contraintes d'associativité.

1.1.1. Soit C wune ®-catégorie. Une contrainte d'associativité pour C est un

isomorphisme fonctoriel ¢

Pxv,z " X (Y2 —> X®Y)®Z

tel que pour des objets X,Y,Z,T le diagramme suivant soit commutatif ("axiome du

pentagone')

Xee@E@en

®x,v,z01 / WY,Z,T

X (¥Y® (Z® T)) (X®Y)®Z)®T
(1.1.1.1.) idme,z,T tpx,Y,Z®idT
Xe(Yy®2)®T) ————2> X {¥®Z))e®T .
®x,vez,T

On appellera ®~catégorie associative une ®-catégorie qul est munie d'une

contrainte d'associativité.

1.1.2. L'axiome du pentagone assure, d'aprs MAC LANE [1], 3.1 (voir aussi BENABOU
[1], Appendice I, § 5 et KELLY-MAC LANE {1]) 1a "cohérence" de la contrainte d'asso-
ciativité ¢ . Voici une fagon commode en pratique d'exprimer cette cohérence :

Si on s'est donné une contrainte d'associativité ¢ , on peut construire

a) Une loi associant 2 chaque famille (Xi)ie d'objets de C indexée par

I

un ensemble fini totalement ordonné non vide (I,<) un objet de C dépendant foncto-

riellement des X, (i €1), noté
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telle que si (X) est la famille réduite 2 un seul objet on a

® (X) =X
b) Pour deux telles familles (xi)iEIl s (xi)iGIZ un isomorphisme fonctoriel
en les Xl
p: ( ® xi)®( ® X)) —> ® X,
L;.< L,,< I,<

bu 1= Il-U 12 est muni de l'ordre < qui induit les ordresdonnés sur Il s 12 et

pour lequel Il < IZ) » tel que pour X,Y ,Z € ob ¢, l'isomorphisme
X®@ Y@z —> XQY)®1Z
¥ + :
qu'on en déduit soit th,Y,Z .
De plus, une telle loi généralisée est unique dans le sens suivant : si
®,p) , ®',p') sont deux lois comme dans a), b), il existe un unique systdme d'isomor-

phismes 0: ® xi ~ & xi
1,< 1,<

compatible avec o , ' et telle que si (X) est la famille réduite & un élément,

g soit l'identité de X .

1.1.3. Le groupe Aut(®) des automorphismes du foncteur ® : C x C —> C agit a
gauche sur 1'ensemble Assoc(C,®) des contraintes d'associativité pour € de la
fagon suivante : si @ € Assoc(C,®) , ¢ € Aut(®) , alors Ccp est défini par la commu-

tativité du diagramme

X ® (Y®Z)—c-’z'-u——> eV ®z
idy@ey 4 l l °x,¥®4;
(1.1.2.1) X® (Y@ 2) XV ez
X, Y82 l lcxxﬂ,z
X (Y®2) ————> (XeV) ez .
®x,v,z

On dira que deux éléments de Assoc(Q,@) sont cohomologues s'ils sont dans la meme

orbite pour l'action de Aut(®)

1.2. Contraintes de commutativité.

1.2.1. Soit C une ®-catégorie. Une contrainte de commutativité pour C est un iso-
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morphisme fonctoriel §

Iy X®Y—>Y®X

tel qu'on ait
1.2,1, = i
( 1.1 ‘”Y,x o x;;X’Y idy oo

Une ®-catégorie munie d'une contrainte de commutativité est appelée une

®-catégorie commutative.

1.2.2. TIci encore, le groupe Aut(®) opeére sur 1'ensemble Comm(C,®) des contrain-
tes de commutativité pour C . Si ¢ € Comm(C;®) , ¢ € Aut(®) , C¢ est défini par le

diagramme commutatif suivant

1]
X®Y ————KLZ——~—> Y® X
1.2.2,1
( ) . cy.x
XYy —m———> Y ® X
C
4’X,Y

Deux contraintes de commutativité pour C sont dites cohomologues si elles sont

dans la méme orbite pour l'action de Aut(®)

1.2.3. 8i € est une ®catégorie munie d'une contrainte de commutativité ¢ , X

un objet de € , on appelle symétrie canonique de X ® X  1l'automorphisme d'ordre 2

= - :> .
I = Vg g X®X X® X

On dit que la contrainte de commutativité ¢ est stricte si les symétries

canoniques sont des identités; C est encore appelée une ®-catégorie strictement

commutative,

1.3. Contraintes d'unité.

1.3.1, Soit C une ®-catégorie. Une contrainte d'unité pour C (ou plus simplement

une unité pour C) est un triple (l,g,d) , o 1 €obC , et g , d , sont des

isomorphismes fonctoriels
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vérifiant la condition

—

(1.3.1.1) gy =d

On notera encore d 1l'isomorphisme g = d On peut remarquer que

1
l'objet 1 est 2-régulier (0.1.3).

8i X est un objet de C , on posera par définition

T'(X) = Hom(l,X)

1.3.1.1. Soit X wun objet de C ; la naturalité de g , d appliquée respectivement

aux morphismes By » dX , donne les formules

g =g, ® id
X®1 X 1
(1.3.1.2) - -
dl®x = id_l- ® dy

1.3.1.2. Voici une autre conséquence de la naturalité de g , d . Soit (Z,z) un
couple constitué d'un objet Z de C et d'un isomorphisme 2z : 2 e 1 . Alors le

diagramme suivant
® Z
V@;ldz

Z
id{ii////
(1.3.1.3) Z2® L 1z
ﬁ;\\\\\ ,//E/”
Z 7 Z

est commutatif. En effet, on se raméne aussit®t au cas du couple Ql,idl) , ol cela

résulte de (1.3.1.1).

1.3.1.3. Remarque. On peut définir une unité & gauche (resp. & droite) pour C ,
comme un couple (1,g) (resp.{(l,d)). Ces notions ne seront pas utiles dans la suite

de ce travail, aussi se bornera~t-on aux unités bilatéres définies plus haut.

1.3.1.4. Soient (1,g,d) , (1',g",d') des unités sur C . On appelle morphisme de
(1,2,d) dans (1',g',d') un morphisme A : 1 —> 1' rendant commutatifs les dia-

grammes
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(1.3.1.4) (X € ob ©)

En faisant X = 1 , on voit que A est un isomorphisme, et que pour (1,g,d),
(1',g',d') donnés, il y a au plus un tel ) . En d'autres termes, la catégorie

Unit{(C) des unités pour la ®-catégorie C , est un groupoide rigide.

1.3.2. Voici des variantes de la notion d'unité pour une ®-catégorie C . Si
1 €obC, ondit que 1 est un objet unité de C s'il est 2-régulier (0.1.3) et
s'il existe un isomorphisme 1~ 1® 1 . Un couple (l,d) ot d: 1> 1®1 est

un tel isomorphisme, sera appelé une unité réduite pour C . La ®-catégorie ( est

dite unifére si elle possdéde un objet unité. Il est clair que si (1l,g,d) est une

unité pour C , (l,dl) est une unité réduite.

1.3.2.1. La notion d'objet unité présente un intéret, surtout si C peut 2tre munie
d'une contrainte d'associativité. Dans ce cas, C est unifére si et seulement s'il
existe un objet 2-régulier dans ¢ , et de plus deux objets unité sont isomorphes.
Prouvons d'abord la premi2re assertion : si X est un objet 2-régulier, il existe un
objet 1 et un isomorphisme 1 ® X ——> X . On vérifie aussitdt 2 l'aide d'ume
contrainte d'associativité ¢ , que 1 est un objet unité de ¢ . Soient maintenant
1, 1' des objets unité de € ; pour trouver un isomorphisme l-—’v-—i'_l_’ , 11 suffit de
trouver un isomorphisme 1 ® (L® 1') —> 1@ (1'® 1') , et ici on a

o a®id 1d®d'
19 (1®@1l")—> (1oL —> 1@1l'—> 10 (1'®1"
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On développera davantage cette situation em 2.2,

1.3.2.2, Soient (1,d) , (1',d') des unités réduites pour C . Un morphisme de (1,d)

~

dans (1',d') est un isomorphisme X : 1 —2 1' rendant commutatif le carré

d
I — 101
(1.3.2.1) }.l/ lk@h
dl
-I;I B l!@_]:'

On obtient ainsi une catégorie Unréd(C) . De plus, la correspondance qui

2 une unité (l,g,d) pour C associe l'unité réduite (l,dl) définit un foncteur

pleinement fideéle
(1.3.2.2) Unit(C) ~--—> Unréd(C)
Celui-ci n'est pas en général une équivalence de catégories (voir exemples).

1.3.3. On s'intéresse dans ce numéro au monoide des endomorphismes d'un objet unité.

1.3.3.1, Soit 1 wun objet unité de C ; alors, le monofde End{(l) est commutatif.

En effet, il suffit de prouver que End(l ® 1) est commutatif, et puisque

1 est 2-régulier, tout endomorphisme € de 1® 1 peut s'exprimer

€=u®id1 = idl®v R

ol u, v €End(l) . Si €' est un autre endomorphisme, on a

€'=u'®idl=id ® v' s

ot

d'ou

ce' = (U ® idl)(idl® vi) = (idl® vii(u ® idl)

e'e

#

1.3.3.2. Soient 1 , 1' des objets unité de C , et supposons qu'ils sont isomorphes.

Chaque isomorphisme 1 Z> 1' définit un isomorphisme de monotdes

End(l) ~ End(1")
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I1 résulte de ce qui précéde que l'isomorphisme de monofdes obtenu ainsi est

indépendant du choix de 1'isomorphisme 1 —= 1!

En particulier, si C est une ®catégorie unifére dont les objets unité
sont deux & deux isomorphes (c'est le cas si C peut 8tre muni d'une contrainte

d'associativité), on peut définir sans ambiguité le monoide des endomorphismes de

1'objet unité, qu'on notera

(1.3.3.1) End(L,)

1.3.3.3. Soit (1,g,d) une unité pour C (1.3.1) ; on définit deux opérations p , p'

de End(l) dans le foncteur identique de C , i.e. des morphismes de monoide
p, p' : End(l) —> End(idg) s
ou encore pout tout u € End(l) , X € ob C , des morphismes
pX(u) s pé(u) : X —> X,

fonctoriels en X et vérifiant les formules suivantes pour u , v € End{(l)

pX(uv) = pX(u) pX(V)

(1.3.3.2) pi(uv) p&(u) pi(v)

pX(idl) pi(iél) = idy

On les définit par les diagrammes commutatifs suivants

pX(u)
X ———= X
8X l gX
uRidy
18X ——> 19X
1
(1.3.3.3) o3 (w)
X ————3 X
d 1 ldx
1dx®u
X®1——> X®1

Il est immédiat que pX(u) s pi(u) sont naturels en X , et qu'on a (1.3.3.2). La
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naturalité de d entraine qu'on a, si u € End{(l)
(1.3.3.4) pl(u) = pi(u) =u

On peut enfin remarquer que le monoide End(idc) est commutatif (pour toute

catégorie C ), et qu'en particulier et ! commutent pour X € ob C .
= P Py P =

Px

1.4, Contrainte opposée et contrainte symétrique d'une contrainte.

Soit C wune ®-catégorie. On lui a associé dans 0.1.4 sa ®-catégorie opposée
o . . . R, PO .
C” . 8i @ est une contrainte d'associativité pour C , on définit une contrainte

A ] o
d'associativité ¢ pour C  par la formule

-1

(1.4.1) )

(o] = (
®x,v,z T “%x,v,z

. - ez 0 .
L'axiome du pentagone (1.1.1.1) est trivialement vérifié pour ¢ , vu qu'il 1l'est
pour ¢ . Dans le méme esprit on définira les contraintes de commutativité ou unité

opposées & une contrainte de commutativité ou unité pour C .

On peut aussi parler de contrainte symétrique d'une contrainte. Par exemple,

. e i P s PP
la contrainte d'associativité symétrique de @ , Y ost définie par

-1

(1.4.2) @%™ )

x,v,2 - @5 v x

Au lecteur de vérifier que lorsqu'om écrit (1.1.1.1) dans gsym pour X,Y,2,T , on
obtient ce méme diagramme dans C et pour T,Z,Y,X (dans cet ordre), modulo une

rotation de 180° autour de 1'axe vertical,

Bien entendu, on a des formules du genre

®)° =9
(1.4.3) . .
@)™ = (@¥™°
@SS = .

En outre, si ¢ , o' sont des contraintes d'associativité pour C , @ est

cohomologue & ¢’ si et seulement si wo (resp. wsym) est cohomologue & @'o (resp.

w,sym)

. Méme énoncé pour les contraintes de commutativité.
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1.5. Exemples.

1.5.1. Associativité.
Dans tous les exemples donnés au § O on dispose de contraintes d'associativité

"naturelles", sauf dans 0.2.5. Pour 0.2.1, c'est l'isomorphisme
Xx (¥ x2) = (X xY) xZ

qui envoie (x,(y,z)) dans ({(x,y),z), pour x € X(I) , y € Y(I) , 2z € Z(T) , T € ob C.

Pour 0.2.2 l'isomorphisme d'associativité "naturel®

¥ v,z XQ@(Y®Z) — X®Y)® 2z

est donné par

px @ (y®2)) = x®y) @z

L'isomorphisme d'associativité dans 0.2.3. est défini aussi de fagon naturelle. Il
provient de 1'isomorphisme d'associativité correspondant a 0.2.1 (pour ¢C le topos T)

par un passage au quotient.

Etudions maintenant des cas spéciaux.

1.5.1.1. Prenons & nouveau l'exemple 0.2.2. On va déterminer toutes les contraintes
d'associativité. On commence par remarquer que les morphismes de trifoncteurs
¢& Y.z :X®@ (Y®2) —> (X® YY) ® Z sont en correspondance biunivoque avec les
)3
éléments de l'anneau A de base, la correspondance étant celle qui & a € A associe
a P
@ défini par

Py z2x® G@®2) = alxey) ®2)

En appliquant ceci au diagramme (1.1.1.1), on voit que la seule valeur de a tel que
a . . PR . .
P soit une contrainte d'associativité est a = 1 , donc dans ce cas, il existe

exactement une contrainte d'associativité.

1.5.1.2. Pour 0.2.4 , il y a une contrainte d'associativité évidente, & savoir 1'iden-
tité. On va voir qu'il y en a d'autres. Se donner un morphisme de trifoncteurs @

revient dans ce cas 3 se donner une application f : ni — Ty la relation entre
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f et ¢ étant O

= ( £( ).
q:)sl,sz,sa $152%3 » 51252283

Lorsqu'on écrit la commutativité du diagramme (1.1.1.1) en utilisant cette relation,

on trouve

Slf(82’63’84) - f(slsz,sa,s4) + f(sl,szsa,s4)

- f(sl’52’5354) + f(sl,sz,sa) =0 ,

ot 1'on a posé X = s Y = s Z=3 T=3s

1 2 3° 4

définit une contrainte d'associativité si et seulement si f est une 3-cochafne de Ul a

. Autrement dit, f : ni —2 ,
valeurs dans le ﬁl-module m, (SERRE [ 1],VII § 3). On explicite de meme (1.1.2.1) pour
démontrer que des 3-cocycles £ , f' déterminent des contraintes d'associativité
cohomologues (1.1.2) si et seulement si f , f£' sont des cocycles cohomologues. On
trouve donc, dans ce cas, que le groupe des contraintes d'associativité, pour 1l'opéra-
tion induite par la composition des automorphismes du foncteur (51’52’53) —> 5,5,83,
est isomorphe au groupe Ca(ﬂl,nz) des 3-cocycles de m a4 valeurs dans m, . De

méme, le groupe des contraintes d'associativité modulo cohomologie est isomorphe au

3
groupe H (nl,nz) .

1.5.1.3. Soit H wun espace topologique muni d'une loi H X H —> H . D'aprés 0.2.5
une homotopie @
A

—_——
HxHxH § 3 H ,
B

ot A(hl,hz,ha) = hl(hzha) , B(hl’hZ’h3> = (hth) h3 , détermine un morphisme fonc-
toriel o

Q X0 (¥Y®2) —> X®V®Z.
Y2
I1 faut toutefois des conditions additionnelles sur § pour que ¢ vérifie 1l'axiome

du pentagone. Ces conditions sont remplies par exemple dans le cas particulier 0.2.6 .

1.5.2, Commutativité.

Dans les exemples 0.2.1 , 0.2,2 , 0.2.3 , on dispose de contraintes de
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commutativité naturelles. Dans 0.2.4, on vérifie aussitdt qu'il existe des contraintes
de commutativité si et seulement si ™ est abélien et opdre trivialement dans Ty
Dans ce cas, le groupe des contraintes de commutativité (pour la composition), est

. . 2 . . s
isomorphe canoniquement au groupe Ant (T ) des fonctions antisymétriques

ni —n Ty - Le groupe Aut(®) , lui, s'identifie au groupe Cz(ﬂl,nz) des fonctions

1°T

2
T —> T, . Modulo ces identifications, Cz(nl,nz) opére dans Antz(nl,ﬂz) par la
regle

Cg = g + ant(c)
o, si c € C(nl,ﬂz) » onapour x,y€m
ant(¢c) (x,y) = cly,x) - cx,y)

Il en résulte que le groupe des classes de cohomologie de contraintes de commutativité

pour C s'identifie 2 Ant 2 (m ) /ant (¢ (m ).

1™ 1272

1.5.3. Unités.

1.5.3.1. Dans l'exemple 0.2.1, les objets unité sont les objets finaux de la catégorie
C . La catégorie Unit(C) est, soit vide, soit équivalente 2 la catégorie triviale

n'ayant qu'un morphisme % . Le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de catégories.

1.5.3.2. Dans les exemples 0.2.2, 0.2.3, il y a des objets unité naturels, a savoir
respectivement le A-module A et le G-torseur trivial G . La catégorie Unit(C) est

dans ces deux cas équivalente & # , et le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de

s
catégories,

1.5.3.3. L'exemple 0.2.4 est instructif, La donnée d'une unité (1.3.1) revient & celle
d'un couple (y,8) de fonction >, vérifiant

(1.5.3.1) v(1) = 8(1) ;

celle d'un morphisme entre les unités correspondant a (y,8), (y',8') revient a donner

X € T, vérifiant

i
>

v'(s) - y(s) =

§'(s) - 8(s) = sk .
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Donc, dans ce cas, le groupotide Unit(g) n'est pas connexe.
i on calcule, pour s €m , u €™, , les automorphismes de s , ps(u) s
pé(u) , on obtient

p (w) = (s,
(1.5.3.2) s

(s,5.u) |,

pé(u)

ce qui montre qu'en général o # p' .

1.5.3.4. Dans l'exemple 0.2.6 on dispose d'une unité naturelle, qui provient du

lacet trivial. Remarquer que dans cet exemple, on a
End(l) = Aut(l) = ﬁZ(X,xo) s

et 1.3.4 nous dit que le m, d'un espace topologique est abélien.

§ 2. COMPATIBILITES ENTRE CONTRAINTES

2.1. Associativité et commutativité.

2.1.1. Soit G une ®-catégorie. On dira qu'une contrainte d'associativité ¢ et une
contrainte de commutativité § pour C sont compatibles, si pour des objets X , Y,

Z de ¢, le diagramme suivant est commutatif ("axiome de 1'hexagone')

Y
X®Y)®2 %z&(x@@

CF’X,Y’Z/v %X,Y

(2.1.1.1) e (Y ®2) ZexX)ey
1d®¥y 7 x,28Hy

P,z,¥

@ 2@y = X®Z)®Y

Un couple (p,}) comme ci-dessus sera appelé une contrainte mixte d'associativité-

commutativité, ou plus simplement une contrainte AC pour la ®-catégorie C . Une
®~catégorie munie d'une contrainte AC sera appelée une ®-catégorie AC . Elle est dite

stricte si § 1l'est (1.2.1).
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2,1.2, L'axiome du pentagone et de 1'hexagone assurent la cohérence de la contrainte

AC (MAC LANE 1], 4.2). Voici comment on peut exprimer cette cohérence :
Si on s'est donné une contrainte AC (@,y) on peut construire

a) une loi associant & chaque famille (Xi) d'objets de C indexée par
un ensemble fini non vide I wun objet de C qui dépend fonctoriellement des Xi

et de I (pour des bijections I —> I' d'ensembles finis), noté

® Xi s
1
telle que si (X) est la famille réduite & un objet, on a
®(X) = X
b) Pour deux telles familles (Xi)iEIl s (Xi)iélz , un isomorphisme
(fonctoriel en les Xi)

(®X,) ® (8X,) - ® X,
I 1 I,ul

1 2 1772
tel que pour X,Y,Z € ob € , les isomorphismes
X®Y > Y®X
X@(Y®z) => XV ®z

' dédui t i .
qu'on en uit sont respectivement wX,Y s q&,Y,Z

On a bien entendu, l'unicité d'une telle loi a), b) comme dans 1.1.2.

2.1.3. Le groupe Aut(®) opére 2 gauche sur l'ensemble AComm(C,®) des contraintes

AC . Si (¢,¥) est une telle contrainte, c € Aut(®) , on a
(2.1.3.1) @, = Co,%

ol Cw R Cw , ont été définis dans 1.1.3, 1.2.2 . Bien entendu, il faut vérifier
que si on remplace (¢p,y) par (c@,cw) , le diagramme (2.1.1.1) est encore
commutatif, ce qui n'est pas difficile. Enfin, les éléments de AComm(C,®) conjugués

sous l'action de Aut{®) sont dits cohomologues.



2.2, Associativité et unité,

2.2.1. Soit C une ®-catégorie. On dit qu'une contrainte d'associativité ¢ et une
contrainte d'unité (l,g,d) pour C sont compatibles, si pour tout couple (X,Y)

d'objets de € les triangles suivants

Px,v,1
X ¥®l) ———> XV ®l (a)
idX@;\ A@Y
X® Y
@ ,x,Y
(2.2.1.1) 18 X®Y) —> (1eX oY (b)
gX@R By®idy
X® Y
®x,1,Y
X 1oy ——> (X®1) Y (e)
1d,98, /Jx®idY
X®Y

sont commutatifs.

Un couple (p,(1l,g,d)) comme ci~dessus sera appelé une contrainte mixte

d'associativité-unité, ou plus simplement une contrainte AU pour la ®-catégorie C .

Une ®-catégorie munie d'une contrainte AU sera appelée une ®-catégorie AU .

2.2.2. De fagon analogue 3 1.1.2, 2.1.2, on peut construire de fagon unique (a

isomorphisme unique pr2s) si on s'est donné une contrainte AU

a) Une loi associant & chaque famille (Xi)iEI d'objets de C indexée par

un ensemble fini totalement ordonné (I,<) un objet qui dépend fonctoriellement des

Xi , noté
® X
I,<
telle que si I =9,
® Xi =1,
8

et que si (X) est la famille réduite & un seul objet
®X) =X .

b) Pour deux telles familles (Xi)iEIl , (Xi)ieIz , un isomorphisme
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fonctoriel en les Xi

(& x)® (e Xi)—1—> ® X,
I,,< I,,< 1,<

(ot I = IllL 12 est muni de l'ordre < induisant les ordres donnés sur I1 s I

et pour lequel I1 < 12), tel que si X,Y,Z € ob C , les isomorphismes

X —> x®1
X —» 18X

X ¥I®z) — ERY)®LZ

qu'on en déduit soit respectivement dX s By ’qk,Y,Z

2.2.3. Les conditions (2.2.1.1) ne sont pas les conditions minimales de cohérence pour
une contrainte AU . Par exemple, la commutativité des deux premiers triangles dans
(2.2.1.1) pour tout couple (X,Y) d'objets de C , entraine celle du troisieme triangle.

Démontrons d'abord sa commutativité pour Y = 1 . Appliquant la naturalité de d au

morphisme dX : X=—>X®1 on aun carré commutatif
dX
X el
(2.2.3.1 dxl dx®1dl
I®l ——> Xl el,
dX@l

d'ol grace a (2.2.1.1),(a), pour Y =1 , le triangle commutatif cherché

X lgl) ——s X1 el

(2.2.3.2) icilEégzgY d®idY
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Le cas X = 1 est traité de fagon analogue, et on obtient un triangle commutatif

®1,1,v

loeiegy) — (181 ey

(2.2.3.3) id£®gY d®id,

Pour le cas général, considérons d'abord le morphisme dg@ By ! (X®1)®(IVY) —> XY .
C'est un isomorphisme, d'olt la commutativité de (2.2.1.1),(c), est ramenée & celle du
triangle

%x,1,Y
X®(l®Y) = ¥®1l) Y

(2.2.3.4) dx®idl®\ / idx®l®gY

el e ley

Enfin, la commutativité de (2.2.3.4) est une conséquence de la discussion
du diagramme (2.2,3.5) page 32 , dont (2.2.3.4) est la région V . La commutativité
du pentagone extérieur suit de (1.1.1.1), celle de I de la naturalité de ¢ , celle
de II, III de la commutativité de (2.2.3.3), (2.2.3.2) respectivement. Enfin la
commutativité des carrés constitués par IV, V et par V, VI suit de la naturalité

de @ . D'od la commutativité de (2.2.3.5) et en particulier de (2.2.3.4).

2.2.3.1. On peut remarquer que pour démontrer la commutativité de (2.2.1.1),(c),

on n'a utilisé que la commutativité des diagrammes.

.11

X (l®l) —> XKool

. Y
ldx®\ dx@

(2.2.3.6)



Vnﬁ®ﬂ»um8

A ((T®N ®X y®:®5A|||!I;®§®xﬂlllxla®m®dv®x
3@% PE)

T X Crer) @t
A
Ao1el T %\ Apig(Tora¥e) LPINL 3T, o¥p Fsglp)ept da¥pt

1@ (T8 (TOXN) «—— AODNO(TOX) «—— (A®T ®T) VX

Vnﬂn @m&u V@n.m.n._uau&u

(2.2.3.5)
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On peut démontrer par ailleurs que la commutativité de (2.2.3,6) entraine
celle de (2.2,1.1) (a), (b) ; la Jémonstration est semblable & celle faite en 2.2,3,

Ainsi, (2.2.3.6) est la condition minimale de compatibilité (voir aussi KELLY [17).

2.2.4, Soit C wune ®-catégorie munie d'une contrainte d'associativité ¢ . On note
Unass (C) la sous~catégorie pleine de Unit(C) (1.3.1.4) dont les objets sont les
w— ——————— —

unités pour £ , qui sont compatibles avec @ .

2.2.4.1. Proposition. Le groupofde rigide Unass (C) est trivial, i.e. deux objets
o

quelconques x,y de Unasscp(g) sont isomorphes et de plus, Hom(x,y) = % ,

2,2,4,2, Preuve. Il suffit de prouver la premidre assertion, compte tenu de 1,3.1.4.
Soient (1,g,d) , (1',g',d') des unités pour G , compatibles avec ¢ . Prouvons

d'abord la commutativité du carré

(2.2.4,1)

Aprés multiplication & gauche par 1 , ce diagramme devient la région

centrale de

(2.2.4.2)
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sa commutativité découle de celle des triangles extérieurs et du circuit périphérique,

elle-meme conséquence de (2.2.1.1) et de (2.2.3.1).

On dispose maintenant d'un isomorphisme A : 1 =3 1' domné par (2.2.4.1).
Je vais prouver que c'est un morphisme de (1l,g,d) dans (1'!,g',d'). Il suffit de prouver
que pour X € ob C , le triangle
df///” X
X
AN

X

1

(2.2.4.3) idx®x

R s (&)

1 '

est commutatif, la preuve de l'assertion analogue pour 8y s g% étant semblable. Ce

triangle est la région gauche du diagramme

X® 1

d d!®@id
X ONGE
//,/’////// l 1d;;g;\\\\\\$

xeg 1'®@l) ——> K@l el
\\\\\\\\\\\\ T ld’/////////a
X®l! s

dont la commutativité découle de celle de ses 2 triangles droits et du circuit péri-

phérique, elle meme conséquence de (2.2.1.1) et de la naturalité de d .

2.2.5. Conservons les hypoth&ses de 2.2.4. Rappelons (voir 1.3.2) que Unréd(C)
dénote la catégorie des couples (l,d) d'un objet unité et d'un isomorphisme

d:17>1®1 . 0n a également un foncteur
(2.2,5.1) Unasscp(g) —> Unréd(C) .

2.2.5.1. Proposition. Ce foncteur est un isomorphisme de catégories. En particulier,

pour tout objet 1 de C , l'ensemble des structures d'unité pour € sur 1 est en

correspondance biunivoque avec 1'ensemble des isomorphismes 1 —>1® 1 .

2.2.5.2. Preuve. 1l s'agit d'associer a chaque unité réduite (l,do) une unité

(1,8,d). Si X est un objet de C , il existe un couple (Z,z) o2 Z € ob C et
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z est un isomorphisme 2z : X > 70 1l , puisque 1 est 2-régulier . On définit

dX comme 1'isomorphisme X —> X ® 1 rendant commutatif le diagramme

d
X

X®1

X
(2.2.5.2) zl z®id;
Z®1

—>728 (181 —> Z31) ®1
Ld@d, ®z,1,1

I1 est facile de voir que d,, ne dépend pas du couple (Z,z) choisi, et que les d

X X

sont naturels en X ., Cela provient de ce que 1 étant 2-régulier, en particulier
le foncteur Z —> Z ® 1 est pleinement fidele, On définit de méme les

By * X==>1@®X . Pour l'instant, on ne sait m&me pas si (_l_,g,d) est une unité. T1
faudrait démontrer que g = dl . En fait, on démontrera d'abord la commutativité des
diagrammes (2.2.1.1), Il suffit de démontrer la commutativité du premier. Si pour Y

on a choisi un couple {Z,z) avec z : Y—>Z ® 1, pour X® Y on prendra le couple

(T,t), o T=XQ®2Z , et o t est défini par
idx®z CPX,Z,A
t: XY —>X® Z®1) —> XQZ)®1
La commutativité cherchée résulte du diagramme (2.2.5.3) page 36 . Dans ce diagramme
les régions I, II sont commutatives par naturalité de ¢ , IIT par définition, et
IV par 1l'axiome du pentagone (1.1.1.1) . D'ol la commutativité de (2.2.5.3). On

obtient le premier diagramme de (2.2.1.1) en composant le long du bord.
On va démontrer maintenant que

(2.2.5.4) d, =d_,

entratne que (1,g,d) est un objet de Unasscp(_(_i_). Pour cela, on considére le couple

(}_@l,idl(g ) , d'oll un diagramme commutatif
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(T®T) ®a) ®X
hepT Crater) ® ¥p1
@ I
_ & _ °pe"®¥p1 _

AT IT®(I®(A®X)) € (ITOT) ®(A®X) e T ® (5 ®X)

e &

v
(T® (T®1) ®X |Igllw.m®2w®c®5 111 T ®1x) & x—

("p@2)8¥p1 11 Tp1e(285p1 28¥p1

(T®1) ®X — T® (2 ®3%) i ® X

b 18X,

(2.2.5.3)




En combinant ceci avec (2.2.1.1),{c),

1

1d~ ® do = 1dl ® dl ,
d'ol par 2-régularité de 1 , 1l'égalité voulue. Il est clair que si

P (l,do) — (l',dé) est un morphisme d'unités réduites, )\ est un morphisme
entre les unités correspondantes qu'on vient de construire. Le fait que ce foncteur

soit inverse du foncteur (2.2.5.1) est une conséquence immédiate de (2.2.3.6) et

(2.2.5.4).

2.2.5.3. Remarque. Ce qu'on vient de prouver signifie que si C est une ®-catégorie
associative (1.1.1), C posséde une unité compatible avec sa contrainte d'associativité
si et seulement s'il possidde un objet unité. De plus, le choix d'une telle unité

(1,g,d) revient au choix de 1'objet 1 et de 1'isomorphisme g = d1 1 e 191,

et ces unités sont canoniquement isomorphes entre elles.

On se permettra d'appeler aussi ®-catégorie AU une ®-catégorie associative

possédant un objet unité (voir 2.2.1).

2.2.6. S$oit C une ®-catégorie munie d'une unité (1,g,d) , et supposons qu'il
existe une contrainte d'associativité ¢ qui lui soit compatible. On vérifie facile-
ment alors, & l'aide de (2.2.1.1) les formules suivantes (voir 1.3.3.3), ol

u € End(1l) , X,Y € ob(C)

png(u) = pX(u) ® id,

(2.2.6.1) ' o (u)

Prey id, ® pY(u)

p}'{(u)®idya idx®pY(u) .
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2.3, Commutativité et unité.

Soit C wune ®-catégorie., Un dira qu'une contrainte de commutativité ¢ et

une contrainte d'unité (1,g,d) pour G sont compatibles, si pour tout X € ob C , le

triangle
¥®l1l
d%///ﬂ
(2.3.1) X “’x,;
gg\\\‘
1®X
est commutatif.
On a en particulier
.2 = i .
(2.3.2) § 1 ldﬁ&l

Un couple (§,(l,g,d)) comme ci-dessus sera appelé une contrainte mixte

de commutativité~unité, ou plus simplement une contrainte CU pour la ®-catégorie C
Une ®-catégorie munie d'une contrainte CU sera appelée une ®@-catégorie CU . Rappelons

que dans 1.3.3.3, on a défini des morphismes de monoide

psp' : End(l) —> End(idc)

On démontre facilement, & l'aide de (2.3.1)

(2.3.3) p=p'

2.4, Associativité, commutativité et unité.

2.4.1, Soit C wune ®-catégorie. On dira qu'une contrainte d'associativité e , une
contrainte de commutativité | et une contrainte d'unité (l1,g,d) pour C sont
compatibles, si elles sont compatibles deux a deux, au sens défini dans 2,1.1,

2.2,1, et 2.3,

Un triple (¢,¥,(l,g,d)) comme ci~dessus sera appelé une contrainte mixte
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d'associativité~commutativité-unité, ou plus simplement une contrainte ACU pour la
®-catégorie € . Une ®@-catégorie munie d'une contrainte ACU sera appelée une

®-catégorie ACU, Elle est dite stricte si {§ 1'est (1.2.1).

Les conditions précédentes entrafnent la cohérence de ces contraintes entre
elles (MAC LANE [1], 5.1). En exprimant ceci comme 1.1.2, 2.1.2, 2.2.2, ceci signifie

qu'a chaque famille (Xi) d'objets de C indexée par un ensemble fini I on

i€l

peut attacher um objet de ¢ dépendant fonctoriellement des Xi , noté ® Xi tel

I
qu'on ait
®X =1
)
®(x) = X
et que pour deux telles familles (Xi)l s (X)I , on a un isomorphisme canonique
1 2

(®X,)® (® X,) —> ® X
1 i

5 ) Lul,

vérifiant des conditions analogues 3 celles de 2.1.2 et 2.2.2.

2.4.2. On va démontrer ici que les conditions de compatibilité de 2.4.1 sont

surabondantes (voir aussi KELLY [1]).

2.4.1. Proposition. Soient ¢,¥,(1,g,d) des contraintes d'associativité,

computativité, unité pour une ®-catégorie C . Si ¢ est compatible avec | et

avec (l,g,d) séparément, alors { est compatible avec (1,g,d).

Démonstration. On va procéder en deux étapes. On montre d'abord que = id s

puis que cette égalité suffit & garantir la compatibilité cherchée.

2.4.2.2. Considérons le diagramme suivant



1d8d,;
o = m|
1ol —> (1oL ®l<—1061
) d,®id
1d®y ¥ B ¥
2.4.2.1) 11—>1® (1® 1) leg (1ol <—1®1
id®ed id®d
1 1
@ ®

L'hexagone central de ce diagramme est commutatif en vertu de l'axiome de 1'hexagone
(2.1.1.1). Les autres régions de ce diagramme sont aussi commutatives, soit par
naturalité de { , soit en appliquant la commutativité des diagrammes (2.2,3.6) et
les formules (1.3.1.2). On en conclut en particulier que le circuit extérieur de

(2.4.2,1) est commutatif, Si on écrit ce circuit, on obtient

v 181
1 /
(2.4.2.2) 1®1 1 ¥
T~
1®

|

ot A est défini par la commutativité du diagramme
1

— 1 ®

di l

— 510

|~

>
I

1
]
1
De (2.4.2.2) on obtient, par naturalité de | ,

b1 = e

2,4,2.3. Soit X un objet de C , on doit démontrer la commutativité du triangle
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Pour cela, soit x un isomorphisme x : X => X ® 1l . On va construire dX’
B a partir de x , en utilisant le procédé de 2.2.5.2. On aboutit ainsi & partir
du triangle précédent au diagramme (2.4.2.3) page 42 , od x' est par définition

1'isomorphisme

Y

' X 2> X0 1——1®X .

Dans ce diagramme les régions I, II, sont commutatives par naturalité de ¢ , les
régions III, IV, par définition de x' , les régions V, VI par (2.2.5.2), et enfin
le circuit extérieur est commutatif a cause de la commutativité du diagramme suivant,

pour X,Y,Z des objets de C , compte tenu de 2.1.2.

P
X (Y®2Z2) —> XQ®Y)®2Z

id @y i i ¥

X® ZoY) 2@ X®Y)
wl lidzéb\b
(Z®Y)®X<-—cp—-2®(Y®X) ’
et de ce que wl 1° ]'.d1®1 .
’.— —— —

2.4.3, Soit € wune ®-catégorie AC (2.1.1). Compte tenu de 2.2.5.3, pour qu'il y
existe une contrainte ACU induisant la contrainte AC donnée sur € , il faut et il
1,07 MieL

et le choix d'un isomorphisme d0 : 1 => 1®]1 détermine une unique unité (1,g,d)

suffit qu'il y ait un objet unité dans C . Si 1 est un objet unité,

compatible avec la contrainte AC donnée et telle que d = d, = gy -

On se permettra aussi d'appeler ®-catégorie ACU une ®-catégorie AC possédant
P PP

un objet unité (i.e. qui soit unifére, voir 1.3.2).

2.5. Objets inversibles.

2.5.0. Si C est une ®-catégorie associative, on dira qu'un objet X de ( est
inversible s'il est 2-régulier. Cette terminologie provient du fait suivant, de véri-

fication facile : X est 2-régulier si et seulement s'il existe un objet X' tel que
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x9N eT

x® (T®1)

TeX)®T

9®H3 A
11

e X0 ——— T®X ——> T (18X

x@pT A Tprex
vmw N@

Ttllzx®HA||E.I T®T) ®x

Xwelp £ w@ PT

1

=

(2.4.2.3)
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X® X' et X' ®X soient des objets unité (1.3.2).

Dans ce qui suit, € désigne une ®-catégorie ACU (ceci pour simplifier,
certains des développements suivants étant possibles sans s'@tre donné une contrainte

de commutativité pour C ).

2.5.1. Notons Pic(C) 1l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets inversibles.

On voit facilement, & 1'aide de la contrainte d'associativité, que si X , Y sont des

objets inversibles de C , alors X ® Y aussi. Il en résulte que la loi @ induit
sur Pic(C) wune loi de groupe commutatif, 1'élément unité étant la classe des objets
unité.
2.5.2. Soit X un objet inversible de C . Rappelons que dans 1.3.3.3 on a défini
des morphismes de monotde
M- d
Pys>Py : En (lE? —> End(X)

et que par 2.3,

En outre, la définition de py montre que c'est un isomorphisme, parce que X est

. . X X
inversible. On notera T son inverse

(2.5.2.1) =% End(X) —> End(;c)

Ici End(lc) dénote le monotde des endomorphismes d'un objet unité (voir

1.3.3.2).

2.5.2.1. On obtient ainsi un systéme transitif d'isomorphismes canoniques

(2.5.2.2) End(X) =~ End(Y)
ot X , ¥ sont des objets inversibles.

Ltapplication
End(X) X End(Y) —> End(X @ Y) (£,8) > £ @ g

s'identifie & la composition
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End(lg) X End(;g) —_— End(lg)
comme on le voit aussit8t, & l'aide de (2.2,6.1).

2.5.3. Soit X un objet inversible de C . La signature €(X) de X est par défini-

tion l'endomorphisme de lC

(2.5.3.1) e = "y, )

c'est-a~dire qu'il est défini par la commutativité du carré

WX X
X® X — > X® X
(2.5.3.2) Bxox Exex
e (X)®id
l1® X®X) —> 18 (X8 X
Bien entendu, on a par (1.2.1.1)
2 .
(2.5.3.3) e(xX)” = id

1

2.5.3.1. Soient X , Y des objets inversibles ; on va prouver qu'on a

(2.5.3.4) e(X® Y) = e(X) e(Y)

On remarque pour cela que si A , B, C , D sont des objets de € , le
carré

YagB , cgD
(A®B)® (C®D) ~——> (C®D)® (A®B)

l Va,® ¥ 0
A®C) ® BYD) ~———> (CO®A ® (DO B)

est commutatif (voir 2.1.2), ol les fléches verticales sont construites & l'aide de
@, Y. Sionpose A=C=X,B=D-=Y, les deux flaches verticales coincident,

d'od la formule cherchée.
Enfin, il est clair qu'on a

(2.5.3.5) e(l) = id
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2,5.3.2, Lla signature induit un morphisme

(2.5.3.6) € : Pic(C) —> ,End(1.)

du groupe Pic(C) dans le groupe des endomorphismes d'ordre 2 de l'objet unité.

2.5.4. Un inverse pour un objet inversible X de C consiste en la donnée d'un

objet X”1 et d'un isomorphisme

Evidemment, si (X',8') est un autre inverse pour X , il y a un isomor-

1

phisme (unique) X "= X' qui rend commutatif le triangle

X®x'1 5
X

, >
1
X®x'/67

. -1 ~
A l'isomorphisme BX correspond un isomorphisme Yy : X ® X—>1 ren-

dant commutatif le triangle

(2.5.4.1) Y xol 1

Une fagon plus symétrique de procéder, signalée par P. Deligne, est de

- . . -1 R .
définir un inverse comme la donnée de X et d'un isomorphisme

(2.5.4.2) —> 1

® Xi
{1,2}

ol X1 =X, X2 =X , et ol on emploie les notations introduites en 2.1.2.1.

2.5.4.1. Lla notion d'inverse permet de définir un procédé de contraction : soit
(Xi)ieI une famille d'objets de C indexée par un ensemble fini I , soient

j » k€1 et supposons que Xi soit donné comme inverse de Xj , i.e. que 1'on ait

un isomorphisme
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On définit alors un isomorphisme de contraction

(2.5.4.3) ® X, —> ® X

I I-{j,k} *

comme le composé

®xi—1—> ® X, ® @ xi-—“‘—>®xi® xi—”—-) ® X

I {3,k} I-{j,k} p 1-{3,k} I-{j,k}
2.5.4.2. L'inverse de X dépend de fagon contravariante de X . Supposons que
(X-l,éx) s (Y“I,GY) sont des inverses pour X , Y respectivement, et soit
£f : X—> Y un morphisme. Il existe alors un et un seul morphisme tf : Y-l — X-1

rendant commutatif le diagramme

5 &

x7t X 1 = b4 vyt

. AN

h\ ‘/dy® £
Y ®x !

Si X =Y , on obtient un morphisme de monoides

X®
f®

(2.5.4.5)

- t
End(X) ——> End(X 1) f—> "f
On vérifie facilement que celui-ci n'est autre que l'isomorphisme canonique

exhibé en (2.5.2.2),

2.5.4.3. La nature symétrique de la définition (2.5.4.2) d'un inverse, donne un iso-
morphisme canonique

(2.5.4.6) X = & hHt

2.5,4.4. S8i X , Y sont des objets inversibles de C , on trouve de méme, en se

servant des propriétés du symbole ® X introduit en 2,1.2.1, un isomorphisme canoni-
I
que

1 1

(2.5.4.7) e laexte vy

2.5.4.5. Soit wu € End(l) ; il résulte trivialement de la remarque faite en 2.5.4.2,
qu'on a

(2.5.4.8) p ) = Fp (u))
X
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2.5.4.6. Voici enfin comment on peut décrire l'application TX : End(X) —> End(l) ,

a2 l'aide d'un inverse (Xﬁl,é ) .81 f:X—>X, Tx(f) est défini par la commuta-

X
tivité de
Tx(f)
1 — 1
(2.5.4.9) 6X 6X
X@ X! —— > x®X
f®idx-1

2.5.5. Soit X-1 donné comme inverse de X . On a donc des isomorphismes

by + X ® xt 1
(2.5.5.1) -1
YX : X ® X EAA 1

rendant commutatif le diagramme (2,5.4.1). Il est assez naturel de considérer les
diagrammes suivants

-1 1

-1 ® -1 -
X " @ I®X )—> X ®X) @X

1dy-1®8y Y1 )

-1 -1

X ® 18X
;fT\\\\ _1,/4; -1
X

[ jr—

(2.5.5.2)

1

3 ® .
xe X lex) —s> xoxh) X

i dX®YX 6X®1 dX

X®1 19X

e~

X

On s'apergoit que ces diagrammes ne sont pas commutatifs en général, Comme on le

verra en 2,5.5.3, ces diagrammes sont commutatifs si et seulement si e¢(X) = id1

2.5,5.1. Toutefois, on peut voir que pour un couple d'isomorphismes (YX,GX) 1'un

des pentagones (2.5.5.2) est commutatif si et seulement si l'autre l'est. Pour cela,
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on considére le diagramme {2.5.5.3) page 49 dans lequel on retrouve ces diagrammes (a
tensorisation par un objet régulier prés) comme les régions I, II. La commutativité des
régions III, IV et V de ce diagramme découle de la naturalité de ¢ , celle de VII,

VIII et IX de (2.2.1.1), et enfin celle du circuit extérieur découle de (1.3.1.3).

2.5.5.2, Il résulte de ce qui précédde, que pour tout isomorphisme 6X : X@)X‘l£:> 1
1

H
on peut trouver un isomorphisme (et un seul) YX (X T @ X = 1, tel que les dia-
grammes (2.5.5.1) soient commutatifs. Ceci suggére la définition suivante, valable

pour une ®-catégorie AU : un inverse AU pcar un objet inversible X , est un triple

(X-l,YX,6X) avec des isomorphismes Y¢ ,éx vérifiant (2.5.5.1).

On a encore un isomorphisme canonique
-1,~1
X (X7) R

mais si X , Y sont des objets inversibles, on a un isomorphisme canonique

~1 1

e txylext.

2.5.5.3. Si C est ACU et (X~1,YX,6X) est une inverse AU pour X , on n'a pas en

général la commutativité de (2,5.4.1). Toutefois, le carré

- Yy -1 -
X®X 1 ——_X*X—-*> X 1 ® X
(2.5.5.4) 5y Yy
..——_—-* .
1 <@ i

est commutatif. Pour prouver ceci, on considére le diagramme (2.5.5.5) page 50 ,
dans lequel on retrouve (2.5.5.4) (2 tensorisation par un objet inversible prés)

comme la région VI, Dans ce diagramme la région I est commutative par fonctorialité
de ¢ ; II par (2.1.1.1) ; III par fonctorialité de § ; IV par (2.3.1) ; V par
(2.5.5.2) ; VII par la formule TXpX = id ; enfin, le circuit extérieur est commutatif

par définition de la signature e(X).

2.5.5.4. Il résulte de ceci que les deux définitions possibles d'inverse coincident

si et seulement si C est une ®-catégorie ACU stricte (2.4.1).
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§ 3, LES OBJETS Hom , Moh

Dans tout ce paragraphe, C désigne une ®-catégorie.

3.1. Généralités.,
3.1.1. Soient X , Y des objets de C . On dira qu'il existe un objet Hom pour X , Y

si le foncteur
c® —> Ens Z —> Hom(z ® X, ¥)

est représentable. Ceci signifie qu'il existe un objet, noté Hom(X,Y) , et un

morphisme

(3.1.1.1) evy y Hom(X,¥) @ X —> Y ,
qui induit pour chaque Z une bijection

(3.1.1.2) Hom(Z,Hom(X,¥)) ——> Hom{Z®X,Y)

f —> vy vy ° (f @ idX)

Bien entendu, le couple (Hom(X,Y),ev_ ) est uniquement déterminé 2 isomor-

X,Y

phisme unique pres.

3.1.1.1. De fagon analogue, on dit qu'il existe un objet Moh pour Y,X , si le

foncteur

¢® — Ens Z —> Hom(X®Z,Y)

est représentable. On a donc un couple (Moh{(Y,X),ve, .) constitué par un objet

Y,X
Moh(Y,X) et un morphisme

ve : X ® Moh(Y,X) —= Y
Y, X =eh

induisant des bijections, pour Z € ob
(3.1.1.3) Hom(Z,Moh(Y,X)) —> Hom(X® Z,Y)
Ces notions sont étudiées en détail dans EILENBERG-KELLY {1].

3.1.1.2. On notera qu'il existe un objet Moh pour Y,X dans C si et seulement g'il
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existe un objet Hom pour X,Y dans gsym (0.1.4), et que alors, on a un isomorphisme

canonique

Homgsym(X,Y) ~ Mohg(X,Y)
3.1.2, Soient X , X', Y, Y' des objetsde C , f: X'—>X, g: Y—>Y"' des
morphismes. Si Hom(X,Y) et Hom{(X,Y') existent, on trouve un et un seul morphisme
(3.1.2.1) gi : Hom(X,Y) —> Hom(X,Y'")

rendant commutatif le diagramme

evy v
Hom(X,Y) ® X —> Y
X .
(3.1.2.2) 8y ®1dx g
vy,

Hom(X,Y') ® X ——> Y'

De méme, si Hom(X',Y) et Hom(X,Y) existent, il y a un et un seul morphisme
(3.1.2.3) f;* : Hom(X,Y) —= Hom(X',Y)

rendant commutatif le diagramme

evy,y

Hom(X,Y) ® X =—~—> Y

(3.1.2.4) id® £ evyry

Hom(X,Y) ® X' - Hom(X',Y) ® X'
fY® ldX'
Ainsi, si pour tout couple d'objets X,Y de C , Hom(X,Y) existe, on a

un foncteur

(3.1.2.5) Hom : ¢° x¢—>¢ ,

uniquement déterminé (a2 isomorphisme unique pr2s) par la condition que les bijections

(3.1.1.2) soient naturelles en X , Y , Z

3.1.2.1. Bien entendu, des remarques analogues sont valables pour Moh , par symétrie.

On notera cependant que Moh dépend de fagon covariante de Y , contravariante de X .
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3.1.2.2. Supposons que la loi ® de C soit A-linéaire (0.1.2), et que les objets

Hom existent. On voit alors que le foncteur (3.1.2.5) est A-bilinéaire.

3.1.3. Soit X un objet 2-régulier & gauche (0.1.3). Alors, pour tout Y € ob C ,
Hom(X,Y) existe. En effet, il existe un couple (T,t) , ot T € ob C et t est un

isomorphisme t : T® X —> Y . Il suffit de poser
Hom(X,Y) = T

evX,Y =t .

On en déduit, par symétrie, que si X est 2-régulier a droite, Moh(Y,X) existe

quel que soit Y € ob C .

3.2. Hom et contraintes.
Dans ce numéro on suppose que dans C les Hom existent.

3.2.1. SBoit % wune contrainte d'associativité pour C . On se propose de définir

un isomorphisme naturel em Z , X , Y
(3.2.1.1) Hom(Z,Hom(X,Y)) —> Hom(Z®X,Y) .
Pour définir (3.2.1.1), il suffit de définir des applications bijectives
Hom(T,Hom(Z ,Hom(X,Y))) —> Hom(T,Hom(Z®X,Y))
naturelles en T , Z , X , Y . Ces applications sont définies par le diagramme qui suit

Hom (T ,Hom(Z ,Hom{X,¥))} —> Hom(T® Z,Hom{X,Y))

lz

Hom{((T®2Z) ® X,Y)

lz

Hom(T,Hom(Z ® X,Y) —> Hom(T ® (2 @ X),Y)

ol 1'on utilise ¢ et les applications (3.1.1.2). On laisse 2 1l'amateur le soin de
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vérifier que (3.2.1.1) est la seule fl2che qui rend commutatif le diagramme

evZ@X,Y
Hom(Z ® X,¥) @ (Z ® X) Y
(3.2.1.2) Hom(z,Hom(X,Y)) @ (2 ® X) evy v
o .
evZ,ﬁgm(X,Y)®ldX
(Hom(Z ,Hom(X,Y)) ® Z) ® X Hom(X,Y) ®X

Dans le m@me esprit, on trouve des isomorphismes naturels

(3.2.1.3) Moh (Moh(Y,X),2) —> Moh(Y,X @ Z)

(3.2.1.4) Hom(X,Moh(Y,2)) — Moh(Hom(X,Y),Z)

3.2.2. Soit {§ une contrainte de commutativité pour € . On construit un isomor-

phisme naturel
(3.2.2.1) ¥ ¢ Hom(X,¥) —> Moh(¥,X)
Pour ceci, i1 suffit de construire des isomorphismes

Hom(Z ,Hom(X,Y))——> Hom(Z,Moh(Y,X)) ,

naturels en Z , X , Y . Ceux-ci sont par définition, ceux rendant commutatif le
diagramme

Hom{Z ,Hom{X,Y)) ——""—2 Hom(Z,Moh(Y,X))

¢ 4

Hom(Z ® X,Y) -———"—» Hom(X ® Z,Y)

On vérifiera encore que la fleche (3.2,2.1) est la seule rendant commutatif le

diagramme
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ev.
Hom(X,Y) ® X &Y 5y

Y.
¢X®1dx VeY,X

Moh(Y,X) @ X ——>» X ® Moh(Y,X)

3.2.2.1. Chaque fois que C sera munie d'une contrainte de commutativité, on convien-

dra d'éliminer la notation Moh. Ceci signifie qu'on posera

]

Moh(Y,X) = Hom(X,Y)

veY’X

I}
o
<

x,y 2V
de sorte que ¢§ devient l'identité de Hom(X,Y).

3.2.3. sSoit (1,g,d) une unité pour C (1.3.1). Composant les bijections (3.1.1.2) et

(3.1.1.3) avec celles déduites de By > dX , on obtient des bijections

Hom(l,Hom(X,¥)) —> Hom(X,Y)

(3.2.3.1)
Hom{l,Moh(Y,X)) ——> Hom(X,Y)

naturelles en X , Y . Si on utilise la notation introduite en 1.3.1, ceci s'écrit

encore
(3.2.3.2) T(Hom(X,Y)) =~ I'(Moh(Y,X)) ~ Hom(X,Y)
On définit aisément des isomorphismes
X Hom(1,X)
(3.2.3.3)

X —> Moh(X,1)

caractérisés comme étant les seuls & rendre commutatif le diagramme

d &
X®le—— X —> 18X
(3.2.3.4) l? / 2
eYl,x vex,l
Hom(1,X) ® 1 1 ® Moh(X,1)

3.,2.3.1. Supposons, pour simplifier, qu'on s'est donné une contrainte de commutati-
vité | compatible avec (1,g,d) (2.3.1). En particulier, la convention 3.2.2.1
s'applique.

Si X € ob C , on note
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v
X = Hom(X, 1)
evx = evx,_l-

L'objet X dépend de fagon contravariante de X ; si f : X —> Y ,

bf : ¥ —> X est le seul morphisme rendant commutatif le carré
Tt
v ﬁ&ldx v
¥ X ——2>X8X
(3.2.3.5) idg@idy l l evy
ev
Yy ——> 1

8i f est un isomorphisme, on posera

1

f=(nt=t¢h |

de sorte qu'on aura un triangle commutatif

v
y for .
XX ——> YQ®Y

(3.2.3.6) ::%é\\x “////2;;
1

3.2.3.2, On définit un morphisme

1

(3.2.3.7) i, : X ———>

C'est le seul morphisme qui rend commutatif le carré

v ii@idi v o
I X ———> XQ®X
(3.2.3.8) ev
¥x,X N
ev
X
fex ——— 1 ;

v
on utilise dans cette définition la propriété universelle qui définit (X,evx) .
Prouvons qu'on a la formule

(3.2.3.9) (tix) o iy = idy )
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Cela revient a la commutativité de la région I du diagramme suivant

(3.2.3.10)

v v 1g@id
X —> X®X ——>

® ®
I
i, ®id II id®i, III id®iy IV evy
¥ i@1id ev
X
® ® ®

Mk

e

Eid

X —> X —
v

ev,

dont la commutativité de II résulte de la fonctorialité de { ; celle de III est
évidente ; celle de IV résulte de (3.2.3.5) ; celle de V résulte de (3.2.3.8),

ainsi que celle du circuit extérieur,

3,2,3.3. Un objet X d'une ®-catégorie AU (2.2.1) est dit réflexif si iX est un

isomorphisme.

Supposons que € soit une ®-catégorie ACU (2,4,1), Alors, tout objet inver-

sible X est réflexif et on a

De plus, les notations Yf (2.5.4.2 et 3.2.3.1) colncident.



- 58 -

3.3, Hom et contraintes (suite) : morphismes canoniques.

3.3.0. Dans ce numéro, on suppose que C est une ®-catégorie ACU ; en particulier, la

convention 3.2.2.1 s'applique.

3.3.1. On définit, en s'inspirant par exemple de 3.2.1, un morphisme canonique
("composition")

(3.3.1.1) Hom(X,¥) ® Hom(Y,2) ———> Hom(X,Z)

qui est fonctoriel en X,Y,2 € ob € . Si X,Y,Z,T € ob £ , le diagramme suivant

(Hom(X,Y) ® Hom(Y,Z)) ® Hom(Z,T) —> Hom(X,2) ® Hom(Z,T)

o

(3.3.1.2) Hom(X,Y) ® (Hom(Y,2) @ Hom(Z,T))

Hom(X,Y) ® Hom(Y,T) -————> Hom(X,T)

est commutatif ("associativité de la composition").

On définit aussi des morphismes
(3.3.1.3) 1 — Hom(X,X) = End(X)

qui correspondent par (3.2.3.1) aux identités des objets X € ob C . On vérifie

encore la commutativité des triangles
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1 ® Hom(X,Y) ——> End(X) ® Hom(X,Y)

EHom (X, Y)

Hom(X,Y)
(3.3.1.4)

Hom(X,Y) ® 1 ———> Hom(X,Y) ® End(Y)
YHom (x,¥)
Hom (X,Y)
3.3.2. Soient X,Y,X',Y' € ob C . On peut également construire des morphismes
(3.3.2.1) Hom(X,Y) ® Hom(X',Y') —> Hom(X ® X',Y ® X')

fonctoriels en X,Y,X',Y' . Une variante de ceci : soient (Xi)iel des familles

d'objets de € , indexées par un ensemble fini I . On a alors un morphisme canonique

(voir 2.4.2.1 pour les notatioms)

(3.3.2.2) ® Hom(X,,Y,) —> Hom{ ® X,, ® Y,)

e — i i

1 I I
fonctoriel en (Xi) , (Yi) . Dans le cas particulier ol les Y, sont égaux & 1 , on
a
v v
(3.3.2.3) ® X, —> (®X,)
i i
I
De méme, si dans (3.3.2.1) on fait Y = X' =1 , on obtient un morphisme

canonique

(3.3.2.4) i@y——é@(x,ﬁf)
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§ 4. ®@-FONCTEURS

4.1, Définitions.

4.1,1, Un @~foncteur d'une ®-catégorie C dans une ®-catégorie C' est un couple

(F,¢) d'un foncteur F : ¢ —> C' et d'un isomorphisme fonctoriel

CX,Y : F(X) ® F(Y) — F(X®Y)

On dit que (F,c) est un ®foncteur strict, si pour tout X , Y €ob C ,

ona FX®Y) =F(X)®F() et sideplus 8i (F,c) , (G,d) sont

= id )
°%,v © % (xev)

des ®-foncteurs de € dans C' , un ®@-morphisme de (F,c) dans (G,d) est un mor-

phisme fonctoriel ) : F —> G rendant commutatif, pour X,Y € ob C , le carré

°x,y

F(X) ® F(Y) ———> F(X ® Y)
(4.1.1.1) )\X®)\Y l l)\)@Y

G(X) ® G(Y) ———> G(X ® ¥)
dX,Y

Les ®-morphismes se composent de fagon évidente et on obtient ainsi une catégorie

Hom®(g,g'). On omettra souvent dans l'écriture d'un ®-foncteur (F,c) 1'isomorphisme

c . L'ensemble Hom{((F,c),(G,d)} des ®-morphismes de F dans G sera aussi noté
Hom®(F,G) . Il est clair comment on définit le ®-foncteur opposé, ou symétrique

d'un @~foncteur. On obtient ainsi des isomorphismes de catégories

(4,1.1.2)

®
)
o
R
jon}
(o]
=]
o

wn

E|
(o]

‘(3)

3

4.1.2. Soient C , C' , C" des ®-catégories, (F,e) : C—>C' , (F',c') : C' —>_C".
On définit un ®-foncteur (F",c') : C —> C" , appelé ®-foncteur composé de (F,c) et

(F',c') , en posant

F" = F' o F

c" = (F'#c)o(c'#(FxF)) ,
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c'est-a-dire que pour des objets X , Y de C , Cilé v est défini par le triangle
3

commutatif

H
°Fx,FY
F'F(X) ® F'F(Y) ————> F'(FX ® FY)

i

'
°X,Y Frley v
F'F(X®Y)
En outre, si (G,d) : C—>C' , (G',d") : €' —> C" sont aussi des ®-foncteurs,

A:F—>G, A : F!' —> G' des ®-morphismes, A'#% ) : F'F —> G'G est un @morphis-
me, On dispose en somme d'une 2~catégorie ®-Cat , ayant comme objets les ®-catégories,

et comme catégories de morphismes les catégories Hom®(g,g').

4.1.3. Si C, C' sont des ®@-catégories A-linéaires (0.1.2), un ®-foncteur
(F,e) : € —> C' est dit A-linéaire s'il en est ainsi du foncteur F . On note

®

Homf(g,g') la sous~catégorie pleine de Hom (C,C') dont les objets sont les ®-fonc~

teurs A-linéaires. La 2-catégorie ainsi obtenue est notée @-Cat
4.,1.4, Soit C une ®-catégorie. Une contrainte de commutativité ¢ pour C (1.2.1)
détermine un ®~foncteur
(ia,,p) « " ——>¢
La condition (1.2.1.1) se traduit par la formule

(4.1.4.1) (idg,w) o (idg,\b)sym = 1d; o)

. ] ] P,
Réciproquement, un ®-foncteur C ym —> C ayant l'identité comme foncteur

sousjacent, et vérifiant (4.1.4.1), détermine une contrainte de commutativité pour C .

4.2, Compatibilités avec des contraintes.

4.2.1, Soient € , C' des @-catégories, munies de contraintes d'associativité ¢ , ¢’
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(1.1.1). On dit qu'un ®-foncteur (F,c) : C —> C' est compatible avec @ , @' , si
pour tout X , Y , Z € ob C , le diagramme
(4.2.1.1)

tdgey 4 °X, Y82
FX® (FY ® FZ) ————> FX ® F(Y ® 2) —2>FX ® (Y ® 2))

o' Fep

(FX ® FY) @ FZ

FE®Y) ® FZ =———> F((X ® ¥Y) ® Z)
CX,Y®1d CX@Y,Z

est commutatif.

On dit encore que F est un ®-foncteur associatif. La sous-catégorie pleine

de Hom®(§_,_(_3_') dont les objets sont les ®-foncteurs associatifs est notée Hom®’A(g,§').

4.2.1.1. On peut remarquer que deux contraintes d'associativité ¢ , ¢' sur C ,

sont cohomologues (1.1.3) si et seulement s'il existe un ®-foncteur (C,p) —= (C,0")

compatible avec ces contraintes et ayant idc comme foncteur sous-jacent.

4.,2,1.2. Scient ¢, ¥ des contraintes d'associativité et commutativité pour C .
, . s .
Si @ et ¢ sont compatibles (2.1.1), le ®foncteur C I s C construit dans

4.1.4 est compatible avec Cpsym , @ . La réciproque est fausse.

4.2,2, Soient C , C' des ®-catégories, munies de contraintes de commutativité
¥, ¢' . On dit qu'un ®foncteur (F,e¢) : C—> C' est compatible avec ces contraintes

si le diagramme  suivant est commutatif

C
FX®FY —2 o Fx eV
¥
(4.2.2.1) ¥ FX, FY F(xgx’y)
°y.x
FY @ FX —=*——> F(Y ® X)

pour tout X,Y € ob € . On dit encore que F est un ®@-foncteur commutatif. La sous-
catégorie pleine de Hom®(§,g') dont les objets sont les ®foncteurs commutatifs est

notée Hom®’c(§_,§_' ).
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4.2,2.1. On remarquera enfin que deux contraintes de commutativité (¢ , ' sur C
sont cohomologues (1.2.2) si et seulement s'il existe un ®-foncteur

C,¥) —> (C,¥') compatible avec ces contraintes et ayant id, comme foncteur sous-

[»]

jacent,

4.2.3. si (l,g,d), (1',g',d') sont des unités (1.3.1.1) pour des ®-catégories
C, C'", on dira qu'un ®@foncteur (F,c) : C —> C' est compatible avec ces unités
s'il existe un morphisme ag ¢ 1" —> F(l) , rendant commutatifs les diagrammes

Flgy)
FX ——————> F(l ® X)

1t
Brx €1,x

1'@ F{ —————> F(1) ® FX
aF®1dFX
(4.2.3.1)

F(dy)
FX ————>» FE ® 1)

t
dx °x,1

FX) ® 1' ——> F(X) @ F(1)
idFX®aF

On dit aussi que F est un ®-foncteur unifere, On vérifie aisément alors que ap est
unique et est un isomorphisme. On fera attention que (F,c) n'est pas alors nécessai-

rement compatible avec d'autres unités de € , C' . Voir par exemple 1.5.3.3, ol il

faut prendre le ®-foncteur identique de C .

Soient F,G des ®-foncteurs uniféres de € dans (' , définissant donc des

isomorphismes

On dit alors qu'un ®-morphisme X : F —> G est unifére si le triangle
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(4.2.3.2) 1! A

% G(1)

est commutatif. Il revient au méme de demander que X

a~1
G

soit un isomorphisme. En effet,

1

si b= o Xl ° ay , le diagramme suivant

b®b
el el

A aﬁ&aF adgaG 1
)\1® )‘1

F() ® F(1) ———> ¢ ® G(1)

V g1
dj F(1® 1) —————=> G(1l®l) df,

F(d,) 6(d,)
1 Xl 1
A F(1) _ 6L

y) Y

1 1
b

est commutatif, comme on le voit en analysant ses six régions intérieures, La commu-~

tativité du circuit périphérique donne

d'ol A; est un isomorphisme ® b est un isomorphisme = b = id), = (4.2.3.2) est

commutatif.

L'ensemble des ®@morphismes uniféres de F dans G sera noté Hoﬁ®*l(F,G).

®

La sous-catégorie de Hom (C,C') ayant comme objets les ®-foncteurs uniféres, comme

morphismes les ®-morphismes uniféres, sera notée Hon®* L (c,¢c"

4.2,3,1. Avec les hypothdses de 4.2.3, on obtient des applications

(4.2.3.2) rx) —— TE®) ,
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naturelles en X , od I'(X) = Hom(1l,X) (1.3.6).

On a de méme un morphisme de monotfdes

F : End(l) ——> End(1") .

4.2.3.1, Enfin, si X est un objet de C , u € End(l) , on vérifie aussitdt les

formules
Fpy (w)) e ) F9)
(4.2.3.3)
1 = i
F(px(u)) pF(X)(Fu)
oih p, p' , ont été définis dans 1.3.3.3.
4.2.4, On a des notions de compatibilité amalogues aux précédentes lorsqu'on a

affaire & des contraintes mixtes AC , AU , etc. sur les ®-catégories envisagées,
Pour simplifier, bornons-nous au cas ACU. Soient C , C' des ®-catégories ACU
(2.4.1), et (F,c) un @-foncteur ¢ —> C' ., On dit que F est compatible avec les

contraintes ACU , ou encore qu'il est un @-foncteur ACU s'il est un ®@-foncteur asso-

ciatif, commutatif et unifére. On note Hoﬂg’ACU(g,g') la sous~catégorie de
Hod®(g,g') ayant comme objets les ®-foncteurs ACU , comme morphismes les @morphismes

uniféres,
8i F : C—> (' est un ®-foncteur AC , on vérifie facilement que F est
ACU (i.e., unifére) si et seulement s'il envoie un objet unité de C sur un objet

unité de GC' {(voir 1.3.2).

4.2.4,1, Soit (F,c) : C—> C' un ®-foncteur ACU . Si (Xi)iél est une famille
d'objets de C indexée par un ensemble fini I , ¢ donne lieu & un isomorphisme
canonique (voir 2.4.2.1 pour les notatioms)

(4.2.4.1) F(®X,) = ®F(Xi)
1 * 1

Supposons en particulier que Xi soit donné comme inverse de Xj (2.5.1) ,

au moyen d'un isomorphisme
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—> ® X

k ¢

® X '
P k
{i,1}

Utilisant (4.2.4.1), on voit que F(Xi) est canoniquement donné comme inverse

de F(Xj)
® FE) — ®FX) .
f1,5)  © ok

On voit facilement par ailleurs que F respecte la signature (2.5.3) dans

le sens que, si X est un objet inversible de C , alors on a
(4.2.4.2) e(FX)) = F(e)) ,

ot le F du second membre dénote le morphisme de monofdes F : End(l) — End(l') .

4.2.4.2. On voit ainsi que F induit un morphisme de groupes (voir 2,5.1)

Pic(F) : Pic(C) —> Pic(C")

tel que le carré

Pic(F)
Pic(C) —————> Pic(C")

(4.2.4.3) € €
F

End(l) =—————> End(l")

est commutatif,

4.3. Comportement pour les Hom .

4.3.1. Soient (F,c) un ®-foncteur d'une ®-catégorie C dans une ®-catégorie C',
X , Y des objets de C , et supposons qu'il existe des objets Hom pour X , Y et

pour FX , FY ., Il existe alors un et un seul morphisme

(4.3.1.1) Fy 4 ¢ F(Hom(X,Y)) —> Hom(FX,FY)
3

rendant commutatif le carré
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F, ®id
F(Hom{X,Y)) ® FX —=2~——> Hom(FX,FY) ® FX

(4.3.1.2) c

*VFX,FY
F(Hom(X,Y) @ X) —e— FY
F(eVX,Y)
Si les Hom existent dans C et C' , les morphismes (4.3.1.1) sont naturels

en X , Y . Des remarques semblables sont valides pour Moh .

Supposons que les Hom existent dans € et dans C' ; on dit que F est
compatible avec les Hom si pour tout X,Y € ob ¢ , le morphisme (4.3.1.1) est un iso-

morphisme,
4.3.2. Avec les notations précédentes, supposons € , €' munies de contraintes
d'associativité ¢ , ¢' , et que F soit un ®-foncteur associatif. On a alors un

diagramme commutatif.:

F (Hom(Z ,Hom(X,Y))) —————> F(Hom(Z ® X,Y))

(4.3.2.1) Hom(Fz,F (Hom(X,Y))) Hom(F(Z ® X),FY)

Hom(¥Z ,Hom(FX,FY)) ————> Hom(FZ & FX,FY) s

ol les fléches horizontales sont les fléches (3.2.1.1), les fléches verticales étant

déduites de (4.3.1.1).

De méme, si (l,g,d) , (1',g3',d') sont des unités pour C , C' , avec les-

quelles F est compatible, on a des diagrammes commutatifs



- 68 -

FX ————> F(Hom(1,X))

(4.3.2.2) Fl’x

Hom(l',FX) <—— Hom(F1,FX)

ol on utilise les morphismes (3.2.3.3) ainsi que 1'isomorphisme ag 1 —> F()

de 4.2.3.

4.3.3. Soient € , C' des ®-catégories ACU , (F,c¢) un ®-foncteur ACU . Si (Xi)iel >

(Yi)iEI sont des familles finies d'objets de C , on a un diagramme commutatif
® F(Hom(X,,Y,))
/ ' \
® Hom(F(X.),F(Y,)) F(® Hom(X.,Y.))
—— 1 1 — 1 1

I I
(4.3.3.1)

Hom (® FX, ,® FY.) F(Hom( ® X, ,® Y,))

I I I I

\ /
Hom(F( ® X,),F( ® ¥,))
I I

ot les morphismes qui apparaissent ont été définis en (3.3.2.2), (4.2.4.1) et (4.3.1.1).

En particulier, si X,Y € ob € , on a les diagrammes commutatifs

FX ®Y) ———> F(Hom(X,Y))
C
(4.3.3.2) FX) ®F(Y) F

FX , l®1d

(FX)'® FY —————> Hom(FX,FY)
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FX) ® F(Y)

2
ExNe. (FY) FEe D
4.3.3.3. l l
(FX ® FY)¥ F(X® Y
J
FEe 1))

4.4. ®-équivalences ; transport de structure.

4.4.1, Un quadruple de ®-équivalence d'une ®catégorie C dans une ®-catégorie D

(fz,;,a,g) , est constitué de @ foncteurs u = (u,c) : c—>D, v={(,d :D—>C,

et de @-isomorphismes ¢ : idC —> v , B @ uv —> idD , vérifiant les relations

habituelles

id

I}

(v p)la*v)
(4.4.1,1)

(gruw)(uxa) = id
On dit qu'un ®-foncteur u : C—>D définit une ®-équivalence (ou plus
simplement, est une ®@-équivalence), s'il peut 8tre mis dans un quadruple de ®-équiva-

lence (u,v,a,B) .

Les foncteurs u et v se déterminent mutuellement a isomorphisme unique
prés : si (G,;,a,a) s (G,\-r',a',ﬁ’) sont des quadruples d'équivalence, il existe un

et un seul @-isomorphisme ) : v —> v' rendant commutatifs les triangles

id —%—s vu

W i
(4.4,1.2) u # X / \ X % u
8’ &
uv' v'u

4.4.2. Proposition., Soit u = (u,c) : C—> D un @-foncteur. Alors @ est une
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®-€quivalence si et seulement si u est une équivalence de catégories.

4.4.2.1, Preuve, De fagon plus précise, soit (u,v,q,8) un quadruple d'équivalence
(au sens usuel) contenant u . Alors v est sous-jacent & un et un seul ®-foncteur
v = (v,d) tel que (u,v,a,8) soit un quadruple de ®-équivalence. En effet,

g :u v —> idD devant &tre un ®-morphisme, on voit que si X',Y' € ob D ,

d viX") ® v(Y¥') —> v(X'®Y'!) est la seule fleche rendant commutatif le

X',y
diagramme
u(dx, Y')
u(vX") @ v(¥")) —— w'® Y')
(4.4.2,1) ch’,vY’ BX'@ ¢
wX') @ uw(y') ———> '@ Y!
BX'®BY'
Il est clair que d est naturel en X',Y' , et (4.4.2.1) ci-dessus montre que

X’,Y'
B est un ®@morphisme. Il reste & prouver que @ est un ®-morphisme : cela résulte
de

4.4.2,2, Lemme. Sovient u: C—»D, v :D—>C des ®foncteurs, o : id, —> vu

B : uv —> id) des isomorphismes vérifiant (4.4.1.1), Alors o est un ®-isomorphisme

si_et seulement si B est un ®-isomorphisme.

L'énoncé étant évidemment symétrique, il suffit de prouver que si ¢ est un
®-morphisme, il en est de mBme de B , en d'autres termes, que pour X',Y' € ob D , le
diagramme

Cux!,vy! uldy, ¢
wX' ® uv ¥ ————> u(vX'® v¥') ———————> uwv({X' ® Y')

(4.4.2.2) B, @By, By gy
X’ ®Y' e e Xl ®Y|

est commutatif, Cela résulte de



-7 -

g///r VU(dX’,Y’)

vu(vX' @ v¥') —————> vuv(X' ® Y')

1

v( ) v(g

CVX',VY' X'@Y')

V(BX'®BY')
(4.4.2.3) viuvX'@uvy') ——— >  v{X'QY'") 111

dqu',uvY' 1 dX',i;’//’//’J

vuvX' ® vuvy' ——> vX' ® vY'
V(BX,)@N(BY,)

avX'@NY'

ot la région I est l'image par v de (4.4.2.2). La commutativité de II résulte de
la naturalité de d ; celle de III , de la naturalité de @ ainsi que de 1'égalité

)y =

-1 L. R fs ez . R
V(BX'@X‘ Oy (xrey ) Ut découle de (4.4.1.1) ; enfin, la commutativité du circuit
extérieur découle de ce que ¢ est un ®-morphisme, et de 1'égalité

V() ® V(By) = oy ® oy -

4.4.3. Soit F = (F,c) : C' —> C un ®foncteur avec F pleinement fidéle, et

soit ¢ (resp. ¥ ) une contrainte d'associativité (resp. de commutativité) sur C .
Le diagramme (4.2.1.1) (resp. 4.2.2.1) montre qu'il existe sur C' une et une seule
contrainte d'associativité (resp. de commutativité) compatible avec F et ¢ (resp. |).

e 3
On appellera cette contrainte induite par F , et on la notera F (§) (resp. F ({J).

On a une propriété évidente de transitivité pour des ®-foncteurs pleinement fidéles

4.4.3.1. Lemme. Soit F : C' —> C un ®-foncteur pleinement fidele, w (resp. )

o
une contrainte d'associativité (resp. de commutativité) pour C . Alors, F (o)

_# -
(resp. F (§)) ne dépend que de la classe de ®-isomorphisme de F

On fera la démonstration pour l'associativité, celle pour la commutativité

étant analogue, Soit ¢ : (F,c) —> (G,d) un ®-isomorphisme et posons
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-8_
n
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~~
€
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gl

ks
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Si X,Y,Z € ob C' , on a le diagramme

id®d d

GX ® (GY ® GZ) YN GX ® G(Y ® 2) — I . sxe (Y®2))
1d®c cX Y8
o FX ® (FY ® FZ) —5L2 merren =2 s Fxe (Y8 2)
G (")
dy y| ®1d dxev,z
(GX®GY) ®GZL —=|~— GXQY) ®GZ —2=> (X®Y) ®2) Flp')

(e ey am& %@YR

(FX @ FY) ® FZ

FER®Y)®FZ —> F(X®Y)®2Z)
°x,y®d °¥®Y,Z

d'ol la commutativité de

%@ (vez) S

FX® (Y® Z)) X (Y®2Z))

F(q’x,Y,z) G(Q%S,Y,Z)

F(XeY) el —> (XY ®2)
% (x@v)8z

d'ol par naturalité de o



4.4.3.2, Proposition. Soit u : C—>1D

une ®-équivalence. L'application

%
U : Assoc(D) —> Assoc(C) (resp. Comm(D) —> Comm(C)

est une bijection {voir 1.2.2, 1.1.3 pour les notations). Si (1—1,;/,{1,8) est un

% —%
quadruple d'équivalence, v  est une inverse pour u .,

4.4,4, On peut énoncer et démontrer des propositions analogues relatives au compor-
tement d'une ®-équivalence pour des contraintes d'unité. Contentons-nous de dire que
si u: C—>D est une ®équivalence, u induit une équivalence de catégories de la

catégorie des objets unité (1.3.2) de C dans celle des objets unité de D .

4,4.5. 8oit u : C~>D un foncteur, (u,v,a,B) un quadruple d'équivalence pour

u . Alors si on a une loi ® sur C , il existe une loi ® sur D telle que u , Vv
soient sous-jacents & des ®-foncteurs @,V , et que @, B soient des ®@-morphismes.
On dira qu'on obtient cette loi sur D par transport au moyen de (u,v,a,B) . Si

X',Y' € ob D, on posera
(4.4.5.1) X'®Y' = u(vX' @ v¥') .

On prolonge u , v en des ®foncteurs u = (u,a) , v = (v,d) , en posant pour

X,Y€obC

0
]

-1 -1
X,¥Y uloy” ®ay)
(4.4.5.2)
X,y X' @ vY!

D'aprés 4.4.2.2, il suffit de vérifier que @ est un ®@-morphisme ; c'est-a~dire que

pour X,Y € ob C il faut démontrer la commutativité de

X®Y X®Y

0y® Oty Oy

vuX ® vuY -—d—-——-——9 v(uX @ uY) —(C--——)--—> vu(X ® Y)
uX,uY VAR, Y ,
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ou encore, en explicitant grace a (4.4.5.1) et (4.4.5.2)

ey

igy ————> vuX®Y)

Oy B0y vu(ax® cz,Y)
vuX ® vuY =em—————> vu(vuX ® vu¥)

®yuxgvuy

Celle~ci est conséquence de la naturalité de a .

4.5, ®@-catégories fibrées.

4.5.1. Soit E *-P-->§_ une catégorie au-dessus de B . Une loi ® pour E relativement

(1%

B (en bref, pour E/B) est un B-foncteur E X5 E—>E, c'est-a-dire un foncteur

® vrendant commutatif le triangle

E

Ex E

NPZ

B

Rappelons que le produit fibré E X5 E est la sous-catégorie de E X E

ayant comme fliches les couples (f,g) € FLE xFL E avec p{£) = p(e).

4.5,1.1. On étend de fagon évidente la notion de contrainte d'associativité, commuta-
tivité, unité pour une B-®-catégorie (c'est-a-dire un triple (E,p,®)) , de m@me que
les compatibilités entre ces contraintes. Ainsi par exemple, une unité pour une
®-catégorie E/B est un triple (l,g,d) , ob 1 est une section de E/B (c'est-2

1

dire un foncteur B —> E avec pl = idB) , et g , d sont des isomorphismes fonc-

toriels

gy ¢ X —> 1(E)) @ X

(4.5.1.1)
dy : X —> X ® 1(pX))
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vérifiant pour b € ob B

(4.5.1.2) g1y T Y1t

4.5.2. A une B-®-catégorie E/B on peut associer des ®-catégories de diverses fagonms.

4.5,2.1, Soit b € ob B . Alors la fibre E

b ©est la sous~catégorie pleine de E

ayant comme fléches celles de E se projettant sur idb . Il est clair que -E-b
hérite une loi ® de E . De méme, une contrainte sur E/Q induit une contrainte ana-

logue sur gb , et les compatibilités entre contraintes sont préservées par le

passage aux fibres.

4.5.2.2. Ce qui précede est un cas particulier d'une construction plus générale,
bien qu'aussi évidente : si B' —> B est un foncteur, et E une B-®-catégorie, le
produit fibré E' =E Xg B' est de fagon naturelle une B'-®-catégorie. On a des
propriétés évidentes de transitivité, et des remarques sur les contraintes comme dans

4.5.2,1, Si b' € obB' a b comme image dans B , on a un isomorphisme de

®-catégories

4.5,2.3. Si B'—>3B est un foncteur et E/B une B-®-catégorie, la catégorie
Homs(g’,g_) est canoniquement une ®-catégorie. Si u,v sont des B-foncteurs

B'—>E , et b' € ob B' , on pose
e®v') = ulb') @ vib")

En particulier on notera

On a un isomorphisme de ®-catégories

HomB(Q',E) ZT(E x

- =B

B)

Des contraintes pour la loi ® de E/B donnent lieu & des contraintes analo-
gues pour les ®-catégories HomB(g‘,g_) et les compatibilités entre ces contraintes sont

Préservées.
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4.5.3. On définit les B-®-foncteurs entre des B-®-catégories de fagon évidente,
ainsi que les diverses compatibilités avec des contraintes. Ainsi, on parlera par

exemple de B-®-foncteurs ACU entre des B-®-catégories ACU (4.2.4).

§i F,G : E—>E' sont des B-@-foncteurs, un B-®morphisme F —> G est
un B-morphisme F —> G induisant dans les fibres des ®-morphismes. Si F , G sont
uniferes (4.2.3), le B-®-morphisme est ynifdre s'il en est ainsi des ®-morphismes

induits dans les fibres.

4.5.4. Soit (_)B : §_0 ~—> Ann un foncteur en anneaux (commutatifs uniféres)..Une
N P
B-catégorie QB-linéaire (ou encore B-linéaire) est une B-catégorie E —> B munie

de la structure supplémentaire suivante :

a) si x €ob E y€oE,, f:b—>b' 1'ensemble

b b ?

£}

Homf(x,y) =f{u: x—>y/ plul
est muni d'une loi de groupe abélien, fonctorielle en x , y .

b) S8i b€ob B, E

Eest munie d'une struecture de catégorie _QB(b)-linéaire,

telle que, avec les notations de a), si a’ E_QB(b') ,ona, si u¢ Homf(x,y)
(4.5.4.1) a'.u =u.[QB(f)(a')]

On définit de fagon évidente la notion de B-foncteur QB-linéaire (ou encore

§-linéaire) entre des B-catégories B-linéaires.

Une B-®-catégorie B-linéaire est une §~®-catégorie E munie d'une structure

B-linéaire, telle que le B~foncteur ® : E XB E =>E soit g-bilinéaire.

4.5.5. Une B-®-catégorie fibrée est une B~®-catégorie E/B qui est fibrée au-dessus

de B (SGA 1,IV) et telle que le B-foncteur ® : E x, E —> E soit cartésien
(loc.cit.) Les définitions de diverses contraintes pour une B-®-catégorie fibrée

restent inchangées, avec la seule restriction que dans la définition d'une contrainte

d'unité donnée dans 4.5.1.1 on exigera que la section 1 de E/B soit cartésiemne.
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4.5.5.1. Soit E/B une B-@-catégorie fibrée. Si f : b' —> b est un morphisme

#*
dans B , choisissons un foncteur image inverse par f , £ : E -—>E

b Egv s ceci impli-

que également le choix, pour chaque x £ ob E_°, d'un morphisme cartésien

3
a : f X ——> x
x, £

*
Ceci dit, le foncteur £  est sous-jacent a un ®-foncteur

#  f £ . L. .
(f ,¢") : E =>E , , ol ¢ est uniquement déterminé par la commutativité des

.._b ]
triangles
* *
fx)® £ ()
a ®a
x,f "y, f
£
(4.5.5.1) c ? X ®
X,y v
#* ®y, f
f x®y) ?
oi X,y € ob Eb . L'existence et 1l'unicité de ci y ainsi que le fait d'@tre un iso-
>

morphisme, proviennent de ce que ® est un foncteur cartésien.

Si E/B est munie d'une contrainte d'associativité (resp. commutativité,
s *  f : .
unité), le @foncteur (£ ,c’) : E —>E , est compatible avec les contraintes

induites (4.5.2.1). La preuve de cette assertion pour l'associativité par exemple, est

donnéepar le diagramme

* *
fx®f (y® 2)

. £ £
1d®cy,z Cx,y@z

#* 3* * ¥*
fx@(fy®fz) ——> x® (y® 2) €—— f x@ (y® 2))
P @® f*(cp)

# #* * *
fxfy)y®@fz———> QYY) Q® 2z e f ((xQy)Q 2)

X,y x®y ,z
#* *
fxy)® f 2 s

dont la commutativité résulte de la naturalité de 1l'associativité ¢ , et de la défini-

tion de cf .
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*

4.5.5.2. S8i g : b" —>b' est un autre morphisme dans B , g gb, — gb” un
s

foncteur image inverse pour g , (fg) : E, —> gb” un foncteur image inverse pour

* * 3
fg , on a un isomorphisme fonctoriel (fg) — g f , unique & rendre commutatifs les

diagrammes
¥ % ey #* a
g £ (x) _f*x,e o £x D T% S
‘ “x, fg
"
(fg) (x)

P . . * ~ i # f
On vérifie aussitdt que c'est un @-isomorphisme ((fg) ’Cfg) Z (g ,cg).(f ,c )

4.5.5.3. Supposons que les Hom existent dans les catégories fibre E. (4.1.1). On
dit que les Hom sont cartésiens dans E/B si les foncteurs image inverse sont

compatibles avec les Hom , au sens de 4.3.1.

§ 5. ®-CATEGORIES RIGIDES

5.1. Q~catégories rigides.

5.1.1. Une ®catégorie ACU C est dite rigide si elle posséde des objets Hom (3.1.1),

si les morphismes canoniques (3.3.2.1)
(5.1.1.1) Hom(X,Y) ® Hom(X',Y') —>» Hom{X ® X',Y ® Y')

sont des isomorphismes (X,X',Y,Y' € ob €) , et si tous ses objets sont réflexifs

(3.2.3.3),i.e. le morphisme canonique

P

(5.1.1.2) i, + X >

est un isomorphisme (X € ob C)

On a en particulier des isomorphismes canoniques
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Hom(X,Y)

12
k]
R
<

(5.1.1.3)

1?

(Hom(X, Y)Y = Hom(¥,%X)

5.1.2. De (5.1.1.3) on tire pour tout objet X de C un morphisme canonique

(5.1.2.1) 1l —>xek

qui correspond au morphisme identique de X , par la bijection (3.2.3.1)
Hom(X,Y) = Hom(l,Hom(X,¥))

8i Y est un autre objet de C , on notera Ty v le morphisme idY ® Ty
3

(5.1.2.2) T Y —>» YR X® X
X, Y

5.1.2.1. On vérifie aisément qu'on a un triangle commutatif

idg® T
¥ XX Yexed

(5.1.2.3) id

1 evx®1 i

X
X ,

i.e.
(5.1.2.4) (eVX® idﬁ) o TX,X = id)\z

5.1.2.2. La formule précédente permet de calculer 1l'application inverse de la

bijection

o : Hom(Y,X) —=> Hom(Y ® X,1)
fr—>ev, o £ ® ldX)

C'est l'application
g : Hom(Y ® X,1) —=> Hom(Y,)‘Z)
qui a p: Y®X—>1 associe
B = (u® idy) o X,y

il suffit de vérifier qu'on a pour tout Y € ob C , tout £ : ¥ —» X , Balf) = £,

ou encore que cette formule est valide pour Y = X, f= idy , auquel cas c'est (5.1.2.3).
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5.1.3. Soit C une ®-catégorie rigide ; si X , Y€ ob C, on a par (5.1.1.1) un

isomorphisme canonique
(5.1.3.1) te¥—> o),

qui est fonctoriel em X,Y . Il peut s'interpréter comme définissant un ®-foncteur

X —> X
(5.1.3.2) c®—=c ,

ol _go dénote la ®-catégorie ACU opposée &2 € (0.1.4, 1.4). On vérifie aussitdt
que ce ®-foncteur est ACU , et que c'est une ®-équivalence (4.5.1), comme il résulte

des isomorphismes iX : X —=>% .

5.1.4, Soit X € ob €, o C est une ®-catégorie rigide., Grace & 1l'isomorphisme

% ® X Z Hom{X,X) , le morphisme ev donne lieu & un morphisme

X
Hom(X,X) —> 1 ,
d'ol une application,

(5.1.4.1) Try : End(X) —> End(l) .

8i f € End(X), l'endomorphisme de 1 , Trx(f) sera appelé la trace de f . Par défini~

tion, le rang de X , rg(X) , est la trace de 1’.dX

(5.1.4.2) rg(X) = Trx(idx)

Soient X , X' des objets de C , f € End(X) , £f' € End(X'), u € End(l). On vérifie

aussitdt

TrX@X'(f ® f') = Trx(f) Trx,(f')
(5.1.4.3)

Tri(u) = u

En particulier,

rgX ® X') = rg(X) rg(X")
(5.1.4.4)

rg(l) = id



~ 81 -

5.2. ®~foncteurs rigides,

5.2.1. Soient £ , C' des ®catégories rigides. On appelle @-foncteur rigide de C

dans €' un ®foncteur ACU C —> C'

5.2.2. Proposition. S8Si F : C~—> C' est un ®foncteur rigide, il est compatible

avec les objets Hom (4.3.1), i.e,, les morphismes canoniques (4.3.1.1)

Fyg F(Hom(X,Y)) —> Hom({FX,FY)
3

sont des isomorphismes.

5.2.2.1. Preuve. Il suffit évidemment de prouver que si X € ob C , le morphisme
canonique

Fy FX) —> (FX)¥

est un isomorphisme, et mBme de prouver que Fx posséde un inverse a droite : en
effet, on vérifie facilement que le tramsposé de Fx s'identifie a Fi , et si u

est inverse & droite de Fx

tu est un inverse a gauche de Fi

F, © u=1id ;
X

il suffit de remarquer que tout objet de C est de la forme X.

Soit ev : X ® X —> 1 le morphisme d'évaluation ev, et notons

ev' : F(X) @ FX) —> 1!

le morphisme qu'on obtient par application du @-foncteur F . De m2me, on a un mor-
phisme

w1t —> FX) @ F()

obtenu par application de F a Ty 1l1-—>XQ X.5 Yeob C' , on notera T%
le morphisme idY ® 1’

Ty Y —> ¥ @ F(X) @ FIX)
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Si on applique F a la formule (5.1.2.4), on obtient

(ev' @ idpgy) o Tpeyy = Mp(g)

Revenons maintenant au morphisme FX . I1 correspond & la transformation
naturelle (Y € ob C)

Hom(Y,F (X)) ——> Hom(Y ® F(X),1")

f > ev! 0 (£ Q@ idF(X))

La formule précédente équivaut a dire que la transformation naturelle allant

dans le sens inverse

H

ur—> (L@ id v

F) ° T

en est une inverse & gauche ; ceci finit la démonstration.

5.2.2.2. Remarque. Ce qui vient d'a8tre prouvé, peut se résumer en disant que la

®équivalence (5.1.3.2)

dépend fonctoriellement de C .

5.2.3. Proposition. Soient C , C' des ®-catégories rigides, F,G : C —> C' des

®-foncteurs rigides. Alors, tout ®-morphisme unifére F —®» G  est un isomorphisme.

5.2.3.1. Preuve. S8i u : F-—> G , on vérifie facilement que la transformation

naturelle v : G —> F définie par le diagramme commutatif

v by v
FX) ———> GX)

(5.2.3.1) { ! (X € ob C)

F(X)Y ———> G
(VX)

est une inverse pour wu .
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5.2.4. Soit F : C~>C' un ®-foncteur rigide entre des ®-catégories rigides ; il
induit un morphisme de monofdes, noté encore F
F : End(1) —> End(1")

On a les formules sulvantes, od X € ob C , £ € End{X)

Tr F(f)) = F(Tr (£f))
(5.2.4.1) FOO X

n

rg(F (X)) Flrg (X))

§ 6. ALGEBRES ET COGEBRES

On donne ici, de fagon assez rapide, quelques définitions fondamentales.

6.1. Algébres et cogébres dans une ®-catégorie.

On se place, pour simplifier, dans une ®-catégorie ACU C .

6.1.1., Une algébre de C est un objet A € ob C , muni d'un morphisme
m A®A —> A , appelé multiplication. Un morphisme d'une algébre (A,mA) dans une

algeébre (B,m ) est un morphisme f : A —> B rendant commutatif le carré
ks

(6.1.1.1) m my

Si A est une algébre, l'algébre opposée de A , notée Ao , est celle

ayant A comme objet sous-jacent, et ayant comme multiplication
m

= ¢}
o - "% Vs

Si A , B sont des algébres, l'algébre produit tensoriel, notée A®B , est

celle ayant A®B comme objet sous-jacent, sa multiplication étant définie par



A®B®A®B L~ AQAQ®BQB

A28 mpBmy

A®B .

6.1.1.1. Une cogdbre de € est par définition une algébre de la @-catégorie opposée

c® (0.1.4).

6.1.2. Une algeébre A est commutative si le triangle

]
AQA o A®A
m;:\ /mA
A

est commutatif, associative si le carré

m,®id
AgAgA —2 A 5 Aga

lddzmA m,

A®@A ———> A

Ta

est commutatif. Si A est associative, elle est unif2re, s'il existe un morphisme

u: 1l—>A rendant commutatifs les triangles

id ®u u®1d
1 —————————> A®A 1®A —-*-—--9 A®A

RN ./

Ce morphisme est alors unique, et s'appelle l'unité de A .
6.1.2,1, Voici un exemple d'algdbre associative, unifere : si € est une ®-catégorie

rigide, X € ob € , End(X) est de fagon naturelle une algdbre unif2re (voir 3.3).

6.1.2.2. Si A est une cogdbre, on dit que A est coassociative (resp. cocommutati-

: . o c s .
ve, counifere) si l'algdbre correspondante de € est associative (resp. commutative,
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unifére). Si A est counifére, le morphisme u : A —> 1 s'appelle la conité de A .

6.1.3. On appelle pigébre de € un objet B € ob C muni de structures my s My

d'algébre et de cogébre, compatibles entre elles, i.e. telles que m, soit un mor-

phisme de cogebres, ou de fagon équivalente, My un morphisme d'algébres.

6.1.4. 81 F est un @ foncteur ACU , F : C—> C' , F transforme, dans un sens

évident, une algdbre en une algdbre et respecte les propriétés d'associativité, etc.

6.2, Modules dans une ®-catégorie.

C est toujours une ®-catégorie ACU.

6.2.1. Si A est une algébre de C , un A-module & gauche de C est un objet M de

C , muni d'un morphisme Oy ¢ A® M-> M , rendant commutatif le carré

mA®idM

ARARM ————> AQM
(6.2.1.1) id, ® oy o]

A@M ———3 M
Oy

Un morphisme d'un A-module (M,g,) dans un A-module (N,GN) est un morphisme

M

f: M——>N rendant commutatif le carré

id&@f
A®@M ———> AQ@®N
(6.2.1.2) Om 1 L oy
——
M 3 H

Le produit tensoriel de modules est défini chaque fois que A est commutative.

Si A est associative unifére, un A-module M est unifére si le triangle
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uRid

(6.2.1.3)
est commutatif.

6.2,2, Si A est une cogébre de C , un A-comodule a gauche de € est un A-module
3 gauche de Eo . Il est counifére si le module correspondant est unifére (en supposant

bien entendu, que A est coassociative et coUnifére).

6.3. Remarque. L'exemple le plus utilisé dans la suite est celui pour lequel € est
la catégorie des A-modules, ot A est un anneau (ordinaire) commutatif avec 1

Bien que dans la présentation précédente, les cogébres ne se différencient pas beau-
coup des algébres, il n'en est pas du tout ainsi dans "la vie réelle”. La raison pour
laquelle la plupart des mathématiciens regardent les cogébres comme des 8tres barbares,
est que la comultiplication B -~> B Sk B ne peut pas s'exprimer en apparence de

fagon aussi simple que la multiplication d'une A-algébre m

B A' N A' — A' |, i.e.

comme une loi A-bilinéaire A' x A’ —> A' , J'ai dit en apparence, parce que la

comultiplication B —> B gk B peut aussi s'exprimer par une loi bilinéaire

ExE — 8 ,

v
ol B a un sens différent de celui qu'on lui a donné dans ce chapitre. Ceci est

explicité et prouvé dans le § 1 du chapitre II.
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INTRODUCTION

Soient A un anneau commutatif avec unité, G un A-schéma en groupes affine.
On note Rep{G) la ®-catégorie ACU des représentations linéaires de G dans des
A-modules, wG : Rep(G) —> Mod(A) le ®-foncteur strict qui consiste en l'oubli de

l'action de G .

On démontre ici que le groupe G peut se reconstituer comme étant le groupe
. G L i ;
des ®-automorphismes de w (3.1.1), et qu'on a ainsi un "dictionnaire" entre les
A-groupes affines G et certaines ®-catégories au~dessus de Mod(A). On peut déter-

miner quelles sont ces catégories, c'est ce qui est fait en 3.1.4.1.

11 devient rapidement clair que beaucoup de ces résultats sont valables,
avec certaines modifications, si le A-~schéma affine G = Spec(B) est seulement muni
d'une loi de monotde ; dans ce cas, la donnée du A-monoide G revient & celle d'une
A-bigébre B , i,e. d'une A cogébre B munie d'un morphisme de A-cogébres
B Qk B —> B satisfaisant des conditions d'associativité commutativité et unité, En
poussant plus loin 1'étude, on voit qu'on peut élaborer un dictionnaire entre les
A-cogébres B et certaines catégories au-dessus de Mod(A) ; ce sont les catégories

Comod(B) des B-comodules, munies des foncteurs oubli QP : Comod(B) —> Mod(A).
Voici l'ordre dans lequel ces questions sont traitées :

Dans le § 1, on donne des compléments d'algébre linéaire. On prouve notamment
un théoréme de dualité pour les modules sur un anneau (1.1.2), et on définit le

procédé d'extension des scalaires dans les catégories linéaires (1.5).
Dans le § 2, on décrit le dictionnaire
B <> (Comod(B) ,ch)

expliqué ci-dessus, et on classifie les foncteurs (A-linéaires et commutant avec les

lim ) Comod(B) —> Mod(A) en termes de comodules B-coplats (2.4).

Dans le § 3, on déduit du § 2 1les résultats cherchés pour des groupes affines,
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En particulier, on classifie les foncteurs ' fibre"” sur BEB(G) par les torseurs sous
G pour la topologie fpge sur A (3,2) résultat qui sera essentiel au chapitre suivant,
Dans le § 4, on discute le cas particulier ol l'anneau A est un corps k . La
catégorie importante dans ce cas est EEP_O(G) , la ®catégorie rigide (I 5.1.1)

des G~modules de rang fini sur k .

Enfin, 1'Appendice donne des indications sur la fagon de généraliser les

résultats du chapitre au cas d'un schéma de base.

§ 1. COMPLEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE

1.0. Terminologie et notations.

1.0.1. Dans tout ce qui suit, on fixe un anneau commutatif unifére A . La catégorie

des A~algébres ACU sera notée Ann/ Si A' est une telle algébre, on a un foncteur

A"
évident

—
Ann/AI Ann/A .

1.0.2. Un A-module M est un foncteur Ann/A —3> Ab  muni de la donnée sur chaque

M(A') (A’ € ob Ann/ ) d'une structure de A'-module, ces données étant compatibles

A

dans le sens suivant : si ¢ : A' —> A" est un morphisme de A-algébres ACU,

M(p) : M(A') —> M(A") est un morphisme de A'~modules, i.e.
M) (a.x) = ola).Mlp)(x)

si a€A', x € M(A'). La notion de morphisme de A-modules est immédiate, et on

obtient ainsi une catégorie Mod(A) .

§5i M,N sont des A-modules, leur produit tensoriel M QAN est défini par

W™ c»z»é N@) = M(A‘)®A, N(AY)

ainsi Mod(A) est munie d'une ®-structure ACU , l'objet unité A étant défini par
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A(A') = A' , (I 2.4.1), On a en particulier la notion de A-algébre (I 6.1) ; dans

la suite de ce travail, toutes les A-algébres considérées seront associatives uniféres.

1.0.3. Si A' est une A-algdbre ACU, et M est un A-module, on définit un A'-module

M

pr Par

Mo

M ;Ann/ /A Ab

x —» Ann

A'

on obtient ainsi un ®-foncteur ACU
Mod(4) —> Mod(A')
§i A" est une A'-algébre, on a une égalité

M

pdpn = M

All AIV

On peut donc voir la collection des ®-catégories Mod(A') comme définissant

une ®-catégorie cofibrée (I 4.5) au-dessus de Ann , qu'on notera MOD(A) .

/A

Remarquons aussi que la ®-catégorie Mod(A) poss&de des objets Hom

(I 3.1.1). si M,N sont des A-modules, on définit HomA(M,N) par

Hom, (M,N)(a") = Hom,, (M, ,,N,,)

¥
En particulier, on a M = HomA(M,A).

1.0.4. Soit (@ wune A-algebre ; la catégorie des A-modules munis d'une structure
de G-module & gauche unifeére sur le A-module associé (voir 1,1.1 ci~dessous) est

notée Mod[G] .

Si B est une A-algébre (resp une A-cogébre), on désigne par Mod(B) (resp.
Comod(B)) la catégorie des B-~modules (resp, B-comodules). Dans la suite de ce travail,
les A-algébres sont associatives, uniféres et les A-cogébres coassocilatives,
couniféres ; aussi, sauf mention expresse du contraire, les modules sont des modules

2 gauche uniféres, les comodules sont des comodules & droite couniféres,

On a enfin, des foncteurs "oubli"
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o8 Modfa) — Moaa)

& Med®) —> Mod(a)
ch : Comod(B) —> Mod(A)

1.1. Modules représentables et coreprésentables.

1.1.1. On a un ®-foncteur ACU
(1.1.1.1) Mod(A)} —> Mod{A)
Mt—> M ,

qui est défini de la fagon suivante (voir SGA 4 I 4.6, ol ce foncteur est noté W)

si M est un A-module, A' une A-algébre ACU
1 = 1
M(A") A'®, M.

Un A-module isomorphe & un tel M sera appelé coreprésentable. Si M est
un A-module, on aura soin de distinguer entre le A-module (ou le A-module qui lui
3*
est associé) M = HomA(M,A) » et le A-module HomA(M,A) =M . Un A-module isomorphe

¥
a un tel M sera appelé représentable.

La proposition suivante n'offre pas de difficulté.

1.1.1.1. Proposition. Le foncteur (1.1.1.1) est pleinement fid2le et commute avec

les 1:_1_.3 ; de plus, une l_in} de A-modules coreprésentables est coreprésentable.

1.1.1.2. Les assertions relatives aux 1_3 résultent de l'existence d'un foncteur
' : Mod(A) —» Mod(A) , adjoint & droite du foncteur (1.1.1.1) ; par définition,
on a pour un A-module M

') = M@A) .
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v
1.1.1.3. Soit M un A-module. Alors, d'aprés 1.1.1.1, le A-module M est isomorphe
au A-module

Al b HomA,(M®A A',A') = HomA(M,A').

Celui~ci, en tant que préfaisceau d'ensembles sur la catégorie des A-schémas
affines, est représentable par le fibré vectoriel V(M) (EGA II 1.7). Ceci justifie

la terminologie de A-module représentable introduite plus haut.

1.1.2. Proposition. $i M est un A-module, alors M est réflexif dans la ®-catégorie

Mod(A) (I 3.2.3.3) ; autrement dit, le morphisme canonique de A-modules M —> M

est un isomorphisme.

1.1.2,1. Preuve. 1l suffit de démontrer : si M est un A-module, l'application
¥
g€:M —> TN = Hom, (,4)

est bijective. Cette application s'explicite, si x € M, si A' est une A-algeébre

et si g € ﬁ(A’) = HomA(M,A'), par
g(x),,(0) = 0(x) .

11 s'agit de définir

n : Hom, (M,4) —> M ,

qui soit inverse de E . Posons B = S5(M), l'algdbre symétrique de M ; c'est une
algébre graduée par N, et l'application A-linéaire canonique iM : M —> B identifie
M au sous-module des éléments de degré 1. S8i q € HomA(ﬁ,é) , on voit facilement

que l'élément GB(iM) de B , est de degré 1 : en effet, écrivons

QB(iM) = E: br ;

re N

on dispose de deux morphismes de A-algébre B —> B[T] : 1l'un est le morphisme
évident, l'autre est celui qui envoie b € B de degré n en bT" . Par naturalité

de @ , on obtient la formule
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TZbr = Z’rrbr,
relN reN
qui montre bien que GB(iM) est homogene de degré 1.
I1 suffit maintenant de poser
nla) = GB(iM) s

la vérification des identités €&n = id , n§ = id étant triviale.

1.1.2.2. Corollaire. Le foncteur Mod(A)° —> Mod(A) gqui 3 M associe M, est

pleinement fiddle et commute avec les lim ; en particulier, la catégorie Mod(A)

est anti-équivalente & celle des A-modules représentables. De plus, une lim de A-

modules représentables est représentable.

1.1.2.3. Les assertions relatives aux lim résultent de l'existence d'un foncteur
' @ Mod(A) —> Mod (8)° , adjoint & gauche du foncteur décrit en 1.1,2.2 ; par

définition, on a pour un A-module M

T' () = Hom, (M,4) = T (M)
Le morphisme d'adjonction
(1.1.2.1) Mo—> (')
est défini pour chaque A-algébre ACU A' par

M(A') —> Hom, ([ (M),A")

x +—>» (urb—=>u (x))

Al

Le A-module I''(M) muni du morphisme (1.1.2.1) est une enveloppe représentable

de M ; il est caractérisé, a isomorphisme unique pré&s, par la propriété d'induire,

pour tout A-module N, une bijection

HomA(N,I“(M)) = Hoxné(M,i(I)
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1.1.3. Voici quelques commentaires sur ce qui précéde : on a défini une catégorie
A-linéaire Mod(A) avec une loi ® ACU, dans laquelle il y a des Hom (I 3.1), d'od
en particulier un fonmcteur contravariant MQQ(A)O —> Mod(A) , M —> M , Cette
catégorie sert de catégorie "ambiante'" pour deux sous-catégories pleines Modrep(4),
Modcorep(A) qui sont respectivement équivalentes 2 Mgg(A)o, Mod(A) , la dualité

entre ces deux dernidres étant induite par le foncteur défini plus haut, M —>M .

On peut se demander quelle est l'intersection des deux sous-catégories

précédentes. La réponse est fournie par

1.1.4. Proposition. Soit M un A-module. Alors, M est représentable et

coreprésentable en mBme temps si et seulement si M est (image par (1.1.1.1) de)

un A-module projectif de type fini.

1.1.4.1. Preuve. Il faut démontrer ceci : si M est un A-module, M est projectif

de type fini si et seulement si le A-module M est représentable.

Alors, il est clair que M est représentable si et seulement si
A
M= HomA(M,é) est coreprésentable, si et seulement si quelle que soit A' une

A-algébre, l'application canonique
HomA(M,A) ® A' —> HomA(M,A')

est bijective. Cette dernigre condition équivaut aussi 2 demander que pour tout

A-module N l'application canonique
HOmA(M,A) ® N —> HomA(M,N)

soit bijective, comme on le voit aussit8t en posant A' = A@®N , ot N est un
idéal de carré nul et A opére dans N de la fagon donnée. Mais cette dernizre

condition équivaut évidemment a dire que M est projectif de type fini en vertu du

résultat bien connu suivant : M est projectif de type fini si et seulement si le
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le foncteur N +—> Hom(M,N) est exact et commute avec les lig (on trouvera dans I,

0.2.2.2, un argument qui permet de prouver cette assertion),

1.1.5. Soient M,N des A-modules. Rappelons (I. 3.3.2) qu'on a alors un morphisme

canonique

v v v
(1.1.5.1 M@, N —> (M®é N)

1.1.5.1. Proposition. Soient M, N des A-modules. Alors, la fléche

M®

N — Mo, N
A &

transposée de €1.1.5.1), est un isomorphisme. De méme, si L est un A-module,

l'application

v

v v
HomA(L,M ®, N) —> Homé(M ®AN,L)

déduite de (1.1.5.1), est bijective ; en d'autres termes, M ® N muni de (1.1.5.1)

v v
est une enveloppe représentable de M gh N .

1,1.5.2. Preuve. La dernidre assertion est une conséquence facile de la premikre ;

il suffit clairement de démontrer : si M,N sont des A-modules, l'application
(@, §)) = Hom, (M ®, N,A)
g.M@AN —> T M®AN) —HomAM®éN,_A_

est bijective. Explicitons £ : si x €M, y € N, A' est une A-algébre et

o € M(A') = Hom, M,a"), 7T €RN@A" = Hom, (N,A"), on a
E(x ® y)A,(c ® 1) = ox) 1(y).
11 s'agit de définir
v v
n: Homé(M ®N,A) —> M@, N

qui soit inverse de £ . Posons B = S(M®N) = S(M) ® S(N) ; c'est une A-algebre

1MEN
bigraduée & degrés positifs, et les applications A-linéaires jM i M—>M&N—>8B,
Ivpn
jN i N—>» M@®N -§§——> B identifient M,N respectivement aux éléments homogénes
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de bidegré (1,0), (0,1). De méme, : M® N—> B défini par

Iu,N
jM,N(X ®y) = jM(x) jN(y)

identifie M ® N au sous-module de B des &léments de B de bidegré (1,1). Si
o € Hom(M 8, ﬁ,é), on voit comme dans 1.1.2.1 que aB(jM ® jN) est de bidegré (1,1)

dans B , et s'identifie donc & un élément de M ® N . On pose
nla) = o.B(jM ® jN)
et on vérifie aussitdt les identités £n = id , 1§ = id .

1.1.6. Signalons une autre formule utile : si M, N sont des A-modules, on a un

isomorphisme canonique

(1.1.6.1) HomA(r‘/'[,N) ~ M®N
En effet on a une application canonique
v
M®N —> HomA(M,N) H

l'assertion peut &tre prouvée suivant la m2me méthode que 1.1.2, dont elle est
d'ailleurs une généralisation (faire N = A), Elle suit aussi de la suite d'isomor~

phismes canoniques, ot L est un A-module

2

Hom(L,M ® N) ~ Hom((M ® NYZi)
v v v
~ Hom(M ® N,L)
e Hom(ﬁ,Hom(ﬁ,i))

~ Hom(ﬁ,Hom(L,N))

1

Hom(L,Hom(ﬁ,N)) .

1.2. Algdbres représentables et coreprésentables.

1.2.1. Proposition. Le foncteur (1.1.1.1) induit une équivalence de catégories

entre la catégorie des A-algdbres et celle des A-algdbres coreprésentables ; si
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G est une A-algébre, on a un isomorphisme de catégories Mod(G) —» Mod{G] rendant

commutatif le triangle

Mod(G) > Mod[G]

(1.2.1.1) \ /[G]

Mod(A)
1.2.1.1. La preuve est immédiate par 1.1.1.1.

1.2.2. Proposition. Le foncteur M +—> M (1.1.2.2) induit une antiéquivalence de

catégories entre la catégorie des A-cogdébres et celle des A-algébres représentables ;

~ b
si B est une A-cogdbre, on a un isomorphisme de catégories Comod(B) —> Mod[B]

rendant commutatif le triangle

Comod (B) —> Mod[B]

(1.2.2.1) \ /[B]

Mod (A)

1.2.2.1. La preuve est également immédiate, par 1.1,2.2 et 1.1.5.1. Remarquons que
d'aprés les conventions 1.0.4, les comodules sont des comodules a droite et les

modules des modules & gauche.

1.2,2,2., Soit B une A-cogébre, avec comultiplication
i1 B—>B 8% B ;

et explicitons la loi d'algdbre de B . 11 suffit de le faire pour ﬁ(A) = HomA(B,A).
Si B,8' : B—> A, 8" = BB' est donné par
g®s'
(1.2.2.2) B" : B —-“—e»B@AB —> A AzA
v
Maintenant, soit M un B-comodule, et explicitons la structure de B-module

v
correspondante sur M ; encore une fois, il suffit de donner l'action de B(A) sur

M. Si
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g: M—>»M @k B

est la comultiplication de M , et B : B —> A , l'action de B sur M est
1d®8
(1.2.2.3) By i M—™>M® B——>Mg, A=M

1.3. Algeébres associées & des foncteurs.

1.3.1. Soient F,G : C —> Mod(A) des foncteurs, oi ( est une catégorie arbitraire.
On définit alors un A-module Hom(F,G) de la fagon suivante : si A' est une

A-algébre ACU, et si on note F les composés de F , G avec le foncteur

AY 3 A!
évident Mod(A) —> Mod(A'), on pose :

Hom(F,G) (A') = Hom(F )

At) A!
Posons

G = End(F) = Hom(F,F) ;

c'est une A-algébre, et F induit un foncteur C — Mod[G] rendant commutatif
le triangle

————> Mod[G]

NWE

Mod (A)
1.3.1.1. 11 y a, bien entendu, des variantes de la définition précédente. Les
foncteurs F,G peuvent par exemple &tre & valeurs dans la catégorie Mod(a).

1.3.2. Pour énoncer proprement la proposition suivante, on se place dans le cadre
des univers (SGA 4 I). Soit U up univers fixé contenant A , et notons Projtf(A)

la catégorie des A-modules projectifs de type fini.

1.3.2.1, Proposition. Soit C wune catégorie U-petite, F,G : C —> Projtf(A) des

foncteurs. Alors le A-module Hom(F,G) est représentable {1.1.1) er € U .
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1.3.2.2. Preuve. Tout consiste 2 remarquer que Hom(F,G) est une ‘l_im U-petite de
A-modules représentables, 2 savoir les Hom(F(X),G(Y)) pour X,Y € ob C avec des
morphismes de transition convenable, et a utiliser 1.1.2.2. De fagon précise, on a
un diagramme exact de A-modules
(1.3.2.1) Hom(F,G) —> Tr Hom(FX,6X) —% Tr Hom(FX,GX),

X€obC f:X4Y

oll on laisse au lecteur le soin d'expliciter les flaches.

1.3.2.3. La proposition 1.3.2.1 peut se démontrer sous des hypotheéses plus générales
sur C . Par exemple, si F,G commutent avec les lig et s'il existe un ensemble U-

petit d'objets engendrant C par lig .

1.3.3. Restons sous les hypothéses de 1.3.2, et soient C

__1,_(_:2 des catégories U-petites,

F sG, 0 Gy —> Projtf(a) i=1,2.
des foncteurs. On note € = €, xC, et F,6:C—> Projtf(A) 1les foncteurs définis
par
FXLY) = Fi(X) @, Fpl¥)
G{X,Y) = G, (X) ®, G, (¥
On a un morphisme évident de A-modules
(1.3.3.1 Hom(F,,G,) ®_A Hom(F,,G,) —> Hom(F,G)

1.3.3.1. Proposition, Le morphisme (1.3.3.1) fait de Hom(F,G) une enveloppe

représentable de Hom(Fl,Gl) ®, Hom(Fz,Gz)(voir 1.1.2.3).

1.3.3.2. Preuve. Soient Mi(resp. M) les A-modules qui représentent Hom(Fi,Gi)

(resp. Hom(F,G)). Il faut prouver que le morphisme de A-modules

M—>M1®AM2

induit par (1.3.3.1) est un isomorphisme. Ceci se vérifie facilement
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en utilisant la définition de M , M, donnée par (1.3.2.1).

1.3.3.3. Un cas particulier important est celui pour lequel 91 = gz s F1 = F2 = G1

G2 . Il résulte de 1.3.2.1 et 1.3.3.1 que si G est une ®-catégorie ACU

F : C~> Projtf(A) un ®-foncteur ACU (I 2.4, 4.2), et si on note
End(F) = B ,

on a les données suivantes sur le A-module B

a) Une loi de A-cogdbre B —> B ®, B , provenant de la loi de A-algdbre

évidente sur End(F).

b) Une loi de A-algébre ACU B ® B—>B, telle que B —> B ®, B soit

un morphisme de A-algdbres ; celle~ci provient de la loi ® ACU sur C .

Ces données sont équivalentes & celles d'un schéma en monoides affine G

sur A (voir § 3), muni d'un isomorphisme de A-modules
B ~ Af£(G) .

On peut expliciter le foncteur représenté par G = Spec(B) : on vérifie

sans peine que si A' est une A-algébre ACU, on a
¢ =~ Ed®lE,,)
ce qui s'écrit encore

(1.3.3.2) ¢ ~ End®LE) .

1.4. Cas d'un corps K : K-Modules représentables et K-vectoriels linéairement

com[zact:s .

1.4.0. La lettre K désigne dans la suite de ce numéro un corps. Ce numéro n'est pas
indispensable pour la suite, et sa présence a pour but d'expliquer les liens entre le
formalisme des K-modules représentables qu'on vient d'exposer, et des K-vectoriels

linéairement compacts., La référence pour ce dernier est 1l'exposé VIIB de P. GABRIEL
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dans SGA 3.

1.4.1. Rappelons qu'un espace vectoriel topologique sur K (K muni de la topologie

discréte) est linéairement compact s'il est séparé complet, et s'il posséde une base

de voisinages de O formée de sous-espaces vectoriels de codimension finie. Il
revient au méme de dire qu'il est une lim filtrante d'espaces vectoriels discrets de
rang fini, les morphismes de transition étant des surjections. Si on note la catégorie

obtenue Mod,lin.comp(K), on a un foncteur
(L.4.1.1.) Mod (K)° —> Mod.lin.comp. {K)

qui associe & un vectoriel E sur K , Hom{(E,K) muni de la topologie de la convergence
simple. On démontre aisément (loc.cit.) que ce foncteur est une équivalence de
catégories. Voici un foncteur quasi-inverse : c'est celui qui associe & un vectoriel

linéairement compact E son dual topologique, Hom.cont.K(E,K).

1.4,2. On définit un foncteur

(1.4.2.1) Mod.lin.comp.(K) —> Mod.rep. (k)

en associant & un K-vectoriel linéairement compact E , le K-module E défini par
T@A'SE) =E& A',

oll pour une K-algébre A', E ék_A' désigne le séparé complété de E ek A' pour la
topologie définie par les Efng s (Ei)iéi étant une base de voisinages de O formée

de sous-espaces de E de codimension finie. Il est clair que E est représentable,

en fait il y a un isomorphisme canonique
(1.4.2.2) E = (Hom.cont.K(E,K)Y

Cela signifie aussi que le triangle
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Mod.lin.comp.(K) ———> Mod.rep.(K)

(1.4.2.3) \ /

Mod (K)°

est commutatif 2 isomorphisme prés. Il en résulte que le foncteur (1.4.2,1) est une
équivalence de catégories, puisqu'il en est ainsi des foncteurs E +—> Hom.cont.K(E,K),

v
M—>M ,

1.4.3. On rappelle (SGA 3 VIIB) qu'une K-algeébre profinie est une K-algébre topolo-
gique dont le K-vectoriel topologique sous-jacent est linéairement compact. On en
déduit aussitdt {loc.cit,), moyennant des sorites sur les produits tensoriels complétés
que nous n'avons pas développés, que le foncteur{(l.4.1.1) induit une antiéquivalence
entre la catégorie des K-cogebres et celle des K-algébres profinies., De méme, le
foncteur (1.4.2.1) induit une équivalence entre la catégorie des K-algdbres profinies

et celle des K-algébres représentables.

On peut démontrer (voir 2.6.3. b) pour une démonstration) qu'une K-algeébre
profinie est l}m filtrante de K~algébre discrétes de rang fini sur K , les morphismes
de transition étant des surjections. Il en résulte qu'une K-cogébre est réunion

filtrante de ses sous-cogébres qui sont de rang fini sur K .

1.4.4. Dans la situation de 1.3.2.1, soient F,G : ¢ —> Modf(K) des. foncteurs d'une
catégorie U~petite ¢ dans la catégorie des K-vectoriels de rang fini. Alors, on voit
aussitdt que la topologie sur Hom(F,G), provenant de ce que Hom{F,G) est représen-

table et d'un foncteur quasi-inverse de {(1.4.2.1), est celle de la convergence simple.

1.4.5. Soit B une K-cogébre, B = HomK(B,K) la K~algébre profinie duale. Rappelons
qu ‘un é—module fini est un vectoriel E de rang fini sur K , muni d'un morphisme
continu de K-algebres B —> EndK(E). Si E est un B-comodule de rang fini (3 droite
comme toujours), E est de fagon naturelle un §~module fini ; en effet, si A € E s

l'action de X} dans E est donnée par
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148\ N
E—>E ®K B ———>E Sk K-—>E .

On obtient ainsi un isomorphisme de catégories
v
Comodf (B) = Mod(B)

préservant les foncteurs oubli.

1.5. Extension de l'anneau de base dans les catégories linéaires.

1.5.1. Soit C une catégorie A-linéaire (I 0.1.2), o A est comme toujours un

anneau commutatif unif2re. Si X est un objet de ¢, M un A-module, on dira

que le produit tenmsoriel externe de M et X existe si le foncteur
Y —> HomA(M,HomC(X,Y)) est représentable. Dans ce cas on choisira un couple constitué

d'un objet M ® X et d'une application A-linéaire
(1.5.1.1) M — Hom(X,M ®, X) ,

ui représentent ce foncteur, c'est-i-dire que les applications canoniques qu'on en
q q PP q

déduit

(1.5.1.2) Homg(M ®, X,Y) —> HomA(M,Homg(X,Y))
soient bijectives.

1.5.1.1. Proposition. Soit C wune catégorie A-linéaire avec des lig quelconques.

Alors, le produit tensoriel externe d'un objet de C avec un A-module existe

toujours. i D est également A-linéaire avec des lig , et F : C—> D commute

avec les lig , alors F commute avec le produit tensoriel externe.

1.5.1.2, La preuve est immédiate. Précisons le sens de la derniére assertion : si

X est un objet de C , M un A-module, 1l'application évidente
M —> Hom(FX,F(M ®, X))

obtenue a partir de (1.5.1.1), correspond grdce a (1.5.1.2) 2 un morphisme
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(1.5.1.3) M ®, F(X) —» F(M ®, X)

la locution "F commute avec le produit tensoriel externe" signifie que VM, VX, le

morphisme (1.5.1.3) est un isomorphisme.

1.5.2. Soit C wune catégorie A-linéaire avec des ling , A' une A-algébre (commuta-
tive unifére comme toujours). On définit une catégorie E(A’) de la fagon suivante ;
les objets sont les couples (X,px) ot X est un objet de C , p : A' —> End(X)

un morphisme de A-algebres (la loi de A-algzbre de End(X) provenant de la structure
A-linéaire sur C) ; les morphismes (X,pX) — (Y,HY) étant les morphismes £ : X => Y
qui commutent avec l'action de A', c'est-3-dire qui pour a € A' rendent commutatif

le diagramme

px(a) pY(a)

P D4
< e

£
————e
e
f

Dans l'écriture d'un objet (X ) de ¢ on omettra souvent .
J ’MX X LJ’X

a")
On remarque que E(A') posséde une structure A'~linéaire évidente. De

plus, on a des foncteurs A-linéaires

i!
(1.5.2.1) o —Al/A .
— ———e _(Al)
Iar/a
définis par

jA,/A(X,uX) = X

iA,/A(X) ' ® X a' > p(a')@idx) s

oi p(a') : A' —> A' est la multiplication par a' . On voit aussitdt, par défini-

tion du produit tensoriel externe( 1,5.1), que est adjoint a gauche de jA'/A .

*ar/a
De méme, le foncteur jA'/A est fideéle, comservatif (SGA 4 I 6.1) et commute avec

les im et les ng



- 106 -
Si C est une catégorie abélienne, il en est de méme de g(A,) .
1.5.2,1. Soit B une autre A-algebre, et notons B' = A'®, B , de sorte qu'on a

un carré cocartésien

B -———> B!

Si C est une catégorie B-linéaire, on peut aussi regarder C comme étant
une catégorie A-linéaire. Si X € ob C , il revient au m@me de se donner un morphisme
de A-algebres A' —> End(X) ou un morphisme de B-alggbres B' —> End(X). Ceci

signifie qu'on a un isomorphisme de catégories A'~linéaires

(1.5.2.2) Cany = L@y

qui rend commutatif le triangle

~

Lan = Lay

(1.5.2.3) jA'/;\ /B./B
C

De plus, le triangle

(1.5.2.4) N /iB,/B

est commutatif & isomorphisme canonique preés.

Can = L@y
c

1.5.2.2. Soient C , D des catégories A-linéaires avec des lim , u : G —> D un

foncteur A-linéaire qui commute avec les lim . On en déduit un foncteur

(1.5.2.5) U(Av> Q(A’)—_)Q(A')

défini par



- 107 -

u(A.)(X,pX) = (wX), a'+—> u(p.x(a'))) .

Les carrés

(1.5.2.6)

|

Y €«—— [T

A'/A

o €«—— [0

c
iA'/A jA'/AT jA'/A
c

—— -——> D

@an -9 ="

sont, respectivement, commutatif & isomorphisme canonique prés, commutatif.

1.5.2.2. Soit @ : A —> A' le morphisme d'anneaux qui définit la structure de
A-algdbre sur A' . La catégorie Q(A‘) sera aussi notée cpw € , et les foncteurs

#*
lA'/A s JA'/A seront aussi notés respectivement ¢ , Q. ¢

Pse
§i uw : C->D est un foncteur comme dans 1.5.2.1 , le foncteur Uty sera

*
aussi noté ¢ (u) . Les carrés commutatifs (1.5.2.6) donnent lieu aux formules

#* 3 #
o °ou = cp; (W) - o
(1.5.2.7)
P o Pl = u o g .

1.5.2.4. Si C,D sont des catégories abéliennes A-linéaires, et u : C—> D est

fidele {(resp. exact), alors uyry est également fidele (resp. exact).

1.5.3. Soient g, (1 €I) des catégories A-linéaires possédant des lig , A' une
A-algebre ACU, et D une catégorie A'-linéaire possédant des 11_. . On s'intéresse

aux foncteurs A-multilinéaires
u Qi — D
i€l
commutant avec les lim ; la catégorie ayant ces foncteurs pour objets, et comme
morphismes les transformations naturelles entre ces foncteurs, sera notée

HomA’_'('\T_C_i,_D_) .



- 108 -

e > induit une

1.5.3.1. Proposition. La famille de foncteursg Lo b & £y

équivalence de catégories

(1.5.3.1) Hom,, ,(TTG;  ,D) —> Hom, (TTG,,D)

an
1.5.3.2, Preuve. Les vérifications sont triviales, comme d'habitude, une fois qu'un

foncteur quasi-inverse pour (1.5.3.1) a été défini. On définit le foncteur

1.5.3.
(1.5.3.2) HomA,%(TTEi’R) — HomA,’*(TTQi(A'),Q)
u > Uy
de la fagon suivante : si X = (Xi) est un objet de Ttgi , l'objet u(X) est
@A

muni de deux actions de A' qui commutent entre elles, l'une provenant de ce que

D est A'-linéaire, l'autre de l'action donnée de A' sur X . On en déduit que

l'objet u(X) de D . est muni d'une action de la A'-algdbre (via i, : A' —> A'®,A")
A" = A ®, A' ., D'autre part, la multiplication de A' donne un morphisme de A-algdbres

A" —> A' | Cela dit, on a

u & = u@ ®,, A’

I1 est clair que est un foncteur A'-multi-linéaire commutant avec les liQ , et

UA,

que cette construction est fonctorielle en u .

1.5.3.3. 8i A' est une A-algébre plate, le foncteur (1.5.3.1) envoie un foncteur
exact sur un foncteur exact, En revanche, méme si A'/A est fidzlement plate, si

u: C—>D est un foncteur comme dans 1.5.3.1, et exact, u n'est pas nécessai-

A!

rement exact, Voici deux exemples.

a) 8oit k un corps, A une k-algdbre # 0 , et E un A'-module non plat,

Soit ¢ = Mod(k) , donc = Mod(A') , et soit D = Mod(A'). Le foncteur u

San
est défini par

u(M) = E ®k M

il en résulte que si F est un A'~-module
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uA,(F) = E®, F

b) Soient k'/k une extension finie non séparable de corps, WU une k-algébre
(non commutative) de rang fini semisimple telle que la k'-algdbre U' = k' ® U ne
soit pas semisimple, L' un U'-module 2 gauchede rang fini sur k' qui ne soit pas
injectif. Soit C 1la catégorie des U-modules & gauche, donc E(k’) est la catégorie
des WU'-modules & gauche, et D = Mod(k'). On a que C (resp. g(k,)) est la catégorie
des ind-objets (SGA 4 I, 8.2.4) de c, (resp. gé), ot S, (resp. Eé) est la
catégorie des U-modules (resp. U'-modules) 2 gauche de type fini. Il en résulte que
la donnée d'un foncteur gé —> Mod(k') exact a droite revient 2 celle d'un foncteur
Sy — Mod(k') commutant avec les lig . On prend comme foncteur u : C—>1D ,
celui induit par le foncteur u  : C —>D , X —> Homu(X,L')* ; 1l est exact parce

que u, l'est. Le foncteur u —> D est induit par le foncteur

T g(k')
#*
ué : gé —> D , X'k> Homh,(X’,L’) , qui n'est pas exact par hypothése. Le symbole

# dénote le dual pris sur k dans le premier cas, sur k' dans le second cas.

1.5.4. 1l résulte de 1.5.3.1 que si C est une ®-catégorie A-linéaire (I 0.1.2)
possédant des Lig avec lesquelles la loi ® commute, et si A' est une A-algébre
ACU, alors Q(A') est muni canoniquement d'une loi ® A'-linéaire commutant avec les
l;g. De méme les contraintes (de type A,C,U) imposées & la loi ® sur C donnent lieu
a2 des contraintes analogues pour la loi @ sur g(A,) . Enfin, on démontre sans peine
l'analogue de 1.5.3.1 pour des ®-catégories et des ®-foncteurs multi-linéaires

commutant avec les lig .
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§ 2. LA CATEGORIE Comod(B), B ETANT UNE A-COGEBRE

2.0. Préliminaires.
2.0.1. On adopte dans tout ce § les notations de 1.0. On notera B une A-cogébre ;

si E est un B-comodule, on notera souvent, pour simplifier

_ B
E =g (B)

le A-module sous-jacent 2 E . Rappelons que les cogébres sont coassociatives couUniféres,

et que les comodules sont couUniféres et, sauf mention explicite du contraire, des

comodules & droite.

2.0.2. Soit A' wune A-algdbre, et notons B' la A'-cogébre B ®, A' obtenue par

extension des scalaires. On a alors un isomorphisme de catégories
ror 1
Comod(B)(A,) = Comod(B')

rendant commutatif le triangle

l

Comod(B)(A,) ~ Comod(B')
B B'
(g )(A) P

Mod(A")

ceci provient de ce que si E0 est un A-module, il revient au méme de mettre sur E0
une structure de B-comodule plus une action de A' par des endomorphismes de B-como-
dule ou de mettre une loi de A'-module plus une structure de B'-comodule.

2.0.3. Soit E wun B-comodule, et notons o. : E—>E Sk B la comultiplication.

E

J.P. Serre a remarqué que O définit un morphisme de B-comodules

Og i E —> E0 8k Bd s

ol Bd est le B-comodule & droite B et le produit tensoriel & droite est le
produit tensoriel externe dans Comod(B) (1.5.1)., Ceci exprime simplement 1'un des

axiomes de définition d'un comodule, Le morphisme o est, bien entendu, naturel en E.

E
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2.0.4, Soit E un B-comodule. Alors, le diagramme de B-comodules

: : _.‘G_) id®u
2.0.4.1 E EO ®A Bd :::3 EO ®A Bo ®A Bd
o®id

est exact ; en d'autres termes, O identifie E au noyau dans Comod(B) de la

fléeche 1id®u - o®id .

Ceci est conséquence de l'assertion suivante : dans la catégorie Mod(A) , le

diagramme
—n

50—9 EO®A BO : EO®ABO®ABO .

est exact, et EO est facteur direct dans EO ®A Bo .

Le dernier point est clair, o, admet une rétraction canonique, & savoir

E
id®e
: ——— o
eE Eo ®A Bo Eo ®A A Eo
Comme il est également clair que (id®u) o oy = (OE®id) ° g > il reste 2 savoir que

si ces deux flaches égalisent un morphisme de A-modules £ : M —> EO ®A BO , £

se factorise & travers EO

Supposons donc

(id ® ) o £ (o® id) o £

. . . .
composant les deux c8tés avec id® id ® ¢ : EO ®A }3O ®A BO —> EO ®A BO , on a

£ = o ° (eE o £) .,

2,0.5, La counité e : B —> A induit pour tout B-comodule E , un morphisme de

A-modules (1.0.2)
A
{2.0.5.1) Hom B(E,Bd) —> HomA(EO,A) =E_

qui est fonctoriel en E ., Ce morphisme est un isomorphisme ; exhibons~lui un

inverse. Il suffit d'associer & un morphisme de A~modules & : EO —— A un morphisme

E —> B ; on pose
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Of a®id
E —> E ®B —> A® BB

et on vérifie aussitdt qu'on a bien un inverse.
On a en particulier, un isomorphisme de A-modules

(2.0.5.2) End () =B ,

qui est un anti-isomorphisme de A-algdbres {(voir 1.2.2).

2.0.6. Supposons que B soit un A-module plat. Alors, la catégorie Comod (B) est

abélienne et le foncteur qP est exact. En effet, il suffit de vérifier que les

. B .
noyaux existent et que ¢ commute avec eux : si u: E—>F est un morphisme de

B~comodules, et Go désigne le noyau de u E —> Fo , le diagramme

o
]

[«

o
(2]
o]
G —@
=§
=)
o
2]
o]
»
[
o]
»
[

ol les lignes sont exactes, montre qu'il existe une et une seule flache

6 —>» G ® B faisant de G_ un B-comodule. C'est le noyau de wu .
o o Ao o

Réciproquement

1.0.6.1. Théoreéme, Soient A un anneau, B

une A-cogébre, et supposons que

qP : Comod(B) —> Mod(A) commute avec les noyaux. Alors, B est un A-module plat.

La preuve est une conséquence immédiate du lemme suivant,

2.0.6.2. Lemme. Soit B une A-cogdbre, et soit 0 —>E' —> E —> E" une suite

exacte de A-modules. Alors E' 8% B s'identifie au noyau de E Gk B —> E" G& B

dans la catégorie Comod(B),

I1 suffit de remarquer que si M est un B-comodule, E un A-module, l'aug-
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mentation € : B —* A induit un isomorphisme canonique
(2.0.6.1) Hom, (M,E ® B) —> Hom, (M ,E) .

Ceci résulte, soit formellement de 2.0.4, soit de la suite d'isomorphismes ci-dessous

v

Homy (M,E @, B) = Homy ((E ® BY, ) = Homy (£ ® B,M)

12

v LA/
Homﬁ(B,Hom(E,M)

R

HomA(Mo,E) .

2.0.7. Soit B ume A-cogibre plate. Nous allons voir que les B-comodules qui sont
de type au plus dénombrable en tant que A-modules, constituent un systéme de généra-
teurs de Comod(B). I1 suffit pour cela de prouver que si M est un B-comodule et

m €M, il existe un sous~comodule N de M de type dénombrable, et contenant m .

(o)

Pour cela, écrivons GM(m) = 7 m ® bi , et soit N le sous~A-module de M
i
engendré par les m . La formule m= ¢ m, e(bi) montre que m € N(o) . Si

maintenant on écrit G(mi) =z mij ® bij , et on appelle N(l) le sous-A-module de

(o) - N(l)

J
M engendré par les m,, (i,j), ona N . On continue ainsi de suite, et

ij

il est clair que par construction

y=1J n

20

est un sous-comodule de M de type dénombrable, contenant m ,

2.1. Cogebres et comodules,

2.1.1. Soit D wune sous-catégorie pleine de Comod(B) contenant Bd , et notons

iD le foncteur d'injection, On définit alors des morphismes de A-algébre,

v Qa B .
B-—s—-—> End(y © 12)

Pour la définition de o il suffit de se souvenir de 1'isomorphisme de catégories

h { s : B PP .
Comod(B) ~ Mod[B] (voir 1.2.1) : § agit sur ¢ par multiplication & gauche. Pour

définir B, si A € End(qPo iD)(A'), o A' est une A-algdbre ACU, on pose
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B()\)=€ o A,

Al B
ol

définition de o ne nécessite pas d'hypothese sur D .

Signalons la formule

(z.1.1.1) Ba = id .

2,.1.1.1. Proposition. Soit D une sous-catégorie pleine de Comod{B). Alors

v B .
a : B—> End(g o iD) est un isomorphisme dans chacun des cas suivants

a) iy induit une équivalence Ind(D) —> Comod(B).

b) D contient B et est stable par produit tensoriel externe avec les

A-modules E0 > pour E € ob D .

2.1.1.2, Preuve. Il est clair que a) est conséquence de b)., Compte tenu de

(2,1.1.1), il faut prouver, si A € End((q@ o iD)A‘

) , qu'on a

aBA) =,

ou encore que pour tout B-comodule E , que le diagramme

(cE)' 1d® A,
E! —————> E'Q®,, B! —————> E’®A,B'
ide!
E!@ . Al
A
E %

El

est commutatif, ol E'! = E 8k A' , B' =38 8% A' , Cela résulte du carré

Egr F B 8% A' =—> A' est la cotinité de B étendue & A' , On remarquera que la
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E! ———> E'g@
1
(GE)

dont la commutativité provient de 2,0.3, de la naturalité de A et de 1'identification

‘e eop ™ i -
o A o

Pour ce point on utilise la dernigre hypothese de b).

2.1.1.3. Corollaire. On a des isomorphismes de A-algeébre

B Yoo o
(2.1.1.2) Bnd(p) = B (Endy (8,))° = End, (B) .

2.1.1.4. Corollaire. Si B est un A-module plat, et si D désigne la sous-catégorie

pleine de Comod(B) formée des B-comodules plats en tant que A-modules, on a un

isomorphisme de A-algébres

b~ End(® o 1)
2}
v v
2.1.2, Soit u : B—> B' un morphisme de A-cogébres, et soit % B — 3% son

transposé, qui est un morphisme de A-algébres. Compte tenu de 0.1.2.1, wu définit un

foncteur

¢ : Comod(B) —> Comod(B*)

rendant commutatif le triangle

u
@
Comod(B) ~————3» Comod(B')
B B!
@ P
Mod(A) .

A A u . .
Voici une autre description de ¢ , en termes de cogébres : si E est un B-comodule
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avec comultiplication Op ° E—>E ®A B , son image par cpu a aussi E0 comme

A-module sous-jacent et a comme comultiplication

Og id®u
E ———> E@AB — E®AB’ .

2.1.2.1. Proposition, L'application u b—> cpu induit une bijection de 1'ensemble

Hom(B,B') des morphismes de A-cogdébre B —> B' sur l'ensemble des foncteurs

¢ : Comod{(B} —> Comod(B') tels gue ch o= q;B

t

2.1.2.2. Preuve., Soit ¢ : Comod(B) —> Comod(B') tel que ch o gp = ch ; le

foncteur ¢ induit un morphisme de A-alg2bres
t
End(@f ) —> End(g®)

v v .
ou encore par 2.1.1.3, un morphisme B' —> B ., Son transposé ucp : B—>3B' est un
morphisme de A~cogébres, et on vérifie aussitdt que ¢ +—> ucp est inverse de

ul‘“‘)tpu.

2,1.2.3., Remargue. Si ¢ est un foncteur comme ci-dessus, il est automatiquement

A-linéaire, On rencontre souvent des foncteurs A-linéaires

@ : Comod(B) —> Comod(B')

B B! : : . . R .
tels que ¢ et @ o tp soient isomorphes, mais pas nécessairement égaux. Dans ce

cas, le choix d'un isomorphisme

définit, en procédant comme avant, un morphisme

u : B—>3B',

= u(cp,n)

et 1 se reléve en un isomorphisme
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En bref, l'énoncé 2.1.2.1 est valable en remplagant l'ensemble des foncteurs ¢

t
tels que ch o p = ch par l'ensemble des classes d'égquivalence de couples (cp,‘q) s

ot (p,m) et (p',m') sont équivalents s'il existe un isomorphisme v : @ —> ¢!

tel que B!
(@ % V) em=n'

2.1.3. Rappelons que si ¢,7 : G—> Q' sont des morphismes de A-algébre, on

définit le A-module Transp(c,7) par
Transp(c,7){A") = {x € G'(A") / ¥ A"/AY

¥V aeG@Aam , xola) = 1(a)x}

On pose

Cent (o) Transp(c,0)

(2.1.3.2)

Cent (G) Cent(ida)

8i u,v : B —>B' sont des morphismes de A-cogebre, on a une fléche
v
Hom(g",p') —> B
1
qui & un morphisme X\ : t:p‘J i cpv associe ch % A, qui s'identifie 3 un élément de

v
B{(A). On prouve aussit8t

2,1.3.1. Proposition, Le morphisme précédent induit un isomorphisme

(2.1.3.3) _}icln(cpu,cpv) - Transg(tu,tv)

2,1,3.2, Corollaire, On a des isomorphismes canoniques

End (") > gent(‘u)
(2.1.3.4)

e ~ ¥
End(idgonoqp)) > Cent(®)
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2.2. Conditions de finitude ; sous-catégories de définition.

2.2,1. Dans ce numéro, on suppose que la A-cogébre B est A-plate.

On appelle sous-catégorie de définition de Comod(B) une sous-catégorie pleine

D de Comod(B) telle que le morphisme de 2.1.1.

a: ﬁ—égg_g_(cpgo i)
soit un isomorphisme.
2.2.2. Rappelons quelques résultats de J.P. SERRE [ 4 ].

2.2,2,1. Lemme. Soit E wun B-comodule, F un sous-module de E . Alors,

F' = (OF)-I(F Sk B) est un sous-comodule de E contenu dans F , et tout sous-

comodule de E contenu dans F est contenu dans F'’

En effet, F' est l'image inverse du B-comodule F 8% Bd par le morphisme
de B~comodules

: —>
OE E EO 8@ B ,

et la formule (idE ®e) o op = id, montre que F' C F . La derniére assertion

est évidente.

2.2,2,2, Lemme. Supposons A noethérien et soient E un B-comodule, F un

sous-module de type fini de E . Alors, il existe un sous-comodule de E contenant

F et de type fini en tant que A~module.

En effet, soit El un sous-module de type fini de E tel que

OE(F) [ El Qk B . D'aprés le lemme 2.2.2.1, il existe un sous-comodule E! de E ,
vérifiant

'
F C El < El s

ce qui montre que Ei est de type fini.

2.2.2.3. Corollaire. Si A est noethérien, tout B-comodule est lim filtrante de
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ses sous-comodules de type fini en tant gue A-modules.

2.2.3. Il résulte de 2.2.2.3 que si A est noethérien, la catégorie Comod(B) est
équivalente a la catégorie des ind-objets (SGA 4 I 8.2.4) de la catégorie Comodtf(B)

des B-comodules de type fini en tant que A-modules.

On en conclut, par 2.1.1.1 a).

2.2.3.1. Proposition. Sous les hypotheses précédentes, Comodtf(B) est une sous-

catégorie de définition de Comod(B).

Signalons aussi, dans cet ordre d'idées, le résultat suivant de SGA 3 VIB

11.10.

2.2.3.2. Proposition. 8i B est une A-cogébre qui devient libre aprés extension

fidélement plate A —> A' , tout B-comodule est réunion filtrante de ses sous-como-

dules de type fini en tant gue A-modules.

2.2.3.3. Corollaire. Comodtf(B) est une sous-catégorie de définition de Comod(B).

2.2.4. Supposons que A soit un anneau régulier de dimension £ 1 , c’est-a-dire un
produit fini d'anneaux de Dedekind. Dans ce cas, dire qu'un A-module M est plat,
revient & dire que pour chaque idéal premier p de A , le Ap—module Mp est sans
torsion ; en particulier, un sous-module d'un A-module plat est plat. Un A-module de

type fini est plat si et seulement s'il est projectif.

On notera Com.loc.lib.(B) la sous-catégorie pleine de Comod{B) formée des

B-comodules qui en tant que A-modules sont projectifs de type fini. On conclut de ce

qui précede et de 2,1.1.1.

2.2.4.1, Proposition., Si A est un anneau régulier de dimension < 1 , Com.loc.1ib(B)

est une sous-catégorie de définition de Comod(B).

2.2.4.2, Remarque. On aurait pu également démontrer 2.2.4.1 & l'aide du résultat
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suivant de SERRE [4 ] : si B est une A-cogdbre plate, A un anneau de Dedekind,
pour tout B~comodule E de type fini sur A , il existe une suite exacte de B-como-
dules

0-—9P1——9P0'—>Eﬁ0,

ou P_ P1 sont projectifs de type fini sur A .

2.3. Caractérisation des catégories Comod(B).

2.3.0. On fixe un univers U dans tout ce numéro. Pour simplifier, on conviendra que
catégorie signifie U~-catégorie, catégorie avec lim signifie U-catégorie avec 1i§
U-petites, anneau signifie anneau appartenant 2 U , Mod(A) si A est un anneau

signifie la catégorie des A-modules appartenant & U , etc...

2.3.1. Rappelons quelques résultats et définitions dfis 2 J, BENABOU [2] . Si C

est une catégorie, un foncteur F : C —> Ens est borné s'il existe une famille

(Xi)iEI (I € U) d'objets de C telle que pour tout objet X de C , tout
x € F(X) , il existe i €1 , £ox ——>X,y€F(Xi) avec
F(E)(y) = x .

Si C posséde des %ig , un foncteur F : C —> Ens est représentable si et seulement
si F commute avec les igl et est borné. S8i C est & petits objets {par quoi on
entend que 1l'ensemble de classes d'isomorphisme de sous-objets et 1l'ensemble de
classes d'isomorphisme d'objets quotients de tout objet de C appartiennent 2 g),

une l}m U-petite de foncteurs bornés est bornée.
On conclut de ce qui précéde, par exemple

a) 8i C est une catégorie & petits objets avec des lim , C posséde des lim.

b) Si C est une catégorie avec des lim et des cogénérateurs, un foncteur

F : C—> Ens est représentable si et seulement s'il commute avec les lim .



2.3.2., Théorgme. Soit € wune catégorie A-linéaire, ¢ : C—> Mod(A) wun

foncteur A-linéaire. Alors, il existe une A-cogdbre B et une équivalence de caté-

gories C ~~> Comod(B) rendant commutatif le triangle

[ —2 > Comod(B)
(2.3.2.1) ¥ &
Mod(a)

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) € est a petits objets, posséde des 11& et ¢ commute avec les lig_gg

est fidele.

ii) Pour toute A-algdbre A' , le foncteur € —> Ens qui associe & X ,

HomA(w(X),A’), est borné.

fs . Al . . . : ‘s
iii) Si on note B 1'objet représentant le foncteur introduit dams ii)

(on applique ici 2.3.1 3 la catégorie go } , le morphisme canonique

1
A — ®

induit par les applications HomA(@(X},A) —> HomA(m(X),A’), définit un isomorphisme

'
A'@ABA JL;BA .

iv) $i X == Y est un morphisme de C tel que le noyau de (X) —= @(Y)

soit un facteur direct dans m(X) , ¢ commute avec le noyau de X —> Y .

Preuve. La nécessité des conditions i), iv) est triviale, celle de ii), iii)
résulte des isomorphismes canoniques (2,0.5.1). La preuve de la suffisance se

décompose en plusieurs pas.

2.3.2.,1, Construction de la A-cogdbre B

On pose B = @(BA) ; c'est un A-module, Il y a une application A-linéaire
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telle que 1l'application f+=> ¢ ., (f)
A
HomC(X,B) —> Hom, (@(X),A)

soit une bijection. On déduit aussitdt de ii), iii) que pour tout A-module M ,
1'application
H —> M
€y M @k B
induit des bijections

(2.3.2.2) Homg(X,M ®, BA) = HomA(Cp(X),M)

On définit un morphisme de A-algébres

(2.3.2.3) End(p) <> End‘.(BA)o

en associant & un endomorphisme u de Py (A" une A-algdbre) le seul endomorphisme

~ 1
u de BA = A' 8A B rendant commutatifs les carrés

7 o1
Hom(A' ®, (X),A") —x Hom(a' ®, ©(X),A")
A ® A

2 2

L AI
HOm(X,BA ) >  Hom(X,B )

uo ?

Il est facile de voir que (2.3.2.3) est un isomorphisme de A-algébres. De méme, on a

un isomorphisme de A-modules
(2.3.2.4) End (8%) > B  ur>c o o)

ce qui est une conséquence triviale de (2.3.2.2). Enfin, on a un triangle commutatif
d'isomorphismes

(2.3.2.5) End(p) - End (")

H
-~

<
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ot la fléche composée End(p) —> B envoie un endomorphisme u de @y dans

€At B

~_ ¥ A
L'isomorphisme End(p) —> B montre qu'il y a sur B une structure canonique

de A-cogebre (1.2.2), En outre, on voit sans peine que la counité B est 1l'applica-

tion € : B —> A .

2.3.2.2. Le foncteur e : C —> Comod(B).

Si X est un objet de C , m(X) est de fagon naturelle un End{(yp)-module.
v
L'isomorphisme End(g) —> B et la proposition 1.2.2 montrent qu'on a un foncteur
e rendant commutatif le triangle

e
———3% Comod(B)

N/

Mod (4)

Soit X encore un objet de C . Puisque @(X) est de fagon naturelle un B-comodule,

on dispose d'une application A-linéaire
—
p(x) o) ®, B
définissant la loi de comodule. En fait, cette application est l'image par ¢ d'un

morphisme

A
(2.3.2.6) oy ¢ X —> oX) ®, B .

Pour obtenir celui-ci, on prend l'image inverse par l'isomorphisme (2.3.2.2) de

1'identité de (X) , ol on a posé M = (X) .

2.3.2.3. Le foncteur e est pleinement fidéle.

Il est clair que e est fidéle puisque ¢ 1l'est. Si X,Y sont des objets
de G, et f : e(X) ~> e(Y) est un morphisme, montrons qu'il provient d'un morphisme

X—> Y . On vérifie aussitdt que l'application A-linéaire
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px) > (1) —> oY) ®, B

est image par ¢ du morphisme

Oy f®1d
(2.3.2.7) X —=—> ) ®, p® —> oY) 8, gt s

et il résulte de la suite (2.0.7)
Y —> (p(Y) ®, B I (p(Y) ® B®, B
A —_> A A

A
et de la condition iv) que (2.3.2.7) se factorise par o, ¥ —> oY) ®, B via

un morphisme X —> Y , dont l'image est £ .

2.3.2.4, Le foncteur e est essentiellement surjectif.

81 E est un B-comodule, soit K(E) 1'objet de C défini par le diagramme

exact A ideu A
K(E)-—>E®AB ———2 E® BQ® B .

0E® id
D'aprés la condition iv) et 2.0.7, le morphisme canonique
e K(E) — E

est un isomorphisme.

2.3.3. (gorollaire. Soit C une catégorie abélienne A-linéaire avec des générateurs

et des lim , et soit i C—> Mod(A) un foncteur A~linéaire exact qui commute avec

les ]_1.3 . Alors, il existe une A-cogdbre B et une équivalence de catégories

~

C —»> Comod(B) rendant commutatif le triangle

—Z > Comod(B)

N

Mod(4)

. . . . A
si et seulement si, avec les notations de 2.3.2, le morphisme canonique B -—> B

induit un isomorphisme
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L]
BA®AA’ s A,

En outre, dans ce cas, la A-cogébre B, est A-plate.

2.3.3.2. Preuve. Elle est immédiate & partir de 2.3.1, 2.3.2 et de 2.0.6, 2.0.7.

2.3.4. Rappels syr les Ind-objets. Soit C une catégorie U-petite, avec des

lig finies. Si Ind(C) désigne la catégorie des ind-objets de C (SGA 4 I 8.2.4),

Sex(C°,Ens) 1la catégorie des foncteurs exacts & gauche C° —> Ens , le foncteur
(2.3.4.1) Ind(C) —> Sex(go,Ens)
qui & un ind-objet (Xi) associe le foncteur lig hy

i

Y —> lim Hom(X,X.)
—_ 1
i

est une équivalence de catégories (SGA 4 I 8.3.3).

2.3.4.1. 81 u : C—>D est un foncteur exact a droite, € , D des catégories

U-petites avec des lig finies, on a un foncteur

#
u : Sex(D®,Ens) —> Sex(C®,Ens) ,

; . o . *
obtenu simplement en composant & droite avec u . Un calcul facile montre que u est

adjoint & droite du foncteur
Ind(u) : Ind(C) —> Ind(D)
qui associe 2 (Xi) —> (U(Xi)) , lorsqu'on fait les identifications données par

(2.3,4,1). Plus généralement : si I = ling hX (Xi € ob C) est un foncteur exact
i

2 gauche, donc Ind(u)(I) = lim h , et si F est un foncteur quelconque
- U(Xi)

0 . -
D" —> Ens, on a un isomorphisme canonique

Hom(Ind(u) (I1),F) =~ Hom(I,F o u°)

@ lim Fu(x,))
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Ceci montre que si wu, : Hom(Qo,Ens) — Hom(go,Ens) est le foncteur considé-
ré dans SGA 4 I 5.1, on a que u|(I) est exact a gauche, et on obtient un isomorphisme

canonique

(2.3.4.2) Ind(u)(I) = u, (1)

En particulier, Ind{u) commute avec les Lig quelconques et si C,D possédent

des lim finies, et u est exact & gauche, Ind(u) est exact a gauche (SGA 4 I 5.2).

Signalons enfin le carré commutatif

(2.3.4.3) 1
c

ot € — Ind(C) correspond via l'équivalence (2,3.4.1) au foncteur X +—> hX .

2.3.4.2. Rappelons (GABRIEL [1], II 4.) qu'un objet X d'une catégorie abélienne
C est noethérien si toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire ;
la catégorie (¢ est noethérienne si elle est U-petite et si tous ses objets sont

noethériens ; elle est localement noethérienne si elle possdde une famille de géné-

rateurs noethériens indexée par un élément de U , si elle possdde des lig et si les

lig filtrantes sont exactes.

Soit C wune catégorie abélienne A-linéaire noethérienne. Il est alors facile

de voir qu'on a des isomorphismes de catégories

(2.3.4.4) ex(c”,Ens) = Sex(€°,ab) = Sex, (c°,Mod(A)) ,

ol Sex(go,ég) dénote la catégorie des foncteurs exacts & gauche go -—> Ab ,

SexA(go,Mod(A)) celle des foncteurs A-linéaires exacts 2 gauche QO ~> Mod{A) .

On prouve alors (GARRIEL [1], II 4. Th. 1) que SexA(go,Mod(A)) est une

catégorie abélienne localement noethérienne et que le foncteur
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c— SexA(_c_°,Mod(_c_°,Mod(A)) & Ind(C)

identifie C & la sous~catégorie pleine des objets noethériens.

2.3.5. Théoreme. Supposons A noethérien, et soient C wune catégorie abélienne

A-linéaire, ¢ : C —> Modtf{A) un foncteur A-linéaire, fidéle et exact, ol Modtf{(A)

dénote la catégorie des A-modules de type fini. Alors, il existe une A-cogébre B

plate et une équivalence de catégories C — > Comodtf(B) rendant commutatif le

triangle
9 __JE_,> Comodt £ (B)
(2.3.5.1) P \\\M ¢/;P
Modtf(A)

si et seulement si la condition suivante est vérifiée

t
Pour toute A-algébre A' , si on note FA le foncteur go —> Mod(4) qui a

X associe HomA(m(X),A') , le morphisme canonigue

A Al

induit par les applications HomA(m(X),A) —> HomA(m(X),A’) définit un isomorphisme

A Al
Al @k F —> F s

oll_ le produit tensoriel externe A’ 8% FA est pris dans la catégorie SexAKQO,Mod(A)).

2.3.5.1. Preuve de la nécessité. Si € = Comodtf(B) avec B plate, il est clair

que ¢ est fidele et exact (2.0.5). De plus, on sait alors (2.2.3) que le foncteur
Comod(B) — Sex, (C°,Mod(a)) .

qui & E associe le foncteur X —> HomB(X,E) est une équivalence. Or, 1’image de

1
Al @k B par ce foncteur est FA avec les notations de 2.3.5, ce qui montre que la

condition est vérifiée.
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2.3.5.2. Preuve de la suffisance. Posons C' = Ind(C) , et ' = Ind(p) . On a donc

o' : Ind(C) —> Ind(Modtf(A)) = Mod(A)

On va démontrer que C' , o' : C' —> Mod(A) vérifient les conditions i), ii) du
q L ® L Hod

corollaire 2.3.3.

Il est d'abord clair que C est une catégorie noethérienne (2.3.4.2), donc
il en résulte que C' est localement noethérienne, et que ' est exact et

commute avec les lim par 2.3.4.1.
-

a) Vérification de 1i). Tout ce qui reste & démontrer est que ¢' est
fidéle, ou encore, puisqu'il est exact, que si un objet X de C' est non nul,
son image @'(X) est # 0 . Or, cela est clair, parce que X est lig filtrante
de ses sous-objets noethériens, que ¢ est exact, fidele et que le carré

[+]
———> Modtf(4)

o €e——— |0
-8-

=
[o]

o
>
~

est commutatif 3 isomorphisme pres.

¥ ¥
b) Vérification de ii). Il suffit de démontrer qu'on peut poser B = FA
pour une A-algébre A' ; la condition ii) de 2.3.3 sera alors une conséquence de la

condition de 2.3.5.

Il s'agit de trouver pour un objet G de SexA(go,Mod(A)) EC¢'), une
bijection naturelle

Hom(G,FA.) -~ HomA(w'(G),A')

Or, si ona G = li* hxi (Xi € ob C) , il y a des bijections

Hom (G ,F*' ' Al im P (X,)
om(G,F" ) ~ }iﬂ Hom(hxi,F ) = lim F (Xi

= lim Hom, (p(X,),A") = Hom, (lig @(X,),A")

= Hom, (¢'(G),A")
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Il résulte alors de 2.3.3 que ¢' définit une équivalence ¢':C' —> Comod(B),

pour une certaine A-cogdbre B , et induit donc une équivalence
p: C —> Comodtf (B)

entre les sous-catégories pleines d'cbjets noethériens (voir 2.2.3).

2.4, Foncteurs Comod(B) —> Mod(A).

2.4.1. On s'intéresse aux foncteurs ¢ : Comod(B) —> Mod{(A) qui commutent avec
les lim et qui sont A-linéaires. On a sur le A-module m(Bd) une structure de
B~comodule & gauche ; celle-ci peut &tre définie de trois facons, et le B-comodule

a gauche w(Bd) est fonctoriel en ¢ .

2.4.1.1. 8Si on applique ¢ au morphisme

O‘B : Bd -—>B0®ABd s

on & un morphisme de A~modules
(2.4.1.2) p(By) —> B ®, P(B,)
qui définit sur @(Bd) la structure de B-comodule a gauche.
2,4.1,2, La A-algdbre End(Bd) agit sur le A-module @(Bd) ; de méme pour toute
A-algdbre ACU A' , ¢ définit un foncteur (voir 1.5.2.2 et 2.0.2)
Ppry Comod(B') —3 Mod(A') ,
et End(B'd) agit sur m(Bé) = w(Bd) ®, A' . On voit ainsi que m(Bd) est un
End(Bd)-module a4 gauche, donc par 1.2.2 et (2,0.5.2) un B-comodule & gauche.

2.4.1.3. On a un morphisme de A-modules

Hom(p,0°) —> @)
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qui & A : @ —> q? associe le morphisme
XBd ¢
cp(Bd) —> B —>A
On vérifie comme dans 2.1.1.1 que c'est un isomorphisme ; en particulier,
(:p(Bd)v se trouve muni d'une action de End(q?) a gauche et il résulte de 2.1.1.3

que m(Bd) est muni d'une structure de B-comodule a gauche.

2.4.2. On dit qu'un foncteur A-linéaire commutant avec les lim

¢ : Comod(B) —>» Mod(A) est relativement exact (par rapport 2 ¢P) si pour toute

suite E' —> E —>» E" de B-comodules telle que la suite de A-modules
E! —> E —>E! soit exacte, la suite @(E') —> @(E) —> @{E") est exacte. Si

B est plate, ¢ est relativement exact si et seulement s'il est exact.

2.4.3. Soient E un B-comodule & droite, F wun B-comodule a gauche. On définit

le coproduit tensoriel de E et F sous B , noté E 8? F , par le diagramme

exact de A-modules

B 0é®id
(2.4.3.1) E® F ——}EO®A FO 3 EO®BO®FO

1d®0F

On dit qu'un B-comodule & gauche F est B-coplat (ou simplement, coplat} si
le foncteur E t> E QPF est relativement exact. La proposition suivante est une

conséquence de 2.0.4.

2.4.3.1. Proposition. Si E est un B-comodule, on a un isomorphisme canonique de

A-modules

(2.4.3.2) Egt B > E_
g [o]

en particulier, Bg est B-coplat.

2.4.4. Proposition. La correspondance > @(Bd) définit une équivalence entre

la catégorie des foncteurs relativement exacts ¢ : Comod(B) —> Mod(A) , et celle
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des B-comodules & gauche B-coplats.

2.4.4.1. Preuve. Si ¢ : Comod{(B) —> Mod(4) est relativement exact, posons
uly) = @(Bd) . Si F est un B-comodule & gauche B-coplat, soit u{F) le foncteur

Comod(B) — Mod(A)

u(F)(E) = E @B F .

Il est clair par 2.4.3.1 que le foncteur uv est isomorphe au foncteur identique.
Quant & vu , appliquons le foncteur relativement exact ¢ au diagramme exact

(2.0.4.1) ; on obtient
9E) —> E 8, cp(Bd} —3% E ® B, ®B )
d'ol un isomorphisme canonique

oE) > E & ulp)

2.4.5. Proposition. Supposons B A-plate (resp. A-fid2lement plate). Alors, si

@ : Comod(B) —> Mod(A) est un foncteur A-linéaire commutant avec les 113 qui est

exact (resp. fidele et exact), le A-module (B,) est plat (resp. fidelement plat).

2.4.5.1. Preuve. Il suffit de remarquer que le foncteur
Mod(A) > Mod(A)
M —> M®, o,
est isomorphe au composé des foncteurs ¢ et MFH>M ®A Bd (produit tensoriel
externe),
2.5. Lois ® sur Comod(B)
2.5.1. Soient B , B' des A-cogebres ; on définit un foncteur A-bilinéaire

¥
qP’B : Comod{(B) x Comod(B') —> Mod(A)

par
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B' ' = 1
(E,E') =E ®, E
On a un morphisme de A-modules
1]
(2.5.1.1) End(ch’B) - (B ®AB’>"
et on démontre de fagon analogue 2 2.1.1.1 que c'est un isomorphisme.
2,5.2. Soit u : B ®, B' —> B" un morphisme de A-cogébres. Il définit un foncteur

A-bilinéaire

@u : Comod(B) X Comod(B') —= Comod(B")

rendant le triangle
u

Comod(B) x Comod(B') ~——~—> Comod (B")

N

Mod(a)

commutatif. On vérifie comme dans 2.1.2,1 que ]l'application ut—> ¢P induit une

bijection de 1'ensemble Hom(B ®, B',B") sur l'ensemble des foncteurs

¢ : Comod(B) x Comod(B') —> Comod(B") tels que

On peut également établir une variante de cet énoncé avec des classes d'équivalence
de couples (ip,m) d'un foncteur A-bilinéaire ¢ et d'un isomorphisme

v "
n qP’B —> qP ° ¢ , comme dans 2.1.2.3 .

2.5.3. Il résulte de ce qui précéde que la donnée sur Comod(B) d'une loi ® pour
laquelle QP soit un ®-foncteur strict (I 4.1.1) revient 2 celle d'un morphisme de
A-cogtbres B ®, B—>B , i.e. d'une structure de bigébre sur B (I 6.1.3). Une
telle loi sera appelée admissible. La donnée d'une loi ® admissible revient aussi

(voir fin de 2.5.2) & celle d'une classe d'équivalence de couples (®,m) , ot &
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est une loi ® sur Comod(B) et 7 est une structure de ®-foncteur sur le foncteur

B
®

2.5.3.1. Supposons Comod(B) muni d'une loi ® admissible. Alors, il y a une
contrainte d'associativité, resp. de commutativité (I § 1) avec laquelle q? soit
compatible si et seulement si la A-algébre B est associative, resp. commutative ;
cette contrainte est alors unique. De méme, Comod{(B) est uniféere (I 1.3.2} si et

seulement si B 1'est (I 6.1.2).

2.5.4. Soient Comod(B), Comod(B') munies de lois ® admissibles, correspondant
a4 des bigébres B , B' , Alors, les morphismes de A-bigébre B —3> B' correspondent

biunivoquement aux @®&-foncteurs stricts ¢ : Comod(B) —> Comod(B') vérifiant

On a des assertions analogues lorsqu'il y a des contraintes pour les lois ® sur

Comod{B) , Comod(B'}.

2.5.4.1. On démontre facilement aussi, si B est une A-bigebre, qu'on a des

isomorphismes canoniques de foncteurs sur Ann

/A
R, By
(2.5.4.1) End”(p") = Hom, ., (B,A) .
Si B est unifére, on a
®,1, By
(2.5.4.2) End’ (@) = HomA—alg.un.(B’A) s

avec des notations évidentes.

2.6, Cas d'un anneau régulier de dimension < 1

2.6.0. On fixe un anneau A régulier de dimension < 1 ; c'est donc un produit

fini d'anneaux de Dedekind.

2.6.1. Théoréme. Soient C une catégorie abélienne A-linéaire,
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¢p : C —> Modtf(A) un foncteur A-linéaire fidele et exact. Alors, il existe une

A-cogébre plate B et une équivalence de catégories C ~—~> Comodtf(B) rendant

commutatif le triangle

C —=—> Comodtf(B)

(2.6.1.1) \ /

Modtf (A)

si et seulement si la condition suivante est vérifiée

Si Qo désigne la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les

X pour lesquels @(X) est un A-module projectif de type fini, tout objet de G

est quotient d'un objet de C0

2.6.1.1. Preuve. La nécessité est claire en vertu de 2.0.6.1 et du résultat de
SERRE rappelé en 2.2.4.4 qui est, bien entendu, valable sur un anneau régulier de

dimension < 1 ,

Quant & la suffisance, on va montrer que C et ¢ : C—> Modtf(A) satisfont
la condition de 2.3.5. Remarquons d'abord que si F,G sont des objets de
Sex, (¢°,Mod(A)) , et si on appelle F_, G_ les restrictions de F,G a (Cc)° ,
—A = o o -0

1'application évidente

Hom(F,G) —> Hom(Fo,Go)

est bijective ; cela résulte aussitdt de la condition ii) de 2.6.1. Maintenant, pour

démontrer qu'on a une identification
A 1
Al ® F = FA

o
dans SexA(Q ;Mod(A)), il suffit de montrer que pour tout foncteur exact 2 gauche

A-linéaire G : C° —> Mod(a'), l'application

! A
Hom A,(FA ,G) —> HomA(F ,G)
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est bijective. Par la remarque précédente, il suffit encore de prouver que 1'appli=-

cation
Hom, , (F* ,G ) —> Hom, (F*,¢ )
A' Vo 7o A0’ o
A!
est bijective. Or, ceci résulte de ce que FO s'identifie dans la catégorie

HomA(gz,Mod(A)) au produit tensoriel externe A’ ®, FA ; en effet, si X € ob <, >
on a

FAI(X) = HomA(cp(X),A') =~ Hom(ep(X),A) @A Al

~A 1
-.F(x)®AA

2.6.2. Boit C wunc catégorie abélienne ; on dira qu'une famille (Ei)i d'objets

€l
de C engendre C si c'est une famille de générateurs de C (SGA 4 I, 7.1) ;

cela signifie aussi, comme on le voit facilement, que la plus petite sous-catégorie
abélienne strictement pleine de C contenant les Ei (i€I) et telle que le foncteur
d'inclusion soit exact, est C elle-méme. Si E € ob C , on dit que E est un
pseudo-générateur de C si tout objet de € est quotient d'un sous~objet (ou sous-
objet d'un quotient, cela revient au méme) d'un objet E" (n € N). Si C est

noethérienne, il est clair qu'un générateur de C est un pseudo-générateur de C ,

mais la réciproque est fausse ; on en donnera un exemple dans 2.6.3.4.

2.6.2.1. Proposition. Socient A un anneau noethérien, B une A-cogdbre plate, et

considérons les assertions suivantes.

a) B est un A-module de type fini.

b) Comodtf(B) est engendrée par un objet, plat en tant gue A-module.

c¢) Comodtf(B) est engendrée par un objet.

¢') Comodtf(B) est engendrée par une famille finie d'objets.

d) Comodtf(B) possade un pseudo-générateur.

On a alors a) = b) = ¢} @ c') = d) . Eno outre, si A est régulier de

dimension < 1 , d) = a)
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2.6.2,2. Preuve. L'équivalence de c) et de c') et les implications b) = c) = d)
sont triviales. Supposons B de type fini en tant que A-module, et montrons que
B engendre la catégorie Comodtf(B) . En effet, si E est un B-comodule de type fini,

on a le diagramme exact (2,0.7.1)
— B
E E, 8 = Eo & B ®A ?

et les hypothéses de type fini sur E0 s B0 , entratnent que les B-comodules
n m
i —_
E0 8k B, E0 @k B0 8% B sont conoyaux de morphismes B B , donc que E se

trouve dans toute sous-catégorie de Comodtf(B) vérifiant les conditions du début.

Supposons maintenant A régulier de dimension < 1 . 8i Comodtf posséde
un pseudo-générateur, en vertu de 2.2.4.4 ©On peut supposer que celui-ci est projec-~
tif. Notons P «cet objet ; il est alors clair que la fléche

v
B —> End, (P )
—-.A fe)

est un monomorphisme, Mais PO étant projectif de type fini, le A~-module End(Po)
est représentable (1.1.1) par un A-module projectif de type fini. Il en résulte que

B est quotient d'un A-module de type fini, d'ou c¢) = a).

2.6.3. Cas d'un corps k de base,. Dans ce cas, on a les assertions suivantes

a) Soit C wune catégorie abélienne k-linéaire, ¢ : C —> Modtf(k) un

foncteur k~linéaire., Alors, il existe une k-cogeébre B et une équivalence de

catégories C —> Comodtf(B) rendant commutatif le triangle (2.6.1.1) si et seule-

ment si ¢ est fidéle et exact.

b) Si B est une k-cogdbre, B est réunion filtrante B = Eia Bi de _ses

sous~cogeébres de rang fini sur k .

¢} La catégorie Comodf(B) est réunion filtrante des sous-catégories

pleines Comodf(Bi)

d) La k-cog®bre B est de rang fini sur k si et seulement si la catégorie
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Comodf(B) est engendrée par un objet (2.6.2) ou encore s'il existe un objet X

tel gque tout autre objet soit sous-objet d'un quotient (ou de fagon équivalente

. . n o < R
quotient d'un sous-objet) d'un X (i.e. un pseudo-générateur). Dans ce cas, un objet

X est un pseudo-générateur si et seulement si la flache }F — End(X) est injective.

e) Soient X un B-comodule de rang fini sur k , C(X) la sous-catégorie

abélienne pleine de Comodf(B) formée des sous-objets des quotients des x° (n =z 0}

u(x) la k-algebre In(B —> End, (X)). Alors C(X) s'identifie 3 la catégorie des

(u(X))” -co-modules de rang fini sur k {ou encore & celle des U(X)-modules de rang

fini sur k).

f) Soit u : B =—> B' un morphisme de k-cogébres, définissant un foncteur

wu : Comodf(B) —> Comodf(B'). Alors

. < R X . u . .
i) u est injectif si et seulement si ® est pleinement fidele

et pour tout B-comodule X tout sous-objet de qP(X) provient d'un sous-objet de

X . (La derniére condition est superflue si Comodf(B') est semi~simple ; elle ne

l'est pas en général, voir 2.6.3.4).

{i) ‘u est surjectif si et seulement si tout B'~comodule est

sous-objet d'un quotient d'un qP(X).

v v
g) Soit B une k-cogdbre, correspondant & une k-algeébre profinie B = lim Bi'

v v
Alors, B est une alg2bre semi-simple (i.e. les k-algébres de rang fini Bi sont

semi~simples) si et seulement si la catégorie Comodf(B) est semi-simple (i.e. toute

suite exacte courte est scindée).

2.6.3.1. Preuve. Celle de a) résulte de 2.6,1. L'assertion b) est une conséquence

de 2.2.2.3 ; en effet, un sous-espace B' de B est une sous-cogébre si et seulement
si B' est un sous—BG%:Bo—comodule de B , ou B° est la k-cogdbre opposée de B
Ltassertion c) est conséquence formelle de b). L'assertion d) résulte de 2.6.2.1 et de

e) prouvé ci-dessous.

2.6.3.2. Preuve de e). Remarquons tout d'abord que W(X) en tant que B-module fini

{1.4.5) appartient 3 C(X) ; en effet, si Riseees¥y € X sont des générateurs du
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v
B-module fini X , U(X) est l'image par le morphisme associé & x 3 X

120 0%,

1“

X U——>(x1,...,xn) .

Si on note WU' l'algébre des cndomorphismes du foncteur oubli sur C{X), on

a une flé&che

ux) — u'

ceci provient de ce que Wu(X) agit sur tout objet de C(X). Il faut montrer que cette
application est bijective, et pour cela on va exhiber une application inverse : si

o € u' , on lui associe
a,u(x)(l) culX ;

on vérifie aussitdt que c'est bien une inverse, il suffit de remarquer que pour tout

objet Y de C(X), on a une bijection

Homﬁ(U(X),Y) —> Y

2.6.3.3. L'assertion f) i) est une conséquence directe de e). Démontrons ii}

tout d'abord u : B —> B' est surjectif si et seulement si U: B —> B est
injectif ; soit maintenant C" 1la sous-catégorie strictement pleine de

Comodf (B*) = ﬁggf(ﬁ‘) (1.4.5) engendrée par les sous-objets de quotients des qy(X).

On a un diagramme

Y v
Modf(B) —> (" -——> Modf(B')
correspondant & un diagramme de k-algébres profinies
v v
B €«<— u" <— B',

v 34
Dans ce diagramme, d'aprés i), la fledche B' —> U" est surjective. Si C" = Modf(B'),
. . b4 ] 4 P . . Y b4
on voit directement que B' —> B est injectif. Inversement, si B' —> B est

v
injectif, il en est de méme de B' —> U" , donc GC" = Modf(B').

Enfin, g) exprime simplement la définition d'une algébre semi-simple.
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2.6.3.4. Exemple. Soit C la catégorie dont les objets sont les morphismes
£

£ E1 —— E2 de k-espaces vectoriels de rang fini, les morphismes de E1 m— E2
dans Ei £ Eé étant les diagrammes commutatifs dans Modf(k)
f
———e
11 12
1 e i
E; E2 .

f'

Il est clair que € est une catégorie abélienne k-linéaire. De plus, on

dispose d'un foncteur k-linéaire fidele et exact ¢ : C —> Modf(k)
f
9(E, —>E,) = E, S F, .
Il résulte de 2.6.3 a) que ¢ définit une équivalence

¢ > Comod(B)

oli B est une certaine k-cogébre.
Soit P l'objet suivant de ¢
P={idk:k—>k}.

Je vais prouver que P est un pseudo-générateur de C . Tout objet de C est

isomorphe a un objet

ot f est une application k~linéaire arbitraire. Si TI'(f) est le graphe de £ ,

T+ .
T(g) —> k°'S (morphisme d'inclusion) est un sous-objet de P $ , et on voit
: r s o ses : rt+s
aussitdt que £ : kW —> k s'identifie au quotient de T(f) —> k par le
sous-objet 0 —> k" . Par ailleurs, on a End(P) = k ; ceci montre que P n'est
pas un générateur, car la sous-catégorie pleine dont les objets sont les ' (n € W)

est une sous-catégorie abélienne D (isomorphe & Modf(k)) dont le foncteur

d'inclusion est exact, et distincte de C . Elle n'est pas stable par sous-objets.
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Cependant, bien que D soit isomorphe 2 Modf(k) , le foncteur
@' : D —> Modf(k) obtenu par restriction de ¢ , identifie D & la catégorie
des modules a gauche (de type fini) sur l'algébre Mz(k) des matrices 2x2 &

coefficients dans k . On peut aussi déterminer facilement B : c'est la cogébre

2
duale de la k-algdbre de rang 3 ayant la représentation matricielle (dans ¢(P) = k")

A W
0 Al R

représentation qui d'ailleurs correspond a l'inclusion D —> C .

§ 3. REPRESENTATIONS LINEAIRES DE SCHEMAS EN GROUPES AFFINES

3.0. Terminologie et notations.

3.0.1. On conserve les notations de 1.0 et 2.0.1. En outre, toutes les A-bigabres

sont supposées ACU en tant qu'algdbre, AU en tant que cogdbre.

3.0.2. S8oit G un A-schéma en monoides affine. La A-algébre

est canoniquement une A-bigébre grice au morphisme B —> B 8% B induit par la

multiplication dans G .

On peut regarder G et c'est ce qu'on fera le plus souvent, comme un foncteur
a4 valeurs les monoides

G : Ann —> Mon ,

/A

qui est représentable par B

(3.0.2.1) G(A') = Hom

t
Awalg_(B,A ).

On a une inclusion évidente de foncteurs en monoides



- 141 -

(3.0.2.2) G —> B

v
la loi de monoide sur B étant le produit pour sa structure de A-algébre (voir

1.2.1). La A-algébre E est appelée 1'algébre des distributions sur G, les points

de G s'identifiant aux distributions de Dirac.

3.0.3. Rappelons que, si G est un A-monoide affine, un G-A-module (ou simplement

un G-module, ou une représentation linéaire de G dans un A-module) est un A-module

M muni d'un morphisme de foncteurs en monofdes sur Ann/A , ¢ —> EndA(M) (sGA 3
I 4.7). La catégorie des G-modules sera notée Rep(G) , et le foncteur oubli sera

< G
notée w

W° Rep(G) —> Mod(A)

La catégorie ReE(G) est munie d'une loi ® ACU pour laquelle wG est
un ®@-foncteur ACU strict, Si M,N sont des G-modules, G agit dans M 8k N de la

fagon suivante : si A' est une A-algdbre ACU, g € G(A'), alors
(3.0.3.1) BueN - &M ® &y

L'cbjet unité est le A-module A muni de l'action de G pour laquelle, si

g € Ga")
(3.0.3.2) g, = 1id,,
3.1. Schémas en monofdes affines.

3.1.1, Scholie. Soit B wune A-cogdbre

1) Les données suivantes sont équivalentes

a) Une loi ® ACU (I 4.2.1) et admissible (2.5.3) sur Comod(B).

b) Une structure de A-bigdbre prolongeant celle de A-algdbre sur B .

¢) Un A-monoide affine G et un isomorphisme de A-cogébres

T(G,QG) ~B .
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2) Lorsqu'on a une telle donnée, le foncteur

(3.1.1.1) Comod (B) ——> Rep(G)

défini par (3.0.2.2) est un ®-isomorphisme ACU.

3) Le ®-isomorphisme (3.1.1.1) induit des isomorphismes

(3.1.1.2) ¢ => Ead®'@®) == End® '@

3.1.1.1. L'équivalence de a) et b) a été prouvée dans 2.5, celle de b) et ¢) est

facile et bien connue (voir SGA 3 I 4.2), l'assertion 2) se trouve dans SGA 3 I 4.7.2,

et 3) a été prouvé dans 2.5.4, Rappelons comment, & partir de l'une des données

a), b),¢) ci~dessus, les deux autres peuvent se déduire

3.1.1.2, On a une donnée a). On définit alors un morphisme de A-cogébres

B ®A B ~—>3B
de la fagon suivante : la loi ® définit un morphisme de A-algeébres
End®) —> End®®
ou encore, par 2.1,1.1, 2.5.1, un morphisme de A-algébres

% —>(B®AB)V .

dont le transposé est le morphisme cherché. En tant que A-algeébre, B

puisqu'il en est ainsi de la loi ® .

8i on pose G = Spec(B), la structure de A-cogébre de B fait

en monoides affine, et de plus on a un isomorphisme de A~cogébres
T6,0.) =B

Le groupe G peut 8tre aussi défini par la formule (3.1.1.2).

est ACU

G

un A-schéma
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3.1.1.3. On a une donnée b). On obtient une donnée c¢) comme ci-dessus, en posant

G = Spec(B).

Pour avoir une donnée a), il faut définir pour tout couple E,F de B-comodules,

une structure de B-comodule sur E gk F . Celle-ci est par définition :

O'E®GF »
E®F — > L ®BQ®F® B —>EQ®RF®B®B

id®m

EQF®B ,

ot m est la multiplication de B . La loi ® ainsi définie est ACU parce que B est

ACU.

3.1.1.4. On a une donnée c). La donnée de type b) provient de l'isomorphisme

T(G,QG) X B par transport de structure.

Pour obtenir la donnée a), on se sert de la loi ® de Rep(G) (voir 3.0.3) et

on la transporte par l'isomorphisme de catégories (3.1.1.1).

3.1.2. Soit B une A-cogdbre munie des données équivalentes a), b), c) de 3.1.1.

On voit alors facilement que la multiplication B 8% B —> B est un morphisme de

A-cogébres, i.e. que B, est une A-algtbre ACU de la ®-catégorie Comod(B) (I 6.1).

De plus, on définit un morphisme d'algdbres de la ®-catégorie Comod(B)

(3.1.2.1) q:B®B —> B ® B

La somme directe d'algdbres ACU étant le produit tensoriel dans Comod(B), il suffit
de définir les composantes q; 19 ¢ B —> B0 SK B de q . On pose 9 = M s la

comultiplication de B , et q, est défini par

q2 : B A Sk B —> Bo Sk B

la fléche A —3» B étant 1'unité de B
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3.1.2.1. Proposition. Soit G le A-monoide Spec(B). Alors, les conditions suivantes

sont €quivalentes.

a) G est un groupe

b) Pour toute A-algébre ACU A', les ®-endomorphismes uniféres de (wG)A, sont

des isomorphismes.

c) Le morphisme q est un isomorphisme.

3.1.2.2. Preuve. L'équivalence de a) et b) est claire par 3.1.1 iii). Celle de a)

et c¢) provient de ce que si on pose p = Spec(q),
p:GxG —>»GxG ,
on a pour A'/JA et g,g' € G(A")
plg,8") = (gg's8")
et de ce qu'un monoide (ensembliste) I est un groupe si et seulement si 1'applica-
tion

TxI'—>TxT (g,g') —> (gg',g")

est bijective.

3.1.4. On déduit aussitst de 3.1.1 et 2.3.2, 2,3.3, 2.3.5 les propositions suivantes.

3.1.4.1. Proposition. Soit € une ®-catégorie A-linéaire ACU, w : C —3 Mod(a)

un ®@foncteur A-linéajire ACU. Alors, il existe un A-monoide affine G et une

®-équivalence ACU de ®-catégories C - Rep(G) rendant commutatif le trianmgle de

de ®-catégories

Rep(G)

g o
\ G
w ) @&

Mod (4)

si et seulement si les conditions i) -iv) de 2,3.2 sont vérifiées.
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3.1.4.2. Proposition. Soit C une ®-catégorie abélienne A-linéaire ACU avec des

générateurs et des }—59 , et soit w : C —> Mod(4) un ®foncteur exact A-linéaire

ACU . Alors, il existe un A-monoide affine G et une ®-€quivalence ACU de ®-catégories

c —> Rep(G) rendant commutatif le triangle de ®-catégories

—= Rep (G)

S

Mod(A)

si et seulement si la condition de 2.3.3 est vérifiée.

Dans ce cas, le A-monofde G est plat.

3.1.4.3. Proposition. Supposons A noethérien, et soient C une ®-catégorie

abélienne A-linéaire ACU , w : C —> Modtf(A) un @-foncteur A-linéaire ACU fidaéle

et exact. Alors, il existe un A-monoide affine et plat G , et une ®-équivalence

ACU de ®-catégories C —> Reptf(G) rendant commutatif le triangle de ®-catégories

Reptf(G)

N\ [

Modtf (A)

si et seulement $i ‘la condition de 2.3.5 est vérifiée,

3.2. Foncteurs fibre sur Rep(G).

3.2.1, Soit € une ®-catégorie abélienne A-linéaire ACU, avec des 1._1;12 et telle que
les foncteurs X —> X®Y commutent avec les lE.n ; on appelle foncteur fibre sur C
(2 valeurs dans A) un ®-foncteur ACU A-linéaire € —> Mod(A) qui est exact,
fidele et qui commute avec les }_:Lg .81 w, w' sont des foncteurs fibre sur c,

un morphisme de w dans ®' est un ®-morphisme unifére w —> w' . La catégorie

obtenue ainsi sera notée FibA(_(_J_) , ou Fib(C,A)
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3.2.2. Proposition. Soient G = Spec(B) un A-monoide affine, w : Rep(G) —> Mod(A)

un ®-foncteur ACU relativement exact (2.4.2). Alors, le foncteur Anm/A ~—> Ens gqui

. . 1 G P P
a2 A'/A asgsocie H0m®’1 , noté Hoﬂg’ (w,w ) , est représenté par la

(w (wG)

A|’ Al)

A-algdbre ACU w(Bd}

3.2.2.1. Preuve. On a remarqué dans 3.1.2 que Bd est une algdbre dans Comod(B) ,

identifié a Rep(G) ; w(Bd) est ainsi canoniquement une A-algébre ACU , et il

résulte formellement de 2.4.4 que w(Bd) représente ﬂgég’l(w,wG).
3.2.2.2. Remarque. On vérifie aussitdt que la comultiplication de w(Bd)
(voir 2.4.1) , w(Bd) —>B_ 8, w(Bd) , est un morphisme de A-algébres. Si on pose
P = Spec(w(Bd)) )
on obtient une action a gauche du A-monoide G sur le A-schéma P
GxpP —>P
Cette action correspond, via les identifications
P~ M®’l(w,wc)
6 = End®1(u%)

a l'action a gauche évidente de End®*l(wc) sur Hoﬂg’l(w,wc).

3.2.3. Théoreme. Soit G = Spec(B) un A-groupe affine et plat, et soient w,w'

des foncteurs fibre sur Rep(G) . Alors,

a) w t w' sont localement isomorphes pour la topologie fpqc ; i.e.,

il existe une A-algébre fidélement plate A' et un ®-isomorphisme Wyt = wA.

®

b) Hom ’l(w,w’) = Isom® w,w')

3.2.3,1. Preuve. Il suffit évidemment de faire ' = @° , et il s'agit alors de
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®

prouver que le G-schéma P = Hom ’l(w,wG) est un torseur pour la topologie fpqc
(GIRAUD [1],1III 1.4). Pour voir que P est un pseudo-torseur sous G , il faut prouver

que le morphisme de A-schémas

G xP—> P xP (g,p) —> (gP,P)
est un isomorphisme. Or le morphisme correspondant entre les algébres affines (3.2.2)
w@By) @ wB) —> B @ wk,)

est 1l'image par w du morphisme (3.1.2.1) d'algdbres de Rep(G). D'apres la

proposition 3.1.2.1 celui~ci est un isomorphisme.
Enfin, G étant plat sur A , B est un A-module fidélement plat, et par

2.4.5, il en est de méme pour w(Bd) ce qui prouve que P est un torseur.

3.2.3.2, Désignons par Tors(G) la catégorie des G-torseurs a droite sur Spec(4).

Si w est un foncteur fibre sur Rep(G) , Hoﬂg’l(wc,w) = Isoﬂg(wc,w) est un

G~torseur & droite, et on a ainsi un foncteur

(3.2.3.1) Fib(G) ——> Tors(G)

3.2.3.3. Corollaire. Le foncteur (3.2.3.1) est une équivalence de catégories.

3.2.3.4, Voici un foncteur quasi-inverse pour (3.2.3.1) : si P est un torseur 2
droite sous G , on lui associe le foncteur w, Rep(G) —> Mod(A) défini par

_ G
3.2.3.2) wP(M) = Px M |,

olt on utilise l'opération de torsion introduite dans loc.cit 2,3.1. Le foncteur wP
est muni canoniquement d'une structure de ®-foncteur, et on vérifie que c'est un

foncteur fibre. On a un isomorphisme canonique

(3.2.3.3) w ~
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3.3. Fonctorialité,

3.3.1. Scholie. Soient G = Spec(B) , G' = Spec(B') des A-monotdes affines. Alors,

il v a équivalence entre les données suivantes :

a) Un @-foncteur Rep(G') —> Rep(G) rendant commutatif le triangle de

®-catégories
Rep(G') —> Rep(G)

£y

Mod (A)

a') Une classe d'équivalence de couples f(w,n) , o ® : Rep(G') —> Rep(G)

P , G ~ G
est un @-foncteur A-linéaire, 1 un ®@~isomorphisme w ° w = w .

b) Un morphisme B' —> B de A-bigdbres.

¢) Un morphisme u : G —> G' de A-monoides affines.

3.3.1.1. L'équivalence entre des données a), a') est claire par 2.1.2.3, 2.5.2.
Rappelons comment, & partir de 1'une des données a), b), c), les deux autres peuvent

se déduire,.

3.3.1.2. On_a une donnée a). On définit alors un morphisme de A-bigébres B' —> B
de la fagon suivante : 1l'image de B' par le foncteur donné est un B-comodule, il a
donc une comultiplication B' —> B' ® B . On vérifie aussitdt que la fl2che composée
e'®id
B'~—> B'®B ———> A®B =B

est un morphisme de A-bigébres.

Maintenant, définissons une donnée c) : le foncteur Rep(G') —> Rep(G) induit

par composition un morphisme

£nd ®LW®) —> gl 1wt
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d'od par 3.1.1 iii) wun morphisme G —> G!'

3.3.1.3. On a une donnée b), Si f : B' ~—> B est un morphisme de A-cogébres,

Spec(f) : G —» G' est un morphisme de A-monoides affines.

Pour avoir une donnée a), il suffit de définir un foncteur

Comod (B') —> Comod(B) qui commute avec les foncteurs oubli : si E est un B'~-como-

dule, on lui associe le B~comodule ayant EO comme module sous-jacent et dont la

comultiplication est 1d® £
'
Eo—-—?'EO®AB —-—-——)EO@AB

3.3.1.4. On a une donnée c), 8i ona u : G —> G' , en passant aux algébres de
sections on obtient un morphisme de A~bigébres B' —> B

D'autre part, u induit un ®-foncteur évident o Rep(G') —> Rep(G) .
En effet, G opére gr8ce & u sur tout A-module sur lequel G' opére.
3.3.2. Soit u : G —> G' un morphisme de A-groupes. On définit un foncteur

u* : Tors(G) -—> Tors(G')

par
o) = p ° ¢

Rappelons la propriété universelle qui définit P xG G' : on a un morphisme de

faisceaux & groupe G d'opérateurs 2 droite
P —> u* ()
qui induit pour tout torseur & droite Q sous G' (pour la topologie £pqc), une
bijection
¥* ~
HOmG,(u ®),Q) —> HomG(P,Q)

On prouve facilement

3.3.2.1. Proposition. Soit wu : G -> G' un morphisme de A-schémas en groupes
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affines et plats. Alors, le diagramme

Fib(G) ——> Fib(G")

d ¢

Tors(G) ————> Tors(G')

est commutatif & isomorphisme fonctoriel prés.

3.3.3. Soient G,G' des A-monoides affines, u,v : G —> G'

Rappelons qu'on appelle Transp(u,v) le sous-faisceau de G'
(3.3.3.1) Transp(u,v){a') = {x € G'{Aa")/ ¥ AY/AY
vy ec@am) , xuly) = viy)x}
On pose également
Cent(u) = Transp(u,u)
(3.3.3.2)
Cent(G) = Cent(idG)

On a un morphisme de faisceaux

(3.3.3.3) Bor® L ,0") —> ¢

des morphismes.

. L. . s s G . . . s
qui associe & un ®-morphisme unifére son composé avec w , qui s'identifie & un

élément de G(A).

On démontre facilement

3,3.3.1. Proposition., Le morphisme (3.3.3.3) induit un isomorphisme

®

(3.3.3.4) Hom ,l(wu,wv) —> Transp(u,v)

3.3.3.2. Corollaire. On a des isomorphismes canonigues
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EEQ®’l(wu) > Cent(u)

(3.3.3.5)
End®L(id

BEE(G)) > Cent(G).

3.4. Sous-catégories de définition de Rep{(G)

Le tableau suivant donne dans divers cas des sous-catégories de définition

D de Rep{G) , i.e. sous-®-catégories pleines de Rep(G) telles que

G —> End®’l(wco iD) soit un isomorphisme. Dans la colonne A (resp. G) on met

les hypothéses sur A (resp. G), dans la colonne D on décrit la sous-catégorie

correspondante. Les démonstrations résultent de 2.1.1.1 ou 2.2.

A G )

quelconque plat G-modules plats

quelconque fini G~modules de type fini sur A
quelconque fini plat G-modules plats de type fini
quelconque fini localement G-modules projectifs de type fini

libre

noethérien plat G-modules de type fini
noethérien
régulier de plat G-modules projectifs de type fini
dimension <1
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§ 4. REPRESENTATIONS DE GROUPES (suite) : CAS D'UN CORPS

4.1. La catégorie ReEO(G).

4.1,0, A dénote un anneau régulier de dimension < 1 .
4.1.1. Rappelons le résultat suivant, conséquence de 2.6.1.

Théoréme. Soit € wune ®-catégorie ACU abéliemne A-linéaire, w ; C —> Modtf(A)

un ®@-foncteur ACU A-linéajre fidele et exact. Alors, il existe un A-monoide affine

et plat G , et une ®-équivalence Q-J:ﬁ> Reptf(G) rendant commutatif le triangle

de ®-catégories
c —-—-—> Rept£(G)

N/

Modt£(A)

si_et seulement si tout objet de C est quotient d'un objet de go , ol 90 désigne

la sous~catégorie pleine des X pour lesquels w(X) est un A-module projectif de

type fini (condition toujours vérifiée si A est un corps).

En outre, on a dans ce cas

(4.1.1.1) ¢ = End® ! (v) ~ End® (w ),

ol w go —> Projtf(A) désigne la restriction du foncteur ® a c

4.1.2. S8i G est un A-monoide affine et plat, notons
(4.1.2.1) Rep (6)

la catégorie des G-modules projectifs de type fini sur A , et
(4.1.2.2) wg : ngo(G) —> Projtf(a)

le foncteur oubli.
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4.1.2.1. Supposons que G soit un groupe. Alors, si E,F sont des G-modules
projectifs de type fini, G opére de fagon naturelle sur HOmA(E,F) qui est

également un A-module projectif de type fini ; en effet, en vertu de 1'isomorphisme
1 o t 1
A' ®, HomA(E,F) > HomA,(A ® E, A" ®, F)
il suffit de dire comment g € G(A) opére dans HomA(E,F). On a
(4.1.2.3) g.£(x) = g.(f(g1.x)) x€E,f:E—>F

On notera Hom(E,F) le G-module zinsi construit. On vérifie aussitdt que
Hom (E,F) est un objet Hom pour E,F dans la ®-catégorie Rego(G) (I 3.1.1). En
fait, Rep (G} est une ®-catégorie rigide (I 5.1.1). Réciproquement, on prouve &

1'aide de I 5.2.2, 5.2.3, et de l'isomorphisme G ~ End®’1(wg) .

4.1.2.2. Proposition. Si la ®-catégorie ARego(G) est rigide, le A-monoide G est

un groupe.

4.2, Foncteurs fibre sur ReEO(G).

4.2.0. Dans ce numéro et le suivant, k désigne un corps.

4.2.1. Si T est un k-schéma, on note Loclib(T) la ®-catégorie rigide (I 5.1.1)
k-linéaire formée des QT-Modules localement libres de rang fini. Si T = Spec(A) ,
cette ®catégorie s'identifie 2 la ®-catégorie Projtf(A) des A-modules projectifs

de type fini,
Soient G un k-groupe affine, T un k-schéma. Un @-foncteur ACU k-linéaire

w §ERO(G) —> Loclib(T)

est appelé un foncteur fibre sur BERO(G) a valeurs dans T s'il est

exact (si on considére ® comme prenant ses valeurs dans la catégorie abélienne

des QT-Modules). Si S # @ , il est alors fidele : en effet, si X # 0 , alors

evy : X ® X~——> 1 est surjectif et par exactitude &4 (X) est aussi surjectif, donc

w(X) # 0 .
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La catégorie ayant comme objets les foncteurs fibre sur ReEO(G) a valeurs

dans T et comme morphismes les ®-morphismes uniféres sera notée
(4.2.1.1) Fib (Rep (G),Loclib(T)) ,
. ' PP . G _ ,G
ou encore Fib (G,T). L'exemple le plus immédiat de foncteur fibre est w. = (w )
~==0 T o' T

(4.2.1.2) wg(x) = 0,8 wg(x) .

4.2,1.1. Soit A wune k-algébre ; si T = Spec(A) , et si G, dénote le A-groupe

obtenu par extension des scalaires de k & A , on a un foncteur
(4.2.1.3) Fib(G,) —> FibO(G,T)

qui a un foncteur fibre w : Reg(GA) -—> Mod(A) sur ReE(GA) (3.2.1) associe le
foncteur composé

Rep () —> Rep(G,) —%=> Mod(a) ,

ou plutdt ce foncteur considéré comme étant a4 valeurs les A-modules projectifs de type
fini, Pour vérifier qu'il en est bien ainsi, on se sert de ce que aprés extension

- s . S G
fidelement plate A —> A' @ est isomorphe 2 w  (3,2.3 a)) et de ce que un

A-module M est projectif de type fini si et seulement si le A'-module M 8% Al

1'est (Bourbaki, Alg. Comm. chap. I § 3 prop. 12).

4.2.2. Théoréme. Soient G un k-groupe affine, A une k-algébre et posons

T = Spec(A) . Alors,

a) Deux foncteurs fibre sur Repo(G) a2 valeurs dans T sont localement

isomorphes pour la topologie fpgc ; i.e. il existe une A-algébre fidelement plate

A' sur laquelle ils deviennent isomorphes,

b) S8i w,w': ReEO(G) —> Loclib(T) sont des foncteurs fibre, on a

®

Hom ’l(w,w’) = Isoﬁg(w,w').

c) Le foncteur (4.2.1.3) est une équivalence de catégories.
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4,2.2.1. Preuve. L'assertion c¢) est une conséquence de a), b) : si a chaque

. . G ;
foncteur fibre ®w on associe Isoﬁg(wT,w) , on obtient un foncteur

(4.2.2.1) ELQO(G,T) — Tors(GA)

rendant commutatif & isomorphisme prés le triangle

Fib(GA) —_——— Fibo(G,T)

\ /
1?0_1:@(GA)

(voir 3.2.3.2 pour la définition de l'équivalence Fib(GA) —> Tors(GA)) ; d'autre
part, on voit facilement comme dans 3.2.3.4 que (4.2.2.1) est une équivalence de

catégories, d'oll ¢).

Pour prouver a) et b), il suffit de prouver que si w : ReRO(G) —> Loclib(T)

: _ ®,1 G . ' . N _ G

est un foncteur fibre, P = Hom —(w,wT) muni de l'action a gauche de GA = End(wT)
est un torseur. Il est clair, par I 5.2.2 et 5.2.3, que P est un pseudo-torseur,

i.e. qu'on a b). Il reste & prouver que P est représentable par une A-algebre A'

fidelement plate. On sait déja, par 1.3.2.1, que P est représentable et qu'on a

A" = Hom(w,w)

Si on exprime la bigébre B de G comme réunion filtrante de ses sous~-G-

modules de rang fini sur k , B = 1i Bi , on voit facilement qu'on a

A' = lim w(B,)
e i

en tant que A-module. Pour voir que A' est fidezlement plate, il suffit de remarquer
que les morphismes de transition w(Bi) — w(Bj) sont injectifs et font de w(Bi)
un facteur direct dans w(Bj) i cela résulte de ce que B, —> Bj est injectif et

que w(Bj)/w(Bi) o w(Bj/Bi) est projectif de type fini.
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4.3, Un dictionnaire.

4.3.1. Rappelons qu'un k-groupe affine est algébrique si son algebre affine est une

k-algebre de type fini, Il revient au mdme (SGA 3, VI, 1.4.2 et 11.11) de dire qu'il

B

agit fidelement dans un k-vectoriel de rang fini.

Soit ¢ un k-groupe affine ; on dit qu'un G-module X de rang fini sur k
est un ®-générateur de ESEO(G) si tout objet Y de cette catégorie est sous-objet
d'un quotient (ou quotient d'un sous-objet, cela revient au meme) d'un objet de la
forme P(X) , ot P € N[t] ; dans cette notation l'addition (resp. le produit) de
polyndmes correspond & l'opération @ (resp. ® . Cette définition se généralise
d'elle meme lorsqu'on remplace X par une famille d'objets, et BQEO(G) par une

®-catégorie abélienne.
4.3.2. Voici le dictionnaire, ol G, G' sont des k-groupes affines, C = Rego(G) R
€' =Rep (G'}) , u : G—> G' est un morphisme.

a) G est algébrique si et seulement si C posséde un ®-générateur ; si

C est semi-simple, cela équivaut encore 3 dire que 1'anneau de Grothendieck R(G)

est une Z-algdbre de type fini. En outre, si X € ob ¢ , X est un G-module fidele

si et seulement si X & i est un ®-générateur, ou encore si et seulement si tout

objet de € est gquotient d'un sous-objet d'un objet de la forme P(X,i), ol

PEN [tl,tz].

b) Si X € ob €, soit C(X) la sous-catégorie strictement pleine de €

hd
engendrée par les quotients des sous-objets des objets de la forme P(X,X) , ou

P € Ii[tl,tzj. Alors wg restreint 3 C(X) identifie cette catéporie & Rep cx)) ,

ol G(X) est l'image du morphisme de k-groupes

¢ —> Aut(wd(x)

c) G est fini si et seulement si C possdde un générateur (resp. un pseudo-

générateur) (2.6.2).
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d) (si car. k =0} G est connexe si et seulement si pour tout objet X

de C sur lequel G n'agit pas de fagon triviale, la sous-catégorie strictement

n
pleine engendrée par les gquotients des sous-objets de la forme X , n'est pas stable

par la loi ® .

e) G est pro~unipotent si et seulement si tout X € ob C est extension

successive de G-modules triviaux.

f) (si car. k = 0). G est pro-réductif si et seulement si la catégorie

C est semi-simple.

g) 1) u est fidelement plat si et seulement si wz : C'—> C est

pleinement fidele, et tout sous-obijet d'un mz(X') provient d'un sous-objet de X!

(X' € ob ¢') (la dernidre condition est superflue si C est semi-simple ; elle ne

l'est pas en général, voir l'exemple 4.3.2.2).

ii) u est un monomorphisme (i.e. une immersion fermée, voir DEMAZURE-

GABRIEL [17] 3.7.2) si et seulement si tout G-module est sous-objet d'un quotient

d'un @ (X') (X' € ob C").

4.3.3.1. Preuve. S5i X est un @-générateur de C , on voit aussitdt que

G > AEE(WS(X)) est un monomorphisme, donc G est algébrique par 4.3.1. Si G est
algébrique, il y a un G-module fid2le, donc un ®-générateur, si on accepte la dernidre
assertion de a). Celle-ci est une conséquence directe de g) i), et g) lui-méme
résulte de 2.6.3 f). On a ainsi prouvé a), g). L'assertion b) est également consé-
quence de g) i), c¢) résulte de 2.6.3 d), d) résulte aussitdt de c). Enfin, e) et

f) résultent de SGA 3, XVII 3.5 et de NAGATA [1].

4.3.3.2. Exemple. Supposons k algébriquement clos, et soit G un groupe
algébrique affine lisse connexe sur k , B un sous-groupe de Borel (BOREL [1],IV

11.1). On voit alors que le foncteur

Rep (6) —> Rep (B)

induit par l'inclusion B —> G est pleinement fidéle bien que B —> G n'est pas



- 158 -

fidélement plat, sauf si B = G . Il suffit de vérifier que si V est un G-module,
un élément de V invariant pour l'action de B est aussi invariant pour l'action de

G : soit v € V un tel élément, le morphisme

G—>V gr—> g.v

passe au quotient

G/B —> V

et puisque G/B est un schéma projectif connexe, et V un schéma affine, ce

morphisme est constant, donc G —» V aussi.

APPENDICE : Cas d'un schéma de base général

Les questions traitées dans ce chapitre pour des cogébres et des groupes
affines sur un anneau A ont encore un sens lorsqu'on remplace celui-ci par un
schéma S . Les énoncés auxquels on aboutit sont parfois les m@mes, dans d'autres
cas ils demandent des modifications mineuresmais leur démonstration n'est jamais
difficile. Elle est faite toujours en réduisant au cas ou S est affine, par la

localisation.

Dans ce qui suit, on donne des indications concernant cette généralisation

pour les quatre paragraphes précédents.

A.l. Les A-modules sont remplacés par les O,-Modules quasi-cohérents et les A-modules

S
sont remplacés par les faisceaux en QS~Modules sur le site zariskien Sch/S ol
QS est défini par QS(S') = T(S‘,QS,). Tous les théorémes établis pour les A-modules

(1.1 a2 1.3) restent valables pour les QS—Modules, exception faite des remarques sur
l'existence d'adjoint en 1.1.1.2 et 1.1.2.3. On remarquera que le produit tensoriel de

A-modules est remplacé par le produit tensoriel de faisceaux en @ -modules, et que

S
dans 1.1.4, 1.3.3, Projtf(A) devient Loclib(s).
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A.2. Lla raison fondamentale pour laquelle la catégorie Comod(B) (B étant une A~
cogebre) munie du foncteur oubli qp a pu nous donner suffisamment de renseignements,
en particulier nous permettre de reconstituer B , est que pour une A-algébre A' ,
le couple (QQEQQ(B),mB) permet de construire le couple (Comod(B’),qP') par 2.0.2.
Il n'en est pas de méme si S est un schéma, B une Qs—cogébre quasi-cohérente :

la catégorie Comod(B) des QS—Modules quasi~cohérents munie du foncteur @B ne
suffit pas pour reconstituer B . La donnée appropriée dans cette situation est celle
de la catégorie fibrée COMOD(B) sur §£E/S , dont la fibre en S'/S est la
catégorie Comod(By,) , munie du foncteur cartésien & : COMOD(B) —> QCOH(S) (pour
les catégories fibrées, voir SGA 1 VI) ; en fait, il suffirait méme de connaftre la
restriction de COMOD(B) & la sous-catégorie de Sch/S dont les objets sont les
ouverts de S et les morphismes les inclusions entre ces ouverts, mais pour &tre a

l'aise, il est préférable de travailler sur tout Sch/s.

Avec les modifications évidentes entratnées par le remplacement de Comod(B) ,

B
¢ par COMOD(B) , @B , les énoncés du § 2 restent vrais.

A.3. Les mémes remarques s'appliquent 3 Rep(G) , wG , qui sont remplacés par
REP(G) , QG . Ainsi par exemple, si G est un S-groupe affine et plat, un foncteur
fibre sur REP(G) est un ®-foncteur cartésien ACU (I 4.5) REP(G) —> QCOH(S) qui

fibre par fibre est fidele et exact ; bien entendu, on a une équivalence de catégories
Fib{G) = Tors{(g)

A.4., En utilisant la notion générale de foncteur fibre expliquée ci-dessus, le

théoreéme 4.2.2 est valable sans restriction sur T .
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INTRODUCTION
Dans le chapitre précédent on a explicité la correspondance entre groupes
affines et plats G et les ®-catégories Rep(G) . On regardait toutefois les caté-

3

gories Rep(G) comme "ponctuées” par le foncteur fibre wG .

Au contraire, on s'intéresse ici a classifier les catégories Rep(G) indépen~
damment d'un foncteur fibre donné, et aussi 3 classifier les ®-catégories qui sont
"localement" de la forme Rep(G) . Ce sont les catégories ind-tannakiennes, dont
1'étude nous demandera l'usage constant des définitions et résultats de 1’algebre

homologique non commutative (GIRAUD [1]).

Dans le cas ol l'anneau de base est un corps, les catégories qui sont
importantes dans la pratique (voir chapitre des exemples) sont les catégories
tannakiennes, dont la caractérisation axiomatique est celle des catégories BEEO(G)
(I1 4.1.1) avec la seule différence qu'il n'y a pas de foncteur fibre donné et il

peut n'exister de foncteur fibre qu'a valeurs dans une extension du corps de base

(voir 3.2,1 pour la définition précise).

Voici l'ordre dans lequel ces questions sont traitées

Dans le § 1 on définit les catégories ind-tannakiennes et om introduit la

notion de "donnée de descente" pour une catégorie linéaire.

Dans le § 2, aprés quelques rappels d'algébre homologique non-abélienne, on
donne le théoréme qui classifie les catégories ind-tannakiennes au moyen des gerbes

tannakiennes (2.3.2).

Le § 3 traite des catégories tannakiennes sur un corps, et constitue le coeur
de ce chapitre. Le numéro 3.1 contient des compléments sur la topologie fpqc,
topologie qui est souvent dédaignée dans la littérature. Dans le numéro 3.2 on
prouve le théoréme de structure des catégories tannakiennes, et on établit une
correspondance entre catégories tannakiennes et gerbes tannakiennes. On n'aboutit
4 un dictionnaire parfait que dans le cas ol les gerbes envisagées sont soit & lien

représentable, soit algébriques (3.2.5). Ce dernier cas est analysé en 3.3.
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§ 1. CATEGORIES IND-TANNAKIENNES

1.1. C(Catégories ind~tannakiennes.

1.1.0. On fixe un anneau A commutatif unifére. Les A-algebres considérées sont

également commutatives uniféres.

1.1.1. Soit ( une ®-catégorie ACU A-linéaire (I 2.4.1) abélienne, avec des lim
quelconques et telle que la loi ® commute avec les 214 . On dit que C est ind~tanna-

kienne s'il existe une A-algébre fideélement plate A' telle que les conditions

suivantes soient vérifiées

(IT)l Le foncteur i est fidele et exact.

At/A = )

(IT)Z Il existe un A'-groupe affine et plat G', et une ®-équivalence

A'-linéaire

~ :
Can Rep(G')

1.1.1.1. Soient C , C' des catégories ind-tannakiennes sur A . Un morphisme de
€ dans C' est un ®-foncteur ACU A-linéaire C — C' (I 4.2.4) commutant avec

les lim , fidele et exact. Si w,w' : C—> C' sont deux tels morphismes, un morphisme

de w dans w est un ®-morphisme unifére w —> w' . On obtient ainsi une 2Z-catégorie,

notée ITann(A).

1.1.1.2. Une catégorie ind-tannakienne C est dite neutre si dans la définition
1.1.1 on peut prendre A' = A . Donc, les catégories ind~tannakiennes neutres sont

celles de la forme Rep{G), ot G est un A-groupe affine et plat.

1.1.1.3. Donnons un exemple d'une catégorie ind-tannakienne C uli ne soit pas de
p g L q

la forme Rep(G). Les objets E de C sont les G€-vectoriels E, (de dimension

[1%
quelconque) munis d'une Z/2Z-graduation
o 1
EE = E @E ,
et d'une application Vg i EG -2 EG semi-linéaire par rapport & la conjugaison
o 1

complexe, laissant stable les sous-espaces E~ et E” | et telle que
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v§/E° = id

2,1 _
VE/E = -id .

On vérifie que C , muni de sa loi @ ACU évidente, est une catégorie ind-tannakienne

sur R ; en effet, on a une @-équivalence C-linéaire

o~
-

Sy Rep((z/22Z) )

8i € était neutre, on aurait forcément ¢ :1_553((Z/ZZ)BQ,ce qui est faux
en effet, ggg((Z/ZZ}R) possade exactement deux objets simples (correspondant aux
caracteéres de (Z/ZZ)BO , tous les deux de rang 1 ; € posséde également deux objets
simples, l'un de rang 1, l'autre de rang 2. En fait, on peut interpréter C comme
étant la somme de la catégorie des vectoriels réels avec celle des vectoriels
quaternioniens, l'objet simple de rang 1 (resp. 2) étant le vectoriel réel (resp.

quaternionien) de dimension 1.

1.1.2. Soit € wune catégorie ind-tannakienne sur A . On déduit aussitdt de la
définition d'une telle catégorie, que les 1ig filtrantes sont exactes, et que si E
est un A~-module fidzlement plat, le foncteur X +—> E ®, X de € dans C est un

foncteur fidele et exact.

Ceci a des conséquences importantes concernant la "descente fidelement plate"
dans C . De fagon générale, soit C une catégorie abélienne A-linéaire possédant
des 113 et telle que pour tout A-module fidélement plat E , le foncteur X t+t—>E Sk X
soit fidéle et exact. Si A' est une A-alg2bre fid2lement plate, on a la notion de
donnée de descente sur un objet de Q(A') (SGA 1, VIII), et avec les hypotheses
faites sur C , on voit aussitdt que les objets et les morphismes de C(A')

"se descendent" {(voir loc, cit., lemmes 1.4 et 1.6}, Ceci entrafne en particulier

que si w : C~—>D est un foncteur A-linéaire entre des catégories comme ci-dessus,
w est exact (resp. fidéle et exact, resp. une équivalence) si et seulement s'il en
est ainsi de Wepry E(A') — B(A')' On trouvera dans 1.2 plus de détails sur la

descente,
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1.1.3. Soit C une catégorie ind~tannakienne sur A . Rappelons (IT 3.2.1) qu'on
note Fib(C,A) la catégorie des foncteurs fibre sur € . Si A' est une A-algibre,

on posera par définition
Fib(C,A") = Fib(_g(A,),

en regardant Q(A') comme munie de la loi ® déduite de celle de C par extension

des scalaires (II 1.5.4).
On a des foncteurs, pour A' —> A"
Fib(C,A") —> Fib(C,A")

et la collection des catégories Fib(C,A'} définit une catégorie cofibrée sur
Ann/A , ou fibrée sur la catégorie Schaff/A des A-schémas affines (SGA 1, VI},

qu'on notera FIB(C).

1.1.4. Proposition. Si C est une catégorie ind-tannakienne sur A , B une A-algébre,

est une catégorie ind-tannakienne sur B .

alors E(B)

1.1.4.1. Preuve. La ®-catégorie ACU B-linéaire E(B) posséde les mBmes propriétés
que C , et si A' est une A-algdbre fidélement plate vérifiant les conditions
(IT)1 s (IT)2 pour C , B' =B ®, A' vérifie également ces conditions pour E(B) .

1.1.5. Proposition. Soient G un A-groupe affine et plat, w : Rep(G) —> Mod(A)

un foncteur fibre. Alors,

1) le faisceau Auég(w) sur Schaff/A (pour la topologie fpqc, voir 2.0),

w

est représentable par un A-groupe affine et plat G ,
2) le ®-foncteur ACU défini par w
(1.1.5.1) Rep(G) —> Rep(“s)

est une équivalence de catégories.

1.1.5.2. Preuve. Il existe une A-algdbre fidzlement plate A' telle que Weat) soit

L}
isomorphe au foncteur fibre mG défini par G' =G . On en déduit 1) par descente

A!
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fidélement plate des schémas affines (SGA 1, VIII 2.1).

Pour 2), on remarque qu'aprés extension des scalaires de A a A' , le
foncteur (1,1.5.1) est isomorphe au foncteur identité, et on conclut également par

descente (voir 1.1.2).

1.1.6. Proposition. Soient C wune catégorie ind-tannakienne sur A , A' une

A-algebre et w' : E(A') —> Mod(A') un foncteur fibre. Alors,

1) Le faisceau (fpgc) Augg(w') est représentable par un A'-groupe affine et

plat G' ,

2) Le ®-foncteur ACU défini par w'

Sy ~ Rep(Eh

est une équivalence de catégories.

1.1.6.1. Preuve. Elle résulte aussitdt de 1.1.2, 1.1.4 et 1.1.5.

1.1.6.2. Corecllaire. Si G est une catégorie ind-tannakienne sur A , C est

neutre si et seulement s'il existe un foncteur fibre C —3 Mod(A).

1.2, Catégories ind~tannakiennes et descente.

1.2.0. Soit A' une A-algébre fidélement plate. Dans ce numéro, on cherche a

expliciter une catégorie ind-tannakienne C sur A , en termes de g(A‘) et d'une

donnée supplémentaire sur E(A’) . On aboutit ainsi & la notion de donnée de descente

pour une catégorie ind-tannakienne sur A'

Le dictionnaire qu'on trouve est valable pour des catégories plus générales.
Dans la suite de ce numéro toutes les catégories linéaires envisagées sont supposées
abéliennes, avec des lig filtrantes exactes, et si elles sont linéaires sur un anneau
B , on suppose en plus que pour tout B-module fidélement plat M , le foncteur

X t—> M 8@ X est fidele et exact.

On fixe un anneau A , une A-algdébre fidelement plate A' . On a des fléches
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iCL : AY —> A" = A ®A Al a=1,2

j& DAY —> A" = AT 8% A' Gk A' a=1,2,3

ka DAY —> A" a=1,2,3,4

ol par exemple il(a') =a'®l, iy@a) =18a'
De méme, on note

iaB:A“—>A'" a,B=1,2,3 ;a<8
jC‘B 1 A" —=> AMY a,B =1,2,3,4 :a<8
Lyt A" T AT @By = 1,2,3,46 ; 0 <B <y,

les flaches évidentes ; on a par exemple ila(a'®b‘) =a'gleled'.

1.2.1. 8eit €' wune catégorie A'-linéaire. Une donnée de descente pour (' relative-

ment au morphisme A —3> A' est un couple A = (a,u) constitué d'une équivalence de

catégories A"-linéaires

¥* 1 s ¥ t
a iy ct — i c
et d'un isomorphisme fonctoriel
i, (@ i, (o)
¥ iy5(a * i, *
j. C EE— j, ¢¢ —m——> j, C
3= 2 la 1=
| - )
*
113((1) 3

vérifiant la condition de cohérence

# L # o # L
(1.2.1.1 14,00 o [334(@ * 1123(@:! =119, o [1234(;1) * le(cx)]

On a fait libre usage des conventions de notation de II 1.5.2. Ainsi, par

+ *® +*
' : s t
C' et 1,50, C ).

exemple, on a identifié j3

1.2.1.1. Soient C' , D' des catégories A'-linéaires, munies de données de descente



- 168 -

A= {a,w, ' = (8,v) relativement 2 A —~> A' . Un morphisme du couple (C',A) dans
le couple (D',I") est un couple (u,e) d'un foncteur A'~linéaire u : C' —> D'

commutant avec les liﬂ et d'un isomorphisme fonctoriel
#* #*
€ : il(u) oaq —» Bo iZ(U) s
vérifiant la condition de cohérence
#* #* #* #* #* #* *
. . = ; . . . i
(1.2.1.2) 113(6) OEJl(u)i*u] [v # 33(u)] o [112(3) #* 123(6)] 0[112(6) 123(a)]

Enfin, si (u,e) , (u',e') sont des morphismes comme ci-dessus, un morphisme
de (u,e) dans (u',e¢') est un morphisme fonctoriel X : u —> u' tel qu'on ait

un diagramme commutatif
.* *
1l(u) 0@ > il(u') oa

(1.2.1.3)

g o i;(u) —> B o i;(u') s

(5]

¢ o [1;() *al = [B* i:(x)] 0

La 2-catégorie obtenue sera notée Cat(A'/A).

1.2.1.2. Soit C une catégorie A-linéaire. Si on pose C' C' est muni

L= E(Av) s
#*

d'une donnée de descente é&vidente. L'équivalence « : i 1

C' —> i, C' provient

2
simplement de l'identification de ces deux catégories 2 E(A") , et W se réduit a

1'isomorphisme identique.

La construction précédente est 2-fonctorielle en C , et on a ainsi un
2-foncteur de la 2-catégorie Cat{A) des catégories A-linéaires dans la 2-catégorie

cat(A'/A).

1.2.2. On vient d'associer & une catégorie A-linéaire une catégorie A'-linéaire
munie d'une donnée de descente. Dang le sens inverse, soit C' une catégorie

A-linéaire munie d'une donnée de descente A = (a,u) relativement 3 A —>A' . On
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définit une catégorie A-linéaire ég‘, et une &quivalence de catégories A'-linéaires

munies de données de descente

(1.2.2.1) ¢t — (%en
.2.2. c €
1.2.2.1. Définition de é_’ . Les objets de la "catégorie descendue” 4g' sont les

couples (X,A) constitués d'un objet X de C et d'un isomorphisme (d'objets de
#*
1 e
¥* ~ K
Aa iZ(X) — 11(X)

tels que le diagramme

1 @G, ()
# ) 12 2 )
i1,@ iy 50 —E—2— T
(1.2.2.2) i
2.2, "

33X 12

+* +* #

i, 3,(X) e j; X

13 73 113(x) 1

soit commutatif ; un morphisme d'un couple (X,A) dams un couple (X',A') est un

morphisme £ : X —> X' tel qu'on ait
* *
(1.2.2.3) i (£) ox=1' oa i,(f)

Il est clair par comstruction que Ag’ est une catégorie A~linéaire

(vérifiant les conditions de 1.2.0), et que le foncteur "oubli" b — €' est

A-linéaire, exact, et commute avec les 113 .

1.2.2.2. Le foncteur "oubli"

¢! — (' (X,A) —> X

s'étend en un foncteur A'-linéaire
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- C !

A,
(1.2.2.4) (g')(A,) c

Ce foncteur définit une équivalence de catégories munies de données de

descente. On va expliciter un foncteur quasi-inverse
Ay
2.2, ' !
(1.2.2.5) c (c)(A,),

en omettant les vérifications relatives aux données de descente, qui n'offrent aucune

difficulté.

Soit X un objet de (' . L'objet A’ ®, X  est muni d'une action évidente

de A" telle que l'action de A' induite par i, soit 1'action de A' sur
A’ 8, X en tant qu'objet d'une catégorie A'-~linéaire. On a donc un objet de izjz’,
qu'on notera encore A' ® X . Posons

T o= 4 * '

X 11*a(A ®, X) € ob C

On vérifie aussitdt qu'on a des isomorphismes canoniques

TR o= i, i) A"e, X)
IR I E A
(1.2.2.6)
Ko % K "
ai, X = 1, i, 123(a) (a" ®, X,

*

*
ou A" ®, X est considéré comme objet de ig C' sgraéce a l'action évidente de A'™.

On obtient, par ces identifications, un isomorphisme )\

LR — 1 (D)
x ¢ ¢4 12 X) 11 s

A ).

=i, (u
X 12, TA"®,X

Cela dit, l'image de X par le foncteur (1.2.2.5) est l'objet (i,hx) de
A

C' , muni de l'action de A' déduite par application du foncteur i, o o de l'action

Le
de A' sur A'®, X en tant qu'objet de C' , a't+>1® ai .

A
On vérifie sans peine, en utilisant (1.2.1.1) que (i,hx) est bien un objet
de A(Q') , et que (1.2.2.4) et (1.2.2.5) sont des foncteurs quasi-inverses l'un de

1'autre.
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1.2.3. Proposition. Le 2-foncteur Cat(A) —> ggg(A'/A) associant 3 C , Q(A')

munie de sa donnée de descente canonique, est une 2~équivalence admettant

(c',n) —> AQ‘ comme quasi-inverse.

1.2.3.1. Preuve. On a déja exhibé, pour (C',A) donné, une équivalence C' m~ (ég‘)(A,).
Inversement, soit C wune catégorie A-linéaire ; il est clair que si X est un

objet de C , (X) = A ®, X st de fagon canonique un objet de A(Q(A,)).

tar/a

On obtient ainsi un foncteur

(1.2.3.1) c — B o,

oi C' dénote E(A') , & sa donnée de descente canonique. Pour prouver que ce
foncteur est une équivalence de catégories, il suffit de prouver que le foncteur
obtenu en étendant les scalaires de A a A'

¢t — (e

= = (A"
l'est, en vertu de 1.1.2, Or, on vérifie facilement que ce foncteur n'est autre

que le foncteur (1.2.2.5).

1.2.4. Soit T wun groupe fini (ensembliste), et supposons que la A-algébre

fid2lement plate A' soit donnée comme un revdtement galoisien de A de groupe T

(GIRAUD [1], III 3.7.4.1). Rappelons que ceci signifie qu'on s'est donné une action de

T (& pauche) sur la A-algeébre A' , telle que le morphisme de A-algébres

av =l a' @ b' —> (y{a').b') vy erT

soit un isomorphisme.

1.2.4.1. Soit C' une catégorie A'-linéaire. Une donnée de descente A sur ('

relativement 2 A'/A peut encore s'exprimer comme la donnée de

a) Une famille (CLY)YE d'équivalences de catégories, semilinéaires par

T
rapport & vy
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b) une famille d'isomorphismes fonctoriels

(“Y',Y)(Y‘,Y)El“xl‘

ta, —=> o ,o0a H

Byy %y Y Y

ces données vérifiant la "condition de cocycles", pour vy, y',y" €T :

(1.2.4.1) (@ %, woorg = (o
% * oy o,

¥q)o
Yy Y Y'Y L%

Y Y'Yy

1.2.4.2, 81 C',D' sont des catégories A'~linéaires munies de données de descente
relativement 2 A'/A  s'exprimant par des domnées ((a ),(u , J), (B I, (v , ),

Y YooY Y Y Y
la donnée d'un morphisme de catégories A'-linéaires munies de données de descente

ol u: C'—>D' est un foncteur A'-linéaire

(U,(eY)YéI‘) s 3

s'exprime par un couple
commutant avec les lim , et les SY sont des isomorphismes fonctoriels
€ :ruoq —>» B ou

Y Y

Y

vérifiant la condition, pour vy,y' €T .

1.2.4.2 ;o L=, ' *
( ) (\)Y oy u) o ety (BY * eY) o (e:Y * aY) o (u Hy »Y)

Si (u,(eY)), (“"(e»;,)) sont comme ci-dessus, un morphisme de (u,(eY)) dans

(u',(eé)) est un morphisme fonctoriel g : u —> u' tel que pour y €', on ait
(1.2.4.3) ¢' olo*qg)=(R *0)oe

Y Y Y Y
1.2.4.3. Avec les notations de 1.2.4.1, la catégorie A_q' peut s'expliciter comme

suit : ses objets sont les couples (X,()\Y)YET), ou X est un objet de g' , et les

)\Y sont des isomorphismes
At X = g (X)),
Y Y

rendant commutatifs les carrés (y,y'el)
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Ay
X —Ys ¢ ®
Y !
(1.2.4.4) Ao i a ()
Yy Y v
a, X)) ———> a ,a (X
Y'Yy (w, ) Y v
Yy X

un morphisme d'un couple (X,(XY)) dans un couple (X',(X;)) est un morphisme

f:X—>X' tel qu'on ait

(1.2.4.5) a (f) or =%'of
Y Y Y

1.2.5. On peut établir des variantes de ce qui précéde dans le cas ou de plus,
on a affaire 2 une loi ® . C'est ce qu'on esquisse bri2vement dans ce qui suit. Toutes

les lois ® envisagées sont linéaires, et commutent avec les lig (II.1.5.4).

1.3.5.1, Soit €' une ®-catégorie A'-linéaire. Si A = {(a,u) est une donnée de
descente pour C' relativement 2 A —> A' , une compatibilité de A avec la loi
® de C' est une structure de ®foncteur sur o (I 4.1.1) telle que . soit un

®~-1isomorphisme.

8i C est une ®-catégorie A-linéaire, la donnée de descente canonique sur
E(A') est munie de fagon naturelle d'une compatibilité avec la loi ® de Q(A')

(I1 1.5.4).

Une donnée de descente A , munie d'une telle compatibilité, est appelée

une ®&-donnée de descente relativement 3 A —> A'

1.3.5.2. Soient C',D' des ®-catégories A'-linéaires munies de ®-données de
descente relativement & A —> A' . Un morphisme de C' dans D' est un morphisme
(u,€) de catégories A'-linéaires munies de données de descente, avec une structure
de ®-foncteur sur u telle que € soit un @-isomorphisme. Enfin, un morphisme

A entre deux tels morphismes (u,e), (u',e') est un ®-morphisme X : u —> u'’

vérifiant la condition (1.3.1.3).
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1.3.5.3. Avec les hypothé&ses et notations de 1.3.5.1, la catégorie A-linéaire ég'
est munie d'une loi ® canonique. Bornons-nous & 1'expliciter sur les objets de cette

catégorie, en faisant quelques identifications évidentes
(1.3.5.1) A ® @', = ERY,A®A")

On peut démontrer facilement 1'analogue de la proposition 1.3.3, ainsi que
des variantes relatives aux diverses contraintes qu'on peut imposer aux lois ®

envisagées.

1.3.5.4., Dans le cas ot A' est donné comme un revétement galoisien de groupe I' de
A (voir 1.3.4), on peut donner des variantes ® analogues. On imagine qu'aprds tout ce
qui précéde, les définitions correspondantes sont évidentes pour le lecteur. Aussi on

s'en servira sans aucun scrupule par la suite.

1.3.6. Scholie. Soit A' une A-algdbre fidelement plate. I1 revient au mBme de se

donner une catégorie ind-tannakienne sur A , que de se donner une catégorie ind~

tannakienne sur A' munie d'une ®-donnée de descente ACU relativement au morphisme

A —> A' | En particulier, si G' est un A'~groupe affine et plat, les catégories

ind-tannakiennes sur A devenant équivalentes sur A' avec Rep{(G'), correspondent

aux ®-données de descente ACU sur Rep(G') relativement 3 A —> A'

§ 2. GERBES TANNAKIENNES ; LE THEOREME DE STRUCTURE

2.0. Topologies sur la catégorie des schémas.

2.0.1. Soit S wun schéma, et désignons comme d'habitude par Sch/s la catégorie

des S-schémas. On définit sur §£E/S plusieurs topologies, dont la plus importante
dans ce paragraphe est la topologie fidélement plate quasi-compacte, en abrégé fpqc
(voir SGA 3, IV 6.3). On a aussi les topologies fppf (fidelement plate de présentation

finie), de Zariski, étale.

. s . . < S S .
On obtient des sites qui seront respectivement notés Squc > Sgppt * Szar ? et
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2.0.2. Soit A un anneau (commutatif unifére), et posons S = Spec(A). On peut

munir la sous-catégorie de Sch/S des A-schémas affines, notée Schaff de la

/A7

topologie induite par la topologie fpqc sur Sch (sGA, III 3.1). D'aprés le lemme

/8

de comparaison (SGA 4, III 4.1), l'inclusion Schaff/A — Sch/S induit une équiva-

lence de catégories entre les catégories correspondantes de faisceaux. On en déduit

qu'il revient au méme de se donner un champ sur que de se donner sa restriction

Squc
a Schaff/A (voir GIRAUD 1], II 3.3.1).

Pour cette raison, en construisant un faisceau ou un champ sur , on se

S
fpqc

limitera souvent a le définir sur les A-algdbres. (i.e. la catégorie opposée a Schaff/A).

Cette méthode nous épargnera un certain nombre de définitions purement auxiliaires.

. . .
Des remarques semblables s'appliquent aux sites Sfppf s SZar PR

2.1. Rappels sur les gerbes et les liens.

2.1.0., Pour la commodité du lecteur, on rassemble ici un certain nombre de définitions
et résultats diis a GIRAUD [1]A Dans la suite de ce numéro, on fixe un site S , supposé
standard pour simplifier ; ceci signifie que S posséde des lim finies et que les

préfaisceaux représentables sont des faisceaux.

2.1.1. On appelle gerbe sur S wun champ ¢ sur S vérifiant les conditions suivantes.

a) Les fibres Gy (T € ob §) du S-champ (¢ sont des groupoides, i.e. tout

morphisme de QT est un isomorphisme.
b) Les objets des fibres QT sont localement isomorphes.

c¢) Il existe une famille (Ti)ie d'objets de S couvrant l'objet final C

I

de S telle que les fibres QT soient non vides.
i

On dit qu'une gerbe (¢ sur S est peutre si la fibre Qe est non vide.

Un morphisme de gerbes sur S est simplement un morphisme entre les S-champs

sous-jacents, et on définit de mdme les morphismes de gerbes.
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2.1.1.1. Soit G wun faisceau en groupes sur § , et soit TORS(G) le S-champ des
G-torseurs a droite (loc.cit., IIT 1.7.1). Il est clair que TORS(G) est une gerbe, et

méme que c'est une gerbe neutre. On a en effet le G-torseur Gy sur e .

On vérifie facilement qu'une gerbe sur S est neutre si et seulement si elle
est équivalente 2 une gerbe de la forme TORS(G). De méme un S-champ est une gerbe

si et seulement s'il est localement (sur S) équivalent 2 un champ de la forme TORS(G).

2.1.2. Donnons~nous un faisceau en anneaux QS sur S , de sorte que (S,QS) est
un site annelé. Ceci permet de définir le champ Qs~linéaire QCOH(S) des QS-Modules
quasi-cohérents. Si (; est une gerbe sur S , on note REP(G) (resp. Rep(Q)) le
S~champ (resp. la catégorie) des S/T ~foncteurs (resp. S-foncteurs) cartésiens

Q/T —> QCOH(T), ot T:€ ob S (resp. G —> QCOH(S)).

Si on remarque que QCOH(S) est de fagon évidente un ®-champ ACU S-linéaire,
on voit que REP(Q) (resp. Rep(G)) est canoniquement muni d'une structure de

®-champ ACU S-linéaire (resp. ®-catégorie ACU T'(sS, QS)-linéaire), avec des lig .

On a

(2.1.2.1) REP(G), = Rep(G,)

2.1.2.1. Le S-champ REP((}) dépend fonctoriellement de la gerbe G . Si u : G—> @'
est un morphisme de gerbes sur S , on obtient par composition un morphisme de ®-champs
ACU S-linéaires :

Q" : REP(G') —> REP(()

2.1.2.2. Soit G un faisceau en groupes sur S , ¢ = TORS{G) 1la gerbe des G-torseurs
4 droite. On dispose alors de deux ®-champs ACU S-linéaires, REP(() et le ®-champ
REP (G) des GfgS-Modules quasi-cohérents. Ces deux ®-champs sont équivalents ; de

fagon précise, on définit des ®-foncteurs ACU stricts T(T,QS)-linéaires

(2.1.2.2) ggy_(q,r) —> Rep(6,) T € ob S



en associant & chaque foncteur cartésien § : TORS(GT) —> QCOH(T) le QT—Module

quasi-cohérent Q((GT)d) muni de l'action 2 gauche de G,

T déduite par fonctorialité

de ¢ de l'isomorphisme canonigue

6p I Aut((Gp) )

On vérifie facilement que ce sont des équivalences, et que la collection de

ces foncteurs définit une équivalence

(2.1.2.3) REP (TORS (G)) Zs REP(G)

2.1.3. Rappelons la notion de lien sur un site S . Si on note FAGR(S) le S-champ
ayant pour fibre au-dessus de T € ob § la catégorie Fagr(T) des faisceaux en
groupes sur T (ou plutdt sur le site S/T)’ soit LI(S) 1la catégorie fibrée sur S
ayant pour fibre au-dessus de T 1la catégorie ayant les m@mes objets que Fagr(T),
et comme morphismes G —3> G' l'ensemble des sections globales du faisceau quotient

HomT(G,G')/G' , G' agissant par automorphismes intérieurs.

Le champ LIEN(S) est par définition le champ associé & la catégorie fibrée

(loc.cit., II 2.1.3) LI(S). La catégorie Lien(S) des S-liens est
Lien(s) = LIE:N(S)E

On a en particulier un foncteur

(2.1.3.1) lien : Fagr(8) —> Lien(S) ,

et on vérifie qu'on a

(2.1.3.2) Hom(lien(G),lien(G')) = Hom(G,G')/G'

Un lien sur S est dit représentable s'il est isomorphe & un lien de la

forme 1lien(G). Tout lien est localement (sur S) représentable.

Un lien sur S est dit abélien si localement sur S il est représentable par
un Groupe abélien. Dans ce cas, il est représentable (globalement) par un Groupe abélien

uniquement déterminé. De fagon précise, le foncteur (2.1.3.1) induit une équivalence



- 178 -

de la catégorie des faisceaux en groupes abéliens sur S sur celle des liens abéliens

sur S.

2.1.4. A une gerbe sur S on attache canoniquement un lien sur S . Nous n'allons
pas définir ce procédé en détail (loc.cit., IV 2.2) ; disons seulement que cette
correspondance est uniquement déterminée, & isomorphisme fonctoriel prés, par ses
propriétés d'@tre fonctorielle, compatible avec la localisation, et d'associer & une
gerbe TORS(G) le lien 1lien(G). Si L est le lien d'une gerbe ( , on dit que L

lie G, ou que ¢ est liée par L , ou encore que (} est une L-gerbe.

De méme si (G, (' sont des gerbes liées par L,L', et si u : (3 —> G' est
un morphisme auquel correspond un morphisme de liens X : L —> L' , on dit que u

est un A-morphisme.

On dit que deux L-gerbes sont équivalentes s'il existe entre elles une équi-~

valence de gerbes liée par le morphisme idL

2.1.5. Soit L wun lien sur $ . On note HZ(S,L) ou HZ(L) l'ensemble des classes
d'équivalence de L-gerbes, HZ(L)‘ la partie définie par celles des L-gerbes qui
sont neutres (2.1.1). Cet ensemble ne dépend pas fonctoriellement de L . Toutefois,
si A : L—>L' est un morphisme de liens, on définit une relation —o . Si

p € HZ(L) , q € HZ(L') , on écrit

s'il existe une L-gerbe ( (resp. L'-gerbe ;') représentant p (resp. q) et un
A-morphisme (G -—> (' . Cette relation est une fonction chaque fois qu'on a
Cent (L) = Cent(A) (loc.cit., IV 3.1.5), par exemple si L' est abélien, ou si A

est surjectif (i.e. localement représenté par un épimorphisme de falsceaux en groupes).

2.2. Gerbes tannakiennes.

2.2.1. Soit S5 wun schéma. On dit qu'une gerbe ( sur Squc est représentable
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(resp. affine, plate, lisse) si le lien de G est localement défini par un faisceau

en groupes représentable (resp. et affine, et plat, et lisse).

2.2.2. On dit qu'une gerbe sur Squc est tannakienne si elle est affine et plate.
Ceci équivaut a dire que, localement pour fpqc, elle est équivalente a une gerbe

TORS(G), oi G est un schéma en groupes affine et plat.

2.2.3. Soient A wun anneau, S = Spec{(A}, et { wune gerbe tannakienne sur A

(i.e. sur ). Remarquons que, par descente fpqc (SGA 1, VIII), le champ des

Squc

Modules quasi-cohérents sur $ est le méme pour la topologie fpqc ou pour la topolo-
gie de Zariski. Ainsi, si G = TORS(G), on a par 2.1.2.2 une équivalence de ®-caté~

gories A-linéaires
=
Rep(G) —> Rep(G) ,

ot Rep(G) a la signification habituelle (chap. II).

Soit A' une A-algébre. On a un ®-foncteur ACU

(2.2.3.1) ReQ(Q)(A,) — Rep(Q/A,) s
ol Q/A' est la gerbe (G restreinte & §£E/A' . On voit facilement que ce foncteur

est une équivalence de catégories.

Les remarques précédentes entrafnent

2.2,3.1. Proposition. Si ( est une gerbe tannakienne sur A , la ®-catégorie ACU

A-linéaire Rep{G) est ind-tannakienne.

2.2.4. Notons GTann(A) la 2-catégorie des gerbes tannakiennes sur A . La corres-
pondance

G F> Rep()
est 2-fonctorielle en G , et définit un 2-foncteur

(2.2.4.1) Rep : GTann(A)° —> ITann{(A)
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Rappelons que si C est une 2-catégorie, dans la 2-catégorie go , on a,

quels que soient les objets X, Y

Homco(X,Y) = H0ﬁ~(Y,X) s

i.e. on change le sens des l-morphismes mais non celui des Z-morphismes.

2.3. Le théoréme de structure.

2.3.0. Dans ce numéro, A désigne un anneau (commutatif unifare) S = Spec(A) . Tous
les faisceaux et les champs considérés sur 8 le sont pour la topologie fppc , et

on utilisera le procédé indiqué en 2.0.2.

2.3.1. Soit C wune catégorie ind-tannakienne sur A ; ce qui a été dit en 1.1.2
entraine aussitdt que la catégorie fibrée FIB(C) sur Schaff/A (1.1.3) est un champ
pour la topologie fpqc . Puisque C est, localement pour fppc , de la forme §§R(G)
ot G est un groupe affine et plat, il résulte de II 3.2.3.3 que FIB{(C) est,
localement pour fppc, de la forme TORS(G). En d'autres termes FIB(C) est une gerbe
tannakienne sur A . Comme FIB(C) dépend de C de fagon 2-fonctorielle, on a un

2-foncteur

(2.3.1.1) FIB : ITann(A) —> GTamn(a)°
allant en sens inverse du 2~foncteur

(2.3.1.2) Rep : GTann(A) —> ITann(A)

construit en 2.2.4.

2.3.2. Théor2me. Les 2-foncteurs ci~dessus sont deg 2-équivalences, quasi-inverses

1'un de l'autre.

Pour prouver ce théoreme, il suffit de définir des équivalences fonctorielles,

pour une gerbe tannakienne ( et une catégorie ind-tannakienne C
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(2.3.2.1) o : G -——> FIB(Rep(Q))
¢
(2.3.2.2) B & ~—> Rep(FIB(C))
2.3.2.1. Définition de ag . Si A' est une A-algébre, P, Q des objets de la

fibre QA' de ( au-dessus de A' , £ : P = Q un morphisme de Gy+ » on pose

alP),,(F) = F(P

All A" )

alf), ,(F) = F(£,,) ,

All All

oli A" est une A'-algebre et F : G/aw > QCOH(A") est une représentation de Gy -
La notation P,, (resp. fA") indique 1'image inverse de P (resp. f) par le morphisme

Spec(A") — Spec(a')

Le foncteur ag ainsi défini est une équivalence. En effet, 1'assertion
étant de nature locale, on peut supposer @ = TORS(G) avec G un A-groupe affine

et plat. Il suffit alors de vérifier que le triangle

%ToRs (G).

TORS (G) FIB(Rep (TORS(G)))

FIB (Rep(G))

dans lequel les flaches sans nom sont celles données par (2.1.2.3) et II (3.2.3.1),
est commutatif & isomorphisme prés. Si w est un foncteur fibre sur ReE(G),
F : TORS(G) —> QCOH(A) est une représentation de TORS(G), et si on note A(w),

B(w) les foncteurs fibre sur Rep(TORS(G)) image de w respectivement par les

foncteurs [GTORS(G) o] w=,ona

Alw) (F) F(Isom®(wc,w))
Blw)(F) = w(F(Gd))

Ecrivons P = Isoﬁg(wc,w) ; c'est un torseur & droite sous G . L'isomorphisme
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fonctoriel cherché

Alw)(F) —> Bw)(®

est donné comme composé des isomorphismes

2

AW E) = F@) 2 FE 5 G =P x* Fey)

1

w(F(Gd)) = B(w)(F)

l'isomorphisme P XGF(Gd) o~ w(F(Gd)) provient de II. 3.2.3.4.

2.3.2.2. Définition de BC .8 X,Y€ob(C, f:X—>Y estun morphisme, on

I!OSE

B(X)A,(w) = w(X 8, A')
B(E), () = wlf® idA,)

ol A' est une A-algébre et w : g( —3 Mod(A') est un foncteur fibre.

A')

Le foncteur BC ainsi défini est une équivalence de catégories ind-tanna-

kiennes ; la preuve est semblable 2 celle de 2.3.2.1.

2.3.3. Si C est une catégorie ind-tannakienne sur A , on appelle lien de C le
lien de la gerbe FIB(C) (voir 2.1.4) ; si L est ce lien, on dit également que ¢

est liée par L , ou que L lie C . On appellera aussi L-catégorie ind-tannakienne

une catégorie ind-tannakienne C munie d'un isomorphisme de liens L = tien(C) . De
méme, si ® : C —> C' est un morphisme de catégories ind-tannakiennes liées respecti-
vement par L , L' et si u : L' —> L est le morphisme de liens qui lie FIB(w)
FIB(C') —> FIB(C) , on dit que u lie w ou que w est lié par u , ou encore que

w est un u~-morphisme. On notera e la classe d'équivalence de la gerbe FIB(C). On

a donc e € HZ(L)

On déduit immédiatement de 2.3.2.

2.3.3.1. Corollaire. Soit L wun lien sur Squc défini localement par un groupe

affine et plat. L'application ¢ —> TC définit une bijection de 1'ensemble des
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classes d'équivalence de catégories ind-tannakiennes sur A liées par L , sur

2 . .
l'ensemble H (L) . Dans cette bijection, la partie HZ(L)' correspond aux catégories

ind-tannakiennes qui sont neutres.

2.3.4. sSoient C , C' des catégories ind-tannakiennes sur A liées respectivement

par L , L' , et soit u : L —> L' un morphisme de liens. On note
HOM (C',C)
o 02

le champ sur S = Spec(A) dont la fibre en une A-alg2bre A' est la catégorie
' - : 1

Hom (C (A’}’Q(A') des u-morphismes Q(A’) —> Q(A')'

note aussi HOM, (C',C), et si C =G' , END| (C) . Remarquons qu'en fait on a

Si L=L' et u= idL , on

END, (C) = AUT, (C) ,

odi le second membre désigne le champ sur S des équivalences C —> C liées par
idL ; ceci résulte de 2.3.2 et de ce qu'un morphisme de gerbes est une équivalence

si et seulement s'il est 1ié par un isomorphisme de liens (GIRAUD {17, IV 2.2.6).

Soit Zu le centralisateur de u (loc. cit. IV 1.5.1). On déduit alors de

2.3.2 et loe. cit. IV 2.3.2

2.3.4.1. Proposition. Le champ HOMU(Q',Q) sur S est une gerbe dont le lien est

canoniquement isomorphe a Zu , le morphisme canonique L X Zu —> L' s'identifiant

3 celui qui lie le morphisme de gerbes évident FIB(C) x HOMU(Q’,Q) —> FIB(C').

2.3.4.2. Explicitons la situation dans le cas o C =C' et u = idL . Soit

Z = Cent(L) le centre de L ; c'est un faisceau abélien sur Squc , et on peut déja

remarquer qu'on a un isomorphisme canonique
(2.3.4.1) z => End®(id))

I1 suffit de définir celui-ci localement, i.e. dans le cas o C = Rep(G),

cas traité en II 3.3.3.2.

Il est maintenant facile de voir qu'on a un isomorphisme de gerbes
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(2.3.4.2) TORS(Z2) —> ENDL(Q) ;

L A . Z
celui~ci associe & un torseur P sous Z l'endomorphisme X+> P X X , compte

tenu de ce que Z agit sur chaque objet de C par l'intermédiaire de (2.3.4.1).
On déduit de (2.3.4.2) des isomorphismes de groupe

1
Badi (@) = (S D)
(2.3.4.3)

®@,1,. o
End (ldg) ~ H (Squc,Z)

2.3.5. Le groupe Aut, (C) Hl(Z) opére & gauche sur l'ensemble Homu(g',g) par

composition. De méme, si Z' = Cent(L') , Hl(Z’) opére & droite sur cet ensemble.

I1 résulte alors de loc. cit., IV 2.3.15.

2.3.5.1. Proposition. 8i le centralisateur de u , Cent(u) cofincide avec 2Z' ,

l'ensemble Homu(g ,€) est un pseudo-torseur sous le groupe Hl(Z’).

Voici une variante de ce qui précede, dans laquelle on suppose le lien L'
abélien (1l'hypothese faite en 2.3.5.1 est alors automatiquement vérifiée pour tout
morphisme L ~—>L'). Si 1T € HZ(L), T!' € HZ(L') dénotent les classes de cohomologie
de €, c' (2.3.3), on note Hom(L,L';T,T') 1'ensemble des morphismes de lien

L —> L' qui envoient T sur 7' (voir 2.1.5). On a une application
(2.3.6.1) Hom(C',C) £ Hom(L,L';7,T")

qui & un morphisme (' —» C associe le morphisme L —>» L' qui le lie.

2.3.6.2. Proposition. L'action de Hl(L‘) fait de Hom(C',C) wun torseur au-dessus de

l'ensemble Hom(L,L';T,T').
Rappelons que ceci signifie que 1l'application

Hom(C',C) x ey — Hom(C',C) x. Hom(C',C)
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(w,h) > (w,wh)

est une bijection.

§ 3. CATEGORIES TANNAKIENNES SUR UN CORPS

3.1. Compléments : comparaison entre la cohomologie fpgyc et fppf .

3.1.0. Fixons un corps k . La catégorie Sch des k-schémas peut 8tre munie de

/k
deux topologies : la topologie £pqc qu'on a utilisée jusqu'ici , et la topologie
fideélement plate de présentation finie (fppf). Pour abréger, les sites correspondants
seront notés respectivement ch s k pf La topologie fpqc est plus fine que la

topologie £ppf , d'ol un morphisme de sites

(3.1.0.1) k —> k
qc pf

induisant 1'identité sur Sch/k . Une gerbe sur l'un de ces sites est tannakienne si
elle est liée localement (pour la topologie envisagée) par un groupe affine (automati~
quement plat). Elle sera dite algébrigue si ce groupe est de type fini (ou de

présentation finie, cela revient au méme),

L'objet de ce numéro est de prouver qu'il n'y a pas de distinction a faire

entre les gerbes tannakiennes algébriques sur kpf ou sur ch .

3.1.1. Soit F wun préfaisceau en groupes abéliens sur Sch/k , F Sch/E —> Ab .
Rappelons que F est localement de présentation finie s’'il transforme lim filtrantes

de k-schémas affines en lim .

On a des morphismes de groupes, pour 1 € N

(3.1.1.1) it o — B m

pe’t qc

provenant du morphisme de sites (3.1.0.1), on ﬁl désigne la cohomologie de fech
(voir SGA 4, V).

3.1.1.1. Proposition. Si F est localement de présentation fipie, les applications

(3.1.1.1) sont bijectives.
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3.1.1.2. Preuve. Par définition de la cohomologie de Uech , on a

vi i

H (k__,F) = lim H (A/k,F)
Pt Fvid

vi i

H*(k ,F) = lim H (A/k,F) ,
4 A7K

ot dans la premi&re expression A parcourt les k-algébres de type fini, dans la
seconde A parcourt toutes les k-algébres (i.e., appartenant 3 l'univers ambiant dans
lequel on travaille). L'application (3.1.1.1) est l'application canonique provenant de
1'inclusion du premier ensemble dfindices dans le second. Il suffit pour conclure,

de remarquer que si A est une k-algebre, l'hypothése sur F entraine qu'on a un

isomorphisme canonique

H'(A/k,F) ~ lim H (A'/K,F)
Al A

ot A' parcourt l'ensemble des sous-algdbres de A qui sont de type fini sur k .

3.1.2. Proposition. Soient § wun schéma, F un faisceau en groupes sur le site

Alors, l'application canonique

squc

(3.1.2.1) ul(s F) —> Hl(Sf ,F)

fppf’ Pqc

est injective. De plus, si F est un faisceau localement de présentation finie,

elle est bijective dans chacun des cas suivants

a) F est représentable par un S-groupe affine et plat (de présentation

finie par hypoth&se).

b) S est le spectre d'un corps.

On va décomposer la démonstration en plusieurs pas.

3.1.2.1. Prouvons la premigre assertion. Il suffit pour cela de remarquer que si P
est un torseur 3 droite sous F pour la topologie f£ppf , P est également un torseur
a droite sous F pour la topologie f£pgc. Ceci provient de ce que P est localement

isomorphe & F pour la topologie fppf , et de ce que pour un faisceau fppf (tel P),
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la propriété d'étre un faisceau fpqc est de nature locale pour la topologie fppf
comme le montre un diagram-chasing facile. Ce raisonnement montre en fait, que

1'application (3.1.2.1) est induite par le foncteur pleinement fidéle

(3.1.2.2) Tors (S F) —> Tors(sfp ,F)

fppf’ qc

P +¥—> P

3.1.2.2. Plagons-nous dans le cas a). Le foncteur (3.1.2.2) est alors une équivalence
(et méme un isomorphisme de catégories) ; en effet, si P est un torseur & droite
sous F pour f£pqc , il est représentable par un S-schéma affine, plat et de présen~
tation finie noté encore P (SGA 1 , exposé VIII). Il possdde un point & valeurs dans

un S-schéma fppf , & savoir P lui-m@me et est donc un torseur fppf sous F .

3.1.2.3. Plagons-nous dans le cas b). §i S = Spec(k), on prouve encore que tout
torseur fpgc P sous F est un torseur £fppf , i.e. posséde un point & valeurs

dans une k-algébre de type fini. Pour ceci, remarquons d'abord que P est un foncteur
localement de présentation finie ; en effet, ceci est une propriété de nature locale

{pour fpqc) pour un faisceau fpqc . Soit A une k-algdbre avec P{A) # § . On a

P(A) = 1i
—

P(A") s
AT A

ot A' parcourt l'ensemble des sous-alg2bres de A qui sont de type fini. Il en

résulte qu'il existe une telle A' avec P{A') # 0.

3.1.3. Comparaison des H2 : cas abélien. Soit G un k-groupe affine de type fini

commutatif. On a un morphisme de groupes

(3.1.3.1) e _,0) — Bk L@ ,
pf qc

dont on se propose de prouver la bijectivité.

3.1.3.1. Soient E, E' les suites spectrales qui relient la cohomologie habituelle

et la cohomologie de Cech {SGA 4, exposé V, 2.5) de € respectivement dans le site
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kpf ,ch . On a
P = P 1%k .,6)) = EPFFY =Pk _,0)
2 pf’— “Tpf’ pf’
P4 ¥P q PHe - P
E'S H (ch,.}l (ch,c)) = E H (ch,c) .

Il y a également un morphisme é&vident de suites spectrales E —> E'.

3.1.3.2. Un calcul facile donne pour les termes Ei’q avec p+tq = 2, les formules

suivantes
2?2 =9
@
Eil = Ker [ #1 (kpf,gl(kpf,c)) — P £0]
20 = ﬁz(kpf,c) ,

ainsi que des formules analogues pour les termes E;pq avec p+tq = 2 . Ceci permet,

2

: ] . 2 - . .
en considérant les filtrations de E® , E'" , d'écrire un morphisme de suites exactes.

¥2 2 v 1 v3
0—>H (kpf,G) —> H (kpf,c) —> H (kpf,g (kpf,G)) —> i (kpf,c)

(3.1.3.2) l@ 1@ l@ l@

0—> %k ,0) —> 8% k ,6) —> Mk LE'(k ,0) — Bk ,6)
qc qc ge’= “Tqe qc

3.1.3.3. Théoréme. L'application (3.1.3.1) est bijective.

3.1.3.4. Preuve. Le théor2me sera une conséquence du lemme des cinq si on sait
prouver que les applications (:),(:),(:) dans le diagramme (3.1.3.2) sont bijectives.
Pour (:) et <:) cela suit de 3.1.1.1. Pour pouvoir appliquer ce méme critére a c:),
il faut savoir, d'abord que les préfaisceaux gl(kpf,G),El(ch,G) coincident, ce qui
résulte de 3.1.2, puisque gl(kpf,c) est un foncteur localement de présentation

finie ; ceci résulte aussitdt de EGA IV § 8

3.1.4. Le morphisme de sites ch._,> kpf induit un foncteur image inverse
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(GIRAUD [1],v 1.2)

(3.1.4.1) LIEN(k ) —» LIEN(k ) ,

- ""pf qc
qu'on notera L +—> L# . S8i G est un k-schéma en groupes, on a un isomorphisme
canonique

lien(G)# = lien(G)

ou le premier lien(G) désigne le lien attaché 2 G pour la topologie fppf , le

second celui correspondant & la topologie fpqc.

On dira qu'un lien L sur kpf (zesp. ch ) est algébrique affine s'il est

défini localement par un groupe affine de type fini.

3.1.4.1. Proposition. Soit L un lien algébrique affine sur kpf . Alors, le

morphisme de faisceaux £ppf

(3.1.4.2) Aut(L) —> M;_(L#)

induit par le morphisme de champs (3.1.4.1) est un isomorphisme.

3.1.4.2. Preuve. Le probléme étant local pour la topologie fppf , quitte 2
remplacer k par une extension finie, on peut supposer L défini par un k-groupe
affine de type fini G . I1 s'agit alors de prouver que le morphisme de faisceaus

fppf
Aut _ext(G) —> Aut ext'(G)

est un isomorphisme, ot Autext(G) = Aut(G)/Int(G) , le quotient étant pris au sens

de la topologie fppf (SGA 3, exposé IV), et Autext'(G) = Aut(G)/Int(G) , 1le quotient
étant pris au sens de la topologie fpgc. Ici Int(G) = G/Cent(G) , le quotient étant
le meme pour les deux topologies ; ceci provient de la représentabilité de lﬂE(G)

(loc.cit., VI, 11.17 et VIII, 6.7).

Soit S wun k-schéma ; on a une suite exacte de faisceaux sur Sfppf (noté
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1 —> Int(GS) —> Aut(GS) — Autext(GS) —> 1,
dont l'image inverse par le morphisme de sites ch —> Spf s'identifie 2a
11— Int(GS) —> Aut(GS) —> Autext'(GS) —> 1

En écrivant les suites exactes de cohomologie, or obtient un diagramme

commutatif,

L —> Int(6)(S) —> Aut(Gy) —> Autext(6) () —> '(s__,Int(c)) —> ul<spf,ég_(cs))

l Pfi l
1 =—> Int(G)(§) —> Aut(GS) ~—3> Autext(G) (§) —> Hl(ch,Int(GS)) — Hl(ch,Aut(GS))
Les applications <:>,(:) sont des identités ,(:) est une bijection en vertu des
remarques précédentes et de 3.1.2 a), 5 est injectif par 3.1.2. Un diagram-chasing

facile prouve alors que l'application (:) est bijective.

3.1.4.3. Remarque. WNotons § (resp. £') 1la sous-catégorie de Lien(kpf) (resp.
Lien(ch)} ayant comme objets les liens algébriques affines et comme morphismes les

isomorphismes entre ces liens. La proposition dit alors que le foncteur
(3.1.4.3) & —> g

induit par (3.1.4.1) est pleinement fidele. Soit M un objet de &' , il existe
alors une extension finie de k sur laquelle M est représenté par un groupe affine
de type fini. En effet, soit A wune k-algébre # 0 sur laquelle M est représenté
par un groupe affine de présentation finie. Des arguments standard (voir EGA IV, §8)
prouvent que ce groupe provient d'une sous-algébre de type fini de A ; on voit ainsi,
en prenant un idéal maximal de cette sous-algébre qu'il existe une extension finie

k1 de k et un kl-groupe Gl affine de type fini tel que M et G1 soient
localement isomorphes pour la topologie fpqc. Ils le sont alors aussi pour la

topologie fppf , parce que le faisceau quotient Autext(Gl) = Autext'(Gl) est

localement de présentation finie comme on le voit aussitdt (3.1.2, b)).
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3.1.4.4. Théoréme. Le foncteur (3.1.4.3) est une équivalence de catégories.

3.1.4.5. Preuve. Soit M un objet de &' , k'/k une extension finie telle que sur

k' , M provient de £ (voir 3.1.4.3)
Moo= wnHt

En utilisant 3.1.4.1, on voit que la donnée de descente évidente sur Mk‘ définit
une donnée de descente sur L' . Comme LIEN(ka) est un champ sur kpf et que k'/k
est une extension finie, c'est une donnée de descente effective, et on obtient un
lien L sur k avec
pf
L# ~ M

3.1.5. Théoreme. Soit (; une catégorie fibrée sur Sch . Alors, (G est une

/k

gerbe tannakienne algébrique pour la topologie fpqc si et seulement si elle 1'est

pour la topologie fppf.

La preuve se décompose en plusieurs pas.

3.1.5.1. Lemme. Soient S wun schéma, et G un champ sur Sfppf tel que localement

pour la topologie fppf, ( est un champ pour la topologie fpqc. Alors, G est un

champ pour la topologie fpqc.

3.1.5.2. Preuve. Le fait que les morphismes se recollent est une conséquence de

ce que pour un faisceau fppf F la propriété " F est un faisceau fpgqc "

est de
nature locale pour la topologie fppf. La vérification du fait que les objets se
recollent est du méme style. Soit {Ri —> T} un recouvrement fpqc d'un S-schéma T ,

et solent X, € ob Qg des objets dans les fibres de (; munis d'une donnée de
i

descente fji : (Xi)R.. e (Xj)R..
ij i

Par hypothése, il existe un recouvrement fppf

{T& —> T} tel qu'au-dessus des T& » § soit un champ fpqc. En prenant 1'image
inverse de la donnée de descente ((xi),(fij)) par les morphismes T& —> T on
trouve des données de descente, qui sont effectives, et donnent lieu & des objets

x& € QI” . Par construction, la famille (x&) se trouve canoniquement munie d'une
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donnée de descente par rapport au recouvrement {T& —> T} , qui est effective parce

que G est un champ fppf

3.1.5.3. Le lemme précédent entraine aussitdt que si (} est une gerbe tannakienne
algébrique pour £fppf , alors elle l'est aussi pour fpqc . Il reste & prouver que
si ( est une gerbe tannakienne algébrique pour fpqc , elle l'est aussi pour fppf ,

i.e. qu'il existe une extension finie k' de k avec Qk’ # ¢ . Soit L le lien
de (3 .
a) Cas ot L = lien(G) , G un k-groupe. Il suffit évidemment de prouver,

compte tenu de 3.1.5.1, que l'application

2 2
H (kpf,L) —> H (ch,L)

est bijective. Puisque L = lien(G), ces ensembles sont non vides (il y a au moins
la gerbe des torseurs sous G) , et on se ramdne gri3ce & GIRAUD [1], III 3.3.3.,

au cas ol G est commutatif, cas qui a été résolu en 3.1.3.3.

b) Cas général. On sait, par 3.1.4.4, qu'il y a une extension finie kl/k
telle que L est représenté par un groupe G - Il résulte de a) qu'il existe une

) . .
extension finie k /kl avec G, 9 .

3.1.6. Corollaire. Soit L wun lien algébrique affine sur k (voir 3.1.4.4).

Alors, l'application

2 2
(3.1.6.1) H (kpf,L) -3 H (kqC,L)

est bijective, et induit une bijection

(3.16.2) Bk D > e L)

pf’

3.2. Catégories tannakiennes.

3.2.1. Soit €, une catégorie abélienne k-linéaire (k étant un corps) munie d'une loi
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® ACU k-linéaire. On dit que Eo est une catégorie tannakienne sur k si elle est
rigide (I 5.1 1), et si de plus, il existe une extension k'/k , et un foncteur rigide

k-linéaire

@

g, —> Modf(k")

qui soit fidéle et exact. On supposera aussi que 90 est petite (i.e. l'ensemble

des classes d'isomorphisme d'objets de go est un élément de l'univers ambiant), On
notera qu'une catégorie tannakienne est 3 la fois noethérienne et artinienne (GABRIEL
[1],11 4). En effet, elle est petite par hypothese, et 2 l'aide d'un foncteur "fibre"
tel que w, . on voit que ses objets sont de longueur finie. Une catégorie tannakienne

Qo est neutre si dans la définition précédente, on peut faire k'=k .,

3.2,1.1. Si 90 , 20 sont des catégories tannakiennes sur k , les morphismes de
<, dans 20 sont les foncteurs k-linéaires fideles et exacts &, 3L, rigides

(I.5.2.1), i.e. munis d'une structure de ®-foncteur ACU.

3.2.1.2, Soient go une catégorie tannakienne sur k , S un k-schéma. Rappelons
qu'on désigne par Loclib(S) la ®-catégorie ACU T(S,QS)-linéaire des Og-Modules

localement libres de rang fini. On appelle foncteur fibre sur go a4 valeurs dans S

un ®-foncteur ACU k-linéaire et exact g, —> Loclib(S}) ; si S # # , on voit comme
en 4.2,1, qu'il est aussi fidéle. Si on prend comme morphismes de foncteurs fibre les
®@-morphismes uniféres, on obtient une catégorie EEQO(QO,S) . La collection de ces

K La

théorie de descente fpgc (SGA 1, VIII)montre aussitdt que FIBO(QO) est un champ sur

catégories définit de fagon naturelle une catégorie fibrée FIBO(QO) sur Sch/

le site ch obtenu en munissant Sch/k de la topologie fpqc . On voit également,
par (I 5.2.2 et 5.2.3) que les fibres Fib (QO,S) de ce champ sont des groupoides.
Si w : 90 —>» Loclib(8) est un foncteur fibre, son S-groupe d'automorphismes

Augg(w) est appelé le groupe d'holonomie de G, en ® (voir VI, 1.2),

En fait, FIBO(QO) est une gerbe tannakienne sur ch , comme il résulte du
théoréme ci-dessous.

3.2.2., Théoréme. Soit Qo une catégorie tannakienne sur un corps k , et désignons
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par C la ®-catégorie ACU k-linéaire des ind-objets de G , C = Ind(C ) (voir II

2.3.4). Alors, C est une catégorie ind-tannakienne sur k et le ®@-foncteur canonigue

g@ - C induit une équivalence de champs

(3.2.2.1) FIB(C) —> FIB_(C )

3.2.2.1. Remarques préliminaires & la preuve. On a une équivalence de catégories

(3.2.2.2) C & Sex, (C,Mod(k))

ol Sexk(gz,Mod(k)) désigne la catégorie des foncteurs k~linéaires exacts a gauche
—> Mod(k) (voir II 2.3.4.2). Le foncteur canonique C —> C s'identifie

au foncteur pleinement fideéle.

o
90 — Sexk(go,Mod(k))
qui & X € ob £, associe le foncteur
X(Y) = Hom(Y,X)

De méme, si A est une k-algébre, la catégorie g(A) s'identifie & la catégorie

Sexk(gg,Mod(A)) des foncteurs k-linéaires gg —> Mod(A), qui sont exacts & gauche.

Le foncteur canonique 1 : C—> g(A) (II, 1.5.2) devient le foncteur

Alk
Sex (¢, Mod(k)) —> Sex, (C°,Mod(A))
-k —o’— -k —o’—

qui envoie un foncteur k-linéaire exact & gauche F : gg —> Mod(k) dans FA défini

par

FA(Y) = A ®, F(Y).

Le foncteur jA/k : g(A) ~—> ¢ adjoint & droite de iA/k devient 1'inclusion

évidente, On en déduit par exemple que si X,Y € ob g@ , et si on note XA > Y

1'application

A
les objets de Q(A) qu'on obtient par application de iA/k s

Homc x,Y) — Homc (XA’YA)
o =(A)

induit une bijection
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(3.2.2.3) A @& Homgo(X,Y) -—_— Hom_( )(XA,

Soit maintenant w, 90 —3 Modf(k') un foncteur fibre sur go a valeurs
dans une extension k' de k . Il définit un ®-foncteur ACU fidéle exact
w : C—> Mod{k'), et encore un @-foncteur ACU k'-linéaire ' : Sy ™ Mod (k")

rendant le triangle

Cn

Mod (k")

comnutatif & isomorphisme canonique prés. Un premier pas dans la démonstration du

théoréme consiste 3 prouver que w est fidele et exact ; malheureusement, ceci n'est

pas aussi trivial qu'il le paraft au premier abord, et dépend fermement de ce que go

est une catégorie tannakienne.

3.2.2.2, Construction d'une gerbe auxiliaire.
g

a) Le foncteur fibre w, Lo Modf (k') définit de la fagon décrite en

IT 1.3.3.3, un k'~monoide affine G' ,

(3.2.2.4) G' = End —(w ) .

On a G' = Spec(B') , o B' est la k'-bigebre définie par
(3.2.2,5) ' = End(w)

On a d'ailleurs des isomorphismes

B' = End(w) = End(w")
(3.2.2.6)

@
2

~ End —(w) o~ End —Qw Yo

on remarquera aussi que G' est un groupe, i,e.
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End®’l(w ) = Aut®(w ),
= o == Yo

ce qui résulte des remarques 2 la fin de 3.2.1.

Il est clair, par définition de G’ , que wo et ® prennent leurs valeurs

dans la catégorie des G'-modules ; on a des triangles commutatifs

®
[s}
¢, —> Rep (G")
Gl
wo\ o
Modf (k')
(3.2.2.7)
¢ —> Rep (6"
G!
w w
Mod (k')

b) On définit une sous-catégorie fibrée (§ de FIBO(_(_I_O) de la fagon suivante :
$i S est un k-schéma, Gg est la sous-catégorie pleine de Fibo(go,S) ayant comme

objets les foncteurs fibre v : Eo —> Loclib(S) qui se factorisent localement par
1
wg . En termes précis, v appartient & qS s'il existe un recouvrement fpqc

{Si —> 5} de S et des carrés commutatifs

5§, ——> Spec(k®)

§ =—————3> Spec(k)

tel que les diagrammes de ®-foncteurs
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€

— i ¥
[ Repo(G )

G')

v (wo S,
i

Loclib(§) =-—3> Loclib (si)

soient commutatifs & ®-isomorphisme pres.

La propriété pour v d'appartenira QS est locale en S pour la topologie
fpqc, comme il résulte de la définition. Ceci entrafne que § est un champ sur ch .
En fait, G est m8me une gerbe : on a déja remarqué que ses fibres sont des groupoides,
la fibre Qk, est non vide (elle contient wo) , et enfin, par définition, tous les

objets de QS sont localement isomorphes.

Le ®-foncteur fidzle et exact w_: C —> Rep {(G') définit un morphisme de
o —o 288,

gerbes sur k'
qc

(3.2.2.8) FIBO(_I?\_g_p_o(G')) —->q/k,

t
Celui-ci est une équivalence. En effet, wg qui est un objet de la premi&re gerbe

au-dessus de k' , s'envoie par ce morphisme dans w, o, et il suffit de prouver que le

morphisme de faisceaux
t
Aué&(wg ) —> Auég(wo)

est un isomorphisme (GIRAUD [1], IV, 2,2.6) ; or ce morphisme s'identifie au morphisme

identité de G'

c) Soit X wun objet de go . La correspondance qui 2 chaque objet v de
Gg » v:iE — Loclib(8) , associe v(X) , est une représentation de la gerbe @ .

On obtient ainsi un ®-foncteur ACU k-linéaire 90 —_— ReE(Q) , Ou encore
(3.2.2.9) c —> Rep(G) .

Celui-ci est manifestement exact. Il est aussi fidele. En effet, si X € ob(C) est

envoyé en l'objet nul, on a en particulier w({(X) = 0 , donc X =0 ,
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En outre, si on identifie ReE(Q)(k,) = Reg(q/k,) 2 Rep(G') en utilisant

(3.2.2.8) et II (3.2.3.1), le foncteur déduit de (3.2.2.9) en étendant les scalaires

de k 2 k' s'identifie au foncteur o' t Cxry > Rep(6') déduit de
® : C—>Rep(G'). On en déduit que le foncteur w' est exact et fidele.

3.2.2.3. Le foncteur (3.2.2.9) est une ®-équivalence. Il suffit de prouver que

W' :c —> Rep(G') est une équivalence

k")

a) La collection des objets (X € ob go) est une famille de générateurs

Xk'
pour la catégorie g(k') . En effet, si F,G : go'“€> Mod{(k') sont des objets de

g(k'} , on a

Hom(Xk,,F) F(X)

R

Hom(Xk,,G) =~ G(X) ,

donc un morphisme F —> G est un isomorphisme si et seulement si pour tout X ,

Hom(X. ,,F) —> Hom(Xk,,G) est une bijection,

k'’

En outre, les X sont des objets noethériens (et artiniens de Q(k,) H

k‘
en effet, on a vu que w' est exact et fidele, et $|(Xk') = GO(X) est un G'-module

de rang fini sur k'.

On en conclut que g(k’) est une catégorie localement noethérienne.

b) Soit la sous-catégorie pleine des objets noethériens de g(k,).

(go) (k")

C'est une sous ®-catégorie, et ' induit un ®-foncteur ACU k'-linéaire

wl (Qo)(k') —> Rep (G')

qui est fidéle et exact. Pour prouver que W' est une équivalence, il suffit de

prouver que celui-ci est une équivalence. On a un triangle commutatif

EZ

€)1y —> Rep (6"

N

Modf (k')
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N ®
Vi . | N _ < : ' t = t
et (go)(k,) s'identifie par w! & la ®-catégorie ReRO(H ) , ou H Aut (wo)

(I1 4.1.1), Mais on a
Augg(mé) ~ put®@h)
d'ou il résulte par (3.2.2.6) que le morphisme induit G' —> H' est un isomorphisme.

On conclut aussitdt,

3.2.2.4. Fin de la démonstration, Il suffit évidemment de prouver que @ = FIBO(QO),

c'est~a-dire que pour tout k-schéma S , tout foncteur fibre vy go —> Loclib(8)
vérifie la condition de 3.2.2.2 b)., Il est clair qu'on peut supposer S affine,
§ = Spec(A), Soit v : C—> Mod(A) le ®-foncteur ACU fidéle et exact qu'on déduit

de v (on suppose A # 0 , autrement il n'y a rien & prouver).

Si A' = k' @ A , on remarque qu'on a un isomorphisme canonique de catégories

k'-linéaires.

Mod(A) () = Mod(')

")

(cette remarque s'applique clairement 2 une situation plus générale), donc on a un

carré commutatif & ®-isomorphisme preés

Swn

Mod(A) ———> Mod(A')

ot V'

est un foncteur fibre sur g(k,) ~ Rep(G') a valeurs dans A' . Il est
alors localement isomorphe pour fpqc au foncteur wG (I1 3.2.3), ce qui conclut la

preuve du théoréme.

3.2.3. Soit § une gerbe tannakienne sur un schéma S , et notons ReQO(Q) la

®-catégorie f(S,QS)-linéaire des foncteurs cartésiens ¢ —> LOCLIB(S) , ou

LOCLIB(S) est le champ sur Squc des Modules localement libres de rang fini.



- 200 -

Voici l'explicitation que le théoréme précédent permet de donner des catégories

tannakiennes,

3.2.3.1. Scholie. Soit C_ une catégorie tannakienne sur k ; le champ FIBo(go)

est une gerbe sur ch , et le @foncteur évident

(3.2.3.1) C, —> Rep (FIB_(C))

est une équivalence de catégories tannakiennes. On a d'autre part une équivalence de

gerbes FIB(C) > FIB_(C)) ob C = Ind(C ).

3.2.3.2. La ®-catégorie ReEO(Q) est évidemment une catégorie tannakienne et le

scholie résulte aussitdt de 3.2.2 appliqué 2 C_ et 2 ReEo(FIBo(Q)).

3.2.3.3. Soient €, D, des catégories tannakiennes sur k , et soit Hom(go,go) la
catégorie ayant comme objets les morphismes de Eo dans 20 (voir 3.2.1.1) et
comme morphismes les ®-morphismes uniféres entre ces ®-foncteurs. On prouve facilement

que le foncteur
(3.2.3.2) Hom(C ,D } —> Hom(FIB (P ),FIB (C J)
——— =0 "0 — o -0 o =0

obtenu par fonctorialité de la formation de FIBo est une équivalence de catégories.

3.2.4. Extension des scalaires. Soient Eo une catégorie tannakienne sur k , A

une k-algdbre, et posons ¢ = FIBO(QO). L'équivalence (3.2.3.1) autorise 2 poser

(3.2.4.1) €0 (a) = Rep(G),)

Cette notation est surtout valable lorsque A est un corps, auquel cas la ®-catégorie

(90)(A) est tannakienne sur A et résout le probléme universel qu'on devine.

L'image d'un objet X de C_ par le foncteur Yextension des scalaires"

<, (-go) (A)

sera noté X ® A , ou XA . Il résulte de (3.2.2.3) que ce foncteur induit des
k
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isomorphismes
(3.2.4.2) Hom(X,Y) @ A —> Hom(¥,,Y,)

pour X , Y € ob Qo . En particulier, les k-vectoriels Hom{X,Y) sont de rang fini

sur k , puisque pour un A convenable, (go)(A) est de la forme Rego(G).

3.2.4.1. Soit k'/k une extension de k et posons

£ = (Eo)(k') )

Il résulte de la démonstration de 3.2.2 que la famille des objets X {X € ob Eo)

est une famille de générateurs de C! . De méme, si (X,) est une famille de

i€l
générateurs (resp. de ®-générateurs, voir 4.3.1) pour Eo , 11 en est de mé&me de

t 1
(X, k') pour C!

3.2.4.2. Proposition, Soient X ,Y € ob 90 , et supposons que X et Y soient

localement isomorphes pour fpgc , i.e. qu'il existe une k-algébre Ao # 0 et un

isomorphisme XA o~ YA ; alors, X~Y.
s o

3.2.4.3, Preuve. Soit Isom(X,Y) le k-foncteur qui & une k-algdbre A associe
1'ensemble

Isom(X,Y)(A) = Isom(XA,YA) .

L'hypothese signifie que Isom(X,Y) est un torseur a droite sous le k-groupe
Aut(X) pour fpgc. Or, si U = End(X) est la k-algébre des endomorphismes de X ,

U est de rang fini sur k , et (3.2.4.2) exprime que pour une k-algdbre A on a

Aat® = Gg O

D'aprés EGA IV 2.5.8, tout torseur sous ce groupe est trivial, done

Isom{X,Y) # 0 .

3.2.5. Soit ( une gerbe tannakienne sur k , correspondant par 2.3.2 2 une catégorie
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ind-tannakienne C = Reg(q)

Rappelons que [ Repo(q) est la sous-®-catégorie pleine de Rep(() des
foncteurs cartésiens ( —> LOCLIB(k) , ol LOCLIB(k) est le champ sur ch des
Modules localement libres de rang fini. Comme on le voit aussitdt, Eo est une

catégorie tannakienne sur k , et on a un morphisme de gerbes
(3.2.5.2) G —> FIB_(Rep ()

qui & un objet P de G au-dessus d'un k-schéma S , associe le foncteur fibre

BERO(Q) —> Loclib(8), F —> F(P).

Ce morphisme est une équivalence de gerbes si et seulement si C s'identifie
a Ind(C) via 1'inclusion C —> C . Soit k' une extension de k telle que la
gerbe ka, soit neutre ; on voit facilement que les conditions précédentes équiva-

lent encore & la suivante : les objets X , pour X € ob Eo , constituent une

k 1

famille de générateurs de la catégorie E(k')'

J'ignore si (3.2.5.2) est une équivalence pour toute gerbe tannakienne G .

Voici deux cas dans lesquels la réponse est affirmative,

3.2.5.1. Proposition, 8i ( est algébrique (3.1.0), le morphisme (3.2.4.2) est une

équivalence de gerbes.

3.2.5.2. Preuve. D'apres 3.1.5, il existe une extension finie k'/k et une équiva-

lence de catégories ind-tannakiennes

E(k') ~ Rep(G') ,

ot G' est un k'-groupe affine de type fini. Soit X' un ®-générateur de EgRO(G')
(IT 4.3.1). Par l'équivalence précédente, X' correspond & un objet X de C ,

muni d'une action de k' , ¢ : k' —> End(X). C'est-a-dire que X' = (X,p) . Le
G'~-module Xy n'est autre que X' 8 k! , est encore un ®-générateur de BEEO(G‘)
(loc.cit.), puisque 1l'extension k'/k est finie. Il résulte de 1a, d'abord que

X € ob EO , ensuite que la collection des Y , pour Y € ob go , est un systéme de

k!
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générateurs de la catégorie Q(k') d'ot la preuve par les remarques a la fin de

3.2.5.

3.2.5.3. Proposition. Si le lien de (G est représentable par un k~groupe (affine),

le morphisme (3.2.5.2) est une équivalence de gerbes.

3.2.5.4. Preuve. Elle est semblable 2 la précédente. Soit G un k-groupe rel que

lien(G) = L , ot L est le lien de G . On a un isomorphisme canonique
6 —> lim G, ,
& i

ou les Gi sont les k-groupes quotient de G qui sont de type fini (SGA 3, VIB s
11.13) ; de plus les morphismes de transition Gi — Gj sont fidélement plats,
ainsi que les projections G —> Gi . I1 résulte alors de GIRAUD [1] IV 2.3.18 qu'il
existe un systéme projectif (Qi) de gerbes tannakiennes algébriques, avec G

liée par le lien (G,) et le morphisme ¢, -—> ¢, 1ié par lien(G, —> G ). Il
i i 3 i i

résulte aussitdt de ceci, compte tenu du théorzme 3.1.5 déja invoqué, que Ind(gﬂ)==g .

3.2.6. Soient ( wune catégorie tannakiemne sur k , k'/k une extension finie
galoisienne de groupe T . Si 1L est le lien de C , l'ensemble des classes d'équi~-
valence de catégories tannakiennes liées par L est en correspondance biunivoque

avec 1'ensemble HZ(L) . D'autre part, si Z = Cent(L) , le groupe HZ(Z) agit sur
HZ(L) en en faisant un pseudo-torseur sous HZ(Z) (GIRAUD [1] I1I 3.3.3), et le
choix de C définit une bijection de HZ(Z) sur l'ensemble des classes d'équivalence

de catégories tannakiennes sur k liées par L . Le groupe de cohomologie galoisienne
20 - g '
B (k' /k,z) = B°(T,z(k'))

correspond par cette bijection aux catégories tannakiennes D sur k liées par L

tels que Choy = Dgy

Soit € : I' x T —> Z(k') un 2-cocycle de I'" 2 valeurs dans Z(k'), Si la

donnée de descente sur C' = Q(k') définissant € (1.2.4.1) s'exprime par
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Q, c! —>c'

Y pd -~

] P —_—> °Q
Y':Y Y'Y Y' Y i

celle définissant la catégorie tannakienne D correspondant & €& s'exprime par

Q
Y

C(Q'Yv ° C('Y)* Ely'sy)] e HY" = HY'Y ° CC('Y!Y # £y :Y)}

y

en se rappelant que E(y',y) € Auég(idc,).

3.3. Catégories tannakiennes algébriques.

3.3.0. Dans tout ce numéro, on fixe un corps k .
3.3.1. Une catégorie tannakienne C sur k est algébrique si elle correspond par
3.2.2 2 une gerbe algébrique sur k (3.1.0) ; cela revient a dire qu'il existe une
extension de corps k'/k et une équivalence de catégories tannakiennes
~ )
Sy = ReQO(G) R

~

ot G' est un k-groupe affine de type fini. D'aprés 3.1.5, on peut choisir une

extension k'/k finie.
Les assertions suivantes résultent aussit8t de 3.1.5, 3.2.4.1 et II 4.3.2 a).

3.3.1.1. Scholie. Une catéporie tannakienne € sur k est algébrique si et seule-

ment si elle possdde un ®-générateur (4.3.1). Dans ce cas, il existe un foncteur fibre

sur C 2 valeurs dans une extension finie de k . 8i L/k est une extension algébri~

quement close de k , et w : C —> Modf(L) un foncteur fibre, il existe une sous~-

extension finie de L/k 2 laguelle ®w peut se réduire.

3.3.2. Soit ( wune gerbe tannakienne algébrique sur k , et posons ( = Rego(q) .

Un objet X de ¢, i,e. un q-module, est un foncteur cartésien
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X : G —> LoCLIB(k) .

On dit qu'un G~module X est fidele si le foncteur X est fidele ; cette définition
cofncide avec la définition usuelle si ¢ = TORS(G). Il résulte de 3.3.1.1 et II 4.3.2

v
a) que X est fidele si et seulement si X @ X est un ®-générateur.

Signalons enfin un corollaire du scholie.

3.3.2.1. Proposition. $i € est une catégorie tannakienne sur k , C est

réunion filtrante de ses sous~-catégories tannakiennes pleines qui sont algébrigues.

3.3.2.2. (Corollaire. 8i C posséde une famille dénombrable de ®@-générateurs, il

existe un foncteur fibre sur C 2 valeurs dans une extension algébrique de k .

3.3.3. Soit @ : ' —> C wun morphisme de catégories tannakiennes, 1ié par un
morphisme de liens u : L —» L' . On peut donner, comme en 1II 4.3.2, un dictionnaire

reliant les propriétés de C ou de w 2 celles de L ou de u . Voici par exemple :

a) L est fini (i.e. localement représenté par un groupe fini) si et seulement

si € posséde un générateur (voir 2.6.1).

b) (si k =0) L est pro-réductif si et seulement si C est semi-simple.

c) (i) u est fidelement plat (i.e. un épimorphisme de liens) si et seulement

8i w est pleinement fidele et tout sous-objet d'un (X') provient d'un sous-~

objet de X' (X' €ob C').

{ii) u est injectif (i.e. localement représenté par un monomorphisme de

groupes) si et seulement si tout objet de C est sous-objet d'un quotient d'un

w(X') (X' € ob C').



Chapitre IV : GRADUATIONS ET FILTRATIONS

§ 1. Graduations

Graduations et cogébres
®-graduations et schémas en groupes affines

®-graduations de catégories tannakiennes et de foncteurs fibre.

§ 2, Filtrations

®-filtrations exactes de foncteurs fibre
Scindages de ®-filtrations
®-filtrations opposées

Structure des foncteurs fibre filtrés

Un exemple : ®@-filtrations associées a des éléments unipotents.
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§ 1. GRADUATIONS

1.1. Graduations et cogébres,

1.1.1. Soient I un ensemble, € une catégorie. On dénote Gradl(g) la catégorie
des familles d'objets de C indexées par I ; si I est la catégorie discréte ayant

I comme ensemble d'objets, on a
I
Ggrad (C) = Hom(I,C)

5i € est additive (resp. A-linéaire, voir I 0.1.2), il en est de méme de

Gradl(g). Si les sommes directes indexées par I existent dans C , on a un foncteur
z Gradl(g) —> C
muni de morphismes fonctoriels

=g ¢ )((1 —_— E(XB)

faisant de %(X_) 1la somme directe des objets X_ ; bien entendu, le couple (Z,(ia))

B B’

est unique & isomorphisme unique prés, et si C est une catégorie A-linéaire, le

foncteur T est aussi A-linéaire.

Si u: C—>C' est un foncteur additif, et si on suppose que dans C' les

sommes directes existent, la donnée d'une graduation de type I sur chaque u{X)

(X € ob ¢) , i.e. d'une décomposition
u(X) = & X& s
a€l
qui dépend de fagon fonctorielle de X , revient i celle d'un couple (uI,tp) d'un
foncteur additif

ol C —> GradI(C') x> W*Ex)
= === €l

et d'un isomorphisme fonctoriel ¢ : T o sy
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(1)

1.1.1.1, Si B est une A-cogébre, 1 un ensemble, le A-module B est naturel-
lement une A-cogébre, la somme directe de I exemplaires de B dans la catégorie de

A-cogébres ; ceci résulte aussitdt de II 1.2.2. lorsqu'on remarque que
v v
(B(I)) =t R

avec les notations de loc,cit. Le méme raisonnement montre qu'on a un morphisme

codiagonal de cogébres

qui est domné par

V({(b.)) =% b, .
1 1

On vérifie facilement que Comod(B s'identifie en tant que catégorie
A-linéaire avec GradI(Comod(B)) et que le foncteur I : GradI(Comod(B)) —3> Comod(B)

n'est autre que le foncteur ¢y défini par Vv (II 2.1.2).

En particulier, si on note GradI(A) la catégorie A-linéaire GradI(Mod(A))

des A-modules gradués de type I, on a un isomorphisme de catégories

GradI(A) ~ Comod(A(I))

1.1.2. Proposition. Soient B une A-cogébre, I un ensemble, Les données suivantes

sont équivalentes.

a) Une graduation de qP de type I , qP =@ wi
i

b) Un morphisme de A-cogébres B —> A(I)

¢) Une graduation du B-comodule & gauche Bg de type I, B =@ B".

v
d) Une famille (ei) - € B{(A) vérifiant

i€l
- 8, .
1] 1]

a2} x gb=b (somme finie) pour b € B
i

De plus, les conditions dl), d2) sur une famille (€i) égquivalent a dl) et
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d3) Tbe =b , b€EB
i i
1.1.2.1. Preuve. L'équivalence des données a), b) résulte de la discussion 1.1.1.1,
celle de a), ¢) de IL 2.4.4 et de la remarque qu'un sous-foncteur de ¢F (resp. sous-

comodule a gauche de Bg) qui est facteur direct est automatiquement relativement

exact (resp. coplat). La donnée d'une graduation de Bg s

B =®B ,
g

revient a celle d'une famille (cpi)iEI s P € EndB(Bg) vérifiant les conditions
iy = 054

z wi(b) =b b €B .
i
Puisqu'on a un isomorphisme de A-alggbres (II 2.0.5)
v ~
B > EndB(Bg) g —> (b > ¢b)
on voit 1'équivalence des données c¢) et d).

Pour vérifier la dernigre assertion de l'énoncé, il suffit de prouver que si
on suppose les conditions dl), d2) satisfaites pour ume famille (ei) , pour tout
B-comodule a gauche M , le A-module M est somme directe de ses sous-modules M€i
(i€I), (Ici et dans ce qui suit, on utilise librement le langage de II 1 et 2.0).

Considérons le morphisme suivant de A-Modules
Hom, (M,B ) —> Hom(M,B )%
mB be Py
on'-—>(cpioa) ;

c'est évidemment un monomorphisme de A-modules représentables, donc son transposé

(D

M —> M

(m,) +> T m, €,
1 i 1 1

est surjectif. Il résulte de ceci et de dl) que M est somme directe de ses sous-
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modules Me, (1€1).

1.1.2.2. Corollaire. Si Bg =3 B- = % €; B est une graduation du B~comodule a
i i

gauche Bg , les projections B —> eiB font de Bg le produit direct dans la

catégorie des B-comodules 2 gauche des SiB . Si M est un B-comodule 2 gauche, on
a

Hom, (M,e,B) = (Mei)v

1.1.2.3. Preuve. Elle résulte facilement de la décomposition en somme directe

M=5M e, etde 1'isomorphisme de A-modules (II 2.0.5)
M,B) =M
HomB M,Bg o

Le résultat que voici est une conséquence facile de ce qui précede.

1.1.3. Proposition. Soit u : B —> B' un morphisme de A-cogeébres. Les données

suivantes sont équivalentes

a) Une graduation de ¢ (II 2.1.2) de type I .

(1)

b) Un morphisme de A-cogdbres uI : B —>B' rendant commutatif le triangle

I
B ——t——> B’

\/

c) Une graduation de B'-comodule & gauche Bg de type I

d) Une famille (ei)ieI H ¢ Cent (*u)(A)  (II 2.1.3.1) vérifiant

a2} = €ib = b b €B
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1.2, @®-Graduations et schémas en groupes affines.

1.2.1. Soient A un anneau, M un monoide commutatif. On définit comme en SGA 3

o0 comme bigdbre, le produit provenant

Dy _ 4l

1 4.4, le A-monoide affine DA(M) , qui a A

de la multiplication dans M , le coproduit de la loi de A-algébre de (A

On en déduit par 1.1.1.1 et II 3.1.1 ii) qu'on a une équivalence de ®-caté-

gories

Rep(D, 1)) —> cradla) ,

respectant les foncteurs oubli, La loi @ sur GradM(A) est donnée par

o™ e (™ = zh

v = @ xgY"
ntm=4

la contrainte ACU est induite par celle de Mod(A).

La proposition suivante est conséquence immédiate de ce qui précéde et de

IT 3.3.3.

1.2.2, Proposition. Soit u : G —> G' un morphisme de A-monoides affines, et soit

M un monofde commutatif. Il revient au méme de se donnmer une ®-graduation de type M

du ®-foncteur wV Rep(G') —> Rep(G) ou un morphisme de A-monoides DA(M) —> Cent(u)

(ce dernier n'étant pas représentable en général).

1.2,2.1. Corollaire, S$i G est un A-monoide affine, il revient au méme de se

donner une ®-graduation du foncteur identique de Rep(G) (une telle ®-graduation est

appelée centrale) ou un morphisme DA(M) —> Cent{G).

1.2.2.2, Corollaire. Si G est un A-monofde affine, il revient au mlme de se donner

une ®-graduation de type M du foncteur oubli wG : Rep(G) —> Mod(A) ou un morphisme

DA(M) —> G .
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1.3. ®-graduations de catégories tannakiennes et de foncteurs fibre.

Voici 1'énoncé correspondant, qui, étant de nature locale pour la topologie
fpqc, résulte de ce qui préceéde et de la définition des catégories ind-tannakiennes
(resp. tannakiennes), cf, chap. III. Ici, A désigne un anneau, k un corps, $§ un

k-schéma, M wun groupe commutatif.

1) Soit w : C—>C' un morphisme de catégories ind-tannakiennes (resp.

tannakiennes) sur A (resp. sur k). Alors la donnée d'une ®-graduation de type M

sur ® revient 3 celle d'un morphisme de A-groupes (resp. k-groupes)

D(M) —> gg_g_®(w) .

2) Soit w : € —> Loclib(S) un foncteur fibre sur une catégorie tanmnakienne

C & valeurs dans S (III 3.2.1.2). Alors, la donnée d'une ®-graduation de type M

sur ® revient & celle d'un morphisme de S-groupes DS(M) — Aueg(w).

§ 2. FILTRATIONS

Toutes les filtrations considérées dans ce paragraphe sont décroissantes
indexées par Z , et sont exhaustives séparées ; i.e. si un objet E dans une caté-

gorie abélienne estfiltré par des sous~-objets FnE (n € Z), on a

FE o P g
UFE = E
n

NFE =0
n

2.1. ®-filtrations exactes de foncteurs fibre.

2.1.1. Soient C une catégorie ind-tannakienne sur un anneau A, ® : C —> Mod(A)

un foncteur fibre (III 1.1). Une filtration F de w par des sous-foncteurs
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n > . . . » . k3
exacts F w (n€Z) est appelée une ®-filtration exacte si les conditions suivantes

sont vérifiées

FE 1) Si E € ob € , les sous-modules F'w(E) sont facteur direct dans
w(E).

FE 2) Lle foncteur gradué associe ng(w) est exact.
FE 3) On a pour tout n € Z, E,E' € ob C
Flo(E®E') = £ Fro@®) @ Flo@E")

pPtq=n

moyennant 1'isomorphisme W(E®E') o w{E) ® w(E').
On en déduit un foncteur fibre ng(w) , muni d'une ®-graduation (voir 1.2).
2.1.1.1. Si € est une catégorie tannakienne sur un corps k , w : C —> Loclib{(S)

un foncteur fibre & valeurs dans un k-schéma S (III 3.2), on définit de la méme

fagon une ®-filtration exacte de w . Une telle filtration F donne lieu a un foncteur

T

fibre o' = ng(w) muni d'une ®-graduation de type Z , i.e. (1.3) d'un morphisme

de S-groupes

€ —> AP
m,S —

On déduit facilement de ce que ng(w) commute avec les Hom, que si

E,E' € ob C , et moyennant 1'identification
w(Hom(E,E')) =~ Hom{wE,wE') ,
qu'on a
(2.1.1.1) FPy(Hom(E,E")) = {u : «E —> @E'/u(E) < FP}
En particulier
(2.1.1.2) FPo) = ¢l PuE)*

2.1.1.2, Remarque. D'un point de vue technique, il suffit de travailler avec des
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@-filtrations sur des foncteurs fibre w : C —> Mod(A) pour C une catégorie
ind-tannakienne sur A . En effet, les énoncés qu'on prouve sont en général de nature
locale pour la topologie de Zariski sur Spec(A) , et une fois prouvés dans ce contexte,
leur validité s'ensuit pour les ®@-filtrations des foncteurs fibre e, Loclib(8)
pour go une catégorie tannakienne sur un corps k , S un k-schéma. On peut donc

- N . . , . . G
se limiter a prouver les énoncés pour une ®-filtration du foncteur w , G un
A-schéma en groupes affine et plat ; l'hypothese de platitude n'étant d'ailleurs pas

toujours nécessaire.

2.1.2. Soient G wun A-groupe affine et plat, F une ®@-filtration exacte de
u)G : Rep(G) —> Mod(A) . Si E est un objet de Rep{(G), i.e. un G-A-module, le
A-module représentable dual de E , E (1 1.1.1), est muni d'une action & gauche de

G : si A' est une A-algdbre, g € G(A'), ¢ € E(ar) = HomA(E,A') » on pose

En s'inspirant de (2.1.1.2), on définit une filtration de E par des sous-A-modules

représentables, natureile en E
(2.1.2.1) PPE = (rIPE)

Cette filtration est compatible avec les accouplements, dans le sens que si

E', E" sont des G-A-modules,
v
9p: E'® E—>E"
un morphisme de G-A-modules, on a que
Qp(FpE' ® Fq‘é) c Fp+q Ell
Ceci résulte de 1'identification (II 1.1.6)
v
HOmA(E’ ® E,E") = Hom(E',E @ E")

. Y . . .
et de ce que si @ : E'  E —> E" est G-invariant, le morphisme correspondant

E' —> E @ E" 1l'est aussi.
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2,1.2.1., Si B = Aff(G/A) est 1l'algeébre affine de G , notons By ,Bad les

G-modules obtenus en munissant B respectivement des actions 2 gauche suivantes :

"

g.b{(h) = b(hg) , B,h€G ,Db€EB

b(g-lhg)

g.b(h)

S8i le A-module End(w) est muni de l'action 2 gauche adjointe,

g @ ub—> gth‘l » 1'isomorphisme de A-modules représentables

(2.1.2.2) &Y ~ End@®)

ad

défini en II 2,1.1.3 est compatible avec les actions de G . Il résulte aussitdt de

ce qui précéde que, moyennant cette identification, on a pour une A-algébre A'

(2.1.2.3) FPEnd (%) (4") = {u : of

X -->u)§, [uEY < PPy

On a en effet un accouplement de G-modules

Bd®End(mG) —> B b®u > ulb)

d

2.1.3. Soient w,w' deux foncteurs fibre sur une catégorie ind-tannakienne munis de
®-filtrations exactes F,F' ., On peut considérer la partie de Isoﬁg(m,w') des
®-isomorphismes respectant les filtrations F,F' ; elle sera notée Isom.fi1.®(w,w').

3i on se permet des extensions arbitraires de la base, on obtient un foncteur
Isom.fil.®(w,w')
Si, de plus, on dispose d'un isomorphisme donné
grw) =~ grw")

de ®-foncteurs gradués (ce qui est le cas par exemple si w = w' , voir aussi 2.1.3),

on a un sous-foncteur de Isom.fil.®(w,w‘), noté

i
Isoﬁg’(w,w‘}



formé par les ®@-isomorphismes ®w =~ w' respectant les filtrations et induisant

1'identification donnée sur les gradués associés.

En particulier, si ® = @' , on a des sous-groupes de G = Auﬁg(w)

U &—p —¢
- ®
P AutF(w)

!
U= @
et U est le noyau du morphisme évident

p—> ¢ = au®er @) .

2.1.4. Soient G wun A-groupe affine et plat, F wune ®-filtration exacte du
foncteur oubli a® : Rep(G) —> Mod(A) . On vient de définir des sous-groupes P, U
de G = Aueg(wc). De fagon plus générale, pour @ € N, on définit le sous-groupe

Ua de G en posant, si A' est une A-algébre

UQ(A|) = {u € ¢a")/vp,u/FPw = id p mod FPT% o}
F

w
On a
P = U
o
U = U1
Ua ] Ua+1 a &€ W
Dans la proposition suivante, B désigne l'algébre affine de G , I 1'idéal
d'augmentation de B , noyau de € : B —> A . On remarque que I , ainsi que ses
puissances " , sont des sous-G-modules de B (voir 2.1.2.1 pour la définition de

ad

ce dernier) ; rappelons aussi qu'on a un isomorphisme canonique de G-A-modules
Lie(®) ~ (/1) ,

ot Lie{G) est muni de la représentation adjointe.
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2.1.4.1. Proposition. 1) Le sous-groupe Ua est représentable par le sous-schéma

Fl-a

fermé de G d'idéal engendré par I

2) On a Lie Ua = F*(Lie G) .

3) Si G est lisse, il en est de méme des Ua

2,1.4.2. Preuve. L'assertion 1) résulte aussit®dt de la définition de UG et de

l'explicitation de la filtration de B4 donnée par (2.1,2.2), (2.1.2.3).

Prouvons 2). Soit Ja 1'idéal engendré par FI_QI , donc 1'idéal d'augmen~

tation de Uq est Ia = I/Ja . On vérifie aussitdt que les images de Ja et de

Fl_al dans I/I2 coincident, d'ol la formule (on utilise ici FE 2))

Fl /1% = a? Ja)/IZ

D'autre part, on a l'identification naturelle

2 2
3 -+ M
IOL/Ia /(1 Ja) H

on en tire une suite exacte
0o —> r%1/1%H) — 117 — Ia/Ié — 0
. 2 2 .
Le morphisme I/1° —> Iq/la a comme transposé

L_;_e(Ua) —> Lie(G) ,

d'ol la formule cherchée d'aprés la définition (2.1.,2.1) de la filtration de

Lie(®) = (1/1%).

Prouvons 3). Puisque G est lisse, on peut supposer, quitte & localiser en
A pour la topologie de Zariski, que I/I2 est libre et méme qu'il existe une base
TN 5
une base de Fl-a(l/lz) adaptée a la filtration, avec Ei € F®<i)(1/12) ; relevons~

adaptée 2 la filtration de /1% (i.e. qui la scinde). Soient o € M, £

la dans I en f fk , avec fi € F@(l)(l) . Pour prouver la lissité de UOL s

12

il suffira de prouver (critére jacobien) que le complété 3@ ¢~ B le long de I est
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engendré par les fi . On prouve par récurrence sur 0N que

plrC/™ Ly = ¢ fiAF1~Qr®(i)(B/In+l)
i

C'est clair pour n =1 , et dans le sens D . Passons a2 nt+l , n =1 ; soit

n+2 Fl—a-m(i)(B/In+2) 1-a—m(i)(B/In+1

f e FI-G(I/I ). Puisque est image de F ) (on

utilise encore FE 2)), l'hypothése de récurrence permet de corriger £ pour qu'il

o+l _n+2 o+l

soit dans I /I Sym (I/Iz)A Mais on vérifie facilement que Fl.a'('Syrxxﬁ+l

/1%
est image de Z f.l Fl-a-m(i)(Symn(I/Iz)) , d'oli 1'assertion.

i
2.1.5. On a vuo comment une ®-filtration exacte F d'un foncteur fibre @ définit
un foncteur fibre ng(w) muni d'une ®-graduation (de type Z). Soit maintenant,
w un foncteur fibre muni d'une ®-graduation (de type Z), i.e. d'un morphisme de
groupes (1.3)

i:g —>6= AutD(w)

On obtient une filtration associée 2 i , notée F(i), sur w , qui est

évidemment une ®-filtration exacte, et on a un isomorphisme de foncteurs fibre gradués
Zegr.,.
wXg F(l)(w)

Les groupes UOL (0. =2 0) définis en 2.1.4 seront notés Ua(i)' On posera aussi

il

u(i) Ul(i)

i

P(i) Uo(i)

On vérifie aussitdt que P(i) est le produit semi-direct de U(i) par le

centralisateur de i

(2.1.5.1) P(i) = U{i).Cent(di).

2.1.5.1. Remarque. Il résulte de la formule (2.1.5.1) et de 2.1.4.1, 1) que

si i Gm —2> G est un morphisme de @m dans un A-groupe affine et plat,

Cent(i) est représentable par un sous-groupe fermé. L'hypoth2se de platitude
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peut &tre d'ailleurs levée.

2.2. Scindages de ®-filtrations.

2.2.0. Dans ce qui suit, € désigne soit une catégorie ind-tannakienne sur un
anneau A , soit une catégorie tannakienne sur un corps k . Suivant les cas,
désigne un foncteur fibre ® : ¢ —> Mod(A) ou un foncteur fibre w : ¢ —> Loclib(§)

4 valeurs dans un k-schéma § (voir 2.1.1.2). On pose
G = Augg(w) .

2.2.1, Si w est muni d'une ®@-filtration exacte F , un scindage de F est une
®-graduation i de w telle qu'on ait F = F(i) (2.1.5). On dit que F est

scindable s'il existe un scindage, localement scindable (ou admissible) s'il

existe des scindages localement pour la topologie fideélement plate quasi-compacte

sur la base A ou § .

La donnée d'un scindage de F revient a celle d'un isomorphisme de foncteurs

filtrés

w' = ng(w) ~w

induisant l'identité sur les gradués associés, donc le foncteur (sur éﬂE/A , ou

§£E/S) des scindages de F , noté Scin(w,F) , n'est autre que le foncteur

lggﬁg!(ng(w),w) et se trouve de ce fait muni d'une structure de pseudo-torseur &

gauche sous le groupe U = égﬁgg(w) et de pseudo-torseur & droite sous le groupe
1

U(i') correspondant a F(i'), la filtration déduite de la graduation i' de w' ,

it u;m——>G' = Aut®(w’).

On espére, c'est un probléme ouvert, que toute ®-filtration exacte de w est
admissible (c'est prouvé en 2.4 pour les cas intéressants en pratique, par exemple si
G est un schéma en groupes réductif). Ceci signifierait que le pseudo-torseur
précédent est un torseur pour la topologie fpqc. Dans ce qui suit, on s'intéresse

surtout aux ®-filtrations admissibles.
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2.2.2. Proposition. Soit G un k-groupe algébrique, et supposons k de caracté-

ristique zéro. Alors, toute ®filtration admisgible de wG : ReQO(G) — Modf(k) est

scindable.

2.2.2.1. Preuve. Il résulte de SGA 3 XVII 3.5 que U est un groupe unipotent,

et il suffit de remarquer que si U est un groupe unipotent en caractéristique zéro,
tout torseur sous U (pour la topologie fpqc) est trivial, i.e. qu'on a Hl(k,U) = 0.
Ceci résulte de ce que U est extension successive de groupes Ga (loc.cit, 4.1,3)

et du fait bien connu que Hl(k,Ga) = 0 (SERRE [ 27,X § 1 prop. 1).

2.2.3. Soit (w,F) un foncteur fibre muni d'une @-filtration admissible. Au couple

(w,F) on associe

1) Le foncteur fibre w' = ng(w) , d'odt G' = 2ut®(w)

2) Le morphisme 1i' : Gm —> G¢' définissant la ®-graduation de w'

3) Le torseur a droite sous U(i')
y
Q =»Isoﬁ8‘(w‘,w)

Réciproquement si on a un triple (w',i',Q) d'un foncteur fibre ' , d'un

morphisme i' : 6 —> Aut®(@') et d'un torseur fpge Q sous U(i') , on lui

associe un couple {(w,F) de la fagon suivante : on pose

p=qx 1 e

3

c'est un torseur & droite sous G' qui définit donc un foncteur fibre (voir 11

3.2.3.4)

¥ O |
w =P XG o' = Q xU(l ) ®'

E

d'autre part le groupe U{i') agit sur le foncteur fibre filtré (w',F(i')) induisant

1
1'identité sur le gradué associé, d'ol une ®-filtration admissible sur @ = Q XU(i )w'.

On obtient ainsi un dictionnaire entre foncteurs fibre ® munis d'une

®-filtration admissible et entre triples (w',i'.Q) comme ci-dessus, cette derni2re
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ne s'exprimant qu'en termes de foncteurs fibre gradués.

2.2.3.1. Exemple. Soit k un corps non parfait de caractéristique p , et posons

le produit semi~direct de up , noyau de l'élévation 2 la puissance p-iéme dans Ga N

par le groupe multiplicatif € opérant par homothéties.

On va construire un foncteur fibre sur BERO(G) muni d'une @-filtration
admissible qui ne soit pas scindable. Pour cela, il suffit par 2.2.3 de construire
un triple W,i,Q) ol @ ne soit pas trivial, ou encore de construire un couple
(w,i) tel que Hl(kquc,U(i)) # O . On pose o = wG le foncteur oubli et
i ¢ —>G le morphisme évident ; on vérifie aussitdt que U(i) = ap , et la suite

exacte de cohomologie associée a4 la suite exacte de faisceaux fpqc

g—>qq —>»>¢ —>§ —>0
P a a
donne
B, La) = k/kP £ 0
fpqe’Tp

2.2.4. Soit w muni d'une ®-filtration admissible ¥ ; pour chaque scindage de F
donné par un morphisme i : € —> G, le morphisme & —> P/U qu'on en déduit est
toujours le mé@me, En fait, m8me si les scindages ne sont définis que localement pour

la topologie fpqc , le morphisme précédent est défini globalement : c'est le seul

rendant commutatif le triangle

ot la flache P/U ~> G' a été définie en 2.1.3.

On trouve ainsi un isomorphisme du foncteur Scin(w,F) des scindages de F



- 223 ~

avec le foncteur des relévements de Gm —> P/U & un morphisme Gm —>» P , l'action

a2 gauche de U sur ce dernier (correspondant & la structure de torseur sous U sur

Scin(w,F)) étant la conjugaison.

Dans le cas ot G est réductif (voir V 1.1 et SGA 3 pour ce qui suit) on a

d'autres résultats.

2.2.5. Proposition. Soit w muni d'une ®-filtration admissible, et supposons que

G = Aut®(w) soit un schéma en groupes réductifs. Alors

1) P est un sous-groupe parabolique de G , de radical unipotent U

(SGA 3 XXVI 1.1 et 1.6). 8i i : 6 —> G définit un scindage de F et g =& g°
nez

est la graduation correspondante de g = Lie(G) , on a

Lie(®) = & g"

nz0 —

2) Pour chague scindage i : ¢ —>G de F , Cent(i) est un sous-groupe

de Levi pour P (loc.cit. 1.7), et le morphisme de foncteurs défini ainsi

Scin(w,F) > Lev(P)

est un isomorphisme.

3) Si la base est affine (i.e. si dans le second cas considéré en 2.2.0,

S est affine), la filtration F est scindable.

On divise la preuve en plusieurs parties.

2.2.5.1. La derniére assertion de 1) est mise pour mémoire et résulte de 2.1.4.

2.2,5.2. Si on admet la partie 1), l'assertion 3) résulte de SGA 3 XXVI 2.2. En
effet, on y voit que tout torseur sous U est trivial, donc Scin(w,F) poss&de une

section globale par définition de @-filtration admissible.
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2.2.5.3. Supposons qu'on a prouvé que P

définissant un scindage de F

P = U(i).Cent (i)

par 2.1.3. D'autre part, par DEMAZURE [1] 2.1.3 (iv), on sait que Cent(i)

sous-schéma en groupes réductif de

SGA 3 XXVI 1.6 , 1.7 que U = U(i)
est un sous-groupe de Levi de P
radical unipotent de P

damment de l'existence de i Gm —_—3 G .

est parabolique, et soit i

est le radical unipotent de P

Puisque la propriété pour

& —> G
m

. On a alors une décomposition en produit semi-directe

est un

G , et il résulte aussitdt des définitions

et que Cent(i)

U &— P d'atre le

est locale pour fpqc , on a prouvé cette assertion indépen-

Enfin, 1l'application

Scin{(w,F) —> Lev(P)

est compatible avec les actions de U , et est donc

Scin(w,F) et Lev{(P) sont des torseurs sous U

2.2.5.4. Il reste & prouver que P

topologie fpqc, on peut supposer que P = P(i)

alors construire un sous-groupe parabolique P' = P!

les conditions de contenir Cent(i) et d'avoir
n=0

XXVI 6.1) ; de plus, Cent{i) est un sous-groupe de

décomposition
P' = U'. Cent(i) ,
ol U' est le radical unipotent de P' Il s'agit

Prouvoens P' C P ; il suffit de prouver que

probleme est local comme on l'a dit au début, supposons que G

tore maximal T , que 1i : Gm — G
épinglage adapté a P'
si M

a localiser encore pour que i

(loc.cit.

pour un i : €
m

se factorise par T

est le groupe des caractedres de T , i* . M—> Z 1le transposé de

*
: Gm -—3> G provienne d'un tel i

un isomorphisme puisque

1.9).

est parabolique ; le probléme est local pour la

—> G donné. On sait

(i) de G qui est caractérisé par

g T comme Algebre de Lie (SGA 3

Levi de P' , i.e. on a une

de prouver que P = P!

U' €« P , et puisque tout le
est déployé muni d'un

et que G est muni d'un

(loc.cit. 1.11). Ceci entrafne aussitdt (loc.cit. 1.12) que

i (quitte

) on a
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U’ = TT. P

i*(@)>0 T
avec les notations de loc.cit. Il faut en définitive, prouver que pour toute racine
r €M vérifiant i*(x) >0 , PrL P , ou encore que si P, ¢ Ga = Pr est

défini par l'épinglage, pour tout scalaire t et G-module E , si (enm) est la

matrice de pr(t) par rapport 2 la décomposition E = & E" définie par i

m n
(e :E —> E) , alors e =0 si n<m.
nm nm

Soit A un scalaire inversible, on a alors si

pr(t) = (enm)
1 _ n-m
= e
nm

i(k)pr(t)i(x)" 0N

H
d'autre part on a l'identité fondamentale pour h dans T

hp_(t) hl o= p_(x(e)

d'ou

p Py - M )

nm

. m n .
Si on prend n <m et les composantes E —3> E des deux matrices on trouve 2

[ %

gauche une expression dépendant de . (x) ot i¥(r) > 0 et a droite une expression
n-m -

dépendant de X\ ot n-m < O ; ceci entrafne que e =0 .

n~m

On vient de prouver que P' & P . Puisque P' est lisse et Lie(P)=1Lie(P'),

on conclut que P = P' , On aurait pu aussi se servir de la caractérisation suivante

de P!

P' = Norm( ® g™)
n=0 "~

(cf.loc.cit.), qui montre l'inclusion opposée P &— P' puisque P normalise

évidemment @ gn .
nz0 ~

2.2.6. On se place ici dans le premier cas considéré en 2.2.0. Une ®-filtration
exacte de w est appelée centrale si elle provient d'une filtration du foncteur

identique de € . Si i : Gm — G est un morphisme central de groupes, la filtration
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F(i) qu'on en déduit est centrale. Toutefois, la réciproque n'est pas vraie en
général : si F est une filtration centrale et scindable de w , il peut ne pas

exister de scindage de F défini par un Gm —> (G central.

2.2.6.1. Exemple. Soit k wun corps de caractéristique zéro, G = &,-6, le
produit semi-direct de €, par € opérant par homothéties (i.e. "le groupe affine").
Si E est un k~vectoriel de rang fini sur k , la donnée d'une action linéaire de

G sur E revient & celle d'une graduation de type Z de E

et d'un endomorphisme Vg de E vérifiant
VE (En) c En+1

La graduation du G-module E provient du morphisme évident i : Gm —> G , l'endo-

morphisme v_ est le logarithme de l'automorphisme unipotent de E donné par

E

l'action de 1 € Ga(k) . L'action de ¢ sur E se récupére en termes de v, et

E
la graduation par

(e,0).x = A" exp(tvE)(x)

pour te«;a,xe@m,xeh‘“
G

Si w=w est le foncteur oubli sur C = ReEO(G), on voit aussitdt que la

filtration F(i) est centrale, mais i (ni aucun de ses conjugués n'est central).

2.3. ®-filtrations opposées.

2.3.0. On maintient les notations de 2.2.0.

2.3.1. Deux ®-filtrations exactes F,F de w sont dites opposées si pour tout

p € Z le morphisme canonique

(2.3.1.1) P e TP .y
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est un isomorphisme. Si on est dans le second cas de 2.2.0, i.e. si ( est une
catégorie tannakienne sur un corps k et w : C—> Loclib(S) un foncteur fibre &
valeurs dans un k-schéma § , les filtrations de chaque w(X) (X € ob C) sont finies,

et on déduit de DELIGNE [ 4 ] 1.2.5 que dans ce cas les filtrations F,F sont opposées

si et seulement si pour p+q # O

(2.3.1.2) grr gr;(m) =0

Il résulte aussi de loc.cit. que si on pose
(2.3.1.3 w® = PPy N F Py (p € Z)
on obtient une @-graduation de type Z de ®w et qu'on a

FPw = z wr
r2p

FPe = s o
-r2p

Ce dernier résultat est valable également dans le premier cas ; si E € ob C ,

x € w(E) , 11 existe p,q tels que
x € FP Fd

car les filtrations F,F sont exhaustives. De plus, les filtrations induites par
F,F sur FP N FY sont finies, d'od
FPo@®) N Flo@) = &  Flo@ NF w@E
psi<-q

et on obtient la décomposition voulue de x , et par suite de w , d'ol l'assertion.

2.3.2. On peut interpréter les constructions précédentes comme fournissant une
équivalence de catégories entre la catégorie de foncteurs fibre munie de deux
®-filtrations exactes opposées et celle de foncteurs fibre munis d'une ®-graduation

(de type Z) .

8i (w,F) est un foncteur fibre muni d'une ®-filtration exacte, le foncteur
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Scin(w,F) de scindages de F (2.2.1) est isomorphe canoniquement au foncteur

Opp{w,F) des filtrations F opposées 2 F (de définition évidente).

Dans le cas ot G est un schéma en groupes réductifs, on peut relier

1'isomorphisme

Scin(w,F) = Opp (w,F)

3 la théorie des groupes de la fagon suivante : soit P = éEEF(w) le parabolique
correspondant 3 F (2.2.5), alors pour chaque ®-filtration exacte F opposée 3
F le parabolique P qui lui correspond est opposé 2 P , i.e. l'intersection
PP = Cent(i) (od i : € —> G définit la graduation {2.3.1.3)) est un sous~-
groupe de Levi commun 2 P et P (SGA 3 XXVI 4.3.3). On sait d'autre part que le
foncteur Opp(P) des paraboliques opposées & P est un torseur sous le radical
unipotent U de P pour l'action par conjugaison (loc.eit. 4.3.5). On a ainsi un

diagramme d'isomorphismes de U-torseurs :

Scin(w,F) =~ Opp(w,F)

¢ R

Lev(P) = opp(P)

2.3.3. Voici une généralisation de la notion de filtrations opposées. Soit

i Gm —3 G un morphisme central définissant une ®-graduation

. n . . p ;
notée w =@ w s'il n'y a pas de confusion possible. Deux ®-filtrations exactes

F,F de w sont dites opposées suivant j si le morphisme canonique

=n+l-p wn

pr;_‘eF — gy

J
est un isomorphisme. Dans le second cas considéré en 2.2,0 ceci équivaut 2 la condition

w, =0 pour ptq # n
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On voit de la méme fagon qu'en 2.3.1 que la donnée de deux ®-filtrations

F,F opposées suivant j revient & la donnée de deux morphismes 1i,,i

cC —>G
1 m

2

vérifiant

Voici la recette pour passer d'une de ces données & lfautre : si F,F sont
des ®-filtrations opposées suivant j , la bigraduation de w correspondant au

morphi sme Gm X Gm --> G est donnée par

wP?d = P wg&q n §9 P

Inversement, les filtrations F,F sont données par

FPou= 5 o°°
rzp

FPow= g o°°
s&p

Signalons enfin, comment on récupére la j-graduation & partir de il,iz

wh = T w? N w
ptg=n 1 2

e

2.4, Structure des foncteurs fibre filtrés.

Les résultats de ce numéro sont dis & P. Deligne.

Théoréme, Soient G un A-groupe affine et plat, F une @ filtration exacte sur

G : . . ; : 3
w (2.1.1). Alors, si G est réductif connexe ou bien si A est un corps de caracté-

ristique zéro et G de type fini, ¥ est scindable ; si A est un anneau de carac-

téristique zéro et G est lisse, F est localement scindable pour la topologie de

Zariski sur Spec(A) . En particulier, si € est une catégorie tannakienne sur un
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corps k , F une ®-filtration exacte ¢'un foncteur fibre w : C —> Loclib(s) ,

F est scindable si k est de car. O , S est le spectre d'un corps et le lien de

C est algébrique ou si le lien de € est réductif connexe et S5 est affine,

localement scindable pour la topologie de Zariski sur 8§ si k est de car. O et

le lien de £ est lisse.

La derniére partie du théor2me suit de la premiére de la fagon habituelle

(voir 2.1.1.2) ; celle~ci se décompose en plusieurs étapes.

2.4.1. Réduction au cas d'un corps algébriquement clos. Réduisons d'abord au cas

d'un corps ; posons § = Spec(A) , et soit s € § . Au point s la filtration F

se scinde par un morphisme i Gm,s —>P_ ; par platitude de P (voir 2.1.4),
celui-ci se réléve au voisinage de s en i : Gm —> P . La filtration F se

découpe donc suivant la graduation définie par i , et puisque ce découpage est
trivial au point s il en est de mBme au voisinage. On prouve ainsi que la filtration
se scinde localement pour la topologie de Zariski sur § , et dans le cas ol G est

réductif connexe ceci peut se faire globalement sur S par 2.2.5.3). Enfin, la

réduction d'un corps 2 un corps algébriquement clos suit de 2.2.5 et 2.2.2.

Par la suite on a donc affaire & un corps algébriquement clos k , un k-
groupe algébrique G et & une ®-filtration exacte de o Rep(G) —> Mod(k) , ou de
fagon équivalente de wg : ReEO(G) —> Modtf(k), Si k est de car. non nulle, ce

groupe est supposé réductif connexe.

2.4.2, Cas ot G est un tore. C'est trivial ; dans ce cas le scindage i : Gm - G

est unique et s'obtient de la fagon suivante : si M est le groupe des caractares
de G , i¥ : M—> Z a comme valeur en m € M 1'ordre pour la filtration F du

G~module de poids m et de rang 1

2.4.3. Cas o G est connexe semi-simple adjoint. Voici comment procdde la preuve.

On déduit d'abord d'un lemme général sur les groupes réductifs que P est un sous-

groupe parabolique de G de radical unipotent U ; soit T un tore maximal de G
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contenu dans P , et soit

g =89 s°
Q&R

la décomposition de Cartan de l'algébre de Lie de G suivant les caractéres de T ;

ici R &— M= Hom(T,Gm)

51 pour o € R, on note f(a) 1'ordre pour la filtration F du sous-espace

de rang un g a (ceci a un sens car T € P , et la décomposition de Cartan est ainsi

compatible avec F) , on vérifie que

£C-a) = -£(a) a€R
(2.4.3.1)
flo+g) = £(a) + £(8) a,B a+B €R .

I1 résulte alors de Bourbaki, Groupes et alg. de Lie, chap. VI , prop. 19 , cor. 2,

que f est le transposé d'un morphisme 1 : Gm —» T ., D'autre part, par construction
la filtration définie par 1 sur g coincide avec F , et comme par hypothése 8
est un G-module fidéle (pour la représentation adjointe), on conclut par II 4.3.2 a)
que

F = F(i)

Il ne reste qu'a prouver les lemmes utilisés.

2.4.3.1. Lemme. Soient G wun k-groupe réductif connexe, P un sous-groupe lisse

de G , U un sous-groupe unipotent distingué de P tel que dim U = dim G/F

Alors P est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U et

dim U = dim G/P

La derniére assertion est conséquence des deux autres comme il est bien connu.
Comme d'autre part les sous-groupes paraboliques sont connexes, on peut supposer P
connexe et U = radu(P) . Soient B' un sous-groupe de Borel de P/U , P' 1l'image
réciproque de B' , U' 1'image réciproque de radu(B') . Puisque dim P/U = dimB'+
dim radu(B’) , les hypotheses du lemme sont encore vérifiées par U' <— P' et il

suffit de prouver que P'<— P est parabolique ; en d'autres termes on s'est ramené
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& supposer que P est résoluble, donc inclus dans un sous~groupe de Borel de B

On a alors

dim G/P = dim G/B
dim U = dim raduB

dim G/B = dim raduB

2.4.3.2. Corollaire. Revenant aux notations du théordme, P est parabolique de

radical unipotent U .

I1 suffit de vérifier (voir (2.1.4) que dim{Lie(G)/F°(Lie(6))] = dim Fl(Lie(G)).
Si on avait un isomorphisme de G-modules Lie(G) = Lie(6)Y ce serait clair (par
exemple si k est de car, 0). Toutefois, il est suffisant de savoir que Lie(G) ,
Lie(Gy/ ont m8me image dans le groupe de Grothendieck R(G) , i.e. sont virtuelle-

ment isomorphes. C'est ce qui résulte de SERRE [ 4 ] 3.6 , th. 4.

2.4.3.3. Vérifions enfin les formules (2.4.3.1) ; la premi2re d'elles utilise le

méme raisonnement que 2.4.3.2. Prouvons la seconde : si oa,B , a+B € R , on a
a . at
g ,§B]— 8 B
-q o+
(g% £P1- %,
d'ol

flatp) = £f(a) + £(B)

£(B) = f£(-a) + f(o+B) = -£0) + £la+p) ,

d'ou la formule.

2.4.4. Cas o G est fini. Dans ce cas la filtration F est triviale : F1 =0 .

I1 suffit de prouver que la ®-graduation sur ng(w) est triviale ; elle est en effet

définie par un morphisme € —>¢6 qui ne peut 8tre que nul.
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2.4.5. Cas o0 G est réductif connexe. On dispose d'une isogénie centrale

a:G6G—>G" xH, ot G' est semi-simple adjoint, H wun tore. Par 2.4.2, 2.4.3,
. . . . PO . . . . G'xH
il existe i : Gm —>» G' x H définissant la filtration induite par F sur w .

. .n .
I1 existe n >0 tel que i  se relédve en i’

: Gm-—€> G , et pour toute représen-
tation de G , triviale sur le noyau de a , i' définit la filtration F' déduite de

F en multipliant les indices par n (F'p = Fpn). Puisque pour tout G-module E il

existe k tel que E®k soit un G' x H-module, i' définit F' , et on conclut que
i se reléve en T avec i' =71" et que 1 définit F
2.4.6. Cas o car. k=0 et G est réductif. Soit V un G-module fideéle. Vu

ce qui précéde, il suffit de vérifier que la filtration F de V définit une filtra-
. G© N o . o .
tion de , o G est la composante neutre de G . Puisque G est réductif et
hd
k de car. 0 , il suffit de voir que tout élément de ng ®V , invariant par c°
o
est de filtration O . En effet, (Vgg ® vgm)G est un sous-G-module de

v,
ot ® P qui provient de G/G° ; on en conclut par 2.4.4.

2.4.7. Cas o4 car, k =0 . Soit N le radical unipotent de ¢ ; on dispose de
g > G/N . L'application

F°(Lie 6) —> F°(Lie G/N)

étant surjective, on peut relever i' en i : Gm —3> ¢ avec Im(di) -— FO(Lig G).
Ceci signifie que la graduation définie par i est compatible avec F . Pour prouver
que la filtration F coincide avec celle associée & cette graduation, on procéde par
récurrence sur la longueur d'un G-module E : si E est simple, E provient d'un

G/N-module, et on applique 2.4.6 ; sinon, on dévisse en une suite exacte
0-—~>»E'~—> E—>E"—>0 |,

somme directe des suites

0—>(%—>%—>e%—>0 oacz

Par hypothése de récurrence ' s E"® sont de filtration o , donc % aussi .
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2.5. Un exemple : ®@-filtrations associées a des éléments unipotents.

2.5.0. Dans ce numéro, on fixe un corps k de caractéristique zéro. Rappelons
(voir GROTHENDIECK [1 ] prop. 4 b)) que si E est un k-vectoriel de rang fini, il
revient au méme de donner une représentation linéaire p : Ga ~> End(E) qu'un
automorphisme unipotent u (resp. un endomorphisme nilpotent N ), ces données se

déterminant (mutuellement par le formulaire

u = p{(l)
N = log(u)
p(t) = exp{tN)

On peut donc interpréter ReBO(Ga) comme la ®-catégorie des k-vectoriels

E de rang fini munis d'un automorphisme unipotent u (resp. endomorphisme nilpotent

E
NE ). Il en résulte que si G est un k-groupe affine, l'ensemble des éléments

unipotents de G(k) s'identifie & 1'ensemble des morphismes de groupe Ga —> G

(IT 3.3.1).

2.5.1. La construction suivante est due a P. Deligne, voir aussi GRIFFITHS [ 1]
(9.11). Soit N un endomorphisme nilpotent d'un k-vectoriel de rang fini E . Il

existe sur E une filtration finie décroissante Fy qui est la seule vérifiant les

conditions suivantes

(2.5.1.1) N(FPE) F§+2E

(2.5.1.2) 8i p =2 0, l'application induite par NP

gr;p E ——> grg E
N N

est un isomorphisme. La construction de Fg E se fait par récurrence sur ‘p{ en

remarquant que pour p >> 0 , F&p E=E, Fg E=0
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2.5.1.1. La construction ainsi faite est fonctorielle en le couple (E,NE) et on
vérifie méme que la filtration qu'on obtient de « 2 est une @filtration. Toutefois,

ce n'est pas une ®-filtration exacte, comme on s'en apergoit aussitdt.

2.5.2. Soient € un k-groupe affine, u € G(k) un élément unipotent, correspondant
donc & un morphisme p : Ga —> G , ou encore a un foncteur  ; ReEO(G) — ReEO(Ga)

rendant commutatif le triangle

Rep (6, )

N A

Modf (k)

On associe 3 u une ®-filtration F(u) de wG par la régle
Flu)y = F

ot X est un G-module et NX = 1og(ux) : c'est la filtration déduite par w de la
&
filtration définie sur w & en 2.5.1.1. Si G est pro-réductif , i.e. si la caté-

gorie ReEO(G) est semi-simple (IT 4.3.2 £)), le foncteur BTR(y) wG est exact

donc aussi fidele et la ®@-filtration F{(u) est exacte (2.1.1).

2.5.2.1. Exemple. Soit G = SL(2,k) , et soit

. . . G
On obtient une ®-filtration exacte F(u) de w , et on peut prouver qu'elle

cotncide avec la filtration F{(i} déduite du morphisme standard i : Gm -—> G
X —

Pour ceci, il suffit de vérifier qu'elles coincident sur un G-module fidéle

E (II 4.3.2 a)). Posons E = k% avec base e , e, muni de la représentation évi-

1 2
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dente de G ; on vérifie immédiatement que pour la graduation définie par i on a

E1 = ke1
E-1 = ke2
et que
0 1
log{u_ ) =
E 0 0
d'ou
FPE=g p=21
7% = FlE = ke,
FPE = 0 p>1

: Py . -1 ; :
ce qui prouve l'assertion. On vérifie de m@me que si F(i ) est la ®@filtration

opposée de F(i) définie par le scindage i (2.3}, on a

FGH = R
ol
1 ¢
u' =
1 1

2.5.2.2. On dira qu'une ®filtration exacte comme ci-dessus est de type unipotent.
q Ltype unipotent

2.5.3. Proposition. Soit G un k-groupe réductif (non nécessairement connexe),

F une ®-filtration de mG de type unipotent. Alors, F est scindable. De plus, si

k est algébriquement clos et u € G(k) est un élément unipotent tel que F = F(u) ,

. . , 1 1 .
il existe un morphisme SL(2,k} —> G  envoyant ( o 1) en u (voir 2.5.2.1) ;

en particulier F se déduit par ce morphisme de la filtration considérée en loc. cit.

2.5.3.1. Preuve. Par 2.2.2 on peut supposer k algébriquement clos, et aussi G
connexe, puisque tout élément unipotent de G(k) se trouve dans c%k) (i.e. G,

est connexe !). D'aprgs KOSTANT ({1] Theorem 3.4, il existe un morphisme
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SL(2,k) —>» G vérifiant la condition requise et on en conclut.

2.5.4. Supposons k algébriquement clos pour simplifier. Il résulte aussitdt de ce
qui précéde que 1l'ensemble des classes de conjugaison de filtrations de type unipotent
de mG se trouve en correspondance biunivoque avec l'ensemble des classes de conju-
gaison de morphismes Gm ~3> G qui sont composés du morphisme standard Gm - SL(2,k)
et d'un morphisme SL(2,k) —> G . Si T est un tore maximal de G de groupe de
caractéres M , Ro un systéme de racines simple pour le systéme de racines de G

par rapport & T , une condition nécessaire pour un morphisme i : Gm —> T &> G

pour &tre de ce type est que les entiers i*(r) (r € Ro) soient O, 1, ou 2 (voir
loc.cit. 5.1, ol les notations employées sont légérement différentes) ; la liste des
entiers i*(r) pouvant apparaitre pour les différents groupes simples G a été faite

par DYNKIN [1]. On voit ainsi que l'ensemble des classes de conjugaison des ®-filtra-

tions de type unipotent de wG est fini et borné par BL , ot £ est le rang de €

(ou plus généralement, de la composante neutre c%.
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INTRODUCTION

Ce chapitre est essentiellement consacré 2 l'étude de structures de
positivité sur des catégories tannakiennes sur un sous-corps de IR , & savoir les
structures de polarisation. Celles-ci apparaissent de fagon naturelle dans 1'étude

des structures de Hodge et des motifs (voir chapitre suivant).

Le § O rassemble quelques résultats de théorie des groupes dont on se sert
dans ce chapitre. Les démonstrations ne sont pas données, mais des références sont

en général indiquées.

Le § 1 donne le principe d'une classification des catégories ind-tannakiennes
a4 lien réductif sur une base S , et en application on élabore une table des catégories

tannakiennes sur IR 2 lien simple.

Au § 2 on développe la notion de polarisation homogéne, qui est surtout un
artifice technique pour étudier au § 3 les polarisations graduées, qui sont celles
qui apparaissent en pratique. Les résultats essentiels sont résumés en 2.4.5.1

et 3.2.3.1.
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§ 0. RAPPELS DE THEORIE DES GROUPES

0.1. Schémas en groupes réductifs (DEMAZURE [17,SGA 3).

0.1.1. Définitions.

0.1.1.1. Un schéma en groupes G sur un corps algébriquement clos k est réductif
s'il est de type fini, connexe et ne posséde aucun sous-groupe unipotent, connexe et
distingué autre que l'unité. Si S est un schéma quelconque, un S-groupe G est
réductif s'il est affine et lisse au-dessus de S et si ses fibres géométriques sont

des groupes réductifs.

0.1.1.2. Remargue. Si k est un corps de caractéristique nulle, et G un k-groupe
de type fini, on dit aussi que G est réductif si sa composante comnexe est un
k-groupe réductif au sens précédent. Cette terminologie est justifiée par le fait
suivant (voir NAGATA [1]) : G est réductif si et seulement si la catégorie gggo(G)

des G-modules de rang fini sur k est semi-simple. Dans les numéros O0.l. et 0.2. tous

les groupes réductifs sont connexes.

0.1.1.3. Soit G/S un S-groupe réductif, Un sous-tore T de G est un tore maximal
de G si ses fibres géométriques T- sont des tores maximaux des groupes G_ . Un
s ]

sous-groupe lisse et de présentation finie B de G est un sous-groupe de Borel si

ses fibres géométriques B_ sont des sous-groupes de Borel des G_ , i.e. des sous~-
s s

groupes résolubles connexes maximaux.

Un S-groupe réductif possdde des tores maximaux (resp. des sous-groupes de
Borel) localement pour la topologie étale, et deux tels sous-groupes sont conjugués

localement pour la topologie étale.

0.1.2, Groupes réductifs déployés.

0.1.2.1. Soient G un S-groupe réductif, T un tore maximal déployé de G , de

groupe de caractéres M ,
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T = DS(M)

Dans ces conditions, on peut munir M (quitte 2 travailler localement sur S pour
la topologie de Zariski) d'une donnée radicielle (SGA 3 XXI) pour laquelle 1l'ensemble
R des racines est constitué des r € M , r # O , tels que pour tout point s € S ,
1'espace vectoriel §r correspondant a3 la valeur propre L TS d Gm,s pour TS
agissant sur g = Lie(GS/k(s)) via la représentation adjointe, soit non nul. On
obtient une décomposition

Lie(6) = Lie(T) & T Lie(®)"

r€R

associé 2 cette donnée radicielle ou les Lig(G)r sont des gs—modules libres de
rang 1 . On dit qu'un groupe réductif G/S est déployable s'il existe un tore maxi-
mal déployable et si la construction de la donnée radicielle sur le groupe des
caractéres M peut se faire globalement ; il est déployé s'il est muni d'un tore

maximal déployé T = DS(M) et de la donnée radicielle sur M . D'aprgds O0.1.1.3,

tout groupe réductif est localement déployable pour la topologie étale.
Les données radicielles associées aux groupes déployés, permettent de
classifier complatement ceux-ci, voir SGA 3 XXIII et XXV.
0.1.2.2. Soit G/S wun groupe réductif déployé, de tore maximal
T = Dy (M)

et soit RCM 1l'ensemble des racines. Si FO(R) dénote le sous-groupe de M

engendré par R, il y a un isomorphisme canonique
Cent(6) = D (M/T_(R)) ,
l'inclusion (Cent(G) —> T s'identifiant au transposé de 1'homomorphisme

M —> M/I‘O(R)
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0.1.3. Automorphismes, groupes quasi-déployés.

0.1.3.1. Soit G/S un groupe réductif, et notons
Int(G) = G/Cent(G)

le faisceau quotient pour la topologie fidelement plate de présentation finie (fppf) ;
il est représentable par un S~-groupe adjoint (i.e. réductif et 2 centre trivial).

On a par définition une suite exacte de faisceaux fppf
(0.1.3.1) 1 — Int(G) —> Aut(G) —> Autext(G) —> 1

On prouve alors que Autext(G) est représentable par un S-groupe constant tordu, a

engendrement fini.

0.1.3.2. Supposons G épinglé, i.e. déployé et muni de plus des données supplémen-
taires : 1) un systéme Ro C R de racines simples pour la donnée radicielle sur le
groupe des caractéres M du tore maximal T ; 2) pour chaque r € Ro , une section

X_ € T(s,Lie(6/$) ).

Alors, Autext{G) est un groupe constant, qui s'identifie au groupe des
automorphismes du groupe épinglé (G’M’Rd(xr)) ; 11 s'identifie aussi au groupe des
automorphismes de la donnée radicielle sur M , munie du systéme Ro de racines

simples.

On voit ainsi que si G est déployé, la suite exacte précédente se sgcinde ;
plus précisément, le choix d'un épinglage de G détermine une section du morphisme

Aut{G) —> Autext(G).

0.1.3.3. Supposons G épinglé, et soit P un torseur sous Autext(G) ; la section
de Aut(G) —> Autext(G) définie par 1'épinglage de G détermine un torseur sous
Aut(G) , ou encore un S-groupe localement isomorphe 2 G . Les S-groupes réductifs
obtenus par ce procédé sont appelés quasi-déployés, ils ne dépendent pas du choix d'un

épinglage du groupe déployable G . Si le schéma S est semi-local, ce sont les
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groupes réductifs qui possddent un sous-groupe de Borel (SGA 3, XXIV, 3.9.1).
0.1.3.4. ©Notons, pour abréger

0(G) = Autext(G) ,
et supposons G épinglé, d'oll un morphisme

0(6) — Aut(G) ,

i,e. une action de 0(G) dans G . Si P est un torseur 2 droite sous 0(G) , le

S-groupe G' qu'il définit est donné par

ot = p 2%

On a des isomorphismes canoniques

Xg(c)

(0.1.3.2) Cent(G') ~ P Cent (G)

0.1.4. Actions des groupes de Galois.

0.1.4.1. Soient S un schéma, S' —> S wun revétement étale de groupe I , G un
S-groupe réductif, et supposons que G' =G Xg S' soit épinglé avec tore maximal
T = DS(M) , et systdme de racines simple Ro C R . On définit alors une action de T

dans M qui laisse stables R et Ro . 8i G/S est déployable, et si le tore T'

provient d'un tore trivial T de G , cette action est triviale.

0.1.4.2. Supposons G épinglé, et considérons le groupe constant E = Autext(G) ,

comne le groupe des automorphismes de M qui respectent R et Ro . On a alors
Hl(S'/S,Autext(G)) =~ Hom(T,E)/conjugaison

8i ¢ : ' —> E est un homomorphisme de groupes, i.e. une action de I’ dans M qui

respecte R0 s on peut construire un S-groupe % , muni d'un isomorphisme

Y ~ =g
( G)S. = 6oy =6 >
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et c'est par ce procédé qu'on obtient les groupes quasi~déployés sur S qui deviennent
déployés sur S' (cf. 0.1.3). L'action de I’ sur M qu'on obtient par cet isomor-

phisme et par 0.1.4.1, est celle donnée par ¢ .

0.1.4.3. Si S est un schéma localement noethérien et normal (par exemple le spectre

d'un corps) tout S-groupe quasi-déployé est déployable localement pour la topologie

finie étale, et ce qui précdde s'applique.

0.2, Représentations linéaires.

Dans ce numéro, on travaille au-dessus d'un corps k .

0.2.1. Soit G wun k-groupe réductif épinglé ; on a donc un tore T Dk(M) , une
donnée radicielle sur M , et un systéme R0 de racines simples de R . Ceci
détermine une relation d'ordre dans M : si m,n € M, on dit que m2n si m-n
est combinaison linéaire 2 coefficients entiers positifs d'éléments de R0 . On a
* * . Y Iy *
d'autre part l'ensemble R CM des coracines, et une bijection R—> R ,

#*
r—>r . On pose

P={(pemvrer ,r (20},

et les éléments de P sont appelés les poids dominants ; ils sont en correspondance
biunivoque avec les classes d'isomorphisme d'objets simples de Rep (G) , de la fagon
suivante (voir SERRE [ 4 ], 3.6) : pour tout p € P , il existe un objet Ep unique 2
isomorphisme prés, qui est simple, et qui en tant que T-module, i.e. vectoriel muni
d'une graduation de type M , s'écrit
E,~E0 & ®) ",

m <p

ou (EP)p est de rang 1 ; de plus, tout G-module simple est isomorphe 2 un tel EP

On remarquera que les éléments de P engendrent un sous-groupe d'indice fini

dans M ,
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v
0.2.2. Avec les hypothéses de 0.2.1, si Ep est un G-module simple, son dual Ep
est encore simple, et isomorphe & un Ep' pour un p' € P bien déterminé. On vérifie

facilement qu'on a

(0.2.2.1) p' = -wo(p) s

ob w_  est 1'unique élément du groupe de Weyl de la donnée radicielle sur M , qui
transforme RO en -Ro .
0.2.3. Soit G wun k-groupe réductif non nécessairement déployable ; il le deviendra
aprés une extension galoisienne, soit k'/k de groupe [ . Munissons G' = G ®k k'
d'un épinglage : alors le groupe I agit par 0.1.4 sur (M,R,RO) , donc sur P ,
et il agit par ailleurs de fagon évidente sur l'ensemble des classes d'isomorphisme

de G-modules simples. D'aprés BOREL-TITS [1] , 12.5, ces deux actions sont compa-

tibles avec l'identification de 0.2.1, i.e,

(0.2.3.1 oy
) Y(EP) ¥ (p)

0.3. Groupes compacts. Dualité de Tannaka.

0.3.1. Soit K un groupe topologique, et notons

Rep.cont. (K)

la ®-catégorie ACU R-linéaire des représentations continues de K sur des R-vecto-

riels de rang fini. Eille est munie du foncteur oubli

wK : Rep.cont.(K) —= Modf (R)

qui est un ®-foncteur strict, R-linéaire, exact et fidele. Si on pose
K = en%R(K) = Aufg(wK)

pour le R~groupe affine défini par cette situation, qui sera appelé 1'enveloppe

algébrique réelle de K , on a une équivalence de ®-catégories ACU IR-linéaires
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(0.3.1.1) Rep.cont.(K) —> Rep (K)

qui est induite par wK , et qui respecte les foncteurs oubli {(voir II 4.1.1). On
dispose aussi d'un morphisme de groupes topologiques évident
(0.3.1.2) .

K —> K(R) ,
qui posséde la propriété universelle pour les morphismes continus de K dans les
groupes de points réels de R -groupes affines : si G est un R~ groupe affine,

G(R) muni de la topologie "usuelle" (déduite de celle de R ) est un groupe topolo-
P

gique, et (0.3.1.2) induit une bijection
(0.3.1.3) Hom, (K,6) — Hom. cont. (K,G(R))

Ceci justifie le nom d'enveloppe algébrique réelle. On définirait de mé€me

1'enveloppe algébrique de K sur un corps topologique (exemple € , Qp yeeid

0.3.2. S8i K est compact, on prouve que la fléche d’'ajoinction

(0.3.1.2) est un isomorphisme (l'injectivité résulte du théoréme de Peter-Weyl ; pour
la surjectivité, on se raméne au cas od K est un groupe de Lie, et cela résulte de
ce que si K opére contin@ment sur un vectoriel réel V de rang fini, l'image de

K est Zariski~fermée dans End(V)). Ceci signifie aussi que le foncteur K+ K

de la catégorie des groupes topologiques compacts vers celle des IR- groupes affines
est pleinement fidele. Les R-groupes appartenant & l'image essentielle de celui-¢i

sont appelés compacts, ou anisotropes. Un exemple du dictionnaire qui en résulte

(dictionnaire qui n'est qu'une variante de plus de la dualité de Tanmaka) : un

groupe compact K est de Lie si et seulement si K est un R-groupe de type fini

(i.e. algébrique), K est connexe si et seulement si K 1l'est...

0.3.3. Voici des critéres de compacité pour un R-groupe. Un R-groupe G est
compact si et seulement si le groupe des points réels G(R) est compact et

Zariski-dense dans G(C). S'il est connexe, cette derniére condition est inutile.
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Remarquons aussi qu'un sous-IR-groupe d'un R-groupe compact est compact
(voir par exemple DELIGNE [ 5], lemme 2.4), ce qui montre qu'un R-groupe algébrique
est compact si et seulement s'il agit fidelement dans un R-vectoriel muni d'une

forme définie positive,

Enfin, un R-groupe fini est compact si et seulement s'il est constant.

0.4. Groupes compacts et groupes complexes réductifs.

0.4.1. Rappelons les faits suivants, qui nous seront utiles dans ce chapitre. Si
I" est un groupe de Lie réel n'ayant qu'un nombre fini de composantes connexes, les
sous-groupes compacts maximaux sont conjugués (voir par exemple HOCHSCHILD [1]

chap. XI). Si de plus I est le groupe des points d'un R~ groupe algébrique G ,
=6 ,

il résulte de 0.3.1 et 0.3.2 que les sous-groupes compacts (resp. compacts maximaux)
de T' sont en correspondance biunivoque avec les sous-R-groupes compacts (resp.

compacts maximaux) de G
0.4.2. Rappelons qu'un groupe de Lie complexe T est réductif s'il vérifie les
conditions équivalentes suivantes

a) T est le groupe des points complexes d'un €-groupe réductif.

b) Lie(’) est réductive, T a un nombre fini de composantes connexes et

#.0n
la composante neutre du centre de I’ est de la forme (€ ) .

De plus, a) définit une équivalence de la catégorie de C-groupes réductif

avec celle des groupes de Lie complexes réductifs.

On démontre également que si G est un €-groupe réductif et K un sous-

groupe compact maximal de G(€) , 1'inclusion

K —> G(¢)
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induit un isomorphisme ("existence de formes compactes")

(E)m > G .

L'application

K x Lie(RK) —=> G(8)

(k,m) > k.exp(im)

est bijective : c'est la décomposition de Cartan. Voici quelques unes de ses

propriétés :

k exp(im) k exp(-im)

#

(k exp(im))—l exp (-im) k-l

k exp(im) k—l € exp(i Lie(k))

Ici, x+—> x désigne la conjugaison de G(€) définissant K .

§ 1. CATEGORIES TANNAKIENNES A LIEN REDUCTIF CONNEXE

1.1. Classification des catégories ind~tannakiennes.

1.1.1. Soient A wun anneau, S = Spec(A). Il s'agit de déterminer 1'ensemble IT(A)
des classes d'équivalence de catégories ind-tannakiemnes sur A (III 1.1) dont le
lien est localement défini par un schéma en groupes réductif (0.1.1). D'apres le
théorgme de structure III 2.3.2, ceci se raméne au probléme de déterminer 1'ensemble
des classes d'équivalence de gerbes sur S (pour la topologie fideélement plate quasi-
compacte) qui localement sont du type TORS(G) , oi G est un schéma en groupes

réductif.

Voici comment on proczde : on détermine d'abord 1l'ensemble L(A) des classes
d'isomorphisme de liens définis localement par des schémas en groupes réductifs (ce

qui sera fait en 1.1.2), puis pour chaque lien L on explicite 1'ensemble HZ(L) des



classes d'équivalence de L-gerbes, en distinguant la partie HZ(L)' correspondant

aux L-gerbes neutres (voir 1.1.3).

1.1.2. D'aprés la classification des groupes réductifs, tout lien sur S localement
défini par un groupe réductif est localement isomorphe avec un S-groupe réductif
déployable (0.1.2) unique & isomorphisme prés. Comme on connait bien la classification
des groupes réductifs déployables (SGA 4), il reste & déterminer pour chaque groupe
déployable G , l'ensemble des classes d'isomorphisme de liens localement isomorphes

4 G ; celui-ci, par des raisonnements standard (voir GIRAUD [1]), est en correspon~

dance biunivoque avec 1l'ensemble
1 . -yl
H (5,Aut(lien(G))) = H (5,Autext(G)) .

On a vu en 0.1.3.2 que le faisceau Autext (G) est représentable par un S-groupe
constant E . Si on choisit un épinglage de G (loc.cit.), celui-ci définit une
section du morphisme

Aut(G) —> Autext(G) ,

qui identifie E au groupe des automorphismes du groupe G qui respectent 1'épin-
glage. Ceci montre qu'un lien L localement isomorphe & G est représentable par

un groupe quasi-déployé G, , unique 2 isomorphisme prés (0.1.3.3)
L= 11en(GL) .

En conclusion, la correspondance G > lien(G) définit une bijection de

l'ensemble des classes d'isomorphisme de S~groupes quasi-déployés sur l'ensemble des

classes d'isomorphisme de liens réductifs (i.e. localement définis par un schéma en

groupes réductif) sur §
1.1.3. Soit G un S-groupe quasi-déployé ; il est localement isomorphe & un S-groupe
épinglé G_ et correspond a un torseur P sous Autext(GO) (= 006 ).

. 2 ;
I1 faut calculer 1'ensemble HZ(S,G) , muni de sa partie H (S,G)' . Or, si

Z = Cent(G) , on sait que HZ(S,Z) agit sur 1'ensemble HZ(S,G) en en faisant un
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torseur, donc l'application HZ(S,Z)-équivariante
u2(s,z) —> #%(s,6)

définie par la classe de la gerbe TORS(G) est bijective. D'autre part, par cette
bijection, la partie HZ(S,G)‘ de HZ(S,G) correspond & 1'image de l'application

cobord (image notée HZ(S,Z)')
1 (5,1nt(6)) —> 1%(5,2)
déduite de la suite exacte
1—>2—> G —> Int(G) — 1

Il en résulte que si G —> G' est un épimorphisme dont le noyau est central dans

G , l'application
H2(s,2) —> H2(s,2")

induit une surjection
#2(s,2)'—> B2(5,2")"

Pour rendre compléte cette explicitation de H2(S,G) muni de HZ(S,G)',

il faut expliciter Z en termes de G, et P . Or, la formule (0.1.3.2)
Cent(G) =~ p xg(G)Cent(Go)

répond & cette question.

1.2, Explication des tables.

On applique dans ces tables les raisonnements qui précédent, pour aboutir a
une liste des catégories tannakiennes sur IR dont le liemn sur € est un €-groupe

simple, mais non nécessairement simplement connexe.

1.2.1. Table I. On y donne la liste des groupes simples déployés, munis de leurs
centres, de leurs groupes d'automorphismes extérieurs et des actions correspondantes

de ceux-ci sur les centres. Cette derniére n'est explicitée que si elle n'est pas
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triviale.

Les indices a,s,d ... qu'on a attachés aux symboles usuels An’ Bn’ ... de
la classification des groupes simples simplement connexes sont & mettre em rapport
avec le centre du groupe, ou bien avec la position dans le centre E du revétement
universel, du noyau du morphisme 7 —> 7. Ainsi, l'indice a signifie adjoint,

~

l'indice s simplement connexe, l'indice d signifie que si le centre Z est un
p s g

produit de deux facteurs isomorphes le dit sous-groupe est en position diagonale,

1'indice £ qu'il est en facteur.

1.2.2, Table II. On donne la liste de groupes quasi-déployés qui sont associés
avec chaque groupe déployé. L'exposant qui apparaft dans l'écriture de ces groupes
quasi-déployés dénote le degré sur R du plus petit corps de déploiement. Cet
exposant suffit & déterminer la classe d'isomorphisme du groupe ; ceci provient du
fait, facilement vérifiable sur la table I, que dans le groupe I {(=Autext(G)) il
y a au plus deux classes de conjugaison d'éléments d'ordre 2 (i.e. de morphismes
Gal{€¢/R) —> T), chaque fois que G est simple déployé sur IR . L'exposant 1l est

parfois omis.

Enfin, les groupes quasi-déployés qui sont soulignés sont ceux qui ont le

méme lien qu'un groupe réel compact.

1.2.3. ZIable III. Pour chaque groupe quasi-déployé G , on donne le centre Cent(G),
le groupe de cohomologie H = HZ(RWQEQE(G)) et sa partie distinguée H' . Le

calcul du centre est fait & 1'aide de (0.1.3.2), et les calculs de cohomologie sont
toujours faciles. Ceux des H' wutilisent 1.1.3 et le résultat suivant de HARDER [1],

Lemma 4.2.3 : si G est un R-groupe semi-simple simplement connexe de centre Z ,

1l'application cobord

il (R,Int(6)) —> H2(R,2)

est surjective. Ceci signifie qu'une catégorie tannakienne sur TR dont le lien est
semi~simple simplement connexe, est forcément neutre. On constate par ailleurs sur

la table III que les seules catégories tannakiennes sur R non neutres de lien un
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groupe simple correspondent aux groupes quasi-déployés

1 ] . , . ntl .
An,r (i.e. SLn+1/Pr' ) si  r,r = pairs
]'D (i.e. 8O i, ) n >4 impair
n,2 2n+1'H
2D nzé4 air
n,d P
Dans les trois cas, HZ(IR,Z) = #Z/2#Z , et la classe de la catégorie tannakienne
non neutre est 1 . On peut constater pour finir, que des trois groupes, 1A est

n,r

le seul 2 avoir le méme lien qu'un groupe compact {cf. table 11).

Enfin, le groupe E qui apparait dans la table III est l'unique extension
non triviale de B, Par [, {sur R) . Il peut 2tre aussi caractérisé comme la

restriction 4 la Weil de 9_12 €
3

E=Tr 5

2
or 2®
ceci prouve qu'on a

i (R,E) =~ Hl(ot,mz) =0 pour i > 0.
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1.3. Tables.
TABLE I : GROUPES DEPLOYES SIMPLES.
G Cent (G) T = Autext(G)
A 0 n=
n,r
n21 , r|(n+1) My 7Z/27 n>1
B_ . 0 i=a
n,i
. 0
nz2 , i=a,s By i=s
C_ . 0 i=a
n,i o
nz3 ] i=aas B_),Z 1L=s
D 0 t=a G i=a,s
4oi )2 - 3
i=a,s,d G, s z/2z i=d
Hq i=d
Dn . 0 i=a
3 s =
n>4 impair, i =a,s,2 y L=s z/2z
My i=2
. 0 i=a 7Z/27 i=a,s,d
n,i )2 i=s
n>4 pair ,i=a,s,d,f (4}12 0 i=f
My i=d,£
E . 0 = Z/27 n=6
n,i
n=6,7,1i=a,s 43 nTo,1=s 0 n=7
Mo n=7,i=s
E8,F4,G2 0 6]

Le groupe I' agit dans Cent(G)

a) par x+> -x pour An,i’Dn i (n>4 impair), E6,s

3

b) par la symétrie canonique (x,y) > (y,x) pour D (n>4 pair)
3

c) en permutant les éléments d'ordre 2 pour D, o
3
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GROUPES QUASIDEPLOYES SIMPLES SUR

R .

Groupe de Chevalley

Formes quasi-
déployées sur R

Groupe de Chevalley

Formes quasi~-
déployées sur R

D
AlLr Ay o 1Dn i 2Dn i
: L n>4 pair, i=a,s,d —_—2 ’
lA 2A D D
n,r n,r n,r n,f n,f
n>1 n>4 pair
, B . E. . 1E 2E .
n,i n,i 6,1 6,i 6,1
nz2
c . c_ . E, . E_ .
n,i n,i 7,1 7,1
nz3
D 1D 2D E_,F, ,G E.,F, ,G
4,1 4,1 4,1 874772 8’4’72
: 1D ) 2D ;
B, n,i o _m,i

n>4 impair
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TABLE T1I1I.
_ .2 2 .
G Cent(G) H = H (R,Cent G) H (R,Cent G)
. nt+l .
1 Z/2Z r pair| 0=~ =1’ pair
An,r ¥y 0 r impair | H r' impair
nzl P
ZAn . Z/cz Z/2Z r  pair | o
b r 2
=2 0 r impair
B . c . M, i=s Z/2Z  i=s H
o mt 0 i=a 0 i=a
P 0 i=a 0 i=a
H i=a,s
P4, &y i=d z/2z  1=d troas pe1)
2 = - 2 i == =
(oe1.2) ([pz) i=s , p=1 (z/2z)" i=s , p=1 0 (i=d ; p=2)
P=5s EC*)  i=s , p=2 | © i=s , p=2
p 0 i=a
D . - o H i=a,s
n,i ““2 i=2 0 i=a (i=2 ; p=2)
by, i=s , p=1 Z/2Z i=2,s 0 (1=2 ; p=1)
(p=1,2 ; n>4 impair) Z/4Z  i=s , p=2
b
0 i=a 0 i=g
pnn’i by i=d,f Z/2Z  i=d,f H (%23’8’51)
(012)2 i=s , p=1 (Z/ZZ)2 i=s , p=1 1=dsp
(p=1,2 ; n>4 pair) ) i=s , p=2 o i=s , p=2 0 (i=d ; p=2)
0 i=a
Pp
6,1 By i=s , p=l | © 0
(p=1,2) .
P=Ls zZ/3z i=s , p=
0 i=a 0 i=a
E?,i Hy i=s Z/2Z i=g H
ES’FL;’GZ 0 0 0

*)

Voir 1.2.3 pour la définition de ce groupe.
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§ 2. POLARISATIONS : CAS HOMOGENE

2.1, Formes bilinéaires.

2,1.0. Dans ce qui suit, € désigne une catégorie tannakienne sur un corps k

(III 3.2.1), dont les objets seront notés V,W,... Toutes les démonstrations sont
faciles et sont en général omises. Presque toutes les notions présentées dans ce numéro
sont valables dans le contexte plus général des ®-catégories rigides (I 5.1.1) et
demandent des preuves & l'aide de diagrammes plus ou moins évidents ; dans notre cas,
on peut se ramener, 3 l'aide d'un foncteur fibre, A des assertions relatives & des
espaces vectoriels de rang fini sur un corps. Aussi on se permettra d'écrire des for-

mules comportant des "éléments" des objets de C .

Voici enfin une convention de langage, qui sera utile dans la suite : si

est un diagramme d'isomorphismes dans une catégorie, on dira que la différence de

,¢, en A (resp. B) est c, (resp. czcil).

€1°% 2

C

1 1

2,1.1. Soient T wun objet inversible de ¢ (I 2.5), V un objet de C . Une forme

bilinéaire sur V 32 valeurs dans T est un morphisme ¢ : V® V> T . On a un

diagramme de bijections

(2.1.1.1) Hom(V ® V,T) —3 Hom(V,V ® T)
&
v =3 o

ol ¢ , "¢ sont définis par les formules

g X)) = px®y)

Tox) (¥) = ¢ly ® x)

Il en résulte aussitdt que la différence du couple d'applications précédent

en Hom(V @ V,T) est induite par la symétrie canonique de V ® V et que cette
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différence en Hom(V,V ® T) est donnée par 1l'application
A ¥
Hom(V,V® T) —> Hom(V,V® T)
Ao (Ve i,

v v
moyennant l'identification V= (V® T) ® T . En particulier, si ¢ est une forme
bilinéaire sur V a valeurs dans T , wﬁ" est un isomorphisme si et seulement si
M¢ est un isomorphisme ; on dit dans ce cas que ¢ est une forme bilinéaire

non-dégénérée.

2,1.2, Soit ¢ : V® V—>T une forme bilinéaire non dégénérée ; on a un diagramme

d'isomorphismes ¢
(2.1.2.1) v > Ver,
T
-1

dont la différence (") o en V est notée ecp et appelée la parité de o :
(2.1.2.2) plx,y) = (p(y,ecpx)

Une conséquence immédiate de cette formule est que 1'automorphisme q$ de

V respecte la forme bilinéaire ¢

(2.1.2.3) plx,y) = cp(ecpx,ecpy)

2,1.2.1. Le choix de ¢ détermine également un couple d'isomorphismes

(2.1.2.4) End (V) Hom(V ® V,T)

po (u® idv)
u b
9o (id, ® v

dont la différence en End(V) est une bijection
End(V) -—> End(V)

On notera u® 1'image par cette bijection de u € End(V) ; par définition, on a
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(2.1.2.5) plux,y) = plx,uPy)

On appelle u? 1e transposé ou adjoint de u (relativement a @)

En composant (2.1.1.1) et (2,1.2.4) on obtient encore un couple

(2.1.2.6) End (V) Hom(V,V ® T)
CpN o U
u
Ncp o u 3

dont la différence

End(V) ~——> End(V)
envoie u dans un endomorphisme de V , noté u® ; par définition on a

(2.1.2.7) P(y,u°(x)) = @lu(x),y)

2.1.2.2. Les formules suivantes se prouvent facilement :

(wn)® = @ o
(2.1.2.8) "
(1dv) = 1dv
(2.1.2.9) WH?® = € ¥ ec;l
(2.1.2.10) (e)® = ¢t
@ (]
(2.1.2.11) W= e ou
P

bien entendu, u > um est k~linéaire.
2,1.3. 81 ¢p:V@®V—>T est une forme bilinéaire non dégénérée, toute autre
forme bilinéaire non dégénérée ¢ : V@ V—>T est obtenue comme

t=9o @8 id) =g (id, ®a® ,

ol ¢ € Aut(V) est uniquement déterminé. Si u € End(V) , on a
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(2.1.3.1) W @uahH? .
La parité de ¢ est donnée par

(2.1.3.2) = (! €

“y
En particulier, l'application at-> ¢ - (0 ® idV) , identifie l'ensemble des formes
bilinéaires non dégénérées sur V 2 valeurs dans T ayant m@me parité que ¢ 2
1'ensemble des automorphismes a € Aut{(V) vérifiant

e =ca ;
® Ry

si ecp est dans le centre de Aut{(V) , cette condition se réduit 2

(Icp=(1

2.1.4. Soit V, (resp. V,) un objet de C muni d'une forme bilinéaire non

dégénérée ¢1 (resp. ¢Q) a3 valeurs dans T . On a des bijections

Hom(V,,V,) \
/ HOm(Vl ® VZ,T)

~
Hom(Vz,Vl)

qui & u: V., =>V_ (resp. v : V, —> V.) associe le morphisme ¢, ° (u ® id_ ){resp.
1 2 2 1 2 V2
P e (idvl® v)). Si
Hom(V,,V,) ——> Hom(V,,V,)

est la bijection qui rend le triangle précédent commutatif, on note u(qﬁ’qh)

l1'image de u par cette application ; par définition, on a la formule

(9,.9,)
(2.1.4.1) o G T2 ()

#

cpz(u(x) ’Y) .

On vérifie facilement la formule

G, .00, (ep, 00, ) R
(2.1.4.2) ( T2 !
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2.1.4.1. 8i V3 est un autre objet de ¢ muni d'une forme bilinéaire non dégénérée

N o
v V2 V3 , on a

y23) u(q’l’q’z) . v“"z""a)

. _.9 2 .
.:p3.V3®V3 T , et si u.V1—>V2,

(2.1.4.3) (vu)

2.1.5. Soit ¢ : V® V—> T wune forme bilinéaire non dégénérée. On définit une

%
forme bilinéaire non dégénérée c\ﬁ : \\;® V—>T , en posant

&~ = @
On vérifie facilement que v v
@ = Cou) ,
d'ou
(2.1.5.1 e, = ()
) C‘ﬁ e(p)

v P
On peut aussi définir ¢ comme étant la forme définie par transport au moyen

de cpN (ou de Ncp) de la forme ¢ : ceci signifie qu'on a le triangle commutatif

PP
VeV —> VoV 8

v oo,
(2.1.5.2) @ (p®1d1®2
moyennant des isomorphismes canoniques évidents, par exemple

Tz'\I’®T®2

. ) . N .
2.1.5.1. Soient (Vi)iEI une famille finie d'objets de C , (Ti)iEI une famille
d'objets inversibles de C , (cpi)ieI des formes bilinéaires sur les Vi a valeurs
dans les Ti (i € 1). On définit une forme bilinéaire ¢ , notée ® ®; » sur

i€l

l'objet V= Q Vi 4 valeurs dans T = ® T, par
icl i€l

Rcp.
P: VOV @ V, =>@ (V, @ V)—>T
p1 * 1 -t

On vérifie qu'on a

8
i

® P
® .

i

RS
[
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si les ®; sont non dégénérées, ¢ aussi, et on a

(2.1.5.3) E = ®¢ s
® 1 %

et si (ui)iGI

on a (toujours en supposant les p;, non dégénérées)

est une famille d'endomorphismes u, € End(Vi) , et on pose u =Q® u
I

P
(2.1.5.4) wP=@u’
i
1
2.1.5.2. Soient (Vi)iEI une famille finie d'objets de € , T wun objet inversible
de €, (), une famille de formes bilinéaires ¢, : V. ® V. —> T . Si on note
= iiel i i i

V=8 Vi , on définit une forme bilinéaire ¢ : V® V—> T , noté & ®; » par
1 1
Gp,)

P VOV ee(vi®vj)-—>ea(vi®vi)-—ie~'r
i,3 i

On vérifie aussitdt qu'on a

¢ =@qg
Tp =@ Ty,

Il en résulte que (¢ est non dégénérée si et seulement si chacune des ®; i €1

l'est, et que dans ce cas
(2.1.5.5) e =&¢ ;
®

si u € End(V) est représenté par une famille (uji) » ou T v, —> Vj , on a

que v = u®? est représenté par la famille (Vji) ol

(. »0p,)
(2.1.5.6) v, =f(u ) 4t

. . (voir 2.1.4).
Ji 1]

2.1.6. Soit @ : V®V—>T une forme bilinéaire, et soit W un sous-objet de V .
On note By la forme bilinéaire qu'on obtient par restriction de ¢ a W
P
@9, - WOUW—>VR®V—>T

On dit que W est un sous-objet isotrope (resp. totalement isotrope, non

isotrope) de V , relativement 2 ® , si W, est dégénérée (resp. nulle, non
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dégénérée).
On définit les sous-objets de V orthogonaux & V & gauche et & droite :

w ,w* , par o~
v
Ker (Vv —> 6 RT—>UWT)

=
]

~

oy v
Ker (V ==V @ T —> W Q® T) .

o

Si W est non isotrope, on a des décompositions

v=uwuew=wae vw.

8i @ est non dégénérée, on a

W= W) ;
®

il en résulte par exemple que si g$ est dans le centre de End(V) et si V est

4

semi-simple, on a W= W* .

2.1.7. Soit w : € —>C' un morphisme de catégories tannakiennes. S5i
p: V®V—>T est une forme bilinéaire sur un objet V de €,
wlg) : o(V) ® w(v) —> w(T)

est également une forme bilinéaire ; elle est non-dégénérée si et seulement s'il en

est ainsi de ¢ , en effet, on a

wip)” = wlg)
() = oy

Il en résulte aussi que

(2.1.7.1) €l w(em) )

et que si u € End(V)

(2.1.7.2) w(u)w(cp) = @w®
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2,2. Formes sesquilinéaires,

2.2.0. Soit k'/k une extension quadratique, A+> A la conjugaison de k'/k .
8i C est une catégorie tannakienne sur k , on note (' 1la catégorie tannakienne
g(k') qu'on obtient par extension des scalaires (III 3.2.4). Rappelons (III 1.2.4)

que C' est munie de

a) Un ®-foncteur rigide semi-linéaire

b) Un ®isomorphisme fonctoriel

vérifiant

F
Fl

La catégorie C peut 2tre reconstituée 2 ®-équivalence prés & partir de ces

données : ses objets sont les couples (V,av) , o VE€ob(C', et a, : V-— 7

vérifie
8y ° 8y T My -

On dira qu'un objet V de (' est "défini sur k" si on s'est donné un tel a,

qu'on omettra le plus souvent dans 1'écriture en identifiant V et V.

Enfin, si V € ob C' , on note Vo 1'objet de C sous-jacent 2 V ;
rappelons que la donnée de V revient a celle de v, plus le morphisme de k-algebres

k' —> End(Vo) .

2.2.1. Soient V un objet de C' , T un objet inversible de C' qui est défini

sur k . On a des bijections

s
(2.2.1.1) Hom(V ® V,T) Hom(V,V @ T)

—
—>
~

P
“"3:3”:9’
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o ¢ , ¢ sont définis par les formules

¢ X)(y) = px8 y)

Tpx) (y) = ply ® %)

On notera que l'application (pt—> q)N est k'-linéaire, tandis que ¢b—> Ncp
14
est seulement semi-linéaire. La différence du couple ci-dessus en Hom(V,V®T)} par

exemple, est l'application semi-linéaire
v v
Hom{V,V ® T) ~> Hom{V,V ® T)
t - .
Ar—> () ® idy .
Une forme sesquilinéaire sur V & valeurs dans T (relativement au sous~

corps k de k') est un morphisme ¢ : V® V —> T . Elle est non-dégénérée si

o~ . . ~ '3 .
% , ou ce qui revient au méme ¢ , est un isomorphisme.

2.2.2. Soit @ : V® V—r une forme sesquilinéaire non dégénérée ; on a un

diagramme d'isomorphismes

dont la différence en V est notée ecp et appelée la parité de ¢ . Par définition,

on a
(2.2.2.1) olx,y) = c-p(y,ecpx)

ou plus précisément, en termes de diagrammes

- ¢
vVev ——> T

(2.2.2.2) 2

VgV —— =TV

id‘-]® ecp id{}@UV

Vev
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il résulte aussit8t d'ici que e@ respecte la forme ¢ :

(2.2.2.3) o {e ®e )=
Qp €cp Qw v}

2,2,2.1. Le choix de ¢ détermine également des isomorphismes

End (V) Hom(V @ V,T)

_—

—
® o (u®id)

u A

g (id, ®u)

dont la différence en End(V) est une bijection semilinéaire, notée u+r—> -

Par définition, on a

(2.2.2.4) lux,y) = @(X,u¢§)
2.2.2.2, On prouve facilement le formulaire
(un)® = P @
(2.2.2.5) ©
(ldv) = 1dv .
(2.2.2.6) WP = ¢ el
® ®
(2.2.2.7) ()® = ¢t
Y Y

2.2.3. si op:V® V —> T est une forme sesquilinéaire non dégénérée, toute autre

forme sesquilinéaire non dégénérée ¢ : VQ® V—> T est obtenue comme
Y=o (a®idv)=rp° (idv®a—QP) )

ol a € Aut(V) est uniquement déterminé. Si u € End(V), on a

(2.2.3.1) W @uahH?

et la parité de | est donnée par
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(2.2.3.2) e = @™ lea
] @

L'application abt> g . (@ ® idv) identifie 1'ensemble des formes sesqui-
linéaires non dégénérées V ® V —> T  ayant parité e & l'ensemble des automor-

phismes ¢ € Aut(V) vérifiant

condition qui se réduit a

si ecp est central,

2.2.4. Si V1 ’VZ sont des objets de C' munis de formes sesquilinéaires non~-dégé-
nérées wl : V1 ® Vl —> T, P, : V2 @ 62 ~-> T , on définit comme dans 2.l1.4, une

bijection semi~ linéaire

Hom(Vl,Vz) —> Hom(Vz,Vl)

(epy »p,)
u +—3» u 172
On a
(e, 500,) (py,00,)
(2.2.4.1) 22 T eyt
P2 9
Enfin, si V3 est un troisiéme objet de C' muni d'une forme sesquilinéaire
qé : V3 4 V3 -2 T et 8i u : V1 —_—> Vz s VO Vz —> V3 . On a
(ep, 50p,) (op, 5tp,) (e, ,0p,)
(2.2.4.2) ) 3o T TR

PR . - . v
2.2.5. On définit comme dans 2.1.5 les diverses opérations » ® , & pour des
formes sesquilinéaires. Toutes les assertions faites en 2.1.5 sont valables dans le

contexte des formes sesquilinéaires.

De plus, dans ce cas, on peut définir la forme sesquilinéaire conjuguée d'une

forme sesquilinéaire ¢ : V® V—> 17T , & savoir
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P: V@V —~—>T.

On a, si ¢ est non-dégénérée,

el

(2.2.5.1) e- =
@ ©
Si u € End(V)
(2.2.5.2) @® = WP

2.2.6. Comme dans 2.1.6, on définit les motions de sous-objets isotropes, totalement
isotropes, non isotropes, et la notion de sous-objets orthogonaux 3 gauche et a droite

d'un sous-objet donné.

2.3. Formes de Weil.

2.3.0. On fixe un corps K muni d'un morphisme de corps K —> R, par lequel on
identifie K & un sous-corps de R . C dénote une catégorie tamnakienne sur K ;
comme d'habitude , E]R désignera la catégorie tannakiemne sur R obtenue par

extension des scalaires. Si V € ob C , on posera

2.3.1, Soient V un objet de C , T un objet inversible de € . On dit qu'une
forme bilinéaire non dégénérée ¢ : V® V—> T est une forme de Weil si sa parité

ecp est dans le centre de End(V) et si pour tout u € End(V) , u# 0 , on a
(2.3.1.1) Tr(wu® > 0
Il en résulte que la forme bilinéaire sur le K-vectoriel End(V) ,
(u,v) —> Tr(uv®)
est symétrique définie positive.

Si p:VOV—>T , |y : W®W —» T sont des formes de Weil, on dit que
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@ et § sont compatibles si ¢ ® § est une forme de Weil ; il revient au meme de

dire que pour tout morphisme u : V—>W ,u#0 , ona
Tr(u u(m’w)) >0 .

La relation de compatibilité est symétrique et réflexive, mais elle n'est

pas transitive (voir, toutefois, 2.3.3).

2,3.1.1. 8i ¢ : V®V—>T est une forme bilinéaire non dégénérée, et on note

YR ¢ V]R® V]R — T]R la forme obtenue par extension des scalaires de K 2 R , ¢

est une forme de Weil si et seulement si est une forme de Weil. De méme, si

PR
p:V®V—>T, {: W@®W—>T sont des formes de Weil, elles sont compatibles

si et seulement si le sont. Cela résulte de ce que K est dense dans R,

Pr ¥R
et de l'isomorphisme canonique (III (3.2.4.2))

Hom(V]R,WIR) o R @K Hom{V,W)

2.3.2. Soit ¢ : V® V~—>T une forme de Weil. On pose ¢ et A = End(V).

1]
&

2.3.2.1. Proposition. 1) La K-algdbre A est semi-simple.

2) Toute sous-algdbre commutative B de A formée d'éléments

symétriques (i.e. vérifiant u? = u), est "totalement réelle" au~dessus du plongement

donné K~—> R , i.e. on a B ®K R = R en tant que TR-algeébre.

3) Si €A, o= O.CP , les propriétés suivantes sont équiva-

lentes.
i) o est un carré dans la sous-R-algdbre R{a] de ]R®K A engendrée par o .
ii) i u€A, TrwPgu=zo0.
111) 81 uw=1u®? Tl 20.

iv) si u € K[a] , Tr(uza) 20 .

2.3.2.2. Preuve. Pour 1), il faut montrer que A ne possdde pas d'idéal & droite
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nilpotent non nul. Soit I un tel idéal ; I contient un élément symétrique non
nul u (par exemple, si x €1 , x # 0 , on a que xxco €1 et Tr(xx$) > 0 , donc
xxP # 0 ). Il suffit de prouver qu'un tel u n'est pas nilpotent ; en effet, s'il

en était ainsi, on aurait pour un certain n

u #0 u =0 |,

on n+1
mais u” # O entrafne Tr(u ) >0

Prouvons 2) : on peut supposer, compte tenu de 2.3.1.1, que K = R. Soit
B une sous-algdbre commutative de A formée d'éléments symétriques ; si u € B ,
u#0, on a Tr(uz) > 0 . On prouve comme dans 1) que B est semi-simple, donc
produit de corps. On se raméne ainsi & supposer que B est un corps, et il faut
prouver que B = R . En effet, si B =€ , il existe A € B tel que pour tout
u€hi, ona

Tr(u) = A(u+u)

et on peut choisir u € B avec Tr(uz) <0

Prouvons 3) : les implications i) = ii) = 1ii) = iv) sont évidentes. L'impli-

cation iv) = i) suit de 2).

2.3.2.3. Corollaire. L'application at—> g o (@ ® idv) induit une bijection de

l'ensemble des automorphismes « de V tels que o = o« et que pour u # O,

Tr(uuth >0 , sur l'ensemble des formes de Weil o' : V® V—> T telles que

€w, = ¢ et compatibles avec ¢ .

2.3.2.4, Preuve, Soit q € Aut{V) vérifiant a@ = q , et posons ' = @, (0 ® idv).

Rappelons (2.1.3) qu'on a

et que si u € End(V) ,

Par ailleurs, on vérifie facilement qu'on a
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JD) o e

u
I1 suffit donc de prouver que la condition
r
’.Er(uu(c‘o’c‘0 )) = re(w® @) >0 si u#0

! est une forme de Weil, i.e.

entrafne que

Tr(u a_l Ko >o si u# 0,

et quitte & étendre les scalaires, on peut supposer K = R . On a alors, par 3), que
0 est un carré dans Ria]

o=8 g € Rl ,
uQ W g = (uB-l)(uB_l)CP

Tr(u a_l K)o si u # 0.

2.3.3. Proposition. 1) Soient V,W des objets de C , munis d'automorphismes

€,n, T un objet inversible de C et @,p' : V@V —>T (resp. |,§':W@W —>T)

des formes de Weil compatibles ayant parité € (resp. m). Alors, ¢ et | sont

compatibles si et seulement si ¢' et (' sont compatibles ; en particulier, la

relation de compatibilité pour les formes de Weil V ® V —> T ayant parité ¢ ,

est une relation d'équivalence.

2) Notons we(V,T) l'ensemble quotient par cette relation d'équivalence.

Alors, l'application

we(V,T) — WE(V]R,T]R)

induite par 2.3.1.1 est une bijection,

2.3.3.1. Preuve de 1). Il suffit de prouver que si ¢ et | sont compatibles,
alors ¢' et ¢ sont compatibles. Par 2.3.2.3, il existe a € Aut(V) tel que
G.Cp=0,

o' v (a® idv)

et pour u ¥ O
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Tr( w®a) > 0
La condition: ¢¢g et { sont compatibles, s'écrit

Tr(ov @ V) 5 o si v:V—>W, v#0

Il faut alors prouver, pour v : V—>W , v # 0, que

1
Tr(vv(cp >¢)) >0
ce qui s'éerit encore
Tr(va”lv(w’w)) >0
mais, par 2.3.2.1, a est un carré dans R[a],

a=8%  BeRal ,

et on conclut aussitdt.

2.3.3.2. Preuve de 2). L'application est injective, par 2.3.1.1. Pour voir qu'elle
est surjective, on raisonne comme suit : soit E (resp. E') le sous-espace de End(V)

(resp. End(VIR)) des g vérifiant a®=¢q . On a
E' = E ®K R

en outre, il résulte facilement de 2.3.2.3 que les classes d'équivalence de formes
de Weil de parité ¢ sont des parties ouvertes dans E' , et puisque K est dense

dans R , chacune d'entre elles contient des formes de Weil définies sur K .
2.3.4. On se propose dans ce numéro de classifier les formes de Weil de parité donnée.
Grl3ce & ce qui précdde, on peut supposer dans ce qui suit que K = R . On supposera

aussi que € est semi-simple. Cette hypothése est justifiée par 2.4.1.1.

2.3.4.1., Proposition. Soit ®: V®V—>T une forme de Weil. Tout sous-objet

W de V est non isotrope pour ¢ , et on a donc V=W®WJ',cp=cpw@cpr
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2.3.4.2. Preuve. Il faut montrer que le sous-objet W' =W wh est nul.

Soit p : V—> YV un projecteur ayant W' comme image ; on voit aussitdt,

puisque ¢, = 0 , que pP =0, donec Tr(p%) =0 et W' =0

2.3.4.3. Proposition. On reprend les notations de 2.3.4.1. Soit € € Aut(V) ;

alors, l'ensemble We(V,T) est fini. S'il est non vide, il a exactement 2F éléments,

ot r est le nombre de composantes isotypiques de V .

2.3.4.4, Preuve. Soit V=28 Vi la décomposition de V en somme de ses composantes
isotypiques ; on a Hom(Vi,Vj) = (0 et il résulte de 2.3.1 et 2.3.4.1 qu'on a, si
e=®e,

1

w (v,») = Tw_ (v,
€ g, 1

D'autre part, il est clair que si V est isotypique, le nombre des classes
d'équivalence de formes de Weil est le m@me pour V ou pour un de ses facteurs
simples (on remarquera que, ¢ étant central, il est diagonalisable dans toute
décomposition de V en produit de facteurs simples). On se raméne ainsi 2 prouver

que si V est simple, et W€(V,T) # ¢, il a exactement deux éléments. Cela résulte

du lemme facile:

2.3.4.5. Lemme. Soit A un corps de rang fini sur R muni d'une anti-involution

utr—> u' et d'une forme linéaire Tr : A —> R , vérifiant Tr(uv) = Tr(vu) , et

Tr(uu') > 0 chaque fois que u # O . Alors, on a
R = {u €A /fu-= u'}

2.3.5. Soient ( une catégorie tannakienne sur R , T un objet inversible de C

Rappelons que Qﬁ dénote la catégorie tannakienne sur € qu'on obtient par extension

des scalaires de R a ¢

Soit V un objet de 9@ . On dit qu'une forme sesquilinéaire non dégénérée
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p: VO V—> T¢ est une forme de Weil si sa parité eCp est dans le centre de

End(V) et si pour tout wu € End(V) , u#0 , on a
(2.3.5.1) Tr(w®) > 0
11 en résulte que la forme sesquilinéaire sur End(V)
(u,v) > Tr(uw®

est hermitienne définie positive.

Si op: V® V —> T@ s Pt WOW—> TC sont des formes de Weil, on dit que
¢ et | sont compatibles si ¢ ® § est une forme de Weil, ou ce qui revient au

méme, si pour tout u : V—» W , u#0 , on a
Tr(uu(®’¢)) >0

2.3.5.1. En s'inspirant des numéros précédents, on prouve facilement

1) 8i 9o: VQV—> TC est une forme de Weil, la C-algeébre End(V) est

semi-simple.

2) 8i ¢ € Aut(V), la relation de compatibilité pour les formes de Weil de

parité ¢ est une relation d'équivalence.

3) 8i V est semi-simple et muni d'une forme de Weil ¢ , tout sous-objet

de V est non isotrope pour ® .

4) Si ¢ € Aut(V) , et V est semi-simple, 1'ensemble des classes d'équiva~

r

lence de formes de Weil a O ou 2 ¢léments, od r est le nombre des composantes

isotypiques de V .

2.3.5.2. Soient V wun objetde C , ¢ : V®V—>T une forme de Weil ayant parité

6cp = ¢ . On définit une forme de Weil sur Vg € ob Ly par

_ 9
ViV @Y >V, 8V, —>T,

On vérifie aussitdt que { est une forme de Weil, qu'elle est compatible
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avec sa conjuguée & VvV, @V, —>» T, qu'on a

- . A
¢ c ¢ (e)c et que l'application

i
End(vc) —— End(Vm)

Ll‘—‘—>uq’r .
est l'extension semi-linéaire canonique de

End(V) — End{(V)

u > uCp
lorsqu'on fait 1l'identification (III (3.2.4.2))

End(vc) = ¢ ®IR End (V)

2.3.5.3. Soit V un objet de Q¢ , et notons VO l'objet de C qu'il définit,

iy € Aut(Vo) l'automorphisme de carré —idV qui définit A {on suppose qu'on a
o

choisi une racine carrée de -1 dans € ) . Il est facile de voir que la donnée d'une

forme sesquilinéaire non dégénérée ¢ : VQ® Vv — T@ revient 3 celle d'une forme

bilinéaire non dégénérée : V. ® V. —> T vérifiant
% o o ———————

v, 0 (y @1y =@,

Si o est de Weil, la forme p, est de Weil si et seulement si ¢ et @

sont compatibles.

2.4, Polarisations.

2.4.0. KX désigne un corps, muni d'un morphisme de corps K —» R, C une catégorie

tannakienne sur K .

2.4.1. Soit € un ®-automorphisme du foncteur idc ; une e-polarisation (homoggne)

T sur C consiste en la donnée pour tout objet V de C d'une classe d'équivalence
A p J ht q

m(V) de formes de Weil V@ Vv —» 1 de parité e, » vérifiant la condition
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PH) Si V,W € ob C , € m{V), § € (W) , alors

ey € m (VW)
P®¢ €1 (VOW)
Si o € m(V) , on dira que ¢ est une forme positive pour la polarisation

T ; le ®automorphisme ¢ s'appelle la parité de 1, et sera noté ¢(m) ., L'ensemble

des polarisations de C sera noté Pol(C) , et l'application "parité" sera notée ¢
Pol(e) =& aur®(id,)

Si ¢ € Auﬂg(idc) » l'ensemble des e-polarisations est noté Pole(g) . Une polarisation
m telle que ¢f{mm) = id sera appelée une polarisation symétrique ; en effet, 1T
est symétrique si et seulement si les formes positives pour T sont des formes

bilinéaires symétriques,

2.4.1.1, Proposition. Soit T une polarisation pour C . Alors,

1) La catégorie C est semi-simple,

2) 8i @ €m(v) , alors % € (V)

3) 81 @ emn(V) et W est un sous-objet de V , g, €1 (W)

2.4,1.2. Preuve, Pour prouver 1), on montrera que tout objet V de € est somme
de sous-objets simples. Pour cela, il suffit de prouver que si v : W—> V désigne
1'inclusion d'un sous-objet simple W , il existe v' : V—>W avec v'v = idV .
Soient ¢ , ¢ des formes bilinéaires sur W , V , positives pour 1 ; si W # O
(autrement il n'y a rien 2 prouver), on a, par PH), que Tr(v(¢:®)° v) > 0 , donc
o = )

o v est non nul et puisque W est simple, c'est un automorphisme de W .

I1 suffit de poser
R RS Pt

v

L'assertion 3) est une conséquence immédiate de ce qu'on vient de prouver et

de 2.3.4.1, Quant 2 2), cela suit de 2.1.5,
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2.4.2. Dans l'étude des polarisations d'une catégorie tannakienne C sur un corps
K> R , on peut se limiter au cas o K = R et ot € est algébrique, i.e. posséde

un ®-générateur (III 3.3.1.1).

Ecrivons d'abord € = lim €, comme réunion filtrante de ses sous-catégories

tannakiennes pleines qui sont algébriques (III 3.3.2). On voit que les inclusions

91 ._>'§j induisent des applications

Pol(gj) —> Ppol(c) ,
et on vérifie aussitdt que l'application canonique

Pol(C) —> lim Pol(C,)
est bijective.

Soit maintenant ¢ € Aufg(idc) , et appelons ¢ encore le ®-automorphisme du

foncteur identique de EH{ qu’il détermine. Si T est une e¢-polarisation sur € ,
il existe une et une seule g~polarisation Tp Sur g]{ telle que si ¢ est une

forme bilinéaire sur V € ob C positive pour T , alors est positive pour 1T

PR R’

ceci provient de ce que les objets V (V € ob C) engendrent la catégorie

R QR

(11T 3.2.4.1). On a ainsi une application
42, —
(2.4.2.1) Pol (C) Pol_(Cp)

et il résulte aussitdt de 2.3.3 que cette application est bijective.

2.4.2.1. Convention. Dans ce qui suit, C désigne une catéporie tannakienne

algébrique (III 3.3.1) sur le corps R . On posera Z = Augg(idc) ; c'est un R~

groupe algébrique commutatif.

2.4.3. Soit e € Z(R) . Une ¢-polarisation (sesquilinéaire homog2ne) 1 consiste en

la donnée pour tout objet V de gm d'une classe d'équivalence (V) des formes

de Weil V@V —> 1 de parité & > vérifiant les conditions suivantes



- 278 -

P'0) Si VEobC., @ €nV) , alors g€ m¥)

, ,
P'l) Si V,WEob_Qm

, o €m(v) , y € m(W) , alors
By € n(vew)

@y € M(VeW)
On adopte les m@mes notations pour les polarisations sur QC que celles

données en 2.4.1. pour les polarisations sur C . On démontre suivant les mémes

lignes que pour 2.4.1.1.

2.4.3.1. Proposition. Soit T wune polarisation sur 9-(1 . Alors,

1) C est semi-simple.

2) 81 VEobC, et g€m{¥) , alors $ € m(V)

3) Si V € ob g«: , W est un sous-objet de V et ¢ € m(V) , alors @y € (W),

2.4.3.2, Soit 1 une polarisation sur C . En se servant de ce que les objets le

(V € ob C) engendrent la catégorie Ce (11T 3.2.4.1), on voit qu'il existe une et
une seule polarisation W%B sur §_€ telle que si o : V@& V—> R est une forme

positive pour T , VG ® \-/(B — le ® Vq: —> C soit une forme positive pour TTC

On a défini ainsi une application
(2.4.3.1) Pol(C) —> Pol(Cy)

La proposition suivante se démontre sans difficulté, en se servant de 2.3.5.3.

2.4.3.3. Proposition. L'application (2.4.3.1) est bijective.

2.4.4. Proposition. Supposons que C soit polarisable (i.e. Pol(C) # @) ; alors

le R-groupe Z = Aut®(idc) est compact (0.3.2).
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2.4.4.1. Preuve. Soient 1 € Pol(C) , V un ®-générateur de C , ¢ : V® V—>R
une forme positive pour 1 . Le R-groupe Z opére fideélement sur le R-vectoriel

A = End(V) , i.e. on a une immersion fermée

z —>» GL(a)

z > (u“—>zV°u)

Si K est une R-algeébre, et z € Z(K) , on a

cpKo(zV®zV)=cpK s

K K

d'ot 1l résulte que l'adjoint de z pour ¢, est égal a z_1 ; s u,v €A@@ K=
VK VK R
End(VK) , on a

Tr((z.u).(z.v)wK} = Tr(uv®

En conséquence, Z est contenu dans le groupe orthogonal de la forme bilinéaire

définie positive (u,v) +—> Tr(uww®) sur A, et il est compact (0.3.3).

2.4.4.2, Corollaire. Si C est polarisable, on a

Hl(IR,Z) 2.Z(JR)
(2.4.4.1)

Z(]R)/Z(]R)Z.

HZ(]R,Z)

2.4.4.3. Preuve. Ces formules sont valables pour un R-groupe commutatif compact ;

on les vérifie en se ramenant au cas ou Z est soit fini, soit un tore compact.

2.4.5. On résume ici en un seul énoncé les propriétés fondamentales des polarisations,

qui seront prouvées dans les numéros 2.5 & 2.8.

2.4.5.1. Théoréme. Soit L un lien algébrique affine sur R (III 3.1.4, 3.1.4.4)

de centre Z . Alors

1) Si ¢ est une L-catégorie tannakienne, l'ensemble Pol(C) est de fagon

naturelle un pseudo-torseur sous le groupe Z(R) .
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2) Si une L-catégorie tannakienne est polarisable, tout autre l'est, et

tout élément de Z(R) peut s'exprimer comme la parité d'une polarisation d'une

L-catégorie tannakienne (on dit alors que L est polarisable).

3) si ¢, C' sont des L-catégories tannakiennes polarisées (i.e. munies

de polarisations) ayant la méme parité, il existe une équivalence de L-catégories

tannakiennes C = C' et une seule & isomorphisme {non unique) prés soumise & la
Lanaaxiennes o ~ P

condition de respecter les polarisations.

4) Supposons que L soit connexe ou abélien. Alors L est polarisable si

et seulement s'il est le lien d'un groupe compact. De plus, si C est une L-catégorie

tannakienne munie d'une polarisation symétrique, il existe un foncteur fibre

w : C —> Modf(R) et un seul 2 isomorphisme (non unique) prés tel que les formes de

polarisation dans C soient exactement les formes bilinéaires transformées par w

en formes définies positives.

2.5. Classification des polarisations.

2.5.0. On maintient la conventionm 2.4.2.1 et on suppose que C est polarisable ; en

particulier, le R-groupe algébrique 2 = Auég(idc) est compact.

2.5.1. On définit une action du groupe Z{R) sur l'ensemble Pol{C) de la fagon
suivante : si 1 € Pol{C) et =z € Z(R) , z.m est la polarisation telle que si

VeEobC etsi op: VYV —>R estune forme de Weil, on a

(2.5.1.1) pEzn(V) & go (id, ® z,) € (V)

On vérifie aussitdt qu'on a la formule suivante pour les parités
2
(2.5.1.2) e(z.m) = z".e(m

en particulier, si ¢ € 2(R), 1l'action de Z(IR) sur Pol(C) induit une action
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du groupe 2Z(]R) des points d'ordre 2 de Z{(R) sur Pole(g)

Si on identifie Pol(C) a Pol(gm) par l'application (2.4.3.1), l'action
de Zz(R) sur Pol(g‘r) s'explicite de la fagon suivante : si T € Pol(gc) et

z € Z{R) , 2.7 est la polarisation de (o telle que si V € ob(ng) , et si

p: Ve v -3 C est une forme de Weil, on a

(2.5.1.3) v € zmv) & po (id, ® z{}) € m(v)

2.5.1.1. Soit L 1le lien de € ; on sait (III 2.3.4.1) qu’on a un isomorphisme

canonique 1
Aut, (C) ~ H'(R,2)

entre le groupe de classes d'isomorphisme d'auto-équivalences de C 1liés par idL
et le groupe Hl(]R,Z) . D'autre part, d'aprés 2.4.4.2, Hl(]R,Z) s'identifie au

sous-groupe 2Z(IR) de Z{R). Explicitons comment, un élément =z & ZZ(IR) détermine

un automorphisme W de C . Pour cela, on reconstitue C & partir de Eﬂ: et

de sa conjugaison de la fagon rappelée en 2.2.0 : ses objets sont les couples (V,av)

tels que V € ob §€ et ay ¢ v —> V  est un isomorphisme tel que

ag ° ay : V —> V soit l'isomorphisme canonique. Cela dit, w, est donné par

wZ(V,aV) = (V,av° zv)

L[}
Hh

w_(£)
z

Les remarques qui précédent ont pour but l'observation suivante : le groupe
AutL(Q) opére sur l'ensemble Pol{C) par transport de structure, donc on a une

action de 2Z(]R) sur Pol(C) . L'explicitation précédente entraine aussitdt

2.5.1.2. Lemme. (Cette action de ,Z(R) sur Pol(C) coifncide avec l'action de

2Z(]R) sur Pol{C) induite par celle de Z{(R).

2.5.2. Théoréme. L'action de Z{(R) sur Pol(C) fait de cet ensemble un torseur
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sous Z(R) ; de méme, si ¢ € Z(R) et Pole(g) # @ , il est un torseur sous 2Z(IR) .

2.5.2.1. Preuve. La dernilre assertion est une conséquence formelle de la premiére
et de (2.5.1.2). Pour prouver la premidre, on va travailler en termes de polarisation

sesquilinéaires, i.,e., on prouvera que Pol(gm) est un torseur sous Z(RJ}.

a) L'action est libre. Soient 1w € Pol(C) , z € Z(R) , supposons qu'on a

m=2z.m; il faut prouver que z = id , et pour cela, il suffit de prouver que pour

tout objet simple V de gq: , on a

Soit g emn(Vv) , et § =g (zV ® id_) ; puisque V est simple, les seuls
v
endomorphismes de V sont les homothéties par un nombre complexe, et puisque

et Y sont compatibles, zy est la multiplication par un nombre réel positif ; mais,

d'autre part, Z étant compact, z; se trouve dans un sous-groupe compact de Aut(V) ,

[ = i
d'ou zy 1dV.

b) L'action est transitive. Soient T , m' € Pol(gm) , V un objet simple

de QC et ¢ € (V). La forme ¢ : V® Vv —> ¢ détermine (2.2.2.1) une bijection

End(V) —> Hom(V ® V,L)
o > po (0 ® id\_,)

Soit K, 1'unique sous-groupe compact maximal de Aut(V) et notons encore Tm'(V) la
demi-droite réelle dans End(V) qui correspond par la bijection précédente 2

7'{V) € Hom(V @ V,8) . Puisque End(V) est isomorphe & € , il est clair que l'inter-
section de T'(¥) et K, se réduit 2 un point, noté z, . L'élément =z, peut 8tre
caractérisé comme le seul automorphisme @ de V contenu dans un sous-groupe compact
de Aut(V) et tel que si ¢ € n(V) , alors oo (G ® idv} € m'(v) ; d'ailleurs, il est
clair que si @ : V ®{7 —> C est une forme de Weil, ¢ € m(V) si et seulement si

® o (ZV ® id\_[) € n'(V) . La collection des z (V objet simple de Qq:) définit un
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automorphisme 2z de idc ; prouvons que c'est un ®-automorphisme : il suffit de

remarquer que si V ,W sont des objets simples de zy ® Zy est dans le centre

C¢ »
de End(V@W) {étant une homothétie), qu'il est contenu dans un sous-groupe compact
de Aut(V®W) , 2 savoir l'image de K, xK, par Aut(V) x Aut(W) —> Aut(V@W)
et que si @ : (V®W) ® (V®W) —> C est une forme de Weil,
@ €EMVRW) & o [(zv® zw) ® id } € ' (V)
VeW

Ainsi, 2z € Z(€) ; enfin, puisque m et 17’ vérifient la condition

P'0) de 2.4.3, on voit que

i.e. que z =7z, donc z € Z(R) et

2.5.2.2. Corollaire. Si C , C' sont des catégories tannakiennes sur R polarisées

(i.e. avec des polarisations données), il existe au plus une équivalence C &= C' 2

isomorphisme pres induisant un isomorphisme de liens donné L = L' , et respectant

les polarisations.

2.5.3. On a vu dans 2.5.1 que si 1 € Pol(C) , z € Z(R) , on a
2
elz.m) = z".elm) ;

il résulte de 2.5.2 que l'ensemble des parités ¢(m) (m € Pol(C)) est une orbite
dans Z(R) pour l'action de Z(]R)2 par translation, i.e. que € détermine un

élément, noté € dans Z(]R)/Z(IR)2 qui par 2.4.4.2 s'identifie 2 Hz(]R,Z) .

L.'é1ément €c € Hz(]R,Z) ne dépend que de € , et constitue l'obstruction

pour l'existence sur C d'une polarisation symétrique :

2.5.3.1. Proposition. C poss@de une polarisation symétrique si et seulement si
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o

2.6. Le théoréme de rigidité.

2.6.0. Dans la suite, L dénote un lien sur IR pour la topologie étale, représen-
table sur € par un groupe algébrique affine. On notera Z 1le centre de L ; c'est
un R-groupe algébrique affine commutatif. Rappelons comment le groupe Hz(qu) agit
sur l'ensemble des classes d'équivalence des catégories tannakiennes sur IR liées
par L (III 3.2.6). Soit € une telle catégorie tannakienne et soit g € Hz(qu)
représenté par z € Z(IR) . La donnée de C est équivalente a celle de EC munie de

sa conjugaison

gﬁ
ép

<1

—
—

<3

et du @-isomorphisme fonctoriel

< #

uv:v_"'.a

. . . z P .
En ces termes, la catégorie tannakienne “C , dont la classe d'équivalence ne dépend

que de & , se décrit de la fagon suivante : sa complexifiée (ZQ) est égale A

€

. . M . ¥ . ™ -
Em s, 8a conjugaison est celle de gm , et le ®-isomorphisme My ¢ V —3> V est donné

par

My = by ° 2y

2.6.1. Théoréme, Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes sont

équivalentes.

i) Toutes les catégories tannakiennes sur 1R lides par L sont polarisa-

bles.
ii) Il existe une catégorie tannakienne sur IR liée par L qui soit polari-
sable,
De plus, si ces conditions sont vérifides, l'application "parité"
2 2
(2.6.1.1) H°(R,L) —> H"(R,2)

commute a4 l'action de HZ(Z) et en particulier est une bijection.
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2.6.1.1. Preuve. Il suffit de montrer que si C est une catégorie tannakienne
sur R liée par L et 2z € Z(R) , alors si C est polarisable, Zg aussi,
et qu'on a

(2.6.1.2) e =z.¢ (mod. z(®)?)

Soit en effet 1 wune polarisation sesquilinéaire sur (C

g > ©On Temarque alors

que la définition de polarisation sesquilinéaire ne fait intervenir que 9@ munie
de sa conjugaison V k> V , et non pas les isomorphismes My - Il en résulte, par

z e s s
2.6.0 que T définit une polarisation sesquilinéaire sur ( Q}m , et la définition

de la parité (2.2.2.2) d'une forme sesquilinéaire donne aussit®t la formule précédente.

2.6.1.2. On dit que le lien L est polarisable s'il vérifie les conditions du

théoréme ; une condition nécessaire, d'aprés 2.4.4, est que Z soit compact.

2.6.2. Corollaire. (Théoréme de rigidité). 8i L est polarisable, pour tout
z € Z(R) , il existe une catégorie tannakienne sur R , C(z) liée par L et munie

d'une polarisation m(z) de parité z . De plus, le couple (C(z),m(z)) est unique

3 équivalence unique (respectant les polarisations données et liée par idL)

4 isomorphisme (non unique) preés.

2.7. Cas neutre I : Les C-polarisations.

2.7.1. Soit G un R-groupe algébrique affine. On étudiera ici un moyen de définir
des polarisations sur la catégorie Rego(G) des G-modules de rang fini sur R .
Si G est, soit abélien, soit connexe, on verra au 2.8 que toutes les polarisations
sur ReEO(G) sont de ce type. Dans le cas général, la question reste ouverte.

Pour simplifier, on note

Pol(G) = Pol(&aBO(G)) s

s : : G +
et on dira que le groupe G est polarisable si Rego( ) 1ltest.
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Soit € € G(R) ; une forme bilinéaire ¢ : V® V —> R G-invariante sur
un G-module V est dite de C-polarisation. Si la forme bilinéaire sur le R-vectoriel

v

wC(x,y) = p(x,Cy)

est symétrique définie positive. Un calcul immédiat montre que la parité de o est

¢? et que ¢? est central dans l'image de G dans Autmﬂv).

2.7.1.1. Proposition. Soit € € G(R)

1) Une forme de C-polarisation @ : V@V —> IR est de Weil.

2) 8i ©®: V®V—>R est une forme de C-polarisation, ¢ et les formes

induites sur des sous-objets de V sont de C-polarisation.

3) 8i :V®V—>R, §y : WQ®W-—> R sont des formes de C-polarisation,

0@ Y, ©e® Yy sont des formes de C-polarisation.

4) Soit @ : V®V —> R une forme de C-polarisation. Alors, V est un

objet semisimple de ReEO(G) et toute forme de Weil § sur V de parité C

compatible avec o , est une forme de C-polarisation.

2.7.1.2. Preuve. Pour 1)}, il faut vérifier que la parité de ¢ est dans le centre

de End{(V) et que si u €End(V) , u#0, on a
Tr(w®) >0 ;

g 2 .
la parité de @ est C° et commute donc avec les éléments de End(V) , d'autre part

on a

et il est connu qu'on a la propriété de positivité précédente pour des formes

symétriques définies positives,

Les assertions 2} et 3) sont évidentes sur la définition de forme de
C-polarisation. Enfin, pour 4), 1'assertion de semisimplicité de V résulte de 2)

et 3) en utilisant la méme méthode que pour prouver 2.4.1.1. 1). Pour la dernidre
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assertion, on peut supposer que V est simple, et alors par 2.3.4.5, { est un

multiple scalaire positif de ¢ .

2.7.2. On dit qu'un élément C € G(R) est hodgien si tout G-module (de rang fini
sur R ) possdde une forme de C-polarisation. Dfapreés 2.7.1.1 et II 4.3.2 a) il
revient au m@me s'il en est ainsi pour un G-module fideéle. Le R-groupe G est

alors réductif (0.1.1.2) , et on dit qu'il est hodgien. La proposition 2.7.1.1 montre
que chaque élément hodgien C définit une polarisation de BERO(G) , notée AR
pour laquelle les formes positives (2.4.1) sont exactement les formes de C-polarisa~-

tion. Une polarisation obtenue ainsi sera appelée hodgienne. La proposition suivante

n'offre avcune difficulté.

2.7.2.1. Proposition. Soit C € G{R) un élément hodgien, et notons Z le centre

de G .

¢ € Z(R) et _la parité e:(rrc) de m, est c?

2) Si g€G@®) , z€ 2(R) , alors C' =zg C g‘1 est hodgien et on a

En particulier, toute polarisation de G est hodgienne {voir 2.5.2).

2.7.2.2. Proposition. Soient G' %> G un sous-groupe de G , C € G'(R) . Si

C est hodgien comme élément de G{R) alors il 1'ess aussi comme élément de G'(R).

2.7.2.3. Preuve. S8i C est hodgien dans G , il existe un G-module fidéle V et
une forme de C-polarisation ¢ : V® V—> R . Par restriction du groupe d'opérateurs

de G & G', V est aussi un G'-module fidéle et ¢ une forme de C-polarisation.

2.7.3. Soit € € G(R) un élément de carré central, i.e. C2 € Z(R) . L'image de C

par intG : 6 — Aut(G) définit une classe de cohomologie galoisienne

¢ € ul(R,Aut(6)) ,
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donc une forme réelle de G , notée GC . On a

-1-
C gCl,

G (R) = {g € G(C)/g

i.e. le complexifié de GC est GG :

-1 -
et la conjugaison Gm —p Gm définissant GC est donnée par g3 C g C

2.7.3.1. Proposition. (DELIGNE [ 5], lemme 2.8). L'élément C € G(R) est hodgien

si et seulement si GC est un R-groupe compact {au sens de 0.3.2).

2.7.3.2. Preuve. Elle consiste 2 remarquer que C est hodgien si et seulement si

tout Gm-module V possidde une forme sesquilinéaire de C-polarisation. En explicitant

la conjugaison de GC par rapport & la forme réelle G comme précédemment, on voit

C

que ceci arrive si et seulement si tout Gc-module posstde une forme de l-polarisation,

i.e. que GC est sous-groupe du groupe orthogonal d'une forme symétrique définie

positive. On conclut & la compacité de GC par 0.3.3.

2.7.3.3. Proposition. Si G est compact, C est hodgien si et seulement si

cezm .

2.7.3.4. Preuve. Si C € Z(R), il est clair qu'il est hodgien par 2.7.2.1, 2).

Réciproquement, si C est hodgien, GC est compact ; par l'unicité des sous-groupes

compacts maximaux de G(€) (voir 0.4.1), il existe h € G(€) tel que

hG(R) WL = Go(R) . Donc, si g € G(R) (i.e. g €G(E) et g=g), ona
-1
hgh €6, (R) ,

ce qui s'écrit encore

¥ g € G(R)
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-1l

Ceci signifie, puisque G est compact, que h ~ C =z € 2(C). L'élément =z

s'écrit, suivant la décomposition de Cartan de G(C) relative 3 G(R) (voir 0.4.2).

z =2 z, z; € z(R) .
De m8me, on écrit
h = kp k € G(R)
Par définition de 2z , on a
C-1 h = hz
clx p'l = k pz
-1 -1 -2
k C "k p = 212,
d'ou
et = oz cam
¢ € z(R)

2.7.3.5. Corollaire. 8i C € G(R) est un élément hodgien d'un R-groupe G , le

centralisateur de C , Cent.{C) est un sous-groupe compact maximal de G , et est le
TN

seul compact maximal de G contenant C

2.7.3.6. Preuve. Si K = Cent.(C) , pour voir que K est compact, il suffit de
remarquer que si ¢ est une forme de C-polarisation sur un G-module fidéle V , la
forme symétrique définie positive ¢ est K-invariante (0.3.3). Pour finir la
démonstration du corollaire, il faut prouver que tout sous-groupe compact K' de G

contenant C est contenu dans K . En effet, par 2.7.2.2, C est hodgien dans K' ,

donc par 2.7.3.3. il est dans le centre de K' et K'C K.

2.7.4. Proposition. Si €, €' € G{(R) sont hodgiens, il existe g € G(R) et un

et un seul z € Z(R) tels qu'on ait

C'=2zg¢C g_l B



en particulier, si nC = WC' , C et C' sont conjugués.

2.7.4.1, Preuve, D'apres 2.5.2 et 2.7.2.1, il suffit de prouver la derniére

assertion. Soient C, C' € G{R) hodgiens avec T et posons K = Cent_ (C) ,

¢ Ter e =
K' = QEE£G<C') . D'aprés 1l'unicité des sous-groupes compacts maximaux (0.4.1) et
2.7.3.5 il existe g € G(R) tel que g K g—l = K' , et en particulier
g C g_l € K'(R), Par 2.7.2.2 et 2.7.3.3, gC g-l =z C' , ou z appartient au

centre de K' (en fait, C' et g ¢ gel appartiennent au centre de K' ). D'autre
N
part, les polarisations de G définies par C' , g C g*l cofncident, et il est clair

qu'il en est de méme pour les polarisations de K' qu'ils définissent. En utilisant

a4 nouveau 2.7.2.2 et 2.5.2 on voit que z =1 et

C'=gcCg

2.7.5. Proposition. Soit G un R-groupe algébrique affine. Alors, G est hodgien

8i et seulement si le lien de G est le lien d'un groupe compact. Dans ce cas,

ReEO(G) posséde une polarisation symétrique si et seulement si elle est équivalente

(en tant que catégorie tannakienne) 2 la catégorie Rego(K) , ot K est compact.

2.7.5.1. Preuve. Prouvons la premidre assertion ; on peut évidemment supposer que

G est réductif, et soit K sa forme compacte. Dire que lien(G) =~ lien(K) équivaut

Qv

dire que la classe d'isomorphisme de G se trouve dans l'image de l'application

HICR,;EE(K)) —> HICR,éBE(K)) .

D'aprés SERRE [2 ], III théoreéme 6, le premier ensemble s'identifie 2

1
B (Z/2Z, Int(K)(R)) , et ceci plus la surjectivité de 1'application
K(R) ~-> Int(K)(R) ,

prouve que cette image est composée des classes d'isomorphismes des groupes de la

forme KC (c € x(r) , C2 central). Mais ceux-ci, par 2.7.3.1, sont exactement les

groupes hodgiens qui sont des formes de K .
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La derniére assertion suit aussit8t de la suite exacte de cohomologie

associée a
1 — Cent(K) > K —> Int(K) —>1

o . . ‘s .
et de ce que ReEO(G) & ReQO(K) si et seulement si la classe d'isomorphisme de G

se trouve dans l'image de l'application

int : Hl(]R,K) — Hl(]R,éE_t_(K))

(voir II 3.2).

2.8. Cas neutre II : détermination des R-groupes polarisables.

2.8.1. On peut se poser la question suivante : si G est un R-groupe algébrique
affine, est-ce que toute polarisation de ReQO(G) est hodglenne ? En d'autres termes,

G est~il polarisable si et seulement s'il est hodgien ?

Une réponse affirmative entrafne que si L = lien(G), une L-catégorie tanna-
kienne C munie d'une polarisation symétrique 17 est neutre, et méme, par le
théoréme de rigidité 2,6.2 et par 2.7.5, il existe un foncteur fibre
w : C —> Modf(R) unique 2 isomorphisme (non unique) prés tel que les formes
w: V®V—>1 positives pour 1 soient celles telles que w(p) est une forme

symétrique définie positive.

2.8.2. Théoréme. Soit G un R-groupe algébrique affine connexe ou abélien. Alors,

G est hodgien si et seulement s'il est polarisable.

2.8.2.1. Preuve. Il suffit de montrer par 2.7.1 que si G est polarisable

L

lien(G) est le lien d'un groupe compact. Ceci est clair si G est abélien, par
2.4.4, On est ramené au cas ol G est réductif connexe, et pour conclure, il faut

prouver qu'il n'y a gqu'un lien localement isomorphe 2 L = lien{G) (& isomorphisme
prés) qui soit polarisable, a savoir le lien de la forme compacte de G ; ou encore,

qu'il n'y a qu'un R-groupe quasi~déployé localement isomorphe & G qui soit
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polarisable (voir 1.1.2).

Si I désigne le groupe {(constant) des automorphismes extérieurs de la forme
déployée de G (0.1.3.2), l'ensemble des classes d'isomorphisme de R~-groupes
quasi-déployés localement isomorphes &4 G se trouve en correspondance bijective avec
l'ensemble Hl(R,F), ou encore avec l'ensemble 2T/conjug. des classes de conjugai-
son d'éléments d'ordre 2 de I' . Soit gq € ZT , et supposons que le groupe quasi~-
déployé Gq que cet élément définit soit polarisable. Ceci entrafne, par 2.4.3.3

que pour tout (Gq)g-module Vv (de rang fini sur €), on a un isomorphisme

c W= v,
q
ol Cq(V) dénote le conjugué du (Gq)m—module V par rapport & la forme Gq de
(Gq% = GC . En particulier, si V est un Gm—madule simple de poids dominant

p € P {on adopte les notations de 0.2), d'apres les formules (0.2.2.1) et (0.2.3.1),

l'existence d'un tel isomorphisme signifie qu'on a
qlp) = —wo(p)

Puisqu'on a cette égalité pour tout p € P et que les éléments de P engendrent un

sous~groupe d'indice fini dans le groupe abélien libre M , on conclut

d'oll 1'unicité du R-groupe quasi-déployé polarisable.

2.8.2.2. Corollaire. Seoit L wun lien algébrique affine sur R , qui sur € est

défini par un groupe connexe ou abélien. Si € est une L-catégorie tannakienne munie

d'une polarisation symétrique T , il existe un foncteur fibre w : C —> 1lodf (R)

unique tel que les formes positives pour 1 scient les formes ¢ : V@ V —> 1

telles que w(p) soit symétrique définie positive.
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2.8.2.3. Preuve. Elle découle aussitdt du théoreme, de la discussion de 2.8.1 et
du fait qu'un lien comme ci-dessus est représentable, i.e. de la forme lien(G) (voir

1.1.2 et III 2.1.3).

2.8.3. Dans la liste des catégories tannakiennes sur TR & lien simple, donnée

au § 1 , on peut distinguer celles qui sont polarisables. En effet, dans la table II
on a souligné ceux des groupes quasi~déployés qui sont polarisables. On voit sur
cette liste que le seul exemple de catégorie tannakienne sur TR & lien simple

connexe qui soit polarisable et non neutre est donné par '"la" catégorie tannakienne

non neutre sur IR de lien

SLn+1/ Byt

_ o+l .
ou r' , r = —E— sont pairs.

§ 3. POLARISATIONS : CAS GRADUE

3.1, Triples de Tate.
3.1.0. On fixe un corps de caractéristique nulle k .

3.1.1. Un triple de Tate T = (C,w,T) est constitué par la donnée d'une catégorie
tannakienne € sur k , une ®-graduation de type Z w de idC , et un objet

inversible T de degré -2 pour la graduation w . La graduation w est appelée

graduation par le poids, l'objet T est appelé l'objet de Tate. Si V est un objet

de C, n€&€Z , onnote

v(n)=V®T®“.

Suivant cette notation, on a

™ = 1(n)

Les triples de Tate constituent de fagon évidente une 2-catégorie, notée

IT(k) . Chaque triple de Tate définit un triple (¢,w,t) d'une gerbe tannakienne @
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sur k (& savoir FIBO(Q) , voir III 3.2.1.2), un morphisme w : ¢ —>2Z dans le

centre 2 = Aut(id,) =~ Augg(idc) de la gerbe ( , et un morphisme de gerbes

G
-2
G —> TORS(E ) tel que le composé ¢ —>Z —> 6  soit -2 (i.e. x > x )
(voir IV). Si on se limite au cas algébrique (i.e. C algébrique, ( algébrique),

on obtient ainsi une 2-é&quivalence entre Iz(k) et la 2-catégorie des triples

(G,w,t) (voir IIT 3.2.5.1).

3.1.2. A un triple de Tate I = (C,w,T) on associe le triple (L,w,t) constitué
par le lien L de C , le morphisme w: § —> 2= Cent (L) définissant la graduation

par le poids, et le morphisme t : L —> Gm défini par l'objet de Tate ; on a

On dit que T est 1ié par le triple (L,w,t).

Pour un triple (L,w,t) comme ci-dessus, on note L' le lien conoyau de
W e .
Gm —> Z > L , Z' son centre ; on vérifie aussitdt que dans ce cas le noyau
L0 = Ker(t) existe, et omn note ZO son centre. On vérifie qu'on a des identitifi~

cations

o~
]

Ker(t : 2 — € )
jul

A Coker (w : ¢ —> Z)

Si € :gq,—> 2 est le morphisme induit par w : § -——> Z (sa donnée
2 o m

revient a celle de e(-1) € 2Zo(k)) , on vérifie également que les morphismes évidents

2 —>
)
I, —> L
)
sont surjectifs de noyau Im(e) . Toutes ces vérifications sont faciles et de nature

locale pour la topologie fpgc , on peut donc supposer que L est représentable.

A un triple (L,w,t) comme ci-dessus on peut associer le couple (Lo,e)-

Réciproquement, si (Lo,e) est un couple d'un lien tannakien L = et d'un morphisme
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€ i, —> Zo , on construit un triple (L,w,t) en posant
L = Coker (€ : p, =L X6) ,

ol ¢ et l'inclusion o *—>i};m 5 w est induit par Qm'—> Lo X Gm s £ par

pr -2

L x¢& G [ .
o m ju m

Ces constructions sont réciprogques l'une de 1l'autre.

3.1.3. On dira qu'un triple de Tate T = (C,w,T) est neutre si la catégorie
tannakienne C est neutre, neutralisé si C est munie d'un foncteur fibre
w : C—> Modf(k)

et d'un isomorphisme @(T) X k

On voit aussitdt par II 4.1.1 que les triples de Tate neutralisés se trouvent
en correspondance biunivoque avec les triples (G,w,t) formés d'un k-groupe affine
G , un morphisme central w : Gm —>» G et un morphisme t : G —> Gm tel que le
composé tw soit -2 ., Il résulte par ailleurs de ce qui préceéde que la donnée d'un
triple (G,w,t) équivaut a celle d'un couple (G ,€) , ou &€ Go(k) est un élément
central d'ordre 2 (ou encore € : oy —> GO un morphisme central). On passe de
(G,w,t) 2 (GO,E} en posant

G =FRer(t : ¢ —> ¢ )
o m

(3.1.2.1)
¢ = w(-1)

et on passe de (Go,e) a (G,w,t) par

G = Coker (¢ : B, —> G, X @m) € = (e,-1)
w(i) = (1,0
te,n) = A2

Si, par exemple, on part de (G,w,t), l'isomorphisme entre G et

G, X Gm/ g (3_1,2) est le seul rendant commutatif le triangle
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Go X @m B 2
\ /

G, x 6 /e(y,)

Pour un triple (G,w,t), on note

G = Ker(t)
o
G' = Coker(w)
Z, = Cent(Go) = Ker(t : Z —> Gm)

z' = Cent(G') = Coker(w : ¢ — Z)
Enfin, les morphismes
Z —> 7'
o
G —>G'
o
sont des épimorphismes et ont comme noyau Im{e)
3.1.4. Soit (q,w,t) un triple comme dans 3.1.1. On note Qo la gerbe noyau du
morphisme t : G—> TORS(@m) , ou plus précisément la gerbe des couples (P,E)

d'un objet P de G et d'un isomorphisme £ : t(P) &~ & . Si 2 (resp. Zo) est

le centre du lien de ¢ (resp. QO) , on a par 3.1.2 que
Z =FKer(t : Z—>6) ,
o m
et si on note € z w(~-1) , on a ¢ € Zo(k) . Voici l'extension pour les gerbes des

assertions faites en 3.1.3 pour les triples (G,w,t) et les couples (Go,e).

3.1.4.1. Proposition. La correspondance (Q,w,t) > (Qo,e) définit une

2~équivalence de la 2-catégorie des triples (Q,w,t) tels que le composé

€, N € soit -2 sur la 2-catégorie des couples (qo,a) , ou ¢ € Zo(k).
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3.1.4.2. Preuve. Il suffit de définir un 2-foncteur quasi-inverse, ou encore
d'associer & un couple (Qo,e) , un triple (G,w,t). Si LO = lien{Qo) , on a un

morphisme ¢ N 19 — LO , et encore un morphisme
e . —> L
€ o o X Gm
ayant € et l'inclusion de My dauns Gm comme composantes. Par définition, on pose
L = Coker(€)

et ( est 1'image directe de G, X Gm —> L (voir GIRAUD [1] Iv, 2.3.18). D'aprés

loc.cit. la gerbe (; munie du morphisme de gerbes
G, x TORS(E ) —> G

est unique & équivalence unique 3 isomorphisme unique prés. De fagon précise si

’//:L,,,aQ
\U\\Q,

G, x TORs(E )

sont des morphismes de gerbes liés par L x € —> 1L, il existe un couple (a,a)
, Lo = , , , . ~ , .
d'une équivalence a : ¢ -—> (' et d'un isomorphisme o : au —> u’ , et si
(a,a) , (a',a') sont deux couples comme ci-dessus, il existe un et un seul isomorphisme
p:a-—>a' vérifiant

t

a' o (Wxu =a

Ceci définit bien § , et la définition de w,t est évidente, Partons, par
exemple, d'un triple (G,w,t) et voyons comment ( se récupére & partir de (Qo,e)

de la fagon décrite plus haut. On a un morphisme
G, x TORS(E ) —> G

[
défini par (X,P) —>P x " X : en effet, 6 agit sur tout objet de ¢ par l'inter-
médiaire du morphisme w : Gm — 7 = Aut(idq) . De plus, ce morphisme de gerbes est
évidemment 1ié par le morphisme de liens conoyau de € , ¢ : LO X Gm —> L , comme

on le voit en passant & une extension de k sur laquelle les gerbes G , G sont
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neutres. Soit qo X TORS(Gm) —> (' le morphisme de gerbes (lié par «c¢) défini

comme plus haut. On a un diagramme

G, % TORS(E ) —> ¢

Q 3

qu'il faut compléter par un morphisme G' — G . Pour ceci, on considére le morphisme

de gerbes (GIRAUD [1] 1v, 2.3.2)
HOM, (G',G) —> HOM (G x TORS (€ ), Q)

D'aprés loc.cit, ce sont des gerbes liées par Z , et il est clair que le morphisme
lui-mé&me est 1ié par idZ , donc est une équivalence (loc.cit. 2.2.6) et le triangle

précédent peut @tre complété.

3.1.4.3. Soit T = (C,w,T) un triple de Tate, définissant un triple (G,w,t) . La
gerbe qo introduite en 3.1.4, munie du morphisme évident qo ~> (; et de l'isomor-
phisme entre qo — G —> TORS(Gm) et le morphisme trivial QO — TORS(Gm) )

correspond & une catégorie tannakienne go munie d'un morphisme

et d'un isomorphisme
g QM =~ 1 ;

de plus, le couple (Q,q) est solution du probléme universel qu'on devine.

Supposons que C soit semi-simple et soit S 1'ensemble des classes
d'isomorphisme d'objets simples de C ; alors <, l'est aussi et l'ensemble corres-
pondant ER s'identifie par Q au quotient de § par la relation d'équivalence
qu'identifie deux objets simples de C si l'un se déduit de 1l'autre en tensorisant par
une puissance de T . Ceci résulte des assertions suivantes, valables sans hypothése

de semi-simplicité :
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a) Si V,W sont des objets de C homogénes de méme degré, 1'application
Hom(V,W) —> Hom(QV,QW)
est bijective.

b) Si V (resp. W) est un objet de ( homogene de degré n (resp. m) et
V,W deviennent isomorphes dans Eo , alors n-m est pair, n-m = 2k , et

W Vik)

D'aprés III, 3.2.4 et 3.2.4.2, il suffit de prouver ces assertions apreés
extension arbitraire du corps k , donc on peut supposer que C , go sont neutres

et que la situation est
Rep (G) —> Rep (G ) ,

auquel cas, c'est trivial puisque G = G_ x Qn“iz (3.1.2).

3.1.4.4. Remarquons qu'il résulte des explicitations de 3.1.3, 3.1.4.2 que la gerbe
G est neutre (resp. algébrique réductive) si et seulement si Qo est neutre

(resp. algébrique, réductive). On n'a pas le méme dictionnaire pour la connexité 3
si QO est (localement la gerbe des torseurs d'un groupe) connexe, il en est ainsi

de , mais la réciproque n'est pas vraie en général,.
proq

3.2. Polarisations.

3.2.1. Soient K un sous-corps de R, et T = (C,w,T) un triple de Tate (ol

w Gm —> Z = égﬁg(idc) définit la graduation par le poids, T désigne l'objet

de Tate). Une polarisation (graduée) m du triple de Tate (C,w,T) consiste en la
donnée pour chaque objet V de C , homogéne de poids n , d'une classe d'équivalence
(V) de formes de Weil V@ V—> 10" (2.3.1) de parité (~1)" , vérifiant les

conditions suivantes

PGl) Si V,W sont des objets de € homogénes de méme poids, ¢ € n(V) ,
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v € (W) , alors @@ § € n(VOW.

PG2) Si V,W sont des objets homogénes de C , o € n(V) , ¢ € n(W), alors

o® ¢ €m (VeW.

PG3) Le morphisme identité T Q& T —> T®2 appartient a m(T)

51 V € ob C est homogéne et ¢ € T(V) , on dit que ¢ est une forme

positive pour T .

L'ensemble des polarisations du triple T = (C,w,T) sera noté Pol(C,w,T)

ou Pol(T)

3.2.1.1. En procédant de la méme fagon qu'en 2.4 on prouve pour les polarisations
graduées des résultats analogues 2 ceux démontrés pour les polarisations homogénes

en 2.4.1.1, 2.4,2, 2.4.3.1 et 2.4.3.3.
De mé@me, on adoptera la convention

3.2.1.2. Convention. Dans ce qui suit, on se limite au cas K = R, et on ne considée-

rera que des IR-catégories tannakiennes algébriques.

3.2.2. D'aprés 3.1.1 on a un dictionnaire entre les triples de Tate (C,w,T) et les
triples (G,w,t) , ou encore par 3.1.4.1 et 3.1.4.3 avec les couples (Qo,e) , ou

(go,e). Voici comment on étend le dictiomnaire (C,w,T) +—> (_(_Z_O,e) aux polarisations.

3.2.2.1. Proposition. Le triple (C,w,T) est polarisable (i.e. Pol{(C,w,T} # @) si et

seulement si la catégorie tannakienne _(_ZO est polarisable et si de plus on a

2
€ = € (mod ZO(IR) ) (voir 2.5.3). En outre, on a une bijection canonique

-0

Q : Pol(C,w,T) —> Pol (C) ,

et en particulier 1'ensemble Pol{C,w,T) est un pseudo-torseur sous le groupe 2ZO(IR).
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3.2.2.2. Preuve. Elle ne présente pas de difficulté, & l'aide de la discussion
3.1.4.3. Par exemple, si 11 € Pol{I) , et V € ob C est homogéne de degré n , on

a une bijection canonique, définie par 3.1.4.3 a) et q : Q(T) ~ 1
Hom(V @ V,T°%) =~ Hom(QV ® QV,1) ,
les éléments de m{V) se correspondant avec ceux de q(my (QV) par cette bijection.

3.2.3. Le dictionnaire précédent permet de ramener les questions sur les polarisations

graduées, aux polarisations homogenes,

3.2.3.1. Théoréme. Soit L wun lien algébrique affine sur IR de centre Z , et

spient t : L —> Gm s Wl Gm —> 7 des morphismes vérifiant tow = -2 , (voir

3.1.2). Alors,

1) 8i (C,w,T) est un triple de Tate 1ié par (L,w,t), Pol(C,w,T) est un

pseudo-torseur sous ZZO(ER)

2) si (C,w,T) , (C',w,T') sont des triples de Tate munis de polarisations

T, n' , il existe une équivalence (C,w,T) & (C',w,T') et une seule & isomorphisme

(non unique) prés respectant les polarisations.

3) Supposons que L soit connexe ou abélien. Alors (L,w,t) est polarisable

(i.e. il existe (C,w,T) 1ié par (L,w,t) qui soit polarisable) si et seulement si

1]

L

o Ker(t) est le lien d'un groupe compact. Dans ce cas, le triple polarisable

(C,w,T) (bien défini & équivalence prés par 2)) est neutre si et seulement si

e = w-D €2, (7.

3.2.3.2. Les assertions 1), 2) résultent des assertioms 1), 2), 3) de 2.4.5.1 et
du dictionnaire établi plus haut. L'assertion 3) sera prouvée et précisée davantage
au numéro suivant. Remarquons d'ores et déja que le cas oi L est abélien suit

aussitdt de 2.4.5.1 et du dictionnaire précédent.
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3.3. Cas neutre.

3.3.0. On maintient la convention 3.2.1.2.
3.3.1. Soit (G,w,t) wun triple

¢ Y>c-ts¢
m m
ol w est central et tow= -2 . Par 3.1.3, la donnée du triple (G,w,t) revient

2 celle d'un triple de Tate neutralisé ; la catégorie tannakienne neutralisée sous-

jacente a celui-ci est ReEO(G)

Soit C € G_(R) tel que ? == w(-1) ; une forme bilinéaire
p:VRV— T®-n sur un G-module V homogéne de poids n est dite de C-polarisation

si la forme bilinéaire sur le R-vectoriel V

mc(x,y) = oplx,Cy)

est symétrique définie positive, i.e. si en considérant V comme Go-module, @ est

une forme de C-polarisation (2.7.1).

On dit qu'un élément C € GO(EU tel que C2 = ¢ est hodgien si chaque
G-module homogéne V possdde une forme de C-polarisation et que le triple (G,w,t)
est hodgien s'il existe un élément hodgien dans GO(BQ . Chaque élément hodgien
C € GO(EU définit une polarisation e de (G,w,t) et les polarisations obtenues
ainsi sont appelées hodgiennes. La proposition suivante, dont la démonstration n'offre

pas de difficulté, raméne 1'étude des C-polarisations des triples (G,w,t) a celle des

C-polarisations des I R-groupes algébriques affines (2.7.1).

3.3.1.1. Proposition. Le triple (G,w,t) est hodgien si et seulement si le

R-groupe G _ = est hodgien et si 1'invariant € (§0= RepO(GO)) est égal a ¢ = w(-1)

=0
mod ZO(IR)2 (voir 2.5.3). Les éléments de GO(EU hodgiens relativement a2 (G,w,t)

sont exactement les éléments qui sont hodgiens au sens de 2.7.1 et qui vérifient

C =zt
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3.3.2. On va déterminer maintenant les triples de Tate polarisables dans des cas

particuliers importants et compléter ainsi la preuve de 3.2.3.1 3).

Soit L wun lien algébrique affine connexe de centre Z ,

t: L—> @m s W oo Gm —> Z vérifiant tw = -2 . On a des liens
Z, > Z' comme dans 3.1.2. Si (L,w,t) est polarisable (3.2.3.1

et soient

L'

de centres

est

réductif (et étant connexe, il est représentable, par 1.1.2), et par 3.2.3.1 1) il

existe un triple de Tate unique & équivalence prés (C,w,T) qui soit polarisable.

On notera § 1la gerbe associée & C

Ces notations posées, on a

3.3.2.1. Théoréme 1) Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) (L,w,t) est polarisable.

(ii) L' est le lien d'un R-groupe compact

(iii) L0 est le lien d'un R-groupe compact

2
Dans ce cas C est neutre si et seulement si w(-1) € ZOCR) .

2) Supposons (L,w,t) polarisable et € neutre. Alors le triple

(C,w,T) est C-polarisable et Lo est connexe.

3) Supposons (L,w,t) polarisable et L0 non connexe. Alors G
est le produit de TORS{G') par la seule gerbe non neutre de groupe By ot &'
est le seul R-groupe compact avec lien{(G') = L'
3.3.2.2. Preuve. Prouvons 1), On notera que chacune des conditions(i),(ii),(iii)
entrafne que L est représentable. On peut donc poser L = lien(G) = lien(G")
L = lien{(G ), ot G' = Coker (w : € —> G) , G_= Ker(t : ¢ —» ¢ _). Prouvons

o o ™ o m

(1) » (i1) =» (iii) = (i). Si (L,w,t) est polarisable, on voit aussitdt qu'une

polarisation de (C,w,T) induit une polarisation sur la sous-catégorie

des objets de poids O . Puisque le lien de C' est visiblement

est connexe, on obtient (ii) par 2.4.5.1. Supposons maintenant que

C!

et que

de C

L'

est compact j
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alors G0 en tant qu'extension du groupe compact connexe G' par le groupe fini

constant Im(e : by, —> GO) est également compact. Enfin (iii) = (i) suit de

3.2.2.1 et de 2.6.1.
La derniére assertion suit également de 2.6.1.

Prouvons 2). 8i € est neutre, G0 doit &tre connexe ; autrement, il y
aurait un morphisme G0 —> Mo envoyant € en -1, et une €-polarisation de
c = Rego(Go) induirait une {-1)-polarisation de Rep @42 ). Or, il n'existe pas de
telle polarisation sur Rego(ﬁlz) s POl(ﬁlz) est uniquement composé de polarisations

symétriques (voir 2.4.5.1). Puisque G0 est connexe, G est C-polarisable par 2.8.2

et 3.3.1.1.

L'assertion 3) n'offre pas de difficulté.
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§ 1. SYSTEMES LOCAUX ET MODULES STRATIFIES

1.1, Systémes locaux.

1.1.1. Soit X un espace topologique connexe ; rappelons qu'un systéme local
(ensembliste) est un espace X' au-dessus de X qui localement sur la base X est
de la forme X' =X X I , oi I est un espace discret. On peut aussi définir un
systéme local comme étant un faisceau localement constant sur X , i.e. un faisceau

qui localement sur X soit associé & un préfaisceau constant.

Choisissons un point x € X ; ceci détermine un foncteur de la catégorie
SLoc(X) des systémes locaux sur X vers la catégorie des ensembles, le foncteur

"fibre en x"

P, SLoc(X) — Ens .

si vy : [0,1] —>Xx est un lacet au point x , puisque tout systéme local sur
[0,1] est constant, on voit que Y détermine un automorphisme du foncteur wx s
qui dépend uniquement de la classe de Y dans ﬂl(X,x) et multiplicativement en

celle-ci. Ceci signifie que ®, se reléve en un foncteur
c”5x : SLoc(X) — Ens(m)

ot Ens(m) est la catégorie des ensembles munis d'une action de T = ﬂl(X,x).

8i X est un espace localement connexe par arc et localement simplement connexe
par arc, ce foncteur est une équivalence de catégories. Si X est, par exemple,
seulement localement connexe, le groupe ﬂl(X,x) n'est plus adapté pour interpréter
SLoc(X) mais on peut le remplacer avantageusement par le "pro-groupe fondamental”

de X {voir 1.1.2).

1.1.1.1. Soient X wun espace topologique connexe non vide, k un corps. On notera
SLoc(X,k) la catégorie des syst2mes locaux en k-vectoriels de rang fini (i.e. des
faisceaux de modules localement libres de rang fini sur le faisceau d'anneaux simple
de valeurs k sur X) . Elle est munie d'une structure k-linéaire et d'une loi

® ACU évidentes, pour lesquelles c'est une catégorie tannakienne sur k , qui est neutre.
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En effet, chaque point x € X définit un foncteur fibre w _ : SLoc(X,k) — Modf(f),
qui se reléve méme en un foncteur &; : SLoc(X,k) ———3 Rego(ﬂl(X,x)) a4 valeurs dans

les k-vectoriels munis d'une action de ﬁl(X,x).

1.1.1.2. Supposons X localement connexe par arc et localement simplement connexe

ind '3 . Py
par arc. Alors, les foncteurs wx sont des équivalences de catégories tannakiennes.

En d'autres termes, si x € X , le groupe d'holonomie de SLoc(X,k) en w, (11T 3.2.1.2)
est l'enveloppe k-algébrique du groupe discret ﬁl(X,x) . Notons ce groupe H(X,x) ,
et H(X,x)0 sa composante neutre, Si E est un systéme local, il lui correspond

un k-groupe algébrique H(E,x), le groupe d'holonomie de E en W (111 3.2.1.2) ;

c'est l'enveloppe algébrique de ﬂl(X,x) dans QL(EX) , ot Ex = wx(E) . Le quotient
H/HO est un groupe pro-étale, et définit une sous-®-catégorie pleine Eo de

€ = SLoc(X,k) . On voit aussitdt que /e =7 le groupe profini complété séparé de
ﬂl(X,x) pour la topologie des sous-groupes d'indice fini et que si E est un objet
de €, E appartient & C < H(E,x) est fini <> E devient trivial aprés un

rev@tement fini X' — X

1.1.1.3. Remarquons qu'en général SLoc(X,k) posséde des foncteurs fibre non isomor-
phes & ceux définis par des points de X . En effet, ces derniers sont deux & deux

isomorphes, et il suffit de choisir k et X tels que

1
H (k,H{X,x)) # {1} ,
en vertu de la classification des foncteurs fibre II 3.2.3.3. Par exemple, k=R et

X tel que ﬂl(X,x) = Z/2Z.

1.1.2. On indique ici comment on peut généraliser l'exemple précédent., Soit X un
topos (SGA 4 IV) supposé connexe et localement conmexe ; rappelons (ARTIN-MAZUR [1]

§ 9) qu'un objet non vide U de X est connexe si chaque fois que U = U1 u.U2 s

soit U = $ ou u, = $ , que le topos X est connexe si l'objet final e de X

est connexe, et enfin que X est localement connexe si tout objet de X est somme

disjointe d'objets connexes. Un systéme local (ensembliste) de X est un objet de X



- 309 -

qui localement est associé & un ensemble (i.e. un faisceau localement constant). On
peut associer au topos X (voir loc. cit. § 10 et aussi SGA 3, X 7.5, SGA 4,
IV 2.7.5), muni d'un point x : Ens — X , un pro-groupe strict ﬂl(X,x) =

(Gi) = G (i.,e. un systéme projectif de groupes Gy dont les morphismes de transition

ier =
sont surjectifs) qui permet de donner une interprétation de la catégorie SLoc{X) des
systémes locaux sur X en termes d'ensembles munis d'une action "continue" de

-1

ﬂl(X,x) . Si E est un systéme local sur X , l'ensemble x (E) est de fagon

naturelle un G-ensemble (voir SGA 4, IV 2.7.1 pour la définition d'un G-ensemble).

Cette construction définit un foncteur
@x : SLoc{X) —> Ens{(G)
et on vérifie que c'est une équivalence de catégories.
1.1.2.1. Si k est un corps, on définit la catégorie tannakiemne Sloc(X,k) des
systémes locaux en k-vectoriels de rang fini. S{ x : Ens —> X est un point du

topos X , il résulte de ce qui précéde que le foncteur fibre

w, SLoc(X,k) —> Modf{(k) induit une équivalence de catégories tannakiennes
~ (23
w, SLoc(X,k) —> Rego(g) s

ol ReEo(g) dénote la catégorie tannakienne des k-vectoriels de rang fini munis

d'une action continue de G = (Gi) = ﬂl(X,x). On vérifie aussitdt qu'on a

Rep (G) = Lig ngo(Gi) s

et gue si Hi dénote l'enveloppe k-algébrique de Gi , B l'enveloppe

k-algébrique de G , on a

et que les morphismes de transition sont des épimorphismes (II 4.3.2 g)).

1,1.3. Gardons le topos X , et soit £ un nombre premier. On va introduire la

catégorie tannakienne SLocz(X} sur Qg des faisceaux f#-adiques. Un systéme local



- 310 -

d-adique est un systéme projectif (En)nZl oh E_ est un systeme local sur X

de Z/an -~ modules libres de rang fini et En se déduit de En+ par réduction

1

n e - . P -
mod.£ . La catégorie ainsi obtenue est une ®-catégorie ACU Zz'— linéaire de fagon

évidente, pour laquelle les Hom sont libres de rang fini sur Z La catégorie

PR

SLocl(X) des faisceaux f-adiques a, par définition, les mémes objets et pour deux

objets E ,E' on pose

Hom(E,E') = Q,?, ®Z HomZ (E,E') .
4 4

On vérifie sans peine qu'on a ainsi une ®-catégorie ACU abélienne Qz-linéaire.
On a méme mieux : si x : Ens —> X est un point de X , si G = (Gi) = ﬂl(X,x) ,
et si on note Q = %i__éi le complété profini de G , on voit que la donnée d’un
systéme local f-adique E revient & celle d'un Zimmdule libre de rang fini EX
ot & opere continument ( Q muni de la topologie profinie et EX de la topologie
f-adique) ; on en déduit que le choix d'un point x définit une équivalence de la
®-catégorie ACU §£gg£(x) avec la catégorie ReE.cont.O(g) des Ql-vectoriels de

~

rang fini ou g opére continument. Ceci provient de ce que, G étant compact,

tout Qz-vectoriel de rang fini d'une action continue de G posséde un Z -réseau

2

stable sous § .

Comme conséquence de la discussion : chaque point x du topos X définit
un foncteur fibre w, de la catégorie tannakienne SLocz(X) , et le groupe d'holonomie
de celle~ci en w o est "1'enveloppe algébrique f-adique" du groupe profini complété

séparé du pro-groupe fondamental nl(X,x) .

1.1.4. Soit S wun schéma, et soit Sét le site étale de S qui a comme catégorie
sous-jacente celle des S-schémas étales, et donnant lieu & un topos X = gét . Chaque
point géométrique & de S définit un point x de X ; si S est connexe locale-
ment noethérien, le topos X est connexe et localement connexe, et & définit un
pro-groupe G = ﬂl(X,x) : c'est le pro-groupe fondamental élargi de SGA 3, X § 6.

On trouve que £ définit un foncteur fibre w sur la catégorie tannakienne

g
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SLoc(Sét,k) = SLoc(X,k) des systemes locaux en k-vectoriels sur X (k un corps
donné), appelés aussi systémes locaux étales sur S (en k-vectoriel de rang fini),

De plus, w définit une équivalence de catégories tannakiennes entre SLoc(Sét,k)

g
et Rep (G).

Rappelons la propriété suivante des morphismes étales (SGA &4, VIII, 1.1)

soit S' —> S un morphisme entier, surjectif et radiciel {i.e. un homéomorphisme

universel) ; alors le foncteur changement de base Sét — Sét est une équivalence

de sites. On en déduit en particulier des équivalences de catégories tannakiennes

~ '
SLoc(Sét,k) o SLoc(Sét,k) .

1.1.4.1. Une autre topologie qu'on peut introduire sur Et/S est celle engendrée

par la prétopologie pour laquelle les familles couvrantes sont les familles surjectives
formées de morphismes étales et finis (c'est la topologie étale finie globale). Elle
donne lieu & un topos X , et si & est un point géométrique de S , x le point de

X qu'il définit, le pro-groupe fondamental ﬂl(X,x) n'est autre que le groupe
fondamental pro-fini ﬂl(S,g) étudié en SGA 1, V . Les systémes locaux sur X sont

les systémes locaux étales somme disjointe de systémes locaux étales qui se
trivialisent aprés un revétement étale, et nl(s,g) est le complété profini du G

considéré plus haut. Les deux notions coincident si § est géométriquement unibranche.

Si on note SLoc(S ) la catégorie des systémes locaux en k-vectoriels

k
érf’
de rang fini sur X , on voit que le choix d'un point géométrique & de S définit

un foncteur fibre

: —
w% SLoc(Sétf,k) Modf (k)
et que le groupe d'holonomie de SLoc(Sétf,k) en wg est le groupe profini

(nl(s,é))k .

1.1.5. Soit S wun schéma localement, de type fini sur € , et notons X le topos

~

étale fini de S (X = Sgegr voir 1.1.4.1), X' 1le topos associé 2 la topologie
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usuelle de  S(€) . On a un morphisme de topos

Xt —> X

3

qui induit un morphisme de catégories tannakiennes (par image inverse) pour tout

corps k ,

SLoc(s k) —> Sloc{s(¢),k) .

érf’
Soit s € S(€), il est connu {SGA 4, XI 4.3) que le groupe fondamental profini Wl(S,s)
s'identifie au complété profini (nl(s(q:),s)f de 7 (5(€),8) . On déduit de

1.1.2.1 et de la fin de 1.1.1.2 que le foncteur précédent identifie SLoc(Sé )

tf’k
a la sous-catégorie pleine de SLoc(S(€),k) des systémes locaux sur S(€) ayant

un groupe d'holonomie fini.

1.2. Modules stratifiés

1.2.1, Soit X un schéma localement de type fini sur un corps k ; pour chague nzl,

soit D"(1) le n-idme voisinage infinitésimal de X dans X X X, et
P1
————

e
Py

p" (1) X

les morphismes induits par les projections de X X X sur X . De méme, soit Dn(Z)

le n-iéme voisinage infinitésimal de X dans X xk X X X , muni de projections

k

p
12

p
"(2) —2Z> p(1)

p
13;

p"(2) —=2—s X ,

vérifiant des relations évidentes avec les 19 (i = 1,2). De plus, on a des

immersions fermées

p™(1) —— »™l()



- 313 ~

compatibles avec les morphismes précédents. On notera

X(1) = Llig p"(1)

X(2)

lig D" (2)

les schémas formels complétés formels de X X X (resp. X X X x X) le long de la
diagonale ; ils sont munis de morphismes

P
12 b,
P23 ——

X2 —=»> (1) __T X

—— Pz

et

8i E est un module cohérent sur X (ou plus généralement, un objet sur

X d'une catégorie fibrée au-dessus de Sch,. ), une n-connexion sur E {voir

/X
GROTHENDIECK [4], Appendix) est une donnée de descente sur E relativement au
diagramme
n
p"(2) —— d" () -2 % ,
—_—

i.e. un isomorphisme

* ~ *
a: p,(EY —> p,(E)
1 2
vérifiant la condition de transitivité
* ¥* = ¥
923(a) ° plz(a) 3Gy

Une stratification sur E est un systéme de n-connexions sur E (n=21) compatibles
entre elles, i.e. telles que la n-connexion du syst®me soit induite par la (n+l)-
connexion ; on peut aussi voir une stratification comme une donnée de descente

relative au diagramme

X(2) —— %(1) X
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Si E est un module cohérent sur X possédant une stratification relative-
ment & k , on voit sans difficulté que E est un Qx-module localement libre
(de rang fini) ; en effet, on se raméne comme d'habitude au cas oi X est local,
puis local complet, enfin local artinien, Dans ce dernier cas, si X = Spec(A) ol

A est une k-algébre locale artinienne, on a

X(1)

X X X

i

X(2) X XX XX,
et une stratification sur un A-module de type fini se réduit a une donnée de descente

habituelle ; le module se descend, et en particulier est libre.

1.2.1.1. Supposons k de caractéristique zéro et X lisse sur k . Si E est
un module cohérent sur X , on voit facilement que la donnée d'une stratification

-

sur E relativement &3 k revient A celle d'une connexion & courbure nulle sur

E relativement & k (voir DELIGNE [2], I 2.21 pour cette notion) ; ceci provient
de la structure locale bien connue de l'algeébre des opérateurs différentiels sur

un schéma lisse (EGA IV 16.11.2) et de ce que k est de caractéristique O .

1.2.2. Soit X wun k-schéma connexe et localement de type fini, et notons
Strat(X/k) 1la catégorie des Oy -modules cohérents munis d'une stratification. C'est
de fagon évidente une ®-catégorie ACU k-linéaire. Elle est abélienne, comme il
résulte aussitdt du fait qu'un gx-module cohérent stratifié est localement libre
(1.2.1). De plus, si k'/k est une extension de k , x € X(k'), le changement de

base x : Spec(k') —> X définit un @ foncteur ACU k-linéaire
w, @ Strat(X/k) —> Modf (k')

qu'on vérifie &tre fidele et exact. Comme la loi ® ACU de Strat(X/k) fait de celle-ci
une ®-catégorie rigide (I 5.1.1), on voit que Strat(X/k) est une catégorie

tannakienne sur k .
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1.2.2.1. De fagon générale, si S est un k-schéma, x € X(S§) , on note
w, Strat(X/k) — Loclib(S)

le foncteur fibre défini par le changement de base x : § —> X . Le S-groupe

® . .
Aut (wx) sera noté H(X,x) ou simplement H(x) et appelé groupe d'holonomie de

X au point x ; de méme, on posera H(X,x)° ou 1% (x) pour la composante neutre du

groupe d'holonomie, et on 1'appellera groupe d'holonomie restreint de X au point

x . 81 E est un module stratifié sur X , il engendre une sous-catégorie
tannakienne de Strat{(E/k) , et il lui correspond un S-groupe HE(x) quotient de

H{x), appelé groupe d'holonomie de E au point x , et sa composante neutre

Hg(x) , le groupe d'holonomie restreint de E au point x .

1.2.2.2. En particulier, si idX € X(X), on obtient comme foncteur fibre le foncteur
Strat(X/k) —> Loclib{(X)

"oubli de la stratification", qu'on notera E +—3* E_ . Supposons que X(k) # @ (par
exemple si k est algébriquement clos), et soit x € X(k) un point rationnel.
D'aprés la théorie générale (II 4.1.1), le foncteur w o Strat(X/k) — Modf (k)

induit une équivalence de catégories tannakiennes
(1.2.2.1) EX : Strat (X/k) — ReQO(H(x)) s

ol H(x) est le groupe d'holonomie de X au point x . Le foncteur E +—3 EO
correspond & un torseur & droite P sous le X-groupe affine H(x)X , et on a un

isomorphisme fonctoriel en E (II 3.2.3.4, 4.2.2)

(1.2.2.2) g o~p g

o x

ot E_=w (E) . Si P
X

x désigne le torseur sous (HE(X))X image directe de P par

E

H(x) —> HE(X) , on peut écrire cet isomorphisme comme

(x)
(1.2.2.3) E = Pp xHE E

o] X

sous cette forme on reconnalt mieux le classique théoréme de réduction du groupe
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structural de E au groupe d'holonomie.

1.2.3. Soient X localement de type fini sur k , x € X(k) . On a donc un foncteur

fibre w_ : Strat{X/k) —> Modf(k) , le groupe d'holonomie H(x) = Aug®(wx) 3 le

foncteur oubli E +—— E  se déduit de (u)x)X par un torseur P sous H(x)X de

la fagon expliquée en 1.2.2.2. En fait, le torseur P est muni d'une stratification

relativement @ k ; ceci provient de ce que le foncteur oubli est muni d'une
stratification évidente par la définition méme de Strat(X/k) , et de ce que P

est l'image de ce foncteur oubli par l'équivalence de champs (sur Sch/k) (IT 4.2.2)

FIB_(Strat(X/k)) —> TORS(H(K))

w—> Isom®(wx,w} .

Il en résulte que l'action de tordre par P un H(x)-objet A (d'une catégorie

fibrée sur Sch/k disons) munit l'objet obtenu P xH(x)A d'une stratification

relativement @ k ; on vérifie aussitdt que l'isomorphisme (1.2.2.2) se reléve en

un isomorphisme de gx-modules stratifiés relativement a k

XH(X)E .
X

E =~ P

1.2.3.1. Soit D wune catégorie tannakienne. La donnée d'un morphisme

@ : D —> Strat(X/k) équivaut & celle d'un foncteur fibre @ ¢ D —> Loclib(X)
muni d'une stratification relativement & k . Si on a fixé x € X(k) , la donnée
d'un morphisme D — Strat(X/k) revient a celle d'un couple (w,Q) d'un foncteur
fibre ® : D — Modf(k) et d'un torseur Q sous Gy muni d'une stratification
relativement 3 k , ol ¢ = éggg(w).

En particulier, faisons D = BERO(G) , o G est un k-groupe affine. On
trouve que la donnée d'un torseur & droite sous GX muni d'une stratification
relativement & k revient a celle d'un couple (w,£) d'un morphisme

F

ReQO(G) ~3> Strat(X/k) et d'un ®-isomorphisme & : w o w = oo
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1.2.4. Fixons un schéma X connexe et localement de type fini sur un corps k .

On posera SLoc'(X) (resp. SLoc(X)) pour la catégorie tannakienne sur k des

systémes locaux en k-vectoriels de rang fini sur X , en munissant X de la topologie
étale (resp. étale finie globale) (voir 1.1.4, 1.1.4.1). On a un morphisme de catégories

tannakiennes
(1.2.4.1) SLoc (X) = SLoc'(X)

qui identifie SLoc(X) 2 la sous-catégorie pleine des systemes locaux qui
deviennent triviaux aprés un rev8tement étale ; si X est normal, c'est une

équivalence de catégories.

Soit F un objet de SLoc'(X) et notons F 8& QX le Qx—module localement
libre qu'il définit de fagon évidente, Celui-ci est muni d'une stratification canoni-
que ; cela provient de ce que les morphismes X —» p™(1) , x —>Dp"(2) (n=z1) sont

entiers surjectifs et radiciels et de la remarque avant 1.1.4.1., On obtient ainsi

des morphismes de catégories tannakiennes
(1.2.4.2) SLoc’(X) —> Strat(X/k)

(1.2.4.3) SLoc (X) — Strat(X/k)

1.2.4.1. Proposition. Si k est algébriguement clos, (1.2.4.3) identifie SLoc(X)

a4 la_sous~-catégorie pleine des modules stratifiés E qui sont trivialisés par un

revétement étale X' — X ; si on choisit x € X(k) , ceci revient & dire que le

groupe d'holonomie d¢ E en x est constant fini. En particulier, si H = H(x) ,

(1.2.4.3) définit un isomorphisme

(o]

(1.2.4.4) HES == ), -

1.2,4.2, Preuve. Si F est un objet de SLoc(X), il est clair que F 8& QX se
trivialise aprés un revétement étale (2 savoir, celui qui trivialise F ), et aussi
que le groupe d'holonomie de ¥ 8& QX en x est fini constant ; ce dernier est

en effet un sous-groupe de {en fait il est égal 3) 1'image de ﬂl(x,x) dans Aut(FX),
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qui est finie. Il faut montrer comment & un module stratifié E tel que HE(x) soit
fini constant on peut associer un systéme local F ; les vérifications de ce qu'on

obtient ainsi un foncteur quasi-inverse seront triviales comme d‘'habitude.

Posons G pour le k-groupe fini constant HE(X) » P pour le Gy-torseur
3 droite Py (1.2.2.2). C'est un torseur sous un groupe fini constant, donc il devient
trivial sur un revétement étale de X , par exemple P lui-mBme. D'autre part, G

agit sur le k-vectoriel Ex fibre en x , mais il agit aussi sur le systéme local

constant sur X de valeur Ex , qu'on notera Eg (c'est ici qu'il est essentiel

n

que G soit fini constant). Par définition, le systeme local ¥ qu'on attache a

E est

La derniére assertion est conséquence formelle de ce qui précéde ; en effet,
ReEO(H/HO) s'identifie 3 la sous-catégorie pleine de ReEO(H) des H-modules tels

que l'action de H se factorise par un quotient fini constant.

1.2.4.3. Remarque. Soient k'/k une extension de corps algébriquement clos, X

un k-schéma connexe localement de type fini ; notons X' = X X k' . On a un

®-foncteur ACU k~linéaire

Strat(X/k) -—> Strat(X'/k') ,
et si x € X(k}) d'image x' € X'(k'), on en déduit un morphisme de k'-groupes
(1.2.4.5) H{x') ——> (H(x))k, .

On vient de prouver que le morphisme induit par (1,2.4.5) sur les groupes de

composantes connexes n'est autre que
m & Lx) — T (X,x)

Celui-ci est un isomorphisme si k est de caractéristique zéro, ou si X est
propre (SGA 1, X 1.8). On peut se demander si (1.2.4.5) lui-m8me est un isomorphisme

dans ces cas, i.e. si la formation du groupe d'holonomie commute au changement de
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corps algébriquement clos. On verra dans des exemples en 1.2.6 qu'il n'en est rien.

1.2.5. Soient k wun corps de caractéristique zéro, X wun k-schéma connexe et
localement de type fini, qu'on supposera lisse pour simplifier {cette restriction
n'est pas essentielle). Les modules stratifiés cofncident alors avec les modules
munis d'une connexion a courbure nulle (1.2,1.1). On note Strat.rég(X/k). La sous-
catégorie pleine de Strat(X/k) des modules stratifiés dont la connexion est
réguligére, au sens de DELIGNE [2], II 4.5, Cette condition sur un module stratifié
est stable par &,®, Hom et on obtient ainsi un nouvel exemple de catégorie
tannakienne. Si X est propre, la condition de régularité est vide et

Strat.reg(X/k) = Strat (X/k)

L'intér&t de cet exemple est que si k =€ , le foncteur E > E?" définit
une équivalence de catégories tannakiennes de Strat,rég(X/C) avec la catégorie
tannakienne Strat.an.(X(€)) des fibrés vectoriels holomorphes sur X(€) munis d'une
connexion holomorphe a courbure nulle ; or, cette derniére est canoniquement équiva-
lente avec la catégorie tannakienne des systémes locaux en €-vectoriels de rang fini
sur X(€) , comme il résulte de la théorie des équations différentielles ordinaires,
et si on choisit x € X(C), elle est équivalente avec la catégorie des représentations
dans des vectoriels complexes de rang fini du groupe discret T = ﬂl(X(C),x). On
obtient ainsi une interprétation algébrique de la catégorie des représentations de

T , ou encore de son enveloppe algébrique.

1.2.6. Exemples.

a) Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique 0 , X la
droite projective moins deux points sur K . On s'intéresse & la catégorie
Strat.rég(X/K) des fibrés vectoriels (V,V) & connexion intégrable et réguliere
sur X . Soit s une section ensembliste de la projection canonique K — K/Z qui

- a - ~
envoie Z en O . Il existe alors une extension unique de V en un fibré V sur
1 . ] . .
P tel que la connexion V ne présente que des pdles logarithmiques aux points

O, » et que le résidu de la connexion V gau point O , qui est un endomorphisme
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N:M > M

de la fibre M de V en O ait ses valeurs propres dans 1l'image de s (DELIGNE
{27, 11 5.4). D'autre part, si M est un K-vectoriel de rang fini muni d'un endo-
morphisme N vérifiant la condition précédente, on lui associe le fibré vectoriel
V=M@ QX muni de la connexion V : V—> V @ Q% dont la valeur en m € M est
donnée par

V(m) = -N(m @d—tt ,

Ces constructions sont inverses l'une de 1'autre ; c'est clair si on part d'un
couple (M,N) , et si on part de (V,V), on se raméne par le principe de Lefschetz

au cas K =€ , ol c'est connu,.

Lemme. La catégorie Strat.rég(X/K) est équivalente 2 la catégorie des couples

(M,N) d'un K-vectoriel M de rang fini et d'un endomorphisme N de M ayant ses

valeurs propres dans 1l'image de la section choisie s

Cette équivalence est K-linéaire mais n'est compatible aux lois ® que si
on se restreint d'une part aux couples (M,N) avec N nilpotent, d'autre part aux
(V,9) correspondants (i.e. tels que la connexion soit unipotente). On déduit du
lemme que les objets simples de Strat.rég(X/K) sont de rang 1 et que le groupe des

classes d'objets simples est canoniquement isomorphe 3 K/Z . On tire sans difficultés.

Proposition. On a une équivalence de catégories tannakiennes

Strat.rég(X/K) =~ Rep (&, x D(K/Z)) .

*
On peut prouver qu'en tant que groupes ensemblistes, K/Z et K sont
isomorphes (non canoniquement), Le groupe d'holonomie €, X D(K/Z) est alors

isomorphe a4 1'enveloppe algébrique sur K de Z . Sa formation ne commute pas au

changement de corps algébriguement clos.

b) Soit X wune variété abéliemne sur un corps algébriquement clos de
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caractéristique nulle K . Il résulte du principe de Lefschetz que les objets
simples de Strat(X/K) sont de rang 1 , i.e. tout fibré vectoriel & connexion
intégrable (V,V) posséde une filtration horizontale dont les quotients successifs

sont inversibles. L'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés inversibles a

connexion intégrable est donné par le 1{1 (hypercohomologie) du complexe loga-

rithmique tronqué L = [O* ~dlog, Qi] (xatz (1], 7.2.1). De la suite exacte

de cohomologie correspondant & la suite exacte
oeﬂi[-lj—arﬂ%o*eo
—X
et de la définition de la variété abélienne duale X , on tire la suite exacte

0 — HO(X,Q)l() — H'X,L) —> X&) —> 0.

On voit aussi dans cet exemple, que la formation du groupe d'holonomie ne

commute pas A l'extension du corps algébriquement clos.

§ 2. STRUCTIURES DE HODGE

2.1. Structures de Hodge.

2.1.2. Une structure de Hodge réelle V est un vectoriel réel V3R de rang fini

muni d'une bigraduation du complexifié VC

v.o= ¢ vPd
P:q

vérifiant la condition ¥P’% = v¥P (pELIGNE [4],2.1.4) ; on définit de fagon
évidente les morphismes de structures de Hodge réelles. Le produit tenmsoriel
d'espaces vectoriels bigradués définit une loi ® ACU sur la catégorie abélienne
R-linéaire Hodge(R) des structures de Hodge réelles, pour laquelle Hodge(R)
est rigide (I 5.1.1). D'autre part, le foncteur oubli V > VR. est un ®-foncteur
strict fidéle exact, et d'aprés la théorie générale (II. 4.1.1) définit une

®-équivalence de Hodge(R) avec la ®-catégorie des représentations linéaires d'un
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certain IR-groupe affine dans des R-vectoriels de rang fini.

Dans le cas présent, le calcul de ce groupe ne présente pas de difficulté.
C'est le groupe, noté § , obtenu par restriction & la Weil de € a R du groupe

multiplicatif sur ¢

On a

$(R) = m*

de plus, S est un groupe de type multiplicatif, et peut &tre décrit par son
groupe de caractéres M = Hom(SG,Gm (E) muni de 1'automorphisme ¢ : M —3 M induit
3

par la conjugaison complexe. On a
M=Z @Z
gln,m) = (m,n)

La catégorie tamnakienne Hodge(IR) est munie, en plus du foncteur oubli
vV —> V]R , de deux structures supplémentaires importantes.
2.1.1.1. Hodge(R) est munie d'une ®-graduation centrale de type Z (IV 1.2.2.1).
En effet, si V est une structure de Hodge réelle, et si n € Z , le sous-vectoriel
T P e VOL‘ est défini sur R, et définit ainsi une sous~-structure de Hodge,
ptq=n

. n
notée V ; on a

y=z¢ V"
n

Cette ®-graduation est appelée la graduation par le poids, elle correspond & un

morphisme
dont le transposé
L, Ze7Z —> Z

est donné par

t {(n,m) = n+m
W
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2.1.1.2. On définit la structure de Hodge réelle de Tate notée T ou R(1) comme

la structure de Hodge T de bidegré (-1,-1) avec Tp = 2m R (= iR, mais voir

2.1.2). Elle est de poids -2 , et définit un morphisme

t(A) = AX si A€ §(R) = ¢ ;

on a la formule

Le triple (Hodge(R), w, R(1)) est un triple de Tate, au sens de V 3.1.1, qui est
neutre (V 3.1.3) ; pour qu'il soit neutralisé il faudrait de plus se donner un

isomorphisme R =~ iR f{ici i est une racine carrée de -1, indéterminée par

ailleurs).

2.1.1.3. Soient V un R-vectoriel de rang fini, n un entier. Il est équivalent

de se donner une structure de Hodge de poids n sur V ou une filtration décroissante

(exhaustive séparée) F de VC telle que pour p,q avec p+q = n+l , le morphisme

canonique v erly — Vg soit un isomorphisme.

Voici comment on passe de l'une 2 l'autre de ces données
a)y si v, = ¥ vP% on pose

!
v = ¢ vP 0t
p'zp

la filtration F est appelée la filtration de Hodge .

b) 8i F est une filtration comme plus haut, on pose

vl = Py nrly

2.1.2. Soit A un sous-anneau de IR ; une A-structure de Hodge V est un

A~module de type fini VA muni d'une graduation de type Z



n
VA = 5 VA
n
ou chaque Vz est libre et V;{ = Bi@k VZ est muni d'une structure de Hodge réelle

de poids n .

On note ‘Hodge(A) la ®-catégorie rigide (I 5.1.1) des A-structures de

Hodge ; elle est munie d'une ®-graduation de type #Z évidente (appelée graduation

par le poids), ainsi que d'un objet de Tate A(l) . On a

A(l)A =2miAC €

A(l)]R= R(1)

2.1.2.1. Si A =K est un corps, ‘Hodge(K) est une catégorie tannakienne sur X ,
et le foncteur oubli V > VK identifie 'Hodge(K) & la catégorie tannakienne
Rep ('G) ol 'G est le K-groupe des ®@-automorphismes du foncteur fibre précédent.

La graduation et l'objet de Tate K(1) définissent des morphismes

¢ L g s ¢
m m

ol w est central et ona tow= -2 , §i K =R , 'Hodge(R) = Hodge(R) et on

retrouve la discussion de 2.1.1 avec 'G =8 ; en général, par exemple si K =10 ,
on ne peut espérer avoir une description explicite de 'G , qui est un groupe

pro-algébrique et n'est ni commutatif ni pro-réductif.

2.1.2.2. Soit toujours K C R un corps ; le ®foncteur ACU

'Hodge(K) —3> Hodge(R) ,

qui a une K-structure de Hodge V associe la structure de Hodge réelle VX{ définit

un morphisme de R-groupes (qui permet d'ailleurs, d'apres la théorie générale,

de reconstruire ce foncteur)

h:$§ —> 'G s

qui rend commutatif le diagramme
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2.1.2.3. Gardons les notations de 2.1,.2.1, et soit V wune K-structure de Hodge.
Si C(V) est la sous-catégorie tannakienne de 'Hodge(K) engendrée par V et
K(1) , il lui correspond un K-groupe algébrique MT(V) (II 4.3.2) quotient de 'G

et appelé groupe de Mumford-Tate de la K-structure de Hodge V . On peut décrire

comme en 4.3.2 b) la sous-catégorie C(V) . Puisque C(V) contient l'objet de Tate
K(1) et est munie de la ®-graduation induite par celle de 'Hodge(K) , on a des
morphismes

€ > ur(v) —=> ¢
m m

vérifiant tow = ~2 , et un diagramme commutatif

W t
& 'G 14
m m
w t
[ — MT(V) ————> g .
m m

2.1.3., Soient V wune structure de Hodge réelle de poids n , @ : V® V —> R(-n)

une forme bilinéaire (V 2.1.1). On dit que ¢ est une forme de polarisation de V

si la forme bilinéaire & valeurs réelles (x,y) t—3> (ZTTi)ncp(x,Cy) sur le R-vectoriel
V]R est symétrique définie positive. Dans cette définition i est unc racine carrée
de -1 , et C est l'élément correspondant dans S(R) = C%; toutefois, la définition
est indépendante du choix de 1 , comme on le vérifie aussitdt. Plus généralement,

si A est un sous-anneau de R, V une A-structure de Hodge de poids n , une

forme bilinéaire ¢ : V® V —> A(-n) est appelée une forme de polarisation de V

si cp]R est une forme de polarisation de la structure de Hodge réelle V]R'

On voit que la forme est de parité (-1)" .

PR



- 326 -

Une A~structure de Hodge est polarisable si elle posséde une forme de
polarisation ; les A-structures de Hodge polarisables sont stables par ©,®, Hom
et définissent donc une sous-®-catégorie rigide pleine de ‘'Hodge(A) , qui sera notée

Hodge(A) . Si A est un corps, c'est une catégorie tannakienne.

2.1.3.1. Soit K wun sous-corps de IR. Il résulte de la théorie générale développée
au chap V que le triple de Tate (Hodge(X), w,K(1)) est muni d'une polarisation T
pour laquelle, si V est une K-structure de Hodge, 1(V) est l'ensemble des formes
de polarisation de V (2.1.3). En particulier, le K-groupe G quotient de 'G qui
correspond a Hodge(K) est pro-réductif, de plus, si G, = Ker (t : 6 —> Gm) R

) est compact (voir V 2.7.3.1, 3.3.1.1 ; ici

le IR~ - Ebri
e groupe pro-algébrique (GORAC

C est 1'image par h : § —> GlR de 1 J.
2.1.3.2. Voici un rafinement de ce qui précéde, qui résulte également du chap. V .

Soit V une K~-structure de Hodge, et notons H son groupe de Mumford-Tate

(2.1.2.3), H = Ker (t : H—> Gm) . Alors, V est polarisable si et seulement si

(HO]R)C est un R-groupe compact.

En particulier, si K = IR, toute structure de Hodge réelle est polarisable,

ce qui justifie & posteriori l'ambiguité de notation Hodge(R) = 'Hodge(R)

2.1.4. Soit X wun tore complexe, i.e. un groupe de Lie complexe compact connexe.

La théorie de Hodge pour les variétés kdhlériennes munit le groupe abélien libre de
type fini Hl(X,Z) d'une Z-structure de Hodge de type {(1,0),(0,1)} et de rang

2 dim(X). Le foncteur X +—> HI(X,Z) est une anti-équivalence de la catégorie des
tores complexes avec celle des Z-structures de Hodge de type {(1,0),(0,1)}:

d'aprés Riemann, il induit une anti-équivalence de la catégorie des variétés abéliennes
avec celle des Z-structures de Hodge polarisables du type précédent (voir MUMFORD

[2], chap. 1 pour tout ceci). En particulier, si Isab(€) dénote la catégorie des

P P 5 s P N o « « :
variétés abéliennes sur € 2 isogénie prés, Isab(e) est équivalente & la catégorie

des Q~structures de Hodge polarisables de type {(1,0),(0,1)} ; on identifiera ces
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deux catégories par cette équivalence.

Soit V une @-structure de Hodge polarisable de type {(1,0),(0,1)} , H
son groupe de Mumford-Tate (le noyau HO de t : H—> Gm a été introduit dans
MUMFORD [1] sous le nom de groupe de Hodge de V). Le groupe H a des propriétés
spéciales, en plus du fait que (H _) est compact, qui méritent d'@tre signalées

oR'C
(voir DELIGNE [5] 7.3, 7.4).

a) HC n'a pas de facteur de type exceptionnel.

b) Hﬂi/Cent(HEJ = H est un R-groupe semi-simple de type hermitien :
— a

d
i.e. le centre d'un compact maximal est de dimension positive, ou encore le quotient

de Had par un compact maximal est un domaine hermitien symétrique (HELGASON [1]

VIII Thm. 6.1).

¢) La structure de Hodge de h = Lie(H) est de type {(0,0),(1,-1),(-1,101}

(en effet, h € End(V)).

2.2. Variations de structures de Hodge.

2.2.0. On peut imaginer plusieurs variantes au-dessus d'une base S de la notion

de structure de Hodge. Voici la plus simple : une famille continue de structures de

Hodge V sur un esgpace topologique § est un systéme local VZ sur S de
groupes abéliens libres de type fini, chaque fibre VZ s (s € S) étant munie d'une
H

structure de Hodge VS qui dépend continument de s . On peut dans la définition
remplacer 7 par un sous-anneau A de R ; si A est un corps et S est connexe,
on obtient des exemples de catégories tannakiennes munis de structures supplémentaires
de graduation et d'objet de Tate, et pour lesquelles on peut faire une discussion

analogue a celle de 2.1 (qui est d'ailleurs le cas particulier § = ¥).

On développera ici une autre variante, davantage motivée par les exemples
géométriques : celle de variation de structures de Hodge (voir GRIFFITHS [1],[2],

DELIGNE [3]).
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2.2.1. Soit S wun espace analytique complexe, supposé non-singulier pour

simplifier. Une variation de structures de Hodge de poids n (n € zZ) sur S

congiste en la donnée

a) d'un systzme local VZ en Z-modules libres de type fini.

b) d'une filtration finie F du O,-module localement libre Vg = 0.8

S Q@Y7

vérifiant les conditions

i) en chaque point s € S , la filtration induite par F sur

VS,S =CQ, Vz,s définit une structure de Hodge sur Vz,s (2.1.1.3).

ii) si v = VS — Qé ® VS est la connexion naturelle sur V

comme faisceau des sections horizontales, on a v(FPV) CQ; ® Fp-lV .

s ayant VZ®ZC

On définit une variation de structures de Hodge V sur S comme un systéme

local VZ en Z-modules libres de type fini muni d'une graduation
n
v =z V
Z ez %

n . .
et sur chaque VZ d'une variation de structures de Hodge de poids = . Si A est

un sous-anneau de R, on définit la notion de A~variation de structures de Hodge

sur S : il suffit de remplacer Z par A . On obtient ainsi une ®-catégorie rigide
A-linéaire (I 5.1.1), notée 'Hodge(S,A), munie d'un @ foncteur rigide A-linéaire
Youbli" V> VA vers la ®-catégorie SLoc(S,A) des systemes locaux en A-modules
libres de type fini ; si S est connexe cette derniére peut d'ailleurs s'identifier,

moyennant le choix d'un point base s € § , 3 la ®-catégorie rigide des A-modules

libres de type fini munis d'une action A-linéaire de ﬁl(S,s) (voir 1.1.1).

La ®-catégorie ‘Hodge(S,A) est munie d'une ®-graduation évidente, la

graduation par le poids ; aussi on a un objet de Tate, noté A(l) , qu'on laisse au

lecteur le soin de définir en s'inspirant de 2.1.2, L'objet de Tate est de poids -2,
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2,2,1.1. La définition précédente est motivée par l'exemple géométrique suivant :

soit f : X —> S un morphisme projectif et lisse d'espaces analytiques (S non
singulier), alors le faisceau Rnf%(ﬁ) (n =2 0) est muni d'une variation de structures
de Hodge naturelle de poids n (voir par exemple DELIGNE [3] § 3 pour une description
détaillée). Si s € § , la structure de Hodge sur Rpf*(Z)S = Hn(XS,Z) est celle

donnée par la théorie de Hodge classique.

2,2,1.2, Soient S wun espace analytique lisse connexe, K wun sous-corps de R .
Alors 'Hodge(S,K) , SLoc(S,K) sont des catégories tannakiennes sur K et on dispose

d'un morphisme de catégories tannakiennes
'Hodge (5,K) = SLoc(S,K)

Si on choisit un point s € S , on a un carré commutatif

'Hodge (S ,K) ————> SLoc(5,K) (& &Ro(n))
w w
s S

‘Hodge (K)  ~————> Modf(K) s

& i

ol ws est, dans chaque cas, le foncteur "fibre en s , les fléches horizontales

sont évidentes, et 11 = nl(S,s) . Le foncteur fibre composé sur 'Hodge(S,K) donne

lieu & un K-groupe [I'(s) qui regoit d'une part le groupe 'G défini par 'Hodge(K)
"¢ —> I'(s) ,

d'autre part le groupe d'holonomie H(S,s) de S en s , enveloppe K~algébrique du

groupe discret ﬂl(S,s)
H(S,s) —> I'(s) ;

la donnée de ce dernier morphisme revenant d'ailleurs & celle du morphisme de groupes

discrets qu'on en déduit
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ﬂl(S,s) —> I'(s)(K)

Enfin, le choix de s € § permet d'interpréter les données de l'objet de

Tate et de la graduation par le poids en termes des morphismes w,t

¢ > Ts) > ¢,
™ m
et le morphisme h(s) : § —> F(S)B{ défini par le foncteur V +—> (V]R)S rend

commutatif le diagramme

¢ 2> 5 -Lts g
m m
h(s)

2.2.1.3. On définit comme en 2.1.2.3 le groupe de Mumford-Tate en un point s € § ,

MTS(V) , d'une K-variation V ; il est muni de morphismes
\4 t
¢ —> MI (V) —>6¢_ ,
m s m

d'un morphisme

MT(V ) —> MT (V)
E 8

compatible avec w,t , et enfin il regoit le groupe d'holonomie du systeme local VK .
2.2.2, Soient A wun sous-anneau de R , n € Z , V une A-variation de structures
de Hodge de poids n sur un espace analytique lisse S . Une forme bilinéaire
@ : V@V —>A(-n) est une polarigation de V si pour chaque s € S , ®, est
une polarisation de la A~structure de Hodge v (2.1.3). On peut développer la
discussion d'une fagon analogue & 2.1.3, et donner (tout au moins si A est un corps)
des critéres pour que V soit polarisable en termes du groupe de Mumford-Tate de
V.

Le résultat de Riemann rappelé en 2.1l.4 se généralise de la fagon suivante

(d'aprés A. Borel ; voir DELIGNE [5] , 5.2) : si S est un C-schéma lisse, le



- 331 -

foncteur [f : X —» §] +—> le*(ﬂﬁ définit une antiéquivalence de la catégorie

des S-schémas abéliens avec celle des variations de structures de Hodge polarisables

=

sur S(C) de type {(1,0),(0,1)}.

§ 3. F-CRISTAUX

Dans tout ce paragraphe, on fixe un nombre premier p
3.1. Généralités.

3.1.1. Soit S un schéma de caractéristique p . On regardera S comme un schéma

au-dessus de 1'anneau Zp des entiers p-adiques ; l1'idéal maximal pr de Zp

est muni d'une unique structure d'idéal a puissances divisées {(provenant de ce que pour
n 21 , la valuation p-adique de pn/nj est positive), ce qui permet de considérer

le topos p-cristallin de § relativement 2 Zp (BERTHELOT 1], 2.1), qui sera noté
Scris . Le morphisme de Frobenius absolu de § , fs : 8 —> S (rappelons que c'est
1'identité sur l'espace topologique sous-jacent 3 S , x —> % sur les anneaux

de sections), induit par fonctorialité du topos p-cristallin (loc. cit. 3.2) un
morphisme de topos (annelés)
s . —> S
cris cris
Un F-cristal sur S (terminologie provisoire, voir 3.1.3) est un module
localement libre de rang fini M sur le topos annelé Scris muni d'un morphisme
#*
de modules Fy : @ (M) —> M (appelé le Frobenius de M). Un F-cristal est non
*
dégénéré s'il existe un entier i = 0 et un morphisme V : M—> ¢ (M) vérifiant

VF = plid.

3,1.1.1. Un morphisme de F-cristaux est un morphisme entre les modules sous-jacents
qui commute avec les Frobenius. On obtient ainsi une catégorie Zp~1inéaire, notée

Fcris(S).
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3.1.1.2., Si (M,FM) , (M',F,,) sont des F-cristaux, leur produit tensoriel est le

Ml

F-cristal ayant M @ M' comme module sous-jacent, FM @ FM’ comme Frobenius.
Ceci définit une loi ® ACU Zp~linéaire sur Feris(s) (I 0.1.2, 2.4.1), La ®-catégorie

Fcris(S) ne posséde en général pas d'cbjets Hom{I 3.1.1).

3.1.2. Notons SLoc(S,Zp} la @-catégorie Zp—linéaire rigide des systémes locaux

p-adiques sur S pour la topologie étale (1.1.3). On définit un ®-foncteur ACU Zp“

linéaire
(3.1.2.1) SLoc(s,zp) -—> Feris(8)
de la fagon suivante : soit E = (E ) un tel systéme local p-adique, et soit

n nzl

(U,T) wun objet du site p-cristallin de S , i.e, U un ouvert de § et T un
épaississement & puissances divisées de U (ceci signifie qu'on se donne un Zp-
schéma T , une immersion fermée U ~» T, des puissances divisées sur 1'idéal

§ de U dans T compatibles avec celles sur Zp , et qu'on suppose qu'il existe
k >0 tel que pky = 0). Puisque p est alors nilpotent sur T , il existe n > 1

et un morphisme de faisceaux d'anneaux sur T , Z/pn% -—> 0,

r 5 Oon pose

T
M(U,T) = -Q-T ®Z/pn2 En s

N T . sk s . .
ol En est le faisceau zariskien sur T déduit du faisceau étale sur T correspon-

dant 2 En/U par l'équivalence entre les sites étales sur U et T rappelées en

1.1.4.
On voit aussitdt qu'on obtient ainsi un module localement libre de rang fini
~
M sur Scris , qui est muni d'un isomorphisme canonique Fy ¢ g*M) == M . Ce

dernier provient de la compatibilité de la construction précédente avec les change-
*

ments de base, et de ce qu'on a fS(E) ~ E , ou fs : § —>» S est le Frobenius

absolu de S . Le F-cristal (M,FM) est par définition la valeur en E du

foncteur (3.1.2.1).

3.1.2.1. Proposition. Supposons que S soit un schéma lisse sur un_corps k
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(de caractéristique p ). Alors le foncteur (3.1.2.1) est pleinement fideéle et son

image essentielle est formée des F-cristaux M pour lesquels F est up isomor-

phisme.

3.1.2.2, Voici une esquisse de preuve, que j'ai appris de Katz : il suffit de montrer

comment & un F-cristal (M,FM) , ou F est un isomorphisme, on peut associer un

M

systéme local p-adique E = (En)n21 . Le systeéme E doit 8tre pensé comme le sous-

faisceau de M de points fixes sous F donc chaque E st le sous~faisceau

M 3

de points fixes sous FM modulo pn . Précisons davantage la définition des En s

en supposant S affine (il est clair qu'on a le droit de se localiser), Soit W
un anneau de Cohen de corps résiduel k (EGA OIV , 19.8.4, 19.8.6) et posons
wn = w/p“w . Choisissons un systéme Sn » O de relévements compatibles de § et

de £ ot les S sont des schémas lisses sur W_, et ¢ : 8 —>3§ induit sur
S n n n n n

la fibre spéciale fs (SGA 1, III) . Le F-cristal M définit des modules localement

o~

* ~
libres M sur S munis d'isomorphismes F_: g (M —> M , et on pose E
n n n n n n n
pour le faisceau des points fixes de Fn , et on vérifie par récurrence en n que ce
sont des faisceaux étales localement constants sur Sn (définissant donc des objets
n . ..
analogues En sur S par l.1.4) en Z/p Z - modules libres de type fini, et que
le systéme (En)nzl est un systéme local p-adique. Pour n=1 , M; est un
gs—module localement libre muni d'un isomorphisme Fl p-linéaire ; si on écrit les
équations définissant les points fixes de F1 , on trouve que celles-ci définissent

un revétement étale de S , sur lequel E se trivialise. On procéde de m2me pour

1

. . 2 ., . . . P L
trouver des points fixes mod.p induisant un point fixe mod.p donné, et ainsi de

suite,

3.1.3. On notera Fcris (S) la ®-catégorie ACU Qp—linéaire ayant comme objets les
F~cristaux non-dégénérés (3,1.1) et comme morphismes entre deux tels F-cristaux

M,M!

i
QP ®Zp Hom(M,M') .,
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Soit L le F-cristal ayant @ comme module sous~jacent et p.id comme
cris
Frobenius ; il est évidemment non dégénéré, De plus, L est un objet l-régulier de
+ P .
Fcris (S) (1.0.1.3), Soit Fcriso(S) 1la ®-catégorie ACU Qp—linealre qu'on obtient

rendant L inversible (voir 4.4.1 pour une description générale de ce procédé).

Il v a un ®-foncteur ACU Qp-linéaire
(3.1.3.1) Fcris+(S) —>» Fcriso(S)

qui est pleinement fidele, et pour tout objet M de Fcriso(S) il existe n 2 0 tel

®n + . <
que M®L se trouve dans Fcris (S). Les objets de Fcriso(S) seront appelés
F-isocristaux, ou plus simplement (puisque c'est surtout d'eux qu'on parlera)
+ - .
F-cristaux. Les F-isocristaux provenant de Fcris (8) sont appelés effectifs, et

l'inverse de L est le F-isocristal de Tate.

L'importance de Fcriso(S) provient de ce qu'elle est rigide (I 5.1.1) : en
rendant L inversible on a aussi introduit pour chaque F-cristal non dégénéré
v
L@»

(M,FM) =M un F-isocristal M 5 11 suffit de poser M = T @M on M' est le

4

* t )
F~cristal ayant M = Hom(M,g ) comme module sous-jacent, V comme Frobenius,

S .
cris

.t * % % ) %
et o V:g{M)~-—>M est le transposé d'un morphisme V : M —> g (M)

vérifiant VF = p"id (3.1.1).

3.1.3.1. Le ®foncteur (3.1.2.1) induit un foncteur rigide Qp—linéaire
(3.1.3.2) SLoc (8) — Fcriso(8)
sboe, Feriso

des faisceaux p-adiques sur S (pour la topologie étale) dans les F-isocristaux.
Ce foncteur est pleinement fidele si S est lisse sur un corps k (par exemple si

S lui-méme est le spectre d'um corps).

3.1.4. Soit k wun corps de caractéristique p , et posons S = Spec(k) ; on
remplacera S par k dans les notations attribuées aux catégories définies plus
haut. Ainsi par exemple Fcrisof(k) est la catégorie de F-isocristaux sur k f{ou

plutdt sur S ).



Soit W wun anneau de Cohen ayant k comme corps résiduel (EGA O , 19.8.4,

iv
19.8.6), et pour chaque n = 1 posons Wn = w/pnw qui est une algébre formellement
lisse sur #Z/p"Z (loc.cit.). On sait (voir BERTHELOT [2], 2.7 pour un énoncé
semblable) que la catégorie des modules localement libres de rang fini sur kcris
est équivalente 2 celle des W-modules libres de rang fini M , munis dans chaque
M/pnM d'une connexion & courbure nulle et nilpotente relativement au morphisme
Z/pnz _—> wn (n 2 1), ces connexions étant compatibles entre entre elles. Il

p A A P ] NP .t
résulte facilement de cette description que la ®-catégorie Qp~11nea1re Feris (k)

est abélienne, et en particulier que Fcriso(k) est une catégorie tannakienne sur

QP . Comme on le verra au 3.3, cette catégorie tannakienne est en général non neutre,
i.e. ne posséde pas de foncteur fibre a valeurs dans Qp . Toutefois, si W est un
anneau de Cohen de corps résiduel k et si K est son corps de fractions, elle

poss&de un foncteur fibre canonique & valeurs dans K .

3.1.5. Soit u : S' —> S  un morphisme de schémas de caractéristique p . Il

définit un morphisme de topos annelés (BERTHELOT [1], 3.2)

u . S8' —®» S . s
cris cris cris
et comme u commute avec les Frobenius de S , S’ (ufs, = fsu) , on obtient un &-
foncteur ACU Ep~linéaire "{mage inverse'" , ou "changement de base"
* .
u : Fcris(8) -—~—> Fcris(s') ,
induisant des ®-foncteurs ACU Qp-linéaires
#* .+ +
u : Fcris (§) =—> Fcris (8")
*
u : Feriso(§) -— Fcriso(s') .

On a aussi une compatibilité du changement de base avec les foncteurs

(3.1.2.1), (3.1.3.2). On a par exemple un carré commutatif & ®-isomorphisme prés
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SLoc (§) ————>» Fcriso(S)
(3.1.5.1) u u

SLoc {(§') ———> Fcriso(S')

ol les fldches horizontales sont données par (3.1.3.2).

3.2. F~cristaux sur un corps parfait.

3.2.0. Si k est un corps parfait de car.p , on note W(k) 1l'anneau des vecteurs
de Witt sur k (SERRE [1] 1I § 6), K(k) son corps des fractions ; on notera aussi
Wn(k) les anneaux de vecteurs de Witt de longueur n , Wn(k) = W(k)/an(k) .

Les anneaux W(k) , Wn(k), K{(k) dépendent de fagon fonctorielle du corps parfait

k , en particulier, 1'automorphisme de Frobenius de k , x+—> «®  se relazve en un
unique automorphisme ¢ de W(k) ; on notera aussi O les automorphismes correspon~

dants de Wn(k) , K(k) .

3.2.1, L'explicitation donnée en 3.1.4 pour les modules localement libres sur kcris

se simplifie dans le cas oi k est parfait : la donnée d'un module localement

libre de rang fini G sur kcris revient a4 celle d'un W(k)~module libre de type

fini M . Cette assertion peut se prouver sans peine de fagon directe, mais pour veir
qu'elle résulte de la description 3.1.4, c'est-a-dire que dans loc. cit. on peut

oublier les connexions sur les Mn = M/pnM , il suffit de remarquer qu'on a

1 . .
an/An 0 o An Z/p 2 .

11 résulte d'ici que Fecris(k) est équivalente & la catégorie des

W(k)-modules libres de type fini M munis d'un endomorphisme ¢-linéaire FM R

+ PR . . PP .
Fcris (k) équivalente avec la ®-catégorie ACU Qp—llnealre des K(k)~vectoriels de

rang fini M munis d'un isomorphisme O-linéaire FM ayant la propriété de laisser

stable un réseau (ou encore, comme on le vérifie aussitdt, tel que l'ensemble des

itérés F; , 121, soit borné dans le vectoriel End(M)). Enfin Fcriso(k)
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s'identifie 4 la catégorie des K(k)-vectoriels de rang fini M munis d'un automor-
P . , n .
phisme ¢-linéaire FM ; ceci provient de ce que pour n assez grand, p FM laisse

invariant un réseau et de la définition de Fcriso(k) (3.1.3).

3.2.1.1. Rappelons qu'on a un morphisme de catégories tannakiennes, qui est

pleinement fidéle
(3.2.1.1) SLoc (k) ~——-> Fcriso(k) .
2208, reriso

L'image essentielle de ce foncteur est formée par les F-cristaux (M’FM) tels

. . . -1 s i .
qu'il existe un réseau dans M stable par FM et FM ; ceci signifie aussi que
sz n
M et M sont des F~cristaux effectifs, ou encore que l'ensemble des itérés FM

(n € Z) est borné,

3.2.1.2. On notera G(k) 1la gerbe tannakienne sur Qp correspondant & Fcriso(k),

1 (k) la gerbe tannakienne sur @ _  correspondant a SLoc (k) (III 3.2). Rappelons
P P ===

que Sloc (k) est neutre ; de fagon précise, le choix d'une cldture algébrique

k de k identifie SLoc (k) avec la catégorie des § -vectoriels de rang fini munis
P P

d'une action continue de Gal{k/k).

Le morphisme (3.2.1.1) définit un épimorphisme de gerbes (III 3.3.3 ¢))

(3.2.1.2) G(k) ———>1 (k) .
P

3.2.2. Si k'/k est une extension de corps, on a un carré commutatif (& isomorphisme
prés) de gerbes sur QP

Gk') —> 3K)
(3.2.2.1)

1 (k') —=> 11 (k) ,

-PpP -p

oll les fléches verticales sont les fliéches (3.2.1.2), et ou les fléches horizontales

proviennent des foncteurs changement de base
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(3.2.2.2) Fcriso(k) —» Fcriso(k')
(3.2.2.3) SLoc (k) ———» SLoc (k')
P - P

En termes de l'explicitation donnée en 3.2.1 pour Fcriso(k) , le foncteur

(3.2.2.2 associe 2 (M,FM} M @% W(k') muni du Frobenius déduit de FM par

(k)

extension des scalaires.

3.2.2,1. Supposons que k' et k soient des corps algébriquement clos. D'aprés

MANIN [1], 11 § 2, (3.2.2.2) est une équivalence de catégories tannakiennes sur
Qp ; en effet, en loc.cit. Manin classifie les objets simples de Fcriso(k) pour k

un corps algébriquement clos. Il trouve que cette classification est indépendante de
k et que ces objets sont définis sur Eﬁ , i.e. proviennent de Fcriso(E%) (voir

aussi 3.3.3 plus loin).

3.2.2.2. De ce qui précéde, on déduit que si k est un corps parfait
Q(i)‘“4> G(k) est un monomorphisme de gerbes. En effet, ce qui précéde entrafne par

IIT 3.3.3 ¢) que le composé Q(i) —> G(k) —> Q(Fp) est un monomorphisme de gerbes.

3.2.3. Soit k'/k une extension galoisienne de corps parfaits, et soit gﬁ(k'/k)

la gerbe quotient de Ep(k) correspondant 3 la sous-catégorie tannakienne de SLoc(k)

des faisceaux p-adiques devenant triviaux sur k' . Alors, la suite de gerbes sur Qp
(3.2.3.1) Gk —> Gk —> Ep(k'/k) —>1

est exacte (i.e, pour une extension L convenable de Qp , la suite de L~groupes
qu'on obtient en choisissant un objet sur L de G(k') est exacte). Ceci signifie
simplement, compte tenu du dictionnaire de III 3.2.3.1, que dans le diagramme de

catégories tannakiennes sur @
p

(3.2.3.2) SLoc (k) —==> Fcriso(k) — Fcriso(k')
skoe, Feriso Feriso

les F-cristaux (M,F ) sur k qui devienment triviaux sur k' sont exactement ceux
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qui proviennent d'un faisceau p-adique sur k devenant trivial sur k' : en effet,
si (M,FM) est envoyé en (M',Fﬁ) et celui-ci est trivial, en particulier 1'ensemble
des itérés F'" (n € Z) est borné, donc il en est de méme pour l'ensemble des itérés
e , ce qui prouve par 3.2.1.1 que M,FM provient d'un faisceau p-adique ; il est

clair que celui-ci se trivialise sur k'

3.2.3.1. Proposition. Soit k'/k une extension galoisienne de corps parfaits. Alors,

la suite de gerbes tannakiennes sur Qp
(3.2.3.3) 1 — &)Y — gk) —> gp(k'/k) -> 1,

est exacte. En particulier, si k est un corps parfait

a) on a une extension de gerbes (voir 3.3 pour la structure QO;))

(3.2.3.4) 1 — §k) — Ggk) —> o) — 1 .

b) les morphismes G(k) —> Q(Fp) > Gk) —> Ep(k), induisent une

équivalence de gerbes

(3.2.3.5) Gk) == QT ) x 1 (k)
P P

0 (F )
P P

3.2.3.2. Preuve. Pour prouver l'exactitude de (3.2.3.3) il suffit de prouver que le
morphisme G(k') —> G(k) est un monomorphisme de gerbes. Ceci a déji été fait en
3.2.2.2 si k' =k ; le cas général s'en déduit par un diagram~chasing dans le

diagramme 1 1

1 —> g k') —> 71 (k)
P P

Gk —— G

G  =——— gk

| !
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Enfin, b) résulte formellement de 1'énoncé principal une fois qu'on rappelle
que Fcriso(i;) ~—> Fcriso(k) est une équivalence de catégories tannakiennes (voir

3.2.2.1).

3.3. Cas d'un corps algébrigquement clos.

3.3.1. Soit k wun corps algébriquement clos de caractéristique. Dans MANIN [11,
chap. II, on détermine la structure de la catégorie abélienne Eggigi(k) des
F-isocristaux effectifs sur k (3.1.3, 3.2.1). On trouve que c'est une catégorie
semi-simple, et que l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets simples de
£g£1§+(k) se trouve en correspondante biunivoque avec l'ensemble Q+ des nombres
rationnels = Q0 de la facon suivante, Soit =z = % 1'écriture normalisée d'un
élément =z de Q+ ,i.e. s=0, r=1, oubien s,r 21 et {s,r) =1 ; alors

on note Ez le F-cristal (M,FM) ol
M= KT}/ (t"-p°) ,

et F, est induit par l'endomorphisme F de K[T]

FE(T)) = T.£°(T) .

Tei K = K(k) , et f£9(T) est le polyndme obtenu en appliquant o aux coefficients
de £(T) . L'objet Ez est simple et la bijection précédente est celle qui associe

-+ .
a z la classe de Ez . On prouve aussi (loc.cit.) que si z,z' € Q@ , le F-cristal

Ez ® Ez, est isotypique de type Ez+'z,

L'objet unité de Fcris+(k} correspond 2 EO , 1'objet L défini en
3.1.3 est isomorphe a E1 comme on voit sur la définition. On en déduit que la

catégorie Fcriso(k) des F-isocristaux sur k est semi-simple, que le produit tenso-

riel des deux objets isotypiques est isotypique, et que le groupe des types de

Ferisolk) (voir 3.5.1) est canoniquement isomorphe 3 @ .
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3.3.2. Théor2me. La catégorie tannakienne Fcriso(k) a comme lien le groupe

diagonalisable D(Q) ; moyennant 1'isomorphisme du corps de classe local

Br(Qp} =~ Q/Z , la classe de Fecriso(k) dans HZ(QP,D(Q)) = Homz(Q,Br(Qp}} est

la projection canonigue Q@ — Q/Z .

3.3.2.1. Preuve., Compte tenu de 3.5, il suffit de prouver le

3.3.2.2. Lemme. Si z = s/r € Q+ , et AZ = End(EZ) , alors AZ est un_corps

gauche de centre Qp dont la classe dans Br(Qp) correspond 3 s/r par 1'isomor-

phisme Br(Qp) ~ Q/Z

Puisque Ez est simple, AZ est un corps gauche ; si on explicite A en

termes de la base I,T,...,Tr”1 du K-vectoriel K[T]/(Tr~ps) sous~jacent 2 EZ s

on voit que A est isomorphe & 1'algébre des matrices r X r u = (uij) avec

coefficients dans K qui vérifient les formules

(1 = o(ur,r)
= < i ig -
Yitl, 5+l oluy ) L=ijsrl
u = p ScCu_ ) 1sj<r-1
1,3+1 r,j
a( 1<is<r-l
MYk, POty 1)
I1 résulte aussitdt d'ici que
r -
o) (ui_]) = uij s

i.e. que les coefficients uij se trouvent dans Kr = K(E‘r), 1'extension non
ramifiée de degré r de Qp contenue dans X , et que,en tant que Kr—vectoriel,

A est de rang r ; l'explicitation précédente donne un morphisme de Qp-algébres

A —> M (K) ,
r r
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d'ol un isomorphisme de Kr—algébres simples

£:K ® A —> M (K) .
er ror

En particulier, le centre de A est Qp . Rappelons maintenant le calcul de
l'invariant d'une Qp-—alg‘ebre simple centrale B dans Q/Z (voir par exemple
SERRE [1] X § 5 et XII § 3) : soit L une extension finie galoisienne non ramifiée
de Qp qui décompose B , donc L = Kn pour un certain mn , et choisissons un
isomorphisme

£ K ®QPB > Md(Kn)

avec une algébre de matrices. Si ¢ est le Frobenius, engendrant Gal(Kn/QP} ~
Z/aZ , g(f) 1'isomorphisme déduit de p par l'extension des scalaires

G : Kn — Kn , l'automorphisme flo o(£f) de Md(Kn) est intérieur (voir Bourbaki,
Algeébre, chap. 8 § 10, th. 1), soit f_lo o(£) = int{(t) . On vérifie aussitdt que le
cobord & de la l-cochaine t de Z/nZ 2a valeurs dans GLd(Kn) est un 2-cocycle

2 .
ben (Kn/QP,Gm), i.e. que

£ o ole) ... o™ ey

o
]

#* *
est dans le centre de GLd(Kn) , i.e. b € Kn ;o siovi K —> Z est la valuation

*
normalisée de K (i.e. vip) = 1) ,v{(8) définit un élément v(&) dans

2
H(Z/nZ,Z) o~ Z/nZ et 1'invariant de 1la Qp—alg‘ebre simple B est l'image

canonique v{(8)/n de v{(&) dans @Q/Z.

Reprenons ceci dans notre cas : ona L = Kr , et on dispose d'un isomor-

phisme
£f:K ® A = M () .
r Tor

%

On voit aussitdt qu'on peut prendre pour t la matrice de FM (avec les

notations de 3.3.1), et qu'on a & = pS , d'ott v(8) = 5 et la classe de A est

s/r mod.l ,
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3.3.3. On peut déduire aussitdt de ce qui précéde 1'indépendance de Fcriso(k) en
le corps algébriquement clos ; il suffit de remarquer que si o : k —> k' est un

morphisme de corps algébriquement clos, et

*
¢ : Fcriso{k) —> Fcriso(k')

*
le morphisme de catégories tannakiennes sur Qp qu'on en déduit, ¢ (EZ) = E2 pour

+

z € § . En effet, le F~cristal EZ sur k provient d'un F-cristal sur Fp s &
savoir
(3.3.3.1) Qp[T]/(Tr— p°)

3

Il en résulte que ¢  est une équivalence dec catégories tannakiennes respectant

les ®graduations de type @ .

3.3.3.1. Voici une conséquence utile de ces remarques, Soit k un corps parfait de
caractéristique p , k une clOture algébrique de k ., L'extension K(k) de K(k)

est galoisienne et on a

(3.3.3.2) Gal(X(k)/K(k)) = Gal(k/k)

Soit M un F-cristal sur k , M son image dans Feriso(k) ; le F-cristal
# est muni d'une graduation de type @ , sur laquelle agit Gal(k/k). D'aprés

ce qui précéde, cette graduation est invariante sous cette actiom, donc elle provient

d'une graduation

du F-cristal M sur k . En effet, si E (resp, E) est le vectoriel sur K(k)

(resp. K(k)) sous-jacent & M ({resp. M), on a

etl'action de Gal(k/k) correspond par 1'identification (3.3.3.2) a l'action évidente

de Gal(K(k)/K(k)) sur E .
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Il en résulte que, pour tout corps parfait k de caractéristique p ,
Fcriso(k) est muni d'une ®-graduation de type § , fonctorielle en k . Cette

@-graduation sera appelée la graduation par les pentes, les pentes d'un F-cristal

M étant les z € Q tels que e # 0 . Un objet est isopentique s'il n'a qu'une
seule pente. Enfin, on vérifie que les F-cristaux de pente nulle sont exactement

ceux qui proviennent d'un faisceau p-adique (voir 3.2.1.1).

3.4, Cas d'un corps fini.

3.4.1. Traitons d'abord le cas du corps premier Ep . On a KCWP)= Qp , et la
catégorie tannakienne Fcriso(ﬂ%) s'interpréte simplement comme la catégorie des

Qp— vectoriels M de rang fini, munis d'un automorphisme F Le foncteur fibre

M
canonique (M,FM) —> M identifie Fcriso(Ep) a la catégorie des représentations

linéaires dans des Qp-vectoriels de rang fini du Qp-groupe G , enveloppe algébrique

de Z ; ce dernier est simplement le produit du groupe Ga par le groupe de type

. s . P - - 3 . .
multiplicatif ayant comme module galoisien de caractéres Qp avec l'action évidente

de Gal(ﬁé/Qp) (décomposition de Jordan d'un automorphisme d'un vectoriel de rang

fini).

La catégorie tannakienne SLoc (F_) sur @ des faisceaux p~adiques sur
P P P
Fp s'identifie a celle des Qp-vectoriels de rang fini M , munis d'un automorphisme
FM tel que l'action correspondante de Z , n +—> Fn, se prolonge a un homomorphisme
continu Z -—> Aut(M) , oit on met sur M 1la topologie p~adique (remarquons que
cette identification provient du choix d'une clbture algébrique de B% ; on prendra

le corps résiduel de la cldture algébrique Qp de Qp choisie plus haut).

Sur ces descriptions, on voit qu'il y a un ®foncteur pleinement fidéle évident
(3.4.1.1) SLoc (IF ) —> Fcriso(F )
- P P - P

Le @ -groupe G' des automorphismes du foncteur oubli sur SLoc (F ) s'identifie
P —P P

au groupe quotient de l'enveloppe algébrique de Z , produit de 6, par le groupe de



- 345 -

type multiplicatif ayant comme module galoisien de caractéres le sous-module de

—
%

_#
des unités p~adiques (i.e., des x € Qp tels que vp(x) = 1). On obtient une

suite exacte de Qp-groupes

(3.4.1.2) 0 —> p(Q) G G' o .

On prendra garde que le morphisme (3.4.1.1) n'est pas le morphisme habituel
(3.2.1.1) ; toutefois, l'image essentielle des deux foncteurs est la meme, i.e. les
F-cristaux de pente nulle, On vérifie aussitdt en explicitant la définition de
(3.2.1.1) que (3.,4.1.1) se déduit de (3.2.1.1) en tordant ce dernier par le

G'-torseur P sur Qp suivant (voir II 3.2.3.4) : on a un morphisme de Qp—graupes

G! —— (z)qu = lim (z/nz)Qp

évident, et P est l'image par ce morphisme du Z -torseur dont la classe dans

Hl(Q ,Z ) = Hom(Gal(Q /@ ),Z) est la projection canonique de Gal(§ /@ ) sur
pQP P P pp

le groupe de Galois de l'extension maximale non ramifiée de Qp , 4 savoir Z

On déduit de ceci et de 3.2.3.1, 3.3.2

3.4.1.1. Proposition. Dans la suite exacte de gerbes

0 —> F) —> GF) —>np (F) —>0 ,
p P PP

QCﬁp) s'identifie 3 la gerbe des reldévements dans Q(Fp) de la section P de

g_p(]Fp) (GIRAUD [1], IV 2.5.4.1).

3.4.1,2. En fait, toute la proposition peut se déduire directement de 3.2.3.1 et
3.3.2. Il suffit de vérifier que le cobord de P relativement & la suite exacte
(3.4.1.2) coincide dans HZ(QP,D(Q)) avec la classe de Q(fp) , égale par loc. cit.

a4 la projection canonique § —> Q/Z lorsqufon fait 1l'identification

2 -
H (Qp,D(Q)) = HomZ(Q,Q/E) .
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3.4.1.3. Remargue. Soit (M,FM) un F-cristal sur ]Fp ; F est un automorphisme
du Qp-—vectoriel M , et il est clair que les pentes du F-cristal M sont les

valuations (normalisée par v(p) = 1) des valeurs propres de F .

3.4.2. Soient r =1, iFr le corps fini a Pr éléments (on choisit une cl8ture
P
algébrique Qp de Qp , d'oll une cl8ture algébrique le de ]Fp et des corps

]Fr ). On notera K= K(F ) le corps des fractions de 1'anneau des vecteurs de
P P
Witt sur ]I*"r ; c'est l'extension non ramifiée de Qp de degré r , engendrée par

les racines (p -1)-imes de l'unité. Le groupe de Galois de Kr/Qp s'identifie 2
celui de ]Fr/]Fp , L.e. a Z/xZ . On déduit de 3.2.3.1, qu'on a une suite exacte

P
de gerbes tannakiennes

(3.4.2.1) 0o —> Q(IFr) I Q(]Fp) - (Z/xZ), —>0
P

%

et qu'on a un isomorphisme de gerbes

r H

(3.4.2.2) GF ) — Q(]F ) X TTS,(]F
P
_p(lf;;

~

le morphisme 11 (F ) —3> 11 (F ) provient de la multiplication par r dans Z .
p¥ P P
Soit (M,FM) un F-cristal sur F l1tapplication F; : M—> M est

Kr-linéaire, et on peut regarder (M,F;) comme un objet de la catégorie tannakienne
[Fcriso(}Fp)]K , i.e. comme un F-cristal sur IFP muni d'une action de K. (11 1.5.2).

T
On définit ainsi un @-foncteur ACU Qp—linéaire

(3.4.2.3) Fcriso(F r) —— Fcriso(Fp)K s
P r

d'od un morphisme de catégories tannakiennes sur Kr

(3.4.2.4) Fcriso(F r)Kr — Fcriso(]Fp)Kr

De ce qui précede, on déduit aussitdt
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3.4.2.1, Proposition. Le morphisme (3.4.2.4) est une équivalence de catégories

tannakiennes sur Kr .

3.4.2.2. (Corollaire. Si (M,FM) est un F-cristal sur F _, les pentes de (M,FM)
P
sont les valuations des valeurs propres de Fg (normalisées par v(pr) = 1).

Ceei découle de la proposition et de 3.4.1.3 {voir aussi MANIN [1], II § 3).

3.5. Appendice : catégories tannakiennes & lien diagonalisable.

On fixe un corps K supposé pour simplifier de caractéristique O

(Qp dans les applications).

3.5.1. Propesition. Soit C wune catégorie tannakienne sur K . Alors, le lien de C

est un K-groupe diagonalisable (SGA 3, I 4.4) si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées.

a) C est semi-simple.

b) Le produit temsoriel de deux objets isotypiques est isotypique.

Dans ce cas, le lien de C est D(M) , o M est le groupe des types de C

(i.e. le groupe défini par le ® d'objets isotypiques de C) .

3.5.1.1. Preuve. 8i le lien de C est diagonalisable, on vérifie aussitdt, en se
ramenant au cas neutre, que les conditions a), b), sont vérifiées. Inversement,

supposons les conditions a), b) vérifiées ; on a un morphisme de liens évident
. _ ®, .
D(M) —> Cent(lien C) = Aut (ldc) s

et il suffit de vérifier localement sur K pour la topologie fpgqc que ce morphisme
identifie D(M) au lien de C . On peut donc supposer qu'il existe un foncteur fibre
w : ¢ —> Modf(K) (III 3.2). Je vais montrer que chaque objet simple de C est de

rang 1 , ce qui entralnera aussitdt que C s'identifie grdce 3 w & la catégorie
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Grado(M} des K-vectoriels gradués de type M et de rang fini, et on sait que le
lien de celle-ci est M (IV 1.2.1). En effet, si E est simple de rang r ,

2
E®E est isotypique, donc constant et End(E) ~ Hom(l,E ® E) est de rang r° ;

on en déduit que w induit un isomorphisme
® : End(E) -~ End W(E)) (= M (K)

et End(E) étant un corps, ona r =1
La derniére assertion de 3.5.1 est contenue dans ce qui précéde.

3.5.1.2. Remarque. Une catégorie tannakienne a lien diagonalisable C possade

la propriété supplémentaire suivante :

sl E est un objet simple de C , End(E) est un corps gauche de centre K .

3.5.2, Soit M un groupe abélien, et soit D(M) 1le K-groupe diagonalisable qu'il
définit. On explicitera ici le groupe HZ(K,D(M)) , étant entendu qu'il est calculé

pour la topologie fpqc (cf. chap. II1),
Si M=Z , il y a un isomorphisme canonique
(3.5.2.1) HZ(K,Gm) 2 BrK)

de HZ(K,Gm) avec le groupe Br(K) des classes de K-algébres simples centrales ;

si A est une telle algtbre, la classe de cohomologie de A est la classe de la
gerbe sur ch (I11 3.1) dont la fibre en un K-schéma S est la catégorie des couples
(E,p) d'un gs-module localement libre E et d'un isomorphisme de Qs—algébres

@ : End, (E) => A ® O5 . (voir GIRAUD [1], V 4.2). En général, on a un morphisme
=5
de groupes, fonctoriel en M

(3.5.2.2) g : B(K,DOD) —> Hom (M,Br(K)

défini de la fagon suivante : si x € HZ(K,D(M)), méM,
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*
£(x)(m) cpm(x) ,

o @ : Z —>M est défini par ¢ﬁ(l) m, et

tp: : HZ(K,D(M}) —— HZ(K,D(Z)) ~ Br(K)

est le morphisme induit en cohomologie.

3.5.2.1. Proposition. Le morphisme (3.5.2.2) est un isomorphisme.

3.5.2.2, Preuve. C('est vrai pour M = Z , auquel cas (3.5.2.2) se réduit 2
(3.5.2.1). C'est aussi vrai si M = Z<I), oi I est un ensemble quelconque, puisque
les deux termes transforment sommes en produits. Pour le terme de gauche, on voit en
utilisant 1'interprétation géométrique du H2 comme ensemble de classes d'équiva-
lence de gerbes, que le H2 commute avec les produits de K-groupes affines (on

remarquera que ceci tient a la nature de la topologie fpqc , le mBme énoncé étant
faux pour la topologie fppf par exemple).
En général, on a une suite exacte courte
(1 @)

o —> 7 —— 7L — M —> 0

3

0 —s p(M) —--—>ci;j1 -——>G;—~>O }

Puisque Hl(K,Gé) = 0 (méme raisonnement), on a une suite exacte
2
0 —> H (XK,D(M)) —> HZ(K,@m)J —> HZ(K,Gm)I s

et on conclut aussitdt.

3.5.2.3. Corollaire., Une catégorie tannakienne 3 lien diagonalisable sur un corps

algébrigquement clos K est neutre (III 3.2.1),

En effet, Br(K) =0 .
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3.5.3. Proposition. Soit C une catégorie tannakienne sur K & lien diagonalisable,

2
et soit M le groupe des types de C . Alors, la classe de C dans H (K,D(M))

(111 2.3) correspond par 1'isomorphisme 3.5.2.2 & 1'homomorphisme M —> Br(K)

qui_ & un objet isotypique E associe la classe de 1'algdbre simple centrale End(E) .

(voir 3.5.1.2).

3.5.3.1. Preuve. Soit E un objet isotypique de C , A = End(E) , et notons G
la gerbe définie par A (voir 3.5.2), (= FIBO(Q) la gerbe des foncteurs fibre
sur C (III 3.2.2), qui définit la classe de cohomologie de C . On a un morphisme

de gerbes

Q_-—>Q'A

défini ainsi : si S est un K-schéma, w : ¢ —> Loclib{(8) un foncteur fibre, la
valeur de ce morphisme en w est le couple (w(E),p) , ob t© est le morphisme de

gs—algebres ®:A® O —> Endis(w(E)) induit par w (la vérification de ce que

@ est un isomorphisme se fait comme la fin de la preuve 3.5.1.1). Si la classe de
E dans M est notée m , on voit sans peine que le lien de ce morphisme de gerbes
est le morphisme D(M) —> ¢~ déduit de @ : Z —> M. On conclut par la défini-

*
tion méme du morphisme ¢ : HZ(K,D(M)) — HZ(K,Gm) (GIRAUD [17, IV 3.1.5).
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§ 4. MOTIFS
Dans les numéros 4.1 2 4.4, on fixe un corps Kk . On utilisera de fagon
constante les notations et définitions de l'Appendice. Les constructions faites en
4.1 se trouvent aussi dans MANIN [2], KLEIMAN [2], et sont mises ici pour la comodité

du lecteur. Les développements du n® 4.2 a la fin sont comjecturaux.

4.1.0. Préliminaires. On fixe une relation d'équivalence admissible pour les cycles
algébriques ~ (A 0.2.1), qui en pratique sera alg ou num (A 0.2.2). La Q-algebre

graduée € (X) sera simplement notée C(X)

Dans ce numéro on construira une ®-catégorie ACU M(k) (ou plus simplement
#{(k)) qui 2 la contrainte de commutativité prés est la catégorie des motifs. On
procdde par étapes en partant de V(k) et en ajoutant 2 chaque fois, soit des
objets, soit des morphismes. Le premier stade de ce processus est la catégorie des

correspondances de degré zéro gzo(k) définie en A 0.3.3.

4.1.1, La catégorie CV(k) des correspondances. On fait de cette catégorie,

définie en A 0.3.3.3, une ®-catégorie ACU de la fagon suivante, Si X,Y sont des

objets de CV(k) , i.e. des k-schémas lisses et projectifs, on pose

I®Y = X XxY

si £ E€C(X xX'), g€ cC(Yy xY') sont des correspondances algébriques,

f®g €CX XY XxX'" XY') est simplement le cycle algébrique déduit de £ x g par
1l'isomorphisme canonique X X X' X ¥ X Y' =X x ¥ X X' X Y' . La loi ® ainsi
définie est munie d'une contrainte ACU évidente (I 2,4,1), et elle est @Q-linéaire.
Si, avec les notations précédentes, £ (resp. g) est de degré i (resp. j),

f ®g est de degré i+ j . Cecientraine que Qyo(k) est une sous-®-catégorie de

cvik).

Soit ¢ : Y —=>X un morphisme de k-schémas lisses et projectifs, et notons
T(p) 1la classe dans C(XxY) du graphe Tw C XxY de ¢ . C'est une correspondance
de X dans Y de degré zéro (l'ordre X,Y est ici important), et on définit ainsi

un foncteur ) (Contravariant)
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(4.1.1.1) vk — o)

qui est méme un ®&-foncteur ACU strict (I 4.1.1). Ceci permet d'interpréter
ggo(k) comme la catégorie ayant m@mes objets que V(k) et dans laquelle on a
ajouté aux morphismes de k-schémas les correspondances ayant la codimension

appropriée.

- . . . . N . o]
La ®-catégorie ACU qu'on obtient ainsi, & savoir CV (k) , a l'avantage

sur V(k) d'atre linéaire, et méme €-linéaire. Toutefois, elle n'est pas abélienne,

. . sz 2 . .
et il y a meme des endomorphismes p avec la propriété p = p (i.e. des projecteurs)
qui ne possédent pas de noyau. On remédie a la non existence des noyaux de projecteurs,
en les introduisant de fag¢on formelle (voir 4%.1.2), et on verra au numéro suivant
comment les conjectures standard entrainent que ceci suffit 3 rendre abélienne la

catégorie.

4.1.2. La catégorie gﬁ(k) des motifs effectifs.

4.1.2.1. Rappelons quelques définitions et constructions (SGA 4, IV 7.3). Une
catégorie € est karoubienne si pour tout objet X de C , et tout projecteur p

de X , le noyau du couple

est représentable. Il faut et il suffit pour cela que le conoyau du couple précédent
soit représentable, et dans ce cas Ker(idx,p) et Coker(idx,p) sont canoniquement
isomorphes. Pour toute catégorie C 1l existe une catégorie karoubienne kar(C)

et un foncteur ¢ : C => kar{C) universel pour les foncteurs de C dans une
catégorie karoubienne, i.e. tel que si C' est une catégorie karoubienne le
foncteur

Hom(kar(C),C') —> Hom(C,C")

f —> focp
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soit une équivalence de catégories. Voici une construction de kar(C) , ¢ . Les
objets de kar(C) sont les couples (X,p) d'un objet X de C et d'un projecteur

p de X, et si (X,p) , (Y,q) sont deux tels objets
(6.1.2.1) Hom{{(X,p),{(¥,q)) = {f : X —> ¥/ qfp = £}

Le foncteur ¢ : ¢ —> kar(C) est défini par
(4.1.2.2) P(x) = (X,idy) .

Il est pleinement fidéle. Pour ce choix de kar(C) , on a pour des catégories

C , €' un isomorphisme canonique
kar(C x C') = kar(C) x kar(C') .

On en déduit que si € est une ®catégorie (resp. une @-catégorie ACU,...)

kar(C) est munie de fagon naturelle d'une structure de méme type.
3% &

Soit € wune catégorie linéaire, et soit p un projecteur d'un objet X
de C . Alors idx-p est aussi un projecteur, et si C est karoubienne, on a
de fagon canonique

X = ker{p) & ker(idx—p) .

Si C n'est pas karoubienne, son enveloppe karoubienne kar(C) est également linéaire

et on a
(X,idx) = (X,idx—p) & X,p) .

Dans cette expression, (X,idx—p) correspond au noyau de p , (X,p) 2 l'image de
p . De facon plus générale, si X est un objet de la catégorie linéaire ( , toute

décomposition

de l'identité en somme de projecteurs deux & deux orthogonaux, définit une décompo~

sition de X = (X,idx)
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(4.1.2.3) X = & &,p.),
i=1 *

i.e. une décomposition en somme des images des projecteurs. Si C est une ®-catégorie

linéaire, explicitons pour terminer, la somme directe et le ® d'objets dans kar(C)

I

&,p) ®@ (¥,q) = X@Y,p &q)

(4.1.2.4)

)

X,p) ® (¥,q) X®Y,p®q

4,1.2.2. La catégorie des motifs effectifs §+(k) est définie par

(4.1.2.5) M) = kar(cv®(k))

Un motif effectif est donc un couple (X,p) d'un k-schéma lisse et
projectif X et d'un élément idempotent p dans l'anneau des correspondances de

degré O de X dans X . On a un ®foncteur ACU strict @-linéaire
k) — M),
qui composé avec (4.1.1.1) donne un @&foncteur ACU
K va° —> M)

Si X € ob V(k) , h(X) s'appelle le motif de X , ou encore la cohomologie motivigue

de X . L'égalité

(4.1.2.6) h(X x ¥) = h(X) x h(y)

peut s'interpréter comme la formule de Kinneth en cohomologle motivique.

4.1.2,3. Soient X wun k-schéma lisse projectif et connexe de dimension n , x

un point fermé de X de degré d(x) . L'élément

ey = a0 e W

est indépendant du choix d'un point fermé x , et définit un isomorphisme

") ~ g .
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On vérifie aussitdt que les endomorphismes de h(X)

_ 3* " 3* n
Py priley) , g = prz(ex) €C I xX)

sont des projecteurs. De fagon plus générale, si Y ,Z sont aussi connexes de

dimension n , et si on pose

= prz(ex) € cx x v

Py x
3 n
4y x = Pryley) €CTE XV,
on a
Py ° Pyx T Pgpx
(4.1.2.7)
4G v ° 9%,x - Yx

Ceci signifie que les Py x (resp. 9y X) constituent un systéme transitif d'iso-
3 3
morphismes entre les motifs effectifs (X,px) (resp. (X,qx)) pour X connexe de

dimension n : en effet, on a id(X ) = p pour un motif effectif (X,p).
3

En fait, pour définir les comme morphismes dans gyo(k) , on n'utilise

Py,x
pas la condition dim Y = dim X , condition qui est toutefois indispensable dans la

définition des On voit done que les motifs effectifs (X,pX) sont canoni-

Gy x -

quement isomorphes ; on peut en particulier faire X = Spec(k) , d'ou
(4.1.2.8) (X’PX) =~ 1
ot 1 désigne comme d'habitude l'objet unité h{Spec(k)).
4,1.2.4, Restent A calculer les (X,qX) , pour X de dimension n . On peut faire
X = (PH™. Le motif effectif
(4.1.2.9) L= (@hq,p)
vdoe & ’qIPl

est appelé le motif de Lefschetz. On en déduit aussitdt que




(4.1.2.10) K,q0 = L0,

d'olu une décomposition canonique pour le motif d'unm k-schéma lisse projectif et

connexe de dimension n # 0 ,

(4.1.2.11) hx) =1ehn & 1%,

+ PP
ot h (X) = (X,idx—px~qx) (cette notation est légitime si X est géométriquement

1

connexe)., Si X = P, idx = Py + Ay d'ol

(4.1.2.12) nel) =1ew
La connaissance de C(En) et de C(BP"x X) en tant que C{X)-algébre (A 0.2.3)

permet de prouver facilement

4,1.,2,5. Proposition. On a une décomposition

(4.1.2.13) hEY =1ere...615"

d'autre part, le motif L est l-régulier (I 0.1.3), i.e, 1'application

Hom{M,N) -—=> Hom(M ® L,N® L) ft—=>Q id;

est bijective. En particulier, End(ﬂ@n) ~qQ .

4.1.3. La catégorie des motifs.

4.1.3.1, On présente d'abord une construction générale dans les ®-catégories, celle
de rendre inversible un objet l-régulier (I 0.1.3). Soient C une ®-catégorie ACU,
L un objet l-régulier de C . On veut construire une ®&-catégorie ACU Q[L‘l] et
un @-foncteur

o:c —> o]

tel que ¢(L) soit inversible et qui soit universel pour les ®-catégories
. P, - . : -1
aient cette propriété. Voici une construction : les objets de C[L "] sont les

couples (M,m) d'un objet M de C et d'un entier m € Z . Si (M,m) , (N,n)
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sont deux tels objets,

(4.1.3.1) Hom((M,m), (N,n)) = lim Hom(M ® LI St

Nzn,m

)

les flaches de transition étant évidentes, ainsi que la composition de morphismes.

La loi ® est définie par

(4.1.3.2) M,m) ® (N,n) = MO®N,m+n) ,

et le & foncteur ¢ par

o) = M,0)
On a un isomorphisme canonique
) = @,-1),
et on voit que l'objet
T = (1,1)

est un inverse pour (L) . On adopte la notation suivante : si M est un objet
de C , m€Z, on note M(m) 1'objet (M,m) ; si on identifie C 3 une sous-

catégorie de Q[L-ll par ¢ , on a un isomorphisme canonique

M) M ® 1O

4.1.3.2. La catégorie des motifs M(k) est définie par

(4.1.3.3) MG = MO,
ot L est le motif de Lefschetz. Un motif M peut s'écrire donc sous la forme
®

M=M ®T 0

ot M' est effectif et T , l'inverse du motif de Lefschetz, est appelé le motif

de Tate , o M" =M' @L .

On a un @ foncteur ACU @-linéaire pleinement fidéle
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M (k) —> M)

d'ot un &-foncteur ACU, appelé encore cohomologie motivigue

R v(k)© —> M(k)

4.1.3.3. Remarque. La terminologie '"catégorie des motifs" employée pour M(k)
est provisoire. Au numéro suivant on modifiera de fagon non triviale la contrainte
de commutativité de ﬁ(k) . La ®-catégorie ACU obtenue ainsi, notée M(k) , sera

la vraie catégorie des motifs.

4.1.3.4. La ®-catégorie des motifs, munie du motif de Tate, permet de reconstituer
la ®-catégorie CV(k) des correspondances. 11 faut prouver que si X ,Y sont des
k-schémas lisses projectifs, on peut reconstruire le groupe Homi(X,Y) des
correspondances de degré i , pour i € Z . Supposons, pour simplifier, X connexe

de dimension n ; alors, on définit une bijection canonique, si 1i,j € Z

nt+j-i

(4.1.3.4) Hom(h(X) (1),h(Y)(j)) = ¢C (XxY)

Hom® ' (X,Y)

Pour ce faire, on remarque d'abord qu'on peut supposer, soit 1 =0 et j <0, soit
i <0 et j =0, suivant que j-i est négatif ou positif. Traitons le premier

cas, le second étant analogue : il faut définir une bijection, pour j < O

I x ¥ v) & Hom(h(x),h(v) ® 1570 |

Celle-ci est induite par le diagramme commutatif (voir 4.1.2.5 et A 0.2.3)

X XY x IP'j) ssmmm—— Hom (h(X) ,h(Y X IP'j))

T TR
& ™ T xY) 6 Hon(h(),h(¥) ®1%7)
r=0 r=0

It
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4.1.3.5. Proposition. La catégorie des motifs est une ®-catégorie rigide (I 5.1.1).

8i X est un k-schéma lisse projectif et connexe de dimension n , on a un isomor-

phisme canonique

hx)Y = R @) = h) & 7,

1'évaluation n(x) ® h(x) —> 1 (I 3.1.1) se déduisant de
h
h{X xX) (8) h(X) L®r1 , ot h(X) —> ﬂ&n ,est la projection canonique
(4.1,2.11).
4.1.3,6. Preuve,. On définit un foncteur

HO® — Bk MM

et des morphismes canoniques
v
evy M®M —> 1

en étendant en plusieurs étapes le foncteur
vV —> HK) X +—> h(X)(dim X)

muni du morphisme d'évaluation explicité en 4.1.3.5. On utilise pour ceci les
propriétés universelles des foncteurs V'(k) —> V(k) (pour la somme directe),

eV (k) —> M ), M) —> M)
Si M,N sont des motifs, on pose
v
Hom(M,N) = M ® N ,
muni de l'évaluation Hom(M,N) ® M —> N évidente
evM®1dN

MO®N® M M®MEN ———> N

R

Pour vérifier que c'est un objet Hom ,il suffit de prouver que si X,Y,Z sont

des schémas lisses projectifs, oi X (resp. Y) est connexe de dimension n (resp.m)
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Hom(h(X),h(Y) (m) ® h(z)) —> Hom(h(X x Y),h(z))
Compte tenu de 4,1.3.4, cette bijection n'est autre que

n+im n+m

C X xYx2)y=C (XxYXZ2)

Le reste de la proposition est maintenant trivial.

4.1.4., Motifs et théories de cohomologie.

4.1.4.1. Dans ce numéro on suppose que la relation d'équivalence pour les cycles

~ fixée en 4.1,0 est 1'équivalence algébrique. On note M = M(k).

4,1.4.2. Soient (Q,w,TC) un triple comme dans A 1.1.1, (#,y,Tr) une théorie
de cohomologie a valeurs dans ce triple. On associe 2 H = (H,y,Tr) un couple

(wH,QH) d'un ®foncteur rigide

=
o

et d'un isomorphisme

§H : wH(T} —— TC

de la facon suivante : le foncteur
o} +
H: yk)" ~—> ¢ —>¢C

s'étend a2 ¢V(k) , en utilisant les applications induites par Y et Tr (voir
A 1.3.2)

ct(x x ¥) —> Hom(H(X) ,H(Y) (i-n))

ot n = dim X ., Puisque C est par hypothese karoubienne, le ®-foncteur ACU

gyo(k) —> C s'étend 2a §+(k) , d'od un triangle commutatif
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D'autre part, les axiomes d'une théorie de cohomologie donnent un isomorphisme

canonigque

1(eh) =l®T§-1 )

d'ol , par (4.1.2.12), un isomorphisme

81 .
C 3

g w(l) —>

en particulier, w(L) est inversible donc par 4.1,3.1, w définit un ®-foncteur

ACU

et €' un isomorphisme

Ey wH(T) >~ T

o

4,1.4.3, Proposition. La correspondance (H,y,Tr) —> (wH,gH) définit une

équivalence de la catégorie Eg(k,(g,w,Tc)) des théories de cohomologie sur k &

valeurs dans (g,w,Tc) avec la catégorie des couples (w,&) d'un ®foncteur rigide

w: M—>C et d'un isomorphisme § : w(T) —> T, tels que w transforme

motifs effectifs en objets de € & degrés positifs,

4,1.4.4. Voici comment (w,£) définit une théorie de cohomologie (H,Y,Tr) . On
pose H=woh , et si X est connexe de dimension n , h(X)(n) —> 1 le

morphisme canonique déduit de (4.1.2.11), Try est 1'image par ®w de ce morphisme,

Enfin, pour définir Yy on se sert des isomorphismes (4.1.3.4)

ntj-i

Hom(h(X) (i),h(Y)(j)) = C (X xY)
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et de € : h(T) = T, -

4.1.5. Motifs effectifs de degré O,1l.

4.1.5.1. Un motif effectif M est de degré O s'il est facteur direct du motif
d'un k-schéma de dimension zéro. La catégorie des motifs effectifs de degré zéro,
notée g+°(k) , est la sous-catégorie karoubienne de M+(k) engendrée par les

+
h(X) , dim X = 0 ; c'est une sous-®-catégorie de M (k)

Choisissons une cldture algébrique k de k , et soit T = Gal(k/k) . On

a un & foncteur

g+o(k) —_— Reg.cont.o(r)

des motifs effectifs de degré O vers les Q-vectoriels de rang fini munis d'une
action continue du groupe profini I (i.e. se factorisant par un quotient fini),

dont la valeur en h(X) est donnée par

Qx(rc)

muni de l'action continue évidente de I' . On vérifie sans peine que c'est une
@-équivalence, identifiant un motif effectif de degré O 2a un @-vectoriel de rang

fini 2 action continue de I = Gal(k/k).

4.1.5.2. La catégorie M+l(k) des motifs effectifs de degré 1 est la sous-catégorie
additive karoubienne de M+(k) engendrée par les motifs h+(X) (4.1.2.4) pour X
une courbe (i.e. géométriquement connexe de dimension 1). On prouve dans MANIN [21,

§ 10, qu'il a une équivalence canonique de catégories Q-linéaires
q y q q g

M) > 1sab)

ot Igab(k) est la catégorie abélienne semi-simple des variétés abéliennes sur k ,

3 isogénie praés. L'équivalence associe 2 h (X)) la jacobienne de X , Jy
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4.2. La catégorie tannakienne des motifs.

4.2.0, On consid2re ici la catégorie des motifs construite en utilisant 1'équivalence

numérique des cycles, i.e. (4.1.0)
M) = M (k)
- ~num

On suppose de plus 1l'existence d'une théorie de cohomologie & valeurs dans
un corps de caractéristique zéro vérifiant les conjectures standard (A 2.4.1) ; par
exemple, on peut supposer la validité des conjectures standard pour une cohomologie

f-adique (A 1.4.1).

Si T = (Q,W,TC) est un triple de Tate (V 3.1.1), théorie de cohomologie
a4 valeurs dans T signifie théorie de cohomologie a valeurs dans T vérifiant les

conjectures standard (& 1.1.5, A 2.4.4),

On maintient ces conventions en 4.3-4.6.
4.2.1. On va construire une ®-graduation naturelle sur la catégorie M(k) . Rappelons
que ceci signifie que chaque motif M est muni d'une décomposition

M= & M
ncZ

canonique, et compatible en un sens évident avec la loi & ,
Pour ce faire, on procéde par étapes

4,2,1,1. Soit X wun k-schéma projectif, lisse et connexe de dimension =n . D'aprés
A (3.2.1), on a une décomposition dans 1l'anneau ¢™(X x X) des endomorphismes de

X dans ¢v°(k)

(4.2.1.1) id, = © mw ,
X dem X
ol ﬂ; =0 pour i £ [0,2n]. D'autre part, si Y est de dimension m , on a
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k _ i i
(4.2.1.2) m = z Ty ® Ty

KXY =k
On sait aussi (A 3.2) que les ﬂ; ne dépendent pas de la théorie de

. o . . . . i
cohomologie choisie. Les constructions qui suivent reposent uniquement sur les "X .

i . :
4.2.1.2. Les ﬂx sont des projecteurs orthogonaux, comme on le voit aussitdt, et

+
la formule (4.2.1.1) définit une décomposition du motif h(X) dans M (k) (4.1.2.1)

(4.2.1.3) h(x) = & hi)
ez

ot h'(X) = (X,ﬂ;) avec les notations de 4.1.2. D'autre part, la décomposition
(4.2.1.1) est fonctorielle dans la catégorie Q!O(k) , ce qui signifie ceci : si

fecE xY) , i.e. f : X —>Y dans Qlo(k) , alors

ce qui est une autre fagon de dire que H(f) : H{X) —> H(Y) est homogeéne de
degré O . En fait, le commutant des ﬂ; (0 £ i £ 2n) dans l'anneau C(X xX) des

P n
correspondances algébriques, est exactement € (X xX).

De ce qui précéde, et de (4.2.1.2), on déduit une ®graduation de

+
M (k) , caractérisé comme la seule pour laquelle on a
()" = h'(X)

On remarquera que le motif L est homogéne de degré 2.

4.,2.1.3. La @-graduation de §+(k) s'étend de facon immédiate en une @-graduation

de M(k) . On a

(4.2.1.4) wm,mt = o™ iez .

4.2.1.4. On utilise cette graduation pour modifier la contrainte de commutativité

de M(k) , qui munie de cette nouvelle loi ® ACU, sera notée M{k) ., C'est la
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véritable catégorie des motifs, qu'on étudie dans ce qui suit. Voici comment on

procéde : si M , N sont des motifs, et @ :M®N ¥ N®M est l'isomorphisme

de commutativité, alors

w = 8 @P’q

ol &p,q P e niznt oM ; on note Yy le nouvel isomorphisme de commutativité,
défini par
Vo= eyl

(4.2.1.5)
wp,q = (_1)Pq &p,q

On remarquera que pour que cette modification ait un sens il a été essentiel
de supposer la validité des conjectures de type Lefschetz. Cette modification est,
a2 son tour, essentielle pour étudier la catégorie des motifs du point de vue des

catégories tannakiennes.

4.2.2, Théordme. M{(k) est une catégorie tannakienne sur @ , et semi-simple.

4,2.2.1. Preuve. Soit (H,y,Tr) une théorie de cohomclogie sur k & valeurs dans

un corps de caractéristique zéro K . Elle définit un ®-foncteur rigide

w, ¢ BK) —> Gradf(®) .

En modifiant la contrainte de commutativité de M(k) , on a fait exactement

ce qu'il fallait pour interpréter comme un @-foncteur rigide

H

w, : M(k) —> gGradf(X) ,

H

oll dans la contrainte de commutativité de Gradf(K) il n'y a pas de signe. D'ailleurs,
par 4.2.1, la donnée du foncteur précédent équivaut 3 celle d'un @-foncteur rigide,
noté encore

w, : M(k) —> Modf(K) .

H
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Ce ®foncteur, qui est Q~linéaire, est fideéle, comme il résulte de A 2.4.1 ¢). Il

en résulte que le théor2me de Krull-Remak-Schmidt est valable dans M(k) : tout
motif M s'dcrit comme somme finie des motifs indécomposables. Pour prouver 4.2.2, il
suffit de prouver que M(k) est une catégorie abélienne semi-simple, ou encore,

par ce qui précede, qu'un motif indécomposable M est simple : soit i : NS> M

un sous-objet simple de M , N # 0 ; il est clair que M est homogéne, soit p

son degré. Om peut d'ailleurs, quitte 3 tensoriser par une pulssance de T , supposer
M et N effectifs, ce qui entrafine qu'on obtient M (resp. N) comme facteur

direct d'un motif effectif hP(X) (resp. WP(Y)), soit

Me M wP (x)

N &N vP (1)

Soit u ; BP(Y) —> bP(X) 1le morphisme donné par la matrice

i ]
u =

0 o]

et a b
u' =

c d

son transposé u' : hP(X) —> hP(Y) défini en A 3.3 (on suppose X,Y polarisés).
Alors (loc.cit.)

Tr{u'u) = Tr{ai) >0 ,

d'ou
ai # 0

et ai est un automorphisme, puisque N est simple. Le morphisme
.= -1
j=4f(ai) "a: 4 —>N

est une rétraction pour i , et M =N,
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4,2.2.2. Remarque. La ®&-catégorie rigide ﬁ(k) n'est pas tannakienne. En effet,
+ .
si elle l1'était, on déduirait aussitdt de 1a que Gradf—(k) est tannakienne, ce

qui est évidemment faux.

4.2.3. On a vu au cours de la preuve de 4.2.2 comment une théorie de cohomologie

H a valeurs dans K détermine un foncteur fibre (III 3.2.1.2)

wy ¢ M) —> Modf (K)

muni d'un isomorphisme

By ¢ wy(D) —> K.

Ceci reste valable si on remplace K par un Q-schéma § (A 1.1.4).

Si, de fagon plus générale, on prend une théorie de cohomologie H & valeurs
dans une catégorie tannakienne € (A& 1.1.5.1), on trouve un couple (mH,EH) d'un

morphisme de catégories tannakiennes

]

et d'un isomorphisme

By ¢ wy (D s 1

Enfin, plus généralement encore, si H est une théorie de cohomologie a
valeurs dans un triple de Tate T = (C,w,T) , on trouve un couple (wH,gH) d'un
morphisme

wy Mk) —> ¢

de catégories tannakiennes compatible aux ®-graduations et d'un isomorphisme

8y ° “’g(T) — T

Tes énoncés suivants résultent de ce qui précéde et de 4.1.4.2.
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4.2.3.1. Proposition. Soit S un Q-schéma. La correspondance H> (wH,EH)

définit une équivalence de catégories de TC(k,S) avec la catégorie des couples

(w,E) d'un foncteur fibre w : M(k) —> Loclib(S) et d'un isomorphisme

£ () —> 9

4.2.3.2. Proposition. Soit € une catégorie tannakienne sur un corps de caracté-

ristique zéro. La correspondance H +—> (wH,gH) définit une équivalence de catégo-

ries de TC(k,C) avec la catégorie des couples (w,£) d'un morphisme w : M(k} —> C

et d'un isomorphisme £ : w(T) —> 1 .

4.2,3.3., Proposition. Secit T = (Q,W,TC) un triple de Tate sur un corps de

sur un corps de caractéristique zéro. La correspondance H*™—> (wH,gH) définit une

équivalence de catépories de TC(k,T) avec la catégorie des couples (w,g) d'un

morphisme ® : M(k) —> ¢  compatible avec les ®graduations centrales de M(k) et

C , et d'un isomorphisme & : w(T) S TC .

4,2.4. Scholie. La catégorie g(k) des motifs est une catégorie tannakienne semi-

simple sur @ , correspondant donc 2 une Q-gerbe tannakienne § (111 2.2.2) dont

le lien L est représenté, localement pour la topologie fpqc, par un groupe

pro-réductif (III 3.3.3 b)). Elle est munie d'une ®graduation canonigue, gui

correspond 3 un morphisme de gerbes central

TORS(Gm) —— G,

ou encore (IV 1.3) & un morphisme de Q-groupes abéliens

Gm —> Cent(L) .

Ltobjet T de Tate, qui est inversible et correspond ainsi & un morphisme de gerbes

G —> TORS(E )

est de degré -2 , i.e. le morphisme composé
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TORS(¢ ) —> G —> TORS(G )
m m

provient du morphisme

Enfin, si QO est la gerbe noyau de G —> TORS(Gm) , on a un isomorphisme

canonique de gerbes

QO ~ Tc(k) ,

o TG(k) est le champ sur S«ch/Q des théories de cohomologie (A 1,1.4) .

4.2.5, Supposons la validité des conjectures standard pour la cohomologie {-adique,
ol 4 est un nombre premier fixé différent de la caractéristique de k . On en

déduit un morphisme de catégories tannakiennes (A 4.3)
(4.2.5.1) M(k) -—> Grad Tate(k) ,
ou encore un morphisme de catégories tannakiennes sur QE s

(4.2.5.2) M(kx), —> Grad Tate(k)

A7
(voir III 3.2.4 pour le procédé d'extension des scalaires dans les catégories
tannakiennes). Si on note GL le Qz—groupe des automorphismes du foncteur fibre a

valeurs dans QZ défini par la cohomologie g-adique, et on garde les notations de

A 4.3, on a un diagramme commutatif de Qz-groupes

Gx6¢ —m——> (G
m £

(4.2.5.3) pr

QE
ou G X € —> GE est induit par (4.2.5.2), G —> Tﬁ est la projection
4
canonique (loc.cit.) et GE — FQ est 1'épimorphisme défini par l'inclusion
2z

dans M(k) des motifs effectifs de degré zéro (voir 4.1.5.1).
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Si on admet la conjecture de Tate (A 4), (4.2.5.2) est pleinement fidele,

ie. Gxe —> Gz est un épimorphisme, et il résulte du diagramme (4.2,5.3)

que T s'identifie au groupe des composantes connexes de G

e,

R En particulier

4.2.5.1. Proposition. Si k est algébriquement clos, le lien de M(k) est connexe.

4.3. Niveaux.

4.3.0. On note M la catégorie tannakienne M(k) définie en 4.2 ; sin € Z,

s < R . . £ + .
gn désigne la sous-catégorie pleine des motifs de degré n , M n la sous~catégorie
pleine des motifs effectifs de degré n . Si n<O0 , M2 =0 .

4.3.1. Soit M wun motif de degré n ; si 1 € Z , on dit que M est de niveau
< n-2i si le motif M(i) est effectif. Si k € Z , on dira aussi que M est

de niveau < k (resp. < k) si M est de niveau < k ou < k-1 (resp. € k-1
ou £ k-2) suivant la parité de n-k ; donc, si M est de niveau < k et

k < k! , M est de niveau = k'
Les assertions suivantes sont immédiates
a) niveau de M <0 <> M =0 .
b) niveau de M < k <= niveau de M(i) £ K ¥YiegZ
c¢) si M de degré n , niveau de M £ n <3 M est effectif.

d) si M est de degré n , et si niveau de M < n - 2i , tout sous-objet

de M est de niveau < n-2i .

Le niveau définit une filtration croissante de M par des sous-catégories

abéliennes (et semi-simples).
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4.3.2. Soit M un motif de degré n , et soit i € Z . On note Mn+2i le plus

grand sous-motif de M de niveau < n+2i . On définit ainsi une filtration croissante

du motif M , appelée filtration par les niveaux

(4.3.2.1) DMn+2i+ZDMn+ZiD vee 3

si M est effectif, Mo=M. On dit qu'un motif effectif M de degré n est

purement de niveau n , si Mn 2 = 0, i.e. si la filtration précédente n'a qu'un

P : . +0 : .
cran. On note M[n] la sous-catégorie pleine de M des motifs purs de niveau n .

On a un foncteur évident

(4.3.2.2) @ [L®i®_ng[n~2i]] — M
i€z

défini par

—o1®ieu . .
i n-21i

( )

M-2iiez

4.3.3. Proposition. Le foncteur (4.3.2.2) est une équivalence de catégories ; en

particulier, il induit une équivalence de catégories

(4.3.3.1) e 1%

120

e Mn-21] == ™|

4.3.3.1, Preuve. Il suffit de voir que si M est un motif de degré n , la filtra-
tion par les niveaux (4.3.2.1) splitte canoniquement, Il est clair qu'elle splitte,
parce que M est une catégorie semi-simple, la canonicité suit de ce que dans

l'inclusion

E:rH-Zi « Mn+2 i+2

il existe un unique supplémentaire direct de Mn+21 . en effet, si N = Mn+21+2jMn+Zi’
Hom(N,Mn+2i) = 0 comme il suit aussitdt de la définition de la filtration par les
niveaux.

4.3.4. Soit M un motif de degré n . Si n est pair, la filtration par les

niveaux a la forme
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M >,.. D> > M o0
n+21 M *

si n est impair, elle est de la forme

e M, DM, D 0 .

M2i ° 3 1

Dans le premier cas, n = 2k , et Mo(k) est un motif effectif de degré O ,
correspondant ainsi (4.1.5) 2 un Q-vectoriel de rang fini muni d'une action de

Gal(k/k). Sa formation est fonctorielle em M .

Dans le second cas, n = 2k+l , et Ml(k) est un motif effectif de degré
1 , correspondant ainsi (4.1,5) a une variété abélienne & isogénie prés sur k .,
Sa formation est aussi fonctorielle em M , Si X est un k-schéma lisse projectif
2k+1

et M =h (X) , on peut penser Ml(k) comme la "partie algébrique de la

jacobienne intermédiaire d'ordre k de X " .

4.3.5. Soit X wun k-schéma lisse projectif et connexe de dimemsion n , muni d'une

section hyperplane lisse comme dang A 2.1.2. On note encore £ 1l'image par AX de
1

Lecxy,

n+l

_4=Ax(z)ec (X x %) ;

c'est donc (4.1.3.4) un morphisme
£ : bh(X) —> hE(1) ;

les applications

dx)y — Ml

qu'il induit sont celles notées £ en A 2.1.2 ., Soit isn ; les conjectures de

type Lefschetz (A 2.2) entrafnent que

n-i 2n~1

St — 2P i @en

est un isomorphisme de motifs. En particulier, elles impliquent : si j € N le motif

hd(X) est de niveau = inf(j,2n-j) < n .
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4.4, La polarisation canonigque.

4.4.1. La catégorie des motifs M(k) , munie de sa ®-graduation centrale et du
motif T de Tate, est un triple de Tate sur @ , au sens de V 3.1.1, Dans ce numéro

on construit une polarisation canonique sur ce triple de Tate.

4.4.2, Soit X un k-schéma projectif lisse et connexe de dimension n , muni d'une
"polarisation" f € Cl(X) . La polarisation de X définit des morphismes de motifs
(A 2.2.2 et A 2.2.4)

2n-~-i

¥, nlix) —> i (i)

On notera ®, la forme bilinéaire

P, e sl — 11
définie par

id®@*

P, bl @ nix) —> ni) @ hehl

(X) (n-1) —> h2™(x) (n-1)

Tr

Tgbi

Elle est (—l)l“symétrique, et il résulte de A 3.3 que les formes P, sont des formes
de Weil compatibles deux & deux (V 2.3.1), De plus, si X,Y sont des k-schémas
projectifs lisses connexes, munis de polarisations LX ,LY R

h'(x) ® W (Y) 2 valeurs dans 'I.‘gm'—J est déduite (& un facteur positif prés, voir

la forme Py ® @, sur

KLEDMAN [17, 3.11) de 1a forme @, sur (X xY) 1lorsqu'on polarise X xY

par ZX ® 1Y + 1X ® EY .

On déduit de cette discussion gue l'ensemble des formes de Weil du type

précédent définit une polarisation sur le triple de Tate des motifs (V 3.2.1).

4.4.3, Supposons la validité des conjectures standard et de la conjecture de Tate

pour une cohomologie f-adique (A 4), ol 4 est un nombre premier différent de la
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caractéristique, Supposons d'abord k algébriquement clos ; alors, le lien de la
catégorie tannakienne go(k) des motifs de degré zéro (pas nécessairement
effectifs) est connexe par 2.2.5. D'autre part, la polarisation du triple de Tate
des motifs définie plus haut, induit sur Mo(k) une polarisation symétrique au
sens de V 2,4.1, Il en résulte, d'apras V 2.4.5.1.4) que Mo(k) est "ind-neutre"
sur le corps des réels : chaque fois qu'on prend une sous-catégorie tannakienne

de M°(k) ®-engendrée par un nombre fini (ou plus généralement une infinité dénom-
brable) d'objets, il existe un foncteur fibre & valeurs dans R . D'aprés loc. cit.
il en existe méme un foncteur fibre unique (3 isomorphisme non unique prés) ayant
la propriété de transformer les formes de polarisation en des formes définies

positives,

Ces conclusions d'ind~neutralité sur R sont valables aussi si k n'est

pas algébriquement clos ; on a en effet un morphisme de catégories tannakiennes
M(k) —> M@k .

Résumons la discussion

4.4,3.1. Proposition. Soit N une sous-catégorie tannakienne algébrique (III 3.3.1)

de la catégorie MZ'(k) des motifs de degré pair. Il existe sur N un foncteur fibre

4 valeurs dans R .,

4.4.3.2, Remarque. On peut interpréter ceci en disant qu'il existe le morceau pair
d'une théorie de cohomologie a valeurs dans R . Il est bien connu, d'aprés Serre,
qu'en caractéristique # 0 , il n'y a pas de théorie de cohomologie & valeurs dans

R.
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4.5, Motifs en caractéristique nulle.

4.5.0. M dénote la catégorie des motifs sur un corps k de caractéristique nulle.
Les théories de cohomologie envisagées sont supposées vérifier les conjectures

standard (A2),

4,5.1, La cohomologie de Hodge et de De Rham définissent des foncteurs fibre sur la

catégorie des motifs & valeurs dans k (& 1.4.2, 1.4.3)

: —_—
thg,hDR M Mod£(k)

La filtration de Hodge de la cohomologie de De Rham (loc. cit.) définit une
@-filtration exacte F de hy, (IV 2.1.1.1) et par A 1.4.3 on a un isomorphisme

canonique de foncteurs fibre
(4.5.1.1) grphpe = thg

La donnée d'un scindage de la filtration F revient & celle d'un isomor-
phisme hDR,: thg respectant les filtrations de Hodge et induisant 1'identité
sur les gradués associés (IV 2.2,1). Si on restreint hDR 34 une sous-catégorie

tannakienne algébrique N de M on sait qu'il existe un tel scindage de la

filtration de Hodge (IV 2.4).

4.5,1.1. Supposons que k = € , dans ce cas la théorie de Hodge fournit un

scindage canonique
hDR - thg

de la filtration de Hodge, qui est de nature transcendante,

4.5.2. Supposons que k = € . Alors, la cchomologie de Betti-Hodge (A 1.4.4) définit

un foncteur fibre

hBH : M —> Hodge(Q)
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compatible avec les ®-graduations et un isomorphisme
ho (D > T

ol T désigne respectivement le motif de Tate et la structure de Hodge de Tate.
En d'autres termes, on a un morphisme du triple de Tate des motifs sur € (4.4.1)
dans celui défini par Hodge(Q) (2.1.3.1). Par définition des polarisations sur M
(4.4) et sur Hodge(Q) (2.1.3.1) et d'aprés WEIL [1], chap. IV, th. 7, on voit que

le morphisme de triples de Tate défini par la cohomologie de Betti-Hodge est compa-

tible avec les polarisations.

4,5.2.1. 11 résulte facilement de (4.1.3.4) et de A 5.1 que la forme simple de

la conjecture de Hodge équivaut a la pleine fidélité du foncteur hBH .

De méme, on vérifie aussitdt que la forme généralisée de la conjecture

de Hodge équivaut a l'assertion suivante sur hBH :

Si M est un motif sur € , M est effectif si et seulement si la

structure de Hodge hBH(M) est effective, i.e. si elle est & bidegrés positifs.

Donc, si on accepte la conjecture de Hodge, le foncteur hBH identifie
M{(C) & une sous~catégorie tannakienne pleine de Hodge(Q) ; la ®-graduation de la
catégorie des motifs est induite par celle de Hodge(Q) ; la structure de Hodge de
Tate T se trouve dans M(€) ; la polarisation de la catégorie des motifs est
induite par celle de Hodge(Q) ; enfin, la structure des niveaux (4.3) de M(e)
est induite par celle de Hodge(Q) (définie par le niveau de Hodge, voir A 5.2.1).
Bien entendu, on ne connaft aucune caractérisation de l'image de M(C€) dans
Hodge(Q) , i.e. des structures de Hodge qui sont algébriques. En degré 1, elles le
sont toutes, d'aprés la théorie des variétés abéliennes (MUMFORD [27], chap. 1).
D'apres Griffiths, si on fixe des nombres de Hodge ha’b définissant un poids = 2 ,

et a l'exception de quelques cas, les structures de Hodge algébriques définissent

un ensemble maigre dans 1l'espace de modules des structures de Hodge polarisables.
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4.6. Motifs en caractéristique non nulle.

4.6.0. M dénote la catégorie des motifs sur un corps k de caractéristique p non
nulle. Les théories de cohomologie envisagées sont supposées vérifier les conjectures

standard (A2).

4.6,1. Soit £ un nombre premier # p . La cohomologie #-adique (A 1.4.1 et A 4.4)

définit un foncteur fibre h a4 valeurs dans la catégorie tannakienne neutre

4
Tate(k) sur QB

h —> Tate(k) ,

: M
4 —QE
ou encore, un morphisme de catégories tannakiennes
(4.6.1.1) M. ——> Grad Tate(k)
%
Il résulte de (4.1.3.4) et de A 4.4 que la conjecture de Tate équivaut 2 la

pleine fidélité du foncteur (4.6.1.1) ; ceci revient aussi & dire que le morphisme

de gerbes (resp. de liens) induit par (4.6.1.1) est un épimorphisme.

4.6.2. Si 4 =7p , la "cohomologie p-adique” est donnée par la cohomologie

cristalline, qui définit un morphisme de catégories tannakiennes

h ., :M —> Fcri

eris © Mo iso(k)

P

4.6.3., Faisons k = Fp . On verra ici comment les conjectures standard et la
conjecture de Tate, jointes & des résultats de Honda et de Tate, permettent de

donner une description de la catégorie tannakienne M = y(mp) en termes de théorie

des groupes (des descriptions analogues sont valables pour k = E‘r , Tz 1),
P

4.6.3.1. Le lien de M est un Q-groupe abélien G ; on_a une extension

0 G G Gal(¥ /F ), —>0
P pPQ
R

Zq
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ou c° , composante de G , s'identifie au lien de ﬂ(ﬁp).

La propriété pour un lien d'@tre représenté par un groupe abélien est locale
pour la topologie envisagée (GIRAUD [1], IV 1.2.3), dans ce cas la topologie fpqe
sur §22/Q . Il suffit de voir que le lien de MQg (4 # p) est abélien, et cela
résulte de la conjecture de Tate sous sa forme 4.6.1 et du fait que le lien de

Tate(k) est un Q,-groupe abélien, & savoir l'enveloppe pro-algébrique f~adique de

a3
Z . La derniére assertion de 4.6.3.1 résulte aussitdt de la discussion en 4.2.5.

4.6.3.2. Le Q-groupe 6° est un groupe de type multiplicatif dont le module galoisien

M de caractéres est le groupe multiplicatif des p-nombres de Weil, muni de l'action

évidente de Gal(gQ/Q).

Rappelons qu'un p-nombre de Weil est un nombre algébrique T tel qu'il
existe un entier 1 € Z tel que 1T et tous ses conjugués sur @ soient de valeur
absolue pi/2 ; l'entier 1 est le poids du p-nombre de Weil, D'apres HONDA (1]

(voir aussi TATE [37]), l'ensemble des classes d'isogénie des variétés abéliennes
simples, i.e. des classes d'isomorphisme de motifs effectifs simples de degré 1 (4.1.5)

est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des c¢lasses de conjugaison de p~

nombres de Weil de poids 1.

Il est clair que G° est de type multiplicatif, puisqu'il est abélien et
pro-réductif ; la détermination de M comme ensemble de p-nombres de Weil est facile
4 partir du résultat de Honda cité plus haut et des comjectures de Weil, qui
entrainent que pour un objet simple X de M , l'endomorphisme de frobenius

7T € End(X) est un p-nombre de Weil dont le poids est égal au degré de X .

4.6.3.3. Pour rendre compléte la description de M , il faut expliciter 1'élément
T € HZ(Q,G) qui correspond 2 M dans la classification des catégories tannakiennes

de lien G . Le morphisme de catégories tannakiennes

M=MF ) —> MF)
- I - P
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1ié par ¢° —= ¢ , montre que T est image par HZ(Q,GO) — HZ(Q,G) de

1'élément

2 o]
T, €H (Q,67)

correspondant 3 M(F ).
- P

4.6.3.4, D'aprés TATE [2], pour connaitre T, il suffit de connaftre son image
dans toutes les places finies de @ , i.e. il suffit de connaltre pour tout nombre
premier £

2 o
(To)z €H ((Qg,(G )%)

L'existence de la cohomologie f-adique pour 4 # p prouve que dans ce cas,

(?o)z

=0 . Il reste a connaitre (TO)p ; on dispose de la cohomologie cristalline

h . : M(F ) —> Feriso(F ) ,
cris - p - — P

et on connait bien la catégorie tannakienne Fcriso(fp) (3.3.2) : son lien est le
groupe diagonalisable D(Q) et moyennant 1l'isomorphisme du corps de classe local
Br(Qp)‘: Q/Z , la classe T' de Fcriso dans HZ(QP,D(Q)) = Hom(Q,Q/Z ) est la
projection canonique @ —> Q/Z . D'autre part, le lien de hcris est le morphisme
de Qp-groupes

o

%

D(Q) —> G
dont le transposé sur les modules de caractéres
M —>Q
est la valuation p-adique sur les p-nombres de Weil, normalisée par vp(p) =1.

La classe (To)p est simplement l'image de 7' par le morphisme induit

en cohomologie
o

0 )

HZ(Q ,0(Q)) —=> HZ(Q el
p P,

4.6.3.4. Remarque. On a obtenu en mé@me temps une description de la catégorie

tannakienne ﬂ(i;).



APPENDICE : CONJECTURES EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE

On fixe un corps k . On note V(k) (resp. V'(k)) la catégorie des k-schémas
lisses projectifs (resp. et connexes). Ce sont des ®-catégories ACU, la loi ® étant

le produit.

A 0. Relations d'équivalence pour les cycles algébriques

0.1. Cycles algébriques.

0.1.1. Si X est un k-schéma lisse et projectif, Z{(X) désigne le groupe des

cycles de X , gradué par la codimension ; c'est le groupe abélien libre engendré

par les points (fermés ou non) de X , ou encore, par les sous-schémas intégres de X ,

si X =14 Xi est la décomposition de X en ses composantes connexes, on a un

isomorphisme canonique de groupes gradués

(0.1.1.1) Z2(X) =~ @z(xi)
i

Si X est connexe de dimension n , on définit l'application degré
(0.1.1.2) <> 2(X) = Z

comme étant celle qui prend la valeur zéro sur les points de codimension < n , et

sur un point x € X de codimension n (i.e. un point fermé), on a

(0.1.1.3) <x> = deg(k(x)/k} = [k(x)/k]

On définit en général l'application degré en utilisant (0.1.1.1).

0.1.2. Soient X,Y des k-schémas lisses et projectifs. Le produit des sous-schémas

integres de X et Y définit un morphisme de groupes abéliens
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(0.1.2.1) Z2(X) ® 2(Y) —> Z{(X x Y)

a®b —> axb.

Si ¢@ : X—» Y est un morphisme de k-schémas, on définit une application
linéaire

@ 2(K) ——> z(1)

de la fagon suivante : si x € X est un élément de la base de Z(X) , et on pose

d(x) = dim {x] , d(y) = dim T;T , oty = o(x) , alors

0 si d(x) > d(y)
(0.1.2.2) @, (x)
[k /k(y))y  si dx) = aly) .

Par exemple, si ¢ : X —> Spec(k) est le morphisme canonique,

(0.1.2.3) P, = <> .

0.1.3, Soient a,b € Z(X) des cycles dans un k-schéma lisse et projectif, Le

produit d'intersection de a,b (lorsqu'il est défini, voir par exemple SERRE [3] ,

chap., V) sera noté a.,b , Si a (resp.b) est homog2ne de degré i ({xesp, i),

a.b est homogéne de degré i+j .

Soit ¢ : X —> Y un morphisme de k-schémas lisses et projectifs, On a

alors une "application™ linéaire qui n'est pas partout définie

cp* pz(y) —> z2(X)
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On a par exemple, si a € Z(X) , b € Z(X) et A : X —> X XX est
1l'application diagonale
*
a.b = A {a xb)
#*
Les opérations ¢ , ¢ sont reliées entre elles de la fagon suivante :
*
m%(a.w b)) = ¢¥(a).b acz(X), ac€z()

C'est la formule de projection, valable lorsque les deux termes sont définis.

Signalons enfin la formule suivante, valable lorsque les deux termes sont
définis

* *
(b) = (pr,®»).T") ,

ot b € z(Y), Pry » pry sont les projections de X XY sur X , Y et ol

Y
Q$ € Z(X x Y) est la classe du graphe de ¢ .

t
0.1.4. si X —2> x' —£5 %" sont des morphismes dans V(k) , on a

13

Py © Py ' o)y

et lorsque ceci a un sens

¥* *

(pt o cp)* .

B
-8.
#

L'application @, ne respecte pas les degrés ni le produit d'intersection lorsqu'il
est défini ; si X (resp. X') est connexe de dimension n (resp. n') 1, est

homogeéne de degré O et commute avec les produits.

On voit que Z(X) est un foncteur covariant de X en tant que groupe

abélien, "contravariant" de X en tant que "anneau" gradué.

0.2. Relations d'éguivalence,

0.2.1. Une relation d'équivalence admissible ~ pour les cycles algébriques, est
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une loi qui & chaque X € ob V(k) associe une relation d'équivalence ~y  sur z(X)
qui soit bifonctorielle en X (voir 0.1.4), compatible avec la structure de groupe

gradué de 2Z(X) , et qui vérifie la condition suivante : si a,b € Z(X) , il existe

a'~a , b'~b tels que a'.b' est défini.

Le quotient 2 (X) de 2Z(X) par la relation ~y st un anneau gradué
commutatif avec 1 qui dépend de fagon contravariante de X et covariante si on
ne retient que la structure de groupe abélien. Il est appelé 1'anneau des classes

de cycles pour 1'éguivalence ~ ,

On posera

c.x)=q®z X) .

0.2.2. Voici quelques exemples de relations d'équivalence admissible : 1'équivalence
rationnelle, 1'équivalence algébrique, l'équivalence numérique, notées respectivement

rat, alg, num. On a

(0.2.2,1) rat > alg > num

ol 2 est la relation de finesse. En fait, on vérifie que rat est la plus fine des

relations d'équivalence admissible, num la moins fine (KLEIMAN [2], prop. (3.5)).

0.2.3. Soient ~ une relation d'équivalence admissible, x € El(k) . Alors,
l'image t de x dans %i(El) est indépendante de x , et on a un isomorphisme

d'anneaux gradués

(0.2.3.1) 2 (Y = z(cl/eh .

De fagon plus générale, si x est un hyperplan dans P" (rationnmel sur k), l'image
t de x dans %i(En) est indépendante de x et on a un isomorphisme d'anneaux

gradués

(0.2.3.2) 2 (P Y z Y™
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La validité de ces assertions provient de (0.2.2.1) et de leur validité bien
connue pour num , rat (voir GROTHENDIECK [27]). Par la m8me méthode, on prouve que
si X € ob (k) , la projection X x P" —> X fait de Z_(X x P") une

z (X)-algzbre isomorphe 2 Z (X) ® Z_(B") , i.e.

(0.2.3.3) 2 (X x PY) =z (0[e)/ (™)

0.3. Correspondances algébriques,

On fixe une relation d'équivalence admissible ~ , et on pose C(X)} pour

c,(X).

0.3.1. 8i X,Y € ob(V(k)), les éléments de C(X x ¥Y) seront appelés correspondances
algébriques de X dans Y . Si X est connexe de dimension n , et si i €Z , les
correspondances de degré i de X dans Y sont les éléments de Cn+i (X x ¥Y). On
obtient ainsi une graduation de type Z sur le groupe C(X x ¥) des correspondances
algébriques, pour X connexe. Dans le cas général, si X = lLXi est la décomposi-
tion de X en ses composantes connexes, on définit la graduation par le dégré sur
C(X x Y) wvia l'isomorphisme canonique

CExY) =8 c, xY) .

1

0.3.2, Soient X, Y, Z € ob(V/k)). On définit une application Q-bilinéaire

(a,b) —> boa , appelée composition
CX x¥) xC(¥Y x2) —>C{®% x2)
par la formule

* *
boa = (pX xZ)*(pX XY (a).pY XZ(b)) .

Cette composition est associative ; de plus, si a (resp.b) est de degré
i (resp. j), beoa est de degré i+j . Si on prend comme triple d'objets de V(k)

Spec(k} , X, Y, on a une application @-bilinéaire
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C(X) x CxY) —> c(Y)

d'oll une application Q~linéaire

cXxy) —>» HomQ(C(X) ,C(Y)) .,

On vérifiera que si @ : X —>Y (resp, § : Y —> X) est un morphisme, et si
T(p) (resp. I'(§)) est l'image de son graphe dans C(X X Y), le morphisme

#
C(X) —> c(Y) qu'il détermine n'est autre que ¢p,(resp. § ).

0.3.3. On notera CV(k) , et on appellera catégorie des correspondances, la
catégorie ayant les m8mes objets que E(k) et les correspondances algébriques comme
morphismes. C'est une catégorie additive @-linéaire qui est munie d'une structure
Z ~graduée : les Hom sont des groupes abéliens Z-gradués et la composition est
compatible avec cette graduation. Si X,Y sont des objets de CV(k) ,
Hom(X,Y) = & Homi(X,Y) s
ieZ

ou Homl(X,Y) est le groupe des correspondances de X dans Y de degré i ,

La sous-catégorie de CV(k) ayant m@mes objets et comme morphismes ceux qui
o P - PP
sont de degré O sera notée €V (k) ; c'est aussi une catégorie additive Q-linéaire

et on a un foncteur additif @Q-linéaire d'inclusion

cv) —> cvk) .

Remarquons que dans les deux cas la somme directe est la réunion disjointe

de k-schémas.

A l, Théories de cohomologie

1.1. Définitions.

1,1.1, On aura a considérer des triples (g,w,TC) d'une ®-catégorie rigide (I 5,1.1)

karoubienne (4.1.2) et Q-linéaire C , d'une ®-graduation de type Z w de idC et

d'un objet inversible T. (ou plus simplement T) de degré -2 pour w . Si V est
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un objet de € on utilisera les notations

)

Hom(1,V) (I 1.3.1)

ve ™" |

v(n)

On notera Qf la sous-®-catégorie pleine de C des objets a degrés positifs.

Une théorie de cohomologie sur k 2 valeurs dans le triple (Q,W,TC) est un

triple (H,y,Tr) formé de

1.1.1.1, Yn ®-foncteur ACU.

Puisque chaque objet X de V'(k) est une cogdbre ACU (I 6.1) avec comultiplication
+
At X =i % % X est counité X —> Spec(k) , H(X) est une algdbre ACU de C , qui

dépend fonctoriellement de X , De méme
2i :
STETEXI(1))

est une ¢~algébre graduée ACU,

1.1.1.2. Une famille Yy = (\al)iEN de transformations naturelles

y)i( ates) ®1 —> HZi(X)(i) s

o C(X) =ct

alg(X) avec les notations de 0,2, On peut aussi regarder les Y;

comme des applications Q-linéaires

il —sratewa) .

1,1.1.3. Une famille de morphismes.

Tr, ¢ HOO() —> 1,
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ot n = dim(X) . La donnée de TrX revient & celle d'un morphisme

Try Hzn(X)(n) —> 1

Ces données vérifiant les axiomes

1.1.1,4. 8i X,Y sont des objets de V'(k) , le diagramme suivant est commutatif

Yx ® Yy
c(x) ®Q ¢ly) —————> HE) ® H(Y)
2
C(X x Y) —_— H(X x Y)
Y x Y

On en déduit que Yy ¢ C(¥) ® 1 —> H(X) est un morphisme d'algébres

ACU .

1.1.1.5. 8i X , Y sont des objets de V'(k) , on a

Trx XY = Frx ® TrY

moyennant des identifications évidentes,

1.1.1.6. 8i X est un objet de V'(k) et dimX =n , on a un diagramme commutatif

) @1 ———> 1Y
2 l
L 1

ot § C"(X) est 1l'isomorphisme canonique (voir par exemple 4.1.2.3)

X

)
TrX

; si X est

PP n . . s . .
géométriguement connexe, Yx est un isomorphisme. On a ainsi dans ce dernier cas
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Try : Hzn(X) (n) => 1

1.1.1.7 Hl(]Pl) =0 .

1.1.1.8. 8i X est de dimension n , pour tout i €N , l'accouplement

@

iy — WP~ 00

Hi(X) ®H

définit une dualité (la dualité de Poincaré)

B o~ BN )

Ceci permet, si ¢ : ¥ —> Y est un morphisme dans V'(k) de définir le

morphisme de Gysin

o, : B — w720 (@) (en)

#
ot m {resp. n) est la dimension de Y (resp. X), comme le transposé de ¢ = H(p).

1.1.1.9. Si @ : X => Y est un morphisme, on a un diagramme commutatif

yi
dwer —F—s vl
Py cp*(i)
i+m~n
Cl+m-n(Y> 81 Yy o H2(1+m~n) (¥) (i+m-n) .

1.1.2. si (H,y,Tr),(H',y',Tr') sont des théories de cohomologie sur V(k) 2
valeurs dans (C,w,T), un morphisme de (H,y,Tr) dans (H',y',Tr') est un @-morphisme
unifére H —3> H' compatible avec ¥ et Tr dans un sens évident., On obtient ainsi

une catégorie TC(h,(C,w,T)).

1.1.3. 7Un morphisme d'un triple (C,w,T) dans un triple (C',w',T') est un couple
(u,g€) d'un ®-foncteur rigide u : € — C' compatible avec les graduations w,w’

et d'un isomorphisme
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€ : u(T) =~ T'.,
Un tel morphisme définit un foncteur

Tc(k,(C,w,T)) —> TC(k,(C",w,T)) .

1.1.4, Soit S un Q-schéma, et soit C = Grad-"t Loclib(8) la ®-catégorie rigide
des gs~modules localement libres munis d'une graduation de type Z ; la contrainte
de commutativité est donnée par la "reégle de Koszul™ : si E (resp. F) est de degré

p ({resp. q), l'isomorphisme
E®F -—> FQE

envoie x @ y en (-1)P94 y ® x . La ®-catégorie ( est évidemment munie d'une

®-graduation w de type Z , et on pose
T = gs[-zj .

Une théorie de cohomologie sur k & valeurs dans le triple (g,w,T) sera
dite plus simplement & valeurs dans S , ou 2 valeurs dans A si S = Spec(A4),
et la catégorie de ces théories de cohomoclogie sera notée TC(k,S) ou TC(k,A) suivant
les cas. On remarquera que pour S un Q-schéma variable, les IC(k,S) définissent

une catégorie fibrée TC(k) sur Sch qui est m@me un champ pour la topologie

/Q °

fpqc sur Sch comme on le voit aussitdt.

/Q

1.1.5. Soit T wun (C,w,T) un triple de Tate sur un corps de caractéristique zéro

(V 3.1,1). Une théorie de cohomologie & valeurs dans T est une théorie de cohomolo-

gie & valeurs dans le triple (Q,w,T), ol é est égale & C en tant que ®-catégorie

AU et a comme contrainte de commutativité

" . et
\J,JX’Y,X®Y Y ® X

1'isomorphisme

Iy = SC-DPYPS
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oh ¢ =6 wp,q est la décomposition de 1'isomorphisme de commutativité ¢ de C

pour la graduation w , On obtient une catégorie TC(k,T).

1.1.5.1. Soit C wune catégorie tannakienne sur un corps de caractéristique zéro,
et formons le triple de Tate (Gradf(C),w,1[-2]) formé de la catégorie tannakienne
Gradf(C) des objets de C munis d'une graduation de type Z , de la graduation
évidente w , et de 1'objet 1 placé en degré -2 . Une théorie de cohomologie 2

valeurs dans ce triple sera appelée une théorie de cohomologie & valeurs dans C .

Cet exemple généralise 1.1.4 dans le cas o S est le spectre d'un corps. On notera

la catégorie de ces théories de cohomologie TC(k,C).

1.2, Remarques diverses.,

1.2.1. Si (H,y) est une théorie de cohomologie comme dans 1.1 , H s'étend par

additivité & un ®-foncteur ACU
H: vk — ¢

on a si X = 11 Xi est la décomposition en composantes connexes d'un k-schéma

lisse projectif

HX) = @HE) .
i
1.2.2. Avec les notations de 1.1.3, la catégorie TC(k,(C,w,T)) est un groupoide,
i.e. tout morphisme (H,y) —> (H',y') de théories de cohomologies est un isomor-
phisme. Cela se prouve & 1l'aide de la dualité de Poincaré (1.1.1.6) par la méme

méthode que I 5.2.3.

1.2.3. Si on dispose de la résolution de singularités (par exemple si k est de
caractéristique zéro), dans la définition d'une théorie de cohomologie, on peut

éliminer la donnée de vy .
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1.3. Correspondances cohomologigues.

1.3.1. Fixons une théorie de cohomologie comme dans 1.1.1. Rappelons que si

@ : X=>Y est un morphisme dans V'(k) , on a défini en 1.1.1.8 le morphisme

de Gysin
9, H{(X) ——> H(Y) {(m-n) ,
ot m est la dimension de Y (resp. X). Il est clair que si " =o' o ¢ , on a

cp;'%’ = cp_;'&(m—n) o Wy s

et enfin que si ¢ : X —> Spec(k) est le morphisme canonique, on a

1.3.2. Soient X,Y des objets de V'(k) . On appellera souvent H(X X Y) l'objet

des correspondances cohomologiques. Ceci provient de ce qu'on a un isomorphisme

canonique

H(X X Y) = Hom(H(X),H(Y})(-n) ,

ot n = dim X , déduit de la dualité de Poincaré. Via cet isomorphisme, Yx XY

induit des applications Q-linéaires

X x ¥) —> Hom(H(X) ,H(Y) (i)

associant & une correspondance algébrique une correspondance cohomologique. Ces

applications sont compatibles avec la composition de correspondances (0.3.2).
1.3.3. Explicitons ce qui précéde dans le cas d'une théorie de cohomologie & valeurs
dans un corps K (1.1.4). L'isomorphisme

i HX) ® H(Y) —> Hom, (HX,HY)

est défini par

Hizx @ y)(x') = (-1)ppl Trx(xx‘)y s
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ot x e HP(X) , x' ¢ HP'(X) , Yy €EH() . Si n=dim X , 1'isomorphisme H fait
correspondre les éléments de H(X) ® H(Y) homogénes de degré 2n+d (d € Z)
avec les applications K-linéaires H(X) =3 H(Y) homogénes de degré d . Enfin,
on vérifie aussit®t que l'isomorphisme H se calcule aussi par la formule plus

maniable suivante
H: HX % Y) ——> HomK(HX,HY)

H(2) () = (pry), (z.pry(x)

1.4, Exemples.

1.4.1, Cohomologie g-adique. Soit ¢ un nombre premier différent de la caractéris-

tique de k , et posons € = Gradf(Qz) munie de sa ®-graduation w évidente

(A 1.1.4). Enfin, soit T le Qz-vectoriel de rang un

T=q, & lim u (k)
1 Zz ACTO
placé en degré -2 , ou n(E) est le groupe des racines Ln—iémes de l'unité dans
£

k , une cldture algébrique de k choisie une fois pour toutes. Si X € ob V(k) ,

la cohomologie f{~adique de X est par définition

- " el n
HL(X) = ‘QI/ ®zz£ %_n_xﬁ(xét,zz/z z)

ol iét est le site étale de X = X x K . La théorie de cohomologie f-adique est

développée en SGA 4, SGA 5, ol sont notamment démontrés les axiomes de A 1.1

(voir SGA 4 XVII, XVIII, SGA 5 V).

1.4,2, Cohomologie de Hodge. Supposons k de caractéristique zéro. La cohomologie

de Hodge HHdg est une théorie de cohomologie & valeurs dans k , définie par

= q P
HHdg(X) = qu H (X,Qx/k) .

La dualité de Poincaré, ainsi que le morphisme trace
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n Tl
H (X,Qx/k) —3> k

proviennent de la dualité de Serre (n = dim X).

1.4,3. Cohomologie de De Rham. Avec les mBmes hypotheses que plus haut, la

cohomologie de De Rham HDR est une théorie de cohomologie & valeurs dans k ,
définie par

HDR(X) = ]H(X,O.X/k) s

oi le terme de gauche désigne 1'hypercohomologie du complexe des formes différen-
tielles. Cette cohomologie est 1l'aboutissement de la suite spectrale correspondante

d'hypercohomologie

P9 . 44 P ptq
E1 H (X’Qx/k) e HDR x) .

D'apres la théorie de Hodge, cette suite spectrale dégéndre, donnant un isomorphisme

de théories de cohomologie

grp Hyp = Hygg

la filtration F sur 1'aboutissement HDR(X) est appelée la filtration de Hodge.

1.4.4. Cohomologie de Betti-Hodge. Supposons k = € ; la cohomologie de Betti-Hodge

HBH est une théorie de cohomologie 2 valeurs dans le triple de Tate (A 1.1.5) défini

par Hodge(Q) (VI 2.1.3) . On a

HBH(X)Gz = H{X(C),qQ)

x), = Hn(X(C),G) (n étant un entier) provenant de

. s n
la bigraduation sur HBH C

1'isomorphisme cancnique
n n
H(x(©),e) ~ H (X)

et de ce que la filtration de Hodge sur HgR(X) est n-opposée 3 sa conjuguée,
i.e. vérifie la condition de VI 2.1.1.3 (voir DELIGNE [1], 5.2, pour une discussion

plus détaillée). Le fait que (X} soit un objet de Hodge(Q) , i.e. soit

n
By
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polarisable, provient de la théorie de Hodge (WEIL [1], chap. IV, th. 7).

Remarquons que si on choisit une racine carrée 1 de -1 dams € , pour
chaque objet X de V(€) connexe de dimemsion n , i définit une orientation de

la variété X(€) , et on a un morphisme trace
2n ~
Try ¢ H x@€), ) —> q .

L'élément i définit aussi un isomorphisme de Q-vectoriels de rang 1 , T. ~Q ,

Q

oi T est la structure de Hodge de Tate (VI 2.1.2). Un tel choix étant fait, on

appellera cohomologie de Betti la théorie de cohomologie HBetti 4 valeurs dans

@ qu'il définit.

1.4.5. Cohomologie cristalline. Supposons k de caractéristique non nulle, et

parfait pour simplifier. Dans ce cas, la cohomologie cristalline, introduite par
GROTHENDIECK [4] et développée par BERTHELOT [3] , définit une théorie de

cohomologie H_ . & valeurs dans le corps des fractioms K(k) de l'anneau W(k)

des vecteurs de Witt sur k . En fait, si X est un objet de V(k), le K(k)-

vectoriel Hcris(X) est muni d'une structure de F-isocristal gradué

(VI 3.1.3 et 3.2.1) ; 1'isomorphisme F : H . (X)° —>H___ (X) provenant du
cris cris

frobenius relatif de X/k . De plus Hiris(mi) est canoniquement isomorphe a
1l'inverse du F-isocristal de Tate (VI 3.1.3). On voit ainsi que la cohomologie
cristalline définit une théorie de cohomologie a valeurs dans le triple (Q,W,T)

+ : . P . .
o C = Grad— Fcriso(k) , w est la graduation évidente et T est le F-isocristal

de Tate placé en degré -2 ,

A 2. Lles conjectures standard (voir GROTHENDIECK {573, KLEIMAN [11)

2.1, Notations.

2.1.1. On fixe un corps K de caractéristique nulle, et une théorie de cohomologie
(#,vy,Tr) sur k 2 valeurs dans K . Si X € ob V(k) , on note C(X) le groupe

gradué (par la codimension) des cycles algébriques pour 1l'équivalence cohomologique
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sur X , tensorisé par @
c(X) = ZH(X) ®, ¢ .
L'application Yx induit des injections
vod —s i itez .
2.1,2, Soit X un k~schéma projectif, lisse, connexe de dimension n , et soit
1
4 € C°(X) 1la classe d'une section hyperplane lisse (on peut méme, si 1'on veut,

coa s . ; . N
supposer X polarisé, i.e, muni d'une immersion X &—> Ek). On note encore £

1'homomorphisme homogéne de degré 1 (resp. 2)
4t CX) —> c(x) (resp. g4 : HEX) —> H(EX)) ,

et on a des carrés commutatifs

)y —=—s Ml

(2.1.2.1) Y5 Yy iez
il ) ——————— w2 .
Si 0<1i<mn, on pose
(2.1.2.2) plx) = ker[£2 ! L wl) — w¥ 25y,
et si p€Z , 0=<2p<n
(2.1.2.3) b ) = P n PP (x) .
r

Les élémente de P (X) sont appelés primitifs.

2.2, (Conjectures de type Lefschetz,

2.2.1, Supposons X polarisé, et soient i : Y &—> X une section hyperplane

.
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lisse, % € Cl(X) la classe qu'elle définit, Le "théoreme"” de Lefschetz faible

dit que les morphismes de Gysin

2

(2.2.1.1) ) —s w1t

sont surjectifs pour i = n~1 , des isomorphismes pour 1 2 n . Le "théoreme" de

Lefschetz fort dit que pour i <n

2n-i(

(2.2.1.2) S — 1w

est un isomorphisme.

Ces "théoremes" sont effectivement prouvés en caractéristique zéro tandis
qu'en cohomologie f-adique seul le théoréme de Lefschetz faible a été prouvé
(SGA 4 XIV 2 3) et aucun d'eux n'a été démontré en cohomologie cristalline. Ils

sont, cependant, conjecturés.

Dans ce qui suit, on supposera que (H,y,Tr) vérifie les deux théorémes de

Lefschetz,

2.2.2. Gardons les notations précédentes. On déduit aussitdt du théorzme de
Lefschetz fort, une décomposition de la cohomologie

(2.2.2.1) nh(x) = 5 P8 i€z ;
jezmax(i-n,0)

i.e. pour chaque x € 1 (%) , 11 existe des x, € Pl_ZJ(X) uniques tel que

(2.2.2.2) x=5 )_zj(xj) )

A l'aide de cette décomposition, on définit des opérateurs * ,A , par

*x =3 (-1)

(i~23)i-2j+1)/2 Jan.i+j(xj)
(2.2.2.3)

A(x) = £ LT .
jzmax(i-n,1) J
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On peut encore expliciter XA , qui est homogéne de degré -2 , comme étant

celui qui rend commutatifs les carrés

i ~ 2n~1i

) ——> i x)
(2.2.2.4) A £
. A~ s
ut Z(X) S H2n 1+2(X) ;
en particulier on a
(2.2.2.5) Xo g = 1id

On a aussi la formule
(2.2,2.6) #o= id

L'opérateur ¥ B — H2n-1 differe par un facteur 2 0 de celui défini

en WEIL [1] .

2,2.3. Voici les conjectures de type Lefschetz, énoncées pour X munie de £

A(X,4) : 8i O0< 2 <n, l'application
P cPx) —> " P(x)

est bijective.

B{X) : La correspondance cohomologique X € Hom(H(X),H(X)), provient

de C(X xX) , i.e. est algébrique.

La conjecture B(X) entraine A(X,4) et est plus maniable que celle-ci.
Comme la notation l'indique, elle ne dépend pas de la section hyperplane lisse
choisie. Elle est stable par produits, sections hyperplanes, et est vérifiée par les

courbes (trivialement), les variétés abéliennes, les variétés de drapeaux, D’'autre

part A(X x X4y ® 1+ ly ® fy) entraine B(X) . On voit donc qu'il y a équivalence



- 398 -

entre la validité de A(X) ou de B(X) pour tous les X .

2.2.4. La validité de la conjecture A(X) induit une décomposition de ¢t (x)

(i € &)

(2.2.4.1) @ = > i .
jzmax (2i-n,0) Pr

Zn-Zi(

On en déduit aussi que 3 : HZI(X) —> H X) (en supposant 2i < n)

envoie C (X) dans C"'(

X) . La conjecture B(X) entrafne que cet opérateur est

induit par un élément de C(X xX).

2.3, Conjecture de type Hodge. (ou de positivité de Hodge).

Soit X € ob V'(k) de dimension n , et muni de £ € C'(X) comme dans

2.1.2,
La conjecture est la suivante :
Hdg(X) : Si 0% 2p £n , la forme bilinéaire symétrique
(2.3.1) c® @ xc?P ¥ —> q
Pr Pr
(£,y) > (-DP1e, (P« )

est définie positive.

En caractéristique nulle, cette conjecture résulte de la théorie de Hodge

(voir WEIL [1]).

2.4, La conjonction des conjectures standard.

2.4.1, On a l'équivalence de

a) A(X) et Hdg(X) sont valables pour tout X .
b) B(X) et Hdg(X) sont valables pour tout X .

c¢) Pour tout X , on a Hdg(X) et
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D(X) : L'équivalence numérique et 1'égquivalence cohomologique {par rapport a

(H,y)) pour les cycles algébriques coincident.

Remarquons que D(X) équivaut & dire que l'accouplement

¢t (x) 8b ) —> Q est une dualité.

C'est l'ensemble de ces conjectures qu'on appelle les conjectures standard

(y compris les deux théorémes de Lefschetz).

2.4,2, Supposons la validité des conjectures standard, et soit X comme dans 2.3.

On a alors si O < 2p < n une décomposition (2.2.4.1)

P =3 4w
Pr

et par transport des formes (2.3.1) sur les C  J(X) , on obtient une forme

bilinéaire symétrique définie positive "
(2.4.2.1) c? ) ®q P —> ¢ ,
qui s'explicite

(2.4.2.2) (x,y) —> TrX(x,*y) s

ol 1l'opération * a été définie dans (2.2.2.3).

2.4.3. Supposons que (H,y) , (H',y') soient des théories de cohomologie sur k a
valeurs dans K , vérifiant les théoreémes de Lefschetz, et telles que les relations
d'équivalence cohomologique pour les cycles algébriques qu'elles définissent

cofncident, Alors, les conjectures standard sont valables pour (H,y) si et seulement

eiles le sont pour (H',y') . De plus, dans ce cas, les correspondances algébriques

dans C(X x X) définies par les opérations A ,* , sont les mémes pour H et H'

2.4.4, Soit (H,y,Tr) une théorie de cohomologie & valeurs dans un triple

(Q,W,Tc) comme dans 1.l.1 , Avec des modifications évidentes, les conjectures



- 400 -

standard gardent encore un sens dans ce contexte.

A 3. Conséquences des conjectures standard

On fixe une théorie de cohomologie (H,y,Tr) & valeurs dans un corps K
de caractéristique nulle pour laquelle on suppose la validité des conjectures

standard,

3.1. La conséquence qui a motivé les conjectures standard, est les conjectures
de Weil, pour la discussion desquelles je renvoie 4 GROTHENDIECK {5], KLEIMAN [1].
Ici, on s'intéresse plutdt a des conséquences utiles pour 1'étude de la catégorie des

motifs,

3.2. Soient X,Y € ob V(k}) ; pour 1 € Z, on a

: 24 244 .
ctxxy) > w7 xxv) =% B I e .
jez
Il résulte des conjectures standard que les composantes de Kunneth d'un
élément de C (X XY) sont encore dans Cl(X XY) . Ceci équivaut encore a 1'énoncé
plus simple suivant : si X est de dimension n , les composantes de Kinneth
2n-1i

ﬂ§ € H (X) @ #*(X) du cycle diagonal AX € c" (X xX), sont algébriques. D'ol

une décomposition dans C (X xX)
(3.2.1) = Zomo

De plus, les T ne dépendent pas de la théorie de cohomologie vérifiant

X

les conjectures standard choisies.

3.3. Soient X,Y € ob V(k) polarisées. On a alors des formes bilinéaires non dégéné-

rées

HX) ® HX) -—> K

H(Y) ® H(Y) ——> K
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données par

(x,x") +H—> TrX(x.*xf)

(y,y") —> TrY(y-*y') .
On voit facilement alors que si

u : H(X) —> H(Y)

est défini par une correspondance algébrique dans C(XXY) , et si on note
u' : H(Y) —> H(X) son transposé pour ces formes non dégénérées, on a que u' est
algébrique et que
Tr(uu') = Tr(u'u) € Q
3.3.1)

u#0 = Tr(uu') >0 .
On en conclut par exemple que la Q-algdbre C(X xX) des correspondances
algébriques de X dans X (voir 0.3) est semi-simple (voir 4.2.2 pour un résultat

plus précis).

A 4., La conjecture de Tate

4.0. On fixe un nombre premier f différent de la caractéristique de k , et une
cldture algébrique k de k . Si X est un objet de ¥(k) , on note ZH(X)

1'anneau gradué des classes de cycles algébriques pour la relation d'équivalence

définie par la cohomologie f-adique, et on pose

c(X) e® ZH(X)

c,g(x) QE ® zH(x) .

4.1. Rappelons (A 1.4.1) la définition de la cohomologie fg-adique : si X € ob V(k)

. : v n
H (O = @, @, lim HE, ,2/0'Z)

¢ n
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On voit sur cette définition que par fonctorialité du site étale, le groupe
de Galois T = Gal(k/k) agit de fagon continue sur le Qz—vectoriel de rang fini
Hz(X) , ce dernier étant muni de la topologie f-adique. S§i x € CP(X) , la classe de
cohomologie de x , y(x) € Hip(X)(p) , est invariante par l'action de I', d'ou une

injection

(4.1.1) Py —> Hip(x)(p)r )

La conjecture de Tate (TATE [1]) précise cette situation, dans le cas ol

k est un corps de type fini sur le corps premier (voir 4.4 pour le cas général).

Si k est de type fini sur le corps premier 1l'image de (4.1.1) engendre

le Qﬁwvectoriel des classes de cohomologie invariantes, i.e.

(4.1.2) 0,.c?0 = [BPe®] T .

4.2. 81 k est de type fini sur le corps premier, notons Tate(k) la catégorie

des Qz—vectoriels de rang fini munis d'une action continue de I = Gal(k/k) ; ses
objets seront appelés des modules de Tate. La catégorie Tate(k) est munie d'une loi
® ACU évidente, ainsi que d'une structure Qz—linéaire. Pour ces structures, c'est
une catégorie tannakienne sur Ql (III 3.2.1), munie d'un foncteur fibre évident sur

QL , & savoir l'oubli de 1'action de T .

La cohomologie f-adique induit un ®-foncteur fidele Q-linéaire de la catégorie
ggo(k) des correspondances de degré nul (4 0.3.3) dans la catégorie des modules

de Tate gradués (voir A 1.3.2),

Hy : CV°(k) —> Grad Tate(k)

et la conjecture de Tate entraine que si X ,Y sont des objets de gyo(k) s

1'inclusion

Hom(X,Y) “—> Hom(Hz(Y),Hz(X))
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induit une égalité

Qz.Hom(X,Y) = Hom(Hz(Y),Hg(X))

4.3, Supposons maintenant k quelconque, on pose alors
Tate(k) = lig Tate(k')
k!
ot k' parcourt les sous-corps de k de type fini sur le corps premier, les

foncteurs de transition

Tate(k') —=> Tate(k")
pour k"/k' étant induits par les morphismes de groupes
Gal(k"/k") ——> Gal(k'/k) .

La catégorie Tate(k) des modules de Tate est encore une catégorie

tannakienne neutre sur QL , qui dépend fonctoriellement du corps k .

Si on note G le Qﬁ—groupe des automorphismes du foncteur oubli de Tate(k) ,

o . . . : :
G~ sa composante neutre, on voit sans peine qu'on a un isomorphisme canonique

[}

T

e/c )
e,

?

on T est le Qﬂ—groupe profini associé a I = Gal(k/k). En particulier, si k est

Q,

algébriquement clos, G est conpexe.

4.4, Soit X wun objet de ¥(k) ; alors les HZ(X) sont de fagon naturelle des
modules de Tate., En effet, il existe un sous-corps k' de Kk de type fini sur le

corps premier et un objet X' de V(k') tel que X = X' X

! k ., On a un isomorphisme

canonique
mi = ER
£ 2
qui définit sur HZ(X) une action de Gal(k'/k) . L'objet de Tate(k) obtenu ainsi

ne dépend que de X . On voit donc, que pour k général la cohomologie f-adique
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définit un ®-foncteur Q-linéaire et fideéle & valeurs dans les modules de Tate gradués

H, cv°(k) —> Grad Tate(k)

La conjecture de Tate énoncée plus haut entrafne que si X,Y € ob CV(k) ,
l'inclusion

Hom(X,Y) <—> Hom(Hz(Y),Hi(X))

induit une égalité

QE.Hom(X,Y) = Hom(Hz(Y),Hz(X)) .

A 5, La conjecture de Hodge

5.0. Dans ce numéro, le corps k est le corps € des nombres complexes. Si X est
un objet de V(C) , C(X) dénote l'anneau gradué des classes de cycles algébriques
pour la relation d'équivalence définie par la cohomologie de Hodge (A 1.4.2)

tensorisé par Q

c(X) = Q ®2z szg(x) .

5.1. 8oit X un C-schéma lisse projectif et connexe, et notons H(X) sa cohomologie
de Betti-Hodge
HX) = By, (X) = HEX(O),Q) ,
définie en A 1.4.2 . On a une décomposition de Hodge
CICOME S oS
Psq

Hp’q(x,nf(/m)

et si p € N, on sait que la classe d'un cycle de codimension p dans X est de

type (p,p) ; on a donc une inclusion

(5.1.1) PE) s wPPx) N u?Px)
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La conjecture de Hodge sous sa forme simple est :

Hodge (2p,p) : L'inclusion (5.1.1) est une égalité .

On notera que, tout comme la conjecture de Tate en cohomologie jf-adique,
cette caractérisation des classes de cohomologie algébriques entraine l'algébricité

des composantes de Kinneth de la diagonale Ay € C(X x X) (voir A 3.2) .
5,1,1, La cohomologie de Betti-Hodge induit un ®-foncteur fidéle Q-linéaire (voir
A 1.3.2)

(5.1.2) Hyy cv®(¢) ——> Hodge(®) .

la conjecture de Hodge entraine que ce foncteur est pleinement fidéle.

5.2, Gardons les notations de 5.1 . 8i 1i,p € N, on note File'P Hi(X) le sous-
Q-vectoriel de Hi(X) = Hi(X(C),Q) des classes de cohomologie qui s'annulent sur un
ouvert de la forme X-T ol T est une partie 2 de codimension = p . En fait,
File!P Hi(X) est une sous-structure de Hodge de Hi(X) , i.e. le sous-vectoriel
File'? Hi(X)G de Hi(X)m = Hi(X(C),C) est stable sous la décomposition en types
p,qg. Ceci suit de ce que Filt'pHi(X) est aussi le sous-espace engendré par les

images des morphismes de structures de Hodge
12y (- —> Bt

induits par des morphismes Y —> X ol Y est de dimension n-q < n-p et n = dim X
(voir GROTHENDIECK [6],§ 1 et DELIGNE [6], 8.2.8). Il résulte aussi de cette caracté-

risation qu'on a

(5.2.1) File® vl () < EFiltpHi(X)q:] nete

ot Filt? Hl(x)¢= s whetTI¢

r2p

X) .
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La conjecture de Hodge, sous sa forme généralisée, corrigée par Grothendieck

(loc. cit.) est

Hodge(i,p} : L'inclusion (5.2.1) fait de File'? 5 (X) le plus grand sous-Q-vectoriel

i
du terme de droite qui soit une sous-structure de Hodge de H (X).

Pour 1=2p , cette conjecture se réduit & la précédente. On trouvera dans

GROTHENDIECK [6] des commentaires sur cette conjecture.

5.2.1, Soit V wune @§-structure de Hodge de poids 1 . On peut caractériser le plus
grand sous-Q-vectoriel de FiltpVC N VQ qui soit une structure de Hodge comme étant

le plus grand sous-objet V' de V tel que V'(p) soit & bidegrés positifs ; c'est
ce qu'on pourrait appeler la partie Vi-Zp de niveau de Hodge s i-2p , en s'inspirant

de 4.3 (les structures de Hodge effectives étant celles a bidegrés positifs),
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catégorie noethérienne, localement noethérienne I1 2.3.4.2
catégorie tannakienne 111 3.2.1
catégorie tannakienne algébrique IIT 3.3.1
catégorie tannakienne neutre IIT 3.2.1
catégorie tannakienne polarisable \Y 2.4.4
catégorie tannakienne polarisée v 2.4.5.1

B-catégorie QB—linéaire, B-linéaire I 4.5.4
B-®-catégorie I 4.5.1.1
B-®-catégorie fibrée I 4.5.5
B-®-catégorie QB—linéaire, B-linéaire I 4.5.4
L~catégorie ind-tannakienne I1r 2.3.3
®-catégorie I 0.1.1
®-catégorie AC, AU, CU, ACU I 2.1.1, 2.2.1,
2.3, 2.4.1



- 413 -

®-catégorie associative
®-catégorie commutative
@-catégorie A~linéaire
®-catégorie opposée
®-catégorie rigide

®-catégorie symétrique

cogébre

cogébre coassociative, cocommutative, counifére
cohomologie fg-adique
cohomologie cristalline
cohomologie de Betti-Hodge
cohomologie de De Rham
cohomologie de Hodge

comodule (dans une ®-catégorie)
comodule coplat

comodule counifére

n-connexion

contrainte AC, AU, CU, ACU

contrainte d'associativité
contrainte de commutativité
contrainte de commutativité stricte
contrainte d'unité

contrainte opposée, symétrique
contraintes cohomologues

coproduit tensoriel {de comodules)
correspondance algébrique
correspondance cohomologique
F-cristal

F-cristal isopentique

distributions (sur un monoide)
distributions de Dirac
donnée de descente (pour une catégorie linéaire)

®-donnée de descente

I 1.1.1

1 1.2.1

I 0.1.2

I o0.l.4

I 5.1.1

I 0.1.4

I 6.1.1.1

I 6.1.2.2

VI A 1.4.1

VI A 1.4.5

VI A l.4.4

VI A 1.4.3

VI A 1.4.2

I 6.2.2

II  2.4.3

I 6.2.2

vl 1.2.1

I 2.1.1, 2.2.1
2.3, 2.4.1

I 1.1.1

1 1.2.1

1 1.2.3

1 1.3.1

1 1.4

1 1.1.3, 1.2.3,2.1.3

II  2.4.3

vI A 0.3.1

VI A 1.3.2

vl  3.1.1, 3.1.3

vI  3.3.3.1

II  3.0.2

IT  3.0.2

III 1.2.1

III 1.3.5.1
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Elément hodgien (d'un R-groupe algébrique) v 2.7.2, 3.3.1
enveloppe algébrique (d'un groupe topologique,) v 0.3.1
enveloppe représentable (d'un A-module) IT 1,1.2.3
®&-équivalence I  4.4.1

Faisceau f~adique VI 1.1.3
filtration de Hodge vi  2.1.1.3, A 1,4.3
filtration par les niveaux vl  4.3.2
®-filtration admissible v 2.2.1
®@-filtration centrale v 2.2.6
®-filtration de type unipotent v 2.5.,2.2
®-filtration exacte v 2.1.1
®-filtration localement scindable v 2.2.1
®-filtration scindable v 2,2.1
®-filtrations opposées v 2.3.1, 2.3.3
foncteur borné 11 2.3.1
foncteur fibre 11 3.2.1, 4.2
foncteur fibre & valeurs dans un schéma I11 3.2.1.2
foncteur relativement exact 11 2.4.2
®-foncteur I 4.1.1
®-foncteur AC, AU, CU, ACU I 4.2.4
®-foncteur associatif 1 4,2.1
®-foncteur commutatif I 4.2.2
®-foncteur compatible avec les Hom I 4.3.1
®-foncteur A-linéaire I 4.1.3
®-foncteur rigide I 5.2.1
®-foncteur strict I 4.1.1
®-foncteur unifére I3 4.2.3
B-@-foncteur I 4.5.3

forme bilinéaire v 2.1.1

forme bilinéaire non dégénérée v 2.1.1

forme de C-polarisation A 2.7.1, 3.3.1
forme de Weil vy 2.3.1, 2.3.5
forme positive (pour une polarisation) v 2.4.1, 3.2.1
forme sesquilinéaire v 2.2,1

forme sesquilinéaire conjuguée v 2.2.5

forme sesquilinéaire non dégénérée v 2.2,1

formes de Weil compatibles v 2.3.1, 2.3.5
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®-générateur

gerbe

gerbe neutre

gerbe tannakienne

gerbe tannakienne algébrique

L-gerbe

graduation de type 1

graduation par le poids

®-graduation

®-graduation centrale

groupe de Mumford-Tate (d'une structure de Hodge)

groupe d'holonomie (d'un schéma, d'un module stra-

tifié)

groupe d'holonomie (d'une catégorie en un foncteur

fibre)

groupe d'holonomie restreint (d'un schéma, d'un
module stratifié)

R-groupe anisotrope, compact
R-groupe hodgien

R-groupe polarisable

Inverse (pour un objet inversible)
Inverse AU (pour un objet inversible)

F-isocristal

Lien

Lien abélien

Lien algébrique

Lien polarisable

Lien réductif

Lien représentable

linéairement compact (espace vectoriel)

loi @

Module stratifié
A-module (dans une ®-catégorie)

A-module unifére

Il

111
I1I
111
III
111

111

VI

VI

IIT
IIX
III

III
I1

VI

4.3.1
2.1.1
2.1.1.1
2.2.1
3.1.0
2.1.4
1.1.1
3.1.1
1.2.2
1.2.2.1
2.1.2.3

1.2.2.1

3.2.1.2

1.2.2.1

0.3.2
2.7.2
2.7.1

2.5.4
2.5.5.2
3.1.3

1.3
.1.3
1.4
4.5.1, 2.6.1.2
.1.2
1.3
N/
1.1

QOoHE N =N W NN

1.2.1
6.2.1
6.2.1
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A-module

A-module coreprésentable
A-module représentable
G-module, G~A-module
G-module

G-module fideéle

morphisme de catégories ind-tannakiennes

morphisme de catégories tannakiennes
morphisme de foncteurs fibre
morphisme de Gysin

morphisme de théories de cohomologie
morphisme d'unités

morphisme d'unités réduites
®-morphisme

®-morphisme unifere

B-®morphisme

B-®-morphisme unifére

motif (d'une variété)

motif de Lefschetz

motif de Tate

motif purement de niveau n

Niveau de Hodge
niveau d'un motif

p-nombre de Weil

Objet de Tate

objet Hom, Moh

objet inversible

objet noethérien

objet réflexif

objet n-régulier (n = 0,1,2)

objet n-régulier a gauche, a droite

objet unité

Parité {d'une forme non dégénérée)

parité {d'une polarisation)

I1
11
II
IT
11T
ITI
III
ITI

\'2%
vI
VI

oH H A

1.0.2
1.1.1
1.1.1
3.0.3
3.3.2
3.3.2
1.1.1.1
3.2.1.1
3.2.1, 4.2
Al.1.1.8
Al.1.2
1.3.4
1.3.2.2
4.1.1
4.2.3.
4.5.3
4.5.3
4.1.2.2
4.1.2.4
4.1.3.2
4.3.2

A 5.2.1
4.3.1
4.6.3.2

3.1.1
3.1.1
2.5.0
2.3.4.2
3.2.3.3
0.1.3
0.1.3
1.3.2

2.1.2, 2.2.2
2.4.1
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pente {(d'un F-cristal) vl 3.3.3.1
polarisation \Y 2.4.1, 2.4.3, 3.2.1
polarisation hodgienne 2.7.2, 3.3.1
polarisation symétrique 2.4.1
produit tensoriel externe II  1.5.1
pseudo~générateur II 2.6.2
Quadruple de ®-équivalence I 4.4,1
Rang {d'un objet) I 5.1.4
relation d'équivalence admissible VI A 0.2.1
Scindage (d'une ®filtration) v 2.1.1
signature (d'un objet inversible) I 2.5.3
sous-catégorie de définition II 2.2.1, 3.4
sous-objet isotrope, non isotrope, Fotalement v 2.1.6
isotrope
sous-objet orthogonal (& un sous-objet) \Y 2,1.6
stratification vl 1.2.1
structure A~linéaire I 0.1.2
®&-structure I 0.1.1
®-structure A-linéaire I 0.1.2
symétrie canonique I 1.2.3
systéme local VI 1.1.1
systéme local fg~adique VI 1.1.3
Théorie de cohomologie vI A 1.1, 1.1.5
trace (d'un endomorphisme) I 5.1.4
transposé (d'un endomorphisme) v 2.1.2.1
transposé (d'un morphisme) v 2.1.4
triple de Tate v 3.1.1
triple de Tate neutralisé \Y 3.1.3
triple de Tate neutre \% 3.1.3
triple de Tate polarisable v 3.2.2.1
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Unité {pour une ®-catégorie) 1 1.3.1
unité i gauche, & droite, bilatére 1 1.3.1.3

unité réduite I 1.3.2



