
DES CAT

�

EGORIES D

�

ERIV

�

EES

DES CAT

�

EGORIES AB

�

ELIENNES

J.-L. VERDIER





Pr�eface

Jean-Louis Verdier, tragiquement disparu le 25 août 1989, a soutenu

sa th�ese de doctorat d'

�

Etat, intitul�ee Des cat�egories d�eriv�ees des cat�egories

ab�eliennes, le 14 juin 1967, �a Paris. Le pr�esent texte est celui du manuscrit

dactylographi�e de cette th�ese, dans sa derni�ere version. Les �editeurs se sont

born�es �a corriger des erreurs de d�etail. Seule la partie intitul�ee Introduction

avait �et�e d�epos�ee �a la facult�e. Le corps du texte �etait inachev�e �a la date de

la soutenance, et l'est rest�e.

La gen�ese de ce travail est assez bien connue (cf. [I]). On sait que Gro-

thendieck con�cut l'id�ee des cat�egories d�eriv�ees au d�ebut des ann�ees soixante

pour fournir le cadre d'alg�ebre homologique n�ecessaire �a la vaste g�en�eralisa-

tion des th�eor�emes de dualit�e qu'il avait imagin�ee �a la suite de son expos�e

au congr�es international d'

�

Edinbourg de 1958. Il avait propos�e �a Verdier,

comme sujet de th�ese, de construire le formalisme envisag�e. En 1963, Verdier

faisait parâ�tre un fascicule de r�esultats r�esumant l'essentiel de la th�eorie,

Cat�egories d�eriv�ees, quelques r�esultats (

�

Etat 0), mim�eographi�e par l'IH

�

ES

(reproduit dans [SGA 4 1/2]). Si la notion de cat�egorie d�eriv�ee est due �a

Grothendieck, c'est �a Verdier que revient d'avoir introduit, en amont, celle

de cat�egorie triangul�ee. L'axiomatique pr�esent�ee l�a, inspir�ee de la th�eorie

homotopique stable (cf. [P]), devait se r�ev�eler d'une surprenante f�econdit�e.

Ce n'est que plusieurs ann�ees apr�es que Verdier entreprend une r�edac-

tion d'ensemble de son travail. Pourquoi ne l'a-t-il pas termin�ee? Bien des

hypoth�eses ont �et�e avanc�ees. Je pencherais pour la suivante. La partie qui

manque est la th�eorie des foncteurs d�eriv�es. Quand Verdier en arrive �a cet

endroit de sa r�edaction, les cat�egories d�eriv�ees ont d�ej�a �et�e largement utilis�ees

en g�eom�etrie alg�ebrique. Diverses variantes et g�en�eralisations se d�eveloppent :

notion de d�erivabilit�e ponctuelle �a la Deligne, foncteurs d�eriv�es non additifs

(alg�ebre homotopique �a la Quillen), foncteurs d�eriv�es �ltr�es. D�es lors, le cadre

�x�e par le fascicule de r�esultats s'av�erait insu�sant. Trouver le bon point de

vue aurait demand�e un nouveau travail de fondements que Verdier, int�eress�e

�a cette �epoque par d'autres probl�emes, n'a eu, me semble-t-il, ni le loisir ni

sans doute l'envie de r�ealiser.

�

A mesure que le temps passait, des articles sur



les cat�egories d�eriv�ees paraissaient et l'usage s'en r�epandait, le formalisme

envahissant d'autres domaines des math�ematiques (comme les �equations aux

d�eriv�ees partielles lin�eaires). L'ach�evement de son ouvrage devenait alors aux

yeux de Verdier une tâche de moins en moins n�ecessaire . . .

Tout incomplet qu'il est, ce texte de Verdier constitue n�eanmoins une

r�ef�erence pr�ecieuse, voire irrempla�cable (par exemple, la pr�esentation, origi-

nale et �el�egante, qui y est donn�ee des suites spectrales ne se trouve, �a ma

connaissance, nulle part ailleurs). On ne peut que se r�ejouir qu'il voie en�n

le jour.

Paris, le 27 avril 1996

Luc Illusie
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Note des �editeurs

C'est lors de la c�er�emonie en hommage �a J.-L. Verdier, organis�ee par

l'Universit�e Paris VII, le 19 octobre 1989, que M. Artin, P. Cartier et L. Illu-

sie eurent l'id�ee de publier la th�ese de J.-L. Verdier. Deux ans plus tard je me

joignais �a eux et j'obtenais, grâce �a l'appui de J. Le Potier et de M. Brou�e,

un �nancement de Paris VII (URA 212) et de l'

�

ENS (DMI) pour une saisie

de ce texte en T

E

X. Une fois la frappe termin�ee, le r�esultat fut soigneuse-

ment compar�e �a l'original dactylographi�e de Verdier. Il restait encore �a faire

une relecture math�ematique car Verdier n'avait jamais e�ectu�e les derni�eres

corrections.

Cette lecture attentive a �et�e faite, avec un extrême soin, par P. Car-

tier (chapitre I), B. Keller (chapitre III), et, pour l'ensemble du texte, par

M. Zisman et moi-même. En dehors des nombreuses coquilles qui ne m�eri-

tent pas d'être �enum�er�ees, les principales modi�cations apport�ees sont les

suivantes. Dans le chapitre I, la proposition (3.1.5) a�rmait une �equivalence.

Cette �equivalence a �et�e remplac�ee par une implication, la r�eciproque (jamais

utilis�ee par la suite) �etant fausse. Dans la proposition (3.4.1), il y avait une

erreur de signe, induisant des erreurs de signe dans le chapitre III ((1.3.4), (b)

et (3.2.7.3)). Ceci a conduit �a adapter la d�e�nition de la \cat�egorie triangul�ee

oppos�ee" (chap. II, 1.1.7) a�n que reste vraie l'a�rmation : la cat�egorie d�e-

riv�ee de la cat�egorie oppos�ee est la cat�egorie triangul�ee oppos�ee �a la cat�egorie

d�eriv�ee.

Dans le chapitre II, l'ordre des propositions du x1.2 a �et�e modi��e. En

e�et, Verdier s'�etait rendu compte, apr�es la r�edaction, que l'assertion que

la somme directe de deux triangles distingu�es est un triangle distingu�e est

cons�equence des autres axiomes des cat�egories triangul�ees. Il l'avait donc

supprim�ee de la liste des axiomes, sans e�ectuer les remaniements qui en

r�esultaient. D'autre part, les alin�eas (2.3.6) et (2.3.7) qui n'�etaient pas utilis�es

dans la suite, et dont la v�eri�cation a �echou�e, ont �et�e supprim�es. La d�e�nition

de la notion d'objet spectral stationnaire (4.4.2) a �et�e l�eg�erement modi��ee, la

d�e�nition originale �etant trop faible pour l'�etablissement du th�eor�eme (4.4.3)

qui suivait. Il a �et�e v�eri��e que cela �etait sans cons�equence pour la suite.



L'index de notations et l'index terminologique ont �et�e compl�et�es. En

revanche, la bibliographie a �et�e laiss�ee inchang�ee (sauf pour les SGA dont

les r�ef�erences d�e�nitives dans les \Lecture Notes" ont �et�e indiqu�ees). En

particulier, l'absence de r�ef�erence num�ero 13 n'a pas �et�e combl�ee.

Je voudrais remercier vivement M. Brou�e, A. Brugui�eres, P. Cartier,

L. Gruson, L. Illusie, B. Keller, J. Le Potier, M. Zisman, ainsi que l'Univer-

sit�e Paris VII, l'

�

Ecole Normale Sup�erieure, et l'Institut des Hautes

�

Etudes

Scienti�ques, qui ont aid�e �a divers titres �a la r�ealisation de ce projet. Je re-

mercie �egalement C. Defosse et C. Gourgues pour avoir patiemment saisi cet

ouvrage en A

M

S-T

E

X.

J'aurais aim�e pouvoir �etendre ces remerciements �a L. Doustaing pr�ema-

tur�ement disparu en d�ecembre 1994.

Paris, le 14 juin 1996

Georges Maltsiniotis
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Introduction

Nous proposons dans ce travail un formalisme de l'hyperhomologie.

1. Soient A et B deux cat�egories ab�eliennes, F : A ! B un foncteur ad-

ditif. Lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs, la cons-

truction des foncteurs d�eriv�es droits de F est maintenant classique [1] : tout

objetX de A poss�ede une r�esolution injective X

"

! I

�

(X) unique �a \homoto-

pie pr�es". Les objets de cohomologie du complexe F (I

�

(X)) sont donc d�e�nis

�a isomorphisme canonique pr�es par l'objet X et d�ependent fonctoriellement

de X . Les foncteurs obtenus sont les foncteurs d�eriv�es droits de F .

Ainsi, on associe fonctoriellement �a tout objet X de A un complexe

d'objets de B d�e�ni \�a homotopie pr�es" dont on prend la cohomologie. Ce-

pendant le plus souvent, les constructions usuelles de l'alg�ebre homologique

ne fournissent pas des complexes d�e�nis �a homotopie pr�es, mais des com-

plexes d�e�nis �a quasi-isomorphisme pr�es (un morphisme de complexes est

appel�e un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphisme sur les objets de

cohomologie). Pour illustrer ce point, donnons deux exemples.

Notons tout d'abord que, pour �etudier les foncteurs d�eriv�es de F , il y a

lieu de consid�erer des r�esolutions X

"

0

! R(X) plus g�en�erales que les r�esolu-

tions injectives : les r�esolutions par des objets acycliques pour le foncteur F

(en th�eorie des faisceaux, r�esolutions par des faisceaux 
asques, mous [23] ;

en th�eorie des modules, r�esolutions par des modules plats . . . ). Ces r�eso-

lutions ne sont plus n�ecessairement uniques �a homotopie pr�es. Mais �etant

donn�ees une r�esolution F -acyclique X

"

0

! R(X) et une r�esolution injective

X

"

! I

�

(X) , il existe un et un seul (�a homotopie pr�es) morphisme de r�eso-

lutions, i.e. un morphisme de complexes � : R(X)! I

�

(X) tel que le dia-
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gramme ci-apr�es soit commutatif :

R(X)

u

�

X

�

�

�

�

�

���

"

0

[

[

[

[

[

[[]

"

I

�

(X) :

De plus, �etant donn�e un morphisme de r�esolutions F -acycliques :

R

1

(X)

u

�

0

X

�

�

�

�

�

���

"

1

[

[

[

[

[

[[]

"

2

R

2

(X) ;

le morphisme de complexes d'objets de B :

F (�

0

) : F (R

1

(X)) �! F (R

2

(X))

est un quasi-isomorphisme. Remarquons qu'ici on obtient dans B un sys-

t�eme inductif de complexes et de quasi-isomorphismes qui poss�ede un �el�ement

maximal unique �a homotopie pr�es : le transform�e par F d'une r�esolution in-

jective de X . Ce ph�enom�ene ne se produit plus dans le deuxi�eme exemple

que nous abordons maintenant.

Le proc�ed�e de d�e�nition des foncteurs d�eriv�es par r�esolution se g�en�eralise

parfois au cas o�u la cat�egorie A ne poss�ede plus n�ecessairement su�samment

d'objets injectifs ou projectifs. Consid�erons le cas o�u A est la cat�egorie des

faisceaux de groupes commutatifs sur un espace topologique E . Cette cat�ego-

rie ne poss�ede pas, en g�en�eral, su�samment d'objets projectifs. On se propose

n�eanmoins de d�e�nir les foncteurs d�eriv�es gauches du foncteur exact �a droite

de A dans A qui, �a tout faisceau G, associe le faisceau F 


Z

G (F faisceau

�xe). On exige, bien entendu, que cette d�e�nition fournisse des foncteurs pos-

s�edant les propri�et�es usuelles des foncteurs d�eriv�es gauches (comportement

par rapport aux suites exactes et une certaine propri�et�e universelle) et qu'elle

redonne dans les cas connus (par exemple lorsque E est r�eduit �a un point)

les produits de torsion usuels.

On peut op�erer de la mani�ere que voici. Tout faisceau G admet une

r�esolution �a gauche L

�

! G de longueur �nie (en fait de longueur 2) par des

2
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faisceaux dont les �bres sont des groupes commutatifs sans torsion (r�esolution

plate). On constate ais�ement les faits suivants :

a)

�

Etant donn�ees deux r�esolutions plates L

�

i

"

i

! G , i = 1; 2 , il en existe

une troisi�eme L

�

3

"

3

! G et un diagramme commutatif �a homotopie pr�es de

r�esolutions :

L

�

1

�

�

�

��

"

1

L

�

3

A

A

A

AC

�

1

w

"

3

�

�

�

��

�

2

G

L

�

2

N

N

N

NP

"

2

:

b)

�

Etant donn�es deux morphismes de r�esolutions plates :

L

�

1

u

�

u

�

0

�

�

�

�

�

��

"

1

G

L

�

2

�

�

�

�

�

���

"

2

;

il existe une troisi�eme r�esolution plate :

L

�

3

"

3

�! G ;

et un morphisme de r�esolutions :

L

�

3

u

�

�

�

�

�

�

��

"

3

G

L

�

1

�

�

�

�

�

���

"

1

;

tel que les morphismes de complexes �� et �

0

� soient homotopes.

c) Pour tout morphisme de r�esolutions plates :

L

�

1

u

�

�

�

�

�

�

��

"

1

G

L

�

2

�

�

�

�

�

���

"

2

;

3
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le morphisme de complexes de faisceaux :

F 
 � : F 


Z

L

�

1

�! F 


Z

L

�

2

;

est un quasi-isomorphisme.

On obtient donc un syst�eme coh�erent de complexes de faisceaux F 


Z

L

�

et de quasi-isomorphismes qui d�epend, en un sens qu'on peut pr�eciser, foncto-

riellement du faisceau G. En tout cas, les objets de cohomologie des complexes

F 


Z

L

�

(L

�

r�esolution plate de G ) sont d�e�nis �a isomorphismes uniques

pr�es et d�ependent fonctoriellement de G . Les foncteurs ainsi obtenus poss�e-

dent les propri�et�es voulues et m�eritent le nom de foncteurs d�eriv�es gauches

du foncteur \produit tensoriel par F ".

Bien entendu, pour calculer les faisceaux de torsion Tor

Z

(F;G) , on peut

prendre le faisceau associ�e au pr�efaisceau U 7�! Tor

Z

(F (U); G(U)) (U ou-

vert de E). Mais la m�ethode que nous employons fournit un complexe de

faisceaux bien d�e�ni �a quasi-isomorphisme pr�es dont les objets de cohomolo-

gie sont Tor

Z

(F;G) et F


Z

G , information suppl�ementaire essentielle pour le

maniement commode de ces foncteurs, ainsi que nous le verrons par la suite.

Cette m�ethode s'�etend imm�ediatement au cas des topos annel�es et permet

de d�e�nir dans ce cadre les foncteurs d�eriv�es gauches du foncteur \produit

tensoriel de faisceaux".

2. Dans l'�etude des foncteurs d�eriv�es d'un foncteur compos�e de deux

foncteurs, des propri�et�es d'associativit�e, des relations du type de K�unneth,

on est amen�e �a �etendre le formalisme des foncteurs d�eriv�es au cas o�u l'argu-

ment n'est plus seulement un objet de la cat�egorie �etudi�ee, mais un complexe

d'objets de cette cat�egorie. Cette extension a �et�e faite dans [1]. Rappelons-en

les grandes lignes. Soit F : A ! B un foncteur additif entre deux cat�egories

ab�eliennes telles que A poss�ede su�samment d'objets injectifs. Soit Y

�

un

complexe d'objets de A . On d�e�nit dans loc. cit. les \r�esolutions injectives"

du complexe Y

�

, que nous appelons r�esolutions injectives de Cartan-Eilenberg

du complexe Y

�

. Une telle r�esolution est, par d�e�nition, un double complexe

I

��

dont les composants sont des objets injectifs de A , muni d'une augmen-

tation :

Y

�

"

�! I

��

qui induit des r�esolutions injectives (au sens usuel) des composants, des bords,

et des objets de cohomologie du complexe Y

�

. Ces r�esolutions sont uniques

�a homotopie (de doubles complexes) pr�es. On forme alors le double complexe

F (I

��

) , puis le complexe simple associ�e

R

F (I

��

) qui, lui aussi, est d�etermin�e
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�a homotopie pr�es par le complexe Y

�

. Les objets de cohomologie R

n

F (Y

�

)

du complexe

R

F (I

��

) sont donc d�e�nis �a isomorphisme canonique pr�es et on

constate qu'ils d�ependent fonctoriellement du complexe Y

�

. Les foncteurs

R

n

F obtenus sont les hyperd�eriv�es �a droite de F . On obtient de plus deux

suites spectrales fonctorielles en Y

�

dont les termes initiaux sont :

I

p;q

2

= H

p

(R

q

F (Y

�

)) (�)

II

p;q

2

= R

p

F (H

q

(Y

�

)) ; (��)

et dont les termes in�nis sont les gradu�es associ�es aux objetsR

n

F (Y

�

) conve-

nablement �ltr�es. Bornons-nous, pour simpli�er, au cas o�u les composants des

complexes envisag�es sont nuls en degr�e su�samment petit. On constate alors

que les suites spectrales (�) et (��) convergent. Un morphisme m : Y

�

! Z

�

de complexes induit des morphismes :

R

n

F (m) : R

n

F (Y

�

) �! R

n

F (Z

�

)

et des morphismes des suites spectrales correspondantes. En particulier,

lorsque m est un quasi-isomorphisme, la suite spectrale (��) montre que

les morphismes R

n

F (m) sont des isomorphismes. Ainsi les objets R

n

F (Y

�

)

sont d�etermin�es d�es que l'on connâ�t le complexe Y

�

�a \quasi-isomorphisme

pr�es". Comme, par ailleurs, on a indiqu�e que les proc�ed�es usuels de l'alg�ebre

homologique ne fournissent le plus souvent que des complexes d�etermin�es �a

quasi-isomorphisme pr�es, il apparâ�t que les objets naturels qu'�etudie l'hyper-

homologie sont les \classes de complexes �a quasi-isomorphisme pr�es".

3. La d�emarche que nous suivons s'impose alors naturellement. On intro-

duit, pour toute cat�egorie ab�elienne A , la cat�egorie comp(A) des complexes

d'objets de A . Puis on construit �a partir de comp(A) une nouvelle cat�ego-

rie en rendant formellement inversibles les quasi-isomorphismes de comp(A).

On obtient ainsi une cat�egorie D(A) : la \cat�egorie d�eriv�ee" de la cat�egorie

ab�elienne A . Par des proc�ed�es de r�esolution �a droite qu'il importe peu de

pr�eciser dans cette introduction, on associe �a un foncteur additif entre deux

cat�egories ab�eliennes F : A ! B , un foncteur RF : D(A)! D(B) (qui n'est

d�e�ni le plus souvent que sur une sous-cat�egorie convenable D

�

(A) � D(A)

obtenue en imposant des limitations aux degr�es des complexes envisag�es) ap-

pel�e le foncteur d�eriv�e total �a droite de F . Pour tout objet X de D

�

(A) ,

l'objet RF (X) de D(B) est donc un complexe d'objets de B d�e�ni �a \quasi-

isomorphisme pr�es", et par suite, les objets de cohomologie R

n

F (X) de ce

complexe sont bien d�e�nis. Les foncteurs X 7! R

n

F (X) sont les \hyperd�e-

riv�es �a droite" du foncteur F , d�e�nis ici sans supposer n�ecessairement que

5
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A poss�ede su�samment d'objets injectifs. Le foncteur d�eriv�e total permet

donc, en particulier, de reconstruire les \hyperd�eriv�es �a droite de F "; mais

il fournit plus d'informations. Par exemple, lorsqu'on a un foncteur additif

G : B ! C entre cat�egories ab�eliennes, on peut composer les foncteurs d�eriv�es

totaux :

RG � RF : D

�

(A) �! D(C) :

Dans les cas habituels, le foncteur RG �RF est canoniquement isomorphe au

foncteur d�eriv�e total de GF :

R(GF )

�

�! RG � RF ;

formule de composition qui traduit dans notre langage la suite spectrale des

foncteurs compos�es, et qui est d'ailleurs plus pr�ecise, car elle ne se borne pas

�a donner certaines informations sur les objets de cohomologie de RGF (X)

(X objet de D

�

(A)), mais elle d�ecrit enti�erement le complexe �a \quasi-

isomorphisme pr�es" qui donne naissance �a ces objets de cohomologie ; com-

plexe dont la connaissance permet, par exemple, de composer �a nouveau avec

un autre foncteur d�eriv�e total.

4. D'une mani�ere g�en�erale, on est amen�e, dans ce formalisme, �a travail-

ler directement avec les complexes �a \quasi-isomorphisme pr�es", complexes

qu'on se garde bien de remplacer par les seuls objets de cohomologie. (Si,

le plus souvent, les \invariants" que l'on recherche, au terme du calcul ou

du raisonnement, sont les objets de cohomologie des complexes, il n'en est

pas toujours ainsi : les di��erentielles des suites spectrales sont, elles aussi,

des \invariants" int�eressants). On �etablit, au niveau des complexes �a quasi-

isomorphisme pr�es, ou au niveau des foncteurs d�eriv�es totaux, ou plus g�en�era-

lement au niveau des foncteurs entre les cat�egories d�eriv�ees, diverses relations

(relation d'isomorphie, relation d'adjonction pour les th�eor�emes du type dua-

lit�e, etc.). Ces relations fourniront, par des proc�ed�es purement automatiques

(les suites spectrales), des informations sur les objets de cohomologie des

complexes, sur les �ltrations naturelles dont ces objets sont munis, etc.

Même lorsqu'on ne s'int�eresse qu'aux valeurs des foncteurs d�eriv�es tra-

ditionnels, i.e. aux seuls objets de cohomologie, les relations dans les ca-

t�egories d�eriv�ees sont souvent des interm�ediaires techniques indispensables

pour arriver �a �etudier ces foncteurs et formuler pour eux certaines relations

importantes.

En�n, avantage essentiel, les relations qu'on �etablit dans les cat�egories

d�eriv�ees sont d'apparence et de fait plus simples que les relations qu'on en

6
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d�eduit pour les objets de cohomologie. Le m�ecanisme des suites spectrales

cache le plus souvent la simplicit�e des ph�enom�enes. L'exemple �el�ementaire

des relations de K�unneth est �a cet �egard signi�catif.

5. Soient X et Y deux espaces compacts, A un anneau �a �el�ement unit�e

commutatif (pour simpli�er), F et G deux faisceaux de A-modules sur X et

Y respectivement. Lorsque A est un corps, on sait que le produit cart�esien

[23] d�e�nit un isomorphisme d'espaces vectoriels gradu�es :

H

�

(X;F )


A

H

�

(Y;G)

�

�! H

�

(X � Y; F 


A

G) :(K�u)

1

coh

Lorsque A = Z et que le faisceau F ou le faisceau G est sans torsion, on a

des suites exactes scindables :

0!

L

p+q=n

H

p

(X;F ) 


A

H

q

(Y;G)! H

n

(X � Y; F 


A

G)!

!

L

p+q=n+1

Tor

Z

(H

p

(X;F );H

q

(Y;G))! 0 :(K�u)

2

coh

Lorsque A = Z et qu'on ne fait aucune hypoth�ese sur F et G , on a deux

familles de suites exactes scindables :

0!

L

p+q=n

H

p

(X;F )


A

H

q

(Y;G)! H

n

!

!

L

p+q=n+1

Tor

Z

(H

p

(X;F );H

q

(Y;G))! 0 ;(K�u)

3

coh

0! H

n+1

(X � Y; Tor

A

(F;G))! H

n

! H

n

(X � Y; F 


A

G)! 0 :

La formulation initiale (K�u)

1

coh

se complique donc, mais reste accessible au

calcul explicite. Quand l'anneau A est plus compliqu�e, par exemple lorsque

A = Z=`

r

Z , ` premier, r > 1 , anneau de dimension cohomologique globale

in�nie, on n'a plus, traditionnellement, que deux suites spectrales ayant même

aboutissement dont les termes initiaux sont :

(K�u)

4

coh

0

K

p;q

2

=

L

r+s=q

Tor

A

�p

(H

r

(X;F );H

s

(Y;G)) ;

00

K

p;q

2

= H

p

(X � Y; Tor

A

�q

(F;G)) :

Cependant ces suites spectrales et l'isomorphie entre leurs aboutissements ne

sont que la cons�equence et la traduction imparfaite de la relation suivante

dans la cat�egorie d�eriv�ee de la cat�egorie des A-modules :

RH(X;F )

L




A

RH(Y;G)

�

�! RH(X � Y; F

L




A

G) ;(K�u)

Der

7
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o�u RH(X; ) d�esigne le foncteur d�eriv�e total �a droite du foncteur \sections

globales" sur X (de même pour RH(Y; ) et RH(X � Y; )) et o�u

L




A

d�e-

signe le foncteur d�eriv�e total �a gauche du foncteur produit tensoriel. (On

suppose que X et Y sont des espaces de dimension cohomologique �nie, par

exemple des complexes cellulaires �nis.) Les deux membres de (K�u)

Der

sont

des complexes de A-modules d�etermin�es �a quasi-isomorphisme pr�es dont les

modules de cohomologie sont respectivement l'aboutissement de la premi�ere

et de la deuxi�eme suite spectrale de (K�u)

4

coh

. La formule (K�u)

Der

est, bien

entendu, encore valable lorsque F et G sont des complexes de faisceaux sur

X et Y (convenablement born�es). Elle est parfaitement maniable pratique-

ment, et permet de formuler �egalement les propri�et�es de commutativit�e, et

d'associativit�e lorsqu'il y a plusieurs facteurs.

L'extension des scalaires conduit �a une formule analogue dans les cat�ego-

ries d�eriv�ees. Lorsque A! B est une A-alg�ebre et lorsque F est un faisceau

de A-modules sur X , on a la relation :

RH(X;F )

L




A

B

�

�! RH(X;F

L




A

B) :

De fa�con imag�ee, on peut dire, qu'en g�en�eral, les formules na��ves et tradi-

tionnellement fausses deviennent vraies lorsqu'on travaille dans les cat�egories

d�eriv�ees.

L'importance des anneaux de coe�cients Z=`

r

Z provient notamment de

la cohomologie �etale des sch�emas. On sait [6] que dans cette th�eorie on doit es-

sentiellement travailler avec des faisceaux de torsion. On obtient la cohomolo-

gie `-adique, i.e. �a valeurs dans l'anneau

b

Z

`

des entiers `-adiques, en passant �a

la limite projective dans la cohomologie �a valeurs dans les anneaux Z=`

r

Z . La

formule (K�u)

Der

est encore valable dans ce contexte (lorsque, par exemple, X

et Y sont des sch�emas propres sur un corps alg�ebriquement clos, A = Z=`

r

Z),

et passe �a la limite imm�ediatement pour fournir une formule analogue pour

les

b

Z

`

-faisceaux. Mais comme

b

Z

`

est un anneau principal, la formule (K�u)

Der

fournit en passant �a la cohomologie une formule du type (K�u)

3

coh

et en tenso-

risant par Q

`

, la formule (K�u)

1

coh

pour les Q

`

-faisceaux.

6. C'est le d�eveloppement syst�ematique des consid�erations esquiss�ees

ci-dessus que nous pr�esentons dans ce travail. Voici quel en est le plan.

Nous �etudions au premier chapitre les cat�egories de complexes des ca-

t�egories additives. Ces cat�egories sont gradu�ees. Plus pr�ecis�ement, elles sont

munies de foncteurs translation (translation des degr�es dans une direction
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donn�ee et changement de signe de la di��erentielle correspondante). Les exten-

sions naturelles des foncteurs multi-additifs aux complexes ne commutent pas

n�ecessairement aux translations, mais y commutent \�a isomorphisme pr�es",

isomorphismes d�etermin�es, pratiquement, au signe pr�es. Il se trouve qu'on

ne peut choisir ces isomorphismes de mani�ere coh�erente pour la composition

des \foncteurs translation", et qu'il s'introduit alors un signe. L'�etude de ce

signe fait l'objet du paragraphe 1 (voir aussi l'appendice). Au paragraphe

2, nous d�e�nissons les notions classiques de complexes multiples, complexes

simples, foncteur \complexe simple associ�e", homotopie, et au paragraphe

3, nous abordons l'�etude du cône d'un morphisme de complexes (\mapping

cone" ou \mapping cylinder"), construction essentielle pour la suite.

La construction de la cat�egorie D(A) , cat�egorie d�eriv�ee de la cat�egorie

ab�elienne A , se fait en deux �etapes. Dans la premi�ere �etape on introduit la

cat�egorie K(A) des complexes de A �a homotopie pr�es. Puis on inverse formel-

lement dans K(A) les quasi-isomorphismes pour obtenir la cat�egorie D(A) .

Les cat�egories K(A) et D(A) ne sont pas n�ecessairement ab�eliennes; mais elles

sont munies d'une structure suppl�ementaire, consistant en la donn�ee d'une

famille de diagrammes d�e�nis �a partir de la construction du cône : les tri-

angles distingu�es. Les triangles distingu�es jouent, pour ces cat�egories, le rôle

des suites exactes des cat�egories ab�eliennes. Les cat�egories additives munies

de cette structure suppl�ementaire, mise en �evidence et �etudi�ee par Puppe [2],

sont appel�ees cat�egories triangul�ees et sont �etudi�ees de notre point de vue

au chapitre II. Le premier paragraphe est consacr�e �a l'expos�e de r�esultats

�el�ementaires sur les cat�egories triangul�ees. Au paragraphe 2, nous montrons,

dans le cadre g�en�eral des cat�egories triangul�ees, que le probl�eme consistant

�a inverser formellement les quasi-isomorphismes de la cat�egorie triangul�ee

K(A) se r�esout simplement par un \calcul de fractions" [16]. Au paragraphe

3, nous d�emontrons un th�eor�eme dû �a Freyd [17] : une cat�egorie triangul�ee

D se plonge de mani�ere universelle dans une cat�egorie ab�elienne A(D) . Cette

cat�egorie A(D) poss�ede une famille E d'objets �a la fois injectifs et projectifs,

telle que tout objet de A(D) soit isomorphe �a un sous-objet d'un objet de

E et �a un objet quotient d'un objet de E . La sous-cat�egorie pleine de A(D)

d�e�nie par E est isomorphe �a la cat�egorie D . En�n au paragraphe 4, nous

�etudions les \objets spectraux" �a valeurs dans les cat�egories triangul�ees ou les

cat�egories ab�eliennes. Nous ne faisons ici qu'adapter les d�e�nitions de [1].

Le chapitre III est consacr�e �a l'�etude des cat�egories d�eriv�ees proprement

dites. Lorsque X et Y sont deux objets de D(A) , cat�egorie d�eriv�ee de la ca-

t�egorie ab�elienne A , les morphismes de degr�e n de X dans Y s'interpr�etent,

lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs et lorsque Y

est un complexe dont les composants sont nuls en degr�e petit, comme les

9
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�el�ements de Ext

n

A

(X; Y ) , n-i�eme hyper-ext des complexes X et Y (au sens

de [1]). Lorsque X et Y sont des complexes born�es (composants nuls sauf un

nombre �ni), les homomorphismes de degr�e n de X dans Y peuvent se d�e�nir

par une construction qui g�en�eralise la construction de Yoneda [3]. La compo-

sition des morphismes dans D(A) n'est autre que la composition de Yoneda.

Au paragraphe 4, nous �etudions les objets spectraux usuels. Tout complexe de

A donne naissance �a trois objets spectraux �a valeurs dans D(A) , qui permet-

tent d'�ecrire de fa�con automatique les suites spectrales essentielles. D'ailleurs

toute suite � � � ! X

n

! X

n+1

! � � � de complexes et de morphismes de

complexes (o�u les morphismes de transition ne sont pas n�ecessairement des

monomorphismes) donne naissance �a un objet spectral.

7. En r�esum�e, il s'agit d'�etablir les fondements d'un formalisme, avec

tous les inconv�enients qu'un tel travail comporte : enthym�emes et sorites,

d�emonstrations sans r�eelles di�cult�es math�ematiques mais n�ecessitant sou-

vent des suites de v�eri�cations parfois (resp. toujours) ennuyeuses. Ce travail

ne pr�esente donc un int�erêt que dans la mesure o�u ce formalisme, par sa sou-

plesse et sa g�en�eralit�e, permet la formulation et la d�emonstration de \vrais"

th�eor�emes. C'est le souci d'�enoncer et de d�emontrer des th�eor�emes de dualit�e

cohomologique qui a constitu�e la premi�ere motivation de ce formalisme. On

sait qu'il existe dans di��erents contextes des th�eories de dualit�e cohomolo-

gique formellement tr�es analogues :

1) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux coh�erents sur les

sch�emas [4].

2) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux pour la topologie

�etale des sch�emas [5], [6].

Ces th�eories sont dues �a A. Grothendieck.

3) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des modules galoisiens due �a

J. Tate et J.-L. Verdier [7].

4) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux sur un espace

localement compact [9], [10].

5) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux analytiques coh�e-

rents. Cette th�eorie reste encore essentiellement conjecturale.

6) Th�eorie de la dualit�e pour les corps locaux, corps de nombres ou corps de

fonctions et ses relations avec la th�eorie du corps de classes. Cette th�eorie est

�a d�evelopper. Les premiers pas sont dus �a M. Artin [8].

Toutes ces th�eories ont pour point de d�epart (ou d'arriv�ee) une pro-

pri�et�e d'adjonction reliant certains foncteurs entre cat�egories d�eriv�ees. Le

10
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cas particuli�erement simple des espaces localement compacts fournit le mo-

d�ele des �enonc�es qu'on obtient. Soient X et Y deux espaces localement com-

pacts (disons : de dimension cohomologique �nie), A un anneau (n�th�e-

rien), D(X

A

) et D(Y

A

) les cat�egories d�eriv�ees des cat�egories de faisceaux de

A-modules X

A

et Y

A

sur X et Y respectivement, f : X ! Y une application

continue. On peut alors d�e�nir dans cette situation :

a) Un foncteur f

!

: X

A

! Y

A

, image directe �a support propre et le

foncteur d�eriv�e total correspondant :

R f

!

: D(X

A

)! D(Y

A

) :

(Lorsque f : X ! Y est une application propre, le foncteur f

!

est le foncteur

image directe usuel.)

b) Un foncteur f

!

: D

+

(Y

A

) ! D

+

(X

A

) (le signe + signi�e qu'on se

limite aux complexes born�es inf�erieurement) dont la d�e�nition pr�ecise est

assez technique, mais qui est caract�eris�e, �a isomorphisme unique pr�es, par la

propri�et�e c).

c) Un isomorphisme bifonctoriel :

�

f

(F;G) : RHom(R f

!

F;G)! RHom(F; f

!

G)

d�e�ni pour tout objet F de D(X

A

) et tout objet G de D

+

(Y

A

) (RHom d�esigne

le foncteur d�eriv�e total du foncteur \complexe des homomorphismes").

Les ph�enom�enes importants sont alors les suivants :

D1) La formation du foncteur f

!

est transitive pour f variable.

D2) L'isomorphisme �

f

est compatible avec la composition des applica-

tions.

D3) Lorsque X est lisse sur Y de dimension relative n , i.e. lorsque,

localement sur X , X est Y -isomorphe au produit d'un ouvert de Y par

l'espace topologique R

n

(exemple : Y = un point, X vari�et�e topologique), on

a pour tout objet G de D

+

(Y

A

) un isomorphisme canonique :

f

!

(G) ' f

�

(G)
 !

X=Y

[n] ;

o�u f

�

(G) est l'image inverse usuelle, !

X=Y

un faisceau localement libre de

rang 1 : le faisceau d'orientation relative de X sur Y , et o�u !

X=Y

[n] d�esigne

le complexe obtenu en faisant subir au complexe !

X=Y

un d�ecalage des degr�es

de n unit�es.

11
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D4) Lorsque X est un ferm�e de Y et que f est l'injection canonique, le

foncteur f

!

est le foncteur d�eriv�e total du foncteur \sections �a support dans

X".

Ce th�eor�eme, et ses variantes dans les autres contextes signal�es plus haut,

contient les formulations traditionnelles de la dualit�e : th�eor�eme de dualit�e de

Poincar�e dans le cas topologique, th�eor�eme de dualit�e de Serre pour les fais-

ceaux alg�ebriques coh�erents sur une vari�et�e projective et lisse. Mais l'emploi

du langage des cat�egories d�eriv�ees ne permet pas seulement de d�emontrer

avec plus de g�en�eralit�e des th�eor�emes auxquels on pouvait ne s'int�eresser que

dans des cas particuliers simples. On ne sait par exemple, �a l'heure actuelle,

d�emontrer le th�eor�eme de dualit�e sous la forme traditionnelle (type dualit�e de

Serre), pour les faisceaux alg�ebriques coh�erents sur une vari�et�e propre et lisse

non projective sur un corps alg�ebriquement clos, que par l'interm�ediaire du

th�eor�eme de dualit�e g�en�eral. Il en est de même pour la dualit�e en cohomologie

�etale, pour les vari�et�es projectives non singuli�eres.

8. Les th�eor�emes de dualit�e dans les cas 1), 2) et 4) conduisent �a des

formules de points �xes de Lefschetz, de type non classique, faisant interve-

nir des faisceaux pouvant pr�esenter des singularit�es [10], [11], [12]. Soient X

un espace topologique compact de dimension cohomologique �nie, A un an-

neau n�th�erien, F un faisceau de A-modules sur X poss�edant les propri�et�es

suivantes :

a) En tout point de X , les �bres du faisceau F sont des A-modules de

type �ni et de dimension projective �nie.

b) Une propri�et�e de r�egularit�e au voisinage de tout point de X , analogue

aux propri�et�es d�ecrites par Wilder [9].

Soit � = (�

X

;�

F

) : (X;F ) ! (X;F ) un endomorphisme de l'espace

topologique X muni du faisceau F . L'endomorphisme � induit un endomor-

phisme de complexe de A-modules :

RH(�) : RH(X;F ) �! RH(X;F ) :

Sous les hypoth�eses a) et b), le complexe RH(X;F ) est un complexe parfait de

A-modules, i.e. il est isomorphe, dans la cat�egorie d�eriv�ee, �a un complexe �ni

dont les composants sont des A-modules projectifs de type �ni. On peut donc

d�e�nir le nombre de Lefschetz �(RH(�)) comme �etant la somme altern�ee des

traces des composants de RH(�) , qui sont des endomorphismes de modules

projectifs de type �ni. Supposons maintenant, pour �xer les id�ees, que les

points �xes de � soient isol�es. On a alors l'�egalit�e :

(Lef) �(RH(�)) =

X

P �xe

�

P

(�) ;

12
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o�u les �

P

(�) sont des invariants locaux, que l'on peut d�eterminer lorsqu'on

connâ�t le faisceau F et l'endomorphisme � au voisinage de P . Lorsque X

est une vari�et�e topologique et lorsque le faisceau F est constant et libre de

rang 1, on retrouve la formule de Lefschetz usuelle.

Dans le cadre de la cohomologie des faisceaux coh�erents, on a une for-

mule analogue. Il faut prendre, pour X , un sch�ema de type �ni et propre

sur un corps k et pour F un faisceau coh�erent de tor-dimension �nie, ou plus

g�en�eralement un complexe parfait. L'�etude des invariants locaux qui s'intro-

duisent alors n'a �et�e faite que dans certains cas particuliers. Lorsque le corps

k est alg�ebriquement clos, le sch�ema X lisse sur k, le faisceau F localement

libre et le point �xe P �a croisement normal, on obtient :

�

P

(�) =

Tr(�

F;P

)

det(1� d�

X;P

)

;

o�u �

F;P

d�esigne l'endomorphisme induit par � sur la �bre r�eduite du faisceau

F en P (qui est un k-espace vectoriel de dimension �nie) et o�u d�

X;P

d�esigne

la di��erentielle du morphisme �

X

en P .

Lorsqu'on ne suppose plus que le point �xe P est �a croisement normal,

i.e. lorsqu'on ne suppose plus que l'endomorphisme 1� d�

X;P

est inversible,

les invariants locaux peuvent encore se d�eterminer par un calcul de r�esidus

au sens de [4].

Le th�eor�eme de Lefschetz dans le contexte de la G�eom�etrie Alg�ebrique

peut d'ailleurs se g�en�eraliser aux situations relatives. On se donne un

Y -sch�ema X

f

�! Y propre et lisse sur un sch�ema localement n�th�erien Y

et un faisceau coh�erent F de tor-dimension �nie sur X . Le complexe de fais-

ceaux R f

�

(F ) sur Y est alors un complexe parfait. Soit � : (X;F )! (X;F )

un Y -endomorphisme du sch�ema X muni du faisceau F et supposons que le

sch�ema P des points �xes de � soit �ni sur Y . L'endomorphisme � induit

un endomorphisme :

R f

�

(�) : R f

�

(F )! R f

�

(F ) ;

et comme le complexe R f

�

(F ) est parfait, on peut d�e�nir le nombre de Lef-

schetz �(R f

�

(�)) qui est ici une section du faisceau structural de Y . Cela

pos�e, on a l'�egalit�e :

�(R f

�

(�)) = �

P

(�) ;

o�u �

P

(�) est un invariant local, qui peut encore se d�eterminer par un calcul

de r�esidus.

13
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Dans le cadre de la topologie �etale, on a une formule de Lefschetz

analogue [12]. Cette formule, appliqu�ee �a l'endomorphisme de Frobenius

d'une courbe alg�ebrique propre et lisse sur un corps �ni, munie d'un faisceau

constructible pour la topologie �etale, a permis la d�emonstration de la rationa-

lit�e des fonctions L g�en�eralis�ees [11]. Signalons que dans cette d�emonstration,

on utilise une formule de Lefschetz o�u le faisceau des coe�cients poss�ede ef-

fectivement des singularit�es.

9. Dans le cas de la formule de Lefschetz topologique, on a vu que le

complexe :

RH(X;F )

est parfait, ce qui permet de d�e�nir le nombre de Lefschetz de :

RH(�) : RH(X;F )! RH(X;F ) :

On voit l�a de fa�con particuli�erement frappante pourquoi on ne peut remplacer

un complexe par la collection de ses objets de cohomologie. On ne peut en

e�et d�e�nir la trace des endomorphismes :

H

i

(�) : H

i

(X;F )! H

i

(X;F )

que sous des conditions extrêmement restrictives. Lorsque, par exemple, la

dimension cohomologique globale de l'anneau A est �nie, i.e. lorsque A est r�e-

gulier, on peut d�e�nir la trace de H

i

(�) en prenant des r�esolutions projectives

�nies. On a alors :

�(RH(�)) =

X

i

(�1)

i

Tr(H

i

(�)) :

Mais ainsi qu'on l'a vu, notamment en th�eorie des faisceaux pour la topologie

�etale, on a �a travailler avec des anneaux du type Z=p

`

Z (` � 2) qui ne sont

pas r�eguliers.

Cette notion de complexe parfait est �egalement utile en g�eom�etrie alg�e-

brique : K-th�eorie et th�eor�eme de Riemann-Roch [14].

10. En conclusion, il semble qu'actuellement, le langage des cat�egories

d�eriv�ees soit l'outil indispensable pour permettre de formuler et de d�emontrer

les r�esultats essentiels des th�eories qu'on vient de mentionner.

Nous nous sommes limit�es dans ce travail �a l'alg�ebre homologique addi-

tive : cat�egories ab�eliennes et foncteurs additifs. D�es qu'on aborde les th�eo-

r�emes de Riemann-Roch [14] ce cadre est insu�sant. Nous n'avons pas non

plus abord�e l'�etude des di��erents groupes de classes, ou groupes de Grothen-

dieck, que l'on peut former avec les cat�egories triangul�ees. En�n, nous avons

laiss�e de côt�e les questions d'homologie relative, qui peuvent aussi se trâ�ter

dans le cadre des cat�egories triangul�ees [15].
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Chapitre I

Les cat�egories de complexes

des cat�egories additives.

1. Cat�egories gradu�ees.

1.1. Cat�egories gradu�ees de type G .

1.1.1.

�

A tout groupe G on associe une cat�egorie, que nous notons G , d�e�nie

de la mani�ere suivante :

{ Ob(G) est un ensemble r�eduit �a un �el�ement choisi une fois

pour toutes.

{ Fl(G) est l'ensemble sous-jacent �a G .

(1.1.1.1) { Les applications source et but sont les uniques applications

de Fl(G) dans Ob(G) . L'application identit�e envoie l'unique

�el�ement de Ob(G) sur l'�el�ement neutre de G .

{ Le compos�e de deux 
�eches

g

�!

h

�! est la 
�eche hg produit

dans le groupe G des �el�ements h et g .

On appelle cat�egorie gradu�ee de type G une cat�egorie �br�ee sur G [18].

Une cat�egorie (C; G) gradu�ee de type G est donc une cat�egorie C munie d'un

foncteur deg : C ! G faisant de C une cat�egorie �br�ee au-dessus de G .

Le foncteur deg : C ! G est appel�e foncteur degr�e. L'image par deg d'un

morphisme de C est appel�e le degr�e de ce morphisme. Soit e l'�el�ement neutre

de G . On d�esigne par C

e

la cat�egorie �bre de (C; G) . La cat�egorie C

e

est



J.-L. Verdier

donc la sous-cat�egorie de C ayant même ensemble d'objets que C et dont les

morphismes sont les morphismes de C de degr�e e .

Soient (C; G) et (C

0

; G) deux cat�egories gradu�ees de type G . On appelle

foncteur gradu�e de (C; G) dans (C

0

; G) un foncteur cart�esien F au-dessus

de G . On d�esigne par F

e

: C

e

! C

0

e

le foncteur obtenu par restriction aux

cat�egories �bres. En�n, un morphisme de foncteurs gradu�es m : F ! F

0

est

dit compatible avec la graduation si c'est un G-morphisme de foncteurs.

1.1.2. Soient C une cat�egorie gradu�ee de type G et g un �el�ement de G . Pour

tout couple X , Y d'objets de C , on d�esigne par Hom

g

(X; Y ) l'ensemble des

morphismes de X dans Y de degr�e g . On a alors :

(1:1:2:1) Hom(X; Y ) =

G

g2G

Hom

g

(X; Y ) :

L'ensemble Hom(X; Y ) est donc muni d'une structure d'ensemble gradu�e de

type G . Le degr�e �etant fonctoriel, on a pour tout morphisme m : X ! Y et

tout morphisme n : Y ! Z :

(1:1:2:2) deg(n) deg(m) = deg(nm) :

Les formules pr�ec�edentes ne font que traduire le fait que C est une ca-

t�egorie au-dessus de G . Exprimons maintenant que la cat�egorie C est une

cat�egorie �br�ee au-dessus de G . Il su�t pour cela d'exprimer que tout ob-

jet de C est but d'un morphisme hypercart�esien de degr�e donn�e [19]. Or

on v�eri�e imm�ediatement que les morphismes hypercart�esiens de C sont les

isomorphismes de C , et par suite que la cat�egorie C est �br�ee si et seulement

si elle poss�ede la propri�et�e suivante :

(1.1.2.3) Pour tout �el�ement g de G et tout objet X de C , il existe un

isomorphisme de but X et de degr�e g .

Soient maintenant (C; G) et (C

0

; G) deux cat�egories gradu�ees de type G

et F : C ! C

0

un foncteur gradu�e. Le foncteur F est d'abord un G-foncteur

et, par suite, il conserve le degr�e des morphismes. Il transforme de plus les

morphismes cart�esiens de C en morphismes cart�esiens de C

0

, ce qui est auto-

matique car les morphismes cart�esiens de C sont des isomorphismes. Les

foncteurs gradu�es de C dans C

0

sont donc simplement les foncteurs de C dans

C

0

qui conservent le degr�e.

En�n, un morphisme de foncteurs gradu�es m : F ! F

0

compatible avec

la graduation est simplement un morphisme de foncteurs de degr�e e, i.e. la

donn�ee pour tout objet X de C d'un morphisme :

m(X) : F (X)! F

0

(X)

18
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de degr�e e v�eri�ant les propri�et�es de compatibilit�e usuelles.

D�e�nition 1.1.3. Une cat�egorie gradu�ee de type G est dite additive si la

cat�egorie �bre C

e

est additive [20]. Un foncteur gradu�e entre cat�egories gra-

du�ees additives est dit additif si le foncteur restreint aux �bres est additif.

Soit C une cat�egorie gradu�ee de type G additive. La cat�egorie C d�epouill�ee

de sa structure �br�ee n'est pas additive lorsque G 6= feg . On peut toutefois

associer �a C une cat�egorie additive en proc�edant comme suit : pour tout

couple X , Y d'objets de C et tout �el�ement g de G , on v�eri�e que l'ensemble

Hom

g

(X; Y ) est muni naturellement d'une structure de groupe commutatif.

D�e�nissons alors une nouvelle cat�egorie C

add

en prenant comme ensemble

d'objets l'ensemble des objets de C , et comme ensemble de morphismes entre

deux objets X et Y :

(1:1:3:1) Hom

C

add

(X; Y ) =

L

g2G

Hom

g

C

(X; Y ) :

La composition des morphismes dans C

add

se d�e�nit de la mani�ere �evidente

et on v�eri�e que C

add

est une cat�egorie additive.

�

Etant donn�e de même un

foncteur cart�esien additif F : C ! C

0

entre deux cat�egories gradu�ees additives,

on construit par la même m�ethode un foncteur additif F

add

: C

add

! C

0

add

.

Nous n'utiliserons jamais cette construction.

Remarquons que la d�e�nition des cat�egories gradu�ees adopt�ee ici est plus

restrictive que celle qui s'impose naturellement �a l'esprit. En plus des struc-

tures �evidentes (1.1.2.1) et (1.1.2.2), nous imposons la propri�et�e (1.1.2.3).

1.2. Op�eration �a isomorphisme pr�es d'un groupe sur une cat�egorie.

1.2.1. Soit C une cat�egorie gradu�ee de type G . Choisissons un clivage nor-

malis�e de la cat�egorie �br�ee C

deg

��! G [18], i.e. pour tout g 2 G choisissons

un foncteur changement de base :

(1:2:1:1)

8

<

:

T (g) : C

e

! C

e

;

T (e) = identit�e de C

e

:

Pour tout couple (g; h) d'�el�ements de G , on a [18] un isomorphisme de fonc-

teurs :

(1:2:1:2)

8

<

:

c(h; g) : T (hg)! T (g)T (h) ;

c(g; e) = c(e; g) = identit�e de T (g)

19
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et pour tout triplet (g; h; k) d'�el�ements de G , on a la relation :

(1:2:1:3) (T (g) ? c(k; h))c(kh; g) = (c(h; g) ? T (k))c(k; hg) :

D�e�nition 1.2.2. Soit G un groupe. On appelle G

�

-cat�egorie (G

�

groupe

oppos�e �a G) une cat�egorie C

e

munie d'une famille de foncteurs T (g) (g 2 G)

et d'isomorphismes de foncteurs c(h; g) (g ; h 2 G) v�eri�ant les propri�et�es

(1.2.1.1), (1.2.1.2) et (1.2.1.3).

Une G

�

-cat�egorie est donc une cat�egorie C

e

munie d'une op�eration �a

isomorphisme pr�es d'un groupe G

�

. On utilise la notation (C

e

; G

�

; T; c) pour

d�esigner la G

�

-cat�egorie ; les isomorphismes c(h; g) sont appel�es les isomor-

phismes de transition. Lorsque les isomorphismes de transition sont des iso-

morphismes identiques, ce qui implique en particulier qu'on a pour tout

couple g ; h 2 G l'�egalit�e T (hg) = T (g)T (h) , on dit que la G

�

-cat�egorie

est stricte. Un tel objet est donc d�e�ni par une repr�esentation de G

�

dans le

groupe des automorphismes de la cat�egorie C

e

.

1.2.3. Soient maintenant C et C

0

deux cat�egories gradu�ees de type G et

F : C ! C

0

un foncteur gradu�e. Choisissons sur C et C

0

des clivages normalis�es.

Le choix de ces clivages d�e�nit des isomorphismes de foncteurs :

(1:2:3:1) m(g) : F

e

T (g)! T

0

(g)F

e

; g 2 G ; m(e) = identit�e de F

e

tels que pour tout couple g ; h 2 G , le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(1:2:3:2)

F

e

T (hg) w

m(hg)

u

F

e

? c(h; g)

T

0

(hg)F

e

u

c

0

(h; g) ? F

e

F

e

T (g)T (h)

u

m(g) ? T (h)

T

0

(g)F

e

T (h) w

T

0

(g) ? m(h)

T

0

(g)T

0

(h)F

e

:

D�e�nition 1.2.4. Soient (C

e

; G

�

; T; c) et (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

) deux G

�

-cat�egories.

On appelle G

�

-foncteur la donn�ee d'un foncteur :

F

e

: C

e

! C

0

e
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et d'isomorphismes :

m(g) : F

e

T (g)! T

0

(g)F

e

; g 2 G ;

tels que les diagrammes (1.2.3.2) soient commutatifs.

Un G

�

-foncteur est donc un foncteur \commutant �a isomorphisme pr�es

aux op�erations de G

�

". On utilisera pour le d�esigner la notation (F

e

; m) .

Lorsque pour tout g 2 G les isomorphismes m(g) sont des isomorphismes

identiques, ce qui implique en particulier que pour tout g 2 G on a les

�egalit�es F

e

T (g) = T

0

(g)F

e

, on dit que le G

�

-foncteur est strict.

1.2.5. Soient C , C

0

et C

00

trois cat�egories gradu�ees et C

F

�! C

0

F

0

�! C

00

,

F

00

= F

0

F trois foncteurs gradu�es. Choisissons sur C , C

0

et C

00

des cli-

vages normalis�es. On en d�eduit, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, trois G

�

-cat�egories

(C

e

; G

�

; T; c) , (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

) et (C

00

e

; G

�

; T

00

; c

00

) et trois G

�

-foncteurs (F

e

; m),

(F

0

e

; m

0

) et (F

00

e

; m

00

). On v�eri�e imm�ediatement qu'on a les relations :

(1:2:5:1)

8

<

:

F

00

e

= F

0

e

F

e

;

m

00

(g) = (m

0

(g) ? F

e

)(F

0

e

? m(g)) ; g 2 G :

D�e�nition 1.2.6. Soient (C

e

; G

�

; T; c) , (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

) et (C

00

e

; G

�

; T

00

; c

00

) trois

G

�

-cat�egories et :

(C

e

; G

�

; T; c)

(F

e

;m)

����! (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

)

(F

0

e

;m

0

)

�����! (C

00

e

; G

�

; T

00

; c

00

)

deux G

�

-foncteurs. Les �egalit�es (1.2.5.1) d�e�nissent un G

�

-foncteur qui est

appel�e le foncteur compos�e des G

�

-foncteurs (F

e

; m) et (F

0

e

; m

0

) .

1.2.7. Soient F et F

0

deux foncteurs gradu�es entre deux cat�egories C et

C

0

gradu�ees de type G et soit u : F ! F

0

un morphisme de foncteurs de

degr�e e . Choisissons sur C et C

0

des clivages normalis�es. On en d�eduit deux

G

�

-cat�egories (C

e

; G

�

; T; c) et (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

) et deux G

�

-foncteurs (F

e

; m),

(F

0

e

; m

0

). Le morphisme u d�etermine alors un morphisme de foncteurs :

(1:2:7:1) u

e

: F

e

! F

0

e

tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(1:2:7:2)

F

e

T (g) w

u

e

? T (g)

u

m(g)

F

0

e

T (g)

u

m

0

(g)

T

0

(g)F

e

w

T

0

(g) ? u

e

T

0

(g)F

0

e

:
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D�e�nition 1.2.8. Soient (C

e

; G

�

; T; c) et (C

0

e

; G

�

; T

0

; c

0

) deux G

�

-cat�egories

et (F

e

; m) et (F

0

e

; m

0

) : C

e

! C

0

e

deux G

�

-foncteurs. On dit qu'un morphisme

de foncteurs u

e

: F

e

! F

0

e

est compatible avec les op�erations de G

�

si pour

tout g 2 G le diagramme (1.2.7.2) est commutatif.

En�n, nous dirons qu'une G

�

-cat�egorie est additive si la cat�egorie sous-

jacente est additive. D'apr�es (1.1.3), la G

�

-cat�egorie associ�ee �a une cat�egorie

gradu�ee additive est une G

�

-cat�egorie additive.

1.3.

�

Equivalence de deux langages.

1.3.1. On se �xe un univers U. D�esignons par Grad(G) la U-cat�egorie dont

les objets sont les cat�egories gradu�ees de type G, appartenant �a U, et dont

les morphismes sont les foncteurs gradu�es. D�esignons de même par G

�

-Cat la

U-cat�egorie dont les objets sont les G

�

-cat�egories, appartenant �a U, et dont

les morphismes sont les G

�

-foncteurs. On d�eduit imm�ediatement de (1.2.1),

(1.2.3) et (1.2.5) que le choix, pour toute cat�egorie gradu�ee de type G d'un

clivage normalis�e, d�e�nit un foncteur :

(1:3:1:1) 	 : Grad(G)! G

�

-Cat :

Le r�esultat de [18] s'interpr�ete comme suit :

Proposition 1.3.2. Le foncteur 	 est une �equivalence de cat�egories.

On trouvera dans [18] la description d'un foncteur quasi-inverse de 	 .

Nous nous bornerons ici �a d�ecrire rapidement la cat�egorie gradu�ee C[G] asso-

ci�ee �a une G

�

-cat�egorie (C; G

�

; T; c) . Tout d'abord, l'ensemble des objets de

C[G] est l'ensemble des objets de C . Soient X et Y deux objets de C . Posons

alors :

(1:3:2:1) Hom

g

(X; Y ) = Hom

C

(X; T (g)Y ) ; g 2 G ;

(1:3:2:2) Hom

C[G]

(X; Y ) =

G

g2G

Hom

g

(X; Y ) :

D�ecrivons alors la composition des morphismes de C[G] . Soient X , Y et

Z trois objets de C et u 2 Hom

g

(X; Y ) , v 2 Hom

g

0

(Y; Z) , g ; g

0

2 G . Le

foncteur T (g) d�e�nit une application :

(1:3:2:3) Hom

g

0

(Y; Z)! Hom

C

(T (g)Y; T (g)T (g

0

)Z)
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et l'isomorphisme c(g

0

; g)

�1

d�e�nit une application :

(1:3:2:4) Hom

C

(T (g)Y; T (g)T (g

0

)Z)! Hom

C

(T (g)Y; T (g

0

g)Z) :

D'o�u en prenant l'image de v , un �el�ement v

0

2 Hom

C

(T (g)Y; T (g

0

g)Z) . Le

compos�e dans C de u et de v

0

est un �el�ement :

(1:3:2:5) w = v

0

�

C

u ; w 2 Hom

g

0

g

(X;Z)

qui est, par d�e�nition, le compos�e de u et de v dans C[G] . Le foncteur �brant

C[G] ! G est alors le foncteur �evident. La cat�egorie �br�ee C[G] ! G est

munie d'un clivage normalis�e canonique.

1.3.3. On a en fait un r�esultat plus pr�ecis. Soient C et C

0

deux cat�egories

gradu�ees de type G munies de clivages normalis�es. Le foncteur 	 d�e�nit une

bijection :

(1:3:3:1) 	(C; C

0

) : Hom

Grad(G)

(C; C

0

)! Hom

G

�

-Cat

(	(C);	(C

0

)) :

Or ces ensembles sont les ensembles d'objets des cat�egories :

(1:3:3:2) Hom

Grad(G)

(C; C

0

) ; Hom

G

�

-Cat

(	(C);	(C

0

))

dont les morphismes sont respectivement les morphismes de foncteurs de

degr�e e et les morphismes de foncteurs compatibles avec les op�erations de

G

�

. De plus, il r�esulte imm�ediatement de (1:2:7) que l'application 	(C; C

0

)

s'�etend en un foncteur :

(1:3:3:3) 	(C; C

0

) : Hom

Grad(G)

(C; C

0

)! Hom

G

�

-Cat

(	(C);	(C

0

))

et on v�eri�e aisement :

Proposition 1.3.4. Le foncteur 	(C; C

0

) est un isomorphisme de cat�egories.

1.3.5. En�n, pour être complet, il conviendrait de noter que le foncteur 	

(�etendu aux morphismes de foncteurs) respecte les convolutions des foncteurs

par les morphismes de foncteurs. La v�eri�cation en est laiss�ee au lecteur.

1.3.6. Le plus souvent, nous utiliserons des G

�

-cat�egories strictes (1.2.2).

Soient (C; G

�

; T ) et (C

0

; G

�

; T

0

) deux G

�

-cat�egories strictes. Un G

�

-foncteur

(F;m) est alors un foncteur F : C ! C

0

muni d'isomorphismes :

(1:3:6:1) m(g) : FT (g)! T

0

(g)F ; g 2 G ; m(e) = identit�e
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tels que les diagrammes ci-apr�es soient commutatifs :

(1:3:6:2)

FT (hg) w

m(hg)

T

0

(hg)F

FT (g)T (h)

u

m(g) ? T (h)

T

0

(g)T

0

(h)F

T

0

(g)FT (h)

'

'

'

'

'

'

'

'

')

T

0

(g) ? m(h)

g ; h 2 G :

Il convient de remarquer que, même dans le cas d'op�eration stricte de G

�

sur les cat�egories, les foncteurs ne commutent pas n�ecessairement stricte-

ment aux op�erations de G

�

. Ainsi, lorsque G

�

op�ere trivialement sur les

cat�egories C et C

0

(i.e. T (g) = T

0

(g) = identit�e), un G

�

-foncteur n'est alors

autre qu'un foncteur muni d'une repr�esentation de G dans son groupe des

automorphismes. De plus, il est facile de voir qu'un G

�

-foncteur n'est pas n�e-

cessairement isomorphe �a un G

�

-foncteur strict. On construit facilement un

contre-exemple en s'inspirant de [19]. En utilisant les r�esultats de [loc. cit.],

on peut d'ailleurs montrer que toute G

�

-cat�egorie est G

�

-�equivalente �a une

G

�

-cat�egorie stricte. On peut aussi par les mêmes m�ethodes pr�eciser ce r�esul-

tat de la fa�con suivante.

�

Etant donn�ees deux G

�

-cat�egories (C; G

�

; T; c) et

(C

0

; G

�

; T

0

; c

0

) , il existe deux G

�

-cat�egories strictes : (

e

C; G

�

;

e

T) et (

e

C

0

; G

�

;

e

T

0

)

et des G

�

-�equivalences :

(u; �) : (

e

C; G

�

;

e

T )! (C; G

�

; T; c) ;

(v; �) : (C

0

; G

�

; T

0

; c

0

)! (

e

C

0

; G

�

;

e

T

0

)

telles que pour tout foncteur :

(F;m) : (C; G

�

; T; c)! (C

0

; G

�

; T

0

; c

0

) ;

le foncteur compos�e :

(v; �)(F;m)(u; �) : (

e

C; G

�

;

e

T)! (

e

C

0

; G

�

;

e

T

0

)

soit isomorphe �a un foncteur commutant strictement aux op�erations de G

�

.

Nous n'utiliserons pas ce r�esultat.

1.3.7. Nous avons rappel�e dans ce num�ero l'�equivalence de deux langages : le

langage des cat�egories gradu�ees et celui des G

�

-cat�egories. Nous emploierons
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exclusivement dans ce travail le langage des G

�

-cat�egories. Cependant, nous

n'oublierons pas totalement le point de vue \cat�egories gradu�ees" en utilisant

la terminologie suivante :

D�e�nition 1.3.8. Soient G un groupe et (C; G

�

; T; c) une G

�

-cat�egorie.

Soient g et h deux �el�ements de G et X et Y deux objets de C . Un mor-

phisme de C :

u : T (h)X ! T (gh)Y

sera appel�e un morphisme de degr�e g de X dans Y .

Montrons que cette terminologie n'apporte pas de confusion. En e�et,

pour tout couple h ; h

0

d'�el�ements de G , le foncteur T (h

�1

h

0

) et les isomor-

phismes c(h; h

�1

h

0

) et c(gh; h

�1

h

0

) d�e�nissent un isomorphisme bifonctoriel :

(1:3:8:1) i

g

(h; h

0

) : Hom

C

(T (h)X; T (gh)Y )

�

�! Hom

C

(T (h

0

)X; T (gh

0

)Y )

et les identit�es de cocycle (1.2.1.3) montrent qu'on a la relation :

(1:3:8:2) i

g

(h; h

00

) = i

g

(h

0

; h

00

)i

g

(h; h

0

) ;

pour tout triplet h ; h

0

; h

00

2 G . Si donc, on identi�e les di��erents ensembles :

Hom

C

(T (h)X; T (gh)Y )

�a l'aide des isomorphismes i

g

(h; h

0

) , la formule (1.3.8.2) montre que ces

di��erentes identi�cations sont compatibles. De plus, pour tout quadruplet

g ; g

0

; h ; h

0

2 G et tout triplet X ; Y ; Z d'objets de C , le diagramme ci-

apr�es (1.3.8.3) est commutatif :

Hom

C

(T (h)X; T (gh)Y )� Hom

C

(T (gh)Y; T (g

0

gh)Z) w

u

i

g

(h; h

0

)� i

g

0

(gh; gh

0

) '

Hom

C

(T (h)X; T (g

0

gh)Z)

u

i

g

0

g

(h; h

0

) '

Hom

C

(T (h

0

)X; T (gh

0

)Y )� Hom

C

(T (gh

0

)Y; T (g

0

gh

0

)Z) w Hom

C

(T (h

0

)X; T (g

0

gh

0

)Z)

(les 
�eches horizontales sont d�e�nies par la composition dans C). Le dia-

gramme (1.3.8.3) nous permet donc de d�e�nir sans ambigu��t�e, ou plus pr�e-

cis�ement aux identi�cations d�e�nies par les isomorphismes i

g

(h; h

0

) pr�es, le

compos�e de deux morphismes de degr�e respectif g et g

0

et on v�eri�e imm�edia-

tement que cette d�e�nition de la composition est compatible avec la d�e�nition
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de la composition dans la cat�egorie gradu�ee C[G] associ�ee �a la G

�

-cat�egorie

(C; G

�

; T; c) (1.3.2.5).

1.3.9. Soit (C; G; T; c) une G-cat�egorie. La cat�egorie oppos�ee �a (C; G; T; c)

est une G

�

-cat�egorie (G

�

groupe oppos�e �a G) (C

�

; G

�

; T

�

; c

�

) d�e�nie de la

mani�ere suivante. La cat�egorie C

�

est la cat�egorie oppos�ee �a C . Les foncteurs

T

�

(g) , g 2 G

�

, sont d�e�nis par :

(1:3:9:1)

T

�

(g)X = T (g

�1

)X ; X 2 Ob(C

�

) = Ob(C) ;

T

�

(g)u = T (g

�1

)u ; u 2 Fl(C

�

) = Fl(C) ;

et les isomorphismes c

�

(g; h) de C

�

sont d�e�nis par :

(1:3:9:2)

c

�

(g; h) : T

�

(h ? g)! T

�

(h)T

�

(g) ;

c

�

(g; h) = c

�1

(g

�1

; h

�1

) :

(on d�esigne par ? la composition dans G

�

).

Remarque 1.3.10. Soit C[G

�

]! G

�

la cat�egorie gradu�ee de type G

�

associ�ee

�a la cat�egorie (C; G; T; c) . Cette cat�egorie est munie d'un clivage canonique.

Soit alors C[G

�

]

�

! G la cat�egorie co�br�ee obtenue en passant aux cat�egories

oppos�ees. Cette cat�egorie est munie d'un coclivage canonique et, comme G

est un groupe, cette cat�egorie est aussi �br�ee sur G . On en d�eduit un clivage

canonique sur C[G

�

]

�

! G et par suite une G

�

-cat�egorie qui est canonique-

ment isomorphe �a la cat�egorie oppos�ee �a la cat�egorie (C; G; T; c) , ainsi qu'on

le v�eri�e imm�ediatement.

1.3.11. Soient (C; G; T; c) une G-cat�egorie et (C

0

; G

0

; T

0

; c

0

) une G

0

-cat�egorie.

La cat�egorie C � C

0

est munie canoniquement d'une structure de G � G

0

-

cat�egorie de la mani�ere �evidente. La G � G

0

-cat�egorie obtenue sera appel�ee

le produit de la G-cat�egorie (C; G; T; c) par la G

0

-cat�egorie (C

0

; G

0

; T

0

; c

0

) .

1.3.12. Soit (C; G

�

; T; c) une G

�

-cat�egorie. On utilisera le plus souvent dans

la pratique une notation �a droite pour d�esigner les op�erations de G

�

sur C .

On posera pour tout objet X de C :

(1:3:12:1) T (g)X = X [g]

et de même pour tout morphisme u de C :

(1:3:12:2) T (g)u = u[g] :

Les isomorphismes c(g; h) d�e�nissent donc, pour tout objet X , des isomor-

phismes :

(1:3:12:3) c(g; h)(X) : X [gh]! X [g][h] :

Cette notation a en particulier l'avantage de transformer les op�erations de

G

�

sur C en des op�erations �a droite de G sur C .
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1.4. Changement de groupes.

1.4.1. Soit f : H ! G un homomorphisme de groupes. On associe �a toute

G-cat�egorie (C; G; T; c) une H-cat�egorie (C; H; T

f

; c

f

) en faisant op�ererH sur

C par l'interm�ediaire de f , i.e. en posant :

(1:4:1:1)

T

f

(h) = T

�

f(h)

�

; h 2 H ;

c

f

(h; h

0

) = c

�

f(h); f(h

0

)

�

; h; h

0

2 H :

�

Etant donn�e de même un G-foncteur :

(F;m) : (C; G; T; c)! (C

0

; G; T

0

; c

0

) ;

on lui associe un H-foncteur (F;m

f

) entre les H-cat�egories correspondantes

en posant :

(1:4:1:2) m

f

(h) = m

�

f(h)

�

:

En�n, un morphisme de G-foncteurs compatible avec les op�erations de G est

compatible avec les op�erateurs de H .

Ce qui pr�ec�ede d�e�nit visiblement un foncteur, qu'on appelle le foncteur

de changement de groupes :

(1:4:1:3) f

�

: G-Cat! H-Cat :

Plus pr�ecis�ement, soient C et C

0

deux G-cat�egories ; le foncteur f

�

d�e�nit une

application :

(1:4:1:4) f

�

(C; C

0

) : Hom

G-Cat

(C; C

0

)! Hom

H-Cat

�

f

�

(C); f

�

(C

0

)

�

:

Mais les ensembles Hom

G-Cat

(C; C

0

) et Hom

H-Cat

(f

�

(C); f

�

(C

0

)) sont des en-

sembles d'objets de cat�egories Hom

G-Cat

(C; C

0

) et Hom

H-Cat

(f

�

(C); f

�

(C

0

))

dont les morphismes sont les morphismes de foncteurs, compatibles avec les

op�erations des groupes, et l'application f

�

(C; C

0

) s'�etend naturellement en un

foncteur :

(1:4:1:5) f

�

(C; C

0

) : Hom

G-Cat

(C; C

0

)! Hom

H-Cat

�

f

�

(C); f

�

(C

0

)

�

:

Ce foncteur est �d�ele.
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1.4.2. Soient e! K

n

! H

f

! G! e une suite exacte de groupes, le groupe

K �etant identi��e par n �a un sous-groupe distingu�e de H , et (C; G; T; c),

(C

0

; G; T

0

; c

0

) deux G-cat�egories. Soient (C; H; T

f

; c

f

), (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

) les

H-cat�egories obtenues par le changement de groupes H

f

! G . Soit en�n :

(1:4:2:1) (F;m) : (C; H; T

f

; c

f

)! (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

)

un H-foncteur. Les diagrammes (1.2.3.2) fournissent alors pour tout couple

d'�el�ements k; k

0

2 K, un diagramme commutatif :

(1:4:2:2)

F w

m(kk

0

)

4

4

4

46

m(k)

F

F

h

h

h

hj

m(k

0

)

;

d'o�u une repr�esentation de K

�

dans le groupe des automorphismes de F .

Lorsque le foncteur (F;m) provient d'un G-foncteur, cette repr�esentation est

triviale. R�eciproquement, lorsque cette repr�esentation est triviale, on d�eduit

imm�ediatement des diagrammes (1.2.3.2) que, pour tout h 2 H et pour tout

k 2 K , on a :

(1:4:2:3) m(hk) = m(kh) = m(h)

et, par suite, leH-foncteur (F;m) provient d'unG-foncteur par le changement

de groupe f

�

. On se propose dans la suite de ce num�ero d'�etudier, dans un

cas tr�es particulier, les H-foncteurs (F;m) qui induisent une repr�esentation

donn�ee �a l'avance de K

�

dans le groupe des automorphismes de F .

1.4.3. On utilise les notations de (1.4.2). On suppose que la cat�egorie C

0

est additive et que K = Z=2Z. Le groupe des signes f�1;+1g ' Z=2Z op�ere

alors sur le foncteur identique de la cat�egorie C

0

en associant �a tout objet X

de C

0

le morphisme :

(1:4:3:1) "(X) : X

"�id

X

���! X ; " 2 f�1;+1g :

Par suite, le groupe des signes op�ere sur tout foncteur F : C ! C

0

en associant

�a tout objet Y de C le morphisme :

(1:4:3:2) "(Y ) : F (Y )

"�id

F (Y )

�����! F (Y ) ; " 2 f�1;+1g :
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Cette op�eration est appel�ee l'op�eration canonique. On se propose d'�etudier

les H-foncteurs :

(1:4:3:3) (F;m) : (C; H; T

f

; c

f

)! (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

)

qui induisent l'op�eration canonique du groupe Z=2Z sur le foncteur F .

Soit _� 2 H

2

(G;Z=2Z) l'�el�ement d�ecrivant l'extension :

(1:4:3:4) 1! Z=2Z

n

! H

f

! G! e :

Soit �

s

2 Z

2

(G;Z=2Z) un cocycle normalis�e non homog�ene dans la classe _�

d�e�ni par une section normalis�ee s de f . On a :

�

s

(�

1

; �

2

) = s(�

2

)s(�

1

�

2

)

�1

s(�

1

) ; �

1

; �

2

2 G ;

s(e) = unit�e de H ;

(1.4.3.5) �

s

(�

1

; e) = �

s

(e; �

1

) = 1 ;

��

s

(�

1

; �

2

; �

3

) = �

s

(�

2

; �

3

)�

s

(�

1

�

2

; �

3

)

�1

�

s

(�

1

; �

2

�

3

)�

s

(�

1

; �

2

)

�1

= 1 ; �

1

; �

2

; �

3

2 G :

La section s : G! H d�e�nit un isomorphisme d'ensembles :

H

�

! Z=2Z�G ;

et en transportant la loi de groupe de H sur Z=2Z�G par cet isomorphisme,

on obtient la loi de groupe :

(1:4:3:6) ("

1

; �

1

)("

2

; �

2

) =

�

"

1

"

2

�

s

(�

1

; �

2

); �

1

�

2

�

:

Identi�ons alors le groupe H et le groupe d�ecrit par (1.4.3.6). On a, pour

tout ("

1

; �

1

); ("

2

; �

2

) 2 H :

(1:4:3:7)

T

f

("

1

; �

1

) = T (�

1

) ;

T

0

f

("

1

; �

1

) = T

0

(�

1

) ;

c

f

�

("

1

; �

1

); ("

2

; �

2

)

�

= c(�

1

; �

2

) ;

c

0

f

�

("

1

; �

1

); ("

2

; �

2

)

�

= c

0

(�

1

; �

2

)
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et, par suite, d'apr�es (1.2.3.2), pour tout couple ("; �) , le diagramme ci-apr�es

est commutatif :

(1:4:3:8)

FT (�) w

m(("; �))

A

A

A

AC

m((1; �))

T

0

(�)F

T

0

(�)F

N

N

N

N

NP

T

0

(�) �m(")

;

i.e.

(1:4:3:9) m

�

("; �)

�

= "m

�

(1; �)

�

:

Posons alors :

(1:4:3:10) m

�

(1; �)

�

= p(�) : FT (�)! T

0

(�)F :

La famille des isomorphismes p(�) , � 2 G, poss�ede alors la propri�et�e

suivante : pour tout couple �

1

; �

2

2 G , le diagramme ci-apr�es est

�

s

(�

1

; �

2

)-commutatif (i.e. commutatif si �

s

(�

1

; �

2

) = +1 et anti-commutatif

si �

s

(�

1

; �

2

) = �1 ) :

(1:4:3:11)

FT (�

1

�

2

) w

p(�

1

�

2

)

u

F � c(�

2

; �

1

)

T

0

(�

1

�

2

)F

u

c

0

(�

2

; �

1

) � F

FT (�

1

)T (�

2

)

u

p(�

1

) � T (�

2

)

T

0

(�

1

)FT (�

2

) w

T

0

(�

1

) � p(�

2

)

T

0

(�

1

)T

0

(�

2

)F :

R�eciproquement, lorsqu'on se donne un foncteur F : C ! C

0

et une famille

d'isomorphismes p(�) : FT (�)! T

0

(�)F , � 2 G , telle que pour tout couple

(�

1

; �

2

) 2 G�G le diagramme (1.4.3.11) soit �

s

(�

1

; �

2

)-commutatif, on peut

reconstruire d'une mani�ere unique un H-foncteur :

(F;m) : (C; H; T

f

; c

f

)! (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

)

induisant l'op�eration canonique du groupe des signes sur F , en posant (via

l'identi�cation du groupe H avec le groupe d�ecrit par (1.4.3.6)) :

(1:4:3:12) m

�

("; �)

�

= " p(�) :

La v�eri�cation imm�ediate est laiss�ee au lecteur.
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D�e�nition 1.4.4. Soient (C; G; T; c) et (C

0

; G; T

0

; c

0

) deux G-cat�egories, C

0

�etant une cat�egorie additive. Soit � 2 Z

2

(G;Z=2Z) un cocycle normalis�e

non homog�ene. On appelle G-foncteur tordu par le cocycle � l'objet (F; p)

constitu�e par un foncteur :

F : C ! C

0

et des isomorphismes de foncteurs :

p(�) : FT (�)! T

0

(�)F ; � 2 G ;

tels que, pour tout couple �

1

; �

2

2 G , le diagramme (1.4.3.11) soit �(�

1

; �

2

)-

commutatif.

Le choix d'une section normalis�ee s de l'extension (1.4.3.4) permet donc

d'�etablir une correspondance biunivoque entre les H-foncteurs :

(F;m) : (C; H; T

f

; c

f

)! (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

)

qui induisent l'op�eration canonique du groupe des signes sur F , et les

G-foncteurs tordus par le cocycle �

s

d�e�ni par la section s.

1.4.5. On utilise les notations de (1.4.3). Soient :

(1:4:5:1) (F

1

; m

1

); (F

2

; m

2

) : (C; H; T

f

; c

f

)! (C

0

; H; T

0

f

; c

0

f

)

deux H-foncteurs induisant l'op�eration canonique du groupe des signes et :

(1:4:5:2) u : (F

1

; m

1

)! (F

2

; m

2

)

un morphisme de foncteurs compatible avec les op�erations de H . Soient s

1

et s

2

deux sections normalis�ees de l'application f de la suite exacte (1.4.3.4)

�

s

1

(e) = s

2

(e) = e

�

. Soient �

s

1

; �

s

2

2 Z

2

(G;Z=2Z) les cocycles normalis�es

correspondants. Soit � : G! Z=2Z, l'application :

(1:4:5:3) �(�) = s

2

(�)s

1

(�)

�1

; � 2 G :

Les foncteurs (F

1

; m

1

) et (F

2

; m

2

) d�e�nissent, d'apr�es (1.4.3), des G-foncteurs

(F

1

; p

1

) , (F

2

; p

2

) tordus respectivement par les cocycles �

s

1

, �

s

2

. On v�eri�e

imm�ediatement que le morphisme u : F

1

! F

2

entre les foncteurs sous-jacents

poss�ede la propri�et�e suivante :
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Pour tout �el�ement � 2 G, le diagramme :

(1:4:5:4)

F

1

T (�)

u

u � T (�)

w

p

1

(�)

T

0

(�)F

1

u

T

0

(�) � u

F

2

T (�) w

p

2

(�)

T

0

(�)F

2

est �(�)-commutatif.

D�e�nition 1.4.6. Soient (C; G; T; c) une G-cat�egorie, (C

0

; G; T

0

; c

0

) une

G-cat�egorie additive, �

1

et �

2

dans Z

2

(G;Z=2Z) deux cocycles non homo-

g�enes normalis�es, � : G! Z=2Z une application telle que :

(1:4:6:1) �

2

(�

1

; �

2

)�

�1

1

(�

1

; �

2

) = �(�

2

)�(�

1

�

2

)

�1

�(�

1

) :

Soient en�n (F

1

; p

1

); (F

2

; p

2

) : (C; G; T; c)! (C

0

; G; T

0

; c

0

) deux G-foncteurs

tordus respectivement par les cocycles �

1

et �

2

. On appelle �-morphisme du

foncteur (F

1

; p

1

) dans le foncteur (F

2

; p

2

) un morphisme u : F

1

! F

2

de fonc-

teurs tel que, pour tout � 2 G, le diagramme (1.4.5.4) soit �(�)-commutatif.

1.4.7. On a montr�e (1.4.5) que le choix de deux sections normalis�ees permet

d'associer �a un morphisme de H-foncteurs induisant l'op�eration canonique du

groupe des signes un �-morphisme entre les G-foncteurs tordus correspon-

dants. On v�eri�e imm�ediatement que cette correspondance est biunivoque.

De plus, lorsqu'on a trois H-foncteurs (F

1

; m

1

) , (F

2

; m

2

) , (F

3

; m

3

) induisant

l'op�eration canonique du groupe des signes, trois sections normalis�ees s

1

, s

2

,

s

3

et deux morphismes de H-foncteurs u , v et leur compos�e vu :

(1:4:7:1)

u : (F

1

; m

1

)!(F

2

; m

2

) ;

v : (F

2

; m

2

)!(F

3

; m

3

) ;

vu : (F

1

; m

1

)!(F

3

; m

3

) ;

les morphismes :

(1:4:7:2)

u : (F

1

; p

1

)!(F

2

; p

2

) ;

v : (F

2

; p

2

)!(F

3

; p

3

) ;

vu : (F

1

; p

1

)!(F

3

; p

3

) ;
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o�u les (F

i

; p

i

) sont les G-foncteurs tordus d�etermin�es respectivement par les

foncteurs (F

i

; m

i

) et les sections s

i

, sont des �

j;i

-morphismes, o�u :

(1:4:7:3) �

j;i

(�) = s

j

(�)s

i

(�)

�1

; i; j 2 f1; 2; 3g ; i < j :

On a donc la relation :

(1:4:7:4) �

3;1

= �

3;2

�

2;1

:

Les relations (1.4.7.2) et (1.4.7.4) permettent alors de d�e�nir le compos�e du

�

3;2

-morphisme v avec le �

2;1

-morphisme u et cette composition ainsi d�e�nie

est compatible avec la composition des morphismes de H-foncteurs.

1.4.8. Soient C

0

une cat�egorie additive et :

(F; p) : (C; G; T; c)! (C

0

; G; T

0

; c

0

)

un G-foncteur tordu par un cocycle normalis�e � 2 Z

2

(G;Z=2Z). On d�esigne

par :

(1:4:8:1) (F

�

; p

�

) : (C

�

; G

�

; T

�

; c

�

)! (C

0�

; G

�

; T

0�

; c

0�

)

le foncteur gradu�e tordu oppos�e au foncteur (F; p). (On utilise les notations

de (1.3.9)). Il est d�e�ni de la mani�ere suivante :

Le foncteur sous-jacent est F

�

, le foncteur oppos�e au foncteur F . Pour

tout g 2 G

�

(groupe oppos�e �a G), l'isomorphisme de C

�

:

p

�

(g) : F

�

T

�

(g) = FT (g

�1

)

�

! T

0�

(g)F

�

= T

0

(g

�1

)F

est �egal �a p

�1

(g

�1

) .

Le foncteur (F

�

; p

�

) est un G

�

-foncteur tordu par le cocycle �

�

dans

Z

2

(G

�

;Z=2Z) oppos�e au cocycle �

�

�

�

(g; g

0

) = �

�1

(g

�1

; g

0�1

)

�

.

1.4.9. La seule vertu du groupe Z=2Z qu'on utilise dans ce num�ero est qu'il

op�ere canoniquement sur le foncteur identique des cat�egories additives. On

peut donc d�evelopper des consid�erations analogues en remplacant le groupe

Z=2Z par un groupe commutatif K op�erant sur les foncteurs identiques des

cat�egories consid�er�ees, de fa�con compatible avec les op�erations de G.
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1.5. Z

n

-cat�egories.

1.5.1. Soient (C;Z

n

; T; c) une Z

n

-cat�egorie, (C

0

;Z

n

; T

0

; c

0

) une Z

n

-cat�egorie

additive, (F; p) : (C;Z

n

; T; c) ! (C

0

;Z

n

; T

0

; c

0

) un Z

n

-foncteur tordu par un

cocycle normalis�e � 2 Z

2

(Z

n

;Z=2Z). D�esignons par e

1

; . . . ; e

n

la base cano-

nique de Z

n

. On a donc pour tout i 2 [1; n] un isomorphisme de foncteurs :

(1:5:1:1) p(e

i

) : FT (e

i

)! T

0

(e

i

)F

et pour tout couple (i; j); i 6= j, un diagramme �(e

i

; e

j

)�

�1

(e

j

; e

i

)-commu-

tatif :

(1:5:1:2)

FT (e

i

+ e

j

) w

F � c(e

i

; e

j

)

u

F � c(e

j

; e

i

)

FT (e

j

)T (e

i

) w

p(e

j

) � T (e

i

)

T

0

(e

j

)FT (e

i

)

u

T

0

(e

j

) � p(e

i

)

FT (e

i

)T (e

j

)

u

p(e

i

) � T (e

j

)

T

0

(e

j

)T

0

(e

i

)F

u

c

0

(e

i

; e

j

)

�1

� F

T

0

(e

i

)FT (e

j

) w

T

0

(e

i

) � p(e

j

)

T

0

(e

i

)T

0

(e

j

)F w

c

0

(e

j

; e

i

)

�1

� F

T

0

(e

i

+ e

j

)F :

Proposition 1.5.2. Soient F : C ! C

0

un foncteur et pour tout i 2 [1; n] un

isomorphisme de foncteurs :

p

i

: FT (e

i

)! T

0

(e

i

)F

tel que pour tout couple i , j , i 6= j , le diagramme analogue au diagramme

(1.5.1.2), o�u l'on remplace les p(e

i

) par les p

i

, soit �(e

i

; e

j

)�

�1

(e

j

; e

i

)-com-

mutatif. Il existe un et un seul Z

n

-foncteur tordu par le cocycle � :

(F; p) : (C;Z

n

; T; c)! (C

0

;Z

n

; T

0

; c

0

)

tel que :

p(e

i

) = p

i

; i 2 [1; n] :

La d�emonstration de l'unicit�e se fait en examinant les diagrammes (1.4.3.11).

Nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er ce point. Nous nous bornerons �a

donner quelques indications sur la d�emonstration de l'existence. Celle-ci se

fait par r�ecurrence sur l'entier n.
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1.5.3. Existence dans le cas n = 1 . Posons :

(1:5:3:1)

p(0) = identit�e ,

p(e

1

) = p

1

:

Puis :

(1:5:3:2)

p(�e

1

) = �(e

1

;�e

1

)

�

T

0

(�e

1

)F � c

�1

(�e

1

; e

1

)

�

�

T

0

(�e

1

) � p

�1

(e

1

) � T (�e

1

)

��

c

0

(e

1

;�e

1

) � FT (�e

1

)

�

;

i.e. p(�e

1

) est, au signe pr�es (ce signe �etant�(e

1

;�e

1

) ), le morphisme compo-

s�e :

FT (�e

1

)

c

0

(e

1

;�e

1

)�FT (�e

1

)

�������������! T

0

(�e

1

)T

0

(e

1

)FT (�e

1

)

T

0

(�e

1

)�p

�1

(e

1

)�T (�e

1

)

����������������!

�! T

0

(�e

1

)FT (e

1

)T (�e

1

)

T

0

(�e

1

)F�c

�1

(�e

1

;e

1

)

���������������! T

0

(�e

1

)F :

Nous allons d�e�nir les isomorphismes p(qe

1

) par r�ecurrence sur jqj. Pour cela,

consid�erons les diagrammes D(q; q

0

) du type (1.4.3.11), o�u les isomorphismes

p(re

1

) �a d�e�nir doivent intervenir :

(1:5:3:3)

FT ((q + q

0

)e

1

) w

p((q + q

0

)e

1

)

u

F � c(q

0

e

1

; qe

1

)

T

0

((q + q

0

)e

1

)F

u

c

0

(q

0

e

1

; qe

1

) � F

FT (qe

1

)T (q

0

e

1

)

u

p(qe

1

) � T (q

0

e

1

)

T

0

(qe

1

)FT (q

0

e

1

) w

T

0

(qe

1

) � p(q

0

e

1

)

T

0

(qe

1

)T

0

(q

0

e

1

)F

et supposons que les isomorphismes p(qe

1

) soient d�e�nis pour les entiers

q tels que jqj < r. On d�e�nit alors p(re

1

) comme �etant l'unique isomor-

phisme rendant le diagramme D(r� 1; 1) �(r� 1; 1)-commutatif et p(�re

1

)

comme �etant l'unique isomorphisme rendant le diagramme D(�r + 1;�1)

�(�r+ 1;�1)-commutatif. Les isomorphismes p(qe

1

) �etant maintenant d�e�-

nis, nous pouvons consid�erer la propri�et�e :

�

P (q; q

0

)

�

Le diagramme D(q; q

0

)est �(q; q

0

)-commutatif .
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Soit par d�e�nition, soit par v�eri�cation imm�ediate, la propri�et�e P (q; q

0

) est

vraie dans les cas suivants :

(1:5:3:4)

q = 0 ;

q

0

= 0 ;

q � 0 et q

0

= �1 ;

q � 0 et q

0

= 1 ;

q = 1 et q

0

= �1 ;

q = �1 et q

0

= 1 :

De plus, l'examen des di��erents diagrammes D(q; q

0

) qu'on peut former avec

trois entiers q , q

0

, q

00

montre imm�ediatement (1.5.5) :

(1.5.3.5) Si trois des quatre propri�et�es P (q

0

; q

00

) , P (q+q

0

; q

00

) , P (q; q

0

+q

00

) ,

P (q; q

0

) sont vraies, la quatri�eme l'est aussi.

On d�eduit alors de (1.5.3.4) que la propri�et�e P (q; q

0

) est vraie pour tout

couple d'entiers q; q

0

, ce qui ach�eve la d�emonstration dans le cas n = 1.

1.5.4. Existence dans le cas g�en�eral. D�esignons par Z

n�1

,! Z

n

le

sous-groupe engendr�e par les n � 1 premiers �el�ements de la base de Z

n

; on

a alors Z

n

= Z

n�1

� Ze

n

. Utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe des

isomorphismes :

p(�) : FT (�)! T

0

(�)F ; � 2 Z

n�1

;

p(�) : FT (�)! T

0

(�)F ; � 2 Ze

n

;

tels que les diagrammes :

(1:5:4:1)

�;�

FT (�+ �) w

p(�+ �)

u

F � c(�; �)

T

0

(�+ �)F

u

c

0

(�; �) � F

FT (�)T (�)

u

p(�) � T (�)

T

0

(�)FT (�) w

T

0

(�) � p(�)

T

0

(�)T

0

(�)F
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soient �(�; �)-commutatifs lorsque �; � 2 Z

n�1

ou �; � 2 Ze

n

. D�esignons

alors par Q(�; �) , � 2 Z

n�1

, � 2 Ze

n

, la propri�et�e :

�

Q(�; �)

�

Le diagramme ci-apr�es est �(�; �)�

�1

(�; �)-commutatif :

(1:5:4:2)

�;�

FT (� + �) w

F � c(�; �)

u

F � c(�; �)

FT (�)T (�) w

p(�) � T (�)

T

0

(�)FT (�)

u

T

0

(�) � p(�)

FT (�)T (�)

u

p(�) � T (�)

T

0

(�)T

0

(�)F

u

c

0

(�; �)

�1

� F

T

0

(�)FT (�) w

T

0

(�) � p(�)

T

0

(�)T

0

(�)F w

c

0

(�; �)

�1

� F

T

0

(� + �)F :

Par hypoth�ese, les propri�et�esQ(e

i

; e

n

) ,Q(e

i

; 0) , 1 � i � n�1 ,Q(0; e

n

) , sont

vraies. De plus, en utilisant les diagrammes �(�; �)-commutatifs (1.5.4.1)

�;�

,

on v�eri�e ais�ement (1.5.6) :

(1.5.4.3) Si deux des propri�et�es Q(�; � + �

0

) , Q(�; �) , Q(�; �

0

) , � 2 Z

n�1

,

�; �

0

2 Ze

n

sont v�eri��ees, la troisi�eme l'est aussi. De même, si deux des

propri�et�es Q(�+�

0

; �) , Q(�; �) , Q(�

0

; �) , �; �

0

2 Z

n�1

, � 2 Ze

n

sont vraies,

la troisi�eme l'est aussi.

On en d�eduit que la propri�et�e Q(�; �) est v�eri��ee pour tout � 2 Z

n�1

et

tout � 2 Ze

n

.

D�e�nissons alors, pour tout ! 2 Z

n

, ! = � + � , � 2 Z

n�1

, � 2 Ze

n

,

l'isomorphisme p(!) : FT (!) �! T

0

(!)F , comme �etant l'unique isomor-

phisme rendant le diagramme (1.5.4.1)

�;�

�(�; �)-commutatif. Ceci nous

permet d'�ecrire pour tout couple �; � 2 Z

n

le diagramme (1.5.4.1)

�;�

et de

consid�erer la propri�et�e :

�

P (�; �)

�

Le diagramme (1:5:4:1)

�;�

est �(�; �)-commutatif .
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D'apr�es ce qui pr�ec�ede, nous savons que la propri�et�e P (�; �) est v�eri��ee dans

les cas suivants :

(1:5:4:4)

� et � 2 Z

n�1

;

� et � 2 Ze

n

;

� 2 Z

n�1

et � 2 Ze

n

;

� 2 Ze

n

et � 2 Z

n�1

:

De plus (1.5.5), on a :

(1.5.4.5) Si trois des propri�et�es P (�; �) , P (�+ �; �) , P (�; �+ �) , P (�; �)

sont vraies, la quatri�eme l'est aussi.

On en d�eduit que la propri�et�e P (�; �) est vraie pour tout couple �; � 2 Z

n

,

ce qui ach�eve la d�emonstration de la proposition (1.5.2).

Diagramme 1.5.5. On se propose de d�emontrer l'assertion (1.5.4.5). On

d�esigne par D(�; �) le diagramme (1.5.4.1)

�;�

. La d�emonstration de (1.5.4.5)

repose sur la consid�eration du diagramme que nous �ecrivons, pour simpli�er,

dans le cas o�u les isomorphismes de transition c et c

0

sont des morphismes

identiques, i.e. dans le cas o�u le groupe Z

n

op�ere strictement sur les cat�egories

C et C

0

:

FT (�+ �+ �)

N

N

N

N

N

N

NQ

p(�+�)?T (�)

'

'

'

'

'

'

'

')

p(�)�T (�+�)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

p(�+�+�)

T

0

(�+ �)FT (�)

T

0

(�+�)�p(�)

w T

0

(�+ � + �)F

T

0

(�)FT (�+ �)

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

NQ

T

0

(�)�p(�)�T (�)

A

A

A

A

AC

T

0

(�)�p(�+�)

:

Ce diagramme a la forme d'un t�etra�edre dont les quatres faces sont respective-

ment les diagrammes D(�; �+�) , D(�+�; �) ,D(�; �)T (�) et T

0

(�)D(�; �) .

La d�emonstration de (1.5.4.5) se fait alors en envisageant les quatre cas pos-

sibles et en utilisant la relation de cocycle. Dans le cas g�en�eral, le diagramme

qu'il faut introduire est un peu plus compliqu�e, mais en utilisant les identit�es

(1.2.1.3), l'argument se ram�ene �a l'argument esquiss�e ci-dessus. Pour obte-

nir la d�emonstration de (1.5.3.5), on utilise le même diagramme en posant :

� = qe

1

, � = q

0

e

1

, � = q

00

e

1

.
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Diagramme 1.5.6.D�emontronsmaintenant l'assertion (1.5.4.3).La d�emons-

tration repose sur la consid�eration du diagramme suivant, que nous �ecrirons

pour simpli�er dans le cas o�u les isomorphismes de transition c et c

0

sont des

morphismes identiques :

1.5.7.

FT (� + �

0

+ �) w

p(�

0

)�T (�+�)

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

hj

p(�+�

0

)�T (�)

4

4

4

4

4

4

4

46

p(�)�T (�

0

+�)

u

p(�)�T (�+�

0

)

T

0

(�

0

)FT (� + �)

4

4

4

4

4

4

4

46

T

0

(�

0

)�p(�)�T (�)

T

0

(�)FT (�

0

+ �) w

T

0

(�)�p(�

0

)�T (�)

u

T

0

(�)�p(�)�T (�

0

)

u

T

0

(�

0

)�p(�)�T (�)

T

0

(� + �

0

)FT (�)

u

T

0

(�+�

0

)�p(�)

T

0

(�)FT (� + �

0

)

T

0

(�)�p(�

0

)�T (�)

h

h

h

h

h

h

h

A

A

A

A

A

A

A

AC

T

0

(�)�p(�)�T (�

0

)

w T

0

(� + �

0

)FT (�)

'

'

'

'

'

'

'

'

')

T

0

(�

0

+�)�p(�)

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

hj

T

0

(�)�p(�+�

0

)

T

0

(� + �)FT (�

0

) w

T

0

(�+�)�p(�

0

)

T

0

(� + � + �

0

)F

D�esignons par �(�; �) le diagramme (1.5.4.2)

�;�

. Le diagramme ci-dessus
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fait apparâ�tre cinq diagrammes verticaux qui sont respectivement les dia-

grammes :

T

0

(�

0

)�(�; �) ; T

0

(�)�(�

0

; �) ; �(�; �)T (�

0

) ; �(�

0

; �)T (�) ; �(� + �

0

; �) :

Il fait apparâ�tre de même quatre diagrammes horizontaux qui sont respec-

tivement les diagrammes :

D(�; �

0

)T (�) ; D(�

0

; �)T (�) ; T

0

(�)D(�; �

0

) ; T

0

(�)D(�

0

; �) :

Par hypoth�ese de r�ecurrence, les diagrammesD(�; �

0

) etD(�

0

; �) sont respec-

tivement �(�; �

0

) et �(�

0

; �)-commutatifs. On en d�eduit la premi�ere partie de

l'assertion (1.5.4.3) en envisageant les trois cas possibles. La deuxi�eme partie

de l'assertion (1.5.4.3) s'obtient en interchangeant les rôles des � et des � .

Dans le cas g�en�eral, le diagramme qu'il faut introduire est plus compliqu�e.

Mais, en utilisant les identit�es (1.2.1.3), l'argument se ram�ene �a celui pr�esent�e

ci-dessus.

Remarque 1.5.8. La proposition (1.5.2) s'applique en particulier au cas o�u

le cocycle � est trivial. On v�eri�e alors que la proposition et sa d�emonstra-

tion s'�etendent verbatim au cas o�u la cat�egorie C

0

n'est plus n�ecessairement

additive.

1.5.9. Soient :

(F

1

; p

1

); (F

2

; p

2

) : (C;Z

n

; T; c)! (C

0

;Z

n

; T

0

; c

0

)

deux Z

n

-foncteurs tordus respectivement par deux cocycles normalis�es

�

1

; �

2

2 Z

2

(Z

n

;Z=2Z) , � : Z

n

! Z=2Z une application telle que :

(1:5:9:1) �

2

(�

1

; �

2

)�

�1

1

(�

1

; �

2

) = �(�

2

)�(�

1

�

2

)

�1

�(�

1

) ; �

1

; �

2

2 Z

n

;

et u : (F

1

; p

1

)! (F

2

; p

2

) un �-morphisme de foncteurs (1.4.6). Soit e

1

; . . . ; e

n

la base canonique de Z

n

. Pour tout i 2 [1; n] le diagramme ci-apr�es est

�(e

i

)-commutatif :

(1:5:9:2)

F

1

T (e

i

)

u

u � T (e

i

)

w

p

1

(e

i

)

T

0

(e

i

)F

1

u

T

0

(e

i

) � u

F

2

T (e

i

) w

p

2

(e

i

)

T

0

(e

i

)F

2

:
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R�eciproquement :

Proposition 1.5.10. Tout morphisme u : F

1

! F

2

entre les foncteurs

sous-jacents, tels que pour tout i 2 [1; n] le diagramme (1.5.9.2) soit

�(e

i

)-commutatif, est un �-morphisme de foncteurs.

En e�et, pour tout � 2 Z

n

, d�esignons par R(�) la propri�et�e :

(R(�)) Le diagramme ci-apr�es est �(�)-commutatif :

(1:5:10:1)

�

F

1

T (�)

u

u � T (�)

w

p

1

(�)

T

0

(�)F

1

u

T

0

(�) � u

F

2

T (�) w

p

2

(�)

T

0

(�)F

2

:

L'examen des di��erents diagrammes (1.5.10.1)

�

1

, (1.5.10.1)

�

2

, (1.5.10.1)

�

1

+�

2

montre imm�ediatement qu'on a :

Si deux des propri�et�es R(�

1

) , R(�

2

) , R(�

1

+ �

2

) sont vraies, la troisi�eme

l'est aussi.

De plus par hypoth�ese, on a les propri�et�es R(e

i

) , i 2 [1; n] et R(0) . On en

d�eduit imm�ediatement que la propri�et�e R(�) est vraie pour tout � 2 Z

n

.

1.5.11. Une Z

n

-cat�egorie stricte est une cat�egorie munie d'une repr�esentation

de Z

n

dans son groupe des automorphismes. Pour d�e�nir une telle repr�esenta-

tion, il su�t bien entendu de se donner n automorphismes : T (e

1

); . . . ; T (e

n

)

qui commutent deux �a deux.

1.5.12. Le probl�eme consistant �a d�eterminer sur une cat�egorie donn�ee les

structures de Z

n

-cat�egorie (non n�ecessairement stricte) est beaucoup moins

simple. Ainsi, si on se borne �a d�eterminer, sur une cat�egorie C , les struc-

tures de Z

n

-cat�egorie telles que pour tout � 2 Z

n

on ait T (�) = identit�e

de C, on a alors �a se donner, pour tout couple �

1

; �

2

d'�el�ements de Z

n

, un

�el�ement c(�

1

; �

2

) du groupe des automorphismes du foncteur identique de C

(ce groupe est commutatif), cette donn�ee �etant soumise �a v�eri�er les identi-

t�es (1.2.1.3). Par suite, pour se donner une telle structure, il faut se donner

un 2-cocycle normalis�e non homog�ene de Z

n

�a valeurs dans le groupe des

automorphismes du foncteur identique de C. On v�eri�e d'ailleurs imm�ediate-

ment que deux telles structures sont isomorphes, par un Z

n

-foncteur (F;m)

tel que F = identit�e de C, si et seulement si les cocycles correspondants sont

dans la même classe de cohomologie.
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1.5.13. Les Z

n

-cat�egories que nous utiliserons dans ce travail seront des

cat�egories strictes. Aussi ne tenterons-nous pas d'aborder le probl�eme signal�e

en (1.5.12) dans le cas g�en�eral. Cependant l'exemple pr�esent�e en (1.5.12)

sugg�ere que la d�etermination des structures de Z-cat�egorie sur une cat�egorie

C est particuli�erement simple. C'est en e�et le cas. D�esignons par E-Cat la

U-cat�egorie dont les objets sont les cat�egories appartenant �aU munies d'une

�equivalence :

(1:5:13:1) T : C ! C

et dont les morphismes sont les foncteurs F : C ! C

0

muni d'un isomor-

phisme :

(1:5:13:2) m : FT ! T

0

F :

On a alors �evidemment un foncteur de la U-cat�egorie Z-Cat dans la

U-cat�egorie E-Cat :

(1:5:13:3) R : Z-Cat! E-Cat :

Le foncteur R associe �a une Z-cat�egorie (C;Z; T; c) la cat�egorie C munie de

l'�equivalence T (1) : C ! C et �a tout Z-foncteur :

(F;m) : (C;Z; T; c)! (C

0

;Z; T

0

; c

0

) ;

le foncteur F muni de l'isomorphisme m(1) : FT (1)! T

0

(1)F .

Proposition 1.5.14. Le foncteur R est une �equivalence de cat�egories.

Nous nous bornerons �a donner des indications sur la d�emonstration. La

proposition (1.5.2) et la remarque (1.5.8) montrent que R est pleinement

�d�ele. Il su�t donc de montrer que R est essentiellement surjectif. Soit donc

(C; T : C ! C) une cat�egorie munie d'une �equivalence. Soient T

�1

: C ! C

un foncteur quasi-inverse de T et :

(1:5:14:1)

u : id

C

! TT

�1

;

v : id

C

! T

�1

T

les isomorphismes d'adjonction.

Les foncteurs T

n

et (T

�1

)

n

sont, pour tout entier n > 0, adjoints l'un

de l'autre, d'o�u des isomorphismes d'adjonction :

(1:5:14:2)

u

(n)

: id

C

! T

n

(T

�1

)

n

;

v

(n)

: id

C

! (T

�1

)

n

T

n

:
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Posons alors :

(1:5:14:3)

T (0) = id

C

;

T (n) = T

n

; n > 0 ;

T (n) = (T

�1

)

�n

; n < 0 :

Puis, pour tout couple (n; n

0

) d'entiers, d�e�nissons des isomorphismes :

c(n

0

; n) : T (n+ n

0

)! T (n)T (n

0

)

par :

(1:5:14:4)

n; n

0

� 0 c(n

0

; n) = identit�e ;

n; n

0

� 0 c(n

0

; n) = identit�e ;

n

0

� 0 ; n � 0 ; n+ n

0

� 0 ; c(n

0

; n) = u

(n)

� T (n+ n

0

) ;

n

0

� 0 ; n � 0 ; n+ n

0

� 0 ; c(n

0

; n) = T (n+ n

0

) � u

(�n

0

)

;

n

0

� 0 ; n � 0 ; n+ n

0

� 0 ; c(n

0

; n) = T (n+ n

0

) � v

(n

0

)

;

n

0

� 0 ; n � 0 ; n+ n

0

� 0 ; c(n

0

; n) = v

(�n)

� T (n+ n

0

) :

Pour s'assurer qu'on a bien ainsi d�e�ni une Z-cat�egorie, il reste �a v�eri�er

qu'on a bien les identit�es du type (1.2.1.3). Cette v�eri�cation s'appuie sur les

identit�es classiques que v�eri�ent les morphismes u

(n)

et v

(n)

. Nous laissons

au lecteur le soin de l'entreprendre.

1.6. Cocycle de Koszul. R�egle des signes.

1.6.1. Soit e

1

; . . . ; e

n

une base de Z

n

. D�esignons par Z

n

i;j

, i; j 2 [1; n] , i 6= j ,

le sous-groupe de Z

n

engendr�e par les �el�ements e

i

et e

j

. Les homomorphismes

de restriction d�e�nissent un homomorphisme :

(1:6:1:1) H

2

(Z

n

;Z=2Z)!

M

i;j2[1;n]

i<j

H

2

(Z

n

i;j

;Z=2Z) :

On a des isomorphismes (canoniques) :

(1:6:1:2) H

2

(Z

n

i;j

;Z=2Z)' Z=2Z :

L'homomorphisme (1.6.1.1) est un isomorphisme.
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Proposition 1.6.2. 1) Soient � 2 Z

2

(Z

n

;Z=2Z) un cocycle normalis�e non

homog�ene, _� 2 H

2

(Z

n

;Z=2Z) sa classe de cohomologie, _�

i;j

2 H

2

(Z

n

i;j

;Z=2Z)

ses composantes. On a (utilisant (1.6.1.2)) :

(1:6:2:1) _�

i;j

= �(e

i

; e

j

)

�1

�(e

j

; e

i

) :

(On �ecrit multiplicativement la loi de groupe de Z=2Z).

2) Soient �

1

et �

2

deux �el�ements cohomologues de Z

2

(Z

n

;Z=2Z) et pour

tout i 2 [1; n] , �

i

un �el�ement de Z=2Z. Il existe une et une seule application

� : Z

n

! Z=2Z telle que :

(1:6:2:2)

�

2

(�

1

; �

2

)�

�1

1

(�

1

; �

2

) = �(�

2

)�(�

1

+ �

2

)

�1

�(�

1

) ; pour �

1

; �

2

2 Z

n

;

(1:6:2:3) �(e

i

) = �

i

:

On se ram�ene, pour d�emontrer la premi�ere assertion au cas n = 2 et

on v�eri�e imm�ediatement que la quantit�e �(e

i

; e

j

)

�1

�(e

j

; e

i

) ne change pas

lorsqu'on modi�e � par un cobord. Lorsque � est un cobord, il est sym�etrique

et par suite la formule (1.6.2.1) est vraie dans ce cas. D'autre part, le cocycle :

�

0

(p

1

e

i

+ q

1

e

j

; p

2

e

i

+ q

2

e

j

) = (�1)

q

1

p

2

n'est pas cohomologue �a 0 puisqu'on a :

�

0

(e

i

; e

j

)

�1

�

0

(e

j

; e

i

) = �1

et tout cocycle non cohomologue �a z�ero est cohomologue �a �

0

.

Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, on remarque que deux solutions

de (1.6.2.2) di��erent par un homomorphisme de groupes ; par suite, on peut

toujours modi�er une solution de (1.6.2.2) d'une mani�ere unique par un

homomorphisme de groupes de fa�con �a lui faire prendre sur les e

i

des va-

leurs donn�ees �a l'avance.

D�e�nition 1.6.3. Soit e

1

; . . . ; e

n

une base de Z

n

. On appelle classe de Kos-

zul relative �a la base e

1

; . . . ; e

n

l'unique �el�ement de H

2

(Z

n

;Z=2Z) dont les

restrictions aux H

2

(Z

n

i;j

;Z=2Z) soient non nulles.

On notera que la d�e�nition de la classe de Koszul fait intervenir le choix

d'une base de Z

n

. Les classes de Koszul associ�ees �a deux bases distinctes sont

en g�en�eral distinctes.

Soit e

1

; . . . ; e

n

une base de Z

n

qu'on ordonne suivant l'ordre naturel de

[1; n] . D�esignons alors par Z

n

(� i) (resp. Z

n

(� i)) le sous-groupe de Z

n

engendr�e par les e

j

, j � i (resp. j � i ).
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D�e�nition 1.6.4. On appelle cocycle de Koszul relatif �a une base ordonn�ee

e

1

; . . . ; e

n

de Z

n

l'unique cocycle � dans la classe de Koszul relative �a la base

e

1

; . . . ; e

n

qui v�eri�e les �egalit�es :

(1:6:4:1) �(�

1

; �

2

) = 1 8 �

1

2 Z

n

(� i) ; 8 �

2

2 Z

n

(� i) ; 8 i 2 [1; n] :

Soient �

1

=

n

P

i=1

p

i

e

i

, �

2

=

n

P

i=1

q

i

e

i

deux �el�ements de Z

n

; on a alors :

(1:6:4:2) �(�

1

; �

2

) = (�1)

�

P

i<j

q

i

p

j

�

:

Cette d�e�nition demande une justi�cation. L'existence d'un cocycle dans

la classe de Koszul v�eri�ant (1.6.4.1) est claire : un calcul imm�ediat montre

que le cocycle (1.6.4.2) v�eri�e (1.6.4.1) et qu'il est dans la classe de Kos-

zul (1.6.2). Pour v�eri�er l'unicit�e, il su�t de remarquer que tout cocycle

cohomologue au cocycle � est du type :

�

1

(�

1

; �

2

) = �(�

1

; �

2

)�(�

2

)�(�

1

+ �

2

)

�1

�(�

1

)

et qu'un tel cocycle poss�ede la propri�et�e (1.6.4.1) si et seulement si :

�(�

1

+ �

2

) = �(�

1

)�(�

2

) 8 i ; 8 �

1

2 Z

n

(� i) ; 8 �

2

2 Z

n

(� i) :

On en d�eduit imm�ediatement que � : Z

n

! Z=2Z est un homomorphisme de

groupes et par suite qu'on a �

1

= � .

1.6.5. La d�e�nition du cocycle de Koszul fait intervenir de fa�con essentielle

l'ordre total que l'on met sur la base e

1

; . . . ; e

n

de Z

n

. D�esignons par � l'ordre

naturel de [1; n] et par �

s

un ordre total sur [1; n]. Soit s l'unique permutation

de [1; n] telle que :

(1:6:5:1) i �

s

j () s(i) � s(j) :

Soient � et �

s

les cocycles de Koszul relatifs respectivement aux ordres � et

�

s

. On a alors :

(1:6:5:2)

�(�

1

; �

2

) = (�1)

�

P

i<j

q

i

p

j

�

;

�

1

=

X

i

p

i

e

i

; �

2

=

X

i

q

i

e

i

;

�

s

(�

1

; �

2

) = (�1)

�

P

s(i)<s(j)

q

i

p

j

�

;
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d'o�u on d�eduit imm�ediatement :

(1:6:5:3)

�

s

(�

1

; �

2

)�(�

1

; �

2

)

�1

= �

s

(�

2

)�

s

(�

1

+ �

2

)

�1

�

s

(�

1

) ;

�

s

(�

1

) = (�1)

�

P

i<j

s(i)>s(j)

p

i

p

j

�

;

�

s

(e

i

) = 1 ; 8 i 2 [1; n] :

Par suite, d'apr�es (1.6.2), toute application � : Z

n

! Z=2Z telle que

(1:6:5:4) �

s

(�

1

; �

2

)�(�

1

; �

2

)

�1

= �(�

2

)�(�

1

+ �

2

)

�1

�(�

1

)

est du type :

(1:6:5:5) � = �

s

� ;

o�u � : Z

n

! Z=2Z est l'unique homomorphisme de groupes qui prend sur les

e

j

2 Z

n

les valeurs �(e

j

) .

1.6.6. Soient (C

i

;Z; T

i

; c

i

) , 1 � i � n , des Z-cat�egories et (D;Z; T; c)

une Z-cat�egorie additive. D�esignons par (C;Z

n

; T; c) la cat�egorie produit des

(C

i

;Z; T

i

; c

i

) . Le groupe Z

n

est muni naturellement d'une base ordonn�ee

e

1

; . . . ; e

n

. Il op�ere �a isomorphisme pr�es sur C par la formule (on utilise ici

la notation �a droite introduite en (1.3.12)) :

(1:6:6:1) (X

1

; . . . ; X

n

)[�] =

�

X

1

[l

1

]; . . . ; X

n

[l

n

]

�

; � =

n

X

i=1

l

i

e

i

:

Soit ' : Z

n

! Z l'homomorphisme '

�

n

P

i=1

l

i

e

i

�

=

n

P

i=1

l

i

. Faisons op�erer Z

n

sur D par l'interm�ediaire de ' (1.4.1). Dans cette situation, nous utiliserons

toujours les conventions suivantes :

R�egle des signes I : Les foncteurs de C dans D seront toujours, sauf men-

tion expresse du contraire, des Z

n

-foncteurs tordus par le cocycle de Koszul

relatif �a la base ordonn�ee e

1

; . . . ; e

n

.

R�egle des signes II : les morphismes de foncteurs seront, sauf mention

expresse du contraire, des morphismes de Z

n

-foncteurs relatifs �a l'homomor-

phisme trivial � : Z

n

! Z=2Z (1.4.6).
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D'apr�es la proposition (1.5.2), se donner un foncteur de C dans D revient

�a se donner un foncteur :

(1:6:6:2) (X

1

; . . . ; X

n

) 7�! F (X

1

; . . . ; X

n

)

et des isomorphismes de foncteurs :

(1:6:6:3) p

i

: F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

�

! F (X

1

; . . . ; X

n

)[1]

tels que les diagrammes (1.5.1.2) :

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

j

[1]; . . . ; X

n

) w

p

i

u

p

j

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

j

[1]; . . . ; X

n

)[1]

u

p

j

[1]

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

j

; . . . ; X

n

)[1] w

p

i

[1]

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

j

; . . . ; X

n

)[2]

soient anticommutatifs (pour i < j). (Pour simpli�er le diagramme (1.5.1.2),

on a suppos�e, ce qui sera toujours le cas dans ce travail, que les isomorphismes

de transition de D sont des identit�es).

De même, d'apr�es la proposition (1.5.10), les morphismes de foncteurs

u : F ! F

0

que nous consid�erons sont soumis aux conditions suivantes : les

diagrammes ci-apr�es sont commutatifs :

(1:6:6:4)

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

) w

u

u

p

i

F

0

(X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

u

p

0

i

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1] w

u[1]

F

0

(X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1] :

Lorsque le contexte ne prêtera �a aucune confusion, nous d�esignerons les

Z-cat�egories par les cat�egories sous-jacentes et les Z

n

-foncteurs tordus par

leurs foncteurs sous-jacents.
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2. Complexes d'une cat�egorie additive.

2.1. Complexes n-uples.

2.1.1. Fixons d'abord quelques notations. On d�esigne par [n] l'ensemble :

[n] = fp 2 Z j 1 � p � ng :

On d�esigne par Z[n] le groupe ab�elien libre engendr�e par l'ensemble [n] et

pour tout i 2 [n] par e

i

le g�en�erateur de Z[n] associ�e �a i . Soit ' : [n]! [m]

une application ; on d�esigne encore par ' : Z[n] ! Z[m] l'homomorphisme

de groupes qui lui correspond. Dans ce paragraphe, C d�esigne une cat�egorie

additive.

D�e�nition 2.1.2. Un complexe n-uple d'objets de C est un objet constitu�e

par :

1) La donn�ee, pour tout � 2 Z[n] , d'un objet X

�

de C.

2) La donn�ee, pour tout � 2 Z[n] et tout i 2 [n] , d'un morphisme :

d

�;i

: X

�

! X

�+e

i

;

ces morphismes �etant soumis aux conditions suivantes :

(2:1:2:1)

d

�+e

i

;i

d

�;i

= 0 8 � 2 Z[n] ; 8 i 2 [n] ;

d

�+e

j

;i

d

�;j

= d

�+e

i

;j

d

�;i

8 � 2 Z[n] ; 8 i ; j 2 [n] :

2.1.3. Un complexe n-uple d'objets de C sera appel�e le plus souvent un

complexe n-uple de C. Soit (X

�

; d

�;i

) un complexe n-uple de C. L'objet X

�

est appel�e le composant de degr�e � du complexe (X

�

; d

�;i

) . Le morphisme

d

�;i

est appel�e la di��erentielle de degr�e � dans la direction i du complexe

(X

�

; d

�;i

) . Soit Y un complexe n-uple de C. Le composant de degr�e � de Y

est not�e Y

�

. La di��erentielle de degr�e � dans la direction i de Y est not�ee

d

�;i

Y

.

D�e�nition 2.1.4. Soient Y et Y

0

deux complexes n-uples de C. Un mor-

phisme de complexes de Y dans Y

0

est une famille de morphismes de C :

(f

�

: Y

�

! Y

0�

)

�2Z[n]

qui commutent aux di��erentielles, i.e. telle que :

(2:1:4:1) f

�+e

i

d

�;i

Y

= d

�;i

Y

0

f

�

:
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2.1.5. Le morphisme f

�

: Y

�

! Y

0�

est appel�e le composant de degr�e � du

morphisme (f

�

) . Soit f : Y ! Y

0

un morphisme de complexes n-uples. Le

composant de degr�e � de f est not�e f

�

. Les morphismes de complexes n-uples

se composent de mani�ere �evidente : composant par composant. Les complexes

n-uples d'objets de C forment une cat�egorie qui est not�ee comp

n

(C). Lorsque

n = 1, on utilise la notation simpli��ee comp

1

(C) = comp(C). Les objets de

comp(C) sont appel�es les complexes simples de C ou même, lorsqu'aucune

confusion n'en r�esulte, les complexes de C. Les cat�egories comp

n

(C) sont ad-

ditives.

2.1.6. Soit Y un complexe n-uple de C. On utilise parfois, pour d�esigner le

composant de degr�e � de Y , la notation Y

��

, et, pour d�esigner la di��erentielle

de degr�e � de Y dans la direction i , la notation d

Y

��;i

. Cette notation est

surtout utilis�ee lorsque Y est un complexe simple dont tous les composants

de degr�e positif sont nuls sauf un nombre �ni d'entre eux. Soit de même

f : Y ! Y

0

un morphisme de complexes n-uples. On utilise parfois la notation

f

��

pour d�esigner le composant de degr�e � du morphisme f .

2.1.7. Soit ' : [n]! [m] une application. Un complexe n-uple Y de C est dit

'-sommable, si pour tout � 2 Z[m] , l'ensemble des � 2 Z[n] tels que '(�) = �

et Y

�

soit di��erent de 0, est �ni. Lorsque ' est l'unique application [n]! [1] ,

on dit simplement sommable. Soient [n]

'

! [m]

 

! [p] deux applications. Tout

complexe n-uple Y qui est  '-sommable est aussi '-sommable. En particu-

lier, tout complexe n-uple sommable est '-sommable pour toute application

[n]

'

! [m] . Lorsque ' est une injection, tous les complexes sont '-sommables.

On appelle cat�egorie des complexes n-uples '-sommables , la sous-cat�egorie

pleine de comp

n

(C) d�e�nie par les complexes '-sommables.

2.2. Complexe simple associ�e.

2.2.1. Pour tout � 2 Z[n] , � =

P

j2[n]

l

j

e

j

, l

j

2 Z , et pour tout i 2 [n]

posons :

(2:2:1:1) "(�; i) = (�1)

�

P

j<i

l

j

�

:

La formule (2.2.1.1) d�e�nit une application :

(�; i) 7�! "(�; i)

de Z[n] � [n] dans le groupe des signes f�1; 1g . On v�eri�e imm�ediatement

que pour tout i 2 [n] , l'application � 7�! "(�; i) est un homomorphisme de
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groupes et que "(e

j

; i) = �1 si j < i , "(e

j

; i) = 1 si i � j . L'application

(�; i) 7�! "(�; i) est d'ailleurs uniquement d�etermin�ee par ces propri�et�es. On

en d�eduit imm�ediatement la relation :

(2:2:1:2) "(�; i)"(� + e

i

; j) = �"(�; j)"(�+ e

j

; i)

valable pour tout � 2 Z[n] et pour tout couple (i; j) 2 [n]� [n] , i 6= j .

2.2.2. Soit Y un complexe n-uple de C. Posons :

(2:2:2:1) �

�;i

Y

= "(�; i)d

�;i

Y

:

On d�eduit alors de (2.2.1.2) que les relations (2.1.2.1) sont �equivalentes aux

relations :

(2:2:2:2)

�

�+e

i

;i

Y

�

�;i

Y

= 0 ; 8 � 2 Z[n] ; 8 i 2 [n] ;

�

�+e

j

;i

Y

�

�;j

Y

+ �

�+e

i

;j

Y

�

�;i

Y

= 0 ; 8 � 2 Z[n] ; 8 i; j 2 [n] :

Soit maintenant ' : [n] ! [m] une application et supposons que Y soit

'-sommable. On d�e�nit alors un complexe m-uple

R

'

Y par les formules :

(2:2:2:3)

�

Z

'

Y

�

�

=

M

'(�)=�

Y

�

; 8 � 2 Z[m] ;

(2:2:2:4) �

�;i

R

'

Y

(y

�

) =

X

'(j)=i

�

�;j

Y

(y

�

) ; � 2 Z[n] ; i 2 [m] ; y

�

2 Y

�

; � = '(�) :

La formule (2.2.2.4) d�e�nit un morphisme de

�R

'

Y

�

�

=

L

'(�)=�

Y

�

dans

�R

'

Y

�

�+e

i

=

L

'(�)=�+e

i

Y

�

lorsque C est la cat�egorie des groupes ab�eliens.

Elle permet aussi de d�e�nir un morphisme de

�R

'

Y

�

�

dans

�R

'

Y

�

�+e

i

lorsque

C est une cat�egorie additive en se pla�cant dans la cat�egorie des foncteurs

contravariants sur C �a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens, i.e. en

interpr�etant y

�

comme un morphisme d'un objet quelconque de C dans Y

�

.

Un calcul imm�ediat montre que les �

�;i

R

'

Y

v�eri�ent les relations (2.2.2.2) d'o�u,

en revenant aux di��erentielles, que les objets d�e�nis par (2.2.2.3) munis des

morphismes d�e�nis par :

(2:2:2:5) d

�;i

R

'

Y

(y

�

) = "(�; i)

X

'(j)=i

"(�; j)d

�;j

Y

(y

�

) ;

� 2 Z[m] ;

i 2 [m] ; � 2 Z[n] ;

'(�) = �
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forment un complexe m-uple de C.

Soit maintenant f : Y ! Y

0

un morphisme de complexes n-uples de C ,

'-sommables. Posons :

(2:2:2:6)

�

Z

'

f

�

�

=

M

'(�)=�

f

�

:

�

Z

'

Y

�

�

!

�

Z

'

Y

0

�

�

:

Il est clair que les

�R

'

f

�

�

commutent aux di��erentielles de

R

'

Y et de

R

'

Y

0

et

que, par suite, une telle famille d�e�nit un morphisme de complexes

m-uples

R

'

f :

R

'

Y !

R

'

Y

0

. Il est clair que

R

'

fg =

R

'

f

R

'

g et que

R

'

id

Y

= id

R

'

Y

. Par suite

R

'

est un foncteur de la cat�egorie des complexes

n-uples '-sommables dans la cat�egorie des complexes m-uples. Ce foncteur

est additif.

2.2.3. Soient ' : [n] ! [m] une application, � un �el�ement de Z[m] et i un

�el�ement de [m] . Soient E

1

(resp. E

2

) les ensembles :

E

1

=

�

�

1

2 Z[n] j '(�

1

) = �

	

�

resp. E

2

=

�

�

2

2 Z[n] j '(�

2

) = � + e

i

	

�

:

Soit en�n Y un complexe n-uple de C. Posons, pour �

1

2 E

1

, �

2

2 E

2

:

(2:2:3:1)

u

�

2

;�

1

(Y ) = "(�; i)"(�

1

; j)d

�

1

;j

Y

si �

2

� �

1

= e

j

;

= 0 sinon ,

d'o�u une matrice de type E

2

�E

1

:

(2:2:3:2) M(�; i; Y ) =

�

u

�

2

;�

1

(Y )

�

�

2

2E

2

;�

1

2E

1

:

Lorsque Y est '-sommable, cette matrice est la matrice du morphisme d

�;i

R

'

Y

.

Remarquons que dans le cas g�en�eral, cette matrice ne poss�ede qu'un nombre

�ni de termes non nuls sur chaque ligne et sur chaque colonne. Il y a donc

a priori au moins deux extensions possibles du foncteur

R

'

aux complexes

quelconques lorsque, dans C , les produits d�enombrables et les sommes di-
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rectes d�enombrables sont repr�esentables :

(2:2:3:3)

 

Z

�

'

Y

!

�

=

Y

'(�)=�

Y

�

;

d

�;i

R

�

'

Y

d�e�ni par la matrice M(�; i; Y ) ;

 

Z

�

'

Y

!

�

=

M

'(�)=�

Y

�

;

d

�;i

R

�

'

Y

d�e�ni par la matrice M(�; i; Y ) :

Le foncteur

R

�

'

est appel�e la �-extension du foncteur

R

'

. Le foncteur

R

�

'

est

appel�e la �-extension du foncteur

R

'

. Ces deux extensions seront utilis�ees

par la suite. On a d'ailleurs un morphisme naturel de foncteurs

R

�

'

!

R

�

'

correspondant au morphisme fonctoriel de la somme directe dans le produit.

2.2.4. Soient [n]

'

! [m]

 

! [r] deux applications et supposons, pour �xer les

id�ees, que les produits d�enombrables soient repr�esentables dans C. On a alors

les relations :

(2:2:4:1)

Z

�

 

Z

�

'

=

Z

�

 '

;

(2:2:4:2)

Z

�

id

= id :

Le r�edacteur se voit ici dans la p�enible obligation de tirer l'irritant coup de

chapeau habituel. Le signe = de la formule (2.2.4.1) n'est valable que lors-

qu'on dispose d'un foncteur produit poss�edant des propri�et�es d'associativit�e

convenables, ce qui n'est jamais le cas dans la pratique. Dans le cas g�en�eral,

le signe \=" doit être remplac�e par un isomorphisme canonique qui v�eri�e les

propri�et�es de compatibilit�e usuelles du type (1.2.1.3). Des relations analogues

aux relations (2.2.4.1) sont valables pour le foncteur

R

�

'

. Lorsque les pro-

duits et sommes d�enombrables ne sont pas n�ecessairement repr�esentables,

la formule (2.2.4.1) est encore valable lorsqu'on se restreint aux complexes

 '-sommables. Lorsque  est l'unique morphisme [n] ! [1], on utilise la

notation

R

n

. Pour tout complexe n-uple sommable Y , le complexe

R

n

Y est

appel�e le complexe simple associ�e au complexe Y .
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2.3. Structure gradu�ee sur les cat�egories de complexes.

2.3.1 Soient Y un complexe n-uple et i 2 [n] . Posons :

(2:3:1:1)

(T

i

Y )

�

= Y

�+e

i

; � 2 Z[n] ;

d

�;j

T

i

Y

= �(i; j)d

�+e

i

;j

Y

; j 2 [n] ;

o�u �(i; j) = 1 si i 6= j , �(i; j) = �1 si i = j . Pour tout morphisme de

complexes n-uples f : Y ! Y

0

, posons :

(2:3:1:2) (T

i

f)

�

= f

�+e

i

; � 2 Z[n] :

On d�e�nit ainsi un foncteur T

i

: comp

n

(C) ! comp

n

(C) qu'on appelle le

foncteur de translation dans la direction i . Lorsque n = 1 , on utilise la

notation TY , Tf ou bien Y [1] , f [1] . Le foncteur de translation dans la

direction i est un automorphisme de comp

n

(C) . Les foncteurs T

i

, i 2 [n] ,

commutent deux �a deux :

(2:3:1:3) T

i

T

j

= T

j

T

i

; 8i ; j 2 [n] :

On peut donc d�e�nir une op�eration du groupe Z[n] sur la cat�egorie comp

n

(C) :

(2:3:1:4) � =

X

i2[n]

l

i

e

i

; T (�) = T

l

1

1

� � �T

l

n

n

:

La notation comp

n

(C) d�esignera dor�enavant la cat�egorie comp

n

(C) munie de

la structure de Z[n]-cat�egorie stricte d�ecrite ci-dessus.

2.3.2. Soient ' : [n] ! [m] une application, Y un complexe n-uple de

C , i un �el�ement de [n] . On suppose, pour �xer les id�ees, que les sommes

d�enombrables sont repr�esentables dans C. Remarquons tout d'abord que les

objets

�R

�

'

T

i

Y

�

�

et

�

T

'(i)

R

�

'

Y

�

�

sont �egaux. Ils sont en e�et �egaux par

d�e�nition �a :

M

'(�)=�+e

'(i)

Y

�

:

Posons alors :

(2:3:2:1)

�

p

i;'

(Y )

�

�

:

�

Z

�

'

T

i

Y

�

�

!

�

T

'(i)

Z

�

'

Y

�

�

; � 2 Z[m] ;

�

p

i;'

(Y )

�

�

=

M

'(�)=�+e

'(i)

"(�; i)"

�

'(�); '(i)

�

id

Y

�

:
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Un calcul imm�ediat montre que la famille

�

(p

i;'

(Y ))

�

; � 2 Z[m]

�

commute

aux di��erentielles de

R

�

'

T

i

Y et de T

'(i)

R

�

'

Y et qu'elle d�e�nit par suite un

morphisme :

(2:3:2:2) p

i;'

(Y ) :

Z

�

'

T

i

Y ! T

'(i)

Z

�

'

Y :

Ce morphisme est un isomorphisme fonctoriel en Y , d'o�u un isomorphisme

de foncteurs :

(2:3:2:3) p

i;'

:

Z

�

'

T

i

�

! T

'(i)

Z

�

'

:

Proposition 2.3.3. 1) Pour tout couple i; j 2 [n] , i 6= j , le diagramme :

(2:3:3:1)

Z

�

'

T

i

T

j

w

p

i;'

? T

j

u

p

j;'

? T

i

T

'(i)

Z

�

'

T

j

u

T

'(i)

? p

j;'

T

'(j)

Z

�

'

T

i

w

T

'(j)

? p

i;'

T

'(i)

T

'(j)

Z

�

'

est commutatif lorsque '(i) 6= '(j) et anticommutatif lorsque '(i) = '(j) .

2) Soit  : [m]! [r] une application. Le diagramme :

Z

�

 

Z

�

'

T

i

w

R

�

 

?p

i;'

Z

�

 

T

'(i)

Z

�

'

u

p

'(i); 

?

R

�

'

Z

�

 '

T

i

w

p

i; '

T

 '(i)

Z

�

 '

T

 '(i)

Z

�

 

Z

�

'

est commutatif. (Le lecteur qui ne veut pas tricher remplacera le signe \="

par des isomorphismes canoniques).

La preuve est imm�ediate et laiss�ee au lecteur. La premi�ere assertion

r�esulte de (2.2.1.2).
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2.3.4. Prenons pour application ' l'unique application [n]

'

! [1] et faisons

op�erer le groupe Z[n] sur comp(C) par l'interm�ediaire de ' : Z[n] ! Z . Il

existe alors (1.5.2) un seul Z[n]-foncteur tordu par le cocycle de Koszul :

(2:3:4:1)

�

Z

�

n

; p

n

�

: comp

n

(C)! comp(C)

tel que :

p

n

(e

i

) = p

i;'

:

Dor�enavant, la notation

R

�

n

d�esignera le foncteur

R

�

n

muni de la structure de

Z[n]-foncteur tordu d�ecrite ci-dessus.

2.3.5. Les consid�erations d�evelopp�ees aux alin�eas (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4)

s'appliquent, modulo les modi�cations �evidentes, aux foncteurs

R

�

'

. Lorsque

les sommes et produits d�enombrables ne sont pas n�ecessairement repr�esen-

tables dans C, les r�esultats ci-dessus s'appliquent aux foncteurs

R

'

en se

restreignant �a des complexes poss�edant des propri�et�es de sommabilit�e conve-

nables.

2.4. Extension des foncteurs aux complexes.

2.4.1. Il existe un foncteur canonique :

(2:4:1:1) �

n

: comp

n

(C)

�

! comp

n

(C

�

)

d�e�ni par les formules suivantes :

(2:4:1:2)

�

�

n

X

�

�

= X

��

; X 2 Ob(comp

n

(C)) ;

d

�;i

�

n

X

= d

���e

i

;i

X

;

�

�

n

f

�

�

= f

��

; f 2 Fl(comp

n

(C)) :

Le foncteur �

n

est un isomorphisme de Z[n]-cat�egories (la structure de

Z[n]-cat�egorie de comp

n

(C

�

) est d�e�nie par (2.3.1) ; la structure gradu�ee de

comp

n

(C)

�

est d�e�nie par (2.3.1) et (1.3.9)).

Supposons que les sommes directes d�enombrables soient repr�esentables

dans C et soit ' : [n]! [m] une application. D�esignons par :

(2:4:1:3)

�

Z

�

';C

�

�

: comp

n

(C)

�

! comp

m

(C)

�

;
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le foncteur oppos�e au foncteur d�e�ni en (2.2.3) et (2.2.4). De même, d�esignons

par :

(2:4:1:4)

Z

�

';C

�

: comp

n

(C

�

)! comp

m

(C

�

) ;

le foncteur d�e�ni en (2.2.3) et (2.2.4). On v�eri�e imm�ediatement que le dia-

gramme :

(2:4:1:5)

comp

n

(C)

�

w

�

n

u

�

R

�

';C

�

�

comp

n

(C

�

)

u

R

�

';C

�

comp

m

(C)

�

w

�

m

comp

m

(C

�

)

est commutatif. En particulier, lorsque ' est l'unique application [n] ! [1] ,

on a un diagramme commutatif :

(2:4:1:6)

comp

n

(C)

�

w

�

n

u

�

R

�

n;C

�

�

comp

n

(C

�

)

u

R

�

n;C

�

comp(C)

�

w

�

1

comp(C

�

)

et on v�eri�e imm�ediatement que le couple d'isomorphismes (�

1

; �

n

) est un

isomorphisme du Z[n]-foncteur tordu

�R

�

n;C

�

�

sur le Z[n]-foncteur tordu

R

�

n;C

�

(la structure gradu�ee de

R

�

n;C

�

est d�ecrite en (2.3.4) ; la structure gradu�ee de

�R

�

n;C

�

�

est d�ecrite en (2.3.4) et (1.4.8)).

Nous identi�erons dor�enavant par l'isomorphisme �

n

les cat�egories

comp

n

(C)

�

et comp

n

(C

�

) et les foncteurs

�
R

�

';C

�

�

et

R

�

';C

�

.

2.4.2. Soient C

i

, i 2 [n] , une famille de cat�egories additives et

Q

i2[n]

C

i

leur

produit. On d�esigne par (X

1

; X

2

; . . . ; X

n

) les objets de

Q

i2[n]

C

i

et on utilise la

notation (X

1

; X

2

; . . . ; f

i

; . . . ; X

n

) pour d�esigner le morphisme :

(id

X

1

; id

X

2

; . . . ; f

i

; . . . ; id

X

n

) :
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Ces conventions s'appliquent en particulier �a la cat�egorie

Q

i2[n]

comp(C

i

).

Remarquons que la cat�egorie

Q

i2[n]

comp(C

i

) est munie d'une structure de

Z[n]-cat�egorie (1.3.11). Pour tout � =

P

i2[n]

l

i

e

i

, � 2 Z[n] , on a :

(2:4:2:1) T (�)(X

1

; X

2

; . . . ; X

n

) =

�

X

1

[l

1

]; X

2

[l

2

]; . . . ; X

n

[l

n

]) :

Un objet (X

1

; . . . ; X

n

) de

Q

i2[n]

comp(C

i

) est dit sommable si pour tout l 2 Z,

l'ensemble des � =

P

i2[n]

l

i

e

i

2 Z[n] tels que

P

i2[n]

l

i

= l et X

l

i

i

6= 0 , pour au

moins un i 2 [n] , est �ni.

Soit maintenant F :

Q

i2[n]

C

i

! C un foncteur multiadditif (covariant).

Pour tout objet (X

1

; . . . ; X

n

) de

Q

i2[n]

comp(C

i

) , posons :

(2:4:2:2) F

[n]

(X

1

; . . . ; X

n

)

�

= F (X

l

1

1

; . . . ; X

l

n

n

) ;

pour tout � =

P

i2[n]

l

i

e

i

2 Z[n] ,

d

�;i

F

[n]

(X

1

;...;X

n

)

= F (X

l

1

1

; . . . ; d

l

i

X

i

; . . . ; X

l

n

n

) ; 8 i 2 [n] :

On a ainsi d�e�ni un complexe n-uple de C.

Pour tout morphisme (f

1

; . . . ; f

n

) de

Q

i2[n]

comp(C

i

) , posons :

(2:4:2:3) F

[n]

(f

1

; . . . ; f

n

)

�

= F (f

l

1

1

; . . . ; f

l

n

n

) ;

pour tout � =

P

i2[n]

l

i

e

i

2 Z[n] . On a ainsi d�e�ni un morphisme de complexes

n-uples.

Ce qui pr�ec�ede d�e�nit visiblement un foncteur :

(2:4:2:4) F

[n]

:

Y

i2[n]

comp(C

i

)! comp

n

(C) :

Remarquons que pour tout � 2 Z[n] , on a :

(2:4:2:5) F

[n]

T (�) = T (�)F

[n]

:

Par suite, le foncteur F

[n]

est un Z[n]-foncteur strict. Le foncteur F

[n]

trans-

forme les objets sommables de

Q

i2[n]

comp(C

i

) en objets sommables de comp

n

(C) .
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Supposons maintenant que les produits (resp. sommes directes) d�enom-

brables soient repr�esentables dans C. On pose alors :

(2:4:2:6)

comp

�

F =

Z

�

n

F

[n]

;

(resp. comp

�

F =

Z

�

n

F

[n]

) :

Le foncteur comp

�

F (resp. comp

�

F ) :

Q

i2[n]

comp(C

i

)! comp(C) est appel�e la

�-extension (resp. la �-extension) du foncteur F aux complexes. Le foncteur

F �etant un Z[n]-foncteur strict et le foncteur

R

�

n

(resp.

R

�

n

) �etant un Z[n]-

foncteur tordu par le cocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e

1

; . . . ; e

n

de Z[n] , le foncteur comp

�

F (resp. comp

�

F ) est un Z[n]-foncteur tordu par le

cocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e

1

; . . . ; e

n

de Z[n], conform�ement

�a la r�egle des signes I (1.6.6). On a donc pour tout i 2 [n] des isomorphismes

canoniques :

(2:4:2:7)

comp

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

�

! comp

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1]

(resp. comp

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

�

! comp

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1] )

qui seront not�es p

i

. Ces isomorphismes poss�edent les propri�et�es d'anticom-

mutativit�e d�ecrites en (1.6.6.3). Les restrictions des foncteurs comp

�

F et

comp

�

F aux objets sommables de

Q

i2[n]

comp(C

i

) sont �egales, et cette restric-

tion peut toujours se d�e�nir, sans hypoth�eses sur la cat�egorie C.

2.4.3. Soient maintenant deux foncteurs multiadditifs F , F

0

:

Q

i2[n]

C

i

! C

et h : F ! F

0

un morphisme de foncteurs. On en d�eduit un morphisme de

foncteurs :

h

[n]

: F

[n]

! F

0[n]

;

en posant :

(2:4:3:1)

h

[n]

(X

1

; . . . ; X

n

)

�

= h(X

l

1

1

; . . . ; X

l

n

n

) ;

� =

X

i2[n]

l

i

e

i

2 Z[n] ; (X

1

; . . . ; X

n

) 2 Ob

�

Y

i2[n]

comp(C

i

)

�

:
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D'o�u, en passant aux complexes simples, deux morphismes de foncteurs :

(2:4:3:2)

comp

�

h : comp

�

F ! comp

�

F

0

;

comp

�

h : comp

�

F ! comp

�

F

0

:

Si h et h

0

sont deux morphismes composables de foncteurs multiadditifs, on

a :

comp

�

hh

0

= comp

�

h comp

�

h

0

;

comp

�

hh

0

= comp

�

h comp

�

h

0

:

Le morphisme comp

�

h (resp. comp

�

h) est un morphisme de Z[n]-foncteurs

qui suit la r�egle des signes II (1.6.6).

2.4.4. Lorsque le foncteur F est contravariant en certaines variables, i.e.

lorsqu'on a des �egalit�es C

i

= (C

0

i

)

�

, pour i 2 J � [n] , les foncteurs comp

�

F

et comp

�

F sont, modulo les identi�cations faites en (2.4.1), contravariants

en les variables correspondantes.

2.5. Homotopies.

2.5.1. Soient X et Y deux complexes n-uples de C et f; g : X

w

w

Y deux

morphismes de complexes. Une homotopie reliant f �a g est une famille de

morphismes a = (a

�;i

: X

�+e

i

! Y

�

, � 2 Z[n] , i 2 [n]) telle que :

(2:5:1:1)

a

�+e

i

�e

j

;j

d

�;i

X

= d

��e

j

;i

Y

a

��e

j

;j

; 8 � 2 Z[n] ; 8 i; j 2 [n] ; i 6= j ;

g

�

� f

�

=

X

i2[n]

a

�;i

d

�;i

X

+ d

��e

i

;i

Y

a

��e

i

;i

; 8 � 2 Z[n] :

On utilise la notation a : f

} w

g pour d�esigner les homotopies a reliant f �a

g .

2.5.2. Soient f; g; h : X

w

w

w

Y trois morphismes, a : f

} w

g et b : g

} w

h

deux homotopies. On d�esigne par b+ a : f

} w

h, l'homotopie

�

(b+ a)

�;i

=

b

�;i

+ a

�;i

, � 2 Z[n] , i 2 [n]

�

.

2.5.3. Soient f; g : X

w

w

Y deux morphismes de complexes, a : f

} w

g une

homotopie et u : Y ! Y

0

(resp. v : X

0

! X) un morphisme de complexes.

On d�esigne par u ? a : uf

} w

ug (resp. a ? v : fv

} w

gv) l'homotopie

�

(u ? a)

�;i

= u

�

a

�;i

�

(resp.

�

(a ? v)

�;i

= a

�;i

v

�+e

i

�

).

60



Cat

�

egories D

�

eriv

�

ees

2.5.4. Les op�erations ? et \somme des homotopies" poss�edent les propri�et�es

suivantes :

(2:5:4:1)

u ? (b+ a) = u ? b+ u ? a ;

(b+ a) ? v = b ? v + a ? v ;

uu

0

? a = u ? (u

0

? a) ;

a ? vv

0

= (a ? v) ? v

0

:

2.5.5. Deux morphismes f; g : X

w

w

Y sont dits homotopes s'il existe une

homotopie qui les relie. Deux morphismes f , g sont homotopes si le mor-

phisme f � g est homotope �a z�ero. Soit f : X ! Y un morphisme homotope

�a z�ero. Pour tout � 2 Z[n] , le morphisme T (�)f est homotope �a z�ero. L'en-

semble des morphismes homotopes �a z�ero forme un id�eal de comp

n

(C), i.e.

le compos�e dans les deux sens d'un morphisme homotope �a z�ero avec un

morphisme quelconque est homotope �a z�ero et la somme directe de deux

morphismes homotopes �a z�ero est homotope �a z�ero.

2.5.6. Soit ' : [n]! [m] une application. Les foncteurs

R

�

'

et

R

�

'

transfor-

ment les couples de morphismes homotopes de comp

n

(C) en couples de mor-

phismes homotopes de comp

m

(C) . Soient de même F :

Q

i2[n]

C

i

! C un fonc-

teur multiadditif,

F

[n]

:

Y

i2[n]

comp(C

i

)! comp

n

(C)

le foncteur d�ecrit en (2.4.2.4), X

i

des objets de comp(C

i

) (i 6= j) et

f; g : X

w

w

Y deux morphismes homotopes de comp(C

j

) . Les morphismes

de comp

n

(C) :

F

[n]

(X

1

; . . . ; f; . . . ; X

n

) et F

[n]

(X

1

; . . . ; g; . . . ; X

n

)

sont homotopes. Par suite, les morphismes de comp(C) :

comp

�

F (X

1

; . . . ; f; . . . ; X

n

) et comp

�

F (X

1

; . . . ; g; . . . ; X

n

)

sont homotopes (même r�esultat pour comp

�

F ). Nous laissons au lecteur le

soin de v�eri�er toutes ces assertions ou de se reporter �a [1].

2.5.7. D�esignons par K(C) la cat�egorie suivante :

{ Les objets de K(C) sont les objets de comp(C) .
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{ Soient X et Y deux objets de K(C) , f; g : X

w

w

Y deux morphismes de

comp(C) . La relation \f et g sont homotopes" est une relation d'�equivalence

sur Hom

comp(C)

(X; Y ) , et on d�e�nit Hom

K(C)

(X; Y ) comme le quotient de

Hom

comp(C)

(X; Y ) par cette relation d'�equivalence.

{ Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) que la loi de composition sur les

morphismes de comp(C) passe au quotient et d�e�nit une loi de composition

sur les morphismes de K(C) .

Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) qu'on a bien d�e�ni ainsi une cat�egorie

et que cette cat�egorie est additive. Le foncteur canonique comp(C)

Q

! K(C)

qui est l'identit�e sur les objets et qui associe �a tout morphisme f de comp(C)

sa classe d'�equivalence

_

f est additif. Le morphisme

_

f de K(C) image du

morphisme f de comp(C) par le foncteur canonique est appel�e la classe de f

modulo homotopie. La cat�egorie K(C) est appel�e la cat�egorie des complexes

de C �a homotopie pr�es.

2.5.8. Le foncteur canonique comp(C)

Q

! K(C) poss�ede la propri�et�e suivante :

tout foncteur de K(C) dans une cat�egorie A fournit, par composition avec Q ,

un foncteur de comp(C) dans A , d'o�u, pour toute cat�egorie A , un foncteur :

Hom(Q;A) : Hom

�

K(C);A

�

! Hom

�

comp(C);A

�

(Hom d�esigne la cat�egorie des foncteurs). Ce foncteur est pleinement �d�ele,

injectif sur les objets et l'image est la sous-cat�egorie pleine de :

Hom

�

comp(C);A

�

d�e�nie par les foncteurs de comp(C) dans A qui transforment tout couple de

morphismes homotopes de comp(C) en morphismes �egaux. La cat�egorie K(C)

munie du foncteur canonique comp(C)

Q

! K(C) est d�etermin�ee �a isomorphisme

unique pr�es par cette propri�et�e.

2.5.9. Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) et de (2.5.8) qu'il existe un et un

seul foncteur de translation sur K(C) tel que le foncteur canonique :

comp(C)! K(C)

commute (strictement) aux translations. Ce foncteur de translation est un

automorphisme de K(C) et par suite d�e�nit sur K(C) une structure de

Z-cat�egorie stricte. Le foncteur canonique comp(C)! K(C) est un Z-foncteur

strict.

62



Cat

�

egories D

�

eriv

�

ees

2.5.10. Soit F :

Q

i2[n]

C

i

! C un foncteur multiadditif. D�esignons par :

Q

i

: comp(C

i

)! K(C

i

)

les foncteurs canoniques. Il r�esulte de (2.5.6) et de (2.5.7) qu'il existe, lorsque

les produits d�enombrables sont repr�esentables dans C, un et un seul foncteur

K

�

(F ) :

Q

i2[n]

K(C

i

)! K(C) tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(2:5:10:1)

Y

i2[n]

comp(C

i

) w

comp

�

F

u

Q

i2[n]

Q

i

comp(C)

u

Q

Y

i2[n]

K(C

i

) w

K

�

F

K(C) :

De plus, le foncteur

Q

i2[n]

Q

i

�etant un Z[n]-foncteur strict, il existe sur le

foncteur K

�

F une et une seule structure de Z[n]-foncteur gradu�e tordu par

le cocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e

1

; . . . ; e

n

de Z[n] , tel qu'on

ait l'�egalit�e entre Z[n]-foncteurs tordus :

(2:5:10:2) K

�

F

Y

i2[n]

Q

i

= Q comp

�

F :

En�n, soient F et F

0

deux foncteurs multiadditifs et m : F ! F

0

un mor-

phisme de foncteurs. Il r�esulte de (2.5.7) qu'il existe un et un seul morphisme

de foncteurs :

(2:5:10:3) K

�

m : K

�

F ! K

�

F

0

tel que :

(2:5:10:4) K

�

m ?

Y

i2[n]

Q

i

= Q ? comp

�

m :

Le foncteur K

�

F est appel�e la �-extension du foncteur F aux com-

plexes �a homotopie pr�es. Le morphisme K

�

m est appel�e la �-extension du

morphisme m aux complexes �a homotopie pr�es.

Lorsque les sommes directes d�enombrables sont repr�esentables dans C,

on d�e�nit de mani�ere analogue le foncteur K

�

F : la �-extension du foncteur

F aux complexes �a homotopie pr�es, et le morphisme K

�

m : la �-extension

du morphisme m aux complexes �a homotopie pr�es.
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2.5.11. Soient X et Y deux complexes de C. Un morphisme de comp(C) ,

f : X ! Y , est appel�e un homotopisme si son image

_

f dans K(C) est un

isomorphisme. Les complexesX et Y sont dits homotopes s'ils sont isomorphes

dans K(C) .

2.5.12. Soient X et Y deux complexes de C , f; g : X

w

w

Y deux mor-

phismes de comp(C), a; b : f

}
w

} w

g deux homotopies reliant f �a g. On appelle

homotopie du deuxi�eme ordre reliant a �a b , not�ee � : a

} w

b , une famille de

morphismes � =

�

�

i

: X

i+2

! Y

i

; i 2 Z

�

telle que :

(2:5:12:1) b

i

� a

i

= �

i

d

i+1

X

� d

i�1

Y

�

i�1

:

2.5.13. Remarquons pour terminer que l'isomorphisme (2.4.1) :

�

1

: comp(C)

�

! comp(C

�

)

d�e�nit, en vertu de (2.5.7), un unique isomorphisme :

�

1

: K(C)

�

! K(C

�

)

qui est un isomorphisme de Z-cat�egories. Nous identi�erons dor�enavant le

plus souvent les cat�egories K(C)

�

et K(C

�

) par cet isomorphisme.
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3. Triangles distingu�es.

3.1. Le cône d'un morphisme.

3.1.1. Soit C une cat�egorie additive. On d�esigne par tr

1

(C) la cat�egorie

suivante :

{ Les objets de tr

1

(C) sont les morphismes (de degr�e z�ero) X

f

! Y de

complexes d'objets de C.

{ Soient X

f

! Y et X

0

f

0

! Y

0

deux objets de tr

1

(C). Un morphisme de

X

f

! Y dans X

0

f

0

! Y

0

est un triplet (g; h; a) , o�u g : X ! X

0

et h : Y ! Y

0

sont des morphismes de complexes de degr�e z�ero et o�u a : f

0

g

} w

hf est une

homotopie reliant f

0

g �a hf .

{ Soient :

(g; h; a) : (X

f

! Y )! (X

0

f

0

! Y

0

) et (g

0

; h

0

; a

0

) : (X

0

f

0

! Y

0

)! (X

00

f

00

! Y

00

)

deux morphismes de tr

1

(C) . Le morphisme compos�e :

(g

00

; h

00

; a

00

) : (X

f

! Y )! (X

00

f

00

! Y

00

)

est alors d�e�ni par les �egalit�es :

(3:1:1:1)

g

00

= g

0

g ;

h

00

= h

0

h ;

a

00

= a

0

? g + h

0

? a :

On v�eri�e aussitôt qu'on a bien ainsi d�e�ni une cat�egorie. On repr�esen-

tera le plus souvent un morphisme (g; h; a) : (X

f

! Y ) ! (X

0

f

0

! Y

0

) de

tr

1

(C) par un diagramme :

(3:1:1:2)

X w

f

u

g

Y

u

h

X

0

w

f

0

Z

N

NP
a

Y

0

:
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La cat�egorie tr

1

(C) est additive. La somme directe de X

f

! Y et de X

0

f

0

! Y

0

est :

X �X

0

�

f 0

0 f

0

�

�������! Y � Y

0

:

3.1.2. Soit X

f

! Y un objet de tr

1

(C) . Posons :

(3:1:2:1)

c(f)

i

= Y

i

�X

i+1

;

d

i

c(f)

=

 

d

i

Y

f

i+1

0 �d

i+1

X

!

: Y

i

�X

i+1

! Y

i+1

�X

i+2

:

On v�eri�e qu'on a ainsi d�e�ni un complexe d'objets de C. Ce complexe est

not�e c(f) et est appel�e le cône du morphisme f . Soit maintenant :

X w

f

u

g

Y

u

h

X

0

w

f

0

Z

N

NP

a

Y

0

un morphisme de tr

1

(C) . Posons :

(3:1:2:2) c

�

(g; h; a)

�

i

=

 

h

i

a

i

0 g

i+1

!

: Y

i

�X

i+1

! Y

0i

�X

0i+1

:

Ces morphismes commutent avec les di��erentielles de c(f) et de c(f

0

) et par

suite d�e�nissent un morphisme de complexes :

(3:1:2:3) c

�

(g; h; a)

�

: c(f)! c(f

0

) :

On v�eri�e qu'on a d�e�ni ainsi un foncteur c : tr

1

(C)! comp(C) qu'on appelle

le foncteur cône.

D�esignons par s : comp(C) ! tr

1

(C) le foncteur X 7�! (0 ! X) . Pour

tout objet X

f

! Y de tr

1

(C) , on d�esigne par �(f) : (X

f

! Y ) ! sc(f) le
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morphisme suivant de tr

1

(C) :

(3:1:2:4)

�(f) =

�

0; p(f); a(f)

�

X w

f

u

Y

u

p(f)

0 w

M

A

AC

a(f)

c(f) ;

p(f)

i

=

 

id

Y

i

0

!

: Y

i

! Y

i

�X

i+1

;

a(f)

i

=

 

0

id

X

i+1

!

: X

i+1

! Y

i

�X

i+1

:

Un calcul imm�ediat montre que � est un morphisme du foncteur identique

de la cat�egorie tr

1

(C) dans le foncteur sc .

Proposition 3.1.3. Le morphisme � fait du foncteur cône un adjoint �a

gauche du foncteur s, i.e. pour tout objet X

f

! Y de tr

1

(C) et pour tout objet

W de comp(C) , l'application canonique d�e�nie par le morphisme � :

Hom

comp(C)

�

c(f);W

�

! Hom

tr

1

(C)

�

(X

f

! Y ); sW

�

est un isomorphisme.

La v�eri�cation est laiss�ee au lecteur. On notera que le foncteur s est

pleinement �d�ele et que par suite le foncteur cs est canoniquement isomorphe

au foncteur identique. En fait, avec la construction choisie du foncteur c , le

foncteur cs est �egal au foncteur identique. La propri�et�e d'adjonction de (3.1.3)

peut encore se traduire comme suit : l'application d�e�nie par le foncteur :

c : Hom

tr

1

(C)

�

(X

f

! Y ); sW

�

! Hom

comp(C)

(c(f);W )

est un isomorphisme.

3.1.4. Nous allons d�e�nir dans tr

1

(C) une notion d'homotopie. Soient :

(g; h; a) ; (g

0

; h

0

; a

0

) : (X

f

! Y )

w

w

(X

0

f

0

! Y

0

)
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deux morphismes de tr

1

(C) . Une homotopie reliant (g; h; a) �a (g

0

; h

0

; a

0

) est

un triplet (b; b

0

; �) , o�u b : g

} w

g

0

et b

0

: h

} w

h

0

sont des homotopies et o�u

� : f

0

? b + a

0

} w

b

0

? f + a est une homotopie du deuxi�eme ordre (2.5.12).

Deux morphismes de tr

1

(C) seront dits homotopes s'il existe une homotopie

les reliant. La relation : \(g; h; a) et (g

0

; h

0

; a

0

) sont homotopes" est une re-

lation d'�equivalence compatible avec la somme directe et la composition des

morphismes. On peut donc introduire la cat�egorie Tr

1

(C) dont les objets sont

les objets de tr

1

(C) et les morphismes les morphismes de tr

1

(C) �a homotopie

pr�es.

Proposition 3.1.5. Soient D , D

0

: (X

f

! Y )

w

w

(X

0

f

0

! Y

0

) deux mor-

phismes de tr

1

(C) . Si les morphismes D et D

0

sont homotopes dans tr

1

(C) ,

alors les morphismes c(D) et c(D

0

) sont homotopes dans comp(C) .

Soient D = (g; h; a) et D

0

= (g

0

; h

0

; a

0

) . Supposons que D et D

0

soient

homotopes dans tr

1

(C) . Il existe donc des homotopies b et b

0

telles que :

(3:1:5:1)

g

0

� g = bd+ db ;

h

0

� h = b

0

d+ db

0

:

(Pour all�eger la notation, nous avons omis dans ce calcul les exposants indi-

quant le degr�e des composants.) Il existe de plus une homotopie du deuxi�eme

ordre � telle que :

�d� d� = b

0

f + a� (f

0

b+ a

0

) :

Un calcul imm�ediat montre alors que

�

b

0

�

0 �b

�

est une homotopie qui

relie c(D) �a c(D

0

) .

Corollaire 3.1.6. Les foncteurs :

c : tr

1

(C)! comp(C) et s : comp(C)! tr

1

(C)

sont compatibles avec les homotopies de tr

1

(C) et de comp(C) et d�e�nissent,

en passant au quotient, des foncteurs encore not�es c : Tr

1

(C) ! K(C) et

s : K(C) ! Tr

1

(C). Le foncteur c : Tr

1

(C) ! K(C) est adjoint �a gauche du

foncteur s : K(C)! Tr

1

(C).

Ceci r�esulte formellement de (3.1.5) et de (3.1.3).

3.1.7. D�esignons par s

0

: comp(C) ! tr

1

(C) le foncteur X 7�! (X ! 0) .

Le foncteur cs

0

: comp(C) ! comp(C) est �egal au foncteur de translation de

comp(C) . Le foncteur s

0

transforme deux morphismes homotopes de comp(C)

en morphismes homotopes de tr

1

(C) et par suite d�e�nit un foncteur que nous

noterons encore s

0

: K(C) ! Tr

1

(C). Le foncteur cs

0

: K(C) ! K(C) est �egal

au foncteur de translation de K(C) .
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3.2. Propri�et�es du foncteur cône.

3.2.1. Dans une Z-cat�egorie, on appelle triangle tout diagramme du type :

(3:2:1:1) X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] :

Pour d�esigner le triangle (3.2.1.1), on utilise la notation (X; Y; Z; u; v;w) , ou

bien le diagramme :

(3:2:1:2)

Z

�

�

�

��

w

X w

u

Y

[

[

[̂

v

;

la 
�eche munie d'un poussoir d�esignant le morphisme de degr�e 1 du triangle.

Soient (X; Y; Z; u; v;w) et (X

0

; Y

0

; Z

0

; u

0

; v

0

; w

0

) deux triangles. Unmorphisme

de triangles est un diagramme commutatif :

(3:2:1:3)

X w

u

u

f

Y w

v

u

g

Z w

w

u

h

X [1]

u

f [1]

X

0

w

u

0

Y

0

w

v

0

Z

0

w

w

0

X

0

[1] :

Les morphismes de triangles se composent de la mani�ere �evidente. Les tri-

angles forment une cat�egorie.

3.2.2. Soit X

f

! Y un objet de tr

1

(C). Le morphisme (fonctoriel en f) de

tr

1

(C) :

(3:2:2:1)

X w

f

u

id

X

Y

u

X w 0 ;

fournit, en appliquant le foncteur cône, un morphisme, fonctoriel en X

f

! Y ,

(3.1.7) de comp(C) :

(3:2:2:2) q(f) : c(f)! X [1] :
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De même, le morphisme de tr

1

(C) :

(3:2:2:3)

0 w

u

Y

u

id

Y

X w

f

Y

fournit, en appliquant le foncteur cône, un morphisme, fonctoriel en X

f

! Y ,

de comp(C) (3.1.2.4) :

(3:2:2:4) p(f) : Y ! c(f) :

On peut donc associer �a tout objet X

f

! Y de tr

1

(C) un triangle de comp(C) :

(3:2:2:5) X

f

�! Y

p(f)

�! c(f)

q(f)

�! X [1] :

On notera que ce triangle ne d�epend pas fonctoriellement de l'objet X

f

! Y

de tr

1

(C) . Soit, en e�et,D = (g; h; a) : (X

f

! Y )! (X

0

f

0

! Y

0

) un morphisme

de tr

1

(C) . On obtient alors le diagramme :

(3:2:2:6)

X w

f

u

g

Y w

p(f)

u

h

c(f) w

q(f)

u

c(D)

X [1]

u

g[1]

X

0

w

f

0

t

hj

a

Y

0

w

p(f

0

)

c(f

0

) w

q(f

0

)

X

0

[1] :

Les morphismes p(f) et q(f) �etant fonctoriels en f , les deux derniers carr�es

de ce diagramme sont commutatifs, mais le premier carr�e est commutatif �a

homotopie pr�es seulement. En passant au quotient par les homotopies, on

peut associer �a tout objet X

f

! Y de Tr

1

(C) un triangle de K(C) :

(3:2:2:7) X

_

f

�! Y

_p(f)

�! c(f)

_q(f)

�! X [1]

qui d�epend fonctoriellement de X

f

! Y . (On d�esigne par

_

f , _p(f) , _q(f) les

classes modulo homotopie des morphismes f , p(f) , q(f) respectivement.) On

a donc ainsi un foncteur de la cat�egorie Tr

1

(C) dans la cat�egorie des triangles

de K(C) .
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3.2.3. L'automorphisme de translation de comp(C) s'�etend naturellement en

un automorphisme T : tr

1

(C)! tr

1

(C) :

(3:2:3:1)

T (X

f

�! Y ) = X [1]

f [1]

�! Y [1]

T

�

(g; h; a)

�

= (g[1] ; h[1] ; �a[1] ) :

On fait alors du foncteur cône un Z-foncteur (1.5.2) en d�e�nissant un isomor-

phisme 	(f) : c(f [1])

'

! c(f)[1] :

(3:2:3:2) 	(f)

i

=

0

@

id

Y

i+1
0

0 �id

X

i+2

1

A

: Y

i+1

�X

i+2

! Y

i+1

�X

i+2

:

Le lecteur v�eri�era que (3.2.3.2) d�e�nit bien un isomorphisme de complexes

et d�emontrera la proposition suivante :

Proposition 3.2.4. Lorsque f = 0! Y , l'isomorphisme canonique :

c(f [n])

�

�! c(f)[n]

n'est autre que l'application identique de Y [n] . Lorsque f = X ! 0 , l'isomor-

phisme canonique :

c(f [n])

�

�! c(f)[n]

n'est autre que l'isomorphisme :

X [n+ 1]

(�1)

n

id

X[n+1]

�����������! X [n+ 1] :

3.2.5. Soit X

f

! Y un objet de tr

1

(C) . On peut lui associer un triangle de

comp(C) :

(3:2:5:1) Y

p(f)

�! c(f)

q(f)

�! X [1]

f [1]

�! Y [1] :

Or le morphisme q(f)p(f) : Y ! X [1] est le transform�e par le foncteur cône

du morphisme :

0 w

u

Y

u

X w 0 :
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Il est donc nul. Il existe donc, d'apr�es les propri�et�es d'adjonction du foncteur

cône (3.1.3), un unique morphisme :

(3:2:5:2) J : c

�

p(f)

�

! X [1] ;

tel que le diagramme :

(3:2:5:3)

c(f) w

p(p(f))

u

id

c(f)

c(p(f))

u

J

c(f) w

q(f)

X [1]

soit commutatif et que l'on ait Ja(p(f)) = 0 (3.1.2.4).

Proposition 3.2.6. a) Le morphisme J est un homotopisme, i.e. est un

isomorphisme �a homotopie pr�es.

b) Le diagramme :

(3:2:6:1)

c(p(f)) w

q(p(f))

u

J

Y [1]

u

id

Y [1]

X [1] w

f [1]

Y [1]

est anticommutatif �a homotopie pr�es.

3.2.7. D�emonstration. Nous allons d'abord construire un morphisme

H : X [1] ! c

�

p(f)

�

. Il su�t pour cela de construire un morphisme entre

les deux foncteurs que ces objets repr�esentent. Soit W un objet de comp(C) .

Un morphisme de c

�

p(f)

�

dansW n'est autre que, tenant compte des propri�e-

t�es d'adjonction du foncteur cône (3.1.3), un couple (u; a) , o�u u : c(f)! W

est un morphisme de complexes et a : 0

} w

up(f) est une homotopie. Utili-

sant encore une fois (3.1.3), on voit qu'un morphisme de c

�

p(f)

�

dans W est

un triplet (m : Y �! W ; a : 0

} w

m ; b : 0

} w

mf). Associons �a ce triplet

le diagramme :

(3:2:7:1)

X w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

�

W

� = b� a ? f ;
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i.e. ((3.1.3) et (3.1.7)) un morphisme de X [1] dans W . On a donc associ�e,

fonctoriellement en W , �a tout morphisme de c

�

p(f)

�

dans W un morphisme

de X [1] dans W , et par suite on a d�e�ni un morphisme H : X [1]! c

�

p(f)

�

.

Pour prouver la partie a) de la proposition (3.2.6), il su�t de montrer que :

(3:2:7:2) Le morphisme JH : X [1]! X [1] est l'identit�e.

(3:2:7:3) Le morphisme HJ : c

�

p(f)

�

! c

�

p(f)

�

est homotope �a l'identit�e.

Pour prouver la partie b) de la proposition (3.2.6), il su�t de montrer de

plus que :

(3.2.7.4) Le diagramme :

X [1] w

f [1]

u

H

Y [1]

u

id

Y [1]

c(p(f)) w

q(p(f))

Y [1]

est anticommutatif.

3.2.8. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.2).

Montrons que le morphisme JH : X [1] ! X [1] est l'identit�e. Il su�t

pour cela de voir que le morphisme JH induit l'endomorphisme identique du

foncteur repr�esent�e par X [1] . D'apr�es (3.1.3) et (3.1.7), le foncteur :

W 7�! Hom

comp(C)

(X [1];W )

n'est autre que le foncteur :

(3:2:8:1) W 7�!

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

X w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

�

W

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

:

D'autre part, d'apr�es (3.2.7), l'objet c

�

p(f)

�

de comp(C) repr�esente le fonc-

teur :

(3:2:8:2) W 7�!

n

(m : Y �! W ; a : 0

} w

m ; b : 0

} w

mf)

o

:
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L'homomorphisme J : c

�

p(f)

�

! X [1] correspond, ainsi qu'on le v�eri�e im-

m�ediatement, au morphisme fonctoriel :

(3:2:8:3)

D =

X w

u

0

u

0 w

t

hj

�

W

7! JD = (0 : Y ! W; 0 : 0

} w

0 ; � : 0

} w

0) :

Le morphisme H : X [1]! c

�

p(f)

�

correspond par d�e�nition (3.2.7) au mor-

phisme fonctoriel :

(3:2:8:4)

t = (m : Y !W; a : 0

} w

m; b : 0

} w

mf) 7! Ht =

X w

u

0

u

0 w

t

hj

�

W

;� = b�a?f:

Le compos�e de ces deux morphismes fonctoriels est bien l'identit�e, ce qui

d�emontre l'assertion (3.2.7.2).

3.2.9. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.3).

D'apr�es (3.2.8), le morphisme HJ : c

�

p(f)

�

! c

�

p(f)

�

correspond au

morphisme fonctoriel :

(3:2:9:1)

t = (m : Y �!W ; a : 0

} w

m ; b : 0

} w

mf) 7�! HJt =

= (0 : Y �! W ; 0 : 0

} w

0 ; b� a ? f : 0

} w

0)

et par suite :

(3:2:9:2) t�HJt = (m : Y �! W ; a : 0

} w

m ; a ? f : 0

} w

mf) :

Pour prouver l'assertion (3.2.7.3), il su�t de montrer que tout triplet de

la forme (m : Y �! W ; a : 0

} w

m ; a ? f : 0

} w

mf) correspond �a un

morphisme homotope �a z�ero de c

�

p(f)

�

dans W . Or un tel triplet d�e�nit, en

utilisant (3.1.3), un morphisme :

(3:2:9:3) v : c(f)! W v = (m : Y �! W ; a ? f : 0

} w

mf)

et une homotopie :

(3:2:9:4) a : 0

} w

vp(f) = m ;
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d'o�u un diagramme :

(3:2:9:5)

Y w

p(f)

u

c(f)

u

v

0 w

M

A

AC

a

W

d�e�nissant par (3.1.3) le morphisme n : c(p(f)) ! W associ�e au triplet

(m : Y �! W ; a : 0

} w

m ; a ? f : 0

} w

mf) . Pour montrer que le mor-

phisme n est homotope �a z�ero, il su�t (3.1.5) de montrer que le diagramme

(3.2.9.5) est un morphisme homotope �a z�ero de tr

1

(C) et, pour cela, il su�t

de montrer qu'il existe une homotopie � : 0

} w

v telle que � ? p(f) = a . Or

le morphisme v : c(f)! W a pour composants :

(3:2:9:6) v

i

= (m

i

; a

i

f

i+1

) : Y

i

�X

i+1

! W

i

et on v�eri�e imm�ediatement que l'homotopie � de composants :

(3:2:9:7) �

i

= (a

i

; 0) : Y

i+1

�X

i+2

! W

i

relie 0 �a v et que � ? p(f) = a , ce qui ach�eve la d�emonstration de l'assertion

(3.2.7.3).

3.2.10. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.4).

L'objet Y [1] repr�esente le foncteur :

(3:2:10:1) W 7�!

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Y w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

�

W

9

>

>

>

=

>

>

>

;

et le morphisme f [1] : X [1]! Y [1] repr�esente le morphisme fonctoriel :

(3:2:10:2) D =

Y w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

�

W

7�! f [1]D =

X w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

� ? f

W

:
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De même, le morphisme q

�

p(f)

�

: c

�

p(f)

�

! Y [1] repr�esente le morphisme

fonctoriel :

(3:2:10:3)

D =

Y w

u

0

u

0 w

Z

N

NP

�

W

7�! q(p(f))D = (0 : Y ! W ; � : 0

} w

0 ; 0 : 0

} w

0) :

Par suite, en utilisant (3.2.8.4), pour d�emontrer (3.2.7.4), il su�t de remar-

quer que pour tout diagramme :

D =

Y w

u

0

u

0 w

t

hj

�

W

;

on a Hq

�

p(f)

�

D + f [1]D = 0 .

3.2.11. Soient X

f

! Y

g

! Z deux morphismes de comp(C) . Posons gf = h .

On peut construire, avec ces donn�ees, deux diagrammes commutatifs :

(3:2:11:1) D =

X w

f

u

id

X

Y

u

g

X w

h

Z

; D

0

=

X w

h

u

f

Z

u

id

Z

Y w

g

Z

que nous interpr�eterons comme des morphismes de tr

1

(C). D'o�u, en appli-

quant le foncteur cône, deux diagrammes :

(3:2:11:2)

c(f)

c(D)

�! c(h)

c(D

0

)

�! c(g)

I =

Y w

g

u

p(f)

Z

u

p(h)

c(f) w

c(D)

c(h) :

Ce dernier diagramme est un carr�e commutatif (3.2.2.4) et peut donc être

interpr�et�e comme un morphisme de tr

1

(C), d'o�u en appliquant encore une

fois le foncteur cône, un morphisme :

(3:2:11:3) c(I) : c(g) �! c

�

c(D)

�

:
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Proposition 3.2.12. a) Le morphisme c(I) : c(g)! c

�

c(D)

�

est un homoto-

pisme.

b) Le diagramme :

(3:2:12:1)

c(g)

u

c(I)

c(h)

A

A

A

A

A

A

A

AC

c(D

0

)

w

p(c(D))

c(c(D))

est commutatif �a homotopie pr�es.

c) Le diagramme :

(3:2:12:2)

c(g) w

q(g)

u

c(I)

Y [1]

u

p(f)[1]

c(c(D)) w

q(c(D))

c(f)[1]

est commutatif.

En e�et, un calcul imm�ediat montre que le i-�eme composant du mor-

phisme c(I) est :

(3:2:12:3) c(I)

i

=

0

B

@

id 0

0 0

0 id

0 0

1

C

A

: Z

i

� Y

i+1

! Z

i

�X

i+1

� Y

i+1

�X

i+2

:

Le morphisme u : c

�

c(D)

�

! c(g) de composants :

(3:2:12:4) u

i

=

 

id 0 0 0

0 f

i+1

id 0

!

: Z

i

�X

i+1

�Y

i+1

�X

i+2

! Z

i

�Y

i+1

est un inverse de c(I) �a homotopie pr�es, ce qui d�emontre la premi�ere assertion.

Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, il su�t de v�eri�er que le diagramme :

(3:2:12:5)

c(g)

u

u

c(h)

A

A

A

A

A

A

A

AC

c(D

0

)

w

p(c(D))

c(c(D))

est commutatif, ce qui se fait en exhibant les composants. En�n, d'apr�es

(3.2.2), les propri�et�es fonctorielles du morphisme q(f) (3.2.2.2) impliquent

que le carr�e (3.2.12.2) soit commutatif.
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3.3. Propri�et�es des triangles distingu�es.

D�e�nition 3.3.1. Un triangle X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] de K(C) sera dit distin-

gu�e s'il existe un objet X

0

f

0

! Y

0

de Tr

1

(C) et un isomorphisme de triangles

((3.2.1.3) et (3.2.2.7)) :

X w

u

u

f o

Y w

v

u

g

o

Z w

w

u

h

o

X [1]

u

o f [1]

X

0

w

_

f

0

Y

0

w

_p(f

0

)

c(f

0

) w

_q(f

0

)

X

0

[1] :

Proposition 3.3.2. (TRI) Tout triangle de K(C) isomorphe �a un triangle

distingu�e est un triangle distingu�e. Pour tout objet X de K(C) , le triangle

X

id

X

! X ! 0! X [1] est distingu�e. Tout morphisme u : X ! Y de K(C) est

contenu dans un triangle distingu�e X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] .

La premi�ere assertion est triviale. Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion,

il su�t de montrer que le diagramme :

X w

id

X

u

id

X

X w

u

id

X

0 w

u

X [1]

u

id

X[1]

X w

id

X

X w

_p(id

X

)

c(id

X

) w

_q(id

X

)

X [1]

est un isomorphisme de triangles de K(C) . Il su�t donc de montrer que

c(id

X

) est homotope �a z�ero. Or il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des

homotopies dans tr

1

(C) (3.1.4) que tout morphisme de tr

1

(C) du type :

X w

id

X

u

X

u

g

0 w

Z

N

NP

a

W

est homotope �a z�ero. Les propri�et�es d'adjonction du foncteur cône (3.1.6)

montrent alors que c(id

X

) est homotope �a z�ero. Soit f : X ! Y un morphisme
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de comp(C) dans la classe modulo homotopie de u : X ! Y . On a alors un

objet de Tr

1

(C) : X

f

!Y . Le triangle distingu�e :

X

u

���! Y

_p(f)

����! c(f)

_q(f)

����!X [1]

contient le morphisme u .

Proposition 3.3.3. (TRII) Un triangle X

u

�! Y

v

�!Z

w

�!X [1] de K(C)

est distingu�e si et seulement si le triangle Y

v

�!Z

w

�!X [1]

�u[1]

�! Y [1] est

distingu�e.

Supposons que le triangle X

u

�! Y

v

�!Z

w

�!X [1] soit distingu�e. Il est

alors isomorphe �a un triangle du type :

X

0

_

f

���! Y

0

_p(f)

����! c(f)

_q(f)

����!X

0

[1] ;

o�u X

0

f

�! Y

0

est un objet de Tr

1

(C) . Il su�t donc de montrer que le triangle :

Y

0

_p(f)

����! c(f)

_q(f)

����!X

0

[1]

�

_

f [1]

�����! Y

0

[1] ;

est distingu�e. Or d'apr�es (3.2.6), le diagramme :

Y

0

w

_p(f)

u

id

Y

0

c(f) w

_p(p(f))

u

id

c(f)

c(p(f)) w

_q(p(f))

u

_

J

Y

0

[1]

u

id

Y

0

[1]

Y

0

w

_p(f)

c(f) w

_q(f)

X

0

[1] w

�

_

f [1]

Y

0

[1]

est un isomorphisme de triangles dans K(C) . Supposons maintenant que le

triangle Y

v

�!Z

w

�!X [1]

�u[1]

�! Y [1] soit distingu�e. On en d�eduit par (3.2.4)

que le triangle :

Y [�1]

v[�1]

����!Z[�1]

w[�1]

����!X

u

���! Y

est distingu�e et, en appliquant deux fois l'argument pr�ec�edant, que le tri-

angle :

X

u

�! Y

v

�!Z

w

�!X [1]

est distingu�e, ce qui ach�eve la d�emonstration.
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Proposition 3.3.4. (TRIII) Soient :

X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] ; X

0

u

0

! Y

0

v

0

! Z

0

w

0

! X

0

[1]

deux triangles distingu�es de K(C) et :

(3:3:4:1)

X

0

w

u

0

u

m

Y

0

u

n

X w

u

Y

un carr�e commutatif de K(C) . Il existe un morphisme r : Z

0

! Z tel que le

diagramme :

X

0

w

u

0

u

m

Y

0

w

v

0

u

n

Z

0

w

w

0

u

r

X

0

[1]

u

m[1]

X w

u

Y w

v

Z w

w

X [1]

soit un morphisme de triangles.

Par d�e�nition, les triangles propos�es sont isomorphes �a des triangles :

V

_

f

�! W

_p(f)

���! c(f)

_q(f)

���! V [1] ;

V

0

_

f

0

�! W

0

_p(f

0

)

���! c(f

0

)

_q(f

0

)

���! V

0

[1]

et, par suite, le carr�e (3.3.4.1) est isomorphe �a un carr�e :

V

0

w

_

f

0

u

_g

W

0

u

_g

0

V w

_

f

W ;

o�u g : V

0

! V et g

0

: W

0

! W sont des morphismes de comp(C) . Le carr�e

de comp(C) :

V

0

w

f

0

u

g

W

0

u

g

0

V w

f

W
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est commutatif �a homotopie pr�es. Soit donc a : fg

} w

g

0

f

0

une homotopie.

Le diagramme :

D =

V

0

w

f

0

u

g

W

0

u

g

0

V w

f

Z

N

NP

a

W

est un morphisme de tr

1

(C) . On en d�eduit par (3.2.2.7) que le diagramme :

V

0

w

_

f

0

u

_g

W

0

w

_p(f

0

)

u

_g

0

c(f

0

) w

_q(f

0

)

u

_c(D)

V

0

[1]

u

_g[1]

V w

_

f

W w

_p(f)

c(f) w

_q(f)

V [1]

est un morphisme de triangles dans K(C) , d'o�u l'existence du morphisme

r : Z

0

! Z .

Proposition 3.3.5. (TRIV) Soit :

X

2

[

[

[]

u

1

X

1











�

u

3

w

u

2

X

3

un diagramme commutatif de K(C) . Il existe trois triangles distingu�es :

X

1

u

3

�! X

2

v

3

�! Z

3

w

3

�! X

1

[1] ;

X

2

u

1

�! X

3

v

1

�! Z

1

w

1

�! X

2

[1] ;

X

1

u

2

�! X

3

v

2

�! Z

2

w

2

�! X

1

[1]

et deux morphismes :

m

1

: Z

3

! Z

2

;

m

3

: Z

2

! Z

1

;

tels que :
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a) Les diagrammes :

X

1

w

u

3

u

id

X

2

w

v

3

u

u

1

Z

3

w

w

3

u

m

1

X

1

[1]

u

id

X

1

w

u

2

X

3

w

v

2

Z

2

w

w

2

X

1

[1]

X

1

w

u

2

u

u

3

X

3

w

v

2

u

id

Z

2

w

w

2

u

m

3

X

1

[1]

u

u

3

[1]

X

2

w

u

1

X

3

w

v

1

Z

1

w

w

1

X

2

[1]

soient des morphismes de triangles.

b) Le triangle :

Z

3

m

1

���!Z

2

m

3

���!Z

1

v

3

[1]w

1

�����!Z

3

[1]

soit distingu�e.

Soient f : X

1

! X

2

(resp. g : X

2

! X

3

) un morphisme de comp(C) qui

soit dans la classe u

3

(resp. u

1

). Posons h = gf : X

1

! X

3

. Le morphisme

h est dans la classe u

3

. Pour d�emontrer la proposition, il su�t de prendre

pour triangles distingu�es les triangles (3.2.2) :

X

1

_

f

���!X

2

_p(f)

����! c(f)

_q(f)

����!X

1

[1] ;

X

2

_g

���!X

3

_p(g)

����! c(g)

_q(g)

����!X

2

[1] ;

X

1

_

h

���!X

3

_p(h)

����! c(h)

_q(h)

����!X

1

[1]

et pour morphismes, les morphismes :

c(D) : c(f) �! c(h) ; c(D

0

) : c(h) �! c(g) ;

o�u D et D

0

sont les diagrammes :

D =

X

1

w

f

u

id

X

2

u

g

X

1

w

h

X

3

; D

0

=

X

1

w

h

u

f

X

3

u

id

X

2

w

g

X

3

:
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En e�et, la premi�ere assertion est une cons�equence imm�ediate de (3.2.2) et,

d'apr�es la proposition (3.2.12), il existe un morphisme c(I) : c(g)! c(c(D))

tel que le diagramme :

c(f) w

_c(D)

u

id

c(h) w

_c(D

0

)

u

id

c(g) w

_p(f)[1] _q(g)

u

_c(I)

c(f)[1]

u

id

c(f) w

_c(D)

c(h) w

_p(c(D))

c(c(D)) w

_q(c(D))

c(f)[1]

soit un isomorphisme de triangles.

3.3.6. Soit F : J ! comp(C) un foncteur. D�esignons par F`

n

(J ) la cat�egorie

des suites de n morphismes composables de J : les objets de F`

n

(J ) sont les

diagrammes de J :

i

1

f

1

�! i

2

f

2

�! i

3

� � �

f

n

�! i

n+1

:

Soient (i

p

; f

p

) et (j

p

; g

p

) deux suites de n morphismes composables de J . Un

morphisme, dans F`

n

(J ), de (i

p

; f

p

) dans (j

p

; g

p

) est un diagramme commu-

tatif :

i

1

w

f

1

u

h

1

i

2

w

f

2

u

h

2

i

3

w

f

3

u

h

3

� � � w

f

n

i

n+1

u

h

n+1

j

1

w

g

1

j

2

w

g

2

j

3

w

g

3

� � � w

g

n

j

n+1

:

La composition des morphismes se d�e�nit de la mani�ere �evidente. On d�esigne

par Fl

n

(J ) l'ensemble des objets de F`

n

(J ) . Soit i

f

! j un objet de F`

1

(J ) .

En appliquant le foncteur F , on obtient un morphisme de comp(C) :

F (i)

F (f)

�! F (j) ;

qu'on peut interpr�eter comme un objet de Tr

1

(C) , d'o�u, en appliquant le

foncteur cône, un foncteur S : F`

1

(J )! K(C) :

(3:3:6:1) S(f) = S

�

i

f

! j

�

= c

�

F (i)

F (f)

�! F (j)

�

:
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Soit maintenant i

f

! j

g

! k un objet de F`

2

(J ). On peut lui faire cor-

respondre le diagramme suivant de Tr

1

(C) :

(3:3:6:2)

F (i) w

F (f)

u

id

F (j)

u

F (g)

F (i) w

F (gf)

u

F (f)

F (k)

u

id

F (j) w

F (g)

F (k) :

Posons :

(3:3:6:3)

�(f; g) : S(g)! S(f)[1] ;

�(f; g) = _p

�

F (f)

�

[1] _q

�

F (g)

�

:

On obtient, en appliquant le foncteur cône au diagramme (3.3.6.2), un fonc-

teur de F`

2

(J ) dans la cat�egorie des triangles de K(C) :

(3:3:6:4) (i

f

! j

g

! k) 7�! S(f)! S(gf)! S(g)

�(f;g)

���! S(f)[1] :

La �n de la d�emonstration de (3.3.5) montre que le triangle :

S(f)! S(gf)! S(g)

�(f;g)

���! S(f)[1]

est un triangle distingu�e.

3.4. Propri�et�es fonctorielles des triangles distingu�es.

Proposition 3.4.1. Soient �

1

: K(C)

�

! K(C

�

) l'isomorphisme canonique

(2.5.13) et X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] un triangle distingu�e de K(C) . Le triangle

de K(C

�

) :

(�

1

X)[�1]

�

1

w

���! �

1

Z

�

1

v

���! �

1

Y

��

1

u

���! �

1

X

est distingu�e.
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On peut toujours supposer (3.3.1) que le triangle propos�e est de la forme :

X

_

f

! Y

_p(f)

�! c(f)

_q(f)

�! X [1] ;

o�u f : X ! Y est un morphisme de comp(C) . Il s'agit alors de montrer que

le triangle :

(�

1

X)[�1]

�

1

_q(f)

���! �

1

c(f)

�

1

_p(f)

���! �

1

Y

_

�(�

1

f)

���! �

1

X

est distingu�e (�

1

f est l'image par �

1

: comp(C)

�

! comp(C

�

) du morphisme

f ). Il r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions de �

1

(2.4.1) et du foncteur cône

(3.1.2) que les composants et les di��erentielles du complexe �

1

c(f) sont :

(3:4:1:1)

�

1

c(f)

i

= (�

1

X)

i�1

� (�

1

Y )

i

;

d

i

�

1

c(f)

=

0

B

@

�d

i�1

�

1

X

(�

1

f)

i

0 d

i

�

1

Y

1

C

A

:

Par suite, on a l'�egalit�e :

�

1

c(f) = c(��

1

f)[�1]

et on v�eri�e que le diagramme :

(�

1

X)[�1] w

�

1

_q(f)

�

1

c(f) w

�

1

_p(f)

�

1

Y w

�

_

�

1

f

�

1

X

(�

1

X)[�1] w

_p(��

1

f)[�1]

c(��

1

f)[�1] w

_q(��

1

f)[�1]

�

1

Y w

�

_

�

1

f

�

1

X

est commutatif. Il su�t alors d'appliquer (3.3.3) pour achever la d�emonstra-

tion.

3.4.2. Soit F :

Q

i2[n]

C

i

! C un foncteur multiadditif. Supposons, pour �xer

les id�ees, que les produits d�enombrables soient repr�esentables dans C. Soient

alors :

K

�

F :

Y

i2[n]

K(C

i

)! K(C)

la �-extension de F aux complexes �a homotopie pr�es et :

p

i

: K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)! K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1]

les isomorphismes fonctoriels canoniques.
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Soient j 2 [n] et pour tout i 6= j , X

i

un objet de K(C

i

) . D�esignons par

G : K(C

j

)! K(C) le foncteur :

(3:4:2:1) X 7�! G(X) = K

�

F (X

1

; . . . ; X; . . . ; X

n

) ;

et par m : G(X [1])

�

! G(X)[1] l'isomorphisme fonctoriel d�eduit de p

j

.

Proposition 3.4.3. Pour tout triangle distingu�e :

X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1]

de K(C

j

) , le triangle de K(C) :

G(X)

G(u)

�! G(Y )

G(v)

�! G(Z)

mG(w)

���! G(X)[1]

est distingu�e.

On peut, tout d'abord, supposer que le triangle distingu�e de K(C

j

) est

de la forme (3.3.1) :

X

_

f

! Y

_p(f)

�! c(f)

_q(f)

�! X [1] ;

o�u f : X ! Y est un morphisme de comp(C

j

) . D�esignons par :

H : comp(C

j

) �! comp(C)

le foncteur :

X 7�! H(X) = comp

�

F (X

1

; . . . ; X; . . . ; X

n

) ;

et par m : H(X [1])

�

! H(X)[1] l'isomorphisme fonctoriel de commutation

aux translations dans la direction j . Le foncteur (G;m) s'obtient �a partir du

foncteur (H;m) en passant aux complexes �a homotopie pr�es. Pour d�emontrer

la proposition, il su�t de montrer qu'il existe un isomorphisme de complexes

dans comp(C) :

J : H

�

c(f)

�

�

! c

�

H(f)

�

tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(3:4:3:1)

H(X) w

H(f)

u

id

H(Y ) w

H(p(f))

u

id

H(c(f)) w

H(q(f))

u

J

H(X [1])

u

m

H(X) w

H(f)

H(Y ) w

p(H(f))

c(H(f)) w

q(H(f))

H(X)[1] :
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Pour tout complexe X , d�esignons par X le complexe obtenu en gardant

les composants de X et en annulant les di��erentielles. Il r�esulte imm�ediate-

ment de la d�e�nition de H qu'on a l'�egalit�e H(X) = H(X). De même, pour

tout morphisme de complexes f : X ! Y , d�esignons par f : X ! Y le mor-

phisme obtenu en conservant les composants de f . Il r�esulte alors de la d�e�ni-

tion du foncteur cône que c(f) = Y �X [1] , que le morphisme p(f) : Y ! c(f)

est la premi�ere injection et que le morphisme q(f) : c(f) ! X [1] est la

deuxi�eme projection. Le foncteur H et le foncteur \ " �etant additifs, on en

d�eduit que H

�

c(f)

�

= H(Y )�H

�

X [1]

�

, que H

�

p(f)

�

: H(Y )! H

�

c(f)

�

est

la premi�ere injection et que H

�

q(f)

�

: H

�

c(f)

�

! H

�

X [1]

�

est la deuxi�eme

projection. Il en r�esulte que :

(3:4:3:2)

H

�

c(f)

�

l

= H(Y )

l

�H

�

X [1]

�

l

;

d

l

H(c(f))

=

0

B

@

d

l

H(Y )

�

l

0 d

l

H(X[1])

1

C

A

;

�

l

: H

�

X [1]

�

l

! H(Y )

l+1

:

La di��erentielle de H

�

c(f)

�

s'obtient sous cette forme en exprimant sim-

plement que H

�

p(f)

�

et H

�

q(f)

�

sont des morphismes de complexes. Pour

calculer �

l

, il faut revenir �a la d�e�nition du foncteur H et, par suite, �a la

d�e�nition du foncteur complexe simple associ�e (2.2.2.5). On a :

(3:4:3:3)

H

�

X [1]

�

l

=

Y

�=� l

i

e

i

�

i

l

i

=l

F (X

l

1

1

; . . . ; X

l

j

+1

; . . . ; X

l

n

n

) ;

H(Y )

l+1

=

Y

�=� l

i

e

i

�

i

l

i

=l

F (X

l

1

1

; . . . ; Y

l

j

+1

; . . . ; X

l

n

n

) ;

�

l

=

Y

�=� l

i

e

i

�

i

l

i

=l

"(�; j)F (X

l

1

1

; . . . ; f

l

j

+1

; . . . ; X

l

n

n

) :
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Par ailleurs, on a (d�e�nition du foncteur cône) :

(3:4:3:4)

c

�

H(f)

�

l

= H(Y )

l

�

�

H(X)[1]

�

l

;

d

l

c(H(f))

=

0

B

@

d

l

H(Y )

H(f)

l+1

0 d

l

H(X)[1]

1

C

A

;

o�u le morphisme H(f) est d�e�ni par (2.4.2.6), (2.4.2.3) et (2.2.2.6) :

(3:4:3:5) H(f)

l+1

=

Y

�=� l

i

e

i

� l

i

=l

F (X

l

1

1

; . . . ; f

l

j

+1

; . . . ; X

l

n

n

) :

Posons alors :

(3:4:3:6)

J

l

: H(Y )

l

�H

�

X [1]

�

l

�! H(Y )

l

�

�

H(X)[1]

�

l

;

J

l

=

0

B

@

id

H(Y )

l
0

0 	

l

1

C

A

;

	

l

=

Y

�=� l

i

e

i

� l

i

=l

"(�; j)id

F (X

l

1

1

;...;X

l

j

+1

;...;X

l

n

n

)

:

Pour v�eri�er que les J

l

sont les composants d'un morphisme de complexes,

il su�t de v�eri�er que :

(3:4:3:7)

�

l

= H(f)

l+1

	

l

;

	

l+1

d

l

H(X[1])

= d

l

H(X)[1]

	

l

:

Pour v�eri�er que le diagramme (3.4.3.1) est commutatif, il su�t de v�eri�er

que :

(3:4:3:8) 	

l

=m

l

:

88



Cat

�

egories D

�

eriv

�

ees

La premi�ere �egalit�e de (3.4.3.7) est �evidente ((3.4.3.3) et (3.4.3.5)). La deuxi-

�eme �egalit�e de (3.4.3.7) r�esulte de (3.4.3.8). Pour v�eri�er (3.4.3.8), il su�t de

se reporter �a la d�e�nition du morphisme m (2.3.2.1).

3.4.4. Lorsque les sommes directes d�enombrables sont repr�esentables dans

C , on a une proposition analogue �a la proposition (3.4.3) pour le foncteur

K

�

F . La d�emonstration s'obtient en rempla�cant dans la d�emonstration de

la proposition (3.4.3) les produits par des sommes.
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Appendice : Commentaires sur le choix des signes.

Le foncteur cône est d�etermin�e �a isomorphisme unique pr�es par ses pro-

pri�et�es d'adjonction (3.1.3). Pour pouvoir associer facilement �a un morphisme

de tr

1

(C) un triangle de comp(C) , nous avons choisi pour foncteur de trans-

lation le foncteur \cône du morphisme X ! 0 " ((3.1.7) et (3.2.2.7)), i.e.

d�ecalage des degr�es et changement de signe de la di��erentielle.

Soit F :

Q

i2[n]

C

i

! C un foncteur multiadditif. La cat�egorie

Q

i2[n]

comp(C

i

)

est munie naturellement d'une structure de Z[n]-cat�egorie. Si on veut que

le foncteur F

[n]

:

Q

i2[n]

comp(C

i

) ! comp

n

(C) soit un Z[n]-foncteur strict, on

est conduit au choix des conventions que nous avons fait pour les transla-

tions : d�ecalage des degr�es dans une direction et changement de signe de la

di��erentielle correspondante.

Nous avons pris les conventions de [1] pour le choix du foncteur com-

plexe simple associ�e (�a ceci pr�es que, dans nos complexes multiples, les

di��erentielles commutent entre elles). Ceci permet de d�e�nir le foncteur

K

�

F :

Q

i

K(C

i

) ! K(C) . Il se trouve alors que K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

est di��erent de K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1] . Pour pouvoir n�eanmoins a�r-

mer que le foncteur K

�

F transforme les triangles distingu�es en triangles

distingu�es, on est amen�e �a d�e�nir les isomorphismes :

p

i

: K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

n

)

�

! K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

n

)[1]

(d�emonstration de (3.4.3)).

Il se trouve alors que, pour i 6= j, on a des diagrammes anticommutatifs :

K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

j

[1]; . . .) w

p

j

u

p

i

K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

[1]; . . . ; X

j

; . . . )[1]

u

p

i

K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

j

[1]; . . .)[1] w

p

j

K

�

F (X

1

; . . . ; X

i

; . . . ; X

j

; . . . )[2] :

On a alors montr�e (1.5.2) comment prolonger de fa�con coh�erente ces isomor-

phismes en isomorphismes p(�) d�e�nis pour tout � 2 Z[n] . Il intervient

ici un choix arbitraire. Il consiste �a choisir un cocycle dans une classe de

cohomologie qui elle est bien d�etermin�ee : la classe de Koszul (1.6.3). Pour

nous conformer aux r�egles commun�ement admises (par exemple [1]), nous

avons choisi de prendre dans tous les cas le cocycle de Koszul (1.6.6).





Chapitre II

Cat�egories triangul�ees.

1. D�e�nitions et premi�eres propri�et�es.

1.1. D�e�nition des cat�egories triangul�ees.

D�e�nition 1.1.1. Une cat�egorie triangul�ee D est une Z-cat�egorie additive

stricte (chap. I, 1.5.11) munie d'un ensemble de triangles (chap. I, 3.2.1),

appel�es triangles distingu�es , poss�edant les propri�et�es suivantes :

TRI : Tout triangle de D isomorphe �a un triangle distingu�e est un triangle

distingu�e. Pour tout objet X de D , le triangle X

id

X

�! X ! 0 ! X [1] est

distingu�e. Tout morphisme u : X ! Y de D est contenu dans un triangle

distingu�e X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] .

TRII : Un triangle de D : X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] est distingu�e si et

seulement si le triangle Y

v

! Z

w

! X [1]

�u[1]

�! Y [1] est distingu�e.

TRIII : Pour tout couple de triangles distingu�es :

X

u

�! Y

v

�! Z

w

�! X [1] ;

X

0

u

0

�! Y

0

v

0

�! Z

0

w

0

�! X

0

[1]

et tout diagramme commutatif :

X w

u

u

f

Y

u

g

X

0

w

u

0

Y

0

;
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il existe un morphisme h : Z ! Z

0

tel que (f; g; h) soit un morphisme de

triangle, i.e. tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

X w

u

u

f

Y w

v

u

g

Z w

w

u

h

X [1]

u

f [1]

X

0

w

u

0

Y

0

w

v

0

Z

0

w

w

0

X

0

[1] :

TRIV : Pour tout diagramme commutatif :

X

2

[

[

[]

u

1

X

1











�

u

3

w

u

2

X

3

et tout triplet de triangles distingu�es :

X

1

u

3

�! X

2

v

3

�! Z

3

w

3

�! X

1

[1] ;

X

2

u

1

�! X

3

v

1

�! Z

1

w

1

�! X

2

[1] ;

X

1

u

2

�! X

3

v

2

�! Z

2

w

2

�! X

1

[1] ;

il existe deux morphismes :

m

1

: Z

3

�! Z

2

;

m

3

: Z

2

�! Z

1

;

tels que (id

X

1

; u

1

; m

1

) et (u

3

; id

X

3

; m

3

) soient des morphismes de triangles,

et tels que le triangle :

Z

3

m

1

�! Z

2

m

3

�! Z

1

v

3

[1]w

1

���! Z

3

[1]

soit distingu�e.

Remarque 1.1.2. Soit (X; Y; Z; u; v;w) un triangle distingu�e. Il r�esulte de

TRII que dans la suite illimit�ee :

� � � �! X [n]

(�1)

n

u[n]

������! Y [n]

(�1)

n

v[n]

������! Z[n]

(�1)

n

w[n]

������! X [n+ 1] �! � � �

trois morphismes cons�ecutifs forment un triangle distingu�e. Les automor-

phismes de D : X 7�! X [n] sont appel�es automorphismes de translation.
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D�e�nition 1.1.3. Soient D et D

0

deux cat�egories triangul�ees. Un foncteur

exact de D dans D

0

est un Z-foncteur (non n�ecessairement strict) (chap. I,

1.2.4) (F; p) : D ! D

0

tel que, pour tout triangle distingu�e :

X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1]

de D , le triangle :

FX

Fu

�! FY

Fv

�! FZ

p(X)Fw

����! (FX)[1]

soit distingu�e (1.1.4.2).

D�e�nition 1.1.4. Soient D

i

, 1 � i � n et D , n+1 cat�egories triangul�ees.

Un foncteur multi-exact de

Q

i

D

i

dans D est un Z

n

-foncteur tordu (chap. I,

1.4.4) (F; p) :

Q

i

D

i

! D tel que, pour toute famille d'objets X

i

appartenant

respectivement aux cat�egories D

i

, i 6= j , le Z-foncteur :

X 7�! F (X

1

; . . . ; X; . . . ; X

n

) : D

j

! D

soit un foncteur exact.

1.1.4.1. Dans la d�e�nition (1.1.4), la cat�egorie

Q

i

D

i

est munie de sa

Z

n

-structure canonique et le groupe Z

n

op�ere sur la cat�egorie D par l'in-

term�ediaire de l'homomorphisme Z

n

! Z , somme des coordonn�ees (chap. I,

1.6.6).

1.1.4.2. Conform�ement �a la r�egle des signes I (chap. I, 1.6.6), les foncteurs

multi-exacts seront, sauf mention expresse du contraire, tordus par le cocycle

de Koszul relatif �a la base canonique e

1

; . . . ; e

n

de Z

n

(chap. I, 1.6.4). Ceci

implique en particulier que les foncteurs exacts de D dans D

0

sont tordus par

le cocycle trivial.

D�e�nition 1.1.5. Soient D une cat�egorie triangul�ee et A une cat�egorie ab�e-

lienne. Un foncteur H : D ! A est appel�e foncteur cohomologique si pour

tout triangle distingu�e :

X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1]

le diagramme :

HX

Hu

�! HY

Hv

�! HZ

Hw

�! H

�

X [1]

�

est une suite exacte de A .
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On montrera (1.2.7) que les foncteurs cohomologiques sont additifs et

que les foncteurs multi-exacts sont multi-additifs.

Soit H : D ! A un foncteur cohomologique. On utilise le plus souvent

la notation H

0

(X) = H(X) , H

n

(X) = H

�

X [n]

�

. En utilisant l'axiome

TRII, on voit qu'un foncteur cohomologique associe �a tout triangle distingu�e

X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] une suite exacte longue :

(1:1:5:1)

� � � ! H

�1

(Z)

H

�1

(�w)

�����! H

0

(X)

H

0

(u)

���! H

0

(Y )

H

0

(v)

���! H

0

(Z)

H

0

(w)

���! � � �

1.1.6. Soit D une cat�egorie triangul�ee. On emploie le plus souvent la ter-

minologie suivante : un triangle X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] de D est dit anti-

distingu�e si le triangle X

u

! Y

v

! Z

�w

�! X [1] est distingu�e. Un Z-foncteur

d'une cat�egorie triangul�ee D

0

dans D est dit antiexact s'il transforme les tri-

angles distingu�es de D

0

en triangles antidistingu�es de D. Le plus souvent,

pour d�esigner un foncteur exact de D

0

dans D, on omet de faire �gurer dans

la notation les isomorphismes de commutation aux translations.

1.1.7. Soient C une Z-cat�egorie stricte (chap. I, 1.2.2) et :

X 7�! X [n] ; n 2 Z ;

les foncteurs de translation de C. Soit C

�

la Z-cat�egorie oppos�ee (chap. I,

1.3.9). Pour tout morphisme u de C, notons ((u)) le morphisme correspondant

de C

�

. Cette notation est abusive car l'ensemble des objets et l'ensemble

des morphismes de C

�

sont �egaux respectivement �a l'ensemble des objets et

l'ensemble des morphismes de C. D�esignons par :

X 7�! X

�

[n]

�

; n 2 Z ;

les foncteurs de translations de C

�

. Rappelons qu'on a, pour tout objet X de

C et tout entier n 2 Z (chap. I, 1.3.9) :

X [�n] = X

�

[n]

�

:

On appelle cat�egorie triangul�ee oppos�ee �a une cat�egorie triangul�ee D

la Z-cat�egorie stricte D

�

oppos�ee �a la cat�egorie D (chap. I, 1.3.9) munie de

l'ensemble de triangles distingu�es suivant. Un triangle de D

�

:

X

�

[�1]

�

((w))

�! Z

((v))

�! Y

((u))

�! X

est distingu�e si et seulement si le triangle correspondant de la cat�egorie D :

X

u

�! Y

v

�! Z

w

�! X [1] ;

est antidistingu�e. On d�emontre ais�ement que la famille de triangles de D

�

ainsi d�e�nie v�eri�e les axiomes des cat�egories triangul�ees.
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1.2. Premi�eres propri�et�es des cat�egories triangul�ees.

Proposition 1.2.1. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Pour tout objet X de D ,

les foncteurs Hom

D

(X; : ) et Hom

D

( : ; X) sont des foncteurs cohomologiques

�a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens.

Il su�t tout d'abord de montrer que le foncteur Hom

D

(X; : ) est un

foncteur cohomologique. L'autre assertion s'obtiendra alors en passant �a la

cat�egorie oppos�ee D

�

(1.1.7). Soit donc X

0

u

0

�! Y

0

v

0

�! Z

0

w

0

�! X

0

[1] un

triangle distingu�e. Il su�t de montrer que dans le diagramme :

(1:2:1:1)

Hom

D

(X;X

0

)

Hom

D

(X;u

0

)

�������!Hom

D

(X;Y

0

)

Hom

D

(X;v

0

)

�������!Hom

D

(X;Z

0

)

Hom

D

(X;w

0

)

�������!Hom

D

(X;X

0

[1])

on a : Hom

D

(X; v

0

) Hom

D

(X; u

0

) = 0 et que ce diagramme est exact en

Hom

D

(X; Y

0

) . En e�et, l'axiome TRII permettra alors d'obtenir le même

r�esultat en Hom

D

(X;Z

0

) . Soit donc f : X ! X

0

. D'apr�es TRI, le triangle

X

id

X

�! X ! 0 ! X [1] est distingu�e et d'apr�es TRII et TRIII, il existe un

morphisme g : X ! Y

0

tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(1:2:1:2)

X w

id

X

u

f

X w

u

g

0 w

u

X [1]

u

f [1]

X

0

w

u

0

Y

0

w

v

0

Z

0

w

w

0

X

0

[1] :

On en d�eduit que u

0

f = g et que v

0

u

0

f = v

0

g = 0 , ce qui d�emontre que

Hom

D

(X; v

0

) Hom

D

(X; u

0

) = 0 . Soit maintenant g : X ! Y

0

un morphisme

tel que v

0

g = 0 . D'apr�es TRII et TRIII, il existe un morphisme f : X ! X

0

tel que le diagramme (1.2.1.2) soit commutatif. On en d�eduit que g = u

0

f et

que par cons�equent la suite (1.2.1.1) est exacte en Hom

D

(X; Y

0

) .

Corollaire 1.2.2. Dans un triangle distingu�e X

0

u

0

! Y

0

v

0

! Z

0

w

0

! X

0

[1] , le

compos�e de deux morphismes cons�ecutifs est nul.

En vertu de TRII, il su�t de montrer que v

0

u

0

= 0 . Pour cela, il su�t

de prendre X = X

0

dans la suite exacte (1.2.1.1) et de consid�erer les images

successives de id

X

0

2 Hom

D

(X

0

; X

0

) .

Corollaire 1.2.3. Soient (X; Y; Z; u; v;w) et (X

0

; Y

0

; Z

0

; u

0

; v

0

; w

0

) deux tri-

angles distingu�es de D et (f

1

; f

2

; f

3

) un morphisme de triangles. Si deux des

f

i

, 1 � i � 3 , sont des isomorphismes, le troisi�eme l'est aussi.
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Supposons, pour �xer les id�ees, que f

1

: X ! X

0

et f

2

: Y ! Y

0

soient

des isomorphismes. Pour tout objetW de D, on a un diagramme commutatif :

� � � w Hom

D

(W;X) w

u

Hom

D

(W;f

1

)

Hom

D

(W;Y ) w

u

Hom

D

(W;f

2

)

Hom

D

(W;Z) w

u

Hom

D

(W;f

3

)

Hom

D

(W;X [1]) w

u

Hom

D

(W;f

1

[1])

� � �

� � � w Hom

D

(W;X

0

) w Hom

D

(W;Y

0

) w Hom

D

(W;Z

0

) w Hom

D

(W;X

0

[1]) w � � � ;

o�u les lignes sont exactes. On en d�eduit, par le lemme des cinq, que Hom

D

(W; f

3

)

est un isomorphisme pour tout W , et par suite que f

3

est un isomorphisme.

Les deux autres assertions du corollaire se d�eduisent de celle-ci en utilisant

l'axiome TRII.

Corollaire 1.2.4. Soient X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] et X

u

! Y

v

0

�! Z

0

w

0

�! X [1]

deux triangles distingu�es. Il existe un isomorphisme f : Z

�

! Z

0

tel que le

diagramme ci-apr�es soit commutatif :

(1:2:4:1)

Z

u

o f











�

w

X w

u

Y

A

A

A

AC

v











�

v

0

X [1]

Z

0

A

A

A

AC

w

0

:

En e�et, d'apr�es l'axiome TRIII, il existe un morphisme f : Z ! Z

0

tel

que le diagramme (1.2.4.1) soit commutatif. D'apr�es (1.2.3), ce morphisme

est un isomorphisme.

Le corollaire (1.2.4) montre donc que les triangles distingu�es contenant

un morphisme donn�e sont essentiellement uniques : ils sont d�etermin�es �a

isomorphisme pr�es. Mais il convient de noter que cet isomorphisme n'est pas

unique. Nous pr�eciserons ce point en (1.2.12).

Corollaire 1.2.5. La somme directe de deux triangles distingu�es est un tri-

angle distingu�e.

Soient :

X

u

�! Y

v

�! Z

w

�! X [1] ;

X

0

u

0

�! Y

0

v

0

�! Z

0

w

0

�! X

0

[1]
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deux triangles distingu�es et soit de plus :

X �X

0

u�u

0

���! Y � Y

0

m

�! L

n

�! (X �X

0

)[1]

un triangle distingu�e contenant le morphisme u�u

0

(TRI). Les diagrammes :

X w

u

u

�

id

X

0

�

Y

u

�

id

Y

0

�

X �X

0

w

u� u

0

Y � Y

0

;

X

0

w

u

0

u

�

0

id

X

0

�

Y

0

u

�

0

id

Y

0

�

X �X

0

w

u� u

0

Y � Y

0

sont commutatifs et, par suite, s'ins�erent en vertu de (TRIII) dans des dia-

grammes commutatifs :

X w

u

u

�

id

X

0

�

Y w

v

u

�

id

Y

0

�

Z w

w

u

f

X [1]

u

�

id

X[1]

0

�

X �X

0

w

u� u

0

Y � Y

0

w

m

L w

n

(X �X

0

)[1] ;

X

0

w

u

0

u

�

0

id

X

0

�

Y

0

w

v

0

u

�

0

id

Y

0

�

Z

0

w

w

0

u

f

0

X

0

[1]

u

�

0

id

X

0

[1]

�

X �X

0

w

u� u

0

Y � Y

0

w

m

L w

n

(X �X

0

)[1] :
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On en d�eduit que le diagramme ci-apr�es est commutatif :

X �X

0

w

u� u

0

u

id

Y � Y

0

w

v � v

0

u

id

Z � Z

0

w

w� w

0

u

(f; f

0

)

(X �X

0

)[1]

u

id

X �X

0

w

u� u

0

Y � Y

0

w

m

L w

n

(X �X

0

)[1] :

Pour d�emontrer le corollaire, il su�t de montrer que le morphisme :

(f; f

0

) : Z � Z

0

�! L

est un isomorphisme. Il su�t donc de montrer que, pour tout objet M , le

morphisme :

Hom

D

�

M; (f; f

0

)

�

est un isomorphisme de groupes abeliens; ceci r�esulte imm�ediatement de

(1.2.1) et du lemme des cinq.

Corollaire 1.2.6. Soit X

u

! Y

v

! Z

w

! X [1] un triangle distingu�e de D tel

que w = 0 . Il existe alors une section s : Z ! Y du morphisme v. Toute

section s : Z ! Y d�e�nit un isomorphisme :

X � Z

(u;s)

���!

�

Y :

R�eciproquement, tout triangle du type :

(1:2:6:1) X

�

id

0

�

����! X � Z

�

0 ; id

�

������! Z

0

�! X [1]

est distingu�e.

La troisi�eme assertion r�esulte imm�ediatement de TRI, de TRII et de

(1.2.5). D�emontrons la premi�ere assertion. Il r�esulte de (1.2.1) que, pour tout

W , la suite :

(1:2:6:2) 0! Hom

D

(W;X)! Hom

D

(W;Y )! Hom

D

(W;Z)! 0
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est exacte. En prenant W = Z , on voit que l'application identique

id

Z

2 Hom

D

(Z; Z) provient d'une application s : Z ! Y , d'o�u l'existence

de la section. Cette section permet de construire un diagramme commutatif :

X w

�

id

0

�

u

id

X � Z w

�

0; id

�

u

(u; s)

Z

u

id

X w

u

Y w

v

Z :

En appliquant le foncteur Hom

D

(W; : ) , l'exactitude de la suite (1.2.6.2) et

le lemme des cinq entrâ�nent que le morphisme :

Hom

D

�

W; (u; s)

�

: Hom

D

(W;X � Z)! Hom

D

(W;Y )

est un isomorphisme. Par suite, le morphisme (u; s) est un isomorphisme.

Remarque 1.2.7. Le corollaire (1.2.6) permet de montrer que tout foncteur

exact D

0

F

! D est additif. Tout d'abord, le triangle 0 ! 0 ! 0 ! 0 est

distingu�e dans D

0

; par suite, le triangle :

F (0)

id

F(0)

���! F (0)

id

F (0)

���! F (0)! F (0)[1]

est distingu�e dans D. On d�eduit alors de (1.2.2) que F (0) = 0. En appliquant

le foncteur F �a des triangles distingu�es du type (1.2.6.1) et en appliquant

(1.2.6), on en d�eduit que F est additif. Un raisonnement analogue montre

que tout foncteur cohomologique est additif.

D�e�nition 1.2.8. Une d�ecomposition d'un morphisme f : X ! Y d'une

cat�egorie additive est un diagramme commutatif :

X w

f

u

o

Y

u

o

Z �W w

�

0 id

W

0 0

�

W � Z

0

:

Un morphisme est dit d�ecomposable s'il admet une d�ecomposition. Un scin-

dage d'un morphisme f : X ! Y est un morphisme g : Y ! X tel que
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fgf = f et gfg = g . Un morphisme est dit scindable s'il poss�ede un scin-

dage. Les morphismes d�ecomposables sont scindables. La r�eciproque n'est pas

n�ecessairement vraie (exemple : cat�egorie des modules libres sur un anneau

de Dedekind non principal). Une cat�egorie additive est dite d�ecomposable si

tous les morphismes de cette cat�egorie sont d�ecomposables. Une cat�egorie

d�ecomposable est ab�elienne.

Soit X

f

! Y un morphisme d'une cat�egorie triangul�ee D et soit :

X w

f

u

o

Y

u

o

Z �W w

�

0 id

W

0 0

�

W � Z

0

une d�ecomposition de f . Tout triangle distingu�e contenant f est isomorphe

au triangle :

Z�W

�

0 id

W

0 0

�

������! W �Z

0

�

0 id

Z

0

0 0

�

������! Z

0

�Z[1]

�

0 id

Z[1]

0 0

�

�������! Z[1]�W [1] :

Ceci r�esulte imm�ediatement de (1.2.4), de (1.2.5) et des axiomes TRI et TRII.

Proposition 1.2.9. Soient D une cat�egorie triangul�ee et f : X ! Y un

morphisme de D . Consid�erons les propri�et�es suivantes du morphisme f :

i) Le morphisme f admet un noyau.

ii) Le morphisme f admet un conoyau.

iii) Le morphisme f est d�ecomposable.

iv) Le morphisme f est scindable.

On a alors les implications :

i)() ii) () iii) =) iv) :

Lorsque les produits d�enombrables ou bien lorsque les sommes d�enombrables

sont repr�esentables dans D , les propri�et�es i), ii), iii) et iv) sont �equivalentes.

Tout d'abord, on a �evidemment les implications iii) =) i) , iii) =) ii) ,

iii) =) iv) . L'implication i) =) iii) est �equivalente �a l'implication
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ii) =) iii) pour la cat�egorie oppos�ee �a D . L'implication i) =) iii) pour

toute cat�egorie triangul�ee est donc �equivalente �a l'implication ii) =) iii)

pour toute cat�egorie triangul�ee. Pour d�emontrer les implications :

i)() ii)() iii) =) iv) ;

il su�t donc de d�emontrer l'implication i) =) iii) .

1.2.10. D�emonstration de la proposition 1.2.9. (suite). D�emontrons

d'abord qu'un monomorphisme est d�ecomposable. Soient f : X ! Y un

monomorphisme et X

f

! Y

v

! Z

w

! X [1] un triangle distingu�e contenant f

(TRI). Le morphisme f �etant un monomorphisme, il en est de même de f [1] .

Il r�esulte alors de TRII et de (1.2.2) que w = 0 . Il r�esulte alors de (1.2.6) que

le morphisme f est d�ecomposable. D�emontrons maintenant que i) =) iii)

dans le cas g�en�eral. Supposons que le morphisme f : X ! Y admette un

noyau Ker(f)! X . Le morphisme Ker(f)! X est un monomorphisme, donc

il est d�ecomposable. Le morphisme f est donc isomorphe �a un morphisme du

type :

Ker(f)�X

0

�

0;g

�

���! Y ;

dont le noyau est Ker(f)

�

id

0

�

���! Ker(f) � X

0

. On en d�eduit imm�ediatement

que le morphisme g est un monomorphisme; par suite, il est d�ecomposable.

Le morphisme f : X ! Y est donc isomorphe �a un morphisme du type :

Ker(f)�X

0

�

0 id

0 0

�

�����! X

0

� Y

0

:

Il est donc d�ecomposable.

1.2.11. D�emonstration de la proposition 1.2.9. (�n)

1

. Il reste �a d�emon-

trer l'implication iv) =) iii) sous les hypoth�eses suppl�ementaires. Remar-

quons tout d'abord que les sommes directes d�enombrables sont repr�esentables

dans D si et seulement si les produits directs d�enombrables sont repr�esen-

tables dans D

�

. De plus, l'implication iv) =) iii) pour la cat�egorie D est

�equivalente �a l'implication iv) =) iii) pour la cat�egorie oppos�ee �a D. Il su�t

donc de d�emontrer l'implication iv) =) iii) lorsque les produits d�enom-

brables sont repr�esentables dans D, i.e. compte tenu de ce qui pr�ec�ede, de

1

Nous utilisons ici un argument dû �a Freyd.
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d�emontrer l'implication iv) =) i). Soit donc f : X ! Y un morphisme muni

d'un scindage g : Y ! X . Le foncteur noyau du morphisme f : X ! Y est

alors �egal au foncteur noyau du morphisme gf : X ! X qui est un projec-

teur de X (i.e. gfgf = gf ). On est donc ramen�e �a d�emontrer que, dans

une cat�egorie triangul�ee, o�u les produits d�enombrables sont repr�esentables,

les projecteurs admettent des noyaux. Soit donc e : X ! X un projecteur de

X . Posons X

i

= X , i 2 N, soient :

� :

Y

i2N

X

i

!

Y

i2N

X

i

;

le morphisme d�e�ni par :

(1:2:11:1) �(x

0

; x

1

; x

2

; . . . ) =

�

ex

0

+ (1� e)x

1

; ex

1

+ (1� e)x

2

; . . .

�

:

La formule (1.2.11.1) d�e�nit un morphisme en interpr�etant les symboles

x

0

; x

1

; . . . comme des morphismes d'un objet quelconque de D dans les X

i

.

De même, soit :

	 :

Y

i2N

X

i

!

Y

i2N

X

i

;

le morphisme d�e�ni par :

(1:2:11:2) 	(x

0

; x

1

; x

2

; . . . ) =

�

x

0

; (1� e)x

0

+ ex

1

; (1� e)x

1

+ ex

2

; . . .

�

:

Il est clair que �	 = id et, par suite, le morphisme � est un �epimorphisme.

Il admet donc, d'apr�es les implications d�ej�a d�emontr�ees, un noyau repr�esen-

table. D'autre part, le foncteur noyau de � est canoniquement isomorphe au

foncteur noyau de e : X ! X . Ce foncteur est donc repr�esentable et, par

suite, le projecteur e admet un noyau. Ceci ach�eve la d�emonstration de la

proposition (1.2.9).

1.2.12. Le corollaire (1.2.4) montre que les triangles distingu�es contenant

un morphisme donn�e sont uniques �a isomorphisme non unique pr�es. De plus,

l'axiome TRIII impose que tout morphisme de morphismes se prolonge en un

morphisme de triangles. On peut donc se demander s'il est possible de d�e�nir

la structure triangul�ee en associant fonctoriellement �a tout morphisme de la

cat�egorie un triangle distingu�e. Nous allons montrer que dans l'a�rmative la

cat�egorie est, sous certaines hypoth�eses suppl�ementaires, d�ecomposable.

Proposition 1.2.13. Soient D une cat�egorie triangul�ee et Tr un foncteur

de F`

1

(D) (chap. I, 3.3.6), cat�egorie des morphismes de D, dans la cat�egorie

des triangles distingu�es (sous-cat�egorie pleine de la cat�egorie des triangles de

D d�e�nie par les triangles distingu�es) :

Tr(X

f

�! Y ) = X

f

�! Y

a(f)

���! �(f)

b(f)

���! X [1] :
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Si les produits d�enombrables ou les sommes directes d�enombrables sont re-

pr�esentables dans D , la cat�egorie D est d�ecomposable.

En e�et, soit v : W ! X un morphisme tel que fv = 0 . On a alors un

morphisme de morphismes :

X w

f

Y

W

u

v

w 0

u

:

D'o�u, en appliquant le foncteur Tr , un diagramme commutatif :

(1:2:13:1)

X w

f

Y w

a(f)

�(f) w

b(f)

X [1]

W

u

v

w 0

u

w �(W ! 0) w

b(W ! 0)

u

Tr(v; 0)

W [1]

u

v[1]

:

Remarquons tout d'abord que la ligne du bas du diagramme (1.2.13.1) est un

triangle distingu�e. Par suite, le morphisme b (W ! 0) est un isomorphisme

(1.2.1). Posons alors :

�(v) = Tr (v; 0)[�1] b (W ! 0)

�1

[�1] ;

de sorte que le diagramme :

�(f)[�1] w

b(f)[�1]

X w

f

Y

W

�

�

�

�

�

�

��

�(v)

u

v

�

�

�

��

0

soit commutatif. On v�eri�e aussitôt qu'on a ainsi d�e�ni une section :

� : Ker (f) �! �(f)[�1]

du morphisme canonique �(f)[�1] ! Ker(f) du foncteur repr�esent�e par

�(f)[�1] dans le foncteur noyau du morphisme f . Le foncteur noyau de f

est donc isomorphe au foncteur noyau d'un projecteur de �(f)[�1] . Il est

donc repr�esentable (1.2.9). On en d�eduit par (1.2.9) que le morphisme f est

d�ecomposable, ce qui ach�eve la d�emonstration.
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Remarque 1.2.14. Les propri�et�es �etudi�ees au num�ero 1.2 n'ont fait �a aucun

moment intervenir l'axiome TRIV. Elles sont donc valables pour toutes les

Z-cat�egories additives strictes munies d'un ensemble de triangles v�eri�ant les

axiomes TRI , TRII et TRIII .

1.3. Exemples de cat�egories triangul�ees.

1.3.1. Soient C une cat�egorie additive, K(C) la cat�egorie des complexes de C �a

homotopie pr�es (chap. I, 2.5.7). La cat�egorie K(C) est une Z-cat�egorie stricte

munie d'une famille de triangles, les triangles distingu�es (chap. I, 3.3.1), qui

poss�ede les propri�et�es TRI, TRII et TRIII (chap. I, 3.3).

Proposition 1.3.2. La cat�egorie K(C), munie de la famille des triangles

distingu�es, est une cat�egorie triangul�ee.

Il reste �a d�emontrer que la famille des triangles distingu�es de K(C) pos-

s�ede la propri�et�e TRIV. Soient donc :

X

2

�

�

��

u

1

X

1

w

u

2

'

'

')

u

3

X

3

un diagrammme commutatif et :

X

1

u

3

�! X

2

v

3

�! Z

3

w

3

�! X

1

[1] ;

X

2

u

1

�! X

3

v

1

�! Z

1

w

1

�! X

2

[1] ;

X

1

u

2

�! X

3

v

2

�! Z

2

w

2

�! X

1

[1]

trois triangles distingu�es. D'apr�es (chap. I, 3.3.5), il existe trois triangles

distingu�es :

(X

1

; X

2

; Z

0

3

; u

3

; v

0

3

; w

0

3

) ; (X

2

; X

3

; Z

0

1

; u

1

; v

0

1

; w

0

1

) ; (X

1

; X

3

; Z

0

2

; u

2

; v

0

2

; w

0

2

)

et deux morphismes :

m

0

1

: Z

0

3

�! Z

0

2

; m

0

3

: Z

0

2

�! Z

0

1

;
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tels que (id

X

1

; u

1

; m

0

1

) et (u

3

; id

X

3

; m

0

3

) soient des morphismes de triangles et

tels que le triangle :

Z

0

3

m

0

1

�! Z

0

2

m

0

3

�! Z

0

1

v

0

3

[1]w

0

1

���! Z

0

3

[1]

soit distingu�e. De plus ((1.2.4) et (1.2.14)), il existe des isomorphismes

i

j

: Z

0

j

! Z

j

, 1 � j � 3 , tels que (id; id; i

j

) soient des isomorphismes de

triangles. Il su�t alors de poser :

m

1

= i

2

m

0

1

i

�1

3

: Z

3

�! Z

2

; m

3

= i

1

m

0

3

i

�1

2

: Z

2

�! Z

1

:

Les morphismes m

1

et m

3

poss�edent les propri�et�es demand�ees par l'axiome

TRIV.

1.3.3. Soit C une cat�egorie additive.

�

A tout objet X de C , on associe le

complexe de C dont tous les composants sont nuls sauf le composant de

degr�e z�ero qui est �egal �a X . On d�e�nit ainsi un foncteur de C dans comp(C) ,

et en composant avec le foncteur canonique comp(C) ! K(C) , un foncteur

de C dans K(C) .

Ces foncteurs sont pleinement �d�eles et injectifs sur les ensembles d'ob-

jets, et r�ealisent donc C comme sous-cat�egorie pleine de comp(C) et K(C) . Par

la suite, la cat�egorie C sera toujours consid�er�ee comme sous-cat�egorie pleine

de comp(C) et K(C) par l'interm�ediaire de ces foncteurs.

1.3.4. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Pour tout complexe X de C , on d�esigne

par H

0

(X) l'objet de C :

(1:3:4:1) H

0

(X) = Ker(d

0

X

)=Im(d

�1

X

) :

Pour tout morphisme de complexes X

f

! Y , on d�esigne par :

H

0

(f) : H

0

(X) �! H

0

(Y )

le morphisme induit par f . On d�e�nit ainsi un foncteur :

H

0

: comp(C) �! C

qu'on appelle le z�ero-i�eme objet de cohomologie. Ce foncteur transforme les

morphismes homotopes en morphismes �egaux et, par suite, fournit un fonc-

teur encore not�e :

H

0

: K(C)! C :
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Proposition 1.3.5. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Le foncteur :

H

0

: K(C) �! C

est un foncteur cohomologique.

En e�et, d'apr�es (chap. I, 3.3.1), il su�t de montrer que, pour tout objet

X

f

! Y de tr

1

(C) (chap. I, 3.1.1), la suite :

H

0

(X)

H

0

(f)

���! H

0

(Y )

H

0

(p(f))

�����! H

0

�

c(f)

�

H

0

(q(f))

�����! H

0

�

X [1]

�

est exacte. En utilisant la propri�et�e TRII (1.1.1), on voit qu'il su�t de mon-

trer que la suite :

H

0

(Y )

H

0

(p(f))

�����! H

0

�

c(f)

�

H

0

(q(f))

�����! H

0

�

X [1]

�

est exacte, ce qui r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions (chap. I, 3.1.2 et

3.2.2).

Le foncteur H

0

: K(C) ! C est appel�e le foncteur cohomologique cano-

nique. On pose H

n

(X) = H

0

�

X [n]

�

conform�ement �a l'usage.

Proposition 1.3.6. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Les conditions suivantes

sont �equivalentes :

i) La cat�egorie K(C) est ab�elienne.

ii) La cat�egorie K(C) est d�ecomposable (1.2.8).

iii) La cat�egorie C est d�ecomposable.

L'�equivalence i)() ii) r�esulte de (1.2.9). L'implication ii) =) iii) est

�evidente car C est une sous-cat�egorie pleine de K(C) . Pour tout complexe X

de C , d�esignons par H

�

(X) le complexe :

H

�

(X)

l

= H

l

(X) ; l 2 Z ;

d

l

H

�

(X)

= 0 ; l 2 Z :

On v�eri�e que le foncteur H

�

: K(C)! K(C) est une �equivalence de cat�egories

lorsque C est d�ecomposable. On en d�eduit l'implication iii) =) ii).
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1.3.7. Soit F :

Q

i2[n]

C

i

! C un foncteur multi-additif. Supposons que les pro-

duits d�enombrables soient repr�esentables dans C . Il r�esulte imm�ediatement

de (chap. I, 3.4.3 et 3.4.4) que la �-extension du foncteur F aux complexes

�a homotopie pr�es :

K

�

F :

Y

i2[n]

K(C

i

)! K(C)

est un foncteur multi-exact. Ce foncteur est un Z

n

-foncteur tordu par le co-

cycle de Koszul conform�ement �a la r�egle des signes (chap. I, 1.6.6). R�esultats

analogues pour le foncteur K

�

F .

1.3.8. Soit C une cat�egorie additive et � : K(C)

�

! K(C

�

) l'isomorphisme

canonique � = �

1

(chap. I, 2.5.13). Munissons la cat�egorie K(C)

�

de la struc-

ture triangul�ee d�ecrite en (1.1.7). Il r�esulte de (chap. I, 3.4.1) que � est un

foncteur exact entre cat�egories triangul�ees. Par suite, � est un isomorphisme

de cat�egories triangul�ees. Nous identi�erons dor�enavant, sauf mention du con-

traire, les cat�egories triangul�ees K(C)

�

et K(C

�

) �a l'aide de l'isomorphisme � .
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2. Localisation dans les cat�egories triangul�ees.

2.1. Syst�emes multiplicatifs de morphismes [16].

2.1.1. Soit C une cat�egorie (non n�ecessairement additive). Un ensemble S

de morphismes de C est appel�e un syst�eme multiplicatif si il poss�ede les

propri�et�es suivantes :

SM1) Le compos�e de deux morphismes composables de S est un �el�ement

de S . Pour tout objet X de C, le morphisme identique de X est un �el�ement

de S .

SM2) Tout diagramme :

u

s 2 S

w

f

peut se compl�eter en un diagramme commutatif :

w

g

u

t 2 S

u

s 2 S

w

f

:

Tout diagramme :

w

g

u

t 2 S

peut se compl�eter en un diagramme commutatif :

w

g

u

t 2 S

u

s 2 S

w

f

:

SM3) Pour tout couple de morphismes f; g : X

w

w

Y , les propri�et�es

suivantes sont �equivalentes :
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i) Il existe un morphisme s de S, de source Y , tel que sf = sg .

ii) Il existe un morphisme t de S, de but X , tel que ft = gt .

Un syst�eme multiplicatif est dit satur�e s'il poss�ede la propri�et�e suivante :

SM4) Si f; g et h sont trois morphismes composables et si les morphismes

fg et gh appartiennent �a S, alors le morphisme g appartient �a S .

2.1.2. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Un syst�eme multiplicatif S de D est

dit compatible avec la triangulation s'il poss�ede les propri�et�es suivantes :

SM5) Pour tout �el�ement s de S et tout entier n 2 Z , le morphisme

s[n] appartient �a S . Autrement dit, S est stable par les automorphismes de

translation.

SM6) Pour tout couple de triangles distingu�es :

(X; Y; Z; u; v;w) ; (X

0

; Y

0

; Z

0

; u

0

; v

0

; w

0

)

et tout diagramme commutatif :

X w

u

u

s

Y

u

s

0

X

0

w

u

0

Y

0

;

o�u s et s

0

sont des �el�ements de S, il existe un morphisme appartenant �a S :

s

00

: Z ! Z

0

tel que (s; s

0

; s

00

) soit un morphisme de triangles.

Remarque 2.1.3. 1) Soient D une cat�egorie triangul�ee, S un syst�eme mul-

tiplicatif de D compatible avec la triangulation et D

�

la cat�egorie triangul�ee

oppos�ee �a D . L'ensemble S de morphismes de D

�

est un syst�eme multiplicatif

de D

�

compatible avec la triangulation de D

�

(1.1.7).

2) Soient D une cat�egorie triangul�ee et S un ensemble de morphismes de

D poss�edant les propri�et�es SM1), SM5) et SM6). Alors l'ensemble S poss�ede

aussi la propri�et�e SM2). En e�et, il su�t de montrer que tout diagramme :

X

0

u

s 2 S

Z w

f

X
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se compl�ete en un diagramme commutatif :

Z

0

w

g

u

t 2 S t

X

0

u

s

Z w

f

X ;

car alors la deuxi�eme assertion de SM2) s'obtiendra en passant �a la cat�e-

gorie oppos�ee. Par TRI) et TRII), on sait qu'il existe un triangle distingu�e

(X; Y; Z[1]; u; v; f [1]) et, par TRI), on sait qu'il existe un triangle distingu�e

(X

0

; Y; Z

0

; us; v

0

; w

0

). On a alors un diagramme commutatif :

X

0

w

us

u

s

Y

u

id

Y

X w

u

Y :

Le morphisme id

Y

appartient �a S (SM1) et, par SM6), on obtient un mor-

phisme s

0

: Z

0

! Z[1] appartenant �a S tel que (s; id

Y

; s

0

) soit un morphisme

de triangles. En particulier, le diagramme ci-apr�es est commutatif :

Z

0

w

w

0

u

s

0

X

0

[1]

u

s[1]

Z[1] w

f [1]

X [1] ;

d'o�u, en utilisant SM5), la premi�ere assertion de SM2).

2.1.4. Les syst�emes multiplicatifs des cat�egories triangul�ees seront, sauf men-

tion expresse du contraire, compatibles avec la triangulation. Ils seront donc

appel�es simplement et par abus de langage, syst�emes multiplicatifs.

2.1.5. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Une sous-cat�egorie triangul�ee pleine

de D est une sous-cat�egorie pleine de D stable par translations, munie d'une

structure triangul�ee telle que le foncteur d'inclusion soit un foncteur exact

(pour la commutation stricte aux translations). Une sous-cat�egorie triangul�ee

pleine de D est une sous-cat�egorie additive de D (1.2.7). Une sous-cat�egorie
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pleine de D admet au plus une structure triangul�ee compatible avec le fonc-

teur d'inclusion. Soit D

0

une sous-cat�egorie pleine de D stable par transla-

tions. Pour que D

0

admette une structure triangul�ee faisant de D

0

une sous-

cat�egorie triangul�ee pleine de D, il faut et il su�t que pour tout couple X , Y

d'objets de D

0

et tout morphisme f : X ! Y , il existe un triangle distingu�e

de D : (X; Y; Z; f; g; h) , o�u Z est un objet de D

0

.

2.1.6. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Une sous-cat�egorie triangul�ee pleine

D

0

de D est dite satur�ee si elle poss�ede la propri�et�e suivante :

(2:1:6:1)

Tout facteur direct dans D d'un objet de D

0

est isomorphe �a un objet de D

0

.

(Un facteur direct d'un objet Y est un objet X tel qu'il existe un objet Z et

un isomorphisme X � Z

�

! Y ).

2.1.7. Soit D

0

une sous-cat�egorie triangul�ee pleine d'une cat�egorie triangul�ee

D. D�esignons par S(D

0

) l'ensemble de morphismes de D d�e�ni de la mani�ere

suivante :

(2:1:7:1)

Un morphisme f : X ! Y appartient �a S(D

0

) si et seulement s'il existe

un triangle distingu�e de D : (X; Y; Z; f; g; h) , o�u Z est un objet de D

0

.

Proposition 2.1.8. L'ensemble S(D

0

) (2.1.7.1) est un syst�eme multiplicatif

(2.1.4) de D. Il est satur�e si et seulement si la sous-cat�egorie D

0

est satur�ee.

Pour prouver la premi�ere assertion, il su�t en vertu de (2.1.3), de mon-

trer que l'ensemble S(D

0

) poss�ede les propri�et�es SM1), SM3), SM5) et SM6).

Nous allons montrer successivement que l'ensemble S(D

0

) poss�ede ces pro-

pri�et�es, et nous d�emontrerons ensuite la derni�ere assertion.

2.1.9. L'ensemble S(D

0

) poss�ede la propri�et�e SM1). Tout d'abord, il est clair

que pour tout objet X de D, le morphisme id

X

est un �el�ement de S(D

0

) . Ceci

r�esulte imm�ediatement de TRI) et du fait que les objets nuls de D

0

sont des

objets nuls de D. Le fait que l'ensemble S(D

0

) est stable par composition

r�esulte imm�ediatement de l'axiome TRIV) et de (1.2.4). Nous laissons au

lecteur le soin de faire les v�eri�cations.

2.1.10. L'ensemble S(D

0

) poss�ede la propri�et�e SM3). Il su�t tout d'abord

de montrer que lorsqu'on a un diagramme X

s

! Y

f

! Z , avec s 2 S(D

0

) ,

fs = 0 , il existe un diagramme Y

f

! Z

t

! W , avec t 2 S(D

0

) , tf = 0 . Car

alors, en passant aux cat�egories oppos�ees, on obtiendra la r�eciproque et, par
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suite, SM3). Par hypoth�ese, il existe un triangle distingu�e (X; Y;N; s; h; u) ,

o�u N est un objet de D

0

. Comme on a fs = 0 , il r�esulte de (1.2.1) qu'il

existe un morphisme g : N ! Z tel que f = gh . Soit alors (N;Z;W; g; t; v)

un triangle distingu�e contenant g (TRI). On a alors tg = 0 (1.2.2) et, par

suite, tf = tgh = 0 . Tout revient donc �a montrer que t est un �el�ement de

S(D

0

) , ce qui r�esulte imm�ediatement de TRII).

2.1.11. L'ensemble S(D

0

) poss�ede la propri�et�e SM5). R�esulte imm�ediate-

ment de TRII) et du fait que la sous-cat�egorie D

0

est stable par translation.

2.1.12. L'ensemble S(D

0

) poss�ede la propri�et�e SM6). Soient (X; Y; Z; u; v;w)

et (X

0

; Y

0

; Z

0

; u

0

; v

0

; w

0

) deux triangles distingu�es de D et :

X w

u

u

s

Y

u

s

0

X

0

w

u

0

Y

0

un diagramme commutatif, o�u s et s

0

appartiennent �a S(D

0

). Il s'agit de trou-

ver un morphisme s

00

: Z ! Z

0

de S(D

0

) tel que (s; s

0

; s

00

) soit un morphisme

de triangles. On peut tout d'abord supposer qu'on est dans l'un des deux cas

suivants :

a) On a X = X

0

et s = id

X

.

b) On a Y = Y

0

et s

0

= id

Y

.

En e�et, tout morphisme de morphismes se factorise :

X w

u

u

id

X

Y

u

s

0

X w

s

0

u

u

s

Y

0

u

id

Y

0

X

0

w

u

0

Y

0

;

et on obtiendra le morphisme s

00

en composant (on a d�ej�a montr�e que l'en-

semble S(D

0

) est stable par composition). Ensuite, le cas b) se d�eduit du cas

a) en passant aux cat�egories oppos�ees. Il su�t donc de traiter le cas a), qui

est alors une cons�equence imm�ediate de TRIV).
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2.1.13. Si la cat�egorie D

0

est satur�ee, l'ensemble S(D

0

) est satur�e. Soient

f , g , h trois morphismes composables tels que fg et gh soient des �el�ements

de S(D

0

) . Utilisant l'axiome TRIV, on peut construire un diagramme :

N

1

h

h

hj

N

2

h

h

hj

Y

Q

N

N

NQ

N

N

NP

X

*

'

'

'*

u x

s

N

N

NP

Z

*

'

'

'*

u x

t

w

h

w

g

h

h

hk

w

f

h

h

hk

�

�

��

;

o�u N

1

et N

2

sont des objets de D

0

, o�u les cinq triangles hachur�es sont des

triangles distingu�es et o�u les deux triangles non hachur�es sont commutatifs.

On en d�eduit que s[1]t = 0 (1.2.2). De plus, en vertu de SM1) et SM5), le

morphisme s[1]t est un �el�ement de S(D

0

) . Il existe donc un triangle distin-

gu�e du type (Z; Y [2]; N; 0; u; v), o�u N est un objet de D

0

. On en d�eduit, en

utilisant (1.2.6) et TRII, que Y est facteur direct d'un objet de D

0

. Par suite,

Y est isomorphe �a un objet de D

0

. On en d�eduit, en utilisant (1.2.4), le fait

que D

0

soit une sous-cat�egorie triangul�ee de D et le triangle distingu�e :

N

1

4

4

4

46

Y

h

h

h

hj

Xu x

s

que X est isomorphe �a un objet de D

0

. Par suite, le morphisme g est un

�el�ement de S(D

0

) .

2.1.14. Si l'ensemble S(D

0

) est satur�e, la sous-cat�egorie D

0

est satur�ee. Soit

X un facteur direct d'un objet de D

0

. En utilisant (1.2.6) et TRII, on voit

qu'il existe un triangle distingu�e (X; Y;N; 0; u; v), o�u N est un objet de D

0

.

Par suite, le morphisme nul X ! Y est un morphisme de S(D

0

) . Appliquons

alors la propri�et�e SM4) aux trois morphismes 0! X ! 0! Y . On en d�eduit

que le morphisme X ! 0 est un �el�ement de S(D

0

). Il existe donc un triangle

distingu�e (X; 0; N; 0; 0; i), o�u N est un objet de D

0

. Par suite, le morphisme

N

i

! X [1] est un isomorphisme. On en d�eduit que X est isomorphe �a N [�1] ,

qui est un objet de D

0

. Ceci ach�eve la preuve de la proposition (2.1.8).
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2.1.15. Soit D

0

une sous-cat�egorie triangul�ee pleine d'une cat�egorie triangu-

l�eeD. Le syst�ememultiplicatif S(D

0

) (2.1.7) est appel�e le syst�eme multiplicatif

associ�e �a la sous-cat�egorie D

0

.

Proposition 2.1.16. Soit F : D

1

! D

2

un foncteur exact entre deux cat�ego-

ries triangul�ees (1.1.3). Soit S(F ) l'ensemble des morphismes de D

1

qui sont

transform�es par F en isomorphismes de D

2

. Soit D

0

(F ) la sous-cat�egorie

pleine de D

1

d�e�nie par les objets de D

1

qui sont transform�es par F en ob-

jets nuls de D

2

.

a) La sous-cat�egorie D

0

(F ) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement

pleine (tout objet de D

1

isomorphe �a un objet de D

0

(F ) est un objet de D

0

(F ) )

et satur�ee.

b) L'ensemble S(F ) est un syst�eme multiplicatif satur�e de D

1

.

c) L'ensemble S(F ) est le syst�eme multiplicatif associ�e �a la sous-cat�egorie

D

0

(F ) (2.1.15).

La preuve est facile et laiss�ee au lecteur qui pourra d�emontrer de même

la proposition ci-apr�es :

Proposition 2.1.17. Soit H : D ! A un foncteur cohomologique d'une

cat�egorie triangul�ee dans une cat�egorie ab�elienne. Soit S(H) l'ensemble des

morphismes de D qui sont transform�es, ainsi que leurs translat�es, en des

isomorphismes de A . Soit D

0

(H) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie par

les objets de D qui sont transform�es, ainsi que leurs translat�es, en des objets

nuls de A .

a) La sous-cat�egorie D

0

(H) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement

pleine et satur�ee.

b) L'ensemble S(H) est un syst�eme multiplicatif satur�e de D .

c) L'ensemble S(H) est le syst�eme multiplicatif associ�e �a la sous-cat�egorie

D

0

(H) (2.1.15).

2.2. Construction de la cat�egorie localis�ee.

2.2.1. Soient C une cat�egorie (non n�ecessairement additive) et S un syst�eme

multiplicatif de C. D�esignons, pour tout objet X de C, par S=X (resp. XnS )

la cat�egorie dont les objets sont les morphismes de S de but X (resp. de

source X ) et dont les morphismes sont les diagrammes commutatifs :

Y w

u

h

h

hj

s

Y

0

'

'

'*

t

s; t 2 S

X ;
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(resp.

X

'

'

'*

s

h

h

hj

t

s; t 2 S

Y w

u

Y

0

) :

Pour tout couple X , Y d'objets de C, posons :

(2:2:1:1) Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) = lim

�!

(S=X)

�

Hom

C

( : ; Y ) :

(Le \point" dans la formule (2.2.1.1) d�esigne la source d'un objet variable de

S=X ).

Il r�esulte imm�ediatement des propri�et�es SM1), SM2) et SM3) que la cat�e-

gorie (S=X)

�

est �ltrante [6]. Il en r�esulte qu'un �el�ement de Hom

C(S

�1

)

(X; Y )

est une classe de diagrammes du type :

D = X

s

 � X

0

m

�! Y ; s 2 S ;

deux diagrammes D

1

= X

s

1

 � X

1

m

1

�! Y et D

2

= X

s

2

 � X

2

m

2

�! Y

appartenant �a la même classe si et seulement s'il existe un diagramme :

D

3

= X

s

3

 � X

3

m

3

�! Y ; s

3

2 S ;

et un diagramme commutatif :

X

1

4

4

4

47

s

1

�

�

�

��

m

1

X X

3

u

s

3

w

m

3

u

v

u

u

Y

X

2

�

�

�

��

s

2

4

4

4

46

m

2

:

Pour tout �el�ement f 2 Hom

C

(X; Y ) , on d�esigne par Q(f) la classe du dia-

gramme X

id

X

 � X

f

�! Y . Pour tout morphisme s : Y ! X , s 2 S , on

d�esigne par Q(s)

�1

la classe du diagramme X

s

 � Y

id

Y

�! Y .

D�esignons alors par Fl(C(S

�1

)) l'ensemble :

a

(X;Y )2Ob(C)�Ob(C)

Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) ;
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par s et b : Fl(C(S

�1

))

w

w

Ob(C) les applications :

m 2 Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) ; s(m) = X ; b(m) = Y ;

et par id : Ob(C) �! Fl(C(S

�1

)) l'application X 7�! Q(id

X

) . On d�e�nit

ainsi un diagramme C(S

�1

) = (Ob(C); Fl(C(S

�1

)); s; b; id) . On a de plus un

couple d'applications not�e abusivement :

Q =

�

id

Ob(C)

: Ob(C) �! Ob(C) ; Q : Fl(C) �! Fl(C(S

�1

))

�

:

Th�eor�eme 2.2.2. a) Il existe une et une seule loi de composition partielle-

ment d�e�nie sur Fl(C(S

�1

)) telle que :

1) C(S

�1

) soit une cat�egorie.

2) Q(s) soit un isomorphisme et Q(s)

�1

son inverse ( s 2 S ).

3) Pour tout diagramme D = X

s

 � X

0

m

�! Y , s 2 S , on ait D =

Q(m)Q(s)

�1

( D 2 Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) est la classe de D ).

4) Q soit un foncteur.

b) Tout morphisme de C(S

�1

) peut s'�ecrire comme un compos�e Q(t)

�1

Q(m) ,

m 2 Fl(C) , t 2 S , (resp. Q(p)Q(s)

�1

, p 2 Fl(C) , s 2 S).

c) Le foncteur Q commute aux limites projectives �nies et aux limites induc-

tives �nies.

d) Pour toute cat�egorie A, la composition avec le foncteur Q d�e�nit un fonc-

teur :

Hom(Q;A) : Hom(C(S

�1

);A) �! Hom(C;A)

(Hom d�esigne la cat�egorie des foncteurs). Le foncteur Hom(Q;A) est injectif

sur les objets, pleinement �d�ele, et l'image de Hom(C(S

�1

);A) est la sous-

cat�egorie strictement pleine de Hom(Q;A) d�e�nie par les foncteurs de C dans

A qui transforment les morphismes de S en isomorphismes.

La d�emonstration de ce th�eor�eme est laiss�ee au lecteur, qui pourra

consulter [16]. Nous nous bornerons �a d�ecrire la composition des morphismes

dans C(S

�1

) . Soient D

1

2 Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) et D

2

2 Hom

C(S

�1

)

(Y; Z) deux

morphismes composables de C(S

�1

) . Soient D

1

= X

s

 � X

0

m

�! Y et

D

2

= Y

t

 � Y

0

p

�! Z deux diagrammes de C dans les classes D

1

et D

2

. En

utilisant SM2), compl�etons le diagramme :

X

0

h

h

hj

m

Y

0

'

'

'*

t

t 2 S

Y
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en un diagramme commutatif :

Z

00

'

'

'*

t

0

2 S

h

h

hj

m

0

X

0

h

h

hj

m

Y

0

'

'

'*

t 2 S

Y :

On obtient alors un diagrammeD

3

= X

st

0

 � Z

00

pm

0

�! Z , o�u le compos�e st

0

ap-

partient �a S (SM1). On v�eri�e que la classe D

3

de D

3

dans Hom

C(S

�1

)

(X;Z)

ne d�epend que des classes D

1

et D

2

. Le morphisme D

3

est le compos�e dans

C(S

�1

) des morphismes D

1

et D

2

.

Remarque 2.2.3. a) Il r�esulte de la quatri�eme assertion du th�eor�eme (2.2.2)

que la cat�egorie C(S

�1

) munie du foncteur Q : C �! C(S

�1

) est solution

d'un probl�eme universel : le foncteur Q transforme les morphismes de S en

isomorphismes, et tout foncteur de C dans une cat�egorie A qui transforme les

morphismes de S en isomorphismes se factorise d'une mani�ere unique par Q .

La cat�egorie C(S

�1

) munie du foncteurQ est donc d�etermin�ee �a isomorphisme

unique pr�es par cette propri�et�e.

b) Soient C une cat�egorie et S un ensemble de morphismes de C qui ne soit

pas n�ecessairement un syst�eme multiplicatif de C . Il existe toujours une cat�e-

gorie C(S

�1

) et un foncteur Q : C �! C(S

�1

) qui transforme les morphismes

de S en isomorphismes, tel que tout foncteur de C dans une cat�egorie A

transformant les morphismes de S en isomorphismes se factorise d'une ma-

ni�ere unique par Q . Lorsque S est un syst�eme multiplicatif de C , le th�eor�eme

(2.2.2) donne une description simple de la cat�egorie C(S

�1

) ; il donne de plus

des propri�et�es suppl�ementaires du foncteur Q (assertions b) et c) ) qui ne sont

pas vraies en g�en�eral.

Corollaire 2.2.4. Soient C une cat�egorie et S un syst�eme multiplicatif de C .

a) L'ensemble S est un syst�eme multiplicatif de C

�

, la cat�egorie oppos�ee �a

C . On a un isomorphisme canonique de cat�egories :

(C

�

(S

�1

))

�

�! C(S

�1

) :

Cet isomorphisme induit en particulier des isomorphismes :

Hom

C(S

�1

)

(X; Y ) �! lim

�!

Y nS

Hom

C

(X; : ) :
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b) Lorsque la cat�egorie C est additive, la cat�egorie C(S

�1

) est additive et le

foncteur Q est additif.

c) Soit

^

S l'ensemble des morphismes de C qui sont transform�es par Q en

isomorphismes de C(S

�1

) . L'ensemble

^

S est un syst�eme multiplicatif satur�e

de C . Tout syst�eme multiplicatif satur�e de C qui contient S contient

^

S .

La premi�ere assertion r�esulte imm�ediatement de la propri�et�e universelle

de C(S

�1

) : la cat�egorie (C

�

(S

�1

))

�

est une solution de ce probl�eme. La deuxi-

�eme assertion r�esulte imm�ediatement des assertions b) et c) du th�eor�eme

(2.2.2). Il r�esulte imm�ediatement de la description des morphismes de C(S

�1

)

qu'un morphisme f de C est transform�e par Q en isomorphisme si et seule-

ment s'il existe deux morphismes de C , g et h , tels que gf et fh soient

d�e�nis et appartiennent �a S . On en d�eduit imm�ediatement que l'ensemble

^

S

poss�ede les propri�et�es SM2) et SM3). De plus, il r�esulte de la d�e�nition de

^

S que cet ensemble poss�ede les propri�et�es SM1) et SM4). L'ensemble

^

S est

donc un syst�eme multiplicatif satur�e de C . La derni�ere assertion de (2.2.4)

est triviale.

2.2.5. Soient C une cat�egorie et S un syst�eme multiplicatif de C . La cat�egorie

C(S

�1

) est appel�ee la cat�egorie localis�ee de C par rapport au syst�eme S . Le

foncteur Q : C �! C(S

�1

) est appel�e le foncteur de localisation. Le syst�eme

multiplicatif

^

S est appel�e le satur�e du syst�eme S .

Th�eor�eme 2.2.6. Soient D une cat�egorie triangul�ee et S un syst�eme mul-

tiplicatif de D (2.1.4). D�esignons par D(S

�1

) la cat�egorie localis�ee de D et

Q : D �! D(S

�1

) le foncteur de localisation.

a) Il existe sur D(S

�1

) une et une seule structure de Z-cat�egorie stricte telle

que Q soit un Z-foncteur strict.

b) Il existe sur D(S

�1

) une et une seule structure triangul�ee telle que Q

soit un foncteur exact. Les triangles distingu�es pour cette structure sont les

triangles isomorphes aux images par Q des triangles distingu�es de D .

c) Tout foncteur exact (resp. cohomologique) F : D �! D

0

dans une ca-

t�egorie triangul�ee (resp. ab�elienne) qui transforme les morphismes de S en

isomorphismes se factorise d'une mani�ere unique par Q : D �! D(S

�1

)

en un foncteur exact (resp. cohomologique) G : D(S

�1

) �! D

0

. Soient

F

1

; F

2

: D

w

w

D

0

deux foncteurs exacts (resp. cohomologiques) qui trans-

forment les morphismes de S en isomorphismes ; G

1

; G

2

: D(S

�1

)

w

w

D

0

leurs factorisations respectives et m : F

1

�! F

2

un morphisme de foncteurs

exacts (resp. cohomologiques). Il existe un et un seul morphisme de foncteurs

p : G

1

�! G

2

tel que m = p ? Q .

La premi�ere assertion est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme (2.2.2)

et de SM5). La troisi�eme assertion est une cons�equence imm�ediate de la
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deuxi�eme assertion et du th�eor�eme (2.2.2). Il reste donc �a d�emontrer la

deuxi�eme assertion. Soit T l'ensemble des triangles de D(S

�1

) qui sont iso-

morphes aux images par Q des triangles distingu�es de D . On v�eri�e sans

di�cult�e que l'ensemble T poss�ede les propri�et�es TRI et TRII. Pour d�emon-

trer qu'il poss�ede la propri�et�e TRIII, nous aurons besoin d'un lemme :

Lemme 2.2.7. Soient u : X �! Y et u

0

: X

0

�! Y

0

deux morphismes de D

et :

Q(X) w

Q(u)

u

m

Q(Y )

u

p

Q(X

0

) w

Q(u

0

)

Q(Y

0

)

un diagramme commutatif de D(S

�1

) . Il existe un morphisme u

00

: X

00

! Y

00

et deux diagrammes commutatifs de D :

X

00

w

u

00

u

s

Y

00

u

t

s; t 2 S

X w

u

Y ;

X

00

w

u

00

u

f

Y

00

u

g

X

0

w

u

0

Y

0

;

tels que m = Q(f)Q(s)

�1

et p = Q(g)Q(t)

�1

.

Supposons le lemme d�emontr�e et montrons que l'ensemble T poss�ede la

propri�et�e TRIII. En utilisant la d�e�nition de l'ensemble T , on est ramen�e �a

d�emontrer : �etant donn�e deux triangles distingu�es de D :

(X; Y; Z; u; v;w) ; (X

0

; Y

0

; Z

0

; u

0

; v

0

; w

0

)

et un diagramme commutatif de D(S

�1

) :

Q(X) w

Q(u)

u

m

Q(Y )

u

p

Q(X

0

) w

Q(u

0

)

Q(Y

0

) ;
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il existe un morphisme r : Q(Z) �! Q(Z

0

) tel que (m; p; r) soit un morphisme

de triangles. En utilisant le lemme (2.2.7), on est ramen�e �a envisager les deux

cas suivants :

a) m = Q(s)

�1

, p = Q(t)

�1

, s; t 2 S et le diagramme :

X

0

w

u

0

u

s

Y

0

u

t

X w

u

Y

est commutatif.

b) m = Q(f) , p = Q(g) et le diagramme :

X w

u

u

f

Y

u

g

X

0

w

u

0

Y

0

est commutatif.

Dans le cas a), la propri�et�e r�esulte alors de la propri�et�e SM6) (2.1.2).

Dans le cas b), la propri�et�e r�esulte de la propri�et�e TRIII pour les triangles

distingu�es de D .

2.2.8. D�emonstration du lemme 2.2.7. En vertu du th�eor�eme (2.2.2),

il existe un morphisme t : Y

00

�! Y , t 2 S , tel que pQ(t) = Q(g) , o�u

g : Y

00

�! Y

0

. On construit alors pas �a pas le diagramme suivant :

X

00

u

s

3

�

�

�

�

�

�

�
��

u

00

X

00

2

u

s

2

'

'

'

'

'

')

u

00

2

X

00

1

u

s

1

w

u

00

1

Y

00

u

t

X w

u

Y ;
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tel que :

1) On ait l'�egalit�e us

1

= tu

00

1

et s

1

2 S . Ceci se fait en utilisant SM2).

2) On ait les �egalit�esmQ(s

1

s

2

) = Q(f

0

) , o�u f

0

: X

00

2

�! X

0

est un morphisme

de D , u

00

2

= u

00

1

s

2

et s

2

2 S . Ceci se fait en utilisant le th�eor�eme (2.2.2).

3) On ait l'�egalit�e u

0

f

0

s

3

= gu

00

2

s

3

, u

00

= u

00

2

s

3

, et s

3

2 S . En e�et, le

diagramme de D :

X

00

2

w

u

00

2

u

f

0

Y

00

u

g

X

0

w

u

0

Y

0

n'est pas n�ecessairement commutatif. Mais le diagramme de D(S

�1

) obtenu

en appliquant le foncteur Q au diagramme pr�ec�edent est commutatif. On a

donc Q(u

0

f

0

) = Q(gu

00

2

) : Q(X

00

2

) �! Q(Y

0

) . Il en r�esulte, par d�e�nition des

morphismes de D(S

�1

) , qu'il existe un morphisme s

3

2 S : X

00

�! X

00

2

tel

que u

0

f

0

s

3

= gu

00

2

s

3

.

Pour achever la d�emonstration du lemme, il su�t de poser f = f

0

s

3

,

s = s

1

s

2

s

3

.

2.2.9. Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 2.2.6. Il reste �a d�emontrer

que l'ensemble T poss�ede la propri�et�e TRIV. Nous savons maintenant que cet

ensemble poss�ede les propri�et�es TRI, TRII et TRIII. On peut donc utiliser les

r�esultats du num�ero 1.2 (1.2.14). En particulier, il r�esulte de (1.2.4) que tous

les triangles de T contenant un morphisme donn�e sont isomorphes. On peut

donc, par des r�eductions analogues �a celles utilis�ees dans la d�emonstration

de la proposition (1.3.2), se ramener, pour d�emontrer la propri�et�e TRIV, �a

des diagrammes de D(S

�1

) qui sont images par Q de diagrammes analogues

de D . La v�eri�cation est alors facile. Nous laissons au lecteur le soin d'en

mettre au point les d�etails.

2.2.10. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B � D une sous-cat�egorie triangu-

l�ee pleine et S(B) le syst�eme multiplicatif associ�e �a B (2.1.15). On noteraD=B

la cat�egorie D(S(B)

�1

) . La cat�egorie D=B est appel�ee la cat�egorie quotient

de la cat�egorie D par la cat�egorie B . Le foncteur canonique Q : D �! D=B

est appel�e le foncteur de passage au quotient. Soit F : D �! D

0

un foncteur

exact (resp. cohomologique) dans une cat�egorie triangul�ee (resp. ab�elienne).

On d�esigne par Ker(F ) et on appelle noyau de F la sous-cat�egorie triangul�ee

strictement pleine satur�ee d�e�nie par les objets qui sont annul�es par F (resp.

dont tous les translat�es sont annul�es par F ) ((2.1.16) et (2.1.17)).
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Corollaire 2.2.11. Soient D une cat�egorie triangul�ee et B � D une sous-

cat�egorie triangul�ee pleine.

a) Le noyau du foncteur de passage au quotient Q : D �! D=B est la plus

petite sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine satur�ee qui contienne B .

b) L'application B 7! S(B) qui �a toute sous-cat�egorie triangul�ee strictement

pleine satur�ee associe son syst�eme multiplicatif satur�e (2.1.8) est un isomor-

phisme d'ensembles ordonn�es de l'ensemble des sous-cat�egories triangul�ees

strictement pleines satur�ees, ordonn�e par inclusion, dans l'ensemble des sys-

t�emes multiplicatifs satur�es de D , ordonn�e par inclusion. L'application in-

verse associe �a tout syst�eme multiplicatif satur�e le noyau du foncteur de lo-

calisation correspondant.

c) Un foncteur exact (resp. cohomologique) F : D ! D

0

dont le noyau con-

tient la sous-cat�egorie B se factorise d'une mani�ere unique par Q : D ! D=B

en un foncteur G : D=B �! D

0

qui est exact (resp. cohomologique). Un mor-

phisme de foncteurs exacts (resp. cohomologiques) dont les noyaux contien-

nent la sous-cat�egorie B provient d'une mani�ere unique d'un morphisme entre

les factorisations.

Ce sont des cons�equences faciles du th�eor�eme (2.2.6).

2.2.12. Commentaires sur la propri�et�e TRIV. Appelons cat�egorie pr�e-

triangul�ee une Z-cat�egorie stricte munie d'une famille de triangles poss�edant

les propri�et�es TRI, TRII et TRIII. On d�e�nit de la même fa�con que pour

les cat�egories triangul�ees les notions de foncteurs exacts, foncteurs cohomo-

logiques, syst�emes multiplicatifs.

Soit S un syst�eme multiplicatif (2.1.4) d'une cat�egorie pr�e-triangul�ee D .

La cat�egorie localis�ee D(S

�1

) admet une et une seule structure de cat�egorie

pr�e-triangul�ee telle que le foncteur de localisation soit exact. La sous-cat�egorie

pleine des objets de D qui sont annul�es par le foncteur de localisation est

une sous-cat�egorie pr�e-triangul�ee pleine. On a besoin dans la pratique de

savoir, inversement, associer �a une sous-cat�egorie pr�e-triangul�ee un syst�eme

multiplicatif satur�e convenable. Le r�edacteur ne sait le faire qu'en utilisant la

propri�et�e TRIV. Cette propri�et�e, de nature assez technique, a donc surtout

servi, pour l'instant, �a obtenir le corollaire (2.2.11) �a partir du th�eor�eme

(2.2.6).

2.3. Propri�et�es du foncteur de localisation.

Proposition 2.3.1. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B une sous-cat�egorie

triangul�ee pleine.
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Pour toute sous-cat�egorie triangul�ee pleine A telle que B � A � D,

d�esignons par S

D

(B) (resp. S

A

(B) ) le syst�eme multiplicatif de D (resp. A )

associ�e �a B (2.1.7).

a) On a S

D

(B) \ Fl(A) = S

A

(B) .

b) Le foncteur canonique A=B �! D=B est pleinement �d�ele et injectif sur

les objets. L'image de ce foncteur est Q(A) , o�u Q : D �! D=B est le foncteur

canonique.

c) Le foncteur canonique D=A �! (D=B)=(A=B) est un isomorphisme de

cat�egories.

d) Si la cat�egorie A est satur�ee (2.1.6), la sous-cat�egorie Q(A) est satur�ee.

Pour toute sous-cat�egorie triangul�ee pleine C de D=B , d�esignons par

Q

�1

(C) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie par les objets X de D tels que

Q(X) soit isomorphe �a un objet de la cat�egorie C .

a)

bis

La cat�egorie Q

�1

(C) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine

de D .

b)

bis

Le syst�eme multiplicatif S

D

(Q

�1

(C)) est compos�e des morphismes de D

dont l'image par Q est un morphisme de S

D=B

(C) .

c)

bis

La sous-cat�egorie Q

�1

(C) est satur�ee si et seulement si la sous-cat�egorie

C est satur�ee.

d)

bis

L'application A 7! Q(A) est un isomorphisme d'ensembles ordonn�es de

l'ensemble des sous-cat�egories triangul�ees strictement pleines de D contenant

b

B (le noyau du foncteur Q ), ordonn�e par inclusion, dans l'ensemble des sous-

cat�egories triangul�ees strictement pleines de D=B , ordonn�e par inclusion.

L'application inverse est l'application C 7! Q

�1

(C) .

La premi�ere assertion est �evidente. La deuxi�eme r�esulte imm�ediatement

de la description des morphismes dans les cat�egories A=B et D=B (2.2.1).

Pour d�emontrer c), il su�t de se reporter aux propri�et�es universelles des cat�e-

gories quotients (2.2.11). D�emontrons d). Quitte �a remplacer A par sa clôture

strictement pleine, ce qui modi�e Q(A) par une �equivalence, on peut suppo-

ser que A est strictement pleine. Le noyau du foncteur D �! D=A est alors

la cat�egorie A (2.2.11). Ce foncteur se factorise en D ! D=B ! D=A . On

en d�eduit que le noyau du foncteur canonique D=B �! D=A est Q(A) . Par

suite, Q(A) est satur�ee (2.1.16). L'assertion a)

bis

est �evidente, de même que

l'assertion b)

bis

. Supposons que C soit satur�ee. On peut supposer de plus que

C est strictement pleine, car si l'on d�esigne par

b

C la clôture strictement pleine

de C , la cat�egorie

b

C est strictement pleine satur�ee et Q

�1

(

b

C) = Q

�1

(C) . La

cat�egorie C est alors noyau d'un foncteur exact (2.2.11). Par suite, Q

�1

(C) est

noyau d'un foncteur exact, donc satur�ee (2.1.16). Supposons que Q

�1

(C) soit
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satur�ee. La sous-cat�egorie Q(Q

�1

(C)) est strictement pleine satur�ee d'apr�es

la d�emonstration de d). Or la cat�egorie Q(Q

�1

(C)) est la clôture strictement

pleine de C . Par suite, C est satur�ee. Ceci d�emontre l'assertion c)

bis

. Il reste

�a d�emontrer la derni�ere assertion. Il est clair que lorsque C est strictement

pleine, on a Q(Q

�1

(C)) = C . Soit A une cat�egorie triangul�ee strictement

pleine contenant

b

B . Il nous faut montrer que A = Q

�1

(Q(A)) . Quitte �a

remplacer B par

b

B , ce qui ne change pas la cat�egorie D=B (2.2.11), on peut

supposer que B est satur�ee, et par suite que B =

b

B . Comme on a �evidemment

l'inclusion A � Q

�1

(Q(A)) , il su�t de montrer que tout objet de D qui de-

vient isomorphe dans D=B �a un objet de A est un objet de A . Soient donc

X un objet de A , Y un objet de D et m : Q(X)

�

�! Q(Y ) un isomorphisme.

Le morphisme m se d�ecompose en m = Q(f)Q(s)

�1

, o�u s 2 S

D

(B) (2.2.2),

et o�u Q(f) est un isomorphisme. Donc f 2 S

D

(B) car B est satur�ee ((2.1.8)

et (2.2.4)). On a donc un diagramme dans D :

Z

N

N

N

NQ

s

�

�

�

��

f

s; f 2 S

D

(B)

X Y :

Le morphisme s �etant un �el�ement de S

D

(B) , il existe un triangle distingu�e

(Z;X;W; s; u; v) , o�u W est un objet de B (2.1.7). Par suite, W est un objet

de A , et comme A est strictement pleine, l'objet Z appartient aussi �a A

(1.2.4). Le même argument montre alors que Y est un objet de A , ce qui

ach�eve la d�emonstration de la proposition.

2.3.2. Soient F : C �! C

0

un foncteur et X un objet de C

0

. Rappelons

qu'un objet Y de C est dit F -libre �a droite sur X , ou simplement libre �a

droite sur X , s'il existe un morphisme u : F (Y ) �! X tel que pour tout

morphisme F (Z)

v

�! X , il existe un et un seul morphisme w : Z �! Y tel

que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :

F (Y ) w

u

X

F (Z)

N

N

N

NQ

F (w)

�

�

��

v

:

La 
�eche u : F (Y ) �! X s'appelle 
�eche de libert�e pour le couple (X; Y )

(relativement au foncteur F ). Cel�a peut encore s'interpr�eter, en prenant un
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univers dont C et C

0

soient des �el�ements, en disant que Y est libre �a droite

sur X s'il existe un isomorphisme entre les foncteurs Z 7! Hom

C

(Z; Y ) et

Z 7! Hom

C

0

(F (Z); X) . Nous dirons qu'un objet Y de C est F -libre �a droite

s'il existe un objet X de C

0

tel que Y soit libre �a droite sur X . Nous dirons

qu'un objet X de C

0

est F -lib�erable �a droite s'il existe un objet Y de C libre

�a droite sur X . On d�e�nit de fa�con analogue, par passage aux cat�egories

oppos�ees, les notions d'objet libre ou lib�erable �a gauche.

Proposition 2.3.3. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B une sous-cat�egorie

triangul�ee pleine, Q : D �! D=B le foncteur de passage au quotient (2.2.10),

S

D

(B) le syst�eme multiplicatif de D associ�e �a B (2.1.8).

a) Pour tout objet Y de D, les conditions suivantes sont �equivalentes :

i) L'objet Y est Q-libre �a droite.

ii) Pour tout morphisme s 2 S

D

(B) , s : S �! T , l'application :

Hom

D

(s; Y ) : Hom

D

(T; Y ) �! Hom

D

(S; Y )

est une bijection.

iii) Pour tout objet B de B , Hom

D

(B; Y ) = 0 .

iv) Tout morphisme Y

s

�! Z , avec s 2 S

D

(B) , admet une r�etraction.

v) Pour tout objet X de D , l'application :

Hom

D

(X; Y ) �! Hom

D=B

(Q(X); Q(Y ))

est bijective.

b) Soit L

R

(Q) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie par les objets Q-libres �a

droite. La cat�egorie L

R

(Q) est triangul�ee, strictement pleine, satur�ee.

c) La restriction du foncteur de passage au quotient �a L

R

(Q) :

QjL

R

(Q) : L

R

(Q) �! D=B

est pleinement �d�ele et injective sur les objets.

d) Soit Lib

R

(Q) � D=B la sous-cat�egorie pleine d�e�nie par les objets

Q-lib�erables �a droite de D=B . La sous-cat�egorie Lib

R

(Q) est triangul�ee stric-

tement pleine. Si les produits ou les sommes directes d�enombrables sont re-

pr�esentables dans D , la cat�egorie Lib

R

(Q) est satur�ee.

e) Le foncteur Q envoie L

R

(Q) dans Lib

R

(Q) . La cat�egorie Lib

R

(Q) est la

clôture strictement pleine de l'image de L

R

(Q) . Les 
�eches de libert�e sont

des isomorphismes.
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f) Un objet Z de D appartient �a Q

�1

(Lib

R

(Q)) si et seulement s'il existe

un objet libre �a droite Y et un morphisme s : Z �! Y , o�u s appartient �a

b

S

D

(B) , le satur�e du syst�eme S

D

(B) (2.2.4, (c)).

g) Le foncteur d'inclusion L

R

(Q) � Q

�1

(Lib

R

(Q)) admet un adjoint �a gauche

R : Q

�1

(Lib

R

(Q)) �! L

R

(Q) :

L

R

(Q)

y w

















�

QjL

R

(Q)

Q

�1

(Lib

R

(Q)) y w

u

Q

1

u

R

D

u

Q

Lib

R

(Q)

�

�

�

�

�

��

	

y w D=B :

Soit 	 : Lib

R

(Q) �! L

R

(Q) un foncteur quasi-inverse �a QjL

R

(Q) (cf. c) et

e)). On peut prendre pour foncteur R le foncteur 	Q

1

, o�u on d�esigne par

Q

1

: Q

�1

(Lib

R

(Q)) �! Lib

R

(Q) le foncteur induit par Q . Le foncteur 	 est

adjoint �a droite au foncteur Q

1

.

2.3.4. D�emonstration de la proposition 2.3.3 : D�emontrons a). Tout

d'abord, si Y est Q-libre �a droite, le foncteur X 7! Hom

D

(X; Y ) est iso-

morphe au foncteur X 7! Hom

D=B

(Q(X); Z) , pour un objet Z convenable

de D=B . Par suite, le foncteur X 7! Hom

D

(X; Y ) transforme les morphismes

de S

D

(B) en isomorphismes. Ceci d�emontre l'implication i) ) ii). L'impli-

cation ii) ) iii) r�esulte de ce que le morphisme B �! 0 est un morphisme

de S

D

(B) . L'implication iii) ) iv) r�esulte de la d�e�nition de S

D

(B) et de

(1.2.6). L'implication iv) ) v) r�esulte de l'isomorphisme (2.2.4) :

Hom

D=B

(Q(X); Q(Y ))

�

�! lim

�!

Y nS

D

(B)

Hom

D

(X; : ) :

En�n, l'implication v) ) i) est �evidente : Y est libre �a droite sur Q(Y ) .

L'assertion b) r�esulte de a), iii). L'assertion c) r�esulte de a), v). Il r�esulte

aussi de a), v) que les objets de D=B qui sont lib�erables �a droite sont les objets

de D=B qui sont isomorphes dans D=B aux images par Q des objets Q-libres �a

droite. Les 
�eches de libert�e sont des isomorphismes. Ceci d�emontre e). Il est

alors clair que Lib

R

(Q) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine.

Soit Z = Z

1

�Z

2

un objet de Lib

R

(Q) . Il existe donc un objet Q-libre �a droite

Y et un isomorphisme Q(Y )

�

�! Z

1

� Z

2

. Le foncteur X 7! Hom

D

(X; Y )

admet donc un projecteur, et par suite la d�ecomposition de Z en somme

directe d�e�nit sur Y un projecteur. Les facteurs de Z seront dans Lib

R

(Q)

si et seulement si ce projecteur est d�ecomposable, ce qui est le cas lorsque

dans D les sommes ou produits d�enombrables sont repr�esentables (1.2.9).
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Ceci d�emontre d) ; d�emontrons maintenant f ). Un objet Z de D appartient

�a Q

�1

(Lib

R

(Q)) si et seulement s'il existe un objet Q-libre �a droite Y et un

isomorphisme dans D=B : Q(Z)

m

�!

�

Q(Y ) . Un tel isomorphisme est de la

forme m = Q(s)

�1

Q(t) , o�u s 2 S

D

(B) et t 2

b

S

D

(B) ((2.2.2) et (2.2.4)). On

a par suite dans D un diagramme :

X

Z

A

A

A

A

AC

t

Y

u

s

:

D'apr�es a), iv), le morphisme s admet une r�etraction s

0

: X �! Y qui est

un �el�ement de S

D

(B) (1.2.6). Par suite, il existe un morphisme t

0

: Z �! Y ,

t

0

2

b

S

D

(B) . R�eciproquement, s'il existe un tel morphisme, le morphisme

Q(t

0

) : Q(Z) �! Q(Y ) est un isomorphisme. Il reste �a d�emontrer g). On a,

d'apr�es a), v), un isomorphisme bifonctoriel :

Hom

Q

�1

(Lib

R

(Q))

(Z;	(W ))

�

�! Hom

Lib

R

(Q)

(Q

1

(Z);W ) ;

ce qui montre que 	 est adjoint �a droite �a Q

1

. On en d�eduit imm�ediatement

que si on note i : L

R

(Q) ,�! Q

�1

(Lib

R

(Q)) le foncteur d'inclusion, on a un

isomorphisme bifonctoriel :

Hom

Q

�1

(Lib

R

(Q))

(Z; i(Y ))

�

�! Hom

L

R

(Q)

(	Q

1

(Z); Y ) :

Ceci montre que le foncteur R = 	Q

1

est adjoint �a gauche au foncteur

d'inclusion et ach�eve la d�emonstration de la proposition (2.3.3).

Proposition 2.3.5. Soient D une cat�egorie triangul�ee, A et B deux sous-

cat�egories triangul�ees pleines (B strictement pleine), S

D

(B) et S

A

(A\B) les

syst�emes multiplicatifs de D et A associ�es respectivement aux cat�egories B et

A \ B .

a) Les conditions suivantes sont �equivalentes :

i) Tout morphisme X

s

�! X

0

, avec X 2 Ob(A) , s 2 S

D

(B) , s'ins�ere

dans un diagramme commutatif :

X w

s

�

�

�

��

s

0

X

0

u

s

0

2 S

A

(A \ B)

X

00

:
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ii) Tout morphisme B �! X , avec B 2 Ob(B) , X 2 Ob(A) , s'ins�ere

dans un diagramme commutatif :

B w

h

h

hj

X

B

0

2 Ob(A \ B)

B

0

�

��

:

Les sous-cat�egories triangul�ees pleines A de D qui poss�edent les deux

propri�et�es �equivalentes ci-dessus sont appel�ees sous-cat�egories B-localisantes

�a droite.

b) Si A est B-localisante �a droite, le foncteur canonique :

A=A \ B �! D=B

est pleinement �d�ele et injectif sur les objets.

c) Les conditions suivantes sont �equivalentes :

i) A est B-localisante �a droite.

ii) Soit Q : D=A \ B �! D=B le foncteur canonique. La sous-cat�egorie

A=A \ B �! D=A \ B est form�ee d'objets Q-libres �a droite.

L'�equivalence de a) r�esulte imm�ediatement de TRIII et des d�e�nitions

des syst�emes S

D

(B) et S

A

(A \ B) (2.1.7). D�emontrons b). Soient X et Y

deux objets de A (donc de A=A \ B ).

Montrons d'abord que l'homomorphisme :

Hom

A=A\B

(X; Y ) �! Hom

D=B

(X; Y )

est injectif. D�esignons par Q

1

: A �! A=A \ B et Q

2

: D �! D=B les fonc-

teurs canoniques de passage au quotient. Un �el�ement m 2 Hom

A=A\B

(X; Y )

peut toujours s'�ecrire sous la forme m = Q

1

(s)

�1

Q

1

(f) , s 2 S

A

(A \ B)

(2.2.2). Son image dans Hom

D=B

(X; Y ) est alors Q

2

(s)

�1

Q

2

(f) . D'apr�es

(2.2.4, a)), cette image est nulle si et seulement s'il existe un diagramme

commutatif :

t 2 S

D

(B)

A

A

AC

u

X

A

A

A

A

A

AC

f

Y

'

'

'
'*

s

u

t
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tel que uf = 0 . En utilisant alors a), i), on voit qu'il existe un diagramme

commutatif :

t

0

2 S

A

(A \ B)

A

A

AC

v

X

A

A

A

A

A

AC

f

Y

'

'

'
'*

s

u

t

0

tel que vf = 0 . Il en r�esulte alors que m = Q

1

(t

0

)

�1

Q

1

(vf) = 0 .

Montrons maintenant que l'homomorphisme :

Hom

A=A\B

(X; Y ) �! Hom

D=B

(X; Y )

est surjectif. Un �el�ement p 2 Hom

D=B

(X; Y ) se met sous la forme :

p = Q

2

(t)

�1

Q

2

(g) ; t 2 S

D

(B) :

En utilisant a), i), on voit qu'un tel �el�ement s'�ecrit toujours sous la forme :

p = Q

2

(s)

�1

Q

2

(g

0

) ; s 2 S

A

(A \ B) ;

et, par suite, qu'il provient d'un �el�ement de Hom

A=A\B

(X; Y ) .

Il reste �a d�emontrer l'�equivalence de c). D�emontrons tout d'abord que

i) ) ii). D'apr�es (2.3.1), la cat�egorie D=B est canoniquement isomorphe �a

la cat�egorie (D=A \ B)=(B=A\ B) et le foncteur canonique :

Q : D=A \ B �! D=B

est le foncteur de passage au quotient. Par suite, d'apr�es la proposition (2.3.3,

a)), pour d�emontrer l'implication i)) ii), il su�t de montrer que pour tout

objet X de A et tout objet B de B , Hom

D=A\B

(B;X) = 0 . Un �el�ement m

de Hom

D=A\B

(B;X) se met sous la forme Q

3

(f)Q

3

(s)

�1

, o�u :

Q

3

: D �! D=A \ B

est le foncteur canonique, et o�u s est un �el�ement de S

D

(A \ B) , le syst�eme

multiplicatif de D associ�e �a A \ B (2.2.2). On a alors un diagramme de D :

W

�

�

��

s

[

[

[]

f

B X ;
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et comme B est un objet de B et s un �el�ement de S

D

(A \ B) , l'objet W est

isomorphe �a un objet de B (1.2.4). Par suite, d'apr�es la premi�ere assertion, le

morphisme f se factorise �a travers un objet de A\B . Le morphisme Q

3

(f) est

donc nul, et par suite m = 0 . D�emontrons maintenant l'implication ii)) i).

Il su�t de montrer, d'apr�es a), que tout morphisme dans D , g : B �! X ,

o�u B est un objet de B et X un objet de A , se factorise �a travers un objet

de A\B . On sait par hypoth�ese que Q

3

(g) 2 Hom

D=A\B

(B;X) est nul. Par

suite (2.2.4), il existe un morphisme t : X �! X

0

, t 2 S

D

(A \ B) , tel que

tg = 0 . Par d�e�nition de l'ensemble S

D

(A\B) , il existe un triangle distingu�e

de D de la forme (B

0

; X;X

0

; l; t; w) , o�u B

0

est un objet de A \ B . D'apr�es

(1.2.1), l'�egalit�e tg = 0 implique que le morphisme g se factorise �a travers

B

0

, ce qu'il fallait d�emontrer. Ceci ach�eve la d�emonstration de la proposition

(2.3.5).

On dit qu'une sous-cat�egorie triangul�ee pleine A de D est B-localisante

�a gauche si la sous-cat�egorie A

�

de D

�

est B

�

-localisante �a droite.
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3. Ab�elianisation des cat�egories triangul�ees.

3.1. Construction de la cat�egorie A(D).

3.1.1. Soient D une cat�egorie additive et F`

1

(D) la cat�egorie des morphismes

de D (chap. I, 3.3.6). Un morphisme :

X w

f

u

g

Y

u

h

X

0

w

f

0

Y

0

de F`

1

(D) est dit n�egligeable si f

0

g = hf = 0. Le compos�e dans les deux sens

d'un morphisme n�egligeable et d'un morphisme quelconque est un morphisme

n�egligeable ; la somme directe de deux morphismes n�egligeables est un mor-

phisme n�egligeable. D�esignons par A(D) la cat�egorie dont les objets sont les

objets de F`

1

(D) et les morphismes, les morphismes de F`

1

(D) �a morphismes

n�egligeables pr�es, i.e. pour tout couple U et V d'objets de A(D) , le groupe

Hom

A(D)

(U; V ) est le quotient du groupe Hom

F`

1

(D)

(U; V ) par le sous-groupe

des morphismes n�egligeables. La cat�egorie A(D) est additive.

Soit C une cat�egorie ; la composition avec le foncteur canonique :

F`

1

(D) �! A(D)

fournit un foncteur :

(3:1:1:1) Hom(A(D); C) �! Hom(F`

1

(D); C) :

Ce foncteur est pleinement �d�ele et injectif sur les objets. Son image est la

sous-cat�egorie pleine d�e�nie par les foncteurs de F`

1

(D) dans C qui transfor-

ment les morphismes qui di��erent par un morphisme n�egligeable, en mor-

phismes �egaux.

3.1.2. Le foncteur canonique de D dans F`

1

(D) : X 7!

�

X

id

X

�! X

�

compos�e

avec le foncteur canonique F`

1

(D) �! A(D) est un foncteur qu'on note :

(3:1:2:1) H : D �! A(D) :

Le foncteur H est additif. Il est pleinement �d�ele et injectif sur les objets. Il

r�ealise donc D comme sous-cat�egorie pleine de A(D) .
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3.1.3. Supposons que la cat�egorie D soit une Z-cat�egorie stricte. Les fonc-

teurs de translations de D :X 7! X [n] , n 2 Z , s'�etendent en automorphismes

de F`

1

(D) :

�

X

f

�! Y

�

7!

�

X [n]

f [n]

�! Y [n]

�

:

Il r�esulte imm�ediatement de la propri�et�e universelle de A(D) (3.1.1.1) que ces

automorphismes passent au quotient et d�e�nissent sur A(D) une structure de

Z-cat�egorie stricte. Le foncteur H : D �! A(D) est un Z-foncteur strict.

3.1.4. Soient D et D

0

deux Z-cat�egories strictes additives et F : D �! D

0

un Z-foncteur additif (tordu par le cocycle trivial). Soit F`

1

(F ) l'extension

de F aux cat�egories de morphismes :

F`

1

(F )

�

X

f

�! Y

�

=

�

FX

Ff

�! FY

�

:

Le foncteur F`

1

(F ) transforme les morphismes n�egligeables de F`

1

(D) en

morphismes n�egligeables de F`

1

(D

0

) . Il d�e�nit par suite un foncteur :

(3:1:4:1) A(F ) : A(D) �! A(D

0

) :

Le foncteur A(F ) est additif. Il r�esulte imm�ediatement des propri�et�es univer-

selles des cat�egories A(D) et A(D

0

) que le foncteur A(F ) est muni canonique-

ment d'une structure de Z-foncteur.

Soit F

0

: D

0

�! D

00

un Z-foncteur additif entre Z-cat�egories strictes

additives. On a alors :

(3:1:4:2) A(F

0

)A(F ) = A(F

0

F ) :

Le diagramme ci-apr�es est commutatif :

(3:1:4:3)

D w

F

u

H

D

0

u

H

0

A(D) w

A(F )

A(D

0

)

(les foncteurs H et H

0

sont d�e�nis en (3.1.2)).

Soit de même m : F �! F

00

un morphisme de Z-foncteurs additifs

entre D , D

0

. On en d�eduit, par les mêmes arguments que pr�ec�edemment, un

morphisme de Z-foncteurs :

(3:1:4:4) A(m) : A(F ) �! A(F

00

) :

Si m et m

0

sont deux morphismes composables de Z-foncteurs additifs, on a :

(3:1:4:5) A(m

0

)A(m) = A(m

0

m) :
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3.2. Propri�et�es de la cat�egorie A(D) (D cat�egorie triangul�ee).

3.2.0. Soient D et D

0

deux cat�egories triangul�ees. D�esignons par Ex(D;D

0

)

la cat�egorie dont les objets sont les foncteurs exacts de D dans D

0

et dont

les morphismes sont les morphismes de foncteurs exacts. D�esignons de même

par Z-Add(A(D);A(D

0

)) la cat�egorie dont les objets sont les Z-foncteurs ad-

ditifs de A(D) dans A(D

0

) et dont les morphismes sont les morphismes de

Z-foncteurs. Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede qu'on a d�e�ni un foncteur :

(3:2:0:1) A

D;D

0

: Ex(D;D

0

) �! Z-Add(A(D);A(D

0

)) :

Ce foncteur associe �a un foncteur exact F le foncteur A(F ) .

Th�eor�eme 3.2.1. (*) a) Si D est une cat�egorie triangul�ee, la cat�egorie A(D)

est ab�elienne. Si F : D �! D

0

est un foncteur exact entre deux cat�egories

triangul�ees, le foncteur A(F ) (3.1.4.1) est exact. Le foncteur A

D;D

0

(3.2.0.1)

est pleinement �d�ele et injectif sur les objets.

b) Les objets de D sont injectifs et projectifs dans A(D) . Tout objet de A(D)

est isomorphe �a un objet quotient (resp. �a un sous-objet) d'un objet de D.

c) Soit A une cat�egorie ab�elienne. D�esignons par Ex(A(D);A) la cat�egorie

dont les objets sont les foncteurs exacts de A(D) dans A et les morphismes,

les morphismes de foncteurs. De même, d�esignons par Hom(D;A) la cat�ego-

rie dont les objets sont les foncteurs de D dans A et les morphismes, les

morphismes de foncteurs. La composition avec le foncteur H : D �! A(D)

d�e�nit un foncteur :

Ex(A(D);A) �! Hom(D;A) :

Ce foncteur est pleinement �d�ele. Son image essentielle est constitu�ee par

les foncteurs cohomologiques de D dans A (1.1.5). En particulier, le foncteur

H : D �! A(D) est un foncteur cohomologique.

La d�emonstration de ce th�eor�eme nous occupera jusqu'�a l'alin�ea (3.2.9).

Nous d�emontrerons d'abord trois propositions interm�ediaires.

3.2.2. Soit U un univers tel que la cat�egorie D soit U-petite, i.e. tel que

D soit un �el�ement de U. Soit D

^

la cat�egorie des foncteurs additifs contra-

variants sur D �a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens U-petits. La

cat�egorie D

^

est ab�elienne et le foncteur canonique h : D �! D

^

, qui asso-

cie �a tout objet de D le foncteur qu'il repr�esente, est pleinement �d�ele. Le

foncteur h transforme tout objet de D en objet projectif de D

^

.

(*) Ce th�eor�eme m'a �et�e communiqu�e par Freyd [17].
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Un objet de D

^

est dit admissible s'il est image d'un morphisme entre

foncteurs repr�esentables. Soit Im : F`

1

(D) �! D

^

le foncteur :

(3:2:2:1) Im

�

X

f

�! Y

�

= image du morphisme h(f) :

Le foncteur Im est additif et transforme les morphismes n�egligeables en mor-

phismes nuls. Il se factorise donc d'une mani�ere unique par un foncteur additif

not�e abusivement :

(3:2:2:2) Im : A(D) �! D

^

:

Le foncteur compos�e Im �H : D �! A(D) �! D

^

n'est autre que le foncteur

h. Un objet de D

^

est isomorphe �a l'image par Im d'un objet de A(D) si et

seulement s'il est admissible.

Proposition 3.2.3. Le foncteur Im : A(D) �! D

^

est pleinement �d�ele.

Soit :

X w

f

u

g

Y

u

g

0

X

0

w

f

0

Y

0

= (g ; g

0

)

un morphisme de F`

1

(D) . Nous d�esignerons par Im((g ; g

0

)) l'image par Im

du morphisme (g ; g

0

) . Le diagramme de F`

1

(D) :

X w

id

X

u

id

X

X

u

f

X w

f

u

f

Y

u

id

Y

Y w

id

Y

Y

fournit, en appliquant le foncteur Im , le diagramme :

h(X)

Im((id

X

;f))

���������! Im(f)

Im((f ;id

Y

))

���������! h(Y ) :

On a l'�egalit�e :

(3:2:3:1) Im((f ; id

Y

)) � Im((id

X

; f)) = h(f) :
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Soient (X; Y; f) et (X

0

; Y

0

; f

0

) deux objets de A(D) . Pour d�emontrer la propo-

sition (3.2.3), il su�t de montrer que l'homomorphisme d�e�ni par le foncteur

Im :

(3:2:3:2) Hom

A(D)

�

(X; Y; f); (X

0

; Y

0

; f

0

)

�

�! Hom

D

^

�

Im(f); Im(f

0

)

�

est un isomorphisme. Montrons d'abord qu'il est injectif. Soit donc :

(g ; g

0

) : (X; Y; f)�! (X

0

; Y

0

; f

0

)

un morphisme de F`

1

(D) tel que Im((g ; g

0

)) = 0 . Le morphisme compos�e :

Im((f

0

; id

Y

0

)) � Im((g ; g

0

)) � Im(id

X

; f)

est �egal au morphisme h(g

0

f) . Par suite, h(g

0

f) = 0 . Le foncteur h �etant

pleinement �d�ele, on a g

0

f = 0 . Par suite, le morphisme (g ; g

0

) est n�egli-

geable. Pour d�emontrer que l'homomorphisme (3.2.3.2) est surjectif, il su�t

de d�emontrer le lemme :

Lemme 3.2.4. Soit Im(f)

�

�! Im(f

0

) un morphisme de D

^

. Il existe deux

morphismes de D, g : X �! X

0

et g

0

: Y �! Y

0

, tels que les diagrammes

ci-apr�es soient commutatifs :

(3:2:4:1)

h(X) w

Im((id

X

; f))

u

h(g)

Im(f)

u

�

h(X

0

) w

Im((id

X

0

; f

0

))

Im(f

0

)

(3:2:4:2)

h(X) w

h(f)

u

h(g)

h(Y )

u

h(g

0

)

h(X

0

) w

h(f

0

)

h(Y

0

)

En e�et, on d�eduit imm�ediatement du lemme que le morphisme � est

�egal au morphisme Im((g ; g

0

)). Ceci r�esulte de l'�egalit�e (3.2.3.1) et du fait

que Im((id

X

; f)) est un �epimorphisme de D

^

.
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Pour d�emontrer le lemme (3.2.4), remarquons que le morphisme :

h(X

0

)

Im((id

X

0
;f

0

))

���������! Im(f

0

)

est un �epimorphisme de D

^

. Les foncteurs repr�esentables �etant des objets

projectifs de D

^

, il existe un morphisme g : X �! X

0

tel que le diagramme

(3.2.4.1) soit commutatif.

Passons maintenant �a la construction du morphisme g

0

: Y �! Y

0

.

Il r�esulte des axiomes TRI et TRII des cat�egories triangul�ees qu'il existe

deux triangles distingu�es de la forme (Z;X; Y; u; f; v) et (Z

0

; X

0

; Y

0

; u

0

; f

0

; v

0

) .

Comme pour tout objet W de D, le foncteur Hom

D

(W; � ) est un foncteur

cohomologique (1.2.1), les suites :

h(Z)

h(u)

����! h(X)

Im((id

X

;f))

���������! Im(f) �! 0

h(Z

0

)

h(u

0

)

����! h(X

0

)

Im((id

X

0
;f

0

))

���������! Im(f

0

) �! 0

sont exactes. Comme h(Z) est un objet projectif de D

^

, il existe un mor-

phisme g

00

: Z �! Z

0

tel que le diagramme :

h(Z) w

h(u)

u

h(g

00

)

h(X)

u

h(g)

h(Z

0

) w

h(u

0

)

h(X

0

)

soit commutatif. Il r�esulte alors de l'axiome TRIII qu'il existe un morphisme

g

0

tel que (g

00

; g; g

0

) soit un morphisme de triangle. En particulier, le dia-

gramme (3.2.4.2) est commutatif. Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme

(3.2.4) et de la proposition (3.2.3).

Proposition 3.2.5. Soient V et V

0

deux objets admissibles de D

^

et

� : V �! V

0

un morphisme de D

^

. Le noyau de � dans D

^

(resp. le conoyau

de � dans D

^

) est un objet admissible de D

^

.

D'apr�es (3.2.3), on peut supposer que V = Im(f) et V

0

= Im(f

0

) et

que � est le morphisme induit sur les images des morphismes h(f) et h(f

0

)

par un diagramme commutatif :

h(X) w

h(f)

u

h(g)

h(Y )

u

h(g

0

)

h(X

0

) w

h(f

0

)

h(Y

0

)
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Soit alors (Z;X; Y

0

; u; f

0

g; v) un triangle distingu�e de D. Le diagramme :

h(Z) w

h(fu)

u

h(u)

h(Y )

u

id

h(Y )

h(X) w

h(f)

u

h(g)

h(Y )

u

h(g

0

)

h(X

0

) w

h(f

0

)

h(Y

0

)

fournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, un diagramme :

(3:2:5:1) Im(fu)

�

�! V

�

�! V

0

:

Montrons que le morphisme Im(fu)

�

�! V est le noyau de � . Tout d'abord,

il est clair que � est un monomorphisme : en e�et, Im(fu) et V sont des

sous-objets de h(Y ). Ensuite, le compos�e �� est nul : en e�et, le morphisme

canonique h(Z) �! Im(fu) est un �epimorphisme ; le morphisme canonique

V

0

�! h(Y

0

) est un monomorphisme, et le compos�e h(f

0

gu) est l'image

par h du compos�e de deux morphismes cons�ecutifs d'un triangle distingu�e ;

ce morphisme est donc nul (1.2.2). Il reste �a montrer que la suite (3.2.5.1)

est exacte en V . Soit W un objet de D. Un morphisme � de h(W ) dans V

provient toujours d'un morphisme de h(W ) dans h(X) ( h(W ) est projectif

dans D

^

), i.e. d'un morphisme m : W �! X . Ce morphisme compos�e avec �

est nul si et seulement si f

0

gm = 0 (V

0

est un sous-objet de h(Y

0

) ). Par suite

(1.2.1), il existe un morphisme n : W �! Z tel que un = m . Le morphisme

� se factorise donc par Im(fu) .

Montrons maintenant que le conoyau de � dans D

^

est un objet ad-

missible de D

^

. Soit (X; Y

0

; Z

0

; g

0

f; u

0

; v

0

) un triangle distingu�e de D. Le

diagramme :

h(X) w

h(f)

u

h(g)

h(Y )

u

h(g

0

)

h(X

0

) w

h(f

0

)

u

id

h(X

0

)

h(Y

0

)

u

h(u

0

)

h(X

0

) w

h(u

0

f

0

)

h(Z

0

)
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fournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, le diagramme :

(3:2:5:2) V

�

�! V

0




�! Im(u

0

f

0

) :

Tout d'abord, 
 est un �epimorphisme : en e�et, V

0

et Im(u

0

f) sont des

quotients de h(X

0

) . Ensuite, le compos�e 
� est nul : en e�et, le morphisme

canonique h(X) �! V est un �epimorphisme, le morphisme canonique :

Im(u

0

f

0

) �! h(Z

0

)

est un monomorphisme et le compos�e h(u

0

g

0

f) est le transform�e par h du

compos�e de deux morphismes cons�ecutifs d'un triangle distingu�e ; ce mor-

phisme est donc nul (1.2.2). Il reste �a montrer que la suite (3.2.5.2) est exacte

en V

0

. Pour cela, d'apr�es les propri�et�es des suites exactes dans D

^

, il su�t

de montrer que pour tout objet W de D, la suite de groupes commutatifs :

Hom

D

^

�

h(W ); V

�

�! Hom

D

^

�

h(W ); V

0

�

�! Hom

D

^

�

h(W ); Im(u

0

f

0

)

�

est exacte. Soit donc � un morphisme de h(W ) dans V

0

. Ce morphisme �

compos�e avec le morphisme canonique de V

0

dans h(Y

0

) fournit un mor-

phisme de h(W ) dans h(Y

0

) , i.e. un morphisme m : W �! Y

0

. Le compos�e


� est nul si et seulement si u

0

m = 0 ( Im(u

0

f

0

) est un sous-objet de h(Z

0

) ).

Il existe donc (1.2.1) un morphisme n : W �! X tel que g

0

fn = m . D'o�u,

en composant avec le morphisme canonique h(X) �! V , un morphisme

�

0

: h(W ) �! V . Comme V

0

est un sous-objet de h(Y

0

) , on a ��

0

= � . Ceci

ach�eve la d�emonstration de la proposition (3.2.5).

3.2.6. Il r�esulte de la proposition (3.2.3) que la cat�egorie A(D) est �equiva-

lente �a la sous-cat�egorie pleine des objets admissibles de D

^

. Il r�esulte de

la proposition (3.2.5) que la sous-cat�egorie pleine des objets admissibles de

D

^

est une sous-cat�egorie ab�elienne de D

^

. La cat�egorie A(D) est par suite

ab�elienne.

Proposition 3.2.7. Toute suite exacte de A(D) :

0 �! V

1

�! V

2

�! V

3

est isomorphe �a une suite de A(D) d�etermin�ee par un diagramme commutatif

de D :

0 w

u

X

1

w

u

1

u

f

1

X

2

w

u

2

u

f

2

X

3

u

f

3

0 w Y

1

w

id

Y

1

Y

2

= Y

1

w Y

3

(X

i

f

i

�! Y

i

) ' V

i

1 � i � 3
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tel que le diagramme :

X

1

u

1

����! X

2

f

3

u

2

����! Y

3

puisse s'ins�erer dans un triangle distingu�e (X

1

; X

2

; Y

3

; u

1

; f

3

u

2

; u

3

) .

Ceci r�esulte imm�ediatement de la d�emonstration de la proposition (3.2.5).

3.2.8. D�emonstration des assertions a) et b) du th�eor�eme 3.2.1.

Nous avons d�ej�a montr�e (3.2.6) que la cat�egorie A(D) est ab�elienne. Soit

F : D �! D

0

un foncteur exact. Il r�esulte imm�ediatement de la proposition

(3.2.7) que le foncteur A(F ) est exact �a gauche. Par ailleurs, il est clair d'apr�es

la construction de la cat�egorie A(D) , que la cat�egorie A(D

�

)

�

est canonique-

ment isomorphe �a la cat�egorie A(D) et que le foncteur A(F

�

)

�

est canonique-

ment isomorphe au foncteur A(F ) . Le foncteur F

�

�etant exact (1.1.7), on en

d�eduit que A(F

�

) est un foncteur exact �a gauche et, par suite, que le foncteur

A(F ) est aussi exact �a droite, donc exact. Les objets admissibles de D

^

sont

isomorphes �a des sous-objets et des objets quotients de foncteurs repr�esen-

tables. Par suite (3.2.3), tout objet de A(D) est isomorphe �a un sous-objet

et �a un objet quotient d'un objet de D. Les foncteurs repr�esentables sont

des objets projectifs dans D

^

. Ils sont donc (3.2.5) projectifs dans la sous-

cat�egorie pleine des objets admissibles de D

^

. Par suite (3.2.3), les objets de

D sont des projectifs de A(D) . On en d�eduit que les objets de D

�

sont des

objets projectifs de A(D

�

) et par suite, en passant aux cat�egories oppos�ees,

que les objets de D sont des objets injectifs de A(D) . La d�emonstration en

forme du fait que A

D;D

0

est pleinement �d�ele peut être sans danger laiss�ee

au lecteur : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement d�etermin�e

lorsqu'on connait ses valeurs sur su�samment d'objets projectifs.

3.2.9. Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 3.2.1. Montrons d'abord

que le foncteur H : D �! A(D) est un foncteur cohomologique. Soit :

(X; Y; Z; f; g; h)

un triangle distingu�e de D. Il faut d�emontrer que la suite :

H(X)

H(f)

����! H(Y )

H(g)

����! H(Z)

est exacte. Pour cela ((3.2.3) et (3.2.5)), il su�t de montrer que la suite :

(3:2:9:1) h(X)

h(f)

����! h(Y )

h(g)

����! h(Z)
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est exacte dans D

^

. La suite (3.2.9.1) est exacte si et seulement si pour tout

objet W de D, la suite :

Hom

D

^

�

h(W ); h(X)

�

�! Hom

D

^

�

h(W ); h(Y )

�

�! Hom

D

^

�

h(W ); h(Z)

�

est exacte. Or ceci r�esulte de ce que h est pleinement �d�ele et de (1.2.1).

Soit alors A une cat�egorie ab�elienne et :

Ex(A(D);A) �! Hom(D;A)

le foncteur \composition avec H ". Il est clair que ce foncteur est pleine-

ment �d�ele : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement d�etermin�e

lorsqu'on connait ses valeurs sur su�samment d'objets projectifs. Il reste

�a d�emontrer que tout foncteur cohomologique 	 : D �! A se factorise �a

travers A(D) :

(3:2:9:2)

D w

H

4

4

4

4

46

	

A(D)

u

�

A ;

le foncteur � �etant exact. Pour tout objet X

f

�! Y de A(D) posons :

�

�

X

f

�! Y

�

= Image dans A de 	(X)

	(f)

�! 	(Y ) (*) .

On d�etermine ainsi un foncteur de A(D) dansA tel que le diagramme (3.2.9.2)

soit commutatif. Montrons que � est un foncteur exact. Il r�esulte imm�ediate-

ment de (3.2.7) que � est exact �a gauche. En passant aux cat�egories oppos�ees,

on montre de même que � est exact �a droite. Ceci ach�eve la d�emonstration

du th�eor�eme (3.2.1).

Remarque 3.2.10. 1) La propri�et�e universelle d�ecrite dans le th�eor�eme

(3.2.1, c)) d�etermine la cat�egorie A(D) �a �equivalence pr�es.

2) Lorsque dans D les sommes d�enombrables ou bien les produits d�enom-

brables sont repr�esentables, tous les objets projectifs (resp. injectifs) de A(D)

sont isomorphes �a des objets de D. En e�et, un tel objet est facteur direct

dans A(D) d'un objet de D. Il est donc noyau d'un projecteur d'un objet de

D. Or sous les hypoth�eses faites, les projecteurs sont d�ecomposables dans D

(1.2.9).

(�)

On remarquera que la construction du foncteur � fait intervenir le choix d'un foncteur

\image" dans A . Ce choix est bien entendu unique �a isomorphisme unique pr�es. On peut tou-

jours imposer, ce que nous ferons d�esormais, que le foncteur \image" associe �a tout morphisme

identique id

T

dans A , l'objet T muni du morphisme T

id

T

�!T .
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4. Objets spectraux.

Nous reprenons, pour l'adapter aux cat�egories triangul�ees, l'exposition

des suites spectrales de [1], chap. XV, x7.

4.1. D�e�nition des objets spectraux.

4.1.1. Soit J une cat�egorie et, pour tout n 2 N, soit F`

n

(J ) la cat�egorie des

suites de n morphismes composables de J (chap. I, 3.3.6). Nous utiliserons

trois foncteurs not�es s

i

: F`

2

(J ) �! F`

1

(J ), 1 � i � 3 :

(4:1:1:1)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

f

�!

g

�! 2 Ob F`

2

(J ) ;

s

1

�

f

�!

g

�!

�

=

f

�! ;

s

2

�

f

�!

g

�!

�

=

gf

�! ;

s

3

�

f

�!

g

�!

�

=

g

�! ;

et deux morphismes de foncteurs :

(4:1:1:2)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

u

1

: s

1

�! s

2

d�e�ni par :

u

1

�

f

�!

g

�!

�

= id

f

��!

?

y

?

y

��!

gf

g ;

u

2

: s

2

�! s

3

d�e�ni par :

u

2

�

f

�!

g

�!

�

= f

gf

��!

?

y

?

y

��!

g

id :

4.1.2. Soient D une cat�egorie triangul�ee et J une cat�egorie. Un objet spectral

de type J �a valeurs dans D est un objet constitu�e par deux foncteurs :

a) Un foncteur X : F`

1

(J ) �! D :

�

f

�!

�

7�! X

f

:
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b) Un foncteur de F`

2

(J ) dans la cat�egorie des triangles distingu�es de D de

la forme :

!

2

=

�

f

�!

g

�!

�

7�! X

f

X�u

1

(!

2

)

������! X

gf

X�u

2

(!

2

)

������! X

g

�(!

2

)

����! X

f

[1] :

Pour d�esigner les objets spectraux de type J , nous utiliserons la notation

�

X

f

; f 2 ObF`

1

(J ); �(!

2

); !

2

2 ObF`

2

(J )

�

, ou plus simplement (X

f

; �)

quand aucune confusion n'en r�esulte.

4.1.3. Soient C une cat�egorie additive et F : J �! comp(C) un foncteur.

On a montr�e au chapitre I, (3.3.6) comment associer �a F un objet spectral

de type J �a valeurs dans K(C). L'objet spectral d�ecrit au chapitre I, (3.3.6)

est appel�e l'objet spectral associ�e au foncteur F .

4.1.4. Soient A une cat�egorie ab�elienne et J une cat�egorie. Un objet spectral

de type J �a valeurs dans A est constitu�e par :

a) Une suite de foncteurs H

n

: F`

1

(J ) �! A , n 2 Z .

b) La donn�ee pour tout objet !

2

=

f

�!

g

�! de F`

2

(J ) et tout entier n ,

d'un morphisme �

n

(!

2

) : H

n

(g) �! H

n+1

(f) , fonctoriel en !

2

, tel que le

diagramme :

� � � �! H

n

(f)

H

n

�u

1

(!

2

)

������! H

n

(gf)

H

n

�u

2

(!

2

)

������! H

n

(g)

�

n

(!

2

)

����! H

n+1

(f) �! � � �

soit une suite exacte illimit�ee de A .

Nous utiliserons la notation :

�

H

n

(f); f 2 ObF`

1

(J ); �

n

(!

2

); !

2

2 ObF`

2

(J )

�

pour d�esigner les objets spectraux de type J , ou plus simplement (H

n

(f); �)

quand aucune confusion n'en r�esulte.

4.1.5. Soit F : D �! D

0

un foncteur exact entre deux cat�egories triangul�ees.

Soit (X

f

; �) un objet spectral de type J �a valeurs dans D. Le couple des

foncteurs (FX

f

; F�) est un objet spectral de type J �a valeurs dans D

0

. De

même, un foncteur cohomologique H : D �! A d'une cat�egorie triangul�ee

dans une cat�egorie ab�elienne transforme les objets spectraux �a valeurs dans

D en objets spectraux �a valeurs dans A .

4.1.6. Soient D une cat�egorie triangul�ee et (X

f

; �) , (Y

f

; �

0

) deux objets

spectraux de type J �a valeurs dans D. Un morphisme d'objets spectraux est

un morphisme de foncteurs :

m

f

: X

f

�! Y

f

; f 2 ObF`

1

(J ) ;
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tel que pour tout objet !

2

=

f

�!

g

�! de F`

2

(J ) , le diagramme ci-apr�es soit

commutatif :

X

g

w

�(!

2

)

u

m

g

X

f

[1]

u

m

f

[1]

Y

g

w

�

0

(!

2

)

Y

f

[1] :

Soient A une cat�egorie ab�elienne et (H

n

(f); �) , (H

0n

(f); �

0

) deux objets

spectraux de type J �a valeurs dans A . Un morphisme d'objets spectraux est

une suite de morphismes de foncteurs :

m

n

(f) : H

n

(f) �! H

0n

(f) ; f 2 ObF`

1

(J ) ; n 2 Z ;

telle que pour tout objet !

2

=

f

�!

g

�! de F`

2

(J ) et tout entier n , le

diagramme ci-apr�es soit commutatif :

H

n

(g) w

�

n

(!

2

)

u

m

n

(g)

H

n+1

(f)

u

m

n+1

(f)

H

0

n

(g) w

�

0

n

(!

2

)

H

0

n+1

(f) :

Les objets spectraux de type J �a valeurs dans D (resp. A) forment une

cat�egorie.

4.2. M�ecanisme des suites spectrales.

4.2.1. Soient A une cat�egorie ab�elienne et (H

n

(f); �) un objet spectral de

type J . Pour tout objet !

2

=

f

�!

g

�! de F`

2

(J ) , posons :

(4:2:1:1)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

B

�

n

!

2

�

= B

�

n

f; g

�

= Im

�

H

n�1

(g)

�

n�1

(!

2

)

������! H

n

(f)

�

'Ker

�

H

n

(f)

H

n

�u

1

(!

2

)

������! H

n

(gf)

�

;

Z

�

n

!

2

�

= Z

�

n

f; g

�

=Ker

�

H

n

(g)

�

n

(!

2

)

�����! H

n+1

(f)

�

' Im

�

H

n

(gf)

H

n

�u

2

(!

2

)

�������! H

n

(g)

�

:
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On a ainsi d�e�ni deux foncteurs de F`

2

(J ) dans A . On a par d�e�nition

des inclusions :

B

�

n

f; g

�

� H

n

(f) ; Z

�

n

f; g

�

� H

n

(g) :

Soit !

3

=

f

�!

g

�!

h

�! un objet de F`

3

(J ) .

Proposition 4.2.2. On a les inclusions :

B

�

n

g; h

�

� Z

�

n

f; g

�

� H

n

(g) :

La deuxi�eme inclusion est mise pour m�emoire. Pour d�emontrer la pre-

mi�ere inclusion, il su�t de montrer que le compos�e des deux morphismes de

la suite :

H

n�1

(h)

�

1

�! H

n

(g)

�

2

�! H

n+1

(f)

est nul. Or l'objet

g

�!

h

�! de F`

2

(J ) fournit la suite exacte :

H

n�1

(h)

�

1

�! H

n

(g)

u

�! H

n

(hg) ;

et le morphisme de F`

2

(J ) :

f

��!

g

��!

id

?

y

id

?

y

?

y

h

f

��!

hg

��!

fournit le diagramme commutatif :

H

n

(g) w

�

2

u

u

H

n+1

(f)

H

n

(hg)

N

N

N

N

N

NP

�

3

:

D'o�u la proposition.
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4.2.3. Posons alors :

(4:2:3:1) E

�

n

!

3

�

= E

�

n

f; g; h

�

= Z

�

n

f; g

� �

B

�

n

g; h

�

:

On a ainsi d�e�ni un foncteur de F`

3

(J ) dans A .

Soit maintenant !

3

=

f

2

�!

f

3

�!

f

4

�! un objet de F`

3

(J ) . L'objet

f

3

�!

f

4

�!

de F`

2

(J ) fournit la suite exacte :

H

n

(f

3

)

u

�! H

n

(f

4

f

3

) �! H

n

(f

4

)

�

�! H

n+1

(f

3

) :

De plus, le morphisme dans F`

2

(J ) :

f

2

��!

f

3

��!

id

?

y

id

?

y

?

y

f

4

��!

f

2

��!

f

4

f

3

fournit le diagramme commutatif :

H

n

(f

4

f

3

) w

�

H

n+1

(f

2

)

H

n

(f

3

)

N

N

N

N

N

NP

�

u

u

:

Par suite, le diagramme :

H

n

(f

4

f

3

) w

�

�

�

�

��

�

H

n

(f

4

) w

�

H

n+1

(f

3

)

H

n

(f

3

) w

�

u

u

H

n+1

(f

2

)

d�e�nit un morphisme :

	

n

(!

3

) : Z

�

n

f

3

; f

4

�

�! H

n+1

(f

2

)

.

B

�

n+ 1

f

2

; f

3

�

:
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On v�eri�e que :

Ker (	

n

(!

3

)) = Z

�

n

f

3

f

2

; f

4

�

;

Im (	

n

(!

3

)) = B

�

n + 1

f

2

; f

4

f

3

� �

B

�

n + 1

f

2

; f

3

�

:

Le morphisme 	

n

(!

3

) d�e�nit par suite un isomorphisme :

�

n

(!

3

) : Z

�

n

f

3

; f

4

� �

Z

�

n

f

3

f

2

; f

4

�

�

�! B

�

n + 1

f

2

; f

4

f

3

� �

B

�

n+ 1

f

2

; f

3

�

:

Soit alors !

5

=

f

1

�!

f

2

�!

f

3

�!

f

4

�!

f

5

�! un objet de F`

5

(J ) . Les mor-

phismes canoniques :

E

�

n

f

3

; f

4

; f

5

�

�! Z

�

n

f

3

; f

4

� �

Z

�

n

f

3

f

2

; f

4

�

�! 0 ;

0 �! B

�

n + 1

f

2

; f

4

f

3

� �

B

�

n+ 1

f

2

; f

3

�

�! E

�

n+ 1

f

1

; f

2

; f

3

�

;

compos�es avec l'isomorphisme �

n

(f

2

; f

3

; f

4

) , d�e�nissent un morphisme :

(4:2:3:2)

d

n

(!

5

) = d

n

(f

1

; f

2

; f

3

; f

4

; f

5

) : E

�

n

f

3

; f

4

; f

5

�

�! E

�

n+ 1

f

1

; f

2

; f

3

�

:

On a :

(4:2:3:3)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Im (d

n

(!

5

)) = B

�

n+ 1

f

2

; f

4

f

3

� �

B

�

n+ 1

f

2

; f

3

�

;

Ker (d

n

(!

5

)) = Z

�

n

f

3

f

2

; f

4

� �

B

�

n

f

4

; f

5

�

:

Le morphisme d

n

(!

5

) d�epend fonctoriellement, en un sens �evident, de !

5

.

Proposition 4.2.4. Soit !

7

=

f

1

�!

f

2

�!

f

3

�!

f

4

�!

f

5

�!

f

6

�!

f

7

�! un objet de

F`

7

(J ) . Posons :

d

1

= d

n�1

(f

3

; f

4

; f

5

; f

6

; f

7

) ;

d

2

= d

n

(f

1

; f

2

; f

3

; f

4

; f

5

) :
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Le compos�e des morphismes :

E

�

n� 1

f

5

; f

6

; f

7

�

d

1

�! E

�

n

f

3

; f

4

; f

5

�

d

2

�! E

�

n+ 1

f

1

; f

2

; f

3

�

est nul. On a un isomorphisme canonique :

(4:2:4:1) Ker(d

2

)= Im(d

1

) ' E

�

n

f

3

f

2

; f

4

; f

6

f

5

�

:

R�esulte imm�ediatement de (4.2.3.3) et (4.2.3.1).

4.2.5. Les morphismes d

n

(!

5

) , !

5

2 ObF`

5

(J ) , sont appel�es les di��eren-

tielles (relatives �a l'objet spectral consid�er�e). La famille des foncteurs (4.2.3.1)

!

3

7! E

h

n

!

3

i

, !

3

2 ObF`

3

(J ) , munis des di��erentielles (4.2.3.2) d

n

(!

5

) ,

!

5

2 ObF`

5

(J ) , est appel�ee la famille spectrale associ�ee �a l'objet spectral

(H

n

(f); �) .

4.2.6. Soit !

4

=

f

1

�!

f

2

�!

f

3

�!

f

4

�! un objet de F`

4

(J ) . On en d�eduit un

diagramme dans F`

3

(J ) :

w

id

u

f

1

w

id

u

f

1

w

id

u

f

1

w

f

1

u

f

2

f

1

u

f

2

w

id

u

f

2

w

id

u

f

2

w

f

2

u

f

3

f

2

w

id

u

f

3

u

f

3

w

id

u

f

3

w

f

3

u

f

4

f

3

w

id

u

f

4

w

id

u

f

4

u

f

4

w

f

4

w

id

w

id

w

id

:

D'o�u, en appliquant le foncteur E

h

n

!

3

i

, trois suites exactes de A :

0! B

�

n

f

2

; f

4

f

3

� �

B

�

n

f

2

; f

3

�

�! E

�

n

f

1

; f

2

; f

3

�

�! E

�

n

f

1

; f

2

; f

4

f

3

�

! 0 ;

0 �! E

�

n

f

1

; f

2

; f

4

f

3

�

�! E

�

n

f

1

; f

3

f

2

; f

4

�

�! E

�

n

f

2

f

1

; f

3

; f

4

�

�! 0 ;
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0! E

�

n

f

2

f

1

; f

3

; f

4

�

�! E

�

n

f

2

; f

3

; f

4

�

�! Z

�

n

f

2

; f

3

� �

Z

�

n

f

2

f

1

; f

3

�

! 0 :

Soit alors f

i

, i 2 Z , une suite illimit�ee de morphismes composables de J .

On d�eduit de ce qui pr�ec�ede et de la d�e�nition des di��erentielles, une suite

exacte illimit�ee :

� � � ! E

h

n�1

f

i+3

;f

i+4

;f

i+5

i

d

n�1

���! E

h

n

f

i+1

;f

i+2

;f

i+3

i

! E

h

n

f

i+1

;f

i+3

f

i+2

;f

i+4

i

!

�! E

h

n

f

i+2

;f

i+3

;f

i+4

i

d

n

�! E

h

n+1

f

i

;f

i+1

;f

i+2

i

�! � � � :

Le lecteur curieux �elucidera les rapports de cette suite exacte avec la suite

exacte �a 5 termes de bas degr�e des suites spectrales classiques.

4.2.7. Tout diagramme commutatif de A :

Y

u

'

N

N

N

NP

 

X

0

w

'

0











�

X w

�

X

00

;

dans lequel la ligne est exacte, d�e�nit par l'interm�ediaire de � un isomor-

phisme ([1] p.316, Lemme 1.1) :

Im(')= Im('

0

) ' Im( ) :

Soit !

3

=

f

1

�!

f

2

�!

f

3

�! un objet de F`

3

(J ) . En appliquant la remarque

pr�ec�edente au diagramme :

H

n

(f

2

f

1

)

u

N

N

N

NP

H

n�1

(f

3

) w

�

[

[

[

[

[]

�

H

n

(f

2

) w H

n

(f

3

f

2

) ;

on obtient un isomorphisme :

(4:2:7:1) E

�

n

f

1

; f

2

; f

3

�

�

�! Im

�

H

n

(f

2

f

1

) �! H

n

(f

3

f

2

)

�

:
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En appliquant la même remarque au diagramme :

H

n

(f

2

f

1

)

u

4

4

4

46

H

n

(f

1

) w

N

N

N

N

NP

H

n

(f

3

f

2

f

1

) w H

n

(f

3

f

2

) ;

on obtient un isomorphisme :

(4:2:7:2)

E

�

n

f

1

; f

2

; f

3

�

�

�! Im

�

H

n

(f

2

f

1

)! H

n

(f

3

f

2

f

1

)

� �

Im

�

H

n

(f

1

)! H

n

(f

3

f

2

f

1

)

�

:

4.3. Les termes E

h

n

�1;p;q;+1

i

.

4.3.1. Soit

e

Z l'ensemble ordonn�e Z compl�et�e par un �el�ement initial �1

et un �el�ement �nal +1 . Par abus de notation, nous d�esignerons �egalement

par

e

Z la cat�egorie associ�ee �a l'ensemble ordonn�e

e

Z . Un morphisme de

e

Z est

donc un couple p � q , o�u p et q sont des �el�ements de

e

Z . Une suite ordonn�ee

p

1

� p

2

� � � � � p

n

d�e�nit un objet de F`

n�1

(

e

Z) not�e (p

1

; p

2

; . . . ; p

n

) . Un

morphisme de

e

Z est dit �ni si sa source et son but appartiennent �a Z . Un

objet F`

n

(

e

Z) est dit �ni si les morphismes qui le composent sont �nis.

4.3.2. Nous n'utiliserons dans ce travail que les objets spectraux de type

e

Z ,

qui seront appel�es dor�enavant objets spectraux. On retrouve ainsi la notion

du chapitre XV, x7 de [1]. Soit

�

H

n

(p; q) ; � ; p � q 2

e

Z

�

un objet spectral �a

valeurs dans une cat�egorie ab�elienne A . Posons :

(4:3:2:1) F

p

H

n

(�1;+1) = Im

�

H

n

(�1; p) �! H

n

(�1;+1)

�

:

On a F

+1

H

n

(�1;+1) = H

n

(�1;+1) et F

�1

H

n

(�1;+1) = 0 . Les

F

p

H

n

(�1;+1) forment une �ltration croissante de type

e

Z deH

n

(�1;+1).

De plus, pour tout couple p � q on a un isomorphisme (4.2.7.2) :

E

�

n

�1; p; q;+1

�

' F

q

H

n

(�1;+1)

�

F

p

H

n

(�1;+1) :
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4.3.3. On s'int�eresse plus particuli�erement aux termes E

h

n

p�r+1;p;p+1;p+r

i

,

p 2 Z , r 2 Z , r > 0 , car ceux-ci permettront, sous des hypoth�eses conve-

nables, de d�eterminer le gradu�e associ�e �a H

n

(�1;+1) . Pour nous ramener

aux notations de loc. cit., nous poserons :

(4:3:3:1)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

E

h

n

p�r;p�1;p;p+r�1

i

= I

�p;n+p

r

;

i.e. :

I

p;q

r

= E

h

p+q

�p�r;�p�1;�p;�p+r�1

i

; p; q 2 Z ; 1 � r � +1 :

Les di��erentielles correspondantes seront not�ees :

d

r

: I

p;q

r

�! I

p+r;q�r+1

r

:

Il nous arrivera tr�es souvent d'utiliser la notation :

(4:3:3:2)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

E

h

n

p�r+1;p;p+1;p+r

i

= II

n�p;p

r+1

;

i.e. :

II

p;q

r

= E

h

p+q

q�r+2;q;q+1;q+r�1

i

; p; q 2 Z ; 2 � r � +1 :

Les di��erentielles correspondantes seront not�ees :

d

r

: II

p;q

r

�! II

p+r;q�r+1

r

:

Nous pr�eciserons dans chaque cas la notation utilis�ee. Remarquons que lors-

qu'on utilise la notation (4.3.3.1), les termes I

p;q

r

sont d�e�nis pour r � 1 , alors

que lorsqu'on utilise la notation (4.3.3.2), les termes II

p;q

r

ne sont d�e�nis que

pour r � 2 .

L'ensemble des termes E

h

n

p�r+1;p;p+1;p+r

i

, n; p 2 Z , 1 � r � +1 ,

munis des di��erentielles correspondantes, est appel�e la suite spectrale associ�ee

�a l'objet spectral (H

n

(p; q); �(p; q; r)).
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4.4. Convergence.

4.4.1. Pour une �etude d�etaill�ee de la convergence des suites spectrales, nous

renvoyons �a loc. cit. Nous n'utiliserons que le crit�ere suivant :

D�e�nition 4.4.2. On dit qu'un objet spectral (H

n

(p; q); �) �a valeurs dans

une cat�egorie ab�elienne A est stationnaire, si pour tout entier n , il existe

deux entiers u(n) , v(n) 2 Z tels que :

H

n

(p; q) = 0 ; u(n) � p � q � +1 ;

H

n

(p; q) = 0 ; �1 � p � q � v(n) :

Th�eor�eme 4.4.3. Soit (H

n

(p; q); �) un objet spectral stationnaire.

a) Pour tout n , la �ltration F

p

H

n

(�1;+1) , p 2

e

Z , est stationnaire, i.e. il

existe deux entiers n

1

� n

2

2 Z tels que :

F

n

1

H

n

(�1;+1) = 0 et F

n

2

H

n

(�1;+1) = H

n

(�1;+1) :

b) Les di��erentielles partant de (resp. aboutissant �a) E

h

n

r;p;q;s

i

sont nulles

si r � v(n+ 1) (resp. u(n� 1) � s ), et de plus :

c) Pour tout n et tout couple p � q , les objets E

h

n

r;p;q;s

i

tels que :

�1 � r � v(n+ 1) et u(n� 1) � s � +1

sont canoniquement isomorphes.

Ce th�eor�eme r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions.

Un objet spectral stationnaire fournit une suite spectrale fortement con-

vergente au sens de loc. cit. Nous dirons qu'une suite spectrale associ�ee �a un

objet spectral est stationnaire, ou encore, abusivement, convergente, lorsque

cet objet spectral est stationnaire. En utilisant l'une ou l'autre des notations

de (4.3.3), nous �ecrirons :

I

p;q

r

) H

p+q

(�1;+1)

II

p;q

r

) H

p+q

(�1;+1)

pour indiquer qu'une suite spectrale converge. L'ensemble des termes

H

p+q

(�1;+1) sera alors appel�e l'aboutissement de la suite spectrale.
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4.4.4. Soient (H

n

(p; q); �) , (H

0n

(p; q); �

0

) deux objets spectraux �a valeurs

dans A et m

n

(p; q) = H

n

(p; q) �! H

0n

(p; q) un morphisme d'objets spec-

traux. Un tel morphisme induit un morphisme des familles spectrales cor-

respondantes, i.e. une famille de morphismes :

m

�

n

p; q; r; s

�

: E

�

n

p; q; r; s

�

�! E

0

�

n

p; q; r; s

�

qui commutent aux di��erentielles. En particulier, le morphismem(p; q) induit

un morphisme des suites spectrales correspondantes :

m

p;q

r

: E

p;q

r

�! E

0

p;q

r

:

(On pose ici E

p;q

r

= I

p;q

r

ou bien E

p;q

r

= II

p;q

r

en prenant l'une ou l'autre des

notations de (4.3.3)).

Proposition 4.4.5. On suppose que les objets spectraux :

(H

n

(p; q); �) et (H

0n

(p; q); �

0

)

sont stationnaires et que pour un entier r convenable, le morphisme :

m

p;q

r

: E

p;q

r

�! E

0

p;q

r

est un isomorphisme pour tout couple p; q . Alors pour tout r

0

� r , le mor-

phisme :

m

p;q

r

0

: E

p;q

r

0

�! E

0

p;q

r

0

est un isomorphisme. Le morphisme :

m

n

(�1;+1) : H

n

(�1;+1) �! H

0n

(�1;+1)

est un isomorphisme d'objets �ltr�es.

En e�et, les m

p;q

r

d�e�nissent un isomorphisme entre les objets di��eren-

tiels gradu�es (E

p;q

r

; d

r

) et

�

E

0

p;q

r

; d

r

�

. Ils induisent donc un isomorphisme

sur les objets de cohomologie E

p;q

r+1

et E

0

p;q

r+1

, d'o�u la premi�ere assertion par

r�ecurrence sur r

0

. Les objets spectraux �etant stationnaires, le morphisme :

m

p;q

1

: E

p;q

1

�! E

0

p;q

1

est un isomorphisme. Les E

p;q

1

(resp. E

0

p;q

1

) sont les gradu�es associ�es aux

objets �ltr�es H

n

(�1;+1) (resp. H

0n

(�1;+1) ). Comme les �ltrations de

ces objets sont stationnaires, on en d�eduit que :

m

n

(�1;+1) : H

n

(�1;+1) �! H

0n

(�1;+1)

est un isomorphisme d'objets �ltr�es.
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Chapitre III

Les cat�egories d�eriv�ees.

1. D�e�nitions des cat�egories d�eriv�ees.

Dans ce paragraphe, A d�esigne, sauf mention du contraire, une cat�egorie

ab�elienne.

1.1. Notations et terminologie.

1.1.1. Soit A une cat�egorie additive (non n�ecessairement ab�elienne). On

d�esigne par comp

b

(A) (resp. comp

+

(A) , resp. comp

�

(A) ) la sous-cat�egorie

pleine de comp(A) d�e�nie par les complexes X tels que X

i

= 0 , pour jij assez

grand (resp. i assez petit, resp. i assez grand). On d�esigne par K

b

(A) (resp.

K

+

(A) , resp. K

�

(A) ) la sous-cat�egorie pleine de K(A) d�e�nie par les objets

de comp

b

(A) (resp. comp

+

(A) , resp. comp

�

(A) ).

1.1.2. Soient maintenant A une cat�egorie (ab�elienne) et � l'un des signes

typographiques : b ; + ; � , \vide". On d�esigne par comp

�;b

(A) (resp.

comp

�;+

(A) , resp. comp

�;�

(A) ) la sous-cat�egorie pleine de comp

�

(A) d�e�nie

par les complexes X objets de comp

�

(A) tels que H

i

(X) = 0 , pour jij grand

(resp. pour i petit, resp. pour i grand). De même, on d�esigne par K

�;b

(A)

(resp. K

�;+

(A) , resp. K

�;�

(A) ) la sous-cat�egorie pleine de K

�

(A) d�e�nie par

les complexes X objets de K

�

(A) tels que H

i

(X) = 0 , pour jij grand (resp. i

petit, resp. i grand). On introduit ainsi huit sous-cat�egories de K(A) :

(1:1:2:1)

K

+

(A)

c[

[[]

K

+;b

(A)

"�

��

c[

[
[]

K

;+

(A)

c[

[
[]

K

b

(A)

"�

��

c[

[[]

K

;b

(A)

"�

��

c[

[[]

K(A)

K

�;b

(A)

"�

��

c[

[[]

K

;�

(A)

"�

��

K

�

(A)

"�

��



J.-L. Verdier

Il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des triangles distingu�es dans

K(A) (chap. I, 3.3.1) et des propri�et�es du foncteur cohomologique canonique

H : K(A) �! A que les cat�egories K

�;�

0

(A) � K(A) sont des sous-cat�egories

triangul�ees (chap. II, 2.1.5) pleines (strictement si � = \vide") et satur�ees

(chap. II, 2.1.6) de K(A) .

1.1.3. Un complexe X de A est dit acyclique si pour tout entier i ,H

i

(X) = 0 .

On d�esigne par Ac

�

(A) la sous-cat�egorie pleine de K

�

(A) d�e�nie par les com-

plexes acycliques qui sont des objets de K

�

(A) . Un morphisme X

u

�! Y

de K(A) (resp. de comp(A) ) est appel�e un quasi-isomorphisme si pour tout

entier i , le morphisme H

i

(X)

H

i

(u)

�! H

i

(Y ) est un isomorphisme. On d�esigne

par Qis

�

(A) (ou par Qis

�

lorsqu'aucune confusion n'en r�esulte) l'ensemble

des quasi-isomorphismes de K

�

(A) . La sous-cat�egorie Ac

�

(A) de K

�

(A) est

une sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine et satur�ee de K

�

(A) . L'en-

semble Qis

�

(A) est un syst�eme multiplicatif satur�e de morphismes de K

�

(A)

(chap. II, 2.1.4). Dans un triangle distingu�e (X; Y; Z; u; v;w) de K

�

(A) , le

morphisme u est un quasi-isomorphisme si et seulement si le complexe Z est

acyclique. Autrement dit (chap. II, 2.1.15), Qis

�

(A) est le syst�eme multipli-

catif de K

�

(A) associ�e �a la sous-cat�egorie triangul�ee pleine Ac

�

(A) .

1.1.4. Soit M un ensemble d'objets de A . Un complexe de A est dit de type

M si tous ses composants sont des �el�ements deM . Un morphisme u : X �! Y

de K

�

(A) ou de comp

�

(A) est appel�e une r�esolution �a droite (resp. �a gauche)

de X (resp. Y ) de type M si u est un quasi-isomorphisme et si Y (resp.

X ) est un complexe de type M . Le plus souvent, par abus de langage et

quand le contexte ne prête �a aucune confusion, on supprime la mention \�a

droite" (resp. \�a gauche"). De même le plus souvent, par abus de langage et

quand le contexte ne prête �a aucune confusion, on d�esigne par r�esolution �a

droite (resp. �a gauche) d'un objet Y , le but (resp. la source) d'une r�esolution

�a droite (resp. �a gauche) de Y . On d�esigne par comp

�

A

(M) , ou simplement

comp

�

(M) (resp. K

�

A

(M) , ou simplement K

�

(M) ), la sous-cat�egorie pleine

de comp

�

(A) (resp. K

�

(A) ) d�e�nie par les complexes de type M .

1.1.5. Lorsque M est l'ensemble des objets projectifs (resp. injectifs) de la

cat�egorieA , les complexes dont les composants sont projectifs (resp. injectifs)

sont appel�es, conform�ement aux conventions ci-dessus, les complexes de type

projectif (resp. injectif). Le lecteur prendra soin de ne pas confondre les com-

plexes de type projectif (resp. injectif) avec les objets projectifs (resp. injec-

tifs) de la cat�egorie comp(A) . On constate ais�ement qu'un objet de comp(A)

est projectif (resp. injectif) si et seulement s'il est de type projectif (resp.

injectif) et homotope �a z�ero.
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1.2. Les sous-cat�egories remarquables des cat�egories d�eriv�ees.

Proposition 1.2.1. a) Les sous-cat�egories K

;�

(A) � K(A) sont Ac(A)-

localisantes �a droite et �a gauche (chap. II, 2.3.5).

b) Les sous-cat�egories K

+;�

(A) � K(A) sont Ac(A)-localisantes �a droite.

b)

bis

Les sous-cat�egories K

�;�

(A) � K(A) sont Ac(A)-localisantes �a gauche.

c) La sous-cat�egorie K

b

(A) � K

+

(A) est Ac

+

(A)-localisante �a gauche.

c)

bis

La sous-cat�egorie K

b

(A) � K

�

(A) est Ac

�

(A)-localisante �a droite.

d) Tout objet de K

;+

(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objet

de K

+

(A) .

d)

bis

Tout objet de K

;�

(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet de

K

�

(A) .

e) Tout objet de K

;b

(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objet

de K

+;b

(A) .

e)

bis

Tout objet de K

;b

(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet de

K

�;b

(A) .

f)Tout objet de K

+;b

(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet de K

b

(A) .

f)

bis

Tout objet de K

�;b

(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objet

de K

b

(A) .

Pour tout complexe X , on d�esigne par X(n;+1) (resp. X(�1; n) ) le

complexe :

X(n;+1) = � � � �! 0 �! 0 �! X

n

= Im

�

d

n�1

X

�

�! X

n+1

�! � � �

(resp.

X(�1; n) = � � � �! X

n�3

�! X

n�2

�! Ker

�

d

n�1

X

�

�! 0 �! 0 � � � )

et par p : X �! X(n;+1) (resp. i : X(�1; n) �! X ) le morphisme de

complexes :

p

q

= identit�e , q > n ;

p

n

= X

n

�! X

n

= Im

�

d

n�1

X

�

(morphisme canonique) ;

p

q

= 0 ; q � n� 1
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(resp.

i

q

= identit�e , q < n � 1 ;

i

n�1

= Ker

�

d

n�1

X

�

�! X

n�1

(morphisme canonique) ;

i

q

= 0 ; q � n ):

Remarquons que le morphisme p (resp. i) induit un isomorphisme sur les

objets de cohomologie en degr�e j � n (resp. j < n) et que H

j

(X(n;+1)) = 0

pour j < n (resp. H

j

(X(�1; n)) = 0 pour j � n). Toutes les assertions de

la proposition (1.2.1) se d�emontrent alors imm�ediatement en utilisant cette

construction. Nous laissons au lecteur le soin de faire la d�emonstration en

d�etail.

D�e�nition 1.2.2. On appelle cat�egorie d�eriv�ee de A et on note D(A) la

cat�egorie triangul�ee :

D(A) = K(A)=Ac(A) = K(A)

�

Qis(A)

�1

�

(chap. II, 2.2.6 et 2.2.10).

Il r�esulte du th�eor�eme (2.2.6) que le foncteur cohomologique canonique

H : K(A) �! A se factorise d'une mani�ere unique en un foncteur cohomolo-

gique encore not�e :

(1:2:2:1) H : D(A) �! A

et encore appel�e foncteur cohomologique canonique. Le foncteur canonique

de passage au quotient est not�e Q : K(A) �! D(A) .

Th�eor�eme 1.2.3. a) Les foncteurs naturels qui �gurent dans le diagramme :

K

;+

(A)=Ac(A)














�

K

;b

(A)=Ac(A)

A

A

A

A

AC














�

D(A)

K

;�

(A)=Ac(A)

A

A

A

A

AC
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sont strictement pleinement �d�eles. Ils sont injectifs sur les objets et r�ealisent

donc les cat�egories K

;�

(A)=Ac(A) comme sous-cat�egories triangul�ees stric-

tement pleines de D(A) . Un objet X de D(A) est un objet de K

;b

(A)=Ac(A)

(resp. K

;+

(A)=Ac(A) , resp. K

;�

(A)=Ac(A) ) si et seulement si H

i

(X) = 0 ,

pour jij grand (resp. i petit, resp. i grand).

b) Les foncteurs naturels qui �gurent en traits pleins dans les diagrammes :

K

+

(A)=Ac

+

(A) w K

;+

(A)=Ac(A)

�

�

�

�

��

D(A)

K

�

(A)=Ac

�

(A) w K

;�

(A)=Ac(A)

5

5

5

5

56

K

+;b

(A)=Ac

+

(A)

'

'

'

')

K

b

(A)=Ac

b

(A)

[

[

[
[]

'

'

'

')

K

;b

(A)=Ac(A) w D(A)

K

�;b

(A)=Ac

�

(A)

[

[

[
[]

sont des �equivalences de cat�egories. Il sont injectifs sur les ensembles d'objets.

c) Les foncteurs naturels qui �gurent en traits pleins dans le diagramme :

K

+;b

(A)=Ac

+

(A) w K

+

(A)=Ac

+

(A)

�

�

�

�

��

D(A)

K

�;b

(A)=Ac

�

(A) w K

�

(A)=Ac

�

(A)

5

5

5

5

56

sont strictement pleinement �d�eles et injectifs sur les ensembles d'objets.

R�esulte imm�ediatement de (1.2.1) et de (chap. II, 2.3.5).
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1.2.4. La sous-cat�egorie K

;b

(A)=Ac(A) (resp. K

;+

(A)=Ac(A) , resp.

K

;�

(A)=Ac(A) ) de D(A) est not�ee D

b

(A) (resp. D

+

(A) , resp. D

�

(A) ) et

est appel�ee la sous-cat�egorie des objets born�es (resp. born�es inf�erieurement,

resp. born�es sup�erieurement). Il convient de noter que ces limitations ne s'ap-

pliquent qu'aux objets de cohomologie des complexes consid�er�es.

1.2.5. Soient X et Y deux objets de D(A) . On d�esigne par Ext

0

A

(X; Y )

le groupe Hom

D(A)

(X; Y ) . De même, on d�esigne par Ext

i

A

(X; Y ) les

groupes Ext

0

A

(X; Y [i]) ' Ext

0

A

(X [�i]; Y ) (chap. I, 1.3.8). Cette notation

sera justi��ee ult�erieurement. Rappelons cependant que tout triangle distin-

gu�e (X;X

0

; X

00

; u; v; w) (resp. (Y; Y

0

; Y

00

; u; v; w)) de D(A) fournit une suite

exacte illimit�ee :

� � � ! Ext

0

A

(X

00

; Y ) �! Ext

0

A

(X

0

; Y ) �! Ext

0

A

(X; Y ) �! Ext

1

A

(X

00

; Y )! � � �

(resp.

� � � ! Ext

0

A

(X; Y ) �! Ext

0

A

(X; Y

0

) �! Ext

0

A

(X; Y

00

) �! Ext

1

A

(X; Y )! � � � )

(chap. II, 1.2.1).

1.2.6. Soit M un ensemble d'objets de A . On d�esigne par D

M

(A) la sous-

cat�egorie pleine de D(A) d�e�nie par les complexes dont les objets de cohomolo-

gie appartiennent �aM en tout degr�e. On d�esigne par D

�

M

(A) la sous-cat�egorie

pleine D

M

(A) \ D

�

(A) . Si la sous-cat�egorie pleine de A d�e�nie par les ob-

jets de M est une sous-cat�egorie �epaisse de A (i.e. si elle est ab�elienne, si le

foncteur d'inclusion est exact et si l'ensemble des objets de M est stable par

extension), les sous-cat�egories D

�

M

(A) sont des sous-cat�egories triangul�ees

pleines de D(A) .

1.2.7. Soient F : A �! B un foncteur exact entre deux cat�egories ab�e-

liennes et K(F ) : K(A) �! K(B) l'extension du foncteur F aux complexes �a

homotopie pr�es (chap. I, 2.5.10). Le foncteur K(F ) transforme les complexes

acycliques de A en complexes acycliques de B, est exact (chap. II, 1.3.7) et,

par suite, (chap. II, 2.2.6) d�e�nit un foncteur exact D(F ) : D(A) �! D(B) .

Le foncteur D(F ) transforme les objets born�es (resp. born�es inf�erieurement,

resp. born�es sup�erieurement) de D(A) en objets de même nature de D(B) .

Le plus souvent, on utilisera la notation abusive F : D(A) �! D(B) pour

d�esigner le foncteur D(F ) .

1.2.8. L'isomorphisme canonique (chap. II, 1.3.8) � : K(A)

�

�! K(A

�

)

transforme les objets de Ac(A)

�

en objets de Ac(A

�

) et, par suite, d�e�nit

un isomorphisme de cat�egories triangul�ees encore not�e � : D(A)

�

�! D(A

�

) .
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On identi�era dor�enavant, sauf mention du contraire, les cat�egories D(A)

�

et

D(A

�

) �a l'aide de l'isomorphisme � . Notons que cette identi�cation identi�e

la cat�egorie D

b

(A)

�

avec la cat�egorie D

b

(A

�

) , la cat�egorie D

+

(A)

�

avec la

cat�egorie D

�

(A

�

) et la cat�egorie D

�

(A)

�

avec la cat�egorie D

+

(A

�

) .

1.2.9. Le foncteur canonique A �! K(A) (chap. II, 1.3.3), compos�e avec

le foncteur Q : K(A) �! D(A) , fournit un foncteur A �! D(A) qui est

pleinement �d�ele : en e�et, soient X et Y deux objets de A . Un morphisme

dans D(A) de X dans Y est (chap. II, 2.2.2) la classe D d'un diagramme de

K(A) :

D = X

s

 � Z

�

m

�! Y ;

o�u s est un quasi-isomorphisme de K(A) . Par suite, s : Z

�

�! X induit

un isomorphisme H

0

(s) : H

0

(Z

�

)

�

�! H(X) = X et on v�eri�e aussitôt que

D = Q

�

H

0

(m)H

0

(s)

�1

�

. Ceci montre que l'homomorphisme :

Hom

A

(X; Y ) �! Hom

D(A)

(X; Y )

est surjectif. Montrons qu'il est injectif. Un morphisme f : X �! Y dans A

d�e�nit un morphisme nul dans la cat�egorie D(A) si et seulement s'il existe un

quasi-isomorphisme s : Z

�

�! X dans K(A) tel que fs = 0 . On en d�eduit

que H

0

(f)H

0

(s) = 0 . Comme H

0

(s) est un isomorphisme, on en d�eduit que

H

0

(f) = f = 0 .

Notons que le foncteur A �! D(A) est de plus injectif sur les ensembles

d'objets et r�ealise par suite A comme sous-cat�egorie pleine de D(A) . Dor�e-

navant, la cat�egorie A sera toujours consid�er�ee comme une sous-cat�egorie de

sa cat�egorie d�eriv�ee par l'interm�ediaire de ce foncteur. Le foncteur cohomolo-

gique canonique D(A)

H

�! A , restreint �a la sous-cat�egorie A , est le foncteur

identique.

Proposition 1.2.10. a) Un objet X de D(A) est isomorphe �a un objet de

A si et seulement si H

i

(X) = 0 , pour tout i 6= 0 . Il est alors canoniquement

isomorphe �a H

0

(X) .

b) Soient X et Y deux objets de A . On a :

Ext

n

A

(X; Y ) = 0 ; pour n < 0 ;

Ext

0

A

(X; Y ) = Hom

A

(X; Y ) :

D�emontrons a). Il est clair que H

i

(X) = 0 , pour i 6= 0 , lorsque X est

un objet de A . Soit X un objet de D(A) tel que H

i

(X) soit nul, pour i 6= 0 .
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Le complexe X(0;+1) (d�emonstration de (1.2.1)) est alors quasi-isomorphe

�a X , et le morphisme canoniqe H

0

(X(0;+1)) �! X(0;+1) est un quasi-

isomorphisme. Ce qui montre que X est isomorphe dans D(A) �a H

0

(X) .

D�emontrons b). La deuxi�eme �egalit�e est mise pour m�emoire et r�esulte

de ce que A est une sous-cat�egorie pleine de D(A) . Un morphisme dans

D(A) de X [�n] dans Y est de la forme Q(m)Q(s)

�1

, o�u m : Z

�

�! Y est

un morphisme de K(A) et s : Z

�

�! X [�n] est un quasi-isomorphisme de

K(A) . Le morphisme i : Z

�

(�1; n + 1) �! Z

�

(d�emonstration de (1.2.1))

est alors un quasi-isomorphisme. Par suite, on a :

Q(m)Q(s)

�1

= Q(m)Q(i)Q(i)

�1

Q(s)

�1

= Q(mi)Q(si)

�1

:

Lorsque n est strictement n�egatif, mi = 0 . Par suite, Q(m)Q(s)

�1

= 0 .

D�e�nition 1.2.11. On d�esigne par A

Ext

la sous-cat�egorie pleine de D(A)

d�e�nie par les translat�es des objets de A .

La cat�egorie A

Ext

est donc (contrairement �a la sous-cat�egorie A ) une

sous-Z-cat�egorie de D(A) . Un objet de D(A) est isomorphe �a un objet de

A

Ext

si et seulement s'il ne poss�ede qu'un seul objet de cohomologie non nul.

1.3. Le �-foncteur canonique.

1.3.1. Soit A une cat�egorie ab�elienne et D une cat�egorie triangul�ee. Un

�-foncteur de A dans D est un objet constitu�e par :

1) Un foncteur G : A �! D .

2) La donn�ee, pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 de

A , d'un morphisme de D :

�(S) : G(Z) �! G(X)[1] :

Ces donn�ees �etant soumises aux axiomes suivants :

a) Pour tout morphisme de suites exactes :

S = 0 w X w

u

u

Y w

u

v

Z w

u

w

0

S

0

= 0 w X

0

w Y

0

w Z

0

w 0 ;
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le diagramme ci-apr�es est commutatif :

G(Z) w

�(S)

u

G(w)

G(X)[1]

u

G(u)[1]

G(Z

0

) w

�(S

0

)

G(X

0

)[1] :

b) Pour toute suite exacte de A , S = 0 �! X

u

�! Y

v

�! Z �! 0 , le

triangle (G(X); G(Y ), G(Z); G(u); G(v); �(S)) est distingu�e.

1.3.2. Soient A une cat�egorie ab�elienne et u un morphisme de comp(A) . On

d�esigne par [u] l'image de u dans D(A) . Soit S = 0 �! X

u

�! Y

v

�! Z �! 0

une suite exacte de comp(A) . Les propri�et�es d'adjonction du foncteur cône

(chap. I, 3.1.3), d�e�nissent un morphisme �(S) : c(u) �! Z . Le diagramme

ci-apr�es est commutatif (chap. I, 3.2.2.4) :

Y w

p(u)

'

'

'

'

')

v

c(u)

u

�(S)

Z :

Un calcul simple montre que les composants du morphisme �(S) sont :

(1:3:2:1)

�(S)

i

: Y

i

�X

i+1

�! Z

i

�(S)

i

= (v

i

; 0) :

On en d�eduit que le morphisme �(S) : c(u) �! Z est un �epimorphisme et

qu'on a une suite exacte :

0 �! c(id

X

) �! c(u) �! Z �! 0 :

Introduisons alors le complexe c(�(S)) et soit m : c(id

X

) �! c(�(S))[�1] le

morphisme de composants :

(1:3:2:2)

m

i

: X

i

�X

i+1

�! Z

i�1

� Y

i

�X

i+1

m

i

=

0

@

0 0

u

i

0

0 id

1

A

:
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Le morphisme m est un monomorphisme et on a la suite exacte :

(1:3:2:3) 0 �! c(id

X

)

m

�! c(�(S))[�1]�! c(id

Z

)[�1] �! 0 :

Les complexes c(id

X

) et c(id

Z

) sont homotopes �a z�ero. Par suite, le complexe

c(�(S)) est acyclique. Le morphisme �(S) est donc un quasi-isomorphisme.

En passant dans la cat�egorie K(A) , on obtient un diagramme (chap. I,

3.2.2.7) :

X w

_u

Y w

_p(u)

'

'

'

'

')_v

c(u) w

_q(u)

u

_�(S)

X [1]

Z :

Posons alors :

(1:3:2:4) �(S) = [q(u)] [�(S)]

�1

:

Il r�esulte des d�e�nitions des structures triangul�ees de K(A) (chap. I, 3.3.1) et

de D(A) (chap. II, 2.2.6) que le triangle (X; Y; Z; [u]; [v]; �(S)) est distingu�e

dans D(A) . De plus, on v�eri�e imm�ediatement que le morphisme �(S) est

fonctoriel par rapport �a S ((1.3.1), propri�et�e a)). On a donc muni le foncteur

canonique comp(A) �! D(A) d'une structure de �-foncteur. Le �-foncteur

ainsi obtenu est appel�e le �-foncteur canonique. Le morphisme �(S) est appel�e

le morphisme de liaison associ�e �a la suite exacte S .

1.3.3. Soit A

�

la cat�egorie oppos�ee �a A . Pour toute suite exacte S de

comp(A

�

) , d�esignons par �

�

(S) le morphisme de liaison associ�e. Soient C une

cat�egorie, X un objet de C et u un morphisme de C. Dans la proposition

ci-apr�es, nous d�esignerons abusivement par X

�

et u

�

l'objet et le morphisme

correspondant de la cat�egorie oppos�ee �a C (rappelons que la cat�egorie oppos�ee

�a C a même ensemble d'objets et de morphismes que la cat�egorie C ).

Proposition 1.3.4. a) Pour toute suite exacte S de comp(A) , on a :

�(S[1]) = ��(S)[1] :

b) Pour toute suite exacte S de comp(A) , compte tenu de l'identi�cation

(1.2.8), on a :

�

�

(S

�

) = �(S)

�

[1] :
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c) Tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �a un triangle distingu�e du

type

�

X; Y; Z, [u]; [v]; �(S)

�

, o�u S = 0 �! X

u

�! Y

v

�! Z �! 0 est une

suite exacte de A .

La d�emonstration de a) et b) est laiss�ee au lecteur. D�emontrons c).

D'apr�es (chap. II, 2.2.6), tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �a

l'image par Q : K(A) �! D(A) d'un triangle distingu�e de K(A) . D'apr�es

(chap. I, 3.3.1) et l'axiome TRII, tout triangle distingu�e de K(A) est iso-

morphe �a un triangle de la forme :

Y

:

p(u)

����! c(u)

:

q(u)

����! X [1]

�

:

u[1]

����! Y [1] :

Par suite, tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �a un triangle du

type :

�

Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)];�[u][1]

�

:

Remarquons alors que :

S = 0 �! Y

p(u)

����! c(u)

q(u)

����! X [1] �! 0

est une suite exacte de comp(A) . Il r�esulte alors de (chap. II, 1.2.4) qu'il

existe un isomorphisme du triangle :

�

Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)];�[u][1]

�

sur le triangle :

�

Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)]; �(S)

�

:

Proposition 1.3.5. a) Tout foncteur F : comp(A) �! C qui transforme les

quasi-isomorphismes en isomorphismes de C, se factorise de mani�ere unique

par le foncteur comp(A) �! D(A) .

b) Tout foncteur semi-exact de comp(A) dans une cat�egorie ab�elienne B qui

transforme les quasi-isomorphismes en isomorphismes se factorise d'une ma-

ni�ere unique �a travers le �-foncteur canonique comp(A) �! D(A) et un fonc-

teur cohomologique de D(A) dans B .

L'assertion b) r�esulte de l'assertion a) et de la description des triangles

distingu�es de D(A) donn�ee par (1.3.4). L'assertion a) r�esulte de la d�e�nition

de D(A) (chap. II, 2.2.6) et du lemme ci-apr�es.

Lemme 1.3.6. Soient A une cat�egorie additive (non n�ecessairement ab�e-

lienne) et F un foncteur de comp(A) dans une cat�egorie C. Les conditions

suivantes sont �equivalentes :
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i) F se factorise par K(A) .

ii) F transforme les homotopismes en isomorphismes de C.

Il est clair que i) ) ii). Pour montrer que ii) ) i), il su�t de mon-

trer que F transforme les couples de morphismes homotopes en morphismes

�egaux. Soit X un objet de comp(A) . Le foncteur sur comp(A) :

Y 7! fcouple de morphismes de X dans Y muni d'une homotopie qui les relieg

est repr�esentable par un complexe Z :

(1:3:6:1)

Z

i

= X

i

�X

i

�X

i+1

d

i

Z

=

0

B

B

@

d

i

X

0 id

X

i+1

0 d

i

X

� id

X

i+1

0 0 �d

i+1

X

1

C

C

A

:

Il existe donc deux morphismes homotopes p

1

; p

2

: X �! Z :

(1:3:6:2)

p

i

1

=

0

@

id

X

i

0

0

1

A

;

p

i

2

=

0

@

0

id

X

i

0

1

A

;

et il su�t de montrer que F (p

1

) = F (p

2

) . Or le couple de morphismes

(id

X

; id

X

) muni de l'homotopie triviale d�e�nit un morphisme � : Z �! X :

(1:3:6:3) �

i

= (id

X

i
; id

X

i
; 0)

et on a �p

1

= �p

2

= id

X

. De plus, on v�eri�e imm�ediatement que les mor-

phismes � , p

1

et p

2

sont des homotopismes. Il en r�esulte que F (p

1

) , F (p

2

) ,

F (�) sont des isomorphismes et que F (�)F (p

1

) = F (�)F (p

2

) = id

F (X)

. Par

suite, F (p

1

) = F (p

2

) , ce qui ach�eve la d�emonstration du lemme.

Remarque 1.3.7. Il r�esulte de la proposition (1.3.5) que la cat�egorie d�eriv�ee

de A est la solution du probl�eme universel consistant �a inverser les quasi-

isomorphismes de comp(A) (chap. II, 2.2.3, b)).
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2. R�esolutions.

Dans tout ce paragraphe, A d�esigne une cat�egorie ab�elienne.

2.1. Morphismes �el�ementaires.

2.1.1. Soient X un complexe de A et X

i

le composant de degr�e i . Soit

u : Y �! X

i

un morphisme de A . Construisons le diagramme commutatif

ci-apr�es :

(2:1:1:1)

X

0

i�1

w

v

2

u

u

0

Y

u

u

'

'

'

')

v

3

X

i�3

w

d

i�3

X

X

i�2

w

d

i�2

X

h

h

h

hj

v

1

X

i�1

w

d

i�1

X

X

i

w

d

i

X

X

i+1

w

d

i+1

X

X

i+2

;

o�u le carr�e :

X

0

i�1

w

v

2

u

u

0

Y

u

u

X

i�1

w

d

i�1

X

X

i

est cart�esien et o�u les morphismes v

1

et v

3

sont d�e�nis par les �egalit�es :

v

2

v

1

= 0 ;

u

0

v

1

= d

i�2

X

;

v

3

= d

i

X

u :

D�esignons alors par X(u; i) le complexe :

(2:1:1:2)

X(u; i) = � � �X

i�3

d

i�3

X

����! X

i�2

v

1

�! X

0

i�1
v

2

�! Y

v

3

�! X

i+1

d

i+1

X

����! X

i+2

� � � ;

et par p(u; i) : X(u; i)�! X le morphisme de complexe :

(2:1:1:3)

p(u; i)

j

= identit�e, pour j 6= i� 1 ; i ;

p(u; i)

i�1

= u

0

;

p(u; i)

i

= u :
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Soit alors m : Z �! X un morphisme de complexes. Il est clair que le

complexe Z

0

au dessus de Z obtenu par le changement de base Z

m

�! X :

Z

0

w

u

X(u; i)

u

p(u; i)

Z w

m

X

est isomorphe �a un complexe p(w; i) : Z(w; i) �! Z pour un morphisme w

convenable.

Lemme 2.1.2. a) Le morphisme H

j

(p(u; i)) : H

j

(X(u; i))�! H

j

(X) est un

isomorphisme pour j 6= i ; i+ 1 .

b) On a des suites exactes :

0! H

i

(X(u; i))! H

i

(X)!

�

Ker

�

d

i

X

�

+ Im(u)

� � �

Im

�

d

i�1

X

�

+ Im(u)

�

! 0

0 �!

�

Ker

�

d

i

X

�

+ Im(u)

� � �

Im

�

d

i�1

X

�

+ Im(u)

�

�!

X

i

� �

Im

�

d

i�1

X

�

+ Im(u)

�

�! X

i

� �

Ker

�

d

i

X

�

+ Im(u)

�

�! 0

0 �! X

i

� �

Ker

�

d

i

X

�

+ Im(u)

�

�! H

i+1

(X(u; i))�! H

i+1

(X) �! 0

c) Pour que p(u; i) soit un quasi-isomorphisme, il faut et il su�t que :

Im

�

d

i�1

X

�

+ Im(u) = X

i

:

La \chasse au diagramme" est laiss�ee au lecteur.

D�e�nition 2.1.3. Un morphisme de complexes m : Z �! X est appel�e un

morphisme �el�ementaire de hauteur i s'il est isomorphe dans F`

1

(comp(A)) �a

un morphisme du type p(u; i), o�u u est un �epimorphisme.

Un morphisme �el�ementaire est donc, en particulier, un quasi-isomorphisme

((2.1.2), c)). Un morphisme �el�ementaire est un �epimorphisme de comp(A) .

Un �epimorphisme de comp(A) est un morphisme �el�ementaire si et seulement

si son noyau est un complexe acyclique comportant au plus deux composants

non nuls. Le compos�e de deux morphismes �el�ementaires de même hauteur est
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un morphismes �el�ementaire. Les morphismes �el�ementaires sont stables par

changement de base. Soit :

� � �X

n

u

n

����! X

n�1

u

n�1

����! X

n�2

� � �

une suite de morphismes de complexes, illimit�ee dans les deux sens, telle

que pour tout entier n , le morphisme u

n

soit un morphisme �el�ementaire

de hauteur �n . Cette suite admet dans comp(A) une limite projective et

inductive (cette suite induit sur les composants de degr�e donn�e une suite

stationnaire dans les deux sens).

Lemme 2.1.4. Soit m : X �! Y un quasi-isomorphisme de comp(A) . Il

existe une suite de morphismes :

u

n

: X

n

�! X

n�1

; n 2 Z ;

telle que u

n

soit, pour tout entier n , un morphisme �el�ementaire de hauteur

�n , et des morphismes :

lim

�!

n

X

n

�

 � Y ;

lim

 �

n

X

n

v

 � X ; v homotopisme (chap. I, 2.5.11) ;

tels que le diagramme :

X w

v

u

m

lim

 �

n

X

n

u

Y w

�

lim

�!

n

X

n

soit commutatif �a homotopie pr�es.

Tout d'abord, remarquons que pour tout morphisme m : X �! Y de

comp(A) , il existe un �epimorphisme m

0

: X

0

�! Y et un diagramme com-

mutatif �a homotopie pr�es :

X w

v

N

N

N

NP

m

X

0











�

m

0

Y ;
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o�u v est un homotopisme.

Construisons en e�et le cône du morphisme m :

X

m

����! Y

p(m)

����! c(m)����!X [1] ;

puis de nouveau, le cône du morphisme p(m) :

Y

p(m)

����! c(m)����!c(p(m))

q

����! Y [1] :

Le morphisme c(p(m))

q

�! Y [1] est une �epimorphisme (chap. I, 3.2.2). Il

r�esulte des propri�et�es des triangles distingu�es (propri�et�e TRII) qu'il existe

un homotopisme :

X

v

�! c(p(m))[�1]

tel que le triangle ci-apr�es :

X w

v

N

N

N

NP

m

c(p(m))[�1]

h

h

h

hk

q[�1]

Y

soit commutatif �a homotopie pr�es.

On peut donc supposer que le morphisme m est un �epimorphisme de

comp(A) . Soit alors :

N = � � � �! N

i

d

i

N

����! N

i+1

d

i+1

N

����! N

i+2

�! � � �

le noyau du morphisme m. Posons :

N

�n

= � � � �! N

n�3

�! N

n�2

�! Im

�

d

n�2

N

�

�! 0 �! 0 �! � � � :

Les N

�n

forment une suite d�ecroissante de sous-complexes acycliques de N ,

d'o�u en posant X

n

= X=N

n

, une suite :

u

n

: X

n

�! X

n�1

; n 2 Z :

Les u

n

sont des morphismes �el�ementaires de hauteur �n et lim

 �

n

X

n

= X ,

lim

�!

n

X

n

= Y .
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Remarque 2.1.5. Pla�cons nous sous les hypoth�eses du lemme (2.1.4) et

supposons de plus que X ; Y 2 Ob comp

�

(A) . L'argument pr�esent�e plus

haut montre alors qu'on peut, en changeant au besoin X par un homoto-

pisme, supposer que m est un �epimorphisme. La construction de la suite

X

n

pr�esent�ee ci-dessus, montre alors que le syst�eme inductif X

n

est station-

naire (i.e. X

n

= Y et u

n

= identit�e pour n petit) et que pour tout n ,

X

n

2 Ob comp

�

(A) .

2.2.

�

Etude de certains ensembles d'objets.

2.2.1. Soit M un ensemble d'objets de A . Nous consid�ererons les di��erentes

propri�et�es suivantes :

(E

1

) Les objets nuls appartiennent �a M . La somme directe de deux objets

appartenant �a M est un objet appartenant �a M .

(E

2

) Pour tout �epimorphisme X

u

�! L , o�u X est un objet de A et L un

�el�ement de M , il existe un �epimorphisme v : L

0

�! L , L

0

2 M , qui se

factorise par u .

(E

3

) Pour tout entier n et toute suite exacte :

0 �! X �! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! 0 ; L

i

2M ; 0 � i � n ;

il existe un �epimorphisme L

0

�! X , o�u L

0

2M .

(E

4

) Pour tout �epimorphisme u : L �! L

0

, L , L

0

2M , le noyau de u est un

�el�ement de M .

(E

5

) Pour toute extension 0 �! L �! Z �! L

0

�! 0 , L ; L

0

2 M , l'objet

Z est un �el�ement de M ; 0 est un �el�ement de M .

(E

6

) L'ensemble M est exact, i.e. chaque fois que deux des objets d'une suite

exacte courte de A sont des �el�ements de M , le troisi�eme l'est aussi; 0 est un

�el�ement de M .

On notera qu'on a les implications (E

6

) ) (E

4

) et (E

5

) , (E

4

) ) (E

3

)

et (E

5

)) (E

1

). Une suite exacte illimit�ee :

� � � �! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! X �! 0 ; L

i

2M ; i 2 N ;

est appel�ee une 1-M -pr�esentation de l'objet X . Soit M un ensemble d'ob-

jets poss�edant les propri�et�es (E

1

), (E

2

) et (E

3

). D�esignons par M

^

l'en-

semble d'objets suivants : un objet X appartient �a M

^

s'il poss�ede une

1-M -pr�esentation et si pour tout entier n et toute suite exacte :

0 �! X

0

�! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! X �! 0 ; L

i

2M; 0 � i � n ;

l'objet X

0

poss�ede une 1-M -pr�esentation.
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Lemme 2.2.2. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte de A .

a) Si X et Y sont des �el�ements de M

^

, il existe un �epimorphisme u : L �! Z,

L 2M .

b) SiX et Z sont des �el�ements deM

^

, il existe un �epimorphisme u : L �! Y ,

L 2M .

c) Si Y et Z sont des �el�ements de M

^

, il existe un �epimorphisme u : L �! X,

L 2M .

Lemme 2.2.3. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte de A .

a) Si Y et Z sont des �el�ements de M

^

, pour tout �epimorphisme u : L �! X,

L 2M , le noyau de u est un noyau d'un �epimorphisme entre deux �el�ements

de M

^

.

b) Si X et Y sont des �el�ements de M

^

, pour tout �epimorphisme u : L �! Z,

L 2 M , le noyau de u est un conoyau d'un monomorphisme entre deux �el�e-

ments de M

^

.

c) Si X et Z sont des �el�ements de M

^

, pour tout �epimorphisme u : L �! Y ,

L 2M , le noyau de u est un noyau d'un �epimorphisme entre deux �el�ements

de M

^

.

La d�emonstration des deux lemmes est laiss�ee au lecteur. On remarquera

que les propri�et�es (a) et (c) des lemmes (2.2.2) et (2.2.3) ne font pas intervenir

la propri�et�e (E

2

).

Proposition 2.2.4. a) L'ensemble M

^

poss�ede les propri�et�es (E

6

) et (E

2

) .

L'ensemble M est contenu dans l'ensemble M

^

. Tout objet de M

^

est quo-

tient d'un objet de M .

b) Tout ensemble d'objets M

0

contenant M tel que tout objet de M

0

soit un

quotient d'un objet de M et qui poss�ede la propri�et�e (E

3

) est contenu dans

M

^

.

c) En particulier, (M

^

)

^

= M

^

.

La propri�et�e a) r�esulte des deux lemmes pr�ec�edents. Les propri�et�es b) et

c) sont imm�ediates.

2.2.5. Soient M �M

0

deux ensembles d'objets de A tels que M poss�ede les

propri�et�es (E

4

) et (E

5

), que M

0

poss�ede la propri�et�e (E

4

), et que tout objet

de M

0

soit quotient d'un objet de M . On dit qu'un objet X de M

0

est de

M -dimension inf�erieure o�u �egale �a n et on note M - dim(X) � n , s'il existe

une suite exacte :

0 �! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! X �! 0 ; L

i

2M ; 0 � i � n :
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S'il existe des entiers n tels que M - dim(X) � n , on appelle M -dimension de

X et on noteM - dim(X) , le plus petit des entiers n tels queM - dim(X) � n .

S'il n'existe pas de tels entiers, on pose M - dim(X) = +1 .

Lemme 2.2.6. Soit 0 �! X �! L

u

�! Y �! 0 une suite exacte de A telle

que L 2M et X; Y 2M

0

. On a :

M - dim(X) = supfM - dim(Y )� 1 ; 0g :

Proposition 2.2.7. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte,

X; Y; Z 2M

0

.

a) M - dim(Z) � inffM - dim(X) ; M - dim(Y )g )M - dim(X) = M - dim(Y ) .

b) M - dim(Y ) � inffM - dim(X) ; M - dim(Z)g )

M - dim(X) = supfM - dim(Z)� 1 ; M - dim(Y )g .

c) M - dim(X) � inffM - dim(Y ) ; M - dim(Z)g ) M - dim(Z) = M - dim(Y )

ou M - dim(Z) = M - dim(Y ) + 1 .

La proposition se d�emontre par r�ecurrence, en construisant un �epimor-

phisme de suites exactes :

0 �! L

2

�! L

1

�! L

0

�! 0

# # # ; L

i

2M ; 0 � i � 2 ;

0 �! X �! Y �! Z �! 0

et en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a la suite exacte noyau sur laquelle

on a un contrôle, grâce au lemme (2.2.6). Reste donc �a d�emontrer le lemme.

Tout d'abord, si M - dim(Y ) = +1 (resp. 0 ), M - dim(X) = +1 (resp. 0 ).

On peut donc supposer que M - dim(Y ) est �ni non nul, et il s'agit de montrer

que M - dim(X) = M - dim(Y )� 1 . Soit :

0 �! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! Y �! 0 ; n � 1 ;

une M -r�esolution de Y . Posons :

V

�

= 0! 0! � � � ! 0! L

n

! L

n�1

! � � � ! L

0

! Y ! 0! 0! � � �

(L

i

est le composant de degr�e �i ),

U

�

0

= V

�

(u; 1) ; p

0

= p(u; 1) : U

�

0

�! V

�
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(2.1.1). Le morphisme p

0

est un morphisme �el�ementaire de hauteur 1 . Le

complexe U

�

0

est de la forme :

U

�

0

= 0! 0 � � �0! L

n

! L

n�1

! � � � ! L

1

! Z

0

! L! 0! 0! � � � :

D'apr�es la propri�et�e (E

4

), l'objet Z

0

est un �el�ement de M

0

. Par suite, il

existe un �epimorphisme u

0

: L

0

0

�! Z

0

, L

0

0

2 M . Posons alors (2.1.1) U

�

1

=

U

�

0

(u

0

; 0) , p

1

= p(u

0

; 0) : U

�

1

�! U

�

0

. En poursuivant ainsi, on d�emontre

par r�ecurrence, qu'il existe une suite de morphismes :

p

i

: U

�

i

�! U

�

i�1

; 1 � i � n � 1 ;

p

0

: U

�

0

�! V

�

;

o�u p

i

est un morphisme �el�ementaire de hauteur �i + 1 et o�u U

�

i

est de la

forme : U

�

i

=

0! 0! � � �L

n

! L

n�1

! � � �L

i+1

! Z

i

! L

0

i�1

! � � � ! L

0

0

! L! 0 � � � ;

o�u L

0

j

2 M , 0 � j � i � 1 . On obtient donc, en composant ces di��erents

morphismes p

i

, un quasi-isomorphisme �epimorphique :

p : U

�

n�1

�! V

�

:

Remarquons alors que dans le complexe :

U

�

n�1

= 0! 0! � � � ! L

n

! Z

n�1

! L

0

n�2

! � � � ! L

0

0

! L! 0! � � �

l'objet Z

n�1

apparâ�t, d'apr�es la propri�et�e (E

4

), comme une extension de

deux �el�ements de M et est par suite, d'apr�es la propri�et�e (E

5

), un �el�ement

de M . Posons alors :

L

�

= 0 �! 0 �! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! 0 �! 0 � � � ;

L

0

�

= 0 �! 0 �! L

n

�! Z

n�1

�! L

0

n�2

�! � � � �! L

0

0

�! 0 �! 0 � � �

et notons m : L

0

�

�! L

�

le morphisme induit par p . Le seul objet de

cohomologie non nul de L

�

(resp. L

0

�

) est l'objet Y en dimension 0 (resp.

L en dimension 0 ) et le morphisme m induit sur ces objets le morphisme u .

Consid�erons alors le cône c(m) du morphisme m :

c(m) =�! 0 �! L

n

�! L

n

� Z

n�1

�! L

n�1

� L

0

n�2

�! � � �

� � � �! L

1

� L

0

0

�! L

0

�! 0 �! � � �
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(l'objet L

0

est le composant de degr�e 0 de c(m) ). La cohomologie de c(m)

est nulle en degr�e di��erent de �1 , et �egale �a X en degr�e �1 . Le morphisme

L

n

�! L

n

�Z

n�1

dont la matrice est de la forme

�

id

�

�

admet une retraction.

Il existe donc un morphisme v : Z

n�1

�! L

n�1

�L

0

n�2

tel que le complexe :

� � �0! 0! Z

n�1

v

�! L

n�1

� L

0

n�2

! � � � ! L

1

� L

0

0

! L

0

! 0! � � �

soit quasi-isomorphe au complexe c(m) . D'autre part, le noyau du morphisme

L

1

� L

0

0

�! L

0

est, d'apr�es la propri�et�e (E

4

), un �el�ement de M . D�esignons

par L

00

1

ce noyau. Le complexe :

0! 0! Z

n�1

! L

n�1

� L

0

n�2

! � � � ! L

2

� L

0

1

! L

00

1

! X ! 0 � � �

est donc acyclique. On a ainsi construit une r�esolution de longueur n � 1

de l'objet X et, par suite, M - dim(X) � n � 1 . Par ailleurs, il est clair que

M - dim(X) �M - dim(Y )�1. Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme (2.2.6)

et de la proposition (2.2.7).

2.3. Quelques lemmes sur les r�esolutions.

Proposition 2.3.1. [22] a) Soit M un ensemble d'objets de A poss�edant les

propri�et�es (E

1

), (E

2

) et (E

3

) (2.2.1). Soient Y 2 Ob comp

�

(A) un complexe

dont les composants appartiennent �a M

^

(2.2.1) et m : X �! Y un quasi-

isomorphisme. Il existe un complexe L

�

2 Ob comp

�

(A) dont les composants

appartiennent �a M et un quasi-isomorphisme w : L

�

�! X .

b) R�eciproquement, soit M un ensemble d'objets de A poss�edant la propri�et�e

(E

1

). Supposons que pour tout complexe Y 2 Ob comp

�

(A) dont les compo-

sants sont des �el�ements de M , et pour tout quasi-isomorphisme m : X �! Y ,

il existe un complexe L

�

dont les composants appartiennent �a M et un quasi-

isomorphisme w : L

�

�! X. Alors l'ensemble M poss�ede les propri�et�es (E

2

)

et (E

3

).

D�emontrons a). Tout d'abord, il existe un complexe X

0

2 Ob comp

�

(A)

et un quasi-isomorphisme X

0

�! X (1.2.1). On peut donc se ramener au cas

o�u X est un objet de comp

�

(A) . D'apr�es (2.1.4) et (2.1.5), il existe une suite

de morphismes :

u

n

: X

n

�! X

n�1

; n 2 Z ;
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o�u les X

n

sont des objets de comp

�

(A) , les u

n

des morphismes �el�ementaires

de hauteur �n et un diagramme commutatif �a homotopie pr�es :

lim

 �

n

X

n

w

u

X

u

m

lim

�!

n

X

n

w

�

Y

Pour d�emontrer la proposition, on peut donc supposer que X = lim

 �

n

X

n

et

que X

n

= Y , u

n

= identit�e, pour n assez petit. Nous allons construire par

r�ecurrence sur n :

a) Une suite de morphismes �el�ementaires :

v

n

: L

�

n

�! L

�

n�1

; n 2 Z ; v

n

�el�ementaire de hauteur � n :

b) Une suite de morphismes :

w

n

: L

�

n

�! X

n

tels que :

1) Pour tout n 2 Z les composants de degr�e i , i � �n , de L

�

n

soient des

�el�ements de M et les composants de degr�e i , i < �n , soient des �el�ements de

M

^

.

2) Les diagrammes ci-apr�es, soient commutatifs :

L

�

n

w

w

n

u

v

n

X

n

u

u

n

8n 2 Z

L

�

n�1

w

w

n�1

X

n�1

:

3) L'objet L

�

n

soit �egal �a Y et les morphismes v

n

et w

n

soient l'identit�e pour

n assez petit.
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Ceci �etant fait, il su�ra de poser L

�

= lim

 �

n

L

�

n

, w = lim

 �

n

w

n

. Pour

n su�samment petit, on pose L

n

= Y , v

n

= id

Y

et w

n

= id

Y

. Supposons

que l'on ait construit pour tout entier n < q , q 2 Z , des complexes L

�

n

et

des morphismes v

n

et w

n

poss�edant les propri�et�es 1), 2) et 3) ci-dessus. Le

complexe X

n

est de la forme :

X

n

= � � � �! Y

�n�2

�! Z

�n�1

�! X

�n

�! X

�n+1

�! � � �

et le complexe L

�

n

est de la forme :

L

�

n

= � � � �! Y

�n�2

�! Z

0

�n�1

�! L

�n

�! L

�n+1

�! � � � ;

o�u les Y

i

(resp. les X

i

) sont les composants du complexe Y (resp. X). On a

donc un diagramme :

X

�q

u

(u

q

)

�q

Z

0

�q

w

(w

q�1

)

�q

Z

�q

;

o�u (u

q

)

�q

est un �epimorphisme et o�u Z

0

�q

2 M

^

. Comme l'ensemble M

^

poss�ede la propri�et�e (E

2

) (2.2.4), on peut compl�eter ce diagramme en un

diagramme commutatif :

L

�q

w

�

u

�

X

�q

u

(u

q

)

�q

Z

0

�q

w

(w

q�1

)

�q

Z

�q

;

o�u le morphisme � est un �epimorphisme et l'objet L

�q

un �el�ement de M .

On en d�eduit, en utilisant les notations (2.1.1.2) et (2.1.1.3), un diagramme

commutatif de complexes :

L

�

q�1

(�;�q) w

'

u

p(�;�q)

X

q�1

((u

q

)

�q

;�q) ' X

q

u

p((u

q

)

�q

;�q) ' u

q

L

�

q�1

w

w

q�1

X

q�1

:
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Posons alors L

�

q

= L

�

q�1

(�;�q) , w

q

= ' , v

q

= p(�;�q) . Les complexes L

�

n

et les morphismes de complexes w

n

et v

n

, n � q , poss�edent les propri�et�es 2)

et 3). Il reste �a montrer que L

�

q

poss�ede la propri�et�e 1) ci-dessus. Ceci r�esulte

du fait que l'ensemble M

^

est exact (E

6

) (2.2.4).

D�emontrons b). Soient L un �el�ement de M et u : X �! L un �epimor-

phisme. D�esignons par Y le noyau de u . On a un quasi-isomorphisme :

� � � w 0 w

u

Y w

u

X w

u

u

0 w

u

� � �

� � � w 0 w 0 w L w 0 w � � � :

Par suite, on a un quasi-isomorphisme :

� � � w L

�1

w

u

L

0

w

u

v

L

1

w

u

L

2

w

u

� � �

� � � w Y w X w 0 w 0 w � � � ;

o�u les L

i

sont des �el�ements de M . Par suite, le morphisme uv est un �epimor-

phisme, ce qui d�emontre la propri�et�e (E

2

). Soit maintenant :

0 �! X

u

�! L

n

�! L

n�1

�! � � � �! L

0

�! 0

une suite exacte, o�u les L

i

sont des �el�ements de M . On a alors un quasi-

isomorphisme :

� � � w 0 w

u

0 w

u

X w

u

u

0 w

u

� � � w 0 w

u

0 w

u

� � �

� � � w 0 w 0 w L

n

w L

n�1

w � � � w L

0

w 0 w � � � :

Il existe par suite un quasi-isomorphisme :

� � � w L

�n�1

w

u

L

�n

w

u

v

L

�n+1

w

u

� � �

� � � w 0 w X w 0 w � � �
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et par suite v est un �epimorphisme, ce qui d�emontre la propri�et�e (E

3

) et

ach�eve la d�emonstration de la proposition.

Proposition 2.3.2. Soit M un ensemble d'objets de A poss�edant les pro-

pri�et�es (E

1

), (E

2

) et (E

3

). Soit Y 2 Ob comp(A) un complexe tel que pour

tout entier n , H

n

(Y ) 2M et tel qu'il existe un entier n

0

tel que H

n

(Y ) = 0 ,

pour n � n

0

. Il existe alors un complexe X 2 Ob comp

�

(A) dont les compo-

sants sont des �el�ements de M et un quasi-isomorphisme :

u : X �! Y :

Tout d'abord, il existe (1.2.1) un complexe Y

0

2 Ob comp

�

(A) et un

quasi-isomorphisme Y

0

�! Y . On peut donc se ramener au cas o�u Y est un

objet de comp

�

(A) . Nous allons construire par r�ecurrence sur n , une suite

de morphismes :

u

n

: X

n

�! X

n�1

poss�edant les propri�et�es suivantes :

1) Pour n assez petit X

n

= Y et u

n

= identit�e.

2) Les composants de degr�e i � �n du complexe X

n

sont des �el�ements de

M . Les noyaux et images des di��erentielles de degr�e i � �n de X

n

sont des

�el�ements de M

^

(2.1.1).

3) Le morphisme u

n

est un quasi-isomorphisme. Il est isomorphe au mor-

phisme p((u

n

)

�n

, �n) (2.1.1.3).

Ceci fait, il su�t de poser X = lim

 �

n

X

n

et de prendre pour morphisme u

le morphisme canonique :

u : X = lim

 �

n

X

n

�! lim

�!

n

X

n

= Y :

Pour n assez petit, on pose X

n

= Y et u

n

= id

Y

. Supposons que l'on

ait construit pour tout entier n < q des complexes X

n

et des morphismes u

n

poss�edant les propri�et�es 1), 2) et 3) ci-dessus. Le complexe X

q�1

est de la

forme :

X

q�1

= � � � �! Y

�q�2

�! Y

�q�1

�! Z

�q

�! L

�q+1

�! L

�q+2

�! � � � ;

o�u les Y

i

sont les composants du complexe Y et les L

i

sont des �el�ements de

M . On a alors un �epimorphisme :

Z

�q

�! Z

�q

= Im(Y

�q�1

�! Z

�q

) �! 0
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et des suites exactes :

0! H

�q

(X

q�1

)! Z

�q

= Im(Y

�q�1

! Z

�q

)! Z

�q

=Ker(Z

�q

! L

�q+1

)! 0 ;

0! Z

�q

=Ker(Z

�q

! L

�q+1

)! L

�q+1

! L

�q+1

= Im(Z

�q

! L

�q+1

)! 0 ;

0! H

�q+1

(X

q�1

)! L

�q+1

= Im(Z

�q

! L

�q+1

)! L

�q+1

=Ker(L

�q+1

! L

�q+2

)! 0:

Le complexe X

q�1

�etant quasi-isomorphe au complexe Y , les objets H

i

(X

q�1

)

sont des �el�ements de M . Il r�esulte alors des suites exactes �ecrites ci-dessus,

de l'hypoth�ese de r�ecurrence 2), et des propri�et�es d'exactitude de l'ensemble

M

^

(2.2.4), que l'objet Z

�q

= Im(Y

�q�1

�! Z

�q

) est un �el�ement de M

^

.

Par suite, il existe un morphisme :

v : L

�q

�! Z

�q

tel que L

�q

soit un �el�ement de M et que le morphisme compos�e :

L

�q

v

�! Z

�q

�! Z

�q

= Im(Y

�q�1

�! Z

�q

)

soit un �epimorphisme. Posons alors :

X

q

= X

q�1

(v;�q) ;

u

q

= p(v;�q) (2:1:1):

Il r�esulte de (2.1.2) que u

q

est un quasi-isomorphisme, d'o�u la propri�et�e 3).

Il reste �a v�eri�er la propri�et�e 2), i.e. �a v�eri�er que le noyau et l'image du

morphisme L

�q

�! L

�q+1

sont des �el�ements de M

^

; ce qui r�esulte imm�e-

diatement des suites exactes :

0 �! Im(L

�q

�! L

�q+1

) �! Ker(L

�q+1

�! L

�q+2

) �! H

�q+1

(X

q

) �! 0

0 �! Ker(L

�q

�! L

�q+1

) �! L

�q

�! Im(L

�q

�! L

�q+1

) �! 0 :

Ceci ach�eve la preuve de la proposition.

Proposition 2.3.3. Soient M � M

0

deux ensembles d'objets de A tels que

M poss�ede les propri�et�es (E

4

) et (E

5

), que M

0

poss�ede les propri�et�es (E

1

) et

(E

4

) et que tout objet deM

0

soit quotient d'un objetM . Soit Y 2 Ob comp(A)

un complexe tel que :

1) Les composants Y

i

, i 2 Z , de Y soient des �el�ements de M

0

.
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2) La suite i 7! i�M - dim(Y

i

) tende vers +1 , quand i tend vers +1 .

Il existe alors un complexe X 2 Ob comp(A) dont les composants sont des

�el�ements de M et un quasi-isomorphisme :

u : X �! Y :

Si on suppose de plus que tous les composants de Y sont de M -dimension

�nie et que Y 2 Ob(comp

b

(A)) (resp. Ob(comp

+

(A)) ), on peut alors prendre

X dans comp

b

(A) (resp. comp

+

(A) ).

Soit n

0

un entier tel que i > n

0

) M - dim(Y

i

) < +1 . On se propose

de construire :

a) Une suite de complexes X

i

, i � n

0

.

b) Une suite de morphismes u

i

: X

i

�! X

i�1

, i > n

0

, u

n

0

: X

n

0

�! Y ,

tels que :

1)

i

(X

i

)

j

2M , pour j � i .

2)

i

(X

i

)

j

= Y

j

, pour j > i .

3)

i

Le morphisme u

i

soit un quasi-isomorphisme.

4)

i

(u

i

)

j

= identit�e, pour j > i .

5)

i

(u

i

)

j

= identit�e, pour j � i�M - dim(Y

i

) ; cette derni�ere propri�et�e

n'�etant vraie que pour i > n

0

.

Cette construction �etant faite, remarquons que le syst�eme projectif X

i

admet une limite projective dans comp(A) : les syst�emes projectifs induits

sur les composants de degr�e donn�e sont stationnaires, car i � M - dim(Y

i

)

tend vers +1 avec i . Il su�ra de poser alors X = lim

 �

i

X

i

et de prendre pour

u : X �! Y le morphisme canonique. Les composants du complexe X sont

des �el�ements de M et le morphisme u est un quasi-isomorphisme.

Construisons tout d'abord le morphisme u

n

0

: X

n

0

�! Y . Proc�edons par

r�ecurrence et supposons qu'on ait construit pour tout entier i , �n

0

� i < q ,

des complexes X

n

0

;i

et des morphismes v

n

0

;i

: X

n

0

;i

�! X

n

0

;i�1

, i > �n

0

,

et v

n

0

;�n

0

: X

n

0

;�n

0

�! Y , tels que :

I)

n

0

;i

Les composants (X

n

0

;i

)

j

soient des �el�ements de M , pour �i � j � n

0

.

II)

n

0

;i

Les composants (X

n

0

;i

)

j

soient des �el�ements deM

0

, pour tout entier j.

III)

n

0

;i

Le morphisme v

n

0

;i

soit un morphisme �el�ementaire de hauteur �i

(2.1.3).

Le complexe X

n

0

;q�1

est alors de la forme :

� � � ! Y

�q�1

! Z

�q

! L

�q+1

! L

�q+2

� � � ! L

n

0

�1

! L

n

0

! Y

n

0

+1

! Y

n

0

+2

! � � � ;
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o�u Z

�q

est un �el�ement de M

0

et les L

j

, �q + 1 � j � n

0

, des �el�ements de

M . Il existe par suite un �epimorphisme :

� : L

�q

�! Z

�q

; o�u L

�q

2M :

Posons alors :

X

n

0

;q

= X

n

0

;q�1

(�;�q) ;

v

n

0

;q

= p(�;�q) (2:1:1):

Il est clair que par construction on a les propri�et�es I)

n

0

;q

et III)

n

0

;q

. La

propri�et�e II)

n

0

;q

r�esulte de ce que l'ensemble M

0

poss�ede les propri�et�es (E

1

)

et (E

4

). On peut donc poursuivre la construction des X

n

0

;i

. En posantX

n

0

=

lim

 �

i

X

n

0

;i

et en prenant pour u

n

0

: X

n

0

�! Y le morphisme canonique, on

obtient un complexe et un morphisme qui poss�edent les propri�et�es 1)

n

0

, 2)

n

0

,

3)

n

0

, 4)

n

0

.

Pour construire alors les complexesX

i

et les morphismes u

i

: X

i

! X

i�1

,

nous proc�edons par r�ecurrence. Supposons donc qu'on ait construit pour tout

entier i , n

0

� i < q , des complexes X

i

et des morphismes u

i

: X

i

�! X

i�1

poss�edant les propri�et�es 1)

i

, 2)

i

, 3)

i

, 4)

i

, 5)

i

, n

0

� i < q . Il s'agit de

construire un complexe X

q

et un morphisme u

q

: X

q

�! X

q�1

tels que l'on

ait les propri�et�es 1)

q

, 2)

q

, 3)

q

, 4)

q

, 5)

q

. Tout d'abord, si Y

q

2 M , on pose

X

q

= X

q�1

et u

q

= identit�e. Supposons que Y

q

ne soit pas un �el�ement de M ,

i.e. que M - dim(Y

q

) > 0 . Pour construire le complexe X

q

et le morphisme

u

q

: X

q

�! X

q�1

, nous proc�edons �a nouveau par r�ecurrence. Soit r un entier

tel que �q < r � �q+M - dim(Y

q

) . Supposons qu'on ait d�etermin�e une suite

de complexes X

q;l

, �q < l < r , et de morphismes v

q;l

: X

q;l

�! X

q;l�1

(on

pose X

q;�q

= X

q�1

) tels que :

I

0

)

l

(X

q;l

)

j

= (X

q;l�1

)

j

, pour tout j 6= �l ; �l + 1 .

II

0

)

l

(X

q;l

)

�l

2M

0

et M - dim((X

q;l

)

�l

) = M - dim(Y

q

)� l� q .

III

0

)

l

(X

q;l

)

�l+1

2M .

IV

0

)

l

v

q;l

soit un morphisme �el�ementaire de hauteur �l + 1 et (v

q;l

)

j

=

identit�e, pour j 6= �l , �l + 1 .

Le complexe X

q;r�1

est alors de la forme :

� � � ! L

�r

�! Z

�r+1

�! L

�r+2

�! � � � �! L

q

�! Y

q+1

�! Y

q+2

! � � � ;

o�u les L

i

sont des �el�ements de M et o�u Z

�r+1

est un �el�ement de M

0

tel que

M - dim(Z

�r+1

) = M - dim(Y

q

) � r + 1� q . Il existe donc un �epimorphisme
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� : L

�r+1

�! Z

�r+1

, o�u L

�r+1

est un objet de M . Posons alors X

q;r

=

X

q;r�1

(�;�r + 1) et v

q;r

= p(�;�r + 1) (2.1.1). Il est clair que X

q;r

et

v

q;r

poss�edent les propri�et�es I

0

)

r

, III

0

)

r

, IV

0

)

r

. De plus, par d�e�nition du

complexe X

q;r

(2.1.1), on a une suite exacte :

0 �! (X

q;r

)

�r

�! L

�r

� L

�r+1

�! Z

�r+1

�! 0 :

Il r�esulte alors de la propri�et�e (E

4

) que (X

q;r

)

�r

est un �el�ement de M

0

et de

(2.2.6) que :

M - dim((X

q;r

)

�r

) = M - dim(Z

�r+1

)� 1 = M - dim(Y

q

)� r� q ;

d'o�u la propri�et�e II

0

)

r

. On peut donc poursuivre la construction. Posons

alors X

q;�q+M- dim(Y

q

)

= X

q

et d�esignons par u

q

: X

q

�! X

q�1

le mor-

phisme obtenu en composant les v

q;l

. Il est clair que X

q

et u

q

poss�edent les

propri�et�es 1)

q

, 2)

q

, 3)

q

, 4)

q

, 5)

q

. Ceci ach�eve la d�emonstration de la pre-

mi�ere assertion de la proposition. Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, il

su�t de remarquer que sous les hypoth�eses suppl�ementaires, on peut prendre

dans la construction pr�ec�edente X

n

0

= Y , pour un n

0

convenable.

Remarque 2.3.4. Dans la construction du complexe X

n

0

(cf. d�emonstration

de la proposition (2.3.3)), nous avons en fait d�emontr�e le r�esultat suivant :

soit M � M

0

deux ensembles d'objets de A tels que 0 2 M , M

0

poss�ede

les propri�et�es (E

1

) et (E

4

) et que tout objet de M

0

soit quotient d'un objet

de M . Soit Y 2 Ob comp

�

(A) un complexe dont tous les composants sont

des �el�ements de M

0

. Il existe un complexe X 2 Ob comp

�

(A) dont tous les

composants sont des �el�ements de M et un quasi-isomorphisme u : X �! Y .

2.3.5. Nous laissons au lecteur le soin d'�enoncer les r�esultats qu'on obtient

en appliquant les r�esultats de ce num�ero �a la cat�egorie oppos�ee �a A . On dit

qu'un ensemble M d'objets de A poss�ede la propri�et�e (E

i

)

�

, 1 � i � 6, si

l'ensemble M d'objets de A

�

poss�ede la propri�et�e (E

i

) de (2.2.1).

2.4. Applications.

Proposition 2.4.1. a) Soient A une cat�egorie ab�elienne et M un ensemble

d'objets de A poss�edant la propri�et�e (E

1

) (2.2.1). La cat�egorie K

�

(M) (1.1.4)

est Ac(A)-localisante �a gauche (chap. II, 2.3.5) si et seulement si l'ensemble

M poss�ede les propri�et�es (E

2

) et (E

3

).

b) Soient M un ensemble d'objets poss�edant les propri�et�es (E

1

), (E

2

) et (E

3

)

et M

^

l'ensemble associ�e �a M , d�e�ni en (2.2.1). Le foncteur naturel :

K

�

(M)=Ac

�

(M) �! K

�

(M

^

)=Ac

�

(M

^

)
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est une �equivalence de cat�egories. Le foncteur naturel :

K

�

(M

^

)=Ac

�

(M

^

) �! D

�

(A)

est pleinement �d�ele. Les objets de D

�

(A) dont les objets de cohomologie sont

des �el�ements de M

^

sont isomorphes �a des objets de K

�

(M

^

)=Ac

�

(M

^

) , o�u

Ac

�

(M) et Ac

�

(M

^

) d�esignent les cat�egories des complexes acycliques dont

les composants sont des �el�ements de M et M

^

respectivement.

Cette proposition r�esulte imm�ediatement de (2.3.1), (2.3.2) et de (chap.

II, 2.3.5).

Corollaire 2.4.2. Soit U un univers. On suppose que la cat�egorie A est une

U-cat�egorie, i.e. que pour tout couple Y et Z d'objets de A , Hom

A

(Y; Z) est

un �el�ement de U, et que les sommes directes index�ees par des �el�ements de

U sont repr�esentables dans A . Soient (X

i

)

i2I2U

une famille de g�en�erateurs

de A et M l'ensemble des objets de A de la forme

`

j2J2U

X

j

, o�u les X

j

sont

des �el�ements de l'ensemble

S

i2I

fX

i

g. Alors le foncteur naturel :

K

�

(M)=Ac

�

(M) �! D

�

(A)

est une �equivalence de cat�egories.

R�esulte imm�ediatement de (2.4.1).

Proposition 2.4.3. Soient A une cat�egorie ab�elienne et M un ensemble

d'objets de A poss�edant les propri�et�es (E

4

) et (E

5

) tel que tout objet de A

soit quotient d'un �el�ement de M et tel qu'il existe un entier n 2 N majorant

la M -dimension de tout objet X de A .

a) La cat�egorie K

�

(M) est Ac

�

(A)-localisante �a gauche (� = � ; + ; b ; \vide").

b) Le foncteur naturel :

K

�

(M)=Ac

�

(M) �! D

�

(A)

est une �equivalence de cat�egories.

Paraphrase la proposition (2.3.3) (� = + ; b ; \vide"), ou la proposition

(2.3.1) (� = �).

Proposition 2.4.4. On d�esigne par Q

�

: K

�

(A) �! D

�

(A) le foncteur cano-

nique.

a) Soit X un objet de A . L'objet X est Q-libre �a gauche (chap. II, 2.3.2) si

et seulement si X est un objet projectif de la cat�egorie A .
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b) D�esignons par P l'ensemble des objets projectifs de A . La cat�egorie tri-

angul�ee K

�

(P ) est une sous-cat�egorie de la cat�egorie des objets Q-libres �a

gauche. Le foncteur naturel :

K

�

(P ) �! D(A)

est pleinement �d�ele.

c) Si tout objet de A est quotient d'objet projectif (resp. et si de plus il existe

un entier n 2 N qui majore la dimension projective des objets de A ), alors :

1) Le foncteur naturel K

�

(P ) �! D

�

(A) (resp. K

�

(P ) �! D

�

(A) ) est

une �equivalence de cat�egories. On d�esigne par L

�

: D

�

(A) �! K

�

(P ) (resp.

L

�

: D

�

(A) �! K

�

(P ) ) un foncteur quasi-inverse.

2) Le foncteur L

�

Q

�

: K

�

(A)! K

�

(P ) (resp. L

�

Q

�

: K

�

(A)! K

�

(P ) )

est adjoint �a droite au foncteur d'inclusion :

K

�

(P ) �! K

�

(A) (resp. K

�

(P )! K

�

(A) ) :

Le morphisme d'adjonction id

K

�

(A)

�! L

�

Q

�

(resp. id

K

�

(A)

�! L

�

Q

�

) est

un \quasi-isomorphisme".

3) Le foncteur L

�

(resp. L

�

) est un adjoint �a gauche au foncteur Q

�

(resp. Q

�

).

4) Un objet de K

�

(A) (resp. K

�

(A) ) est Q-libre �a gauche si et seulement

s'il est isomorphe �a un objet de K

�

(P ) (resp. K

�

(P ) ).

D�emontrons a). Pour tout objet Y de A , on a : Hom

K(A)

(X; Y [n]) = 0 ,

pour n 6= 0 , et par suite, comme X est Q-libre �a gauche (chap. II, 2.3.3), on

a :

Hom

D(A)

(X; Y [n]) = 0 ; pour n 6= 0 :

Par ailleurs, on a Hom

D(A)

(X; Y ) = Hom

A

(X; Y ) (1.2.9). Soit alors :

S = 0 �! Y

0

u

�! Y

v

�! Y

00

�! 0

une suite exacte de A. Le foncteur cohomologique canonique comp(A)! D(A)

(1.3.2) fournit un triangle distingu�e

�

Y

0

; Y; Y

00

; [u]; [v]; �(S)

�

. D'o�u, une suite

exacte (chap. II, 1.2.1) :

� � � ! 0! Hom

D(A)

(X; Y

0

)! Hom

D(A)

(X; Y )! Hom

D(A)

(X; Y

00

)! 0! � � � ;

i.e. une suite exacte :

0 �! Hom

A

(X; Y

0

) �! Hom

A

(X; Y ) �! Hom

A

(X; Y

00

) �! 0 ;
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ce qui montre que X est un objet projectif de A .

D�emontrons b). Soient L

�

un complexe de type projectif objet de K

�

(A)

et u : L

�

�! Y un morphisme dans un complexe acyclique. Supposons qu'on

ait construit pour tout entier i > n , un morphisme s

i

: L

i

�! Y

i�1

tel

que u

i

= d

i�1

Y

s

i

+ s

i+1

d

i

L

�

(une telle construction est toujours possible pour

n su�samment grand car L

�

est un objet de K

�

(A) ). On en d�eduit que

d

n

Y

(u

n

�s

n+1

d

n

L

�

) = 0 et, par suite, le morphisme u

n

�s

n+1

d

n

L

�

se factorise par

Ker(d

n

Y

) . Le complexe Y �etant acyclique, le morphisme Y

n�1

�! Ker(d

n

Y

)

est un �epimorphisme et l'objet L

n

�etant projectif, il existe un morphisme

s

n

: L

n

�! Y

n�1

tel que d

n�1

Y

s

n

= u

n

� s

n+1

d

n

L

�

. On d�emontre ainsi par

r�ecurrence qu'il existe, pour tout entier i , un morphisme s

i

tel que u

i

=

d

i�1

Y

s

i

+ s

i+1

d

n

L

�

. Le morphisme u est donc homotope �a z�ero. On en d�eduit

par (chap. II, 2.3.3) que l'objet L

�

est un objet Q-libre �a gauche. La derni�ere

assertion de b) r�esulte alors de (chap. II, 2.3.3).

D�emontrons c). L'assertion 1) r�esulte imm�ediatement de b) et de (2.3.1).

Pour d�emontrer l'assertion 1) sous la forme resp. , montrons d'abord que tout

complexe de type projectif est Q-libre �a gauche. Soit L

�

un complexe de type

projectif et u : X �! L

�

un quasi-isomorphisme. Il su�t de montrer que u

admet une section (chap. II, 2.3.3). Il su�t donc de montrer qu'il existe un

complexe de type projectif L

0

�

et un quasi-isomorphisme v : L

0

�

�! X tel

que le morphisme compos�e uv : L

0

�

�! L

�

soit un isomorphisme de K(A) .

D'apr�es (2.3.3), il existe toujours un complexe L

0

�

de type projectif et un

quasi-isomorphisme v : L

0

�

�! X . Tout revient donc �a montrer qu'un quasi-

isomorphisme uv : L

0

�

�! L

�

est un isomorphisme. Or il existe un triangle

distingu�e (L

0

�

; L

�

; L

00

�

; uv; w;m) , o�u L

00

�

est un complexe de type projectif

acyclique. Tout revient donc �a montrer que les complexes acycliques de type

projectif sont homotopes �a z�ero. Soit donc L

00

�

un complexe acyclique de type

projectif. Comme la dimension projective des objets de A est major�ee, les

noyaux des di��erentielles de L

00

�

sont des projectifs (2.2.6). On en d�eduit que

toutes les di��erentielles de L

00

�

sont des morphismes d�ecomposables (chap.

II, 1.2.8) et, par suite, que L

00

�

est homotope �a z�ero.

Il r�esulte alors de (chap. II, 2.3.3) que le foncteur naturel K

�

(P )! D(A)

est pleinement �d�ele. Par suite, le foncteur K

�

(P ) �! D

�

(A) est pleinement

�d�ele. D'apr�es (2.3.3), ce foncteur est aussi essentiellement surjectif ; il est par

suite une �equivalence de cat�egorie. Les assertions 2) et 3) ne sont alors que

des applications directes de (chap. II, 2.3.3). L'assertion 4) est alors �evidente :

un objet Q-libre �a gauche de K

�

(A) (resp. de K

�

(A) ) admet, d'apr�es (2.3.1)

(resp. (2.3.3)), une r�esolution �a gauche par un complexe de type projectif

de K

�

(A) (resp. K

�

(A) ), et un quasi-isomorphisme entre objets Q-libres �a

gauche est un isomorphisme de K(A) .
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Remarque 2.4.5. a) Soit A une cat�egorie ab�elienne dont tous les objets

soient isomorphes �a des quotients d'objets projectifs. Un complexe de type

projectif n'est pas n�ecessairement Q-libre �a gauche.

Exemple : Soit A la cat�egorie des Z=4Z-modules. Le complexe :

� � � �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! � � �

dont toutes les di��erentielles sont la multiplication par 2 est acyclique et de

type projectif. Il n'est cependant pas homotope �a z�ero. Le même complexe

fournit un exemple de complexe acyclique de type injectif, non homotope �a

z�ero.

b) Même lorsque la dimension projective des objets de A n'est pas born�ee, il

peut exister des complexes de type projectif Q-libres �a gauche dont l'image

dans D(A) n'appartienne pas �a D

�

(A) . Par exemple, un complexe projectif

de Cartan-Eilenberg est un objet Q-libre �a gauche. Plus g�en�eralement, toute

somme directe d'objets Q-libres �a gauche est Q-libre �a gauche.

2.4.6. Nous laissons au lecteur le soin de formuler les �enonc�es qu'on ob-

tient en appliquant les r�esultats de ce num�ero �a la cat�egorie oppos�ee �a la

cat�egorie A .
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3.

�

Etude des Ext .

Dans ce paragraphe, A d�esigne une cat�egorie ab�elienne.

3.1. Di��erentes d�e�nitions �equivalentes.

3.1.1. On dit que la dimension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale

�a n si pour tout couple X et Y d'objets de A et pour tout entier p > n ,

on a Ext

p

A

(X; Y ) = 0 ((1.2.5), (1.2.9)). On appelle dimension cohomologique

de A et on note dimcoh(A) , le plus petit des entiers n pour lesquels la di-

mension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale �a n . S'il n'existe pas

d'entier n pour lequel la dimension cohomologique de A soit inf�erieure ou

�egale �a n , on dit que la dimension cohomologique de A est in�nie et on �ecrit

dimcoh(A) = +1 .

3.1.2. Rappelons (1.1.3) qu'on d�esigne par Qis

�

l'ensemble des quasi-iso-

morphismes de K

�

(A) ( � = b ; � ; + , \vide"). Soit X un objet de K

�

(A) ,

on d�esigne par Qis

�

=X (resp. XnQis

�

) la cat�egorie des quasi-isomorphismes

de but X (resp. de source X ) (chap. II, 2.2.1). L'ensemble Qis

�

�etant un

syst�eme multiplicatif de morphismes, la cat�egorie Qis

�

=X (resp. XnQis

�

)

est �ltrante �a gauche (resp. �a droite) (chap. II, 2.2.1). La cat�egorie Qis

�

=X

(resp. XnQis

�

) admet un objet initial (resp. �nal) u : Y �! X (resp.

u : X �! Y ) si et seulement s'il existe un objet Q

�

-libre �a gauche (resp. �a

droite) Y et un quasi-isomorphisme u : Y �! X (resp. u : X �! Y ),

comme on le voit imm�ediatement en utilisant (chap. II, 2.3.3).

Proposition 3.1.3. Soient X et Y deux complexes de A .

(1) Ext

0

A

(X; Y ) = lim

�!

(Qis=X)

�

Hom

K(A)

( � ; Y ) .

(2) Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

Y nQis

Hom

K(A)

(X; � ) .

(3) Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

(Qis=X)

�

�(Y nQis)

Hom

K(A)

( � ; � ) .

(4) Ext

n

A

(X; Y ) ' Ext

0

A

�

X [p]; Y [n+ p]

�

, pour tout entier p .

(5) Pour tout X dans K

�

(A) , Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

(Qis

�

=X)

�

Hom

K(A)

( � ; Y ) .

(6) Pour tout Y dans K

+

(A) , Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

Y nQis

+

Hom

K(A)

(X; � ) .
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(7) Pour tout X dans K

b

(A) et tout Y dans K

+

(A) ,

Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

(Qis

b

=X)

�

Hom

K(A)

( � ; Y ) :

(8) Pour tout X dans K

�

(A) et tout Y dans K

b

(A) ,

Ext

0

A

(X; Y ) ' lim

�!

Y nQis

b

Hom

K(A)

(X; � ) :

La formule (1) r�esulte de la d�e�nition de la cat�egorie localis�ee (chap. II,

2.2.2). La formule (2) se d�eduit de la formule (1), en passant �a la cat�egorie

oppos�ee (chap. II, 2.2.4). La formule (3) se d�eduit alors des formules (1) et

(2). La formule (4) est une d�e�nition (chap. I, 1.3.8). Les formules (5) et (6)

r�esultent de la proposition (1.2.1), b) et b)

bis

. Les formules (7) et (8) r�esultent

de la proposition (1.2.1), c) et c)

bis

.

Proposition 3.1.4.On suppose que tout objet de la cat�egorie A est isomorphe

�a un sous-objet (resp. �a un quotient) d'un objet injectif (resp. projectif ) de A .

1) Tout objet Y (resp. X ) de K

+

(A) (resp. K

�

(A) ) poss�ede une r�esolution

�a droite (resp. �a gauche) u : Y �! I

�

(resp. u : P

�

�! X ) de type injectif

(resp. projectif ) (1.1.4).

2) Cette r�esolution d�e�nit un isomorphisme :

Ext

0

A

(X; Y ) ' Hom

K(A)

(X; I

�

) ; pour tout X dans K(A)

(resp. Ext

0

A

(X; Y ) ' Hom

K(A)

(P

�

; Y ) ; pour tout Y dans K(A) ):

3) La dimension cohomologique de A est la borne sup�erieure des dimensions

injectives (resp. projectives) des objets de A .

4) Lorsque la dimension cohomologique de A est �nie, tout objet Y (resp.

X ) de K(A) poss�ede une r�esolution �a droite (resp. �a gauche) u : Y �! I

�

(resp. u : P

�

�! X ) de type injectif (resp. projectif ).

5) Avec les hypoth�eses et notations de 4), une telle r�esolution d�e�nit un

isomorphisme :

Ext

0

A

(X; Y ) ' Hom

K(A)

(X; I

�

) ; pour tout X dans K(A)

(resp. Ext

0

A

(X; Y ) ' Hom

K(A)

(P

�

; Y ) ; pour tout Y dans K(A) ):
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Seule reste �a d�emontrer la troisi�eme assertion. Les autres assertions sont

des cons�equences imm�ediates de la proposition (2.4.4). L'assertion 2) montre

aussitôt que la dimension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale �a la

borne sup�erieure des dimensions injectives (resp. projectives) des objets de

A . Supposons que la dimension cohomologique de A soit �egale �a n et soit :

I

�

= � � � �! 0 �! 0 �! I

0

�! I

1

�! I

2

�! I

3

�! � � �

une r�esolution de type injectif d'un objet Y de A . Pour tout objetX de A , on

a Hom

K(A)

(X [�n�1] ; I

�

) = 0 . En particulier, en prenant X = Ker d

n+1

I

�

, on

montre aussitôt que le morphisme canonique Ker d

n+1

I

�

�! I

n+1

se factorise

�a travers I

n

:

Kerd

n+1

I

�

\

\

\

\

\̂

u

I

n

w I

n+1

w � � � :

Par suite, Ker d

n+1

I

�

et Ker d

n

I

�

sont des facteurs directs de I

n

et sont donc

injectifs. Le complexe :

� � � �! 0 �! I

0

�! I

1

�! � � � �! I

n�1

�! Ker d

n

I

�

�! 0 �! � � �

est une r�esolution injective de Y ; ce qui montre que la dimension injective

de Y est inf�erieure ou �egale �a n . On d�emontre de même que la dimension

projective de tout objet X de A est inf�erieure ou �egale �a n .

3.1.5. Soient X et Y deux objets de A . La proposition (3.1.4) montre que

lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs ou projectifs les

groupes Ext

i

A

(X; Y ) que nous avons d�e�nis ici co��ncident avec ceux qui sont

d�e�nis classiquement.

3.2. La construction de Yoneda.

3.2.1. Soient X et Y deux objets de A . D�esignons par E

n

A

(X; Y ) (n � 1)

l'ensemble des suites exactes :

S

n

(X; Y ) = 0 �! Y �! Z

n�1

�! Z

n�2

�! � � � �! Z

0

u

0

�! X �! 0 :

L'entier n est appel�e la longueur de la suite S

n

(X; Y ) . Associons �a tout

�el�ement S

n

(X; Y ) de E

n

A

(X; Y ) trois complexes :
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a) Le complexe X dont le seul composant non nul est l'objet X en degr�e

z�ero.

b) Le complexe :

Z

�

= � � � �! 0 �! Y �! Z

n�1

�! � � � �! Z

0

�! 0 �! 0 �! � � �

( Y est le composant de degr�e �n et les Z

i

sont les composants de degr�e �i ).

c) Le complexe Y [n] dont le seul composant non nul est l'objet Y en de-

gr�e �n .

D�esignons alors par u(S

n

(X; Y )) : Z

�

! X le morphisme dont le seul

composant non nul est u

0

en degr�e 0 , et par v(S

n

(X; Y )) : Z

�

! Y [n] le

morphisme dont le seul composant non nul est id

Y

en degr�e �n . Le mor-

phisme u(S

n

(X; Y )) est un quasi-isomorphisme, d'o�u un morphisme dans

D(A) (avec les notations de (1.3.2) ) :

(3:2:1:1) �

n

A

(S

n

(X; Y )) = [v(S

n

(X; Y ))] [u(S

n

(X; Y ))]

�1

: X �! Y [n] :

On d�e�nit ainsi une application :

(3:2:1:2) �

n

A

: E

n

A

(X; Y ) �! Ext

n

A

(X; Y ) ;

qu'on note simplement �

n

lorsqu'aucune confusion n'en r�esulte.

Proposition 3.2.2. a) L'application �

n

est surjective.

b) Deux �el�ements :

S

n

(X; Y ) = 0 �! Y �! Z

n�1

�! � � � �! Z

0

�! X �! 0

et :

S

0

n

(X; Y ) = 0 �! Y �! Z

0

n�1

�! � � � �! Z

0

0

�! X �! 0

ont la même image par �

n

si et seulement s'il existe un �el�ement :

S

00

n

(X; Y ) = 0 �! Y �! Z

00

n�1

�! � � � �! Z

00

0

�! X �! 0

et un diagramme commutatif :

0 w Y w Z

n�1

w � � � w Z

0

w X w 0

0 w Y w

u

id

u

id

Z

00

n�1

w

u

u

� � � w Z

00

0

w

u

u

X w

u

id

u

id

0

0 w Y w Z

0

n�1

w � � � w Z

0

0

w X w 0 :
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c) Lorsque n = 1 , �

1

est le morphisme d�e�ni par le �-foncteur canonique

comp(A) �! D(A) (1.3.2).

Cette proposition r�esulte de la proposition (3.1.3) formule (7). Nous

laissons l'exercice au lecteur qui pourra consulter [3].

3.2.3. Soit S

n

(X; Y ) = 0 �! Y

u

n

�! Z

n�1

u

n�1

�! Z

n�2

� � �Z

0

u

0

�! X �! 0

un �el�ement de E

n

A

(X; Y ) . Pour tout entier p , 0 � p � n , donnons nous un

�el�ement "

p

de f�1;+1g. D�esignons par S

n

"

(X; Y ) la suite exacte :

(3:2:3:1) 0 �! Y

"

n

u

n

���! Z

n�1

"

n�1

u

n�1

������! Z

n�2

� � �Z

0

"

0

u

0

���! X �! 0 ;

qui est �el�ement de E

n

A

(X; Y ) . On a l'�egalit�e :

(3:2:3:2) �

n

(S

n

"

(X; Y )) =

�

n

Y

i=0

"

i

�

�

n

(S

n

(X; Y )) :

La formule (3.2.3.2) se d�emontre imm�ediatement en utilisant la relation

d'�equivalence (3.2.2), b) et la d�e�nition de �

n

(3.2.1.1).

3.2.4. Soient maintenant deux suites exactes :

S

n

(X;X

0

) = 0 �! X

0

u

n

��! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

1

��! Z

0

u

0

��! X �! 0

S

m

(X

0

; X

00

) = 0 �! X

00

u

0

m

��! Z

0

m�1

u

0

m�1

���! � � �

u

0

1

��! Z

0

0

u

0

0

��! X

0

�! 0 :

D�esignons par S

m

(X

0

; X

00

) � S

n

(X;X

0

) la suite exacte :

(3:2:4:1) S

m

(X

0

; X

00

) � S

n

(X;X

0

) =

0 �! X

00

u

0

m

��! Z

0

m�1

u

0

m�1

���! � � �Z

0

0

u

n

u

0

0

���! Z

n�1

u

n�1

���! � � �Z

0

u

0

��! X �! 0

Proposition 3.2.5. On a l'�egalit�e :

�

m+n

(S

m

(X

0

; X

00

) � S

n

(X;X

0

)) = (�1)

mn

(�

m

(S

m

(X

0

; X

00

))) [n] �

n

(S

n

(X;X

0

)):

D�eterminons le morphisme (�

m

(S

m

(X

0

; X

00

))) [n] �

n

(S

n

(X;X

0

)) . Avec

les notations de (3.2.1), on a deux diagrammes :

X

0

u(S

m

(X

0

;X

00

))

 ���������� Z

0

�

v(S

m

(X

0

;X

00

))

����������! X

00

[m] ;
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X

u(S

n

(X;X

0

))

 ��������� Z

�

v(S

n

(X;X

0

))

���������! X

0

[n] ;

d'o�u un diagramme :

X

u(S

n

)

 ���� Z

�

v(S

n

)

����! X

0

[n]

u(S

m

)[n]

 ������ Z

0

�

[n]

v(S

m

)[n]

������! X

00

[m+ n] ;

(o�u pour simpli�er la notation nous avons fait les abr�eviations �evidentes).

Il r�esulte alors de la d�e�nition de la translation dans D(A) (chap. II, 2.2.6)

qu'on a l'�egalit�e :

(3.2.5.1) (�

m

(S

m

(X

0

; X

00

))) [n] �

n

(S

n

(X;X

0

)) =

�

v(S

m

)[n]

��

u(S

m

)[n]

�

�1

�

v(S

n

)

��

u(S

n

)

�

�1

:

Posons alors :

(3.2.5.2) Z

00

�

= � � � �! 0 �! X

00

(�1)

n

u

0

m

������! Z

0

m�1

(�1)

n

u

0

m�1

�������! � � �

� � �

(�1)

n

u

0

1

�����! Z

0

0

u

n

u

0

0

���! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

1

��! Z

0

�! 0 �! 0 �! � � �

(les Z

i

sont les composants de degr�e �i de Z

00

�

),

S

m+n

(X;X

00

) = 0 �! X

00

(�1)

n

u

0

m

������! Z

0

m�1

(�1)

n

u

0

m�1

�������! � � �

� � �

(�1)

n

u

0

1

�����! Z

0

0

u

n

u

0

0

���! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

1

��! Z

0

u

0

��! X �! 0

D�e�nissons maintenant deux morphismes de complexes :

(3:2:5:3)

� : Z

00

�

�! Z

�

8

<

:

�

p

= id ; pour p � �n + 1 ;

�

�n

= u

0

0

;

�

p

= 0 ; pour p < �n ;

 : Z

00

�

�! Z

0

�

[n]

�

 

p

= 0 ; pour p � �n+ 1 ;

 

p

= id ; pour p � �n :

On v�eri�e imm�ediatement qu'on a les propri�et�es suivantes :

a) Le morphisme � : Z

00

�

�! Z

�

(3.2.5.3) est un quasi-isomorphisme.

196



Cat

�

egories D

�

eriv

�

ees

b) Dans le diagramme ci-apr�es :

(3:2:5:4)

Z

00

�

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'*

u(S

m+n

)











�

�

[

[

[

[]

 

h

h

h

h

h

h

h

h

h

hj

v(S

m+n

)

X Z

�

u

u(S

n

)

[

[

[]

v(S

n

)

Z

0

�

[n]

�

�

��

u(S

m

)[n]

w

v(S

m

)[n]

X

00

[m+ n]

X

0

[n]

le carr�e central et les triangles lat�eraux sont commutatifs dans comp(A) .

En passant dans la cat�egorie D(A) , le diagramme (3.2.5.4) fournit l'�ega-

lit�e :

(�

m

(S

m

(X

0

; X

00

))) [n] �

n

(S

n

(X;X

0

)) = �

m+n

(S

m+n

(X;X

00

)) :

Il su�t alors d'utiliser (3.2.3.2) pour achever la d�emonstration.

3.2.6. Un cas d'application particuli�erement important de la proposition

(3.2.5) est le suivant. Soit :

S

n

(X; Y ) = 0 �! Y

u

n

��! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

1

��! Z

0

u

0

��! X �! 0

un �el�ement de E

n

A

(X; Y ) . Posons pour tout entier p , 1 � p � n :

(3:2:6:1) S

1

p

= 0 �! Ker(u

p�1

) �! Z

p�1

�! Im(u

p�1

) �! 0 :

On a alors l'�egalit�e :

(3:2:6:2)

�

n

(S

n

(X; Y )) = (�1)

n(n�1)

2

�

1

(S

1

n

)[n� 1] �

1

(S

1

n�1

)[n� 2] � � ��

1

(S

1

1

);

ainsi qu'on le d�emontre imm�ediatement en utilisant la proposition (3.2.5).

3.2.7. Buvons le calice jusqu'�a la lie, et soient X et Y deux objets de A et

par cons�equent de A

�

: la cat�egorie oppos�ee �a A . Les ensembles E

n

A

(X; Y ) et

E

n

A

�

(Y;X) sont �egaux et on a deux applications :

(3:2:7:1)

E

n

A

(X; Y ) w

�

n

A

Ext

n

A

(X; Y )

E

n

A

�

(Y;X) w

�

n

A

�

Ext

n

A

�

(Y;X) :

197



J.-L. Verdier

Par ailleurs, on a identi��e en (1.2.8) la cat�egorie D(A)

�

�a la cat�egorie D(A

�

) ,

ce qui permet d'identi�er les ensembles Ext

n

A

�

(Y;X) et Ext

n

A

(X; Y ) (chap. I,

1.3.9). Modulo ces identi�cations, on a donc deux applications ayant même

source et même but :

(3:2:7:2)

E

n

A

(X; Y ) w

�

n

A

Ext

n

A

(X; Y )

E

n

A

�

(Y;X) w

�

n

A

�

Ext

n

A

�

(Y;X)

et on a la relation :

(3:2:7:3) �

n

A

= �

n

A

�

:

Cette relation est vraie pour n = 1 (1.3.4). Elle se d�emontre alors par r�ecur-

rence sur n en utilisant (3.2.5).

3.2.8. Soient :

S

n

(X; Y ) = 0 �! Y

u

n

��! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

2

��! Z

1

u

1

��! Z

0

u

0

��! X �! 0

un �el�ement de E

n

A

(X; Y ) , f : X

0

�! X et g : Y �! Y

00

deux morphismes

de A . Posons :

(3:2:8:1)

S

n

(X; Y ) � f = 0! Y

u

n

��! Z

n�1

u

n�1

���! � � �

u

2

��! Z

1

u

0

1

��! Z

0

0

u

0

0

��! X

0

! 0 ;

o�u Z

0

0

est le produit �br�e :

Z

0

0

w

u

0

0

u

f

0

X

0

u

f

Z

0

w

u

0

X

et o�u u

0

1

est l'unique morphisme d�e�ni par les �egalit�es f

0

u

0

1

= u

1

et u

0

0

u

0

1

= 0 .

De même, posons :

(3:2:8:2)

g �S

n

(X; Y ) = 0! Y

00

u

00

n

��! Z

00

n�1

u

00

n�1

���! Z

n�2

u

n�2

���! � � �

u

1

��! Z

0

u

0

��! X ! 0 ;
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o�u Z

00

n�1

est la somme amalgam�ee :

Y w

u

n

u

g

Z

n�1

u

g

00

Y

00

w

u

00

n

Z

00

n�1

et o�u u

00

n�1

est l'unique morphisme d�e�ni par les �egalit�es u

00

n�1

g

00

= u

n�1

et

u

00

n�1

u

00

n

= 0 .

Proposition 3.2.9. a) On a les �egalit�es :

�

n

(S

n

(X; Y ) � f) = �

n

(S

n

(X; Y ))f

�

n

(g � S

n

(X; Y )) = g[n] �

n

(S

n

(X; Y )) :

b) Tout diagramme commutatif :

S

n

(X; Y ) = 0 w Y w

u

g

Z

n�1

w

u

� � � w Z

1

w

u

Z

0

w

u

X w

u

f

0

S

0

n

(X

0

; Y

0

) = 0 w Y

0

w Z

0

n�1

w � � � w Z

0

1

w Z

0

0

w X

0

w 0

fournit l'�egalit�e :

(3:2:9:1) �

n

(g � S

n

(X; Y )) = �

n

(S

0

n

(X

0

; Y

0

) � f) :

Lorsque n = 1 , ces propri�et�es r�esultent des propri�et�es du �-foncteur

canonique comp(A) �! D(A) (1.3). Le cas g�en�eral s'obtient par r�ecurrence

sur n , en utilisant (3.2.5).

3.2.10. Soient S

n

(X; Y ) et S

n

(X

0

; Y

0

) deux �el�ements appartenant respecti-

vement aux ensembles E

n

A

(X; Y ) et E

n

A

(X

0

; Y

0

) et consid�erons le morphisme :

�

n

�

S

n

(X; Y )� S

n

(X

0

; Y

0

)

�

: X �X

0

�! (Y � Y

0

)[n] :

On a l'�egalit�e :

(3:2:10:1)

�

n

�

S

n

(X; Y )� S

n

(X

0

; Y

0

)

�

=

0

@

�

n

(S

n

(X; Y )) 0

0 �

n

(S

n

(X

0

; Y

0

))

1

A

;

ainsi qu'il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des applications �

n

.
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3.2.11. Soient f = �

n

(S

n

(X; Y )) et g = �

n

(S

0

n

(X; Y )) deux �el�ements de

Ext

n

A

(X; Y ) . Le morphisme f + g 2 Ext

n

A

(X; Y ) est, par d�e�nition, le mor-

phisme compos�e :

X

�

id

id

�

�����! X �X

�

f 0

0 g

�

�������! Y [n]� Y [n]

�

id;id

�

�����! Y [n] :

Les alin�eas (3.2.9) et (3.2.10) permettent alors, �a partir des �el�ements S

n

(X; Y )

et S

0

n

(X; Y ), de construire un �el�ement S

00

n

(X; Y ) 2 E

n

A

(X; Y ) tel que

�

n

(S

00

n

(X; Y )) = f + g . Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter cette

construction.

3.2.12. Nous avons donc montr�e au cours de ce num�ero que les groupes

Ext

n

A

(X; Y ) (X et Y objets de A ) peuvent s'interpr�eter comme des quotients

des ensembles E

n

A

(X; Y ) par la relation d'�equivalence d�ecrite en (3.2.2). De

plus, la composition des extensions et la somme peuvent se d�ecrire �a l'aide

d'op�erations simples sur les �el�ements des E

n

A

(X; Y ) . On retrouve ainsi une

description due �a Yoneda [3].

3.3. La cat�egorie A

Ext

.

Lemme 3.3.1. a) Soient X et Y deux objets de A et � 2 Ext

0

A

(X [p]; Y [q]) '

Ext

q�p

A

(X; Y ) , q > p . Il existe q � p suites exactes de longueur 1 , S

1

i

,

1 � i � q � p , telles que la suite exacte de longueur n : S

1

q�p

�S

1

q�p�1

�� � ��S

1

1

soit d�e�nie (3.2.4) et telles que :

(3:3:1:1) �

q�p

�

S

1

q�p

� S

1

q�p�1

� � � � � S

1

1

�

[p] = � :

b) Soient S

n

et S

0

n

deux �el�ements de E

n

A

(X; Y ) qu'on peut �ecrire en utilisant

les notations de (3.2.6) :

S

n

= S

1

n

� S

1

n�1

� � � � � S

1

1

;

S

0

n

= S

0

1

n

� S

0

1

n�1

� � � � � S

0

1

1

;

o�u les S

1

i

et les S

0

1

i

, 1 � i � n , sont des suites exactes de longueur 1 . Les

propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

i) �

n

(S

n

) = �

n

(S

0

n

) .

ii) Il existe n suites exactes de longueur 1 : S

00

1

i

, 1 � i � n , et 2n � 2

morphismes de A : f

i

, 1 � i � n�1 , et g

i

, 1 � i � n�1 , tels que les suites
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exactes S

1

i

� f

i�1

, 1 < i � n , f

i

� S

00

1

i

, 1 � i < n , S

0

1

i

� g

i�1

, 1 < i � n ,

g

i

� S

00

1

i

, 1 � i < n , soient d�e�nies ((3.2.8.1) et (3.2.8.2)) et tels que :

(3:3:1:2)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�

1

(S

00

1

n

) = �

1

�

S

1

n

� f

n�1

�

;

�

1

(S

00

1

n

) = �

1

�

S

0

1

n

� g

n�1

�

;

�

1

(f

i

� S

00

1

i

) = �

1

�

S

1

i

� f

i�1

�

; 1 < i � n� 1 ;

�

1

(g

i

� S

00

1

i

) = �

1

�

S

0

1

i

� g

i�1

�

; 1 < i � n� 1 ;

�

1

(f

1

� S

00

1

1

) = �

1

(S

1

1

) ;

�

1

(g

1

� S

00

1

1

) = �

1

(S

0

1

1

) :

En e�et, l'assertion a) r�esulte imm�ediatement de (3.2.2) et (3.2.5) et

l'assertion b) r�esulte de la description de la relation d'�equivalence induite par

l'application E

n

A

(X; Y ) �! Ext

n

A

(X; Y ) ((3.2.2) et (3.2.9)).

3.3.2. Rappelons (1.2.11) que la cat�egorie A

Ext

est la sous-cat�egorie pleine

de D(A) d�e�nie par les translat�es des objets de A . Soit F : A

Ext

�! C un

foncteur (�a valeurs dans une cat�egorie non n�ecessairement additive). D�esi-

gnons, pour tout entier n , par F

n

: A �! C le foncteur X 7! F (X [n]) . De

même, pour toute suite exacte de A , S

1

= 0 �! X �! Y �! Z �! 0 ,

d�esignons par �

n

F

(S

1

) : F

n

(Z) �! F

n+1

(X) le morphisme

F (�

1

(S

1

)[n]) : F (Z[n]) �! F (X [n+ 1]) :

La suite des foncteurs F

n

, n 2 Z , munie des morphismes �

�

F

poss�ede les

propri�et�es suivantes (3.2.9) :

SFL I) Tout diagramme commutatif :

S = 0 w X w

u

f

Y w

u

Z w

u

g

0

S

0

= 0 w X

0

w Y

0

w Z

0

w 0 ;
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o�u les lignes sont exactes fournit, pour tout entier n , un diagramme commu-

tatif :

F

n

(Z) w

�

n

F

(S)

u

F

n

(g)

F

n+1

(X)

u

F

n+1

(f)

F

n

(Z

0

) w

�

n

F

(S

0

)

F

n+1

(X

0

) :

SFL II) Lorsque S = 0 �! 0 �! 0 �! 0 �! 0 , le morphisme �

n

F

(S) est,

pour tout entier n, un isomorphisme.

Soit maintenantm : F ! F

0

un morphisme de foncteurs F , F

0

: A

Ext

! C.

On en d�eduit de fa�con �evidente une suite de morphismes de foncteurs

m

n

: F

n

�! F

0

n

. Cette suite de morphismes poss�ede la propri�et�e :

MSFL) Pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 , et pour

tout entier n , le diagramme ci-apr�es est commutatif :

F

n

(Z) w

�

n

F

(S)

u

m

n

(Z)

F

n+1

(X)

u

m

n+1

(X)

F

0

n

(Z) w

�

n

F

0

(S)

F

0

n+1

(X) :

D�e�nition 3.3.3. Une suite de foncteurs F

n

: A �! C munie de la donn�ee,

pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 , d'un morphisme

�

n

F

(S) : F

n

(Z) �! F

n+1

(X) poss�edant les propri�et�es SFL I) et SFL II) est

appel�ee une suite de foncteurs li�es. Soient (F

n

; �

n

F

) et (F

0

n

; �

n

F

0

) deux suites

de foncteurs li�es. Une suite de morphismes de foncteurs m

n

: F

n

�! F

0

n

est

appel�ee un morphisme de suites de foncteurs li�es si elle poss�ede la propri�et�e

MSFL).

Proposition 3.3.4. Soient Hom(A

Ext

; C) la cat�egorie des foncteurs de A

Ext

dans C et SFL(A; C) la cat�egorie dont les objets sont les suites de foncteurs

li�es et les morphismes, les morphismes de suites de foncteurs li�es. Ce qui

pr�ec�ede d�e�nit un foncteur :

� : Hom(A

Ext

; C) �! SFL(A; C) :

a) Ce foncteur est une �equivalence de cat�egories.
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b) Lorsque la cat�egorie C est additive, un foncteur de A

Ext

dans C est pr�e-

additif si et seulement si chacun des foncteurs de la suite de foncteurs li�es

associ�ee est additif.

Nous nous bornerons �a montrer que � est essentiellement surjectif. Tout

d'abord, quitte �a modi�er les cat�egories en pr�esence par une �equivalence,

on peut supposer que la cat�egorie A poss�ede un seul objet nul. On v�eri�e

aussitôt qu'alors la cat�egorie A

Ext

ne poss�ede qu'un seul objet nul. Soit alors

(F

n

; �

n

F

) une suite de foncteurs li�es. Remarquons que, pour tout entier n ,

la propri�et�e SFL II) d�e�nit un isomorphisme F

n

(0) �! F

n+1

(0) . On peut

alors, en rempla�cant au besoin la suite (F

n

; �

n

F

) par une suite isomorphe,

supposer que, pour tout n , F

n

(0) = F

n+1

(0) et que �

n

F

(0) = identit�e . Tout

objet non nul W de la cat�egorie A

Ext

s'�ecrit d'une mani�ere unique sous la

formeX [n] , o�u X est un objet de A . Posons alors pour tout objet non nul W

de A

Ext

, F (W ) = F

n

(X) et posons de plus F (0) = F

0

(0) . Nous avons ainsi

d�e�ni une application de Ob(A

Ext

) dans Ob(C) que nous allons maintenant

prolonger en un foncteur F : A

Ext

�! C, qui induise la suite de foncteurs

li�es (F

n

; �

n

F

) . Soit donc m : W �! W

0

un morphisme de A

Ext

. Examinons

d'abord di��erents cas :

1) W = W

0

= 0 . On pose alors F (m) = id

F

0

(0)

.

2) W = 0 et W

0

= X [p] , X 6= 0 . On pose alors F (m) = F

p

(0 �! X) .

3) W = Y [p] , Y 6= 0 , et W

0

= 0 . On pose alors F (m) = F

p

(Y �! 0) .

Supposons maintenant que W et W

0

soient di��erents de l'objet nul. Ils

s'�ecrivent alors de mani�ere unique sous la forme W = X [p] , W

0

= Y [q] , o�u

X et Y sont des objets de A . L'entier q � p est appel�e alors le degr�e de m .

4) Degr�e de m < 0 . On pose alors F (m) = F

q

(0 �! Y )F

p

(X �! 0) .

5) Degr�e de m = 0 . Le morphisme m s'�ecrit alors de mani�ere unique sous la

forme f [p] , o�u f est un morphisme de A . On pose alors F (m) = F

p

(f) .

6) Degr�e de m = 1 . Il existe une suite exacte de A :

S = 0 �! Y �! Z �! X �! 0

telle que m = �

1

(S)[p] (3.3.1). On pose alors F (m) = �

p

F

(S) . Le fait que le

morphisme F (m) ainsi d�e�ni ne d�epende pas de la suite exacte choisie r�esulte

de (3.2.2) et de la propri�et�e SFL I).

D�esignons alors par Fl

�n

(A

Ext

) l'ensemble des morphismes m :W ! W

0

tels que W ou W

0

soit l'objet nul ou tels que le degr�e de m soit inf�erieur

ou �egal �a n . L'existence du foncteur F : A

Ext

�! C induisant la suite de

foncteurs li�es (F

n

; �

n

F

) r�esulte alors du lemme et de la proposition suivants :
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Lemme 3.3.5. Soient m : W �! W

0

, m

0

: W

0

�! W

00

, m

00

= m

0

m

trois morphismes de A

Ext

appartenant �a Fl

�1

(A

Ext

) . Les morphismes F (m) ,

F (m

0

) et F (m

00

) ont �et�e d�e�nis ci-dessus dans les cas 1), 2), 3), 4), 5), 6) et

on a :

(3:3:5:1) F (m

00

) = F (m

0

)F (m) :

Proposition 3.3.6. (D�e�nition de la cat�egorie A

Ext

par g�en�erateurs et rela-

tions). Soient C une cat�egorie et :

Ob(F ) : Ob(A

Ext

) �! Ob(C) ;

Fl

�1

(F ) : Fl

�1

(A

Ext

) �! Fl(C)

deux applications compatibles avec les applications source et but des cat�ego-

ries A

Ext

et C telles que pour tout triplet de morphismes m : W �! W

0

,

m

0

: W

0

�! W

00

, m

00

= m

0

m , m; m

0

; m

00

2 Fl

�1

(A

Ext

) on ait :

Fl

�1

(F )(m

0

) Fl

�1

(F )(m) = Fl

�1

(F )(m

00

) :

Il existe alors un foncteur F : A

Ext

�! C et un seul tel que F induise l'appli-

cation Ob(F ) sur les ensembles d'objets et tel que pour tout m 2 Fl

�1

(A

Ext

)

on ait :

F (m) = Fl

�1

(F )(m) :

En e�et, on v�eri�e facilement que la suite de foncteurs li�es associ�ee au

foncteur fourni par (3.3.5) et (3.3.6) est bien la suite (F

n

; �

n

F

) qu'on avait

au d�epart.

3.3.7. D�emonstration du lemme 3.3.5. La d�emonstration se fait en

examinant les di��erents cas possibles. Il y a, d'abord, quatre cas �a examiner

lorsqu'au moins deux des objets W , W

0

, W

00

sont nuls. Les morphismes

F (m) , F (m

0

) et F (m

00

) sont alors d�e�nis dans l'un des cas 1), 2) ou 3). La

v�eri�cation de (3.3.5.1) est imm�ediate et laiss�ee au lecteur. Il y a, ensuite,

neuf cas �a examiner dans lesquels un des objets W , W

0

, W

00

est nul. Deux

des morphismes m , m

0

, m

00

sont alors d�e�nis par 1), 2), 3), le troisi�eme �etant

d�e�ni par 4), 5), 6). L�a encore la v�eri�cation est imm�ediate et laiss�ee au

lecteur. Il reste �a examiner les cas o�u W , W

0

, W

00

sont non nuls. Ces cas

sont au nombre de huit :

c

1

) degr�e de m et m

0

< 0 ;

c

2

) degr�e de m < 0 , degr�e de m

0

= 0 ;
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c

3

) degr�e de m = 0 , degr�e de m

0

< 0 ;

c

4

) degr�e de m et m

0

= 0 ;

c

5

) degr�e de m = 1 , degr�e de m

0

< 0 ;

c

6

) degr�e de m < 0 , degr�e de m

0

= 1 ;

c

7

) degr�e de m = 1 , degr�e de m

0

= 0 ;

c

8

) degr�e de m = 0 , degr�e de m

0

= 1 ;

Nous nous bornerons �a envisager le cas c

8

) ; le cas c

7

) se traite de la même

mani�ere et les cas c

i

) , 1 � i � 6 , sont triviaux. Soit :

S = 0 �! X

00

�! Y �! X

0

�! 0

une suite exacte telle que �

1

(S)[p] = m

0

, et f : X �! X

0

un morphisme

de A tel que f [p] = m . On a alors F (m) = F

p

(f) , F (m

0

) = �

p

F

(S) et

F (m

00

) = �

p

F

(S � f) (3.2.9). Or on a un diagramme commutatif :

S � f = 0 w X

00

w

u

id

Y

0

w

u

X w

u

f

0

S = 0 w X

00

w Y w X

0

w 0 :

D'o�u un diagramme commutatif (SFL I) :

F

p

(X) w

�

p

F

(S � f)

u

F

p

(f)

F

p+1

(X

00

)

u

id

F

p

(X

0

) w

�

p

F

(S)

F

p+1

(X

00

) ;

i.e.

F (m

00

) = F (m

0

)F (m) :

3.3.8. D�emonstration de la proposition 3.3.6. Soitm : X [p]! Y [p+n] ,

X et Y objets de A , n > 0 , un morphisme de A

Ext

. D'apr�es le lemme (3.3.1),

il existe n+1 objetsX

i

[p+i] , 0 � i � n , X

0

[p] = X [p] , X

n

[p+n] = Y [p+n]

et n morphismes :

X [p]

m

1

�! X

1

[p+ 1]

m

2

�! X

2

[p+ 2]

m

3

�! � � �

m

n

�! Y [p+ n]
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tel que m = m

n

m

n�1

� � �m

2

m

1

. Ceci entrâ�ne aussitôt l'unicit�e de F . Pour

d�emontrer l'existence, il su�t de remarquer que d'apr�es le lemme (3.3.1),

lorsqu'on a une deuxi�eme d�ecomposition de m : m = m

0

n

m

0

n�1

� � �m

0

1

, on a

un diagramme commutatif :

X

1

[p+ 1] w

m

2

X

2

[p+ 2] w � � � w X

n�1

[p+ n � 1]

h

h

h

hj

m

n

X [p] w

m

00

1

h

h

h

hj

m

0

1

�

�

�

��

m

1

X

00

1

[p+ 1] w

m

00

2

u

f

1

[p+1]

u

g

1

[p+1]

X

00

2

[p+ 2] w

u

f

2

[p+2]

u

g

2

[p+2]

� � � w X

00

n�1

[p+ n � 1]

u

f

n�1

[p+n�1]

u

g

n�1

[p+n�1]

w

m

00

n

Y [p+ n]

X

0

1

[p+ 1] w

m

0

2

X

0

2

[p+ 2] w � � � w X

0

n�1

[p+ n � 1]

'

'

'

')

m

0

n

;

o�u les f

i

et les g

i

, 1 � i � n � 1 , sont des morphismes de A .
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4. Objets spectraux usuels.

4.1. Premier objet spectral canonique.

4.1.1. Rappelons que

e

Z d�esigne l'ensemble ordonn�e Z [ f�1;+1g , ou

encore la cat�egorie associ�ee �a cet ensemble ordonn�e (chap. II, 4.3.1). Soient

A une cat�egorie additive et Y :

e

Z! comp(A) un foncteur :

(4:1:1:1)

q 2

e

Z ; q 7�! Y (q) ;

(p; q) 2 Fl

1

(

e

Z) ; u(p; q) : Y (p)! Y (q) :

On a alors associ�e, au chapitre I, (3.3.6), au foncteur Y un objet spectral

(de type

e

Z) �a valeurs dans K(A) (chap. II, 4.1.2 et 4.1.3) dont nous allons

rappeler la construction.

Soit, tout d'abord, pour tout �el�ement (p; q) de Fl

1

(

e

Z) (i.e. pour tout

couple p; q 2

e

Z tel que p � q ), Y(p; q) le cône du morphisme u(p; q) (chap.

I, 3.1.2) :

(4:1:1:2)

Y(p; q)

i

= Y (q)

i

� Y (p)

i+1

;

d

i

Y(p;q)

=

0

@

d

i

Y (q)

u(p; q)

i+1

0 �d

i+1

Y (p)

1

A

:

D�e�nissons alors, pour tout couple (p; q) et (p

0

; q

0

) d'�el�ements de Fl

1

(

e

Z) tels

que p � p

0

et q � q

0

:

(4:1:1:3) �

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: Y(p; q)! Y(p

0

; q

0

) ;

comme �etant la classe �a homotopie pr�es du morphisme de complexes :

(4:1:1:4) 	

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: Y(p; q)! Y(p

0

; q

0

) ;

d�e�ni par les formules :

(4:1:1:5) 	

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

i

=

0

@

u(q; q

0

)

i

0

0 u(p; p

0

)

i+1

1

A

:
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On a ainsi d�e�ni un foncteur F`

1

(

e

Z)! K(A) .

Soit (p; q; r) un �el�ement de Fl

2

(

e

Z) . D�e�nissons alors :

(4:1:1:6) �(p; q; r) : Y(q; r)! Y(p; q)[1] ;

comme �etant la classe d'homotopie du morphisme de complexes :

(4:1:1:7) d(p; q; r) : Y(q; r)! Y(p; q)[1] ;

d�e�ni par les formules :

(4:1:1:8) d(p; q; r)

i

=

0

@

0 id

Y (q)

i+1

0 0

1

A

:

On sait (chap. I, 3.3.6) que le triangle de K(A) :

�

Y(p; q);Y(p; r);Y(q; r);�

�

(p; q); (p; r)

�

;�

�

(p; r); (q; r)

�

; �(p; q; r)

�

est distingu�e et d�epend fonctoriellement de (p; q; r) . On a donc construit un

objet spectral

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

, �a valeurs dans K(A) .

Soient Y :

e

Z ! comp(A) et Y

0

:

e

Z ! comp(A) deux foncteurs et

m : Y ! Y

0

un morphisme de foncteurs. Le morphisme m induit un mor-

phisme des objets spectraux associ�es :

(4:1:1:9) M(p; q) : Y(p; q)! Y

0

(p; q) :

4.1.2. Soit Y un objet de comp(A) . Posons :

(4:1:2:1) q 2 Z ; Y (q) = 0! 0! Y

�q

! Y

�q+1

! Y

�q+2

! � � � ;

les di��erentielles de ce complexe �etant induites par les di��erentielles de Y .

Posons de même :

(4:1:2:2) Y (�1) = 0 ; Y (+1) = Y :

On a des monomorphismes :

0 = Y (�1) ,! � � � ,! Y (q) ,! Y (q+1) ,! Y (q+2) ,! � � � ,! Y (+1) = Y ;
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qui d�e�nissent une �ltration du type

e

Z de Y qu'on appelle premi�ere �ltration

canonique de Y , et par suite un foncteur, que nous notons Y , de

e

Z dans

comp(A) . On en d�eduit par la construction rappel�ee en (4.1.1) un objet

spectral �a valeurs dans K(A) :

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

. On se propose de d�ecrire

un objet spectral isomorphe �a

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

. Posons tout d'abord :

(4.1.2.3)

a) pour �1 < p < q < +1 :

Y (p; q) = � � �0! 0! Y

�q

! Y

�q+1

! � � � ! Y

�p�2

! Y

�p�1

! 0! 0! � � � ;

b) pour �1 < p < +1 :

Y (p;+1) = � � � ! Y

i

! Y

i+1

! � � � ! Y

�p�2

! Y

�p�1

! 0! 0! � � � ;

c) Y (�1; q) = Y (q) , pour tout q 2

e

Z , Y (p; p) = 0 , pour tout p 2

e

Z ,

les di��erentielles de ces complexes �etant induites par les di��erentielles du

complexe Y .

D�esignons par :

(4:1:2:4) '

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: Y (p; q)! Y (p

0

; q

0

) ; p � p

0

et q � q

0

;

la classe d'homotopie du morphisme de complexes :

(4:1:2:5)  

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: Y (p; q)! Y (p

0

; q

0

) ;

dont les composants sont des morphismes identiques quand la source et le

but sont des objets non nuls. On v�eri�e imm�ediatement qu'on a ainsi d�e�ni

un foncteur de F`

1

(

e

Z) dans K(A) .

Soit (p; q; r) un �el�ement de Fl

2

(

e

Z). D�esignons par :

(4:1:2:6) �(p; q; r) : Y (q; r)! Y (p; q)[1]

la classe d'homotopie du morphisme de complexes :

(4:1:2:7) d(p; q; r) : Y (q; r)! Y (p; q)[1] ;

dont les composants sont :

(4:1:2:8)

d(p; q; r)

i

= 0 ; pour i 6= �q � 1 ;

d(p; q; r)

�q�1

= �d

�q�1

Y

:
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En�n, pour tout �el�ement (p; q) de Fl

1

(

e

Z) , d�esignons par :

(4:1:2:9) J(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q)

la classe d'homotopie du morphisme de complexes :

(4:1:2:10) j(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q) ;

d�e�ni par les formules :

(4:1:2:11)

j(p; q)

i

= 0 ; pour i < �q ou i > �p � 1 ;

j(p; q)

i

= identit�e , pour � q � i � �p � 2 ;

j(p; q)

�p�1

: Y

�p�1

� Y

�p

! Y

�p�1

;

j(p; q)

�p�1

= (id; 0) :

Proposition 4.1.3. a) Pour tout �el�ement (p; q) de Fl

1

(

e

Z) , le morphisme

J(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q) de K(A) est un isomorphisme.

b) Pour tout couple (p; q), (p

0

; q

0

) de Fl

1

(

e

Z) tel que p � p

0

et q � q

0

, le

diagramme de K(A) :

Y(p; q) w

�

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

u

J(p; q)

Y(p

0

; q

0

)

u

J(p

0

; q

0

)

Y (p; q) w

'

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

Y (p

0

; q

0

)

est commutatif.

c) Pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl

2

(

e

Z) , le diagramme de K(A) :

Y(q; r) w

�(p; q; r)

u

J(q; r)

Y(p; q)[1]

u

J(p; q)[1]

Y (q; r) w

�(p; q; r)

Y (p; q)[1]

est commutatif.

La v�eri�cation est laiss�ee au lecteur.
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4.1.4. Il r�esulte de (4.1.3) que pour tout objet Y de comp(A) ,

Spec

1

(Y ) =

�

Y (p; q); �(p; q; r)

�

;

d�e�ni par (4.1.2.3), (4.1.2.4) et (4.1.2.6), est un objet spectral �a valeurs dans

K(A) . L'objet spectral Spec

1

(Y ) d�epend fonctoriellement de l'objet Y de

comp(A) . On a donc d�etermin�e un foncteur :

Y 7�! Spec

1

(Y )

de la cat�egorie des complexes de A dans la cat�egorie des objets spectraux �a

valeurs dans K(A) . Ce foncteur est appel�e le foncteur premier objet spectral

canonique �a valeurs dans K(A) . Pour tout objet Y de comp(A) , l'objet spec-

tral Spec

1

(Y ) est appel�e le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�e

au complexe Y . Il convient de noter que lorsque Y est un objet de comp

�

(A)

(� = + ; � ; b ; \vide"), le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�e

au complexe Y est, en fait, �a valeurs dans K

�

(A) .

4.1.5. Soient A une cat�egorie ab�elienne et Y un complexe de A . L'image

par le foncteur canonique K(A) ! D(A) du premier objet spectral associ�e

au complexe Y est un objet spectral �a valeurs dans D(A) qui est appel�e le

premier objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e au complexe Y . Le plus

souvent, nous dirons simplement premier objet spectral associ�e au complexe

Y et noterons (abusivement) :

Spec

1

(Y ) =

�

Y (p; q); �(p; q; r)

�

le premier objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e au complexe Y . Le

foncteur premier objet spectral canonique compos�e avec le foncteur canonique

K(A)! D(A) (�etendu aux objets spectraux) est appel�e le foncteur premier

objet spectral canonique �a valeurs dans D(A) . Soulignons qu'il s'agit d'un

foncteur de la cat�egorie des complexes de A dans la cat�egorie des objets

spectraux de D(A) et que ce foncteur ne se factorise pas, en g�en�eral, par la

cat�egorie des complexes �a homotopie pr�es.

4.1.6. Les complexes n-uples d'objets de A permettent de construire des

complexes simples munis de �ltrations et par suite des objets spectraux �a

valeurs dans K(A) . Soient X un complexe n-uple (chap. I, 2.1.2) et m un en-

tier, 1 � m � n . Pour tout � 2 Z[n] (notation de (chap. I, 2.1.1)), d�esignons

par �

m

sa m-i�eme coordonn�ee.

Nous allons, tout d'abord, d�e�nir une famille de complexes et de mor-

phismes de complexes. Soit, pout tout couple (p; q) 2 Fl

1

(

e

Z) ,

m

X(p; q) le
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complexe n-uple d�e�ni par :

(4:1:6:1)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�

m

X(p; q)

�

�

=

8

<

:

X

�

si � q � �

m

< �p ;

0 si �

m

< �q ou � p � �

m

;

les di��erentielles de

m

X(p; q) sont les di��erentielles

de X sauf peut-être si la source ou le but de la dif-

f�erentielle consid�er�ee sont des objets nuls.

Pour tout couple (p; q) et (p

0

; q

0

) d'�el�ements de Fl

1

(

e

Z) , tels que p � p

0

et

q � q

0

, d�esignons par :

(4:1:6:2) f

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

:

m

X(p; q)�!

m

X(p

0

; q

0

)

le morphisme de complexes n-uples dont les composants sont des morphismes

identiques sauf peut-être si la source ou le but sont des objets nuls. En�n,

pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl

2

(

e

Z) , d�esignons par :

(4:1:6:3) g(p; q; r) :

m

X(q; r)�! T

m

�

m

X(p; q)

�

(T

m

d�esigne le foncteur de translation dans la direction m (chap. I, 2.3.1) le

morphisme dont les composants sont :

(4:1:6:4)

8

<

:

g(p; q; r)

�

= 0 si �

m

6= �q � 1 ;

g(p; q; r)

�

= �d

�;m

X

si �

m

= �q � 1 :

Introduisons alors de nouvelles notations. Tout d'abord, d�esignons, par

abus de notation, par

R

n

: comp

n

(A) ! comp(A) la �-extension ou la

�-extension du foncteur complexe simple associ�e (sous r�eserve d'existence

de produits ou sommes d�enombrables dans A (chap. I, 2.2.3). Posons alors :

(4:1:6:5)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Z

n

m

X(p; q) =

m

Y (p; q) ;

Z

n

m

X(�1; q) =

m

Y (�1; q) =

m

Y (q) ;

Z

n

m

X(�1;+1) =

Z

n

X =

m

Y (�1;+1) =

m

Y (+1) = Y ;
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puis :

(4:1:6:6)

Z

n

f

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

= h

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

:

Soit de plus :

(4:1:6:7)

m

d(p; q; r) :

m

Y (q; r) �!

m

Y (p; q)[1]

le morphisme compos�e :

(4:1:6:8)

m

Y (q; r)

R

n

g(p;q;r)

�������!

Z

n

T

m

m

X(p; q)

(�)

��!

�

Z

n

m

X(p; q)

�

[1]

jj

Y (p; q)[1] ;

o�u le morphisme (�) est l'isomorphisme de commutation aux translations du

foncteur complexe simple associ�e (chap. I, 2.3.2.1).

On obtient ainsi une �ltration du complexe simple Y =

R

n

X :

(4:1:6:9) 0 =

m

Y (�1) � � � � �

m

Y (q) � � � � �

m

Y (+1) = Y

qu'on appelle la �ltration d�e�nie par le m-i�eme degr�e de X .

On peut, par le proc�ed�e rappel�e en (4.1.1), associer au complexe �ltr�e

(4.1.6.9) un objet spectral �a valeurs dans K(A) not�e :

(4:1:6:10)

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

:

En�n, abusivement, nous d�esignerons dans la proposition ci-apr�es par la

même notation, un morphisme de comp(A) et son image dans K(A) .

Proposition 4.1.7. a) Les objets

m

Y (p; q) (4.1.6.5), les morphismes

h

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

(4.1.6.6) et les morphismes

m

d(p; q; r) (4.1.6.7) d�e�nissent

un objet spectral �a valeurs dans K(A) qui d�epend fonctoriellement du com-

plexe n-uple X .

Cet objet spectral est appel�e l'objet spectral �a valeurs dans K(A) d�e�ni

par le complexe X �ltr�e par son m-i�eme degr�e.

b) Il existe un isomorphisme canonique (i.e. fonctoriel par rapport �a l'objet

X de comp

n

(A) ) entre les objets spectraux

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

(4.1.6.10) et

�

m

Y (p; q);

m

d(p; q; r)

�

.
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Supposons, tout d'abord, la proposition d�emontr�ee lorsque X est un

double complexe et lorsque l'entier m = 1, et montrons comment on peut se

ramener �a ce cas. Soit ' : [n]! [2] l'application :

(4:1:7:1)

8

<

:

'(m) = 1 ;

'(i) = 2 ; pour tout i 2 [n] ; i 6= m :

Posons

R

'

X = Z (chap. I, 2.2.2). On peut alors e�ectuer sur le double

complexe Z les constructions d�ecrites en (4.1.6.i), 1 � i � 4 . On obtient des

doubles complexes :

(4:1:7:2)

1

Z(p; q) ; (p; q) 2 Fl

1

(

e

Z) ;

et des morphismes de doubles complexes :

(4:1:7:3)

f

Z

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

:

1

Z(p; q)!

1

Z(p

0

; q

0

) ;

g

Z

(p; q; r) :

1

Z(q; r)! T

1

�

1

Z(p; q)

�

:

On constate alors que :

(4:1:7:4)

Z

'

m

X(p; q) =

1

Z(p; q) ; (p; q) 2 Fl

1

(

e

Z) ;

Z

'

f

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

= f

Z

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

;

(v�eri�cation imm�ediate) et que de plus le morphisme g

Z

(p; q; r) est le mor-

phisme compos�e :

(4:1:7:5)

Z

'

m

X(q; r)

R

'

g(p;q;r)

�������!

Z

'

T

m

�

m

X(p; q)

�

(��)

���!T

1

�

Z

'

m

X(p; q)

�

;

o�u (��) est l'isomorphisme de commutation du foncteur

R

'

aux translations

(chap. I, 2.3.2.1) (pour v�eri�er ceci, on utilise la d�e�nition explicite des di��e-

rentielles de Z (chap. I, 2.2.2.5) et de l'isomorphisme de commutation (chap.

I, 2.3.2.1). Construisons alors l'objet spectral d�e�ni par Z �ltr�e par son pre-

mier degr�e. Il r�esulte de l'�egalit�e

R

2

R

'

=

R

n

, de (4.1.7.4), (4.1.7.5) et de

(chap. I, 2.3.3) que

�

m

Y (p; q);

m

d(p; q; r)

�

est �egal �a cet objet spectral.
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Supposons donc que X soit un double complexe et que m = 1 . Pour

d�emontrer a), il su�t de montrer que, pour tout (p; q; r) 2 Fl

2

(

e

Z) , le dia-

gramme de comp(A) :

(4:1:7:6)

Z

2

1

X(p; q)!

Z

2

1

X(p; r)!

Z

2

1

X(q; r)

1

d(p;q;r)

�����!

Z

2

T

1

�

1

X(p; q)

�

=

�

Z

2

1

X(p; q)

�

[1]

d�e�nit dans K(A) un triangle distingu�e (remarquons que l'isomorphisme de

commutation aux translations

R

2

T

1

�

1

X(p; q)

�

�

�!

�
R

2

1

X(p; q)

�

[1] est dans ce

cas l'identit�e). Les autres assertions contenues dans a) sont �evidentes. Pour

prouver que le diagramme (4.1.7.6) d�e�nit dans K(A) un triangle dinstin-

gu�e, il su�t, d'apr�es la propri�et�e (TRII) (chap. II, 1.1.1), de montrer que le

diagramme :

(4:1:7:7)

�

Z

2

1

X(q; r)

�

[�1]

�

1

d(p;q;r)[�1]

���������!

Z

2

1

X(p; q) �!

Z

2

1

X(p; r)�!

Z

2

1

X(q; r)

d�e�nit dans K(A) un triangle distingu�e. On constate alors imm�ediatement que

le complexe simple

R

2

1

X(p; r) est �egal au cône du morphisme �

1

d(p; q; r)[�1]

(chap. I, 3.1.2) et que les morphismes

R

2

1

X(p; q) �!

R

2

1

X(p; r) ,

R

2

1

X(p; r)!

R

2

1

X(q; r) , �gurant dans (4.1.7.7), sont les morphismes intro-

duits dans l'�etude du foncteur cône (chap. I, 3.2.2.2 et 3.2.2.4). Par suite, le

triangle de K(A) d�e�ni par le diagramme (4.1.7.7) est par d�e�nition (chap. I,

3.3.1) un triangle distingu�e. D�emontrons maintenant b). En utilisant les no-

tations introduites en (4.1.6.5), on vient de montrer que dans le diagramme :

(4:1:7:8)

1

Y (q; r)[�1]

�

1

d(�1;q;r)

���������!

1

Y (q) �!

1

Y (r) �!

1

Y (q; r) ;

le complexe

1

Y (r) apparâ�t comme le cône du morphisme �

1

d(�1; q; r) (po-

ser p = �1 dans le diagramme (4.1.7.7)). De plus (4.1.1), l'objet Y(q; r) a

�et�e d�e�ni comme �etant le cône du morphisme :

(4:1:7:9)

1

Y (q) �!

1

Y (r)

On a alors d�e�ni, dans cette situation (chap. I, 3.2.5.2), un homotopisme

(d�e�nissant donc un isomorphisme dans K(A)) :

(4:1:7:10) J(q; r) : Y(q; r)�!

1

Y (q; r) :

On laisse au lecteur le soin de v�eri�er que cet homotopisme est fonctoriel par

rapport aux indices (q; r) 2 Fl

1

(

e

Z) et par rapport au double complexe X et

qu'il d�e�nit un isomorphisme canonique de l'objet spectral

�

Y(p; q); �(p; q; r)

�

sur l'objet spectral

�

1

Y (p; q);

1

d(p; q; r)

�

.
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4.1.8. Lorsque X est un complexe simple, l'objet spectral �a valeurs dans

K(A) d�e�ni par le complexe X �ltr�e par son premier degr�e (4.1.7) n'est autre

que le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�e au complexe X . De

même, soient X un complexe n-uple et m un entier, 1 � m � n . Supposons

que le composant X

�

de X soit nul lorsque :

� � �

m

e

m

6= 0 (�

m

m-i�eme coordonn�ee ):

On v�eri�e alors que l'objet spectral d�e�ni par le complexe X �ltr�e par son

m-i�eme degr�e est �egal au premier objet spectral canonique du complexe

simple

R

m

X .

En�n, lorsque la cat�egorie A est ab�elienne, le foncteur canonique :

K(A) �! D(A)

transforme l'objet spectral �a valeurs dans K(A) d�e�ni par un complexe

n-uple X �ltr�e par son m-i�eme degr�e en un objet spectral �a valeurs dans

D(A) . L'objet spectral ainsi obtenu est appel�e l'objet spectral, �a valeurs dans

D(A) , d�e�ni par X, �ltr�e par son m-i�eme degr�e. Lorsque aucune confusion

n'en r�esulte, on supprime la mention \ �a valeurs dans D(A) ".

4.1.9. Soit X

��

un complexe double de A . D�esignons, pour tout entier q ,

par X

q;�

(resp. X

�;q

) le complexe simple :

X

q;�

= � � �

d

q;i�1

2

����!X

q;i

d

q;i

2

���!X

q;i+1

d

q;i+1

2

����! � � �

( resp. X

�;q

= � � � ! X

i;q

(�1)

q

d

i;q

1

�������!X

i+1;q

(�1)

q

d

i+1;q

1

��������!X

i+2;q

! � � � ) ;

dont le composant de degr�e i est X

q;i

(resp. X

i;q

).

La di��erentielle dans la premi�ere (resp. deuxi�eme) direction de X

��

in-

duit des morphismes (dans K(A) ) :

d

q;�

1

: X

q;�

�! X

q+1;�

( resp. d

�;q

2

: X

�;q

�! X

�;q+1

) ;

dont les composants sont :

(d

q;�

1

)

i

= d

q:i

1

( resp. (d

�;q

2

)

i

= (�1)

i

d

i;q

2

) :
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D�esignons par

�

1

Y (p; q);

1

�(p; q; r)

�

(resp.

�

2

Y (p; q);

2

�(p; q; r)

�

) l' objet

spectral, �a valeurs dans K(A) , d�e�ni par le complexe X , �ltr�e par son premier

(resp. deuxi�eme) degr�e (4.1.7). Il r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions qu'on

a les relations :

(4:1:9:1)

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

1

Y (q � 1; q) = X

�q;�

[q] ;

2

Y (q � 1; q) = X

�;�q

[q] ;

1

�(q � 1; q; q+ 1) = �(d

�q�1;�

1

)[q + 1] ;

2

�(q � 1; q; q+ 1) = �(d

�;�q�1

2

)[q + 1] :

Ces formules seront utilis�ees au num�ero (4.6).

4.2. Objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e �a un objet �ltr�e de

comp(A) .

Dans ce num�ero et les num�eros suivants de ce paragraphe, A d�esigne

une cat�egorie ab�elienne.

4.2.1. Soient X un objet de comp(A) et X(q) , q 2

e

Z , une �ltration crois-

sante de type

e

Z du complexe X :

(4:2:1:1) 0 = X(�1) � � � � � X(q) � X(q + 1) � � � � � X(+1) = X :

On en d�eduit, par la construction rappel�ee en (4.1.1), un objet spectral

�

X (p; q); �(p; q; r)

�

�a valeurs dans K(A) , d'o�u, en appliquant le foncteur cano-

nique K(A) ! D(A) , un objet spectral �a valeurs dans D(A) encore not�e,

abusivement,

�

X (p; q); �(p; q; r)

�

. On se propose de d�ecrire un objet spectral

�a valeurs dans D(A) isomorphe �a ce dernier objet spectral.

4.2.2. Soit donc 0 = X(�1) � � � � � X(q) � � � � � X(+1) = X , un objet

�ltr�e de comp(A) . Posons :

(4:2:2:1) X(p; q) = X(q)=X(p) ;

pour tout �el�ement (p; q) de Fl

1

(

e

Z) . (Le quotient est pris �evidemment ici au

sens de la cat�egorie ab�elienne comp(A) ). D�esignons par :

(4:2:2:2) '

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: X(p; q)�! X(p

0

; q

0

) ;
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o�u (p; q) et (p

0

; q

0

) sont des �el�ements de Fl

1

(

e

Z) tels que p � p

0

et q � q

0

,

l'image dans D(A) du morphisme canonique de comp(A) :

(4:2:2:3)  

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

: X(p; q) �! X(p

0

; q

0

) :

On a ainsi d�etermin�e un foncteur de F`

1

(

e

Z) dans D(A) . Soit, pour tout

�el�ement (p; q; r) de Fl

2

(

e

Z) :

(4:2:2:4) S(p; q; r) : 0! X(p; q)! X(p; r)! X(q; r)! 0 ;

la suite exacte de comp(A) dont les morphismes sont les morphismes cano-

niques d�eduits de la �ltration de X . Soit en�n, pour tout �el�ement (p; q) de

Fl

1

(

e

Z) ,

(4:2:2:5) J(p; q) : X (p; q) �! X(p; q) ;

l'image dans D(A) du morphisme de comp(A) :

(4:2:2:6) j(p; q) : X (p; q) �! X(p; q) ;

dont les composants sont :

(4:2:2:7)

j(p; q)

i

: X (p; q)

i

= X(q)

i

�X(p)

i+1

! X(q)

i

=X(p)

i

= X(p; q)

i

;

j(p; q)

i

= (�

i

; 0) ;

o�u �

i

est l'�epimorphisme canonique :

�

i

: X(q)

i

�! X(q)

i

=X(p)

i

:

Proposition 4.2.3. Pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl

2

(

e

Z) , d�esignons par :

�(p; q; r) : X(q; r)�! X(p; q)[1] ;

le morphisme de D(A) :

(4:2:3:1) �(p; q; r) = �

�

S(p; q; r)

�

;

o�u �

�

S(p; q; r)

�

est le morphisme de D(A) associ�e �a la suite exacte S(p; q; r)

(4.2.2.4) par le �-foncteur canonique comp(A)! D(A) (1.3.2).

a) Les objets X(p; q) (4.2.2.1), les morphismes '

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

�

(4.2.2.2)

et les morphismes �(p; q; r) (4.2.3.1) d�e�nissent un objet spectral �a valeurs

dans D(A) .

b) Les morphismes J(p; q) (4.2.2.5) d�e�nissent un isomorphisme de l'objet

spectral

�

X (p; q); �(p; q; r)

�

sur l'objet spectral

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

.

L'assertion a) r�esulte imm�ediatement des propori�et�es du �-foncteur cano-

nique comp(A)! D(A) (1.3.1). Pour d�emontrer l'assertion b), le lecteur se

reportera �a (1.3.2).
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4.2.4. Un morphisme d'objets �ltr�es de type

e

Z de comp(A) induit de la

mani�ere �evidente un morphisme entre les objets spectraux associ�es d�ecrits

par la proposition (4.2.3), a). La proposition (4.2.3) d�e�nit donc un foncteur

de la cat�egorie des objets �ltr�es de comp(A) dans la cat�egorie des objets

spectraux �a valeurs dans D(A) .

SoientX un objet de comp(A) etX(q) � X , q 2

e

Z , sa premi�ere �ltration

canonique. L'objet spectral associ�e par la proposition (4.2.3) �a l'objet �ltr�e

�

X; X(q) ; q 2

e

Z

�

n'est autre, dans ce cas, que le premier objet spectral, �a

valeurs dans D(A) , associ�e au complexe X (4.1.5).

Soient de même X un complexe n-uple de A ,

R

n

X = Y le complexe

simple associ�e, m un entier, 1 � m � n , et :

0 =

m

Y (�1) � � � � �

m

Y (q) � � � � �

m

Y (+1) = Y

la �ltration d�e�nie par le m-i�eme degr�e de X (4.1.6.9). L'objet spectral asso-

ci�e par la proposition (4.2.3) �a l'objet �ltr�e

�

Y;

m

Y (q) ; q 2

e

Z

�

n'est autre,

dans ce cas, que l'objet spectral, �a valeurs dans D(A) , d�e�ni par X , �ltr�e

par son m-i�eme degr�e (4.1.8).

4.3. Deuxi�eme objet spectral canonique.

4.3.1. Soit X un objet de comp(A) . Posons :

(4:3:1:1)

X(�1) = 0 ; X(+1) = X ;

X(q) = � � �X

q�3

! X

q�2

! Ker(d

q�1

X

)! 0! 0! � � � ; q 2 Z ;

les di��erentielles de ce dernier complexe �etant induites par les di��erentielles

de X . On a des monomorphismes canoniques :

(4:3:1:2) 0 = X(�1) � � � � � X(q) � X(q + 1) � � � � � X(+1) = X

qui d�e�nissent une �ltration de type

e

Z sur X qu'on appelle la deuxi�eme

�ltration canonique de X . On en d�eduit, par la proposition (4.2.3), un objet

spectral

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

qu'on appelle le deuxi�eme objet spectral, �a valeurs

dans D(A) , associ�e au complexe X . Un morphisme dans comp(A) : X ! Y

respecte les deuxi�emes �ltrations canoniques et, par suite, le foncteur :

X 7�!

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

est un foncteur de comp(A) dans la cat�egorie des objets spectraux �a valeurs

dans D(A) . Ce foncteur est appel�e le foncteur deuxi�eme objet spectral cano-

nique.
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Proposition 4.3.2. Soient X un objet de comp(A) ,

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

le

deuxi�eme objet spectral associ�e �a X et H : D(A)! A le foncteur cohomolo-

gique canonique.

a) H

r

�

X(p; q)

�

= 0 , pour tout entier r < p ou r � q .

b) Soit r un entier. Pour tout �el�ement (p; q) 2 Fl

1

(

e

Z) tel que p � r < q , il

existe un et un seul isomorphisme :

i

r

p;q

(X) : H

r

(X) �! H

r

�

X(p; q)

�

tel que i

r

�1;+1

(X) soit l'identit�e et tel que pour tout couple (p; q) et (p

0

; q

0

) ,

p � p

0

, q � q

0

, p � r < q , p

0

� r < q

0

, le diagramme ci-apr�es soit

commutatif :

H

r

(X)

A

A

A

A

A

AD

i

r

p;q

(X)

















�

i

r

p

0

;q

0

(X)

H

r

(X(p; q)) w

H

r

�

'

�

(p; q); (p

0

; q

0

)

��

H

r

(X(p

0

; q

0

)) :

c) Soient m : X ! Y un morphisme de comp(A) et :

m(p; q) : X(p; q)! Y (p; q)

le morphisme correspondant entre les deuxi�emes objets spectraux associ�es.

Pour tout �el�ement (p; q) de Fl

1

(

e

Z) et tout entier r tel que p � r < q , le

diagramme ci-apr�es est commutatif :

H

r

(X) w

H

r

(m)

u

i

r

p;q

(X)

o

H

r

(Y )

u

o

i

r

p;q

(Y )

H

r

(X(p; q)) w

H

r

(m(p; q))

H

r

(Y (p; q)) :

Cette proposition r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions.

Corollaire 4.3.3. Le foncteur deuxi�eme objet spectral canonique (4.3.1) se

factorise d'une mani�ere unique �a travers le foncteur canonique :

comp(A)! D(A) :

En e�et, d'apr�es (4.3.2), un quasi-isomorphisme m : X ! Y est transfor-

m�e par ce foncteur en isomorphisme d'objets spectraux. Le corollaire r�esulte

donc de (1.3.5).
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4.3.4. Le foncteur de D(A) dans la cat�egorie des objets spectraux de D(A)

est encore appel�e, abusivement, le foncteur deuxi�eme objet spectral canonique.

Soient X un complexe de A ,

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

le deuxi�eme objet spec-

tral associ�e �a X . Il r�esulte de (4.3.2) et (1.2.10) qu'on a un isomorphisme

canonique dans D(A) :

(4:3:4:1) X(p; p+ 1)

�

�!H

p

(X)[�p] :

Notons aussi que lorsqueX est un objet de D

�

(A) (� = �; +; b, \vide"),

le deuxi�eme objet spectral associ�e �a X est en fait �a valeurs dans D

�

(A) .

4.4. Suites spectrales usuelles.

4.4.1. Soient A une cat�egorie additive, non n�ecessairement ab�elienne,

F : K(A)! B un foncteur cohomologique dans une cat�egorie ab�elienne B ,

F

p

: K(A) ! B les foncteurs d�eduits de F en composant avec le foncteur

de translation de K(A)

�

F

p

(X) = F (X [p])

�

. Soit, de plus, Y un complexe

de A . Le foncteur F transforme le premier objet spectral, �a valeurs dans

K(A) , associ�e �a Y (4.1.4) en un objet spectral �a valeurs dans B. On en d�e-

duit (chap. II, 4.3.3) une suite spectrale �a valeurs dans B, fonctorielle en F et

en Y (lorsque celui-ci varie dans comp(A) ), qu'on appelle la premi�ere suite

spectrale du foncteur F , relative au complexe Y . On utilise toujours, pour

cette suite spectrale, l'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.1).

Proposition 4.4.2. a) Le terme I

p;q

1

de la premi�ere suite spectrale du foncteur

F relative au complexe Y est donn�e par :

I

p;q

1

= F

q

(Y

p

)

( Y

p

d�esigne ici le complexe dont le seul composant non nul est, en degr�e

z�ero, le p-i�eme composant du complexe Y ). La di��erentielle correspondante

est :

d

1

: I

p;q

1

�! I

p+1;q

1

;

d

1

= F

q

(�d

p

Y

) : F

q

(Y

p

) �! F

q

(Y

p+1

) :

b) Le terme I

p;q

2

de cette même suite spectrale peut donc se d�ecrire comme

suit : d�esignons par F

q;�

: comp

�

K(A)

�

! comp(B) l'extension de F

q

aux

complexes, H

p

B

: comp(B)! B le foncteur p-i�eme objet de cohomologie et Y

�

l'objet de comp

�

K(A)

�

:

Y

�

= � � � ! Y

p�1

d

p�1

Y

����! Y

p

d

p

Y

����! Y

p+1

�! � � � :
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On a alors :

I

p;q

2

= H

p

B

F

q;�

(Y

�

) :

c) Les termes I

p;q

1

sont les gradu�es associ�es aux objets F

p+q

(Y ) convenable-

ment �ltr�es.

D�emontrons a). Soit

�

Y (p; q); �(p; q; r)

�

le premier objet spectral �a va-

leurs dans K(A) associ�e au complexe Y . Il r�esulte imm�ediatement de la d�e�-

nition de cet objet qu'on a (4.1.2.3) :

Y (�p� 1;�p) = Y

p

[�p] :

Par suite (chap. II, 4.3.3.1) :

I

p;q

1

= F

p+q

�

Y

p

[�p]

�

= F

q

(Y

p

) :

La description de la di��erentielle d

1

: I

p;q

1

! I

p+1;q

1

se d�eduit alors imm�edia-

tement de (4.1.2.6). L'assertion b) r�esulte imm�ediatement de a). La derni�ere

assertion r�esulte de (chap. II, 4.3.2).

Remarque 4.4.3. D�esignons par

�

I

p;q

r

(Y ) ; d

r

; r � 1

�

la premi�ere suite

spectrale du foncteur F relative au complexe Y . Le foncteur :

Y 7�!

�

I

p;q

r

(Y ) ; d

r

; r � 1

�

est un foncteur de la cat�egorie comp(A) dans la cat�egorie des suites spectrales

�a valeurs dans B. Ce foncteur ne se factorise pas en g�en�eral par la cat�egorie

K(A) . En revanche, le foncteur :

Y 7�!

�

I

p;q

r

(Y ) ; d

r

; r � 2

�

se factorise, d'apr�es la proposition (4.4.2), b), par la cat�egorie des complexes

�a homotopie pr�es.

4.4.4. Soient maintenant A une cat�egorie ab�elienne, F : D(A)! B un fonc-

teur cohomologique �a valeurs dans une cat�egorie ab�elienne, F

p

, p 2 Z , les

foncteurs d�eduits de F en composant avec les translations de D(A)

�

F

p

(X) =

F (X [p])

�

. Soient, de plus, Y un objet de comp(A) et

�

Y (p; q); �(p; q; r)

�

le

premier objet spectral, �a valeurs dans D(A) , associ�e au complexe Y . Le fonc-

teur F transforme cet objet spectral en un objet spectral �a valeurs dans B.

On en d�eduit une suite spectrale �a valeurs dans B qu'on appelle encore la

premi�ere suite spectrale du foncteur F , relative au complexe Y . Cette suite

spectrale est d�ecrite essentiellement par la proposition (4.4.2) (il su�t dans la

proposition (4.4.2) de remplacer la cat�egorie K(A) par la cat�egorie D(A) ). La

premi�ere suite spectrale du foncteur F , relativement au complexe Y , d�epend

fonctoriellement de F et de l'argument Y quand celui-ci varie dans comp(A) .

Nous utiliserons toujours, pour cette suite spectrale, l'indexation introduite

en (chap. II, 4.3.3.1).
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4.4.5. Les donn�ees sont les mêmes qu'en (4.4.4) mais on se donne, de plus,

un objet X de D(A) . Soit

�

X(p; q); �(p; q; r)

�

le deuxi�eme objet spectral �a

valeurs dans D(A) associ�e au complexe X (4.3.1). Le foncteur F transforme

cet objet spectral en un objet spectral �a valeurs dans B. On en d�eduit une

suite spectrale fonctorielle en F et en l'argumentX lorsque celui-ci varie dans

la cat�egorie D(A) (4.3.3). Cette suite spectrale est appel�ee la deuxi�eme suite

spectrale du foncteur F , relative au complexe X . On utilise toujours, pour

cette suite spectrale, l'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.2).

Proposition 4.4.6. a) Le terme II

p;q

2

de la deuxi�eme suite spectrale de F

relative au complexe X est donn�e par :

II

p;q

2

= F

p

�

H

q

(X)

�

b) Les termes II

p;q

1

sont les gradu�es associ�es aux objets F

p+q

(X) convenable-

ment �ltr�es.

En e�et (4.3.4.1), on un isomorphisme canonique :

X(p; p+ 1)

�

�!H

p

(X)[�p] ;

d'o�u en utilisant (chap. II, 4.3.3.2) :

II

p;q

2

= F

p+q

�

H

q

(X)[�q]

�

= F

p

�

H

q

(X)

�

;

d'o�u l'�egalit�e (abusive) de a). L'assertion b) r�esulte de (chap. II, 4.3.2).

4.5. Probl�emes de convergence.

D�e�nition 4.5.1. Soient A et B deux cat�egories ab�eliennes. Un foncteur

cohomologique F : D

�

(A)! B (� = + ; � ; b , \vide") est dit stationnaire �a

droite (resp. �a gauche) s'il existe un entier n

0

tel que, pour tout objet X de

D

�

(A) tel que H

i

(X) = 0 , pour tout i < 0 (resp. > 0 ), on ait F

n

(X) = 0 ,

pour tout n < n

0

(resp. n > n

0

). Le foncteur F est dit stationnaire s'il est

stationnaire �a droite et �a gauche. Un foncteur exact G : D

�

(A)! D

�

0

(B) est

dit stationnaire �a droite (resp. stationnaire �a gauche, resp. stationnaire) si

le foncteur cohomologique obtenu en composant le foncteur G avec le fonc-

teur cohomologique canonique D

�

0

(B) ! B est stationnaire �a droite (resp.

stationnaire �a gauche, resp. stationnaire).
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4.5.2. Soient F : D(A)! B un foncteur cohomologique stationnaire �a droite,

p un entier, X un objet de comp(A) et :

0 = X(�1)! � � � ! X(q)! X(q + 1)! � � � ! X(+1) = X

la deuxi�eme �ltration canonique (4.3.1) de X . Le syst�eme inductif F

p

�

X(q)

�

est stationnaire, i.e. il existe un entier q

0

tel que pour tout q , q

0

� q � +1 ,

le morphisme :

F

p

�

X(q)

�

! F

p

(X)

soit un isomorphisme. En e�et, avec les notations de (4.2.3), on a une suite

exacte :

F

p�1

�

X(q;+1)

�

! F

p

�

X(q)

�

! F

p

(X)! F

p

�

X(q;+1)

�

;

et le foncteur F �etant stationnaire �a droite, il existe un entier q

0

tel que pour

tout q > q

0

les objets F

p

�

X(q;+1)

�

et F

p�1

�

X(q;+1)

�

soient nuls.

Soient de même F : D(A) ! B un foncteur cohomologique stationnaire

�a droite, p un entier, Y un objet de comp(A) et :

0 = Y (�1)! � � � ! Y (q)! Y (q + 1)! � � �Y (+1) = Y ;

la premi�ere �ltration de Y (4.1.2). Il existe un entier q

0

tel que pour tout

q < q

0

l'objet F

p

�

Y (q)

�

soit nul. La v�eri�cation analogue �a la pr�ec�edente est

laiss�ee au lecteur qui pourra de même, en passant aux cat�egories oppos�ees,

�etudier les propri�et�es analogues des foncteurs stationnaires �a gauche.

Proposition 4.5.3. a) Soit Y un objet de comp

�

(A) (1.1.1) (� = + ; � ; b ,

\vide"). Soit F : D

�

(A) ! B un foncteur cohomologique. La premi�ere suite

spectrale du foncteur F relative au complexe Y (4.4.1) dont les termes ini-

tiaux sont (4.4.2) :

I

p;q

1

= F

q

(Y

p

)

est stationnaire (chap. II, 4.4.2) dans les cas suivants :

1) Y est un objet de comp

b

(A) .

2) Y est un objet de comp

+

(A) et F est stationnaire �a droite.

3) Y est un objet de comp

�

(A) et F est stationnaire �a gauche.

4) Le foncteur F est stationnaire.

b) Soient X un objet de D

�

(A) (1.2.4) et F : D

�

(A) ! B un foncteur

cohomologique. La deuxi�eme suite spectrale du foncteur F relative au com-

plexe X (4.4.5) est stationnaire dans les cas suivants :
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1) X est un objet de D

b

(A) .

2) X est un objet de D

+

(A) et F est stationnaire �a droite.

3) X est un objet de D

�

(A) et F est stationnaire �a gauche.

4) Le foncteur F est stationnaire.

Cette proposition r�esulte imm�ediatement de (4.5.2) et de la d�e�nition

(chap. II, 4.4.2).

Th�eor�eme 4.5.4. Soient F

1

; F

2

: D

�

(A) ! B (� = + ; � ; b , \vide") deux

foncteurs cohomologiques (resp. G

1

; G

2

: D

�

(A) ! D

�

0

(B) deux foncteurs

exacts) et m : F

1

! F

2

(resp. m : G

1

! G

2

) un morphisme de foncteurs

(resp. un morphisme de foncteurs exacts (chap. I, 1.6.6.4)). La sous-cat�egorie

pleine de D

�

(A) d�e�nie par les objets X de D

�

(A) tels que m

�

X [p]

�

soit un

isomorphisme, pour tout entier p, est une sous-cat�egorie triangul�ee stricte-

ment pleine et satur�ee de D

�

(A) (chap. II, 2.1.6), not�ee Is(m) .

a) Si tout objet de A est un objet de Is(m) , alors D

b

(A) � Is(m) .

b) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F

1

et F

2

(resp.

G

1

et G

2

) sont stationnaires �a droite, alors D

+

(A) \ D

�

(A) � Is(m) .

c) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F

1

et F

2

(resp.

G

1

et G

2

) sont stationnaires �a gauche, alors D

�

(A) \ D

�

(A) � Is(m) .

d) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F

1

et F

2

(resp.

G

1

et G

2

) sont stationnaires, alors D

�

(A) = Is(m) .

e) S'il existe une partie M de Ob(A) telle que :

�) tout objet de A soit isomorphe �a un quotient d'un objet appartenant

�a M ;

�) tout objet appartenant �a M soit un objet de Is(m) ;

si de plus les foncteurs F

1

et F

2

(resp. G

1

et G

2

) sont stationnaires �a gauche,

alors D

�

(A) \ D

�

(A) � Is(m) .

f) S'il existe une partie M de Ob(A) telle que :

�) tout objet de A soit isomorphe �a un sous-objet d'un objet appartenant

�a M ;

�) tout objet appartenant �a M est un objet de Is(m) ;

si de plus les foncteurs F

1

et F

2

(resp. G

1

et G

2

) sont stationnaires �a droite,

alors D

+

(A) \ D

�

(A) � Is(m) .

Notons, tout d'abord, que la partie resp. du th�eor�eme (4.5.4) se d�eduit

de la partie non resp., en composant les foncteurs G

1

et G

2

avec le foncteur

cohomologique canonique D

�

0

(B) ! B . D�emontrons a). Soit X un objet de
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D

b

(A) . Le morphisme m induit un morphisme entre les deuxi�emes suites

spectrales canoniques des foncteurs F

1

et F

2

relatives au complexe X . Le

morphisme induit entre les termes initiaux :

m

p;q

2

(X) : F

p

1

�

H

q

(X)

�

�! F

p

2

�

H

q

(X)

�

est par hypoth�ese un isomorphisme. De plus, les deux suites spectrales sont

stationnaires (4.5.3). On en d�eduit (chap. II, 4.4.5) que le morphisme m in-

duit un isomorphisme entre les aboutissements des deux suites spectrales et,

par suite, que m(X) est un isomorphisme. Les assertions b), c), d) se d�emon-

trent de mani�ere analogue : il su�t de remarquer que sous les hypoth�eses

faites, les deuxi�emes suites spectrales canoniques sont stationnaires (4.5.3).

D�emontrons e). Il su�t, d'apr�es c), de montrer que tout objet de A est un

objet de Is(m) . Soient X un objet de A , p un entier, et montrons que le

morphisme :

m

�

X [p]

�

: F

p

1

(X) �! F

p

2

(X)

est un isomorphisme. Les foncteurs F

1

et F

2

�etant stationnaires �a gauche, il

existe un entier r tel que F

q

i

(Y ) = 0 , pour i = 1; 2 , tout objet Y de A et

tout entier q � p+r�1 . La propri�et�e �) implique que X est quasi-isomorphe

�a un complexe :

W

�

= � � � ! 0! Y ! L

�r+1

! L

�r+2

! � � � ! L

�1

! L

0

! 0! � � � ;

o�u les composants L

i

, �r + 1 � i � 0 , sont des �el�ements de M . D�esignons

par L

�

le complexe :

� � � ! 0! L

�r+1

! L

�r+2

! � � � ! L

�1

! L

0

! 0! � � � :

On a une suite exacte de complexes :

0! L

�

! W

�

! Y [r]! 0 ;

d'o�u (1.3.2) un triangle distingu�e de D

�

(A) :

Y [r]

D

A

A

AD

L

�

w X

h

h

hk

:
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On en d�eduit un diagramme commutatif, o�u les lignes sont exactes :

F

p+r�1

1

(Y ) w

u

F

p

1

(L

�

) w

u

m(L

�

[p])

F

p

1

(X) w

u

m(X [p])

F

p+r

1

(Y )

u

F

p+r�1

2

(Y ) w F

p

2

(L

�

) w F

p

2

(X) w F

p+r

2

(Y ) :

L'entier r a �et�e choisi de telle fa�con que les objets F

q

i

(Y ) soient nuls, pour

i = 1; 2 et q � p + r � 1 , et, par suite, tout revient �a montrer que m(L

�

)

est un isomorphisme, pour tout objet L

�

de comp

b

(A) dont les composants

sont des �el�ements de M . Or le morphisme m induit un morphisme entre les

premi�eres suites spectrales des foncteurs F

1

et F

2

relatives au complexe L

�

.

Sur les termes initiaux, ce morphisme :

m

p;q

1

(L

�

) : F

q

1

(L

p

)! F

q

2

(L

p

) ;

est, par hypoth�ese, un isomorphisme. Ces suites spectrales �etant stationnaires

(4.5.3), le morphisme m induit un isomorphisme sur les aboutissments (chap.

II, 4.4.5) et, par suite (4.4.2), le morphisme m(L

�

) est un isomorphisme.

Ceci ach�eve la d�emonstration de l'assertion e). L'assertion f ) se d�eduit de

l'assertion e), en passant aux cat�egories oppos�ees. Le th�eor�eme est d�emontr�e.

4.6. Objet spectral de Cartan-Eilenberg.

D�e�nition 4.6.1. On dit qu'un complexe I

�

de A est un complexe injectif

de Cartan-Eilenberg si, pour tout entier i, les objets Im(d

i

I

�

) et H

i

(I

�

) sont

injectifs.

4.6.2. On notera qu'un complexe injectif de Cartan-Eilenberg I

�

est de type

injectif (1.1.5), i.e. que ses composants sont des objets injectifs de A et que,

pour tout entier i, l'objet Ker(d

i

I

�

) est un objet injectif de A . Ceci se v�eri�e

imm�ediatement, en utilisant les suites exactes �a trois termes qui relient ces

di��erents objets.

Proposition 4.6.3. Soit I

�

un complexe injectif de Cartan-Eilenberg.

a) Pour tout complexe Y , le morphisme canonique :

Hom

K(A)

(Y; I

�

) �!

Y

p2Z

Hom

A

�

H

p

(Y );H

p

(I

�

)

�

est un isomorphisme.
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b) Soit Q : K(A)! D(A) le foncteur de passage au quotient. Le complexe I

�

est Q-libre �a droite (chap. II, 2.3.3), i.e. pour tout complexe Y , le morphisme

canonique :

Hom

K(A)

(Y; I

�

) �! Hom

D(A)

(Y; I

�

)

est un isomorphisme.

c) Soit :

H

�

(I

�

) : � � � ! H

p

(I

�

)! H

p+1

(I

�

)! � � �

le complexe dont les composants sont les H

p

(I

�

) , p 2 Z , et les di��erentielles

sont nulles. Il existe un et un seul isomorphisme dans K(A) I

�

! H

�

(I

�

)

induisant l'identit�e sur les objets de cohomologie.

d) Les morphismes canoniques H

�

(I

�

)! H

p

(I

�

)[�p] d�e�nissent des isomor-

phismes dans K(A) et dans D(A) :

H

�

(I

�

)

�

�!

Y

p2Z

H

p

(I

�

)[�p] :

Montrons que a) entrâ�ne b). En e�et, il su�t (chap. II, 2.3.3) de montrer

que pour tout complexe acyclique Y , Hom

K(A)

(Y; I

�

) = 0 , ce qui r�esulte de

a). Montrons que a) entrâ�ne c). En e�et, il su�t de remplacer, dans l'isomor-

phisme de a), le complexe Y par I

�

et le complexe I

�

par H

�

(I

�

) . On voit de

même que a) entrâ�ne d) en rempla�cant, dans l'isomorphisme de a), le com-

plexe I

�

par le complexe H

�

(I

�

) . D�emontrons a). Il r�esulte imm�ediatement

des d�e�nitions que le complexe I

�

est isomorphe �a un complexe du type :

� � � !J

n�2

�H

n�1

�J

n�1

 

0 0 id

0 0 0

0 0 0

!

�����! J

n�1

�H

n

�J

n

 

0 0 id

0 0 0

0 0 0

!

�����! J

n

�H

n+1

�J

n+1

! � � � ;

et, par suite, il existe un homotopisme entre I

�

et le complexe H

�

(I

�

) . Pour

d�emontrer a), on peut donc supposer que I

�

= H

�

(I

�

) . Il est clair qu'on a

alors un isomorphisme :

Hom

K(A)

�

Y;H

�

(I

�

)

�

�

�!

Y

p2Z

Hom

K(A)

�

Y;H

p

(I

�

)[�p]

�

:

De plus, les objets H

p

(I

�

) �etant injectifs, le morphisme canonique :

Hom

K(A)

�

Y;H

p

(I

�

)[�p]

�

�! Hom

A

�

H

p

(Y );H

p

(I

�

)

�

est un isomorphisme.
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4.6.4. Soit X

��

un double complexe de A (chap. I, 2.1.2). Le double com-

plexe X

��

d�e�nit un objet de comp

�

comp(A)

�

:

X

��

: � � � ! X

�;n�1

d

�;n�1

2

�����!X

�;n

d

�;n

2

���!X

�;n+1

! � � � :

(On utilise les notations de (4.1.9). Attention au signe !) D�esignons par

B

p

1

(X

��

) le complexe simple :

(4:6:4:1)

8

<

:

B

p

1

(X

��

)

i

= Im(d

p�1;i

1

) ;

d

i

B

p

1

(X

��

)

induit par d

p;i

2

:

D�esignons par Z

p

1

(X

��

) le complexe simple :

(4:6:4:2)

(

Z

p

1

(X

��

)

i

= Ker(d

p;i

1

) ;

d

i

Z

p

1

(X

��

)

induit par d

p;i

2

:

D�esignons par H

p

1

(X

��

) le complexe simple :

(4:6:4:3)

(

H

p

1

(X

��

)

i

= Z

p

1

(X

��

)

i

=B

p

1

(X

��

)

i

;

d

i

H

p

1

(X

��

)

induit par d

p;i

2

:

En�n, Y �etant un complexe simple de A , nous d�esignons encore par Y

le complexe double dont les composants sont nuls en deuxi�eme degr�e non

nul et dont les composants et les premi�eres di��erentielles sont ceux de Y en

deuxi�eme degr�e z�ero.

D�e�nition 4.6.5. Soit Y un complexe simple de A . Une r�esolution injective

de Cartan-Eilenberg de Y est un double complexe :

I

��

: � � � ! 0! I

�;0

! I

�;1

! I

�;2

! � � � ;

muni d'un morphisme appel�e augmentation :

" : Y ! I

��

tel que pour tout entier p , les complexes simples B

p

1

(I

��

) (4.6.4.1) et H

p

1

(I

��

)

(4.6.4.3) munis des augmentations :

B

p

1

(") : Im(d

p�1

Y

) �! B

p

1

(I

��

) ;

H

p

1

(") : H

p

(Y ) �! H

p

1

(I

��

)
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soient des r�esolutions de type injectif (1.1.4).

Nous appelons donc r�esolution injective de Cartan-Eilenberg du complexe

Y ce que ces auteurs appellent simplement r�esolution injective du complexe Y

([1], chap. XVII), terminologie que nous n'utiliserons pas dans ce travail. Une

r�esolution injective de Cartan-Eilenberg de Y induit des r�esolutions de type

injectif des composants du complexe Y et des noyaux des di��erentielles de

Y [loc. cit.]. Nous dirons qu'une r�esolution de Cartan-Eilenberg " : Y ! I

��

est de longueur �nie s'il existe un entier n

0

tel que I

�;n

= 0 pour n > n

0

.

Pour qu'un complexe Y admette une r�esolution injective de Cartan-Eilenberg

de longueur �nie, il faut et il su�t que la dimension injective des objets

de cohomologie de Y et des images des di��erentielles de Y soit major�ee.

Rappelons les r�esultats �etablis dans loc. cit. :

Proposition 4.6.6. a) Lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets

injectifs (3:1:5), tout complexe simple Y de A admet une r�esolution injective

de Cartan-Eilenberg.

b) Soient f : X ! Y un morphisme de complexes simples, " : X ! I

��

et

"

0

: Y ! J

��

deux r�esolutions injectives de Cartan-Eilenberg. Il existe un

morphisme de doubles complexes :

g : I

��

�! J

��

au dessus de f , i.e. tel que le diagramme de morphismes de doubles com-

plexes :

X w

f

u

"

Y

u

"

0

I

��

w

g

J

��

soit commutatif.

c) Deux morphismes g ; g

0

: I

��

! J

��

au dessus de f , sont homotopes (au

sens de l'homotopie des morphismes de doubles complexes (chap. I, 2.5.1) ).

Nous renvoyons pour la d�emonstration �a loc. cit.

4.6.7. Soient Y un objet de comp(A) et Y ! I

��

une r�esolution injective

de Cartan-Eilenberg de Y . Le double complexe I

��

donne naissance �a deux

objets spectraux �a valeurs dans D(A) , suivant qu'on le �ltre par son premier

ou son deuxi�eme degr�e (4.1.7). L'objet spectral, �a valeurs dans D(A) , d�e�ni

par I

��

�ltr�e par son deuxi�eme degr�e, est appel�e l'objet spectral de Cartan-

Eilenberg de Y (relatif �a la r�esolution de Cartan-Eilenberg consid�er�e).
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Proposition 4.6.8. Soient Y un complexe de A et " : Y ! I

��

une r�esolu-

tion injective de Cartan-Eilenberg de Y . Lorsque Y est un objet de comp

+

(A) ,

ou bien lorsque la r�esolution I

��

est de longueur �nie, le complexe simple

R

2

I

��

est un complexe de type injectif et le morphisme de complexes :

Z

2

" : Y �!

Z

2

I

��

est un quasi-isomorphisme.

En e�et, le morphisme " induit un morphisme entre le premier objet

spectral de Y , �a valeurs dans D(A) (4.1.5), et l'objet spectral, �a valeurs dans

D(A), d�e�ni par I

��

�ltr�e par son premier degr�e ((4.1.7), (4.1.8)). Ces deux

objets spectraux sont transform�es par le foncteur cohomologique canonique

H : D(A) ! A en objets spectraux �a valeurs dans la cat�egorie ab�elienne A .

Il su�t de montrer que " induit un isomorphisme entre ces objets spectraux.

Or l'objet spectral d�e�ni par Y est toujours stationnaire (chap. II, 4.4.2) et,

sous les hypoth�eses faites, l'objet spectral d�e�ni par I

��

est stationnaire. Il

su�t donc de montrer que " induit un isomorphisme sur les termes initiaux.

Ces termes initiaux sont d'une part :

I

p;q

1

= H

q

(Y

p

) ;

et d'autre part :

0

I

p;q

1

= H

q

(I

p;�

) :

De plus, le morphisme induit par " sur les termes initiaux est d�eduit par

passage �a la cohomologie du morphisme de complexes :

"

p

: Y

p

�! I

p;�

:

Or ce morphisme est un quasi-isomorphisme, ce qui d�emontre la proposition.

4.6.9. Soient F : D(A) ! B un foncteur cohomologique, Y un objet de

comp(A) et Y ! I

��

une r�esolution injective de Cartan-Eilenberg. Le fonc-

teur F transforme l'objet spectral de Cartan-Eilenberg correspondant (4.6.7)

en un objet spectral �a valeurs dans B , d'o�u une suite spectrale appel�ee suite

spectrale de Cartan-Eilenberg. D�esignons par (C.E.)

p;q

r

les termes de cette

suite spectrale (chap. II, 4.3.3.1). Les termes initiaux de cette suite spectrale

sont (4.1.9.1) :

(C.E.)

p;q

1

= F

p+q

�

I

�;p

[�p]

�

= F

q

(I

�;p

) ;
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et les premi�eres di��erentielles sont (4.1.9.1) :

d

p;q

1

: (C.E.)

p;q

1

�! (C.E.)

p+1;q

1

;

d

p;q

1

= F

q

(�d

�;p

2

) :

Les complexes I

�;p

sont des complexes injectifs de Cartan-Eilenberg (4.6.1)

et, par suite (4.6.3), on a un isomorphisme canonique dans D(A) :

I

�;p

�

�!

Y

r2Z

H

r

(I

�;p

)[�r] :

Utilisons alors le complexe H

p

1

(I

��

) introduit en (4.6.4.3). Pour tout entier r

on a :

H

r

1

(I

��

)

p

= H

r

(I

�;p

) ;

d'o�u un isomorphisme canonique dans D(A) :

I

�;p

�

�!

Y

r2Z

H

r

1

(I

��

)

p

[�r] ;

et, modulo cet isomorphisme, le morphisme de complexes :

d

�;p

2

: I

�;p

�! I

�;p+1

;

est isomorphe au morphisme :

Y

r2Z

d

p

H

r

1

(I

��

)

[�r] ;

d'o�u l'expression d�e�nitive des termes initiaux :

(4:6:9:1) (C.E.)

p;q

1

= F

q

�

Y

r2Z

H

r

1

(I

��

)

p

[�r]

�

;

et des premi�eres di��erentielles :

(4:6:9:2) d

p;q

1

= �F

q

�

Y

r2Z

d

p

H

r

1

(I

��

)

[�r]

�

:

Soit alors F

q;�

�

H

r

1

(I

��

)

�

le complexe d'objets de B obtenu en appliquant le

foncteur F

q

aux composants et aux di��erentielles du complexe H

r

1

(I

��

) . Les

formules (4.6.9.1) et (4.6.9.2) d�e�nissent un morphisme :

(4:6:9:3) (C.E.)

p;q

2

�!

Y

r2Z

H

p

B

�

F

q�r;�

(H

r

1

(I

��

))

�

:
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Ce morphisme est un isomorphisme lorsque, par exemple, le complexe Y est

un objet de comp

+

(A) et lorsque le foncteur F est stationnaire �a droite, ou

bien, sans hypoth�ese sur Y , lorsque le foncteur F est stationnaire (4.5.1).

Le double complexe I

��

�etant une r�esolution injective de Cartan-Eilenberg

de Y , le complexe H

r

1

(I

��

) est une r�esolution injective de l'objet H

r

(Y ) et,

par suite, on a un isomorphisme :

(4:6:9:4) H

p

B

�

F

q�r;�

(H

r

1

(I

��

))

�

�

�!R

p

F

q�r

(H

r

(Y )) ;

o�u R

p

F

q�r

: A ! B d�esigne le p -i�eme d�eriv�e droit (au sens de [1]) du

foncteur F

q�r

restreint �a la cat�egorie A . On a donc, lorsque le morphisme

(4.9.6.3) est un isomorphisme, un isomorphisme :

(4:6:9:5) (C.E.)

p;q

2

�

�!

Y

r2Z

R

p

F

q�r

(H

r

(Y )) :

4.6.10.

�

Etudions le cas o�u la cat�egorie B est la cat�egorie Ab des groupes

ab�eliens appartenant �a un univers convenable et o�u le foncteur :

F : D(A) �! Ab

est le foncteur :

Y 7�! F (Y ) = Ext

0

(Z; Y ) ;

o�u Z est un objet de D(A) . Soient Y un complexe de A et " : Y ! I

��

une

r�esolution injective de Cartan-Eilenberg. Le morphisme (4.6.9.3) est alors un

isomorphisme (4.6.3) et, par suite, on a un isomorphisme :

(4:6:10:1) (C.E.)

p;q

2

�

�!

Y

r2Z

Ext

p

�

H

r�q

(Z);H

r

(Y )

�

:

Par ailleurs, la suite spectrale de Cartan-Eilenberg relative �a F est station-

naire lorsque Y est un objet de comp

+

(A) et Z un objet de D

�

(A) , ou bien

lorsque la r�esolution injective de Cartan-Eilenberg est de longueur �nie. De

plus, sous ces hypoth�eses, l'aboutissement de cette suite spectrale est, en

vertu de (4.6.8) :

Y

r2Z

Ext

p

�

H

r�q

(Z);H

r

(Y )

�

=) Ext

p+q

(Z; Y ) :
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1
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2

; . . . ; X

n
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1
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2
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i
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n
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F
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�
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�
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�
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2
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2
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�
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f
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�

H

n

(f); f 2 ObF`

1

(J ); �

n

(!

2

); !

2

2 ObF`

2

(J )

�

, (H

n

(f); �) chap. II, 4.1.4.

B

h

n

!

2

i

, B

h

n

f;g

i

chap. II, 4.2.1.

Z

h

n

!

2

i

, Z

h

n

f;g

i

chap. II, 4.2.1.

E

h

n

!

3

i

, E

h

n

f;g;h

i

chap. II, 4.2.3.

	

n

(!

3

), �

n

(!

3

) chap. II, 4.2.3.

d

n

(!
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