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i Cual es nuestro objetivo?

Los grupos linealmente semisimples tienen dos propiedades fundamentales
que los hacen muy utiles desde el punto de vista de la teoria de invariantes:

@ G es linealmente semisimple si y sélo si el funtor “tomar invariantes”
es exacto.

@ G is linealmente semisimple si y sélo si admite un operador de
Reynolds.

Un operador Reynolds se define como un retracto funtorial de G-médulos
pe(M): M — M®

para cada G-médulo M.

3/30

Amelia Alvarez Sanchez Universidad de Extremadura Operador de Reynolds Generalizado



i Cual es nuestro objetivo?

En particular, si G = Spec A, uno tiene un retracto
w:A—k

de la inclusién natural de G-médulos k C A. Este morfismo verifica que:

@ es un morfismo G-invariante;
@ es la identidad sobre A¢ = k.

Y w es la tnica 1-forma sobre A verificando estas condiciones. Entonces, w
se llama una integral invariante normalizada, pues w(1) = 1.
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i Cual es nuestro objetivo?

Ademads, el operador de Reynolds coincide con la homotecia por w en los
G-médulos, cuando se los considera como A*-mddulos:

pc(m) =wx m.

Entonces, esta integral invariante es la herramienta para calcular los
invariantes de un G-mddulo.

Nuestro objetivo es encontrar esta integral invariante y, por lo tanto,
obtener el operador de Reynolds en el contexto de los funtores separados
de G-mddulos, donde G = Spec A es un k-monoide afin semisimple.
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Introduccion

e Introduccién
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Introduccion

Resultados preliminares |

Sea k un anillo conmutativo con unidad y sea E un k-médulo. E define un
funtor de k-mddulos sobre las k-dlgebras conmutativas

E(B)=E®«B
que se llama k-mddulo cuasi-coherente. Los funtores
E~EyE~ E(k)

establecen una equivalencia entre la categoria de los k-médulos y la
categoria de los k-mddulos cuasi-coherentes ([ASS, 1.12]).
Si F y H son funtores de k-mddulos, entonces definimos

Homk(F, H)(B) = HOH]B(F|B, H\B)
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Introduccion

Resultados preliminares Il

El funtor F* := Hom(F, k) se dice que es un funtor dual. Llamamos a
E* = Hom,(E, k) un esquema de k-médulos. Tenemos el Teorema de
Reflexividad ([ASS, 1.10]):

E™ =E.

Por ejemplo, E, E* y Hom,(E, E’) son funtores duales.
Podemos considerar un k-monoide afin G = Spec A como un funtor of
monoides sobre las k-algebras conmutativas:

G'(B) := Homy_esq(Spec B, G) = Homy_45(A, B).

Un funtor de G-médulos (resp. A*-mddulos) es un funtor de k-médulos
dotado de una accién lineal de G* (resp. de A*).
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Introduccién

Resultados preliminares 1l

Teorema ([ASS, 5.5])

La categoria de G-mdédulos cuasi-coherentes es equivalente a la categoria
de A*-mddulos cuasi-coherentes.

Hay un morfismo natural G° — A* que extiende a un tnico morfismo de
funtores de k-dlgebras k[G'] — A*.

A* se llama esquema de algebras envolvente de G porque A* es el
representante del funtor Homy_4,4(k[G], —) en la categoria de funtores
duales de &lgebras ([ASS, 5.3]).

Si k es un cuerpo, entonces G es semisimple si y sélo si A* es un esquema
de k-algebras semisimple, i.e.,

G es semisimple < A* = HAT
i
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Introduccién

El resultado principal

Dado un k-grupo afin G = Spec A, probamos que G es semisimple si y
solo si A* = k x B*. Entonces, si G es semisimple la forma lineal
we = (1,0) € k x B* = A* se llamard la integral invariante de G.

Teorema
Sea G = Spec A k-grupo semisimple y sea wg € A* la integral invariante
de G. Sea F un funtor separado de A*-mddulos. Entonces:
Q@ FC=w;-F.
@ F rompe de modo tinico como suma directa de F y otro subfuntor
de G-mddulos. Explicitamente,

F:wg-F@(l—wg)-F.
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Introduccion

Otros resultados

@ Probaremos que para cada funtor H de G-mddulos existe su cociente
maximal separado G-invariante y que el morfismo cociente coincide
con el operador de Reynolds cuando H es un funtor dual.

@ Probamos los principales resultados de [FR] sobre Q-procesos
generalizados.

e Dada una G-dlgebra Ry dados E y V dos RG-médulos, en [CHK] se
define un operador de Reynolds en Homg(E, V'), generalizando
algunos resultados de [M]. Probamos que este resultado es un caso
particular del teorema anterior.
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Indice

© Grupos semisimples y sus algebras envolventes
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Definicién
Sea G = Spec A un k-monoide afin y F un funtor de k-médulos. F es un

funtor de G-mddulos (resp. de A*-mddulos) si estd dotado de una accion
de G (resp. de A*).

Teorema

La categoria de funtores duales de G-mddulos es equivalente a la categoria
de functores duales A*-mddulos.

Definicion
Dado F funtor de G-mddulos, definimos

FC(A) :={f € F(A), tal queg - f = f para cada g € G}.
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Si F y H son funtores de G-mdédulos, entonces también lo es Hom(F, G)
y se verifica que Hom,(F, G)¢ = Homg(F, G).
Definicién
Un funtor de monoides G se dice que es semisimple (por la izquierda) si
para cualquier sucesion exacta de funtores duales de G-mddulos (por la
izquierda)

0—-F—F—FK—0,

la sucesion

es exacta.
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Sea G = Spec A un k-monoide afin. Sea © : G — k el caracter trivial, que

induce la representacién trivial © : A* — k.

Teorema

Un k-monoide afin G = Spec A es semisimple por la izquierda y por la
derecha si y sélo si A* = k x B* como esquemas de k-dlgebras, donde
A* — k es O.

Ejemplo

El k-semigrupo de matrices M, (k) = Spec A es semisimple por la
izquierda y por la derecha, porque

A* = [] S"End, (k") =k x [] S"End,(k").

meN m>0
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Corolario
Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y sélo si A* = k x B* como
esquemas de k-dlgebras.

Teorema

Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y sélo si existe una
aplicacion lineal G-invariante por la izquierda w : A — k tal que w(1) = 1.
Ademds, w es tnica, es G-invariante por la derecha y *(w) = w (donde x
es el morfismo inducido en A* por G — G, g+ g~ 1.)

Cuando k es un cuerpo y G es un grupo algebraico linealmente reductivo,
este resultado se puede encontrar en [BS] y [C].
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Teorema

Un k-monoide afin G = Spec A es semisimple por la izquierda y por la
derecha si y sélo si exite una aplicacion lineal G-invariante por la izquierda
y por la derecha w : A — k tal que w(1) = 1.

Teorema

Sea G = Spec A un k-grupo afin. G es semisimple si y sélo si el funtor
“tomar invariantes” conserva sucesiones exactas de esquemas de
G-mdédulos.

Teorema

Sea k un cuerpo y sea G = Spec A un k-grupo afin. G es semisimple si y
solo si el funtor “tomar invariantes” es exacto en la categoria de los
G-mddulos cuasi-coherentes.
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Grupos semisimples y sus algebras envolventes

Definicién

Sea x : G — k un cardcter multiplicativo y E un G-mddulo. Un vector

e € E se dice x-semi-invariante (por la izquierda) si g - e = x(g) - e para
cada g € G.

Teorema

Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y sélo si existe una
aplicacion lineal x-semi-invariante por la izquierda w : A — k tal que
w(x) = 1. Ademds, w es dnica, es x-semi-invariante por la derecha y

#(w) = w (donde * es el morfismo inducido en A* por G — G, g — g~ 1.)
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Operador de Reynolds

@ Operador de Reynolds
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Operador de Reynolds

Definicién

Diremos que un funtor de k-médulos H es separado si el morfismo

H — H** es inyectivo, es decir, h € H es nulo si y sélo si w(h) = 0 para
cada w € H*.

Ejemplo
Funtores duales de k-mddulos y subfuntores de k-mddulos de un funtor
separado de k-mddulos son separados.

Definicién

Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple. Llamaremos integral
invariante de G a la unica 1-forma w € A* que es invariante por la
izquierda (y por la derecha) y tal que w(1) = 1.
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Operador de Reynolds

Teorema

Sea G = Spec A un k-grupo semisimple y sea wg € A* la integral
invariante de G. Sea F un funtor separado de A*-mddulos. Se verifica que:

Q FC=uws F.
@ F rompe de modo tinico como suma directa de F¢ y otro subfuntor
de G-mddulos, explicitamente,

F:wG-FEB(l—wG)-F.

Definicion

Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple y sea wg € A* la integral
invariante de G. Sea F un funtor separado de A*-mddulos. EI morfismo
F — FC, f — wg - f se llamard el operador de Reynolds de F.
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Operador de Reynolds

Definicion

Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple y sea x : G — Gy, un caracter
multiplicativo. Llamaremos integral x-semi-invariante de G a la dnica
1-forma w, € A* que es x-semi-invariante por la izquierda (y por la
derecha) y tal que wy(x) = 1.

Ejemplo

Sea M = Spec A un k-monoide afin y sea x : M — k un cardcter
multiplicativo. Un Q-proceso asociado a x (véase [FR, 3.1]) es un
operador lineal no nulo Q : A — A tal que

Q(m - a) = x(m) - m- Q(a)
Vae A, me M.

Qa- m) = x(m) - Qa) - m
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Operador de Reynolds

Ejemplo

Supongamos que M — (x)o es denso en M. Entonces, A > A 2 Aesun
morfismo de M-mddulos por la izquierda y por la derecha. Como

Homizq—der—M—méd(A7 A) = Homizq—der—A*—méd(A*a A*) = Z(A*),

entonces Q2 o x- = z- para algiin z € Z(A*) (véase [FR, 4.4]).
Supongamos que 0 € M y que Q(x) = 1. La composicién w de

ASXAZ A y Ak a a(0)

es invariante por la izquierda y por la derecha y w(1) = 1, luego M es un
k-monoide semisimple y w = wyy.
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Operador de Reynolds

Ejemplo

La composicién ' de
Q
A=A y A—k, a~ a0)

es x-semi-invariante por la izquierda y por la derecha y w'(x) = 1, luego
W = wy.

Dado un M-médulo E, calculemos la proyeccion E — EX, e w, - e
(véase [FR, 5.1]). El dual deE* @ A* - E* espu: E— E®A. Si

p(e) = ;e @ aj, entonces g - e =y . ai(g)ei para todo g € M. Por lo
tanto,

wy - e= Za;(wx) e = wa(a,-) e = ZQ(a;)(O) €.
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Operador de Reynolds

Generalicemos ahora el operador de Reynolds a todos los funtores de
G-médulos.

Teorema

Sea G = Spec A un k-grupo semisimple, sea H un funtor de G-mddulos y

sea H; C H el subfurztor de G —mO/dLL/OS definido por
Hy :={h € H:w¢-h=0}, donde h denota la imagen de h por el
morfismo H — H**. Se verifica que:
© H/H es el cociente G-invariante separado maximal de H.
@ El doble dual del morfismo H — H/H; es el operador de Reynolds
H** H**G.

© Si H es un funtor dual, entonces H/H; = H® y el morfismo
H — H/H, es el operador de Reynolds de H.

Amelia Alvarez Sanchez Universidad de Extremadura Operador de Reynolds Generalizado
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Operador de Reynolds

Definicién
Sea G = Spec A un k-grupo afin y sea R una k-algebra. Decimos que R es
una G-algebra si existe G — Endy_,5(R).

Definicion
Sea R una G-dlgebra y M un funtor de R-mddulos. M es un RG-mddulo si
tiene una estructura de G-mddulo compatible con la de R-mddulo.

Teorema
Sean N y M funtores de RG-mddulos, donde N es un dual. Entonces:

© Homg(M, N) es un funtor separado de A*-mddulos.

@ Si G es un grupo semisimple, entonces
Homg(M, N)¢ = w¢ - Homg(M, N).
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Trabajos relacionados

© Trabajos relacionados
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Trabajos relacionados

o “ESQUEMAS DE ALGEBRAS Y SUS REPRESENTACIONES”,
tesis doctoral,
7 de junio de 2006

o “REYNOLDS OPERATOR”,
preprint, arXiv:math/0611311v2 [math.AG],
7 de febrero de 2007

@ “GEOMETRIC CALCULATION OF THE INVARIANT INTEGRAL OF
CLASSIC GROUPS”,
preprint, arXiv:imath/0611312v1 [math.AG],
10 de noviembre de 2006
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