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Conjuntos

X un conjunto.
k[X ] := {

∑n
i=1 λixi , xi ∈ X , λi ∈ k}. X ↪→ k[X ], x 7→ 1 · x .

X //� p

!!CC
CC

CC
CC

E

k[X ]

∃·

=={
{

{
{

Es decir,

Homconj(X ,E ) = Homk−lin(k[X ],E )

En particular, AX := Homconj(X , k) = k[X ]∗ Por tanto, si X es
un conjunto finito

k[X ] = A∗X
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Grupos Abstractos

G un grupo abstracto. Entonces k[G ] es una k-álgebra.

G //� p

!!CC
CC

CC
CC

B

k[G ]

∃·

=={
{

{
{

(B es una k-álgebra)

Es decir,

Hommon(G ,B·) = Homk−alg (k[G ],B)

Si G es un grupo conmutativo finito entonces

G ∗ := Hommon(G , C·) = HomC−alg (C[G ], C) = Spec C[G ]

= Spec A∗G

Dualidad de Cartier: G = G ∗∗ .
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Funtores

Ck−alg .conm.  Cconj Funtor de conjuntos
Cgrupos Funtor de grupos
Calgebras Funtor de álgebras
Cmodulos Funtor de módulos
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Funtor de puntos de una variedad algebraica

Puntos de una variedad algebraica

X = Spec k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr ) ≡


p1(x1, . . . , xn) = 0
· · ·
pr (x1, . . . , xn) = 0

X · : A X ·(A) =

{
Soluciones con valores en A
del sistema p1 = · · · = pr = 0

Homk−esq(X ,Y ) = Homfunt.(X
·,Y ·)

X ' Y ⇐⇒ X · ' Y ·
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Funtor de puntos de una variedad algebraica
Dos comentarios marginales

X = Spec k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr )

1. Se puede definir el funtor de puntos de una variedad no af́ın.

X ·(A) = Homk−alg (k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr ),A)

= Homk−esq(Spec A,X )

2. Espectro primo ∼ Funtor de puntos:

Spec k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr ) = X ·(k̄)/ ∼
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Funtor de puntos de una variedad algebraica

Puntos de una variedad algebraica

X = Spec k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr ) ≡


p1(x1, . . . , xn) = 0
· · ·
pr (x1, . . . , xn) = 0

X · : A X ·(A) =

{
Soluciones con valores en A
del sistema p1 = · · · = pr = 0

Homk−esq(X ,Y ) = Homfunt.(X
·,Y ·)

X ' Y ⇐⇒ X · ' Y ·

G = Spec B es un k-grupo ⇐⇒ G · es un funtor de grupos.
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Funtor de espacios vectoriales asociado a un
espacio vectorial

Sea E un k-espacio vectorial.

E : A  E ⊗k A
E = ⊕Ik, ⊕Ik : A  ⊕IA

Theorem

{Cat.de los k-esp. vect. E} = {Cat. de los funtores E}

Theorem

G = Spec A, E k-espacio vectorial.

{Cat. de los G-mód. E} = {Cat. los funtores de G ·-mód. E}
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Funtor de dual

F ,F ′ functores de módulos

Homk(F ,F ′)(A) := HomA(F|A,F ′|A)

F ∗ := Homk(F , k). E∗ = Homk(E, k).
Si E = ⊕Ik, entonces E ∗ =

∏
I k, E∗ =

∏
I k, E∗(A) =

∏
I A.

Theorem

E∗∗ = E.

E∗ = lim
←
i

Vi , dimk Vi < ∞ ”Funtores de módulos profinitos”.

Theorem

{Cat.de los k-esp. vect. E} ANTIEQUIV
= {Cat. de los funt. E∗}
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Funtor Espectro

Definition

Sea A un funtor de k-álgebras.

SpecA(B) := Homk−alg (A,B)

Ejemplos fundamentales:

1 (Spec A)· = SpecA.

2 C∗ functor de álgebras ⇒ C∗ = lim
←
i

Ai, con dimk Ai < ∞ y

SpecC∗ = lim
→
i

SpecAi = lim
→
i

(Spec Ai )
·

Diremos que SpecC∗ es un esquema inductivo finito.
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Dualidad de Cartier Funtorial

E , E; E∗.
X = Spec A, X · = SpecA; SpecC∗ (esquema inductivo finito)

A = A,C∗.

Theorem

Homfunt(SpecA,E) = Homk(k[SpecA],E) = Homk(A∗,E)

Theorem

Si SpecA es un funtor de grupos.

Homfunt.gr .(SpecA,B·) = Homk−alg (k[SpecA],E)

= Homk−alg (A∗,B)

Corollary

{Cat. de SpecA-módulos} = {Cat. de A∗-mód.}
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Dualidad de Cartier Funtorial

SpecA un funtor de grupos abelianos.

(SpecA)∗ := Homgrp(SpecA, k·) = Homk−alg (A∗, k)

= SpecA∗

Por tanto, (SpecA)∗∗ = SpecA .

Theorem

{Cat. de k-grupos abelianos Spec A} = {Cat. de grupos finito
inductivos abelianos,SpecC∗}.
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Descomposición de un k-Monoide Abeliano

Sea Spec A un k-monoide abeliano, k algebraicamente cerrado.

Spec A Parte Multiplicativa × Parte Unipotente

car k=0

k-Mon. Semisimple Ga × . . .× Ga

SpecA∗ Parte Discreta × Parte Infinitesimal

Spec
∏

M k = M lim
→
i

esq.inf.fin.

Teoŕıa de los k-Monoides Abelianos = Teoŕıa de las
Variedades Tóricas Afines + Teoŕıa de los Grupos
Abelianos Infinitesimales.
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SpecA∗ Parte Discreta × Parte Infinitesimal

Spec
∏

M k = M lim
→
i

esq.inf.fin.

Teoŕıa de los k-Monoides Abelianos = Teoŕıa de las
Variedades Tóricas Afines + Teoŕıa de los Grupos
Abelianos Infinitesimales.
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Variedades Tóricas Afines

{Monoides abelianos} {k-monoides abelianos semisimples}

M = Spec
∏

M k � // M∗ = Spec⊕Mk = Spec k[M]

M = Hommon(M∗, k·) M∗�oo
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Variedades Tóricas Afines

{Monoides abelianos} = {k-monoides abelianos semisimples}

{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}

{
Monoides fin. gen. M
M ↪→ MM , MM sin torsión

}
=

{
k-monoides algebraicos
semisimples ı́ntegros

}
M ↪→ MM = Zn equivale por dualidad Gn

m ↪→M∗.
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Variedades Tóricas Afines
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{
k-monoides algebraicos
semisimples ı́ntegros
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Variedades Tóricas Afines

{Monoides abelianos} = {k-monoides abelianos semisimples}

{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}

{
Monoides fin. gen. M
M ↪→ MM , MM sin torsión

} {
k-monoides alg.
semisimples ı́ntegros

}


Var. Tóricas Afines
Con un punto fijado
en la órbita densa


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Variedades Tóricas Afines

{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}

{
Monoides fin. gen. M
M ↪→ MM , MM sin torsión

} {
k-monoides alg.
semisimples ı́ntegros

}


Var. Tóricas Afines
Con un punto fijado
en la órbita densa




Monoides fin. gen. M
MM sin torsión,
M ↪→ MM saturado

 =


Var. Tóricas Afines normales
Con un punto fijado
en la órbita densa





Dualidad de
Cartier

Funtorial

Pedro Sancho

Dualidad de
Cartier
Elemental

Funtores

Dualidad de
Cartier
Funtorial

Aplicación a
las Variedades
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{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}

{
Monoides fin. gen. M
M ↪→ MM , MM sin torsión

} {
k-monoides alg.
semisimples ı́ntegros

}


Var. Tóricas Afines
Con un punto fijado
en la órbita densa




Monoides fin. gen. M
MM sin torsión,
M ↪→ MM saturado

 =


Var. Tóricas Afines normales
Con un punto fijado
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Órbitas de una Variedad Tórica Af́ın y Caras de un
Monoide

M = Zn ×M ′, Inv M ′ = {1} luego M∗ = Gn
m ×M′∗ y existe

un 0 ∈M′∗.

{Caras de M} {Órb. en M∗ por la acción deM∗}

M ′
� // x · M∗

x(m) := 1, si m ∈ M ′

x(m) = 0, si x ∈ M −M ′

M ′ := {m ∈ M : x(m) 6= 0} x · M∗�oo

x · M∗ = M∗N ∗
, donde N = M/M ′.
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Órbitas de una Variedad Tórica Af́ın y Caras de un
Monoide

M = Zn ×M ′, Inv M ′ = {1} luego M∗ = Gn
m ×M′∗ y existe

un 0 ∈M′∗.
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Monoide dual

Sea M+ := Hommon(M, N).

M+ (Zn)∗

Hommon(M, N) � � // Hommon(M, Z) Homgrp(MM , Z)

Homk−mon(k·,M∗) � � // Homgrp(Gm,M∗) Homgrp(Gm,Gn
m)
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Monoide dual

Sea M+ := Hommon(M, N).

M+ (Zn)∗

Hommon(M, N) � � // Hommon(M, Z) Homgrp(MM , Z)

Homk−mon(k·,M∗) � � // Homgrp(Gm,M∗) Homgrp(Gm,Gn
m)
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Definición de Variedad Tórica

Si {A1, . . . ,An} es un conjunto de k-subálgebras de un anillo B
tales que Ai · Aj = Ai aij

entonces existe una variedad X , con un
recubrimiento {U1, . . . ,Un} tal que

Ui = Spec Ai y Ui ∩ Uj = Spec Ai aij

Definición-Proposición: Si M1, · · · ,Mn son submonoides
abelianos de Zn (de grupo asociado Zn) de modo que
Mij = Mi ·Mj = Mimij

entonces existe una variedad X , con un
recubrimiento Ui tales que Ui = M∗

i y Ui ∩ Uj = M∗
ij .

Theorem

X es una variedad completa ⇐⇒ ∪iM
+
i = (Zn)∗.
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