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K[X]

E

Es decir,
Homconj(Xa E) = Homk_/,-,,(k[X], E)
En particular, Ax := Homconj(X, k) = k[X]* Por tanto, si X es

un conjunto finito
KIX] = Ax
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Grupos Abstractos

Dualidad de G un grupo abstracto. Entonces k[G] es una k-algebra.
B (B es una k-algebra)
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k[G]

Elemental

Es decir,

Hommon(G7 B) = Homkfalg(k[G]v B)

Si G es un grupo conmutativo finito entonces

G* 1= Hompmon(G, C-) = Homc_,4g(C[G], C) = Spec C[G]
= Spec Ag

Dualidad de Cartier: |G = G™*|



Funtores

Dualidad de
Cartier
Funtorial

G Ckfalg.conm. ~ Cconj Funtor de conjuntos
Cgrupos ~ Funtor de grupos
Calgebras  Funtor de dlgebras
Cmodulos Funtor de médulos
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Dualida_ld de
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Funtorial

pl(le' : 'aXn) =0

X = Speck[xi,...,xnl/(P1s---,pr) =
Funtores Pr(Xl, . ;Xn) — O

X A X (A) = { Soluciones con valores en A

del sistema p; =---=p, =0

Homy_esq(X, Y) = Homgpyne (X7, Y7)
XY <— X ~Y
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X = Speck[x1,...,xn]/(P1s---,Pr)

1. Se puede definir el funtor de puntos de una variedad no afin.

X(A) = Homk_a/g(k[xl, ce 7X,,]/(pl, ey p,),A)
= Homy_esq(Spec A, X)
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2. Espectro primo ~ Funtor de puntos:

Speck[x1,...,xal/(p1,...,p;) = X (k)] ~
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p1(xi,...,xn) =0
X = Speck[xi,...,xal/(P1s---,Pr) = .
pr(x1,...,%x,) =0

Funtores

Soluciones con valores en A

X AWX(A):{delsistemaplz"'ZPrZO

Homy_esq(X, Y) = Homgpne (X7, Y7)
XY <— X ~VY

G = Spec B es un k-grupo <= G’ es un funtor de grupos.
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E: A ~ E®A
E = EB[k, @|k : A o~ @[A

{Cat.de los k-esp. vect. E} = {Cat. de los funtores E}

v
Theorem

G = Spec A, E k-espacio vectorial.

Funtores

{Cat. de los G-méd. E} = {Cat. los funtores de G'-mdd. E}
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Funtor de dual

Dualidad de ,
oty F, F’ functores de médulos

Funtorial
Pedro Sancho Homk(F, F/)(A) = HomA(F|A7 F|/A)
F* := Hom,(F,k). E* = Hom(E, k).
Si E = &k, entonces E* = H, k, E* = H/ k, E*(A) = H/A'

Funtores

E** =E.

E* = limV;, dim, V; < co "Funtores de médulos profinitos”.

i

ANTIEQUIV

{Cat.de los k-esp. vect. E} {Cat. de los funt. E*}
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Sea A un funtor de k-algebras.

Spec A(B) := Homy_,5(A, B)

Funtores

Ejemplos fundamentales:
O (SpecA) = SpecA.
@ C* functor de algebras = C* = lim A;, con dimg A; < ooy
Spec C* = lim Spec A; = lim (Spec A;)’
i i

Diremos que Spec C* es un esquema inductivo finito.
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Duélida_\d de E, E; E*.
Funtorial X = Spec A, X" = SpecA; Spec C* (esquema inductivo finito)

Pedro Sancho A — A’ C*

Theorem

Duslidad de Hom g, (Spec A, E) = Homy (k[Spec A], E) = Hom (A", E)

Cartier <
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Theorem

Si Spec A es un funtor de grupos.

Homfunt.gr.(spec A, B) = Homk—alg(k[spec A]a E)
= Homy_ 5 (A", B)
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Theorem

Hom g, (Spec A, E) = Homy (k[Spec A], E) = Hom (A", E)

V.
Theorem

Si Spec A es un funtor de grupos.
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Homfunt.gr.(spec A, B) = Homk—alg(k[spec A]a E)
= Homy_ 5 (A", B)

{Cat. de Spec A-médulos} = { Cat. de A*-maod.} \
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EEEREEN  Spec A un funtor de grupos abelianos.

(Spec A)* := Homg,,(Spec A, k-) = Homy_, ;5 (A", k)
= Spec A*

Dualidad de
Cartier
Funtorial

Por tanto, ‘(Spec A)™ = Spec.A‘.

{Cat. de k-grupos abelianos Spec A} = {Cat. de grupos finito
inductivos abelianos,Spec C*}.
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Spec A —— Parte Multiplicativa

k-Mon. Semisimple

Spec A* ——— Parte Discreta

Aplicacién a
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Spec[[ k=M

X

X

Parte Unipotente
car k=0

Gy X ...x Gs

Parte Infinitesimal

lim esq.inf.fin.
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Descomposicion de un k-Monoide Abeliano

Dualidad de Sea Spec A un k-monoide abeliano, k algebraicamente cerrado.
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Spec A== Parte Multiplicativa X Parte Unipotente
car k=0
k-Mon. Semisimple Gy X ... % G,
Aylliezetten = Spec A* ——— Parte Discreta X Parte Infinitesimal
las Variedades
Téricas Afines
[im esq.inf.fin.
Spec[[ k=M — a
1

Teoria de los k-Monoides Abelianos — Teoria de las
Variedades Téricas Afines + Teoria de los Grupos
Abelianos Infinitesimales.
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{Monoides abelianos} {k-monoides abelianos semisimples}

N M = Spec[ [, k—— M* = Spec @k = Spec k[M]
e Variedades
Téricas Afines

M = Hom mon(M*, k-) M
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{Monoides abelianos} = {k-monoides abelianos semisimples}

{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}
Aplicacién a

las Variedades
Téricas Afines

Monoides fin. gen. M | k-monoides algebraicos
M < My, My, sin torsién [ | semisimples integros

M — My, = 7Z" equivale por dualidad G} — M*.
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{Monoides finito gen.} = {k-monoides algebraicos semisimp.}
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{ Monoides fin. gen. M }

k-monoides alg.
M — Mp;, My, sin torsidn

semisimples integros
I
Aplicacién a Var. Téricas Aﬁnes
las Variedades .
Téricas Afines Con un punto fijado
en la orbita densa

Monoides fin. gen. M Var. Téricas Afines normales
My, sin torsién, = ¢ Con un punto fijado
M — My, saturado en la 6rbita densa
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M=7"x M, Inv M = {1} luego M* = G x M'" y existe
un 0 € M.
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{Caras de M} = {Orb. en M* por la accién deM*}
M’ x - M*
Aplicacién a x(m) = ].7 sim S M/

las Variedades
Téricas Afines

x(m)=0,sixe M—M

M :={me M: x(m)#0} <——— x - M*

x - M* = M*N" donde N = M/M'.



Monoide dual

Dualidad de
Cartier
Funtorial

Aplicacién a
las Variedades
Téricas Afines




Monoide dual

Dualidad de
Cartier
Funtorial

B Sea M := Hompon(M, N).

M+ (Zn)*

Aplicacién a Hommon(M, N)C—> Hommon(M, Z) —— Homgrp(MM, Z)

las Variedades

Téricas Afines
Homk— mon(k-, M*)& Homgp (G, M*) = Homgp (G, G)
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Si {A1,...,Ap} es un conjunto de k-subalgebras de un anillo B
tales que A; - A; = A,-aU entonces existe una variedad X, con un
recubrimiento {Us, ..., U,} tal que

Pedro Sancho

Ui = SpecA; y U; N U; = Spec A;,j;

Definiciéon-Proposiciéon: Si My, --- , M, son submonoides
e abelianos de Z" (de grupo asociado Z") de modo que

Lacp atisdades Mij = M; - M; = Mim,-j entonces existe una variedad X, con un
recubrimiento U; tales que U; = M7y UinNU; = Mj;

Téricas Afines

X es una variedad completa < U;M = (Z")*.
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