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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales

1.1. Introduccién: crecimiento de poblaciones

Supongamos que z(t) es el nimero de individuos de una poblacién (de
personas, animales, bacterias, virus, etc.) en un cierto instante ¢t medido en
tiempo continuo (minutos, dias, semanas, meses, anos, etc., que podrian tomar
cualquier valor dentro de un intervalo){:;“_' Ithaus (1766-1834) propuso que la
tasa de incremento de la poblaciﬁm@m«lﬁﬁﬁmﬂjﬂd&de tiempo h es proporcional
al nimero de individuos del que sé"pHite ég“decir:

incremento de poblacién _ x(t+ h) — z(t) _ Ka(t),

tiempo transcurrido h

donde K es la constante de proporcionalidad que dependera en cada caso del
entorno en el que se encuentre la poblacién. Si hacemos que el periodo de
tiempo transcurrido h tienda a 0 tendremos

Ym x(t+h) —x(t)
h—0 h

= (1),

es decir,

2 (t) = Kx(t),

lo que significa que, en cada instante, la velocidad a la que varia la poblacion
es proporcional al nimero de individuos de la poblacién en ese instante.

Ejercicio: Segun el modelo de Malthaus, si K = 1 y medimos el tiempo en
semanas, partiendo de z(0) = 123 individuos, ;cudl es la velocidad de variacién
de la poblaciénen t =07 jYent =1yt =27

9



10 CApPIiTULO 1

Si en el ejercicio anterior nos planteamos calcular cuantos individuos habra 1
o 2 semanas después de instante inicial, necesitaremos conocer una expresion
de z(t) en funcién solo del tiempo t, es decir, tendremos que resolver la ecua-
cion:

7' (t) = Kx(t)
sabiendo la condicién z(0) = 123. El planteamiento anterior es una ecuacion
diferencial con valor inicial.

Existen numerosos fenémenos de la naturaleza (desintegracién radiactiva,
movimientos de osciladores armonicos, transmision de calor, transmisién de
ondas, caida retardada de cuerpos, etc.) cuyo comportamiento viene regido
por una ecuacién diferencial.

1.2. Nociones basicas

Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) es una relacién de igualdad entre
una variable independiente (llamada z, ¢, etc.), otra dependiente de la primera
(lamada y(z), x(t), etc.) y derivadas de distinto orden de la segunda respecto
de la primera (2/(t), ¥/ (x), y"(z), ...). Se puede presentar en

Forma implicita 5
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

F(z,y(z), y @ YE)") =0,

Forma normal:
y = fla,y gy Y

Forma diferencial:

f(z,y)dz + g(z,y)dy = 0

Ejemplos:
2/ (t) = 2x(t) 3y —3xy =0
y' =4y +senx (z—1)dx — (2?2 + y?)dy =0
O
El orden de una EDO es el orden de derivada de mayor orden que aparece

en la ecuacion. El grado de una EDO es el mayor exponente de la derivada de
mayor orden que aparece en la ecuacién.
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Ejemplo:

ecuaciéon orden | grado
y' = ytan(z + 3) 1 1
(v)* = ytan(z +3)
y" = ytan(x + 3)
y" — y3tan(z + 3)

NN =
e el )

O

Una solucion particular de una EDO es un funcién que verifica la ecuacion

diferencial. Un conjunto de soluciones particulares se pueden agrupar en una

solucion general, que es una familia de funciones que verifican la EDO. En

general, la solucién general de una EDO de orden d dependera de d pardme-

tros. Si le damos distintos valores a los pardmetros de la soluciéon general,
obtendremos distintas soluciones particulares.

Ejemplo: La solucién general de y' = sen(x) es y = —cos(z) + k con
k € R. La solucién general de y" = —y es y = asen(z) 4+ bcos(x), con a € R y
beR.
@ o
Una solucién singular es una func ue verifica la EDO pero que no

, . ., DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
estd recogida en una solucién generaker s saneaouns

Figura 1.1: Solucién singular y algunas soluciones particulares de 3/ = y'/3

1/3 tiene como solucién general y = (%x)% +C

con C' € R. Una solucién particular es y = (%a:)% + 4 y una solucién singular

es y=0.

Ejemplo: La ecuacién y' = y
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O

En general, una ecuacion diferencial no tiene por qué tener solucién, y en

el caso que la tenga, ésta no tiene por qué ser unica. Ademds, la busqueda de

soluciones exactas de una ecuacion diferencial es un problema dificil. Veremos

c6mo se pueden resolver algunas ecuaciones diferenciales ordinarias sencillas,

pero es habitual tener que recurrir a métodos numéricos para encontrar solucio-

nes aproximadas. El planteamiento tipico de una ecuacion diferencial ordinaria,
de grado 1 con valor inicial es

y' = flz,y() y(zo) = vo.

Ejemplo: Resuelve la ecuacion diferencial que aparece en el modelo de
crecimiento de poblaciones de Malthaus cuando K =2y x(0) = 123:

o' (t) = 2z(t), x(0) = 123.
Solucién. Si 2/(t) = 2z(t), entonces

! ()i
— g2
)L'mn-%(w@ro DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

e integrando a ambos lados de la igualdad respecto de ¢
/
/ 20 gy / 2t
(t)

L(z(t)) = 2t + C.

obtenemos

Para despejar x(t) usamos la funcién exponencial
eL(w(t)) _ e2t+C
de modo que z(t) = e?*eC. Si lamamos M = €, la solucién general serd
z(t) = ¥ M

con M > 0. En nuestro caso, (0) = e’M = 123, por tanto, M = 123 y la
solucién serfa x(t) = €2'123. O
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Ejemplo: Resuelve la ecuacién

Solucién. Si y' = =¥, suponiendo que y # 0 se tiene que

/

-1 ! —1
Yy T Yy €

con a € R. Denotando b = €%, la solucién general se puede expresar asi:

1
ly| = b
||

siendo! b > 0, es decir

y:E ceR—-0.
x

De todas las soluciones recogidas en la solucién general nos interesa aquella
que verifica y(2) = —1, es decir: 4T
)L'PéRTf\I\-’\E"\«'I'O DE MATEMATICAS

y(2) = 5»«%%1&6%@& -2

Nuestra solucion particular seria y = _72

Una solucion singular no recogida en la solucion general seria la funcion
y =0,

que habiamos descartado al razonar dividiendo por y en la ecuacién diferencial
pero que también verifica la ecuacion diferencial.
O

En lo que sigue plantearemos ecuaciones diferenciales de la forma

y = flz,y(@))

donde y(z) serd una funcién que dependa de z, y buscaremos la solucién
general de algunas EDO de primer orden de este tipo.

'Hay que tener en cuenta que b = e® > 0))
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1.3. Ecuaciones en variables separadas

Una EDO en variables separadas se puede expresar y'g(y) = f(z), que en
forma normal quedaria asi

y en forma diferencial como
F(z)G(y)dz + H(z)J (y)dy = 0

Se pueden resolver integrando por separado las expresiones que dependen de
x v por otro las que dependen de y:

/y’ 9(y) dx = /f(:v) dx

Ejemplo: Las ecuaciones z'(t) = 2z(t) y ' = =%, y(2) = —1 ya resueltas
son ejemplos de EDO en variables separadas. Otros ejemplos:

1.y = cos(3z) +5 2. 2y dx fi% dy =0 3.(z2 4+ 4)y =y

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

1.4. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una EDO homogénea se puede expresar en forma normal asi

y' = f(y/),
es decir, la derivada 3y’ se puede expresar como una funcién que depende de

y/z.

Ejemplo: Las ecuaciones diferenciales siguientes son homogéneas:

2, .2
x4 +

y = Y (2% — %) + 3zyy = 0.
xry

Las ecuaciones homogéneas se pueden resolver transformandolas en EDO
en variables separadas mediante el cambio de variable y = u(x) - x, teniendo
en cuenta que u(x) debe ser una funcién de z, por lo que

/

y =u'(z) 2+u
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Ejemplo: Resuelve la ecuacién
(2% = 3y?) dx + 2xy dy = 0

Solucién. La ecuacién (22 — 3y?) dx + 22y dy = 0 se puede expresar

; —z? + 3y2
2y

2

Dividimos por z* numerador y denominador:

I -1+ 3(%>2
y - 2g 9
x

aplicamos el cambio de variable y = u(x) - z, teniendo en cuenta que y' =

u x4+
—1 + 3u?

/ J—
U -xr+u= o

s
.y . . (&
y la ecuacién obtenida es de V&Q@M,@ﬁ@k 2aLadas..

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

2
(W -r4+u)2u=-1+3> = 2woe=-1+u® = %—flﬁ =

que se resuelve integrando ambos términos
Lu -1 =Ljz|+¢ = |u2-1=|z]- = u?>—1==xze
Si llamamos k = +e€, la solucién seria

u==+vkr+1, k#0

Deshaciendo el cambio y = u(z) - =

LA kx+1 = y=savkr+1
x
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1.4.1. Ecuaciones reducibles a homogéneas

Una EDO que en forma normal se puede presentar asi

, ar +by +c
y :f / / /
adr+by+c

siendo a, b, ¢, d’, b’ y ¢’ niimeros reales, se puede transformar en una ecuacién
diferencial homogénea mediante alguno de los siguientes cambios de variable:

1. Si las rectas y = ax + by + ¢, y = 'z + b'y + ¢ se cortan en un punto
(x0,Y0), el cambio seria

r=a2"4+z9, y=1+o.

2. Silas rectas y = ax + by + ¢, y = a’z + 'y + ¢’ son paralelas, el cambio

seria
u = az + by.
B
Ejemplo: Resuelve las ecuaCiogg§RTnME’\!l’§lDE MATEMATICAS
6 7 4 UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
xr — y — ’ 4x+3y—2
1y =— 2 2.y = e Byl 3. (z+y—2) de+(x—y+4) dy =0
e y (z+y—2) do+(z—y+4) dy

1.5. Ecuaciones diferenciales lineales

Una EDO lineal se puede presentar asi

/

y =p(@)y +r(@),

siendo p(x) y r(z) funciones de la variable independiente .
Si r(x) =0, la EDO lineal es de variables separadas

y = p(x)y

y tiene facil solucién

Z:p(x)@/idyz/p(:v) dw@Lly\z/p(fﬂ) dr +c.
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Despejando y y llamando k& = e se obtiene

y=kelr@ de

Para encontrar una solucién de la ecuacién lineal completa

/

y = p(x)y +r(z),

primero obtendremos la solucién de la ecuacién lineal correspondiente cuando
cuando r(z) = 0, que serd
_ p(x) dx
y =k el @) dz

y después buscaremos la solucién de la EDO lineal completa entre las funciones

de la forma
y = k(x) el P@) dz.

exigiendo que k(z) sea una funcién de la variable = en lugar de constante.

Ejemplo: Resuelve la ecuacién:

/
Yy -y tg(x%%cos(:n).
)L'P.I\PTJ’\I\"\E"\«'I'OIDE MATEMATICAS
Solucién. Como es una ecuacién=inealprimero resolveremos la ecuacién

y —ytg(z) =0

que es de variables separadas

= tg(z)

/?Z/dx = /tg(a:)da:

Lly| = —L]cos(z)| + ¢

c
—L| cos(ac)|ec _ 1 c e

= e
el cos(z)]

v
y

con lo que, llamando k = +¢€, la solucién es

k
cos(z)
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Para obtener la solucién de la ecuacién lineal completa ¢y — y tg(x) = cos(z),

imponemos que la solucién buscada sea de la forma y = C’Zgg), siendo k(x)
una funciéon de z. Como tiene que cumplir la ecuacién diferencial completa, se
tiene que

y' —y tg(x) = cos(z)

k(z) o k(z) z) = cos(z
(cos(:z:) cos(z) te(z) ()
K'(z)cos(z) — k(z)(—sen(z))  k(z) sen(x) _ cos(x)
cos?(x) cos(z) cos(x)
o) _ cos(x
cos(x) (z)

K (z) = cos?®(x)
() = g n sinfx)

Por tanto la solucién general de la ecuacmn es

k
y = ( ) _ oo %@m@g@g .
cos(x) 200s6m redeos(r) cos(m)

+C.

Ejemplo: Resuelve la ecuacion:

Y + 2zy = 4x

1.6. Ecuaciones de Bernoulli
Una EDO de tipo Bernoulli se puede expresar en forma normal asi:
y' = p(x)y + q(x)y”

siendo n # 0,1 porque en estos dos casos la EDO serfa lineal. En forma
diferencial quedaria asi:

dy = (p(v)y + q(z)y") dx
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Si dividimos toda la ecuacién por y™ y aplicamos el cambio de variable

la ecuacién de Bernoulli se transformara en lineal?:

Zi:(mw +q<$>)dm o L e+ e@)d

yn—1 1—n

es decir ,
U

= p(z)u +q(z)

1—n

que es la ecuacion lineal v’ = (1 — n)p(z)u + (1 — n)q(z).
Ejemplo: Resuelve la ecuacion:

Y +ay = $3y3.

r:
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

du
1—-n

2 Aplicando el cambio anterior se obtiene que % =
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Capitulo 2

Introduccion a la Estadistica.
Estadistica descriptiva.

2.1. Definicion de Estadistica

No hay una definicién 1nterna01ona]§%nte aceptada. La definicién més ex-
tendida es: Es la ciencia cuya ﬁggﬁ&ﬁ%ﬁ%ﬁﬂd estudlo del conjunto de proce-
dimientos destinados a recoger, clas,lﬁ:g@;“mpresemar y resumir datos (Es-
tadistica Descriptiva), asi como los conducentes a la obtencién de inferencias
cientificas y extrapolacion de resultados a partir de esos datos (Estadistica
Inferencial).

La Estadistica estudia los resultados de experimentos aleatorios, es decir,
aquellos experimentos en los que repetidos en las mismas condiciones iniciales
pueden dar lugar a resultados distintos. No se ocupa de experimentos deter-
ministicos.

Ejemplos de experimentos aleatorios:

» Estudio de los factores de riesgo para la plaga de la ”seca” de las encinas.
= Estudio de la eficacia de un fertilizante.

= Estudio de alturas de plantas de trigo.

Los experimentos aleatorios tienen aplicaciones en agricultura, ganaderia, fisi-
ca, ingenierfa, negocios, ciencias bioldgicas y de la salud, ciencias sociales, etc.

23



24 CAPITULO 2

2.2. Poblacién y muestra.

Individuo es el elemento o unidad objeto de estudio en el experimento
aleatorio.

Poblacion es el conjunto de individuos sobre el que nos interesa obtener
conclusiones. La poblacién tiene que estar perfectamente delimitada. Normal-
mente es demasiado grande para estudiar a todos sus individuos. Por ello se
trabaja con un grupo menor de individuos extraidos de la poblacién y que se
llamara muestra.

Ejemplos:

= Poblacion: encinas afectadas por la enfermedad conocida como ”la seca”.
= Poblaciéon: manzanas recolectadas en una explotacion.

Muestra es un subconjunto de la poblacion al que se tiene acceso y sobre
el que realmente se hacen las observaciones (mediciones). Esta formada por
individuos de la poblacién objeto de estudio y debe ser representativa de la
poblacioén.

Se llama Tamano muestral al nimero de individuos de la muestra.

Para elegir la muestra se usan técnéf%%ie eleccién que se denominan mues-
treo. El muestreo puede ser: DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

s Muestreo probabilistico: se conoce a priori cual es la probabilidad de
que una determinada muestra salga elegida. Ejemplos: aleatorio simple,
estratificado (grupos homogéneos), sistematico, por conglomerados (gru-
pos heterogéneos).

= Muestreo no probabilistico: a priori, la probabilidad de eleccién de cada
muestra posible no es conocida. Ejemplos: la persona que muestrea elige
a los individuos segun su gusto.

2.3. Estadistica descriptiva e inferencial

Estadistica descriptiva: se encarga de la recogida, clasificacién, represen-
tacién gréifica y resumen de los de los datos referentes a un fenémeno que
presenta variabilidad o incertidumbre para su estudio metédico.

Ejemplo: se quiere estudiar la produccién de arroz por hectarea en Extre-
madura. Se elige una muestra de 30 parcelas y se calcula la media de produc-
cién por hectérea.
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Estadistica inferencial: se encarga de extrapolar (hacer inferencias de) los
resultados de la muestra a toda la poblacién para hacer previsiones sobre
los mismos, tomar decisiones u obtener conclusiones. Para poder aplicar la
estadistica inferencial es necesario la teoria de probabilidad.

Ejemplo: se quiere estudiar la producciéon de arroz por hectarea en Ex-
tremadura. Se elige una muestra de 30 parcelas y se desea contrastar si es
razonable aceptar que la media de producciéon por hectarea de los cultivos de
Extremadura es similar o no a la media del resto de Espana.

2.4. Etapas en un estudio estadistico

Ejemplo: Se quiere determinar si la edad de las encinas de la provincia de
Badajoz es aproximadamente 100 anos.

Etapa 1: Planteamiento del problema. ; Qué objetivos perseguimos? ;Cudl
es la poblacién? ;Qué parametros son de interés?

Ejemplo: La poblacion seria el conjunto de encinas de la provincia de Ba-
dajoz; el objetivo seria estimar la edad de esa poblaciéon y contrastar si es
aceptable o no afirmar que la edad es 1 Q%?ﬁos; el pardmetro de interés podria
ser la edad media de la poblacién. ey

Etapa 2: Eleccién del modeldligik‘si \at%ﬁ\:;i:i:ﬁ}fé(éte ajuste a nuestros objetivos.

Ejemplo: Podemos suponer que las edades de las encinas de la provincia
de Badajoz se distribuyen de forma simétrica respecto de la media y que la
distribucién de edades es gaussiana o normal; o por el contrario suponer que
hay muchas encinas viejas y muy pocas jévenes.

Etapa 3: Recogida de la informacién muestral. Debemos establecer el tipo
de muestreo (muestreo aleatoria simple, estratificado, etc.), el tamano de la
muestra (31007 ;3007) y el método de recogida de datos.

FEtapa 3: Aplicacién de técnicas estadisticas: andlisis descriptivos, estima-
cién de parametros, contrastes de hipétesis.

Ejemplo: Representarfamos graficamente los datos de la muestra, calcu-
larfamos algunos valores representativos como la media, contrastariamos la
hipotesis de trabajo ”la edad de las encinas de la provincia de Badajoz es 100
anos”, etc.

Etapa 5: Diagnosis del modelo para saber si el modelo aplicado es correcto
para el problema planteado.

Ejemplo: Tras la toma de datos de las edades de las encinas y una vez
visto el andlisis de los mismos, quizas hubiera que replantearse alguna de las
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suposiciones que se hicieron en la etapa 2.

Etapa 6: Interpretacion de los resultados: previsiones y decisiones o revisiéon
del modelo.

Ejemplo: Una vez aceptado el método de trabajo y contrastada la hipétesis
de trabajo ”la edad de las encinas de la provincia de Badajoz es 100 anos”,
tomariamos una decision sobre si aceptar esa hipotesis como cierta, rechazarla
como falsa o decidir rehacer el estudio porque no es concluyente. Si fuera
aceptada, podriamos, por ejemplo, proponer regenerar la dehesa por considerar
que esta vieja.

Un esquema de las etapas de un estudio estadistico aparece en la figura
2.1.

Situacidén o Modelo Obtencidn
problema real Matemadtico de la muestra

No

Técnicas
estadisticas

.. Si |
Previsiones ¢Es acertado
decisiones el modelo?

Figura 2.1: Etapas de un estudio estadistico

2.5. Distribuciones unidimensionales de frecuencias

El fenémeno o caracteristica de la poblacién sometido a estudio se deno-
mina variable.

Ejemplos de variables: edad, peso, altura, especies de cereales, produccién
por hectédrea, tipos de suelos, etapas de una enfermedad, etc.

Las variables pueden ser cualitativas (con valores no numéricos como razas,
procedencias, etc.) y variables cuantitativas (de naturaleza numérica).

Ejemplos:

= Variables cualitativas: especie de cereales, tipo de suelo, etapas de una
enfermedad.
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= Variables cuantitativas: edad, peso, altura, produccién por hectarea.

Las variables cualitativas se dividen en variables nominales (no existe orden
entre las categorias) y ordinales (existe orden entre las categorias).

Las variables cuantitativas se dividen en variables discretas (toman valores
en una clase fija de distintos valores) y continuas (pueden tomar cualquier valor
en un rango continuo)

Ejemplos:

= Variable cualitativa nominal: especies de cereales arroz, maiz, trigo, ave-
na, sorgo, cebada, centeno, mijo

= Variable cualitativa ordinal: etapa de una enfermedad primera etapa,
segunda etapa, tercera etapa

= Variable cuantitativa discreta: edad en anos de un arbol 0,1,2,3,...
= Variable cuantitativa continua: Altura de una planta 1.62,1.74,1.54,...

Se llama: &
g

PARTAMENTO DE MATEMATICAS

= Frecuencia: nimero total de ({I@swmﬂmw

» Frecuencia absoluta de un valor (n;): nimero de veces que aparece el
valor.

» Frecuencia relativa de un valor (f;): nimero de veces que aparece el valor
dividido por el numero total de datos.

» Frecuencia absoluta acumulada de un valor (IV;): es la suma de la frecuen-
cia absoluta del valor y de todas las frecuencias absolutas de cualquier
valor previo.

» Frecuencia relativa acumulada de un valor (F}): es la suma de la frecuen-
cia relativa del valor y de todas las frecuencias relativas de cualquier valor
previo.

= Distribucién de frecuencias es el conjunto de valores o modalidades de la
variable (categorias, valores numéricos o clases) junto con las frecuencias
correspondientes a cada una de ellas.
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Ejemplo: Los ingresos anuales de 20 familias en miles de euros son:
18,20, 22,19, 18, 20, 18, 19, 21, 20, 20, 21, 18, 20, 21, 19, 20, 21, 18, 20
Su distribucién de frecuencias es:

z; | Ingresos | Absoluta | Abs.Acumulada | Relativa | Rel. Acumulada
n; N; fi F;
X3 18 5 5 0.25 0.25
X5 19 3 8 0.15 0.40
X3 20 7 15 0.35 0.75
Xy 21 4 19 0.20 0.95
X5 22 1 20 0.05 1
N =20 1

Si los valores no se repiten un ntimero suficiente de veces, es decir, hay mu-
chos valores distintos, se puede construir la distribucién de frecuencias agru-
pando los valores en intervalos o clases.

Ejemplo: Longitud en centimetros de 60 cilindros de motor:

239,254, 255, 248, 246, 249, 242, 250,.249, 244, 253, 248, 250, 258, 252,
251,250, 253, 247, 243,245, 251, 2475950, 248, 250, 259, 249, 249, 250,
251,253, 241, 251, 249, 252,350 D472 95T 956" 250, 246, 252, 238, 251,

UNIVERSTDAD DR Eﬂith?DuM

238,236, 260, 249, 257, 249, 247, 251, 246, 245, 243, 250, 249, 242, 238.

Su distribucién de frecuencias podria ser:

Intervalos Marca de clase ¢; Frecuencias absolutas Frecuencias relativas
n; N; fi F

235.5,240.5 238 5 5 0.08 0.08

240.5, 245.5 243 8 13 0.13 0.22

245.5,250.5 248 27 40 0.45 0.67

250.5, 255.5 253 15 55 0.25 0.92

255.5,260.5 258 5 60 0.08 1

Total 60 1
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Ejemplo: Causas de muerte en drboles de una explotacion: r (falta de riego),
e (enfermedad), p (pedrisco), o (otras).

Lp,rn,o1p1,p,p,p, 1, 1,6 71,p,671,1,p,1,1,1,€¢T1I,I,p, I, T, p, I

p,r,r,r,r,r, 1, 1, I

Causas

ni fi

Ni Fi

Fallo Riego (1)

26 26/40=0.650]26 26/40=0.650

Enfermedad (e)

3 3/40=0.075

29 29/40=0.725

Pedrisco (p)

10 10/40=0.25

39 39/40=0.975

Otras (0)

1 1/40=0.025

40 1

Total

40 1

2.6. Representacion grafica.

Para variables cualitativas:

= Diagrama de rectangulos:

S

= Diagrama de sectores

M Fallo riego
m Enfermedad
Pedrisco

M Otras
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= Pictogramas.

Para variables cuantitativas discretas:

» Diagramas de barras o de frecuencias (acumuladas o no):

10

Familias segtin ingresos (en miles de euros)

M Familias segin
ingresos (miles
de euros)

Para variables cuantitativas continuas:

= Histogramas.

Frecuencias absolutas

Histograma de longitud en cm. de piezas

27

238 243 248 253 258

Longitud de piezas en centimetros

s Poligonos de frecuencias

30
25
20
15
10

Longitud de piezs centimetros

7

/ N\

/ N\

— ~N

238 243 248 253 258
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2.7. Estadisticos descriptivos

Los estadisticos descriptivos son valores numéricos que intentan resumir
las caracteristicas de unos datos y que se calculan a partir estos. Pueden ser:

2.7.1. Estadisticos de posicién.
Centrales

Media. Solo para variables numéricas. Es la media aritmética de los datos
y representa el centro de gravedad de los datos. Es sensible a cambios en la
magnitud de cualquier dato.

Tr1+2xo+ -+ Tk
n

T =

Ejemplo: La media de ingresos en el ejemplo de las familias es 19.65 miles
de euros.

Si los datos estan agrupados en intervalos y solo tenemos la tabla de fre-
cuencias la media se calculard usando éﬁ% marcas de clase y la frecuencia de
cada clase. Y

Ejemplo: En el caso de las pigﬁgstﬁé%momﬁéﬁfﬁs”f solo disponemos de la tabla
de frecuencias, usando las marcas de clase la media seria 248.58.

Mediana. Solo para variables cuantitativas. Es el valor que, tras ordenar
los datos de menor a mayor, divide a estos datos en dos grupos con el mismo
nimero de datos cada uno. Utiliza el orden de los datos y no la magnitud. No
es sensible a cambios importantes en el valor de algin dato.

Ejemplo: Mediana de 1,2,2,2,4,5,6,6,6,8,9 es 5.

Mediana de 1,3,3,3,4,5,6,6,8,10,10,10 es (54+6)/2=5.5

La mediana de los datos de ingresos por familia es 20.

Si los datos estuvieran agrupados en clases y solo tenemos la tabla de
frecuencias, usaremos las frecuencias de las clases para localizar el intervalo
que contiene a la mediana. Podemos elegir como mediana la marca de cla-
se del intervalo que la contenga, aunque hay métodos de interpolacién mas
sofisticados.

Ejemplo: En el caso de las piezas de motor, si solo disponemos de la tabla
de frecuencias, dado que la mitad de los datos es 30, la mediana estaria en
el intervalo (240.5, 250.5), que es el primer intervalo que tiene una frecuencia
acumulada de mas de 30 datos.
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Moda. Tanto para variables cualitativas como cuantitativas. Es el valor de
la variable al que le corresponde mayor frecuencia. Puede haber més de una.

Ejemplo: La moda de los datos de ingresos por familia es 20.

Si los datos estdn agrupados y solo tenemos la tabla de frecuencias, loca-
lizaremos el intervalo modal, que es el que tiene mayor nimero de datos en
proporcién a su amplitud (nimero de datos del intervalo/amplitud del inter-
valo).

Ejemplo: En el caso de las piezas de motor, si solo disponemos de la tabla
de frecuencias, la mediana y la moda estarian en el intervalo (240.5, 250.5).

No centrales

Solo para variables cuantitativas.

Cuantiles Son valores posibles de la variable que superan un cierto por-
centaje del total de datos, tras ser ordenados estos datos en orden creciente.
Por ejemplo:

)liP.t\RTAI\-’\ENm‘MTSI'-.“J(AT‘(AS
s Percentiles. El percentil de ordencres+elsvalor numérico tal que menor
que él solo estan el 5% de los valores de los datos. El percentil de orden
30 es el valor numérico tal que menor que €l solo estdn el 30 % de los

valores de los datos. Hay 99 percentiles.

s Deciles. El primer decil es el percentil de orden 10 y, por tanto, es el
valor numérico tal que menor que él solo estan el 10 % de los valores de
los datos. El tercer decil es igual que el percentil 30. Hay 9 deciles.

s Cuartiles. El primer cuartil es el percentil de orden 25 y, por tanto, es el
valor numérico tal que menor que él solo estén el 25 % de los valores de
los datos. El segundo cuartil es la mediana, el quinto decil o el percentil
50. Hay 3 cuartiles.

Para el calculo de cuantiles hay que fijarse en la frecuencia acumulada
de los valores. Ejemplo de calculo de cuartiles a partir de una tabla de
frecuencias:
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i n; N;  primer cuartil = niimero de datos * 25 % = 25;
0 14 14 N;_1 =24 <25 < N; =39; luego Q1 =2
1 10 24
2 15 39 segundo cuartil = niimero de datos * 50 % = 50;
3 26 65 N;_1 =39 <50 < N; =65; luego Q2 =3
4 20 85
5 15 100 tercer cuartil = ntimero de datos * 75 % = 75;
n = 100 N;_1 =65 <75 < N; =85; luego Q3 =4

En esta otra tabla:

i n; N;  primer cuartil = niimero de datos * 25 % = 25;
0 14 14 N;_1 =25 < N; =39; luego Q1 = 1,5
1 11 25
2 14 39  segundo cuartil = nimero de datos * 50 % = 50;
3 36 75 N;_1 =39 <50 < N; =65; luego Q2 =3
4 10 85
5 15 100 tercer cuartil = ntimero de datos x 75 % = 75;
n = 100 N;_1 =75 < N; = 85; luego Q3 = 3,5
gy

2.7.2. Estadisticos de dispersiomn: wvincs

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

Rango, recorrido o amplitud es la diferencia entre el valor minimo y
maximo de los datos de la variable. Es sensible a observaciones extremas.

Rango o recorrido intercuartilico es la diferencia entre el primer y
tercer cuartil. Es poco sensible a observaciones extremas.

Varianza es la media de las diferencias cuadraticas de las observaciones
con respecto a su media aritmética. Siempre es una cantidad positiva. Su
unidad es el cuadrado de las unidades de la variable. Es sensible a valores
extremos. Se puede calcular de cualquiera de estas dos formas:

2 1 —\2 2 e~ 2 —\2
s ZHZ(%—:E) §° = (nle> — (7)
=1

=1

La raiz cuadrada s de la varianza se llama desviacién tipica.
Cuasivarianza es simlar a la varianza y sus valores son casi iguales cuando
n es grande. Es muy 1til en inferencia estadistica.

1 _
S2zn_1z(xi—x)2

=1
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La raiz cuadrada de la cuasivarianza es la cuasidesviaciéon tipica S.

Ejemplo: La media de 3, 3,4,4,5 (datos medidos en metros), es 3,8 metros.
La varianza, la cuasivarianza, la desviacién tipica y la cuasidesviacién tipica
somn:

$2=056m?> S?2=07m?> s=0,7483m S =0,8366 m.

Coeficiente de variacion de Pearson: Es la razén entre la desviacién
tipica y la media (multiplicado por 100). Mide el tamano que tiene la desvia-
cién tipica con respecto a la media. Si la media es 80 y la desviacién tipica 20
entonces C'V = 20/80 x 100 = 25 % (variabilidad relativa). También sirve para
comparar la variabilidad de diferentes variables. Si el peso tiene CV = 30%
y la altura tiene C'V = 10 %, los individuos presentan més dispersién en peso
que en altura.

2.7.3. Estadisticos de forma.

Simetria

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DF EXTREMAOURA

Recuento
Recuento
Recuento

Figura 2.2: Histogramas de datos con simetria negativa, simétricos y con simetria

positiva

Una distribuciéon de datos es simétrica si dividiendo por la mediana, las
dos mitades del gréafico son iguales. La simetria exacta es poco probable, por
tanto, se habla de simetria cuando existe simetria aproximada. La asimetria
sera:
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= Asimetria positiva: si las frecuencias més altas se encuentran en el lado
izquierdo de la mediana, mientras que en el lado derecho hay frecuencias
mas pequenas (cola a la derecha).

= Asimetria negativa: cuando la cola estd en el lado izquierdo.

Coeficiente de asimetria de Pearson:

Ap— T — Mediana
s

Si es muy negativo, los datos presentan asimetria negativa, con cola a la iz-
quierda; si es 0 o casi 0, los datos son aproximadamente simétricos; si es muy
positivo, los datos presentan asimetria positiva, con cola a la derecha. Hay
otros coeficientes de asimetria, como el coeficiente de Fisher, con la misma
interpretacion que el anterior:

S (@ —2)°
Ap = 2=t =)
F nS3

Curtosis o apuntamiento

Recuento
Recuento
Recuento

Figura 2.3: Histogramas de datos con platicurtosis, mesocurtosis y leptocurtosis

El coeficiente de curtosis indica el grado de apuntamiento o aplastamien-
to) de una distribucién con respecto a la distribucién normal o gaussiana, que
es una distribucién de referencia en Estadistica porque a ella se ajustan mu-
chos datos extraidos de fendémenos de la naturaleza. Una forma de comparar
la curtosis de unos datos es hacer el cdlculo

Zk—1($i - f)4
Ay === 7 _
1 nS4 3
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Si sale muy positivo, los datos estdn mas apuntados que la normal (leptocur-
tosis); si sale 0 o casi 0, los datos estdn aproximadamente igual de apuntados
que los de una distribucién normal (mesocurtosis); si sale muy negativo, los
datos estan mds aplastados que los de una distribucién normal (platicurtosis).
Hay otros coeficientes para medir la curtosis, con la misma interpretacién.

2.8. Distribuciones bidimensionales. Regresion y co-
rrelacion.

Cuando a individuos de una misma muestra les medimos dos variables,
obtenemos una distribucion bidimensional. En este caso, nuestra distribu-
cién de frecuencias serd una tabla de doble entrada, como por ejemplo, datos
con tamanos de empresas y tipo de actividad comercial:

Actividad exterior
No exportadora  Exportadora

Pequena 15l 23 38
Tamartio | Mediana DEPARTAMEN %str-.-ﬁr'cas 38 48
Grande UNIVERSIOAZIDE EXTREMABURA 46 48

27 107 134

O bien, los datos de ntimero de hijos e hijas de distintas familias:

Numero de hijas (Y)
0 1 2 3
0 10 15 15 3 43
1 10 12 7 2 31
Ntumero de hijos (X) 2 8 4 3 1 16
3 3 2 1 0 6
4 2 1 1 0 4
33 34 27 6 | 100

Las distribuciones marginales son los valores de cada variable de forma
independiente, con sus frecuencias por separado. En el caso del nimero de
hijos/hijas por familia, la distribucién marginal de la variable nimero de hijos
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es
43
31
16
6
4
100

Numero de hijos (X)

=W N = O

La distribucién de una variable se puede condicionar a un determinado valor
de la otra variable (distribucién condicionada). Por ejemplo, en el caso
anterior, podemos extraer los datos del nimero de hijos de familias que tienen
2 hijas:

X ‘Y =2 n;
15

= w N = O
w

7
Si las dos variables son numéricﬁ%ﬁiﬁﬁ%ﬁ%ﬁéﬁemnos estudiar si es posible
establecer una relacién entre ambas, es decir, si son dependientes la una de la
otra. Para ello, el primer paso es dibujar una grafica que represente la nube
de puntos o diagrama de dispersion de los datos.

Ejemplo: Los siguientes son datos de longitud y anchura de 10 bellotas en

milimetros:

anchura | longitud

17,5 39,3
17,15 41,35
16,95 42,1
17,4 43,55
16,35 38,9

17 40,2
18,5 45,35
15,9 39,85
16,65 39,6
16,65 40,6
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longitud y anchura de bellotas
46
-
45 v=2,1806x+ 3,9987
44 o 05698
- 43
3
w 42 *
§ 4 e
4
40 - . *
39 *
: *
38 T T T T T T 1
15,5 16 16,5 17 17,5 18 18,5 19
anchura

Figura 2.4: Nube de puntos y recta de regresion

-)EPARTAMENTO‘ .DE MATEMATICAS
La relacién entre las dos variable§ tet& et estadistica, no funcional (una
relacion funcional es la que hay entre una variable que mide altura en centime-
tros y otra que mide la altura en metros). La relacién estadistica més sencilla
entre dos variables numéricas es la lineal, del tipo:

y=pBx+a+e

donde B y « son dos numeros reales. En el ejemplo de la figura 2.4, x seria
la anchura e y seria la longitud. De ser acertada la relaciéon lineal anterior
entre = e y, significard que para una bellota que tuviese una anchura z; se
espera una longitud Sz; + a, mds una cantidad aleatoria e (que deberd ser
pequena si la relacién es verdaderamente lineal) que llamaremos error (puede
ser positivo o negativo). Puede haber otros tipos de relacién entre x e y:
cuadratica, cubica, exponencial, logaritmica, etc. Incluso puede ocurrir que
no haya una dependencia entre x e y, con lo que no tendria sentido intentar
encontrar la funciéon que las relacione.

La covarianza es una herramienta para intuir si dos variables numéricas
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estan o no relacionadas:

COU(x7y) = Sgy = — TiYi — TY

Cov(x,y) = 8zy = — (i — %) (y; — 9)
i=1
Si Cov(z,y) > 0, a medida que x aumenta y aumenta.
Si Cov(z,y) < 0, a medida que x aumenta y disminuye.
Si Cov(z,y) = 0 (o casi 0), si x aumenta y puede aumentar o disminuir (el
crecimiento de x y de y no estén relacionados).

Dos variables que sean independientes tendran covarianza casi 0. Sin embargo,
puede ocurrir que tengan covarianza 0 pero que sean dependientes (figura 2.5).
Por ejemplo, eso es lo que ocurre si la relacién es y = z2 + e. De existir una

40,0

o o
o
2,00 o
o
° y: 30,009
o 0%g o &
1,00 Q;Oib g
o o go Oo ° o d)@p.f\RT’\MENTO DE MATEMATICAS
> 09 900 500 UNYERSIDAD OF EXTSEMEDOTA
0,00 0 OHpre® ©° ©
o O ®
& o g8 ©
00 5" Q° ©
o
1004 Ogoo 5 o 10,00 o
e} @ (o) [e]
o P
2,00+ o [
o] 0,00
T : : 1 1 T 1 : T :
6,00 4,00 2,00 0,00 2,00 6,00 4,00 -2,00 0,00 2,00
z z

Figura 2.5: Datos con covarianza préxima a 0

verdadera relacién estadistica lineal entre x e y, la ecuaciéon y = Sx 4+ « de
la "mejor recta’que explica esta relacion sera la de la recta de minimos
cuadrados. Los coeficientes de la recta de minimos cuadrados se calculan asi:
~  Cov(z,y) N oA
p=—735—"" a =19y — pzT.

S

x

Elegido un individuo ¢ cualquiera, si llamamos
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y; al valor verdadero de la variable y en el individuo ntimero %

x; la valor verdadero de la variable z en el individuo ntimero 2

entonces y; = Bx; + & serd el valor previsto para el individuo usando la
recta de minimos cuadrados.

De todas las rectas posibles, la recta de minimos cuadrados es la que hace
minima la suma de los cuadrados de las diferencias y; — ¢; . En este sentido es
la ”mejor recta posible” para explicar la relacién entre x e y. Es decir, la recta
de minimos cuadrados es la que hace minima la suma de los cuadrados de las
diferencias entre los valores verdaderos y los valores que les adjudica la recta.

Ejemplo: En el caso de las bellotas, la recta de minimos cuadrados es

y = 2,180z + 3,998

El coeficiente de correlacién lineal de Pearson mide el grado de depen-
dencia lineal entre dos variables:

. Cov(z,y)
- SzSy

Su signo es el mismo que el de la coygrianza y su valor siempre esta en el
intervalo [—1, 1]. La relacién entre x eg@”p%f‘eqta cuandor =+4+1or = —1,
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

aunque en ese caso no seria una relagionestadistica. Sir se acercaa —1 o a +1,
la dependencia lineal es fuerte y, por tanto, se puede usar la recta de regresion
para hacer predicciones de valores de y. Si r se acerca a 0 la dependencia
lineal es débil y, por tanto, no deben hacerse predicciones a partir de la recta
de minimos cuadrados.

El coeficiente de determinacién R? es el cuadrado de r. Su valor
estd entre 0 y 1. Si es cercano a 1, habrd un buen ajuste lineal entre z e
y. Si es cercano a 0, el ajuste lineal no serd bueno.

Ejemplo: En el ejemplo de las bellotas R? = 0,569 y r = 0,754.
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Variables aleatorias. Modelos
de probabilidad

3.1. Variables aleatorias unidimensionales

En el tema anterior se nombraron los fenémenos aleatorios (aquellos suce-
sos en cuyos resultados interviene el azaij; Se puede asignar una probabilidad
(medida de la certidumbre) a lospasibleriesiittidos de un fenémeno aleatorio.
Esa probabilidad serd un ntmero entre 0y 1, que nos permitiré afirmar, por
ejemplo, que ”la probabilidad de obtener una cara al lanzar una moneda es 0.5
o el 50 %”. La asignacién de probabilidades a los distintos resultados se puede
hacer desde criterios diferentes: por conocimientos o experiencias previos (si
ya he lanzado la moneda 1000000 de veces puedo intuir cual es la probabili-
dad de cada resultado), por deducciones légicas (si observo que la moneda es
simétrica puedo deducir que la probabilidad de que salga cara es la mitad),
etc.

Se llama suceso elemental a cada posible resultado del fenémeno aleatorio
que no se puede descomponer en otros mas sencillos. El conjunto de sucesos
elementales de un fenémeno aleatorio se llama espacio muestral.

Ejemplo: En el lanzamiento de una moneda, el espacio muestral es

Q) = {cara(c), cruz(r)}
Si lanzamos la moneda tres veces el espacio muestral sera:
Q = {ccc, cer, cre,ree, erryrer,rre, rrr}

41
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Ejemplo: En la observacion del fenémeno consistente en sembrar tres plan-
tas y ver si germinan (g) o no germinan (n), el espacio muestral serd:

Q = {999, ggn, gng, ngg, gnn, ngn, nng, nnn}

En la practica, el estudio de un determinado fenémeno aleatorio no suele
consistir en la descripcién exhaustiva de todos los resultados posibles, sino en
el analizar uno o varios caracteres cuantitativos considerados.

Ejemplo: En el lanzamiento de una moneda 3 veces nos puede interesar

X = numero de caras que salen
Ejemplo: En la siembra de tres plantas nos puede interesar
X = ntmero de plantas que germinan.

La observacién de cualquier caracter numérico X como posible resultado
de un fenémeno aleatorio se denomina variable aleatoria.
Ejemplos de variables aleatorias:

1. Lanzar una moneda y ver el namesg de caras que salen.
7 . K\I’ / .
2. Numero de plantas que germinamodevtresique se siembran.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

. Medida en centimetros de una pieza de motor fabricada por una empresa.

3
4. Numero de piezas defectuosas en un envio de total de 100 piezas.

5. Numero de quejas recibidas en una cooperativa por parte de los coope-
rativistas.

6. Altura de un frutal de una explotacién.
7. Altura de 1 alumno de una clase.
8. Media de las alturas de 3 alumnos de una clase.
9. Numero de hermanos de un alumno.
10. Media del nimero de hermanos de 3 alumnos de una clase.

Las variables aleatorias pueden ser discretas (si solo pueden tomar valores que
no abarquen todo un intervalo) o continuas (si pueden tomar todos los valores
de un intervalo).
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3.2. Distribucion de probabilidad

Si nuestro estudio se centré en una determinada caracteristica numérica
(variable aleatoria) lo que nos importard serd saber los valores que puede
tomar la variable y con qué probabilidad toma cada uno de esos valores. La
informacién anterior se denomina distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria, y se presentard de forma diferente segin la variable sea discreta
o continua. La distribucion de probabilidad es el modelo matematico que se
asigna al cardcter en estudio.

3.2.1. Distribucién de probabilidad en el caso discreto

Una distribucién de probabilidad en el caso discreto es el conjunto de todos
los valores posibles de la variable junto con las probabilidades asociadas.
Ejemplo: Lanzamos una moneda y estudiamos la variable

X = numero de caras.

;, Cual seria su distribucién de probabilidad?
Si suponemos que la moneda no esta trucada, podemos asignarle la siguien-

te distribucion: gﬂ'm
NG
| X Probiabilidad .
O LM\'S?\SiSAﬂ.%‘ﬁ(MADUJA
1 0.5

Si sospechamos que la moneda estd trucada, podemos lanzar la moneda
muchas veces y estudiar la distribucién de frecuencias. Supongamos que la
distribuciéon de frecuencias tras muchos lanzamientos es

‘ X ‘ Frecuencia relativa ‘
0 0.25
1 0.75

Podemos asignarle la distribucién de probabilidad:

‘ X ‘ Probabilidad ‘
0 0.25

1 0.75

En este dltimo sentido, la distribucion de probabilidad se puede considerar
como la extensién la distribucién de frecuencias de unos datos cuando se con-
sideran todos los posibles resultados y se asignan probabilidades como limites
de frecuencias relativas.
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En todo caso, cualquier distribucién de probabilidad de una variable dis-

creta del tipo
| X | Probabilidad

x1 p1
€2 b2
Lk Dk

tiene que cumplir que p; > 0 para todo ¢ y ademés p; +p2 + --- + pr = 1.

La representaciéon grafica de la distribucién de frecuencias se puede hacer
en un diagrama de barras.

Ejemplo:

Ne caras al lanzar una
moneda

0,6

0,4
M N2 caras al

0,2 lanzar una

moneda
0 .
0 1

Figura 3.1: Diagrama de barras

Ejemplo: Si lanzamos una moneda tres veces y observamos el niimero de
caras, la distribucién de probabilidad sera:

a) Si la moneda no estd trucada, la probabilidad de que al lanzarla una
vez salga cara serd p=0.5. Como la lanzamos tres veces

Plr =0] = < 3 > 0,590,523 =1/8 Plz=1] = ( ‘i’ ) 0,5'0,5%2 = 3/8

Plz=2] = < ;’ > 0,520,5! =3/8 Plr=3] = ( g ) 0,5%0,5° = 1/8
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Su diagrama de barras sera el siguiente:

N2 caras al lanzar 3
veces una moneda no

trucada
0,4
M Ne caras al
0,2 - lanzar 3 veces
0 - una moneda no
trucada

Figura 3.2: Diagrama de barras

b) Si la moneda esté trucada, la probabilidad de que al lanzarla una vez

salga cara serd p. Como la lanzamos trgssveces
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

EXTREMADURA

px == )ra-p

La funciéon de masa o de probabilidad es la que nos proporciona la pro-
babilidad de cada valor de la variable aleatoria discreta.

Ejemplo: La funcién de masa o probabilidad de contar el nimero de caras
en el lanzamiento de una moneda tres veces es

px == (2 )ra-p

La funcién de distribucion es la que adjudica a cada valor de la variable
la probabilidad de que la variable tome un valor menor o igual al valor dado:

F(z) = p[X < 7]

Ejemplo: En el nimero de caras al lanzar tres veces una moneda no trucada
la funcién de distribucién en los punto 0,1,2, y 3 es:
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p(X <0)=1/8
1)=1/8+3/8=1/2
—1/8+3/8+3/8="7/8

F3)=p(X ) 1/8+3/84+3/8+1/8=1
y en el total de los puntos
0 z <0
1/8 0<zxz<1
Flz)y=< 1/2 1<z <2
/8 2<x<3
1 3<zx
F
]

78 [—

0.5 —

1/8

3.2.2. Distribucién de probabilidad en el caso continuo

A diferencia del caso discreto, en el caso continuo hay un conjunto infinito
no numerable de valores posibles para la variable, por ello no tiene sentido
asignar probabilidades a cada uno de los valores (p[X = 16,305] = 0) sino a
los intervalos que se pueden formar (p[X < 16,305], p[16,301 < X717,019]).

Una distribuciéon de probabilidad en el caso continuo serd el conjunto de
probabilidades asociadas a los intervalos de la variable aleatoria continua. En
la practica no se puede expresar todas las probabilidades de forma explicita
porque existen infinitos intervalos posibles. Por ello se trabaja con la funcién
de densidad o funcién de masa. Una funcién de densidad f(z) de una
variable aleatoria X debe cumplir las dos siguientes condiciones:

[ s@an=1 g@) =0
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La funcién de densidad de una variable aleatoria continua se usa para calcular
las probabilidades de que la variable tome los valores de un intervalo:

p(a<X<b):p(agX<b):p(a§X§b):/bf(9:)dx

b
p(—oo<X<b)=p(oo§X§b)=/ f(z) dx

p(a<X<oo):p(a§X<oo):p(a§X§oo):/Oof(x)dw

La funcién de densidad se puede entender como el limite del histograma de la
variable cuando tiende a infinito el nimero de datos y tiende a 0 la amplitud
de los intervalos usados para agrupar los datos.

Figura 3.3: La funcién de densidad como limite de histogramas

Ejemplo: Sea X="longitud de la hoja de una planta en cm.”, que tiene
como funcién de densidad:

[ z/2 sizel0,2]
flz) = { 0 en otro caso



48 CAPITULO 3

f(x)

Figura 3.4: Funcién de densidad de la longitud de una hoja

f(x) es funcién de densidad porque cumple las dos condiciones requeridas. Para
calcular, por ejemplo, la probabilidad de que la variable X tome valores en el
intervalo [0,5,0,75] se procederia asi:

0,75 0,75 1 [22 0,75
pl0,5 < X < 0,75] = / () do = / T et [] 05
0,5 05 2 2 0,5

La funcién de distribucién en el casocontinuo se define igual que en el caso
discreto:
TAN '\.r DE MATEM, Lr(
[ﬁ ‘ﬁiu DE(X"!( hDulA

y se verifica que F'(z) = f(z).
Con la funcién de distribucién también se pueden calcular probabilidades:

b
pX <t =plx <t = [ f@) do=F ()
PX Zal =plX > o) = 1-plX <al=1- [ bf(e) do = 1- F(o

pla< X <b=pla<X<b=pla<X<b=pla<z<b=

/f M—/ I M—/ f() dz = F(b) — F(a)

Ejercicio: Para el ejemplo de la longitud de un hoja de planta en centime-
tros, determina la funcién de distribucion y la probabilidad de la que la hoja
mida
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1. menos de 1.2cm.;
2. igual o mas que 0.8;

3. igual o méas de lcm. y menos de 3 cm.

3.3. Caracteristicas de una variable aleatoria.

Se denominan parametros de una variable aleatoria a valores numéri-
cos que caracterizan a la variable. En un estudio estadistico, los parametros
son propios de las poblaciones y son magnitudes que permanecen invariantes
durante el experimento aleatorio.

Ejemplo: Supongamos que se estd estudiando la altura de los arboles de
una explotacién hortofruticola. Aunque nos sea desconocida, existird una me-
dia (p) de altura de la poblacién de drboles de la explotacién. Esa media
serd un parametro, en principio desconocido, que caracteriza a la poblacién. Si
tomamos una muestra de 20 arboles y medimos su altura, podemos calcular su
media muestral Z. Este valor podria cambiar si elegimos una muestra distin-
ta y calculamos su correspondiente me ‘muestral. Ambas medias muestrales
serian distintas estimaciones del)p&ré,me?fﬁgmm;.-quﬁ, sin embargo no habrd cam-
biado su valor a lo largo del proce8Giese o smmmiour

Parametros importantes de una variable aleatoria son la media o esperanza
matematica de la variable (1) y la varianza de la variable (02) que se calculan
asi:

Variables discretas
Media p > i Tipi
Varianza o2 | Y (z; — p)°pi = >, #7pi — jo

2

Variables continuas
Media p 7 af(x)da
Varianza o® | [* (z — p)* f(x)de = [7 2 f(x)dx — p°

La desviacién tipica o es la raiz de la varianza.
Ejemplo: Calcula la media y la varianza de la variable X resultado de
observar los resultados de un dado trucado, sabiendo que X puede tomar los
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valores 1, 2, 3,4, 5, 6 y con probabilidades 1/36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36, 11/36,
respectivamente.
3 5 7 9 11 161

1
=1—=4+2—=+4+3-+4—=+5—-4+6—>-=—-=44722
. 36 + 36 * 36 * 36 + 36 * 36 36 ’

1 3 5 7 9 11 1617
2 2 2 2 2 2 2
= (12— 4192 — 42 — — ) - =1,9714
7 ( 36+ 364_336+ 36+536+6 36> (36) 7
Ejemplo: Calcula la media y la varianza para la variable aleatoria ”longitud

en cm. de la hoja de una planta”.

M:E[X]:/Ooxf(x)dx:/;x‘;dm:§

—00

o0 2 4
o = </ a? f(x) dx) G / 502% dr =2 — (g)Q = 0,2222
0

—00

Otros parametros de interés

Moda: en las variables discretas gs=el valor que tiene mayor probabili-
dad asociada. En las continuas es el valér maximo relativo de la funcién de
. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
den81dad. gwsasismﬁwunuu
Mediana: en las variables discretas es el valor m, tal que la funcién de
distribucién en ese valor verifica la desigualdad:
1 1
-+ PX =m] > F(me) > -
2 2
En las distribuciones continuas es el valor tal que F'(m.) = %
El sesgo o coeficiente de asimetria (v3) es:

zi — ) p(X =z
73:Z( 1) ng(X )

en el caso discreto y

en el caso continuo. Si es 0, la variable es simétrica; si es mayor que 0 es
asimétrica a la derecha, es decir, tiene una cola a la derecha; si es negativo es
asimétrica a la izquierda, es decir, tiene una cola a la izquierda.
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El coeficiente de curtosis (7y4) es:

. Z (i — M):f(X =) 4

en el caso discreto y

en el caso continuo. Si es 0, la curtosis es normal; si es positivo la distribucion
de la variable es mas apuntada que la normal; si es negativo la distribuciéon de
la variable es mas achatada que la normal.

3.4. Algunas distribuciones notables: distribuciones
discretas y distribuciones continuas

En esta seccién estudiaremos algunas variables aleatorias que se adaptan

a muchos fendmenos de la naturaleza. gz
Y
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
3.4.1. Distribuciones discretasso: oo

Distribucion Uniforme

Es la correspondiente a un experimento aleatorio cuyos valores son equi-
probables. Si el nimero de valores posibles es n, la probabilidad asignada a
cada valor serd 1/n.

Ejemplo: 1. La extraccién de un individuo al azar de entre 1543 es un
fenémeno aleatorio que se adapta a una distribucién uniforme. Numeramos
los individuos del 1 al 1543 y al extraerlos al azar, la probabilidad de extraer
cada individuo concreto es 1/1543.

2. Lanzar una moneda al azar se puede adaptar a una uniforme con n = 2.
El tirar un dado y observa el niimero de puntos obtenidos se adapta a una
uniforme con n = 6.

Distribucion Bernoulli

Es la correspondiente a un experimento aleatorio que puede tomar solo dos
valores: 1 con probabilidad p y 0 con probabilidad 1 — p.
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Ejemplo: Sea p = 0,15 la probabilidad de que una cereza sufra dano tras
una lluvia torrencial. Observar si una cereza estd dafiada o no tras una lluvia
torrencial se adapta a una Bernoulli de pardmetro p, siendo p = 0,15.

Distribucion Binomial

Es la correspondiente a un experimento aleatorio consistente en contar el
numero de individuos en los que ocurre algo que interesa. Para construir la
distribucién de probabilidad, se necesita conocer la probabilidad p de que el
fenémeno de interés ocurra en 1 individuo concreto que se observe; también
es necesario conocer el nimero de individuos total n en los que se observa el
fenémeno. La funcion de probabilidad de una distribuciéon binomial de parame-
tros ny p (Bi(n,p)) es

siendo p la probabilidad de que el fenémeno ocurra en un individuo observado;
n el nimero total de individuos observados; y ¢ =1 — p.

Ejemplo: En el caso anterior de las(%ezas danadas, observar 10 cerezas y
contar el nimero de cerezas daﬁ%f@%ﬁﬁl%éﬂ%%ééﬁi%”una binomial de pardmetros

n =10y p = 0,15. Asi, podremos calcular la probabilidad de que 2 cerezas de
las 10 estén danadas:

p[X =2] = < 120 ) 0,15%0,85% = 0,2759

Ejemplo: Si en una poblacién, la probabilidad de que un ternero recién
nacido sea hembra es 0,48, la variable aleatoria X ="niimero de hembras en
5 nacimientos”, se regiria por un modelo Binomial de parametros n = 5y
p = 0,48. Asi, la probabilidad de que haya 2 hembras de 5 nacimientos es

p[X =2 = ( 5 ) 0,48%20,523 = 0,324

El diagrama de barras para esta distribucion se representa en la figura 3.5.
Algunos de los valores de la binomial se pueden encontrar en tablas.

Otra distribucién discreta importante es la de Poisson, que no vamos a
tratar en este texto.
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Figura 3.5: Diagrama de barras de una distribucién Bi(5,2)

3.4.2. Distribuciones continuas

Distribucién uniforme o
@
%
La distribucién uniforme U [abjrenvelease éontinuo describe los fendmenos

. UNRVERSIDAD DE EXTRE DURA . .
de variables que pueden tomar todos los valores de un cierto intervalo [a, b].
La funcién de densidad sera

1

= a<x<b
fla) = { 0 en el recto de valores

£00) 1

b—a
<«
Area=1
a b

Figura 3.6: funcién de densidad de la Uniforme [a, b]
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Distribucion normal

Una variable aleatoria X se distribuye segin una Normal N (i, o) de parame-
tros p y o, si su funcién de densidad es:

1 ~ (=
€r) = ——e 2 o
flz) = —
La media y la varianza de la normal son p y o?. La grafica de la normal se
llama campana de Gauss y es simétrica respecto de la media, por tanto, su
coeficiente de asimetria vale 0. El coeficiente de curtosis vale 0 también. Toma
distintas formas segiin su varianza o? y segiin su media y (ver figura 3.7)

1.6
Nl /\ /\ 5=0.25
/ / \ S 12 | —o-0s
—o=1
\ ] \ 0 q
/ \ 0
s -2.50 -1.50 -0.50 0.50 1.50 2.50

Figura 3.7: funciones dg,densids I de; distribuciones normales

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

Ejemplos: La distribucién Normal aparece de forma natural en gran canti-
dad de situaciones. Por ejemplo, - Variables morfoldgicas (tallas, pesos, didme-
tros, perimetros, ...) de individuos (personas, animales, plantas, ...) de una
especie. - Variables socioldgicas, por ejemplo: cantidad que consumen de un
cierto producto por un mismo grupo de individuos, puntuaciones de examen,
etc. - Variables fisiol6gicas, por ejemplo: efecto de una dosis de un farmaco. -
Variables que miden errores cometidos al medir una magnitud.

Los valores de lanormal Z = N(0, 1) estén recogidos en tablas. Los célculos
de probabilidades de cualquier otra normal X = N(u,o) se pueden obtener a
partir de la Z tipificando:

X—p
— =
Ejemplo: Sea X = N(6,3). Calcula la probabilidad de que

Z

1. X >9;
2. X > —2;
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3. X < —1;
4.6< X <8.
a)
plX > 9] =p[> 3 LB %} =plZ > 1] = 0,1587
b)
p[X > —2] = p[Z 3 0 _23_ 01— b1z > —2,6667]

=1-p[Z > 2,6667] =1 — 0,0038 = 0,9962

De forma similar para los otros dos apartados.
Relacionadas con la normal estan las siguientes distribuciones.

Distribucién Chi-2
La distribucién Chi-cuadrado de n grados de libertad (x?2) tiene una fun-

cién de densidad como las de la figura 5&%
Gl

o1 “ENADTARAC TS Can Arirac

om JeiRRIma S R
o8
aor
o8
o8
a4
aos

By

aon e

Figura 3.8: funciones de densidad de distribuciones x?2

Distribucién T-Student

La distribucién T-Student de n grados de libertad (¢,) tiene una funcién
de densidad como las de la figura 3.9. Cuando n tiende a infinito la funcién de
densidad de la distribucién ¢, es similar a una normal de media 0 y desviacion
1. Por tanto, para n grande, cuando no se dispone de informacién sobre los
valores de la t,, se pueden aproximar por los valores de la Z.
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Vi
/N
? / \\ \

Figura 3.9: funciones de densidad de distribuciones t,,

Distribucion F-Fisher-Snedecor

La distribucion F-Fisher-Snedecor de n y m grados de libertad tiene una

funcién de densidad como la de la figura 3.10.

Figura 3.10: funciones de densidad de una distribucién F;, .,

3.5. Introduccién a estimacion de parametros, in-
tervalos de confianza y test de hipoétesis

En cualquier estudio estadistico hay tener bien claro si se estd trabajando
con una muestra o con el total de la poblacién. Lo habitual es trabajar con una
muestra representativa de la poblacién y a partir de los datos de la muestra
hacer estimaciones de los pardmetros (media, varianza, simetria, curtosis, etc.)

de la poblacion.
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Muestra: estimadores de los parametros | Poblacién: pardmetros
z K
s?, §? o?
Ap, Ap 73
Ay V4

Los valores numéricos de cada muestra cambiaran si cambia la muestra. Los
valores de los parametros no cambian, son numeros fijos.

Si la poblacién es muy grande o infinita, el nimero de muestras serd tam-
bién muy grande o infinito. (;Cudntas muestras de tamano 100 se pueden
extraer de la poblacién formada por las encinas de Extremadura?).

Si, por ejemplo, nuestro interés es estimar la media de la poblacion u,
podremos usar la media muestral T como estimador de p. Acertaremos o no
acertaremos con valores préximos al verdadero valor p segin la suerte que
hayamos tenido al elegir la muestra.

Puesto que se pueden elegir distintas muestras, habrd distintas probabi-
lidades de obtener distintos valores de T y podremos hablar de la variable
aleatoria ” media muestral X”.

e

X W
DEPARTAMENTQ DE MJ"T{I'-.“JET‘(A:\
Muestras — Si:m%,muestral
Muestral ~ T
Muestra 2 +— To

Esta variable aleatoria es la que a cada muestra posible le asigna el valor
numérico de su media muestral z. Como es una variable aleatoria tendra una
distribucién de probabilidad.

Estd demostrado que dado cualquier variable estadistica X de media p y
varianza o2, cuando el tamafio muestral n tiende a infinito, X tiende a ser una
variable con distribucién de probabilidad normal de media p y varianza o2 /n.
Es decir, que la variable X tiene como valor esperado medio j y su dispersién
ird disminuyendo a medida que n aumenta.

Ejemplo 1: Los datos de la figura 3.11 representan una muestra de mas de
1000 ntimeros aleatorios generados mediante una distribucién uniforme en el
intervalo [2,10] (cada nimero del intervalo [2, 10] tiene la misma probabilidad
de salir elegido cada vez que generamos un numero). Los histogramas de la
figura 3.12 representan las medias muestrales de méas de 1000 muestras de
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Frecuencia

Media =6,00
Desviacién tipica =2.318
N=1500

T T T
2,00 400 600 800 10,00
unifor210

Figura 3.11: histograma de 1500 nimeros aleatorios generados segin U|[2, 10]

100-{ 100

Frecuencia

Media =6,00
Desviacion tipiea 20,7
N 1560

T T
2,00 4,00 600 8,00 10,00
media muestrales de tamafio 5

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
Figura 3.12: histograma de medias muestrales de tamano 5 de los datos de la figura
3.11

tamano 5 y de tamano 10 construidas a partir de los datos representados en
la figura 3.11.

Ademss, si la variable original X es normal, entonces X (no es que tienda
a ser sino que) es una variable con distribucién de probabilidad normal con la
media y la varianza especificadas antes.

Ejemplo 1: Supongamos que la probabilidad de que un lechén de una ex-
plotacién nazca macho es p = 0,52. La distribucién de la variable

X= "nimero de machos por cada 10 lechones”

serd una distribucién binomial de media 5,2 y varianza 2,50. Tomemos 100
grupos de 10 lechones cada uno y observemos el niimero de machos de cada

grupo:
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X1, nimero de machos del grupo 1
X9, nimero de machos del grupo 2

X100, nimero de machos del grupo 100.

La variable

¥ X1+ Xo+ -4+ X100
B 100
tendra una distribucién aproximadamente como una normal de media igual
a la media de cada Xj;, es decir, 5,2, y de varianza igual a la varianza de X;
dividido por n, es decir 2,50/100:
X es aproximadamente una N (5,2,0,16)
Ejemplo 2: Supongamos que la distribucién de la variable
X = "pesos al nacer de los lechones de una explotacion”

es una distribucién normal de media 250 gramos y varianza 50? gramos. To-
memos 100 lechones al nacer y observemos el peso de cada uno de ellos:

X1: peso del lechén 1
Xy: peso del lechén 2

: )
X100: pesovdel cteekiéit00.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

X1+ Xo+ -+ X100

100
tendra una distribucién normal con media igual a la media de cada X;, es
decir, 250 gramos, y de varianza igual a la varianza de X; dividido por n, es
decir 502 /100:

La variable

X:

X es N(250,5)

Esta demostrado mateméticamente que

Si X es normal, entonces 5/75 = N(0,1)
Si X es cualquier distribucién, entonces f?}% — N(0,1)
Si X es normal, entonces Si/_\;% =tp_1
Si X es cualquier distribucién, entonces 5 /:/“ﬁ — N(0,1)
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Los anteriores resultados y otros parecidos permiten hacer estimaciones de los
parametros con intervalos de confianza y construir test de hipétesis.

Intervalos de confianza

Un método de construccién de intervalos de confianza al 95 % para la media
©’serd un proceso que al aplicarlo a distintas muestras origine para cada una
de ellas un intervalo, y que de cada 100 intervalos que se construyan usando
ese método, aproximadamente 95 de ellos contendran el verdadero valor de la
media p.

Métodos de construccién de intervalos de confianza al 95 % para la media
w en distintas situaciones, es decir, a nivel a = 0,05 (1 — o = 0,95):

- . - -
Si X es normal, o conocida [z £ Zo,ozsﬁ]
- - - -

Si X no es normal, o conocida, [z £ ZO’O%W]

muestras grandes (n > 30)
Si X es normal, o descongeida [T £, 1000 %]

W
DEPARTAMENTO DE MATEMATILAS g
Si X no es normal, o desconociday| [T & 2, s %]

muestras grandes (n > 100)

siendo 2, o, es el valor de la Z que deja a la derecha valores con probabili-
dad 0,025 y t,_,.0005 €s €l valor de la ¢,_; que deja a la derecha valores con
probabilidad 0,025

Si el lugar de construir el intervalo al 95 % se quiere construir a nivel «, lo
harfamos ast:

Si X es normal, o conocida [T £ 2o/ ﬁ]
Si X no es normal, ¢ conocida, = 2, ﬁ]
muestras grandes (n > 30)
- - — <
Si X es normal, o desconocida [T, 00 %]
Si X no es normal, o desconocida, [Z+2,, %]

muestras grandes (n > 100)
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siendo z_ /2 €8 el valor de la Z que deja a la derecha valores con probabilidad «/2
Y by 12 €S el valor de la t,—1 que deja a la derecha valores con probabilidad
a/2.

Ejercicio: Localizar z_ 12 Vb, 1., Dara diferentes valores de n y de a bus-
cando en las tablas de la distribucién de la normal y de la t-Student.

Ejemplo: En el caso del peso al nacer de los lechones de una explotacion,
suponiendo que el peso al nacer sigue una distribucién normal, la estimacion
de la media con intervalo de confianza a nivel de confianza av = 0,05 (intervalo
al 95 %) se calcularfa asf:

S
n—1;a/2 %

siendo £, _, ;.5 €l valor de la distribucién t de Student que deja a la derecha
valores con probabilidad «/2 = 0,025. La expresién intervalo de confianza
al 95 %" significa que aproximadamente de cada 100 intervalos que construya
usando la expresién anterior, 95 de ellos contendran el verdadero valor de la
media p.

==

]

Si de una muestra de tamano n = 100 obtenemos que T = 238 y S = 45,
como toq 4 005 = 1,98, entonces la estimagion de la media de la poblacion con

intervalo de confianza al 95 % serfa: ‘&8
DEPARTAMENTO DE MJ"«T{I".“JgT'(AS
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[238-£1,98 * 45/10] = (229,09, 246,91]

Test de hipdtesis

Un test de hipotesis es una herramienta para decidir si una afirmacién
acerca de una caracteristica de una poblacion es aceptable o no en funcién de
los resultados obtenidos en una muestra.

Ejemplo: En el ejemplo del peso de los lechones al nacer, queremos con-
trastar si es aceptable afirmar que la media de la poblacién de lechones recién
nacidos de la explotacion es p = 250 gramos o no. Procedemos asi:

1. Planteamos las hipétesis:

Hy : p =250
Hy @ # 250

2. Fijamos el nivel de confianza, que habitualmente es a = 0,05.
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3. . Elegimos una muestra y calculamos el intervalo de confianza al 95 %,
suponiendo que la variable X sigue una distribucién normal:
_ S
[l‘ :l: tnfl;a/Q %]
En la situacién anterior, [229.09, 246.91] serfa el intervalo de confianza
a nivel 0.05 para la muestra.

4. Si 250 estuviera contenido en el intervalo de confianza construido, seria
razonable aceptar Hy. Si 250 no estd en el intervalo construido, como es
el caso, rechazariamos Hy a nivel 0,05. Esto tltimo no quiere decir que
la media verdadera sea o no 250. Pudiera ser que la causa por la que el
intervalo de confianza no contenga el valor 250 sea porque la muestra
elegida sea "mala”, es decir, habriamos tenido ”"mala suerte.®ligiendo la
muestra.

Ejemplo: De una muestra de 150 sacos de pienso para el ganado de una
cierta marca se obtuvieron los siguientes datos en relacion al peso: media mues-
tral = 49,5 kg., cuasivarianza muestral S = 2 kg. Obteniendo un intervalo de
confianza al 95 % para el peso medio def sacos comercializados por la marca,
queremos contrastar si es aceptaablersaqﬁn%hamqu@@l peso medio de los sacos que
produce la empresa es 50 kilos, tal*y*esit dgegura la empresa. Procedemos
asi:

1. Planteamos las hipétesis:

Ho: =50
Hy:p#50

2. Fijamos el nivel de confianza, que habitualmente es o = 0,05.

3. . Elegimos una muestra y calculamos el intervalo de confianza al 95 %.
En este caso no supondremos que X sea normal, pero como la muestra
es grande (n > 100), podemos calcular el intervalo asi:

_ S
[.1‘ + 20,025 %]

Buscamos en las tablas el valor z0.025=1.96 y se obtiene el intervalo

49,18, 49,82]
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4. Si 50 estuviera en el intervalo de confianza construido, es razonable
aceptar Hy. Si no estd en el intervalo construido, como es el caso, re-
chazariamos Hy a nivel 0,05. Esto tltimo no quiere decir que la media
verdadera de los sacos sea o no 50 kg. Pudiera ser que la causa por
la que el intervalo de confianza construido no contenga el valor 50 sea
porque la muestra elegida sea "mala”, es decir, habriamos tenido ”"mala
suerte.®ligiendo la muestra.

r:
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Capitulo 4

Matrices y determinantes.
Sistemas de ecuaciones
lineales

4.1. Matrices y operaciones
.4
Una matriz A de nimeros rélﬁf gstli%éhf@kx n es un conjunto de m - n

nimeros reales ordenados en m filas y n columnas.
Por ejemplo,
3 5 2
(2 1 3)
tiene orden 2 x 3.
a;; denotard al elemento de la fila ¢ y la columna j. En la matriz anterior
a2 =5y ag = 2.

La matriz se denotard A = (a;;)1<i<m,1<j<n O simplemente A.
El conjunto de todas las matrices de orden m x n se denotard M, «p. Asi

Mays = { todas las matrices de orden 2 x 3}

Sia € Ry Ay B son dos matrices, podemos realizar las siguientes opera-
ciones:
- Multiplicar una matriz por un nimero: o - A = (aaij)i1<i<m,1<j<n. Por

s (35 2)_ (15 25 10
2 13) (10 5 15

67

ejemplo
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- Sumar dos matrices A y B, siempre que sean del mismo orden (A, B €
Man): A+ B= (ai,j + bij)lgi,jgm- Por ejemplo

35 2), (-1 20)_(2 72
2 1 3 8 1.4) \10 2 7

- Multiplicar dos matrices, siempre que el niimero de columnas de la pri-
mera sea igual al nimero de filas de la segunda. Si A € My, xp vy B € Mpxp:
A-B= (Zzzl aikbkj)lgigm,lgjgn € M, xn. Por ejemplo

3.5 2) _81 ? _[(-3+40+0 6+5-2\ (37 9
2 13 0 _1) \"248+0 4+41-3/ (6 2

En el conjunto M, x., la suma de matrices es una operacién que da como
resultado otra matriz del conjunto M., «,, por lo que se dice que la suma es
una operacién interna en el conjunto M, xp.

Ademsds, la suma de matrices dentro del conjunto M,,«, verifica las pro-
piedades:

» Asociativa: (A+ B)+C = A+ (@% )

DEPARTAMENTO DE MATE MATICAS

s Tiene elemento neutro, que gs.lammatsiz,con todos los elementos 0,

» Cada matriz tiene su elemento opuesto (la matriz opuesta de A = (a;;)
es —A = (—ay))

» Conmutativa A+ B =B+ A.

El producto de un un ntmero real por una matriz de M,,x, también da
como resultado otra matriz de M,,x,, por lo que se dice que el producto de
una matriz por un numero real es una operacién externa sobre los niimeros
reales.

Una matriz A es cuadrada si el nimero de filas es igual que el nimero de
columnas (A € My xn).

El producto de dos matrices del conjunto M, «,, es una operacién interna
en M, «, que verifica la propiedades

» Asociativa: (A-B)-C=A-(B-C)

» Tiene elemento neutro (que es la matriz llamada identidad, con todos
sus elementos 0 salvo los a; = 1)
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= No tiene elemento elemento inverso, es decir, dada una matriz A € My«
no siempre existe otra matriz que multiplicada por ella dé el elemento

) 1 4 . .
neutro. Ejemplo: (2 8) no tiene un inverso.
= El producto de matrices no es conmutativo.

4.1.1. Tipos de matrices

La matriz traspuesta de A es la matriz A® que resulta de intercambiar las
filas de A por las columnas de A. Por ejemplo

3 2
A:@ i’ §>:>At: 5 1
2 3

Se verifica que:

1. (A=A
2. (A+B)=A"+ Bt %’%
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

3' (A . B)t — Bt . At UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

4. (@A)l =aA'Va e R

A es simétrica si A" = A. A es antisimétrica si A® = —A. La siguiente
matriz es simétrica: 39

“\b 2

Una matriz A es cuadrada si m = n: (g 2)

: . - 3
Los elementos a;; de una matriz forma la diagonal principal. : < 5)

5 2
3 0 0
Una matriz A es diagonal si a;; =0 parai#j: {0 2 0
0 0 =3
La matriz identidad (Id) es la matriz diagonal con los elementos a; = 1:
100
010
0 01
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Una matriz A es triangular superior (equivalentemente, triangular inferior)

3 3 -2
si a;; = 0 para i > j (equivalentemente, ¢ < j): {0 2 5 | es triangular
00 -3
superior.
Dos matrices A y B son iguales si a;; = b;; para todo 1, j.
000
La matriz A es nula si a;; = 0 para todo 4,j: [0 0 0| esla matriz nula
000

de orden 3 x 3.

4.1.2. Matriz invertible. Rango de una matriz

La matriz identidad de orden n X n es

1 0 0 0
7d— 0 1 0 0
0 0 0 1

Se verifica que A-Id=1d- A= ANA € My «n.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS |

B es una matriz inversa de i)@;% . Ng@gu ﬁAél B-A=1d

B es una matriz inversa de A por la izquierda si A - B = Id.

Si A € M, «n, entonces la inversa por la izquierda es también inversa por
la derecha. Por tanto, la inversa de una matriz cuadrada es tinica y se denota
A—l

Al A=A A1 =14

Si A tiene inversa se denomina invertible, regular o no singular. No todas las
matrices tiene inversa.

1 2 3

Ejemplo: Comprueba que la inversa de lamatrizA= |1 3 3| esA™ ! =
2 47

9 -2 -3

-1 1 0

-2 0 1

Propiedades

Sean A, B € M,,x, invertibles. Entonces:

1. A~! es invertible y (A71)~! = A.
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2. A-Besinvertibley (A-B)"! =B71. AL

3. Si0# a € R, entonces oA es invertible y (ad) ™t = 1471

4. Si A! es invertible y (A%)71 = (A71)!
JSerd invertible (A 4+ B)? ;Cuénto vale su inversa?

Se llaman operaciones elementales de una matriz al intercambio de dos
filas o columnas, al producto de una fila o columna por un ntmero distinto
de 0, a la suma de una fila o columna otra fila o columna multiplicada por un
namero, o cualquier combinacion finita de las operaciones anteriores.

Cada operacién elemental en una matriz A se puede expresar mediante
producto de A por otra matriz, que se llama matriz fundamental.

El intercambio de la segunda y tercera filas se puede expresar asi:

100 a1l a2 ais ai1 a2 ais
0 0 1] -la2 ag a | =|a3 a3 ass
010 azy agz ass as G2 a3

El producto de la segunda fila por.un, N eLQsa.5e puede expresar asi:

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

100 a1 a2 a3 a1 a2 a13
0 (6% 0 . a21 a2 423 = aao21 a2 Gaass
0 0 1 az1 asy as3 a1 azz  ass

Y la suma a la tercera fila de la segunda fila multiplicada por un nimero « es:

1 0 0 ai] aiz ais
0 1 0 . asl a2 a3
0 o 1 az] asz ass

;,Qué cambios produce en A la siguiente operacion?

1 0 0 a1 a1z Q13
0 0 « as1 G2 a23
0 1 ai aslp az2 ass

- Sustituir la fila segunda por la tercera multiplicada por a.
- Multiplicar la tercera fila por aA y sumarle la segunda.
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Si A € M« tiene inversa, entonces existe un conjunto de matrices fun-
damentales Ej, con k =1,...,p, tales que

E,E, 1...EiA=Id,

con lo que multiplicando por A~! por la derecha en ambos términos se obtiene
que
E,Ep 1...Bild= A",

es decir, aplicando las mismas operaciones fundamentales a la matriz Id ob-
tendremos la matriz inversa A~

Ejemplo: Calcula la inversa de la matriz

A:

N = =
=~ W N
N W W

Partimos de A y la matriz Id. El primer cambio consiste en restar a la segunda
fila la primera (correspondiente al producto por una cierta matriz fundamental

Eq): T
! B

1 2 3 1 0 0

EFRRTAMENTO DE‘M«TSF“ TCAS
El ' A = 0 1 d JNIVERSIDAD DET Mh!ulg = _1 1 O
2 47 0 01

El segundo cambio (multiplicar por FEs) consiste en restar a la tercera dos
veces la primera:

1 2 3 1 00
Ey - E1-A=1(0 1 0 Ey Ey-Id=|-1 1 0
0 01 -2 01
A la primera le resto dos veces la segunda (Es):
1 0 3 3 -2 0
Es-Ey-Ei-A=(0 1 0 Es - By -Ey-Id=(-1 1 0
0 01 -2 0 1
A la primera le resto tres veces la tercera (Ejy):
1 00 9 -2 -3
Ey-Ey-Ey-Ey-A= (0 1 0 Al=|-1 1

0 01 -2 0 1
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Y hemos obtenido la inversa de A.
O

Se dice que un grupo de filas de una matriz de ntimeros reales son inde-
pendientes si ninguna fila del grupo se puede obtener aplicando operaciones
elementales al resto de las filas del grupo, es decir, no es posible obtener
ninguna fila multiplicando el resto de filas del grupo por nimeros reales y
sumandolas.

Las filas de la matriz

no son independientes porque
fila 2 = fila 1+ fila 3

De forma similar, se define la independencia de las columnas de una
matriz.

Se llama rango de una matriz A ayor numero de filas (o columnas)
independientes de A. 5.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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rg A = nimero méaximo de filas independientes
Se verifica que
1. Si A e Muxn, PE Mpxm y @ € Myxn son invertibles, entonces
rg(PAQ) =1g A

es decir, el rango de una matriz no cambia si se multiplican por matrices
cuadradas invertibles.

2. rg A = rg A

Para toda matriz A € M, «, son equivalentes:

1. A~! existe.

2. Las n filas de la matriz A son independientes.

3. Las n columnas de la matriz A son independientes.
4. A es producto de matrices elementales.

5. El rango de A es n.
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4.2. Determinante de una matriz

Sea A € My, xn. El determinante de |A| es la suma de todos los productos
posibles de n elementos de A, de modo que:

= en cada sumando hay un elemento y solo uno de cada fila y de cada
columna de A,

= cada sumando es precedido del signo + si la permutacién que indica
las filas de las que provienen los elementos del sumando y la que indica
las columnas son de la misma clase. En caso contrario, el sumando es
precedido de signo —.

Ejemplos:
ail aiz2 | _
= Q11022 — (12021.
az1 a2

a1l a2 aig

a1 g2 G23 | = (11022033 + A12a23031 + 413021032
as Gz as3 iy

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
’ ;dll 23&32 — 12021033 — 13022031 .
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Ejercicio: Usando la definicién, calcula el determinante de la matriz

OO O OO =
Co o oMW
SO O W W Ww
O O R A
S Ot Ot Ot Ot Ot
SO O O O O

y justifica a qué serd igual el determinante de cualquier matriz triangular.

4.2.1. Propiedades de los determinantes

A partir de la definicién de determinante de una matriz A € M, «x, se
deducen las siguientes propiedades:

1. Una matriz A y su traspuesta A® tienen el mismo determinante.
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Los posibles productos de los elementos de A y de A* tomando uno de cada
fila y uno de cada columna son iguales. De una a otra matriz cambiara que
la permutaciéon que antes indicaba fila en A ahora indicard permutacién de
columnas en A?; y lo que en A era permutacién de columnas ahora serd per-
mutacién de filas en A?. Sin embargo si ambas permutaciones eran de la misma,
clase en A, seguirdn siendo de la misma clase en A’; y si eran de clase distinta
en A ahora seran de clase distinta también en A’

Como consecuencia, toda propiedad enunciada para filas es valida también
para columnas y reciprocamente.

71 3
Ejercicio: Comprueba la propiedad en la matriz A= 2 1 1
1 21

2. Si una matriz tiene una fila o columna con todos sus elementos 0, su
determinante es 0.

Si A tiene una fila con todos los elementos 0, en cada producto posible
tomando un elemento de cada fila habra algtun 0.

Ejercicio: Comprueba la propiedad en una matriz con todos los elementos

de la segunda fila iguales a 0. 4T
5
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
3. Si en una matriz A se permutan=entressi dos filas o dos columnas, se

obtiene otra matriz cuyo determinante es —|A|.

Los posibles productos de elementos de A y de la matriz B que resulta
de intercambiar las dos filas iguales son los mismos, porque son los mismos
elementos. La diferencia estdn en que cambia la clase de los productos porque
la permutaciones que indican fila en A y en B tendrd una inversién maés en
un caso que en el otro, la que corresponde a intercambiar las filas. Por tanto
cambiard el signo de cada producto.

Ejercicio: Comprueba la propiedad intercambiando dos filas de la matriz
A anterior.

4. Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, su determinante es 0.

Supongamos que A tiene la primera fila igual a la segunda y que su deter-
minante es igual a un nimero k. Si intercambiamos la primera y la segunda
fila vuelve a salir A, pero aplicando la propiedad anterior el determinante
cambiara de signo, es decir, se tiene que:

k=|Al=—k=k=0
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5. Si se multiplican por un numero A € R todos los elementos de una fila
o columna de una matriz |A|, el determinante de la matriz obtenida es igual
a A A|.

Si multiplicamos una fila por un ntmero «, todos los posibles productos
que podamos formar para calcular el determinante estaran multiplicados por «,
por tanto, el determinante que resulte serd el de la matriz inicial multiplicado
por a.

Ejercicio: Calcula el determinante de la siguiente matriz y comparalo con

el de A:
7 1 3

2-3 1-3 1-3
1 2 1

6. Si una matriz tiene dos filas o columnas proporcionales, su determinante
es igual a 0.

Aplicando la propiedad anterior: ‘
i
fila 1 odkadramenro ngy «TSrﬁ]r&Ai

R ﬁla 1 )|IVERSIOAD DE E ‘“"‘ﬁi’a 1
= a . — O

fila n
Ejercicio: Comprueba la propiedad calculando el determinante de una ma-

triz con dos filas iguales.

7.Si A, B y C son tres matrices iguales excepto en la fila i, de forma que la
filai de C es suma de las filai de A y de la fila i de B, entonces |C| = |A|+|B].
Ejercicio: Comprueba la propiedad con las siguientes matrices:

7T 1 3 7T 1 3 7 1 3
A= 2 1 1 B=| -1 1 8 C=|2-1 1+1 1+8
1 21 1 21 1 2 1

8. Si una matriz tiene una fila o columna que es suma de otras filas o
columnas multiplicadas por nimeros, su determinante es 0.
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Supongamos que la matriz tiene tres filas y que la fila 3 es suma de a-
fila 1 y de 8- fila 2, siendo o y 8 dos niimeros reales. Aplicando la propiedad
anterior:

fila 1
fila 2 =
a-fila 14 g -fila 2
fila 1 fila 1
fila 2 + fila 2 =04+0=0
o -fila 1 5 - fila 2

9. Si a los elementos de una fila (o de una columna) de una matriz se le
suman los de otra fila (respectivamente, otra columna), multiplicados por un
numero, se obtiene otra matriz que tiene el mismo determinante que A.

Supongamos que a la fila 3 de una matriz A le sumamos la fila 1 por a y
la fila 3 por G:

fila 1

fila 2 =
sy
fila 3+ «-fila 1+ 5 -fila 2 (&%

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ﬁla 1 wsasmmﬁﬁ«l@u*l

fila 2 + fila 2 =

fila 3 a-fila 14 3 -fila 2
fila 1
fila 2
fila 3

Como consecuencia, a los elementos de una fila se les puede sumar una
combinacién lineal de los elementos de las restantes filas de A y se obtiene
otra matriz con el mismo determinante.

10. Aplicando las propiedades anteriores sucesivas veces, toda matriz A se
puede transformar en otra matriz triangular que tiene el mismo determinante.

4.2.2. Meétodos de calculo de determinantes
Método de Gauss

Se basa en
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s El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos
de la diagonal principal.

» Aplicando las propiedades de los determinantes, toda matriz se puede
transformar en otra matriz triangular que tiene el mismo determinante.

Podemos calcular el valor del determinante de una matriz aplicando las
propiedades para obtener una matriz triangular y finalmente relacionar el de-
terminante de la matriz triagular con el determinante de la matriz inicial.

Ejercicio: Calcula el determinante de la matriz

4 6 3 2
5 7 1 3
1 2 11
41 2 1

Desarrollo por una fila o columna

Dado el elemento a;; de la matriz A, se define

r:

» menor complementario de a;;¢mo el determinante de la matriz que
DEPARTAMEMTO DE MATEMATICAS

resulta de suprimir en A la fila v dgcoluymna j.

» adjunto de a;;, que denotaremos A;;, como el menor complementario
de a;; multiplicado por (—1)"*7.

Podemos obtener el valor del determinante de una matriz calculando la
suma de los elementos de una fila (o columna) multiplicado cada uno de ellos
por su adjunto.

Ejercicio: Calcula el determinante del ejercicio anterior desarrollando por
los elementos de la primera fila.

Ejercicio: Comprueba que la suma de los productos de los elementos de
una fila por los adjuntos de otra fila paralela es siempre 0. ;Por qué ocurre
esto?

Ejercicio: Calcula el determinante de la siguiente matriz:

1 1 1 1
a b ¢ d
a® v &P
at ¥ S d
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4.2.3. Calculo de la matriz inversa usando determinantes
Para calcular la inversa de A € M, ., puedo seguir estos pasos:
= Calculo la matriz formada por los adjuntos de cada elemento.
= Hallo la traspuesta de la matriz anterior.

» Divido la matriz de los adjuntos traspuesta por |A|.

Se obtiene la matriz

App Ay ... An
1 Ap A ... Ape
Al ..

Aln A2n v Ann

La anterior es la matriz A~ porque

a1 a2 ... aip Ay A Ant
azr agy ... agn | 1 ] Ajp Ag Ap2
anl  Gp2 ... GpfF, TANENTO wigpincAo, Ann

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

En el producto anterior, los elementos de la diagonal son iguales a 1:

anAii + aigAig + - + anAin _ |A] _
Al A

y el resto de elementos son O:

1.

a;1Aj1 + aipAjo + -+ aimAjn _ i _
A A

Ejercicio: Calcula la inversa de la matriz A usando el método descrito:

0.

1
A=11
2

=W N

3
3
7

Ejercicio: Calcula el valor de la matriz X que verifica AX = B siendo
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4.2.4. Calculo del rango de una matriz

Sea A € Mypxn-

= Un menor de orden h de la matriz A es cualquier determinante de una
matriz de orden h X h obtenida con los elementos comunes a h filas y h
columnas de A.

s Orlar un menor de orden h es anadir a ese menor los elementos
comunes a una fila y una columna de A distintas a las que formaban el
menor. El menor obtenido se llama menor orlado.

= El rango de la matriz A es el maximo numero de filas o columnas de A
independientes.

Teorema: Si M es un menor de orden h de A no nulo y todos los menores
que se obtienen orlando M con la fila k y todas y cada una de la restantes
columnas de A son nulos, se puede asegurar que la fila k se puede obtener
multiplicando por nimeros y sumando las h filas de A utilizadas para formar

M. &L
G
DEPARTAMENTOQ DE MATEMATICAS
Ejemplo: En la matriz UNIVERSIOAD DE EXTREMAOURA
1 2 01
A=(2 1 3 1
2 4 0 2
1 2
el menor M = ’ 9 1 es no nulo. Al orlarlo con la fila 3 obtenemos dos
menores
1 2 0 1 21
2 1 3 y 2 1 1
2 40 2 4 2

que son ambos 0. Por tanto, la fila 3 es igual a un niimero por la fila 1 mas
otro nimero por la fila 2, dado que las filas 1 y 2 son las que se usaban para
forma el menor M.

Consecuencia: Si el rango de A es y M es un menor de orden r no nulo
de A, cada fila o columna de A se puede obtener multiplicando por numeros
y sumando las h filas de A utilizadas para formar M.
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Método de célculo del rango de una matriz A € M,,x»,

1. Se elige un menor de orden 2 no nulo. Si no lo hay, el rango es 1, salvo
que la matriz sea nula.

2. Si tengo un menor de orden k£ no nulo, se busca un menor no nulo de
orden k + 1 orlando el anterior. Si no lo hay, el rango es k.

3. Se repite el paso anterior.

Ejercicio: Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 2 0 1 -1 1 0 2 -5 4 1 -3
2 1 3 1 1 01 1 -2 1 -1 5
2 4 0 2 1 2 3 1 -4 6 2 10
1 2 11 3 2 1 1 3 -2 5 11
2 1 2 2 5 1 1 -3 2 2
3 3 3 4 1 6 1 —4 7 3

1 2 3 1 3

2 3 4 ENTO DE MJ"JSIIJET‘(A:\_z -1

345 " 0

4 5 6 1 2

4.3. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma

a11ry + appxe + -+ apy, =
a2121 + agexo + - - + agpy, = C2
Am1T1 + am2T2 + -+ AmnTn = Cny

o en forma matricial A - X = C, siendo

ail ai19 e A1n
A= asy a9 e aon

aAml aAm2 ... Amn,
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L1 €1

T2 2
X = C =

Tn Cm

siendo a;; € R los coeficientes, x; las incognitas a calcular y ¢; € R los
términos independientes.

Una solucién del sistema AX = C es un conjunto de numeros reales
(z1,x2,...,2Ty,) que verifican las ecuaciones.
Ejemplos:
rhytz = 2 dty—z = 5 20 -5y +4z+y = -3
2c —y+2z = 3 r+y+z = To2ytzoto=95
B B —4 2t = 1
3xr+2y+2z = b5 —3r+4dy+2z = m y+ 62+ 0

20 —6y+7z4+t = 15

Un sistema de ecuaciones lineales pueden ser

1. Compatible: tienen alguna sol x

)liP.t\RTAI\-’\E"\!I'O.IDE MATEMATICAS
a) Determinado: la soluciéw:es dnicas

201 +x2 = 0 N T = 5
i) = 1 Tro = 1

b) Indeterminado: hay varias soluciones.

T = —«
201+ 10 = 0}:> 2
To = «

2. Incompatible: no tiene solucién

r1+x9 = 0
x1+x9g = 1

Dos sistemas AX = C y A’X = (' son equivalentes si tienen las mis-
mas soluciones. Si en el sistema AX = C realizamos algunas o varias de las
siguientes operaciones resulta un sistema A’X = C’ equivalente:
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1. Suprimir o anadir un ecuacién que es igual a la suma de otras ecuaciones
multiplicadas por nimeros.

2. Multiplicar una ecuacién por un ntmero distinto de 0.

3. Sumar a una ecuacién otras ecuaciones multiplicadas por ntmeros.

4.3.1. Sistemas de Cramer. Regla de Cramer

Un sistema de ecuaciones es de Cramer si tiene el mismo ntimero de ecua-
ciones que de incégnitas y no es nulo el determinante de la matriz de los
coeficientes.

Teorema: Todo sistema de Cramer AX = C tiene solucién tnica y se
calcula asi

aj; aip ... €1 ... Qin
T = i asr a2 ... co2 ... aon
Al
anl Ap2 ... Cp ... Qpp
para todoi € {1,2,...,n} FieE
Demostracion. La solucién sqg‘@wm%[,; MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
X=A""C=
An A21 e Anl C1
_ L A Axn ... Ap ¢ | _
Aln Agn e A,m Cn

c1Air + Ao + -+ cnldm

_ 1 adin+cednt -+ i
]
ClAln + CQAQn +---+ CnAnn

Para demostrar el enunciado, basta tener en cuenta que

ai; a2 ... cl ... Ain

as; Ay ... C2 ... a9,
c1 Ay + oAy + - e Ani =

an1 Aap2 ... Cp ... Ann
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Ejemplo: El sistema

r+y—z = 2
20 —y+22 = 3
x+2y+z = 95

es de Cramer porque tiene 3 ecuaciones y 3 incégnitas y

1 1 -1
2 -1 2 |=-8
3 2 1
La soluciones seran:
2 1 -1 1 1 -1
3 —1 2 2 2 2
5 2 1 3 3 1
1 1 1
2 -1 2
3 2 3 1
z = —785&* = T
Kx}% )
. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
EJeHlplOZ UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
20 —by+4z = —-3-—a

r—2y+z = bS+a
r—4y+6z = 10— 2a

es un sistema de Cramer porque tiene 3 ecuaciones y 3 incégnitas y

2 -5 4
1 -2 1|=1
1 -4 6
La soluciones seran:
-3—a -5 4 2 —-3—a 4
5+a -2 1 1 54a 1
10—2a —4 6 1 10—2a 6
= L —16a+24 y= i
2 -5 —-3—a
1 -2 5+a

1 —4 10-2
2= — 1 =30+ 31

=9a+ 75
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4.3.2. Teorema de Rouché-Frobenius

Dado el sistema AX = C, consideramos la matriz ampliada

a1l ai2 ... Aln C1
A* o a21 az2 cee a2n C2
aml am2 ... Amn Cm

Teorema (de Rouché-Frobenius): El sistema AX = C es compatible
si y solo si el rango de A es igual al rango de A*.

Demostracién.
Si AX = C es compatible, existe una solucién ay, as, ..., a, tal que

an a2 ain c1

a1 a2 ag C2
ay + oz toodon |70 =

am1 am2 Amn Cm

es decir, la columna C' es dependienteidte las columnas de la matriz A. Por
tanto, rango(A) = rango(A*). MiPARTnME"\:E%ZWJSr-.-ﬁr'(A:\

Si rango(A) = rango(A* wmshgchaywhseolumnas de A linealmente in-
dependientes, que podemos suponer que son las h primeras columnas de A (si
fuesen otras, las reordenamos para seguir el razonamiento). Si a esas h colum-
nas le anadimos la columna c;, el rango sigue siendo h, porque rango(A*) = h.
Se concluye que la columna c¢; es dependiente de las h primeras columnas de

A:

ai a2 ain c1
az1 a2 Qa2h C2
am1 Am2 Qmh Cm
es decir, a1, as,...,ap,0,...,0 es solucién del sistema AX = C.

Dado el sistema AX =C

1. Sirango(A) = rango(A*) = ndmero de incdgnitas, el sistema es compa-
tible determinado.



86 CAPITULO 4

2. Si rango(A) = rango(A*) < numero de incégnitas, el sistema es compa-
tible indeterminado.

3. Sirango(A) # rango(A*), el sistema es incompatible.

Ejemplo: Discute y resuelve el siguiente sistema:

20 —by+4z+t = -3
r—2y+z—t = 5H
r—4y+624+2t = 10
20 —6y+T7z4+t = 15
Dado que
2 =5 4 1 2 =54 1 =3
1 -2 1 -1 _ 3 1 -2 1 -1 5 _3
Bl a6 2 |7 Bl a6 2 10 |7
2 -6 7 1 2 -6 7 1 15
el sistema es compatible indeterminado.
Utilizaremos solo tres ecuaciones y gna de las incognitas como parametro,
asegurandonos de que que los ngﬁﬁi&{}% D; Ngr%rl_%‘s( Aisncégnitas que dejemos sigan
teniendo rango 3. s o raemaoum

Podemos quedarnos con las tres primeras ecuaciones y las tres primeras
incognitas. En ese caso la matriz de los coeficientes sigue teniendo rango 3:

20 —by+4z = —-3-—t
r—2y+z = b+t
r—4y+62 = 10—2¢

La solucién de ese sistema ya la habiamos obtenido en un ejercicio anterior.
Anadiendo t = a € R la solucion del sistema inicial sera:

r=16a4+24 y=9a+75 z=3a+31 t=a€R

Ejercicio: Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

2r4+y—2 = 95 z+2y+z =1
r+y+z = 2r +y+22z =
—3r+4y+z = 0 3r4+3y+3z = 4

(=}
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4.3.3. Método de Gauss de resolucion de sistemas

Para discutir y resolver un sistema de ecuaciones, podemos ransformar el
)
sistema AX = C en un sistema equivalente A’X = C’ donde A’ es triangular,
haciendo uso de las siguientes operaciones:

1. Intercambiando de ecuaciones
2. Multiplicando una ecuaciéon por un nimero distinto de 0.

3. Sumando a una ecuacion una combinacién lineal de otras ecuaciones.

Ejemplo: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

6x1 — 220+ 223 +4x4 = 12
1221 — 8x9 + 63+ 102y = 34
3x1 — 1390+ 923 +3x4 = 27
—6x1 +4x9 + 23 — 1824 = —38.

En forma matricial es sistema seria%%
o

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

6 —2 2 unvefsioaos efagsrgo\na 12

12 -8 6 10 | |xa| | 34
3 -13 9 3 |[|as| | 27
-6 4 1 —18) \uy —38

Paso 1. Elegimos como elemento pivote el término 6 de la primera fila y
efectuamos las siguientes operaciones:

(fila 29) — 2(fila 1%)  (fila 3%) — 1/2(fila 17)  (fila 49) — (—1)(fila 1%)

6 —2 2 4\ [z 12
0 —4 2 2 |[a] | 10
0 —12 8 1 ||as| | 21
0 2 3 —14) \ay —26

Paso 2. Elegimos como elemento pivote el término —4 de la segunda fila y
efectuamos las siguientes operaciones:

(fila 3%) — 3(fila 2%)  (fila 49) — (—1/2)(fila 27)
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6 —2 2 4\ [z 12
0 -4 2 2 |[2]| [ 10
0 0 2 =5 [|a| | -9
0 0 4 —13) \z4 —21

Paso 3. Elegimos como elemento pivote el término 2 de la tercera fila y
efectuamos la siguiente operacién:

(fila 4%) — 2(fila 3%)

6 -2 2 4\ [z 12
0 =4 2 2| [a] |10
0 0 2 5| |as| |9
0 0 0 =3/ \m -3

que es el sistema de ecuaciones triangular superior:

6x1 — 220 + 223 +4x4 = 12
—4x9 +2x3+2x4 = 10
2x3 —5xy = -9

-3

1'bw4
i

. . DEPARTAMENTQ, DE MATEMATICAS . .
es compatible determinado porgue ek gg,g,ﬁB la matriz de los coeficientes

y el rango de la matriz ampliada es igual al nimero de incégnitas. Ademas es
un sistema equivalente al inicial. La solucién es:

x1 =1/6(12 — dzy — 223 + 2x9) =1
Xro = —1/4(10 — 2.%4 — 2%3) =-3
x3=1/2(=9 4 bzy) = —2

T4 = 1

4.3.4. Sistemas lineales homogéneos

Un sistema de ecuaciones de la forma AX = 0, siendo 0 la matriz nula, es
un sistema lineal homogéneo. Un sistema homogéneo siempre es compatible
porque la matriz nula X = 0 siempre es solucién. Puede ser:

1. Compatible determinado si rango A =ntimero de incégnitas.

2. Compatible indeterminado si rango A <nimero de incognitas.
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Espacio vectorial euclideo

5.1. Definicion y propiedades de espacio vectorial

ﬁiﬁ b - b
DEPARTAMENTO DE?
UNIVERSIDAD DE EX1 a+b
a a
b
Figura 5.1: Producto por un escalar Figura 5.2: suma de vectores

Un conjunto V dotado de una operacién interna (+ : V x V. — V, nor-
malmente llamada suma) y otra operacién externa sobre los nimeros reales
(‘R:R xV — V, normalmente llamada producto por escalares) es un espacio
vectorial sobre R si se verifican las siguientes propiedades:

1. (V,+) es un grupo conmutativo:

a) (W+0)+W=u+ (V+w), Vu, v, W€V (propiedad asociativa).

b) Existe un elemento neutro (0, vector cero o nulo) tal que 0 4 7 =

@+ 0 = @ (elemento neutro).

89
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¢) Para cada vector no nulo @ existe un elemento opuesto (—) que
sumado con % da el neutro (elemento opuesto).

d) i+ VU =v+uVi,v7 eV (conmutativa).

2. a(t+7) = ati+atv, Va e R,Vi,v eV (propiedad distributiva respecto
de la suma de vectores).

3. (a+p)u = atu+pu, Va,p € R, Vi €V (propiedad distributiva respecto
de la suma de escalares).

4. (af)i = (i), Y a,B € R, Vi € V (asociativa mixta).

5. lu=u,VueV.
En lo que sigue, (V,+,-R) denotard al espacio vectorial V' sobre los nimeros
reales.

5.1.1. Ejemplos de espacios vectoriales

= Los vectores del plano V5 y lo x tores del espacio V3 con la suma
habitual de vectores y el preduetosdesvecteores por un nimero real.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

= El conjunto R? = {(z,y)/ z € R, y € R} con las operaciones

(@) + (@ y) = (@ +a',y+y) a(z,y) = (o, oy)

siendo (z,y) € R? y a € R.

» El conjunto R" = {(z1,29,...,2,)/ x; €R, i =1,...,n} con las opera-
ciones
(1o xn) + (2, .. 2)) = (x1 + 2, . o + 7))
a(zy,...,xn) = (azy,...,ax,)

siendo (z1,...,2,) ER" y a € R.

» Los polinomios de grado menor o igual que 3 (Ps[z]) con la suma habitual
de polinomios y el producto de un polinomio por un nimero real. Los
polinomios de grado 3 no son espacio vectorial.
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Las siguientes son algunas propiedades que se deducen de la definicién de

espacio vectorial:

1.

5.2.

0i=0VideV
porque 07 = (0 + 0)@ = 0@ + 0@ = 0@ = 0)

.a0=0VaclR

porque a0 = (0 + 0) = a0 + a0 = a0 = 0).

Si atl = 0, entonces o bien a = 0, o bien & = 0

porque si a # 0, entonces @ = (o~ 'a)d = o~ o) = a0 = 0).

. —(at) = ()t = a(—1u), en particular —i = (—1)u

porque

—

(—a)i + ol = (—a+a)i = 0= (—a)i = —(ad)

=) + aii = a(—i + @) = 0 = a(—7) = —(il).

. Si ati = av, o bien a = 0,-0:bientb=twincas

— UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
— —

porque si « # 0, entonces 0 = au — av = a(u — ¥) y por la propiedad 3,
se deduce que @ = 7.

Subespacio vectorial y operaciones

Sea (V, +-R) un espacio vectorial. Un subconjunto U de V' es un subespacio
vectorial de (V,+, R) si el subconjunto U con las mismas operaciones suma
y producto por escalares verifica las propiedades necesarias para ser espacio
vectorial.

Teorema: Si (V,+,-R) es un espacio vectorial, para que un subconjun-

to U

de V' sea subespacio vectorial de V basta que se verifiquen estas dos

propiedades:

1.

La suma es operacion interna en el conjunto U:

i+7eU, Vi,veU.
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2. La multiplicacién por escalares es una operacion externa en U:

at € U, Va € R, Vu € U.

Demostracion. Excepto la propiedad del elemento neutro y la del opuesto,
el resto de propiedades que tienen que cumplir los elemento de U para que el
subconjunto sea un espacio vectorial se cumplen porque los elementos de U
son elementos de V', y V es espacio vectorial.

Ademds, se verifica que si 4 es un elemento de U no nulo, entonces

0= 0@ € U (U contiene al elemento neutro) y

(—1)d = —u (el elemento opuesto de @ esté contenido en U)
con lo que (U, +, -R) verifica todas las propiedades requeridas para ser espacio
vectorial.

O

5.2.1. Ejemplos de subespacios vectoriales

1. En cualquier espacio vectorial (V,+ - R), el vector 0 y el total V son
subespacios vectoriales.

=

DEPARTAMENTO DE MAT N‘*.ﬁ.TiL:AS

2. En cualquier espacio vectorial{VsaimRmsl @ € V y ¥ € V, son subespa-
cios vectoriales los conjuntos

< i >={at/ a € R} < U,V >={atd + pU/ o, € R}.

/

Figura 5.3: Subespacio generado por 1 Figura 5.4: Subespacio generado por 2
vector en el espacio vectores en el espacio

[tt9] —— yix ——

1
50
40
30
20
10
[
-10
20
-30
-40
50

6
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3. En (V2,4 - R), los vectores que estan contenidos en una misma recta
forma un subespacio vectorial si la recta pasa por el origen del plano.
Sin embargo, si la recta no pasa por el origen no es subespacio vectorial.

4. En (V3,4 - R), los vectores que estdn contenidos en una misma recta
(equivalentemente, en un mismo plano) forman un subespacio vectorial
si la recta (equivalentemente, el plano) pasa por el origen del espacio. Sin
embargo, si la recta (o el plano) no pasa por el origen no es subespacio
vectorial.

5. En (R, + - R),
{(z,y) € R?/ 22 +y = 0} es un subespacio vectorial
{(z,y) € R?/ 2z +y = 3} no es un subespacio vectorial.

6. En (R3, + - R),
{(z,y,2) € R3/ 2 + y = 2z} es un subespacio vectorial

{(z,y,2) €R3/ o +y =2z, 2x+y =0} es un subespacio vectorial
{(z,y,2) €ER3/ x+y+1=2z} 1%;-}%& un subespacio vectorial.
(
(

cER3/ z4+y+1 :‘EQ%Tﬁhmfﬁ"H}mo es un subespacio vectorial

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

€ R3/ 2% = y} no es un subespacio vectorial

{

{(z,y,2

x?y"z

~— — ~— —

7. Los polinomios de grado menor o igual que 2 forma un subespacio de los
polinomios de grado menor o igual que 3.

Ejemplo: Justifica si U = {(z,y,2) € R3/ 2 +y = 22} es 0 no es un
subespacio vectorial del espacio vectorial R?
Dado que R? es un espacio vectorial, segiin el teorema presentado basta
demostrar lo siguiente:
1. La suma es operacién interna en el conjunto U.
Tomamos dos vectores genéricos de U: (z,y,2) € Uy (2/,y/,2) € U.
Como son de U verifican x +y =2z y 2/ + ¢ = 22,
Sumamos los dos vectores y resulta el vector (x + 2/, y + ¢/, 2 + 2/).

Comprobamos que la suma da como resultado un vector de U:
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dx+2)+(y+y)=2(z+2)7

(@+a2)++y) =
=z+y + 2 +y =22+22 =
=2(z+27)

2. La multiplicacién por escalares es una operaciéon externa en U.
Tomamos un nimero o € Ry un vector (z,y,z) € U.
Como el vector es de U verifica x + y = 2z.
El resultado del producto es « - (z,y, 2) = (az, ay, az).

Comprobamos si « - (z,y, z) resulta un vector de U:

L (l‘ay7 Z) = (Oél',Oéy, OéZ) eU?

ar+oay =
=« (acm y)=a2z =
5 =2 az
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Puesto que U verifica las dos cofidicionesdel teorema, U es un subespacio
vectorial.

]

5.2.2. Operaciones con subespacios

Sea (V,+.-R) un espacio vectorial y U; y Us dos subespacios vectoriales
de V.
La intersecciéon U; N Us es el conjunto de vectores que pertenecen a U y a
Us.
Ulﬂng{uEV/uEUl, uEUQ}

U1 NU; es un subespacio vectorial de V' y es el mayor subespacio vectorial que
estd contenido en Uy y Us.

Ejemplos:

1. La interseccién en el espacio de dos planos distintos que pasan por el
origen es una recta que pasa por el origen, que es un subespacio vectorial.
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2. La interseccién en el espacio de un plano y una recta que pasan ambos
por el origen es un subespacio. Sera el punto origen si la recta es secante
o bien la propia recta si ésta estd contenida en el plano.

O
En general, cualquier interseccién de subespacios vectoriales (no necesa-
riamente dos subespacios sino méas) es un subespacio vectorial.
La unién U; U U; es el conjunto de vectores que, o bien son de Uy, o bien
son de Us.
Uy U Us no es, en general, un subespacio vectorial.

U1UU2:{UEV/UEU10IUEU2}

El conjunto de vectores que resultan de sumar un vector de U; y otro de Us
se denomina Uy + Us.

U1+U2={UGV/UZU1—|—U2, uy € Uy, UQEUQ}

U1 + Us es un subespacio vectorial de V' y es el menor subespacio vectorial

que contiene a Uy y Us. gﬁ%
En general, la suma de cualqgj@;jmm?ﬁ%{%ghﬁ;}j;go de subespacios vectoriales
es un subespacio vectorial. UNIVERSIDAD DE EXTREMAOURA

Ejemplos: En el espacio, la suma de dos planos distintos que pasan por
el origen sera todo el espacio.

La suma de una plano en el espacio y una recta, que pasen ambos por el
origen, serd un subespacio vectorial. Resultard el propio plano si la recta estan
contenida en el plano. En caso contrario, serd todo el espacio.

O

5.3. Dependencia e independencia lineal. Sistemas
generadores

Sea (V,+. - R) un espacio vectorial.

Se denomina familia o sistema de vectores a cualquier conjunto de vectores
contenidos en V.

Se dice que un vector ¥ € V es combinacién lineal de los vectores
del sistema {v1,03,...,9,} C V (o que U se puede construir a partir de
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{01,703, ...,v,} por combinacién lineal) si existen unos nimeros reales ag, g, . ..,
tales que
V= 101 + U3 + -+ + QpUp,.

Ejemplo: En R? el vector (1,2,5) es combinacién lineal de los vectores

9
(1’273) = (17270) + 5(0’053)

También se puede justificar comprobando que
1 2 5
rgl 1 2 0 | =2 y rg<é§g>:2
0 0 3

El vector 6> es siempre combinacién lineal de cualquier sistema de vectores.

O

Se dice que un sistema {v1, V3, ..., v, } C V es ligado (o que los vectores del
sistema son linealmente dependientes) ﬁg%veriﬁca alguna de estas condiciones:

- . . )liP.t\P:[fkl\-’\E"\!l’O DE M!‘«TSI‘-ifT‘(A_S' o ,
» El vector 0 es combinacion linealsdesdaiiy v, . .., U, } con algin escalar

«; distinto de 0.

» Alguno de los vectores del sistema {v1,03,...,7,} es combinacién del
resto de vectores.

Ejemplo: En R3 el sistema formado por los vectores

{(1,2,3),(1,2,0),(0,0,5)}

es ligado, porque el vector (1,2,3) es combinacién lineal de los otro dos vec-
tores.
En R? cualquier sistema que contenga al vector (0,0,0) es ligado. jPor
qué?
O
Se dice que un sistema {vi,v3,...,v,} C V es libre (o que los vecto-
res del sistema son linealmente independientes) si se verifica alguna de estas
condiciones:
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» El vector 0 solo es combinacién lineal de {v1,v3,...,v,} con todos los
escalares iguales a 0.

» Ninguno de los vectores del sistema {01, v3,...,U,} es combinacién del
resto de vectores.

En el espacio vectorial R", para comprobar si un sistema es libre o ligado, o
si alguno de los vectores es combinacién lineal de los demés, se puede calcular
el rango de la matriz de las componentes de los vectores (el rango es el nimero
méximo de filas o columnas linealmente independientes).

Ejemplo: En R? el sistema formado por los vectores

{(1,2,3),(1,2,0),(3,2,-1)}

es libre porque el rango de la matriz de sus coordenadas dispuestas por filas
es 3, es decir, ninguna fila es combinacién lineal de las demas.

O

Se dice que {vi,3,...,U,} C V es un sistema generador de V (o que

los vectores del sistema generan V') si tQ%S los vectores de V' son combinacién

lineal de los vectores {vi,v3,...,v,}. &
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

Ejemplo: El sistema formado por los vectores {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

es un sistema generador de R3. También {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1), (2,—1,1)}
es un sistema generador de R3 .

]

Ejercicio: Dado el espacio vectorial R?, considera el subconjunto
U ={(z,y,2) € R®/x = 2y}
1. Demuestra que es subespacio vectorial.
2. Encuentra, si es posible, sistemas generadores con 1, 2, 3 y 4 vectores.

3. Encuentra, si es posible, un sistema generador libre.

El conjunto total de vectores que se pueden poner como combinacién lineal
de un sistema de vectores se denomina subespacio generado por el sistema
y es un subespacio vectorial.



98 CAPITULO 5

Ejemplos: Los sistemas
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}  {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(2,-1,1)}

son ambos sistemas generadores de R3.
El sistema {(1,0,0), (0,1,0)} es sistema generador del subespacio

{(z,y,2) e R*/z =0}

Estas son algunas propiedades que se deducen de todo lo anterior:

1. Si {v1,v3,...,v,} es un sistema libre y {01, v3,..., 0, W} es ligado, en-

tonces W es combinacién lineal de {vi,v3,...,v,}.

2. Si {vi,v3,...,U,} es un sistema generador de V' y {uj,ua,...,upn} es
un sistema libre de V' con m < n, entonces el sistema libre se puede
completar con n — m vectores istema generador para que resulte

también un sistema generador de¥?,
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

3. Todo sistema libre de V' tiene igual o menor nimero de vectores que

cualqgier sistema generador de V.

Ejercicio: Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio

generado por los vectores de R3

{(1,2,3),(0,1,2)}.

Ejercicio: Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio

generado por los vectores de R?

{(1,2,3),(0,1,2), (1,3,5)}.

Ejercicio: Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio

generado por los vectores de R*

(2,1,-1,1),(1,-2,1,1),(3,-1,0,2)}.
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5.4. Base de un espacio vectorial. Dimension

Sea (V, 4+, R) un espacio vectorial.
Definicién 1: Se dice que un sistema de vectores B = {01,03,...,0,} CV
es base de V si se verifican las dos condiciones siguientes:

= B es un sistema libre
= B es un sistema generador de V

Definicién 2: Se dice que un sistema de vectores B = {01,023, ...,0p} CV
es base de V si todos los vectores de V' se pueden expresar como combinacién
lineal de los vectores de B de forma tinica.

Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Ejemplos: Los vectores {(1,0,0), (0,1,0)} forma una base del plano XY
Los vectores {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} forman una base de todo el espacio
R3.

]

Un espacio vectorial V' tiene dimengjén finita si admite un sistema gene-
rador con un numero finito de w@g&ggg@%g{mmr,_.ﬁ.( a5

R3 es un espacio vectorial de dimensiénfinita. El espacio vectorial de los
polinomios con coeficientes reales no es de dimension finita.

Teorema: Todo espacio V de dimensién finita distinto del espacio nulo 0
tiene al menos una base y todas las bases del espacio tienen el mismo nimero
de vectores. Se llama dimensién de V' al nimero de vectores de una de sus
bases.

dim V' = {ntmero de vectores de una base}

Ejemplo: Dado que en R? hemos encontrado una base formada por tres
vectores, cualquier otra base de R3 también tendra tres vectores. La dimensién
de R3 es 3.

d

El rango de un sistema de vectores {vi,v3,...,0,} es la dimensién del
subespacio generado por el sistema.

Sea V' es un espacio vectorial de dimension finita. Esta son algunas pro-
piedades que se deducen de todo lo anterior:



100 CAPITULO 5

1. Si{vi,v3,...,v,} C V esunsistema libre, siempre es posible completarlo
hasta formar una base.

2. Si dim V' = n, todo sistema de mas de n vectores es ligado.
3. Si dim V' = n, todo sistema generador tiene al menos n vectores.

4. Si dimV = n, entonces B = {vi,03,...,U,} C V es base si cumple
alguna de estas condiciones

s B es libre
= B es sistema generador
5. Si B = {vi,03,...,7;} es una base de V' y {uj,ud,...,up} C V es un
sistema libre, se puede asegurar que hay n—p vectores de B que anadidos
a {uj,u,...,u,} forman una base.
6. El rango del sistema {vi,v3,...,v,} coincide con el maximo nimero de

vectores independientes contenidos en el sistema.
7. Si Uy y Us son subespacios vectorlales de V' de dimension finita, entonces

dlm(Ul + U2 DE P.t\RT I\-’\E'\{%DCN!‘UI‘ dlm(Ul m U2)

UNIVERSI uA-j DE EXTREMADURA

5.5. Coordenadas de un vector en una base

Sea (V,+ - R) un espacio vectorial de dimensién n. Dada una base B =
{01,03,...,0p}, si ¥ € V existen unos tnicos nimeros aj, as, ..., a, € R tales
que

U= q10] + Qgvy + -+ + o, Up,

Dichos numeros (aq, 9, ..., ;) son las coordenadas de ¢ en la base B.

Ejemplo: El sistema B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es una base de R?
porque forma un sistema libre de tres vectores y el espacio tiene dimension 3.
En dicha base, el vector v = (2,5, 7) tiene coordenadas —3, —2, 7 porque:

(2,5,7) = (—3)(1,0,0) + (—-2)(1,1,0) + 7(1,1,1)

Las coordenadas del mismo vector v en la base {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} son
2,5,7:
(2,5,7) =2(1,0,0) +5(0,1,0) + 7(0,0,1)
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d
Estas son algunas propiedades que se deducen de lo anterior:

1. Un mismo vector ¥, en general, tiene unas coordenadas diferentes en

cada base.
2. Si {vi,v3,...,U,} es una base de V, las coordenadas de v; son
a1 =0, ap =0, ..., =1, ..., ap =0,
es decir
v = (1,0,...,0), v3=(0,1,...,0), ..., vp, =(0,0,...,1)

3. Se llama base candnica de R™ a la formada por los vectores
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}
4. Fijada una base B = {v1,v3,...,U,}, cualquier espacio vectorial de di-

mensién n se puede identificar con el espacio vectorial R™.

5.6. Producto escalar. Eﬁ%eio vectorial euclideo

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Dada una base {€1, €3, ..., €, }"d&" Wi &pacio vectorial V,, de dimensién n,
el producto escalar habitual (que serd el que utilicemos salvo que se indique
lo contrario) se define como:

U = uvy + ugv2 + - -+ + Uy,

<y

De este modo, a cada par de vectores se le asigna un nimero real.
La base {€1,€3,...,€,} la denominaremos base candnica.

Ejemplo El producto escalar de (—1,2,3) y (9,—3,2) es
(—1,2,3)(9,-3,2) = —9—6+6 = —9
O

En general, si V' es un espacio vectorial, un producto escalar sobre V es
una aplicacién
VxV —= R

- =

u,v > U-U

que verifique
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1. a-a>ow¢6. Ademés, @-@=0<d=0

l
<
:1
<

2. 0-U=70

4@, Vi, T, €V

ﬁl

3. i (0 + W) =
4. \T-T=\a@ 7), VAER, VG, TEV

Un espacio vectorial V' dotado de un producto escalar es un espacio vec-

torial euclideo.
Otra propiedades que se deducen en todo espacio vectorial euclideo:

1 (G+7) @ =1u B+, Vi,v0 €V

2.

£

C(\T) =A@ 7), VNER, Vi, T €V

=0VueV

S

3.

5.6.1. Norma de un vector

En el espacio euclideo con el producto escalar habitual, la norma de un

vector 4 es
@] = /T ORPEmvE

UNIVERS|

RERS oy

AD DEEXTREMAOURA

La norma de un espacio euclideo es una forma de ”medir”los vectores del
espacio.

Siw # 0, los vectores = &l ” tienen norma 1 y se les denomina unitarios.

Ejemplo: La norma de los vectores (—1,2,3) y (9, —3,2) en R? es

I(=1,2,3)[l = V/(-1)> + 22 + 3% = V14

109, -3,2)|| = /92 + (—3)2 + 22 = V94
El vector (\_ﬁ T f) tiene norma 1. _
En general, dado un espacio euclideo (V,-), se denomina norma || || a la
aplicacion
N:v — R

—

U = Vu-u

Propiedades de la norma:
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1. ||@]| > 0 Vi # 0. Ademés, ||| =0 @ =0
2. |- < |[|af| ||@l|va, v eV

3. ||Ad@|| = A @, VA € R, Vi e V

4 |la+ 9| < ||lall + [[d]], Vi, 7 e V

La norma de un espacio euclideo sirve para ”medir”los vectores del espacio.
Si 4 # 0, los vectores ‘%ﬁ tienen norma 1 y se les denomina unitarios.

5.6.2. Vectores ortogonales

Se dice que dos vectores @ y ¥ son ortogonales (se representa #1?) o que
4 es ortogonal a ¥ o que ¥ es ortogonal a i, si @ - v = 0.

Ejemplo: En R? los vectores (—1,2,3) y (9,—3,2) en R3 no son ortogo-
nales:

(—1,2,3)-(9,-3,2) = =9—6+6=—9#0

Un vector (z,y, z) ortogonal a (—1,2, ﬁ%ndré que cumplir
)[PART}\I\-’\E"\«'I'OIDE MATEMATICAS

(—1,2,3) - (z, gy e=sspqooy + 2 = 0

Por ejemplo, los vectores (1,0,1) y (0,1, —2) son ortogonales a (—1,2,3).
En R? un vector (x,y) ortogonal a (2,3) tendra que cumplir

Por ejemplo los vectores (—3,2) y (3, —2) son ortogonales a (2, 3).
Se verifican las siguientes propiedades:

1. 0 es ortogonal a todos los vectores y es el tinico vector ortogonal a si mis-
mo.

2. Su 417, lo mismo ocurre con todos sus proporcionales.
3. Si4lvy wld, u es ortogonal a las combinaciones lineales de ¥’y .

4. Si @19, entonces || + 7||? = ||@|* + ||7]|? (Teorema de Pitagoras).
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Se dice que una base es

= ortogonal si los vectores que la forman son ortogonales dos a dos.
{(2,0,0),(0,3,0),(0,0,—5)} es una base ortogonal de R3.

= ortonormal si los vectores que la forma son unitarios y ortogonales dos

a dos. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)} es una base ortonormal de R3.

5.6.3. Angulo determinado por dos vectores

Dados dos vectores @ y ¥ no nulos de un espacio euclideo, se define angulo
determinado por @ y ¥ (denotado wv) al dnico niimero real « € [0, 7] tal que

- =

U-v
COSOX = ———— 5
] 1]

Si alguno de los vectores es 0, el angulo determinado se dice que es nulo.
Se deduce que @ - U = ||u]| ||V]| cos(uv).

Ejemplo: En R? los vectores ¥ —{%‘@,—1,2,3) y 4 = (9,-3,2) forman el
siguiente zingulo: SEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
(-1,2,3)-(9,-3,2) -9

cos(uv) = = uv ~ 115,96°

5.7. Producto vectorial y producto mixto en Vj

Sea V3 un espacio vectorial de dimensién 3 y sea B = {uj,us,u3} una
base de V3. Consideremos tres vectores @, l_;, ¢ € V3 linealmente independientes,
cuyas coordenadas en la base son (ay, ag,as), (b1,be2,bs) y (c1, 2, c3), respecti-
vamente. Se dice que a, 5, C estan orientados positivamente respecto a la base
B si

ay az as
b1 be b3 >0
C1 C2 C3

En caso contrario, estan orientados negativamente.
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Ejemplo Los vectores (2, —5,4),(1,—2,1),(1,—4,6) estdn orientados po-
sitivamente:

-5
1 -2 1 |=1
1 —4

Los vectores (1,—2,1), (2, -5,4), (1, —4, 6) estdn orientados negativamente:

1 -2 1
2 =5 4|=-1
1 -4 6

5.7.1. Producto vectorial

Fijada una base, se llama producto vectorial de dos vectores @ y ¥ no nulos
(denotado @ x @), al inico vector de V3 que verifica:

= [Ja x 3| = [|al] |7 sen(uv N
JEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

w (U xV)Ldy (uxv)Ld

— —

= Los vectores i, U, i X U estan orientados positivamente respecto a la base

fijada.
Si algtin vector es nulo, el producto vectorial se define como el vector 0.
Propiedades del producto vectorial:

1. Sid x =0, o algin vector es nulo o los vectores son paralelos.

2. Con el producto escalar habitual, si la base canénica es {€i, €3, €3}, en-
tonces:

— —

€1 X €3 = €3 €5 X €3 = €1 €3 X €1 = €3
3. Con el producto escalar habitual, si la base candnica es {€1,€3,€3} y

U= U1€] + u2€3 + u3€e3 v = v1€] + v2€3 + v3€3,
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entonces

u2 U3
V2 U3

up U3
U1 U3

up u2
U1 V2

—

€1 —

—

es +

—

UX U= €3

Lo anterior puede memorizarse (aunque no es una expresién matemaética
correcta) como

1 €2 €3
UX U= ur U2 U3
U1 V2 U3

5. (D) x 7 = @ x (AB) = (i x ¥), Vil,5 € V3, YA € R

6. @ x (T+ W) =1 x T+ x 0, Vi, ¥, % € Vs

7. El producto vectorial no es asociativo.

Fit
Ejercicio: Comprueba las propiedadesscondes vectores @ = (0,2,3), ¥ =
(2’ 07 1)7 u—j — (_17 1, O) UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

5.7.2. Producto mixto

Dados tres vectores i, v, w € V3, se define el producto mixto de los tres
vectores como

[t, ¥, W] = 4 - (U x ).
Propiedades del producto mixto:

1. En valor absoluto, el producto mixto es el volumen del paralelepipedo
definido por los tres vectores.

2. Con el producto escalar habitual se verifica que
(75} U2 U3

[6a 17’ u_;] = U1 V2 U3
wp w2 w3
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3. Como consecuencia de las propiedades de los determinantes

—

= [w, 4, 7] =

&

I:/L_[:7 /l_f? w:l [177 w?

= - [63 ﬁa 117] = *[%w»ﬂ = *[ID‘, 17, ﬁ]
Vi, v, W € Va.
4. Si el producto mixto es 0, los tres vectores son linealmente dependientes.
= =

5. [@+a, 7,4 = [d,7, 4] + [@,7, 4], Vi, @, 7,5 € Va.

6. [\, 7, @] = [@, MV, @] = [@, 5, M) = \[@, 7, @), Vi, 7, % € Vs y VA € R.

£

Ejercicio: El producto mixto de los vectores ¢ = (2,0,1), @ = (0,2, 3),
w=(—1,1,0) es:
2 01
0 2 3|=-4
-1 10
El volumen del paralelepipedo deﬁnid@@r esos tres vectores es 4.
El producto mixto de los vectores Tk (2,0 123, i =(0,2,2), d=(-1,1,0)

DEPARTAMENTO DE MATEMATIC
es: UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

2 01
0 2 2|=0
-1 10

por lo que los tres vectores son dependientes y estan en el mismo plano.
d
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Capitulo 6

Espacio afin euclideo

6.1. El espacio afin bidimensional y tridimensional

Sea FE el conjunto de puntos del plano y V el conjunto de vectores del plano.
Cada par de puntos A, B € E definen un unico vector del plano ¢ = [AB]. Es
posible definir la aplicacion

f B ?ﬁc‘\ﬁl\mmr .E;/%Iwﬁ‘(g
(A, BDMSIWEEWM-{AB]

" /]'3‘
A A

Figura 6.1: Dos puntos A y B Figura 6.2: vector AB

Esta aplicacién verifica que

1. AB=0=A=0B

109
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2. Si A, B,C € E, entonces AB = AC+CB

3. Dado un vector v € V' y un punto A € F, existe un tnico punto B € F
tal que AB = v.

A

v /
C A

Figura 6.3: Vectores A_B, AC y CB Figura 6.4: AB =v

En las condiciones anteriores, siendg.F el conjunto de puntos del plano y
V el conjunto de vectores del plano, ég??erna (E,V, f) constituye el espacio
afin bidimensional (simpliﬁcadaﬁ%@ﬁ%%{ﬁﬁ:m

Si E es el conjunto de puntos del espacio y V' es el conjunto de vectores
del espacio, la terna (E,V, f) constituye el espacio afin tridimensional (sim-

plificadamente, E3).

6.1.1. Espacio afin n-dimensional

Si E es un conjunto no vacio cualquiera de puntos, V' es un espacio vectorial
de dimensién n y f es una aplicacién que verifica las condiciones anteriores,
la terna (E,V, f) constituye el espacio afin n-dimensional (simplificadamente,

En todo espacio afin F,, se verifica ademads que

1. f(A,B)=—f(B,A).
2. Si f(A,B) = f(C,D), entonces f(A,C) = f(B,D).

Ejemplo: Si E es el conjunto de puntos del plano, V' es el espacio vectorial
de los vectores del plano y f es la aplicacion que a cada dos puntos del plano



ESPACIO AFIN EUCLIDEO 111

Espacio ® de puntos del plano Espacio V de vectores del plano

"B v /B
. ‘ 7
A ‘4 A

A, B € FE le asigna el vector A_B, la terna (E,V, f) constituye el espacio afin
bidimensional F>.

Ejemplo: Si F es el conjunto de puntos del espacio, V es el espacio vec-
torial de los vectores del espacio y f es la aplicacién que a cada dos puntos
del espacio A, B € E le asigna el vector A_B, la terna (E,V, f) constituye el
espacio afin tridimensional Ej5.

6.1.2. Subespacio afin

Dado un espacio afin E,, = (E,V, f )i s llama subespacio afin de E,, deter-
minado por un puntop € E'y poqrp‘up@u]‘p@pam(xfectorlal W de V, al conjunto
de puntOS UNIVERSIDAD uicﬂizmunuu

{z=p+w/weW}

Los subespacios afines en el espacio afin bidimensional son los puntos, las
rectas y todo el espacio.

Los subespacios afines en el espacio afin tridimensional son los puntos, las
rectas, los planos y todo el espacio.

6.2. Sistemas de referencia afin. Coordenadas de un
punto.

Sea E,, = (E,V, f) un espacio afin. SiO € E'y {ul,ug, .. un} es una base

de V, se denomina sistema de referencia afin de E,, a {O ul, ub, .. }
Las rectas O+ < uj >, O+ < uj >, ...,04+ < u;, > se denomman ejes
coordenados.

Fijar un sistema de referencia afin es fijar un punto O como origen y una
base {17{ , u} Yo ,u_g} del espacio vectorial correspondiente.
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Figura 6.5: Sistema de referencia afin en Ej3

Se llaman coordenadas cartesianas de un punto P € E en el sistema de
referencia afin {0; ul,us, ... ,177;}, a las coordenadas del vector OP en la base

{ul,a3,....un}:

. DEPARTAMENTO QE MATEMATICAS , .
es decir, a1, g, ..., q, son las coggazgd. tas, cartesianas de P en el sistema de

referencia {0; ul,us, ... ,1Tn>} \

Si en el sistema {0;17{,172), . ,u_>n} P € E, y Q € E, tienen coordenadas
(p1,p2,---sPn) ¥ (q1,42, - .., qn), respectivamente, entonces el vector ]@ tiene
coordenadas (q1 — p1,92 — P2, -+, Pn — qn):

PG=Q-P, P=Q+PQ,  Q=P-DP(

Ejemplo: Si en el sistema de referencia {0;171> ,775, e ,u_>n} consideramos
los puntos P = (1,2,3) y Q = (5,2,7), estos puntos determinan el vector PQ

PQ=Q—-P=(527 —(1,2,3) = (4,0,4)

Ejercicio: Calcula

1. Las coordenadas del punto medio entre A = (2,1,0) y B = (4,1, —2).

2. Las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes
iguales.
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6.3. La recta en el espacio afin

Una recta en el espacio afin F,, queda determinada por un punto A conte-
nido en la recta y un vector director 7 no nulo que determine la direccién.

Figura 6.6: Una recta y su vector director

Todo punto X de la recta VQF@&%&S@;@%@@M A € R tal que

AX =27 obien X = A4 AT

que son las ecuaciones vectoriales de la recta. Sustituyendo las coordenadas
(1,22, .., 2n) = (a1,a2,...,an) + A(v1,v2,...,0p)

nos queda
r1=a1+ Ay, Ta=as+ Avg, ..., Tp = ap + AU,

que son las ecuaciones paramétricas de la recta. Si v; # 0 para todo i €

1,2,....n
1 —a1 X2 — a3 Tp — An

V1 U9 Un
que es la ecuaciéon de la recta forma continua.
Como los vectores AF(I y o son dependientes, la matriz
rr—ar v
ro —ay V2

Ip — Qp  Un
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tendra rango 1. De esta ultima condicion se obtienen las ecuaciones carte-
sianas o implicitas de la recta.
Por ejemplo, si n = 3, y v1 # 0 quedarian asi:

mar rL—ay v r1—ay v
1—ar v 1—ar v
rglzgo—as ]| =1= = =0
T2 —az U2 r3—asz U3
r3 —az U3
es decir:
UQ(.’Bl — al) — ’Ul(JIQ — ag) = 0, ’1)3(1'1 — al) — Ul(.’Bg — ag) =0
y simplificando obtenemos las ecuaciones implicitas
V21 — V1T2 = V2471 — V1G22, v3T1] — V13 = v3al — vi1a3.
Ejercicio: Calcula en R?
1. Las ecuaciones de la recta que pa or el punto A = (1,2,3) y tiene
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

como direccion la del vector O arsemmouns

2. Las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A = (1,2,3) y B =
(2,4,3).

3. Calcula dos puntos de la recta distintos a los usados para determinar las
ecuaciones.

4. Comprueba si los puntos (4,2,3) y (1,5, —2) pertenecen a las rectas
anteriores.

Ejercicio: Calcula las ecuaciones de la recta en R? que pasa por el punto
A =(0,5) y tiene la direccién del vector (3, —1).
6.4. El plano en el espacio afin

Un plano en el espacio afin queda determinado por un punto A contenido
en el plano y dos vectores directores 0 y o que indican la direccién.



ESPACIO AFIN EUCLIDEO 115

Figura 6.7: Un plano y dos de sus vectores directores

Si X es un punto del plano, existen A, u € R tal que
B:/\W—Fuﬁ o bien X=A+ )0 +u7d

que son las ecuaciones vectoriales del S%o. Sustituyendo las coordenadas
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

(z1,22,...,2n) = (a1,a2,...,ay)

+A(v1,v2, ... vp) + p(ug, ug,y ..o Uy)
nos queda

T1 = a1 + vy + pui, To = as+Avg + pusg, . ..
) xn:an+)\vn+uun

que son las ecuaciones paramétricas del plano.
Como los vectores AX, 4 y U son dependientes, la matriz

r1T —ayp V1 Up
T2 — G2 V2 U2

Ip — Qn Un Up

tendra rango 2. De esta tltima condicién se obtienen las ecuaciones cartesianas
o implicitas del plano.
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Por ejemplo, si n = 3 quedarian asi:

1 —ap v u 1 —ar v w
Ig | x2 —a2 v2 U2 | = 2= | x9—as v2 us |=0.
T3 — a3 V3 ug T3 — a3 V3 ug

Simplificando lo anterior, se obtendria una expresion del tipo
Az + Agzo + Azzz = D
que es la ecuacién implicita de un plano en el espacio.

Ejercicio: Calcula en R?

1. Las ecuaciones del plano que pasa por el punto A = (1,0,0) y tiene las
direcciones de los vectores 4 = (1,1,1) y 7 = (0,1,0).

2. Las ecuaciones del plano que pasa por los puntos A = (1,0,0), B =
(2,1,0) y C =(0,2,1).

dits
3. Las ecuaciones del plano qug T&Q@g%@u@ Jprecta o =2+ A, y =3 — 3\,
Z = 4 + 2)\ UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

6.5. Incidencia, interseccién y paralelismo en Fj

Consideremos el espacio afin F3. Un punto P € E3 es incidente con una
recta (o con un plano) si estd contenido en la recta (o en el plano).

6.5.1. Puntos alineados y coplanarios

Tres puntos A, B, C' estan alineados si los vectores E y zﬁ son propor-
cionales.

Tres puntos A, B, C estdn siempre en el mismo plano.

Cuatro puntos A, B,C, X son coplanarios si los vectores E ,/ﬁ y B
son dependientes.

Ejercicio: Estudia la posicién de los siguientes puntos: A = (1,2,0), B =
(_17 576)7 C= (_27 -3, 0)7 D = (37 -1, 2)
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6.5.2. Planos que pasan por una recta

En FEs3, las ecuaciones implicitas de una recta son dos, cada una de ellas es
la ecuacion de un plano. La recta es la interseccién de los dos planos.

Figura 6.8: dos planos que determinan una recta

Se llama haz de planos que pasan por una recta de ecuacién

ax + by + %%’ d=0
a'x 41%’“@‘“ Nl BE W“H"f‘&“ﬂ

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

al conjunto de planos que contienen a esa recta. Si en la expresion
ar +by+cz+d+ X(dz+Vy+dz+d)

le damos valores al parametro A € R obtendremos todos los planos del haz
salvo el de ecuacién o’z + by + 2z +d = 0.

Ejercicio: Calcula la ecuacién del plano que pasa por la recta

.= 20 — by =10
| 224+y+2=3

y por el punto A = (1,2, 3).

6.5.3. Planos y rectas que pasan por un punto

Se llama radiacién de planos (equivalentemente, radiacién de rectas)
que pasan por un punto P € Ej3 al conjunto de planos (de rectas) que pasan
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por el punto P = (p1,p2,p3). La ecuacién de cualquier plano que pasa por P
es de la forma

Ax + By + Cz — (Ap1 + Bpa + Cp3) =

La ecuacién de cualquier recta que pasa por P = (p1,p2,p3) es de la forma

U1 V2 U3

r—p1  T—Pp2 T —P3

Ejercicio: Calcula la ecuacién del plano que pasa por los A = (1,0,1),
B =(-1,1,0) y por el punto C' determinando por los planos

m=x—y—z+1=0 me=2x+2=0 ms=x+y—22—2=0

6.5.4. Posiciones relativas de rectas y planos
Posicion relativa de dos rectas
Dos rectas A + AU y B+ il gg&
» Son paralelas si ¥ y U soff pﬁl{d‘?ﬁi&éﬂ 1687 Serdn coincidentes si ademads

DAD DE EXTREMADURA

tienen algin punto en comun.

= Son secantes si tiene algin punto en comun. En este caso, 7, U y A§
seran linealmente dependientes. Los puntos comunes se calculan resol-
viendo el sistema formado por las ecuaciones de las rectas.

= Se cruzan si no son paralelas ni secantes. En este caso, 7, 0 y A§ seran
linealmente independientes.

Para estudiar la posicion relativa de dos rectas se puede estudiar el sistema
que forman sus ecuaciones:

ar+by+cz+d=0 a1z +biy+ciz+d =0
de+by+dz+d =0 dix +bly+cdiz+dp =0

Si A es la matriz de los coeficientes del sistema formado por las cuatro ecua-
ciones y A* es la matriz ampliada, se tiene que:

1. Sirango(A) = 3 # rango(A*) = 4, las rectas se cruzan.
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2. Sirango(A) = rango(A*) = 3, las rectas son secantes en un solo punto.
3. Sirango(A) = 2 # rango(A*) = 3, las rectas son paralelas.

4. Sirango(A) = rango(A*) = 2, las rectas son iguales.

Ejercicio: Estudia la posicién relativa de las rectas

r—3 y—3 =z+1 r—1 y+1 z+4
2~ -1 2 T4 T3 T s

r

y si son secantes calcula el punto de corte.

Posicién relativa de una recta y un plano

Dados una recta A+ AU y un plano B + a < U, W >, se dice que

= Son paralelos si ¥, @ y W son linealmente dependientes.

Gy
= Son secantes si tienen algimpuntocenseentin.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

= La recta estan contenida en el plano si son paralelos y tienen algin punto
en comun.

Para estudiar la posicién relativa de una recta y un plano se puede estudiar
el sistema que forman sus ecuaciones:

ar+by+cz+d=0

dr+by+dz+d =0 @@ oy +az+td=0

Si A es la matriz de los coeficientes del sistema formado por las tres ecuaciones
y A* es la matriz ampliada, se tiene que:

1. Si rango(A) = rango(A*) = 3, la recta y el plano se cortan en un solo
punto.

2. Sirango(A) = 2 # rango(A*) = 3, la recta y el plano paralelos.

3. Sirango(A) = rango(A*) = 2, la recta estan contenida en el plano.
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Ejercicio: Estudia la posicion relativa del la recta r y el plano m:

z—1 y+1 =z-1
2 -1 3

r T=x+y—22—-3=0

y si son secantes calcula el punto de corte.

Posicién relativa de dos planos

Dados dos planos A+ A< U, v > y B+a<ni, 7 >, se dice que

= Son paralelos si los vectores 7, 7, m y 7 son dependientes tomados
de tres en tres.

= Son secantes si tienen algtin punto en comun.
= Son coincidentes si son paralelos y tienen algtin punto en comun.

Para estudiar la posicién relativa de dos planos se puede estudiar el sistema

que forman sus ecuaciones: gi'# 1)
%

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ax + by + cz + d = OQwesorooggavspuy + c12 +d =0

Si A es la matriz de los coeficientes del sistema formado por las dos ecuaciones
y A* es la matriz ampliada, se tiene que:

1. Sirango(A) = rango(A*) = 2, los planos se cortan en una recta.

2. Si rango(A) = 1 # rango(A*) = 2, los planos son paralelos y no se
cortan.

3. Sirango(A) = rango(A*) = 1, los planos son coincidentes.

Ejercicio: Estudia la posicion relativa de los planos
r=dr+y+2-3=0 T=2r+y+52-1=0

y si son secantes calcula la ecuacién paramétrica de la recta en la que se cortan.
O
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Posicién relativa de tres planos

Dados tres planos de ecuaciones
ar+by+cz+d=0 aix+biy+ciz+di =0 asx+byy+coz+dy =0,

si A es la matriz de los coeficientes del sistema formado por las tres ecuaciones
y A* es la matriz ampliada, se tiene que:

1. Sirango(A) = rango(A*) = 3, los planos se cortan en un punto.

2. Sirango(A) = 2 # rango(A*) = 3, los planos no tienen ningin punto en
comun.

3. Si rango(A) = rango(A*) = 2, los planos se cortan en una recta.

4. Sirango(A) = 1 # rango(A*) = 2, los planos son paralelos (dos de ellos
pueden coincidir).

5. Si rango(A) = rango(A*) = 1, los planos son coincidentes.

Ejercicio: Estudia la posiciq}g@mk&%@g@gm

UNIVERSIGAD DE EXTREMADURA
m= 20—y+32=0
mo= 4o —2y+624+4=0
M= x+2y—z—1=0

Estudia también la posicién relativa de los planos tomados de dos en dos.
O

6.6. Espacio afin euclideo FEj

Un espacio afin euclideo es aquel en el que el espacio vectorial asociado
tiene definido un producto escalar.

En un espacio afin euclideo es posible estudiar angulos, distancias, dreas y
volimenes.

Sea E3 un espacio afin de dimensién 3 y {€1, €3, €3} la base candnica para
el producto escalar correspondiente, de modo que el producto escalar es

- U = (u1,uz,u3) - (v1,v2,v3) = u1v1 + ugV2 + U3V3.
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6.6.1. Vector normal a un plano

Un vector 77 es normal a un plano 7 si para cualesquiera dos puntos del
plano A, B, se verifica que ﬁLA_B, es decir, 7 - AB = 0.

Ecuacién del plano que pasa por el punto P = (p1,p2,p3) y es perpendi-
cular la vector 7 = (ny,ng,n3):

i PX = 0= nyx; + noxo + nas — (n1p1 + nap2 + n3psz) = 0.

El plano de ecuaciéon Axy + Bxy + Cxz + D = 0 tiene como vector normal
n=(A4,B,C).

6.6.2. Angulos
Angulo entre dos rectas

Se llama angulo determinado por las rectas r : A+ My s : B+ av al
siguiente

7,5 = min[uv, —/TE)] = arccos ————
Las rectas r y s son perpendiculages,siy 5 swmectores directores son ortogonales.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

|_» _‘|
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Angulo entre dos planos

Se llama angulo determinado por los planos
m:Ax1 +Bxro+Cxs+D =0 7r':A’x1+B'x2+C':):3+D':0

al menor de los dngulos que forman sus vectores ortogonales, que es igual al
dngulo diedro formado por los planos. Si 7 = (A, B,C) y i’ = (A, B, ("),
entonces

— — n-

7, = min[nn/, —nn'/] = arccos ————

— —»/|
7 1|

Las planos 7 y 7’ son perpendiculares si sus vectores normales son ortogonales.

Angulo entre recta y plano

Se llama dngulo determinado por una recta r : A + MA@ y un plano 7 :
Az 4+ By + Cz+ D = 0 al complementario del angulo formado los vectores &
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y 1= (A,B,C), es decir:

@ - 71|

T = arcsen — ———
[l 7]l

Recta y plano son perpendiculares si ¢ y 7 son paralelos.

6.6.3. Distancias
Distancia entre dos puntos

Si A y B son dos puntos del espacio euclideo E3, se define distancia entre
Ay B ala norma del vector AB:

d(A,B) = ||AB| = VAB - AB

Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto P = (]%‘*%2, p3) a un plano de ecuacién 7 :
Ax + By + Cz + D = 0 es la menior dectas distancias entre P y los puntos
del plano. Esta distancia se alcanza en el punto P’ resultado de proyectar P
ortogonalmente sobre el plano.

Sii=(AB,C)y X = (x1,x2,73) es un punto cualquiera del plano, se
deduce que:

\PX 1| = (PP + P'X) - ii| = |PP' - ii| = |PP'| ||7i]| cos(PP',n)
Como PP’ y 7 son paralelos

|PX -t = | PP'|| |

!PX-ﬁ\ _ |Ap1 + Bp2 + Cp3 + D)
73] VA2 £ B2 4 C?

Podemos calcular P’ calculando previamente la recta perpendicular al
plano 7 que pasa por P e intersecandola con el plano .

d(P,m) = ||PP'|| =
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Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P = (p1, p2, p3) a una recta r : A+ A es la menor
de las distancias entre P y los puntos de la recta. Esta distancia se alcanza en
el punto P’ resultado de proyectar P ortogonalmente sobre la recta.

Los vectores AP y @ determinan un paralelogramo cuyo area es ||AP x i
o bien ||d|| - d(P,r). Por tanto

|AP x

AP =

Podemos calcular P’ imponiendo la condicién PP i =0.

Distancia entre dos rectas

Se llama distancia entre las rectas r : A+ y B+av a la minima distancia
entre dos puntos, uno de cada recta.

La distancia es 0 si las rectas se cortan

Si son paralelas, la distancia es la distancia de un punto cualquiera de una
de las rectas a la otra recta.

Si las rectas se cruzan, la distancia m{e ambas es la distancia entre P € r
vy Q € S, siendo P y Q@ puntos d@nlawxg%‘mmp@rmgdlcular comun a ry s.

Los vectores AB, @ y U determivean: eornparalelepipedo cuyo volumen es
[AB, 7] o bien ||@ x @|| - | PQ||. Por tanto

—

[AB,vf[, 7]
i x o
Los puntos P y @ se pueden calcular como interseccién de la recta per-

pendicular comuin con 7 y s, respectivamente. La perpendicular comin a r y
s es la recta definida por los planos

d(r,s) = | PQ| =

—

[AX, @i x 7] =0 [BX,%,i x 7] =0

Distancia entre recta y plano

Se define como distancia entre una recta r : A+ A\ y un plano 7 : Azq +
Bxo + Cx3 + D = 0 como la distancia minima entre dos puntos, uno de la
recta y otro del plano.

Sir y m se cortan, la distancia es 0.

Si r y m son paralelos, la distancia es la distancia de un punto cualquiera
de la recta al plano.
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Distancia entre dos planos

Se define distancia entre dos planos 7 y 7’ como la distancia minima entre
dos puntos, uno de cada plano.

Si my 7’ se cortan, la distancia es 0.

Si m y 7’ son paralelos, la distancia es la distancia de un punto cualquiera
deman.

6.6.4. Areas y voliimenes
Area de un paralelogramo definido por los puntos A, B, C, D:
|AB x AC|

siendo B y C los puntos contiguos al punto A en el paralelogramo. El tridngulo
de vértices A, B, C tiene area la mitad de lo anterior.
Volumen del paralelepipedo de aristas AB, AC'y AD:

’[AP, AC, [D]‘ .

Fit
El tetraedro de vértices A, B,C, D tien&%lumen la sexta parte de lo anterior.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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Capitulo 7

Ejercicios.

Ecuaciones diferenciales

1. Dado un circuito en el que hay una resistencia (R), una autoinduccién
(L) y al que se le suministra una tensién constante (1), la segunda ley

de Kirchhoff afirma que las variables se relacionan asi:
l

DE PAF ""‘WRT‘E""EF@ B‘-’d‘z 1*5 () T

ka o ;%mnuu

donde i es la intensidad y ¢ es el tiempo. Calcula como varia la intensidad
en funcion del tiempo.

2. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (y* +ay?)y +2° —yz® =0
b) 4x —3y+y'(2y —3z) =0
c) y +2y=2%+2z
3. a) Explica qué se entiende por solucién general, solucién particular y
solucién singular de una ecuacion diferencial.
b) Resuelve la siguiente ecuacién diferencial:

r 2y
z+1

= (z+1)?

129
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4. Dada la ecuacion diferencial
(2 4+ 1)y + 4oy =z

a) Encuentra la solucién general.

b) Resuelve el problema de valor inicial
(2 + 1)y +doy =2 y(2) =1
5. Transforma en una ecuacién en variables separadas:
(z —y)dz + (z — dy)dy = 0,
6. Resuelve la siguiente ecuacién diferencial:
z(22? + y?)dx + y(a? + 2y*)dy = 0.
7. Transforma en una ecuacién en variables separadas:

(x —2y)dx + 2z — 4y)dy = 0,

8. Determina la solucién general degjh cuacién zy’ =2y + z2

“T{MEFEW i) 1*5 “éT(
9. Dada la ecuacién diferencial R ‘ﬁ =0,

uA1 )\’li(Mh ull
a) Razona de qué tipo de ecuacién se trata.

b) Encuentra la solucién general.
10. Resuelve la ecuacién y’ = 322y + 2.
11. Resuelve la ecuacién z2 + y? + zyy’ = 0.
12. Resuelve la ecuacién diferencial: (z + y)dx — (x — y)dy =0
13. Determina la solucién general de la ecuacién z? — 2y? + 2z yy’ =0
14. Determina la solucién general de la ecuacién 3’ cosx + y senz = 1
3

15. Dada la ecuacién diferencial ¢/ — 22y = x v’

a) Razona de qué tipo de ecuacién se trata.
b) Encuentra su solucién general.

¢) Halla una solucién particular que verifique que y(0) = 1.
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Estadistica Descriptiva

1. La siguiente es una muestra de los ingresos anuales de 20 familias. :

18, 20, 22, 19, 18, 20, 18, 19, 21, 20, 20, 21, 18, 20, 21, 19, 20, 21, 18, 20.
Obtén:

a) La tabla de frecuencias absolutas, relativas, absolutas acumuladas
y relativas acumuladas.

b) La media, moda, mediana, cuartiles y el tercer y séptimo decil.
¢) La varianza, la cuasivarianza, coeficiente de asimetria y curtosis.

d) Los graficos de barras de las frecuencias absolutas y grafico de lineas
de las frecuencias relativas acumuladas.

2. Las causas de muerte en los arboles de una explotacion se han clasificado
en falta de riego (r), enfermedad (e), pedrisco (p) y otras (o) y el recuento
ha proporcionado los siguientes d%s:

DEPARFRRTIVITR PRMIEIFICTICAS
r,p, 10,71, pa&ﬁRﬁﬁ;@ﬁﬂa,;v e, 1rper,r,Dp,
r? r? r? e? r? r? p? r? r? p7 r? p? r? r? r? r? r? r7 r? TI.

Construye la tabla de frecuencias y representa los datos en un diagrama
de sectores y otro de rectangulos.

3. Se han medido los niveles de colinestarasa en 34 agricultores expuestos
a insecticidas agricolas, obteniéndose los siguientes resultados:

106 | 125 | 11.1 | 9.2 | 11.5 | 99 | 11.9 | 11.6 | 14.9
12.5 1125|123 | 12.2 | 10.8 | 16.5 | 15 | 10.3 | 124
91 | 78 | 11.3 | 123 | 9.7 12 | 11.8 | 12.7 | 114
93 | 86 | 85 | 10.1 | 124 | 11.1 | 10.2

Obtén:

a) Un histograma de los datos agrupando los datos en 5 intervalos
con las frecuencias absolutas y otro con las frecuencias relativas
acumuladas.



132 CAPITULO 7

b) La media, moda, mediana, cuartiles y el tercer y séptimo decil.

¢) La varianza, la cuasivarianza, coeficiente de asimetria y curtosis.

4. Dados los siguientes datos:

Produccion de leche | 42,7 | 40,2 | 38,2 | 37,6 | 32,2 | 32,2 | 28
Concentracién acido | 92 120 | 128 | 110 | 153 | 162 | 202
Produccion de leche | 27,2 | 26,6 | 23 | 22,7 | 21,8 | 21,3 | 20,2
Concentracién acido | 140 | 218 | 195 | 180 | 193 | 238 | 213

Obtén

a) Las medias y las desviaciones tipicas de las variables Produccion de
leche y Concentracion dcido.

b) La covarianza de las dos variables y la recta de regresion lineal.
¢) Los coeficientes de correlacién lineal y de determinacién.

d) La grafica de la nube de puntos y de los puntos correspondientes a
la recta de regresién. i

i
FRRTENPYER PEMAIRTEIATICAS

5. Representa los siguientes éi?fﬁg cei-mediagrama de barras dobles y otro
de barras apiladas:

Accidentes Varones | Hembras
de transportes 1200 295
por sumersién 365 95
por caidas 280 125
por envenenamiento 40 37

6. Dados los siguientes datos:

Concentracién de nitratos | 21 32 15 40 27 18 26 50 33 51
Produccion por hectdrea | 13.2 | 12.6 | 13 | 12.2 | 15 | 14.8 | 14.8 | 12.2 | 13.6 | 12.6
Concentracién de nitratos | 36 16 19 22 16 39 56 29 45 25
Produccion por hectarea | 13.1 | 14.9 | 13.9 | 13.2 | 15.1 | 14.1 | 13 | 13.5 | 12.7 | 14.2

Obtén
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7.

10.

a) Las medias y las desviaciones tipicas de las variables Concentracidn
de mitratos y Produccion por hectdrea.

b) La covarianza de las dos variables y la recta de regresién lineal.
¢) Los coeficientes de correlacién lineal y de determinacién.

d) La grafica de la nube de puntos y de los puntos correspondientes a
la recta de regresién.

Representa los siguientes datos sobre los trabajadores de una empresa
en un diagrama de barras dobles y otro de barras apiladas:

Estado civil | Varones | Hembras
soltero 20 29
casado 40 38

viudo 5) 11
separado 11 20

Se han medido los pesos y la longitudes de seis paquetes de paja, obte-
niéndose los datos siguientes:

Pesos
Longitudes

65%* 65 | 63 | 68 | 68
150168 71.70 | 1.75 | 1.80

Determina qué medidas estdn mas dispersas los pesos o las longitudes y
si estdn relacionadas ambas variables.

En cada caso y siempre que sea posible, indica dos grupos de 5 datos
cada uno, que presenten:

a) la misma media pero distinta desviacién tipica.

b

)

) La misma desviacién tipica pero distinta media.
¢) La misma media y distinta mediana.
)
)

d

(&

La misma mediana y distinta media.

La misma media y varianza pero distinto coeficiente de variacién.
Razona la respuesta en todos los casos.

Se midi6 la altura en 200 individuos adultos y la informacién recogida
en dicha muestra se ha agrupado en 6 clases de la misma amplitud,
resultando la siguiente tabla:
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11.

12.

13.

Altura (cm) | n;

[\

(100, 120] 0,06
10
35
0,6

0,115

Completar la tabla de frecuencias. Representar el histograma de fre-
cuencias relativas acumuladas. Indica en qué intervalo se encuentra la
mediana.

La siguiente tabla muestra los datos sobre grado y acidez de uva de
diferentes explotaciones:

Grado | 14,50 15,40 13,60 13,90 14,30 13,90 14,40 14,00

14,20

14,40

13,80

Acidez

4,30 3,81 5,14 473 534 496 643 5,20

Haz los célculos y analisis grafico§ idcesarios para determinar si hay una
cierta relacion entre amb#g*giighleg s establece cual podria ser esta

. LM\'SP\SiuAﬂﬂ;E EXTREMADUNA
relacion.

Se han tomado muestras de agua para medir la concentracién en mi-
ligramos por litro de una sustancia téxica obteniéndose los resultados
siguientes:

14
12.5

13.5 13
12.5 12.5

12.5
13

13.5 13
14 145

13.5 13
13 12

12.5
13.5

13.5
13.5

a) Representa el diagrama de barras para las frecuencias relativas acu-
muladas.

b) Calcula la media, mediana, desviacién tipica y rango intercuartilico.

Se quiere estudiar si hay relacién entre el tiempo que dura la impermea-
bilizacion de los estanques y la cantidad de cal que contiene el agua que
recogen. Para ello se tienen los siguientes datos sobre duracion del es-
tanque sin filtraciones y cantidad de cal del agua que contiene el referido
estanque:

4,59

6,67

9,65
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Cantidad de cal 4 10 80 45 25 60 90
Duracién impermeabilizaciéon | 12 26 180 132 100 200 230

Determina:

a) La ecuacién recta de regresién que relaciona las variables.

b) El coeficiente de determinacién y el diagrama de puntos de disper-
sién, comentando la relacién entre los valores numéricos obtenidos
anteriormente y la grafica de la nube de puntos.

14. Indica un ejemplo de 4 pares de datos que presenten un coeficiente de
correlaciénlineal r = —1 y otro ejemplo de 4 pares de datos que presenten
un coeficiente de correlacién lineal r = 0.

15. En un estudio de regresién lineal se obtuvo, a partir de una muestra
de tamafio n = 12, una recta de regresion lineal y = 3,2 — 4,1z, y un
coeficiente de correlacién lineal r» = 4-0,93. ; Existe alguna contradiccion
entre estos resultados?

16. La siguiente tabla representa el nimero de partos por dia que se aten-
dieron en una explotacién ganad@@%durante 30 dias:
O PARTERIPIRIED BRMASFIRTICAS
Partos f Qe“‘ﬁ ...... R el R S

o0
RSIDAD OF EXTREMAOUNA

fi ]2 3 8 11 2 3 1

a) Representa el diagrama de barras para frecuencias absolutas y fre-
cuencias absolutas acumuladas.

b) Calcula la media, varianza, desviacion tipica y coeficiente de varia-
cién de los datos anteriores.

¢) Calcula la mediana y el rango intercuartilico.

17. Los datos de temperatura y consumo de energia de un invernadero du-
rante 8 dias son los siguientes:

Temperaturaengrados‘ 0 8 75 135 14 85 45 1.5
Consumo de energia ‘70 57 60 63 57 66 67 80

a) Representa los datos en un diagrama de puntos que represente el
consumo de energia en funcion de la temperatura. Obtén la ecuacién
de la recta de regresion lineal simple y el coeficiente de correlacién.
Interpreta los resultados obtenidos.
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b) Suponiendo que las variables son normales, determina un intervalo
de confianza para la temperatura y otro para el consumo de energia
a nivel de confianza 95 % (esta ultima cuestion corresponde al tema
siguiente).

18. Los siguientes son datos de peso de animales vivos y a la canal:
a) Calcula las rectas de regresién

Peso vivo | Peso canal | Sexo que relacionan el peso vivo y
138 125 macho el peso a la canal distinguien-
133 106 macho do por sexo (una recta para los
169 103 macho machos y otra para las hem-
144 130 macho bras).

136 106 macho b) Justifica cudl de las dos rec-
185 122 hembra . o .
tas anteriores describe mejor
167 116 hembra . .
la relacién entre las variables
159 129 hembra .
peso vivo y peso a la canal y
172 122 hembra .
si alguna de las dos debe ser
185 132 hembra iy
— usada para describir la rela-
gﬂ%?? cién entre ambas variables.

DEPARTRAITNIID AMAISITICAATICAS .. .2 .
19. Se han tomado muestras CT%@%‘%’G%?&?%QU&HedH la concentracién en mi-

ligramos por litro de una sustancia téxica obteniéndose los resultados
siguientes:

125 1356 13 135 13 125 135 14 135 13
13 14 145 13 12 13,5 135 125 125 125

a) Representa el diagrama de barras para las frecuencias relativas acu-
muladas.

b) Calcula la media, mediana, desviacién tipica y rango intercuartilico.

20. Se quiere estudiar si hay relacion entre el tiempo que dura la impermea-
bilizacién de los estanques y la cantidad de cal que contiene el agua que
recogen. Para ello se tienen los siguientes datos sobre duracion del es-
tanque sin filtraciones y cantidad de cal del agua que contiene el referido
estanque:

Cantidad de cal 4 10 80 45 25 60 90
Duracién impermeabilizaciéon | 12 26 180 132 100 200 230
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Determina:

a) La ecuacién recta de regresién que relaciona las variables.

b) El coeficiente de determinacién y el diagrama de puntos de disper-
sién, comentando la relacién entre los valores numéricos obtenidos
anteriormente y la grafica de la nube de puntos.

¢) Indica un ejemplo de 4 pares de datos que presenten un coeficiente
de correlaciénlineal » = —1 y otro ejemplo de 4 pares de datos que
presenten un coeficiente de correlacion lineal r = 0.

d) En un estudio de regresion lineal se obtuvo, a partir de una muestra
de tamano n = 12, una recta de regresién lineal y = 3,2 — 4,1z,
y un coeficiente de correlacién lineal » = +40,93. ;Existe alguna
contradiccién entre estos resultados?

21. La siguiente tabla representa el niimero de partos por dia que se aten-
dieron en una explotacién ganadera durante 30 dias:

Partos‘O 1 2 3 4
fi |2 3{%@ 11 2

9 DEMAIRIPICETICAS

DEPARTRS

cuencias absolutas acumuladas.

b) Calcula la media, varianza, desviacion tipica y coeficiente de varia-
cién de los datos anteriores.

¢) Calcula la mediana y el rango intercuartilico.

22. Razona si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones
(si son falsas, basta poner un ejemplo que lo ilustre; si son verdaderas,
hay que justificar por qué):

a) Si una muestra de datos presenta media 0, su desviacién tipica
sera pequena.

b) Cuanto mayor es el tamano de la muestra, mayor es su varianza.

¢) Cuanto mayor es el tamano de la muestra, mayor es su media.

d) Si el coeficiente de asimetria es 0, la media y la mediana deben ser
parecidas.
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23. Razona si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones
(si son falsas, basta poner un ejemplo que lo ilustre; si son verdaderas,
hay que justificar por qué):

a) Si una muestra de datos presenta media 0, su desviacién tipica

serd pequeiia.

b) Cuanto mayor es el tamano de la muestra, mayor es su varianza.

¢) Cuanto mayor es el tamano de la muestra, mayor es su media.

d) Si el coeficiente de asimetria es 0, la media y la mediana deben ser

parecidas.

24. Haz los calculos que se piden a partir de la siguiente tabla de frecuencias
de altura de plantas:

Altura en cm.
[140,145)

Numero de plantas

12
35
@

DEPARTRRIEVEIER PRMMRTEIGATICAS
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a) La frecuencia desconocida, sabiendo
que la altura media es de 151,5 cm.
(2,5 puntos)

b) La amplitud intercuartilica. (2,5
puntos)

¢) Mediana y la Moda. (2,5 puntos)

25. La determinacion de la presencia de nitratos en el agua se hace de ma-
nera indirecta: se anade un reactivo al agua y posteriormente se hace
pasar un haz de luz por la solucién coloreada y se mide su absorban-
cia. Este método funcionard siempre que haya una relacién lineal entre
la absorbancia y la presencia de nitratos. Analiza esta tltima cuestién,
graficamente y con los célculos estadisticos necesarios (hay que expli-
car claramente como se hacen los cdlculos), a partir de los datos de la

siguiente muestra:

Nitratos 50

50 | 100 | 200

400

800 | 1200 | 1600 | 2000 | 2000

Absorbancia | 7

7,5 12,8 | 24

47

93 | 138 | 183 | 230 | 226

26. Completa la siguiente tabla de frecuencias y calcula la varianza, la cua-
sidesviacién tipica, la moda, la mediana y el séptimo decil:
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N° de suspensos | n | N
0 3
1 10
2 12
3 30
4
N= 50

DEPARTERIEHID BRMARTEIETICAS
UNIVERSISAS-BE TIFREMADURA
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
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Variables aleatorias y modelos de probabilidad

1.

Los tres caballos de una granja contraen una enfermedad. La experiencia
clinica indica que el 10% de los animales no se recupera de la citada
enfermedad. Calcula:

a) La probabilidad de que la granja se quede sin caballos.

b) La probabilidad de los tres caballos sanen.

. La probabilidad de curaciéon de un determinado tratamiento para una

enfermedad del olivo es de 0.65. Calcula la probabilidad de que entre 100
arboles sanen la mitad.

. Un rosal produce flores de color rojo y blanco con probabilidad 0.55

y 0.45, respectivamente. Calcula la probabilidad de que entre 8 flores
recolectadas

a) Todas las flores sean rojas.
b) Al menos haya dos rojas.

¢) No haya flores rojas. %%%
DEPA RVF?:W‘EM@Ffﬂ’lﬂfﬂ%‘ﬁﬁ@reﬂi TICAS
Se pretende conocer si una platitacion.

haciendo un muestreo. Se sabe que cuando la plantacion estéd afectada,
el porcentaje de individuos que la padecen se estabiliza rdpidamente
entorno al 60 % de las plantas. Calcula:

a) La probabilidad de que en una muestra de 40 plantas extraida de
una plantacion afectada aparezcan 10 enfermas.

b) La probabilidad de que en una muestra de 20 plantas extraida de
una plantacién afectada no aparezca ninguna enferma.

¢) (Cudantas plantas hemos de muestrear en cada plantacién para tener
una certeza superior al 99 % de detectar toda plantacién afectada?
Es decir, asegurar que la probabilidad de que en nuestra muestra no
aparezca ninguna planta afectada, estando afectada la plantacién
de la que extraemos la muestra, sea inferior al 0.01.

5. En una empresa de envasado de vegetales se estudia un envase con dos

precintos y se observan las siguientes frecuencias de rotura de precintos
en una muestra de 500 envases:
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Niimero de precintos rotos | 0 1 2
frecuencia 220 | 160 | 120

Calcula:

a) El porcentaje total de precintos rotos de entre los 1000 precintos
estudiados.

b) Siendo p la probabilidad de romperse que le adjudicamos a un pre-
cinto, establece la distribucién de probabilidad tedrica de la variable
X="numero de precintos rotos en un envase”, suponiendo que la
rotura de un precinto es independiente del otro.

c) Establece la distribucién de probabilidad de la variable X ante-
rior como limite de frecuencias relativas. ; Qué conclusién se puede
extraer de los dos apartados anteriores?

6. El tiempo que un arbol permanece con flores es un fenémeno aleatorio
que obedece a una distribuciéon normal de media 22.5 dias y desviacién
4.3 dias. ;Cudl es la probabilidad de que a las 9:00 horas del dia 19 de
marzo de 2010 tenga flores supon ol que las primeras flores aparecieron

HTIHATICAS

a las 12:00 del 2 de marzo @™ 30Ipzs

ERIFRE
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

7. La altura de un frutal en centimetros se ajusta a una distribucién nor-
mal con 170 centimetros de media y 5 centimetros de desviacion tipica.
Calcula:

a) La probabilidad de que la altura sea mayor que 160 centimetros.
b) La probabilidad de que la altura sea menor que 150 centimetros.

¢) La probabilidad de que la altura esté entre 150 y 160 centimetros.

8. Se pretende proteger los plantones de una repoblacién forestal con ci-
lindros de material plastico. Se determina por observaciéon que la media
de la circunferencia de la seccién del tallo es un fenémeno aleatorio dis-
tribuido normalmente con media 14.25 centimetros y desviacién tipica
0.5 centimetros. Calcula la produccién que se debe encargar para 100
arboles sabiendo que hay cilindros de talla 14, 14.25, 14.50, 14.75, 15,
15.25, 15.50, 15.75 y 16, y que para cada arbol se admite un cilindro de
su talla o 0.25 centimetros mayor.



142

CAPITULO 7

10.

11.

12.

13.

. En una fibrica de madera se han recibido 1200 troncos de un tipo de

arbol. De ellos 1000 tienen un peso superior a 680 Kg. y 10 con peso
inferior a 600 Kg. Se sabe que el peso es una variable aleatoria que sigue
una distribucién normal. Se pide hallar la media y la desviacién tipica
tedricas de la remesa de troncos.

Los pesos de los remolques recibidos por una cooperativa se distribu-
yen normalmente con media de 900 Kg. y desviacién tipica de 100 Kg.
Calcula

a) El valor del peso que deja entre la media y él mismo el 44 % de la
distribucién.

b) El valor de la variable que deja por encima de él mismo el 95% de
la distribucion.

¢) El valor de la variable que deja por encima el 20 % de la poblacién.

El calibre de las piezas de unos frutales se distribuyen segiin una normal
de media 6,4 centimetros y desviacién tipica 3,6 centimetros. Calcula la
proporcién de la poblacién se esperaria que tenga el calibre:

B
%‘xg‘%ﬂﬂi""ﬁf P BRMARTEIAATICAS
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b) Mayor que 3.56 centimet e o sreoum
c¢) Entre 5.8 y 7.2 centimetros.

a) Mayor que 9 centimet

En una ganaderia de 10000 reses se seleccionan las 2000 de mayor peso
para el matadero, obteniéndose en la muestra un peso minimo de 980
Kg. y una mediana de 995 Kg. Calcula la media y la desviacién tipica
de la ganaderia sabiendo que los pesos se distribuyen normalmente.

Por estudios previos, se ha concluido que la probabilidad de que cura-
cién de una enfermedad es de 1/3. Si consideramos tres plantas con la
enfermedad elegidas al azar:

a) Calcula la probabilidad de que ninguno, uno, dos o tres plantas se
curen.

b) Calcula la media, mediana y moda de la distribucién de la variable
numero de plantas que se curan de entre las tres plantas.

¢) Determina se esta distribucién tiene sesgo a la izquierda, a la dere-
cha o es simétrica sin calcular ningtin coeficiente de sesgo.
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14.

15.

16.

17.

18.

El porcentaje de arboles que no superan una enfermedad sigue una dis-
tribucién normal. La probabilidad de encontrar que mds del 36,1 % de
los drboles de una plantacién no superan la enfermedad es del 8% y
que la probabilidad de que el porcentaje de arboles que no superan la
enfermedad sea menos del 28,7 % es del 1 %. Halla la media y desviacion
tipica de esta distribucién.

La probabilidad de que un determinado cultivo esté afectado por una
plaga para la que no hay cura es de 0,04. Si examinamos 2000 cultivos,
.,Cudl es la probabilidad de que todos estén sanos? ;Cudl es la probabi-
lidad de encontrar alguno afectado?

En una plantacion hortofruticola los radios de las piezas de fruta madura
se distribuyen en el intervalo [1, 3] con funcién de densidad f(z) = k(x —
1)(3—x), donde la variable se mide en centimetros. Las piezas se retiran
si el radio se desvia 8 milimetros de la media. Obtén:

a) El valor del parametro k.

b

)

) La media de la distribucién. ..
c¢) El porcentaje de ple@%FgH@E' !

)

d) La probabilidad de esé'éegase”f”&‘i’(ff‘(:”é“”’ﬁlezas al azar y que su radio

esté entre 1,7y 2.4.

Sea la distribucion discreta que toma los valores 0, 1 y 2, con media
p =1y varianza 0 = 1/3.

a) Halla los valores de la funcién de probabilidad.

b) (Es simétrica la distribucién?

¢) (Qué tipo de curtosis tiene?

Considera la funcion e~*.

a) Comprueba que cumple los requisitos exigidos para ser una funcién
de densidad de una variable X en el intervalo [0, c0).
b) Halla la mediana.

c¢) Halla la probabilidad de que la variable X tome un valor superior
al.
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d) Calcula el valor X de la variable que hace que solo en el 5% de los
casos X < Xj.

19. Sea X la variable aleatoria porcentaje de ventas sobre produccion de una
explotacién agropecuaria, siendo 0 correspondiente a vender el 0% y 1
correspondiente a vender el 100 % de la produccién. Si dicha variable se
regula segin una funcién de densidad f(z) = 3z% en el intervalo [0, 1],
se pide:

a) La probabilidad de vender entre el 30 % y el 50 % de la produccion.

b) El porcentaje de ventas X; tal que la probabilidad de vender menos
de ese porcentaje es del 25 %.

¢) Un valor que indique la esperanza del porcentaje de ventas y la
esperanza de la desviacién cuadratica media respecto de ese valor.

d) Un valor del porcentaje tal que vender menos o mas de ese valor
tiene la misma probabilidad.

e) El porcentaje de ventas mas probable.

20. Se desea estimar el calibre de lagifgranjas distribuidas por una empre-
sa. Se sabe que la distriboeiGH el HHrees normal. Se selecciond una

NIVERSIDAD DE EXTREMADURA

muestra de 10 unidades con los sigulentes calibres:

| 85.17 | 74.44 | 103.20 | 81.80 | 84.82 | 101.36 | 82.43 | 81.18 [ 93.35 | 73.23 |

En estas condiciones,

a) Estima la media del calibre de las naranjas con un intervalo de
confianza al 95 % en los siguientes casos:
1) Suponiendo que la varianza 144.
2) No conociendo la varianza.
b) El mercado solicita naranjas de un calibre medio de 90. Contrasta

se las naranjas distribuidas por la empresa se adaptan o no a este
requisito en funcién de los resultados anteriores.

21. Los siguientes datos son valores de miligramos de sodio por cada 100
gramos de leche de vaca de distintas granjas:
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51.24 | 55.26 | 51.61 | 41.82 | 55.35 | 43.60 | 54.01 | 46.11 | 68.97 | 32.23
56.77 | 56.83 | 41.03 | 54.63 | 56.12 | 47.66 | 49.49 | 52.76 | 46.22 | 55.23
52.03 | 58.00 | 71.15 | 56.22 | 44.28 | 45.45 | 38.99 | 59.46 | 37.99 | 48.87
34.25 | 47.86 | 62.14 | 44.50 | 55.31 | 38.41 | 51.53 | 54.80 | 46.12 | 41.37

22.

23.

a) Representa en un histograma los datos anteriores.

b) Determina un intervalo de confianza al 95% para para el valor
medio de la cantidad de sodio por cada 100 gramos de leche de
vaca, suponiendo que por estudios previos es conocida la desviacién
tipica o = 8,5.

¢) Determina un intervalo de confianza al 95 % para para la varianza
de la cantidad de sodio por cada 100 gramos de leche de vaca,
suponiendo que la poblacién se distribuyese como una normal.

d) En funcién de los resultados anteriores, contrasta si es aceptable
afirma que el valor medio de sodio por cada 100 gramos es igual a
63 miligramos.

De una muestra de 150 sacos déﬁi@enso para el ganado de una cierta
marca se obtuvieron los sigitiéfifégzdatosen relacion al peso: z = 49,5
kg., S = 2kg. Obtén un intervalo de"confianza al 95 % para el peso medio
de los sacos comercializados por la marca. ;Es aceptable admitir que la

media de los sacos es 50 kg.?

Una empresa quiere estimar el tiempo de duracion de la implantacion de
un determinado proyecto que distribuye entre sus clientes. Se selecciona
una muestra aleatoria de 10 proyectos ya desarrollados y se observa su
duracion:

’290 275 290 325 285 365 375 310 290 300

Suponiendo que la duracién de la implantacion sigue una distribucién
normal:

a) Determina un intervalo de confianza para la media al 95 %.

b) Si un cliente constrasta con los datos de la muestra anterior si el
tiempo de duracion es de media 290 dias, jcudl seria la conclusién
a nivel a = 0,057 ;Y a nivel a = 0,017
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24.

25.

26.

27.

En una fabrica de maquinas de ordeno, se afirma que la proporcion de
unidades defectuosas es del 5 %. Si la produccién de cada maquina es un
proceso independiente:

a) Calcula la probabilidad de que un comprador examine 15 unidades
y encuentre 4 defectuosas

b) Calcula la probabilidad de que un comprador examine 8 unidades
y encuentre mas de 2 defectuosas.

La probabilidad de que un programador de riego funcione correctamente
en la instalacién inicial es de 0.9. Si se colocan 5 programadores que
funcionan de forma independiente:

a) Calcula la probabilidad de que por lo menos el 80 % funcione ade-
cuadamente.
b) Lo mismo que la cuestién anterior pero con 10 programadores.

Se han recogido datos para estudiar el tiempo que un producto envasado
al vacio mantiene todas sus propiedades:

|

DEPARTRRIEVEER PRMMBTEICHTICAS

Tiempo en dias | 108 124 124" 106" 115 138 163 159 134

139

Suponiendo que el tiempo que el producto mantiene sus propiedades
se distribuye normalmente, construye un intervalo de confianza al 95 %
para la media ese tiempo y contrasta razonadamente si se puede aceptar
que la media de ese tiempo es 125 dias.

Una fabrica produce piezas de riego cuya longitud se distribuye normal-
mente. La pieza es valida si su longitud estd entre los valores 4.998 y
5.002. Si la pieza mide menos de 4.998 se elimina y si mide mas de 5.002
se reprocesa.

a) Sila media de la longitud es 5 cm. y la desviacién tipica de 0.001
cm., jqué porcentaje de piezas se eliminan? ;Qué porcentaje de
piezas se reprocesan?

b) A partir de la muestra siguiente:

4,099 5,001 4,873 5,003 5,020.
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28.

29.

30.

31.

Calcula un intervalo de confianza al 95 % para la media y otro para
la varianza de la longitud de la pieza a partir de esta muestra sin
tener en cuenta los datos sobre media y desviacién proporcionados
en el apartado anterior. Contrasta si es razonable considerar que la
media es 5 cm. y desviacién es 0.001 a nivel 0.05.

La siguiente tabla muestra los datos sobre grado y acidez de uva de
diferentes explotaciones:

Grado | 14,50 15,40 13,60 13,90 14,30 13,90 14,40 14,00

14,20

14,40

13,30

Acidez | 4,30 3,81 5,14 4,73 534 496 6,43 5,20

Calcula la media y un intervalo para la media al 95 % del grado y de la
acidez, razonando el motivo por el que usas el método que decidas usar
para hacer el calculo.

Los datos de temperatura y consumo de energia de un invernadero du-
rante 8 dias son los siguientes:

Temperatura en grados)[LARL“}\WMRE@W@W}.Ml3.5 14 85 45 1.5
Consumo de energla  |/7055% 60+ 63 57 66 67 80

a) Representa los datos en un diagrama de puntos que represente el
consumo de energia en funcién de la temperatura. Obtén la ecuacién
de la recta de regresion lineal simple y el coeficiente de correlacién.
Interpreta los resultados obtenidos.

b) Suponiendo que las variables son normales, determina un intervalo
de confianza para la temperatura y otro para el consumo de energia
a nivel de confianza 95 %.

Las normas de una cooperativa de cerezas establecen que un entrega se
aceptard si al examinar una muestra de 5 unidades no aparece ninguna
defectuosa. Calcula la probabilidad de aceptacién de 4 entregas en las
que las proporciones totales de unidades defectuosas sea de 5%, 10 %,
15% y del 20 %, respectivamente.

Una maquina debe introducir 375 gramos de cereales en cajas de enva-
sado. La cantidad introducida es una variable aleatoria que se distribuye

4,59

6,67

5,65
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32.

33.

34.

normalmente con media 375 gramos y desviacién tipica 20 gramos. Para
comprobar que el peso medio de cada caja se mantiene en 375 gramos,
se toman periddicamente muestras aleatorias de 25 cajas y se pesan sus
contenidos. El encargado tiene orden de parar el proceso y ajustar la
méquina cada vez que el promedio del peso de las 25 cajas sea menor
que 365 o mayor que 385 gramos. ;Cudl es la probabilidad de tener que
detener el proceso cada vez que se toma una muestra?

Las puntuaciones de una cata de 1000 vinos se distribuyen normalmente.
Sea X7 la puntuacién que supera al 84,13 % de las puntuaciones y X5 la
puntuacién que es superada por el 84,13 % de las puntuaciones. Sabiendo
que X1 — X9 = 20, calcula:

a) La desviacién tipica de la distribucion.

b) La diferencia entre los valores que recogen al 50 % de las puntua-
ciones mds normales (amplitud intercuartil).

La distribucién de trigo de la Unién Europea para cada temporada se
distribuye normalmente con media 131 millones de toneladas y desvia-
cién tipica 30 millones. Respondéigias siguientes cuestiones:

DEPARTRRTIEER DAMATRM

AEIATICAS
a) Calcula el decil sexto y«@iiﬁ'é’ﬁ”ﬁ?ﬂlﬁi'{a&ﬁgero. (2,5 puntos)

b) Calcula los valores centrales entre los que queda comprendido el
40 % de la produccién. (2,5 puntos)

¢) Enuncia e interpreta el Teorema central del limite. (2,5 puntos).
Calcula la probabilidad de que la media de produccién de 5 anos
consecutivos sea inferior al 140 millones de toneladas. (2,5 puntos)

La cantidad de sustancia S contenida en una dosis de cierta vacuna
sigue una distribucién normal con una media de 50 unidades. Se ha
comprobado que la vacuna inmuniza si la dosis contiene una cantidad
de S comprendida entre 46 y 54 unidades. Sabiendo que el 2,5% de las
dosis contienen una cantidad de S superior a 54 unidades,

a) Calcula la desviacion tipica de la distribucién de S.

b) (Qué probabilidad hay de que un individuo al que se le administra
una dosis elegida al azar no quede inmunizado?
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Matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones li-
neales

1. Halla, si existen, la inversas de las matrices

-3 2 -1 2 2 -1
2 0 1 -2 1 4
-1 2 1 3 0 0

2. Calcula el determinante de la matriz

111111
1 2 2 2 2 2
1 2 3 3 3 3
1 2 3 4 4 4
1 2 3 45 5
1 23 45 6

cosa —senao
sen o '

3. Justifica que la matriz ( ) siempre es invertible.

. DEPARTRRTIVIHER PAMARTEICATICAS .
4. Determina el rango de cada g destagisiguientes matrices:

0 3 -5 -2 1 -2 3 -1 5 (1) _21 _24
1 -2 3 4 -1 2 -3 2 -1 5 0 o
2 -1 1 6 0 0 1 -1 1 0 3 =5

5. Considera el conjunto de las matrices de la forma
0 a O
b 0 b

a) Sisumamos dos matrices de ese tipo multiplicadas cada una de ellas
por sendos numeros reales, el resultado es una matriz del mismo
tipo.

donde a,b € R. Justifica que

b) Existen dos matrices A y B de la forma anterior, tal que cualquier
matriz de esa forma se puede expresar siempre como a4 + BB.
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1 1
6. Justificaque | a b ¢ |=(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c)
ad b
7. Se dice que una matriz A es idempotente, si y solo si A2 = A. Probar
que si A es una matriz idempotente, entonces B = I — A es idempotente
y ademiés A-B=B-A=0.
8. Una matriz se dice nilpotente de orden k si A¥ = 0, siendo k el menor
entero positivo para el cual es vélida la igualdad. Prueba que
11 3
A=15 2 6
-2 -1 -3
es nilpotente de orden 3.
9. Se dice que una matriz es simétrica si S* = S, siendo S! la traspuesta
de S, y que es antisimétrica si S* = —S . Sea A una matriz cuadrada
y S una matriz cuadrada del mismo orden y simétrica. Demuestra si es
cierto o pon un contraejemplo ac%l de lo siguiente:
a) A- At es simétrica. WLPAF-EWT{MEWNLT?%TLM
b) At ] S ] A o5 Simétrica UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
c) A es antisimétrica => A? es simétrica.

10. Determina la expresiéon matricial de los sistemas de ecuaciones. Resuélve-
los calculando la matriz inversa de la matriz de los coeficientes del sis-
tema o de un sistema equivalente:

3r — =5
r4y = 0 r—y+z
— 0 rT+y—z = -2
Y —r+2y+z = 3
11. Calcula el valor de a € R para que el sistema

rz4+ay = 1
y—z = 2
rT+y+z = 2

sea de Cramer y resuélvelo para todo valor de a diferente de ese valor
particular.
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12. Discute y resuelve el siguiente sistema

3x —dy+2z2+4+4t = 2
r—4y+z+3t =
Sr+y—4z—t = 3

at

13. Resuelve el sistema homogéneo:

r+y—z+t = 0
20 4+2y—2z—t = 0

14. Discute y resuelve para los valores de los parametros que sea posible los
siguientes sistemas de ecuaciones:

a) x+y+az=1

THay+z=2

y+az =0
b) r+ay+2z=0

ar +y=1

z+2y+z2=3 TP BEMTTEIATICAS

gN;uERSiuAnn-DEE?X’::;:«’rDUM

c) ar+y+z=1

z+ay+z2=0

r+y+az=-1

d) (m+1)z+y+2=3
T+2y+mz=4
z+my+2z=2

e) x+y+z=1
mr+y+z=1
z+my+nz=1

f)ox4+y+z+t=0
204+ 3y+mz+(m+1)t=0
(m—1)x+4y +52+6t=0
mz 4+ (m+1)y+6z+T7t=0
9) (m+2)x+y+z=m-—1
mz+(m—1ly+z=m-—1
(m+1z+(m+1z=m-—1
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h) z+y+z=1
ar+by+cz=d
a’x +b%y + Pz = d?

i) 3r+2y+z=t
r—y+2z=1+1t
3r+Ty—4z=—-1—t—t>—13
2z +y+bz =1t

j) zr—ay+z=0

r—y—2=0
20 —y—bz=0
y+z=0

k) +3y—az=4
—ar+y+az=0
—r+2ay=a+2
20 —y —22=10

15. Discute y resuelve, si es posible, los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) x+2y—3z+t=2
2z —y—z—-t=1 .wmw.fwwf;%@
—x+y+2z—t:0 UNIVERS!
3r+2y—4z—-3t=1

b) z+2y—z+t+u=0
3r—y+t—u==6
6z+y+t+u=1
rT—2y+22—2t=-5

c)2x—y+z=5
—3x+2y+22=0
—x—2y+22=0
r+y+z2=0
dxr—6y —22=0

9 PRMABTEICHATICAS

DAD DE EXTREMADURA

16. Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Sean A y B dos matrices tales que es posible calcular A- B y y
B - A. Entonces A y B son matrices cuadradas.

b) Lasuma de dos matrices triangulares del mismo orden es una matriz
triangular.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

c¢) Dada cualquier matriz A, la matriz A - A’ es simétrica.
d) La suma de dos matrices regulares es una matriz regular.
e) Si A es una matriz de orden 3x4, el rango de A es 3 o 4.

2 1

Dada la matriz A = < 5 9

(07)

1 2
Dada la matriz M = 1 2
2 6

>, halla 3AY - A — 21 y resuelve A - X =

, halla una simétrica S y otra anti-

O W O

simétrica A tal que M = S + A.

Halla el rango de las siguientes matrices usando operaciones elementales
hasta convertirlas en matrices triangulares.

S W N~
CoO N =~ N
~N = W w
Tt Ww NN O

Calcula el determinante de A sabiendo que A' - A = 1I.
Calcula el determinante de A sabiendo que A? = A.
Calcula la condicion que tiene que cumplir x para que la matriz siguientes
sea invertible:
T 1 0
A= 1 x 2
-3 -3 1

Calcula todas las matrices A de orden 2 tales que:

a) su cuadrado es la matriz nula,

b) su cuadrado es la identidad.

Calcula los siguientes determinantes:
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a 3 0 5
a) 0 b 0 2
1 2 ¢ 3
0 0 0 d
1 2 3 4 n
-1 0 3 4 n
by | -1 -2 0 4 n
-1 -2 -3 —4 0
1 2 3 4
) 2 3 41
1341 2
4 1 2 3
T T x x
d) T Yy Yy
T Yy z z
r y z t
I+ 1 1 .. 1;%@
1 14+ 1 . oeamewivesssiiesnicas
6) - BAREMADURA
1 1 1
a a a a
-1 b 0 O
f) 0 -1 b O
0 0 -1 b
1 a b+c
25. Justifica que el determinante siguiente es nulo sin desarrollarlo: | 1 b a4 c¢
1 ¢ a+b

26. Justifica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si un sistema de ecuaciones AX = B es compatible determinado,
la matriz A es cuadrada.

b) Si AX = B es un sistema incompatible de 5 ecuaciones con 4
incoégnitas y el rango de A es 4, entonces el rango de la matriz
ampliada es 5.
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¢) Si un sistema AX = B tiene la solucién (0,0,...,0), entonces es
homogéneo.

d) Si el sistema AX = B; es compatible y AX = Bj es incompatible,
entonces el sistema AX = B es compatible, siendo B = Bl + Bs.
e) Si A es una matriz triangular con determinante nulo, entonces el

sistema AX = B es compatible determinado.

27. Dado el sistema de ecuaciones

z+3y—az = 4
—azr+y+az = 0
—x+4+2ay = a+2

a) Discute sus soluciones en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvelo en los casos que sea posible.

28. Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones (si son falsas,
basta poner un ejemplo que lo ilustre; si son verdaderas, hay que justificar

por qué): &
a) Sean A y B dos matriée§ {iles"{i{¢'és posible calcular A- B y y

JNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

B - A. Entonces A y B son matrices cuadradas.

b) Lasuma de dos matrices triangulares del mismo orden es una matriz
triangular.

¢) La suma de dos matrices con determinantes distinto de cero es una
matriz con determinante distinto de cero.

d) Si A es una matriz de orden 3 x 4, el rango de A es 3 o 4.

29. Discute segun el valor del parametro a y resuelve, cuando sea posible,
el sistema de ecuaciones:

z+3y—az = 4

—az+y+az = 0
—r4+2ay = a+?2

20 —y—22z = 0

30. A certain population of owls feeds almost exclusively on wood rats. Let-
ting o(k) and r(k) denote the number in each population in year k, a
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31.

32.

33.

biologist estimates that o(k + 1) = 0,50(k) + 0,057(k) and r(k + 1) =
—0,90(k) + 50r(k). Write the matrix that describes the interaction of
these two populations from year k to year k + 1.

Assume the pattern described will continue in the future.

a) What would you calculate, and how would you interpret the results,
to find out the number of individuals in each population five years
from now?

b) How could you use eigenvalues and eigenvectors to describe the long
term behavior of the owl rat population? Include any equations you
need to discuss, and say what all your symbols mean.

A yogurt company makes three yogurt blends: LimeOrange, using 2
quarts of lime yogurt and 2 quarts of orange yogurt per gallon; Lime-
Lemon, using 3 quarts of lime yogurt and 1 quart of lemon yogurt per
gallon; and OrangeLemon, using 3 quarts of orange yogurt and 1 quart
of lemon yogurt per gallon. Each day the company has 800 quarts of li-
me yogurt, 650 quarts of orange yogurt, and 350 quarts of lemon yogurt
available. How many gallons of efighi blend should it make each day if it
wants to use up all of thesuppli HERATICAS

L -DETIFREMAOURA
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

It takes three different ingredients A, B, and C, to produce a certain
chemical fertilizer. A, B, and C have to be dissolved in water separately
before they interact to form the chemical. Suppose that the solution
containing A at 1,5 g/ecm? combined with the solution containing B at 3,6
g/cm? combined with the solution containing C at 5,3 g/em?® makes 25,07
grammes of the chemical. If the proportion for A, B, C in these solutions
are changed to 2,5, 4,3, and 2,4 g/cm3, respectively (while the volumes
remain the same), then 22,36 grammes of the chemical is produced.
Finally, if the proportions are 2,7, 5,5, and 3,2 g/cm3, respectively, then
28,14 grammes of the chemical is produced. What are the volumes (in
cubic centimeters) of the solutions containing A, B, and C?

The action of sunlight on green plants powers a process called photosynt-
hesis, in which plants capture energy from light and store energy in
chemical form. The process is manifested as follow

CO9 + Hy0 = Oy + CeH1204
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Balancing this chemical reaction means finding values of x,y, z so that
the number of atoms of each element (C, O, H) is the same on both sides
of the equation:

xCO9 + yHo0 = 209 4+ tCsH1204

Find the smallest positive integer to balance the equation.

DEPARTERIEHID BRMARTEIETICAS
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Espacio vectorial

En lo que sigue, salvo que se diga lo contrario, se entenderda que R" es el
espacio vectorial formado por el conjunto

R" = {(xl,xg, ... ,zn)/xi S R}
junto con las operaciones

(@1, @2, Tn) + (Y1,Y2, -+, Yn) = (1 + Y1, 32 + Y2, ..., Tn + Yn)
a- (r1,29,...,xn) = (- X1, Tay ..., Tp)
siendo @ € R.
1. Responde a las siguientes cuestiones:

a) Considera el espacio vectorial R2. ; Cudles son sus subespacios vec-
toriales? Si consideramos su expresion en coordenadas jqué forman
tienen sus ecuaciones paramétricas e implicitas?

b) Con81dera el espa(no Vectorléh 3 LCuales son sus subespa(:los vec-

uuuuuu

tienen sus ecuaciones par?i””éiu‘f‘(ié”“ "¢ implicitas?

2. Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones:

a) El vector (1,2,3) es combinacién lineal de los vectores (1,1,1) y
(—1,0,1).
Si el sistema {v,u} es libre, el sistema {u — v,u + v} es libre.
Si el sistema {u,v,w} es ligado, el sistema {u,v} es libre.
Si el sistema {v, u} es libre, el sistema {u, v, w} es libre.
Los sistemas S; = {(1,1,0),(1,2,0)}, {(1,3,0),(1,5,0)} son gene-
radores del mismo subespacio vectorial.
f) Elvector (1,1, 1) tiene coordenadas (1, 0,0) en la base {(1,0,0), (1,2, 1), (1, 3,2)}.
g) Si B = {ey,ea,...,e7} es una base de un espacio vectorial V', en-

tonces B’ = {uy,us,...,us} puede ser también base de V.

h) Si B = {e1,e2,e3} es una base de un espacio V, entonces puede ser
que e; + e +e3 = 0.
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i) SiS ={e1,e2,e3,e4} es unsistema generador de V, entonces dim(V') <
4.

7) Los sistemas de vectores {(3,0,2),(-1,0,1),(2,0,-5)} y {(7,0,0), (0,0, 3) }
generan en R? el mismo subespacio vectorial.

3. Determina a y b para que el vector (1,0, a,b) pertenezca al subespacio
generado por (1,4,—5,2) y (1,2,3,—1).

4. Sea M = {(x,y,2,t) € R*)z +y + z +t = 0}. Demuestra que es un
subespacio vectorial y encuentra una base.

5. Para el espacio vectorial R*, encuentra una base que contenga al vector
(1,2,1,1) y otra que contenga a los vectores (1,1,0,2) y (1,—1,2,0).

) ) )

6. En el espacio vectorial R?, considera el sistema S = {(1,1,a), (1,a,1), (a,1,1)}
y estudia la dimensién del subespacio generado por dichos vectores en
funcién del valor de a.

7. Determina una base del subespacio de R* generado por los vectores
(1,2,3,1), (2,3,2,3), (0,1,4, -1 o), -3,1,1), (4,1,7,3).

DEPARERATMENTD BRMAISSETIGHATICAS

uuuuuu

Up =< (1,2,0,1) >, Us = {(z,y,2,t) ERYz —y+2+t=0} Us=

T =\
y=Atu
z="
L= p

Razona si el vector (2,4, 0, 2) pertenece a Uy, Us 0 Us. En caso afirmativo,
calcula sus coordenadas en alguna base localizada previamente.

9. Razonasi los sistemas {(3,0,2),(—1,0,1),(2,0,—5)} y {(7,0,0),(0,0,3)}
generan en R? el mismo subespacio vectorial. Calcula las ecuaciones pa-
ramétricas e implicitas del subespacio generado por el primer sistema.

10. Demuestra que si Uy, Us, ..., U, son subespacios vectoriales de un espacio
vectorial V' sobre R, entonces:

a) Uy 4+ Us + ...+ U, es un espacio vectorial.

b) Uy + Uz + ... + U, contiene a todos los vectores de Uy, Us, ..., U,.
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¢) Cualquier otro subespacio que contenga a Uy, Us, ...,U, contiene
también a Uy +Us + ... + U,,.

11. Demuestra que si Uy, Us, ..., U, son subespacios vectoriales de un espacio

12.

13.

14.

vectorial V' sobre R, entonces:

a) Uy NUzN...NU, es un espacio vectorial.
b) UiNUxN...NU, esté contenido en todos los subespacios Uy, Uy, ..., Uy,.
¢) Cualquier otro subespacio contenido en Uy, Us, ..., U, esté contenido

también en Uy NUs N ...NU,.

El conjunto de polinomios con coeficientes reales R[x], con las operacio-
nes habituales suma de polinomios y producto de un polinomio por un
numero real, es un espacio vectorial. Prueba que:

a) El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 3 con coefi-
cientes reales (R3[z]) es un subespacio vectorial de R[z].

b) En general, el conjunto de polinomios de grado menor o igual que
n con coeficientes reales (Rn% es un subespacio vectorial de R[z].

¢) El conjunto de polingm&%{@;mg@g&ntes racionales de grado me-

nor o igual que n (Qufwjyaéresisubespacio vectorial del espacio
vectorial R, [z].

d) S=1{1, 2z, 322, ..., (n+1)z"} es un sistema generador de R,[z].
En el espacio vectorial R?, consideremos los subconjuntos
Ly ={(z,y,2) ER®Jy =2=0} Ly={(x,y,2) € R¥/z = 0}.

Calcula la dimensién y una base de L1 y la dimensién y una base de L.
Prueba que L1 N Ly =0y L1+ Ly = R3.

En R3, sea P el plano Y Z y L el subespacio generado por los vectores

{(1,1,1),(1,2,3),(0,—1,-2)}.

a) Calcula una base y la dimensién de P y de L.
b) Encuentra las ecuaciones del subespacio L.
¢) Calcula LNPy L+ P.
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15.

16.

17.

18.

19.

Justifica cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales
del espacio vectorial correspondiente. En caso de ser posible, calcula una
base y la dimension:

z,y) € R?/x +y =0} CR?
z,y) ER?/x —y=1} C R?
r,y,z,t) ERY x =y, 2=t} CR*
ry,z,t) ERY 2 +y+2=2 CR?
r,y,z,t) ERY 2 +y=22+3t} CR?
Estudia la dependencia o independencia lineal de cada uno de los siste-
mas de vectores siguientes, hallando, en su caso, la relacién de depen-
dencia:
a) {(2,1),(1,2),(3,-3)} C R?
b) {(5,0,1),(2,0,2)} C R3
¢) {(2,0,1),(3,2,1),(1,-2,1)} @=R3

o
Sea {v1,v2,v3} un sistema HHEE A ESpECio vectorial V. Probad que
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

entonces los siguientes sistemas también son libres:

a) {v1 +v2 +vs,va + v3,v3}

b) {v1 +v2,v1 + v3,v2 + v3}
Consideremos en R? los sistemas de vectores S = {(1,0,1),(1,1,0)} y
S =1(3,1,2),(3,2,1),(0,—1,1)}. Justifica si

a) S estd contenido en el subespacio generado por S’

b) S’ es libre o ligado.
Halla la base, la dimensién y las ecuaciones paramétricas e implicitas
del subespacio generado por el sistema de vectores S en cada uno de los
siguientes casos:

a) S={(0,0,1),(0,1,1)}

b) S=1{(1,2,3),(3,2,1),(—1,2,5)}

c) S=1{(2,1,0),(4,2,0)}
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d) S=1{(1,2,0),(2,1,0),(2,2,0),(1,1,0)}
e) S={(2,-1,1,4),(1,-2,3,-2),(1,1,-2,6)}
20. Comprueba que S = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} es un sistema

generador de R3. ;Es S una base? Si no lo es, extrae de S una base de
R3.

21. Calcula una base del subespacio de R* generado por el sistema {(1,2,0,1),(2,1,3,1),(2,4,0,2)}.

22. Encuentra una base de Ra[x] = {Polinomios de grado menor igual que 2}
que contenga a una base del subespacio engendrado por el conjunto
{x—1, 2241, 322 + 22 +1}.

23. Sea V un espacio vectorial de dimensién cuatroy L y Lo dos subespacios
de V' de dimensién 2 tales que L1+ Lo = V. Demuestra que L1NLy = O.

24. Consideramos el conjunto de los niimeros reales sobre el cuerpo de los
nimero racionales. Comprobad que es espacio vectorial. Demostrad que
{1,4/2,1/5} es un sistema independiente en este espacio.

25. Halla las coordenadas del Vectofg{%%: 21_11 + 3v9 de R? en la base B =
{(1,2),(3,1)}, siendo vy = (2 IYFBILA(1T5).

NUERSDAY DE EXTREMAOU
26. Razona si son ciertas las siguientes afirmaciones:
a) Si el vector 0 pertenece a un sistema de vectores, entonces dicho
sistema es ligado.
b) Todo sistema formado por un tinico vector no nulo es libre.

c¢) Si se anaden vectores a un sistema ligado el sistema que resulta es
ligado.

d) Sia un sistema libre se le anade un vector y resulta un sistema liga-
do, entonces el vector anadido es combinacion lineal de los demas.
)

27. a) Definicién de base de un espacio vectorial y coordenadas de un
vector en una base.

b) En el espacio vectorial V' de los polinomios de grado menor o igual
que 3, se consideran los polinomios:

Py(z) =3 — 2z + 4% 4+ 2°
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28.

29.

30.

31.

32.

Py(z) =4 — x + 622 — 223
Py(z) =7 — 8x + ax® + b,

Halla a y b para que el subespacio que generan P (), P2(z) y P3(z)
tenga dimensién 2. Halla una base cualquiera de este subespacio y
determina las coordenadas de los tres polinomios anteriores en dicha
base.

El conjunto de los ntmeros reales R es un espacio vectorial sobre el
cuerpo de los niimeros racionales Q (no es necesario demostrarlo).

a) Demuestra si v/5 es linealmente dependiente de 1 o no.

b) Demuestra si V5 es combinacién lineal de 1 y de V2 o no.

Define base de un espacio vectorial, coordenadas de un vector en una
base, aplicacién lineal entre espacios vectoriales y explica cémo se cons-
truye la matriz de una aplicacién lineal en las bases B del espacio de
partida y B’ del espacio de llegada.

Justifica que cada uno de estos conjuntos es un espacio vectorial o un

subespacio vectorial. Calcula unathaise y la dimensién:
DEPARTRRIFIRIED BRMAMEINATICAS
WNIVERSIDAD OF EXTREMAOURA

a) Las matrices de orden m™Xn.

b)H—{A€M2x3/A—(2 3 2)}

En el espacio vectorial R%, sea L; el subespacio generado por los vectores
{(1,-1,2,3),(1,1,2,0),(3,—1,6,—6)},
vy Lo el subespacio generado por los vectores
{(0,-2,0,-3),(1,0,1,0)}.

Halla las ecuaciones de los subespacios Li, Lo, L1 N Lo, L1 + Lo y sus
dimensiones.

Sea el subconjunto de las matrices cuadradas de orden 2

H:{<Z _ab>/a,beR}.
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a) Demuestra que H es un subespacio vectorial del espacio vectorial
de las matrices cuadradas de orden 2.

b) Encuentra una base y calcula las coordenadas de la matriz < \% _;/5 >

respecto a dicha base.

33. Sean Hy = {(z,y,2,t) ER* |2+ y+2=0}y Hy = {(N+ p, A\ +v,7+
5,A+6)} dos subespacios vectoriales de R?.

a) Para cada uno de ellos, hallar una base y su dimensién.

b) Comprobar que el vector (1,0,1,—2) pertenece a los dos subespa-
cios.

c¢) Hallar las coordenadas de (1,0,1,—2) en las respectivas bases en-
contradas en el apartado a).

34. Razona si los sistemas de vectores {(3,0,2),(—1,0,1),(2,0,-5)} y {(7,0,0), (0,0,3)}
generan en R? el mismo subespacio vectorial. Calcula las ecuaciones pa-
ramétricas e implicitas del subespacio generado por el primer sistema.

b) Halla la dimensién y una base de este subespacio.

c¢) Halla las coordenadas de los vectores de A en la base obtenida en
el apartado anterior.

36. Sea A = {u, Us, W3} un conjunto de vectores linealmente independientes.
Demostrar que el conjunto B = {1 +s, ] — iz, U1 —2 Ua+Us } es también
un sistema libre.
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Espacio afin euclideo

1. En el espacio afin F3 tenemos los sistemas de referencia S = {0; €1, €3, €3}
y S§" = {0';ui,u3, u3}. Sabiendo que las coordenadas de O’ en el sistema
S son (1,2,0) y que

—

5= —€1+ €+ és,

—

3= —€] — 26 + €1,

—

ul = €1 + €5 + €3,

a) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S’ a
S.

b) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S a
S’

2. En el espacio euclideo F3 se consideran las rectas

x—17 Y z—4 r—2 y—1 =z-1
T == = S = = .
5 -1 3 3 1 1
a) Determina la posicién relativa de las dos rectas y el dngulo que
forman.

b) Halla la ecuacion de la rectaggue pasa por Q(5,2,2), es perpendi-
Cular asy corta a T')liPARVF?ﬂﬂi""uﬁff’@iﬂg’gﬂ\?ﬂﬁkﬁrﬂ.ﬁT‘(AS
¢) Calcula el punto de interseecionricdes y ¢.

3. En el espacio afin F3 tenemos los sistemas de referencia S = {0; €1, €3, €3}
y S§" = {0';ui,u3, u3}. Sabiendo que las coordenadas de O en el sistema
S son (1,2,0) y que

—

5= —€1+ e+ é€s,

—

3 =—€] — 26+ €1,

—

up = €1 + €5 + €3,

a) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S” a
S.
b) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S a

S’

4. En el espacio euclideo E3 se consideran la recta r, el plano 7 y el punto
P, dados mediante

r:{ 3r+y—z2=1

Tyt 2 m:2x+y—32=5 P=(1,-1,3)

Halla la recta perpendicular a r, paralela a 7 y que pasa por P.
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5. En el espacio afin E3 tenemos los sistemas de referencia S = {O; €7, €3, €3}
y S ={0’;ui,u3,us}. Sabiendo que las coordenadas de O en el sistema
S" son (2,1,0) y que

—

3= _e_i —|—€_é,

— —

u] = €5 + €3, 9= —€] + €3,

a) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S’ a
S.

b) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S a
S’

6. En el espacio afin E3 se consideran las rectas

r=2+4+al
r:{ii—y:iz_:_f__oo s:¢ y=14p8X\ AeER
y o z =2\

a) Determina los valores de oy 8 para que r y s se corten.

b) Determina los valores de av y 8 para que r y s sean paralelas.

c) Para a =3y 8 =1 halla el{plino paralelo a r que contiene a s.

SEPARTERTENEHED BEWISTIATICAS
S

7. En el espacio afin E3 tenemosdéssistéitias.de referencia S = {O; €1, €3, €3}
y 8" ={0'; i, u3,u3}. Sabiendo que las coordenadas de O’ en el sistema
S son (2,1,0) y que

— — —

up = €3 — €3, U = €1 + e, u3 = e} — e,

a) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S” a

S.

b) Calcula las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de S a
S’

8. En el espacio afin euclideo E3 se consideran la recta r y el plano 7w dados
por las ecuaciones

T:{ r—y+2z—3=0

% ty—1=0 m:2x+y—z—2=0.

Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P = (1,2, 1), que es
paralelo a r y perpendicular a .
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9. Dado el sistema de ecuaciones

r+y+az=1
y+az=0
T+ay+z=2

= Discute la compatibilidad del sistema para cualquier valor real del
parametro a

= Si consideramos que las dos primeras ecuaciones definen una recta
r y la tercera es la ecuacién general de un plano 7, utiliza los re-
sultados del apartado anterior para estudiar las posiciones relativas
de r y 7 en funcién del pardametro a.

10. Dadas las rectas r y s

T

r—2  z+1 ) rxt+y—2=0
3 Y73 ‘1 22+3y=-6

= Estudia su posicién relativa
» Halla la recta ¢ que corta a %§a s y es perpendicular a ambas.
DEPARTHATIVENED BRMURIFIRHATICAS

= Determina la distancia, eatEesrsgigom

r—2y—2z=1

11. Hallar razonadamente los valores de a 'y 8 para que la recta r : { T+hy+z=0

esté contenida en el plano 7 : 2x 4+ y+az = —0

12. Dados r y 7w estudia razonadamente su posicion relativa en funcién del
parametro a. En cada caso, dibuja r y .

=1
r:{aaﬂ—y—i—z rT=x4+y+az—a’=0

r+ay+z=a

13. Dadaslasrectasrz{ 2r—y—z=1 { Toytz=-2

3r—y—2z2=4 ys= r—3y—z=-8
a) Estudia su posicién relativa.
b) Halla la distancia entre ellas.

¢) Determina los puntos donde se alcanza la distancia entre r y s.
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14. Dadas las rectas r y s

r—1 y z—a r+1 y—2
= - = S = = =

z
r z
2 1 -1 3 1 1

a) Determina a para que sean secantes.
b) Para ese valor de a calcula el plano m que contiene a 7y s.

c¢) Calcula la recta que resulta de proyectar sobre 7 la recta t = §{ =
y _ =z

2= =3
15. Dadas las rectas r y s de ecuaciones

y—1 2+2 x+5 y—3 z+4

r:rx—1=

1 2 LT T2 T T3

a) demuestra si son o no coplanarias,

b) halla la ecuacién del plano que contiene a una de las rectas y es
paralelo a la otra.

16. Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones (si son falsas,
basta poner un ejemplo que lo ilug@ si son verdaderas, hay que justificar
por qué): \

DEPARTERIEHID BRMARTEIETICAS
RSIOAD-BE-TAREMADUNA
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

a) Las rectas ry s

= S =

— z
"= - 1 3 1 1

2

r—1 'y z-1 r+1 y—2
0 =

son secantes.

b) El paralelepipedo formado por los vectores (1,2,0), (0,1,2) y (1,0,2)
tiene volumen 5.

¢) El dangulo que forman las fuerzas f1 = (2,3,4) y fo = (1,5,2) es

90°.
17. Halla la recta que pasa por el punto (2,1, —1) y corta perpendicularmente
a la recta
r—1_ y+2 =z
1 3 2
18. Dadas las rectas r y s
r—1 y z—a z+1 y-—2
r= = = s = = = -
2 1 -1 3 1 1
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a) Determina a para que sean secantes.
b) Para ese valor de a calcula el plano 7 que contiene a 7 y s.

c¢) Calcula la recta que resulta de proyectar sobre 7 la recta t = { =
zZ
-3

SRS

19. Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano 7, en funcién del
parametro «, calculando, cuando exista, la interseccién entre ambos.

Jytaz=1 ) .
T'{x—ky—i—z:l Tix+2y=o.
20. Halla razonadamente la ecuacién de un plano que es perpendicular a los

planos m :x4+y—2=0y m: 2z —y+32z—1=0y pasa por el punto

A(1,1,1).
21. Halla razonadamente el punto simétrico del punto A(0,1, —2) respecto
de la recta
re = +1=-z
9 Yy

DEPARTERIEHID BRMARTEIETICAS
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