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Introduccion

El texto que sigue no es definitivo ni exhaustivo. Se ird reformando a medida
que se detecten fallos o se modifique el contenido para mejorarlo. Debeis
emplearlo como una ayuda para preparar la asignatura Analisis Matematico 1
y como complemento de las notas que tomeis en clase.

Espero que os sirva.

Pedro Martin.






Capitulo 1

Numeros reales y complejos.
Topologia en R y R"

1.1 Numeros naturales, enteros y racionales

El conjunto de los nimeros naturales N estd incluido en el conjunto de los
nuimeros enteros Z, que a su vez esta contenido en el conjunto de los nimeros
racionales Q, es decir, los nimeros que se pueden expresar como fraccién de
dos nimeros enteros:

N=1{1,2,3,...} Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
1 -1 1 -1 1 -12 -2 3 -3
Q={0,1,-1,2,-2,3,-3, 3 7,4, —4, 3 ?,5, =5, 113 3°2 2" oo}
Los ntimeros racionales se pueden sumar y se pueden multiplicar. Ademas,
estdn ordenados, es decir, dados dos nimeros racionales distintos es posible
determinar cual es el menor y cual es el mayor. Las propiedades que tienen
las operaciones suma y producto en el conjunto QQ hacen que tenga estructura

de cuerpo conmutativo y ordenado.

1.2 Numeros reales

La longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 es v/2, que es un nimero
real no racional. El conjunto de los nimeros reales R contiene a Q y a otros
nameros llamados irracionales I que no se pueden expresar en forma de fraccion
de nimeros enteros.
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Entre dos niumeros reales cualesquiera siempre
hay numeros reales racionales e irracionales.

Los nimeros reales se pueden sumar, multiplicar y ordenar, y las propie-
dades que cumplen estas operaciones con el orden establecido hacen que R
tenga estructura de cuerpo conmutativo y ordenado. Con los ntimeros reales
podemos medir cualquier distancia (por ejemplo, la diagonal del cuadrado de
lado 1), a diferencia de lo que ocurria con Q.

Una cota superior de un conjunto de niimeros reales es un nimero real
mayor o igual que todos los del conjunto. Un conjunto de ntmeros reales
estd acotado superiormente si existe una cota superior para el conjunto.
Por ejemplo, 1 y 1.7 son cota superior de los intervalos [0,1] y [0,1). Ambos
intervalos estan acotados superiormente.

Una cota inferior de un conjunto de ntimeros reales es un niimero real
menor o igual que todos los del conjunto. Un conjunto de ntmeros reales
estd acotado inferiormente si existe una cota inferior para el conjunto.
Por ejemplo, -1 y 0 son cota inferior de los intervalos (0,1] y [0,1). Ambos
intervalos estan acotados inferiormente.

Un conjunto estd acotado si estan acotado superior e inferiormente. Por
ejemplo [0, 1) estdn acotado.

El supremo de un conjunto, si existe, es la menor de las cotas superiores.
Si el supremo es un elemento del conjunto entonces se llama maximo. El
infimo de un conjunto, si existe, es la mayor de cotas inferiores. Si el infimo
de un conjunto es un elemento del conjunto entonces se llama minimo. Por
ejemplo, respecto a (0,1], 1 es supremo y méximo pero 0 es infimo pero no
minimo.

’ Todos los conjuntos de numeros reales acotados tiene supremo e infimo. ‘

Dado un nimero real x se define valor absoluto de z al ndmero real

positivo
r siz>0
2| = :
—x siz<O0

y se verifica que
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l.z>0y|z|=0&z=0.
2. Jzy| = |=[ly]

3. | —al =al

4|z =yl < fz £yl

5. |z| < e= 1z € (—¢€)

Dado un niimero real x se define parte entera de x al mayor ntimero
entero que sea menor o igual que x.
Todo numero real z admite una expresién decimal de la forma

paias...a,...
donde p € Z y a; € {0,1,...,9} tal que
z=p+ar*x107 +ayx1072+ ...+ ap*107" + ...
Si la expresion decimal es finita o periddica entonces x es un ntimero racional.

En otro caso x serd irracional. La expresién decimal de un nimero real es
Unica salvo casos similares a este:

1/34000 = 1.3399.

A veces es necesario recortar el niimero de decimales de una determinada
expresién. En este caso, este truncamiento ha de hacerse usando las reglas de
redondeo: el iltimo digito que se conserva se aumenta en uno si el primer
digito descartado es mayor que 5; si es 5 0 es 5 seguido de ceros, entonces el
dltimo digito retenido se incrementa en uno solo si este Ultimo es impar:

numero 5 cifras decimales | 6 cifras decimales
5.6170431500 5.61704 5.6170432
5.6170462500 5.61705 5.6170462

Las reglas de redondeo minimizan los errores de aproximacién. Se define
error &/ como
E = valor verdadero — valor aproximado
A menudo se trabaja con el error absoluto (|E|). El error relativo es
E
valor verdadero’

Este dltimo compara la magnitud del error cometido con la magnitud del valor
que se pretende estimar y puede interpretarse en términos de %.
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1.3 Numeros complejos

La solucién de la ecuacién 22 4+ 1 = 0 es el nimero complejo i = /—1. Se
define el conjunto de los ntimeros complejos como

C={(z,y) €R?/ z€R, ycR}={r+yi/ z2cR, ycR}

La expresién a + bt de un nimero complejo se denomina forma bindémica.
Todo nimero real = es también un niimero complejo cuya forma binémica serd
x + 0¢.

Dados dos ntimeros complejos (a + bi) y (¢ + di), se define la suma y el
producto de ambos asi:

(a+bi)+ (c+di) =(a+Db)+ (c+d)i

(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

El conjunto C con las operaciones suma y producto tiene estructura de
cuerpo en el que no es posible establecer un orden. El nimero complejo a+ bi
se puede representar en el plano XY como el vector (a,b). Se denomina afijo
del complejo a + bi al punto (a,b) del plano.

Dado el niimero complejo z = a + bi se define conjugado de z y se denota
za:

zZ=a— bi.

Dados dos niimeros complejos z y 2/, se verifica que

z+z2 =zZ+ 7 22 =z

El médulo de un complejo z = a + bi es el ntimero real positivo

2l = Vz E= V& 2

que representa la distancia del afijo a + bi al 0. Para dividir dos complejos, es
decir, multiplicar uno por el inverso del otro, podemos multiplicar numerador
y denominador por el conjugado del denominador:

z w Z W 1

= |w|22 cw.

Z-w
w o ow-w  |wl?

Se verifica que:
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1. |2|>0VzeCylz] =0« 2=0.

2. |z w| =|z| - Jw| Yz,w € C.

3. |z7Y = ﬁ Vz #0, z € C, siendo 27! el inverso de z.
4. |z +w| < |z| + |w| Vz,w € C.

5. ||z £ Jw]| < |z £ w| Vz,w € C.

6. |—; tiene médulo 1.

Dado el complejo z = a + bi # 0, se define argumento principal de z al
numero real 6 € (0, 27| tal que:

a _a o — b b
7m—m senv = ——— fr—

cosf =

Va+ 5 A

Graficamente, 6 representa el angulo que forma el vector (a,b) con la parte
positiva del eje X. El conjunto de argumentos de z es

arg(z) ={0+2kn: keZ}.
Se tiene que
z=a+bi = |z|cos(0) + |z| sen(f)i = |z|(cos(8) 4 sen(6)i)

La expresion |z|(cos(#) + sen(6)i) es la forma trigonométrica de z.

La expresion |z|y es la forma médulo-argumento de z, siendo 6 uno de
los argumentos de z. Dos complejos z y w son iguales si tienen iguales sus
modulos y sus argumentos difieren en un multiplo entero de 27 :

|zlp = |wly <& |zl=|w| vy O0—-9=2kr, kel

El conjugado de |z|g es |z]|2x—g = |2|-0-
La forma moédulo-argumento es 1til para realizar operaciones de producto
y potencia de exponente entero. Si z, w € C y n € Z, se verifica que

L Jzlo - fwly = (121 - [wl) g,

N

||{z‘|i - (%)e—w

3. (Izl6)" =z 2 - ...(n-veces)... - z = (|z|”)n0
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3

Ejercicio: Calcula los nimeros complejos tales que z° - z = —1.

Dado z € C, n € N, se dice que w € C es una raiz n-ésima de z si w” = z.
Un nimero complejo distinto de 0 tiene n raices n-ésimas y {/z representa al
conjunto de todas ellas. Puesto que z = w", se tiene que |z|g = (\w|")mb y
por tanto

o |z] = |w|" = [w] = ¥/l

o 0—mp=2kn, keZ=y=22%1 fecZ.

Ejercicio: Calcula las raices sextas de 1 y las raices sextas de —1.

Ejercicio: Calcula las niimeros complejos de moédulo 1 tales que sus raices
cuartas tienen sus afijos en las bisectrices de los cuadrantes del plano.

Si b € R, define €® como
e = cos(b) + isen(b).
Siz=a+ bi € C, se define la exponencial de z como:
e” = et = . b — % . (cos(b) + isen(b)).
Se verifica que €* - eV = e*T¥, siendo z,w € C.

Ejercicio: Comprueba que si z = a + bi, entonces el médulo de e* es

|e?| = e y el argumento de e* es b, con lo que e* en forma médulo-argumento

a
b

es (e
Partiendo de la forma trigonométrica del nimero complejo
z = |z|- (cos@ +isend)

se llega a la forma exponencial

z = |z|e".
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De la definicién de la exponencial compleja e = cosb + isenb, siendo

b € R, se deduce que

24

Si sustituimos en lo anterior la exponencial compleja por la exponencial real,
obtenemos las definiciones de seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico

b —b b —b

e +e e’ —e

hp = ——— hp = ——.
cos 5 sen 5

Por similitud con el caso real, si z € C se definen coseno y seno para
nimeros complejos asi

e e elr _ o2
cosz = ——— senb = ————
2 21

Entre los niimeros reales no se pueden encontrar logaritmos de niimeros
negativos. Sin embargo, si es posible hacerlo entre los ntimeros complejos.
Dado z € C, se dice que w € C es un logaritmo neperiano de z si se
verifica que € = z. El conjunto de todos los logaritmos neperianos de un
complejo z se representard

Lz={weC/ e“=z}

Ejercicio: Comprueba que si z = |z|g entonces

Lz=Llz|+i(0+2kn) ke€Z.

De la definicién de logaritmo de un nidmero real, se deduce que a® =

eble siendo a,b € R, a # 0. Por similitud, dados z,w € C, z # 0, se
llaman potencias de base z y exponente w a todos los nimero complejos
representados por z% y definidos asi



16 CapiTuLO 1

1.4 Sucesiones de numeros reales

1.4.1 Topologia de R

Sea a € R. Se define bola abierta de centro a y radio r > 0 y se denota
B(a,r), al intervalo abierto (a — r,a + )

B(a,r)={x € R/ |z —a|<r}.

Un conjunto de ntimeros reales es abierto si para todo elemento del conjunto
se verifica que existe una bola abierta centrada en el elemento que a su vez
estd contenida en el conjunto. Un conjunto es cerrado si es el complementario
de un abierto.

Se define bola cerrada de centro a y radio r > 0 y se denota Bla,r], al
intervalo cerrado [a — 7, a + 7]

Bla,r] ={z € R/ |z —a|]<r}.

Un nimero real z es punto de acumulaciéon de un conjunto si toda bola
abierta centrada en x contiene puntos del conjunto distintos de x.
Se denomina recta ampliada al conjunto {R U {—o0, 00}}.

1.4.2 Sucesiones de numeros reales

Una sucesién de niimeros reales (a,)nen es un conjunto de infinitos nimeros
reales que estdn ordenados, es decir, que hay un primer ndmero (ap), un se-
gundo (as), un tercero (as3), un n-ésimo (a,), etc. Los siguientes son ejemplos
de sucesiones:

S|

y e

1 11
1. —. —. —. -+,
’ 27 37 47 ’

R

bl
bl
i
@l
| —
Ut =

1 1
) 1, Ea

1 1 1 1 11
18 o) 17 PR 17 PR 17

2" 3 45 6" 7
Puesto que a cada ntimero real de la sucesién se le asigna un lugar (primero,
segundo, etc.), de forma exacta y rigurosa se dice que una sucesién (a,)nen
de nuiimeros reales es una aplicacién de N en R:

N — R

n o — ap
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Podemos identificar una sucesién mediante su término general ((an)pen = 2),
con una definicién por recurrencia (b; = 0.5, b, = 2b,—1 — 1) 0 mostrando sus
primeros términos (1, %, i, ... ). Una sucesién puede representarse en unos ejes
cartesianos, situando los valores de n en el eje X y los valores de a,, en el eje
Y. También se suelen representar solo los valores de a,, en la recta real, pero
en este caso la representacién no permite identificar el orden de la sucesién.
Intuitivamente, una sucesién es convergente a un nimero real [ (y

se denota lim =) si los términos de la sucesién se van acercando al valor
n—oo

de [. Més precisamente se dice que una sucesion (ay)neny de nimeros reales
converge a | € R o tiene como limite [ si se verifica alguna de estas propiedades
equivalentes:

e Todas y cada una de las bolas B(l,€) centradas en [ contienen todos los
términos de la sucesion a,, salvo, quizéds, una cantidad finita de ellos; es
decir, a partir de un término a,, todos los posteriores estdn contenidos
en B(l,¢).

e Para todo € > 0, existe un v € N tal que si n > v entonces |a, — | < e.

Intuitivamente una sucesién de numeros reales es de Cauchy si, a medida
que avanzamos en la sucesién, los términos cada vez estdn mas cerca unos
de otros. De forma mas precisa, se dice que una sucesion de numeros reales
(an)nen es de Cauchy si sea cual sea la distancia € > 0 que fijemos, existe un
término a, a partir del cual, si elegimos dos términos cualesquiera posteriores
an y am (n,m > v), la distancia entre ellos es menor que € (|a, — an| < €).

Una sucesién (ap)nen se dice que es creciente si a, < a,4+1 para todo
n € N y estrictamente creciente si a,, < a,+1. De forma similar se define
sucesion decreciente y estrictamente decreciente.

Una sucesién se puede sumar, multiplicar, dividir con otra sucesién término
a término. También se puede multiplicar una sucesién por un namero real mul-
tiplicando cada término por el nimero real. Asi mismo es posible considerar
una sucesién elevada a otra sucesién (a’) término a término o calcular el
logaritmo a los términos de una sucesién (Lay,).

Sean (an)nen ¥ (bn)nen sucesiones convergentes y A € R. Se verifican las
siguientes propiedades:

1. El limite de una sucesién convergente es Uinico.

2. Las operaciones suma, producto y producto por un nimero de sucesiones
convergentes da como resultado una sucesion convergente y
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lim a, + b, = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo n—oo

lim apb, = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo

lim Aa, = A lim a,.
n—oo n—0o0

Si lim a, =1yl < k, entonces a, < k a partir de un término en
n—oo

adelante.

Si a, < k a partir de un término en adelante, entonces lim a, < k.
n—oo

Si lim a, < lim b,, entonces a, < b, a partir de un término en ade-
n—oo n—oo

lante.

Si lim a, = lim b, y a, < ¢, < by, entonces
n—oo n—oo

lim a, = lim ¢, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Toda sucesion formada con términos extraidos de otra sucesion conver-
gente (subsucesion) es convergente al mismo limite.

Toda sucesion convergente es de Cauchy y que toda sucesion de Cauchy
es acotada.

Toda sucesién creciente y acotada superiormente es convergente. Equi-
valentemente, toda sucesién decreciente y acotada inferiormente es con-
vergente

1.4.3 Completitud de R

Ejercicio: Construye una sucesion formada por niimeros racionales que con-
verja a v/2.

La sucesion del ejercicio anterior es una sucesién de Cauchy de ntimeros

racionales, sin embargo el limite no es un nimero racional sino un nutmero

real:

‘ El conjunto Q no es completo. ‘
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Por el contrario, no es posible encontrar una sucesién de Cauchy formada por
nameros reales cuyo limite no sea un ntmero real puesto que

Teorema: Toda sucesion de Caychy de niimeros reales es convergente en
los nimeros reales.

El resultado anterior se conoce como teorema de completitud de R.

‘ El conjunto R es completo. ‘

1.4.4 Limites infinitos. Infinitésimos. Calculo de limites.

Se dice que una sucesién (ay)nen de nimeros reales converge a infinito o tiene
como limite infinito ( lim a, = 00) si se verifica alguna de estas propiedades
n—oo

equivalentes:

e Todos y cada uno de los intervalos de la forma (k,c0), k € N contienen
todos los términos de la sucesién a,, salvo, quizds, una cantidad finita
de ellos; es decir, a partir de un término a,, todos los posteriores estan
contenidos en (k, c0).

e Para todo k € N, existe un v € N tal que si n > v entonces a,, > k.

De forma similar se define lim a, = —oo. Las sucesiones divergentes son
n—oo

las que tienen como limite +oc.
Sean (an)nen ¥ (bp)nen sucesiones y A € R. Se verifican las siguientes
propiedades:

1. lim a, = £oo = lim — =0.
n—o0 n—00 (O,

2. La operaciéon suma con las sucesiones da como resultado lo siguiente:

+ lim a, =00 | lim ap, =—00 | lim a, =1<0
n—oo n—oo n—oo

lim b, = o0 +00 ? +o00

n—oo

lim b, = —o0 ? —00 —00
n—oo
lim b, =p>0 400 —00 p+1
n—o0

3. La operacién producto con las sucesiones da como resultado lo siguiente:
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lim a, =co | lim a, = —o00 | lim a, =1<0
n—o0 n—oo n—oo
lim b, = co 400 —00 —00
n—oo
lim b, = —o0 —00 +00 +00
nN— 00
lim b, =p>0 400 —00 p-l
n—oo
lim b, =0 ? ? 0
Nn—00

4. El producto de un ntimero real A por una sucesién da como resultado lo

siguiente:
A lim a, =c0 | lim a, = —o0 | lim a, =1
n—oo n—oo 17— 00
A>0 400 —00 Al
A<O0 —00 +o00 Al
A=0 0 0 0

5. En general, al manejar sucesiones con potencias, logaritmos y cocientes,
el resultado de la operacién correspondiente es una sucesién con limite
igual a la potencia, logaritmo o cociente de los limites correspondiente,
teniendo en cuenta la regla de los signos en los cocientes. Ademas, se
pueden presentar los siguientes casos que son indeterminaciones y hay
que estudiarlos de forma particular:

0 +o0

e 1:|:oo 0
0" +o00 ’

, 00— 00, 0+ (+00), 0.

Un infinitésimo es una sucesién convergente a 0. El producto de dos
infinitésimos es otro infinitésimo y el producto de un infinitésimo por una
sucesion acotada es un infinitésimo.

Dos infinitésimos (an)nen ¥ (bn)nen se dice que son equivalentes (a,, ~ by,)

si

En el célculo de limites, si tenemos un infinitésimo como factor en la expresién
de un producto o cociente, podemos sustituirlo por un infinitésimo equivalente.
Si a,, — 0, son infinitésimos equivalentes los siguientes:

2
an,

N =

L(1+ay) ~an sena, ~ tana, ~ a, 1 —cosa, ~
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Para el célculo de limites es 1til el siguiente resultado:

Regla de Stolz: Sean (an)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones de nimeros
reales tal que:

o (bp)nen es estrictamente mondtona (creciente o decreciente)

e O bien lim b, = £+o0, 0 bien lim a, = lim b, = 0.

n—00 n—o00 n—00
Entonces

Gy — Qe a
lim —— "L — ] e {R, +o0} = lim = =1.

n—00 bn - bn—l n—00 bn

14+24-..
Ejercicio: Calcula el limite lim u
n—oo n

Como consecuencia de la regla de Stolz, se puede demostrar que:

T1+T2+ -+ 2y

1. lim = lim =z,
n—oo n n—oo
2. lim ¥Yxizo...2, = lim x,
n—oo n—oo
. . Tn
3. lim ¥z, = lim
n—oo n—00 Tp_1

1.5 El espacio RP. Coordenadas y norma de un vec-
tor

El conjunto RP se define asi
RP ={Z = (z1,22,...,2p)/ x;€R Vie{l,2,...,p}}
Ejemplos:
R®={(z,y)/ z€R,y€eR}
R® = {(z,y,2)/ z€R,yeR,zeR}

En RP? se pueden realizar las operaciones:
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e Suma:
(1,22, ..., 2p) + (Y1, ¥2, -, Yp) = (1 + Y1, 22 + Y2, .., Tp + Yp)
e Producto por un nimero real: A:
A (21,22, .., 2p) = (Az1, Azg, ..., Axp)
e Producto escalar o euclideo:

(Il)x2)’ . '7xp) : (yl,?/% cee )yp) = ($191 +$2y2 + e +xpyp)

El conjunto R? con las operaciones anteriores tiene estructura de espacio vec-
torial euclideo.

Para medir distancias en un espacio euclideo se puede utilizar el concepto
de norma de un vector. Dado & € R? se define norma de # y se denota ||Z]| a

lall = (@122, 2| = VE-T = yJa? + B+ + a3

Si #,y € RP, se verifica que
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1. |Z|>0yz=0<2=0.
2. [|JAZ] = |A||Z] VA e R
3. 17+ gl < 1211 + 1137

El concepto de norma es la generalizacién en RP del concepto de valor absoluto
en R. Asi, la distancia entre dos elementos cualesquiera de RP, ¥ e ¢/, serd el
valor de ||# — 7]|. Se generalizan también otros conceptos, por ejemplo:

e La bola abierta de centro @ y radio r > 0 es el conjunto:
B(a,r)={Z€RP/ ||Z—d| <r}

De forma similar se define bola cerrada. Un conjunto A de RP es abier-
to si para todo elemento de A se verifica que existe una bola abierta
centrada en el elemento y completamente contenida en A.

e Se dice que una sucesién (™ de vectores de RP es convergente al

—

vector [ € RP (o tiene como limite ) y se expresa

lim ™ =1 obien ™ -1
n—oo
si se verifica que [|Z — []| — 0.

La sucesién Z(™ converge a [ si toda bola centrada en [ contiene infinitos
términos de la sucesién Z(™ y fuera de cada bola solo hay, como mucho,
un numero finito de términos de la sucesion.

Se dice que la sucesién de vectores converge a infinito si || 2| — +oo.

El limite de una sucesién es tnico y si una sucesion tiene como limite un
vector, entonces estd acotada. Se verifica que

f(n)—>l<:>$1—>ll, .%'2—>12, e l'p—>lp

Las coordenadas cartesianas de vector & € R? son los niimeros reales
x1,%2,...,%p. Estos p nimeros determinan el vector.

Cada vector ¥ € R? distinto de cero viene determinado por sus coorde-
nadas polares (7, 0), donde r es la distancia de & a vector 6, y 6 es el angulo
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que forma la semirrecta que contiene al vector & y la semirrecta positiva del
eje X. La relacién entre coordenadas cartesianas y polares es la siguiente:

r= /2% + 2 x1 =1rcost
cosf) = 2L senf = —22— || z9 = rsenf
\/{E%+$§ ’ \/m%er%

El vector 0 tiene 7 = 0 y no tiene segunda coordenada polar.

Cada vector Z € R? distinto de cero viene determinado por sus coordena-
das cilindricas (7,0, z), donde (r,) son las coordenadas polares del vector
(w1,22) y 2 = 3.

Si # € R3 también es posible identificarlo por su coordenadas esféricas
(p,,0). p > 0 es la distancia de & al vector 0. ¢ € [~F, 5] es el angulo que
forma Z con su proyeccién sobre el plano XY. 6 € [0,27) es el dngulo que
forma la proyeccién de & sobre el plano XY con la parte positiva del eje X.

La relacion con las coordenadas cartesianas es la siguiente:

x1 = pcospcosf | xo = pcosysent | T3 = psen ‘

El vector 0 tiene p = 0.



Capitulo 2

Funciones. Limites y
continuidad en R y R"

2.1 Funciones reales escalares. Limites y continui-
dad.

En esta seccién trataremos funciones f : R — R. Se llama dominio de una
funcién al conjunto de nimero reales para los que existe imagen.

Dominio(f) = {x € R/ 3f(z) € R}.

2.1.1 Limite de una funcién en un punto. Limites laterales

Consideremos la funcién f : R — R representada en la figura 2.1 y definida
asi

2

¢ —1

T) = .

/(@) x+1

cuyo domino es R — {—1}.
Intuitivamente, se dice que f(z) tiene limite [ = —2 en el punto a = —1
(simplificadamente lim1 f(z) = —2) porque todos los valores de x cercanos
r——

a —1 tienen sus imagenes cerca de —2. Dicho de otra forma: dada cualquier
sucesién de puntos (z,)nen que converja a —1, se verifica que la sucesién de
sus imdagenes (f(z,))nen converge a —2.

25
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Figura 2.1: f(z) = :‘2:_;1

Por similares razones, se dice que

2
-1
T _ 0

. 2 —1
lim =

lim
z—1

En general, se dice que una funcién cualquiera f(x) tiene limite [ cuando z
tiende al nimero a (simplificadamente lim f(x) = [) cuando se verifica algunas
Tr—a

de las siguientes condiciones equivalentes:

e Dada cualquier bola B(l, €), existe una bola B(a, d) tal que si z € B(a, J)
y x # a entonces f(z) € B(l,0).

e Dada cualquier sucesién de puntos (z1, 2, ..., Ty, ...) que converja a a,
la sucesién de sus imagenes (f(z1), f(z2),..., f(xn),...) converge a [.

Consideremos la funcién representada en la figura 2.2
() = x siz <2
V=N 2241 siz > 2

Si nos acercamos a 2 por la izquierda el limite de las imagenes es 2, pero
si nos acercamos a 2 por la derecha el limite es 5.
Se dice que una funcién f(z) : R — R tiene limite lateral | por la

derecha de a y se representa lim f(z) = [, cuando se verifica algunas de las
+
r—a
siguientes condiciones equivalentes:
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e

P N W~ OO N

0.5 1 1.5 2 2.

Figura 2.2: funcién sin limite en 2.

e Dada cualquier bola B(l, €), existe una bola B(a, ¢) tal que si z € B(a, J)
y > a entonces f(x) € B(l,0).

e Dada cualquier sucesién de puntos que converja a a con puntos mayores
estrictos que a, la sucesién de sus imagenes converge a (.

De forma similar se define limite lateral por la izquierda.
De las definiciones anteriores se deducen las siguientes propiedades:

1. Si una funcién f(z) tiene limite real en un punto a, entonces ese limite
es Unico y coincide con los limites laterales de la funcién en a.

2. Si una funcién f(z) tiene limites laterales reales en a y son iguales,
entonces existe el limite de f(z) en a y coincide con el valor de los
limites laterales.

2.1.2 Limites infinitos y limites en el infinito

Consideremos la funciéon f : R — R representada en la figura 2.3 definida asf

2+ 1
f(ﬂc):m'

Intuitivamente, se dice que f(x) tiene limite infinito en el punto a = 1 (sim-
plificadamente lim1 f(z) = o0) porque los valores de x cercanos a 1 tienen
xr—

sus imégenes positivas y no acotadas. Dicho de otra forma: dada cualquier
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17.5
15
12.5
10

a o O

-30 -20 -10 10 20

Figura 2.3: f(z) 2?41

= @D?

sucesién de puntos (z,)nen que converja a 1, se verifica que la sucesion de sus
imédgenes (f(x,))nen converge a infinito.
Por similares razones, se dice que

2 2 2
1 1 —x“ -1
lim Al 1 lim . 1 lim — =

z—oo (x —1)2 z—oo (z —1)2 e 1 (z—1)2 e

En general, se dice que una funcién cualquiera f(x) tiene limite infinito
cuando z tiende al nimero a (simplificadamente lim f(x) = oo) si se
r—a

verifica algunas de las siguientes condiciones equivalentes:

e Dado cualquier valor k£ > 0, existe una bola B(a,d) tal que si x € B(a, )
y & # a entonces f(x) > k.

e Dada cualquier sucesién de puntos que converja a a con puntos distintos
de a, la sucesion de sus imdagenes converge a infinito.

De forma similar se define

lim f(z) = —o0, lim+ f(x) =+o0 lim f(x) =+oc0

r—a T—a r—a~
Se dice que una funcién cualquiera f(z) tiene limite [ cuando z tiende
a infinito (simplificadamente lim f(x) = 1) cuando se verifica algunas de las
r—00
siguientes condiciones equivalentes:

e Dada cualquier bola B(l,¢), existe un numero k > 0 tal que si z > k
entonces f(z) € B(l,¢).
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e Dada cualquier sucesién de puntos que converja a infinito, la sucesion de

sus imagenes converge a (.

De forma similar se define lim f(z) = 1.

T——00

2.1.3 Calculo de limites. Infinitésimos.

En el calculo de limites de funciones, siempre que tenga sentido la expresién
correspondiente y salvo las indeterminaciones que se vieron en los limites con

sucesiones, se verifica que

lim f(x) + g() = lim f(z) + lim g(=)
lim f(x)g(z) = lim f(z) - lim g(x)
lim /() = il—r{}lf(x)

a—a g(r) 9112}1 g(z)

:ll_l’% logy, f(z) = 1Ogb(iig(ll f(z))
lim o/ @) — b}?llgl, f(@)

r—a

I
lim f(2)9%) = lim f(x)xlg}lg(a:)

siendo a un nimero real o Foo.
Un infinitésimo en a es una funcién cuyo limite en a es 0.
Un infinito en a es una funcién cuyo limite en a es +o0.

Dos infinitésimos o dos infinitos f(x) y g(z) en a son equivalentes y se

representa como f(z) "~ g(x) si

Sea f(x) un infinitésimo en a € R. Son equivalentes los siguientes infi-

nitésimos:

f(x), sen f(x), tan f(z), arcsen f(z), arctan f(z), L(1+ f(z)), /@ —1

f(z)

lim f(z) = limg(z) y lim—==1.

Tr—a T—a T—a g(l’) o

Por ejemplo, son equivalentes los infinitésimos:
x, senx, tanz, arcsenx, arctanz, L(1+x)y e —1en z =0.

2
l—cosry 5 enz=0
r—1lyLrenz=1.
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En el calculo de limites de productos o cocientes se puede sustituir un
infinitésimo o infinito por otro equivalente. Se verifica que:

1. Si f(x) es un infinitésimo en a y g(z) estd acotada en una bola B(a,¢),
entonces f(z)g(x) es un infinitésimo en a.

2. Si f(x) es un infinito en a y g(x) estd acotada inferiormente en una bola
B(a,€), entonces f(x) + g() es un infinito en a.

3. Si f(z) es un infinito en a, entonces ﬁ es un infinitésimo en a.
Ejercicio: Calcula los siguientes Iimites:

2 1
) —3— ) —Ccos T .
lim g3-Le lim ——— lim (sen’ z

z—0t z—0 1'2 + 3x I*}%

)tan2 x

2.1.4 Funcion continua

Intuitivamente una funcién f(z) es continua en un punto a cuando valores de
x cercanos a a tiene imagenes cercanas a f(a), es decir, la gréfica de la funcién
f(x) tiene un trazo continuo alrededor de a.

Sea f(x) : R — R una funcién definida en un abierto que contenga a a € R.
De forma més precisa, se dice que f(z) es continua en a si se cumple estas
condiciones:

e Existe lim f(x) y es un nimero real.
r—a

e Existe f(a).
e f(a)=lim f(x).

r—a
Si la funcién no es continua en a se dice que tiene una discontinuidad en

a. La discontinuidad puede ser:

Evitable: existe lim f(z) y es un nimero real.
r—a

Esencial: no existe lim f(x) o es £o0. A su vez, esta puede ser:
r—a

— De salto infinito: existen los limites laterales y alguno es £oo.
— De salto finito: existen los limites laterales y ambos son finitos.

— De segunda especie: no existe algin limite lateral.
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Una funcién f(z) es continua por la derecha de a € R si existe

lim f(x), es un nimero real y coincide con f(a). De forma equivalente se
z—at

define continuidad por la izquierda.
Sea f(x) continua en a. Se verifica que:
1. f(x) estd acotada en una bola B(a,J).

2. Si f(a) # 0, entonces f(x) tiene el mismo signo que a en una bola B(a, J).

3. Si g(x) es continua en a, entonces f+g¢g, f-gy % (9(a) # 0) también
son continuas en a.

4. b*, logy z, " (n € N), 2%, polinomios, funciones racionales y funciones
trigonométricas son continuas en su dominio.

5. Si g(x) es continua en f(a), entonces g o f es continua en a.

Ejercicio: Estudia la continuidad de las funciones:

224 St 2 sen x siavg%r
f(z) = ﬁrj G o g(x) =4 msenz+n si 5 <x<73
- 2cosx sixz > 2

Se dice que una funcién f(z) es continua en el intervalo (a,b) si es
continua en todos los puntos del intervalo.

Se dice que una funcién f(z) es continua en el intervalo [a,b] si es
continua en todos los puntos del intervalo (a,b), continua por la derecha en a
y continua por la izquierda en b.

De forma similar se define continuidad en [a,b) y en (a,b].

Teorema (de Bolzano): Si f(x) es una funcién continua en [a,b] y
f(a)f(b) <0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Ejercicio: Pon un ejemplo de:

1. Funcién definida en [a,b] tal que f(a)f(b) < 0 y no exista ¢ € (a,b) tal

que f(c) = 0.
2. Funcién continua en (a,b) tal que f(a)f(b) <0y f(c) # 0 en todo punto
c € (a,b).

3. Funcién continua en [a,b] y tal que no exista ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.
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Teorema de valor intermedio: Si f(x) es continua en [a,b] y d €
[f(a), f(b)], entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = d.

Ejercicio: Encuentra un ejemplo de funcién continua en (a,b) que no
cumpla el teorema de valor intermedio.

Teorema: Si f(z) es continua en un intervalo I, entonces la imagen f(I)
también es un intervalo.

Teorema: Si f(x) es continua en un intervalo [a, b], entonces existe valores
m, M € [a,b] tales f(m) y f(M) son, respectivamente, el minimo y el maximo

de la funcién f(z) en [a,b].

Ejercicio: Encuentra ejemplos donde falle alguna de las hipdétesis de los
resultados anteriores y no se verifiquen los teoremas correspondientes.

2.2 Funciones vectoriales. Limites y continuidad.

] 2 2 g X
-o/s

Figura 2.4: f(z) = sen(z) Figura 2.5: f(z,y) = sen(zy)

Una funcién f : RP — R™ es una aplicaciéon que a cada vector & € RP le
hace corresponder un vector i € R™ pudiéndose representar

f(x17x27"‘7‘rp) = (y17y27"‘7ym>'
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La funcién es escalar si m = 1 y vectorial si m > 1. Es de variable real si
p =1y de variable vectorial si p > 1. Si m > 1, la funcién se puede expresar
asi

f(x1,22,...,2p) =
(fl(xl,:vg, cenxp), falxr, ma, o)y [T, 22, - ,:np)).
siendo fi(x1,x2,...,2p), i € {1,2,...,p}, las funciones coordenadas o compo-
nentes.

Las nociones de dominio, imagen, acotacion y las operaciones habituales
con funciones escalares de variables escalar son extrapolables facilmente a una
funcién vectorial.

Las funciones f : R2 — R se pueden representar graficamente como mues-
tra la figura 2.5.

Ejercicio: Halla el dominio de las funciones
flay)=vay  hlzy)=Vi-z—y
g(z,y) = L(zy)  m(z,y) = /1 a2 —y? - 22

2.2.1 Limite de una funcion de variable vectorial en un punto

Sea f : RP — R™. Se dice que f tiene limite '€ R™ cuando 7 tiende

=

a d € RP (simplificadamente lim f(Z) = [) cuando se verifica algunas de las
r—a

siguientes condiciones equivalentes:

e Dada cualquier bola B([, ), existe una bola B(@, §) tal que si Z € B(a, )
y & # d entonces f(Z) € B(l,0).

e Dada cualquier sucesion de vectores (f(n))neN que converja a @, la suce-
sién de sus imagenes (f (™), ey converge a [.

Se verifica que la funciéon converge a [ si cada funciéon coordenada f; converge
a [;. Por tanto, nos centraremos en funciones escalares de variable escalar
(f:RP - R).

Por ejemplo, la funcién f : R? — R tal que f(z,y) = a?(y+1)

T tiene limite

[ =0en el punto a@ = (0,0) :

a?(y +1)
im =
(z)—(00) 22 +y2 + 1
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En general, es posible seguir muchas trayectorias distintas para converger al
punto @ en el sentido de la definicién. Se llama limite de una funcién en
un punto segin un subconjunto al limite de la funcién obtenido siguiendo
trayectorias con puntos del subconjunto. Cuando el conjunto considerado es
una recta, se habla entonces de limites direccionales.

2

Ejemplo: Limite direccional de f(x,y) = rnyQ en el punto @ = (0,0)
segin la recta y = 2z y segiin las rectas y = mx, con m € R.
. z? . 2 |
lim ———5= lm ———== lim —=r.
@)= 00 & +y z—(0,0) 2 + (2x) z—(0,0) 5T 5
y=2x
x2 . x? 2 1

lim @ ———=

= lim ———— lim = .
@) (00) 22492 2200 22 + (ma)? 200 (M2 +1)z2 m2+1

Se llaman limites iterados de una funcién f : R? — R en @ = (aj,a2) a
los valores

r—ai Yy—a2 Yy—a2 r—ai

i (i fea)) v gt ).

Ejemplo: Comprueba que los limites iterados de en (0,0) son oo y

_a?
.2132 +y2

Veamos algunas observaciones:

1. Si existe el limite en @ de una funcién, entonces este es iinico. Ademas,
existird también el limite siguiendo cualquier subconjunto y tendra el
mismo valor.

2. Si el limite de una funcién en @ segin dos subconjuntos es distinto,
entonces no existird el limite de la funcién en @. (Ejemplo: —*— en

2
24y
(0,0)).

3. Puede existir el limite de una funcién en @ y no existir alguno de los
limites reiterados. (Ejemplo: ycos(1) en (0,0).)
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4. Se puede usar el cambio a coordenadas polares para calcular limites de
funciones. Veamos dos ejemplos:

) x29? i r2cos’f r
lim ———— = lim -
(2,9)—(0,0) /(22 + y?2)3 =0 /(12 cos? 0 + r2 sen? 6)3

r2cosf senf

lim

r—0 r2(cos? 0 + sen? 0)
rtcos? 6 sen? 6

= m — =

r—0 (7«2)3

2sen?6

= limrcos®f sen’6 = 0.

r—0

I Ty ) rcosf rsenf
im — im
(@,5)—(0,0) T + y? r—0 12 cos? 0 + 12 sen? 0)

. r2cosf senf .
lim 5 5 T = lim cos @ sen 6.
r—0r2(cos? @ +sen?f) r—0

Este limite no existe puesto que depende de 6.

2.2.2 Limites infinitos y limites en el infinito

Una sucesién Z(™ € RP converge a infinito (simplificadamente, ™ — o) si
|Z)|| — co. Sea f:RP — R. Se dice que:

e lim f(%) = oo, si toda sucesién ™ — @ verifica que f(Z(™) — oco.
r—a

e lim f(Z) = I, si toda sucesién £™ — oo verifica que f(7™) — 1.

e lim f(&) = oo, si toda sucesién 7 — oo verifica que f(#™) — occ.
r—00

Ejemplos:
1
lim ———5 =00 lim ———= =0 lim 22 +y? = .
(z,9)—(0,0) T2 +y (zy)—o00 TZ + ¥y (z,y)—00

Sean f,g: RP — R. Veamos algunas observaciones:
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1. El limite de una funcion es tnico.

2. Teniendo en cuenta las correspondientes indeterminaciones, para la su-
ma, producto y cociente se verifica que si @ € {R, £oo}:

lim f(Z)g(Z) = lim f(Z) - lim g(Z)
() lim_f(Z)

lim ——~% =% (lim ¢(%) #0

Phg@ @ WO 7Y

4. Si f(Z) > 0, entonces lim f(Z) > 0.

r—a

5. Sea una funcién h : R? — R tal que f(Z) < h(¥) < g(¥). Entonces

fa—
—_

lim (&) < lim h(F) < lim g().
r—a

— -
—a —a

8|
8y

2.2.3 Funcion continua de variable vectorial

Se dice que una funcién f : R? — R definida en un abierto que contiene a @
es continua en a si se verifica que

e Existe lim f(Z) y es un nimero real.
r—a

e Existe f(a).

o f(a@) = lim f(Z).

T—a
Dadas dos funciones continuas en un punto @, su suma, producto y cociente

(si tiene sentido) son también funciones continuas en @. La composicién de
funciones continuas también es una funcién continua.

Ejercicio: FEstudia el limite de la siguiente funcion en el punto (0,0) y
prolonga su definicion para que sea continua:

1
f(z,y) ZyQSen;



Capitulo 3

Calculo Diferencial en R

3.1 Derivada de una funcién en un punto.

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo I de R y sea a € I. Se dice que
f(x) es derivable en el punto a, si existe (es un nimero real) alguno de estos

dos limites
i &) — fla) i Fl@+h) — fla)
T—a T —a h—0 h

En ese caso, a ese nimero real se le llama derivada de f(x) en a y se denota

f'(a) o Df(a).

Ejemplo: La funcién f(x) = ﬁ es derivable en a = 4 porque

4 1 2=z
lim £ F4) = lim Ve 4 — lim Vr
r—s4 €T — z—4 T — z—4x —4
4—=x -1 -1

= lim =1

S Dt va) s EC Ve 160

Por tanto, la derivada de f(z) en 4 existe y vale f'(4) = —1/16.

37
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Ejemplo: La funcién f(z) = 22 es derivable en a = 2 porque

_ 2 92
lim f(2+h) f(2):lim (2+h)* -2 _
h—0 h h—0 h
444 2_4 244
lim tdh+h :limh + hzlimh—|—4:4.
h—0 h h—0 h h—0

Por tanto, la derivada de f(z) en 2 existe y vale f'(2) = 4.

¢/ Qué significa que la derivada de f(x) = \/LE en 4 sea

f(4)=—1/16 = —0.0625 ?

(Ver figura 3.1)
1. Elijjamos una sucesién que converja a a = 4, por ejemplo x,, = 4+ 1/n.
2. Calculemos los cocientes w. Cada uno de estos cocientes repre-
sentan la inclinacién de la recta qﬁe pasa por los puntos (z, f(z,)) y por
(4, f(4)) (es decir, la tangente del dngulo que forma la recta con el eje X).

3. Cuando x, se acerca a 4, las rectas anteriores se acercan a la recta
tangente a la funcién f(z) en el punto 4.

4. FEl limite de dichos cocientes (inclinaciones) cuando avanzamos en la
sucesién, es decir, cuando x, se acerca a 4, representa la inclinacién de la
recta tangente en 4.

Tn inclinacién
Toogo = 4.005 —0.06244146721847
1000 = 4.001 —0.06248828369088
Tos00 = 4.0004 —0.06249531289054
140345 = 4.000007125298372 | —0.0624999165060
To345678 = 4.000000426315974 | —0.06249999507708
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©ooooo0
A O1 O N 00 ©

Figura 3.1: f(x) = —

. Puede existir una funcién que en un punto a sea derivable y en ese mismo
punto no sea continua ? No.

Propiedad: Toda funcién derivable en a es continua en a.

Demostracién. Si f'(a) = lim M es un nimero real entonces
t—a  x—a

tim () — f(a)] = tim T D
- i HO = e ) = @00

y esto tdltimo significa que lim f(z) = f(a), es decir, que f(x) es continua en
a. r—a
O
Sea f(x) una funcién definida en un intervalo I de R y sea a € I. Se dice
que f(z) es derivable en el punto a por la derecha, si existe (es un
nimero real) alguno de estos dos limites

o f@ = f@ L St k) = fa)

r—at r—a h—0t h

En ese caso, a ese nimero real se le llama derivada de f(z) en a por la derecha
y se denota f’, (a).
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De forma similar se define funcién derivable en a por la izquierda y derivada
en a por la izquierda:

f(a) = tim LB =L@ Slath) = fla)

r—a~ r—a h—0— h

Propiedad: Una funcién f(z) es derivable en un punto a si y solo si es
derivable por la izquierda y por la derecha en a y ambas derivadas laterales
coinciden.

Demostracion. f(x) es derivable en a si y solo si existe

i f@) = f(@)

T—a r—a

)

es decir, si y solo si existen los limites laterales

o F@ =S @)~ £

r—at Tr—a T—a~ Tr—a

y son iguales.
O

Ejemplo: La funcién f(x |z| es continua en 0 pero no es derivable,

porque f(0) = -1y fL(0)=1.

3.2 Funcion derivada

/ Cudnto vale la derivada de f(x) = \/x en un punto cualquiera a?

Ve—va . VJr—ya Ja+ya
= ~———— = lim . =
T—a I —a x—a T —a \/E+\/E
. Tr—a 1
lim = .
z—a (z —a)(v/r++a) 2v/a
Sea una funcién f(z) definida en un intervalo I. Se dice que f(z) es
derivable en [ si es derivable en todo x € I. En tal caso, podemos construir
otra funcién tal que a cada punto x le asigne la derivada de f(x) en ese punto:

cer s I'(z).
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Dicha funcién se llama funcién derivada de f(x) o simplemente la derivada de
f(z), y se denota f'(x).

Ejercicio: ;Qué diferencia hay entre la derivada de una funcién en un
punto y la derivada de una funcion?

]
Derivadas de las funciones elementales:
funcién derivada funcién derivada funcién | derivada
keR 0 L(z) 1/z Log,(z) | 2Log,e
e* e* a*, a>0 a*La zF keR kak—1
Y - L - sen(z) cos(z) cos(z) —sen(z)
tan(x) 1+ tan?(z) || arcsen(x) \/11_7 arccos & 1__1362
arctan(z) ﬁ senh cosh(z) cosh(z) senh(z)
tanh(z) | 1-— tallahz (x) || arcsenh(z) \/117 arccosh(x) z;_l
arctanh(z) -
Nota.- Se define seno, coseno y tangente hiperbdlica como
T _ T T —x T _ ,—T
senh(z) = % cosh(x) = ete” tanh(x) = ZE—F%
Ejercicio: Calcula la ecuacién de la recta:
1. Tangente a f(z) = 222 — 52 + 3 y paralela a la recta y + 3z = 7.
2. Tangente a f(z) = 222 — 5z + 3 en el punto z = —2.
O
Ejercicio: Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion
f(z) = |2® — Tz + 10].
O

Si f(x) es derivable en un intervalo I y su derivada f’(x) es también deri-
vable en I, entonces la derivada de esta tltima es la derivada segunda de f(z)
y se denota f”(z). De forma similar se definen f(z), f4, %, etc.
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3.3 Operaciones con funciones derivables

Si f(z) y g(x) son funciones derivables en I, entonces:

1. La funcién suma (f + g)(z) y la diferencia (f — g)(x) son funciones
derivables en I y las derivadas de una y otra son

fl@)+4(@)y fl(x) —g'(z).
Demostracién. Para la suma:

(f +9)'(a) = Jim <f+9><a+h2— (f +9)(a) _
i J@ 1) +gla+h) —[fa) +g(a)] _
h—0 h

o et W) = f(@) | glath)+g(a)
h—0 h h—0 h

De forma similar seria para la diferencia.

2. La funcién « - f(z) es derivable Vo € R, y
(- f) (@) =a- f(z)
3. La funcién producto (f - g)(x) es derivable en I, y
(f-9)(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).

Demostracion.

(- 9) (a) = lim (f-9)(a+ h}i —(f-9)(a) _
_ iy TlatRhglat+h) — fla)g(a) _
h—0 h

(fla+h)gla+h) - fla)gla+h) + f(a)g(a+ h) - f(a)g(a)

h—0 h
— lim [[f(a +h) = flalglath)  fla)lglath) - g(a)]]
h—0 h h
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4. La funcién cociente f/g es derivable en todo x € I tal que g(x) # 0y

5. Si f(z) es derivable en I, g(x) es derivable en f(I), entonces la compo-
sicién g o f es derivable en I y (go f) (x) = ¢'(f(x))f'(z) (Regla de la
cadena).

Demostracion.

(F o)) -t AT —olf(@)

T—a Tr—a

Hacemos uso de la funcion:

g @) =9 @) _ 1ta)) s Flz) — Fla
Plz) = { foiter - aU@) s ;((@)_ J{((a)) #0

Esta funcién verifica dos cosas:

(a) g(f(x)) = g(f(a)) = [F(z) + ¢ (f(a)]lf(x) = f(a)].
(b) limg_q F(x ): 0.
Por tanto:
v — i @)+ 9 (f)]lf (@) — fla)] _
b [0 =] o 219

0-f'(a) +g'(f(a)) - f'(a) = g'(f(a)) - f'(a).

g

Ejemplo: La funcién derivada de sen(f(z)) en un punto a es cos(f(a))-
f'(a).

Ejercicio: Sabiendo que la composicién de una funcién f(x) y su inversa
f~1(z) es la funcién identidad ((f o f~1)(z) = x), demuestra que la
derivada del arcoseno es ﬁ y que (f~Y(z) = m

O
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3.4 Comportamiento en un punto de las funciones
derivables. Crecimiento y decrecimiento.

Sea f(x) una funcién definida alrededor de un punto a € R. Diremos que:

1. f(z) es creciente en a, si existe una bola B centrada en a tal que para
todo z,y € B,
r<a<y= f(r)< fla) < f(y)
Serda estrictamente creciente en a si
v <a<y= f(z) < fla) < f(y)
2. f(x) es decreciente en a, si existe una bola B centrada en a tal que
para todo z,y € B,
r<a<y= f(z)= fla) = f(y)
Serd estrictamente decreciente en a si
r<a<y= f(z)> fla) > f(y).
3. f(z) alcanza un minimo relativo en « si existe una bola B centrada
en a tal que para todo z,y € B,
r<a<y= f(x) = fla) < f(y).
El minimo sera estricto si

r<a<y= f(z)> fla) < f(y).

4. f(x) alcanza un maximo relativo en a si existe una bola B centrada
en a tal que para todo x,y € B,

r<a<y= f(z) < fla) > fly).

El maximo sera estricto si

r<a<y= f(z) < fa) > f(y)
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Propiedades:

1. Si f(xz) es una funcién derivable en a y creciente (equivalentemente,
decreciente) en a, entonces f'(a) > 0 (f'(a) <0).

Demostracién. f'(a) = lim,_, W > 0 porque si z < a, el numera-

dor y el denominador son negativos, y si z > a, ambos son positivos.
O

2. Si f(x) es una funcién derivable en a y f'(a) > 0 (equivalentemente,
f'(a) <0), entonces f(x) es estrictamente creciente en a (estrictamente
decreciente en a).

Demostracién. Como f'(a) = limxﬂaw > 0, existe una bola

centrada en a tal que si * < a, el numerador y el denominador son
negativos, con lo que f(z) < f(a); si > a, ambos son positivos, con lo
que f(z) > f(a).
O
3. Si f(x) es una funcién derivable en a y alcanza un minimo relativo en a
(equivalentemente, maximo relativo), entonces f'(a) = 0.

Demostracién. Por ser a un minimo relativo, se tiene que f(z) — f(a)
y © — a tienen el mismo signo si x < a y distinto signo si * > a. Por

tanto f’ (a) = lim,_,,- W <0y fi(a) =lim, .+ %a(a) > 0.
Se concluye que f/(a) = 0. De forma similar se razona para un maximo
relativo.

O

iSi f(x) es estrictamente creciente en a entonces f’(a) > 07

iS1 f'(a) = 0 entonces a es un maximo o minimo?
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3.5 Teoremas fundamentales del calculo diferencial

Teorema de Rolle: Si f(z) es continua en [a, b], derivable en (a,b) y ademds
f(a) = f(b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Demostracién. Como f(z) es continua en el intervalo [a, b], por una propie-
dad de las funciones continuas (ver seccién 2.1.4), alcanzard un valor maximo
(M) y un valor minimo (m) en [a,b]. Si M o m se corresponden con un punto
¢ € (a,b), entonces f'(¢) = 0 por ser méximo o minimo relativo. Si M y m
se alcanzan en a y b, entonces M = f(a) = f(b) = m, con lo que f(z) es
constante en [a,b] y su derivada vale 0 en todo punto de [a, b].
(I
Teorema de Cauchy de valor medio: Si f(x) y g(x) son funciones
continuas en [a, b] y derivables en (a,b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal
gue f()g(b) — g(a)] = ¢'(©)f () — f(a)].
Demostracién. Basta comprobar que la funcién f(x)[g(b)—g(a)]—g(x)[f(b)—
f(a)] cumple el teorema de Rolle en [a, b].
O

0.5 1 1.5 2

Figura 3.2: f(z) = %

Ejercicio: Las expresiones f(t) = t3 + 1 y g(t) = t* + 3 representan
la cantidad de informacion almacenada por dos ordenadores en funcién del
tiempo (ver figura 3.2). Comprueba que la cantidad de informacién recibida
por un ordenador, es el doble que la recibida por el otro en el intervalo de
tiempo desde t = 0 hasta t = 2. ;En algiin instante la velocidad de recepcion
de uno fue el doble que la del otro? O
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Teorema de Lagrange de valor medio: Si f(x) es una funcién continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que
7(8) = f(a) = f(c)b— al.

Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior a f(z) y a g(z) = x.

O

Ejercicio: En el ejercicio anterior, calcula la velocidad media de recepcion
de informacion. ;En algun instante la velocidad de recepcién de informacién
fue igual a la velocidad media?

O

Regla de L’Hopital: Sean f(z) y g(x) dos funciones definidas en todos
los puntos de una bola reducida B de a € RU{oc0, —o0} (un bola centrada en
a a la que le quitamos a). Si ambas funciones son derivables en B y ¢'(x) # 0
Vx € B, entonces:

/
1. Si lim f(x) = lim g(z) =0 y lim g/ég =k € R, entonces
!/
tim L) — gy L@y

e glz) e g'(a)

f'(z)
()
flx) . f(2)

1‘ —:1 =
oa g(w)  aa g'(a)

2. Si lim f(z) = oo, lim g(x) = co y lim =k € R, entonces
r—a

r—a r—a g

Demostraciéon del Caso 1. Si a € R, definimos f(a) =0y g(a) =0, con lo
que f(x) y g(z) son funciones continuas en B Ua. Si x € B, podemos aplicar
el teorema de Cauchy al intervalo [z, a] (o al intervalo [a, z]) y tendremos que
existe un punto ¢ € [z, a] (o ¢z € [a,z]) tal que

fl@) _ f@)—fla) _ f'(ca)
glx)  g(xz) —gla) g'(ca)

Por tanto,

lim @ = lim f(e)
2 g@)  ameia g(er)

Si a = +o00, basta hacer el cambio t = 1/x y aplicar lo anterior.
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3.6 Diferencial de una funcién. Funcion diferencia-
ble

Sean f(x) y g(x) dos funciones reales definidas alrededor de un punto a € R.
Diremos que f(x) y g(z) tienen un contacto de orden r > 0 en a , si se
verifica que:

5 i 10) = 9(@)

r—a (SL’ — a)r = 0.

Intuitivamente, que dos funciones tenga un punto de contacto en a significa
que las dos funciones son ”parecidas” alrededor de a. El parecido serd mayor
cuanto mayor sea el orden r del contacto.
O
Ejercicio: 1. Comprueba que si f(x) es continua en a entonces f(z) y la
funcién constante f(a) tienen un punto de contacto en a de orden 0.
2. Demuestra que si f(x) y g(x) tienen un punto de contacto en a de orden
r, entonces tiene un punto de contacto en a de orden s, siendo s cualquier
numero tal que 0 < s < r.
O

Sea f(x) una funcién real definida alrededor de un punto a € R.

Definicién 1: Se dice que f(x) es diferenciable en a si existe una fun-
cién afin g(x) (un polinomio de grado menor o igual a 1), que podré expresarse
como ¢g(z) = n+l(x —a) con n,l € R, de modo que f(z) y g(z) tienen un
punto de contacto en a de orden 1, es decir

i J@) = [+ 1w = )]

r—a r — a

=0.

Propiedad: Sea f(x) una funcion real definida en un entorno de un punto
a € R. Entonces:

f(z) es diferenciable en a < f(x) es derivable en a.
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g

Si la funcién f es diferenciable, la funcién g(z) serd siempre la recta tan-
gente a f(x) en a, es decir: g(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

Se define diferencial de una funcién f(z) en un punto a a la funcién
lineal

dfy: R — R

x +— fl(a)x.

Puesto que la recta tangente g(x) se puede utilizar como aproximacién a f(x)
alrededor de a, se tiene que

f(a)(x — a) = dfu(x — a).

Luego la diferencia f(z) — f(a) se puede aproximar por el valor de la funcién
df, en el punto z — a.

Dado lo anterior, se puede definir también funcién diferenciables de la
siguiente formas:

~
—~~
=
|
~
—
&
Q
<
—~
=
[
<
—~
S
~—
Il

Definicién 2: Una funcién f(x) es diferenciable en a € R si existe una
funcién lineal df, tal que

i 1@ = £(@) — dfulw — a)

T—a r—a

=0.

Se define diferencial de una funcién f(z) a la aplicacién que a cada
punto a € R le adjudica su correspondiente funcién lineal df,:

df: R — L(RR)
x v dfy = f(x)dx.

siendo L(R,R) el conjunto de las funciones lineales de R en R.






Capitulo 4

Derivadas parciales y
direccionales. La diferencial

4.1 Derivada segtiin un vector. Derivadas direccio-
nales.

Recordemos la definiciéon de derivada de una funcién f : R — R en un punto
acR:
f’(a) — lim f(a+ h‘) — f(a)

h—0 h

Sea f : R?> — R una funcién definida en un entorno de @ € R?. Se define la
derivada parcial respecto de x en el punto @, denotada D, f(a), %(d’) o

fz(@) como

lim flar + 1, as) — flar, a) o bien  lim
h—0 h h—0

f(@+ hei) — f(a)
h

siendo €; = (1,0). Equivalentemente, la derivada parcial respecto de y, deno-
tada D, f(@), 2_5(6) o fy(@) como

lim flav, a2 + 1) — fla1, a) o bien lim fla+he) — f(d)
h—0 h h—0 h

siendo €3 = (0,1).

o1
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Ejemplo: Sea f(x,y) = 2% +x + 1. Sus derivadas parciales en el punto
a = (0,0) son

of .. f(0+h,0)—f(0,00 . Rk*4+h . h+1
g (0 0) = fim h e R A o S A
8—f(0,0):limf(0’0+h)_f(0’0):hmizo_
oy h—0 h h—0

O

Si intersecamos la superficie grafica z = f(x,y) (la gréfica de f(x,y)) con
el plano de ecuaciéon y = ao obtenemos un curva. Situados en dicho plano, el
valor de %(d’) es la pendiente de la recta tangente a dicha curva en el punto

(a1,a2) (ver figuras 4.1 y 4.2).

=,
L7
I T 7~
e e i

Figura 4.1: f(x,y) =22+ 2 +1

La derivada parcial de una funcién respecto de z (equivalentemente, res-
pecto de y) en el punto @ también se llama derivada direccional de la funcién
siguiendo la direccién del vector €] (equivalentemente, respecto de €3). En
general, dado cualquier vector 7 € R? tal que ||#]] = 1, se define derivada
direccional de f(z,y) en el punto d siguiendo la direccién del vector

o L f(@+ o) — £(@)
Dyf(a) = lim A :
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<

Si ||7]] # 1 se toma el vector o y si @ = (cos#,sen @), entonces

Dyf(d@) = Do f(a@) = lim flai + heosb,ay +hhsen 0) — f(ay, a2)

—

=77
R
& '."'."n, 7

. $3+ 3
Figura 4.2: f(z,y) = 3z y los planos y =0 e y = z.

Ejemplo: Calcula la derivada direccional de la siguiente funcién en el
punto (0,0) segtin la direccion del vector v = (1,1):
S si(ey) #(0,0)

F@ =078 ey = 0.0,

El vector % tiene coordenadas (cos T,sen T), luego
[v]l 417 al

0 h £70 h Ty 0’0
D3£(0.0) = Dz £(0.0) = i L0 NC0 503 hoen ) = JO.0)

h3 cos? %+h3 sen?

. h2 cos? %+h2 sen? % hS (0083 % + sen3 %)
= lim im = == =
h—0 h h—0 h3(cos? § 4 sen? 7))
3 3
V2 N V2\ V2
2 2 2
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Una funcién f : R — R derivable en un punto a es continua en ese punto.
Dada una funcién f:R? — R

s Fs cierto que si existen las derivadas parciales o direccionales en @
entonces [ es continua en a?

Veamos un ejemplo que niega lo anterior.

Ejemplo: La funcién siguiente tiene derivadas direccionales en (0,0) pero
no es continua en (0, 0)

x,y) = z§y24 si (x,y) # (0,0
f( vy)_{ gy si (z,y) = (0,0).

~—

La funcién no es continua en (0,0) porque si nos acercamos a (0,0) a través
de las trayectorias y? = ma el limite depende del valor de m:

rmax m m

i =1 li = .
(x:y)li%,o) f(@y) 20 22 + m2x? Py 1+m2 14+m?2

Sin embargo, si existen las derivadas direccionales en (0, 0):

Dof(0,0) = lim f(0+hcos0,0+ hsend) — f(0,0)

h—0 h
hcos h2sen? 9
lim h? 055?289 + iszir;en4 2] — lim h3 cosf Sen2 0 _
h—0 h h—0 h3(cos? 6 + h?sen )

cos sen?6 { 0 si0=5+krkelZ

im >
h—0cos20 + h2sentf | sl

Y en otro caso

O
El siguiente es un ejemplo de funcién continua sin derivadas parciales o
direccionales:

Ejemplo: Sea
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f(z,y) es continua en (0,0) pues lim  f(x,y) =0 pero
(z,9)—(0,0)

. 0+ hcosB,0+ hsent) — f(0,0

1
. hsenf sen (h2 cos2 0+h?2 sen? 9) . 1
lim lim sen @ sen 5
h—0 h h—0 h

que solo existe si senf = 0.

0

Se define funcién derivada parcial respecto de x a la funcién que a cada
of

vector @ le asigna 37 (a)
ﬁ . RQ N R
or * of
a — 5(d)

Equivalentemente se define la funcion derivada parcial respecto de y.

Si f:R™ — R, la extension de los conceptos de derivada parcial respecto
de la variable x; en d, derivada direccional y de funcién derivada parcial son,
respectivamente, los siguientes:

oo fla@+ he) — f(a) NS
(@) = lim . Dyf(@) = lim

f@+ hv) — f(a)
Ba:i h

a +— 8%(&’).

En la practica, para calcular la funcién derivada parcial respecto de una
variable (salvo el valor en puntos ”extranos” ), se consideran constantes el resto
de variables y se aplican las reglas de derivacion para funciones f : R — R.

Ejercicio: Si f(z,y) = yz? + €Y y g(z1, 72, 73, 74) = 23 + 2273 + 2127,
calcula las parciales respecto de cada una de las variables.
O

Se dice que una funcién f : RP — R™ tiene derivadas parciales (o direccio-
nales) en @ si y solo si cada funcién coordenada f; : RP — R tiene derivadas



56 CApPIiTULO 4

parciales (o direccionales) en d@. En ese caso la derivada parcial de f respecto

de z; en @ seria
0 Of1 . O Ofm
@ (ha ta... @)

De forma obvia se define la funcién derivada parcial respecto de x;.

Ejemplo: Si f(z,y) = (2z — y, 2% + 4?), calcula sus derivadas parciales.

Ten-w  ew-1w)

O

Se define matriz jacobiana de una funcién f : RP — R™ en ad y se

representa (g{f; )(@) a la siguiente
Oft (= Ofi (= Of1 (=
@ @ .. g
L@ S o (@
Ofm (= O m—» Ofm (=
Y@ Y@ . F@

Si p = m, el determinante ’(gﬁ L )(d’)‘ de la matriz anterior se denomina jaco-
J

biano de f en d.

Ejercicio: Calcula la matriz jacobiana y el jacobiano si es posible de las
funciones siguientes en un punto genérico:

1. f(xvyvz) = (12 +y2 - Zz,xQ - 'CL'Z) 2. g(x,y) = (2:6 - y,ﬂf2 +y2)
O

4.2 Diferencial de una funcion

Sea f : R — R una funcién real definida alrededor de un punto a € R.
Recordamos (ver seccién 3.6) que f(x) es diferenciable en a si existe una
funcién lineal df, tal que

L f(@) = F(a) ~ dfule — a)

r—a Tr—a

=0.
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Sea f : R? — R. Se dice que f es una funcién diferenciable en @ € R? si
existe una funcién lineal df; : R> — R tal que

@)~ @) - dfai )

li —— =0,
i—d |2 —all

o bien, si denotamos h=7%—a
i 1) 1) —dtal®) _
h—0 12l

Una funcién f : R? — R se dice que es diferenciable en un conjunto abierto
A C R? si es diferenciable en todo punto @ € R?. Se llama diferencial de la
funcién f en @ € R? a la funcién lineal df; : R?> — R que, caso de existir, es
tnica. Como ocurre con todas las funciones lineales, dfz se puede representar
mediante una matriz, en concreto por la matriz jacobiana de f en a:

st = (3@ F@) (7).

Al igual que ocurria con el caso de funciones de R en R, la diferencial de una
funcién en un punto sirve para aproximar la diferencia f(Z) — f(@). Puesto

que
i 1) = £(@) — dfa(Z - a)

i 17 — |

= ()’
se deduce que el numerador tiende a cero, con lo que
f(@) = f(@) = dfa(Z — @)

o bien
f(@) =~ f(a@) + dfa(Z — a) (4.1)
cuando ¥ estan cerca de d.
Ejemplo: Encuentra un valor aproximado de €%!sen0.2 usando la dife-
rencial de f(x,y) = e* seny.

Tratamos de encontrar un valor aproximado de f(x,y) en el punto (0.1,0.2)
que es cercano a (0,0), luego es adecuado calcular la diferencial de f en el punto

(0,0):
dfoo(@.y) = (50,00 50,0) (;” ) = (0.1) (; ) -
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Por la expresion 4.1 se tiene que

f(0.1,0.2) ~ f(0,0) + dfo,0)/((0.1,0.2) —(0,0))

= 0 + (0,1) <3'21_8>

= 0.2

Figura 4.3: Plano tangente a f(x,y) = 22 + y? en (2,2) y df (2,2)-

Graficamente toda funcién lineal de R? en R es un plano que pasa por el
punto (0,0). En concreto, dfz es graficamente un plano en el espacio que pasa
por el punto (0,0, 0) paralelo al plano tangente a la funcién f(x,y) en el punto
d (ver figura 4.3). A su vez, este dltimo tiene como ecuacién

f(@) + dfa(Z — d)

que es similar a la ecuacién de la recta tangente a una funcién f de R en R en
el punto a

f(a) + dfo(r —a).t

'Recordemos que para funciones de R en R se tiene que df, = f'(a).
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Ejemplo: Calcula el plano tangente a la superficie z = f(z,y) = 22 + y>
en el punto a = (2,2).
El plano tangente tiene ecuacién

9(x,y) = £(2,2) + df 2. ((2,9) — (2,2)) =
=5+ (%22 4@2) (CE _ 2) =

=8+ (4 4) (""“2

y—2> =4z 4+ 4y — 8§,

que es un plano en el espacio R® que pasa por el punto (2,2, f(2,2)). La
diferencial de la funcién en el punto (2,2) es

df(Q’Q) = 41‘ + 4y

que es el plano paralelo al anterior que pasa por el punto (0,0,0).

Si f y g son funciones de R? en R diferenciables en @ € R? entonces
e f =+ g es diferenciable en @y d(f + g)q = df, + dga.-
e f.gesdiferenciable en @y d(f - 9)q = dfs - 9(@) + f(@) - dga.-

e sig(d) #0, 5 es diferenciable en @ y d(g)a = %.
Si en lugar de una funcién de R? en R tenemos una funcién f : RP — R™,

se dice que f es diferenciable en un punto @ € R? si existe una aplicacion
lineal dfz : RP — R™ tal que

I/ (&) — f(@) — dfa(¥ — )|

lim — =0,

o equivalentemente
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Si existe, la aplicacion dfz serd unica y se expresard asi

S@ Sha %@ .

Ofa (= Ofe(z Afa (=
dfg(x1, 2, .. wp) = [ 971 (@ a5 (@ o, (@) 2

0, m (= 0 m (7 0 m (=

aj;l (@) aj;Q (@) a];p( )] \Tp

Ejercicio: Calcula la matriz que representa a la diferencial de las siguien-
tes funciones en un punto genérico a: f(z,y) = (2%,2° + 1), g(z,y,2) =

(x+y+ 22), h(z,y) = (L(zy),arctan(z/y), e%?).
O

4.3 Relaciéon entre la diferencial, derivadas segun
un vector y continuidad

Si f: R? — R es diferenciable en un punto @ € R?, entonces f(z,y) es una
funcién continua en @ y existen las derivadas parciales de f en a:

f(z,y) continua en @

. bl S
f(z,y) diferenciable en @ Existen las parciales en @

El reciproco no es cierto.

Ejemplo: La siguiente funcién es continua y tiene derivadas parciales en
(0,0) pero no es diferenciable en (0,0) :

f(x y):{ \/g%yz si (z,y) # (0,0)

0  si(z,y)=(0,0)
Usando el cambio a coordenadas polares, se comprueba que

lim x,y) = 0.
(ﬂfvy)ﬁ(&o)f( v)

Puesto que f(0,0) = lim(, ) (0,0 f(¥,y) = 0, la funcién es continua en (0,0).
Usando la definicién de derivada parcial respecto de x y de y, se comprueba que
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ambas existen y valen 0. Sin embargo, veamos que f(z,y) no es diferenciable
en (0,0). Silo fuera, el siguiente limite tendria que valer 0:

f@,y) = f(0,0) — df,0)(x — 0,y — 0)

lim =
(z.4)—(0,0) [(z,y) — (0,0)]
sy o x—0
= lim ey oo (y _ 0> = lim _
(z4)—(0,0) N ERY: (z)—(0,0) 22 + y?

y ese limite no existe, puesto que si lo calculamos siguiendo las trayectorias
1y = mx se obtiene que

rmax me m2

200 72 4 (mx)? 220 22(1+m?) 14 m?

y el valor depende de m.
O

Sea f : R? — R. Si f(z,y) es continua en @ y existen las derivadas parciales
y son continuas en @, entonces f(z,y) es diferenciable en a:

f(x,y) continua en @

of |, of

; _ = f(x,y) diferenciable en @
¢ ¥ gy son continuas en d

Si f(z,y) tiene derivadas parciales en @ € R?, se denomina vector gradiente
de f en @ y se denota V f(@) al vector de R?

Vi@ = (5@, 5 @)

Si f, g : R? — R tienen derivadas parciales en @ € R?, se verifican las siguientes
propiedades:

1. V(af + B9)(@) = aV f(@) + fVg(@) para todo o, 3 € R.

2. Si f es diferenciable en @,

dfz(z,y) = V(@) - (z,y).
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3. Si f es diferenciable en @, para cualquier vector 7 € R? (||7] = 1), la
derivada direccional de f en la direccién v existe y vale

Dyf(@) =V f(@)- @

Ademés el valor méximo de Dy f(d) se alcanza en el vector ¥ de norma
1 paralelo a V f(d@); el valor minimo en el vector de norma 1 paralelo a
—V f(@); el valor nulo se obtiene cuando v es perpendicular a V f(@).

Ejemplo: Sea f(x,y) = e* + cos(my) y @ = (0,1). Calcula la derivada

direccional de f en d@ en la direccién 7.

Calculamos V f(a):

Vi@ = (@ @) -

(e, —msen(my)) = (1, —msen(ml)) = (1,0).

l0,1)

Tomando ¢' = (cos F,sen 7 ),

Dof(@) = $1(d) - cos T sen ™) = (1,0)- (X2, V2 = 2.

> %

Los valores maximo y minimo de Dz f(@) se alcanzan en ¥ = (1,0) y (—1,0),
respectivamente. El valor nulo se alcanza en ¥ = (0,—1) o en ¥ = (0,1) que
son los vectores perpendiculares a V f(@).

O

4.4 Composicién de funciones diferenciables. Regla
de la cadena

Sean f:RP — R™ y g : R™ — R” dos funciones que se pueden componer

f g
R — R™ — R»

Si f es diferenciable en @ € RP y g es diferenciable en f(d@) € R™, entonces
g o f es diferenciable en a y

d(go f)a = dgs@a dfa-
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Es decir, la jacobiana de go f en @ es el producto de la jacobiana de g en f(a)
por la jacobiana de f en d.

Si lamamos y; = fi(z1,z2,...,zp), se deduce por ejemplo que
9gof)i _09i(yr,y2,- - ym) _ 0Ogj Oy1 | 09 Oy> ~  Og; Oym
ox1 0x1 Oy1 0x1  Oys 0x1 OYm 0x1

Ogof)i _ 09i(y1sv2:-- - ym) _ 095 Oy | 09; Oy | Og; OYm
0xo 0xo Oy1 0xo Oy Oxo Y 0x2

y de forma similar el resto.

Ejemplo: Sean f(z1,22) = (L(z1 + z2),atan(3l)) v g(y1,y2) = V12
Calcula las parciales de g o f en un punto cualquiera y en el punto (1,1).
En este caso f: R2 - R?, g: R?> - Ry

Y1 = f1($1a$2) = L(.%'l + 1‘2) Yo = f2(x1’x2) — atan <ﬂ> )

Z2

9(y1,y2) = e”*¥2

Ogof) _ 09(yr.y2) _ 09 Oy | Og Oy> _

8.%1 8331 B ayl 8301 8—3/28:01
1
= o eY1Y2 o gy Y12 T2
PO n e T T @y
. y2€y1y2 yleylyQ

zi+ay wa(l+(2)?)

Ogof) _ 09(yr.y2) _ 99 Oy | Og Oy> _

8%2 8%2 - 8y1 8%2 8—y2 81’2

—xy
(z2)?
+yp e = =
P T+ (2)2
erylyQ _ajlyleylyQ
o xr1 + 29 x%(l—F(ﬂ)Q)

z2

=1 eY1Y2
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Veamos el valor en el punto (1,1). Puesto que f(1,1) = (L(1),atan(1))

(0,7/4), obtenemos que

dgof) _ 5
8951 (171) - T

O

Ejemplo: Sean f(x1,22) = (27 —a3, x1—22) y g(y1,92) = (y1—v2, Y1 +12)
Calcula las parciales de g o f en un punto cualquiera.
En este caso f : R? - R?, g: R? 5 R?y

2

y1 = fi(z1, z2) = 27 — 23

91(Y1,¥2) = Y1 — Y2

d(go fn _ 991(y1,y2) _ %%
0z Iz Oy1 Oy

Ngofh _ 09i(y1,y2) _ 991 Oy1
01 0z Oy1 Ox2

— 1 (~225) + (~1) - (~1)

d(go fle _ 0ga(yry2) _ Oga Oyr
ory 0xq 0y 01

9(gofl2 _ 9g2(y1,y2) _ g2 Oyn
Oxa Oxo Oy1 Oxa

y2 = fa(x1,22) = 21 — 2.

92(Y1,y2) = y1 + 2

Og1 0y2 _
O0ys 01

=122+ (=1)-1 =2z, — 1.

991 9y> _
O0ya Oxo

—2x9 +1

992 Oy> _
0ya 01

=1-227+1-1=22;+1.

992 Oy2 _
O0ya Ox2

=1 (=229) +1-(=1)

—2%‘2 —1.
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4.5 Teorema de valor medio

Recordemos el teorema de Lagrange de valor medio del cédlculo diferencial en
R visto en la seccién 3.5:

Teorema de Lagrange de valor medio: Si f(x) es una funcién continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que
F(b) = F(a) = /()b - al.

Es posible enunciar un teorema similar para funciones f : R? — R diferen-
ciables:

Teorema de valor medio del cilculo diferencial en R”: Si f : R? — R
es una funcién diferenciable en todos los puntos de un conjunto abierto A C R?,
entonces, dados dos puntos a, be A, existe un punto ¢ en el segmento que une
ay b tal que . ~ .

F(b) = fla) = dfelb— @) = V£(2) - (5 a)






Capitulo 5

Teoremas de Taylor en R y R"

5.1 Teorema de Taylor en una variable

5.1.1 Polinomio de Taylor

Dada una funcién f(x), jcémo construir una funcién sencilla que ”se parezca”

a f(x) alrededor de un cierto punto a € R?

N W b 01 O N

N

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Figura 5.1: Polinomios de Taylor de e* en 0 de orden 0, 1, 2 y 3.

67
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Teorema (local de Taylor): Sea B una bola abierta centrada en un punto
a€R,y f:BCR — R es una funcién diferenciable m veces en a. Existe una
tnica funcion polinémica de grado menor o igual que m que tiene un contacto
en a con f(x) de orden m. Dicha funcién es:

"(a m) (g

PP () = f(a) + F@—a) + D0 a2 g 1 DD gy

P f(x) es el polinomio de Taylor de f(x) de grado m en el punto a.

Demostracién. Sea P(x) = co+ci(x —a)+co(x —a)? + -+ ez —a)™.
Si f(x) y P(x) tienen un contacto de orden m en a, entonces (ver seccién 3.6)
se cumplird lo siguiente:

L 1(6) = P0) = [ =T ]
2. limM:O, VO<r<m.

z—a  (r—a)"
En particular, si r =1,

0 P (r —a)

r—a (.’L’ — a)

ty LI, - o= 7
Sir=2,
0=t =)
— lim f)=1[f(a) +eci(x—a)+ -+ cpu(z—a)m .
T—a (LL“ — CL)2
iy (=IO =L =0) i
PN G bl C) NN ey (0}

z—a  2(x —a) 2

Razonando de forma similar hasta r = m se obtiene que los tnicos coeficientes
posibles para el polinomio son los siguientes

"(q ™m) (g
‘cozf(a) c1 = f'(a) 02:—f2(!) cm:—fmg).’
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Ejercicio: Calcula los polinomios de Taylor para la funciones e* y sen(x)
en el punto 0 de orden 1,2,3,4. Deduce la expresiéon para orden n.

0
Ejercicio: Demuestra que la funcién

Ly siz
(@) = { 2% sen(2) #0

0 sizx=0

v el polinomio P(z) = 0 tiene un punto de contacto de orden 3 en el punto 0.
Sin embargo, la funcién f(x) no es 3 veces diferenciable.

g

Ejercicio: Si f(z) es un polinomio de grado n, jcudles son sus polinomios
de Taylor de grado 0,1,2,...,m?

0

5.1.2 Teorema de Taylor. Formula de Taylor

Ejercicio: Calcula aproximadamente el valor de ¢%? haciendo uso de los po-
linomios de Taylor de grado 1,2,3 y 4.

O

. Coémo estimar el error cometido al aproximar un cierto valor haciendo uso
de los polinomios de Taylor?

Si f(z) es m + 1 veces derivable en [a,b) y m veces derivable en (a,b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que

m+1) (e m
F(b) = P F) + Loy 0 — aym L.
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Teorema: Sean f(z) y g(x) dos funciones definidas en [a,b], continuas en
[a,b], m veces derivables en [a,b) y m + 1 veces derivables en (a,b). Entonces:

1. Existe ¢ € (a,b) tal que
[f(b) = P f(B)] - g™V (e) = [g(b) — Pg(0)] - f 1) (c)

2. Existe ¢ € (a,b) tal que

m+1) c m
F(b) = P f(b) = Lo (b — )L

Demostracion. Caso 1. Consideramos las funciones
F(z) = f(z) — P f(x) G(z) = g(z) — P"g(z).

A partir de ellas construimos la funcién H(x) = F(b)G(z) — G(b)F(x).

Paso 1. H(z) verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo
[a,b]: es continua en [a, b], es derivable en (a,b) y 0 = H(a) = H(b). Por tanto
existe un punto ¢; € (a,b) tal que H'(¢1) = 0.

Paso 2. H'(z) verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo
[a,c1]: es continua en [a, 1], es derivable en (a,¢1) y 0 = H'(a) = H'(¢1). Por
tanto existe un punto ¢y € (a,c;) tal que H”(¢2) = 0.

Y asi sucesivamente hasta el paso m.

Paso m+1. H™(x) verifica las hiptesis del teorema de Rolle en el intervalo
@, ¢n]: es continua en [a, ¢,y ], es derivable en (a, ¢, ) y 0 = H™ (a) = H™ (cp).
Por tanto existe un punto ¢ € (a, ¢;,) tal que H™(¢) = 0. Pero
0=H™(c)=F(@b) - G™" Y (c) — Gb) - F"(¢) =
[f(6) = B £(0)] - g™V (e) = [g(b) — Pyg(b)] - f" D (e).

Por lo tanto, hemos encontrado el punto ¢ buscado.
Caso 2. Basta aplicar el caso 1 a f(x) y a g(x) = (v — a)™ L.
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La expresién

fmry (c) 1
b) — P"f(b) = —-2(b—a)™
F0) = P 0) = Gy (b a)
sirve para estimar la diferencia entre el valor de f(x) en un punto b cuando
lo aproximamos por el valor del polinomio de Taylor en b, es decir, se utiliza

para acotar el error cometido en la aproximacion.

Ejercicio: Calcula una cota de los errores cometidos en el ejercicio ante-
rior, al aproximar e®? haciendo uso de los polinomio de Taylor de grado 1,2,3
y 4.

0

Ejercicio: ;Qué polinomio usarfas para encontrar una aproximacion de
el con seis cifras decimales exactas?

O

Ejercicio: ;Qué polinomio usarias para encontrar una aproximacion de
sen(3) con diez cifras decimales exactas?

O
Ejercicio: Calcula
sen(zx)
z—0 X
haciendo uso de la férmula de Taylor de sen(x) en 0.
O

5.2 Estudio local de la grafica de una funcién

Si f(z) una funcién diferenciable en a, f(x) estard definida alrededor de a
y tendrd una tnica recta tangente a en a. La grafica de la funcién tendrd
ecuacién y = f(z) y la recta tangente en a tendra ecuacién

y = f(a) + f'(a)(z — a).
Se dice que f(x) tiene en a un punto de

1. concavidad, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente
estd por encima de la grafica de f(x):

fla) + f'(a)(z —a) = f(x)
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. convexidad, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente

estd por debajo de la gréfica de f(x):

fla) + f(a)(z —a) < f(2)

. inflexidn, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente esté

por encima de la grifica de f(z) si x < a y por debajo de f(z) si z > a.

Se dice que una funcién f(z) es

. creciente en un intervalo I (equivalentemente, estrictamente cre-

ciente) si para todo x,y € I

r<y= f(zr) < fly) (f(z)<f(y)),

. decreciente en un intervalo [ (equivalentemente, estrictamente de-

creciente) si para todo z,y € I, si

r<y= f(z) > fly) (f(x)> f(y)),

. convexa en un intervalo [ si para todo x,y,z € I, si

fly) = flx) _ f(z) = fly)

.’E<y<Z:> )
y—x -y

IN

. concava en un intervalo [ si para todo x,y,z € I, si

fy) = flx) _ f(z) = fly)

r<y<z= 2 )
y—x -y

En general, no tiene por qué ocurrir ninguna de las tres cosas.

Teorema: Sea f(r) una funcién derivable varias veces. Si la primera

derivada en a de orden mayor que 1 que no se anula es

1. de orden par y positiva, entonces a es un punto de convexidad para f(x);

2. de orden par y negativa, entonces a es un punto de concavidad para

f(x);

3. de orden impar, entonces a es un punto de inflexion para f(x).
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Demostracion. Caso 1. Supongamos que

@)= f"(a) == f"V(a) =0, f(a) > 0.

Por el teorema local de Taylor sabemos que f(x)y PJ"f(x) tiene un punto de
contacto de orden m en a, luego:

o f@) PR
0= :l—w (x —a)m

fla) = [f(@) + f@a)(@ —a) + -+ LT @ — a)m

= lim
r—a (:L‘ — a)m ’
es decir
o f@ =@ = F@e—a) M@
T—a (x —a)™ m)

De modo que el numerador y denominador de la fraccién £ (@)—f ((‘;jjal;fla)(”’“"“)

tienen que tener el mismo signo alrededor del punto a. Por ser m par, el signo
de (x — a)™ es positivo y como consecuencia

f(@) = f(a) = f'(a)(x —a) > 0

alrededor de a, que es la condicién para que a sea punto de convexidad.
Los casos 2 y 3 se razonan de forma similar.

Teorema: Sea f(x) una funcién derivable varias veces. Si la primera
derivada en a es 0 y a es un punto de

1. convexidad, entonces a es un minimo relativo para f(x)
2. concavidad, entonces a es un maximo relativo para f(x).

Demostracién. Similar a la anterior.
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Teorema: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(x) una funcién
derivable definida en I. Entonces:

1. f(z) es creciente < f'(x) > 0 para todo x € I.
2. f(x) es decreciente < f'(x) < 0 para todo z € I.

Demostracion. <) Si z < y entonces y —x > 0, usando el teorema de valor
medio existe ¢ € (z,y) tal que

fy) = f(@) = fl(c)(y — o).

Como por hipétesis f/(¢) > 0, tenemos que f(y) — f(z) > 0.

=) Si f/(z) < 0 en algin punto z, entonces (ya visto) f(x) seria estric-
tamente decreciente en un entorno de x (contradiccién). Por tanto f/(x) > 0
para todo x € I.
(I
Proposicién: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(x) una funcién
derivable definida en I. Entonces:

1. f(x) es convexa en I < f'(z) es creciente en I
2. f(x) es céncava < f'(x) es decreciente en I.

Demostracién. =) Sea f(x) una funcién convexa. Por la definicién, si
z <y < z, tenemos que

fly) = f(@) _ f(z) = fy)
y—x = z-y

Si hacemos que z tienda hasta x, tendremos que

y—zr Yy — 2T z—y
que significa que f’ es una funcién creciente en I.
<) Sean x < y < z. Aplicando el teorema de valor medio a los intervalos

[z,y] e [y, z], encontramos dos valores u € [z,y] y v € [y, 2] tales que

f) = flx) = f'(u)(y — =) fz) = fly) = f(v)(z—y).
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TR ) - s 1) - )
y) — flz z) = fly
=f(w) < f(v)=
y—z =Y
lo que significa que f es una funciéon convexa en I.

0

Teorema: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(x) una funcién
derivable definida en I. Entonces:

f(z) es convexa < f(x) >0 Vael

Demostracion. Por la proposicién anterior, f(z) es convexa si y solo si
f'(x) es creciente. Esto tltimo es cierto si y solo si la derivada de f/(z) es
mayor o igual que 0, es decir f”(x) >0 Vx € I.

O

5.3 Representacion grafica de funciones

La representacion grafica de una funcién debe incluir el estudio de lo siguiente:
1. Dominio: D = {z € R/ 3f(z) € R}.
2. Simetrias: par f(z) = f(—=z) o impar —f(z) = f(—z) V x € D.

3. Periodicidad: existe T' € R llamado periodo tal que
fla+T)=f(x) VaxeD.

4. Puntos de corte con los ejes: en el eje OX los puntos de la forma (z,0)
y en el eje OY los puntos de la forma (0, f(0)).

5. Signo de la funcién: los conjunto de puntos {x € R/ f(x) > 0} y
{r eR/ f(z) <0}

6. Puntos de discontinuidad:
Evitable: existe lim f(z) y es un ndmero real.
r—a
Esencial: no existe lim f(x) o es 00. A su vez, esta puede ser:
r—a

— De salto infinito: existen los limites laterales y alguno es too.
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— De salto finito: existen los limites laterales y ambos son finitos.
— De segunda especie: no existe algin limite lateral.

7. Asintotas:

Horizontales: son rectas de la forma y = b tales que

lim f(z)="5

z—+o00
Verticales: son rectas de la forma x = a tales que

lim f(z) =+o00

z—at,a”

Oblicuas: son rectas de la forma y = mx + n tales que

@) | ~
zgr:iloo T -m Y mll}:?oo f(.’L') CmaE=an

8. Regiones de crecimiento y decrecimiento
9. Maximos o minimos relativos.
10. Regiones de concavidad y convexidad.

11. Puntos de inflexién.

5.4 Curvas en el plano

5.4.1 Curvas en forma paramétrica

Sea I un subconjunto de los niimero reales. Una curva en el plano R? es
una aplicacion
o: ICR — R?
t = (x(t),yt))

I es el dominio de definicién de la curva y suele ser un intervalo. o(t) =
(x(t),y(t)) se conoce como la expresién paramétrica de la curva. Una relacién
entre x e y que solo verifiquen los puntos de la curva se denomina expresién
implicita de la curva.
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Ejemplos:
1. o1(t) = (cos5t,sent) para t € [0,27).
2. o9(t) = (%, %) parat € R — {—1}.
3. Cualquier funcién f: R — R es un caso particular de curva en el plano:

of: t€Dom(f) — R?
t o= (& f(1)

Figura 5.2: o1(t) = (cosbt,sent) y oa(t) = (%, %)

Dada una curva o(t) = (x(t),y(t)) (t € [t1,t2]) en el plano, si alrededor de
un punto t = to se puede expresar y en funcién de z (y = f(x)), entonces

%(to) Syt — o) %(m(to» - Cfl—f@o)

de donde se deduce que
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y en general

dy

g _ @
T dx
dx o

(2'(to),y'(to)) es el vector tangente a una curva paramétrica en un punto
t = tg y la recta tangente a la curva en el punto ¢ = ¢y tiene ecuacion

(y — y(t0))a' (to) = (z — x(t0))y'(to).

La recta normal a la curva en el punto ¢ = ¢y es la que pasa por el pun-
to (z(to),y(to)) y tiene vector director perpendicular al tangente, es decir,

(—y/(to), &' (t0)).

Los posibles maximos o minimos relativos de tangente horizontal son los
puntos tales que y'(t) = 0y 2/(t) # 0. Los de tangente vertical son aquellos
tales que 2/(t) =0y y/(t) # 0.

Los puntos singulares de la curva son aquellos en los que z'(t) = 4/(t) = 0.

Si existen t y t’ tales que z(t) = z(t') y y(t) = y(t)’, dicho punto de la
curva es multiple.

La curva es simétrica

e respecto del eje Y si para todo t € [t1,ts] existe ¢ € [t1,t2] tal que
x(t) = —z(t') y y(t) = y(t');

e respecto del eje X si para todo t € [t1,t9] existe ' € [t1,t2] tal que
z(t) = z(t') y y(t) = —y(t);

e respecto del punto (0,0) si para todo t € [t1, to] existe ¢’ € [t1,t2] tal que
z(t) = —z(t) y y(t) = —y(t').

La curva tiene asintota

e horizontal de ecuacién y = b si

lim z(t) = o0, limy(t)=b (tp € {R,+o0});

t—to t—to

e vertical de ecuacién x = a si

lim y(t) = oo  lim z(t) =a, (to € {R,+oo0});

t—to t—to
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e oblicua de ecuacién y = mz +n (m # 0) si existe tg € {R, £oo} tal que

thi% x(t) = too, tlirg}) Zgg =m, tlirit[y(t)fmx(t)] =n, (to € {R,=*o0}).

Ejercicio: Estudia las graficas de la curvas

1. 01(t) = (cos5t,sent) para t € [0,27).

2
2. 02(t) = (13337 1233) para teR— {_1}

3. x=t—sent y=1-—-cos(t)parate [0,2m).

5.4.2 Curvas en polares

] 0\5

/0—5\ )

_K&js 0. 75-0-5-0. . 5.0.75
-2

e?+1
ef+2

Figura 5.3: r = y r = sen(40).

Siendo (r, ) las coordenadas polares de un punto del plano R2. El conjunto
de puntos que verifican r = 3 forman la circunferencia de radio 3 centrada en
el punto 0. El anterior es un ejemplo de ecuacién polar de una curva.

En general, si f : R — R una funcién siempre positiva, el conjunto de
puntos cuyas coordenadas polares verifican r = f(f) forman una curva en el
plano y la expresién » = f(6) es la ecuacién polar de la curva.

Toda curva polar r = f(0) se puede estudiar como la curva paramétrica

2(6) = £(6) cos(6)  y(6) = £(6) sen().
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También es posible estudiar en una curva polar lo siguiente:
Simetrias:

e respecto al eje polar X si f(6) = f(—0)

e respecto al eje perpendicular al polar Y si f(0) = f(m —6)
e respecto al polo (0,0) si f(6) = f(m+6).

Asintotas:

e de ecuacion 6 = 6 si Glirg f(0) = o0,
—bo

e de ecuacién r =rg si lim f(6) = ro.
60— +o0

Ejercicio: Estudia las graficas de las curvas polares

0
1
r:—ZOiZ vy r =sen(40).

O

5.5 Teorema de Taylor para funciones de varias va-
riables
5.5.1 Derivadas de orden superior

Sea f:R" =Ry g_ai su funcién derivada parcial respecto de x;:

8f . RTL s R
ox; * 5

a - & (@).

<

Se denomina derivada parcial de f de orden 2 primero respecto de x; y despties
2

respecto de x; y se representa % O fz;z; a la derivada parcial respecto de
J 7

x;j de la funcién %:

*f . R* — R

8$]' ox; °
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Andlogamente se definen las funciones derivadas de orden tres, cuatro, etc.
Ejemplo: Sea f(z,y) = z2e¥”. Entonces:

0% f 0 ,of 0 2 2 2
= ——) = — 2 Y = 2 2 Y = 4 Y .
Oyox Oy(ﬁx) Oy( ze’) reye wye

2
83;(;;/ N a%;(g_i) = 3(36222/692) = 202ye?’ = daye?’.

ox

> f 0 ( 0% f
0xdydxr  Ox Oydx

) = (,%(4xyey2) = dye?”.

Teorema de Schwarz: Sea f : R? — R y @ € R. Si se verifica que
e cxisten las derivadas parciales f, y f, en un entorno de d
e existe fy, en un entorno de @ y es continua en @,

entonces existe fy, en d y fy(@) = fay(d).

El teorema es valido para funciones f : R™ — R y para cualquier orden
siempre que se verifiquen las condiciones correspondientes del teorema. Lo
usual es que las condiciones exigidas se verifiquen pero no siempre ocurre.

Ejemplo: Comprueba que para la funcion f(x,y) se verifica que f4,(0,0) #
fyz(0,0).

[ wss si(@y) #£0
f(@,y) = { ()+y si (z,y) = (0,0)

O

Diremos que una funcién f : R™ — R es de clase r o de clase C" en un

abierto A C R", si en todo punto @ € A existen y son continuas todas las
derivadas parciales hasta orden r de f.
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5.5.2 Teorema de Taylor para funciones de varias variables

Sea f : RP — R una funcién diferenciable en @ € RP. En ese caso, la diferencial
es una funcién dfz : R?P — R tal que

I
Z2

dfg(w1, @2, s xp) = (for (@) fon(@) ... [, (@)

Lp

Se denomina Hessiana de f en el punto @ a la siguiente matriz:

?u

=

B

—
Qy

S~—
;05

]

3

(V]

—
Qy

)P P (7))

Ejercicio: Si f € C? la matriz hessiana es simétrica. ;Por qué?
O

Se denomina diferencial segunda de f en @ y se representa d?f; a la apli-
cacién bilineal

df:: RPxRP — R
EXE — ﬁ'Hfg'l_i

Ejemplo: Sea f(z,y) = zy + x2. Calcula la matriz hessiana en (0,0) y
d*f(0,0)(h, h), siendo h = (1,2).

Puesto que fx =y+ 21‘7 fy =, f:)::c = 2) fyy = 0, fxy =1 y fy:}c =1, la

matriz hessiana queda asi
2 1

d fo0) (R, ) = (1 2) G é) G) =6
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Desarrollando los términos de la diferencial segunda de f se comprueba
que

P
& fa(hyh) = > fuge; (@)hihy.
ij=1
Si f es de clase C¥, se define la diferencial k-ésima de f en @ como la aplicacién
d¥fz :RP x RPx k. xRP : — R

tal que
dkfﬁ(ha h,...,h) = Z ijIIj27-~-7xjk (@) - hjy - gy - ooy

Recordemos la expresion del polinomio de Taylor de orden r en el punto x =
a + h para funciones de una variable

ae m(a

2! 7!
De forma similar se construye el polinomio de Taylor de orden r para
funciones de varias variables:

Py f(a+h) = f(a) + f'(a)h +

PLf(@+ h) = f(@) + dfa(h) + Sd>fa(h,h) + -+ 2d" fa(h, . D)

En particular, para una funcién de 2 variables, el polinomio de Taylor de orden
2 en un punto a queda asi:

PEF(+ ) = (@) + dfalB) + o falF, ) =

flar,a2) + (f2, (@) fur(@)) <h2> +

Ejercicio: Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 para las siguientes
funciones en el punto (0,0):

1. f(z,y) = sen(x + 2y) 2. g(z,y) = x cos(y) + y cos(x)
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5.6 Estudio local de una funcién de dos variables

Sea f : RP — R. Se dice que f tiene un minimo (equivalentemente, un
maximo) relativo en @ si existe una bola centrada en @ tal que f(¥) > f(a)
(equivalentemente, f(Z) < f(a@)) para todo punto Z de la bola que sea del
dominio de f.

Figura 5.4: (0,0) es punto critico de 2 + y? y de 22 — ¢

Propiedades:

1. Si f admite derivadas parciales en @ y tiene una méximo o minimo
relativo en @, entonces

V(@) = (fer (@), f2o (@), ..., [z, (@) = (0,0,...,0).
Un punto con gradiente 0 es un punto critico.
2. Si f € C? y @ es un punto critico de f, entonces

e d?f; es definida positiva = f tiene un minimo relativo en a;
e d?fz es definida negativa = f tiene un maximo relativo en @;
e d?fz no es definida positiva ni negativa = f no tiene ni minimo ni

maximo en a;

En el caso particular de una funcién f : R? — R, si @ es un punto critico
de f, puesto que la matriz que representa a d? f; es la hessiana, se verifica
que
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o [Hfz| >0
fzz(@) > 0 = f tiene un minimo local en a.
fazz(@) > 0 = f tiene un maximo local en a.
(El papel de las variables x e y se puede intercambiar.)

e |Hfz| <0 = no hay extremo relativo. Es un punto de silla.

e |Hfz| =0 es un caso dudoso.

Los méximo y minimos relativos de una funcién se buscaran entre los puntos
criticos, los puntos de la frontera del dominio de f y los puntos donde no
existan las parciales.

Ejercicio: Localiza los méaximos y minimos relativos de las siguientes
funciones:

1. f(z,y) = 22 — daoy® + 49? 2. g(z,y) = 2* + y* + 62%y? + 823,

5.7 Curvas en el espacio
Una curva en el espacio R? es una aplicacién

o: ICR — R?
to= (2(t),y(t),2(1))

Ejemplo: o(t) = (cos(t),sen(t),t) con t € [0,27) (ver figurab.5).

O

No es lo mismo una curva que su grafica. El conjunto I puede estar acotado
0 no.

Un punto de la curva o(t) se dice multiple si existe otro valor ¢’ € I tal
que o(t) = o(t'). Una curva es simple si no tiene puntos multiples. Una curva
o : la,b] — R3 es cerrada si o(a) = o(b). Una curva de Jordan es una curva
cerrada sin otros puntos miltiples salvo o(a).

Una curva puede expresarse de distintas formas:
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Figura 5.5: o(t) = (cos(5t),sen(3t),sen(t)) con t € [0, 27).

Ecuacién ‘ ‘ Ejemplo ‘

vectorial o(t) = (z(t),y(t), z(t)) o(t) = (t,1%,13)
paramétrica | z==z(t),y=y(t), z=2() |x=t, y=1t> 2=13

explicita r=z,y=yx), z=2z2(x) y=1x° z=a°

o en funcién de y o de z

implicita interseccién de dos superficies: 2=y, y =1’

F(z,y,2) =0, G(z,y,z) =0

Son puntos singulares de la curva aquellos tales que

o'(t) = (2'(t),y/ (1), 2'(t)) = (0,0,0).

Los puntos no singulares se llaman regulares. El vector tangente a la curva en
un punto regular es o’(t).
La longitud de la curva entre los valores tg y t1 se calcula asi

\/ t)dt = \/x + 2/(t)2dL.
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Si la longitud es finita la curva se denomina rectificable.

Ejercicio: Calcula la longitud de la curva o(t) = (2 cos(t), 2sen(t), 3t) con
t €[0,2n].
O

La ecuacién de recta tangente a la curva en el punto o(tg) es:
x = (o) +az'(to), y=uylto) +ay'(to), =z==z(to)+ a2 (to)
El plano normal a la curva en un punto o(tp) es el plano que pasa por el

punto y tiene como vector perpendicular el tangente a la curva. Por tanto su
ecuacion sera

(z = x(to),y — y(to), 2 — 2(t0)) - (' (t0), ¥ (t0), 2'(to)) = 0

Ejercicio: Calcula Ila recta tangente y el plano normal a la curva
o(t) = (2cos(t), 2sen(t), 3t)

cont € [0,2n] en el punto t = 0.

g

5.8 Superficies en el espacio

Una superficie en el espacio R? es una aplicacién S : R x R — R3.

Ejemplo:
S: [0,2r] xR — R3
(u,v) —  (2cos(u)sen(v),sen(u) cos(v), sen(v))

(Ver figura 5.6)

]

No es lo mismo una superficie que su grafica. Una superficie en el espacio
puede expresarse de distintas formas:
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Figura 5.6: S(u,v) = (2cos(u)sen(v),sen(u) cos(v),sen(v)).
Ecuacién | | Ejemplo |
vectorial (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) (2 cos(u) sen(v),
P IA T T sen(u) cos(v), sen(v))
x = x(u,v), x = 2cos(u) sen(v),
paramétrica y = y(u,v), y = sen(u) cos(v),
z = z(u,v) z = sen(v)
explicita z = f(x,y) z = % + y?
o en funcién de otras 2 variables z=— % + y?
implicita F(z,y,z) =0 %2 +y?+22=1

Consideremos los vectores

)< ) ]

aus (u’ ’U) (8x(111;,v) ’ 8y(1;v) 7 82(1;11))
Oz (u, Oy (u, 0z(u,

8;9)' (’LL, U) ( z(u,v) , y(u,v) ’ z(u v))

que estan en el plano tangente a la superficie en el punto S(u,v). Se dice que
un punto S(ug,vp) de la superficie S(u,v) es singular si

. i a8

Tug,vo = %(uo,vo) X %(uo,vo) =0.
En caso contrario, el punto es regular y el vector vy, ., es perpendicular al
plano tangente a la superficie S en el punto S(ug,vp). La recta normal a la
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superficie S en el punto S(ug,vg) es la que pasa por el punto y tiene como
direccion el vector ¥y v, -

Ejercicio: Calcula el plano tangente y la recta norma a las superficies
siguientes en un punto cualquiera:
1. S(u,v) = (2cos(u) sen(v), sen(u) cos(v), sen(v)). 2. 2z =1z + 9%

g






Capitulo 6

Calculo Integral

6.1 Integral de Riemann

1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

Sea f : R — R definida en un intervalo [a, b]. Pretendemos calcular el drea
delimitada por la grafica de la funcion f y por el eje X desde x = a hasta
x =0b.

Una particién P = {zg, z1,...,2,} de un intervalo [a,b] es un conjunto
de puntos del intervalo [a,b] tal que a = z9g < 21 < X2 < - < xp, = by
la,b] = Up_ [Tk—1, Tk

Una particién P’ se dice que es més fina que otra P, si P C P’.

Se define la suma inferior s(f, P) y la suma superior S(f, P) de la funcién

91
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f para la particiéon P como

n

ka ok — x| S(f,P) =Y My(f)|wy — za

k=1

siendo

mi(f) =nf{f(z) : z € [xp_1, 2]} Mi(f) =sup{f(z):z € [T)_1, 7k}

Una funcién f : [a,b] — R acotada es integrable en [a, b] si

S(f,P)—S(f,P)%

cuando la particién P se hace mas fina y la distancia minima de los puntos de
la particién tiende a 0 . En ese caso se llama integral de f(x) en [a,b] a

b
/ f(x)dx =lim S(f, P) = lims(f, P)

Veamos algunas propiedades:

1.

Si f(x) es monétona (creciente o decreciente) o continua en [a, b], enton-
ces f(x) es integrable en [a, b].

. Si f(z) es integrable en [a,b], entonces —f(x) es integrable en [a,b] y

Ji = f(@)de = = [} f(x)dx
Si f(z) > 0 en [a,b], entonces f;f(x)dx > 0.

y g(x) son integrables en [a,b] v f(z) > g(z) en [a,b], entonces
dx > f g(x

S |f(@)lda.
Si f(x) y g(z) son integrables en [a,b] entonces af(z) £ Bg(x) también
yf af(z) + Bg(x) dx:af:f(x)dxiﬁf;g(x)dx Va, 3 € R.

[
f(z) es integrable en [a,b], entonces f(x) es integrable en [a,c] y en
[c, bjVa<e<by f:f(x)dx = [¥ f(x)dx + fcbf(a:)d:u

- f(x)dx = 0.

. Si f(z) es acotada y tiene, como mucho, un nimero de discontinuidades

finitas o infinitas numerables (tantas discontinuidades como niumeros
naturales hay), entonces f(x) es integrable en [a, b].
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6.2 Teoremas fundamentales del calculo integral

Teorema del valor medio

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada en [a, b]. Sean
m=inf{f(z) : z € [a,b]} M =sup{f(x):x € a,b]}.
Si f(z) es integrable en [a, b], entonces:
1 m(b—a) < [ f(x)de < M(b— a)
2. existe m < u < M tal que f; f(x)dz = u(b— a).

Teorema

Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a,b]. Entonces existe la funcién
F : [a,b] — R definida asi:

Flz) = / " Fdt Vo € o]

Ademés la funcién F'(x) es continua en [a, b].
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Teorema fundamental del calculo integral

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b]. Entonces la funcién F(x) =
[ f(t)dt es derivable en (a,b) y F'(z) = f(z) Va € (a,b).

0.8
0.6
0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

fa)=a )=

Sea f(z) : [a,b] — R. Una primitiva de f(x) en [a,b] es una funcién
G : [a,b] — R tal que G'(z) = f(x) Vz € (a,b).

Ejemplo: Si f(z) es continua en [a, b], entonces F(x) = [ f(t)dt es una
primitiva de f(z) en [a,b].
]

Regla de Barrow

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y G(z) una primitiva de f(x)
en [a,b]. Entonces:

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a).
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6.3 Calculo de primitivas

6.3.1 Primitivas inmediatas

[ kde =k VkeR [arde = £ yn # 1
f%:ux’ [ etdx = e*
Ja® = %—de [ sen(z) = — cos(z)dx
J cos(z) = sen(z)dx / mdw = — cotan(x)dx
J ﬁ@;)dw = tan(z) S/ 14_1932 dx = arctan(x)
i \/11_7dx = arcsen(x) = — arccos(x)

6.3.2 Integracion por partes

6.3.3 Integracion por cambio de variable

/ﬂ@@fﬂ@/}@@mwMt

6.3.4 Método de Hermite

Supongamos que Q(x) = (x—xz1)* ... (z—xs)* y grado(P(z)) < grado(Q(x))
con zy,...,xs € C. Entonces:

Pl), H@ . [K()
Qmm‘Dm+/am

donde D(z) = MCD(Q(x),Q'(2)), S(x) = (x—z1)...(x —zs) y H(z) y K(x)
se calculan a partir de

P(x)  (H@)\ . K@)
Q@“‘(M@)*ﬂw

siendo grado(H (x)) < grado(D(z)) y grado(K (z)) < grado(S(x)).
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6.3.5 Integracion de funciones racionales

1. Caso 1: [ P(x;da: grado(P) > grado(Q).

Qz
[awe=(eoge)

2. Caso 2: f%dw grado(P) < grado(Q).

(a) Q(zx) solo tiene raices reales simples: Q(z) = (z —z1)...(x — xp)
con r1, -+ ,rq €R

Jawe= G2ty

(b) Q(z) tiene raices reales simples y multiples:
Qz)=(x—z)*...(z —z,)% con z1,...,Zy,..., T4 € R

Pz) , Af AT
/Q(w)dx_/<x—x1+ +($_$1)a1+...
Al Aor
-+ +od — ) da

T —x, (x — x,)or

(c) Q(x) tiene raices complejas simples:
Q)= (r—z) ... (x —2,)" (2 — Zrg1) ... (T — 24)
(@ —b1)2 +cF]... [(x — b)? + ] con z;,a5,¢; € R.

G- [ (G2 i

NS A71' I Agr + Ar+1 + Aq
T — T, (x—xp)  T—xpp1 T — 2y
Mz + N Mox + No d
]

(=002 +3] " —bp)?+el

(d) Q(z) tiene raices complejas multiples:

Q)= (x—z) ... (z—2,)"(x — Zpg1) ... (x — 2q)
[(z = b))+ 3% (= by)? + )P

con xi,..., T, ..., oy € R. Se puede emplear el método de Hermite.
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6.3.6 Integracion de funciones irracionales

/R(x, Vax? + bx + ¢)dx

con R una funcién racional en las variables x y v az? + bx + c. Para su trans-
formacion a integral de funcién racional:

Si Cambio de variable
a>0 Var? +br+c=t+za
c>0 Vaz? +br +c =tz +/c

a<0yc<0 Var? +bx +c=t(r — )

[ R(z,Va? + c?)dx

VvVttt =t+zx

J R(z,Vc* — 2?)dx

x = csen(t) o x = ccos(t)

6.3.7 Integracion de funciones trigonométricas

/ R(sen(z), cos(x))da

con R una funcién racional en las variables sen(z) y cos(z). Para su transfor-
macién a integral de funcién racional:

Si Cambio de variable
R(—sen(x),cos(z)) = —R(sen(x), cos(x)) cos(x) =t
R(sen(x), —cos(x)) = —R(sen(z), co (xg) sen(x) =t

3

(

t
t

)
)

tg
tg(5
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6.4 Integrales impropias

6.4.1 Integrales en intervalos no acotados

Sea b € R. Si f(z) es una funcién acotada e integrable en todo intervalo [M, D]
con M < b, se define

/_ boo f@)de = lim /Aj f(x)dz.

La integral es convergente si existe el limite anterior y es finito; es diver-
gente si el limite es +00; no existe si no existe el limite.

De forma similar definimos, si f(x) es acotada e integrable en [a, M] para
todo M > a:

o0 M
/a f(z)dz = A/}lgloo f(x)dx.

a

Y si f(z) es acotada e integrable en [N,c] y en [c, M] para todo N < cy
c< M:

/Z f(x)de = /; flz)dw + /COO f(z)dz =

c M
lim / f(z)dz + A}im f(z)dz.
N —00

N——o0 c

Sean f(x) y g(x) funciones positivas y continuas en [a, c0). Para estudiar
la convergencia de faoo f(z)dz y de faoo g(x)dx se pueden emplear los siguientes
criterios:

Criterio de comparacion

1. Si 0 < f(z) < g(z) a partir de un cierto x en adelante, entonces
[ g(x)de < oo = [7° f(x)dx < oo.
2. Si0 < g(x) < f(z) a partir de un cierto x en adelante, entonces

[ g(x)dr = 0o = [ f(z)dz = 0.
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Criterio del limite
f(=)

Sea A = limy_,o0 5= :
9(@)

1. Si A€ R— {0}, entonces [ f(z)dz y [’ ° g(x)dx convergen o divergen
simultdneamente.

2. Si A =0, entonces
[ g(x)de < oo = [ f(x)dx < oo.
3. Si A = oo, entonces

[ g(x)de = 0o = [ f(z)da = co.

6.4.2 Integrales de funciones no acotadas

Sea a,b € R. Si f(x) es una funcién no acotada en b pero integrable en todo
intervalo [a,b — €] con € > 0, se define

b b—e
/ f(z)dx = li_r}(l) f(z)dx.

a

La integral es convergente si existe el limite anterior y es finito; es diver-
gente si el limite es +00; no existe si no existe el limite.

De forma similar, si f(z) no es acotada en a pero es acotada en [a + €, b]
Ve > 0, definimos: \ ,

/ f(z)dx = lim f(z)dx.
a =0 Jate

Y si f(x) no es acotada en ¢ € (a,b), pero es integrable en [a,c — €1] y en
[c + €2, b], definimos

/abf(x)d:v _ /acf(:v)dﬂc+/caf(x)dx _
im [ f@)det tim [ f)de

e1—0 a ea—0 cteo

Sea una funcién f(z) no acotada en ¢ € (a,b). Se define valor principal
de Cauchy de la integral de una funcién f(z) en el intervalo [a, b] a

VP < / b f(x)d:z) ~ lim < / " @)de + i f(x)dx)
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Para estudiar la convergencia de la integral de una funcién no acotada en
un cierto intervalo, se pueden utilizar los siguientes criterios:

Criterio de comparacién

Sea f(x) > 0 una funcién continua en [a,b) y no acotada en b:

1. Si existe otra funcién g(x) tal que f(x) < g(x) Va < x < b, entonces
ffg(w)da: < 00 = fff(a:)dx < 0.

2. Si existe otra funcién g(x) tal que 0 < g(x) < f(z) Ya < = < b, entonces
P g(@)da = 0o = [ f(2)dz = oo,

Criterio del limite

Sean f(xz) > 0y g(xr) > 0 dos funciones definidas en [a,b) y sea A =

lim,_,,- %. Entonces:
1. SiA e R—{0}, ff g(z)dxy f; f(x)dz convergen o divergen simultdneamente.

2. Si A =0, entonces
ffg(m)dm <00 = f;f(:n)dzn < 00.

3. Si A = o0, entonces

[P g(@)dz = 0o = [° f(x)dz = .
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6.5 Aplicaciones de la integral definida en R

Area definida por una curva

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0. 4] 0.4 0. 4]

0. 2] 0.2 0.2
i 0.2 0.4 0.6 0.8 1 i 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ' 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
b t 0

Jolf (@) = g(x)]dx it @)’ (t)|dt 5 Jo, pPd0

Longitud de un arco de curva

0.6
0.5 0.5 0.8
0.4 0.4 0.6
0.3

0.2 0.2
0.1 0. 1

0.2 0.4 0.6 0.2 0.4 . 8 0.2 0.4 0.6 0.8

[T ()] dx I 21 /(1) dt feﬂ/ 2+ /(0) d9

Area de una superficie y volumen de un cuerpo de revolucion

27Tf f(z \/1+ f’ |2dx 27rf T/ 1+ f/ |2dz J 7l f (@) da
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6.6 EIl concepto de integral doble

L e o o o W W T v e W
OSSN SS S
T OSSO S
OSSO S S US S
e v e v T e v
T T W e e SR

o vV W

N

Sea f : R? — R una funcién positiva y acotada definida en un rectdngulo
I = [a,b] x [c,d] del plano R?. Pretendemos calcular el volumen de la figura
delimitada superiormente por la grafica de la funcién f(z,y) e inferioremente
por el rectangulo [a, b] x [c,d].

P es una particion del rectangulo I si P = P; x P», donde P; es una
particién del intervalo [a,b] y P» es una particién del intervalo [¢,d]. Una

particion P’ = P| x Pj se dice que es mds fina que otra P = P; X Py, si
P C P

Consideremos una particiéon P = P} x P tal que P, = {zo,Z1,...,Zm} ¥
Py = {y0,91,--.,Yn}. Se define la suma inferior s(f, P) y la suma superior

S(f, P) de la funcién f(z,y) para la particion P como

m

s(L,P) =) mig(H)l(xi — 2io1) (5 — yj—1)]

i=1 j=1

S(f,P) =3 Mij(£)l(wi — wi1)(yj — yj—1))|

i=1 j=1
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siendo
mij(f) = inf{f(z,y) : @ € [vi—1, 2], y € [yj—1,y5]}

M; ;(f) =sup{f(z,y) : x € [wi—1, 23], ¥ € [yj—1,y;]}

Una funcién f : I ¢ R?> — R acotada es integrable en I si
S(f,P)—S(f,P) —0

cuando la particién P se hace mas fina y la distancia minima de los puntos de
la particién tiende a 0 . En ese caso se llama integral de f(z,y) en I a

//If(a:,y) dzx dy = lim S(f, P) = lim s(f, P)

Sean f,g : I C R? — R dos funciones integrables en I. Veamos algunas
propiedades:

1. V o, 8 € R las funciones af £ B¢ son integrables en I y

//I[afiﬂg]da:dy:a//lfdxdyiﬂ//lgdxdy.

. Si fy g son integrables en I y f(z,y) > g(z,y) en I, entonces

//IfdxdyZ//Igdmdy.

3. Si f es integrable en I, entonces |f| también y

[ [raman< [ i ay

4. Si f estan acotada por dos nimero my M (m < f < M) en I, entonces

[\

m Area(]) < //f dx dy < M Area(I)
1

5. f - g es integrable en I, pero no se verifica en general que la integral del
producto sea el producto de las integrales.
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6. Si I = I, U I, siendo I; e I dos rectdngulos de R?, entonces f es
integrable en I e Is y

//Ifda:dy:/ Ilfdxdy—k/bfdxdy

7. Si f es continua en I, o bien es continua salvo en un conjunto de puntos
de medida nula', entonces f es integrable en I.

Sea D un conjunto acotado cualquiera de R? delimitado por una curva
cerrada y sea I un rectangulo que contenga a D. Una funcién acotada en D
f: D — R es integrable en D si y solo si la funcién

_{ fla,y) si(z,y) €D
0 si (x,y) el —D

//Dfdxdy://lfdxdy.

Esta definiciéon permite calcular integrales en recintos distintos de los rectangulos
conservando las propiedades de linealidad, monotonia y acotacién estudiadas.

!

definiéndose

6.7 Integraciéon iterada

Sea I = [a,b] x [¢,d]. Dada la funcién f : I C R? — R, para cada punto
x € [a,b] podemos hablar de la funcién

fzile,d — R
tal que f;(y) = f(x,y). Por ejemplo, si f(z,y) = 224y, entonces f3(y) = 9+y.
Teorema de Fubini: Si f es una funcién integrable en I y para cada

x € [a,b] (salvo, quizds, un nimero finito de valores de x) la funcién f, es
integrable en [c,d], entonces la funcién fcd fz(y)dy es integrable en [a,b] y se

verifica que o
//If dz dyz/a (/ fx(y)dy> .

ntuitivamente, un conjunto de medida nula en el plano es aquel que tienen &rea nula.
Por ejemplo, los conjuntos con un nimero finito de puntos, los segmentos y las curvas son
conjuntos de medida nula en R2.
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En lo anterior, el papel de z e y es intercambiable. Si f(z,y) es continua
en I se puede aplicar el teorema de Fubini. Este concepto se puede generalizar
a la integracién en cualquier recinto de R2.

Ejemplo: Calcula la integral de f(x,y) = 22 +y en el recinto

I={(z,y) eR*/z € [1,4], y € [1,2]}

2 4 27,3 4
//(x2+y)d:vdy:/ (/ (1:2+y)da:)dy:/ [—+y:v} dy =
I 1 1 1 L3 1
2 3y?., 51
= / (21 + 3y)dy = 21y + —]7 = —.
. 2 2
O

Ejemplo: Calcula la integral de f(x,y) = 2 4+ y en el recinto S

S={(z,y) eR*/x € [1,2], 2* <y <a® +5}.

[ [t asan= [*( [ ) ar-
2

27,3 z?+5 2 3
z 25 10z 2bx 215
= o de = | 102% + =dx = ey e
/1 [3 —i—ya:] ; x /1 x° + 5 x [ 3 + 5 ]1 6

T

2
Ejemplo: Calcula la integral de f(z,y) = xe v en el recinto S delimitado

porlascurvasy =22, y=1,y=2, 2 =0.
Con las condiciones impuestas el recinto S es

S ={(z,y) eR?*/ ye[1,2], 0 <z <y}
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_2 2 VY g2
//merac dy :/ / re v dx | dy =
S 1 0

21 Vi

2| . T 2
| e[ e

Ejemplo: Calcula la integral de f(x,y) = va? — x? en el recinto delimi-
tado por el primer cuadrante del circulo centrado en el punto (0,0) y de radio
a.

Con las condiciones impuestas el recinto S es

S ={(z,y) €eR*/ z €0,a], 0 <y < Va2—z2}.

Va2—zx

a 2
//\/&2—1'2 dxdy:/ ( Va2 — 2 dy) dr =
s 0 0

a Jai—2? 1
= / [y a? — xz} dy = / (a2 — x2) dy =
0 0 0

Ejercicios: Calcula las siguientes integrales de las funciones f(z,y) en los
recintos S correspondientes.

1. f(z,y) = 22 +y, S delimitado por lasrectasy = 1, y =2, y = z, & = 2y.

2. f(z,y) = 2%y — 32, S delimitado por el eje X, el eje Y y el primer
cuadrante del circulo centrado en (0,0) y de radio 1.

3. f(x,y) =2z +y?, S delimitado por las curvas y =0, y = 1, . = y% — 1,
z=1y>+1.

4. f(z,y) = 2® +y?, S delimitado por las curvas y = 22 — 1, y = 9 — 2%
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6.8 Cambios de variables

Teorema de cambio de variable: Sea f : D C R?> — R una funcién
integrable en el recinto D y T : D* — D una aplicacién de cambio de variable
(T1(u,v) = x, To(u,v) = y). Six ey admiten derivadas parciales continuas
respecto de u y de v en D*, entonces

[ [t deay= [ [ 5oy 7] deds
D D~
siendo |J| el jacobiano de la aplicacién de cambio de variables.

Ejemplo: Calcula la integral de f(x,y) = /22 + y? en el circulo de centro
(0,0) y radio r.

El recinto serd S = {(x,y) € R?/2? + y? < r?}. Hacemos el cambio de
variable

x = pcosf y = psené.
El jacobiano del cambio de variable es
J— g—:; % cost) —psenl |
- % % | senf pcos@ |

El nuevo recinto S* sera

S*={(p,0) eR?/0< <27, 0<p* <r?}=
={(p.0) ER*/0<H<2m, 0< p<r}

y la integral queda

Para algunos recintos determinados hay cambios de variable que pueden
funcionar bien:
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1. Circulo de centro (a,0) y radio r, de ecuacién (x — a)? + y? < r?):
x=a+ pcosf y = psenf
2. Circulo de centro (0,b) y radio 7, de ecuacién z2 + (y — b)? < r?):
x = pcosb y=>b+ psenf
3. Circulo de centro (a,b) y radio r, de ecuacién (z — a)? + (y — b)? < r?):
x=a-+ pcosd y=>b+ psend
2
2

. ., 2
4. Elipse de ecuacién 75 + % < r2:

x = apcosb y = bpsent

6.9 Aplicaciones de la integral doble

6.9.1 Areas de figuras planas

-1 -0.5 0.5 1

Figura 6.1: Area entre fvag.

El area del plano XY contenida entre dos funciones g(z) < f(z) que se
cortan en los puntos © = a, x = b (ver figura 6.1) se puede calcular

b f(z)
/ / dy | dz
a g9(z)



CALCULO INTEGRAL 109

Figura 6.2: Una superficie en R? y su proyeccién en z = 0.

6.9.2 Areas de superficies en R?

Consideremos una superficie z = f(z,y) en R? (ver f igura 6.2) para determi-
nados valores de x y de y. Si su proyeccion sobre el plano XY es el recinto S,
entonces el area de la superficie se calcula

0z 0z
//S \/1 + (%)2 + (a_y)2 dx dy (6.1)

6.9.3 Volimenes de figuras en R?

Consideremos la superficie z = f(z,y) y su proyeccién S sobre el plano XY
El volumen del cuerpo delimitado superiormente por la superficie z = f(z,y),
inferiormente por S y lateralmente por rectas paralelas al eje OZ que pasan
por la frontera del recinto S, se puede calcular asi

//Sf(x,y) dz dy
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Si la figura estd limitada inferiormente por otra superficie z = g(x, y), el calculo

- / /S fay) dody~ [ /S glw,y) do dy

Ejemplo: Calcula el area de la regién plana limitada por las curvas
_ 2 —_q_ 2
Y= LLy=9—2a°.

Los puntos de corte de las dos curvas se alcanzan en x = +1/5, de modo
que el recinto sera

S={(z,y) €ER?/ z € [-V5,V5], 2 —1 <y <9—z?}

y el area

V5 9—g? V5 )
// dx dy = / / dy | doe = / [y]?:;fl dr =
S V5 z2—1 V5

V5 3 V5
:/ 222 410 dx = [—2i+10x] _40v5
NG 3 V5 3

O

Ejemplo: Calcula el drea de la superficie z = 5 + 2% — y? limitada por el
cilindro z? + y? = 4.

(Ver figura 6.3). La proyeccién de la figura es el recinto S del plano XY
S={(x,y) eR?/ 2® +y* < 4}

y el drea de la superficie haciendo uso de la expresién (6.1)

//S\/lﬂaz)?ﬂazp dr dy = //S\/m de dy

ox y
Aplicando el cambio recomendado para el recinto S

x = pcost y = psenf
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Figura 6.3: z =54+ a2%2 — 32 y 22 +¢y> =4

el jacobiano es |J| = p y nos situamos en el recinto
" ={(p.0) €R?/ 0 € [0,27], p < [0,2]}

con lo que la integral queda

// \/1+4p2\J]dpd9:// V1t 4p2p dp df =
S S

2
or 2 2 (1+4p2)g
1+ 4p2p dp d@z/ —
[ Ja= |55
/2” V1T -1 [17\/ﬁ—1 err_ (1717 — )7
0

df =

0

12 12 6
0

0

Ejemplo: Calcula el volumen limitado por la superficie z = x% + 2y,
2

inferiormente por el plano z = 0 y lateralmente por las superficies y = 1 — x*,

y = 2.
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-1 -0.5 0.5 1

Figura 6.4: y = 1 — 22, y = 2?2

(Ver figura 6.5). La proyeccién en el plano del cuerpo limitado por y =

1 — 22, y = 22 es el recinto limitado por las curvas de la figura 6.4. Estas

curvas se cortan en los puntos z = :t%. El recinto S sera

1

1
S ={(z,y) eR?/ 5SS 2’ <y<1-2a7}

El volumen de la figura sera

1—x2

//S(x2+2y)dxdy:/§ (/IQ (22 + 2) dy)dx:

1 1
—/f [ny—i-yQ]iz_xz dw—/ﬂ [1— 2% 22" da
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Figura 6.5: z =22 + 2y, y=1—-2% y=2% 2=0
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Capitulo 7

Series numéricas y series de
funciones

7.1 Series numéricas

A partir de cualquier sucesién (a,)nen de nimeros reales, podemos formar una
sucesién (S,)n € N de sumas parciales de forma similar al siguiente ejemplo:

1 1
“y N7y
a9 1 52:§+Z

1 1 1 1
ag_g 5325-1-14—@

1 k
=g  Sk=Yh_ian

Es decir, a partir de cualquier sucesién (a,, )nen de nimeros reales, podemos
formar la (S,)n € N de sumas parciales

k
Si1=ay, So=a1+as, S3=a1+as+as, ..., Skzzzam
n=1

o oo
La sucesién S, se llama serie y se suele denotar E an. Una serie E a, puede

n=1 n=1
Ser

e convergente, si kl m S < 0o

i
—00

115
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e divergente , si klim S = o0

—00

e sin limite u oscilante, si no existe lim Sg.

k—oo

Si la serie es convergente, se llama suma de la serie a

=1
5= Jim Si

y ese valor S también se denota Y 7 | ay.

o0
Se llama resto de la series de orden k a Ry = Z an y se tiene que
n=k+1
00 k 0o
S:Zan:Zan—i— Z an = S + Ry.
n=1 n=1 n=k+1

7.1.1 Propiedades

1.

El caracter convergente, divergente u oscilante de una serie no varia si
se suprimen un numero finito de términos.

. , fe'e) . . 00
. Una serie de ntimeros reales )~ ; a, es convergente si y solo si ) >° | ap

es de Cauchy.

Una serie de niimeros reales > - | a, es convergente si y solo si la suce-
sién Ry es convergente a 0.

Para que la serie de niimeros reales >~ | a,, sea convergente es necesario
(no es suficiente) que (a,)pen sea convergente a 0.

. Para que la serie de niimeros reales >~ | a, sea convergente es suficiente

(no es necesario) que la serie Y, |ay| sea convergente.

Ejemplos

1.

Series geométricas: Y 2, ar™.

k a+= sifr]l <1
. ar —arkt! 1—7rF oo 1-r ) I
Sk:E ar” = 7 :arl — 00 sir>1
-7 -7 . .
n=1 no tiene sir < -—1
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2. Series telescépicas: Y 2 | @, donde z,, = ap — Gnt1

Sg=x1+z2+ - +ar= (a1 —az) + (a2 —ag)---+

k—oo .
ot (ag — ak1) — a1 — lim agyq
k—o00

3. Serie armoénica: Y oo | L.

1+3+ 243+ 4.4+ s+ 4+ =+t >
2 3 4
1+ 3+ &+ S+ 2+ Z+..>
1+ 3+ 3+ 5+ 3+ It =
4. Serie arménica generalizada: Y -, n—lp
(a) Casop<1:3 00 L >%" 1—cn.
(b) Casop>1:
I+ m+3p+t ptemteptmt gt +mt <
1+ 2+ =+ =+ <
1+ 21,%1-1- W—F W—l— =
i( 1 )"_ I
Z\wT) T L T

5. Series alternas: ZZO:1 G, CON Gpapt+1 < 0Vn € N

Si |an| es una sucesion mondtona decreciente y convergente a 0, entonces

> | a, es convergente
n=19n g .

Supongamos que a1 < 0 (ag > 0,a3 < 0, etc). Entonces

S <83 <85 <--- < 56<5; < 5.

Sor_1 es una sucesion creciente y acotada superiormente, por lo tanto,
es una sucesién convergente.

Soj, es una sucesion decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto,
también es una sucesién convergente.
Ademas
lim SQk - Sgk,1 = lim agy — 0
k—oo
Con lo que

lim Sgk = lim Sgk,1 = lim Sk
k—oo k—oo

k—o0



118 CAPITULO 7

7.1.2 Criterios de convergencia para series de términos posi-
tivos

Los siguientes criterios para estudiar si una serie » - a, con a, > 0 es
convergente, son aplicables también para estudiar

e la convergencia de series de términos positivos a partir de un término en
adelante.

e la convergencia de series de términos negativos (cambiando el signo de
la serie).

e la convergencia en valor absoluto de una serie cualquiera (32, |an]).

Criterio general

S = anl an €s una sucesion monotona creciente y, por tanto, sera conver-
gente si estd acotada superiormente.

k
Sk:ZangM Vk e€N.

n=1

Criterio de comparacién

Sean Y " an y > ooy by dos series de términos positivos. Supongamos que

para cualquier valor k. Se verifica que:
1. Si ) 2, b, < oo, entonces Y o2 a, < 00.

2. 81> >, an = 00, entonces > by, = o0.

Criterio del limite

Sea > > 1 any Y ooy by dos series de términos positivos y

A= lim a—n.

n—oo n

Se verifica que:
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1. Si A € R — {0}, entonces > 2 an y Y -y b, convergen o divergen
simultaneamente.

2.S1A=0, (302 an << Y07 by) entonces
o oo o (o9}
an<oo=>2an<oo y Zan:oo:>2bn:oo.
n=1 n=1 n=1 n=1

3. SiA=o00, (D07 by << Y07, ap) entonces

0 o x oo
Zan<oo:>an<oo y an:oo:Zan:oo.
n=1 n=1 n=1 n=1

Criterio del cociente
oo . 3 . oy
Sea Y 7, a, una serie de términos positivos y sea

. Ap+41
A= lim 2

n—0o0  (y

Se verifica que:
1. Si A <1, entonces Y o7 a, < 00.
2. Si A >1, entonces > 2 | an = 00.

3. Si A =1, puede ser convergente o divergente.

Criterio de Raabe

Sea Y7 | ap una serie de términos positivos y sea

A= lim n(l—anH).
n— 00 an

Se verifica que:
1. Si A > 1, entonces > 7 | an < 00.
2. Si A < 1, entonces Y -7 a, = 0.

3. Si A =1, puede ser convergente o divergente.
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Criterio de la raiz

Sea Y7 | ap una serie de términos positivos y sea

A= lim a,.
n—oo

Se verifica que:
1. Si A <1, entonces Y > a, < 0.
2. Si A>1, entonces Y .7 | ap = 0.

3. Si A =1, puede ser convergente o divergente.

Criterio del logaritmo

Sea > | an una serie de términos positivos y sea

L(L
A= lim <a")

n—00 n

Se verifica que:
1. Si A > 1, entonces y_ 7 an < 0.
2. Si A <1, entonces > o7 | a, = 00.

3. Si A =1, puede ser convergente o divergente.

Criterio de la integral

Sea Y >° | ay una serie de términos positivos tal que a1 > ag > ag > --- > 0.
Si f : [l,00] — R es una funcién mondtona decreciente en [1, 00| tal que
f(n) =an Vn €N, entonces

; (07 y /1 f(t)dt

convergen o divergen simultaneamente.
Dado que (ver figuras 7.1)

k
Sk_1:a1+a2—|—---+ak_1>/ f)ydt >as+as+---+ap =Sk — a1
1
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2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
ﬁﬁﬁl T
| |
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Figura 7.1: a1 +--- + a5 > flﬁf(t)dt2a2+~-~+a6

tomando limite cuando & tiene a infinito
k
S —ay g/ fltydt < S
1

7.1.3 Otros criterios de convergencia
Una serie Y | a, es absolutamente convergente si Y .~ | |a,| < oo.
Se verifica que:

=
1. Absolutamente convergente o Convergente.

2. Las series absolutamente convergentes son las unicas series reordena-
bles, es decir, cualquier otra serie con sus mismos términos en distinto
orden sumard lo mismo (Teorema de Dirichlet).

3. Si una serie es convergente pero no absolutamente convergente, podemos
reordenar sus términos para que sume lo que nos propongamos previa-
mente (Teorema de Riemann).

Criterio de Abel

Si Y o2, an < o0y by, es una sucesién mondtona, entonces > oo | apb, < 00
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Criterio de Leibniz

Si Y>° | ay, tiene sumas parciales acotadas y b, es una sucesién decreciente

convergente a 0, entonces > | apby, < 00

Proceso para estudiar la convergencia de una serie:

1. Comprobar si el término general tiende a 0. En caso contrario, la serie
no converge.

2. Estudiar si es absolutamente convergente con los criterios para series de
términos positivos (abs. convergente = convergente).

3. Si es alterna, aplicar el criterio especifico para series alternas.

4. Si no son ttiles los anteriores, aplicar los criterios de Abel o Leibniz.

7.2 Sucesiones de funciones

Si F es el conjunto de las funciones de los ntimeros reales en los nimeros
reales, una sucesién de funciones (f,)nen es una aplicacién

N — F
I - f
2 — f2

Una sucesién de funciones (fn)nen : A C R — R se dice que converge
puntualmente a una funcién f: A CR — R si V z € A se verifica que

Tim_fu(e) = £(a).
es decir
VeeAyVe>0, Foy:n>6,=|fn(z)— f(z) <e

En la definicién anterior, fijado un €, es posible que no exista un mismo ¢
que sea valido para todos los puntos = € A.

Una sucesién de funciones (fn)nen : A C R — R se dice que converge
uniformemente a una funcién f: A C R — R si se verifica que

Ve>0, Jd:n>0=|fu(z)— f(z)|<e VzeA
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

2™ — 0 puntualmente en [0, 1)

7.2.1 Propiedades

1. Si f,, — f uniformemente, entonces f,, — f puntualmente (convergencia
uniforme = convergencia puntual).

2. El limite puntual de funciones continuas no tiene que ser una funcién
continua. Ejemplo: 2™ en el intervalo [0, 1].

3. Si (fn)nen es una sucesién de funciones continuas y f, — f uniforme-
mente en [a, b], entonces f es continua en [a, b].

4. Si (fn)nen es una sucesién de funciones continuas y f, — f uniforme-
mente en [a, b], entonces

Fo(x) = / Cfatyde L p(r) = / " byt

En particular F,,(b) — F(b), es decir

b b
lim [ fy(t)dt = / f(t)dt.

n—oo

5. Si (fn)nen es una sucesién de funciones derivables en [a,b], fn(c) es
convergente en algin punto ¢ € (a,b) y f] converge uniformemente a
una cierta funcién g en (a, b), entonces (f,)nen converge uniformemente
a una funcién diferenciable f en (a,b) y se verifica que f' = g.
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0.75
0.5
0.25

-0.25
-0.5
-0.75

sen(z) — 0 uniformemente en [0, 1]

n

7.3 Series de funciones

A partir de cualquier sucesién (fy,)neny de funciones, podemos formar una
sucesién de sumas parciales:

k
fla f1+f27 f1+f2+f3, NN an7
n=1

La sucesion asi formada se llama serie de funciones y se suele denotar

2=t foe

La serie Y 7, f, se dice que es convergente puntualmente en un con-
junto A C R si la serie de nimeros > -, fn(z) es convergente V = € A, es
decir, cuando ) 7 fu(z) < ooV z € A.

La serie ) 2 f, se dice que es convergente uniformemente en un
intervalo A C R si la sucesiéon de sumas parciales

k
fi, i+f2, it fo+fs, ..., an,
n=1

converge uniformemente en A.



SERIES NUMERICAS Y SERIES DE FUNCIONES 125

La serie Y 7 | fn se dice que es absolutamente convergente en un in-
tervalo A C R si la serie Y 7 | fn| es convergente puntualmente en A.

Criterio M-Weirstrass

Sea > >° | fn una serie de funciones definida en A C R. Si se verifican las
condiciones:

L |fa(x)| <M, VYneN VzeA,
2.3 M, < oo,

entonces Y~ | f, es absolutamente convergente y uniformemente convergente.

7.3.1 Propiedades
Sean fy, : [a,b] = Ry f:[a,b] = R.

1. Si Y 02, fn converge uniformemente a f en [a,b] y (f,) son funciones
continuas, entonces f es una funcién continua en [a, b].

2. Si > >, fn converge uniformemente en [a,b] y (fy) son funciones conti-
nuas, entonces
b b
> [ ndi= [ 3
n—oo v @ @ p=1

(Integral de la serie = Serie de las integrales)

3. Si f, son funciones derivables en [a,b], Y 7, fn(c) es convergente en
algin punto ¢ € (a,b) y >.o°, f; converge uniformemente en (a,b),
entonces » > f, converge uniformemente a una funcién diferenciable
en (a,b) y se verifica que

(z fn> S
n=1 n=1

(Derivada de la serie = Serie de las derivadas)
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7.4 Series de potencias

Una serie de potencias es una serie de funciones » 7 f, en la que las

funciones son de la forma f, = ¢,(z — a)", con ¢,,a € R. Dada una serie de
potencias Y > ¢p(z — a)”, se llama intervalo de convergencia de la serie
al intervalo I centrado en a tal que si z € I entonces Y - cp(z —a)™ < 0.

;Para qué valores € R converge la serie > > cn(x — a)"? ;Para qué
valores z € R converge absolutamente la serie Y > cp(z —a)™?

Aplicando el criterio del cociente a Y " [cn(z — a)"|:

n+1

li —cn+1(m —a) = |z —al| lim Cnt1 1
n— oo Cn, ({L‘ — a)n n—oo "
es decir,
1
|z —a| <
].lmn—>oo CTCH—I
mn

Aplicando el criterio de la raiz a >~ o [cp(x — a)™|:

lim {/|cp(z —a)?| = lim |z —a| V/|cn| < 1
n—oo

n—oo
es decir,
|$ _ a| < ;
lim,— o m '
Dada una serie de potencias )~ cp(x —a)", se define radio de conver-

gencia de la serie como

1
R =
. Cni1
lim,, oo | =2

Cn

o bien como 1

R=— — .
limy, 0 v |cn|

La serie Y 7 g cn(z —a)™ es
1. Absolutamente sumable si |x — a| < R, es decir, xz € (a — R,a + R)
2. No sumable si |z — a|] > R, es decir, z € (0c0,a — R) U (a + R, 0)

3. Caso dudoso si |z —a| =R, esdecirx =a— R,z =a+ R
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7.4.1 Convergencia, continuidad, derivabilidad e integracion

Proposicién 7.1. La serie de potencias -~ cn(x—a)™ es absolutamente
convergente y uniformemente convergente en todo intervalo compacto [p,q]
contenido en el intervalo (a — R,a + R), siendo R el radio de convergencia de
la serie.

Demostracion. Puesto que [p, q] C (a— R, a+ R), es posible encontrar un valor
S con 0 < S < R tal que [p,g] Cla—S,a+S] C (a— R,a+ R). Aplicamos
ahora el criterio M-Weirstrass a la serie de potencias y > ¢p(z — a)™ en el
intervalo [p, ¢|:

L. |ep(x —a)"| < |ep|S™ Va € [p, ql.
2. 3 0 len]S™ < 0o (se puede ver aplicando el criterio de la raiz)

Como consecuencia, la serie de potencias Y > cn(z — a)™ es absolutamente
convergente y uniformemente convergente en todo intervalo [p,q] C (a—R,a+
R).

O

Propiedades

Sea [p,q] C (a — R,a + R):

1. Puesto que ¢, (z—a)™ son funciones continuas en [p, q] y > oo cn(z—a)™
converge uniformemente en [p, ¢}, se deduce que > > ; ¢p(z —a)™ es una
funcién continua en [p, q].

2. Puesto que ¢, (z—a)" son funciones continuas en [p, ¢l y > o2 cp(z—a)”
converge uniformemente en [p, ¢, se deduce que

9. > ra
/ Z en(z —a)dr = Z/ cn(z —a)"dx
P n=0 n=0"P

3. Puesto que ¢, (z — a)™ son funciones derivables en (p,q), > oo, ncp(x —
a)" ! converge uniformemente en (p,q) y > oo ¢n(z—a)™ es convergente
para algin valor de = € (p, ), se deduce que Y 7 ¢p(z—a)™ es derivable

y

o0

(Z cn(x — a)”) = Z [en(z —a)™) = Z nep(z —a)
n=0 n=0

n=0
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7.4.2 Funciones analiticas. Series de Taylor

3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
%:: 0.5
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5
flx)=¢€" Polinomios de Taylor de e*

Lasucesién 1,1+z,14+x+ 3‘"2—2, 1+x+ :”2—2 + %, ... de polinomios de Taylor
de grado n para la funcién e” en el punto 0, tiene como limite la serie de

potencias
X n

>
X
= n!
.Es cierto que e* =Y > %?
Sea a € Ry f(x) una funcién derivable infinitas veces en un entorno de
a. La serie de Taylor para la funcién f(z) en a es la serie de potencias que
resulta como limite de los polinomios de Taylor para la funcién f(x) en a.
Una funcién f(x) es analitica o desarrollable en serie de potencias alre-
dedor de a, si existe R > 0 tal que si € (a — R, a + R) entonces

fl@)=7 eule—a)
n=0

es decir, cuando coincide con una serie de potencias en un intervalo centrado
en a.

Proposicién: Sea f(z) una funcién analitica en a. Entonces la serie de
potencias con la que coincide en un entorno de a tiene que ser su serie de
Taylor en el punto a.
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Ejemplo: La funcién f(x) = e es analitica en 0.

. . s =z oo g™
La serie de Taylor para la funcién f(z) =e” en 0 es ) ° ;7. Veamos el
radio de convergencia de esta serie:
1 1 1
R = = 1 = 1 =X
. Cn+1 . — .
lim,, 0o = lim,, oo ’ <ni1>! lim,, o0 —n+1‘
n!

La serie, por tanto, es absolutamente convergente para todo x € (—00, ).

Si llamamos P, f(0)(z) al polinomio de Taylor y R, f(0)(x) al resto de
Taylor de grado n para la funcién f(x) en el punto 0, el teorema de Taylor
nos dice que:

f(x) = Puf(0)(x) + R f(0) ().

Si tomamos limite en la expresién anterior nos quedara:

f(@) = Jim Paf(0)(@)+ lim Raf(0)(a)

es decir,
00 2" .
flz) = ZJ; o Jim Ry, f(0)(z)

con lo que para que f(x) sea analitica basta que el segundo sumando de la
derecha tienda a 0 cuando n tiende a oco. Para finalizar bastara que veamos
esto ultimo:

. o SO ST
dm Baf(0)(z) = lim “o—gyre™ = lim mmgye =0

Ejemplo: La funcion
0 siz=0
flx) = { .
e=2 six#0

no es analitica en 0.

La funcién anterior tiene todas sus derivadas en 0 iguales a 0, con lo que
sus polinomios de Taylor en 0 valen siempre 0 al igual que su serie de Taylor.
Sin embargo, f(x) # 0 en todo punto distinto de 0.

O
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2 |1
WL

Figura 7.2: f(z) =

7.5 Series de Fourier

7.5.1 Funciones periddicas. Funciones pares e impares
Sea f: ACR — R. Se dice que
1. f(z) es periddica si existe T'> 0 tal que f(z +T) = f(x) Vx € A,
2. f(z) es parsi f(—z) = f(x) Vo € A,
3. f(x) es impar si f(—z) = —f(z) Vo € A.

Propiedades
1. Si f(z) es una funcién impar, entonces [ f(z)dz =0 Va €R.
2. Si f(x) es una funcién par, entonces [, f(z)dz =2 [ f(z)dz Va € R.
3. Si f(z) es una funcién periddica de periodo 2I, entonces

f f(@)de = [P f(z)de VaeR.
4. Si f(z) es impar, entonces f(x)cos(nx) es impar y f(z)sen(nz) es par.
5. Si f(z) es par, entonces f(z)cos(nz) es pary f(x)sen(nx) es impar.

6. Si f(x) es periddica de periodo 2, entonces f(x)cos(nx) y f(x)sen(nz)
también son periddicas de periodo 2.
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Integral de una funcién impar Integral de una funcién par

-1

Integral de una funcién periddica

7. Si f(x) es periédica de periodo 21, entonces f(z)cos(n7z)y f(x)sen(nfz)
también son periddicas de periodo 2I.
7.5.2 Desarrollo de una funcién en serie de Fourier

Dada una funcién periddica f(x) de periodo T' = 2I, pretendemos encontrar
una serie de la forma:

S(z) = % + i ayp, COS (?w) + by, sen (nl_7r$>
n=1

que se parezca a f(x) en el sentido en el que
1 a+21

5| ) -S@Pd
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sea lo minimo posible.

7.5

(N
o1t

-7.5 -5 2.5 2.

Figura 7.3: f(z) =« con z € [r, 7] y su desarrollo de grado 3.

Para obtener el desarrollo en serie de Fourier de una funcién f(z) periédica
de periodo 2, los coeficientes a,, y b, se han de calcular asi:

ag = %/_llf(:c)dx
an = %/ll f(z) cos (?m) dx

by, = ;/_ll f(x)sen (nlim) dz.

Proposicién: Sea f(x) es una funcién periédica de periodo 2I. Si

1. f(z) es par, entonces en su desarrollo en serie de Fourier, los coeficientes
b, seran nulos.

2. f(z) es impar, entonces en su desarrollo en serie de Fourier, los coefi-
cientes a, seran nulos.
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Desarrollo de una funcién no periédica

Sea f(x) una funcién cualquiera (no necesariamente periédica) en [a, b, mondtona
a trozos y acotada.

1. Si la completamos definiéndola de forma periédica, podremos obtener su
serie de Fourier.

2. Si la completamos definiéndola de forma periédica y par, podremos obte-
ner su serie de Fourier que solo tendra términos con cosenos (desarrollo
en cosenos de f(z)).

3. Si la completamos definiéndola de forma periddica e impar, podremos
obtener su serie de Fourier que solo tendrd términos con senos (desa-
rrollo en senos de f(x)).
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7.5.3 Teoremas relativos a series de Fourier
Teorema de Dirichlet

Teorema: Sea f(x) una funcién periédica de periodo 21, mondtona a trozos
v acotada en (—I,1). En estas condiciones la serie de Fourier

[o.¢]
a n n
S(x) = 50 + Z ap, COS (%x) + by, sen (Tﬂa:)
n=1
es convergente en todo punto x € R. La suma de la serie obtenida es igual a

S(z) = { f(z) si f(z) es continua en x

lim,  — f(z)+lim, 4 f(z)
2

si f(x)no es continua en x.

Teorema de minimo desvio cuadratico

Teorema: Dada una funcién f(x) periédica de periodo 2l, de entre todos los
polinomios trigonométricos de orden k de la forma

Sk(z) = % —i-nzk:lan cos (?m) + by, sen (rnl—ﬂx> ,

el obtenido mediante los coeficientes de Fourier para f(x), hace minimo el
desvio medio cuadratico:

1 a+21

) U@ - S@)d
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Problemas

Numeros complejos. Sucesiones de nimeros reales.

Numeros complejos

1.

Encuentra un método para calcular las raices cuadradas de ntumeros
complejos en forma binémica sin transformar a forma médulo argumen-
to. Aplica el método anterior para calcular las raices cuadradas en forma
binémica de:

(a) 3+ 4i (b) 5—4i (c) 4ab+ 2(a® —b*)i  con a,b € R.

. Calcula las raices de:

a) ¥—1 (b) V=1 ()¥/=8 ()i
Calcula:

(a) L(1+4) () LB—V3i)  (c) L(1F)
Calcula:

(a) T30 (b) (=2)V2 ()i (d) (144)*7¥

. Describir geométricamente los conjuntos de puntos z € C tal que:

(a) |Rez| <1 |Imz| <1

(b) 12| <1 o1 <argz<og9,con -1 <o0; <09 <
1y _

(c) Re(3) =k.

Usando la expresién del coseno en funcién de la exponencial imaginaria,

demuestra que

1 2
cos?s — H%W

137
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7. Cuestion de examen de abril 2000:

Calcula expresando los resultados en forma trigonométrica:

(a) v1—1

a —
(b) (1 —d)™"
8. Cuestion de examen de junio de 2000:

Determina el conjunto de niimeros complejos z que verifican:

z4+z=|z|.

9. Cuestién de examen de marzo 2001:

(a) Define seno y coseno de un nimero complejo z y demuestra que
sen’z + cos®

(b) Calcula L(—5+ 12¢) y v/2 + bi.

z=1.

10. Cuestion de examen de junio de 2001:

3

Determina el conjunto de ntimeros complejos z que verifican: z°z = —1.

(Idea: utiliza la forma mdédulo-argumento.)

11. Cuestion de examen de septiembre de 2001: Determina el conjunto de
nimeros complejos z que verifican:

%% —1—/3i=0.
12. Cuestién de examen de marzo de 2002:

(a) Calcula (1 4 4)1+V3i

(b) Calcula v/—8 y presenta el resultado en forma binémica, médulo-
argumento y trigonométrica.

(c) Calcula el valor de x tal que

_l—m

3 =
1+ 22

13. Cuestion de examen de junio de 2002 y febrero 2006:

Sea el niimero complejo (en forma médulo-argumento) z = (2v/2) s

=[5
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14.

15.

16.

17.

18.

(a) Calcula /z.

(b) Transforma uno de los resultados anteriores a forma bindmica y
forma trigonométrica.

(c) Calcula Log(w) (en forma binémica) y e* (en forma trigonométrica),
siendo w uno de los resultados del primer apartado.

Cuestién de examen de septiembre de 2002:
Obtén la forma binémica de los niimeros complejos que verifican la ecua-
cion:

25 4192 — 216 = 0.

Cuestién de examen de marzo de 2003:

Dado el nimero complejo en forma médulo-argumento z = 16 2-, calcula
la forma cartesiana y trigonométrica de z y la forma cartesiag)na de los
diferentes valores de /z. Presenta los resultados exactos (sin hacer uso
de expresiones decimales.)

Cuestion de examen de junio de 2003:

Sean z1 y zo dos nimeros complejos tales que z1 # z3. Obtener deta-

lladamente la relacion que han de guardar z; y zo para que el nimero

(21 + Zg)i
21 — 22

complejo z = sea un numero complejo imaginario puro.

Cuestién de examen de junio de 2003:

Dado el nimero complejo en forma médulo-argumento z = 8 =, calcu-

4
la la forma cartesiana y trigonométrica de z. Presenta los resultados
exactos (sin expresiones decimales).

Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Obtener en forma binémica y médulo-argumento los niimeros complejos
que verifican la ecuacion:

24+z2+1=0.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Cuestién de examen de septiembre de 2003:

(a) Obtener la forma cartesiana de los nimeros complejos que verifican
la ecuacién 2% + 923 +8 = 0.

(b) Siendo w1, wa, w3, wy, ws, we los nimeros complejos obtenidos en el
apartado anterior, obtener detalladamente la forma cartesiana del
nimero complejo:

2,3 3,021 3
- (e ey
Cuestion de examen de junio de 2004 y junio de 2006:

- : 3 z+1
Encuentra los niimeros complejos z tales que =3 es el argumento de Z7.

Cuestion de examen de septiembre de 2004:
Obtén la forma cartesiana, el médulo, el argumento y el logaritmo com-
plejo de los niimeros complejos z que verifican la ecuacién: 22 —z+1 = 0.
Cuestién de examen de septiembre de 2004:

Obtén la forma cartesiana de los nimeros complejos z que verifican la
ecuacién:
it

2e =

L 14V3i=0.

Cuestion de examen de junio de 2005:

Obtener el médulo y el argumento de los nimeros complejos z tales que
z+1

z+2

es un numero real positivo

Cuestion de examen de marzo de 2007:

Calcula las soluciones de la ecuacién
2 _
z°—22+2=0.
Si z1 y 2o son las soluciones,

(a) Calcula forma médulo argumento, trigonométrica y exponencial de
Z1.
(b) Calcula las raices cuartas de z;.

(c) Calcula 27 y el logaritmo neperiano de z.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Haz los cdlculos sin usar expresiones decimales.

Cuestion de examen de junio de 2007:
Calcula expresando los resultados en forma trigonométrica:

(a) V1+i

(b) (1 i)

Sucesiones de nimeros reales

Digase cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, ra-
zonando la respuesta:

(a) Si una sucesién no tiene puntos de acumulacién entonces no es
convergente.

(b) Existen sucesiones convergentes con més de un punto de acumula-
cion.
(c) Si una sucesién tiene un solo punto de acumulacién, entonces es

convergente.

(d) Toda sucesién convergente tiene un punto de acumulacion.

Demuestra usando la definicién de sucesién convergente que si a, con-
verge a un numero real a siendo a,, > 0 Vn € N, entonces /a,, coverge

a +/a.

Pon un ejemplo de una sucesién a,, convergente a un nimero real b y tal
que

. Ap+1

lim + # 1.

n—+o00  Ap

. . a
Se sabe que si lim ntl 1, a, >0 Vn €N, entonces

n—+o0  ap

lim a, = 1.

n—-+00

Pon un ejemplo para demostrar que el reciproco no es cierto.

:Slw

Calcula lim .
n—+oo L(717)
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1 2
31. Caleula lim {/(14=)(1+2)..(1+ =)
n—-+00 n n n
32. Sea la sucesion
a1 =3,a, =+\/2+an_1 st n>2
Demuestra que es convergente y calcula su limite.
33. Calcula lim [1+ L(n® — 5n +8) — L(n® + 3n — 9)]*"".
n—-—+0oo
34. Calcula el limite
. 1 n 2 T n—1
lm —_— —_— .. _—
n—oo \ Ln?2 = Ln? Ln?
35. Cuestién de examen abril 2000:
Calcula el limite de la sucesion
L(n!
o _ Ly
L(n™)
36. Cuestién de examen abril 2000:
Define el concepto de valor de adherencia de una sucesién. ;Cudles
son los valores de adherencia de una sucesién que contiene a todos
los ndmeros racionales? Escribe una sucesiéon que contenga todos los
numeros racionales.
37. Cuestién de examen junio 2000:
Escribe una sucesion que contenga todos los nimeros racionales y calcula
sus valores de adherencia.
38. Cuestién de examen marzo 2001:

Considera la sucesion de nimeros reales definida por:
1 2
xn+1:Z+a}n neNz; >0

(a) Suponiendo que z,, tiene como limite un nimero real, halla éste.

(b) Demuestra que x,, es una sucesién creciente.
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(c) Determina para qué valores positivos de x1 la sucesién x,, resulta
convergente.

39. Cuestion de examen marzo 2002:

Calcula el limite de la sucesion

Tn =V (n+1)(n+2)..(n+n)

40. Cuestién de examen de marzo de 2003:

Considera la sucesion a,, definida por recurrencia:

a 2
an+1=—n—|——, YneN, a >0
2 an,

(a) Suponiendo que la sucesién tiene limite, hallalo.
(b) Demuestra que la sucesién es decreciente.

(c) Justifica que la sucesion a,, es convergente.

41. Cuestién de examen de junio de 2003:

(a) Define el concepto de valor de adherencia de una sucesién.
(b) Escribe una sucesiéon que contenga todos los niimeros racionales.

(c) (Cuéles serian los valores de adherencia de una sucesién que con-
tuviera a todos los niimeros racionales?

(d) Escribe una sucesién que tenga dos valores de adherencia distintos.

42. Cuestién de examen de 2003:

Calcular detalladamente el siguiente limite:

1+n2)
14+n

. n?+1 (
i (2L
n—oo \1 4+ n + 2n?2

43. Cuestién de examen de junio de 2004:

Calcula detalladamente el valor del siguiente limite caso de que exista:

n—i—l)

n—n0052 (77,2—|-1
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44. Cuestién de examen de septiembre de 2005:
Estudia el limite de la sucesion z,, = Z—Z en funcién de los valores de los
pardmetros a y n reales.

45. Cuestién de examen de septiembre de 2005:

Calcula detalladamente el valor del siguiente limite, caso de que exista:

lim 13/ (n+1)(n+2) ... 2n.
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Limites de funciones y continuidad

1. Estudia si son equivalentes:

(a) Tg(w/2 —x) y /2 — x cuando x converge a /2.

(b) Tg(z) y 7r/21fx cuando z coverge a 7/2.

3
L(1+ L(igi‘;’))senx
:)
x

2. Calcula lim
T—+00 sen(

3. (Puede existir una funcién real continua en todo R y tal que f(z) vale
0 en todo punto = € (a,b) con a,b € R?
4. Cuestién de examen de febrero de 2006:

Sean f, g dos funciones continuas en R y tal que f(x) = g(z) Vz € Q.
Demuestra que entonces f(x) = g(x) Va € R.

5. Sea
-1 siz<0
flz)y=¢ 0 siz=0
1 sixz>0

y g(z) = 2(1 — 22). Estudia la continuidad de

(a) gof
(b) fog.

6. Prueba que toda ecuacién polinémica 2" + a,_12"" ! + ... + ag tiene
alguna raiz si n es impar.

7. Estudia la continuidad de la funcién:

o) = {

T sizxeQ
1—x2 sizel

2

8. Estudia si la funcién f(z) = x* es uniformemente continua en (1,00) y

en (1,2).

9. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

2

(a) sen(:r2 + y2) (b) L(a:,y) (C) \/(xz T y2 — 1)(9 —x2— y2) (d) arCCOS(mQ%
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10. Estudia la existencia de los siguientes limites:
(a)  lim % (b)  lim Ty 5 (¢) lim %
(a)=(00 &% + ()—(00) 2y* + (z — y?)? (y)—(0.0) 2% +y

11.

12.

13.

14.

15.

x?
d lim —— e lim (2 4+ )L(22 4 12
( ) (zy)—(0,1) y — 1 ( ) (z,9)—(0, 0)< y> ( Yy )

Calcula, si existen, el limite y los limites reiterados de las funciones
siguientes en el punto (0,0):

2 4 2,2
Yy

(a) ;211,4 (b) aﬁfyﬁl (c) y° sen(%)

Estudia la continuidad de la siguiente funcién y prolonga su definicién
para que sea continua en el punto (0,0):

x2+y2

f(%y):m-

Cuestion de examen abril 2000:

(a) ;Qué significa que f(z) y g(x) sean infinitésimos equivalentes en a?

(b) En el desarrollo del siguiente limite se comete un error. Encuentra
cudl es ese error y explica por qué es un error. Resuelve el limite

correctamente:
. x— sen(x . Tr—=x . 0
hmi():hm =lim — =0
z—0 ac3 x—0 x3 z—0 LL‘?’

Cuestion de examen junio 2000:

Sea ) L 0
o) = { risen(y) siz#

Estudia la continuidad de f(z) y de f/(z).

0 six =

Cuestion de examen de 2003:

Calcular detalladamente los siguientes limites:

(a) Calcular detalladamente el siguiente limite caso de que exista: hrrb zes
T—
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2
= +4
(b) Calcular detalladamente el siguiente limite caso de que exista: lirr12 2—+4
n—2 r< —

16. Cuestion de examen de junio de 2004:

Pon un ejemplo de cada una de las siguientes situaciones, razonando la
respuesta.

e Una funcién f no continua en un punto, tal que su valor absoluto
|f| st lo es.

e Una funcién f discontinua, otra funcién g discontinua de forma que
la suma f 4 g sea continua.

e Una funcién f continua, otra funcién discontinua de forma que su
producto f - g sea continua.

17. Cuestion de examen de junio de 2004:

Demuestra, enunciando todos los resultados tedricos que utilices, que la
funcién f(x) = 2% — 3z + 1 toma el valor 2 en algiin punto interior al
intervalo [—2, 0]

18. Cuestion de examen de junio de 2004:

Calcula detalladamente los siguientes limites caso de que existan:

2_1 —x? _ 22
lim (vVz?2—1+z); lim xi; lim — ; lim e_IQ; lim .
T——00 T——00 T z—1 12 —1 T—00 z—o0 22 — 1
19. Cuestién de examen de febrero de 2006:
Dada la funcion:
Ae3? 4 x% si <0
flx)y=4¢ ~ si x=0

a+pBLn(z) si x>0

determinar los valores que deben tomar los parametros «, 3,7, A, u para
que:

a) limg_o f (z) = 00

b) lim, o f (z) =2

c) f sea continua en x =0
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Calculo Diferencial en R

1. Estudia la continuidad y derivabilidad de las funciones:

2 Ly six
O e N ORI E S

ex siz<0
2. Sea f:[-1,1] — R tal que f(z) =4 0 siz=0
ew siz>0
(a) Demuestra que es continua.
(b) Halla su derivada y estudia la continuidad de esta.

3. Determina para las funciones f(z) =22 — 1y g(z) = 23 — 2:

(a) Larecta tangente a cada una de ellas en los puntos en que se cortan
entre si.

(b) El dngulo que forman dichas rectas.

4. Calcula la recta tangente y normal a la funcién f(z) = (1 + z)*(0+%) en
el punto = = 0.

5. Una senal se trasmite en un medio siguiendo la trayectoria de la curva
v(t) = (x(t),y(t)), siendo

z(t) =t yt)=t* te(0,00)
donde ¢ es el tiempo:

(a) ;Qué velocidad instantdnea lleva en t = 1?7 Determina la direccién
del vector velocidad.

(b) Si la trayectoria viniese dada por
z(t)=t yt)=1t> te(0,00)
., Qué diferencia existiria con el apartado anterior?

6. Halla la derivada segunda de y respecto de = siendo
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7. Demuestra que

(a) €* =1+ z tiene exactamente una solucién real.

(b) e® —1 = 2z tiene exactamente dos soluciones reales.

(c) 2% — zsenx — cosx posee raices reales. Determina cudntas.
(d) x® — 5z — 1 posee raices reales. Determina cudntas.

(e) Todo polinomio de grado impar posee raices reales.

1 .
8. Demuestra que e > 17— si > 0.

9. Demuestra mediante ejemplos que las tres hipdtesis del teorema de Rolle
son necesarias, es decir, busca ejemplos en déonde no se cumpla una de
las hipétesis y falle el teorema.

10. Utilizando el teorema del valor medio y el que v/1728 = 12, encuentra
una aproximacién de v/1730 con error menor que 1073,

11. Demuestra que arctg(22£) = 1z para todo z € (—m/2,7/2).

14cosx

12. Calcula estos limites:

a

e — cos(ax)

b#£0

lim —————
(2) om0 ebr cos(bx)

i cos(x)L(x — a)
(b) %—m L(e* —e2)

13. Dada la funcién f(z) = x + 1:

(a) Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 de f en x = 0.
(b) Calcula el valor aproximado de 1/1.02 usando el polinomio de Taylor

de grado 2 de f y dando una estimacién del error.

14. Obtén el polinomio de Taylor de orden 2 de f(z) = ££ en el punto z = 1.

Tz
15. Calcula usando desarrollos de Taylor

arctg(x)
im ———————
x—0 sen(x) — x



150 PROBLEMAS

16. Calcula usando el teorema del valor medio
lim (x + 1)1+#1 _ gt

T— 00

17. Estudia los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(z) = ze®.

18. Demuestra que sen(z) <z Vx> 0.

19. Sea f tal que f‘(z) = $3($_1)21(i;§)3(x_3)4. Halla los extremos relativos

de f y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

20. Dada la funcién f(z) = ¢/22(1 — 2):

(a) Calcula las asintotas.

(b) Estudia la derivabilidad.

(c) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y concavidad.
)
)

(d) Determina los maximos y los minimos.

(e) Dibuja la grafica.
21. Repite el ejercicio anterior con f(z) = /(22 — 4)?
22. Cuestién de examen abril 2000:

(a) ;Qué significa que f(z) y g(x) sean infinitésimos equivalentes en a?

(b) En el desarrollo del siguiente limite se comete un error. Encuentra
cual es ese error y explica por qué es un error. Resuelve el limite

correctamente:
. x— sen(x) . rx—=x .
lim 3 = lim T = lim 3 = 0
z—0 X z—0 X z—0 &

23. Cuestion de examen abril 2000:

Estudia la derivabilidad y calcula la funcién derivada de:
%x — % six < -—1
) =]zl si—-1<x<0
@)=z  so<z<1

1 1
5T+ 5 siz>1
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24. Cuestion de examen abril 2000:

(a) Definicién de funcién céncava en un punto a.

(b) Enuncia y demuestra la condicién que deben cumplir las derivadas
una funcién en un punto para que podamos decir que es una funcién
cbéncava en ese punto.

(¢) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavi-
dad y convexidad de la funcién:

25. Cuestién de examen junio de 2000:

(a) Enuncia el teorema de Rolle.
(b) Dada la funcién f(z) = cos(z) <= + 1, demuestra que:
i. f(z) tiene alguna raiz real.

ii. f(x) tiene infinitas raices reales.
26. Cuestién de examen junio de 2000:

(a) ;Es cierto que toda funcién derivable en un punto a € R es continua
en a? Sila respuesta es afirmativa, demuéstrese. Si la repuesta es
negativa, péngase un ejemplo.

(b) Sea

[ 2?sen(l) siz#0
f(@) {0 sia =0

Estudia la continuidad de f(z) y de f'(z).

27. Cuestion de examen marzo 2001:

(a) Completa los huecos en el enunciado siguiente y demuestra el teo-

rema:
"Teorema de Rolle: Si f es una funciéon en el intervalo
[a,b], [ es en (a,b) y ademas , entonces

2

existe un punto c € en el que
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(b) Demuestra mediante ejemplos que las tres hip6tesis del teorema de
Rolle son necesarias, es decir, busca tres ejemplos tal que en cada
uno no se cumpla una de las hipétesis y falle el teorema.

28. Cuestién de examen marzo 2001:
Dada una funcién f(z) definida en un entorno de un punto a € R,

derivable m veces en a:

(a) ;Cémo se calcula el polinomio de Taylor de f(z) de grado m en a?
Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 para la funcién f(z) =
L(cosx) en el punto a = 0.

(b) ;Qué caracteristica tiene el polinomio de Taylor de f(x) de grado
m en @ que no tenga ningin otro polinomio?

(¢) {Qué problemas podemos resolver usando el polinomio de Taylor
de una funcién f(x)?
29. Cuestién de examen marzo 2001:

Dada la curva:

xr = t2
_1
y=1

calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva cuando t = 1 y los
puntos donde la recta tangente es horizontal o vertical.

30. Cuestién de examen de junio de 2001.

Dada la funcién f(z) = e* — 322

(a) Localiza un intervalo que contenga una solucién de f(z) = 0. Enun-
cia el resultado tedrico que utilices.

(b) Encuentra, aplicando el método del punto fijo con cuatro itera-
ciones, una aproximacién de un valor donde se anule la derivada
de f(x) y comprueba si es un maximo, un minimo o un punto de
inflexion.

(c) Calcula el polinomio de Taylor de orden 3 para f(x) en el punto
0 y utilizalo para calcular una estimacién de e! y del error corres-
pondiente.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

Cuestién de examen septiembre de 2001:

Determina el ntimero de raices reales de la ecuacion:

3zt — 822 + 622 — 5 = 0.

Cuestién de examen de marzo de 2002:

Demuestra que la ecuaciéon e® —1 = 2z tiene exactamente dos soluciones
reales y localiza dos intervalos disjuntos tales que cada uno contenga a
una raiz. Enuncia rigurosamente los resultados teéricos que utilices.

Cuestién de examen de marzo de 2002:
(a) Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para la funcién L(1/1 + x)

en el punto 0. Calcula también el término complementario o error.

(b) {Qué caracteristica tiene el polinomio de Taylor de f(x) de grado
m en a que no tenga ningun otro polinomio? ;Qué problemas se
pueden resolver usando polinomios de Taylor?

Cuestion de examen de marzo de 2002:

Define qué significa que una funcién sea concava en un punto a. Enuncia
y demuestra una condicién necesaria y suficiente que tienen que cumplir
las derivadas para que la funcién sea céncava en el punto a.

Cuestién de examen de junio de 2002:

De la funcién f(z) = zel/*:

(a)
(b)
()
(d) Determina los intervalos de concavidad y convexidad asi como los
maximos y minimos relativos.

Calcula el dominio y estudia la continuidad y derivabilidad.
Calcula las asintotas.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Cuestién de examen de septiembre de 2002:

Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién f(x) = 2y/1+x
en el punto a = 0. Haciendo uso de dicho polinomio, calcula un valor
aproximado de v/1’2, dando una acotacién del error.
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37. Cuestion de examen de marzo de 2003:

Sea f(x) una funcién n veces diferenciable en un punto a € R. Completa
lo siguiente:

e El polinomio de Taylor de f(x) de grado n en a es el inico polinomio

e El polinomio de Taylor de f(x) de grado n en a se utiliza como ...

38. Cuestién de examen de marzo de 2003:
Calcula un valor aproximado de sen(1) con un error menor que 1079 sin

usar la calculadora.

39. Cuestion de examen de marzo de 2003:
Dada la funcién f(z) = (4 — 22)vx? — 1, estudia:

dominio, regiones de existencia y puntos de corte con los ejes,

asintotas,

(c) crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
) concavidad, convexidad y puntos de inflexion,

continuidad, derivabilidad y grafica de la funcién.
40. Cuestién de examen de junio de 2003:

(a) Determinar el nimero exacto de raices de la ecuacién: 3+cosx = 3z
y separarlas en intervalos disjuntos de longitud 1. Enunciar los
resultados tedricos de los que se haga uso.

sixz > 0.

(b) Probar que In(1 + z) > 1 °
x

41. Cuestién de examen de junio de 2003:

(a) Calcula el polinomio de Taylor para f(z) = Ln(z) en el punto 1 de
grado 6.

(b) Estudia la continuidad y la derivabilidad y calcula la funcién deri-

vada de: )
_ ) esx2 six#0
/(@) { 0 siz=0
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42. Cuestion de examen de junio de 2003:
Dada la funcién f(z) = —ze'/* si 2 # 0, £(0) = 0. Estudiar:

(a
(b

) Continuidad y derivabilidad.
)

(c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.
)
)

Asintotas.

(d) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

(e) Representacién grafica.

43. Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 de tan z en el punto 0.

44. Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Estudia la continuidad y la derivabilidad y calcula la funcién derivada

de: »
_ ) el six#0
/(@) { 0 sizx=0

45. Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Estudiar los extremos de la funcién: f(x) = e® — % — 2.

Se sugiere el siguiente proceso:

(a) Localizar los puntos criticos de dicha funcién, esto es, las raices de
la ecuacion f’(x) = 0, para ello se propone la utilizacién de métodos
de localizacién y separacion de raices de una ecuacion.

(b) Una vez localizados los puntos criticos de dicha funcién, estudiar
para cada uno de ellos, si se trata o no de un extremo y, en caso
afirmativo, estudiar de qué tipo de extremo se trata (maximo o
minimo).

46. Cuestién de examen de mayo de 2004:

47. De una funcién f(x) se sabe que la grafica de su derivada es la siguiente:

Responde a las siguientes cuestiones acerca de f(z) en el intervalo [—1, 1]
justificando la respuesta: a) nimero maximo de raices; b) intervalos de
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48.

49.

50.

(6]

-0.5¢

-1l

crecimiento o decrecimiento; ¢) méximos o minimos; d) intervalos de
convexidad y concavidad; e) puntos de inflexion.
Cuestion de examen de junio de 2004:

Dada la funcién f(z) = Segﬁ en el intervalo [0, 27], estudia:

e Intervalos de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos.

e Intervalos de concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

Cuestion de examen de junio de 2004:

Estudia detalladamente las asintotas, intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y extremos de la funcién:

2 -1 six<0

sixz >0

Haz un esbozo de su representacién grafica.

Cuestion de examen de septiembre de 2004:

(a) Calcula detalladamente el valor del siguiente limite, caso de que

el
exista: lim .
z—0 T

(b) Estudia detalladamente la continuidad y derivabilidad de la funcién:

f(@) = |xl.



PROBLEMAS 157

51.

52.

53.

54.

Cuestién de examen de septiembre de 2004:

Dada la representacién grafica de la funcién f/(z) (derivada de la funcién

f(@)):

y = f'(z)

/2 -1 1

-0.5

Estudia, razonada y detalladamente, la continuidad, derivabilidad, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, extremos, intervalos de concavidad
y convexidad y puntos de inflexién de la funcién f(z).

Cuestion de examen de mayo de 2005:
Dada la funcién f(z) = L(1 — 22):

(a) Calcula su dominio, asintotas y simetria.

(b) Determina los intervalos de crecimiento, decrecimiento, méximos y
minimos.

(c) Determina los intervalos de concavidad, convexidad y puntos de
inflexién.
Cuestién de examen de mayo de 2005:
Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto 0 de la funcién

f(z) = L(1—2?) y utilizalo para calcular un valor aproximado de L(0.99).

Cuestion de examen de junio de 2005:

Dada la funcién f(x) = L estudia:

V1—2?’
(a) Dominio de definicién.
(b) Asintotas.

(c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.
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(d) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.

(e) Representacién grafica.

55. Cuestién de examen de junio de 2005:

Estudia el crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad, maximos,
minimos, puntos de inflexién y asintotas de la funcién:

f(2) = (@ - 1) Va2,

56. Cuestién de examen de septiembre de 2005:
Sabiendo que f es una funcién derivable en todo punto y que f’(a) # 0,

calcula el siguiente limite:

lim b
p—0 f(a) — f(a+ 2p)

Indicacion: utiliza la definiciéon de derivada de una funcién en un punto.

57. Cuestién de examen de septiembre de 2005:
Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcién:

f(x):{ g-sen(;) six;éo}

sizx=0

58. Cuestién de examen de septiembre de 2005:
Dada la funcién f(x) = L(1 — 2?). Estudia:

a) Dominio de definicion.

(
(b

)
) Asintotas.
c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.
)
)

(
(d

(e) Representacién grafica.

Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

59. Cuestion de examen de febrero de 2006:

Estudia el crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad, maximos,
minimos y puntos de inflexién:

f(2) = (@ — 1) Va2,
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60. Cuestion de examen de febrero de 2006:

Enuncia el teorema de Rolle. Demuestra mediante ejemplos que las tres
hipétesis del teorema de Rolle son necesarias, es decir, busca ejemplos
en donde no se cumpla una de las hipétesis y falle el teorema.

61. Cuestion de examen de febrero de 2006:

f(x):{ (;_TIQ 51 xSQ}

£ si x> 2

Dada la funcion

estudiar si es posible aplicar el teorema del valor medio en el intervalo
[0, 3], y en caso afirmativo, aplicar dicho teorema.

62. Cuestién de examen de junio de 2006:

Estudia detalladamente las asintotas, intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y extremos de la funcién:

2 —1 six<0

f(z) = e~

siz>0

Haz un esbozo de su representaciéon grafica.

63. Cuestion de examen de marzo de 2007:
zel/* six#£0

0 Gz—0 estudia

Dada la funcién f(x) = {

a) Dominio, puntos de corte con los ejes, continuidad y derivabilidad.

(a)
(b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
(c) Intervalos de concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.
(d) Asintotas.
)

(e) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto z = 2.

64. Cuestién de examen de junio de 2007:

e 2] siz#
xblz] sixz #0
f(f”)_{o siz=0



160 PROBLEMAS

(a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f(z). Si es posible, pon
un ejemplo de una funcién derivable en un punto a € R que no sea
continua en a y otro ejemplo de una funcién continua en un a € R
que no sea derivable en a. Razona tu respuesta.

(b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos de
la funcién f(z).
65. Cuestién de examen de septiembre de 2006:
Dada la funcién f(z) = 22v/1 + z, determina:

(a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Méximos y minimos.
(b) Intervalos de convexidad y concavidad. Puntos de inflexién.

(c) Asintotas.

66. Cuestién de examen de septiembre de 2007:

Estudia el crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad, maximos,
minimos, puntos de inflexién y asintotas de la funcién:

f(2) = (@ - 1) Va2,
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Calculo diferencial en R"
1. Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = 2* + y*sen(zy)

(b) flz,y) = \/%, definida en los puntos (z,y) # (0,0)
a2ty

(¢) f(z,y) = atan fcjfy, definida en los puntos zy # 1.

2. Calcula las derivadas direccionales en (0,0) de las siguientes funciones:

(a) f(x,y) =a®—z'y?
(b) f(=,y,2) = e™¥*
(c) f(z,y) = 2*cos(zy) + L(y?)
(d) f(z,y) = |z —y

_ ) = iy #o,
(e) f(xayvz)_{ 0 siy:O

3. Estudia si son diferenciables y calcula la diferencial de

(z,y) = 23+ y* — zy en (0,0)
(x,y,2z) = zyz en (1,0,1)

(z,y) = (z +y, 2 —y) en (1,-1)
(x,y,2) = (cos(xy), cos(xz)) en (0,0,0)
(z,y) = (e, ¢e¥,e™) en (0,0)

(x,y,2) = (2,y,2) en (0,1,1).

4. Considérese la funcién la funcién definida asi

iL’yQ . 0
vy) = T six #
f(z,) { 0 siz=0.

(a) Demuestra que las derivadas parciales en (0, 0) existen y calcula su
valor.

(b) (Es f(z,y) continua en (0,0).7
(c¢) ¢Es f(z,y) diferenciable en (0,0)?
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(d) Halla la derivada direccional Dy f(0,0) para cada direccién 6.

5. Demuestra que la funcién f(z,y) = \/|zy| es continua en todo el plano
y tiene derivadas parciales en (0,0) pero no es diferenciable en el ese
punto.

6. Calcula la derivada de las funciones f, en los puntos a y b siguiendo la
direccién de v

(a) f(z,y,2) = a? 4 2* +zyz, @ = (0,0,0), b= (1,1,1), v= (1,-1,2).

_ 5 sy £0,0) L By o

(b) f(z,y) = gy S (2.4) = (0.0). a = (0,0), b(-=1,1), v =
(1,2).

7. Halla el vector gradiente en un punto genérico y en otro concreto que ti
elijas de las siguientes funciones escalares:

(a) f(z,y) =e"seny + eYsenx
(b) f(z,y) = e"cosy
(c) f(z,y,2) = L(x? + 2y% — 322)

[ mysen(t) i () £ (0,0)
@ f(m’y)_{ 0" (o) = (0,0)

8. Halla la matriz jacobiana en el punto @ de las siguientes funciones:

(@) flz.y) = (y,z,2y,9° —2%), a=(1,2).
(b) flz,y) = (sen(z +y),cos(x —y)), d=(m —7/4).
(c) f(z,y,2) = 2% cosy, a=(0,7/2,—1).
(d) f(z) = (e*senw,e®cosz,x?), a=m/6.
) f(

vy, zt) = (VP + 2 Vel 4200 4y + 22 - 9%, d =
(1/2,1/2,1/2,3).

9. Siendo u = f(x,y), x = z(t), y = y(t), calcula la derivada de u respecto
de t

(e

(a) En el caso general.

(b) u=e", x = cos(t), y = sen(t).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sean f:R? - Ry g:R3 — R? las siguientes funciones
f(z,y) = (%Y sen(2z +v)) glu,v,w) = (u+ 20 + 303, 20 — u?).
Halla las matrices jacobianas de f, de g y de fog en el punto (1,—1,1).

Halla la ecuacién de los planos tangentes a las graficas de las funciones:

(a) f(x,y) =2? —y?, en el punto (1,1,0).
(b) g(x,y) = 22 + y?, en el punto genérico (zo, Yo, 20). En qué puntos
es el plano tangente paralelo al plano x = 27

Consideremos la superficie cuyos puntos son de la forma
s(u,v) = (senu cos v, sen u sen v, cos u),

con u,v € R. Halla la ecuacién del plano tangente en el punto s(7/3, 7/3)
a dicha superficie.

Halla la ecuacién de la recta tangente a las superficies 22 + y? + 222 = 4
y z =¢€* Y en el punto (1,1,1).

Calcula las derivadas direccionales de las funciones:
(a) f(x,y,z) =3z —5y+2z en el punto (2,2,1) en la direccién normal
a la esfera 22 + 3% + 22 = 9.
(b) f(z,y,2) = 2? — y? en un punto cualquiera de la superficie 22 +
y? + 22 = 4, en la direccién de la normal exterior en dicho punto.
Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién

2 2

v v s (my) #(0,0)
f(z,y) { ()+y si (z,y) = (0,0)

Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 centrado en el punto (0,0) de
las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = ze™™
x,y) = sen(zy) + cos(zy)
() fla,y) = e’

—~

=3
~
=
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17. Calcula la matriz hessiana en el punto (0,0) de las siguientes funciones:

() f(z,y,2) = 2°y* —a?2° + 427
(b) f(z,y) =senzcosy

18. Halla los puntos criticos y determina ctiales son maximos o minimos
locales o puntos de silla:

(a) fl(x,y) =3z — 2% — 3xy?
(b) f(z,y) = aye 32

(¢) flx,y) =ay+ 3+

(d) flay) ==

19. Calcula la minima distancia de los puntos de la superficie 2?4+ yz+y = 5
al origen de coordenadas.

20. Cuestién de examen de febrero de 2006:
Estudia si la funcién f(x,y) es continua y diferenciable en (0,0) :

_ [ @+y)sen 1 i (z,y) # (0,0)
f(x’y)_{ o si (z,y) = (0,0)

21. Cuestién de examen de junio de 2006:

Halla los puntos criticos y determina ctales son méaximos o minimos
locales o puntos de silla de la siguiente funcién

fla,y) = aye %
22. Cuestién de examen de junio de 2006:

Estudia la continuidad y la existencia de derivadas parciales en el punto
(0,0) de la funcién
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23.

24.

25.

26.

27.

Cuestién de examen de junio de 2006:
Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie parametrizada:
®(u,v) = (4u, 3u? +v, v2 +5)

en el punto (0, 1,6).

Cuestion de examen de septiembre de 2006:

Dada la funcién f(z,y) = %

(a) Determina su dominio y el limite de la funcién en los puntos que
no son del dominio.

(b) Estudia si es diferenciable en su dominio.

(c) Calcula el plano tangente a f(z,y) en el punto (1,2).

Cuestion de examen de marzo de 2007:

Dada la funcién f(z,y) = 3z* — zy + 93, estudia

(a) Puntos criticos, méximos y minimos.

(b) Derivada de la funcién en el punto (1,2) segin la direccién que
forma con el eje X un angulo de 60°.

(c) El plano tangente a la funcién en el punto (1,2).

Cuestion de examen de junio de 2007:

Usando la definicién mediante limites, calcula las derivadas parciales y

la derivada direccional en la direccién § en el punto (0,0) de la funcién

| B i (w,y) #(0,0)
f(x’y)_{ R (z,y) = (0,0)

A la vista de los resultados anteriores, razona si f es diferenciable en

(0,0).

Cuestién de examen de septiembre de 2007:

Justifica que la funcién f(z,y) = 23 + 322 + 4zy + y? en el punto M =
(2/3,—4/3) tiene derivada igual a 0 en cualquier direccidn.
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Calculo Integral

1. Calcula:
a. [tg*(z)dx

e. [ e“cos(x)dx

SenT

¢ f 1+cos:v+0052:cdx

fx372$2+4x 6
2 —3x+2

2. Demuestra que ‘fo

(idea: probar que 0 < &+ e <

b [ e e [ isda d. [ L dz

f-fngrml?d g fﬂi@iwdm h. [ 1+2£emcd33
N v LN 1 l. [2?Lx

n. f(a: 2+1) 0'f Va? — 2z p- fsenac+cosac+1

d:c’<L2 Vn e N

# Vn € N,Vz € (0,1)).

3. Estudia la integrabilidad de

ef—1 s1-3<z<0

h(z) =< || si0<z<2

lr—3| si2<z<T7

4. Halla el valor de p € R que cumple que fl x)dx = 2p siendo

1 sil<az<?
f(””)_{ 2 si2<x<3

;Existe algun punto ¢ € [1,3] tal que f(c) = p? ¢Contradice esto el
teorema del valor medio del cédlculo integral?

5. Sea F(x) = x2+1 e "dz. Calcula lim F(z) (Aplica el teorema del

valor medio).

T—00

6. Estudia la derivabilidad de F(z) = [ h(t)dt siendo

lt] sit<1
h(t)=24 t? sil<t<?2
Lt si2<t

y calcula F’(x) donde sea posible.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Calcula la derivada de:

2

(a)F(x) = /030 sen(t?)dt (b)K(z) = /;C V' 1+ t2dt

(Idea: Estudia F'(z) y K (z) cada una como composicién de dos funciones
y aplica la regla de la cadena para derivar una composicién).

Calcula el siguiente limite aplicando la regla de L’Hopital:

meQ sen\/tdt

I
xli% .’E3
Calcula:
o o0 o
(a)/ e 3%dx (b)/ 3 de (c)/ cos(x)dx
0 0 0
Estudia la convergencia de las siguientes integrales:

S | g2 41
d b d
(a)/5 Lo — 1% ()/0 15
* r+1 2 r+1
d d d
© [ g @ [ e
Estudiar el valor principal de Cauchy para las integrales:

(a) /_ 11 %dx () /_ 11 %d;ﬂ

. . : . . 1 a4 — ,
Estudiar la convergencia o divergencia de la integral fo x%e *dx segun
los valores de a.

Calcula el 4rea limitada por las graficas y = |22 — 4z + 3|,y = 0,2 =
0,z = 4.

Calcula el area determinada por la curva y = ﬁ y su asintota.

Dadas las funciones f(x) = ﬁ y g(z) = “”8—;1 determina el drea de la
region limitada por sus gréficas y las rectas y =0y = = 0.
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16. Calcula el érea entre la funcién f(z) = Lz y las rectas = 0,y = 0,2 =
1.

17. (a) Representa la curva p = cos20.
(b) Halla el drea interior a la circunferencia de centro el origen y radio

1 y exterior a la curva p = cos?0.

18. Halla la longitud de las curvas:

(a)
y =z —2x+5.

2 2
L Y
—_ —:1
16+9

(pon la curva en forma paramétrica).

(c) p=¢ 6€(~0,0).
19. Calcula el volumen de un cono de altura b y base un circulo de radio a.

20. Cuestién de examen junio 2000:

(a) Pon un ejemplo de una funcién estrictamente positiva que tenga
integral convergente en el intervalo [3, 00| y un ejemplo de una fun-
ci6én no acotada que tenga integral convergente en el intervalo [1, 2].
Justifica tus respuestas.

(b) Calcula el drea de la regién determinada por la parte positiva del
eje horizontal, la parte positiva del eje vertical y la funcién L?z.

21. Cuestién de examen junio de 2000:
Estudia si el drea que hay entre la funcién f(x) = %, la rectay =0y
la regién & < —1 es finita o infinita sin calcularla.

22. Cuestién de examen septiembre de 2000:

Calcula el drea que hay entre la funcién f(z) = 3V2**! y las rectas
r=0,2=3/2,y=0.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Cuestién de examen de junio de 2001:

Calcula el volumen de una béveda cuyas secciones al cortar por planos
horizontales son cuadradas y cuyas seccién al cortar por el plano Y Z es
un cuadrante de circulo de radio a.

Cuestién de examen de septiembre de 2001:

Estudia la convergencia de fol x% *dx paraa=1,a=—-1,a=1/2.

Cuestién de examen de junio de 2002:

Calcula el area de la regién definida por las curvas y = x%, y= gz en

la parte positiva del eje X.

Cuestién de examen de junio de 2002:

a) ;Qué condiciones debe de cumplir f(t) para que [ f(t)dt sea con-
0
tinua? ;Y para que sea derivable?

cos(x)

(b) Calcula el drea determinada por la funcién f(z) = st Y

los ejes X e Y en el intervalo [0, 1].

Cuestion de examen de junio de 2002:

Calcula la integral de la funcién f(z) = e®cos(z) en el intervalo [—o0, 0].

Cuestion de examen de septiembre de 2002:

Hallar el area de la regién del plano comprendida entre la curva

y su asintota.
Cuestion de examen de mayo de 2003:

(a) Calcula integrando por partes: [ arcsen(z)dx.

ntegra aplicando el cambio de variable ¢t = tan(x): ——Fdzx.
(b) Integra aplicando el cambio de variabl (@) [ @ d

(c) Calcula el drea que determinan la curvas: y = % Yy =z
rz=1.
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30

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Cuestion de examen de junio de 2003:

% (1 2
/de
1

Calcula el valor de
22

Cuestion de examen de junio de 2003:

Calcula el area que determinan la curvas: y = ze®, y =z, x = 2.

Cuestién de examen de septiembre de 2003:

o . : . . L2
Resuelve la siguiente integral mediante cambio de variable: fo e{;—Hdaﬁ

Cuestién de examen de septiembre de 2003:
Presenta la resolucién de un ejemplo de cada uno de los siguientes casos:
(a) Una funcién cuya integral sea convergente a 3 en un intervalo no
acotado.
(b) Una funcién no acotada en un intervalo y cuya integral sea conver-
gente a 3 en dicho intervalo.
Cuestion de examen de junio de 2004:
Calcula el drea definida por la funcién f(x) = m y la recta y = 0.

Cuestion de examen de mayo de 2004:

1

Respecto a la funcién - en el intervalo [1, c0), calcula:

(a) El area definida por la funcién.
(b) El volumen de revolucién generado al girar la funcién alrededor del
eje x.
Cuestion de septiembre de 2004:
Dada la funcié = —3r
ada la funcién f(z) =T

se genera al girar f(x) alrededor del eje X entre los valores x = 1y
T =2.

calcula el volumen de la figura que

Cuestion de examen de junio de 2004:

Calcula

-1 1 1
—d —d ——d
./\/1_95237 ./x2—2:c+1x ./x2+69c+14x
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38.

39.

40.

41.

42.

Cuestién de examen de junio de 2004:

Dada la funcién f(z) = ﬁf/ﬁ’

se genera al girar f(z) alrededor del eje X entre los valores x = 1y
T =2.

calcula el volumen de la figura que

Cuestién de examen de junio de 2004:

., _ _ 522
Dada la funcién f(r) = -2 —,

(a) Calcula una primitiva de f(z).

(b) Calcula el area determinada por la funcién y el eje X en el intervalo
(—o0, —1].

Cuestion de examen de febrero de 2005 y febrero de 2006:

o1

Se define la funcién

(a) Determina una expresion explicita de f(z) en donde no aparezca el
simbolo de la integral.

(b) Sin hacer uso del apartado anterior, calcula f’(z). Enuncia el re-
sultado tedrico que utilices.

(c) Estudia la convergencia de

~ 1
——dt
/0 244

Cuestién de examen de mayo de 2005:

Dada la funcién f(z) = mdaz, calcula el volumen generado al girar

la funcién alrededor del eje X en su dominio de definicién.

Cuestion de examen de junio de 2005:

Estudia la convergencia de las siguientes integrales:

0 P % %) 1 %)
—d tan(2z)d —d —d
/mmx /0 an(2x)dx /0 3:1:2—2x+2$ /0 ze Tdx
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43. Cuestién de examen de junio de 2005:

e Completa el siguiente enunciado:
Si f(t) es una funcién integrable en [a,b] entonces [ f(t)dt es
para todo x € [a,b]. Si f(t) es en
[a, b] entonces ff f(t)dt es para todo z € [a,b] y

= f().
44. Cuestién de examen de junio de 2005 y febrero de 2007:

Determina si las siguientes integrales son convergentes o no:

(a) fo z4+1
(b) [ 5%dx
(c) J5° tan®(x)dx
(d) 16 3;11))26 d
)

(e fo x cos(x)dx

Xz

45. Cuestién de examen de septiembre de 2005:
Dada la funcién f(x fgc 2 dt, justifica que:

(a) f(x) es derivable para todo x € (0, 1).
(b) f(z) es creciente para todo x € (0,1).

(¢) f(z) =1 tiene una unica solucién en el intervalo [0, 1].

Enuncia cualquier resultado tedrico que utilices en la resolucién de este
ejercicio.

46. Cuestién de examen de septiembre de 2005:

Determina si las siguientes integrales son convergentes o no :

° f062 L(x)dz
° f_oooo 2272 dx

1 1
* Jo 20 dr
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47. Cuestion de examen de junio de 2006:

Hallar el area de la regién del plano comprendida entre la curva
2 -1
2 +1

y su asintota.

48. Calcula las siguientes integrales:

(a) / / x dx dy, siendo S el recinto de R? limitado por las curvas
yS:x2+x,y:2x2—2ylasrectas:n:1yx:2.

(b) / /(:1: + ) dx dy, siendo S el recinto de R? limitado por las rectas
yS:2,y:1,x:3yy:z::y.

(c) / / Va? — z2 dx dy, siendo S el recinto del primer cuadrante del
S

circulo 22 + y? = a?.

g2
(d) / / we v dx dy, siendo S el recinto de R? limitado por la curva
S
y=xylasrectasy =1,y =2y z = 0.

(e) / / vV 2ax — 22 — y? dz dy, hallando su expresién en un nuevo sis-
S

tema de coordenadas dado por x = a + ucosv, y = usenw, siendo
S el recinto de R? limitado por la circunferencia z2 4 4% — 2azx = 0.

(f) / / V1 — 22 —y2? dz dy, siendo S el recinto de R? limitado por el
S

circulo de radio 1 y centro (0,0).

(2) / / et dz dy, siendo S el tridngulo de R? limitado por los ejes
S

coordenados y la recta x +y = 1.

a prvVa?—x?
(h) / / Va2 +y? dx dy.
0 0

(i) /34/12mdwdy.

2
() / / x_2 dz dy, siendo S el recinto de R? limitado por la curva
sJ Y

y:%ylasrectasx:y,arzlyx:Q.
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(k) / / y dx dy, siendo S el semicirculo de didmetro a y centro en el

S
punto C = (§,0).

(1) / / (2% +9?) dz dy, siendo S el recinto limitado por la circunfe-
S

rencia z? + y? = 2ax.

49. Calcula las siguientes areas:
(a) Area de la regién del plano limitada por la curva y = z2 y las rectas
y=2x, =1

(b) Area de la regién del plano situada por encima del eje OX y limi-
tado por dicho eje, por la pardbola y? = 4z y la recta  +y = 3.

(c) Area de la regién del plano situada en el primer cuadrante y li-
mitada por la curva y?2 = 2% y la bisectriz del primer cuadrante

T =y.
(d) Area exterior al circulo p = 2 e interior a la curva p = 2(1 + cos6).
(e) Area limitada por la circunferencia p = 2 y la recta pcos = 1.

(f) Area limitada por (% + %)2 = % - %.

(g) Area limitada por las parabolas y? = 10z + 25, y? = —6z + 9.

(h) Area de la superficie del cilindro 2%+ 2% = a2 cortada por el cilindro

22 + y? = a® y comprendida entre los plano OXZ y OY Z.

(i) Area del paraboloide 22 + y% = 22 limitado por el plano z = 2.

() Area del paraboloide z = %%—Z limitada por el cilindro §—§+‘z—§ =1.

(k) Area de la superficie cilindrica 22 + y2 — ay = 0 limitada por el
plano = OXY vy la esfera 22 + y? + 22 = a°.

1) Area de la parte de la superficie del paraboloide y? + 22 = 2az
comprendida entre el cilindro y? = az y el plano = = a.

50. Calcula los siguientes volimenes:

(a) Volumen en el primer octante comprendido entre el plano OXY, el

plano z = z +y + 2 y el cilindro 22 + 3% = 16.

(b) Volumen limitado por las superficies z = 22 + y?, y = 22, el plano
OXY y el plano y = 1.
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51.

52.

53.

54.

55.

96.

o7.

(c) Volumen limitado por las superficies 22 + 4y? = z, el plano OXY
y lateralmente por y = 22 y = = y°.

(d) Volumen limitado por las superficies y = /x, y = 2/z, .+ 2 =6
y z=0.

Cuestion de examen de junio de 2006:

2

Calcula el volumen limitado por las superficies z = 22 + y2, y = 22, el

plano OXY y el plano y = 1.

Cuestion de examen de junio de 2006:

Calcula la integral de la funcién f(z,y) = = + 1 en el recinto limitado
por las curvas y = ﬁ, y = x>

Cuestion de examen de septiembre de 2006:

Calcula el volumen del cuerpo limitado por las superficies x = 0, y = 0,
r+y+z=1y2z=0.

Cuestién de examen de febrero de 2007

Calcula la integral de f(z,y) =1 en el recinto

A={(z,y) €R*/z>0,y>0, 24y <1}

Cuestion de examen de junio de 2007:

Calcula el area de la superficie 22 + y? = 22

2 +y? = 22,

cortada por el cilindro

Cuestién de examen de junio de 2007:

ooLl 2
/de
1

72

Calcula el valor de

Cuestion de examen de junio de 2007:

/ / e dxdy
S

siendo S el recinto limitado por el eje X y las rectas y = %a: yx=2.

Calcula el valor de
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58. Cuestién de examen de septiembre de 2007:

Calcula el area determinada por las curvas

m1/2+y1/2:1 r+y=1
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Series numéricas y series de funciones

1. Para la serie 2/3 + 2/15 + 2/35 + ... calcula las cinco primeras sumas
parciales, el término general de la sucesién de sumas parciales y la suma
total de la serie si es convergente.

2. Determina el caricter de las series:

(a) 2/10 +2/100 + 2/1000, ..
(b) o2, Y=t
(¢) Y024(~0,2)"
(d) Y2, (5/3)"

—5/2—-5/4—-5/8 —5/16, ..
£) Yl (=1/3)""'n

(g Z?zolzzj%

) 52, 5
1+2/3+3/9+4/27+

n!
Y a1 e

)
)
)
)
)
)
)
)
i)
)
() i, 3
)
)
)
)
)
)
)
)
)

n=1 n3"

(m) 30, (~1)" “;
)n 1
nle

0o cos)

1
E—n—+3)

—1)"L(n+1)
n+1

annen
>z (Ln)?

3. Se consideran las sucesiones del funciones f,, y g, definidas asi:

>
2 n=
2 e 1(f+2)
2 ne
2 e
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b
(b) e $i0<z<1/2
gn(ﬂf)—{ n(x—1/2)+1/2 sil/2<z<1

Estudia su convergencia puntual.

4. Sea la sucesién de funciones

2n
T
r)= —5—.
(Es continua su funcién limite?
5. Sea la sucesién de funciones
sen(nx)
fnlo) = =

(a) Calcula su limite.
(b) Comprueba si conciden la derivada del limite y el limite de las
derivadas en el punto x = 0.

6. Sea la sucesion de funciones

fu(z) = nae "

(a) Calcula la funcién limite.

(b) Comprueba si

1 1
lim [ fo(z)= /0 lim f,(z).

n—oo 0 n—oo

7. Calcula el intervalo de convergencia y la convergencia en los extremos
de dicho intervalo de:
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(a) Yooty
00 Jj27L71

(b) Zn:l 2n—1

(c) >y i

8. Sabiendo que e” =" %, calcula la suma de

i 3n? —1

|
— (n+1)!
siguiendo estos pasos:

00 3n2—1xn
n=2 (n+1)!

(a) Calcula el radio de convergencia de >
(b) Calcula A, B, C tal que

-2 A B C
R RO IR CES

(c) Calcula la suma de )7, %722;2 %,y de Y27, (Sf;)!.

9. (a) Demuestra que
oo

n=0

converge uniformemente en el intervalo [0, 1].

(b) Siendo f(z) = >0°, Lhlam calcula
| 1w
0

(c) Demuestra que f(x) = ze® + €* y calcula la suma

siendo z € [0, 1].

Znn! ’

n=0

10. (a) Comprueba que la serie de Taylor para la funcién f(x) = sen’z es

st 22n—1

Z(_l)n+1 Wﬂan'

n=1
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(b) ;Es sen?z analitica en el intervalo (—1,1)?
11. Justifica si son ciertas o falsas las siguientes cuestiones:

(a) Si f(z) es una funcién impar entonces [ f(z)dz =0 Va € R.

(b) Si f(x) es una funcién par entonces [ f(x)dz =2 [ f(x)dz Va €
R.
. .. ST . l
(¢) Si f(x) es una funcién periédica de periodo 2 entonces [~ f(x)dx =
fa+2l Va € R.

(d) Si f(x) es impar entonces f(x)cos(nx) es impar y f(x)sen(nz) es
par.
(e) Si f(x) es par entonces f(z)cos(nx) es par y f(z)sen(nz) es impar.

(f) Si f(x) es periddica de periodo 27 entonces f(z)cos(nz)y f(x)sen(nz)
también son peridédicas de periodo 27.

(g) Si f(x) es periédica de periodo 21 entonces f(x)cos(nyx)y f(x)sen(nfx)

también son periddicas de periodo 2.

12. Calcula los desarrollos en serie de Fourier de las siguientes funciones
periddicas:

(a)

-1 si—77<x<0
f(x)_{l si0<z <7

0 si—7mT<2x<0
f(:c)—{ r si0<z<m

flx) =z size2n].
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()

1 sio<z<l1
f(x)_{ 1 si-1<z<0

13. Dada la funcién f(z) de la que se sabe que es periédica de periodo 2,
calcula su serie de Fourier de tipo seno sabiendo que f(z) = x para todo
x € [0, 7).

14. Cuestion de examen junio 2000:
(a) Define serie convergente y serie absolutamente convergente y pon

un ejemplo de una serie que sea convergente pero que no sea abso-
lutamente convergente.

(b) Dada la serie de potencias
o~ (@ —-3)"
n+ \/_

calcula el intervalo de convergencia y la convergencia en los extre-
mos de dicho intervalo.

n=1

15. Cuestion de examen de junio de 2000:

(a) Dada una serie de funciones, jcudl es la condicién que permite

asegurar que la integral de la serie es la serie de las integrales?
(b) Sea f(z) =2 % Justifica que

n=1

i 11
/0 f(z)dr =2(1 + sitmt ).

16. Cuestion de examen de junio de 2000:

(a) Explica por qué se utiliza el desarrollo en serie con los coeficientes
de Fourier y no con otros coeficientes cuando se quiere aproximar
una funcién periddica por un polinomio trigonométrico.

(b) Obtén el desarrollo en serie de Fourier de la funcién:

0 si—7<2x<0
rz si0<z<m

)= {
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17. Cuestién de examen de septiembre de 2000:

Desarrollar la funcién f(x) = 2z en una serie de senos en el intervalo
(0,1).

18. Cuestion de examen de septiembre de 2000:

(a)

(b)

Define serie convergente y serie absolutamente convergente y pon
un ejemplo de una serie que sea convergente pero que no sea abso-
lutamente convergente.

Dada la serie de potencias

calcula el intervalo de convergencia y la convergencia en los extre-
mos de dicho intervalo.

19. Cuestion de examen de junio de 2001:

(a)

Completa el enunciado del siguiente teorema:
Teorema de Dirichlet sobre convergencia de series de Fourier:

"Si f(z) es periddica, ( )y ( ), entonces la
serie de Fourier es
( ). La suma de la serie es igual a ( ) en los
puntos donde f(x)
es ( ) y vale ( ) donde f(x) no es

( )7

Calcula el desarrollo en serie de Fourier de f(x) = x>

x € [—m, 7).

Demuestra que

X qyn+l
Z %cos(nw)
n=1

es convergente y calcula la suma de

2
n=1 n

(idea: relaciona la serie numérica anterior con el desarrollo en serie
de Fourier de f(z) = x? obtenido y con el resultado teérico del
primer apartado).
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20. Cuestién de examen septiembre de 2001:

Dada la serie
> 3n?2 -1
—
|
= (n+1)!

n.

(a) Calcula el radio y el intervalo de convergencia.

(b) Calcula la suma > 2, %x” siguiendo estos pasos:

i. Calcula el desarrollo en serie de Taylor de e*.
ii. Calcula A, B, C tal que

3n*—2 A B C

CES RO

iii. Calcula la suma de 7, (TLTII)!’ZTF? Ty de 2, Fxl),

21. Cuestién de examen de junio de 2002:

Calcula el intervalo de convergencia y la convergencia en los extremos

de la serie -
_1\n
>
n=0 (TL N )7’L
22. Cuestién de examen de junio de 2002:

Desarrolla en una serie de cosenos la funcién f(xz) = e” en el intervalo

[0, 7].
23. Cuestién de examen de junio de 2002:

(a) Define serie numérica convergente y serie numérica absolutamente
convergente. Explica la relacién que hay entre ambos conceptos y
pon ejemplos que ilustren las afirmaciones que hagas.

(b) Explica qué es y cémo se puede calcular el intervalo de convergencia
de una serie de potencias.

(c) Completa el siguiente enunciado:

Sila funcidn f(Z) €S .oooviiiiiiiiiiiici
entonces su serie de Fourier es .............. Su suma vale .................
si f(z) €8 woerviiiiiiee. y vale . si f(z) es



184

PROBLEMAS

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Cuestion de examen de junio de 2002:

Calcula el intervalo de convergencia y la convergencia en los extremos

de la serie:
G (_1)n 2"
2 (n—1)(n?)"

n=2

Cuestion de examen de septiembre de 2002:

o0
—1)"n!
S,

n=1

Dada la serie

estudia qué valores de x € R hacen que la serie sea convergente y qué
valores la hacen no convergente.
Cuestion de examen de septiembre de 2002:

Dada la serie
o 2

3 D

n=1 \/2—71
estudia qué valores de x € R hacen que la serie sea convergente y qué
valores la hacen no convergente.

Cuestion de examen de mayo de 2003:

Calcula el radio y el intervalo de convergencia de la serie ) 7 n—lg (x+3)™.

Cuestion de examen de mayo de 2003:

(a) Explica lo que sepas acerca de la convergencia de la serie de Fourier
de una funcién.

(b) Sea f(z) = € en el intervalo [0,n]. Calcula el desarrollo en senos
de f(x).
Cuestion de examen de junio de 2003:
Calcula el radio, el intervalo de convergencia y estudia la convergencia
y la convergencia absoluta en los extremos de la serie Y o0 | 2 (z 4 3)™.
Cuestion de examen de junio de 2003 y junio de 2006:

Calcula el radio y el intervalo de convergencia de la serie
2 net ﬁ(l‘ +3)"
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Cuestién de examen de septiembre de 2003:

Calcula, interpretando el resultado, el radio y el intervalo de convergencia
de la serie ZZO:O(—Z)”Z—ﬁ.

Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Utilizando el criterio de la integral, estudia la convergencia de la serie

n=1

Cuestion de examen de septiembre de 2003:

Dada la funcién f(z) = 3" si z € [0, 1], calcula su desarrollo de Fourier
de tipo coseno y calcula el valor de la serie de Fourier obtenida en x = 1.
Justifica tu respuesta.

. . . 2_
Estudia la convergencia de la serie Y %

Cuestion de examen de mayo de 2004:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie
Yoo (@ + 1)

Cuestién de examen de mayo de 2004:

Calcula el desarrollo en seno de la funcién f(x):

f(x):{ alc si z € ]0,1]

sixz e (1,7]
Cuestion de examen de junio de 2004:
Estudia la convergencia de la serie Y > o ( > aplicando el criterio

1
n—1)2(n—2)
de la integral.

Cuestion de examen de septiembre de 2004:

e Explica qué significa que una funcién sea analitica en un punto a y
pon un ejemplo de una funcién analitica en el punto 0.

e Pon un ejemplo de sucesién de funciones que converja uniforme-
mente y otro ejemplo que no converja uniformemente (es suficiente
con un ejemplo grafico).
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e Explica la convergencia de la serie de Fourier de una funcién.

e Explica en qué intervalo converge una serie de potencias y en dénde
converge uniformemente.

39. Cuestién de examen de septiembre de 2004:
Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie:
o
Z = D
= (n—1)(n)
40. Cuestién de examen de junio de 2004 y junio de 2006:
Estudia la convergencia de la serie Y 7, Wm haciendo uso del cri-
terio de la integral.
41. Cuestién de examen de junio de 2004:

e Explica qué significa que una funcién sea analitica en un punto a y
pon un ejemplo de una funcién analitica en el punto O.

e Pon un ejemplo de sucesién de funciones que converja uniforme-
mente y otro ejemplo que no converja uniformemente (es suficiente
con un ejemplo grafico).

e Explica la convergencia de la serie de Fourier de una funcién.

e Explica en qué intervalo converge una serie de potencias y en donde
converge uniformemente.

42. Cuestién de examen de septiembre de 2004:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie > %x”.
43. Cuestién de examen de mayo de 2005:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie ) >~ %
44. Cuestién de examen de junio de 2005:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie

Z M(x 1)

n24+n+1
n=0
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Cuestién de examen de junio de 2005:

Explica la convergencia de la serie de Fourier de una funcién y determina
a qué funcién converge en el intervalo [-2,3] la serie de Fourier de la
{ v size[-2,2]

r+3 size (2,3 ° sabiendo que es de periodo 5.

funcién f(z) =

Cuestion de examen de febrero de 2005:
Recordando el desarrollo de Taylor de la funcién e®, calcula la suma de

il+2n+n(n—1)

n!

n=0
Cuestion de examen de junio de 2005 y febrero de 2007:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de

n

;L(n—i—l)

Cuestion de examen de junio de 2005:
Calcula el desarrollo en seno de

T si0<x <2
f(x)—{ 2—z si2<x<3

y determina la funcién a la que converge en el intervalo [0, 3] la serie de
Fourier resultante.

Cuestion de examen de septiembre de 2005:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie
i (_1)n 2"
— 2"(n+1)

Cuestion de examen de septiembre de 2005:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie
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ol.

52.

93.

o4.

95.

Cuestién de examen de septiembre de 2006:

Aplica el criterio de la integral para el estudio de la convergencia de la
serie Y00, L para

Cuestion de examen de junio de 2007:

(a) Aplica el criterio de la integral para estudiar la convergencia de la

serie
oo

1
Z:2712—}—871%—20'

n=1

(b) Estudia la convergencia y la convergencia absoluta en todo R de la

serie:
oo

1
e 1)
Z:2n2+8n+20(:€ )

n=1
Cuestién de examen de junio de 2007
Calcula el desarrollo en seno de la funcién
[z sizel0,1]
ﬂ@_{l siz e (1,2)
Cuestién de examen de febrero de 2006:
Recordando el desarrollo de Taylor de la funcién e®, calcula la suma de
i n(n—1)
—
= nl
Cuestion de examen de junio de 2006

Calcula el desarrollo en seno de la funcién f(x):

x sizel0,1]

ﬂ@:{1 siz e (1,7]
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56. Cuestién de examen de junio de 2007:

Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie

-

Z n6+ 1 a

n=0

57. Cuestién de examen de septiembre de 2007:
Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la serie:

o0

1

n Ln

n

n=2

58. Cuestién de examen de septiembre de 2007:

Calcula el desarrollo en serie de senos de la funcién f(z) = 2z en el
intervalo (0, 1).






