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Introduccion

El texto que sigue no es definitivo ni exhaustivo. Se ird reformando a
medida que se detecten fallos o se modifique el contenido para mejorarlo.
Debéis emplearlo como una ayuda para preparar la asignatura Matematicas I
de la Ingenieria y como complemento de las notas que toméis en clase.

Espero que os sirva.

Pedro Martin.

&

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA




DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA



Capitulo 1

Conjuntos Numéricos.
Sucesiones. Funciones.

1.1. Conjuntos Numéricos

1.1.1. Numeros naturales, enteros y racionales

El conjunto de los niimeros naturales N estd incluido en el conjunto de los
’ 7 & F . . a
nimeros enteros Z, que a su vez estaié%temdo en el conjunto de los niimeros
L8 .2
racionales Q, es decir, los nimeros:que: setpueden expresar como fraccién de

dos ntimeros enteros: UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

N=1{1,2,3,..} 7 =1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

1 -1 1 -1 1 -12 -23 -3

Q = {07 1771727 72737 737 57 7747 747 §7 ?757 =5, oo

747 4 737 3 72777"'}

Los ntimeros racionales se pueden sumar y se pueden multiplicar. Ademaés,
estan ordenados, es decir, dados dos nimeros racionales distintos es posible
determinar cual es el menor y cual es el mayor. Las propiedades que tienen
las operaciones suma y producto en el conjunto Q hacen que tenga estructura
de cuerpo conmutativo y ordenado.

1.1.2. Ntumeros reales

La longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 es v/2, que es un
numero real no racional. El conjunto de los niimeros reales R contiene a Q y

7



8 CaritTuLo 1

a otros numeros llamados irracionales I que no se pueden expresar en forma
de fraccién de ntimeros enteros.

FEntre dos niumeros reales cualesquiera siempre
hay numeros reales racionales e irracionales.

Los nuimeros reales se pueden sumar, multiplicar y ordenar, y las propie-
dades que cumplen estas operaciones con el orden establecido hacen que R
tenga estructura de cuerpo conmutativo y ordenado. Con los ntimeros reales
podemos medir cualquier distancia (por ejemplo, la diagonal del cuadrado de
lado 1), a diferencia de lo que ocurria con Q.

Una cota superior de un conjunto de niimeros reales es un nimero real
mayor o igual que todos los del conjunto. Un conjunto de ntimeros reales
estd acotado superiormente si existe una cota superior para el conjunto.
Por ejemplo, 1 y 1.7 son cota superior de los intervalos [0,1] y [0,1). Ambos
intervalos estdn acotados superiormente.

Una cota inferior de un conjunto de nimeros reales es un nimero real
menor o igual que todos los del conjunto. Un conjunto de nimeros reales
estd acotado inferiormente si existe una cota inferior para el conjunto. Por
ejemplo, -1y 0 son cota inferior de los intervalos (0, 1] y [0, 1). Ambos intervalos
estdn acotados inferiormente.

Un conjunto estd acotado si est@cotado superior e inferiormente. Por
ejemplo [0, 1) estan acotado. oeearTAMENTO DE MATEMATICAS

El supremo de un conjunto; $7°é%i5t¢;"€8"la menor de las cotas superiores.
Si el supremo es un elemento del conjunto entonces se llama maximo. El
infimo de un conjunto, si existe, es la mayor de cotas inferiores. Si el infimo
de un conjunto es un elemento del conjunto entonces se llama minimo. Por
ejemplo, respecto a (0,1], 1 es supremo y méximo pero 0 es infimo pero no

minimo.

Todos los conjuntos de nimeros reales acotados tiene supremo e infimo. ‘

Dado un nimero real x se define valor absoluto de z al ntimero real

positivo
r six>0
|| = :
—x six <0

y se verifica que

l.z>0y|z|=0<2=0.
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2. |zy| = [x[ly]
3. [ =2 = x|
4z =yl < Jz £y

5. lz|<r=xz€(—rr)

Sea a € R. Se define bola abierta de centro a y radio » > 0 y se denota
B(a,r), al conjunto de nimeros reales mayores que ¢ —r y menores que a +r,
es decir al intervalo abierto (a — r,a + )

B(a,r) ={z R/ |z—a|<r}.

Un conjunto de nimeros reales es abierto si para todo elemento del conjunto
se verifica que existe una bola abierta centrada en el elemento que a su vez
esta contenida en el conjunto. Un conjunto es cerrado si es el complementario
de un abierto.

Se define bola cerrada de centro a y radio » > 0 y se denota Bla,r], al
conjunto de nimeros reales mayores o iguales que a — r y menores o iguales
que a + r, es decir, al intervalo cerrado [a — r,a + 7]

Bla,r] :{JJGW |z —a|] <7}

5
Se denomina recta ampliad€'q1"e6njiS (R U {—o00, co}}.

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Dado un nuimero real x se define parte entera de x al mayor nimero
entero que sea menor o igual que x.

Todo ntimero real z admite una expresién decimal de la forma
plajas...ap...
donde p € Z y a; € {0,1,...,9} tal que
z=p+a1 %107 +as %1072+ ...+ ap, x 107" + ...

Si la expresién decimal es finita o periddica entonces x es un niimero racional.
En otro caso x serd irracional. La expresién decimal de un nimero real es
Unica salvo casos similares a este:

134000 = 1,3399.
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A veces es necesario recortar el nimero de decimales de una determinada
expresion. En este caso, este truncamiento ha de hacerse usando las reglas de
redondeo: el ultimo digito que se conserva se aumenta en uno si el primer
digito descartado es mayor que 5; si es 5 0 es 5 seguido de ceros, entonces el
ultimo digito retenido se incrementa en uno solo si este ltimo es impar:

nimero 5 cifras decimales | 7 cifras decimales
5.6170431500 5.61704 5.6170432
5.6170462500 5.61705 5.6170462

Las reglas de redondeo minimizan los errores de aproximacién. Se define
error E' como
FE = valor verdadero — valor aproximado

A menudo se trabaja con el error absoluto (|E|). El error relativo es
_ E
~ valor verdadero’

Este ultimo compara la magnitud del error cometido con la magnitud del valor
que se pretende estimar y puede interpretarse en términos de %.

. i
1.1.3. Numeros complejos &%

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

La solucién de la ecuacién x2“ &1L 88" 4l nimero complejo i = v/—1. Se
define el conjunto de los niimeros complejos como

(C:{(m,y)E]RQ/ reR, yeR}={r+yi/ xR, yeR}

La expresion a + bi de un nimero complejo se denomina forma binémica.
Todo ntimero real z es también un nitimero complejo cuya forma bindémica
serd x + 0i.

Dados dos nimeros complejos (a + bi) y (¢ + di), se define la suma y el
producto de ambos asi:

(a+bi)+ (c+di) =(a+b)+ (c+d)i

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i

El conjunto C con las operaciones suma y producto tiene estructura de
cuerpo en el que no es posible establecer un orden. El niimero complejo a + bi
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se puede representar en el plano XY como el vector (a,b). Se denomina afijo
del complejo a + bi al punto (a,b) del plano.
Dado el nimero complejo z = a+ bi se define conjugado de z y se denota
zZa
Z=a— bi.
Dados dos nuimeros complejos z y 2/, se verifica que
2+ =z+2 z-2'=z-

El médulo de un complejo z = a + bi es el niimero real positivo

|2] =Vz-z=1+Va2+ b2

que representa la distancia del afijo a 4 bi al 0. Para dividir dos complejos, es
decir, multiplicar uno por el inverso del otro, podemos multiplicar numerador
y denominador por el conjugado del denominador:

z Z- W Z W 1

w  w-w w2 |w\22’

Se verifica que:

1. 2| >0Vze€Cylz| =0 2z=

2. ‘Z . w| = \z| . |w\ Vz,w E..(GAFTAMWTE'DEwasrwhus
UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
3. |27 = é Vz#0, z € C, siendo 27! el inverso de z.
4. |z+w| < |z + Jw| Vz,w € C.
5. ||zl £ Jw|| < |z £ w| Vz,w € C.

6. ﬁ tiene médulo 1.

Dado el complejo z = a + bi # 0, se define argumento principal de z al
nimero real 6 € (0,27] tal que:

a a b b
—_— senf = ———0 = —
Va2 +p2 |4 Va2 +p2 |4

Gréficamente, 0 representa el dngulo que forma el vector (a,b) con la parte
positiva del eje X. El conjunto de argumentos de z es

cosf =

arg(z) ={0+2kn: keZ}.
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Se tiene que
z=a+bi =|z|cos() + |z|sen(0)i = |z|(cos(0) + sen(0)i)

La expresion |z|(cos() + sen(f)i) es la forma trigonométrica de z.

La expresién |z|p es la forma mdédulo-argumento de z, siendo 6 uno de
los argumentos de z. Dos complejos z y w son iguales si tienen iguales sus
moédulos y sus argumentos difieren en un multiplo entero de 27 :

|zlo =|wly < |z|l=|w| y 0—v=2kr, kel

El conjugado de |z|g es |z|2x—0 = |2]|—p-
La forma mddulo-argumento es 1til para realizar operaciones de producto
y potencia de exponente entero. Si z, w € C y n € Z, se verifica que

L fzlo - Jwly = (J2] - [w]),,,

215 = (o

3. (lz)" =z 2+ ...(n-veces)... - z = (121"),.9

Ejercicio: Calcula los niimeros complejos tales que 23 - Z = —1.

Dado z € C, n € N, se dichgHg“g&E@@J%&ga raiz n-ésima de z si w" = z.
Un ntimero complejo distinto de*OQ-tienen-raices n-ésimas y {/z representa al
conjunto de todas ellas. Puesto que z = w", se tiene que |z|p = (|w\”)mp y por
tanto

v [z = w" = fw| = ¥/l

" 0—ny=2kr, keZ=y="% ke

Ejercicio: Calcula las raices sextas de 1 y las raices sextas de —1.

Partiendo de la forma trigonométrica del nimero complejo
z = |z| - (cosf + isen?)
se llega a la forma exponencial

z = |z]e®.
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1.2. Sucesién de niimeros reales. Propiedades

Una sucesién de numeros reales (a,)nen €s un conjunto de infinitos
ndmeros reales que estdn ordenados, es decir, que hay un primer ndmero (aq),
un segundo (az), un tercero (as), un n-ésimo (a,), etc. Los siguientes son
ejemplos de sucesiones:

111 1
7273747 7n7
L1111l 11
727274737874716757
11 11 11
L=, o 1=, =1, =, =, 1, -
7273774757767777

Puesto que a cada ntimero real de la sucesién se le asigna un lugar (primero,
segundo, etc.), de forma exacta y rigurosa se dice que una sucesion (a)nen
de ntimeros reales es una aplicacion de N en R:

N - R
n = ap

Podemos identificar una sucesion mediante alguna de estas posibilidades:
» el término general ((an)nen ﬂ@%)

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

= una definicién por recurreneia (b= 0,5, b, = 2b,_1 — 1)

= mostrando sus primeros términos (1, %, i, ce)e

Una sucesion puede representarse en unos ejes cartesianos, situando los valores
de n en el eje X y los valores de a, en el eje Y. También se suelen representar
solo los valores de a,, en la recta real, pero en este caso la representaciéon no
permite identificar el orden de la sucesion.

Intuitivamente, se dice que una sucesion es convergente si los términos
de la sucesién se van acercando a un nimero real [ (se denota nhﬁnolo =1).Ma4s

precisamente se dice que una sucesion (a,)nen de nimeros reales converge a [ €
R o tiene como limite [ si se verifica alguna de estas propiedades equivalentes:

= Todos y cada uno de los intervalos centrados en [ de cualquier radio r,
(I—r,l4r), contienen todos los términos de la sucesién a,, salvo, quizés,
una cantidad finita de ellos; es decir, a partir de un término a,, todos
los posteriores estdn contenidos en el intervalo (I —r,1 4 r).
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= Para todo r > 0, existe un término en la sucesién (a,) tal que para los
términos a, posteriores (n > v) se cumple que a, € (I —r,l+r).

Intuitivamente una sucesién de nimeros reales es de Cauchy si, a medida
que avanzamos en la sucesion, los términos cada vez estan mas cerca unos
de otros. De forma mds precisa, se dice que una sucesién de nidmeros reales
(an)nen es de Cauchy si sea cual sea la distancia € > 0 que fijemos, existe un
término a, a partir del cual, si elegimos dos términos cualesquiera posteriores
an y am (n,m > v), la distancia entre ellos es menor que € (|a, — an| < €).

Una sucesién (ap)nen se dice que es creciente si a,, < an,41 para todo
n € N y estrictamente creciente si a,, < a,+1. De forma similar se de-
fine sucesién decreciente y estrictamente decreciente. Una sucesion es
mondtona si es creciente o decreciente.

Una sucesiéon a,, se dice que estd acotada superiormente si existe un
ntumero M tal que a, < M (Vn € N). Una sucesién a,, se dice que estd acotada
inferiormente si existe un nimero m tal que m < a,, (Vn € N). Una sucesién
ay, se dice que estd acotada si existen unos nimeros m y M tal que m < a,, <
M (¥n € N), es decir, si estd acotada superior e inferiormente.

1.3. Calculo de limites de una sucesion
Fine
1.3.1. Operaciones con _f,,m;@{s{' nes.convergentes

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Una sucesion se puede sumar, multiplicar, dividir con otra sucesion término
a término. También se puede multiplicar una sucesiéon por un ntmero real
multiplicando cada término por el nimero real. Asi mismo es posible considerar
una sucesién elevada a otra sucesién (a’#) término a término o calcular el
logaritmo a los términos de una sucesién (La,).

Sean (an)nen ¥ (bn)nen sucesiones convergentes y A € R. Se verifican las
siguientes propiedades:

1. El limite de una sucesién convergente es tnico.

2. Las operaciones suma, producto y producto por un ntiimero de sucesiones
convergentes da como resultado una sucesién convergente y
lim a, + b, = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo

n—oo

lim a,b, = lim a, - lim b,.
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lim Aa, = A lim a,.
n—oo n—oo

3. 51 lim a, =1yl < k, entonces a,, < k a partir de un término en
n—oo

adelante.

4. Si a, < k a partir de un término en adelante, entonces lim a, < k.
n—oo

5. Si lim a, < lim b,, entonces a, < b, a partir de un término en ade-
n—oo n—oo

lante.

6. Si lim a, = lim b, y a, < ¢, < by, entonces
n—o0 n—oo
lim a, = lim ¢, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo

7. Toda sucesion formada con términos extraidos de otra sucesién conver-
gente (subsucesién) es convergente al mismo limite.

8. Toda sucesién convergente es de Cauchy y que toda sucesiéon de Cauchy
es acotada.

9. Toda sucesién creciente y acotada superiormente es convergente. Equi-
valentemente, toda sucesién dcgg.@icntc y acotada inferiormente es con-
Vergente DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

Ejercicio: Construye una sucesion formada por nimeros racionales que
converja a /2.

La sucesién del ejercicio anterior es una sucesion de Cauchy de nimeros
racionales, sin embargo el limite no es un niimero racional sino un nimero
real. Por cuestiones como la anterior se dice que :

El conjunto Q no es completo. ‘

Por el contrario, no es posible encontrar una sucesién de Cauchy formada por
nimeros reales cuyo limite no sea un nimero real puesto que

Teorema: Toda sucesion de Caychy de niimeros reales es convergente en
los niimeros reales.

El resultado anterior se conoce como teorema de completitud de R.

El conjunto R es completo.
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1.3.2. Limites infinitos

Se dice que una sucesién (an)neny de nimeros reales converge a infinito o
tiene como limite infinito ( lim a,, = 00) si se verifica alguna de estas propie-
n—oo

dades equivalentes:

» Todos y cada uno de los intervalos de la forma (k,0), k € N contienen
todos los términos de la sucesién a, salvo, quizds, una cantidad finita
de ellos; es decir, a partir de un término a,, todos los posteriores estdn
contenidos en (k, c0).

= Para todo k € N, existe un v € N tal que si n > v entonces a,, > k.

De forma similar se define lim a,, = —oo. Una sucesién es divergente si tiene
n—0o0

como limite £oo.
Sean (an)nen ¥ (bn)nen sucesiones y A € R. Se verifican las siguientes

propiedades:

. .1
1. lim a, = +oo= lim — =0.
n—o00 n—00 Ay

2. La operacion suma con las sucesiones da como resultado lo siguiente:

+ lim an:(@@ lim a, = —o0 | lim a, =1<0
N —> QOPARTAMENTO DE MATRIAIOAS n—00

lim bn =0 —@Bs104D DE EXTREMAOURA ? +00

n—,oo

lim b, = —c0 ? —00 —00
n—o0

lim b, =p>0 400 —00 p+1
n—o0

3. La operacién producto con las sucesiones da como resultado lo siguiente:

lim a, =00 | lim a, =—0c0 | lim a, =1<0
n—0o0 n—o0 n—o0
lim b, = o0 +00 —00 —00
n—oo
lim b, = —c0 —00 +00 +00
n—0o0
lim b, =p>0 400 —00 p-l
n—o0
lim b, =0 ? ? 0
n—0o0

4. El producto de un niimero real A por una sucesion da como resultado lo
siguiente:
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A lim ap, =00 | lim a, = —oco | lim a, =1
n—o0 n—o0 n—oo
A>0 +o0 —00 Al
A<O0 —00 +00 Al
A=0 0 0 0

5. En general, al manejar sucesiones con potencias, logaritmos y cocientes,
el resultado de la operacion correspondiente es una sucesion con limite
igual a la potencia, logaritmo o cociente de los limites correspondiente,
teniendo en cuenta la regla de los signos en los cocientes. Ademés, se
pueden presentar los siguientes casos que son indeterminaciones y hay
que estudiarlos de forma particular:

0 +0

—_ - 1:!:00 0
0’ o0 ’

, 00— 00, 0-(£00), 0"

1.3.3. Infinitésimos

Un infinitésimo es una sucesién convergente a 0. El producto de dos
infinitésimos es otro infinitésimo y el producto de un infinitésimo por una
sucesién acotada es un infinitésimo.

Dos infinitésimos (an)nen ¥ (bn)nen se dice que son equivalentes (ap, ~ by,)
si ) €ﬁ+

nw:é%ﬁ%gggﬁiﬁnm
En el célculo de limites, si tenemos un infinitésimo como factor en la expresién
de un producto o cociente, podemos sustituirlo por un infinitésimo equivalente.
Si a,, — 0, son infinitésimos equivalentes los siguientes:
L(1+ay) ~ay 1—cosa, ~ ~a?

sena, ~ tana, ~ ay a

N =

1.4. Funciones. Conceptos basicos

Tendremos una funcién real de variable real (f : R — R) cuando a cada
elemento z de un conjunto de nimeros reales (llamado dominio) le asignemos
un elemento f(x) (llamado imagen de z) y solo uno de un conjunto (llamado
recorrido o conjunto imagen).

Dominio de f(z) = D[f(z)] = {z € R/ existe f(z)}
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Recorrido de f(z) = {y € R/y es imagen de algiin =}

Sea f(z) una funcién definida alrededor de un punto a € R. Diremos que:
f(z) es creciente en q, si existe una bola B centrada en a tal que para todo
T,y € B,

r<a<y= f(z) < fla) < fly)

Serd estrictamente creciente en a si

r<a<y= f(z) < f(a) < f(y)

f(z) es decreciente en q, si existe una bola B centrada en a tal que para
todo z,y € B,

r<a<y= flz)> fla) > f(y)

Serd estrictamente decreciente en a si

r<a<y= f(x)> fla) > f(y)

f(x) alcanza un minimo relativo en a si existe una bola B centrada en
a tal que para todo z € B,

mﬁ(razf@d%%m

UNIVERSIOAD DE EXTREMADUNA
El minimo serd estricto si f(z) > f(a) para todo = € B.

f(x) alcanza un maximo relativo en a si existe una bola B centrada en
a tal que para todo z € B,

f(z) < f(a).

El méximo serd estricto si f(z) < f(a) para todo z € B.
Una funcién f(x) se dice que es periddica en un conjunto I si se existe
una cantidad P tal que

flx+P)=flz) Vaxel

Se denomina periodo de la funcién f(z) al valor minimo P que verifica lo
anterior.

Ejemplo: Las funciones sen(z), cos(z), tg(z) son periédicas.
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Una funcién f(z) estd acotada superiormente en un conjunto I si existe
un valor k£ € R tal que
fle)<k Vzel

Una funcién f(z) estd acotada inferiormente en un conjunto I si existe
un valor £ € R tal que
flay>k Vzel

Una funcién se dice que es par o simétrica respecto al eje OY si
flz) = f(==) Ve D[f(x)
Una funcién se dice que es impar o simétrica respecto al punto (0, 0)
—f(x) = f(=z) VzeD[f(2)]
Una funcion se dice que es periddica si existe T' € R tal que
fla+T)=f(z) Ve D[f(z).

Al menor valor T' que verifique lo anterior se le denomina perfodo de f(z).

Una funcién f(z) estd acotada ep.un conjunto I si existe un valor k € R
tal que %%
SR ET

Sean f(z) y g(x) dos funciones. El resultado de componer la funcién g
con la funcién f (se escribe go f) es la funcién que resulta de aplicar primero
la funcién f y al resultado aplicarle la funcién g. La composicién g o f solo se
podrd hacer si las imédgenes de f(x) estdn contenidas en el dominio de g(z).

gof: R - R — R
z = f@) = g(f(2))
De forma similar la composicién de f con g (se escribe f o g) es la funcién que
resulta de aplicar primero g y al resultado aplicarle f. Solo se podra hacer si

el dominio de f contiene al recorrido de g.
La funcién reciproca o inversa de f es otra funcién f~! tal que

ftof(z)=2 V€ Dominio de f

fof™My)=y Vy e Dominiode !
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La inversa de una funcién solo estd definida en un intervalo donde la funcién
original tenga valores de las imédgenes no repetidos. Por ejemplo, la inversa de
f(z) = 22 es la funcién f~!(x) = /= en el intervalo [0,00). As{ mismo, la
inversa de sen(z) es el arcsen(x) en el intervalo (—m/2,7/2), que es donde el
seno es estrictamente creciente y no tiene imagenes repetidas.

1.5. Funciones elementales
La funciones polinémicas son de la forma
flx)=ao+ a1z +a0x® + - + apa”

con n € N. Su dominio es (—o0,00). Las de grado impar tiene siempre un
ndimero impar de raices y las de grado para tienen siempre un nimero par de
raices.

Las funciones racionales son de la forma

_ Px)

siendo P(z) y Q(x) polinomios. Su dominio son todos los niimeros reales ex-
cepto los valores donde se anula el dengminador.

Las funciones trigonométricas sgfseno, coseno, tangente, cosecante, se-
cane y cotangente s

Las funciones seno y coseno tiene su dominio en (—o00, c0) y son periédicas
de periodo 2.

La funcién tangente tiene su dominio en todos los niimeros reales salvo en
km, con k € Z, y es periédica de periodo 7.

Las funciones exponenciales son de la forma a”, con a > 0. Son crecientes
si a > 1y decreciente si 0 < a < 1. Las funciones logaritmicas de la forma
loga(x) son las inversas de las exponenciales a®.

Las funciones hiperbdlicas son las siguientes:

et —e ¥ et e " et —e*
senh(z) = cosh(z) = —— tgh(z) = ———
() = (2) = = ghia) = S
y sus inversas son, respectivamente
1,,.2
L%

Lz + Va2 +1) Bz + Va2 -1)



0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

4 2 0 2
Figura 1.1: funcién sen(z).
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Figura 1.2: funcién cos(x).
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Figura 1.3: funcién tg(z).
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Figura 1.4: funcién e*.
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Figura 1.5: funcién L(x).
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Figura 1.6: funcién senh(x).
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Figura 1.7: funcién cosh(z).




Capitulo 2

Limites y continuidad de
funciones

2.1. Limite de una funcién en un punto. Limites
laterales

Consideremos la funcién f : R — R representada en la figura 2.1 y definida

asi £
&
.n.f]ﬁ(ﬂ]\)[% DEMATEMETICAS

UNIVERSIDAD 55‘"; ‘:(d‘:l;lﬂl
cuyo domino es R — {—1}.

Figura 2.1: f(x) = 12_;11

Intuitivamente, se dice que f(x) tiene limite | = —2 en el punto a = —1

25
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(simplificadamente lim1 f(x) = —2) porque todos los valores de x cercanos
T——

a —1 tienen sus imdgenes cerca de —2. Dicho de otra forma: dada cualquier
sucesién de puntos (z,)nen que converja a —1, se verifica que la sucesién de
sus imégenes (f(zy))nen converge a —2.
Por similares razones, se dice que
x?2 -1 2?2 -1

lim =0 lim =1
z—1 41 =2 x+ 1

En general, se dice que una funcién cualquiera f(z) tiene limite | cuando x

tiende al nimero a (simplificadamente lim f(x) = [) cuando se verifica algunas
r—a

de las siguientes condiciones equivalentes:

» Dada cualquier bola B(l, €), existe una bola B(a, §) tal que si x € B(a, d)
y @ # a entonces f(x) € B(l,€).

» Dada cualquier sucesién de puntos (x1, 2, ..., Zn,...) que converja a a,
la sucesién de sus imdgenes (f(z1), f(z2),..., f(zy),...) converge a .

Consideremos la funcién representada en la figura 2.2
(@) = six <2
9\x) = xi%l siz>2

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS —

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

P N W b~ g o N

Figura 2.2: funcién sin limite en 2.

Si nos acercamos a 2 por la izquierda el limite de las iméagenes es 2, pero
si nos acercamos a 2 por la derecha el limite es 5.
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Se dice que una funcién f(xz) : R — R tiene limite lateral [ por la

derecha de a y se representa lim f(z) = I, cuando se verifica algunas de las
z—at
siguientes condiciones equivalentes:

» Dada cualquier bola B(, €), existe una bola B(a, d) tal que si z € B(a,d)
y « > a entonces f(z) € B(l,€).

» Dada cualquier sucesién de puntos que converja a a con puntos mayores
estrictos que a, la sucesién de sus iméagenes converge a .

De forma similar se define limite lateral por la izquierda.
De las definiciones anteriores se deducen las siguientes propiedades:

1. Si una funcién f(x) tiene limite real en un punto a, entonces ese limite
es Unico y coincide con los limites laterales de la funcién en a.

2. Si una funcién f(z) tiene limites laterales reales en a y son iguales,
entonces existe el limite de f(z) en a y coincide con el valor de los
limites laterales.

2.2. Limites infinitos y limites en el infinito
i
Consideremos la funcién f_)L:PlJR‘,’\mE Tepresentada en la figura 2.3 definida
an UNIVERSIDAD DE EXTREMADUNA
2
v +1
)= ——5.
@) = o=
Intuitivamente, se dice que f(z) tiene limite infinito en el punto a = 1 (sim-
plificadamente h’rrﬁ f(z) = o0) porque los valores de z cercanos a 1 tienen
Tr—r

sus imégenes positivas y no acotadas. Dicho de otra forma: dada cualquier
sucesién de puntos (xy,)nen que converja a 1, se verifica que la sucesién de sus
imdgenes (f(zn))nen converge a infinito.

Por similares razones, se dice que

i 22 +1 1 , 22 +1 1 ; —zQ—li
e @12 e (12 edi(@_12

En general, se dice que una funcién cualquiera f(x) tiene limite infinito
cuando z tiende al numero a (simplificadamente lim f(z) = oo) si se
T—a

verifica algunas de las siguientes condiciones equivalentes:
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17.5
15
12.5
10

a o O

-30 -20 -10 10 20

Figura 2.3: f(z) = (:2:{)12

» Dado cualquier valor k > 0, existe una bola B(a, d) tal que si € B(a, d)
y @ # a entonces f(x) > k.

» Dada cualquier sucesion de puntos que converja a a con puntos distintos
de a, la sucesién de sus imdgenes converge a infinito.

De forma similar se define
hm f(z) = —o0, hrn fé% +oo hm f(z) = £o0

Se dice que una funcién Cuﬁ"f@d&éﬁf’_“ﬁg Y/iéne limite ! cuando z tiende

NIVERSIO, w.u A

a infinito (simplificadamente hm =) cuando se verifica algunas de las

siguientes condiciones equlvalenteb

= Dada cualquier bola B(l,€), existe un ntimero k > 0 tal que si z > k
entonces f(z) € B(l,¢).

= Dada cualquier sucesién de puntos que converja a infinito, la sucesién de
sus imagenes converge a [.

De forma similar se define lim f(z) =1.
Tr—r—00

2.2.1. Asintotas

Dada una funcién f(z), se dice que una recta vertical © = a es asintota
de f(z) cuando x tiende al niimero a por la derecha si

lim f(z) =

z—at
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De forma similar se define asintota cuando z tiende al nimero a por la iz-
quierda.

Se dice que la recta y(x) = mx + n es asintota de f(z) cuando z tiende a
400 si

i ) — =
Jim [f(z) —y(x)] =0

Las rectas asintotas pueden ser verticales, horizontales u oblicuas. Para calcu-
larlas procederemos asi:

Horizontales: hay que localizar valores n € R tal que

i =
AR S =n

En ese caso, y = n serd la asintota.

Verticales: hay que localizar valores a tales que

lim f(z) =200 o lim f(z) =400
r—vat r—a—

En cualquiera de los dos casos la recta x = a serd asintota de f(x).

Oblicuas: hay que localizar valores m,n € R tal que

f(x)
lim —* = If — =n.
ARTg =y g ) mme=n
En ese caso, la recta y = mx + n sergiadintota de f(x).
laxecta y 3 f(@)

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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2.3. Calculo de limites. Infinitésimos.

En el célculo de limites de funciones, siempre que tenga sentido la expresion
correspondiente y salvo las indeterminaciones que se vieron en los limites con
sucesiones, se verifica que

If =1 If
tin f(a) + g(x) Jom, f(z) * i g(x)
lim f(z)g(x) = lim f(z) - lim g(x)
fla) _ %I
lim = >~
a>a g(z)  lim g(z)
, Tr—a .
Iim logy, f(z) = IOg/b(il_lg f(@))
tim b7 @) = i /()

Tr—a

lim g(x)
{- ‘7(17) — 14 T—a
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siendo a un ntmero real o £oo.
Un infinitésimo en a es una funcién cuyo limite en a es 0.
Un infinito en a es una funcién cuyo limite en a es +oo.
Dos infinitésimos o dos infinitos f(z) y g(x) en a son equivalentes y se

—a

representa como f(z) “~* g(x) si

lim f(z) = lim g(z) vy lim M =1
T—a T—a z—a g(x)
Sea f(x) un infinitésimo en a € R. Son equivalentes los siguientes infi-

nitésimos:
f(x), sen f(z), tan f(z), arcsen f(z), arctan f(z), L(1+ f(z)), /@ —1

Por ejemplo, son equivalentes los infinitésimos:
x, senx, tanx, arcsenzx, arctanz, L(14+2)y e —1lenz =0.
1—cosmy%26n.7::O
r—1lyLrenz=1.

En el calculo de limites de productos o cocientes se puede sustituir un
infinitésimo o infinito por otro equivalente. Se verifica que:

1. Si f(x) es un infinitésimo en a y g(z) estd acotada en una bola B(a, €),

entonces f(z)g(x) es un infinitégimo en a.

2. Si f(x) es un infinito en aygln) wstdacotada inferiormente en una bola
IVERSIDAD DE EXTREMAD

B(a,€), entonces f(x) + g(x] és un ithito en a.

3. Si f(z) es un infinito en a, entonces ﬁ es un infinitésimo en a.

Ejercicio: Calcula los siguientes Iimites:
2 1—cosx

lim z3-Ee lim —5——— lfm (sen®
z—0+ z—=0 x4 + 3z =%

)tan2 x

2

2.4. Funcién continua

Intuitivamente una funcién f(x) es continua en un punto a cuando valores
de x cercanos a a tiene imégenes cercanas a f(a), es decir, la grafica de la
funcién f(x) tiene un trazo continuo alrededor de a.

Sea f(z) : R — R una funcién definida en un abierto que contenga a a € R.
De forma més precisa, se dice que f(z) es continua en a si se cumple estas
condiciones:



LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 31

» Existe lim f(z) y es un ndmero real.
r—ra

» Existe f(a).

. J(a) = lim f(2).

Si la funcién no es continua en a se dice que tiene una discontinuidad en
a. La discontinuidad puede ser:

Evitable: existe liin f(z) y es un ntmero real.
r—a
Esencial: no existe lim f(x) o es £00. A su vez, esta puede ser:
r—a

e De salto infinito: existen los limites laterales y alguno es +oo.
e De salto finito: existen los limites laterales y ambos son finitos.

e De segunda especie: no existe algun limite lateral.

Una funcién f(z) es continua por la derecha de a € R si existe

h’m+ f(z), es un nimero real y coincide con f(a). De forma equivalente se
Tr—a

define continuidad por la izquierda.
Sea f(x) continua en a. Se verifica que:

1. f(z) estd acotada en una bola %, d).

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

2. Si f(a) # 0, entonces f(z) tieneelanismo signo que a en una bola B(a, 6).

3. Si g(x) es continua en a, entonces f + g, f-gy % (9(a) # 0) también
son continuas en a.

4. b, log, x, 2" (n € N), 2, polinomios, funciones racionales y funciones
trigonométricas son continuas en su dominio.

5. Si g(z) es continua en f(a), entonces g o f es continua en a.

Ejercicio: Estudia la continuidad de las funciones:

) 224 siz -2 senx six < %ﬂ
flz) = ”j . 5 glx)=4¢ msenz+n siF<ax<g
B Str= 2cosx six>2

Se dice que una funcién f(z) es continua en el intervalo (a,b) si es
continua en todos los puntos del intervalo.
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Se dice que una funcién f(z) es continua en el intervalo [a,b] si es
continua en todos los puntos del intervalo (a,b), continua por la derecha en a
y continua por la izquierda en b.

De forma similar se define continuidad en [a,b) y en (a, b].

2.4.1. Teoremas sobre funciones continuas

Teorema (de Bolzano): Si f(z) es una funcidn continua en [a,b] y
f(a)f(b) <0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Ejercicio: Pon un ejemplo de: 1) una funcién definida en [a,b] tal que
f(a)f(b) < 0 y no exista ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0; 2) una funcién continua
en (a,b) tal que f(a)f(b) < 0y f(c) # 0 en todo punto ¢ € (a,b); 3) una
funcién continua en [a, b] y tal que no exista ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema de valor intermedio: Si f(z) es continua en [a,b] y d €
[f(a), f(b)], entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) =d.

Ejercicio:Sea f(z) = 2> + 322 una funcién que representa la evolucién de
la temperatura en grados centigrados de un motor en funcién del tiempo x
medido en minutos. jExiste algin ing%pte entre el minuto 1 y el 2 en el que

la temperatura sea 15°C'? g
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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Teorema: Si f(z) es continua en un intervalo I, entonces la imagen f(I)
también es un intervalo. Ademds, si el intervalo es de la forma [a,b], enton-
ces existen valores m, M € [a,b] tales f(m) y f(M) son, respectivamente, el
minimo y el méximo de la funcioén f(x) en [a,b].

Ejercicio:Calcula el conjunto imagen para las funciones f(z) = 22 y
g(x) = 1/x en el intervalo [—1,2]. ;En cudl de los casos la imagen es un
intervalo? jEn cudl de los casos la funcién alcanza valores maximo y minimo?

Ejercicio: Encuentra ejemplos donde falle alguna de las hipdtesis de los
dos teoremas anteriores y no se verifiquen la tesis correspondiente.



Capitulo 3

Derivadas

3.1. Derivada de una funciéon en un punto.

Sea f(z) una funcién definida en un intervalo I de R y sea a € I. Se dice
que f(z) es derivable en el punto a, si existe (es un nimero real) alguno de
estos dos limites

Y GO R O}

t=a  x—a Fish—
En ese caso, a ese niumero real""é?%t%:ﬂ;ﬂi%‘é}‘i@%fﬁada de f(z) en a y se denota
f'(a) o Df(a). ‘

Ejemplo: La funcién f(z) = ﬁ es derivable en a = 4 porque

SIS 2-\/5
i L@ S0 g VFTVE g, Ve
z—4 r—4 z—4 T —4 =4 x — 4
4-g 1 -1

= lim =

e —nerve) WS sryve) 16

Por tanto, la derivada de f(x) en 4 existe y vale f'(4) = —1/16.

33
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Ejemplo: La funcién f(x) = 2% es derivable en a = 2 porque

_ 2 __ 92
i R = f2) @R -2
h—0 h h—0 h
4+4h+h%2—4 h2 + 4h
Jfm S i Py A Y
h—0 h h—0 h h—0

Por tanto, la derivada de f(z) en 2 existe y vale f/(2) = 4.

/ Qué significa que la derivada de f(z) = % en 4 sea

f(4) = —1/16 = —0,0625 ?

(Ver figura 3.1)

1. Elijamos una sucesién que converja a a = 4, por ejemplo z, =4+ 1/n.

2. Calculemos los cocientes % Cada uno de estos cocientes repre-
sentan la inclinacién de la recta que pasa por los puntos (z,, f(x,)) y por
(4, f(4)) (es decir, la tangente del an%g que forma la recta con el eje X).

3. Cuando z, se acerca a 4, las tas anteriores se acercan a la recta
.z DE: AFT’\M[ TO DE,MATEMATICAS
tangente a la funcién f(z) en ol pinfe-d,

TREMADURA
4. El limite de dichos cocientes (inclinaciones) cuando avanzamos en la su-
cesion, es decir, cuando x,, se acerca a 4, representa la inclinacién de la recta

tangente en 4.

T, inclinacion
900 = 4,005 —0,06244146721847
1000 = 4,001 —0,06248828369088
Z2500 = 4,0004 —0,06249531289054
140345 = 4,000007125298372 | —0,0624999165060
Toza567s = 4,000000426315974 | —0,06249999507708
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1.1 \
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Figura 3.1: f(z) = %

(;Puede existir una funcién que en un punto a sea derivable y en ese mismo
punto no sea continua ? No.

Propiedad: Toda funcion deriyable en g es continua en a.
f(z) — f(a)
a
@

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

tim [(x) — (@) = lim T B ey

= h'mMAh’m(xfa) = f'(a)-0=0,

T—a Tr—a T—a

Demostracion. Si f'(a) = lim es un nimero real entonces
Tr—a

y esto tltimo significa que ilg}l f(z) = f(a), es decir, que f(z) es continua en
a.
O
Sea f(z) una funcién definida en un intervalo I de R y sea a € I. Se dice
que f(x) es derivable en el punto a por la derecha, si existe (es un
ndmero real) alguno de estos dos limites

o f@ =Sl fath) ~ fla)

z—at Tr—a h—0+ h

En ese caso, a ese nimero real se le llama derivada de f(z) en a por la derecha
y se denota f’ (a).
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De forma similar se define funcién derivable en a por la izquierda y derivada
en a por la izquierda:

f(a) = lim f@) = fla) _ o flath) = fla)

T—a~ r—a h—0~ h

Propiedad: Una funcién f(z) es derivable en un punto a si y solo si es
derivable por la izquierda y por la derecha en a y ambas derivadas laterales
coinciden.

Demostracion. f(z) es derivable en a si y solo si existe

f(z) = f(a)

lim ———=,
Tr—a T —a

es decir, si y solo si existen los limites laterales

i SO =S@ @)~ f@)
z—at r—a T—ra~ r—a
y son iguales.
d
Ejemplo: La funcién f(z) = |xﬁ§;% continua en 0 pero no es derivable,

porque fL(()) =-1y fjr(()) — DJPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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3.2. Funcién derivada

(Cudnto vale la derivada de f(x) = v/ en un punto cualquiera a?

Fla) = tim YEZVE g, YEZ VA YEEVa
r=a T —a T=a T —a vz ++/a
, Tr—a 1
lm ——m————= = ——.
a=a (z—a)(yVr++a) 2va
Sea una funcién f(z) definida en un intervalo I. Se dice que f(z) es deri-
vable en I si es derivable en todo z € I. En tal caso, podemos construir otra
funcién tal que a cada punto z le asigne la derivada de f(x) en ese punto:

cel1ts ().
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Dicha funcién se llama funcién derivada de f(x) o simplemente la derivada de
f(z), y se denota f'(z).

Ejercicio: ;Qué diferencia hay entre la derivada de una funcién en un
punto y la derivada de una funcién?
O
Las funciones polinémicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas
son derivables en cualquier punto de su dominio. Estas son las derivadas de
las funciones elementales:

funcién

derivada funcién | derivada funcién | derivada
keR 0 L(x) 1/z Log,(z) | ZLog,e
e’ e’ a®,a>0 a*La zF keR kaF1
Vx T sen(x) cos(x) cos(x) —sen(x)
2 T =T
tan(x) 1+ tan®(z) | arcsen(x) — arccos & —
arctan(x) ﬁ senh cosh(z) cosh(z) senh(x)
tanh(z) | 1— tailh2(x) arcsenh(x) 1112 arccosh(z) zi_l
arctanh(x) a2
Nota.- Se define seno, coseno y tangep% hiperbdlica como
iy
et —e T DEPARTAMENTO DERVIATERABICAS et —e T
SeIlh(x) = T COSU(% Aﬁ“w tal’lh(.’l/’) = m
Ejercicio: Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion
f(z) = |z — Tz +10].
O

Si f(z) es derivable en un intervalo I y su derivada f’(z) es también deri-
vable en I, entonces la derivada de esta dltima es la derivada segunda de f(z)
y se denota f”(z). De forma similar se definen f”(z), f¥, f%, etc.
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3.3. Operaciones con funciones derivables

Si f(z) y g(x) son funciones derivables en I, entonces:

1. La funcién suma (f + ¢)(x) y la diferencia (f — g)(z) son funciones
derivables en I y las derivadas de una y otra son

f@)+d@ vy [f2)-4g(@).
2. La funcién « - f(x) es derivable Vo € R, y
(- f)(z) =a-f(2).
Ejercicio: Calcula la ecuacién de la recta:

a) Tangente a f(x) = 2x> — 52 + 3 y paralela a la recta y + 3z = 7.
b) Tangente a f(x) = 2z% — 5z + 3 en el punto z = —2.

3. La funcién producto (f - g)(z) es derivable en I, y
(f - 9)(2x) = f'(x) g(z) + f(z) - ¢ ().

4. La funcién cociente f/g es deriéd@le en todo = € I tal que g(z) #0y

Iy e R (@) (@)
g o)

5. Si f(z) es derivable en I, g(x) es derivable en f(I), entonces la compo-
sicién g o f es derivable en I'y (go f)'(z) = ¢'(f(x))f (z) (Regla de la
cadena).

O

Ejemplo: La funcién derivada de sen(f(x)) en un punto a es
cos(f(a)) - f'(a).

Ejercicio: Sabiendo que la composicién de una funcién f(x) y su inversa
F~Hx) es la funcién identidad ((f o f71)(2z) = z), demuestra que la
derivada del arcoseno es \/1%7 y que (f~1(2) = W

O
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3.3.1. Derivada de una funcién implicita

Sea F(z,y) = 0 una expresién que depende de x y de y. Supongamos que
existe un intervalo I C R y una funcién y = f(z) tal que si z € I entonces
F(z, f(z)) = 0. Se dice que la funcién f(z) estd definida implicitamente por
la expresién F(z,y) = 0.

Ejemplo: La expresién 224y? = 0 define implicitamente la funcién f(z) =
V1 —22y la funcién g(z) = —v1 — 22.
O

Siuna funcién f(x) estd definida implicitamente por una expresién F(z,y) =
0, es posible calcular la derivada de la funcién y = f(z) respecto a la variable
x en algin punto (zg,yo) que verifique la expresién F(zg,yo) = 0. El proceso
serfa el siguiente:

1. Se deriva la expresion F(z,y) (considerando que y es una funcién que
depende de z) y se iguala a 0.

2. Se sustituye (z,y) en la expresién derivada anterior por (xg, yo).
3. Se despeja el valor de y/'(zp).

Ejemplo: Calculamos la derivada respecto de z en el punto (1/2, V3/2)

. 9 2 DEPARTAMENTO DE MATEM
sabiendo que z© + y* = 1. UNVERSIORD DF EXTREMADURA

1. Se deriva la expresién 22 + y% — 1 y se iguala a 0:

D, (F(z,y)) =2z +2yy’ =0

2. Se sustituye en la expresién derivada anterior (z,y) por (1/2,+/3/2):
251/2+2%V3/2%y/(1/2) =0

3. Se despeja el valor de y/'(xzo) :

1

va/2)=

Ejercicio: Calcula la derivada de y respecto de x en el punto (1,2) sabiendo
que xy? = (1 + )% — L.
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3.3.2. Derivadas sucesivas. Formula de Leibniz

Sean f(x) y g(z) dos funciones derivables en un intervalo abierto I. La
férmula de Leibniz permite calcular la derivada n-ésima del producto:

DY (fg) =Y ( ; ) g,

i=0

&

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA




Capitulo 4

Propiedades de la funciones
derivables

4.1.

Comportamiento en un punto de las funciones
derivables. Crecimiento y decrecimiento.

Sea f(x) una funcién definida alrededor de un punto a € R. Recordan-
do los conceptos de crecimiento, deﬁi@lmlento méaximo relativo y minimo
relativo que se definieron en 1@,@@99@@5{ JeApodemos enunciar las siguientes
propledades. UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

1.

Si f(x) es una funcién derivable en a y creciente (equivalentemente,
decreciente) en a, entonces f'(a) > 0 (f'(a) <0).

Demostracion. El valor de f'(a) = lim,_,, ! (I) f (@) o5 mayor o igual que
0, porque si z < a, el numerador y el denommador son negativos, y si
x > a, ambos son positivos. a

. Si f(z) es una funcién derivable en a y f'(a) > 0 (equivalentemente,

f'(a) < 0), entonces f(x) es estrictamente creciente en a (estrictamente
decreciente en a).

Demostracion. Como f'(a) = limy_,q w > 0, existe una bola cen-
trada en a tal que si < a, el numerador y el denominador son negati-
vos, con lo que f(z) < f(a); si & > a, ambos son positivos, con lo que

f(z) > f(a). 0

41
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3. Si f(z) es una funcién derivable en a y alcanza un minimo relativo en a
(equivalentemente, maximo relativo), entonces f'(a) = 0.

Demostracion. Por ser a un minimo relativo, se tiene que f(z) — f(a)
y « — a tienen el mismo signo si * < a y distinto signo si * > a. Por

tanto f’(a) = lHmy,_,,- W <0y fi(a) = lm, .+ w > 0.
Se concluye que f’(a) = 0. De forma similar se razona para un méaximo
relativo. O

;Si f(z) es estrictamente creciente en a entonces f'(a) > 07

(S f'(a) = 0 entonces a es un mdximo o minimo?

4.2. Teoremas fundamentales del calculo diferencial

Ejercicio: Sea f(z) = 2® — 92 + 1 la funcién que muestra el beneficio en
el intervalo de anos [—3,3], siendo 0 el ano presente. Calcula el beneficio 3
anos antes y 3 anos después y calculg;% el crecimiento del beneficio ha sido 0
algin ano. )
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
El beneficio hace 3 afios fuewflmoajummul y €l beneficio 3 afos después
serd f(3) = 1. El crecimiento del beneficio se valora con la derivada de la
funcién y serd 0 si f/'(x) es 0 en algin valor del intervalo [—3, 3]. Esto tltimo
se puede asegurar que ocurre basandonos en el teorema de Rolle:

Teorema de Rolle: Si f(z) es continua en [a,b], derivable en (a,b) y
ademds f(a) = f(b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Demostracién. Como f(z) es continua en el intervalo [a, b], por una propie-
dad de las funciones continuas (ver seccién 2.4.1), alcanzard un valor méximo
(M) y un valor minimo (m) en [a,b]. Si M o m se corresponden con un punto
¢ € (a,b), entonces f'(c) = 0 por ser méximo o minimo relativo. Si M y m
se alcanzan en a y b, entonces M = f(a) = f(b) = m, con lo que f(z) es
constante en [a,b] y su derivada vale 0 en todo punto de [a, b].
g



PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES 43

Teorema de Cauchy de valor medio: Si f(z) y g(x) son funciones
continuas en [a, b] y derivables en (a,b), entonces existe un punto c € (a,b) tal
que £/(0)]g(b) — g(a)] = 9 (O)LF(b) — f(a)].

Demostracién. Basta comprobar que la funcién f(z)[g(b)—g(a)]—g(z)[f(b)—
f(a)] cumple el teorema de Rolle en [a, b].

O
8
6
4
2
0.5 1 1.5 2
Figura 4.1: f(z) = %

Ejercicio: Las expresioneSL”ﬁ{ﬂfﬁ_ﬁ:ﬁ’;‘g‘f g(t) = t? + 3 representan los
beneficios en funcién del tiempo de dos empresas (ver figura 4.1). Comprueba
que el incremento de los beneficios de una de ellas es el doble que el incremento
del beneficio de la otra en el intervalo de tiempo desde t = 0 hasta t = 2.
;En algun instante el crecimiento de los beneficios de una fue el doble que el
crecimiento de los beneficios de la otra?
d
Teorema de Lagrange de valor medio: Si f(z) es una funcién continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(b) —
fla) = f'(c)[b— a].
Demostracién. Basta aplicar el teorema anterior a f(z) y a g(x) = z.
d
Ejercicio: En el ejercicio anterior, calcula el incremento medio de los be-
neficios en el periodo [0,2]. ;En algin instante de ese periodo el crecimiento
de los beneficios fue igual que el incremento medio?
d
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Regla de L’Hopital: Sean f(z) y g(x) dos funciones definidas en todos
los puntos de un entorno reducido' B de a € RU{oo, —oo}. Si ambas funciones
son derivables en B y ¢'(x) # 0 Vx € B, entonces:

f'(x)

1. Si lim f(z) = hm g(z) =0y hm =k € RU %00, entonces

T—a ag (I)
T CONE P i CONN
glx)  a=a g'(x)
2. Si lim f(z) = oo, lim f'(z)
- S = o0, z_mg( z) =00 yil_rg o) =k € RU %00, entonces
tim L) i @)

z—a g(x) xﬁa g (x)

Demostracion del Caso 1. Si a € R, definimos f(a) =0y g(a) = 0, con lo
que f(x) y g(x) son funciones continuas en B Ua. Si z € B, podemos aplicar
el teorema de Cauchy al intervalo [z, a] (o al intervalo [a, z]) y tendremos que
existe un punto ¢, € [z,a] (o ¢, € [a,z]) tal que

f(:r) /(@) 2 <a> Fes)
nw‘g(\mgﬂ.roo MATEM A'rmsg ( )

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

f(x) , f'(ca

{ —

o—a g(z) z—>a17rc2—>a g'(cz)

Por tanto,

~

Si a = +o0, basta hacer el cambio ¢t = 1/z y aplicar lo anterior.
O

Observacién: La regla de L’Hopital también es valida para calcular 1imi-
tes laterales. En este caso, serd necesario que las dos funciones f(z) y g(x)
estén definidas a la derecha o a izquierda del punto a, segin el limite lateral
que queramos calcular. Por ejemplo:

1Un entorno reducido de a puede ser una bola abierta centrada en a a la que se le quita
el centro.



Capitulo 5

Aproximacion y
representacion de funciones

5.1. Teorema de Taylor en una variable

5.1.1. Polinomio de Taylor

Dada una funcién f(x), jeémo construir una funcién sencilla que ”"se pa-
rezca” a f(x) alrededor de un cierto {Sl%to a €R?

A2
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

2
6
5
4
3
2 -
1
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Figura 5.1: Polinomios de Taylor de e en 0 de orden 0, 1, 2 y 3.

45
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Diremos que dos funciones f(x) y g(z), derivables hasta orden m en = = a,
tienen un punto de contacto en a de orden m, si en el punto a se verifica que:

fl@=gl@ fla)=g@ fa)=¢"@ ... ["a)=¢"()

Cuando més derivadas tengan iguales en un punto dos funciones, mas se
pareceran alrededor de ese punto.

Ejercicio: Comprueba que si dos funciones f(z) y g(z), derivables hasta
orden m en x = a, tienen un punto de contacto en a de orden m, entonces:

o 1@ = P (@)

T—a (x —a)r

siendo r =0,1,...,m.

Teorema (local de Taylor): Sea B una bola abierta centrada en un punto
a€R,y f: BCR— R es una funcién diferenciable m veces en a. Existe una
tnica funcién polinémica de grado menor o igual que m que tiene un contacto
en a con f(x) de orden m. Dicha funcién es:

f"(a)

m) a
P f@) = J@) + @ —a) + L @ gy 10

4 m!
P f(z) es el polinomio de Taylm«»d@i%%w}sdﬁagrado m en el punto a.

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

(I’ _ a)'m

Demostracion del Teorema local de Taylor. Consideremos un polinomio
cualquiera de grado m expresado en forma de sumas de potencias de (z — a):

Px)=co+ci(z—a)+c(z—a)?+e@—a)P+ - +cnlz—a)™

Si f(z) y P(z) tienen un contacto de orden m en a, entonces se cumplira lo
siguiente:

1. f(a) = P(a) = m

2. Puesto que P'(z) = ¢1 + 2ca(x —a) + 3c3(x — a)? +m(x —a)™ 1, se tiene

que:
f'(a) = Plla) = er =

3. Puesto que P?) () = 2c5 +3 - 2¢3(z — a) +m - (m — 1)(x — )™, se

tiene que:
2 2 2)(a
f)(a)—P)(a)—202:> CQ_fz()~
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Razonando de forma similar hasta » = m se obtiene que los tnicos coefi-
cientes posibles para el polinomio son los siguientes

" (a m)(q
‘co:f(a) c1 = f'(a) 62:f() cm:f ().‘

2! m!

O

Ejercicio: Calcula los polinomios de Taylor para la funciones e* y sen(x)
en el punto 0 de orden 1,2, 3, 4. Deduce la expresion para orden n.
d
O
Ejercicio: Si f(x) es un polinomio de grado n, jcudles son sus polinomios
de Taylor de grado 0,1,2,...,m?
O

5.1.2. Teorema de Taylor. Férmula de Taylor

Ejercicio: Calcula aproximadamente el valor de e%? haciendo uso de los
polinomios de Taylor de grado 1,2,3 y 4.
O

;. Cémo estimar el error cometido gﬁ@oroximar un cierto valor haciendo uso
. . \’{'
de los polinomios de Taylor? csmmenio oe warembricas

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Si f(z) es m + 1 veces derivable en [a,b) y m veces derivable en (a,b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que

Teorema: Sean f(z) una funcién definida en [a,b], continua en [a,b], m
veces derivable en [a,b) y m + 1 veces derivables en (a,b). Entonces, existe
c € (a,b) tal que

m+1) (o m
F(b) = P Fb) + L2 (b — a)mt

La expresion

fri (e
(m+1)!

e
—
>
S

)m+1

f0) = P f(b) =
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sirve para estimar la diferencia entre el valor de f(x) en un punto b cuando
lo aproximamos por el valor del polinomio de Taylor en b, es decir, se utiliza
para acotar el error cometido en la aproximacion.

Ejercicio: Calcula una cota de los errores cometidos en el ejercicio anterior,
al aproximar €%? haciendo uso de los polinomio de Taylor de grado 1,2,3 y 4.

Ejercicio: ;Qué polinomio usarfas para encontrar una aproximacién de e’
con seis cifras decimales exactas?

Ejercicio: ;Qué polinomio usarfas para encontrar una aproximacién de

sen(3) con error menor que 107107
Ejercicio: Calcula
., sen(x
Jim 22®)
z—0 X

haciendo uso de la férmula de Taylor de sen(z) en 0.

5.2. Estudio local de la ‘ rafica de una funcion

&
Si f(z) una funcién diferenﬂi&hﬂﬁejﬁnmr\ﬁ(-m-)xestaré definida alrededor de a y
tendra una tnica recta tangente d'61°¢ TH Efdfica de la funcién tendra ecuacion
y = f(z) y la recta tangente en a tendrd ecuacién

y=f(a)+ f(a)(z - a).
Se dice que f(x) tiene en a un punto de

1. concavidad, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente
estd por encima de la grafica de f(z):

fl@)+ f(a)(@ —a) > f(z)

2. convexidad, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente
estd por debajo de la grafica de f(z):

fla)+ f(a)(z —a) < f()
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3. inflexidn, si existe una bola centrada en a tal que la recta tangente
estd por encima de la grafica de f(z) si # < a y por debajo de f(x) si
T > a.

Se dice que una funcién f(z) es

4. creciente en un intervalo I (equivalentemente, estrictamente cre-
ciente) si para todo z,y € I

v<y=flx) <fly) (f=) < [fy),

5. decreciente en un intervalo I (equivalentemente, estrictamente de-
creciente) si para todo x,y € I, si

v<y=f(x) = fly) (fx)>[f),

6. convexa en un intervalo [ si para todo z,y,z € I, si

fy) =) _ f(2) = fy)

r<y<z= > )
y—x Z-y

7. céncava en un intervalo [ sipara todo z,y,z € I, si

&
< gLPAFT’\@ﬁ('ZI%?M’\f’(‘m')ﬁZ f(Z) - f(y)
Yy—x Z=Y

r<vy

En general, no tiene por qué ocurrir ninguna de las tres cosas.
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Teorema: Sea f(x) una funcién derivable varias veces. Si la primera deri-
vada en a de orden mayor que 1 que no se anula es

1. de orden par y positiva, entonces a es un punto de convexidad para f(z);

2. de orden par y negativa, entonces a es un punto de concavidad para

f(@);

3. de orden impar, entonces a es un punto de inflexion para f(x).

Demostracién. Caso 1. Supongamos que
(@)= f"(@) == f""V(a) = 0,f™(a) > 0.

Por el teorema local de Taylor sabemos que f(z) y P)"f(z) tiene un punto de
contacto de orden m en a, luego (ver el ejercicio de la pagina 46):

0= lim w _
T (m — a)m

— lim f(@)=[f(a)+ f'(a)(x —a)+ -+ f’;;(!a)(x —a)"|
T—a ‘ (’l]’ — a)m

)

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

o £@) = F@ =P _ @

z—a (x —a)™ m!

es decir

De modo que el numerador y denominador de la fracciéon %W

tienen que tener el mismo signo alrededor del punto a. Por ser m par, el signo
de (z — a)™ es positivo y como consecuencia

f@) = f(a) = f'(a)(z —a) > 0

alrededor de a, que es la condiciéon para que a sea punto de convexidad.
Los casos 2 y 3 se razonan de forma similar.
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Teorema: Sea f(z) una funcién derivable varias veces. Si la primera deri-
vada en a es 0 y a es un punto de

1. convexidad, entonces a es un minimo relativo para f(z)
2. concavidad, entonces a es un maximo relativo para f(x).
Demostracién. Similar a la anterior.

O

Teorema: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(z) una funcién
derivable definida en 1. Entonces:

1. f(x) es creciente & f'(x) > 0 para todo x € I.

2. f(x) es decreciente < f'(x) <0 para todo x € I.

Proposicién: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(x) una funcién
derivable definida en I. Entonces:

1. f(z) es convexa en I < f'(z) es creciente en I
fine
2. f(z) es concava & f'(z), g5 deckEionta.ce I

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Teorema: Sea I un intervalo abierto (acotado o no) y f(x) una funcién
derivable definida en I. Entonces:

f(x) es convexa < f'(x) es creciente & f"(x) >0 Vaz el

5.3. Representacion grafica de funciones

La representacion grafica de una funcién debe incluir el estudio de lo si-
guiente:

1. Dominio: D = {z € R/ 3f(z) € R}.
2. Simetrias: par f(z) = f(—=x) o impar —f(z) = f(—z) V€ D.

3. Periodicidad: existe T' € R llamado periodo tal que
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fle+T)=f(x) VYzeD.

4. Puntos de corte con los ejes: en el eje OX los puntos de la forma (z,0)
y en el eje OY los puntos de la forma (0, f(0)).

5. Signo de la funcién: los conjunto de puntos {z € R/ f(z) > 0} y
{z eR/ f(z)<0}.

6. Puntos de discontinuidad:
Evitable: existe lim f(z) y es un ntmero real.
Tr—a

Esencial: no existe lim f(z) o es £0o. A su vez, esta puede ser:
T—a

e De salto infinito: existen los limites laterales y alguno es Foco.
e De salto finito: existen los limites laterales y ambos son finitos.
e De segunda especie: no existe algin limite lateral.

7. Asintotas:
Horizontales: son rectas de la forma y = b tales que
m f(x)="b
, {o o}

. DEPARTAMENTO PE MATEMATICAS
Verticales: son rectas, gﬁi, 3,z = a tales que

lim  f(z) = £o0

r—at,a”

Oblicuas: son rectas de la forma y = ma + n tales que

o fl@) _ ) _

8. Regiones de crecimiento y decrecimiento
9. Méximos o minimos relativos.
10. Regiones de concavidad y convexidad.

11. Puntos de inflexion.
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Integral de Riemann

6.1. Definicién y propiedades de la integral
de Riemann

Sea f:R — R una funcién positiva definida en un intervalo [a, b]. Preten-
demos calcular el area delimitada por la grafica de la funcién f y por el eje X
desde z = a hasta x = b, que denotaremos f: f(z)dx.

Para calcular el drea, elegimos una particiéon P = {zg,z1,...,z,} del
intervalo [a, b], es decir, un conjunto de puntos del intervalo [a, b] tal que

a=zg<z<T3<...<zR=0 'y [a,b] =Up_;[xK_1, Tk

A partir de la particién anterior, se puede calcular el valor s(f, P), que
serd la suma de las drea de los rectdngulos de base [x;_1, zg] y altura el valor

53
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infimo de f(x) en intervalo [rg_1,Z]:
s(f,P) = ka(f)|1’k —xp—1| siendo mg(f) = Wf{f(z): x € [vp_1,7k]}-
k=1

De forma similar, se puede calcular el valor S(f, P), que serd la suma de
las dreas de los rectdngulos de base [zr_1,2x] y altura el valor supremo de
f(z) en intervalo [zg—1,zk]:

S(f,P)= Z]VIk(fﬂa:kfmk_ﬂ siendo My (f) =sup{f(z): 2z € [xp_1, zx]}-
k=1

De esta forma, tenemos acotado el valor del drea que pretendiamos calcular:

b
S(f.P) < / f(x) dv < S(f,P).

Si queremos aproximarnos mas al valor del area buscada, podemos elegir
una particién P’ mds fina que P, es decir, una particién del intervalo [a, b]
con més puntos. Se puede comprobar facilmente que si P’ es mds fina que P,
entonces 4

DEPARTA NTO DE MATEMATICAS

s(f,P) < s(f,P) < wpsflwydens S(f,P)) < S(f,P)

Siguiendo este proceso de forma que la anchura de los ”trocitos” [zg—_1, k]
de las particiones tienda a 0, podremos aproximar el valor del area buscada
tanto como queramos, siempre que se verifique que los limites de las sumas
s(f,P) y S(f,P) converjan al mismo valor. En ese caso, el drea fab f(z)dz es
la integral de f(z) en el intervalo [a,b] y se define como

[? f(@)de = lim S(f, P) = ltm s(f, P)

y la funcién f(z) se dice que es integrable.

El proceso anterior y la correspondiente definicién de integral de f(x) en
[a, b] es vélido también cuando la funcién es negativa o cuando tiene una parte
positiva y otra negativa.
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Si la funcién es negativa, el resultado de fab f(z)dx serd el valor del drea
definida por f(z), el eje X y las rectas © = a y x = b, pero con el signo
negativo.

Si la funcién tiene una parte positiva y otra negativa en [a, ], el
valor de fab f(z)dx obtenido mediante el proceso anterior es la suma del area
definida por la parte positiva de la funcién menos el area definida
por la parte negativa de la funcién en el intervalo [a,b].

En resumen, una funcién f : [a,b] — R acotada es integrable en [a, b] si
lim S(f, P) = lims(f, P)
cuando la particién P se hace mas fina y la distancia minima de los puntos de

la particién tiende a 0 . En ese caso se llama integral de f(x) en [a,b] a

b
/ f(x)dz = lim S(f, P) = lim s(f, P)

y su valor representa la suma del drea definida por el eje X y la parte positiva
de la funcién f(z) menos el drea definida por el eje X y la parte negativa de
la funcién f(x), todo ello dentro del %rvalo [a, b]

g
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6.1.1. Propiedades de la integralo

Sea f:R — R una funcién acotada en un intervalo [a, b].

1. Si f(z) es mondtona (creciente o decreciente) o continua en [a, b], enton-
ces f(z) es integrable en [a, b].

2. Si f(z) es integrable en [a,b], entonces —f(x) es integrable en [a,b] y

JE—f@)de = - [ f(x)da.
3. Si f(z) > 0 en [a,b], entonces [abf(;c)dg; > 0.

4. 81 f(x)y g(z) son integrables en [a,b] y f(z) > g(x) en [a,b], entonces
[P f@)dz > [P g(x)da.

5. Si f(x) es integrable en [a, b], entonces |f(x)| también y \f:f(x)dﬂ <
J2 |7 (@)da.
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6. Si f(z) y g(x) son integrables en [a,b] entonces o f (z) + Sg(x) también

y fab[af(x) + Bg(z))dz = oaf:f(x)dx + ﬂf:g(az)d:c Va, B € R.

7. Si f(x) es integrable en [a,b], entonces f(z) es integrable en [a,c] y en

[e,b]Va<e<by jab f(@)dz = [T f(z)dx + jcbf(x)dr

8. [y fz)de =

9. Si f(x) tiene, como mucho, un ndmero de discontinuidades finitas o

infinitas numerables (tantas discontinuidades como ndmeros naturales
hay), entonces f(z) es integrable en [a, b].

6.2. Teorema fundamental del calculo integral

Sea f(z) : [a,b] — R. Una primitiva de f(z) en [a,b] es una funcién

G : [a,b] — R tal que G'(z) = f(z) Vz € (a,b).

X

Ejemplo: 72 y % + 56 son primitivas de  en todo R.
[
Teorema fundamental del caleulg integral: Sea f : [a,b] — R una

funcién continua en [a, b]. Entonces-ta:funcién F(z) = [ f(t)dt es derivable
en (a,b) y es una primitiva de f(z) en (a,b), es decir, F'(z) = f( ) Vz € (a,b).
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Regla de Barrow
Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y G(z) una primitiva de

f(x) en [a,b]. Entonces:

b
/ F@)dz = G(b) — G(a).

2

Ejemplo: ff’a: dx = [%]?1’ = % —1l_y

[N

6.3. Primitivas de una funcién. Primitivas inmedia-
tas

Denotaremos [ f(z) dz al conjunto de funciones primitivas de f(z), es
decir, las funciones cuya derivada es f(z). Ya justificamos en el tema anterior
que dos primitivas de una misma funcién se diferencian en una constante, por
tanto, conocida una primitiva, se conoceran todas las demds. A continuacién
se presentan las primitivas de algunas funciones que denominaremos primitivas
inmediatas:

Al
i
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS n+1

flz dx i kx Vk eR UNIVERSIOAD DE EXTREMADUNA IE: dmf %:l vn ‘/{ -1
fzd:c—LLm| Jetdr=e
Jat de =& [ sen(z) dz = — cos(z)
J cos(z) dz = sen(x) J m dx = — cotg(x)
f cos%(m) dr = tg(l‘) f 714}362 dx = arc tg(m)
Ik \/11_7 dx = arcsen(z) = — arcos(z)

6.4. Integracién por partes
Sea u(z) y v(z) dos funciones. Dado que

(u(@) - v(@))" = u(z) V'(z) +'(2) - v(z)

se deduce que

u(z) - '(2) = (u(z) - v(@)) = v'(z) v(2)
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y por tanto

/u(m)v’(w)dac =u(x)v(z) — /U(m)u’(w)dm

Ejercicios: Calcula [ Lz dx J % dx Jzcosz d Je*cosz dx

6.5. Integracion por cambio de variable

Sea f(z) una funcién. Supongamos que z es funcién de otra variable ¢
(x=g(t)). En ese caso, se puede demostrar que

/ f(a) de Y / Fa(t)) o'(t) dt

Si se utiliza este método de integracién, hay que tener en cuenta que, o
bien expresamos el resultado final en la variable original deshaciendo el cambio
(t = g~ (x)), o bien cambiamos los limites de integracién en el caso de que lo
estemos aplicando al calculo de una integral f: f(z) dz.

Ejercicio: Calcula f13 zvr —1dx

6.5.1. Integracién de funcion@trigonométricas

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

En esta seccién se presentan ‘¢4HiBi6S @& variables que permiten simplificar
el calculo de integrales del tipo

/R(sen(:r:)7 cos(x))dx

donde R una funcién racional en las variables senx y cos z, es decir, R es una
fraccién en la que el numerador y/o el denominador son sumas y productos
de sen(x) y cos(x).

Ejemplos:

P 2
dx JL8E dy [sen®z cosz dzx [ s gy

1
f sen z—+cos z+1 sen? x cos2 x

Los cambios de variable permiten transformar la integral en una integral
de cocientes de polinomios como las de la seccién 6.6, pero puede haber otros
métodos més cortos o sencillos para resolver el cdlculo. Son los siguientes:
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Si la funcién verifica... Cambio de variable
R(—sen(x),cos(z)) = —R(sen(z), cos(x)) cos(z) =t
R(sen(z), —cos(z)) = —R(sen(z), cos(x)) sen(x) =t
R(—sen(z),cos(x)) = R(sen(z), cos(x)) ta(z) =
R(sen(z), — cos(z)) = R(sen(x), cos(x))
En todos los casos tg(%) =

Ejercicio: Calcula la siguiente integral
senx
— dx
/ 1+ cosdx
6.6. Integracién de funciones racionales

Una funcién racional en la variable x es un cociente de polinomios en dicha
variable. En esta seccién resolveremos integrales de funciones racionales.

Ejemplos: 4
2 223 © gt 1 * 20% 242416
i1 dr [ olng dv ofprprgmdes [ s de [ oty de

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Caso 1: [ %dm con grado(P) > grado(Q).

Se utiliza la divisién de polinomios P(z) = Q(x)C(x) + R(z) para descom-

poner la integral:
o= [ (c0+ o)
R(z)

En la integral de 2@ el numerador tiene menor grado que el denominador y
corresponde al caso 2.

Ejercicio: Calcula jf—jl dzx
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Caso 2: [ %d:p grado(P) < grado(Q).

Caso 2.1: Q(x) solo tiene raices reales simples Es decir,

Qz) =k(z —z1)...(x —xp)

con k,x1, - ,xp € R. Siempre es posible descomponer la fraccién de esta

forma:
[ G [ (G252 )

siendo A; € R. Las integrales que quedan en la suma son de tipo logaritmo.

. IS 20—3
Ejercicio: Calcula [ 2525 da
Caso 2.2: Q(z) tiene raices reales simples y multiples:

Qz) =k(zx — )™ ... (z —xp)™

con k,x1,...,2p € Ry oq,...,0p € N. Siempre es posible descomponer la
fraccién de esta forma: €g+

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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/Sgd"’”:/(xil +"'+$+-..

Al Aap
ot LU R e L 7 1
v, (@~ )

con A{ € R.

Ejercicio: fﬁiﬂ dx
Caso 2.3: Q(z) tiene raices complejas simples

Qx) = kz =)™ ... (& — 2p)™ [(x —b1)* + ] [(& = bp)* + f]

con k,z;,a;,c; € Ry o; € N. Siempre es posible descomponer la fraccién
de esta forma:
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P(%z:/( Al LA

(x) T —x (r —x1)™
Al A7
o P44 P
T —xp (x —xp)
Myx + Np Myx 4+ Ny >
[(z = b1)? + ] [(z — bk)? + ¢f]

siendo M;, N; € R

. s s 1
Ejercicio: f—zgﬂ dz

Caso 2.4: Q(z) tiene raices complejas multiples

. 3_9,.2
Ejemplo: f% dx

Para resolver integrales como la del ejemplo se puede emplear el método de
Hermite que permite calcular primitivas de cocientes de polinomios rebajando
el grado de los polinomios implicadosg,i% sucesivos pasos. Supongamos que

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
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Capitulo 7

Aplicaciones de la integral
definida. Integracion
numérica

7.1. Aplicaciones de la integral definida

7.1.1. Area definida por dos fanciones
i
Dadas dos funciones f(z) s#¢¢) hitegrables que se cortan en dos puntos
DE EXTREMADU

ay by tal que f(z) > g(x) en todo el intervalo [a,b], el drea que definen esas
dos funciones se puede calcular con la integral

b
/ (@) - gla))dz.

1
0. 8|
0.6|
0. 4|

0.2]

0.z 04 06 08 i

Sl (@) — g(x))dz

Ejercicios: Calcula en cada uno de los siguientes casos el drea definida

63
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por las curvas:
l.z=3z=-3,y=22—4,y=0.
2. y=1/2,x=1,y=2a% =2
3. y=2* y=8z2+09.
4. y=e*,y=e* y=1/2.
7.1.2. Longitud de un arco de curva

Sea f(z) una funcién definida en [a,b] y derivable en (a,b). La longitud de
la curva entre los puntos * = a y = b se puede calcular con la integral

b
/ V14 [f(x))de.

DEPARTRRIEN POADE MEATE MABCAS 1

I i

La longitud de una curva en paramétricas o(t) = (x(t),y(t)) entre los
puntos ((z(t1),y(t1) y (z(t2),y(t2)) se puede calcular con la integral

15
V' (8)2 + y'(t)2dt.
Jty

7.1.3. Area de una superficie de un cuerpo de revolucién

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo [a,b]. Si hacemos girar la
funcion alrededor del eje X o del eje Y, se generard una figura tridimensional
que se llama cuerpo de revolucién. Lo mismo ocurre si en lugar de una funcién
consideramos una curva cualquiera (x(t), y(t)) entre los puntos (z(t1),y(t1)) y

(z(t2),y(t2))-
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El drea de la superficie de un cuerpo de revolucién generado al
girar una funcién alrededor del eje X se puede calcular con la integral

b
27r/ F@)V1+ [f'(z)]?dx.

Si en lugar de una funcién f(z) tenemos una curva (z(t),y(t)), el célculo
de la superficie seria

27r/ ’ y(&)\/ @' ()2 + ¢/ (t)2dt

t1

El drea de la superficie de un cuerpo de revolucién generado al
girar una funcién alrededor del E%Y se puede calcular con la integral

b N
JEPARTAMEAHO GE NIAFEIATY
2ﬂﬁ,% IDAD DE EXT Mxﬁﬁgdx

Si en lugar de una funcién f(x) tenemos una curva (z(t),y(t)), el célculo
de la superficie seria

7r /t2 z(t) /2! ()% + ¢/ (t)2dt

Ejercicio: Calcula el area de la superficie de una esfera de radio 3.

7.1.4. Volumen de un cuerpo

El volumen de un cuerpo tridimensional contenido entre los planos x = a
y « = b se puede calcular con la integral

/ab A(z)dz
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Siendo A(z) el drea de la superficie que resulta de intersecar el cuerpo con un
plano perpendicular al eje X que pase por el punto (z,0,0).

En el caso de que el cuerpo sea de revolucién resultado de girar la funcién
f(x) alrededor del eje X entre los valores x = a y x = b, lo anterior se reduce
a calcular la integral

a
[ Ar@pras
b
Se pueden obtener expresiones similares en funcién de las variables y o z.
Ejercicio:
1. Calcula el volumen que encierré@a cono de altura b y base una circun-

. . &
ferenCIa’ de ra‘dlo a. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

2. Calcula el volumen que encierra una esfera de radio 3.

7.2. Integraciéon numérica

En numerosas ocasiones, la primitiva de una funcién f(z) no es ficil de
calcular. En esos casos, el valor de la integral de f(z) en el intervalo [a, ] se
debe puede calcular de forma aproximada con método numéricos con los que
se exponen a continuacion.

7.2.1. Regla del trapecio

Cuando la integral de la funcién f(z) en el intervalo [a,b] se aproxima
por la integral del polinomio de grado 1 que pasa por los puntos (a, f(a))
y (b, f(b)), el método de integracién numérica se conoce como método del
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trapecio. En este caso, se obtiene la férmula

/a.bf(x)dx ~

El error en la aproximacion anterior es igual a

f"() (a—b)®
2 6

(a) + £(b)]

error =

para un cierto valor £ € (a, b), que serd, en general, desconocido. Esto implica
que la regla de aproximacién dard un resultado exacto, no aproximado, si se
aplica a funciones que sean polinomios de grado 1.

En resumen, si h = b — a, la Regla del Trapecio quedaria asi:

b h h,3
[ e = 5@+ 10 conevor=— (75| ()

para un cierto £ € [a, b].

Ejemplo: Calcula f00’2 e dz con la regla del trapecio.

DE MATER AT CAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

0,2

2 e 02-0 @h
/ e da ~ = el 0,20408107741924
0

Sabiendo que si z € [0, 0,2] entonces
|f" ()] = |26 +422e""| < [ £7(0,2)] = |26 +4:0,2¢%%°| = 2,248151272255559,

una cota del error sera

7.2.2. Regla de Simpson

Cuando la integral de la funcién f(x) en el intervalo [a, b] se aproxima por

la integral del dnico polinomio de grado 2 que pasa por los puntos (zo, f (o)),

(z1, f(21)) v (z2, f(x2)), siendo z¢g = a, x1 = “‘H’ y x2 = b, el método de
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integracién numérica se conoce como método del Simpson 1/3. En este
caso, se obtiene la féormula:

h?

b
[ #@xde = 5 110 +af@) + f(en)] con exvor = () g

para un cierto £ € [a, b].
De la expresiéon del error se deduce que serda un método exacto si se aplica
a funciones que sean polinomios de grado menor o igual que 3.

Ejemplo: Calcula (?"2 e’ dx con la regla de Simpson.

0,2
/ e dr ~ 01/2[ + 4627 4 02 = 0,2027
0

Sabiendo que z € [0, 0,2], entonces
RGO |1265‘”2 + 48" 2% + 166“”21:4\ < 1£4(0,2)
= |12e%%" + 48¢%%°0,22 4 16¢°2°0,24| = 14,5147,

y una cota del error sera

nm%@;*ﬂi&?%@r EMATICAS,

| — 14,514 v g@smir aﬁAl 6107 6



Ejercicios.

Conjuntos numéricos. Sucesiones. Funciones

Conjuntos numéricos

1.

2.

; Pertenece el nimero real 2.15 al entorno de centro 2.2 y radio 0.17
Representa graficamente el conjunto de puntos tales que

a) |z +6] <2
b) |z +4] <05

. Escribe tres cotas superiores del conjunto (2, —1). Escribe también tres

cotas inferiores. ; El niimero 1 eg@ota superior de este conjunto? ;Existe
alguna cota superior menEFEEOPMATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

. i Estan acotados los siguientes conjuntos?

a) 1,1/2,1/3,...
b) (4,00)

¢) Si K es una cota superior de un conjunto de nimeros reales ¢lo
es también K + 17 ;y K — 17 ;Cudntas cotas superiores tiene un
conjunto acotado?

. Determina, si existe, el infimo de los siguientes conjuntos

a) [1,5]

b) (—3,1)U(4,5)
c) [—3,4]U[L,5]
d) (—00,3)

69
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6. Sea F el conjunto de ntimeros de la forma 3+1/n, donde n es un niimero

natural distinto de cero. Determina si tiene méaximo o minimo y si tiene
supremo o infimo.

7. Sea E el conjunto de nimeros del intervalo (2,3) junto con los nimeros
del intervalo [4,5]. Determina el maximo y el minimo de E, si existen,
asi como el supremo y el infimo, si existen.

8. Enuncia y dibuja los intervalos

a) —3<z<5h
b) 2<x<6
c) —4<z<0
d) >5
e) v <2
9. Enuncia y dibuja los intervalos
a) |z| <2
b) |z| >3
o) lr—3| <1 &
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
d) |:L' - 2‘ < d(d > 0) UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
e) 0<|z+3|<d(d>0)
10. Calcula a y b para que 33%%2” sea real y tenga de modulo 1.
11. Calcular a para que 34__23‘1;
a) Sea un ndmero imaginario puro
b) Sea un niimero real
¢) Su afijo esté sobre la bisectriz del primer cuadrante
12. Caleula (1 4+ 44)3, utilizando la férmula del binomio de Newton y expre-
sando el complejo en forma mddulo argumental.
13. Resuelve la ecuacién 26 — 923 +8 = 0.
14. Halla, en cada caso, los niimeros complejos que verifican
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a) z= %
b) |z —a|l = |z — b|, siendo a,b € C
¢) lz—1+1]<2
15. Un tridngulo equildtero tiene su centro en el punto (1,1) y uno de sus
vértices es el punto (1, 3). Hallar los otros dos vértices.

16. Calcula las raices de:
(a) V=1 (b)) V-1 (V=8 (Vi
17. Describir geométricamente los conjuntos de puntos z € C tal que:

0) [Re(2)| <1 [lm(z)] <1
b) |2 <1 o1 <arg(z) <oy, con —m<o;<0oy<T

18. Calcula /1 — i expresando los resultados en forma trigonométrica.
19. Determina el conjunto de ntimeros complejos z que verifican:

z+z=|z|

&

20. Determina el conjunto deiffinieeascomiplejos 2 que verifican: 23z = —1.

IVERSIDAD DE EXTREMAOURA

(Idea: utiliza la forma médulo-argumento. )

21. Calcula:

a) +/—8y presenta el resultado en forma binémica, médulo-argumento
y trigonométrica;

b) el valor de z tal que

11—

3_l—i-m'

22. Sea el niimero complejo (en forma médulo-argumento) z = (2v/2) s :
4

a) Calcula ¥/z.

b) Transforma uno de los resultados anteriores a forma bindmica y
forma trigonométrica.
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23. Obtén la forma binémica de los niimeros complejos que verifican la ecua-
cion:
6 3 —
2”4+ 19z° — 216 = 0.
24. Dado el niimero complejo en forma mddulo-argumento z = 162« , calcula
3
la forma cartesiana y trigonométrica de z y la forma cartesiana de los
diferentes valores de {/z. Presenta los resultados exactos (sin hacer uso
de expresiones decimales.)
25. Dado el niimero complejo en forma médulo-argumento z = 8 —», calcula
4
la forma cartesiana y trigonométrica de z. Presenta los resultados exactos
(sin expresiones decimales).
26. Obtén en forma binémica y moédulo-argumento los nimeros complejos
que verifican la ecuacién:
2 _
zZ"+z+1=0.
27. a) Obtén la forma cartesiana de los niimeros complejos que verifican
la ecuacién 28 + 923 + 8 = 0.

b) Siendo wi,ws, ws, wy, ws, wg los nimeros complejos obtenidos en
el apartado anterior, obtéﬁ%talladamente la forma cartesiana del
nimero COmplCiO: DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

h UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
wiwdy cwiwi 3
w=|—=)(—=%>) .
w3 Wg
, . . 3r 2+1
28. Encuentra los niimeros complejos z tales que = es el argumento de £f5.
29. Obtén la forma cartesiana, el médulo y el argumento de los nimeros
complejos z que verifican la ecuacién: 22 — z +1 = 0.
30. Obtén el médulo y el argumento de los nimeros complejos z tales que
z+1 , .
es un numero real positivo
z+2
31. Calcula las soluciones de la ecuacién

22—2:42=0.

Si 21 y 22 son las soluciones,
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32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

a) Calcula forma médulo argumento, trigonométrica y exponencial de
Z1.

b) Calcula las raices cuartas de z;.
Haz los célculos sin usar expresiones decimales.
Calcula expresando los resultados en forma trigonométrica de /1 + i

Si llamamos z; y 2o a las soluciones de 22 — 2z 4+ 2 = 0, obtén 21 + 22,
21/22 y V/2? en forma binémica.

Calcular /1 —i y comprobar que los afijos de los resultados son los
vértices de un poligono regular.

Sucesiones de niimeros reales

Demuestra que la sucesiones
Ly Lo b LIRS

a. = — e —_— = ...
"Tn n41 2n "Tn+l n42 2n

son ambas convergentes y al mismo limite.

La sucesién a,, esta definida le
n pogé% Y
DEPARTAMENTO DE s(%mqmgs)
[VERSIDALTTE GEREMASIRA—— (],
@Ry (n T 1)2 n

siendo a; = 2. Demuestra que es decreciente, estd acotada y razona que
es convergente.

Dada la sucesién definida por recurrencia en la forma
a; =1 an+1 =V k+ an.

Se pide demostrar que si es 0 no convergente y calcular su limite para
los diferentes valores de k > 0.

Demuestra que la sucesion
PP
Ay = ———— R P -
" n24+1 n242 n2+n

tiene por limite 1, acotando la sucesiéon entre otras dos que tengan el
mismo limite.
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39. Calcula
, Vn? 4+ 2n
lim | ——
n—00 n2 —1

40. Pon un ejemplo de una sucesién a,, convergente a un nimero real b y tal
que

lfm 2L 2

n—+00 Gy,

a
41. Se sabe que si lim UAR . 1, a, >0 Vn €N, entonces

n—+00 Gy,

lim a, =1.

n—-+oo

Pon un ejemplo para demostrar que el reciproco no es cierto.

3
42. Calcula lim o
n

—+o0 L(m)

43. Sea la sucesion

ar=3,ap, =+/2+ap—1 St n>2

Demuestra que es convergente %‘é@lcula su limite.
g
, DEPARTAMENTQ RE MATEMATIC, _
44. Caleula lim_[1+ L(n® = Bk bt + 3n — 9)]7.
n—+00
45. Escribe una sucesion que contenga todos los niimeros racionales.

46. Considera la sucesién de ntimeros reales definida por:

1
xn+1=1+1‘i neN;z; >0

a) Suponiendo que x,, tiene como limite un nimero real, halla éste.
b) Demuestra que z;,, es una sucesién creciente.
¢) Determina para qué valores positivos de 7 la sucesién x,, resulta

convergente.

47. Considera la sucesién a,, definida por recurrencia:

2
an+1=@+—, vneN, a >0
2 an
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a) Demuestra que la sucesién estd acotada inferiormente por 2.
b) Demuestra que la sucesién es decreciente.
¢) Justifica que la sucesion a,, es convergente y calcula su limite.
48. Calcula detalladamente el siguiente limite:
1+n?

, n?+1 (T
o (L)
n—oo \1 4+ n 4 2n2

49. Calcula detalladamente el valor del siguiente limite caso de que exista:

n—i—l)

, n?+1
lim 5 .

n—00 n—1
2+ (5—)
+n n2+1

TL—TLCOS2(

50. Estudia el limite de la sucesién z,, = fT: en funcién de los valores de los
parametros a y k reales.

51. Calcular los 10 primeros términos y el limite de la sucesién siguiente

fAn+3
n
axidn — 3
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA 3
52. Calcula razonadamente el limite de la sucesién a,, = ————
_n_
nL (nfl )
53. Dada la sucesién definida por recurrencia a1 = 3/2, an41 = gg":f:

n

a) Calcula los primeros términos y deduce la expresién explicita (no
por recurrencia) de ay.

b) Justifica si es convergente y calcula el limite.

Funciones

54. Estudia la paridad de las siguientes funciones

senz +z + 2° sen x + sen(3x)
22+ cosz+4 cos(2z) + 1
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55. Estudia si las siguientes funciones son periddicas. En caso afirmativo
calcular su periodo.

f(z) = sinz+cosz g(x) = senxz+e* h(z) = sen(2x)+sen z+sen(z/2)

56. Se consideran las funciones
fz) = a? g(x) =€" h(z) =Lz k(x) =tgx
Calcula
(ho fok)(x) (gok)(x) (ko fog)(x)
57. Estudia la relacién entre la grafica de f(z) y las de f(z + 8) y 8f(z),
siendo B € R. Aplicalo al caso de f(z) = 2.
58. Responde razonadamente las siguientes cuestiones:

a) Sean f(x) y g(x) dos funciones pares. ;Son pares las funciones
fx)+g(x)y flz)g(x)?

b) Sean f(z) y g(z) dos funciones impares. ;Cémo son las funciones
f@) +g(@) y f(2)g()? 6B

¢) Sea una funcién pat™$F AL FHEGH fmpar. ;Qué se puede decir de

VERSIOAD DE EXTREMADURA

las funciones f(z) + gw(x) y f(x)g(x)?

59. Sean f(x) y g(z) dos funciones periédicas. ;Son periédicas las funciones

f@)+g(z) y f(z)g(x)?

60. Halla el dominio de las siguientes funciones

224z +1 T rz+3 T
_— zd — cos arcsen (| ——
3 —3 22 +1 z+1
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Limites de funciones y continuidad

1. Calcula los siguientes limites laterales:

, r—2 , xr—2 ., xsenx ., xsenx
lim —— lim —— lim lim
a—2- |z — 2| a2+ |z — 2| a—0- |z =0t |z

2. Cuando z tiende a 0, considera los infinitésimos siguientes:

22 sen(4z) rCcosx 1 — cos(3z)

Indica si son del mismo orden que x, de orden superior o inferior.

3. Calcula los siguientes limites si existen:

3 _3rx 42 sen hLl
lfim 72: 1 "L + lim (cos )/ %0 ® { 7( xz;_fs)
z—0x* — 4o+ 3 z—0 T—00 L(l + 12+7)
4. Obtén las asintotas de las siguientes funciones:
23
zel/® L(z? 4+ 3z +2) cosz — L(cos x) p
.JLPAFT;’\M[NTO' DE MATEMATICAS
5. En cada caso dar ejemplos.de ftmeiones que verifiquen
a) limg o f(z) =400 y  limgeo f(z) =0
1
C) ll'mz.*,0+ f(fb) =t y limg 00 f(l) =

6. Determina el valor de a para que la funcién f(z) sea continua:

r+1 siz<l1
f(ac)—{ 3—ax siz>1

7. Calcula los siguientes limites empleando infinitésimos equivalentes:

L(z+1) . Senz — cosw , cos?x — ctg?x

L
lim — 2 lim

=1 e —e a0 2% —1 a—r/4  l—tgx 1421/4 cos(3z) (1 —senz)
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8. Calcula a para que limg_, oo (££2)* = 4
9. Calcula
2z\1/ a’ —
lim (z ) it b#1
) My 7Y
10. Estudia la continuidad de la funcién f(z) definida por:
7 siz <0
flz) = 0 siz=0
24+1 sizx>0
11. Demuestra que la funcién 2z* — 1422 + 14z — 1 tiene cuatro raices reales.
12. Determina cudles cuales de las siguientes funciones estan acotadas su-
perior e inferiormente y cudles tienen maximo y minimo absoluto en los
intervalos que se indican:
ﬁ en [07 5}
3
4z en [—3, 2]
x + % en [—2,2]
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
siendo E[z] la parte enteravdec:ge acmouns
13. Considera las funciones reales de variable real

f(x)*{erLx siz>1 {% siz>0

2 siz <1 g(x) = e® sizx <0

a) Estudia la continuidad de f(x) y g(z) en todo su dominio.

b) Utiliza los teoremas estudiados para determinar si estd acotada la
funcién f o g en el intervalo [—1,2].

¢) Prueba que existen dos puntos x1 y 22 en el intervalo (1,¢?) tales
que f(z1) =Fy flaz) = 3.

d) Deduce del apartado anterior que existe z9 € (1,e?) tal que (f o
9)(wo) = 0.
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14. Estudia la continuidad de la funcién f(z) en =1y = e y determina
el valor de a para que sea continua en x = 0:

22 +a six <0
) sen(EE) si0<z <1
flz) = Lax sil<z<e
z siz>e
15. Calcula
L(1 L 2343
o (1+ L(3517))senx
z——+00 sen(%)

16. "Puede existir una funcién real continua en todo R y tal que f(z) vale
0 siy solo si € (a,b) con a,b € R?

17. Sean f, g dos funciones continuas en R y tal que f(z) = g(z) Vz € Q.
Demuestra que entonces f(z) = g(z) Vz € R.

18. Sea

i1 siz <0
fv(m)mn pe@raremigiagr = O
UNIVERSIOAD) Dieﬁiwawnéi > O

y g(2) = 2(1 — 2?). Estudia la continuidad de
a) go f
b) fog.

19 I rueba ue toda ecuacién olinémica " + a ,711'" 1 + ... + q tiene
n 0
alguna I'al’Z sin es impar.

20. Estudia la continuidad de la funcién:

T sizeQ
1l—2 sizel

o) = {

21. a) (Qué significa que f(x) y g(x) sean infinitésimos equivalentes en a?
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b) En el desarrollo del siguiente limite se comete un error. Encuentra
cudl es ese error y explica por qué es un error. Resuelve el limite

correctamente:
. x— sen(z) . T—x ,
lim —————= = lim =hm—3=0
z—0 T z—0 @ z—0 X

22. Estudia la continuidad de

23. Calcula detalladamente, si existen, los siguientes limites:

a) lim zer

z—0
2
v+ 4
%
b) zl—% 1’2 —4

24. Pon un ejemplo de cada una de las siguientes situaciones, razonando la
respuesta. p

., DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
= Una funcién f no contimma-@imun.punto, tal que su valor absoluto

|f| silo es.

= Una funcién f discontinua, otra funcién g discontinua de forma que
la suma f + ¢ sea continua.

» Una funcién f continua, otra funcién discontinua de forma que su
producto f - g sea continua.

25. Demuestra, enunciando todos los resultados tedricos que utilices, que la
funcién f(x) = 2® — 3z + 1 toma el valor 2 en algiin punto interior al
intervalo [—2, 0]

26. Calcula detalladamente los siguientes limites caso de que existan:

Va2 — 1 —x?
lm (Va?—1+z); lim Y2 "% lim < lim e®; lim
T——00 T——00 x

g2

o122 -1 250 z—o0 g2 — 1
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27. Dada la funcién:

3T 4 £ si z<0
fl)y=< ~ si =0
a+fLn(z) si x>0

determina los valores que deben tomar los parametros «, 3,7, A, 4 para
que:

a) limy_yoo f () = 00

b) limgy o f (x) =2

¢) [ sea continua en x =0

28. Dada la funcién

_ [ zL|z| sizx#0
f(“”)*{o siz=0

a) Comprueba si es continua en = 0 calculando los limites necesarios.
b) Calcula sus asintotas.
¢) Comprueba si existe en x = 0 el siguiente limite:

@) - £0)

DEPARTAMERTOEE M, ATE N%T'CRSO

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

29. Dada la funcién .
223 — 5% + 142 — 6
4x2

fx) =

a) Calcula los coeficientes de las asintotas oblicuas.

b) Representa graficamente la funcién de forma aproximada cuando x
tiende a co y a —oo.

30. Dada la funcién f(x) = (%*1)?%7 determina el signo de f(z) segin

los valores de x y sus asintotas.

2x
z2-1

31. Dada la funcién f(z) =z exp(

a) Halla sus asintotas.

b) Estudia el limite de la funcién f(z) en los puntos donde tenga
asintota vertical.
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32.

33.

34.

35.

36.

¢) Dibuja la gréfica de las asintotas y de f(z) en donde los valores de
ambas sean parecidos.

1
Dada la funcién f(x) = Hil/Z )
x

a) Estudia la continuidad de f(x)

b) Calcula sus asintotas
Dada la funcién f(z) = L(z® — )

a) Estudia su dominio de definicién

b) Enuncia en qué Teorema te puedes apoyar para calcular, de forma
aproximada, un punto de corte de la grifica de f(x) con el eje OX

¢) Calcula un intervalo de longitud uno en el que se encuentre este
punto de corte

Calcula los siguientes limites:

a) limg,_yoo(z — Va2 + 2x)
b) lim, oo J%

&

Considera la funcién f(z): .
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
F@) = 2™ senl/z  siz >0
Tl e F4ar+b siz<0

m

Estudia la continuidad para los diferentes valores de m € Z y de a, b, c €
R.

Calcula los siguientes limites:
a) imy—yoo(z — Va2 + 22)
b) limy—s— oo %
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Derivadas

1.

10.

Halla los puntos de la curva y = 23 —3x 45 en los cuales la recta tangente
es

a) Paralela a la recta y + 2z = 0.

b) Perpendicular a la recta y + 2z = 0.

¢) Perpendicular a la recta y + 2/9 = 0.

. Halla el 4ngulo bajo el cual se cortan la pardbola y = 2 — 22 y la recta

y=2—x

. Demuestra que las hipérbolas equildteras =2 — y> = a®> y 2y = b y se

cortan entre si formando un dngulo recto.

. Dada la pardbola y = 22, calcula las ecuaciones de las rectas tangentes

a la pardbola desde el punto (3, 7).

. Determina los puntos de la funcién y = 22 — 5z + 6 en los que las rectas

tangentes forman dngulos iguales con los ejes coordenados.

. Demuestra que larecta y = 11z —14 es tangente a la curvay = 2 —z +1.

. Halla los d4ngulos que forman las mirprTg%Acstas tangentes por la derecha y

DEPARTAMENTQ DE MATEM,

por la izquierda en el punteWs8j@:lagurva de ecuacion y = va3 + 4a2.

. Estudia la continuidad y derivabilidad de las funciones:

2 Ly sz
(a) f(z) = |22 — 3z + 2| (b) f(x) ={ 3“”(-%’ Mig

1 .
ez six<O0

. Sea f:[-1,1] - Rtal que f(z)=¢ O siz=0
s siz>0
a) Demuestra que es continua.
b) Halla su derivada y estudia la continuidad de esta.
Determina para las funciones f(z) = 22 — 1y g(z) = 2% — a:

a) La recta tangente a cada una de ellas en los puntos en que se cortan
entre si.
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b) El dngulo que forman dichas rectas.

11. Calcula la recta tangente, normal (perpendicular a la tangente) y una
bisectriz de las dos anteriores en los siguientes casos:
a) La funcién f(z) = (1 + 2)“0+2) en el punto z = 0.
b) La funcién y = 2% — 322 — 2 + 5 en el punto (3,2).
¢) La circunferencia 22 4 42 = 5 en un punto con coordenada = = 1.
d) La elipse %2 + %2 = 2 en un punto con coordenada x = 2.
e) La funcién y = AH% en el punto con coordenada x = 2.

12. Una senal se trasmite en un medio siguiendo la trayectoria de la curva
() = (x(t),y(t)), siendo

z(t)=t> y(t)=t* tec(0,00)
donde ¢ es el tiempo:

a) {Qué velocidad instantdnea lleva en ¢ = 17 Determina la direccién
del vector velocidad.

b) Si la trayectoria viniese dada por

cltymidrog @ttt € (0,00)

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

(,Qué diferencia existiria con el apartado anterior?

13. Halla la derivada segunda de y respecto de x siendo
y=1t ==L
14. Estudia la derivabilidad y calcula la funcién derivada de:

%I‘*% six <-—1
) =z si—1<z<0
@ =1z  sio<z<i
%er% siz>1

15.  a) i Es cierto que toda funcién derivable en un punto a € R es continua
en a? Si la respuesta es afirmativa, demuéstrese. Si la repuesta es
negativa, péngase un ejemplo.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

b) Sea

[ a?sen(l) siz#0
f(@) = { 0 siz=0

Estudia la continuidad de f(z) y de f'(z).

Dada la curva:

x =t
71
Y73

calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva cuando ¢ = 1 y los
puntos donde la recta tangente es horizontal o vertical.

Estudia la continuidad y la derivabilidad y calcula la funcién derivada

de: »

siz=0
Estudia la continuidad y la derivabilidad y calcula la funcién derivada
de: p
1

f:(k.ﬂABTWC{ ooswsr\rsrwt'r%asx 7& 0
onwessioad os Dremaounsl £ = 0

Estudia detalladamente la continuidad y derivabilidad de la funcién:

fx) = [z|.

Sabiendo que f es una funcién derivable en todo punto y que f’(a) # 0,
calcula el siguiente limite:

fm — P
p=0 f(a) — fa+2p)

Indicacion: utiliza la definicién de derivada de una funcién en un punto.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcién:

f(x):{ g.sen(%) si.r;éo}

six=0
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22. Sea

[ zh|z| siz#0
f@)= { 0 siz=0
Estudia la continuidad y derivabilidad de f(z). Si es posible, pon un
ejemplo de una funcién derivable en un punto a € R que no sea continua
en a y otro ejemplo de una funcién continua en un a € R que no sea
derivable en a. Razona tu respuesta.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
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Propiedades de las funciones derivables (Teoremas
del célculo diferencial)

1.

El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Demos-
trar que rompiéndolo en dos partes existe una depreciacién de su valor,
v que esta depreciacién es maxima cuando las dos partes son iguales.

. Un deposito de chapa estd formado por un cilindro de radio R de altura

H, cerrado en cada extremo por una semiesfera. La superficie total es
constante e igual 2 . Hallar las dimensiones del cilindro para que el
volumen sea maximo.

. Deseamos hacer una lata cilindrica de 100 cm3 de capacidad. El material

del fondo y de la tapa cuesta dos veces mas caro que el del lateral. Hallar
el radio y la altura de la lata mas econdmica.

. Un rio tiene un recodo de 135 grados. Un granjero desea bordear el

corral con una valla de 100 m y por el otro lado el rio. Hallar las dimen-
siones del corral de drea méxima sabiendo que los lados de la valla son
perpendiculares.

. Un camién viaja a v km/h. El@@ste por kilémetro es (10+v/9) cénti-

mos/km el conductor cobFF*9OEHIIIHGS/h. ;Cudl es la velocidad mas

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

econémica en un viaje de 600 km.?

. Las dimensiones de un terreno de fitbol en metros son 60 x 90. Se supone

una porteria de 7 m. ;Desde qué punto de la banda tiene el extremo el
angulo de tiro éptimo?

. Una ventana estd formada por un semicirculo en su parte alta y un

rectangulo el resto. Dado el perimetro de la ventana (p) calcular sus
dimensiones para que la cantidad de luz que pase a través de la ventana
sea maxima.

. Un navio estd anclado a 6 km de una playa rectilinea frente a un pueblo

A situado en la misma playa. Se desea enviar un mensajero en el menor
tiempo posible a una poblacién también situada en la misma playa. El
mensajero sale del navio en una lancha de remos a una velocidad de 3
km/h y se sabe que sobre la playa puede correr a 5 km/h. Averiguar
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

dénde debe tomar tierra sabiendo que la distancia AB es de m km.
Considerar los casos particulares m=4 y m=5.

. Dos establos A y B estan situados a 10 km y 15 km de un rio, debiendo

aprovisionarse ambos establos de un mismo depdsito D construido sobre
el borde del rio. jEn qué punto debe construirse este depdsito para que
la longitud de los tubos de conduccién sea minima sabiendo que las
proyecciones sobre el rio de los establos distan 20 km.

Una placa de vidrio rectangular de dimensiones 15x10 se ha roto en una
esquina un pedazo de forma triangular de tal modo que 1 al longitud
ha disminuido en 5cm y la anchura en 3 cm. De la parte sobrante se
puede formar una placa rectangular de drea maxima. ;Cudles son las
dimensiones de la nueva placa?

Un jardinero ha de construir un parterre de forma de sector circular de
un perimetro de 20 m. ;Cudl serd el radio que dard el parterre de area
méxima?

Una sala de cine en seccién tiene su pantalla sobre el eje OY y los extre-
mos superiores e inferiores distan 6m y 2m respectivamente del origen
enontrar desde que punto de la recta 10 y = x, que contiene los distintos
puntos de vista, se ve la pantal{g%ajo el mayor angulo posible.

. .JLPf\FT;’\M[N'TO DE MATEMATICAS L. . ,
Calcular el tiempo necesariopaga: ¢inzas con minima velocidad y en linea

recta una calle de anchura k por la que circulan en el mismo sentido en el
centro de la calle con velocidad v automéviles de anchura a y separados
unos de otros una longitud b.

Un submarino cuyas velocidades sumergido y en superficie son de 10 nu-
dos y 20 nudos respectivamente, se encuentra en superficie en un punto
P a 30 millas del centro O de un circulo de 60 millas de radio estrecha-
mente vigilado por una escuadra enemiga. Se pide determinar el menor
tiempo necesario para que el submarino se traslade al punto opuesto de
didmetro que pasa por P. Se desprecia la esfericidad de la tierra.

Un lazo corredizo formado por una cuerda fina envuelve a una columna
cilindrica de radio R perfectamente lisa, estando sujeto el extremo libre
al cuello de un perro. Este ve venir a su amo y al ir hacia él rompe la
cuerda. Averiguar a qué distancia de la columna estaba el nudo corredizo
en el momento de romperse la cuerda.
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16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

24.

Los ejes de dos calles forman un dngulo recto. Una de ellas tiene 27 m de
ancha y la otra 8 m. Hallar la longitud maxima de una viga que puede
pasar girando sobre la esquina de ambas calles y estando siempre en un
plano horizontal.

Demuestra que

a) €* =1+ x tiene exactamente una solucién real.

b) e* — 1 = 2z tiene exactamente dos soluciones reales.

¢) x? —zsenx — cosx posee raices reales. Determina cuantas.

d) z® — 5z — 1 posee raices reales. Determina cudntas.

e) Todo polinomio de grado impar posee raices reales.
Demuestra que e* > 14—% siz > 0.

Demuestra mediante ejemplos que las tres hipdtesis del teorema de Rolle
son necesarias, es decir, busca ejemplos en dénde no se cumpla una de
las hipétesis y falle el teorema.

Utilizando el teorema del valor medio y el que v/1728 = 12, encuentra,
una aproximacién de /1730 con error menor que 1073.

Demuestra que arc tg( %) :@ para todo z € (—m/2,7/2).

1+co.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Calcula estos limites: UNIVERSIDAD DE EXTREMADUNA
axr
, €7 —cos(ar
a) lim e — cos(az) b+#0

a—0 eb? — cos(bx)
b) lim cos(z)L(z — a)
z—a  L(e® —e®)

Calcula usando el teorema del valor medio

1 1
lim (z 4 1) 71 — 21F3
T—00

a) {Qué significa que f(z) y g(x) sean infinitésimos equivalentes en a?
b) En el desarrollo del siguiente limite se comete un error. Encuentra
cudl es ese error y explica por qué es un error. Resuelve el limite
correctamente:

.z — sen(x) , r—=

lim 3 = 3

z—0 xT z—=0 X z—0 X
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

a) Enuncia el teorema de Rolle.

b) Dada la funcién f(z) = cos(z) <%= + 1, demuestra que:
1) f(z) tiene alguna rafz real.

2) f(z) tiene infinitas raices reales.

a) Completa los huecos en el enunciado siguiente y demuestra el teo-
rema:
”Teorema de Rolle: Si f es una funcién en el intervalo
[a,b], f es en (a,b) y ademds , entonces
existe un punto c € en el que 7

b) Demuestra mediante ejemplos que las tres hipdtesis del teorema de
Rolle son necesarias, es decir, busca tres ejemplos tal que en cada
uno no se cumpla una de las hipétesis y falle el teorema.

Dada la funcién f(x) = e* — 322
a) Localiza un intervalo que contenga una solucién de f(z) = 0. Enun-

cia el resultado tedrico que utilices.

b) Encuentra una aproximacién de un valor donde se anule la derivada
de f(z) y comprueba si es un maximo, un minimo.

Determina el ntimero de raices es de la ecuacion:
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

32t — 823 + 622 —5=0.

Demuestra que la ecuacién e® — 1 = 2z tiene exactamente dos soluciones
reales y localiza dos intervalos disjuntos tales que cada uno contenga a
una raiz. Enuncia rigurosamente los resultados tedricos que utilices.

Determinar el niimero exacto de raices de la ecuacién: 3 + cosz =3z y
separarlas en intervalos disjuntos de longitud 1. Enunciar los resultados
tedricos de los que se haga uso.

X

Estudia los extremos de la funcién: f(z) = e* — ’”2—2 —2z.

Se sugiere el siguiente proceso:
a) Localizar los puntos criticos de dicha funcidn, esto es, las raices de

la ecuacién f/(x) = 0, para ello se propone la utilizacién de métodos
de localizacion y separacion de raices de una ecuacion.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

b) Una vez localizados los puntos criticos de dicha funcién, estudiar
para cada uno de ellos, si se trata o no de un extremo y, en caso
afirmativo, estudiar de qué tipo de extremo se trata (méximo o
minimo).

Enuncia el teorema de Rolle. Demuestra mediante ejemplos que las tres
hipétesis del teorema de Rolle son necesarias, es decir, busca ejemplos
en dénde no se cumpla una de las hipdtesis y falle el teorema.

Dada la funcién

6—x2 :
_ 5 siox <2
f(@) { O )

x

estudiar si es posible aplicar el teorema del valor medio en el intervalo
[0,3], y en caso afirmativo, aplicar dicho teorema.

Justifica que la ecuacién z2

Determina cuantas.

—x sen(z) —cos(z) = 0 posee alguna solucién.

Con un material plastico en forma de cuadrado de 50 metros de lado se
quiere construir un invernadero en forma de caja (techo y laterales de
pléstico). Halla las dimensiones del invernadero y calcula el cuadrado que
hay que recortar en cada esquié@para que el volumen del invernadero
sea MAXIimo. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

Para disminuir todo lo posible el rozamiento del agua contra las paredes
de un canal, el drea mojada debe ser minima. Si se trata de un canal
rectangular abierto, de seccién transversal A dada, demostrar que las
dimensiones 6ptimas son aquellas en las que la anchura del canal es el
doble que su altura.

Se desea construir un tubo cilindrico de hormigén, abierto por su parte
superior e inferior, con 8 m3 de capacidad. El espesor del hormigén es
de 0’2 m. ;Qué radio y altura debe de tener el depdsito para gastar en
su construccién la minima cantidad de hormigén?

Enuncia el teorema de Rolle y justifica si es o no aplicable a la funcién
f(z) = L(5 — 22) en el intervalo [-2,2].
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Aproximacion y representacién de funciones

1. Dada la funcién f(x) = vz + 1:

a) Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 de f en z = 0.
b) Calcula el valor aproximado de /1,02 usando el polinomio de Taylor
de grado 2 de f y dando una estimacién del error.
2. Obtén el polinomio de Taylor de orden 2 de f(z) = % en el punto z = 1.

3. Calcula usando desarrollos de Taylor

lfm arctg(z)
-0 sen(z) — x

4. Estudia los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién

flz) = xe®.
5. Demuestra que sen(z) <z Va > 0.

6. Sea f tal que f‘(x) = '773(171)2K P@=3" Halla los extremos relativos

de f y los intervalos de crecimienteosyvdeerecimiento.

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
7. Dada la funcién f(z) = /22(1 — x):
a) Calcula las asintotas.
b) Estudia la derivabilidad.
¢) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y concavidad.
d) Determina los méximos y los minimos.

e) Dibuja la grafica.
8. Repite el ejercicio anterior con f(z) = {/(x2 — 4)2

9. a) Definicién de funcién céncava en un punto a.

b) Enuncia y demuestra la condicién que deben cumplir las derivadas
una funcién en un punto para que podamos decir que es una funcién
céncava en ese punto.
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¢) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavi-
dad y convexidad de la funcion:

10. Dada una funcién f(x) definida en un entorno de un punto a € R,
derivable m veces en a:

a) {Cémo se calcula el polinomio de Taylor de f(z) de grado m en a?
Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 para la funcién f(z) =
L(cosz) en el punto a = 0.

b) ;Qué caracteristica tiene el polinomio de Taylor de f(z) de grado
m en a que no tenga ninguin otro polinomio?

¢) {Qué problemas podemos resolver usando el polinomio de Taylor
de una funcién f(z)?

11.  a) Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para la funcién L(v/1 + z)
en el punto 0. Calcula también el término complementario o error.

b) ;Qué caracteristica tiene el polinomio de Taylor de f(z) de grado
m en a que no tenga ningym otro polinomio? "Qué problemas se
pueden resolver usando poliiomios de Taylor?

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

12. Define qué significa que una funcién sea céncava en un punto a. Enuncia
y demuestra una condicién necesaria y suficiente que tienen que cumplir
las derivadas para que la funcién sea céncava en el punto a.

13. De la funcién f(z) = ze'/*:

a) Calcula el dominio y estudia la continuidad y derivabilidad.

b)

¢) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
)

d

Calcula las asintotas.

Determina los intervalos de concavidad y convexidad asi como los
maximos y minimos relativos.

14. Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién f(z) = 21+ x
en el punto a = 0. Haciendo uso de dicho polinomio, calcula un valor
aproximado de v/1’2, dando una acotacién del error.
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15. Sea f(x) una funcién n veces diferenciable en un punto a € R. Completa
lo siguiente:

» El polinomio de Taylor de f(x) de grado n en a es el tinico polinomio

= El polinomio de Taylor de f(z) de grado n en a se utiliza como ...
16. Dada la funcién f(z) = (4 — 2%)vx2 — 1, estudia:

a) dominio, regiones de existencia y puntos de corte con los ejes,

<

asintotas,

SN

) crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
) concavidad, convexidad y puntos de inflexién,

e) continuidad, derivabilidad y grafica de la funcién.

17. Calcula un valor aproximado de sen(1) con un error menor que 1075 sin
usar la calculadora.

six > 0.

x
18. Prob In(1
robar que In( +z)>1+x

19. Calcula el polinomio de Taylor %‘%a f(z) = L(z) en el punto 1 de grado

6 . DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA

20. Dada la funcién f(z) = —ze'/* si z # 0, £(0) = 0. Estudiar:

a) Continuidad y derivabilidad.

b) Asintotas.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.

d) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

e) Representacién grafica.
21. Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 de tanx en el punto 0.

22. Dada la funcién f(z) = Se:,ﬁm) en el intervalo [0, 27], estudia:

= Intervalos de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos.

= Intervalos de concavidad, convexidad y puntos de inflexion.
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23. Estudia detalladamente las asintotas, intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y extremos de la funcién:

22—1 siz<0
f@)=1 v

372—

siz>0

Haz un esbozo de su representacién gréfica.

24. Dada la representacion grafica de la funcién f’(z) (derivada de la funcién

f@):

y = f'(z)

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Estudia, razonada y detalldd8Menteé; 14" continuidad, derivabilidad, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, extremos, intervalos de concavidad
y convexidad y puntos de inflexién de la funcién f(z).

25. Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto 0 de la funcién
f(z) = L(1—2?) y utilizalo para calcular un valor aproximado de L(0,99).

26. Dada la funcién f(z) = L(1 — 2?):

a) Calcula su dominio, asintotas y simetria.

b) Determina los intervalos de crecimiento, decrecimiento, méximos y
minimos.

¢) Determina los intervalos de concavidad, convexidad y puntos de
inflexién.

x
27. Dada la funcién f(z) = ——, estudia:
V1—a?
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a) Dominio de definicién.

b) Asintotas.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.

d) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.
e) Representacién grafica.

28. Estudia el crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad, maxi-
mos, minimos, puntos de inflexién y asintotas de la funcién:

fl@) = (x - 1) Va2,

29. De una funcién f(z) se sabe que la gréfica de su derivada es la siguiente:
\ /5/
1

@
DEPARTAMEYTO B MATEMATIC
AUNIVERSIDAD DE‘";"_i[MJ-Dle
Responde a las siguientes cuestiones acerca de f(z) en el intervalo [—1, 1]
justificando la respuesta: a) nimero maximo de raices; b) intervalos de
crecimiento o decrecimiento; ¢) méximos o minimos; d) intervalos de
convexidad y concavidad; e) puntos de inflexién.

0.5 1

-1

30. Dada la funcién f(z) = L(1 — 22). Estudia:

a) Dominio de definicién.
b) Asintotas.
¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos.

d) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.
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e) Representacion grifica.

31. Dada la funcién f(z) = { xeol/m ::;ng , estudia
a) Dominio, puntos de corte con los ejes, continuidad y derivabilidad.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
¢) Intervalos de concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.
d) Asintotas.
e) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto x = 2.

32. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos de la
funcién f(x).

33. Dada la funcién f(z) = 22v/1 + x, determina:

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Mdximos y minimos.
b) Intervalos de convexidad y concavidad. Puntos de inflexién.
¢) Asintotas.

34. Estudia el crecimiento, decrecimjento, concavidad, convexidad, maxi-

mos, minimos, puntos de inflexiéw'y asintotas de la funcién:
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

FET=TET) Va2,

35. Dada la funcién f(z) definida en el intervalo [0, 27],

sen T

flz) =

e.'L'
= Calcula sus méximos y minimos y los intervalos de crecimimento

= Dibuja aproximadamente la gréafica de la funcién

36. Dada la funcién e® — 322, localiza una aproximacién de un valor donde
se anule la derivada de f(z). Justifica si es un méximo o un minimo.
Enuncia los resultados tedricos que utilices.

37. Dada la funcién f(z) =

, estudia:

T
V1—z2

a) Dominio, asintotas, simetrias y tipos de discontinuidad.
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b) Crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad.

38. Dada la funcién

—zel/® sz #£0
f(x)—{ 0 siz=0 "

a) Estudiar su continuidad.
b) Hallar sus asintotas.
¢) Calcular sus extremos.

d) Dibujar su grafica.
39. Dada la funcién f(z) = L(1 — z2),
a) Calcular el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto 0.

b) Utilizando este polinomio, calcular un valor aproximado de L(0,99).

¢) Dar una estimacién del error que se comete al hacer esta aproxima-
cién.

40. Dada la funcién f(z) definida en el intervalo [0, 27],

sen x

f

, .  DEPARTAMENJO PE MATEMATI
= Calcula sus maximos y, Jymimaos.

e.’L‘

16s intervalos de crecimimento

s

= Dibuja aproximadamente la gréafica de la funcién



FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

99

Calculo Integral

1. Calcula:
a. [tg?(z)dz

ear rsen'r

\/7

by

e. [ e*cos(x)dx f |5 J;de

e [ ziisdx d. [ -dx

T~ —X

1
g. fx2+4:c+13dx hf 1+2$enxd‘r

. sen : Lz 2
el NN | pore f —dz k. /= L [a?La

" 2% 222456 " 5x-8 2 o
m j 22 —3z+2 nj (z—3)(z2+1) 0'j r* =2z b- j senz+cosz+l

—nz

2. Demuestra que ‘

1
(idea: probar que 0 < &+ < =1
3. Calcula la integral de
e’ —1
h(z) = § |l
|z — 3]

&

4. Haciendo uso del teorema fundt

dm‘<L2 VneN

Vn € N,Vz € (0,1)).

si—-3<zx<0
si0<z<2
si2<z<7

ental del calculo integral, estudia la

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

derivabilidad de

siendo
It]
h(t) = ¢ t2
Lt

y calcula F'(x) donde sea posible.

UNIVERSIDAD DEﬁf‘i[Mk&,\;ll

F(z) = /0

h(t)dt

sit<1
sil<t<?2
si2<t

5. Calcula el drea limitada por las graficas y = |22 — 4z + 3|,y =0, z =0,

r=4.

6. Dadas las funciones f(z) =

= v g(r) =

IS—_II determina el drea de la

region limitada por sus gréficas y las rectas y = 0y x = 0,5.

7. Calcula el 4rea entre la funcién f(x)

2.

= Lz y lasrectas z = 0,5,y = 0,x =
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8. Halla la longitud de las curvas:
a)
Yy = 2 — 2z + 5.
b)
2 2
N
16 9
(pon la curva en forma paramétrica).
9. Calcula el volumen de un cono de altura b y base un circulo de radio a.
10. Calcula el drea que hay entre la funcién f(x) = 3V2*+l y las rectas
x=0,2=3/2,y=0.
11. Calcula el volumen de una béveda cuyas secciones al cortar por planos
horizontales son cuadradas y cuyas seccién al cortar por el plano Y Z es
un cuadrante de circulo de radio a.
12. Calcula el drea de la regién definida por las curvas y = z—lz, Yy = ff/; y
z = 3 en la parte positiva del eje X.
13.  a) (Qué condiciones debe de gimplir f(¢) para que f(f F(¥) dt sea con-
tinua? ;Y para que sga,derivable? ...
‘ UNIVERSIOADIOE EXTREMABUNA 2 _ cos(x)
b) Calcula el drea determifidda"pot’Ta funcién f(z) = S tsen@ Y
los ejes X e Y en el intervalo [0,5, 1].
14. Calcula la integral de la funcién f(x) = e®cos(x) en el intervalo [—2m, 0].
15. Hallar el drea de la regién del plano comprendida entre la curva y = ;i—;l
y la recta y = 1/2.
16. @) Calcula integrando por partes: [ arcsen(z)da.
b) Integra aplicando el cambio de variable ¢ = tan(z): [ mdm
¢) Calcula el drea que determinan la curvas: y = % Yy ==
z =1
17. Calcula el valor de
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18. Calcula el area que determinan la curvas: y = ze®, y =z, v = 2.

19. Resuelve la siguiente integral mediante cambio de variable: 0L2 ﬁd

20. Calcula el drea definida por la funcién f(z) = zz_jﬁ y larectay = 1.

21. Respecto a la funcién % en el intervalo [1,10), calcula:

a) El drea definida por la funcién.
b) El volumen de revolucién generado al girar la funcién alrededor del

eje x.

22. Dada la funcién f(z) = (_1)‘:’712\/_7)7 calcula el volumen de la figura que

se genera al girar f(x) alrededor del eje X entre los valores z = 1,2 y

r =1,5.
23. Calcula
-1 1 1
—d —_—d —_—d
/m”’ '/w272x+1$ '/x2+6x+14w
24. Calcula [% 522 %

—1 22—52—6"

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIOAD DE EXT xawul
fz) = / dt
0

25. Se define la funcién
1244
a) Determina una expresién explicita de f(x) en donde no aparezca el
simbolo de la integral.
b) Sin hacer uso del apartado anterior, calcula f’(z). Enuncia el resul-
tado tedrico que utilices.

26. Dada la funcién f(z) = Ox e’ dt, justifica que:

a) f(x) es derivable para todo x € (0,1).
b) f(z) es creciente para todo z € (0,1).
¢) f(z) =1 tiene una unica solucién en el intervalo [0, 1].

Enuncia cualquier resultado tedérico que utilices en la resolucién de este
ejercicio.
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27. Calcula el valor de . )
L 1 el
/ 7( R )da:
1

72

28. Calcula el drea determinada por las curvas
x1/2+y1/2:1 z+y=1
29. De una funcién f(z) se tienen los siguientes datos:

z |00 05 1 15 2 25 3
fx)|225 375 5 6 55 6 725

Calcula un valor aproximado de f03 f(z)dx utilizando los siguientes méto-
dos:

a) Trapecios.
b) Simpson 1/3.
Representa graficamente lo realizado.

1 2\ I g 3 izado:
30. Calcula f; sen(z?)dz y represei&@ gréficamente lo realizado:
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
a) Con el método de los-trapeciossouns

b) Con el método de Simpson.
31. Repite el ejercicio anterior con ff el/rdy.

32. Dada la funcién f(z) = 7%
a) Haz la representacién grafica de f(z)
b) Determina el drea encerrada por la recta que pasa por los extremos

de f(z) y la gréfica de f(x).

33. Calcula el drea determinada por la funcién f(x) = zzlﬁ y la parte posi-
tiva de los ejes OX y OY.

34. Sea R la regién del plano limitada entre la pardbola y = 6 — 3z — 22 y
la recta x +y — 3 = 0. Hallar los voliimenes de revolucién que genera R
al girar alrededor de a) la recta y = 0 b) la recta x = 3
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Demostrar que el drea de la pardbola y = 22, comprendida dentro del

paralelogramo ABCD es 2/3 del drea de éste, siendo A(—3,9), B(2,4), el
segmento C'D tangente a la pardbola y los segmentos AC' y BD paralelos
al eje OY.

Calcular el drea de la regién encerrada por las curvas

Y’ +8x =16 y? — 24z = 48

Hallar los valores del parametro £ > 0 para que el drea limitada por la
curva y = cos(z) entre x = 0 y * = 7/2, quede dividida en dos éreas
iguales por la curva y = ksen(x).

Dada la curva z2 + y? = 4, obtener el 4rea del recinto del primer cua-
drante limitado por la curva, la recta tangente a la curva en el punto de
abcisa x =1, y el eje OX.

Hallar a > 0, para que el &rea limitada por la curva y = 4 — 22 y las

partes positivas de los ejes x e y, quede dividida en dos areas iguales por

la curva y = ax>.

Hallar .
a) El drea comprendida”entieclag eitvas y = —2? —3x+4,x+y=1
y el eje OX. UNIVERSIOAD DE EXTREMADURA
b) El volumen generado por el drea anterior cuando gira alrededor del
eje OX.
¢) El volumen generado por el drea anterior cuando gira alrededor de
la recta x = 1.
Dada la pardbola % = & — 2, hallar

a) El drea comprendida entre la recta tangente a la pardbola en el
punto (6,2), el eje OX y dicha pardbola

b) El volumen del sélido de revolucién obtenido al girar el drea del
apartado anterior alrededor del eje OX.

Dada la pardbola y? = 4ax y la recta = = a, hallar

a) El drea de la superficie S limitada por ambas
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43.

44.

45.
46.

47.

48.

b) El volumen del sélido generado al girar S alrededor del eje x
¢) El volumen del sélido generado al girar S alrededor de la recta
y=—2a

Calcula el volumen que genera la funcién i al girar alrededor

1
Va2 4641
del eje X entrez =0y x = 1.

Dada la curva z + y% = 4, obtén:

a) La recta tangente a la curva en el punto (z = 2,y = v/2).

b) El drea limitada por la curva, la recta tangente anterior y el eje X.
Calcula el 4rea definida por las curvas 4y = 22, 2y = 22, y = =, z = 1.
Calcula el volumen generado al girar la curva y = 1/x para x > 1:

a) alrededor del eje X
b) alrededor del eje Y

Dada la funcién f(x) =

=z

1+22

a) Demostrar que tiene un tnico méximo P y un tnico minimo Q.
b) Hallar la recta r que pasa los puntos Py Q.
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¢) Calcular el drea delimitadaspordasgrafica de f(z) y la recta r.

Calcula el drea delimitada por las gréficas de las funciones f(z) y g(x),

siendo:
- (r)="2
22 4+1 g

/(@) ;



