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0.0.1. La estructura diferenciable de R"

Sea V C R* un abierto. Decimos que una aplicacién F: V — R" es di-
ferenciable en x € V si existe una aplicacién lineal DF,: R* — R™ a la que
llamamos derivada de F' en x, tal que

o IF@+2) = F(x) - DE.(2)]

llzll—0 |E1

=0.

(en cuyo caso es tnica, ya que de existir dos 71 y T% coincidirfan en todo p de
la esfera unidad, pues para z = ||z||p

I1F(@+2) = F2) - Tl + [ Flz + 2) - Fz) -T2l _,
Izl '

Diremos que F' es diferenciable si lo es en cada punto de V', en cuyo caso
denotaremos con DF': V — L(R*,R™), la aplicacién derivada, DF(z) = DF,.
Diremos que F es de clase 1 si es diferenciable y DF continua'. Por induccién
diremos que F' es de clase m si DF es de clase m — 1 y de clase oo si es de
clase m para toda m. Se sigue de forma inmediata que si F' es lineal, DF es
constante y vale DF, = F.

Dado un abierto U C R™, y dos aplicaciones diferenciables F: V C R* —
UCR"y G: U CR" — R™, se tiene que G o F es diferenciable y se verifica
la Regla de la cadena

171 (p) = T2(p)|| <

D(G o F)y = D(Gpa) - D(Fy).

Dado un abierto U C R", diremos que F: V C R* — U C R" es un difeo-
morfismo si es diferenciable, biyectiva y su inversa también es diferenciable,
en cuyo caso se tiene como consecuencia de la regla de la cadena que k = n.

En términos de coordenadas la matriz (a;;), asociada a la aplicacién lineal
DFy, es la matriz Jacobiana

(2w@). para = ()

pues tomando la componente i—ésima en la definicién, la norma del méximo y
z = te;, tendremos

file 4 2) = fulm) = X5 izl
a Il
<P +2) - ﬁ;(ﬁﬂ) — DE(2)||

filz +tej) — fi(z) s
t I

)

LCon cualquier norma en el espacio L(Rk,R”), pues al ser de dimensién finita
todas definen la misma topologia, sin embargo habitualmente consideraremos ||T'|| =
sup{|T(z)| : [lz|l = 1}



y haciendo ¢ — 0, se sigue que a;; = 9fi(x)/0xz;. Por tanto F = (fi) y

Denotaremos respectivamente con C(V), C*(V) y C*®(V) las R-4lgebras
de las funciones f: V — R, continuas, de clase k y de clase infinitoen V' y a
menudo consideraremos el operador diferencial, sobreentendiendo la notacién

0

9;(f) (f) =0f/0x;.

Teorema 0.1 Sea F de clase k > 1, son equivalentes: (1) F es difeomorfismo
local en © € V. (2) DF, es isomorfismo. (3) det (gj:; (m)) # 0, para F =
(.flv"'af”)'

0.0.2. Variedades diferenciables

Definicién. Llamamos estructura diferenciable en un espacio topolégico V, a
una coleccién de R-dlgebras

{C>=(V) Cc C(V), con V abierto de V},

de subconjuntos de las funciones continuas de cada abierto V' de V, que llama-
remos de funciones diferenciables, que satisfacen las siguientes propiedades:
i.- Dados abiertos V;, el abierto V =UV; y f: V — R, se tiene que

FECTW) &  fiy €CT(Vi).

ii.- Para cada punto x € V existe un abierto V., un abierto U de un R"
y un homeomorfismo H : V, — U, tal que para cada abierto V C V, y cada
funcién f: H(V) - R

fEC®H(V)) & foHeC®V).

A las funciones v; = x; o H las llamaremos sistema de coordenadas y a (Vy;v;)
entorno coordenado de x.

Llamaremos variedad diferenciable a un espacio topolégico Hausdorff y de
base numerable, dotado de una estructura diferenciable.

El siguiente resultado nos da la existencia de funciones badén.

Proposicién 0.2 Sean C' un cerrado y K un compacto de V disjuntos. En-
tonces existe h € C*°(V) tal que Im(h) =[0,1], h(K) =1 y h(C) = 0.

Definicién. Diremos que una aplicacién continua F': V — U entre variedades
diferenciables es diferenciable (realmente es co—diferenciable, pero haremos ese
abuso del lenguaje) si para cada abierto U C U

feC=U) = F'(f)=foFeC®F "(U)).



Diremos que F' es un difeomorfismo si es biyectiva y tanto F' como su inversa
son diferenciables. En particular la aplicacién H de la definicién de variedad
es un difeomorfismo.

0.0.3. Espacio tangente. Aplicacién lineal tangente

Definicién. Llamamos espacio tangente de una variedad V en un punto x € V,
al R—espacio vectorial T,()), de las derivaciones

D,: C®(V) — R,

en el punto x, es decir aplicaciones verificando:

a) Dy(tf + sg) =tDyf + sDyyg.

b) Dyt = 0.

¢) Regla de Leibnitz en x.- D(fg) = f(z)Dzg + g(x)Das f,
para cualesquiera t,s € Ry f,g € C*°(V) en R. Llamamos espacio cotangente
a su dual, que denotamos T (V).

Definicién. Llamamos aplicacion lineal tangente de una aplicacién diferen-
ciable F': V - U,enx €V, a

Fo: To(V) — Te@(U),  Fu(Dy) = Dy o F*.

Llamamos rango de F' en x al rango de F. A la aplicacién dual 6 transpuesta
entre los espacios cotangentes la denotamos F™.

Dadas dos aplicaciones diferenciables F': V — U y G: U — W, se tiene
que G o F es diferenciable y se tiene la regla de la cadena

(GoF).=G.oF..

0.0.4. Campos tangentes

Definicién. Llamamos campos tangentes en un abierto V a las derivaciones
D:C™(V) — C™(V),

es decir aplicaciones verificando:

1.- D(tf +rg) =tDf + rDg,

2.-Dt=0,

3.- Regla de Leibnitz: D(fg) = f(Dg) + g(Df),
para f,g € C=(V) y t,r € R.

Para cada abierto V' denotamos con D(V) la coleccién de los campos tan-
gentes en V, los cuales forman un haz de C*°(V)-mddulos. Denotamos su
médulo dual con Q(V) = D(V)* y a sus elementos los llamamos 1-formas y se
demuestra que su dual se identifica candénicamente con el médulo de campos

Q (V) = D(V).



La ecuacién D f(p) = D,f, establece una biyeccién entre campos tangentes
D € D(V) y campo de vectores tangentes, colocados diferenciablemente, es
decir tales que D, f es diferenciable en p € V' para cada f € C* (V).

Dada una funcién f € C*° (V) llamamos diferencial de f a la 1-forma

df: D(V) — C®(V),  df(D) = Df.

Diremos que una aplicacién diferenciable F': V — U, lleva un campo D €
D(V) a otro E € D(U), y lo denotamos F.D = E, si para todo z € V,

D, = EF(z)7

lo cual equivale a que Do F* = F* o E.

En R" las 0z, son una base de los campos tangentes y su base dual son las
dz;, base de las 1-formas. En un abierto coordenado (V;wv;) de la variedad, si
H = (v;): V — U C R" es el difeomorfismo correspondiente y G su inversa,
entonces definimos dv; = G« (dz;), por tanto H.(dv;) = dz;, las cuales son
base de los campos tangentes. Del mismo modo las dv; son la base dual, pues
dv;(0v;) = d;;. Por tanto todo campo se expresa como Y, f;0y,, donde ademds
fi = Dv; y toda 1-forma se escribe como Y g;dv;, siendo g; = w(dv,).

Definicién. Llamamos corchete de Lie de D, E € D(V), al campo tangente
[D,E]=DoE—FEoD,

Esta operacién tiene las propiedades de producto (anticonmutativo), con la
que D(V) es un algebra.

Proposicién 0.3 Dados D1, D2, D3 € D(V), f € C*(V), ya,b € R, se tienen
las siguientes propiedades:

a) [D1, D2]) € D(V).

b) [D1, D2] = —[D2, D1].

C) [(LDl + bDQ, Dg] = a[Dl, Dg] + b[D27 Dg]

d) Identidad de Jacobi:

[D1,[D2, D3]] + [D2, [Ds, D1]] + [Ds, [D1, D2]] = 0.

e) [D1, f Do} = (D1f) D2 + f[D1, D2].
f) Si F:V — U es diferenciable y para i = 1,2, D; € D(V) y E; € DU),
tales que F' lleva D; en E;, entonces F' lleva [D1, D2] en [E, Es].

0.0.5. Inmersiones locales, subvariedades

Definicién. Decimos que F': V — U diferenciable, es una inmersion local en
x €V si
Fy: TI(V) — TF(I)(U),



es inyectiva. Diremos que F' es inmersion si es inyectiva e inmersién local en
todo punto, en cuyo caso diremos que F'(V) es una subvariedad inmersa en U.
Si ademads, con la topologia inducida por U, resulta que

F:V— F(V),

es un homeomorfismo, diremos que F(V) es una subvariedad de U.

Teorema 0.4 S es una subvariedad de una variedad V si y sélo si cadap € S,
tiene un abierto coordenado (Vy;v;), tal que

SNVpy={zeV,: vj(x)=0, j=1,...,k}.

0.0.6. Ecuaciones diferenciales

Definicién. Llamaremos curva parametrizada en el abierto V' C V a toda apli-
cacién continua (fundamentalmente consideraremos las de clase o), definida
en un intervalo abierto real I

c:ICR—>V.

Definicién. Dado D € D(V), diremos que una curva diferenciable o: I — V
es una solucidn de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) definida por D, o
una curva integral de D, si 0.0; = D, es decir para cada t € I

Sea D =5 fi(x1,...,Tn)0; en un abierto coordenado (V; x;), o una curva
integral de D y z;(t) = z;[o(t)], entonces

zi(t) = filri(t), ..., zn(®)], i=1,...,n.

Definicién. Llamamos integral primera de un campo tangente D a toda fun-
cién f, tal que Df = 0.

Proposicién 0.5 Toda integral primera de un campo es constante en las cur-
vas integrales del campo.

Ejemplo. Sea m una masa que hemos lanzado y que se mueve en caida
libre sobre la superficie de la tierra y sea o(t) = (z(t),y(t), 2(t)) su posicién,
en el instante t, respecto de un sistema de coordenadas centrado en la tierra
y ligado a ella. Si M es la masa de la tierra, la fuerza que actia sobre m
es ' = —G(Mm/|o|*)a/|o|, que a su vez es igual a md, por tanto como
estamos suponiendo que |o| es el radio de la tierra R (que suponemos esférica),
tendremos que & = —go/|o|, para g = GM/R? y como el movimiento es muy



local podemos considerar que o/|o| = (0,0,1), en cuyo caso nuestro sistema
de ecuaciones es & = §j = 0, 2 = —g, es decir introduciendo las coordenadas de
la velocidad & = z1, § = 22, 2 = 23, 71 = Z2 = 0, Z3 = —g, que es un sistema

de ecuaciones diferenciales en R®, definido por el campo
D = 210z + 220y + 230 — 90-3,

el cual tiene una 1-forma incidente
2
w = Zzldzz +gdz =d (% —|—gz> = dh7

siendo h = 3 22/2 + gz la energia del sistema (cinética mas potencial) por
unidad de masa. Por lo que h es constante en la trayectoria, ya que 0 = w(D) =
dh(D) = Dh.

Mas generalmente consideremos una masa m que se mueve siguiendo las
leyes de Newton ' = md, bajo la accién de una fuerza conservativa es decir

que deriva de un potencial F' = — grad p, siendo p una funcién del espacio, por
ejemplo
mecdnica terrestre p(z) = mgxs, F = —mg(0,0,1),
1 M
mecdnica celeste p(z) = -GMm—, F=— G Zni,
(|| =]l

en cualquier caso introduciendo las coordenadas de la velocidad tendremos el
sistema de ecuaciones

=2, y=22, £=23, Z1 = —pa/m, 2 =—py/m, 73 =—p:/m,
que corresponde al campo tangente
D = 210, + 220y + 230, — L2, — L., — Pz
m m m
que tiene la 1-forma incidente exacta
m 2
Dadx + pydy + p.dz + mz1dzy + mzadza + mzadzz = d (p + ) Z zl) = dh,

para h la energia (cinética mas potencial).
0.0.7. Fibrado tangente y Fibrado cotangente

Definicién. Llamamos fibrado tangente de una variedad V al conjunto

TV ={D, € T,(V) : p € V},



de todos los vectores de todos los espacios tangentes Tj,(V) y la aplicacién
(proyeccién regular)
TV =YV, w(Dp)=p.

Ahora cada abierto coordenado (V;z;) de V, difeomorfo por (z;) a un
abierto U, C R", consideramos el conjunto 7~ *(V') con las funciones (coorde-
nadas)

zi(Dp) = zi(p), zi(Dp) = Dpzi,
para cada D, € 7' (V) (observemos que hemos llamado x; a las primeras
coordenadas en el fibrado aunque realmente son 7*(z;)). Las cuales establecen
una biyeccién H = (xi,2;): 7 *(V) — Un x R™ C R®™. Se demuestra que estas
cartas definen una estructura topoldgica y diferenciable y que para ella 7 es
una proyeccidon regular, es decir . es sobre (en coordenadas m = (x1,...,Tn)).

Llamamos ecuacion de segundo orden en V a todo campo tangente Z del
fibrado tangente tal que para todo punto del fibrado D, € TV,

W*(ZDP) = Dp.

Veamos la expresién de tal campo Z en nuestro abierto coordenado (7~ (V), (x4, 2:)),
sin olvidar nuestro abuso del lenguaje z; = 7" (z;)

7 = Zfﬁzq + Zgiazw siendo
fi(Dp) = Zzi(Dyp) = Zp, (1" x:) = Dpxi = 2i(Dp),
es decir f; = z;, por lo que en las coordenadas (z;, z;), sus curvas integrales

satisfacen,

/

zi(t) = zi(t), zi(t) = gi(z1(t), ..., zn(t), 21(1),..., 2n(1)),

es decir el sistema de ecuaciones de segundo orden

i (t) = gi(z1(t), ..., (), 21 (1), . .., 20 (1))
Definicién. Llamamos fibrado cotangente de una variedad V a
TV ={wp €T, (V): peV},
de todas las uno—formas de todos los espacios cotangentes T}, (V), con la apli-
cacién
TV =V, 7w(wp) =p.

Ahora para cada abierto coordenado (V;z;) de V consideremos el con-
junto 771 (U) con las funciones (coordenadas), que en cada punto del fibrado
cotangente w, € 7~ *(U) valen

zi(wp) = zi(p), 2i(wp) = wp(0i),

las cuales, como para el fibrado tangente, establecen una biyeccién con un
abierto U, x R™ de R?". Se demuestra que estas cartas definen una tnica es-
tructura topoldgica y diferenciable y que para ella 7 es una proyeccion regular.
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Teorema 0.6 U = TV tiene una uno—forma candnica, llamada forma de
Liouwille, que para la proyeccion m estd definida en cada punto wp, € T U de
la forma

Awp =T Wp.

Demostracién. Basta demostrar que el campo de 1-formas A, es dife-
renciable. Para ello consideremos un entorno coordenado (U;x;) y las corres-
pondientes coordenadas (z;,2;) en 7*(U) = 7~ (U), entonces

)\ = i Zld.Z‘l 1
=1

0.0.8. Grupos uniparameétricos

Definicién. Diremos que una aplicacién diferenciable
T:Rx V=V,

es un flujo 6 un grupo uniparamétrico si se tienen las siguientes propiedades:

a) Para todo p € V, 7(0,p) = p.
b) Paratodop eV yt,s €R,

7(t,7(s,p)) = 7(t + 5,p).
Para cada t € R y cada p € V consideramos
V=V, Tp: R =V,

tales que 7¢(p) = 7 (t) = 7(t,p) paratodot e Ry p € V.

Nota 0.0.9 Observemos que cada 7: V — V es realmente un difeomorfismo,
para cada t € R, pues tiene inversa 7—;. Ademds observemos que en términos
de las aplicaciones T¢, las propiedades (a) y (b) de grupo uniparaméirico se
expresan de la forma

’Tozid, Tt4+s = Tt O Ts,

por lo que que el conjunto {T¢,t € R}, es un grupo de difeomorfismos que opera
sobre V, y que esta forma de operar tiene una simple interpretacion. Para cada
t € R y para cada p € V, 1:(p) es el punto de V al que llega p en el tiempo t.

Definicién. Sea W un abierto de R x V conteniendo a {0} x V, tal que para
cada p € V, el conjunto

I(p) ={t eR: (t,p) e W},
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es un intervalo abierto de R conteniendo al origen. Diremos que una aplicacién
diferenciable
T W —,
es un grupo uniparamétrico local si se verifica que:
a) Para cada p € V, 7(0,p) = p.
b) Sit e I(p) y ¢ = 7(t,p), entonces I(p) = I(q) + t, es decir

sel(q) & t+sel(p),
y se tiene que
(s +1t,p) = 7(s,7(t, p))-
Si para cada t € R, consideramos el abierto de V y la aplicacién
Vi={peV: (t,p) e W}, T Vi > Vo, 7(p) = 7(t,p),

entonces (a) y (b) se transforman respectivamente en: 7o = id: ¥V — V. Vips =
7s(V¢) v en ese dominio (que puede ser vacio) Te4s = T¢ © Ts.

Teorema 0.7 Sea 7 un grupo uniparamétrico local. Para cada f € C*(V) y

p €V definimos (b)) )
. f T t7p - f p
(Df)(p) = lim =———"——=,
entonces D € D(V) y para todo p € V, Tp«(0r) = D, por tanto 7, es una curva
integral de D que pasa por p en el instante 0. A este campo D lo llamaremos
el generador infinitesimal de 7. Ademds T, deja invariante a su generador
infinitesimal D, es decir, Te.D = D.

0.0.10. Teoremas fundamentales de las EDO

Teorema 0.8 Existencia y unicidad Sea D € D(V), entonces para cada
p € V hay una dnica curva integral mdzima 1p: I1(p) — V, con I(p) intervalo
abierto conteniendo al 0, tal que 1,(0) = p.

Teorema 0.9 Dependencia diferenciable El conjunto
Wp ={(t,p) eRxV: te€l(p}

es abierto y
T:Wp =V, 7(t,p) = 1p(t).

es un grupo uniparamétrico local.

Teorema 0.10 del flujo Sea p € V un punto no singular de un campo D €
D(V), es decir tal que Dy, # 0. Entonces p tiene un entorno abierto coordenado
(Vpsvs), tal que en Vj,

0

:87111'
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Ejemplos de grupos uniparamétricos en R” son: (1) 7(¢,p) = p+ te;,
que corresponde al campo de las traslaciones, D = Oz;, el cual tiene integrales
primeras x;, para j # .

(2) 7(t,p) = €' - p, que corresponde al campo de las Homotecias, H =
z x;0x;, €l cual tiene integrales primeras z;/x;.

3) 7(t,p) = G(t) - p, para G(t) el giro de dngulo ¢ de matriz g;; = cost,
gij = —sent, gj; = sent, gj; = cost, para i, j fijos y para el resto de la diagonal
gk = 1y el resto de elementos g = 0. Que corresponde con el campo de los
Giros, G = —x;0x; +x;0x;, el cual tiene integrales primeras xy parai # k # j
y xf + x?

0.0.11. Campos tensoriales

Definicién. Llamaremos campo tensorial, de tipo (p,q) en un abierto V-.C V
—p veces covariante y g veces contravariante—, a toda aplicacién (p+¢)-lineal
sobre C* (V)

T): DP x Q1 —— C™,

es decir a todo tensor sobre el C*°(V)-mdédulo D(V). Y denotaremos con
THD(V)) 6 TA(V) si no hay confusién, el conjunto de los campos tensoriales
de tipo (p, q) sobre V, los cuales son haz de médulos.

En particular tendremos que 70 = Q, se demuestra que Ty = D, y conve-
nimos en llamar 73 = C*°.
Definicién. Definimos el producto tensorial T @ Q € 7;%:;1/'7 de campos tenso-

’
riales T € Ty Q € 7;'1, y la contraccién interior ipT € 7;'1,1, por un campo
tangente D

T®Q(D1,...,Dp+p/,w1,...,wq+q/) =
:T(D17' "aDpawly'"7w4)Q(DP+1a'"7D;D+P’7w11+17"'7wq+q/)'
iDT(Dg,...7DP7w1,.,,,wq) :T(D7D27...,Dp,wl,...,wq),

Dado un abierto coordenado (V;wv;) las 9y, son base de D, las dv; son su

base dual, y

dvi; ® ... Q dv; ®i® ® o
i ® ... in ® 5@ doy.

es una base del médulo de los tensores de tipo (p, q).

0.0.12. Tensores hemisimétricos. Producto exterior

Definicién. Diremos que un tensor covariante T € T, (V) es simétrico si
dados cualesquiera D1,...,Dp, € DV) y 1 <i < j < p, se tiene

T(Di,...,Di,...,D;,...,D,) =T(D1,...,Dj,...,Di,...,D,).
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y diremos que T es hemisimétrico si
T(D1,...,Dsy...,Dj,...,Dp) = =T(D1,...,Dj,...,Ds,...,Dp).

Ejemplo de tensor simétrico. Llamaremos métrica Riemanniana en
una variedad V a todo tensor g € T3 simétrico tal que para todo campo D,
g(D,D) >0y g(D,D)(zx) =0sii D, =0.

Denotaremos con A, (V) 6 A, si no hay confusidn, el conjunto de los campos
tensoriales de 7,(V) que son hemisimétricos. Entenderemos por Ag = C*(V)
y por A1 = TP (V) = Q.

Definicién. Dada una permutacién o € Sp, definimos la aplicacién C*(V)—
lineal

o: T, (V) = T, (V),
que paraTG’Y;,fJ y D1,...,Dp € D, vale

O—(T)[Dh' . '7DP] = T(Da(1)5~ . -aDa(p))~

Definicién. Llamaremos aplicacidn de hemisimetrizacion a la aplicacién C* (V)—
lineal
H: T (V) = Ap(V), H(T) = sig(o)o(T).

o€Sp

Proposicién 0.11 a) H? = p!H. b) Si H(T) = 0, para T € 7;0, entonces
HT®Q)=HQ®T) =0, para cada Q € T;. c) H(Ty) = Ap. d) T € T2
es hemisimétrico si y sdlo si H(T) = p!T. e) Si F: V — U es diferenciable
entonces ‘H conmuta con

F*: T2U) = TAV).

Definicién. Sean w, = H(T) € Ay y ws = H(Ts) € As. Llamaremos producto
exterior de estos campos tensoriales al campo tensorial

wr Aws = H(Tr @ Ts),

por tanto si w; € A1, wi A Awp = H(w1 ® -+ - @ wp), pues H(w;) = ws; y si
D, eD

wi A Awp(D1,...,Dp) = Z (sigo)w1 Dy - - - wpDgy(py = det(wiDj).

€Sy

Proposicién 0.12 (a) wr Aws = (—1)ws A wy.
(b) ip(wr ANws) = (ipwr) Aws + (—1)"wy A (ipws).
(¢) Sir es impar wr A wr = 0.
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Proposicién 0.13 Paran < r, A, = {0} y en un abierto coordenado (V;v;),
una base de A-(V'), parar < n, es

dvil/\.../\dvir, 1< <...<i<n.

0.0.13. Derivada de Lie.

Definicién. Dado un campo D con grupo uniparamétrico 7 y un campo
tensorial T' llamamos derivada de Lie de T con D al campo tensorial del
mismo tipo
‘T —T
DET = lfm 2"

t—0 t

Proposicién 0.14 i) DYT = Df, para cada T = f € C*.
ii) D*T = [D, E], para cada T = F € D.
iti) D*(df) = d(Df), para cada f € C*.
iv) DHT®T)=D*T®T +T® D"T'.
v) D(wE) = D*w(E) 4+ w(D*E), para cada w € Q y E € D.
vi) Para cada campo tensorial T, D; € D y w; €

D[T(Di,w;)] = D*T(D;,w;) + T(D*D1,Ds, ..., Dy wr, ... ,wg) + -+
+T(D1,...,D*Dp,wr,...,wy) +T(D1,...,Dp, D wi,wo,. .. we)+
+~~-+T(D1,...,Dp,w1,...,wq_l,Dqu).

vil) DET = 0 si y sdlo si 7e.T =T, para cada campo tensorial T y restrin-
giendo T a los entornos en los que ¢ es difeomorfismo.

viii) (Dy + D2)* = DY + DY

ix) [D1, D2]* = D o DY — D¥ o DT

X) DL(wT Nws) = D w, Aws + wyr A DFwy.

0.0.14. Diferencial exterior.

Existe una tnica aplicaciéon R-lineal d: A = ®&,A, — A, a la que llama-
mos diferencial exterior, tal que para cada p > 0, d(Ap) C Apt+1 y para todo
D € D verifica

Dt =ipod+doip.

Diremos que una p—forma w, es eracta si es dwp—1, para una wp—1 € Ap_1 'y
que es cerrada si dwp = 0.

La diferencial tiene las siguientes propiedades:

1) d(wp A wq) = dwp Awg + (—1)Pwp A dwyg.

2) d* = 0. Por tanto toda forma exacta es cerrada.
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3) DL od = do D%, para cada D € D.

4) Si F: V — U es diferenciable, entonces F*(dw) = d(F*w), para cada
we A

5) Para D1,D2 € Dy w € Q se tiene

dw(Dl, D2) = Dl(tz) — Dz(le) — w[Dl, Dg}.

0.0.15. Fibrado cotangente. Campos Hamiltonianos

Hemos visto que en el fibrado cotangente 7*(V), de una variedad diferen-
ciable V, hay una 1-forma candnica A, llamada de Liouville, que en coorde-
nadas se escribe de la forma Y z;dz;. Su diferencial A = d\ (en coordenadas
= Y dz; A dz;) es una 2-forma que define un isomorfismo candnico entre los
campos y las 1-formas en el fibrado cotangente

D(T*(V)) = UT*(V)), D —ipA,
que en coordenadas es
ipA = ZD(Z dzi N dCCZ) = Z Dz;dx; — ZDxidZi,
i=1 i=1 i=1
y por tanto se tiene la correspondencia

0

dx;.
G — ax

— 7d27;,

0
82’1‘
Definicién. Diremos que D € D(U) es un campo Hamiltoniano si ipA es
exacta, es decir si existe h € C*°(V), tal que

ipA = —dh,

a esta funcién h la llamaremos Hamiltoniano asociado al campo D (que en
general denotaremos con Dy,).

Si D es Hamiltoniano, es decir ipA = —dh, entonces h es integral primera
suya, Dh = 0, y en coordenadas

n n

Oh 0 Oh 0
D:;aziaxi 7;8%82&’

y sus curvas integrales satisfacen las llamadas ecuaciones de Hamilton

z = @(z 2) 2 __@
17021‘ 9 ) (2
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0.0.16. Variedades orientadas.

Si (V;z;) es un abierto coordenado de una variedad V de dimensién n,
entonces A (V) = {fw, : f €C>®(V)} siendo

wWn =dxyi N\ ANdxy.

Si V es conexo, las posibles bases de A, (V) son de dos tipos: las que tienen la
misma orientaciéon que wy, es decir las de la forma fw, con f > 0, y las que
tienen orientacién contraria (con f < 0).

Definicién. Diremos que una variedad (V,C*) es orientable si existe w, € Ay,
que no se anula en ningin punto de V. Si ademds V es conexa el conjunto
{w € A : wy #0,Vz € V} es unién disjunta de

AT ={fwn, f>0}, vy A" ={fwn, f<O0}

Una orientacion en V consiste en elegir una de las dos clases anteriores, que
generalmente denotamos A™. Por una variedad orientada (V, A"), entendere-
mos una variedad orientable, conexa y con una orientacién. En una variedad
orientada diremos que dos n—formas w,w’ € A,, tienen la misma orientacion
si estdan en la misma clase y orientacion contraria si estdn en distinta. Del
mismo modo diremos que dos sistemas de coordenadas v = (v;) y u = (u;),
en un abierto coordenado V', estdn igualmente orientados si dvi A --- A dv, ¥
dui A - -+ A du, estan en la misma clase. Diremos que una base de campos D;
estd bien orientada si w(Dx,...,Dy) > 0, para w € AT. Observemos que si
E; =Y a;;Dj es otra base de campos, entonces

> (] es)wDyy .., Dy

UJ(E1,...,En) =
Jj1=1  jn=1i=1
(1) - Z (H aia(i))w(DO'(l): ey DO‘(n))
c€eSy i=1
=Y sig(o)([ [ aio)w(Ds, ..., Dn) = det(aij)w (D1, ..., Dn),
o€Sn i=1

y el signo del det(a;;) dice si estd bien orientada o no.

Ejemplos de variedades orientables son:

1) R" conw=dzi A+ Adxn.

2) Una hipersuperficie cerrada de R, § = {f = 0}, con d f # 0 para cada
z € S. Basta tomar w = in(dz1 A --- Adzy,), donde N = grad(f) € D(S)* es
no nulo.

3) Los espacios proyectivos reales de dimensién impar.

4) El fibrado cotangente de cualquier variedad de dimensién n, 22, = AA
---AA, pues localmente A = Z?zl dziNdz; y 22, = nldzi Ndxi A+ - Adzp Adxy,.
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Ejemplos de variedades no orientables son:
1) La banda de Moebius.
2) Los espacios proyectivos reales de dimensién par.

0.0.17. Integracion en una variedad orientada

Definicién. Llamaremos soporte de w € A,,, al cerrado
sop(w) ={x € V: wy # 0}.

Definicién. Sea (V,A") una variedad orientada, (V;v = (v;)) un abierto
conexo coordenado de V y V,, = v(V) C R" el abierto correspondiente por el
difeomorfismo v. Por brevedad denotamos la n—forma dv = dvi A --- A dv,, €
An(V). Dada una n—forma w € A, de soporte compacto en V, por tanto
nula fuera de V, se expresa en este abierto de la forma w = f(v)dv, para
f € C=(R"), la cual se anula fuera de V,,, y definimos la integral de w como

) w— [ fdm= fvn fdxi---den, sidve AT
— [ fdm, sidveA™.
S

para m la medida de Lebesgue.

Para ver que estd bien definida, consideremos otro sistema de coordenadas
u = (u;) de V, y el abierto correspondiente U, = u(V), para el que

w=gwdui A---ANdun, = f(v)dvi A -+ A dvp,

y por tanto tales que f(v1,...,vn) = g(u1,...,un) det(du;/dv;), es decir para
el difeomorfismo F = (f;) = u ov™t:V, CcR* - U, C R", con fi=wyioF,
que en Vj,

(@) = glF (@) det 37 (a),

y por el Teorema del cambio de variable se tiene que

[ s -dy, = [ glF@) |det(f, o da,

n n

por lo que [gdm = % [ fdm, con el signo positivo si el determinante es
positivo (lo cual equivale a que u y v estén igualmente orientados) y negativo
en caso contrario.

Dado que el Teorema de cambio de variable es vélido para funciones g Borel
medibles no negativas 6 integrables, la definicién de integral se puede generali-
zar para n formas no diferenciables, en particular para una n—forma de soporte
compacto que sea diferenciable en dos abiertos disjuntos cuyo complementario
sea de medida nula.
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0.0.18. Variedades con borde

Definicién. Recordemos que en un espacio topolégico V la frontera de un
conjunto A, A, es el conjunto de puntos cuyos entornos cortan tanto al con-
junto A como a A°. Por lo que obviamente 0A = 0A°. Por otra parte también
se tiene que 9A = A — A°.

Definicién. Llamaremos variedad con borde en una variedad V a un cerrado
C =V con V un abierto conexo y tal que 9V = 0V = S sea una subvariedad
cerrada de dimensién n — 1 (6 el @), a la que llamamos su borde que separa
dos variedades con borde C'y V°.

Proposicién 0.15 Sea C' una variedad con borde S deV y sea x € S. Enton-
ces existe un entorno abierto Vy de x enV y f € C(V), con dpf # 0 para
todo p € V, tales que

SNVe={peVy: flp)=0}, VnVe={peV: f(p) <0}

Ademds si W5 es otro entorno de x y g € C*°(Wy) verificando las condiciones
anteriores, entonces para cada Dy € T(V) se tiene que Dy f > 0 sii Dyg > 0
y diremos que Dy apunta hacia fuera de C'.

Una orientacién en V induce una orientacién natural en el borde de cada
variedad con borde C C V.

Proposicién 0.16 Sea (V,A") una variedad orientada, x € S y V un abierto
entorno coordenado de x en V. Entonces si D, D’ € D(V) son no nulos y
apuntan hacia fuera de C y w,w’ € AT(V), se tiene que las n — 1-formas de
SNV, i*(ipw) ei*(ip/w') son no nulas y tienen la misma orientacion, que es
(si Ov1 apunta hacia fuera de C y dvi A -+ Adv, € AT(V))

i (dva A+ Adoy).

Proposicién 0.17 Sea C una variedad con borde en una variedad orientada
(V,A"). Entonces AT induce una orientacién natural en 0C.

Definicién. Definimos la integral de w € A,, en una variedad con borde C' de
V (w con soporte compacto si C' es arbitrario y cualquiera si C' es compacto),

como
/wz/[cw,
c

donde I¢ es la funcién indicador, que vale 1 en C' y 0 fuera.
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0.0.19. El Teorema de Stokes.

Teorema 0.18 (Teorema de Stokes) Sea (V,A") una variedad orientada
de dimension n y sea C' una variedad con borde de V. Entonces para cualquier
w € An—1(V), si C es compacto, 6 en general cualquier w € Ap—1(V) de soporte

compacto, se tiene
/dwz/ w.
c ac

Corolario 0.19 En una variedad orientable V, n—dimensional, toda n—forma
exacta tiene integral 0 en cualquiera de los casos: (i) la variedad es compacta
d (it) la n—forma es de soporte compacto.

En 1828 M.V.OSTROGRADSKY demostré la férmula (para n = 3)

/(P1+Qy+Rz)d:v/\dy/\dz: PdyAdz+ Qdz Adx + Rdx A dy,
c ac

que es un caso particular de la férmula de Stokes y basicamente el Teorema
de la divergencia que veremos mas adelante.

En 1854 (afio en el que gana Maxwell el premio Smith), G. (GABRIEL
STOKES plantea para ese premio el problema: Demostrar la férmula

/ (Ry — Q) dydz+ (Ry — P,) dxdz+ (Qq — Py) dxdy = Pdz+ Qdy+ Rdz.
c ac

Formula de Gauss-Green 0.20 Sea V un abierto de R? con 0V = 0V una
subvariedad 1-dimensional de R?%. Entonces para P,Q € C™(R?) se tiene,
siendo C =V compacto o P y @ de soporte compacto,

/ (Qz — Py)dx ANdy = Pdx + Qdy.
c ac

Criterio De Bendixson 0.21 Sea D = f0, + g0, € D(R?). Si fu + gy > 0
(< 0), entonces D no tiene drbitas ciclicas.

El Teorema de Stokes, se puede generalizar a variedades con borde con
“esquinas” .

0.0.20. Forma de volumen en variedades de Riemann

Teorema 0.22 En una variedad Riemanniana orientada (V, g, AT) eziste una
tinica n—forma w, € AT, a la que llamaremos forma de volumen, tal que para
cada © € V y cada base ortonormal bien orientada D; € Ty(V), se tiene
ww(Dl, e ,Dn) =1.
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Sea F1, ..., E, € D una base ortonormal bien orientada en un abierto coor-
denado (con las coordenadas bien orientadas) (V,v;). Sienél g = > gi;dvi®dv;
y 0;i = ai; Ej, tendremos que gi; = g(0;,0;) = > airajk, es decir que (g;5) =
AA" para A = (a;;). Y por tanto (det A)? = det(gi;) y siwy = fdviA- - -Advy,
tendremos por (1) que

f = wy(Ov1,...,0v,) = det(A) = \/det(gij)-

Cualquier n—forma w, € AT en una variedad orientada nos permite definir
el concepto de volumen Vol(C) = fc wy. En el caso particular de que nuestra
variedad sea Riemanniana y subvariedad S,, C R™, con la métrica inducida de
R™ y la tengamos parametrizada por una inmersién F: U, C R" — S,, C R™,
tendremos que sobre Sy, F' = (f;) es difeomorfismo de inversa v = (v;) que es
un sistema de coordenadas en S, (que nos define la orientacién), para el que

v = F.0xi = 377, (0f;/0%:)0y; y como
det(gi; (F(x)) = det(dv; - v;)(F(z)) = det(DF,) (DF,) = J(DF,)?,

tendremos que Vol = v, H,, pues (ver Apuntes de Teoria de la medida.)

%H,L(F(A)):/AJ(DFI)dmn:/F wo.

(4)

0.0.21. Aplicaciones a la Fisica

Definicién. Sea (V, A*,w,) una variedad orientada con una forma de volumen
wy € AT. Llamamos divergencia de un campo D € D(V) a la funcién div(D) €
C*>(V), tal que D*w, = div(D)w, = d(ipwy), pues DYw, e Ap.SiV=R"y
D =" f,0;, entonces div(D) = > (0 fi)-

Definicién. Dada una hipersuperficie S de una variedad Riemanniana orienta-
da (V, g,ws) (borde de una variedad con borde C), con vector normal unitario
exterior Oy, llamaremos flujo de un campo D € D(V) a través de S, a

(3) /D-an ws =/¢Dwv,
S S

para ws = 49, Wy la forma de volumen de S.

Teorema de la divergencia 0.23 El flujo de un campo D € D(V) a través
de una hipersuperficie, frontera de una variedad con borde C' de una variedad
Riemanniana orientada V, es igual a la integral de la divergencia del campo
D enC.


http://matematicas.unex.es/~ricarfr/librotmed.pdf
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Teorema de Liouville 0.24 Sea V un abierto de una wvariedad orientada
(V,wy) con una forma de volumen y D € D(V) con grupo uniparamétrico 7.
Si denotamos Vi = 7(V') y V(t) = Vol [V4], entonces

V'(t) = /Vt div(D) wy.

Corolario 0.25 Sidiv(D) = 0, entonces el g.u.l. 7+ de D conserva los volime-
nes. En particular el de las ecuaciones de Hamilton en T*(V), zi = —h.,,
2z, = hg,, conserva los volimenes, pues D*Qa, = 0, ya que DA = dipA =
d(—dh) = 0.

Definicién. Llamamos circulacion de un campo D € D(V) sobre una curva
orientada L de la variedad Riemanniana (V,g) a

[
L

Si nuestra variedad Riemanniana orientada (V,g,w,) es tridimensional, lla-
mamos rotacional de D, R = rot D, al inico campo tangente que verifica,
irwy = d(ipg). En el caso V = R3y D= f8, + g0y + hO.

R=(hy = 9:)0: + (f2 = ha)0y + (92 = f,)0-.

Si S es una superficie orientada del espacio, con borde la curva L, entonces

por Stokes
/iDg:/d(iDg):/irotDw7
L s s

Teorema del rotacional 0.26 FEn el espacio, la circulacion a lo largo de una
curva cerrada, frontera de una superficie S es igual al flujo del rotacional a
través de S.

0.0.22. Interpretacion fisica de la integral compleja

A continuacién veremos la interpretacién fisica de la [ f(z)dz, para una
funcién f = u + iv, con u,v € C*°(U). En primer lugar llamaremos campo
tangente asociado a f = u + iv, al campo que define su conjugada,

D = ud, —vd, € D(U).

Consideramos en el plano la métrica Riemanniana estdndar g con 2—forma
de drea w2 = dx A dy y consideremos una curva L orientada. Como es Rie-
manniana, tiene una 1-forma de longitud w1, que en el vector unitario 7' (bien
orientado) vale 1. Consideremos su ortogonal unitario N tal que wa(N,T) = 1.
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Por dltimo consideremos una parametrizacion de L bien orientada, es decir
o: [a,b] = R? con L = ofa,b], y wi(c’) > 0. Entonces se tiene que en L

ipg =udx —vdy = (D -T)wi, ipwz=vdx+udy= (D N)wi,
/f(z)dz:/(u+iv)(dx+idy) :/(uda:fvdy)+i/(vdx+udy)
L L L

L

Z/iDg+i/tiz:/D-Tw1+i/D-Nwl
L L L L
b b b
:/ (uw'—vy/)dt—&—i/ (vx’—!—uy/)dt:/ flo()o'(t)dt.

Observemos que la parte real es la circulacién de D a lo largo de L y la parte
imaginaria el flujo de D que atraviesa L.

Ahora bien si nuestra curva es cerrada, borde de una variedad con borde
C, podremos utilizar Stokes y para la funcién rot D = —uy — v,

/f(z)dz:/ iDngz'/ ipwzz/rotDwngi/divag.
L ac le; c c

La condicién necesaria y suficiente para que f sea holomorfa en U es que u y v
sean de clase 1 en U y se satisfagan las ECUACIONES DE CAUCHY—RIEMANN

(a la izquierda)
Ugp = Vy, - divD = uz, —vy =0,
Uy = —Vg, rot D = —uy — vz =0,

y se tiene el Teorema de Cauchy, || ;. J(2)dz = 0 en cualquier curva cerrada
L borde de una variedad con borde C C U.
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