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Capitulo 1

Medida

1.1. Introduccion Histdérica.

El concepto de medida tiene una larga historia de més de 5000 anos,
que surge del manejo de longitudes, areas y voliumenes fundamentalmen-
te y de la necesidad de su cédlculo. Estos tres ejemplos particulares de
medidas son los que han servido como guia para sacar a la luz el concepto
que detras de ellos se escondia.

El Papiro de Mosci, considerado del 1800 A.C., es, con el de Rhind,
uno de los documentos egipcios con problemas matematicos, mas anti-
guos que se conocen (ver pig.435). En él encontramos problemas como
el del célculo del volumen de un tronco de piramide 6 el calculo del
area de una superficie curva (en él no se aprecia con claridad si se trata
de una semiesfera o de un semicilindro de altura el didmetro, los cua-
les tienen igual area). En cualquier caso en la solucién que da el papiro
de este problema se hace uso, aparentemente, de la aproximacién de 7,
4(1—1/9)% = 3,160....

Sin embargo no es hasta el libro de EUCLIDES (300 a.c.?) Los Ele-
mentos (ver VANDALEN-MONNA, p. 78 y BOYER, p. 129), que aparecen
las primeras demostraciones satisfactorias de teoremas relativos a areas
y volumenes. Aunque, también es cierto, en este libro no hay definiciones
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de longitud, drea 6 volumen; Fuclides las considera caracteristicas que
puede medir respectivamente en las figuras que si define, como son:

Linea es una longitud sin anchura. (Libro I, Def.2).
Superficie es lo que sdlo tiene longitud y anchura (Libro I, Def.5).

Sélido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad (Libro XI,
Def.1).

y tampoco define qué es medir, es una palabra que utiliza no sélo cuando
habla de estas tres “magnitudes” geométricas, sino también en el ambito
de la aritmética; por ejemplo en el libro VII, las definiciones 3 y 4 dicen

3.- Un ndmero es parte de un numero, el menor del mayor, cuando
mide al mayor.
4.- Pero partes cuando no lo mide.

por ejemplo 3 es parte de 15 y 6 es partes de 15.

Las longitudes las daba en comparaciéon con un segmento unidad,
las areas con un cuadrado unidad y los volimenes con un cubo unidad,
de este modo dio los valores correspondientes a figuras simples como
poligonos y poliedros y demostré teoremas como el de Pitagoras. Otros
autores griegos mas que dar la medida de una figura daban resultados
del tipo: A y B tienen igual drea 6 volumen. Por ejemplo ARQUIMEDES
(287-212 a.c.) atribuye a EUDOXO (408-355 a.c.) la demostracién de que
el volumen de un cono es un tercio del volumen del cilindro de la misma
base y altura. Esto sin conocer este volumen, para el que hace falta
conocer el area del circulo, que descubri6 casi 100 anos después el propio
ARQUIMEDES demostrando que es el de un tridngulo rectdngulo con un
cateto el radio y el otro la longitud de la circunferencia; suyo también es
que el volumen de la esfera es 2/3 el volumen del cilindro 6 que el drea
de la esfera es la del cilindro circunscrito (ver BOYER, p.177). Para esta
ultima, que demuestra en Sobre la esfera y el cilindro (ver la bibliografia
en la pag.70), utiliza los axiomas de Euclides junto con cinco principios
de los que destacan,

4.- Dos superficies que tienen los mismos limites en un plano son
desiguales cuando ambas son concavas en la misma direccion y una de
ellas estd completamente limitada por la otra y por el plano que tiene los
mismos limites que esta otra, o cuando una de ellas solo estd parcial-
mente limitada por la otra y el resto es comin. La superficie limitada es
la menor.

5.- Dadas dos lineas, dos superficies o dos solidos desiguales, si el
exceso de una de estas figuras sobre la otra se anade a si mismo un
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cierto numero de veces, se puede superar una u otra de las figuras que
se comparan entre si.

(este dltimo es el conocido Axioma de Arquimedes). Y en la demos-
tracién hace un uso riguroso del concepto de limite.

Por tltimo suya es también la mejor acotacién de 7 de la época:
34 (10/71) < w < 3+ (10/70).

Asi se mantuvieron mas o menos las cosas durante 2000 anos, hasta
que en 1883 G. CANTOR (1845-1918) dio la primera definicién de medida
m(A) de un conjunto arbitrario (acotado) A C R™. Otros autores como
STOLZ en 1884 y HARNACK en 1885 dan definiciones equivalentes en R.
Para ellas la propiedad aditiva de la medida m[A U B] = m[A] + m[B],
para conjuntos disjuntos A y B, se satisfacia si los conjuntos estaban
“completamente separados”, pero no en general, pues con sus definiciones
un conjunto y su adherencia median lo mismo y por tanto los racionales
y los irracionales de [0, 1] median 1, lo mismo que todo [0, 1].

El primero en considerar qué conjuntos A son medibles y dar una
definicién de su medida fue en 1887 G. PEANO (1858-1932), el cual
consideré la medida m[A] de sus predecesores (que en el caso del plano
definfa mediante aproximaciones externas de A con poligonos) y a la que
llamé medida exterior y considerd, para A C R, con R un rectangulo,
la medida interior de A como m[R] — m[R\A]; definié conjunto medible
como aquel cuya medida interna coincide con la externa y demostré que
la medida era aditiva. Ademaés explicé la relacién existente entre medida
e integracién, demostrando (ver PESIN, p.38) que una funcién acotada
f:[a,b] = [0,00), era Riemann integrable si y sélo si el conjunto E de
R? limitado por la gréafica de f y las rectas x = a, z =bey = 0 era
medible, en cuyo caso

/abf(m)dx — m[E].

En 1892 C. JORDAN (1838-1922) dio una definicién mas simple utili-
zando una malla de cuadrados de igual lado, en lugar de poligonos, para
aproximar el conjunto.

Sin embargo estas definiciones eran pobres, pues por ejemplo con
ellas los racionales ya no eran medibles.

E.BOREL (1871-1956) dio, en su doctorado de 1894, el siguiente pa-
so importante considerando la numerable aditividad para sus medidas.
Ademaés dio una definicién razonable de conjuntos de medida nula, de
hecho mientras que para sus antecesores los racionales de [0, 1] median 1,
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BOREL concluyé que median menos que € >_(1/n?) —y por tanto cero—,
considerando para cada 7, € QN [0,1] un segmento de longitud €/n?,
con € > 0 arbitrariamente pequeno.

Se sabia desde CANTOR que todo abierto A C R era unién, A = UI,,
a lo sumo numerable de intervalos abiertos I,, disjuntos. BOREL define
su medida como la serie m[A] = > m[l,] v describe la clase de los con-
juntos (ahora llamados Borelianos) que pueden obtenerse a partir de los
abiertos, mediante iteraciones en las que se hacen uniones 6 diferencias
A\ B numerables de conjuntos de la clase, e indica que para estos con-
juntos puede definirse una medida que es numerablemente aditiva (i.e.
la medida de una unién numerable y disjunta de conjuntos medibles es
la suma de sus medidas). La numerable aditividad de BOREL frente a
la finita aditividad de PEANO—JORDAN fue una propiedad bésica que
permitié obtener los resultados fundamentales en la teorfa de integra-
ciéon abstracta, teoria que desarrollé fundamentalmente H. LEBESGUE
(1875-1941) a partir de su tesis de 1902. La numerable aditividad y la
integracién estan muy relacionadas, de hecho la originalidad de LEBES-
GUE no reside tanto en haber extendido la integral de Riemann, como
en su descubrimiento —obtenido independientemente por W.H.YouNG
para funciones semicontinuas— del teorema fundamental sobre el paso
al limite de la integral, que obtiene como consecuencia de ser la medida
numerablemente aditiva.

1.2. o—algebras de conjuntos

1.2.1. Anillos, Algebras y o—algebras.

Entre las actividades caracteristicas de la ciencia destaca la obser-
vacién de magnitudes —es decir de las propiedades fisicas susceptibles
de ser medibles—, y su medicién. En la leccién siguiente definiremos el
concepto general de medida, que engloba términos como: longitud, drea,
volumen, probabilidad ¢ carga y en esta primera nos fijaremos de forma
muy general en la coleccién de los objetos o sucesos a medir. Uno podria
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pensar que podemos medir el volumen de cualquier subconjunto del es-
pacio tridimensional, pero no es asi. Es por ello que debemos aclarar las
propiedades que deben tener esos subconjuntos que queramos medir. Pa-
ra ello consideraremos un conjunto arbitrario €2 del que queremos medir
(en algun sentido) algunos de sus subconjuntos, daremos la estructura
que tiene esa coleccion y estudiaremos sus propiedades y consecuencias
bésicas.

Definiciéon. Llamaremos anillo en €2, a una coleccién no vacia A C
P(R), para la que:

A Be A = AUB,A\BeA,

lo cual implica que AN B € A (ver el ejercicio 10.11.2, pag.409). Ob-
servemos que @ = A\A € A, pero  no estd necesariamente en A.
Llamaremos dlgebra a un anillo A para el que Q € A y por tanto ce-
rrada por paso al complementario y por uniones o intersecciones finitas.
Llamaremos o —dlgebra a un algebra A cerrada para uniones numerables,
por lo tanto con las siguientes propiedades:

a) Qe A

b) Si A € A entonces A° € A.

¢)SiAy,...,A,,... € A, entonces U, A, € A.

n=1
Se sigue de forma inmediata que un algebra y un anillo son cerrados

para intersecciones finitas y una o—édlgebra para intersecciones numera-
bles.

Ejemplo 1.2.1 P(Q) es la mayor oc—élgebra de €.
Ejemplo 1.2.2 {&,Q} es la menor o—4lgebra de Q.

Ejemplo 1.2.3 Sea Q) con infinitos elementos (numerable o no) y consi-
deremos la coleccién A de todos los subconjuntos A C €2, tales que A
6 A€ sea numerable. Entonces A es o—dlgebra de (2.

Ejemplo 1.2.4 Sea () con infinitos elementos y consideremos la colec-
cién A de todos los subconjuntos A de €2, tales que A 6 A€ sea finito.
Entonces A es édlgebra pero no o—-algebra de Q.

Ejemplo 1.2.5 Sea 2 = R y A la coleccién de todas las uniones finitas
y disjuntas de los semiintervalos® acotados (a,b], con —oco < a < b < .
Entonces A es anillo pero no dlgebra ni o—édlgebra.

1Para a = b, entendemos (a,a] = @
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Ejemplo 1.2.6 Sea Q2 = R y A la coleccién de todas las uniones finitas
y disjuntas de intervalos del tipo (a,b] 6 (a,00), con —o0 < a < b < 0.
Entonces A es algebra pero no o—élgebra.

Definicién. Llamaremos espacio medible al par (£2,.A), donde 2 es un
conjunto y A es una o—algebra de Q y conjuntos medibles a los elementos

de A.

Definicién. Diremos que una aplicacién entre espacios medibles,
F: (Ql,.Al) — (QQ,AQ),

es una aplicacion medible, si F~(B) € A; para todo B € Aj, es decir?
F_l(AQ) C A

Nota 1.2.7 Es obvio que la interseccién arbitraria de o—algebras en 2
es una o—algebra, esto justifica la siguiente definicién.

Definicién. Si C es una familia de subconjuntos de §2, denotaremos con
o(C) la minima o—&lgebra que contiene a C, que por la nota anterior existe
y es la interseccion de todas las o dlgebras que la contienen (observemos
que al menos hay una, P(£2)). Del mismo modo se tiene la existencia de
la minima algebra que contiene a la familia, que denotamos «/(C).

Nota 1.2.8 Si hay confusién y necesitamos hacer referencia al conjunto
2 denotaremos las familias de conjuntos anteriores: oo (C), aq(C).

1.2.2. o—algebra de Borel.

Un caso particularmente importante de espacio medible se tiene cuan-
do (©,7) es un espacio topolégico. Recordemos que T C P(f2) es una
topologia si verifica:

HNQoeT.

2) Si Ay,..., A, €T, Nt A, eT.

3) Dada una coleccién arbitraria de 4; € T, su unién U; A; € T.
Definicién. Dado un espacio topoldgico (2, 7)), llamaremos o—dlgebra
de Borel a la generada por sus abiertos, que denotaremos o(7) = B(f2)
y a sus elementos los llamamos borelianos .

2Notacién: Si F: Q1 — Q2 y C C P(Q2), denotamos
F~YC)={F~YB): Bec}.
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Ejemplo 1.2.9 Los abiertos y cerrados son borelianos y si el espacio es
Hausdorff también los compactos (pues son cerrados).

En el siguiente resultado vamos a utilizar el principio de los buenos
conjuntos.

Lema 1.2.10 Para cada A C € se tiene que’
c(C)NA=0c4a(CNA).

Demostracién. Se demuestra facilmente que o(C) N A es una o—
algebra de A que contiene a C N A, por lo tanto

o(C)NA D oa(Cn A),

y para demostrar la otra inclusién consideramos la familia de “buenos
conjuntos”

A={Cea(C): CNAcoa(CNA)},
la cual es o—dlgebra y satisface C C A C o(C), por tanto A= c(C) y se

tiene el resultado. &

Proposicion 1.2.11 Si X es un espacio topolégico e Y C X es un subes-
pacio suyo, entonces

B(Y) = B(X)N Y.

Demostracién. Por ser 7(Y) = T(X)NY y por el Lema anterior
(1.2.10).

Definicién. Llamamos base de un espacio topolégico a una coleccién de
abiertos tal que todo abierto del espacio es unién de abiertos de la base.

Proposicion 1.2.12 Si un espacio topoldgico tiene una base numerable
de abiertos N, entonces B(Q) = o(N).

Demostracién. Obvio pues 7 C o(N), por tanto o(N) = B(Q2). 1

3Notacién: Dada una familia de conjuntos C en Q y un A C 2, consideramos la,
familia en A
CNA={CnA: CeC}

4Esto suele nombrarse diciendo que el espacio satisface el sequndo azioma de
numerabilidad.
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Ejemplo 1.2.13 En Q = R con la topologia usual Tg, de las uniones ar-
bitrarias de intervalos abiertos (a,b), podemos tomar como N = {(a,b) :
a,b € Q}, para el que o(N) = B(R). Como consecuencia veamos que

C=A{(a,b]: a,beR} = B(R)=0(C)
(en los ejercicios se veran mds familias generadoras).

Demostracién. Por una parte (a,b] = (a,00) N (b,00)¢ € B(R) y

por otra
> 1
(a)b)_U<aab_n:|7

n=1

por lo que N C ¢(C) C B(R) y el resultado se sigue. 1

Ejemplo 1.2.14 En Q = R = R U {—00, 00}, definimos la topologia T,
formada por las uniones arbitrarias de intervalos del tipo

[—oo,b), (a)b)v (a,oo],

con a < b € R, para la que Tg = T N R. Esta topologfa tiene una base
numerable Ny formada por los mismos intervalos pero con a,b € Q.
Observemos que por (1.2.11) se tiene

BR) = B(R)NR,
por lo tanto como R, {—oco}, {oc} € B(R), se tiene que
BR) ={E,EU{cc}, EU{~x}, EU {00, —c0}: E € B(R)}.
Ejemplo 1.2.15 Si Q = R", podemos considerar la base numerable N

formada por los rectdngulos abiertos (a,b) con a,b € Q", donde para
a = (a;),b = (b;) € R utilizamos la notacién

(a,b) = H(a“bl) = {(1‘1, e ,l‘n) La; <y < bi},

(a,b] = H(%‘Jh‘] ={(z1,...,2n) : a; <m <b;}, etc...
Proposicion 1.2.16 La o—dlgebra B(R™) estd generada por cualquiera de
las clases:

C1 ={(a,b), a,b e R"},
Co = {(a,b], a,b e R"},
Cs={H ={(z1,...,2n) s x; <b}, para algin 1 <i<n ybecR}.
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Demostracion. Por una parte todo abierto es unién numerable de
rectangulos abiertos con extremos en Q™, por otra parte observemos que

(aab] = {561 < al}c N {xl < bl} n---N {xn < an}c N {xn < bn}a

por tanto se tienen la primera y tercera inclusiones (las otras son obvias)

B(R™) C 0(C1) Co(Ca) Co(C3) C B(R™). 1

1.2.3. El conjunto de Cantor.

Hay un compacto K en R, que por sus peculiares propiedades resulta
muy util a la hora de construir ejemplos o contraejemplos en Teoria de
la medida. Consideremos la sucesién de compactos de R:

Ko
0 1

K,
0 1/3 2/3 1

K>
0 1/9 2/9 1/3 23 7/9 8/9 1

K3

Figura 1.1. Conjunto de Cantor K = NK,,

Ko=1[0,1] D K; =
Ky =Kon(1/3,2/3)°=0,1/3]U[2/3,1] D K, =
Ky =K1 n(1/9,2/9)°N (7/9,8/9)° =
=[0,1/9] U [2/9,3/9] U [6/9,7/9] U[8/9,1] D K5 =
Ki>---D>K,D - -DNK, =K,

observemos que cada K, es unién de 2" intervalos disjuntos de longitud
(1/3%).

Definicién. Llamaremos conjunto de Cantor a K = NK,,.

Lema 1.2.17 Sea X un espacio topoldgico y A C X, entonces

o

(A)° = A%,
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Demostracién. Como A es abierto y ( /Ol)c es cerrado, se tiene
—_ — — [e]
A°CAc = A CA = A CA
[e] [e] —_ o]
ACA = A°C(A)° = AcC(A)° 1
Teorema 1.2.18 El conjunto de Cantor es compacto, perfecto (cada x €

K es limite de puntos z,, € K\{x}), es denso en ningin lado (K = &),
su complementario en [0,1] es denso en [0,1], tiene la cardinalidad del
continuo y tiene medida de Lebesgue nula.

Demostracién. Es compacto por ser cerrado de [0,1] que es com-
pacto. Cada K, es unién de 2" intervalos disjuntos de longitud (1/3™),
cuyos extremos estan en K, pues cada extremo de un intervalo de K,
es extremo de un intervalo de K, ;1. Ahora dado x € K y n € N, como
x € K, uno de sus 2" intervalos de longitud (1/3™) lo contiene y po-
demos elegir z,, como uno de los extremos de dicho intervalo (que sea
distinto de z), como |z — z,| < 37™ se sigue que K es perfecto.

Que m(K) = 0 se sigue de que

2’ﬂ
0 <m(K)<m(K,)= 3 — 0,
lo cual a su vez implica que I% = @, pues si existe un intervalo abierto
(a,b) C K, tendriamos que 0 < m(a,b) = b—a < m(K), lo cual es
absurdo, por tanto en X = [0, 1], el interior de K también es el & y esto
equivale por el Lema (1.2.17), a que [0, 1]\K = [0, 1], es decir [0, 1]\ K es
denso en [0, 1].

Por tdltimo, que tiene la cardinalidad del continuo se ve considerando
la biyeccién entre el conjunto de sucesiones de ceros y unos ({0, 1}Y)
—del que quitamos las sucesiones que a partir de un término son 1— y
el conjunto [0,1) (que tiene la cardinalidad del continuo), mediante la

aplicacién
o0

T
(xt) — T = E YR
27,
i=1
por lo que 0, z1x2x3 . . . es la expresion binaria de z. Ahora consideramos

la biyecciéon que a cada tal sucesion le hace corresponder el punto de
K —{1}

o0

() —y=3 =S

i=1 i=1
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y el resultado se sigue, pues observemos que 0, y1y2ys3 . .. es la expresién
ternaria de y, la cual corresponde a un punto de K si y sélo si los y; =0
6 Y, = 2. 1

1.2.4. Clases mondétonas

Definicién. Llamaremos limite superior y limite inferior de una suce-
sién de conjuntos A,, respectivamente a los conjuntos

limsup 4,, = ﬁ D A,, liminfA, = D ﬁ A,

m=1n=m m=1n=m

y denotaremos con

A, TA & A,CA,41, paracada neN y UA,=A.
A, lA & A,DA,;1, paracada neN y NA,=A.

Definicién. Una clase mondtona C de € es una familia de subconjuntos
de ) satisfaciendo las condiciones:

a)Si A, €eCy A, T A, entonces A € C.

b)Si A, €Cy A, ] A, entonces A € C.

Ejemplo 1.2.19 Sea Q = R, la coleccién de todos los intervalos es clase
mondtona y no es o—algebra.

A continuacién damos unas simples propiedades de las estructuras

conjuntistas definidas.

Proposicion 1.2.20 Una familia A de §) es una o—dlgebra si y sdlo si es
algebra y clase mondtona.

Demostracion. Higase como ejercicio. Obsérvese que toda unién
numerable UA;, se puede poner como unién de una sucesién creciente de
conjuntos del algebra

5o Ui s
i=1

También se tiene que la interseccién arbitraria de clases mondétonas
es clase monoétona y por tanto dada una clase C de subconjuntos de §2,
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existe la minima clase mondtona que la contiene, que denotamos con
M(C). Para la que se tiene que si C C D C P(Q) entonces

a(C) c a(D), o(C)Co(D) y M(C)c M(D).

El siguiente resultado es importante no sélo por lo que dice sino por-
que nos ofrece un buen ejemplo en el que se utiliza (tres veces) una
técnica comun en Teoria de la medida, el principio de los buenos con-
juntos.

Lema 1.2.21 Si A es dlgebra, M(A) es dlgebra.

Demostracién. 1.- Q € M(A) es obvio pues €2 € A.

2-Ae M(A) = A° € M(A), pues la clase {A € M(A) : A° €
M(A)} es mondtona® y contiene al algebra A, por tanto es M(A).

3.- En primer lugar veamos (i) que si A € M(A) y B € A, entonces
AN B e M(A), para ello observemos que fijado B € A, la clase

{Ae M(A): AnBe M(A)},

es mondtona y contiene a A, por tanto es M(A). Ahora veamos que si
A, B € M(A), entonces AN B € M(A), para ello fijemos A y conside-
remos

{Be M(A): AnBe M(A}

que es clase mondtona y por (i) contiene a A, por tanto es M(A). 1
Teorema de la clase monétona 1.2.22 Si A es dlgebra entonces
g(A) = M(A).

Demostracién. Por (1.2.20) o(.A) es clase mondtona, por tanto
a(A) D M(A). Por el lema anterior M(A) es dlgebra y por (1.2.20)
o—dlgebra, por tanto o(A) C M(A). 1

50Observemos que la demostracién no se hace para un elemento A, sino para todos
los elementos a la vez, viendo que tienen estructura de clase mondtona. En esto
consiste el principio de los buenos conjuntos.
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Ejercicios

Ejercicio 1.2.1 Demostrar que una clase no vacia A es un &lgebra en Q si y
sélo si se verifican las siguientes propiedades:

i) Si A € A entonces A° € A.

ii) Si A, B € A, entonces AN B € A.

Ejercicio 1.2.2 Dada una aplicacién F: Q — ', demostrar las siguientes
propiedades:

() P }(UB:) = UFk(B), BB =B, P75 = [P B
(i) F(UA) = UF(A,), F(NA;) C NF(Ay),

(iii) Si F es sobre F(A)° C F(A°).

(iv) Si F es inyectiva F(A)° D F(A®) y F(A)°NF(Q) = F(A°).

Ejercicio 1.2.3 Dada una aplicacién F: Q — ', demostrar que:

(a) Si A es una o-dlgebrade Q, A'={BC Q' : F'(B)€ A} loes de Q'.
(b) Si A’ es una o-dlgebrade @', A= F A ={FY(B)cQ: Bec A}l
es de Q.

(c) SiC C P(), o[F~HC)] = F[o(C)].

(d) Demostrar quesi (2, 7) y (', T’) son espacios topolégicos y F es continua,
entonces F'~'(B) € B(Q), para todo B € B(Q'). (Sol.)

Ejercicio 1.2.4 Consideremos las siguientes extensiones de una familia C de
subconjuntos de 2:
Ci={ACQ:AeCé A" e},
Co={A1N---NA,: A €C, neN},
C3={A1U---UA,: A; € Ca, n € N}

Demostrar que Cs = a(C). (Sol.)

Ejercicio 1.2.5 Sean (1,.41),...,(2x, A,) espacios medibles. Demostrar que
la familia de los productos de medibles,

R={A1 X xA, CUX--xQ: A €A},

es una clase elemental (es decir que satisface las condiciones: (i) @ € C, (ii) si
A,B € C, entonces AN B € C y (iii) si A € C, A° es unién finita disjunta de
elementos de C). (Sol.)
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Ejercicio 1.2.6 Demostrar que si C es una clase elemental, la familia de uniones
finitas disjuntas de conjuntos de C es el dlgebra «(C). (Sol.)

Ejercicio 1.2.7 Demostrar que la o—dlgebra B(R) se genera por las familias:
Ci={(a,b) : a,b € R}, C>={(a,b]:a,beR},

Cs ={[a,b) : a,b e R}, Cs={[a,b]:a,beR},
Cs = {(—00,b) : b e R}, Cs={(—00,b]:beR},

Ejercicio 1.2.8 Demostrar que la o-dlgebra B(R) se genera por la familia C =
{(a,b] : a,b€ R}

Ejercicio 1.2.9 Demostrar: (a) @ C liminf A, C limsup A, C Q.
(b) Si A, 1+ A (6 A, | A), entonces limsup A, = liminf A,, = A.

Ejercicio 1.2.10 ;Puede una o—dlgebra infinita contener sélo una coleccién
numerable de elementos? (Sol.)

1.3. Medida

1.3.1. Definicion y propiedades

Definicién. Por una medida®, en un espacio medible (2,.4) —con A
algebra 6 anillo—, entenderemos una funcién no negativa

w:A—[0,00],
que satisface:
(a) p(2) =0.
(b) Es numerablemente aditiva, es decir si dados Ay,...,A4,,...€ A

disjuntos —es decir tales que A; N A; = &, para i # j— y cuya unién
esté en A (esto es automético si A es o—dlgebra), entonces

w( U An) = Z:U’(An)

6 Algunos autores la llaman medida positiva.
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Si la condicién (b) sélo es valida para colecciones finitas de conjuntos
disjuntos, Ay, ..., A,, diremos que la medida es aditiva.

Diremos que una medida p es o—finita si existe una sucesién de con-
juntos medibles y disjuntos A,, € A, tal que UA,, = Qy cada u(A4,) < oco.
Llamaremos probabilidad a toda medida verificando p(Q2) = 1.

Definicién. Llamaremos espacio de medida a toda terna (Q, A, i), don-
de p es una medida sobre la o—algebra’ A de Q.

Definicién. Diremos que un espacio de medida (€2, A, 1) es completo si
para cada B C A, con A € Ay pu(A) =0, también es B € A.

Ejemplo 1.3.1 La medida delta de Dirac. Consideremos (9,4, i),
re€Qyparacada E € A u(E)=0,sic ¢ Ey u(E)=1,siz € E.
Es la probabilidad concentrada en x, 6 delta de Dirac en x, suele
denotarse con 9.

Ejemplo 1.3.2 La medida de contar. Consideremos (€2, A, 1), con los
puntos z medibles, {z} € Ay u(@) =0, u(A) =n si A es finito y tiene
n € N elementos y pu(A) = 0o en cualquier otro caso.

Ejemplo 1.3.3 Consideremos 2 = N, y una sucesién de nimeros reales
no negativos p,, > 0. Para cada A C N definimos

p(A) =" pa,
neA

la cual es una medida en (N,P(N)), para la que u({n}) = p,. Si la
> pn = 1 entonces es una probabilidad y si p, = 1 para cada n, u es la
medida de contar en los naturales.

Otros ejemplos de medidas, de las que estudiaremos algunas a lo largo
del curso, son:

Ejemplo 1.3.4 La medida de Lebesgue en R™. Demostraremos la
existencia de una tnica medida, definida en los borelianos de R™, inva-
riante por traslaciones y que en el cubo unidad vale 1.

Ejemplo 1.3.5 Las medidas de Lebesgue—Stieltjes en R".

Ejemplo 1.3.6 La medida de Haar en un grupo localmente compac-
to®, que generaliza a la de Lebesgue en el sentido de que son invariantes

"En algunas ocasiones A es sélo dlgebra 6 anillo, en cuyo caso lo especificaremos.
8Ver la definicién de espacio topolégico localmente compacto en la pag.325.
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por traslaciones en el grupo (ver COHN; FOLLAND).
Ejemplo 1.3.7 La medida asociada a una variedad Riemanniana.

Ejemplo 1.3.8 Las medidas de Hausdorff en un espacio métrico. Mas
generales que la de Lebesgue nos permitiran definir el drea de una su-
perficie del espacio.

Proposicion 1.3.9 Sea (Q, A, u) un espacio de medida, entonces para
A Be A:

(a) u(B) = (BN A) + u(B N A°).

(b) Si A C B entonces u(B) = pu(A) + u(B\A).
(c) Si AC B y u(A) = oo, entonces u(B) = oc.
(d) Si A C B entonces pu(A) < u(B).

(e) n(AU B) + u(AN B) = pu(A) + u(B).

(1) WA U B) < u(4) + u(B).

(g) Si Aq,..., A, € A, entonces

plALU - U Ay) < p(Ay) 4 - 4 plAn).

Demostracién. (¢) Como AUB = (ANB°)U(ANB)U(A°NB),
tendremos que

u(A) + w(B) = w(AN B) + p(AN B) + (AN B) + p(A°N B)
n

"
AN B) + u(AUB).

(g) Por induccién y usando (f). 1

Nota 1.3.10 Los apartados anteriores son véalidos si A es anillo y u es
aditiva.

Una de las propiedades bésicas y mas tutiles de las medidas consecuen-
cia de ser numerablemente aditivas, es la de la “continuidad secuencial” .

Proposicion 1.3.11 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y A,, € A una
sucesion, entonces:

(a) Si An, 1T A, entonces u(Ay) = u(A).
(b) Si A, L Ay (A1) < oo, entonces 1(An) — p(A).
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Demostracion. (a) Consideremos los conjuntos disjuntos
By = Al» B, = An\An—l = An N A%_l

para los que por induccién se tiene A, = B1U...UB, y A =U2, 4, =
Us2, By, por tanto

CS

u(A) =

n=1

)= 3 P

= lim_ Zlu(Bm) = lim @(Up,—1Bpn) = lim p(An).
m=

(b) Como A,, C Aj, tenemos por (1.3.9)—(b) que
(An) + p(A\An) = p(Ar) = p(A) + p(A\A),

y todos los términos son finitos por serlo la suma. Ahora como A, | A,
entonces A1\A, T A1\A y por (a) im p(4,) = p(4). 1

Por tltimo se tiene que si de una medida p sélo sabemos que es adi-
tiva, el siguiente resultado nos dice cuando es numerablemente aditiva.

Teorema 1.3.12 Una medida aditiva p sobre un anillo A es numerable-
mente aditiva, si se verifica una de las dos condiciones:

(a) p es continua superiormente, es decir dados An, A € A con A, 1T A,
p(An) = p(A).

(b) w1 es continua inferiormente en el &, es decir si dados A, € A, con
A, | @, se tiene u(A,) — 0.

Demostracién. Sea A,, € A una sucesién de conjuntos disjuntos
tales que A = UA,, € A, entonces para B, = U}, A, tendremos que
B, 1 A, por tanto en el caso (a)

Z,u p(Uimg Ai) = p(Bp) — p(U21 Ag),

y el resultado se sigue. Ahora en el caso (b) como A\B,, | A\A = &,
tendremos que p(A\B,) — 0, y como

p(A) = u(A\B,) + u(By),

el resultado se sigue. 1
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Ejercicios

Ejercicio 1.3.1 Consideremos (N, P(N), u1), el espacio de medida de contar en
los naturales. Encontrar una sucesién A, | @ para la que no se verifique

1(An) = (@) = 0.

Ejercicio 1.3.2 Consideremos (N, P(N), n), para p(A) = 0 si A es finito y
1(A) = oo en caso contrario.

(a) Demostrar que p es aditiva pero no numerablemente aditiva.

(b) Encontrar una sucesién A, 1 A para la que no se verifique u(A,) —

1(A).

Ejercicio 1.3.3 Dada una medida p y una sucesién A,, € A, demostrar que

p(lJ 4n) €D nuAn). (Sol)

n=1

Ejercicio 1.3.4 Sea p: A — [0, o], aditiva en un dlgebra .A. Dada una sucesién
A, € A de conjuntos disjuntos cuya unién estd en A, demostrar que

2 Lt

CS

n=1

Ejercicio 1.3.5 Dado un espacio de medida (2,4, 1) y una sucesién A, € A,
demostrar que:

i) p(liminf A,,) < liminf pu(Ay).

ii) Que si u(UA,,) < oo, entonces limsup p(Ay) < p(limsup A,). (Sol.)

Ejercicio 1.3.6 Demostrar el Lema de Borel-Cantelli: Sea (€2, .4, 1) un espacio
de medida y C,, € A, entonces

Z )<oo = p(limsupC,)=0. (Sol.)

n=1

Ejercicio 1.3.7 Dada una medida finita g sobre una o—algebra A y una su-
cesién A, € A tal que liminf A,, = limsup A, = A, demostrar que p(A) =
limp o0 p(An).
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Ejercicio 1.3.8 Dada una sucesién doble ., € (—00, 0], tal que para cuales-
quiera n,m € N| Tnm < Tnt1,m ¥ Tam < Tn,m+1, demostrar que

Iim lim znm = lim lim z,m. (Sol.)

Ejercicio 1.3.9 Dado un espacio medible (£2,.4) y una sucesién de medidas en
él pyn. Demostrar: a) Si pn < piny1, entonces u(A) = lim un,(A) define una
medida en el espacio. b) Sean como sean las iy, u(A) = > un(A), define una
medida en el espacio.

Ejercicio 1.3.10 Dado un conjunto §2 no numerable, demostrar que
A={ECQ: E6 E° esnumerable},

es o—dlgebra y en ella pu(E) = 0 si E es numerable y pu(E) = 1, si E° es
numerable, es una medida. (Sol.)

Ejercicio 1.3.11 Dado un espacio de medida semifinita (2,4, i), es decir tal
que para todo E € A con u(F) = coexiste F € A,con F C Ey 0 < pu(F) < oo,
demostrar que para todo E € A con u(E) = co y todo r > 0 existe F' € A,
con FCEyr<p(F)<oo. (Sol.)

Ejercicio 1.3.12 Demostrar que toda medida o—finita es semifinita. Dar un
contraejemplo para el reciproco.

Ejercicio 1.3.13 Dado un espacio de medida (9,4, u), definimos A: A —
[0, 0], de la siguiente manera

AMA) =sup{u(B): Be A, BC Ay u(B) < oo},

demostrar que:
a) A es una medida semifinita.
b) Que si u es semifinita entonces A = p. (Sol.)
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1.4. Extension de medidas

1.4.1. Medidas exteriores

A menudo nos encontraremos ante la situacién de tener definida una
medida p sobre una clase reducida de conjuntos y quererla extender a
una clase mas amplia. Tomemos por ejemplo las medidas de la forma

n(a,b] = F(b) - F(a),

sobre la clase C de los semiintervalos acotados (a,b] C R cerrados a la
derecha. Donde F' es una funcién real, mondtona creciente y continua
a la derecha. En particular para F(x) = z tendriamos p(a,b] = b — a,
la longitud del intervalo. La cuestién es: ; Podremos extender p al anillo
Ayg, de las uniones finitas de elementos de C, de manera que sea una
medida?. No es dificil ver que si, lo veremos en (1.5.4) de la pagina 29.
Lo que no es tan facil de ver es que también puede extenderse de un tinico
modo a la oc—dlgebra o(C) = B(R). El objetivo de esta leccién consiste
en demostrar que dada una medida

Mo - A() — [0700]

definida en un anillo Ay de €, existe una o—éalgebra A que contiene a
Ap v una medida p sobre A, que coincide con pg en A y que ademés es
Unica si pg es o—finita en Agy. El procedimiento que seguiremos se basa
en la nocién de medida exterior.

Definiciéon. Una medida exterior en €2 es una funcién de conjunto
w* i P(Q2) — [0, 0]

verificando las siguientes condiciones:
8) 11*(2) = 0.
b) Si A C B, entonces p*(A) < p*(B).
¢) Si B, es una sucesién de subconjuntos de 2, entonces

w(U B < 3 w(B).

n=1
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Ejemplo 1.4.1 Consideremos un conjunto 2. La funcién p*(&) = 0 y
1" (A) =1 en cualquier otro caso, define una medida exterior en P(2)).

Ejemplo 1.4.2 Consideremos un conjunto infinito Q2. La funcién p*(A) =
0 si A es numerable y p*(A) =1 en cualquier otro caso, define una me-
dida exterior en P(f2)).

A continuacion construimos una gran cantidad de medidas exteriores.

Proposicion 1.4.3 Sea C una coleccion de subconjuntos de Q y p: C —
[0,00] una funcion cualquiera, tales que @ € C y p(@) = 0. Para cada
B CQ,

pr(B) =mf{) p(A,): A, €C, Bc | An}
n=1

n=1

define’ una medida exterior (que llamaremos la medida exterior generada
por p), para la que p*(A) < p(A), para A € C. Ademds si C = Ay es un
anillo y p una medida, p* coincide con p sobre Ag.

Demostracion. Las dos primeras propiedades son inmediatas. Vea-
mos la tercera, para ello sea B, una sucesién de subconjuntos de 2. Si
oo L wF(Bp) = 00, la desigualdad es obvia, en caso contrario p*(B,,) <
> ¥ (By) < o0, para todo n. Tomemos ahora un € > 0 y para cada
n € N elijamos una sucesiéon A, € C tal que

€

BnCUAnm7 y Zp(Anm)gﬂ*(Bn)‘Fﬁa

entonces los A,,, son una coleccién numerable de conjuntos de C, cuya
unién contiene la UB,,, por tanto

y el resultado se sigue. Ahora que pu*(B) < p(B), para B € C se sigue de
la definicién.

9Con el convenio inf @ = oo, con el que se verifica que si A C B C R, entonces
inf B < inf A, —incluido A = g—.
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Por ultimo supongamos que C = Ag es anillo y veamos que p*(B) =
p(B), para cada B € Aj. Para ver la desigualdad que nos falta conside-
remos una sucesién A,, € Ay tales que B C UA,,, entonces B = U(BNA,,)
y como p es una medida en Ay tendremos

p(B) <D p(BNA,) <> p(An),

y por tanto p(B) < p*(B). 1

Ejemplo 1.4.4 Medida exterior de Lebesgue. En R, sea C = {(a,b] : a <
be R}y p(a,b] =b— a, entonces para A C R

m*(A) =mf{} (by —an): an <by €R, AC | J(an,bal},
n=1

n=1

es una medida exterior (en el ejercicio (1.4.1) se dan otras clases con las
que también se genera m*).

Ejemplo 1.4.5 Medida exterior de Hausdorff. Sea (2, d) un espacio métri-
co (i.e. un conjunto €, con una aplicacién d: Q? — [0,00), llamada
distancia, tal que d(z,y) = 0 sii « = y, d(z,y) = d(y,x) y d(z,y) <
d(z,z) + d(y, z)). Llamamos didmetro de un B C © al valor!’

d(B) = sup{d(x,y) : z,y € B}.

Ahora para cada p > 0y § > 0 definimos la funcién de conjunto que
para cada A C  vale,

Hp5(A) = inf{) d(Bn)": ACUB,, d(B,) <6},
n=1
(con el convenio inf @ = o0), las cuales son medidas exteriores por
(1.4.3), que verifican

0<e = Hys;(A)>H,(A),

y por tanto existe el limite, que también es medida exterior (ver ejercicio
(1.3.8), pag.19)
H,(A)=1lim H,s(A
P( ) 62}% p,é( )7

y que llamamos la medida exterior p—dimensional de Hausdorff''. Vol-
veremos a las medidas de Hausdforff en las pdginas 40 y 210.

10Con el convenio sup @ = 0, por tanto d(@) = 0.
1 Para p = 0 también vale la definicién pero hay que precisarla. Entendemos que
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1.4.2. Teoremas de extensién de medidas

Aunque una medida exterior p* tiene la ventaja de estar definida en
todo P (), tiene el defecto de no ser numerablemente aditiva, ni siquiera
aditiva. Por ello trataremos de encontrar una o—algebra, sobre la que si
sea numerablemente aditiva. Veremos que tal o—algebra existe y que su
construccién se basa en una simple aunque notable condicién debida a
CARATHEODORY, (aunque el germen de la definicién se encuentra en
PEANO, ver la introduccién).

Definicién. Sea p* una medida exterior en 2. Diremos que E C Q) es
w*—medible si para todo A C Q

p(A) = p (AN E) + p" (AN E°).

y denotaremos con A, la familia de los conjuntos p*—medibles.

Nota 1.4.6 Se sigue de la definicién que F € A, sii E¢ € A, y que si
p*(E) = 0 entonces E € A,, pues

W(A) < (AN E) 4+ 1" (AN E°) < p*(B) + 1 (A) = p* (A),

de donde se sigue que @ € A, y por tanto Q € A,. Ademas se seguird que
el espacio de medida (ver el siguiente resultado) (€2, A, 1*) es completo.

Teorema de extension de Caratheodory 1.4.7 (1) Sea p* una medida
exterior en ), entonces A, es una o—dlgebra, la restriccion a ella de p*
es una medida y (Q, As, 1*) es completo. (2) Si ademds p* es la medida
exterior generada por una medida p de un anillo Ay de Q), entonces es

Ay C Ay p=p" en A.
Demostracién. (1) Veamos en primer lugar que A, es un algebra.

Por la Nota anterior &,Q € A, y si & € A, entonces E¢ € A,. Consi-
deremos Bj, Bs € A, y demostremos que By U By € A,, para ello sea

d(2)P = 0, para todo p > 0 y d(A)? = 1, para todo A # @, en particular debemos
entender que d({z})? = 1. Con estos convenios se tiene que para p = 0, H, es la
medida de contar.
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A C Q, entonces usando la medibilidad de los B

W [AN(B1UBy)| + p [AN (B UBy)| =
=p*'[AN(B1UBy) N Byl + pu*[AN(By UBy) N BY]+
+ p[AN (B U By)]
=u" (AN By) + u*'[AN By N Bf] + pw*[AN Bf N BS]
— J(ANBy) + it (AN B) = i (A).

Ahora bien toda unién numerable de conjuntos F,, del dlgebra A, se
puede poner como unién numerable disjunta de los conjuntos By = FE;
yB,=E,NES_;N---NEf, del dlgebra y para cada A C Q

) = (AN B (AN B
AmBl) +u (AN B{N Bg) + p* (AN Bf N Bj)
(AN By1) +p" (AN By) + p* (AN B N By)

I
MEE R
/-\/-\A

&
Il
—

pw(ANB;) + AN (ﬂ Bf)] (por ind. en n)

i=1

> ST (AN By) + wAN () B,

i=1

-

Il
=

7

y tomando limites cuando n — oo

@

1w ( >Z“ (ANB;) + p AN (

=1 %

Bi)]

C8~

o0

> AN (Bl + AN

i=1 %

Bi)] = p*(A),

1

por lo tanto U2, E; = U2, B; € A, y A, es o-algebra. Pero ademas

o0 o0
1 (A) = 3w (AN B + AN (| By

i=1 i=1
y tomando A = UB,, se sigue la numerable aditividad de pu* en A,, y
por tanto es una medida. Que es completo se sigue del Lema.

(2) Supongamos ahora que p* es la medida exterior generada por una

medida p de un anillo Ay de Q. En (1.4.3) vimos que p = p* en Ay, falta
pues ver que Ag C A,, para ellosea £ € Ay y A C Q y veamos que

1(A) = (AN E) + (AN E),
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para ello tomemos B,, € Ap, con A C UB,,, ahora como ANFE C U(B, N
E)y AnE° CU(B, N E°), tendremos que
p(A) S p (ANE) + p* (AN E°)

Y PBuNE)+ Y p(BuNEY) =) p(Bn),

<
<

y el resultado se sigue tomando el infimo de estas sumas. 1

En el caso particular de que p sea o—finita, es decir que exista una
sucesion A,, € Ay, tal que Q = UA, y p(A,) < oo, para cada n € N,
entonces la extensién de p a la o—-dlgebra A, es tnica.

Teorema de extension de Hahn 1.4.8 Toda medida o—finita en un ani-
llo Ay se extiende de modo inico a cada o—dlgebra A entre Ag y Asx.

Demostraciéon. Sea p* la medida exterior generada por p y supon-
gamos que A es una medida en A que coincide con p en Ag. Sea E € A
y B, € Ag tales que E C UB,,, entonces como UB,, € A

ME) <A Ba) <D ABw) =D p(Bu),

tendremos que A(F) < p*(E). Ahora sean A, € Ap, tales que 4, T Qy
AMAy) = p*(Ap) = p(Ay) < o0, por tanto como

MENAL)+AENAL) = MAn) = p*(4,) = u*(ENA,) +u*(E°NAL),
tendremos que A(E N A4,,) = p*(E N A,), pero entonces

p(E)= lim p*(ENA,) = lim A(ENA,) =XE). I

n—oo n—oo
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Ejercicios

Ejercicio 1.4.1 Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se puede
definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, como vimos en el ejemplo (1.4.4),
de la pégina 22, con cualquiera de las clases C1 = {(a,b)}, C2 = {]a,b]},
Cs = {[a,b)} y con p de cualquier intervalo también la diferencia de extremos.

(Sol.)

Ejercicio 1.4.2 Sea p* una medida exterior en 2 y A la medida restriccién de
p* ala o—dlgebra A,. Demostrar que:

(a) p* <A

(b) Si p* es la medida exterior generada por una medida p en un dlgebra
A, entonces u* = \*.

(c) Encontrar una medida exterior pu* en Q = {0, 1}, para la que p* # \*.
(Sol.)

Ejercicio 1.4.3 Dado un espacio de medida (€, .4, u). Demostrar:

(a) Si A,Be Ay u(AAB) = 0 entonces pu(A) = pu(B).

(b) La relacién entre conjuntos medibles A ~ B si y sélo si u(AAB) = 0,
es de equivalencia.

(c) En el espacio cociente X = A/ ~ la aplicacién

p(A, B) = n(AAB),

satisface p(A4, A°) = u(Q), por tanto en general p : X x X — [0,00] toma el
valor oo, sin embargo define una métrica en el sentido'? de que verifica las
tres propiedades habituales. Demostrar que para la topologia natural —en la
que las bolas abiertas de radio finito son base—, para cada A € X, los B que
estan a distancia finita de A es un abierto y que estos abiertos o coinciden o
son disjuntos y descomponen X en componentes abiertas que si son espacios
métricos y son tales que la aplicacién A € X — A° € X es una isometria que
lleva una componente en otra (si u(Q) = co0) y las aplicaciones de X x X — X

(A,B) - AUB, (A,B)— AnB, (A B)— AAB,

son continuas.

120bservemos que el concepto habitual de métrica exige que d(z,y) < oo, aunque
no es esencial.
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1.5. Medidas de Lebesgue—Stieltjes

1.5.1. Medidas de Lebesgue—Stieltjes en R.

El teorema de extensién de Caratheodory—Hahn, nos da la posibilidad
de construir una amplia clase de medidas en B(R).

Definicién. Llamaremos funcion de distribucion a toda funcién
F:R—R,

monoétona creciente y continua a la derecha. Llamaremos medida de
Lebesgue—Stieltjes en R, a toda medida en B(R), finita en cada compacto
(equivalentemente finita en cada intervalo acotado).

A continuacién veremos que existe una biyeccién entre ambos con-
ceptos, siempre que identifiquemos cada dos funciones de distribucién
que difieran en una constante.

Teorema 1.5.1 Sea p una medida de Lebesque—Stieltjes en R. Entonces
cada funcion F: R — R que para todo a < b € R verifique

F(b) — F(a) = p(a,b],

es una funcion de distribucion. Existen infinitas y cada dos difieren en
una constante.

Demostracién. Es mondtona pues si a < b, F(b) — F(a) = p(a,b] >
0 y continua a la derecha pues para z < x,, y z,, — " tenemos (x,z,] |
@y como p(z, 1] < 0o

F(z,) = F(z) + p(z, z,] = F(x).

Es obvio que si F'y G satisfacen el resultado difieren en una constante,
pues para x < y,

Fly)—F(x) = p(z,y] = Gly)-G(x) = F(z)-G(z)=F(y)-G(y),
y que todas son traslaciones Fy + ¢ de una de ellas, por ejemplo de
1(0, z], sixz >0,

Fo(x) =10, siz =0,
—p(z,0], siz<0. 1
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Veamos ahora el reciproco, que dada una funciéon de distribucién
F: R — R, existe una unica medida p: B(R) — [0, 00] que para a < b €
R, verifica

u(a,b] = F(b) - F(a).

Tal medida la conocemos sobre los semiintervalos acotados
C={(a,b]: a<beR}.

Demostraremos en una serie de pasos, primero que u se extiende de un
modo tdnico al anillo Ay formado por las uniones finitas disjuntas (6 sim-
plemente uniones finitas) de elementos de C y después a los Borelianos,
sabiendo que o(A4g) = B(R).

Definimos p(2) = 0 (observemos que es la tnica posibilidad, pues si
a, — a™, entonces (a,a,| | @y u(a,a,] = F(a,) — F(a) — 0).

Ahora si un semiintervalo acotado (a,b] es unién finita disjunta de
semiintervalos (a;, b;], ordendndolos se tiene necesariamente que

a:a1<b1:ag<bg=a3<~-~<bn_1:an<bn:b,

n n

pla,b] = F(b) — F(a) = > [F(bi) — Flai)] = p(as, bil,

i=1 i=1
esto nos permite definir ¢ de modo tnico en Ay, como
n n
(1) ulA] =Yk, para A=
i=1 i=1
pues si Ui, I; = UL, J; se tiene por lo anterior que

> ) UL (10 ;) :ZZH(ImJj)
=1 j=1

m

Z (L 01 J) = 3 nl5),

de esto se sigue que p es aditiva en Ag, pues si A, B € Aj son disjuntos
siendo A = U} I; y B =UJ",J;, tendremos que

i Mg i M:

(AU B) Zu Z(Jj):u(AHu(B)-



1.5. Medidas de Lebesgue—Stieltjes 29

Ahora para demostrar que p es medida necesitamos un par de resul-
tados previos.

Lema 1.5.2 Para cada A € Ap y todo € > 0, existe un B € Ap, con
B C A tal que u(A\B) < e.

Demostraciéon. Como A es unién finita disjunta de semiintervalos
acotados, basta demostrarlo para un semiintervalo acotado (a,b] con
—00 < a < b < oo. Como F es continua a la derecha, podemos tomar
a, — a™, tal que [a,,b] C (a,b] y

(@, B\ (an,b]) = (@, 0] = Flan) — F(a) = 0. 8

Lema 1.5.3 Dada una coleccion de compactos K; en un espacio topoldgi-
co Hausdorff, tales que NK; = &, entonces existe una coleccion finita de
ellos K;,, ..., K;,, tales que Nj_1 K;; = @.

Demostracién. En un Hausdorff todo compacto es cerrado, pues
si x ¢ K podemos tomar para cada y € K sendos entornos disjuntos
V¥ y V, de = e y respectivamente. Ahora K podemos recubrirlo con un
ntimero finito de los V,;, que corresponden a un niimero finito de V¥ cuya
interseccién es un entorno de x que no corta a ningtin V,, y por tanto a
K.

Consideremos ahora K; , uno cualquiera de los compactos, entonces

07

NE =2 = K,c([]EK)=JK;
J Jj#io Jj#io
= 3i17...,in2 KZOCUKSJ = mKZZQ 1

J
j=1 =0

[

Teorema 1.5.4 La funcidon de conjunto u: Ay — [0,00], definida en
(1.1), es la inica medida que satisface p(a,b] = F(b) — F(a), ademds
es una medida o—finita, que diremos generada por F'.

Demostracién. Basta demostrar por (1.3.12) que si 4,, € Ag y
A, | @, entonces lim,, o u(Ay) = 0.

Sea € > 0, por el primer Lema para cada A, existe un B, € Ay,
B, C A,y u(A,\B,) < €27". Ahora como NB,, C NA,, = @ y los B,
son compactos tendremos por el Lema (1.5.3) que existe un N tal que
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y como A, es decreciente, para todo n > N

N N
U(An):,u<Anm(UBic)>_ (UA ch)

i=1
N N
< (Uennm) < uanm <
i=1 i=1
por tanto p(A,) — 0. Por dltimo p es o—finita pues p(—m, m] = F(m) —
F(—m) <oo. 1

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.5 Dada una funcion de distribucion F en R, existe una
dnica medida v en B(R) tal que p(a,b] = F(b) — F(a), para cada a < b
de R y es una medida de Lebesque—Stieltjes.

Demostracién. Por el resultado anterior existe una tnica medida,
definida en el anillo Ay, que satisface la propiedad. Ademds es o—finita,
por tanto se sigue de los Teoremas de Caratheodory y Hahn que tiene
una udnica extensién a B(R) y es de Lebesgue—Stieltjes. 1

Nota 1.5.6 Observemos que para cada punto r € R
p{a} = mp(z — 1/n,2] = F(z) - Fa"),

y por tanto, como F es continua a la derecha, es decir F(x) = F(z™),
se tiene que
F escontinuaenz < puf{z}=0.

Podemos expresar la medida de cualquier intervalo en términos de la
funcién de distribucién, por ejemplo

p(a,b) =limp(a,b—1/n] = F(b~) — F(a),

pla,b) = p(fa}) + pla,b) = F(b7) = F(a™),
pla,0) = F(o0) = F(a™),  p(=00,00) = F(00) — F(—00).

Nota 1.5.7 Ahora podemos generar ya un buen numero de medidas en
B(R). Por ejemplo si
[ R—R,
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es no negativa e integrable (Riemann por ahora), sobre cada intervalo
finito (eso significa que la integral en ese intervalo es finita), podemos
definir la funcién de distribucién (continua)

Jy f)dt,  siz >0,
F(x)=10, siz =0,
- ff f(t)dt, siz <0,

y se puede construir la medida p de Lebesgue—Stieltjes asociada, que
satisface

b
wla) = [ st

Ejemplo 1.5.8 La medida de Lebesgue unidimensional. Tomando
en particular la funcién de distribucion

F(z)=z, p(a,b=0b-—a,

la correspondiente medida o—finita pu: A9 — [0,00] define la medida
exterior de Lebesgue que para A C R vale

pr(A) =f{> p(A;): A; € Ay, ACUA}
=mf{> wl): I;€C, AC UL}
= fnf{Z(bz — ai) Da; < bq‘,, AC U(ai,bi]}.

Definicién. A los conjuntos de la o—algebra A, definida por la medida
exterior de Lebesgue, los Llamamos Lebesgue medibles de R, y medida
de Lebesgue a la restriccion m = ,ul* ‘A.» de la medida exterior a esta
o—dlgebra, que denotaremos A, = L(R).

1.5.2. Medidas de Lebesgue—Stieltjes en R".

Vamos a considerar ahora las medidas de Lebesgue—Stieltjes y las
funciones de distribuciéon en R".

Definicién. Llamaremos rectdngulo (acotado) en R™ al producto de n
intervalos (acotados) de R. Llamaremos rectdngulo semicerrado a la de-
recha (a menudo lo llamaremos simplemente semi-rectdngulo), de R™
al producto []1I;, de n semi-intervalos de R, del tipo (—o0,b], (a,b]
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6 (a,00), de estos consideraremos especialmente los semi-rectdngulos
acotados, que son producto de I; € C, es decir del tipo considerado
en el caso unidimensional (a, b]. Denotaremos con C™ el conjunto de los
semi-rectangulos acotados. Llamaremos cubo semicerrado a la derecha
(6 simplemente semicubo) a un semi-rectangulo (a,b] con todos los lados
b; — a; iguales. Llamaremos semi—cubo unidad a (0,1]™ y cubo unidad a
Q=10,1]".

Por ejemplo en R? los semi-recténgulos (acotados y no acotados) son
conjuntos de uno de los nueve tipos de la Fig.1.2

(=00, b1] X (az,0) i (a1, b1] x (a2, 00) i (a1,00) X (az,00)
(—00,b1] x (a2, bs) i (a1,b1] x (a2, bs) l (a1,00) X (az, ba]
(=00, b1] x (—o0, ba] i (a1,b1] x (—o0, ba] i(al,oo) X (—o0, ba]

Figura 1.2. Semi-rectangulos acotados y no acotados de R?

Nota 1.5.9 Denotaremos (—oo,z] =[]}, (—o0,;], paracadaz = (z;) €
R™ Dados a = (a1,...,a,),b = (by,...,b,) € R", diremos que a < b
(a <b)sia; <b; (a; <b;) parai=1,...,n. Sipara algin ¢, a; = b;,
tendremos que (a,b] = [[(as;,b;] = @ y podemos entender el conjunto
vacio como un semi-rectangulo.

Nota 1.5.10 Recordemos que B(R™) es la o—dlgebra generada por los
abiertos de R™ y por (1.2.16) también es la generada por los semi-
rectdngulos acotados de R™, B(R™) = o(C™).

Proposicion 1.5.11 La familia Ay de las uniones finitas disjuntas de
semi-rectangulos acotados de R™ es un anillo.

Demostracién. Se tienen las siguientes propiedades: (1) Si A € C",

y B es semi-rectangulo acotado o no, ANB €C™. (2) SiB=1; x--- X

I, € C™, entonces B¢ es unién finita disjunta de semi-rectdngulos (no
acotados),

B =(I{ xR YU x IS xR"™2)U--- Uy X+ x I_q) x IS

n?
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por tanto si A,B € C", ANB € Ay. (3) SiA=UA; € Ay y BeC",
A\B = U(A; N B°) € Ag. (4) Si A, B = UJL;B; € Ay, se tiene por (3)
que

ANB =ANB{N---N B € A.
Ademds AUB = BU(ANB°) € Ay, por ser unién disjunta de elementos
de Ag. 1

Definicién. Diremos que una medida p: B(R™) — [0, oc], es de Lebesgue—
Stieltjes si es finita en los compactos (equivalentemente en los acotados)

de R™.

Definicién. Para cada a = (a;) < b = (b;) € R™ definimos Sy, = {z =

(;) € R" : x; = a; 6 x; = b;} el conjunto de esquinas del rectdngulo

definido por a y by la aplicacién

o: Sap — {—1,1},

(2) 1, si x; = a; para un n2 par de 1,
o(x) =
—1, six; = a; para un n® impar de 1,

Definicién. Diremos que F': R™ — R es una funcion de distribucion si:
a) Es continua a la derecha, es decir si ¢ < -+ < wpyy < ¥
x, — x, entonces F(x,) = F(x).
b) Es mondtona creciente en el siguiente sentido, para a < b € R,

Z o(z)F(x) > 0.
TESap
Por ejemplo para n = 3, que

> o(x)F(z) = F(b1,by,bs) — F(a, bz, bs) — F(by, az, bs)+

TESap
+ F(al,ag,b3) — F(bl,bg,a3) + F(al,bg,ag,)-i-
+ F(bl,a27a3) — F(a17a27a3) Z 0.

Ejemplo 1.5.12 Dadas n funciones de distribucién en R, Fy,..., F,,
FZR”‘)R, F(l’l,...,flfn):Fl(l’l)"‘Fn(l’n),

es una funcién de distribucién en R™, pues es continua a la derecha y es
mondtona, pues por induccién en n se demuestra la iltima igualdad en
n

Y o@F@) = Y o@Fi(wr)- Fulwn) = [[IFi(b:) = Fi(as)).

zESap zE€Sap i=1
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Ejemplo 1.5.13 Para el caso particular F;(z) = x, para i = 1,...,n,
tenemos la funcién de distribucién F(z1,...,2,) = 1 Tp.

Como para el caso unidimensional tenemos una biyeccién entre me-
didas de Lebesgue—Stieltjes y funciones de distribucion, si identificamos
funciones de distribucién que dan el mismo valor a 3 g o(z)F(z),
para todo semi-rectdngulo acotado (a,b] —observemos que si F' es fun-
cion de distribucién también lo es F' + ¢, para cada ¢ € R, pues se tiene
que ) g 0(z) =0 (esto es una simple consecuencia de (1.5.12), para
F;(xz) =1, por tanto F(z) = 1), ademés por esta misma razén F'y F+c
estan identificadas pues ambas funciones dan el mismo valor a la expre-
sion—. Sin embargo encontrar una funcién de distribucién de la clase de
equivalencia a partir de la medida no es inmediato en general, por ello
optaremos por dar los siguientes resultados que seran ttiles en Teoria de
Probabilidades.

Teorema 1.5.14 Sea p una medida finita en B(R™), entonces F(x) =
p(—o0, x], para cada x € R™ es una funcidn de distribucion que verifica
> wes,, 0(@)F(z) = p(a,b], para cada a,b € R™, con a <b.

Demostracion. La continuidad a la derecha se sigue por ser p una
medida finita, pues si z,, | x, con x,1 < z,, entonces (—oo,z,] |
(—o0,2] y F(zn) = F(z). Que es mondtona creciente se sigue de

(a,b] = p((ar, bi] x -+ x (an, by))
= p((a1,b1] x -+ x (=00, by])—
_/J((alvbl] X( Ooaan])
= llasb] x( o bl (= )~
(a1, b1] X -+ x (=00, an—1] x (=00, bp])—
— n((a1,b1] X -+ x (=00, bp—_1] X (—00 an])—i—
+ p((ar,b1] X -+ x (=00, ap_1] X (—00,ay))
== Y al@u(—oo,a) x - x (<00,
TESap
= Z o(x)F(x). 1
zE€Sap

Teorema 1.5.15 Dada F' funcion de distribucion en R™, hay una inica
medida j en B(R™), tal que pu(a,b] = s  o(x)F(x), para cada semi-
rectangulo acotado (a,b]. Ademds u es de Lebesgue—Stieltjes.
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Demostracion. Como en el caso unidimensional construiremos en
una serie de pasos la medida. En primer lugar la hipdtesis nos la da en
los semi-rectangulos acotados

plabl= Y o(@)F(@),

E€Sap

con a < b, a,b € R"; y definimos u(@) = 0. Ahora observamos que es
aditiva en el siguiente sentido. Dados a = (a;) < b= (b;) y a; <e; <b;
para un j, se tiene (ver Fig. 1.3)

(a,b] = (a1,b1] x -+ x ((aj,e5] U (€j,b;]) x -+ X (an,by] = (a,c] U (d,b],
para ¢ = (¢;) y d = (d;) con
{b,- siij {ai sii#]
¢ = L di = T
ej sii=yj, ; =
por tanto
SaC:{ZL'Z xZ:alébl (z#g)yszaj éej},
Sap={x: xi=0a; 6 b (i #j)y x;=¢e; 6bs},
y tenemos que

SacNSapy={x: zi=0a; 6b; (i #j)yz; =¢;}
Sac U Sdb - Sab U (Sac deb)

siendo la unién de la derecha disjunta, y se demuestra facilmente que

/L(CL, b] = :u‘(a7 C] + /L(da b]v

pues si & € Sg. N Sap, los signos o,.(z) y oap(z), correspondientes a F(x)
en p(a,c] y en pu(d,b] se cancelan. Ahora aplicando sucesivamente este
argumento se tiene que dada una particién entera del semi-rectangulo
acotado (a, b], es decir del tipo

ﬁ (ai,b ﬁ ( a;,al] U (a) ,az(?] U-- U (aﬁk‘_l,bi])
i=1 =1
= U U H (gi— 1 (JL |, paraa; = ago v by = az(‘ki

Ji=1 Jn=11i=1

(a,b]
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como unién disjunta de kj - - - k,, semi-rectangulos acotados, tendremos
que

k1 kn n
plat] = > > ([T (a1 el ),
Ji=1 In=1

i=1

es decir es aditiva. Esto implica que si un semi-rectangulo acotado R =
(a, b] es unién finita disjunta de semi-rectdngulos acotados R;, entonces

w(R) =" u(R;), lo cual se demuestra considerando una particién entera
de (a, b], de la que se pueden seleccionar particiones enteras de cada R;
(ver la Fig.1.4).

Esto nos permite extender p al anillo Ag de las uniones finitas disjun-
tas de semi-rectdngulos acotados, u(U¥_; R;) = > u(R;), de este modo p
es aditiva en Ay y vemos, como en el caso unidimensional, que es medi-
da, demostrando primero que para cada A € Ay y cada € > 0 existe un
B € Ap, con BC Ay u(A\B) < ¢, y como A es unién finita disjunta de
semi-rectdngulos, bastard demostrarlo para A = (a, b] un semi-rectdngu-
lo, en cuyo caso se tiene que si a < ¥t < ¥ y a(¥ — a, entonces para

b c b
r T T
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
L e e - e
a a d
Figura 1.3.
) 1 b 1 1 1 b
Looooooo [N Locoooodd AR boooooood
i | i \ |
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
i Lo Locooood IR Loooooood
i | i | i
S A I e o]

Figura 1.4. Particién entera del semirectangulo
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By = (a(k7b]a Fk: [a(k7b} - (avb] y

w(Br) = Y cas(@)F(2) = Y ow(@)F(z) = p(A),

IESa(kb TESap
pues F es continua a la derecha y para cada esquina = = (x1,...,2,),
de (a,b], con z; = a; 6 b;, existe una tinica esquina 2% = (2¥,... 2F),

con los correspondientes valores xf = af 6 b;, de B, = (a(k, b], siendo el
signo de z(* el mismo que el de = y z* | 2, por tanto F(z*) — F(z).
Por tanto como p es aditiva y p(A) < oo, u(A\By) = p(A) —pu(By) — 0.
Ahora que p es medida se demuestra como en el caso unidimensional.
Por tanto p: Ag — [0,00] es una medida o—finita y se extiende de un
tinico modo a una medida en los borelianos, y es de Lebesgue—Stieltjes
ya que
u((=m,m]") < oco. 1

Nota 1.5.16 Observemos que el teorema de Caratheodory construye la
medida exterior p*: P(R™) — [0, 00], asociada a p, de la forma

=
*
=

I

mf{> u(A;): Ai € Ay, ACUA;}
=1

mf{d pu(R;): R; €C", ACUR;}
=1

pues Aj son las uniones finitas y disjuntas de semi-rectdngulos acotados,
es decir de elementos de C™.

Ejemplo 1.5.17 La medida de Lebesgue n—dimensional. Conside-
remos la funcién de distribucién F(x1,...,2,) = 21 - - - ,, entonces su
medida asociada en los semi-rectdangulos vale

,u(a7b] - (bl - al) e (bn - an)7

y el teorema de Caratheodory—Hahn construye el espacio de medida
completo correspondiente

(R™, A,, ") = (R™, L(R™), m).

Definicién. A m la llamamos la medida de Lebesgue n—dimensional y
los conjuntos de £(R™) los llamamos Lebesgue medibles de R™. Ademds
ese espacio es la complecién de (R™, B(R™), m), pues u es o—finita.
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1.5.3. Propiedades de la medida de Lebesgue.

Veamos algunas propiedades basicas de la medida de Lebesgue en
R™.

Teorema 1.5.18 Sea z € R™ y B € L(R™), entonces B+ x € L(R") y
m(B) = m(B + ). Ademds si B € B(R"™), entonces B + x € B(R"™).

Demostracién. En primer lugar u(a,b] = (b —ay1) -+ (b, — ay) es
invariante por traslaciones en los semi-rectangulos acotados, y se sigue
de (1.2) que también lo es la medida exterior que genera p*: P(R™) —
[0, c¢]. Por tanto para cualquier A C R" y x € R, p*(A4) = p*(A + ),
ahora si B € L(R"), tendremos que para cualquier E = A+ x C R"

(ANB) + )+ p*((AN B°) + )
EN(B+w)+ " (EN (B +x))
En(B+a)+p(EN(B+x)9),

y por tanto B+ € L(R™) y m(B) = pu*(B) = p*(B +z) = m(B + ).
Que la traslacién B + x de un boreliano B es un boreliano, es conse-
cuencia de que y € R® — y + x € R™ es un homeomorfismo. &

Ademds la medida de Lebesgue en B(R™) es la tnica medida de
Lebesgue—Stieltjes (salvo un factor de proporcionalidad), no nula e inva-
riante por traslaciones.

Teorema 1.5.19 Sea p una medida en B(R™) invariante por traslacio-
nes, tal que p[(0,1]"] < co. Entonces existe ¢ € [0,00) tal que u(A) =
c¢-m(A), para cada A € B(R™).

Demostracién. Consideremos B = (0, 1]", el semi—cubo unidad, y
sea ¢ = pu(B). Si ¢ = 0, poniendo R” como unién numerable de semi-
cubos B + z, con z € Z", tendrfamos p(R") =0y p=0.S10 < ¢ <
00, veamos que A = (1/¢)u es la medida de Lebesgue; observemos que
A(B) = m(B) y que ambas son invariantes por traslaciones, por lo que
si para cada k € N, dividimos cada (0, 1] en k intervalos disjuntos

1 1 2 k-1
(ka:|7 (k7k:|7"'7<k71:|7
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B se descompone en unién disjunta de k™ semi-cubos B;, que son tras-
laciones de (0,1/k]™, por lo que A y m coinciden en cada B;, pues

k" A(B;) = Z A(Bi) = A(B) = m(B) = k"m(B;),

de donde se sigue que ambas coinciden en los semi—cubos de lado 1/k,
para todo k € N y por aditividad en cada semi-rectdngulo (a,b] con
b—a € Q" pues sia =0y b= (m/k;) € Q", podemos expresar
(0,6] = (0, %] como unién finita disjunta de semi-cubos de lado 1/,
con k = ky---k,, por tanto X\ y m coinciden sobre ellos y por trasla-
cién sobre todos los semi-recténgulos (a,b] con b — a € Q™. Por tanto
coinciden sobre todos los semi-rectangulos (a,b], pues podemos tomar
una sucesién (am,b] 1 (a,b], con b — a,, € Q. Como consecuencia se
tiene que coinciden en el anillo Ay de las uniones finitas disjuntas de
semirectangulos acotados, en el que son o—finitas y por el Teorema de
Hahn en todos los borelianos. 1

Ejercicios

Ejercicio 1.5.1 Sean yu;: B(R) — [0, o0], parai = 1,...,n medidas de Lebesgue—
Stieltjes. Demostrar que existe una tnica medida p: B(R™) — [0, co], tal que
para cada semi-rectdngulo acotado (a, b],

N(av b} = Nl(ah bl] T Nn(an’ bn]' (Sol.)

Ejercicio 1.5.2 Demostrar que toda medida en B(R"™) de Lebesgue—Stieltjes es
o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesgue—Stieltjes. (Sol.)

Ejercicio 1.5.3 Demostrar que para a < b € R" y la medida de Lebesgue
n—dimensional

m(a,b) = m[a,b) = m(a,b] = m[a,]. (Sol.)

Ejercicio 1.5.4 Demostrar que sit € Ry B € L(R"), entonces tB € L(R") y
m(tB) = |t|"m(B). Ademas si B € B(R"), entonces tB € B(R™). (Sol.)

Ejercicio 1.5.5 Demostrar que la medida de Lebesgue es invariante por rota-
ciones. (Sol.)
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Ejercicio 1.5.6 ;Se puede poner un cuadrado del plano como unién numerable
de segmentos?

1.6. Medidas de Hausdorff

1.6.1. Medidas exteriores métricas

Definicién. Sea (£2,d) un espacio métrico, diremos que una medida
exterior u* es métrica si dados A, B C €, tales que d(A, B) > 0,

1 (AU B) = i (A) + p*(B).

Proposicion 1.6.1 Si u* es una medida exterior métrica en un espacio
métrico (Q,d), entonces B(Q1) C A.,.

Demostracién. Basta demostrar que si U C 2 es abierto, U € A,.
Para lo cual basta demostrar que si A C  tiene p*(A) < oo, entonces
p*(A) =2 p (ANU) + p*(ANT®).

Como U es abierto, U,, T U para U, = {z : d(x,U¢) > n~'}, por
tanto ANU, T ANU y por otra parte

1
AANU,, ANU®) > dU,,U%) > —>0 =
n
p(A) > p [(ANU) U(ANT)] = (ANU,) + " (ANT),

por tanto basta demostrar que para B, = ANU, T B = AnVU,
lim p*(By) = p*(B) y si consideramos los conjuntos disjuntos (ver la
F1g15)7 Cl = B17 Yy paran > 27 Cn = Bn\Bn—la

Figura 1.5.
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y basta demostrar que la serie ) p*(C;) converge. Para ello observemos
que six € B,_1 ey € Cpy1, entonces y ¢ Uy, es decir d(y,U¢) <n~ 'y
por lo tanto d(z,y) > 1/n(n — 1), pues

1

n—1

. 1
< dla,U%) < d(w,y) + d(y. U?) < d(w,) + -
de esto se sigue que

danv n 27 )
( 1 Cnt1) nin —1) >0

por lo tanto
1 (Bp-1) + " (Crt1) = p* (Br—1U Cpy1) < p*(Bny1),
lo cual implica que por induccién en n
n
> (Caic) < p*(Bano1) < p(A),

i=1
n

Z;[‘(Cm‘) < p*(Ban) < p*(A)

i=1
y como p*(A) < oo, la serie > u*(C,,) converge. 1

Ejemplo 1.6.2 Medida exterior no—métrica.'® Consideremos en R la co-
leccién C de los semiintervalos (a,b] C R y la funcién

p: C —10,00), p((a,b]) := Vb —a.

que genera la medida exterior que vale 1 en los semiintervalos de longitud
1, para lo cual basta verlo en (0, 1] pues p es invariante por traslaciones.

13Ver pag. 110 del STERNBERG, S.: “Theory of functions of a real variable.”



42 Capitulo 1. Medida

Para demostrar esto veamos antes que si [a,b] C U(a;,b;), entonces
b—a < > (b; — a;): Por la compacidad de [a,b] podemos extraer un
subrecubrimiento finito, por tanto existe n tal que [a,b] C U, (a;, b;) v
se demuestra por induccién en n que b—a < Y1 (b —a;) < Y (b; —a;),
pues si algtn intervalo no corta a [a,b] se puede quitar de la unién y
aplicamos el caso n — 1 y si todos cortan tomamos el intervalo (aq,b;)
que contenga a a y si by € [a,b] tomamos el segundo intervalo tal que
b1 € (az,b2), en cuyo caso (ar,br) U (az,ba) = (a1,b2) y ba — a1 <
by — a2 + b1 — as; en caso contrario si by ¢ [a,b], [a,b] C (a1,b1) y el
resultado es obvio. Como consecuencia se tiene para semiintervalos, es
decir que si (a,b] C U(a;, b;], entonces b—a < > (b; — a;), para ello basta
observar que para € > 0 pequeno tendremos que
€
ot
y aplicando el caso compacto, tendremos que b—a —e < e+ > (b; — a;)
y haciendo € — 0 se tiene el resultado.

Veamos ahora que p,(0,1] = 1: por una parte u.(0,1] < p(0,1] =1
y por otra parte si consideramos (0, 1] C U(ay, b;], se sigue de lo anterior
que 1 <Y (b; — a;), por tanto como (z + y)? > z2 + y>

O Vi —a)? >3 (b —ai) > 1,

y se tiene que p.((a,a + 1]) = 1, para todo a € R.

Para esta medida exterior los borelianos no son medibles, pues [0, 1] ¢
A, ya que

;U'*(_]-? 1] < p(_]-v ]-] = \/5 <2= :U’*(Ov 1] + M*(—I,O] =

y por el teorema se sigue que esta medida exterior no es métrica, lo cual
vemos directamente si consideramos dos semiintervalos de longitud 1,
I'=(a—1,a] y J = (b,b+ 1] a una pequeiia distancia b—a = € < 2, su
unién I U J estd en el intervalo (a — 1,b 4+ 1] de longitud 2 + €, y

w(IUJ)<pla—1,0+1]=vV2+e<2=p.(I)+ pu(J). 1

[a + E,b] C (a,b] C U(ai,bi] C U(ai,bi +

1.6.2. Las medidas de Borel H,

Ahora consideremos en el espacio métrico (£2,d), la medida exterior
de Hausdorff p-dimensional, para cada p > 0, H,: P(Q) — [0, 00]. Ve-
remos a continuacién que aunque en general las Hp s no son medidas
exteriores métricas, su limite H), si lo es.
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Teorema 1.6.3 H,: P(Q) — [0,00] es una medida exterior métrica.

Demostracién. Sean A, B C  con d(A, B) > 0 y consideremos un
0 < § < d(A, B), entonces para cada sucesién C,, C , con d(Cy,) <y
AU B C UC,,, consideramos los conjuntos disjuntos

I={neN: C,NA#£0o}, J={neN: C,NB+#gc},
para los que A C UperCh y B C UpesCh, por lo que

Hp75(A U B) < Hpﬁ(A) + Hp75(B)

<SGy + Y dCy < Y dCy =
n=1

nel neJ
Hp’g(A ] B) = prg(A) + Hp’g(B)

y tomando limites (6§ — 0), H,(AUB) = H,(A) + Hy(B). 1

Definicién. Llamamos medida de Hausdorff p—dimensional, a la restric-
cién de H,, a los borelianos B(£2), de nuestro espacio métrico.

Proposicion 1.6.4 Sea A C Q y sean 0 < p < q, entonces

Hy(A) <o = H;(A)=0,
Hy(A)>0 = HyA) = oo.

Demostracion. Basta demostrar la primera, pues la segunda es su
contrarreciproca. Sea ¢ > 0y B,, un recubrimiento de A, con d(B,,) < ¢,
entonces'? para ¢ > p,

Hy5(A) < d(B)? <6977 d(Bn),

y tomando infimo, H, s(A) < §9PH, 5(A), y haciendo § — 0 se sigue el
resultado pues H,(A4) < co. 1

De esto se sigue que si I = {p > 0: H,(A) = oo} es no vacio, es un
intervalo; pues si p € I, [0,p] C I y lo mismo J = {¢ > 0: H,(A) =
0}, pues si ¢ € J entonces [g,00) C J y que estos dos intervalos son
disjuntos con un extremo comiin (que puede 6 no, pertenecer a ellos).
Como consecuencia podemos dar la siguiente definicién.

1 Recordemos que tenemos el convenio d(@)P = 0, para todo p > 0y d(A4)° = 1,
para todo A # &, con el cual es cierto que d(A4;)? = d(A;)Pd(A;)?~P, incluso para
A;=2yp=0.
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Definicién. Llamaremos dimension de Hausdorff de A C Q al valor
dimpy(A) =sup{p >0: H,(A) =oo}=inf{g>0: H,(A) =0}.

Nota 1.6.5 Pero como alguno de los conjuntos anteriores puede ser
vacio, consideramos el convenio que ya hemos considerado de inf @ = oo
ysup@ = 0.

Ejemplo 1.6.6 Por ejemplo la dimensién del conjunto de Cantor es p =
logs 2 (remitimos al lector interesado en la demostracién a la pag.49).

Por tltimo veamos que las medidas de Hausdorff tienen una pro-
piedad similar a la de Lebesgue, en el sentido de que son invariantes por
transformaciones que conservan la distancia.

Proposicion 1.6.7 Sea T: Q — Q una aplicacion biyectiva isométrica,
es decir tal que d(T(z),T(y)) = d(z,y), entonces para todo B C Q y
todo p >0, H,[T(B)] = Hy(B).

Demostracion. Basta ver el resultado para las H, 5 y para ellas es
cierto pues d[T(B)] = d(B), para cada B C Q y dado A; existe un B;,
tal que T'(B;) = A;, por tanto

H, 5[T(B)] = f{> _d(A;)" : T(B) C UA;, d(A;) < 6}
= if{> d[T(B;)|" : T(B) C UT(By), d[T(B;)] < 6}
= if{> d(B;)": B CUB;, d(B;) < 6}
= H,s(B). 1

1.6.3. Medidas de Hausdorff en R".

Un caso especialmente importante lo tenemos para el espacio métrico

R™, con la métrica euclidea d(z,y) = /> (y; — x;)>.

Lema 1.6.8 Sea B = B[0,1] la bola unidad cerrada de R™, m la medida
de Lebesgue y Q = [0,1]™ el cubo unidad, entonces
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Demostracién. Veamos primero que 1/m[B] < H, s(Q), para ello
sea § > 0 y consideremos un recubrimiento A; de @, con d(A;) < J y
veamos que 1 < m[B] > d(A;)".

Para cada i elegimos un a; € A; y la bola B; = Blx;,r;] = x; + r; B,
con r; = d(4;), por tanto A; C B;, Q@ C UA; C UB; y por (1.5.18),
pég.38 y (1.5.4), pég.39, m[B;] = m[r;B] = d(A;)"m[B], por lo que

1 =m[Q] < m[UB;] < Zm[Bi] = m(DB) Zd(AZ-)”7

y tomando el infimo se tiene el resultado.
Ahora para cada m € N, podemos dividir cada lado [0, 1] en m inter-

valos ) L o )
|:07:|, |:a:|7"'a|:,rn_7]-:|v
m m m m

de tal forma que @ se descompone en unién de m™ cubos @;, que son
traslaciones de @1 = [0,1/m]”. Como ademds dados z,y € [0,7]" ¥
beR"” con b, =r,

Z(in —4i)? < Vnr2 = ry/n = d(0,b),

=1

d(l‘,y) =

tendremos que d(Q;) = /n/m y para cada 0 y m tales que v/n/m < ¢
H,5(Q) <> d@)" = (V)"
i=1

por tanto H,(Q) < (v/n)™. 1

Teorema 1.6.9 Eziste una constante vy, > 0, tal que v, H, es la medida
de Lebesque de R™.

Demostracién. Es consecuencia de (1.5.19) pues H,, es invariante
por simetrias —en particular por traslaciones—, y por el lema anterior
0 < H,(Q) < o0, para el cubo unidad @ = [0,1]™. 1

Nota 1.6.10 Veremos en la pag.229 que las constantes del resultado an-

terior son
7.(.71/2

Tn = m(B) = Q"F(l T (n/2))’
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para B = By[0,1/2] la bola cuadratica de R™ de didmetro 1 (radio 1/2).

No obstante el caso n = 1 es elemental. Veamos que v, = 1, es decir
que Hy = my 6 equivalentemente que H;[0,1] = 1. Para ello sabemos
por el Lema anterior (1.6.8), que H1[0,1] < 1, para ver la otra desigual-
dad observemos que para A C R, A C [inf A,sup A] = I, por tanto
m*(A) < m*(I) = d(A). Ahora consideremos un ¢ > 0 y un recubri-
miento numerable B; de [0, 1], con d(B;) < 4, entonces

1=m*[0,1] <> m*[B] <) d(By),
por tanto 1 < Hy 5[0,1] < Hq[0,1].
El resultado anterior nos induce a definir las medidas de R"™:

v1H1 = Hy, que nos da la longitud de curvas de R";
v2Hs, que nos da el drea de superficies de R, etc.

Veremos en la pag.220 un método practico para el cdlculo de estas
medidas mediante la integral de Lebesgue.

1.6.4.

Para cada p € (0,1), vamos a construir un conjunto

Conjuntos p—dimensionales

B C[0,1] CR,

tal que H,(B) =1, por tanto de dimensién Hausdorff p.

Para ello sea ¢ = 1/p > 1, y consideremos la funcién convexa f(x) =
z?y definamos a,, = f(1/2"), por tanto a?, = 1/2", de donde 2a, = a? _,
YV Gp—1 = 2%y, > 2ay,.

1

Figura 1.6.

! %= [0.1]

flx)=x1 a b, a, B,

_‘bz_“ _’bz_" B,

a S - = B
141/
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Por ser a,—1 > 2a,, se sigue que en cada intervalo de longitud a,_1
podemos incluir dos de longitud a,, y aun nos queda espacio para incluir
otro de longitud b, = a,—1 — 2a,, (ver fig. 1.6). De este modo podemos
considerar la sucesién contractiva B,, C [0, 1]

Bl - [070’1] U [1 - alal] = Il,l UIl,27
By = [0,&2] U [al — (12,(11] U [1 —ai, 1l —a; + CL2] U [1 — asz, 1} = U?leg,j,

n
By =% 1, ..

de uniones disjuntas de 2" intervalos cerrados I,, ; de igual longitud a,,,
que consideramos ordenados y cada dos de ellos seguidos, I, ; € I, jy1,
espaciados entre si uno de los n valores

(13) bn<~~<bi:ai—2ai+1<~~<b1.

Nuestro conjunto B es su interseccion, By, | B.
A continuacion desarrollamos unos resultados previos.

Lema 1.6.11 (Ndmero de Lebesgue) Si K es un compacto de R™ y A;
es una coleccion de abiertos tales que K C UA;, entonces existe un € > 0,
tal que para todo x € K existe un i para el que B(x,e) C A;.

Demostracién. En caso contrario para todo n € N existe z,, € K
tal que la bola B(x,,1/n) no estd en ningun A;. Ahora bien por ser K
compacto, x, tiene una subsucesién x,, convergente a un x € K, que
por tanto estd en algin A;, para el que, al ser abierto, existe un € > 0
tal que B(x,€) C A;. Ahora tomando k suficientemente grande, tal que
d(xn,,x) < €/2y 1/n; < €/2, tendremos que B(zy,,1/n;) C B(z,€) C
A; lo cual es una contradiccién. 1

Lema 1.6.12 Dados0 <a <b<cyp € (0,1), se tiene que (a—b+c)P >
aP —bP + cP.

Demostracion. Sea d = a—b+c, entonces a < b, d < ¢, siendo d+b =
a+c, ypara = (c—0b)/(c—a) € (0,1), se tiene que Aa+ (1 — A)ec=b
y Ac+ (1 — X)a = d. El resultado se sigue por la estricta concavidad de
f(x) = 27, pues

f(0) = fAa+ (1 =X)c) > Af(a) + (1 =N f(c),
fld) = fQc+ (1= Xa) > Af(e) + (1 = A)f(a),

y sumando se tiene dP + bP > aP 4+ cP. 1
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Lema 1.6.13 Si FF C N,, = {1,...,2"} tiene m elementos y A es un
intervalo tal que Ujepl, ; C A, entonces d(A)P > m - d(I, ;)P.

Demostracion. Lo haremos por induccién en card F'. Si card F' =1
es obvio. Sea m < 2™ y supongamos que es cierto para card F' = m y
veamos que es cierto si F' = {j1,j2,. .., Jm+1} tiene m+1 elementos que
consideramos ordenados. Sea F' = F\{j,+1} y sea I el minimo intervalo
cerrado que contiene a U;jc g1, j. Por (1.3) tenemos que entre I e I, 5, .,
hay un intervalo de longitud mayor o igual que b, = a,—1 — 2a,, y por
tanto

d(A) > d(I) +b, +a, = d(I) + ap—1 — ap,

y se sigue del Lema (1.6.12) y la hipétesis de induccién que

d(AP > (d(I)+an—1—a,)? > d(I)P—ab+al | = d(I)P+a? > (m+1)ab.

Teorema 1.6.14 Se tiene que H,(B) =1, en particular dimg(B) = p.

Demostracién. Dado § > 0 sea n tal que a,, = 1/2™? < 4, entonces
BC U?;Imj, siendo d(I, ;) = an < d, por tanto

2n

Hy5(B) <> d(It, =2"dh =1,

j=1

y tomando limite H,(B) < 1.
Ahora para la otra desigualdad consideremos un § > 0 y observemos
que

Hy,5(B) = inf{) _d(A;), B C U2, A;, Aiintervalo abierto, d(4;) < 6},

ahora tomando cualquiera de los nimeros Y d(A;)? del conjunto, ten-
dremos que los intervalos abiertos A; recubren al compacto B (pues
es cerrado y acotado) y aplicando el Lema del Numero de Lebesgue
(1.6.11), existe un € > 0 tal que para todo = € B existe un i para el
que B(z,e) C A;. Ahora tomemos n suficientemente grande para que
a, < €/2 y veamos que todo I, ; estd en algin A;. Para ello tenemos
que B C B, = U2, 1, ; y siz € BN I,  (que es no vacio pues los extre-
mos de los intervalos I, ; estdn en B), como B C UA;, existe un i tal que
xz € A; y como d(I, ;) = an < €/2, tendremos que I,, ; C B(z,e) C A;.
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Consideremos ahora la coleccién disjunta cuya unién es N, = {1,...,2"}

J = {_] eN,: In,j C Al},
Jy = {] S Nn\Jl : In,j - AQ}, ce
Ji = {j S Nn\(Jl u---u Ji—l) : I”hj C Ai},- ..
de este modo cada j € N,, estd en un tnico J; y por tanto cada intervalo

I, ; en un unico A; y cada A; contiene una coleccién (que puede ser
vacfa) de intervalos I, ; para la que se tiene por el Lema (1.6.13)

on

d(A)P > > d(I,;)P, portanto Y d(A;)P > d(I, ;)" =1,
j=1

JEJ:

de donde se sigue que H, 5(B) > 1y se tiene el resultado. 1

Nota 1.6.15 En particular tenemos que para a; = 1/3, el conjunto B
es el de Cantor (ver la pag.9), y como af = 1/2, tendremos que 37 = 2

y p =logs 2.

Ejercicios

Ejercicio 1.6.1 Demostrar que para p = 0, H, es la medida de contar. (Sol.)
Ejercicio 1.6.2 Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (€',d), con
la métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en ',
HI/7 == Hmp(g/). (SOI)

Ejercicio 1.6.3 Demostrar que si A C Qy 0 < Hyp(A) < oo, dimg(A) = p.
Ejercicio 1.6.4 Demostrar que dimpy ({z}) = 0, para cada z € Q. (Sol.)

Ejercicio 1.6.5 Demostrar que dimg(UA,) = supdimg (Ar). (Sol.)

Ejercicio 1.6.6 En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demostrar
que la dimensién vectorial y la de Hausdorff coinciden. (Sol.)
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1.6.5. Longitud de curvas de R".

En esta leccién veremos la relacién entre Hy(C') para una curva con-
tinua C' C R™ y el limite de longitudes de lineas poligonales con vértices
en C.

Definicién. Sea I C R un intervalo de extremos a, b, abierto 6 cerrado
I=(a,b)61=1]a,b]yo:I— R"una curva continua. Dado T' C I, un
subconjunto finito y ordenado (7' = {top < -+ <t} C I), denotaremos
la longitud de la poligonal correspondiente, con

m

p(T) = llo(t:) = oti-1)ll.

i=1
y definimos la longitud de C = o(I), como
L(C) =sup{p(T) : T C I finito},
del mismo modo, para t < s € I, denotamos
Cu={o(r): rel,r<t}, y Cis=o0lts],
y respectivamente, de forma andloga y obvia, sus longitudes L(Cl;), L(Cys)-

Teorema 1.6.16 Sit < s € I, entonces L(Cys) = L(Cyt) + L(Chs).

Demostracién. ”>". Un subconjunto finito 71 C [a,#]'° y otro Ts C
[t, s], definen uno T' = T1 UT5 en [a, t] con poligonal p(T") > p(T1)+p(T%),
por tanto se tiene el >.

"<”. Dado T = {tp < -+ < tm} C la,s], ocurre una de tres: que
tm <t,quet <ty (en cuyo caso p(T) < L(Cgt) + L(Cys)) 6 existe un k
tal que t, <t < tpy1 siendo en este caso

k

Z ) = otial| + o (t) — o(ti)| + o (tar) — o(t)]+
Z )~ o(ti1]| < L(Cat) + L(Chs),
i=k-+

lo cual prueba la otra desigualdad <. 1

156 (a, ] si I es abierto. No volveremos a hacer esta distincién ddndola por supuesto.
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A continuacién vemos la relacién entre las dos “longitudes”, H;(C)
y L(C), pero antes necesitamos un resultado previo.

Lema 1.6.17 Si F: U C R* — R" satisface

1F(z) = F(y)ll < clle —yll?,

con ¢, > 0 fijos y para todo x,y € U, entonces para todo B C U, y todo
p>0,
Hp/oz[F(B)} < Cp/aH;D[B]'

Demostracién. Por hipétesis d[F(B)] < cd[B]*, por tanto d[F(B)[P/* <
P/ d[B]P. Ahora tomando B; C U, con d[B;] < d y B C UB;, tendremos
que F(B) C UF(B;), con d[F(B;)] < ¢d® = ¢, por tanto

/ae Zd p/a<cp/azd

por tanto Hy, /o [F(B)] < c?/“H, 5(B) y el resultado se sigue haciendo
0 —0. 1

Teorema 1.6.18 Siempre se tiene que L(C) < H1(C) y si o es inyectiva
(salvo en un nimero finito de puntos), entonces L(C) = H,(C).

Demostracién. Por (1.6.16) se tiene que la funcién

1:1—[0,L(C)], I(t)=L(Cat) = L({o(s): s€l,s<t}),

es mondtona creciente!'®. Veamos que si [ es finita es continua, mas con-

cretamente si [(rg) < 0o, | es continua en los t < ro de I.

Por la continuidad de o, dado € > 0 existe un § > 0, tal que si [t—r| <
0, [lot) —o(r)|| <eysit<r<rpexiste T ={tg < - <ty =r}Cl,
tal que

I(r) —e<p(T) <(r),

y sin pérdida de generalidad podemos suponer que uno de los puntos
de la particién es tp =ty que tg4+1 —t < § (para ello si es necesario
metemos dos puntos mds, con lo que la suma aumenta), por tanto

<ZIIO —o(tio1)] 4+ 2¢ + Z lo(t:) = o(ti-1)ll

1=k+2
< l( ) +2e+1(r) = l(tkr1) = Utkg1) <UE) + 2,

16 Ademss lo es estrictamente en los t en los que es finita, a menos que o sea
constante en [t,t + €) para algin € > 0
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y para los t < s < tr4+1, tendremos por ser [ monétona creciente que
) < U(s) < Utisn) < U(E) + 26,

y tenemos la continuidad a la derecha.
Para ver la continuidad a la izquierda, dado € > 0 existe T' = {tp <
v+ < tpy1 =t} (introduciendo puntos si es necesario) tal que

() —e<p(T) <) v o) —oltn)] <e
por tanto para Q = {tg, - ,t,}

1) —e < p(T) =p(Q) + [lo(t) —o(tn)l < p(Q) +€ < U(tn) +e <U(t) +e,

De dénde 0 < I(t) — I(tn) < 2¢ lo cual implica la continuidad a la
izquierda.

Ahora si l: I — [0, L(C)], es finita, entonces por lo anterior es con-
tinua y como es estrictamente creciente su imagen es un intervalo, que
es compacto J = [0,L(C)], si I = [a,b] es compacto, 6 abierto J =
(0,L(C)), si I = (a,b) es abierto. Denotemos su inversa con g: J — Iy
para la composicién f = oo g: J — R™, tendremos que

1£(s) = f(II < |s = 5|
por tanto se sigue de (1.6.17) y de (1.6.10), la desigualdad
Hy(C) = Hy[f(J)] < Hi[J] = Hy[0, L(C)] = L(C).

Por otra parte para R la recta que pasa por z,y € R™, para el seg-
mento que los une [z,y] = {ty+ (1 —t)z: t €[0,1]}, y para7m: R" = R
la proyeccién ortogonal a R, se sigue de (1.6.10) y de (1.6.17), para
p=a=c=1que

[ =yl = Hifz, y] < Hi[r(Cay)] < Hi(Cay),

por tanto para todo T = {tg < -+ < t,,} C I,y x; = o(t;) y sl o es
inyectiva (salvo en una coleccién finita de puntos, por lo que Cy,,, , son
esencialmente disjuntos, pues se cortan a lo sumo en un numero finito
de puntos) que

p(T) = Z ||£L'1 - xile < ZHl[CEz‘EFJ = Hl(C)a
i=1 1=1

y se sigue la otra desigualdad L(C) < H;(C). 1
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Ejemplo 1.6.19 Consideremos la curva o: [—-1,1] — R2, con o(t) =
(t,0) para t € [-1,0] y o(t) = (¢, tsen(nw/t)), para t € (0,1]. Demostrar
que es continua y que en los términos anteriores l(t) = 1+ ¢, para t €
[-1,0] y I(t) = 00 para t € (0,1].

Y2

T3

Y3

Y1

Figura 1.7.

Indicacién.- La continuidad es obvia en [—1,0) U (0,1] y en el 0 por
la izquierda, por tanto falta verla por la derecha en 0, lo cual también es
obvio pues para t > 0, ||o(t)|| < tv/2. Para ver que I(t) = oo para t > 0,
consideremos

1 1 1 1 1
l'n -7 (> - (70)’ yn :O—< 1) B (17(_1)’” 1) '
n n n+ ;3 n+ 3 n+ 3

Para los que ||z, — yn|| > 1/(n + 1), por tanto

o0 1 o0
00 = nzzmm < ng;nnfﬂn —yull <U(1/m).

1.7. Apéndice

1.7.1. Conjuntos de F; y de F,

Definicién. Dada una clase F de conjuntos de €2, denotaremos con

-7'-67 fo'a
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las familias de las intersecciones numerables y uniones numerables res-
pectivamente, de elementos de F.

Estas clases de conjuntos juegan un papel importante en el estudio
de la relacién entre topologia y medida (cuestién que trataremos en el
Tema 10, pdg.325). Por ahora veamos algunas relaciones conjuntistas
entre estas familias.

Denotemos con Cy 4 respectivamente las familias de los cerrados y
de los abiertos de R™.

Proposicion 1.7.1 En los términos anteriores se tiene que

A=A;, C=0GC Ass = A5, Co0=Coy---

A /{45 /q(sa 2505 n
. R
S0 St C oy 7 CBIRY)

donde en las dos ultimas filas queremos indicar que cada uno de los dos
conjuntos a la izquierda de C estd contenido en cada uno de los de la
derecha y por tanto corresponden a cuatro inclusiones.

Nota 1.7.2 Como consecuencia del Teorema de la categoria'” de Baire,
que se verd en Analisis Funcional, puede probarse sin dificultad que

Qed, Q¢as
pues en caso contrario tendriamos abiertos V,, tales que
Q=nNV,, R=UVCUQ=UVU{z1}U---U{z,}U--

y por el Teorema de Baire algin V¢ tendria interior no vacio, siendo
Ve Cc R\Q.

Ejercicios

Ejercicio 1.7.1 Demostrar que para cada funcién f: R — R: (a) El conjunto
de puntos de continuidad de f, C(f) € 4s y los de discontinuidad D(f) € Cs.
(b) Demostrar que C(f) y D(f) son borelianos. (Sol.)

17Este resultado dice que si un espacio métrico completo X es unién de una sucesién

o
de cerrados Uy, entonces para algin n, U, es no vacio (ver Ash, pdg.398).
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1.7.2. Cargas.

También hay medidas que toman valores negativos —un ejemplo en

la fisica es la carga eléctrica—, pero preferimos no llamarlas medidas
para evitar confusién.
Definicién. Llamaremos carga en un espacio medible (2, .4), a toda
funcién p: A — (—o00,00], numerablemente aditiva y tal que pu(@) =
0 (como para las medidas la llamaremos carga aditiva si es aditiva).
Obviamente las medidas son las cargas no negativas.

Nota 1.7.3 Entendemos que la suma en R, es lade R y

a+oxo=00+a=00, a—00=-00+a=-—00, paraa € R,

00+ 00 =00, —00—00=—00,

(para a —b=a+ (=b)) y o0 — 00 no estd definido, ademéds extendemos
el orden siendo —oo < & < oo para todo = € R. Asf se tiene por ejemplo
que si a,b,c,d € Ry a+b,c+ d estan bien definidos entonces

(1.4) a<e, b<d = a+b<c+d.

Por otra parte observemos que toda carga (en particular toda medida)
es aditiva, pues como p(2) = 0 tendremos que para A y B disjuntos

wAUB) =pu(AUBUGUD---) = pu(A) + pu(B),

y por tanto aunque hubiésemos puesto que el rango de 1 fuese R, el hecho
es que si es aditiva el rango no puede contener ambos extremos infinitos,
pues si existe A con p(A) = oo, entonces () = u(A) + p(A°) = oo y si
existe A con pu(A) = —oo, entonces u(Q) = u(A) + pu(A°) = —oo.

Por tltimo observemos que si p: A — (—00, 00| es numerablemente
aditiva, entonces es una carga —salvo que sea degenerada y sélo tome
el valor p(A) = oo para todo A € A—, pues si existe un medible A con
1(A) € R, tendremos

pA) = p(AUB U ) = p(A) + > (@),

y por tanto u(@) = 0.

Las cargas conservan algunas de las propiedades de las medidas.
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Proposicion 1.7.4 Sea p una carga en (2, A), con A anillo, entonces
para A, B, A,,,UA, € A:

() #(B) = (B 1 A) + (B A°).

(b) Si A C B entonces u(B) = u(A) + u(B\A).

(c) Si AC B y u(A) = oo, entonces u(B) = oo.

(d) (AU B) + u(A N B) = u(A) + u(B).

(e) Si Ap T A, entonces p(Ay) — p(A).

(f) St A 1 Ay |p(A1)| < o0, entonces p(A,) — u(A).

Nota 1.7.5 Se sigue de (1.3.9)—(d) que una medida aditiva p en un alge-
bra es acotada si y s6lo si es finita, es decir que

w(Q) =sup{u(d): Ac A< & pld)<oo, VA€ A,

tal resultado no es cierto en general si quitamos la no negatividad (ver
prob.4 del Ash,p.12). Sin embargo veremos en (4.2.8) de la pagina 165,
que si es cierto para cargas sobre o—algebras.

Igual que para las medidas, si de una carga p sélo sabemos que es
aditiva, el siguiente resultado, que se demuestra como (1.3.12), nos dice
cuando es numerablemente aditiva.

Teorema 1.7.6 Una carga aditiva p sobre un anillo A es numerable-
mente aditiva, si se verifica una de las dos condiciones:

(a) p es continua superiormente, es decir dados Ap, A € A con A, 1T A,
1(An) = p(A).

(b) p es continua inferiormente en el &, es decir si dados A,, € A, con

An @, se tiene u(A,) — 0.

1.7.3. Propiedades de haz en los espacios de medida.

Definicién. Dado un espacio de medida (£2, A, p). Llamamos restriccion
del espacio de medida a un conjunto medible B € A, al nuevo espacio
de medida (B, Ag, j15), para

Ap={Ac A: ACB}, wgp(A)=pnA).
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Proposicion 1.7.7 Dado un espacio medible (2, A) y una coleccion (Uy, Aq, o)
de espacios de medida, con los U, € A un recubrimiento de  y A, =
ANUy y las medidas tales que po, = pg en Uy N Ug. Si existe un su-
brecubrimiento numerable de 2, U, = U, , entonces existe una unica
medida i en A que por restriccion en cada U, define pq,.

Demostracién. Consideramos los medibles disjuntos B,, = U, \(U'='U;)
y definimos en A

n(A) = Z,Un(A N By),

la cual es medida, pues si A,, € A, son disjuntos y A = UA,,,
w(A) = Zﬂn(A NB,) = ZZMH(AWL N By)
= Z Z pin(Am 0 Bp) = Z (Am)-

Coincide con p, en cada U,, pues si A € A,,

n(A) = 2:,un(Am B,) = Zﬂa(AmBn) = 1o (A).

Y es unica pues si A es otra tendremos que

MA) =Y MANB,) => pn(ANBy) = u(ANB,) = u(A). ¥

En los libros de TJUR, p.23 y LANG, p.339 se demuestra (ver el tema
de medida y topologia), que si 2 es Hausdorff y localmente compacto
y los U; son un recubrimiento por abiertos de ) tal que la restriccién
a U;NU; de (U, Ai, i) y (U, Aj, ;) coinciden —donde las medidas
w; satisfacen ciertas propiedades de regularidad—, entonces se puede
construir un tnico espacio de medida (2,4, 1) cuya restriccién a cada
Ui es (Ui7Ai7,ui)~

1.7.4. Aproximacién de medibles

Observemos que la idea intuitiva de construir A = o(C) tomando
complementarios y uniones e intersecciones numerables, en todas las for-
mas posibles, con elementos de C, sugiere que si C es un &lgebra Ay,
entonces los conjuntos de A debieran aproximarse bien por conjuntos de
Ap. Esto realmente es asi como a continuacién formalizamos.
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Definicién. Llamaremos diferencia simétrica de dos conjuntos A, B C Q)
al conjunto
AAB = (AN B°)U(A°N B).

Teorema de aproximacion 1.7.8 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y
sea Ag un dlgebra de conjuntos de Q) tal que A = o(Ap). Si u es o—finita
en Ao y € > 0, entonces para cada A € A con p(A) < oo, existe B € Ay
tal que u(AAB) < e.

Demostracién. Aplicando los teoremas de extensién de Caratheo-
dory y de Hahn, tendremos que A C A, y p = p* en A, por tanto

u(A) = p*(A) = inf{> " u(Bn): By € Ao, AC UB,},
n=1

y existe una sucesién B,, € Ay, tal que A CUB, =B e Ay

p(A) < pu(B) € 7 ul(Bn) < p(A) + 5 < o,

ahora eligiendo E, = U!,B; € Ay tendremos que E, T B y que
w(Eyn) — u(B). Ahora basta observar que
H(AAE,) = p(AN EY) + p(A°N Ey)
< (BN ES) + u(A° N B
< w(B) = p(En) + p(B) — p(A),

y tomando u(B) — u(E,) < €/2 se sigue el resultado. 1

Remitimos al lector a la pag. 21 del AsH donde se da un ejemplo en el
que la medida no es o—finita en el dlgebra y los teoremas de Caratheodory
y de aproximacién no se satisfacen.

1.7.5. Complecién

Definicién. Diremos que un medible B de un espacio de medida (2, A, i)
es nulo si u(B) = 0 y dijimos que el espacio es completo si son medibles
los subconjuntos de los conjuntos medibles nulos.

Ejemplo 1.7.9 Dada una medida exterior u* en €2, vimos en el Teorema
de Caratheodory (1.4.7) de la pdgina 23, que (2, A, u*) era completo.
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Definicién. Diremos que una propiedad se verifica casi sequro respecto
de p (c.s. (A, p) 6 c.s. si no hay confusion), si el conjunto C' de puntos
donde no se verifica la propiedad estd en un medible, C C B € A con
u(B) =0.

Nota 1.7.10 Observemos que C' no es necesariamente medible, pero si lo
es si el espacio es completo. En cualquier caso, si C' es medible, u(C) = 0.

Dado un espacio de medida (€2, A, 1), podemos completarlo siguiendo
la siguiente construccién. Consideramos

A, ={EcCcQ: JA Be A, ACECAUBYy u(B)=0},

y extendemos u a A, de la forma

para cada A € A como en la definicién (demuestre el lector que estd bien
definida, es decir que si A C FE C AUBy C C E C CUD, con
A,B,C,D € Ay u(B) = (D) = 0, entonces pu(A) = p(C)). Se tiene
entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.7.11 (Q, A, 1) es un espacio de medida completo al que lla-
maremos complecion de (2, A, ).

Demostracién. En primer lugar se tiene que Q € A,,. Veamos que
es cerrado por paso al complementario, si F € A,,con AC EC AUB,
A,Be Ay u(B) =0 entonces p(A°NB)=0y

(AUB)*CE°CA°=(A°NB)U(A°NB)=(AUB)°U(A°N B),
por tanto E¢ € A,. Veamos ahora que es cerrado para uniones nume-

rables; consideremos una sucesién E, € A,, con A, C E, C A, U By,
An, B, € Ay pu(By) = 0 entonces

e
n=1

y UE, € A,. Veamos ahora que p es una medida en A,,. Obviamente es
no negativa y u(@) = 0, falta ver la numerable aditividad. Consideremos

oo o0

B, c (J 400 (U B,

=1

n=
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una sucesion E, € A,, de conjuntos disjuntos entonces en los términos
anteriores los A, también son disjuntos y

8

N[U En] =l An] = ZN(AW) = ZN(En)

n

Por tltimo veamos que es completo. Sea E € A, tal que u(E) =0
y C C E. Ahora como existen A, B € A tales que A C E C AU B,
uw(B) =0y pu(E) = u(A) = 0, tendremos que @ € C C AUB y
n(AUB) =0, por tanto C € 4,. 1

La extensién (2, A, u*), de (92, Ag, 1) en el teorema (1.4.7) es com-
pleta por la Nota (1.4.6). A continuacién veremos de quien es complecién

(Q, Ay, p*).

Teorema 1.7.12 Sea (Q, Ag, 1) un espacio de medida con Ay anillo y p
o—finita. Entonces el espacio de medida (2, Ax, u*) es la complecion de

(Qv U(AO)v M*)'

Demostracién. Denotemos A = o(Ap) y sigamos llamando p = 14
a la extensién (tnica) de nuestra medida u en el anillo. Tenemos que ver
que A, = A, siendo obvia la inclusién A, C A, pues A, = AUN,
para N ={NCA: Ae A u(A) =0} y AC A, y A, es completo.

Veamos ahora la inclusién contraria, en primer lugar observemos que
para cada A C Q

pi(A) = if{> uB,): ACUB,, B, € A}

— fnf{u:(B) : AC Beo(A)},
=min{y*(B): AC Bca(Ay)},

donde la segunda igualdad se tiene porque dados A C UB,,, B, € Ay,
tendremos que B =UB,, € o(Ag) y

WA <t (B) < 3 ju(By).

y la tercera igualdad porque el infimo se alcanza ya que podemos con-
siderar para cada n un B, € A, con A C B, tal que pu*(B,) | p*(A) y
A CNB, = B € A, por tanto u*(A) = pu*(B). En definitiva tenemos que
dado cualquier A C Q, existeun B € A, tal que A C By u*(B) = u*(A).
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Como consecuencia tenemos que si E € A,, entonces existe un B €
A, tal que E C By pu*(B\E) = 0. Esto es obvio si p*(F) < oo, pues
w*(B) = p*(E) + p*(B\E). En general consideremos una sucesién 4,, €
Ao, tal que p(A4,) < ooy la UA,, = Q, entonces por el caso finito como
E,=EnA, €A,y pu*(E,) < o0, existen B,, € A tales que

E, C By, ,U*(Bn\En) =0,
por tanto F =UE,, C B=UB, € Ay p*(B\E) =0, pues

BNE“=|J(B.nE)C |J(B.NEY),
n=1 n=1

ahora el mismo argumento aplicado a E€ prueba que existe A¢ € A tal
que E¢ C A° esdecir A C Ey u*(E\A) = pu*(A°\E°) = 0. Se sigue que
ACECByp*(B\A) =0, por tanto E € A,. 1

Nota 1.7.13 Debe observarse que aunque reemplazar un espacio medi-
ble (Q, A, 1) por su complecién (€2, A, 1), nos quita ciertos problemas,
lo cierto es que introduce otros. Por ejemplo que la o—élgebra A, es a
menudo mas complicada que la original, o que al estar la o—élgebra A,
determinada por la medida p, si en nuestro espacio tenemos dos medidas
distintas, en general obtendremos dos o—élgebras complecién distintas,
por lo que las medidas extendidas no tendrian en principio el mismo
dominio. Esta es una razén que justifica que en los hechos bésicos de
la teoria de la medida, suelan evitarse argumentos que dependan de la
complecién.

Ejercicios

Ejercicio 1.7.2 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y sea .4, su complecién y
1" la medida exterior generada por p. Demostrar que para cada A C

u*(A) =inf{u(B): Be A AC B},
v que si definimos la “medida interior”
w(A) =sup{u(B): B € A,BC A},

entonces si A € A, se tiene que p(A) = p*(A) = u(A) y reciprocamente si
1« (A) = p*(A) < co entonces A € A,. (Sol.)
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1.7.6. Regularidad.

Veamos algunas propiedades de aproximacién de la medida de Lebes-
gue, de las medidas de Lebesgue—Stieltjes y de las o—finitas.

Definicién. Sea (X,7) un espacio topoldgico Hausdorff. Diremos que
una medida p en los borelianos B(X) es reqular interior en E € B(X) si

w(E) =sup{u(K): K compactoy K C E},
diremos que es regular exterior en E si
p(E) =mf{u(A): A abiertoy E C A}.

Diremos que p es reqular si es finita en los compactos y es regular exterior
y regular interior en todo boreliano.

Se tienen las siguientes propiedades de una medida de Borel p en un
espacio topolégico (X, T):

Proposicion 1.7.14 (a) u es regular interior en todo o—compacto.
(b) Sea A, T A. Si p es regular interior en Ay, entonces es regular

interior en A. Si u es regular exterior en A, entonces es reqular exterior
en A.

Demostracién. (a) Todo o—compacto E es unién expansiva de com-
pactos K, T E —pues la unién finita de compactos es compacto—, y

u(Kn) 1 1(E).
(b) Es regular interior pues p(4,) = u(A4) y

pu(Ay) =sup{u(K): K compactoy K C A,}
<sup{u(K): K compactoy K C A} < u(A)
Si u(A) = oo es regular exterior obviamente. Si u(A) < oo, para todo

e > 0y cada n € N existe un abierto V,, D A, tal que u(V,,) — pu(4,) <
€2~ " y para el abierto V = UV,, D UA,, = A,

p(V) = n(A) = p(V\A) <D u(Va N A <3 u(VaNA5) <e B

Nota 1.7.15 Toda medida en B(R™) es obviamente regular exterior en
los abiertos, y también regular interior por el resultado siguiente y porque
toda medida es regular interior en los c—compactos (1.7.14).
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Lema 1.7.16 Todo abierto de R™ es o—compacto.

Demostracién. Cada abierto V' es unién numerable de los compac-
tos
K,={zeR": |z|<n y d(z, V) >1/n}. 1

Teorema 1.7.17 Toda medida finita en B(R™) es regular.

Demostracién. Haremos uso del principio de los buenos conjuntos.
Por (1.2.20), pdg.11, basta demostrar que

C={FE € B(R™): p es regular en E},

es algebra, clase mondtona y contiene a los abiertos.

Contiene a los abiertos, en particular @, R™ € C, por el resultado
anterior (ver 1.7.15).

Ae(C = A° € C: Consideremos una sucesion expansiva de
compactos C,, T R™, por tanto C¢ | &, de donde u(C%) — 0 (pues u es
finita). Ahora para todo € > 0, existe un n tal que u(C%) < €/2 y existen
un compacto K y un abierto V, tales que

KCcCACV C,NVe¢cC A°Cc K°
n(VAK) < ¢e/2 P(EN(C, V) < u(Cp) + p(VAK) <ce,

siendo C,, N V¢ compacto y K€ abierto.
A Be(C = AUB € C: Para todo € > 0 existen compactos
K4, Kp y abiertos V4, Vg tales que

KyCACVy y Ky C BC Vg,

vy w(Va\K4) <€, u(Vg\Kp) < € y basta considerar el compacto K =
K4 UKp y el abierto V =V, U Vg, para los que

KCAUBCV, wV\K)< 2.

Veamos que es clase mondtona.
A,eC, A, 1A = AeC: Sesigue de (1.7.14Db).
A,eC, A, lA = Ae€(C:Sesiguedeque AcC= A°cCylo

anterior. |1

Corolario 1.7.18 Si i es o—finita en B(R™), es regular interior.
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Demostracién. Por el resultado anterior toda medida es regular
interior en todo B € B(R™) con u(B) < oo, pues la medida A(A) =
w(A N B) es finita y por tanto regular interior, de donde

w(B) = A(B) = sup{\(K) = u(K): K compactoy K C B}.

Ahora si p es o—finita, entonces todo B € B(R™) es unién expansiva
de borelianos B,, de medida finita, por tanto en los que p es regular
interior. El resultado se sigue de (1.7.14b). 1

Teorema 1.7.19 Si u es de Lebesque—Stieltjes en B(R™), entonces es
regular.

Demostracion. Toda medida de Lebesgue—Stieltjes es o—finita y por
el corolario anterior es regular interior.

Veamos que es regular exterior: Sea V' un abierto con u(V) < ooy
B C V un boreliano. Si consideramos la medida finita —y por (1.7.17)
regular exterior— A(A4) = u(ANV), tendremos

w(B) = A(B) =inf{\(A): A abiertoy B C A}
=mf{p(ANV): A abiertoy B C A}
=i{nf{u(A): A abiertoy B C A}.
por tanto p es regular exterior en B.
En R™ existen abiertos V,,, con adherencia compacta (por tanto con
w(Vy,) < o0) y tales que V,, 1 R™ —por ejemplo las bolas centradas
en 0 de radio n—, y para un boreliano cualquiera B, tendremos que

B, = BNV, 1 By por lo anterior i es regular exterior en B,,, por tanto
se sigue de (1.7.14), que p es regular exterior en B. I

Volveremos sobre la nocién de regularidad en la pag. 330.

Ejercicios

Ejercicio 1.7.3 Demostrar que la complecién de una medida regular es regular.

Ejercicio 1.7.4 Encontrar una medida en B(R"™) que sea o—finita pero no re-
gular. (Sol.)

Ejercicio 1.7.5 Demostrar que toda medida semifinita p: B(R™) — [0, 00] es
regular interior. (Sol.)
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1.7.7. Sobre los conjuntos Lebesgue medibles.

Tenemos las inclusiones B(R) € £(R) C P(R) y surgen dos preguntas
de forma natural:

1) (Es B(R) = L(R)?. Contestaremos negativamente a esta cuestién
en (2.2.11), pdg.83. No obstante como  es o—finita sabemos por (1.7.12),
pag.60, que L(R) es la o—dlgebra complecién de B(R), con la medida de
Lebesgue, asi que un conjunto Lebesgue medible es la unién de un Borel
con un subconjunto de un Borel de medida de Lebesgue nula.

2) ;Es L(R) = P(R)?, es decir jes Lebesgue medible todo subcon-
junto de R?. Debemos observar que la demostracién habitual de este
resultado, que es la que vamos a dar, depende de la validez del axioma
de eleccién.

Aunque al final de este tema trataremos esta cuestién de forma mé&s
extensa, digamos ahora que en 1970 SOLOVAY demostrd que si admitimos
ciertas hipdtesis de consistencia, entonces la existencia de un subconjunto
de R, no Lebesgue medible, no puede probarse con los axiomas de la
teoria de conjuntos de ZERMELO-FRENKEL, sin hacer uso del axioma de
eleccion.

Teorema 1.7.20 L(R) es distinto de P(R).

Demostracion. Consideremos la relacién de equivalencia en los reales
x ~ ysii x —y € Q y haciendo uso del Axioma de eleccién definamos
un conjunto A C (0,1) eligiendo un elemento en (0,1) de cada una de
las clases de equivalencia. Para cada z € (0,1), cuya clase es = + Q,
hay un representante a = x + ¢ € A y como a,z € (0,1) tendremos
que £¢ € QN (—1,1) = N, por tanto (0,1) C Ugen(g + A) C (—1,2),
siendo la unién numerable —del conjunto del medio— disjunta, pues si
p,q € Q son distintos (A + p) N (A + q) = &, pero entonces llegamos
a una contradiccién si A es Lebesgue medible, pues tomando medidas,
1<o0-m(4)<3. 1

Pero se tiene aun mas, también consecuencia del Axioma de eleccidn,
de lo que el resultado anterior es una simple consecuencia.

Teorema 1.7.21  (Ver Cohn, p.33) Existe un A C R tal que m(B) =0,
para todo Lebesgue medible B C A 6 B C A°.
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Nota 1.7.22 Terminamos la leccién demostrando la existencia de no me-
dibles en la circunferencia unidad del plano R2.

Consideremos un nimero real o > 0, tal que /7 sea irracional, de
este modo podemos asegurar que para enteros distintos n,m, también
sean distintos los giros g, y gm de dngulos respectivos (en radianes) na
y ma, pues en caso contrario na = ma + k2w y a/m = 2k/(n —m) seria
racional. Ahora consideremos para cada x € S, el conjunto de puntos
girados de z, para todos los giros g, de dangulo na, P, = {g,x : n € Z}.
Cada dos de estos conjuntos son iguales 6 disjuntos, pues si z € P, NPy,
tendremos que existen giros g, gm, tales que g,x = z = ¢,,y, por tanto
P, =P,

Apliquemos el axioma de eleccién para construir un conjunto E que
tenga un tnico elemento de cada uno de los P,. Consideremos la coleccién
numerable de sus girados E,, = g, F, paran € Z, los cuales son disjuntos,
pues si existiese un z € F, N E,,, tendriamos que existen x,y € F tales
que gn* = gm¥y, lo cual implica P, = P, y por tanto x = y, de donde
gn = gm y de esto se sigue que n = m. Por dltimo S = UE,, pues
siz € S existe un z € E que estd en P,, es decir existe un g,, tal que
Z = gnz, por tanto x € E,. Ahora bien las medidas de Hausdorff H,,, son
invariantes por giros, por tanto Hy(E,) = H1(F) y si E fuese medible,
tendriamos que

nez nez

lo cual es absurdo, pues como veremos en el ejercicio (5.5.4),
0< Hl(S) =21 < o0.

Por tanto admitiendo el axioma de eleccion E no es medible.
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1.8. Bibliografia y comentarios

Los libros consultados en la elaboracién de este tema han sido:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”’. Ac.Press, 1972.

BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.

ConN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

ForLLanD, G.B.: “Real Analysis. Modern Techniques and their applications”, John
Wiley, 1984.

LaNg, S.: “Real Analysis”. Addison—Wesley, 1969.

TJUR, T.: “Probability based on Radon Measures”. J.Willey, 1980.

Aunque nosotros hemos tratado y trataremos fundamentalmente las
medidas numerablemente aditivas, no son las tinicas de interés. Por ejem-
plo DUBINS y SAVAGE en un libro de 1965 titulado “How to gamble if
you must”, consideran ciertos problemas en procesos estocasticos, usan-
do solo funciones de conjunto finitamente aditivas. Y aseguran que para
sus prop¢sitos la finita aditividad evita algunas de las complicaciones de
la numerable aditividad, sin sacrificar por ello potencia o generalidad.

Remitimos al lector interesado en resultados propios de medidas fi-
nitamente aditivas (tomando incluso valores en un espacio de Banach),
a los libros

BHASKARA Rao, K.P.S. AND BHASKARA Rao, M.: “Theory of charges’. Ac. Press,
1983.

DuNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley In-
terscience Pub., 1958.

Para una visién clasica de la teoria de la medida, pero considerando
en vez de algebras o o—algebras, anillos 6 o—anillos, es decir quitando la
propiedad de que el espacio total sea medible, nos remitimos al

HarLmos, P.R.: “Measure Theory’. Springer—Verlag, 1974.

En cuanto a los textos clasicos los mas importantes son en primer
lugar la Tésis de HENRI LEBESGUE (1875-1941)

LEBESGUE, H.: “Integrale, longueur, aire”. Ann. di Math., serie III, t.VII, 231-359.
Tesis, 1902.

en la que introduce el nuevo concepto de integral y desarrolla una teoria
de la medida mds general que la de EMILE BOREL (1871-1956) quien
introdujo el concepto de medida de Borel en R basandose en la propiedad
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de que todo abierto puede ponerse como unién numerable de intervalos
abiertos disjuntos. Otra obra fundamental es

LEBESGUE, H.: “Legons sur [integration” (la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

CONSTANTIN CARATHEODORY (1873-1950), dio en 1914 un método
general de construccién de medidas exteriores en un espacio métrico. En
su libro
CARATHEODORY, C.: “Vorlesungen uber reelle Funktionen”. Leipzig—Berlin, 1918.

Reimpreso por Chelsea en 1948

aparece por primera vez la medida como el concepto que ocupa el lugar
de importancia frente al de integral. En él demuestra parte del teore-
ma fundamental de extensién que lleva su nombre y aporta numerosas
observaciones originales a la teoria de integracién que habian iniciado
LEBESGUE, RIESZ y RADON fundamentalmente. Otro volumen clésico
de este autor, publicado a titulo péstumo, es

CARATHEODORY, C.: “Measure and integration”, 1956. Reed. de Chelsea Pub. Co.,
1986.

El primero en demostrar el Teorema de unicidad de extensién de una
medida, que hemos llamado Teorema de extension de Hahn, fue
FRECHET, M.: “Des familles et fonctions additives d’ensembles abstraits”, Fund.

Math. 5, 1924, 206-251.

aunque nosotros no hemos seguido su demostracion, sino la que dieron

de forma independiente HAHN y KOLMOGOROV —ambas basadas en los

resultados de CARATHEODORY—, respectivamente en

HAHN, H.: “Uber die Multiplication total-additiver Mengenfunktionen”, Annali Scuo-
la Norm. Sup. Pisa, 2, 1933, 429-452.

KoLMmoGorov, A.N.: “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitschrechnung” , Editorial.
Springer—Verlag, Berlin, 1933; Traducido como “Foundations of the Theory of
Probability”, por Chelsea, New York, 1950.

Las medidas y la dimensién de HAUSDORFF fueron introducidas por
FELIX HAUSDORFF (1868-1942) en
HAUSDORFF, F.: “Dimension und dusseres Mass”. Math.Ann. 79 (1919), 157-179.

El concepto de dimension ha sido objeto de muchas definiciones. En
topologia hay al menos cinco, de las cuales dos son clasicas: la inductiva,
sugerida en 1912 por HENRI POINCARE (1854-1913) y precisada por
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BROWER en 1913, URYSOHN en 1922 y MENGER en 1923 (ver la p.4 del

HUREWICZ) y la de recubrimientos sugerida por Lebesgue en 1911 y

formulada por CECH en 1932 (ver la p.263 del libro de Janusz Cziz).

Mas actuales son: la de reticulos, la graduada y la aritmética que

estudian respectivamente

VINOKUROV, V.G.: “Lattice method of defining dimension”. Soviet Math. Dokl. 7
(1966), 663-667.

ISBELL, J.: “Graduation and dimension in locales”. London Math.Soc. Lecture Notes
Ser., NY93. Cambridge Univ.Press, (1985), 195-210.

GALIAN, R.: “Teoria de la dimensién”. Serie Univ. Fund. Juan March, 107, Madrid
(1979), 663-667.

siendo esta 1ltima introducida por JUAN SANCHO GUIMERA, que a su
vez se basa en la definicién de dimensién de un anillo (dimension de
Krull). Estas tres ultimas coinciden en cualquier espacio topoldgico,
mientras que las dos primeras no. Todas son buenas segtin el a&mbito de
propiedades que se estudien, son invariantes topoldgicos, toman valores
{=1,0,1,...,00} y las cinco coinciden en espacios métricos separables
(i-e. con un subconjunto denso y numerable). Sin embargo la dimensién
de Hausdorff —que esta definida en un espacio métrico— no es un in-
variante topoldgico, aunque si lo es el infimo de las dimensiones para
las métricas que definan el mismo espacio topolégico (metrizable y se-
parable) y coincide con las cinco anteriores. (Ver HUREWICZ, p.102 y
la Encyclopaedia of Mathematics, Reidel, Kluwer Acad. Pub. Tomo 3,
p-195 y Tomo 4, p.392). Remitimos al lector interesado en las medidas
de Hausdorff y al concepto de dimensién a los libros

Cz1z, JANUSZ.: “Paradozes of measures and dimensions originating in Feliz Haus-
dorff’s ideas”. World Scientific Pub. 1994.

Hurewicz, W. AND WALLMANN,H.: “Dimension Theory’. Princeton Univ. Press,
1941.

RocGERs, C.A.: “Hausdorff Measures’. Cambridge Univ. Press, 1970.

En 1918, los franceses GASTON JULIA y PIERRE FATOU estudiaron
figuras obtenidas del siguiente modo: Para cada ¢ € C la funcién f.: z €
C — 22 4 ¢ € C define, para cada 2 inicial, una sucesién por la férmula
de recurrencia z, = f.(z,—1) y observamos que para ¢ = 0 el plano se
divide en tres regiones: Ry = {z € C: |z| < 1}, tal que los zy que parten
de ella definen una sucesién z, — 0, otra Ry = {z € C : |z| > 1},
tal que los zg que parten de ella definen una sucesién z, que tiende a
infinito y otra Rz = {z € C: |z| = 1}, tal que los zy que parten de ella
definen una sucesién z, que permanece en ella; de estas tres regiones
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hay una, la circunferencia, que es borde de las otras dos. Para otros
valores de ¢ como por ejemplo ¢ = —0,12375 4+ 0,56508: observamos
(ver fig.3, pag.10 del libro de PEITGEN AND RICHTER) que el plano
también se divide en tres regiones similares y de nuevo una es curva
borde de las otras dos, pero esta no es una curva diferenciable, es muy
irregular, parece el contorno de una isla, aunque sigue siendo conexa.
Por dltimo hay valores ¢ para los que la “curva borde”no es conexa. Sus
trabajos sobre estas curvas, que ahora se conocen como curvas de Julia,
se mantuvieron en el olvido hasta que en 1975 BENOIT MANDELBROT
las recuperé llaméndolas fractales (por ser curvas “fracturadas” en el
sentido de quebradas, rotas) y con ayuda de un ordenador se le ocurrié
representar los ¢ para los que la curva de Julia correspondiente era conexa
y se encontrd con un conjunto realmente impresionante y bello (conocido
como conjunto de Mandelbrot). La importancia para nosotros de este
conjunto (de su frontera realmente), asi como de alguna de las curvas de
Julia, es que son curvas con dimension de Hausdorff no entera. Remitimos
al lector interesado en estos temas al articulo y los libros
BLANCHARD, P.: “Complexr Analytic Dynamics on the Riemann Sphere”. Bull Amer
Math Soc, 1984, 11, 85-141.
MANDELBROT, BENIOT: “The Fractal Geometry of Nature”. Freeman and Company,
1983.
PEITGEN, HEINZ—OTTO AND RICHTER, PETER H.: “The Beauty Of Fractals. Images
of Complex Dynamical Systems”. Springer—Verlag, 1986.
PENROSE, R.: “La nueva mente del emperador”, Mondadori, 1991.

en este ultimo la definicién que da del conjunto de Mandelbrot, no es
la que hemos dado (que es la del autor), sino que es la siguiente en
los términos anteriores: Un punto c¢ estd en el conjunto de Mandelbrot
si partiendo de zg = 0, la sucesién z, estd acotada. En el articulo de
BLANCHARD se demuestra la equivalencia de las dos definiciones.

Para los lectores interesados en la parte de la historia de las ma-
tematicas que tratan los comienzos de la medida y la integracién, re-
comendamos los siguientes libros, en el primero de los cuales estan los
trabajos Sobre la esfera y el cilindro y Medida del circulo:

ARQUIMEDES, APOLONIO, ETC.: “Cientificos griegos II”. Ed. Aguilar, 1970.
BoYER, CARL B.: “Historia de la matemadtica”. Alianza Univ. textos, NY947 1986.
VAN DALEN, D. AND MONNA, A.F.: “Sets and integration”. Wollers—Noordhoff, 1972.
EucLIDES: “Los Elementos”. Biblioteca Clasica Gredos, 1991.

HAWKINS, T.: “Lebesgue’s Theory of integration”. Chelsea Pub.Co., 1975.

PEsIN, 1.V.: “Classical and modern integration theories’. Acad. Press, 1970.
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En cuanto al contenido del capitulo, vamos a hacer algunos comen-
tarios. En 1902 LEBESGUE plantea en su libro “Lecons sur l'integration”
la siguiente cuestién: ;Existe alguna medida p en P(R), invariante por
traslaciones, verificando

w(a,bl =b—a, para a<beR?
En 1905 GUISEPPE VITALI (1875-1932) demuestra que no en

ViTaLl, G.: “Sul problema della misura det gruppi di punti di una retta’. Bologne,
1905.

basédndose para ello en el axioma de eleccién (ver FOLLAND), p.19). No-
sotros lo hemos demostrado en 1.7.20, pag.65, siguiendo el BENEDETTO
(pdg. 49 cuya referencia damos a continuacién), el cual a su vez sigue
una demostraciéon que en 1927 dio SIERPINSKI.

En cuanto a la existencia de una medida g finitamente aditiva en
P(R?), no nula, finita en los acotados y que tome el mismo valor en
conjuntos congruentes, la respuesta es que no, como se prueba utilizando
el axioma de eleccién en la forma de la Paradoja de Hausdorff, esto
es:

“La esfera unidad Sy de R® se puede poner como unién disjunta de
cuatro subconjuntos A, B,C, D, de modo que D es numerable y A es
congruente con B, con C y con BUC”.

Como consecuencia tendriamos que los conos (rellenos) generados
desde el centro de la esfera de estos cuatro conjuntos, llamémoslos 4, B,
C'y D, serfan una particién de la bola unidad B0, 1] y si fueran medibles

verificarfan p(D) =0y
u(A) = u(B) = u(C) = (BUC) = u(B) + u(0),

lo cual implicaria que todos son nulos y por tanto la bola unidad B[0, 1]]
y del mismo modo cualquier bola.
Remitimos al lector interesado a la p.51 del

BENEDETTO, J.J.: “Real variable and integration”, B.G.Teubner Stuttgart, 1976.

En 1924 STEFAN BANACH (1892-1945) y ALFRED TARSKI (1901
1983) probaron otra asombrosa paradoja, consecuencia de la de Haus-
dorff, que dice:

“ Sean B y C dos bolas cerradas de R® del mismo radio. Entonces
existen sendas particiones (disjuntas) B; y Dy, parai=1,...,41, de B
y BUC respectivamente, tales que cada B; es congruente con D;”.
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Como consecuencia tendriamos que de una bola hacemos dos del
mismo radio. De ellos es también la siguiente (ver FOLLAND, p.19):

“Sean A y B dos abiertos acotados de R™, conn > 3. Entonces existe
una particion finita de A en m € N conjuntos A;, otra de B en también
m conjuntos By, tales que los A; son disjuntos, los B; también, A = UA;,
B =UB;, y para cada i A; es congruente con B;”.

Uno estarfa tentado a decir que esto implica que podemos coger en
el espacio una bola abierta del tamano de una canica, partirla conve-
nientemente en un numero finito de trozos y volverlos a unir en otro
orden obteniendo una nueva bola abierta del tamano de la tierra. Pero
realmente el resultado sélo asegura que existen los trozos, no que puedan
construirse. Y nuestra nocién de lo existente a veces descansa en aziomas
como el de la eleccion, del que hablaremos al final de estos comentarios.

Por otra parte los casos unidimensional y bidimensional se comportan
de una manera esencialmente distinta al tridimensional, es decir que para
P(R) y P(R?) sf existen medidas finitamente aditivas no nulas, finitas en
los acotados, invariantes por traslaciones y que coinciden con la medida
de Lebesgue en los Lebesgue medibles, para n > 2 el resultado no es
cierto. Este resultado, que veremos en (8.1.9) de la pdgina 296, es de
1932 y se debe a

BANACH, S.: “Theorie des operations lineaires”. Reimp. con correcciones de la la.
ed. de 1932 por Chelsea Pub.Co., 1978.

En 1950 KAKUTANI y OXTOBY obtuvieron en

KAKUTANI, S. AND OXTOBY, J.C.: “Construction of a monseparable invariant ex-
tension of the Lebesgue measure space”. Ann. of Math., 52, 580-590, 1950.

una extension de la medida de Lebesgue —numerablemente aditiva e
invariante por traslaciones—, definida sobre una o—élgebra que contenia
propiamente a L(R). Ver a este respecto las pp.113 y 137 respectivamente
de los libros

MUHKERJEA, A. AND POTHOVEN, K.: “Real and functional Analysis”’. Plenum Press,
1978.

HewiTT, E. AND STROMBERG, K.: “Real and abstract analysis”. Springer- Verlag,
1965.

Hemos dicho anteriormente que VITALI, partiendo de los axiomas de
ZERMELO-FRENKEL y del Axioma de eleccidn, habia probado en 1905



1.8. Bibliografia y comentarios 73

que
L(R) # P(R),

esto nos induce a hacer unos breves comentarios sobre el uso del Axio-
ma de eleccién tanto en la teoria de la medida como en el resto de las
matematicas.

No cabe duda de que la naturaleza del Axioma de eleccién difie-
re bastante de la del resto de la axiomatica de ZERMELO-FRENKEL. No
obstante, su uso —siempre acompanado de reticencia y critica— se man-
tiene porque hay “Teoremas importantes” que no se saben demostrar sin
él 6 incluso son equivalentes a él. Por ejemplo el Teorema de Hahn—
Banach que es béasico en Analisis Funcional pues su invalidez haria que
desapareciesen la mitad de los espacios que aparecen en esa disciplina
(los espacios duales). El Teorema de Tychonov en Topologia —sobre
la compacidad del producto de compactos—, fue durante mucho tiempo
uno de los argumentos mas importantes a favor del Axioma de elec-
cién, pues son equivalentes (ver el VANDALEN—MONNA, p. 32, para una
lista de resultados equivalentes).

No sabemos si se conoce algiin tipo de alternativa para el Teorema
de Hahn—Banach sin hacer uso del Axioma de eleccidén, pero res-
pecto al Teorema de Tychonov se ha demostrado recientemente que
puede ser vélido sin necesidad del Axioma de eleccidn, si se entiende
por topologia un concepto no supeditado a un “conjunto de puntos”,
sino que se parte de un reticulo de abiertos como nocién primitiva —
como por otra parte ya hacia Hausdorff— y no de la de punto como es
habitual. Remitimos al lector interesado al articulo de
JOHNSTONE, P.T.: “Tychonoff’s Theorems without the axiom of choice’. Fund. Math.,

113, 21-35, 1981.

Volviendo al resultado de VITALI, este ha sido complementado con
la demostracién de que si la axiomética de ZERMELO— FRENKEL es con-
sistente, es decir no tiene contradiccién, entonces también es consistente

’ Zermelo—Frenkel ‘ + ’ no axioma eleccién ‘ +| L(R) #P(R) |,

lo cual significa que el Axioma de eleccién no es equivalente a L(R) #
P(R).

Otro resultado en esta linea de 1965, aunque no publicado hasta 1970
es
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Sorovay, R.M.: “A model of set theory in which every set of reals is Lebesgue
measurable”. Ann. of Math., 92, 1-56, 1970. (MR42,1,64).

en el que se demuestra que si

)

’ Zermelo—Frenkel ‘ + ’ hay un cardinal inaccesible

es consistente, entonces también lo es

’ Zermelo—Frenkel ‘ + | L(R) = P(R)

por lo que no hay, en principio, una razén para creer en la existencia
de conjuntos no Lebesgue medibles, cosa que por otra parte facilitaria
enormemente el uso de L(R).

Debemos decir no obstante que en ese mismo trabajo, SOLOVAY tam-
bién demuestra que si

’ Zermelo-Frenkel ‘ + ’ hay un cardinal inaccesible |,

es consistente, entonces también lo es

’ Zermelo—Frenkel ‘ + | Todo A C R, tiene la propiedad de Baire

en cuyo caso el Teorema de Hahn-Banach es falso. Lo cual debiera
hacernos pensar —entre otras cosas— si este Teorema no estara al mismo
nivel de entendimiento que lo estaba el Teorema de Tychonov antes
de 1981.

Remitimos al lector interesado en la relacion existente entre la teoria
de la medida y la teoria de conjuntos a

TALL, F.D.: “Appling set theory to measure theory’. Lect. Notes in Math., Springer—
Verlag, N.1033, 295-302, 1983.

Fin del Capitulo 1



Capitulo 2

Integracion

2.1. Introduccion historica

En 1881 V. VOLTERRA, discipulo de U. DINI en Pisa'!, publicé un
ejemplo de una funcién f: (0,1) — R, derivable en todo punto, con
derivada f’ acotada pero no Riemann integrable. Es decir, encontré una
funcién derivable para la que el Teorema fundamental del cdlculo no era
valido.

La particularidad de esta funcién f reside en que su derivada es dis-
continua en un conjunto de puntos de medida de Lebesgue positiva (ver
el Teorema de caracterizacién (2.4.30), pdg.112). Para su construccién
utilizé la funcién g que en el origen vale g(0) = 0 y fuera del origen
g(z) = 2%sen(1/z), que es derivable y su derivada es discontinua en
0. Esta f puede encontrarse en el propio trabajo de VOLTERRA, cuya
referencia damos al final del tema, 6 en la pag.20 del BENEDETTO.

En su Tesis de 1902 LEBESGUE observa que por esta razén, diferen-
ciacién e integracién no podian considerarse operaciones inversas en el
contexto, relativamente amplio, de las funciones Riemann integrables.

Ver Benedetto, pag.19

75
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Este fue el motivo fundamental que le llevé a tratar de encontrar una
nocion de integracién nueva, bajo la que derivaciéon e integracion si fuesen
operaciones inversas para una clase de funciones méas amplia que las
Riemann integrables.

Hay otras razones para querer extender la integracién Riemann. Po-
demos juntarlas todas y decir simplemente que era necesaria una teoria
que incluyese muchos resultados naturales para muchas funciones, como
por ejemplo la integracién término a término en una serie de funciones.

La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que, a dife-
rencia de lo que ocurre en la integral de Riemann, los puntos se agrupen
de acuerdo a la proximidad de los valores de la funcién a integrar y no
de acuerdo a su proximidad en el conjunto de definicién de la funcién,
como hacfa Riemann. Esto permite la posibilidad de extender, de forma
inmediata, el concepto de integral a una clase muy amplia de funciones.

2.2. Funciones medibles

2.2.1. Propiedades de las funciones medibles

Definicién. Diremos que una aplicacién entre espacios medibles
F: (Ql,A1) — (QQ,AQ),

es medible si para cada B € Ay, F~1(B) € A;.

Si (Q2,A42) = (R, B(R)) —6 (R, B(R))—, diremos que F es una fun-
cion medible —algunos autores la llaman funcidn Borel medible—. Si
ademds (Q1, A1) = (R, L(R)), diremos que F' es Lebesgue medible.

En el contexto de la Teoria de probabilidades las funciones medibles
se llaman variables aleatorias.

Dada una funcién f: Q — R, definimos las funciones

SH=méx(£,0), [~ =méx(~f,0), (paralasque f=f ")

y las llamamos respectivamente parte positiva y parte negativa de f.
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Hemos hablado en el Tema anterior de la suma en R, ahora comple-
tamos estas operaciones aritméticas considerando
z/oo=x/—00=0, para z€R,
x-00=o00-x =00, para z € (0,00],
- 00=00-T=—00, para € [—00,0),
0-co=00:-0=0-(—00) =—00-0=0,
con estas definiciones se demuestra facilmente que son validas las propie-

dades conmutativa, asociativa y distributiva.

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones medibles, pero
antes observemos que si

f(©2,A4) = (R, B(R)),
es medible, también lo es entendida en R
[ (Q,A) = (R,BR)),
pues la inclusién i: R — R es continua, por tanto medible. Por lo que
toda funcién real la entenderemos en R.
Proposicion 2.2.1 (a) La composicién de aplicaciones medibles es me-

dible.

(b) Si (Q1,A1) y (Q2,Az) son espacios medibles y C C As es tal que
o(C) = As, entonces F: Q1 — Qg es medible si y sélo si para cada
BeC, F7YB) € A;.

(¢) Las aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos son medibles
para las o—dlgebras de Borel.

Demostracién. (b) Es consecuencia de que
o(FIC) = F'[o(C)),

lo cual se demuestra facilmente usando el principio de los buenos con-
juntos.
(c) Es consecuencia de (b). 1

Proposicién 2.2.2 (d) Una funcion f: (2, A) — (R,B(R)), es medible

si y sélo si para cada c € R,

{xeQ: f(z)>c}eA
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(e) Si f es una funcién medible, —f y |f| son medibles.
(f) Si f,g son funciones medibles méx(f, g) es una funcion medible.

() Si f es medible, f+ y f~ son medibles.

Demostracién. (d) es consecuencia de (b), pues la clase de los in-
tervalos (c, 00 generan B(R) y {f > ¢} = f~(c, ).
(e) Es consecuencia de (d), pues para cada ¢ € R,

{zeQ: c<—flx)}={z: —c> f(x)} € A

Ademas {|f| > c} =Q, parac <0y {f > c} U{f < —c}, para ¢ > 0.
(f) Se sigue de (d) pues

{max(f,g) >c} ={f >c}U{g>c}.

(g) Que f* son medibles se sigue de (e) y (f).

Nota 2.2.3 Observemos que en el apartado (d) anterior podemos cam-
biar la desigualdad > en {f > ¢} por cualquier otro tipo de desigualdad:
<, < 6 >; pues cualquiera de los conjuntos correspondientes de intervalos
generan los borelianos.

Veamos ahora algunas propiedades de las sucesiones de funciones
medibles, en particular que el limite puntual de funciones medibles si
existe es medible.

Teorema 2.2.4 Secan f,: Q — R, paran € N funciones medibles, enton-
ces:

(h) Elsup f, y el inf f,, son medibles.
(i) Ellimsup f,, y el liminf f,, son medibles.

(j) Si existe en todo x € Q el limite f(x) = limy,_,o0 fn(z), entonces f
es medible.

Demostracién. (h) Es consecuencia de (2.2.2), pues para cada ¢ € R
{zeQ: c<supfu(x)} = U{x c< fu(z)} € A
n=1

Que el inf f,, = —sup(—f,,) es medible se sigue de (e) y lo anterior.
(i) Se sigue de (h) y de que limsup f,, = inf,,>1 sup;>,, fi.
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(j) Se sigue de (i), pues lim f,, = limsup f,,(= liminf f,). 1

Definicién. Dado un espacio medible (©2,.4) y un A € A denotaremos
con
F(A) ={f: A — R, funciones medibles reales}.

Observemos que les pedimos que tomen valores en R, no en R.

Definicién. Sea (€, A) un espacio medible y A € A, llamaremos indi-
cador de A a la funcién medible

1 size A
Ip: Q— R, Ia(x)= ’
4 al@) {0 siz € A°.

Obviamente la estructura medible de Q, es decir la o—dlgebra A,
podemos reconstruirla si conocemos sus funciones medibles reales F(€2),
pues A es el conjunto de todos los f~1({1}), con f € F(£2), ya que para
todo A€ A, Iy € F(Q).

2.2.2. Funciones simples

Definicién. Diremos que una funcion f: 2 — R es simple si es medible
y toma un ndmero finito de valores. Denotaremos el conjunto de las
funciones simples con

S={s: Q> R: s simple}.

Proposicion 2.2.5 f: Q — R es simple si y sélo si existen € N, A; € A
disjuntos y a; € R, para i =1,...,n, tales que

fzz:aiIAi, LHJAle
i=1

Demostracién. Si es simple Im f = {a1,...,a,}, como es medible
f~Ha;} = A; son medibles y f = " a;14,. Reciprocamente si f es de
esa forma toma un nimero finito de valores y es medible pues para cada

B € B(R),
fUB)=UlfY(B)NA;)) =Uf ' Bn{a;}] = Upa,epAi € A.

Proposicion 2.2.6 Si f,g € S, entonces f+g,fg €S y si g es no nula,
también f/g € S.
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Demostracién. Por el resultado anterior existen a;,b; € R, tales
que f = 3" ailla, y g = i bjlp,, con los A; disjuntos y los B;
disjuntos y tales que UA; = UB; = Q. Por tanto 4; N B; € A son
disjuntos y es una particién de €2 y se tiene

FH9=Y> (ai+b)lanp,  fg=_ (ab)lans,
i=1j=1 i=1 j=1
g = Z Z az/b )4, nB;- 1

i=1 j=1

Nota 2.2.7 Consideremos en [0, co] la sucesién de funciones simples no
negativas, s, : [0, 00] — [0,00), que para 0 < r < co valen

), sire 5 ) (i=1,...,n2")
sn(r) =
n, sin<r,

de las cuales representamos a continuacién las dos primeras.

2 - 2 -

Figura 2.1. Gréficas de s1 y s2

y tienen las siguientes propiedades para todo r > 0y todon € N
sn(r)<r,  0<sp<n,  $p<spy1,  sa(r) T,

ademds para todor <n, 0 < r—s,(r) <1/2"y la convergencia s, (r) —
r es uniforme en todo acotado de R. Veamos que s,(r) < spy1(r). Si
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r <mnexiste un¢=1,...,n2", tal que

t—1 ¢\ |2i—2 21—1 29—1 2%
re on ? 27 - 2n+1 ? 2n+1 U 2n+1 ? 2n+1 ?
en cuyo caso s,11(r) vale (20 —2)/2" ! = s,,(r) 6 (2i —1)/2" ! > s, (7).

Sin <r <mn+1, entonces s,(r) = n y existe un j entre n2"*+! y
(n+1)2"Tt — 1, tal que

J Jt1 J
re |:2n+1’ 2n+1> = 5n+1(7") = W >n= Sn(T)

Ysin+1<r, entonces sp,(r) =n<n+1=s,41(r)<r. 1

Teorema 2.2.8 Sea f: Q — [0, 00] una funcion medible, entonces existe
una sucesion creciente f, € S de funciones simples, con 0 < f, < n,
tales que f, 1 f. Ademds la convergencia es uniforme en cada conjunto
en el que f sea acotada.

Demostracién. Para cada n € N definimos las funciones simples
fn = sp o f, para las s, de la Nota (2.2.7), las cuales satisfacen el
enunciado, pues

sa(r)<r = fu<f, 0<s,<n = 0<f,<n
Sn < Spt1 = fngfn—&-la Sn(T)TT = fana

y como la convergencia s, (r) — r es uniforme en todo acotado de [0, o],
la convergencia f, — f es uniforme en cualquier conjunto en el que f
sea acotada. 1

Corolario 2.2.9 Sea f: Q — R una funcion medible, entonces existe una
sucesion f, € S de funciones simples, con |f,| < n, tales que fr, — f,
|fnl < |f|. Ademds la convergencia es uniforme en cada conjunto en el
que f sea acotada.

Demostracién. Por (2.2.8) existen sendas sucesiones g, t f* y hy, T
f~ de funciones simples, no negativas y basta considerar f,, = g, — h,.
1
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2.2.3. Operaciones basicas de las funciones medibles.

A continuaciéon demostramos que la suma, el producto y el cociente
de funciones medibles, si estan bien definidos son medibles.

Proposicion 2.2.10 Sea (2, A) un espacio medible y A € A, entonces:

(a) Si f,g: A — R son funciones medibles, también lo son, para ¢ € R
cf, f+9,fg,f/g, si estin bien definidas (es decir si en ningin punto
I+ g es del tipo oo — 0o, ni f/g 0co/oo 6 a/0).

(b) F(A) tiene estructura de R—dlgebra, es decir contiene a las cons-
tantes y es cerrada para la suma y el producto.

Demostraciéon. Basta demostrar (a). Que ¢f es medible es obvio.
Por (2.2.9) existen funciones simples f,, — fy gn — ¢, por tanto f,, + g,
son simples y convergen a f + g, por tanto se sigue de (2.2.4) que f+g
es medible. Del mismo modo lo es fg, pues fr,g, — fg (observemos que
si f(z) =0, todas las f,(z) =0, idem para g); y f/g pues

1 _
fn(gn+gl{gn:0}) 1_>f/g- ]

2.2.4. Existencia de Lebesgue medibles no de Borel.

Como consecuencia de que la composicién de funciones medibles es
medible también tenemos que si f es Lebesgue medible y g es Borel
medible, por ejemplo continua, entonces g o f es Lebesgue medible. Sin
embargo si f y g son Lebesgue medibles, entonces g o f no es necesaria-
mente Lebesgue medible. Veamoslo al mismo tiempo que contestamos a
la pregunta del tema anterior acerca de la existencia de conjuntos Le-
besgue medibles no Borel medibles.

En (1.2.3), pdg.9, definimos el conjunto de Cantor K = NK,,, don-
de cada K, es la unién de 2" intervalos iguales y disjuntos de [0,1] y
K, C K,_;. Consideremos K¢ = UK¢ = U(K, 1 N K¢) donde cada
K, 1NKS = B, es uniéon de m = 2"~ 1 intervalos abiertos disjuntos que
ordenamos en forma creciente I,1, ..., I,,,. Por tanto como los B,, son
disjuntos tendremos que

{Iyp:neNE=1,...,2"1},

es una particion por abiertos disjuntos de K°.
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Definicién. Llamamos funcién de Cantor ala funcién continua h: [0,1] —
[0, 1] que sobre cada I, vale

h(z) = (2k —1)/2",
que estd bien definida por ser creciente y K¢ denso en [0, 1].

Consideremos ahora la funcién g: [0,1] — [0, 2],

g(x) = h(z) + z,

que es continua y estrictamente creciente. Por tanto tiene inversa ¢!

que es continua por tanto Borel medible y Lebesgue medible. Por otra
parte m[g(K)] = 1, pues

m[g(ln )] = m[Ink']a m[ov 1] =1, m[072] =2,
m[g(K°)] = m[Ug(Ink)] = m[K] = 1.

Ahora bien en (1.7.21), pdg.65, vimos la existencia de un A C R tal
que si B e L(R)y BC A6 B C A entonces m(B) = 0. Se sigue de
esto que existe C' C g[K]| no Lebesgue medible, por ejemplo A N g[K]
6 A° N g[K]. Si ahora consideramos la funcién

f:ICOgv

tendremos que f = Ip, para D = {x : f(x) = 1}, que es Lebesgue
medible y m[D] = 0, pues D C K y m[K] = 0, por tanto f es Lebesgue
medible y hemos demostrado lo siguiente, aunque usando el Axioma de
eleccion.

Teorema 2.2.11 La funcién Ic = Ipog~' no es Lebesque medible aun-

que es composicion de Lebesque medibles. Ademds D € L(R) y D ¢ B(R).

1

. e

4 —

1 o

2 —

1]

47

T T T 1T T 71
1 2 1 2 7 8
05353 3909l

Figura 2.2. Algunos peldanos de la funcién de Cantor
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Nota 2.2.12 Se puede dar una demostracién alternativa de que hay Le-
besgue medibles no Borelianos, en términos de cardinales y sin usar el
Axioma de eleccién (ver el FOLLAND, pdg.38). Observemos también que
mientras los borelianos se conservan por homeomorfismos, los Lebesgue
medibles no, pues g(D) = C.

Ejercicios

Ejercicio 2.2.1 Sea f: (Q,A) — (R, B(R)) acotada. Demostrar que existe una
sucesién de funciones simples s, tales que s, — f uniformemente.

Ejercicio 2.2.2 Sean f y ¢ funciones medibles y A un conjunto medible. De-
mostrar que es medible la funcién

flx) sizeA,
h(z) =
(@) {g(x) siz ¢ A,

Ejercicio 2.2.3 Sea (2, A, 1) un espacio de medida. Probar que f: Q@ — R es
medible si para cualesquiera m,n € Z, {x : mf(z) < n} es medible.

Ejercicio 2.2.4 Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los conjuntos
{zxeQ: h(z)<gx)}, {x€Q: h(z)<gx)}, {x€Q: h(z)=yg(x)},

son medibles. (Sol.)
Ejercicio 2.2.5 (a) Sea f medible y f = g c.s. jes necesariamente g medible?,
Ly si el espacio es completo?. (b) Sean f < g < h, con f y h medibles tales

que f = h c.s. jes necesariamente g medible?, ;y si el espacio es completo?.

Ejercicio 2.2.6 Sea f, una sucesién de funciones medibles, demostrar que es
medible el conjunto {x : existe y es finito el lim fy(x)}.

Ejercicio 2.2.7 Sea f: R — R mondtona creciente, jes f borel medible?

Ejercicio 2.2.8 ;Es cierto que f es medible si y sélo si | f| es medible? En caso
contrario dar un contraejemplo.
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Ejercicio 2.2.9 Sea A, una sucesién de subconjuntos de 2. Demostrar que

infIa, = Ina,, supla, =l1lua,,

liminf 4, = himint 4,,, limsupla, = hmsupa,-
Ejercicio 2.2.10 Sean A, B C . Demostrar que {x € Q: I4 # Ip} = AAB.

Ejercicio 2.2.11 Demostrar que Si f: R — R es derivable, f y f’ son Borel
medibles. (Sol.)

Ejercicio 2.2.12 Demostrar que f = (fi1,..., fn): @ — R" es medible si y sélo
si cada f; lo es. (Sol.)

2.3. Integracion

2.3.1. Integral de funciones medibles

Definicién. Sea (2,4, 1) un espacio de medida y h € S no negativa, es
decir

h= ZaiIAi: Q2 — [0, 00),
i=1
con los 0 < a; < ooy los 4; € A disjuntos y UA; = Q. Definimos la
integral de h respecto de p como el valor de [0, o]

[ hi = ana

Nota 2.3.1 Recordemos que convenimos en definir 0-0o = 00-0 = 0. Hay
que demostrar que la definicién estd bien dada, es decir que si existen
dos representaciones

h = i(liIAi = ibjIij
i=1 j=1
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de una funcién simple A € S no negativa, en las condiciones dichas,
ambas llevan al mismo valor de la integral de h, lo cual se sigue de que
a; = b; si A; N B; # &, por tanto

Z aip(A;) = Z Z a;p(A; N Bj)]
i=1 i=1j=1
= bju(A; N Bj)] = Z bju(B;). W
j=11:=1 Jj=1

Si no hay confusién con el dominio €2 de nuestras funciones, escribi-
remos [ fdp en lugar de fQ fdu. A continuaciéon vemos que sobre las
funciones simples y no negativas la integral es lineal y mondtona, esto
nos permitird extender la nocién de integracion a funciones medibles no
negativas.

Proposicion 2.3.2 Sean f,g € S no negativas y ¢ € [0,00), entonces:
(a) [efdu=c/ fdpu.
(b) [(f+g)dpn= [ fdp+ [gdp.
(c) f<g = [fdu< [gdu

Demostracién. (a) Es obvio.

(b) Si f = > aila, vy g = 35—, bilp,, con los A; disjuntos y
los B; disjuntos y tales que UA; = UB; = §, tendremos que f + g =
>oij(ai +b)lanp; y

[ +9)dn =3 (a4 but4in B)

i
=Y aip(Ain By) + Y bjp(A;iN By) = /fdu+ /gdu~
i7j Z’j

(c) Sean f =" a;la, yg= Z;nzl bjIp,, entonces 0 < a;,b; y si

A; N Bj # @ tendremos que 0 < a; < b;, por tanto
0< > a(Ay) =) aip(A; N By)
i=1 i

<D biu(ANB;) = ibjM(Bj)- '

(2]
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Ahora extendemos el concepto de integral.

Definicién. Si h > 0 es medible definimos la integral de h respecto de
wen €, de la forma

/hdp:sup{/sd,u: seS8, 0<s<h}
Q Q

Para h: Q — R medible, descomponemos h = ht — h™ y si uno de los
términos, [, h™du 6 [ h™ dp son finitos, definimos su integral respecto
de p como la diferencia

/hduz/iﬁdu—/hfdu,
Q Q Q

en caso contrario diremos que la integral de h no existe. Diremos que h
es integrable si ambos términos, son finitos.

Definicién. Para h = hy + ihy: Q@ — C medible (entendiendo que en
C consideramos la o—dlgebra de Borel) —lo cual equivale a que hy y ho
sean medibles—, diremos que es integrable si lo son su parte real h; y su
parte imaginaria ho, en cuyo caso definimos

/hdu:/hldp—i—z’/hgd,u.

Definicién. Para K = R é C, denotaremos con £1[2, A, 1, K] 6 £1(2,K)
6 simplemente con £; si no hay confusién, el espacio de las funciones
integrables

f: Q—=>K.

Nota 2.3.3 Por varias razones no consideramos en el caso real de L1,
funciones que tomen valores +o0o. En primer lugar porque toda funcién
integrable es finita c.s. como veremos en (2.4.3), pdg.92; en segundo
lugar porque para la integraciéon son indistinguibles dos funciones que
sean iguales c.s. (ver (2.4.1), p4g.105); y por dltimo porque las funciones
integrables finitas forman un espacio vectorial.

Nota 2.3.4 Como para las funciones simples sobrentenderemos el espa-
cio 2 si no hay confusién y escribiremos [ f du en vez de fQ fdu.

Por otro lado si h: Q — R es una funcién medible y B € A, la
restriccién de h a (B, Ap,u) también es medible y si en este espacio
existe su integral la denotaremos con [ p hdp. Para B = & es necesario
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matizar y volver a la definicién pues nos encontramos que en el caso

h>0
/hdu:sup{/ sdpu: s€8, 0<s< higt
@ @

y el conjunto de la derecha es vacio. Convenimos en definir de nuevo su
supremo como sup & = 0, lo cual recordemos que es compatible con que
si A C B C [0,00], entonces sup A < sup B. Ahora definimos para h
medible arbitraria [ hdp = [ ht — [ h™ =0.

2.3.2. Propiedades basicas de la integral.

Veamos en primer lugar algunas propiedades de linealidad y orden
de la integral.

Proposicién 2.3.5 Sean f,g: (9, A, 1) — R medibles, entonces:

(a) Si existe la integral de f y ¢ € R, entonces existe la integral de cf y
[efdu=c[ fdu.

(b) Si f < g y existen sus integrales, entonces

/fduﬁ/gcm

(c) Si f <g, existe la [ fdp y —oo < [ fdu, entonces existe la [ gdp
y st existe la [gdp y [ gdp < oo, entonces existe la [ fdu y en ambos

casos
/fws/ﬁw.

(d) Si existe la integral de f, entonces | [ fdu| < [|f]dpu.

Demostracién. (a) Si f € Sy 0 < f, es obvio. Supongamos que
0 < cy que 0 < f, entonces por linealidad en las simples no negativas

c/fd,u:osup{/sd,u: se8, 0<s< f}
zsup{/csd,u: cs €S, Ogcsgcf}:/cfdu.

Si0<cy f=fT— f tiene integral, entonces como cf™ = (cf)T y
cf™ = (¢f)™, tendremos por el caso anterior

o [ran= [entan- [ter) du= [cran
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Para ¢ = —1 es obvio pues f~ = (—f)" y fT = (—f)~, por tanto

*/fdu:/f’du—/ﬁdu:/—fdﬂ.

y si ¢ < 0 como —c > 0, tendremos

—c/fd,uz/—cfdu:—/cfdu.

(b)Sio< f<g,se€Sy0<s<f, entonces 0 < s < g, por tanto
[ fdu < [ gdu. En general como f+ < gty g~ < f~ tendremos por
el caso anterior [ fTdu < [gtduy [gdu < [f~duy por 1.4 de la
pagina 55, se tiene que

[tan=[sran [ s [gau- [o au= [gan

(c) Como f+ < gty g~ < f~ tendremos por (b) que [ fTdu <
Jogtduy [gdu < [f~dpysi—oo< [ fdpu, entonces

/ﬁ‘@ui/f‘@w<my

y por tanto g tiene integral y se tiene el resultado. El otro caso es similar.
(d) Como —|f| < f < |f|, tendremos por (a) y (b) que

~[itan< [sau< [1n1an 0

Veamos ahora propiedades de la restricciéon de la integral a un con-
junto medible.

Proposicion 2.3.6 (e) Si f > 0 es medible y B € A, entonces

/deu=/Ideu~

(f) Si existe la integral de f, entonces existe la integral de f en cada
BeAy [pfdu= [Ipfduysif esintegrable en Q, también lo es en
cada B.
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Demostracién. (e) Para B = @ ambos valores son 0 (ver nota
2.3.4). Por definicién se tiene para S(B) las funciones simples definidas
en B

/ fdu:sup{/ sdu: s€8(B), 0<s< fip}
B B
:sup{/sdu: sES, 0§5§IBf}:/Ide,U>
pues los dos conjuntos de la derecha coinciden (obsérvese que si s € S,
con 0 < s < Ipf, entonces s = Ips).

(f) Se sigue de (b) de (e) y de que (fIg)T = fTIp < fty (fIg)” =
fTIg<f. 1

2.4. Teoremas basicos de integracion

2.4.1. Teorema de la carga

En esta leccién consideraremos un espacio de medida fijo (2,4, u) y
veremos que toda funcién medible no negativa es la “densidad” de una
medida, demostraremos que la integral es un “operador lineal”, asi como
los teoremas fundamentales de intercambio de limite e integral.

Teorema de la carga 2.4.1 Sea h una funcion medible con integral, en-
tonces

MA-—R, A(A):/hdu,
A

es una medida si h > 0 y en general una carga. Ademds si p(A) = 0
entonces’ \(A) = 0.

Demostracion. Si0 < h = 22;1 a;la, € S, entonces por 2.3.6

)\(B):/Bhdu:/IBhdu:Zam(BmAi),

i=1

2Diremos en este caso que \ es absolutamente continua respecto de u y lo deno-
taremos A\ < p (ver pég.172)
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y como p es medida también lo es A. Obviamente si u(B) = 0, entonces
AB)=0

Si h es medible y no negativa, B,, € A son disjuntos, B = U2 1B, ¥
s €8, con 0<s < hlg, entonces por lo anterior

/Bsduzg/andugnz_:l/Bnhdu,

y tomando el supremo, A(B) < > | A(B,,).

Veamos ahora que A es aditiva. Sean Ay, As € A disjuntos, entonces
AA;) < AMA1UAs), pues hls, < hla,ua, v sialgin A(A;) = oo, también
serd A(A1UAg) = 0o = A(A1) + A(A2); v si los dos son finitos, para todo
€ > 0, existen dos funciones simples s; € S tales que 0 < s; < hly, y

)‘(Ai):/A hduégwt/A s; dp,

ahora s = I4,81 + 14,52 = 51 + s2 € S es una funcién simple tal que
0 < s < hla,ua,, por tanto se sigue de (2.3.2) que [ s = fAl 51+ fA2 S9
y tenemos que

A(A1)+A(A2)§e+/s§e+/ h

A1UAs
=€+ )\(Al U Ag) <e+ )\(Al) + )\(AQ),

y como el € es arbitrario A es aditiva. Para tener la numerable aditividad
falta la desigualdad que se sigue del ejercicio (1.3.4), pues para B,, € A
disjuntos, Y07 A(By,) < A(B). Ademds si u(B) = 0, entonces para toda
funcién simple s, [ s =0y por tanto A(B) = 0.

Por tltimo sea h = ht — h~, entonces como una de las dos integrales
JohTdp, 6 [, h™ du es finita, tendremos que una de las dos medidas
A(B) = [ghtdu, 6 X (B) = [zh™ dp es finita, en cualquier caso
A(B) = AT(B) — A (B) y basta demostrar que la diferencia de dos
medidas, si una es finita, es numerablemente aditiva. 1

En la demostracion de este resultado hemos visto como A puede po-
nerse como diferencia de dos medidas

A=A )\+(A):/h+du, )\‘(A):/h_du,
A A

y al menos una de ellas es finita. Volveremos sobre este resultado en el
Teorema de descomposicién de Jordan (4.2.9).
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Nota 2.4.2 Denotaremos la carga A del resultado anterior con A = hu
y llamaremos a p la medida base de A\. La caracterizaciéon de las cargas
con base p nos la dara el Teorema de Radon—Nikodym que veremos
en (4.4.3) de la pag. 174.

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables.

Nota 2.4.3 Se sigue del resultado anterior que si f: 2 — R es medible,
entonces para todo A € A

Jistdn= [ Agidn [ Afian= [ s [1an

donde la segunda igualdad se sigue tomando como A = {f > 0}, pues
Lalfl = [+ y Laclf| = /.

Se sigue de forma inmediata que f es integrable si y sélo si |f] es
integrable.

De esto se sigue que si f y g son medibles, |f| < g y g es integrable,
entonces f es integrable.

Ademas si f es integrable, entonces es finita c.s., pues para A =
{|f] = oo}, n(A) = 0, ya que para todo n € N

wend) < [ flaus [Ifldi=k <o = ua)<wn

Por 1ltimo tenemos también que h: 2 — C medible es integrable sii
|h| es integrable, pues para h = hy + ihg

|hi], [ha| < |A] < |he| + [hal.

lo cual se sigue de (2.4.6), donde veremos que la suma de funciones no
negativas integrables es integrable.
En definitiva tenemos que una funcién medible

h: Q—K, para K=R,R 6 C,

es integrable sii lo es |h|. Esta propiedad es importante y distingue fun-
damentalmente esta teoria de otras teorias de integracion como la de
PERRON Y DENJOY. Remitimos al lector a los comentarios del final del
Tema. 1
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Ejemplo 2.4.4 Veamos como consecuencia de los resultados anteriores
que la funcién senx/x no es Lebesgue integrable en (0, c0),

/ |benx Z/ senar:|dmZ
(0,00) ,(n+1)m) z

s

oo

- 2
> | sen x| dm = —— = 00,
2:: n +1 /(nﬂ' (n+1)m) 7;0 (n + 1)71—

sin embargo veremos en el ejemplo (3.4.4), pdg.134, que es Riemann
integrable (impropia), pues existe el limite

* senx i “ senx T
dr = lim der = —.
O 2

T a—oo Jo T

2.4.2. Teorema convergencia mondtona

Tomar limites bajo el signo integral es uno de los procesos fundamen-
tales en Andlisis. Y uno de los hechos mas notables de esta teoria es la
facilidad con la que esto puede hacerse.

Teorema de la convergencia monétona 2.4.5 Sea h,, una sucesion cre-
ciente de funciones medibles no negativas, entonces existe h(x) = lim h,, (),
es medible, tiene integral y

/hnduT/hdu.

Demostracién. Por ser h,, creciente existe el limite h, es medible
pues es limite de medibles y es no negativa por tanto tiene integral y
como hy, < hyy1 < h, [hpdp < [ hpgrdp < [ hdp, por tanto

lim /hndu < /hdu,
n—oo

para ver la otra desigualdad sea s € S una funcién simple, tal que 0 <
s < hy0<r<1, entonces como h, T h, tendremos que

B,={x€Q: rs(z) <hy(x)} = DB,19Q,
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pues rs < h (ya que rs < s) y hy, — h; por lo tanto [, sdu — [, sdp

y €omo
7'/ sdﬂg/ hndug/hndug lim /hndy,
n—oo

n n

tendremos, haciendon — ooy r — 1, que

n—oo

/sd,u < lim [ h,dp,

y tomando supremos tenemos la otra desigualdad. 1

2.4.3. Integral de una suma

Hemos visto que las constantes salen fuera de la integral, con el si-
guiente resultado completamos la linealidad de la integral.

Teorema de aditividad 2.4.6 Secan f y g funciones medibles con integral
tales que tanto f+g como [ fdu+ [ gdp, estin bien definidas, entonces
f + g tiene integral y

/(f+g)du=/fdu+/gdu~

En particular si f,g: @ — R son integrables, f + g es integrable y se
tiene la tgualdad.

Demostracion. (a) En (2.3.2) lo hemos visto para f y g funciones
simples no negativas. (b) Si 0 < f, g, podemos tomar sendas sucesiones
de funciones simples f,, y gn, no negativas, tales que f, T f y g» T g, por
tanto 0 < s, = fn, +gn — [+ gy por (a), como s, es simple, [ s, du =
[ fndu+ [ gn dpy por el Teorema de la convergencia mondtona, pdg.93,

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

(¢)Sif>0,g<0yh=f+g>0 (por tanto g es finita), tendremos

que f =h+(—g) ypor (b) [ fdu= [hdu— [ gdu,y se concluye pues
J gdu es finita, ya que si fuese [ gdu = —oo, como h >0

/fdu:/hdu*/gduzf/gdu:oo,



2.4. Teoremas basicos de integracién 95

pero entonces [ f du = oo y la suma de las integrales de f y g no estarfa

bien definida.

(d)Sif>0,g<0yh=f+g <0, se tiene también el resultado
por (c¢) tomando f' = —g,g' =—fyh' =f +g =—h.
(e) Por ltimo consideremos los conjuntos

Ei={xe€Q:
E,={zeQ:
Es={zeQ:
E,={ze:
Es={ze:
Es={zeQ:

f(x) =20, g(x) = 0},
f(x) 20, g(z) <0, h(z) = 0},
f(@) =0, g(z) <0, h(z) <0},
f(z) <0, g(x) =20, h(z) =0},
f(x) <0, g(z) 20, h(zx) <0},
f(x) <0, g(z) <0},

y como las integrales de f y g existen tenemos por (2.4.1) que

g/&fdu/fdu, i/Eigd“/gdu,

y como su suma estd bien definida, también lo esta en cada F; la suma
de integrales de f y g y por supuesto f + g, por lo tanto por los casos

anteriores tenemos que f B
k2

(f+9)du= fEifd,qufEigdu, y basta de-

mostrar, por (2.4.1), que existe la [(f + g) du, es decir que una de las

integrales

6
htdp = /
fra=2 ],

es finita. En caso contrario

/ htdp = oo
E;

/ h™ dp = o0
E.

=

6
ht dp, /h‘du:Z/ h™ dp,
i=17 i

existen 1 <1,7 < 6, tales que

/ hdup = oo
E;

i

/ hdu = —oo
E.

J
/ fdu=00 6 /gd,u:oo

i

/fd,u:foo o /gdp:foo,
E; E;

J
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/fdu:oo o /gdu:oo
/fdu:foo o) /gdp:foo,

lo cual contradice que [ fdu+ [ gdu esté bien definida. 1§

Veamos algunas consecuencias del teorema de aditividad:

Corolario 2.4.7 L, es un K-espacio vectorial y la aplicacion
A L1 — K| A(f)z/fdu,

es K-lineal. Ademds para cada f € Ly, | [ fdu| < [|f|du.

Demostracién. Para K = R lo hemos visto en (2.3.5)(a), p4g.88, y
el Teorema de aditividad, pag.94. Ahora para K = C, sea z = z1+iz5 € C
v f=fit+ifs,9 =g1+ig2: Q — C medibles e integrables, entonces
las f;, g; son integrables y se prueba simultdneamente por una parte que
también lo son zf y f 4 g, y por otra la linealidad de la integral, pues

Z/f Z1/f1—22/f2+i(21/f2+Z2/f1)

= /(21f1 — z2f2) +z’/(z1f2 + 22f1)
= /(Z1f1 —2ofo +i(zifo + 22f1)) = /zf,

Jo+a=[thra+i[ara=[1+[a

La desigualdad | [ f| < [|f| ya la vimos para el caso real en (2.3.
pdg.88, vedmosla ahora para el caso complejo. Sea [fdu=r- el £
entonces para e f = g; + igy, con las g; reales, tendremos |g;| <

lg1 +ig2| = |f| y

[r1=r=e [1=[es= [a< [lai< [1n 0

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos una de las
propiedades mas importantes de la integracion, la de poder integrar
término a término la integral de una serie de funciones medibles no
negativas.

5)
0
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Corolario 2.4.8 Si h,, son funciones medibles no negativas, entonces

/@@ duzg/hndu.

Demostracién. Consideremos 0 < Y7 | h; 1Y ;2 h; y apliquemos
el teorema de aditividad y el de la convergencia mondétona, pag.93. 1

Nota 2.4.9 Como consecuencia tenemos que si a,,, > 0 para n,m € N,
entonces

(2.1) D2 anm =2 ) anm:

n=1m=1 m=1n=1
pues basta considerar p la medida de contar en N, h,(m) = anm, €s
decir hy, = ", anmIgmy, h =Y, hy, por tanto h(m) = 3 | apm, ¥
h=3 0 (3o anm)Igmy y se aplica 3 veces el resultado anterior.
2.4.4. Teorema de la convergencia dominada.

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene que las hipote-
sis del Teorema de la convergencia mondtona, pag.93, se pueden debili-
tar.

Teorema de la convergencia monétona extendido 2.4.10 Sean h, f, f,
funciones medibles, tales que existe fhdu, entonces:

(a) Si —oo < [hdp, h < fn y fnT f, entonces

/fnduT/fdu~

(b) Si [hdp < oo, fn<hy fnlf, entonces

[ tuius [ s

Demostraciéon. Por (2.3.5) las f,, y f tienen integral. (a) Si la

J hdp = oo, entonces
[ tudn= [ rau=cc.
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En caso contrario, por la hipétesis, h es integrable y por (2.4.3), h es
finita c.s., y para A = {|h] < oo}, p(A°) = 0 y por el Teorema de la
carga (2.4.1), fAC fn= fAC h = 0, por tanto tenemos la primera y dltima
de las igualdades

L R e R R R S A

la segunda y pentltima son por el Teorema de aditividad (pdg.94) en A,
pues h y su integral son finitas y el resto por el Teorema de la convergen-
cia mondtona (pédg. 93), pues en A, 0 < f,, — h 1 f — h. Ahora sumando
el valor finito [ h, tendremos que [ f,, dp — [ fdp.

(b) Se sigue de (a) cambiando de signo. 1

Lema de Fatou 2.4.11 Sean h, f,, funciones medibles, tales que existe
[ hdp, entonces:

(a) Sih < f, y —oco < [ hdu, entonces

lim inf/fn dp > /(lim inf f,,) dp.

(b) Si fr, <hy [hdu < oo, entonces

lim sup/fn dp < /(lim sup fr) dp.

Demostracién. (a) Sea g, = infy>, fr T g = liminf f,,, entonces
como h < g, por el Teorema de la convergencia mondtona extendido
Jgndp? [gdpy como g, < f

/(h’minffn)du:/gd,u:h'm/gndu gh'minf/fndp.

(b) Se sigue de (a) cambiando de signo. 1

Ahora como consecuencia de este resultado se tiene el mas importante
que permite permutar limite e integral.

Teorema de la convergencia dominada 2.4.12 Sean h, f, fn: @ — K
(para K = R,R 6 C) medibles tales que |fn| < h, h es integrable y
fn — f, entonces f es integrable y

/fndu%/fdu.
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Demostracién. Como |f,| — |f|, tendremos que [f| < h'y
integrable por (2.4.3), pdg.92. Ahora para K = R, como —h < f,, <
sigue del Lema de Fatou que

fes
h se

/fdu = /(h’minffn) dp < h'minf/fn dp
< h’msup/fn du < /(h’mSUan)du: /fdu,

y para K = C se demuestra aplicando el caso real a | f,, — f], que estd aco-
tada por la funcién integrable 2h y |f,, — f| — 0, por tanto

|/fndﬂ—/fdmS/Ifn—f|d,u—>0. 1

Debemos observar que el Teorema de la convergencia dominada tam-
bién es valido si las condiciones se tienen casi seguro. Por otra parte
podemos dar simples ejemplos en los que el resultado no es cierto si h
no existe.

Ejemplo 2.4.13 Consideremos la medida de Lebesgue en (0, 1), entonces
fa=nloim = 0=Ffy [fadp=1+ [fdu=0.

Ejemplo 2.4.14 Consideremos la medida de Lebesgue en R, entonces
fn=(1/n)Ijg) = 0 = f uniformemente y [ f,du=1+4 [ fdu=0.

A continuacién damos algunas consecuencias importantes del Teore-
ma de la convergencia dominada.

Corolario 2.4.15 Sean h, f, f,, medibles y p > 0, tales que |f,| < h, hP
integrable y f,, — f c.s., entonces |f|P es integrable y

lim /|fn—f|pdu=O.
n—oo

Demostracién. Como |f,|? < h?, tendremos |f|? < h? y por tanto
|f|P es integrable, por tanto las f,, y la f son finitas c.s. y en esos puntos
[fr— FIP < (Ifal+1f])P < (2h)P siendo la tiltima integrable y el resultado
se sigue del Teorema de la convergencia dominada. N
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Teorema 2.4.16 Sean h,, medibles tales que ., [ |hy|dp < 0o, entonces
> hy converge c.s. a una funcion medible finita y

/Zhndu:Z/hndu.

Demostracién. Por (2.4.8), [ > |hy|du =" [ |hn|dp < 0oy por
(2.4.3), g = > |hn| < 00 c.s. Sea A = {g < oo} entonces las funciones
medibles finitas h], = h,I4 definen una serie f = > h! absolutamente
convergente en todo punto y por tanto convergente, es decir las sumas
parciales f,, = >_;'_, h}, que son medibles convergen a la funcién medible
f que coincide c.s. con Y hy,. Ahora como | f,| < g =>".2, ||, siendo g
integrable, el resultado se sigue del Teorema de la convergencia dominada
y de que funciones iguales c.s. tienen igual integral. 1

Nota 2.4.17 Como consecuencia tenemos algo similar a (2.1), pdg.97,
que si anm, € R son tales que Y oo S | |anm,| < oo, entonces para
hn(m) = anm y 1 la medida de contar

(2.2) Z Z Ay, = Z Z 7

n=1m=1 m=1n=1

2.4.5. Dependencia de un parametro.

Frecuentemente necesitamos considerar integrales en las que el in-
tegrando depende de un parametro real. Veamos en este contexto una
aplicacién del Teorema de la convergencia dominada, pag.98. En lo que
resta de leccion consideraremos una funcién

fiIxQ—R,

con I un intervalo finito o no de R, tal que para cada t € I es medible
la funcién

fir @ — R, fi(z) = f(t,2).
Lema 2.4.18 Sea G: I - R, to € I y A € R, entonces

lim G(t)=A < Vi, —ty, G(t,) — A

t—to

Corolario 2.4.19 Sea h integrable en Q) tal que para todot € I, |f(t,x)| <
h(z), entonces:
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(a) Si para un to € I y todo = € Q, existe el limy_,, f(t,x), entonces

tin [ g0 du= [ Jiw ft.0)dn
(b) Si para cada x € Q la funcién t € I - f(t,x) € R es continua,
entonces la funcion F(t) = [ f(t,z)dp es continua en I.

Demostracién. (a) Sea g(x) = lims—4, f(t,x) y consideremos una
sucesién t, — to. Definamos g, (z) = f(tn, ), las cuales son medibles
y como ¢, — g, g es medible. Ahora el resultado se sigue aplicando el
Teorema de la convergencia dominada, padg.98 y el Lema anterior.

(b) Es consecuencia de (a). 1

Corolario 2.4.20 Sea I abierto y supongamos que para un s € I la
funcion fs(x) = f(s,x) es integrable, existe Of /0t y existe una fun-
cion medible e integrable h en §, tal que para todo (t,x) € I x Q,
|0f(t,z)/0t] < h(x), entonces para todo t, f(t,x) y Of JOt(t,z) son me-
dibles e integrables en x, F(t) = [ f(t,z)du es diferenciable en I y

0
F'( dt/ftx dp = /8‘:(t,x)du.

Si ademds para cada x, las f, son de clase 1, F es de clase 1.

Demostraciéon. Veamos primero que Jf/0t(t,-) es medible, para
cada t € I, para ello sea t, — t, con t,, # t, entonces como
af f(tnvx) _f(tvx)

“J —1i
ot (t,2) i th —t

9

se sigue que es medible. Ahora por el Teorema del valor medio existe t
entre t y s tal que

F(t) = F(5,) = (6= ) P (t0r2) =

[fe(@)] < [fs(@)| + [t — s|h(z),

por tanto cada f; es integrable y podemos aplicar el Teorema de aditi-
vidad (2.4.6), pdgina 94, para poner

F(t+e /ft+e:c f(t, )

dp,

ahora como el integrando esta acotado en médulo por h y tiene limite el
resultado se sigue del corolario anterior. 1
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Corolario 2.4.21 Si las f, € C™(I) (son de clase m en I) y para cada
0 < k < m existe hy integrable tal que para todo t € I y todo x € €,
|O% f(t,x)/Ot*| < hi(x), entonces F(t) = [ f(t,z)du es de clase m y
para 0 <k <m
ok f
kg
F(t) = o (bw) dp.

Ejemplo 2.4.22 Vamos a demostrar como consecuencia del resultado
anterior que la funcion factorial®

II: (—1,00) — R, I(t) = / e “xt dm,
(0,00)

es de clase infinito y verifica: 11(0) = 1, TI(—=1/2) = /7 y que II(t) =
t-II(t — 1) para t > —1; por tanto I(n) = n!, para n € N.

Demostracion. Como el comportamiento del integrando es distinto
en (0,1) que en (1,00) consideramos f(t,z) = e %z! y las funciones

I (¢t) = flt,xz)dm, Iy (t) = / f(t,x)dm,
(0,1) (1,00)

por tanto como IT = IT; + I, basta ver que las II; son de clase infinito
en cada intervalo (a,b) con —1 < a, para lo cual tenemos que probar que
para k > 0 las 0% f/0t* = e~z (log x)* estdn acotadas por una funcién
integrable para todo t € (a, b).

Para 0 < 2 < 1, logz < 0y 2" = e"1°8% es decreciente en r y si
t € (a,b), 2° < a2t < 2%, por tanto como |logz| = —logzr = logz~!,
tendremos que para todo t € (a,b)

le=%z!(log z)*| < x® (logxfl)k,

y la funcién de la derecha es integrable por el ejercicio (2.4.38), pdg.109,
por lo tanto m; es de clase infinito.

3Parece ser (ver Ivorra, pig.283) que el descubridor de esta funcién fue Euler,
siendo de Gauss la notacién II para ella y que es de Legendre la funcion Gammea,
r(t) =1II(t — 1),

I': (0,00) — (0, 00), I(t) = / e %zt~ dm,
(0,00)

que es mas habitual.
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Paral < z,logz > 0y 2" = e"!°8% es creciente, por tantosit € (a, b),
% <zt < 2°. Ademés como 0 < logz < =,

e xtlog"z < e Tablloghx < e T g

siendo la tdltima funcién integrable (ver el ejercicio (2.4.39), pag.109).
Por tiltimo derivando e™% z¢, respecto de z (para t > 0), e integrando
se tiene que

0=e" xt]go = —/ e "t +t/ e Tt = —TI(t) 4+ tII(t — 1),
(0,00) (0,00)

ahora bien por (2.3), II(0) = 1, por tanto II(n) = n! y haciendo el cambio

y? = x —por el ejercicio (2.4.29)—, se sigue del ejercicio (2.4.33) que
1

0(1/2) = II(—1/2) = /.

2.4.6. Otras propiedades.

El siguiente es uno de los resultados mas simples y ttiles en la Teoria
de Probabilidades.

Desigualdad de Tchebycheff 2.4.23 Si f > 0 es medible y 0 < p,e <

00, entonces
p{f =€ < 6_’”/J”" dp.

Demostracion.

/f”duz/ f”du+/ £7 du
{f>e} {f<e}

[ ez
{Fze}

Corolario 2.4.24 Si f medible es p—integrable (i.e. [|f[P du < 00), para
un p € (0,00), entonces {f # 0} es o—finito.

Demostracién. Por la desigualdad de Tchebycheff para cada n € N

u{If] > 1/n} < n”/lfl”du <o,

vy {f # 0} es la unién de estos conjuntos. 1
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Corolario 2.4.25 Si f > 0 c.s. es medible, entonces tiene integral y si
[ fdp =0, entonces f =0 c.s.

Demostracion. f tiene integral porque para A = {f > 0}, u(A°) =
0, por tanto por el teorema de la carga [ f~ = [, f~ = 0, de donde

Jf = [ft = [,fy siesta integral es nula, u{f > 0} = 0, pues
{f >0} =S {f > 1/n}, siendo p{f > 1/n} = 0 por la desigualdad
de Tchebycheff en A, ya que

plr =1/ <n [ fau=o.
A
Corolario 2.4.26 Si g es medible y para todo A € A es ngdu =0,

entonces g = 0 c.s.

Demostracién. Para los medibles A = {g > 0} y B = {g < 0} se
tiene por lo anterior (2.4.25)

/g+:/g:() = g¢g"=0 cs.,

A

/g’:—/g:O = g =0 cs. 1
B

Veamos ahora un reciproco de (2.3.5)(b).

Proposicion 2.4.27 Sean g y h funciones medibles con integral, entonces
en cualquiera de los dos casos:

(a) (2, A, 1) es un espacio o—finito,

(b) El espacio es arbitrario pero g y h son integrables,
se verifica que

VA € A, /gd,ug/hd,u = g<h cs.
A A
Demostracion. Veamos que tiene medida nula el medible

{z: h(z) <g(2)} = Ur,<reqlfh <m}n{r: <gjl,

para ello basta ver que para cada medible A = {h < r1} N {re < g} de
esa unién numerable, p(A) = 0.
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Observemos que para cada medible B C A

rap(B) < / QdMS/ hdp < ripu(B),
B B

por tanto como ry < rg, u(B) =06 p(B) = 0.

(a) Si el espacio es o—finito, A es unién numerable de medibles B con
w(B) < 00, lo cual implica u(B) =0y u(A4) =0.

(b) Veamos que si p(A) = co una de las funciones no es integrable.
Si 9 < 0, entonces r; < 0 y por tanto fA hdu <1100 = —00, lo cual
implica que h no es integrable y si ro > 0, co =19 - 00 < fA g,y g no es
integrable. 1

Ejercicios

Ejercicio 2.4.1 Sean f,g: Q — R funciones medibles tales que f = g c.s. y
existe [ fdu. Demostrar que entonces también existe la [ gdy y coinciden.

(Sol.)

Ejercicio 2.4.2 Sean —o0 < a < b < o0y f: (a,b) C R — R continua e
integrable. Demostrar que g(x) = f(a ) f dm es diferenciable y que ¢’ = f.
(Sol.)

Ejercicio 2.4.3 Sean —0 < a < b < © y g: (a,b) C R — R de clase 1.

Demostrar que para cualesquiera ¢ < d, en (a,b), f[c dl g dm = g(d) — g(c).
(Sol.)

Ejercicio 2.4.4 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm = lim fdm.
(—00,00)

a——o00, b—oo la,b]

. Es cierto si existe la integral pero no es finita? (Sol.)

Ejercicio 2.4.5 Sea (Q, A, ;1) un espacio de medida y f = > anla,, con
an € (0,00) y An € A, calcular [ fdp. (Sol.)

Ejercicio 2.4.6 Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ve > 0 existe un medible
A, con p(A) < oo tal que [ f < [, f+e (Sol)
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Ejercicio 2.4.7 Sea f integrable y ¢ > 0. Demostrar que existe una funcién
simple s tal que [ |f —s| <e.

Ejercicio 2.4.8 Sean p; < pu2 medidas. Demostrar que si una funcién medible
compleja f es po—integrable, entonces es pi—integrable.

Ejercicio 2.4.9 Sean f, > 0 medibles tales que f, | f. Demostrar que si fi es
integrable, [ fn — [ f. iEs cierto si f1 no es integrable?

Ejercicio 2.4.10 Sean f, f, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar
que [ fn— [ fsii f|fa— f]— 0. (Sol)

Ejercicio 2.4.11 Sea p(2) < oo y fn integrables tales que fn, — f uniforme-
mente. Demostrar que f es integrable y que [ fn — [ f.

Ejercicio 2.4.12 Sean f, f, integrables, tales que f,, — f c.s. Demostrar que

J 1o = fI=0sii [|fa] = [1f]- (Sol)

Ejercicio 2.4.13 Sea f integrable y g medible acotada, demostrar que fg es
integrable.

Ejercicio 2.4.14 Demostrar que p es o—finita si y sélo si existe una funcién
medible estrictamente positiva e integrable.

Ejercicio 2.4.15 Sea ) un espacio topoldgico, p una medida en B(Q2) tal que
u(A) > 0, para cada abierto A # @y f,g: @ — R continuas tales que f =g
c.s., demostrar que f = g.

Ejercicio 2.4.16 Demostrar que si f < g cs., existe la [ f y —oco < [ f,
entonces existe la [ g y si existe la [ gy [ g < oo, entonces existe la [ f y en
ambos casos [ f < [g.

Ejercicio 2.4.17 Demostrar el teorema de la convergencia mondétona cuando
las condiciones son c.s.

Ejercicio 2.4.18 Calcular:

lim (1 +nz®)(1 4 2°) " dm. (Sol.)

n— oo (071)

Ejercicio 2.4.19 Sea f: R — R medible y a € R. Demostrar que

/( L Jam= /( Jemaan

en el sentido de que si una integral existe también la otra y coinciden.
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Ejercicio 2.4.20 Sea f: R — R medible tal que e f(x) es integrable para
todo t € (a,b) C R. Demostrar que F(t) = [ €' f(x) dm es diferenciable y que
F'(t) = [xe" f(z)dm. (Sol.)

Ejercicio 2.4.21 Demostrar que para t > 0y 0 < a < 1, (1 + (¢/n)*)" es
creciente en n > 1. Para 1 < «, (1 — (¢/n)*)" es creciente en n > t. (Sol.)

Ejercicio 2.4.22 Demostrar que

(a) lim (1= (t/n))" logtdm = e ‘logtdm.
0 J(1,n) (1,00)
(b)  lim (1= (t/n))" logtdm = e 'logtdm. (Sol.)
e J(0,1) (0,1)

Ejercicio 2.4.23 Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdu = c < co y sea
0 < a < 00. Demostrar que

o 0, si O0<a<l,
lim [ nlog {1 + (i) } dp =< ¢, sioa=1,
n— oo n
0, si 1<a<oo. (Sol)

Ejercicio 2.4.24 Demostrar que si f es y—integrable, entonces para cada € > 0,
existe un ¢ > 0, tal que

wkE)<o = /E |fldu < e (Sol.)

Ejercicio 2.4.25 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(z) =
f(foo 2 J dm es uniformemente continua. (Sol.)

Ejercicio 2.4.26 Demostrar que si F': (2,4, 1) — (@', A’) es medible, up =
F.u, para pr(B) = pu[F~(B)], es una medida, llamada medida imagen, para
la que se verifica que si g es medible en ' y B € A’, entonces

/gduFZ/ (go F)dpu.
B F-1(B)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.

(Sol.)

Ejercicio 2.4.27 Sea (92, A, 1) un espacio de medida y f una funcién medible
no negativa. Si definimos la medida A(A) = fA f du, demostrar que para cada

funcién medible g
/ g\ = / of du.
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en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
(Sol.)

Ejercicio 2.4.28 (a) Demostrar que si f: [0,00) — R es medible, entonces para

t>0
t/ fz)dm = / fdm.
[0,00) [0,00)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
(b) Demostrar que si f: [0,¢] — R es medible, entonces para t > 0

t ftzx)dm = fdm.

[0,1] [0,¢]

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.

(Sol.)

Ejercicio 2.4.29 Teorema de cambio de variable. Sea F': (a,b) C R —
(¢,d) C R un difeomorfismo creciente de clase 1, con inversa G. Demostrar
que la medida imagen de la de Lebesgue por G es mg(A) = fA F'dm y que

/ gdm = go F-F'dm.
(c,d) (a,b)

para toda funcién medible g: (¢,d) — R, en el sentido de que si existe una
también la otra y son iguales. (Sol.)

Ejercicio 2.4.30 (a) Demostrar por induccién que f(o’oo) z"e”* dm = nl.

(b) Demostrar que para t > 0, f(O,oo) e ' dm = 1/t y admitiendo que
podemos derivar bajo el signo integral tantas veces como queramos, utilizar
esta igualdad para demostrar (a). (Sol.)

Ejercicio 2.4.31 Sea f: [0,1] — R continua, tal que f(0) = 0y existe f'(07) €
R. Demostrar que f(z)z~%/? es Lebesgue integrable. (Sol.)

Ejercicio 2.4.32 Calcular:
(a) limy— o0 f(o,oo)(l + (x/n)) " sen(z/n) dm.
(b) limy, 00 f(o ooy Tv8en(z/n)[z(1 + z2)]7t dm.
2

(c) limp— oo f(a 00) n(1 4+ n*z?)~! dm, en funcién de a. (Sol.)

Ejercicio 2.4.33 Dadas las funciones definidas en (0, 00)

2

o eft2(12+1)
/ e " dm| , gt :/ ————dm,
(0,8) (0,1)

2+ 1
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demostrar que:

(a) f(t) +g(t) = /4. (b) [ig . ™" dm = /m/2. (Sol.)

Ejercicio 2.4.34 Demostrar que®:

1

1 / _ =2
—— [ e 222 dm =1,
V2ro? Jr V2mo?

22
/as%fﬁ dm = o°. (Sol.)
R

Ejercicio 2.4.35 Demostrar que para b = (a + 1)/2

/e,,.g o g — { I'(b), si a es par; (Sol.)
R 0, si a es impar.

Ejercicio 2.4.36 Dada f(t) = f<0 o0) e~ cos 2t dm, demostrar que satisface

F/(8) +2tf() = 0y que f(t) = (1/2)y/me™"". (Sol.)

Ejercicio 2.4.37 Demostrar:
(1) f(_oo 00) 22 e dm = 2nly/7t /4" nl.
(2) Para a >0, f(_oo 00) e cosaxdm = \/Ee*’lz/‘l.
(3) Para p > 0, f(o,l) 2" Mz — 1) logzdm = 32° 1/(p+n)*. (Sol.)

Ejercicio 2.4.38 Demostrar que la funcién f: (0,1) — R, f(z) = 2" log" ™},

para —1 <7y n > 0 es Lebesgue integrable y que

n!

"log"z tdm = ——————. (Sol.

Ejercicio 2.4.39 Demostrar que la funcién g: [1,00) = R, g(z) = e ® z¥, para
k € R es Lebesgue integrable. (Sol.)

Ejercicio 2.4.40 Sea k € Ry r > 0. Demostrar que
/ Fdmn<oo o 1<k
0,r)

/ *dm <o o k< -1 (Sol)
(r,00)

4A la funcién
— z?
e 2052 s

se la llama funcidn de densidad de la Normal de media 0 y varianza o2, N(0,0?).
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2.4.7. Integrales de Riemann y de Lebesgue

En esta leccion veremos que la integral de Lebesgue, que denotaremos
con [ f dm, es una generalizacién de la de Riemann, que denotaremos con
| f dz, y obtendremos un criterio en términos de la medida de Lebesgue,
que nos diga qué funciones son las Riemann integrables.

Recordemos brevemente cémo esta definida la integral de Riemann.

Definicién. Sean a« < b € R, I = [a,b] C Ry f: I — R una fun-
cién acotada |f| < M. Por una particién finita de I entenderemos un
subconjunto finito

P={xy=a,...,z, =b} C I,

que tomaremos ordenado (z; < x;41). La particién de I realmente la
forman los intervalos disjuntos

El - [l‘0,$1),. . -7En—1 = [xn—ann—l)a En = [xn—17$n]~

Nota 2.4.28 Tomamos el intervalo I cerrado por comodidad, los resulta-
dos son igualmente validos, con pequenas modificaciones, para cualquier
intervalo acotado.

Definicién. Para cada particiéon P = {zg,...,2,} de I consideremos
los intervalos disjuntos correspondientes E;, los valores M; = sup{f(z) :
z € E;}, m; = nf{f(x) : x € E;} y las funciones simples

Bp =Y mip, ap=Y MIg,

Eqy

N R
N s B

S S ¥

S

N ittt U
N R
N LT
N Rty CEEE

Figura 2.3. Gréaficas de las funciones Bp < f < ap.

que llamaremos respectivamente funciones simples inferior y superior
de f relativas a P y a cuyas integrales

Bpdm = Zmi(mi —Ti_1), / apdm = ZMi(xi —Ti_1),

[a,b] la,b]
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llamamos suma inferior y superior de f respecto de P.
Denotaremos con |P| = méx{|z; — z;—1|: i=1,...,n}.

Es facil demostrar que si P, T P es una sucesion creciente de parti-
ciones finitas de I y denotamos a,, y 3, las funciones simples superior e
inferior de f relativas a P,, tendremos que

“M<B <P . <f<. . <ag<ag <M,

y por tanto existen los limites superior e inferior respectivamente, rela-
tivos a Py, an | «, B, 1 B, son funciones (Borel) medibles y 5 < f < a.
Ademds como |, | < M y |8, < M, siendo esta funcién integrable pues
I es acotado y [[Mdm = M(b— a) < oo, se sigue del Teorema de la
convergencia dominada, padg.98 que o y § son integrables y

lim B dm = Bdm < / adm = lim ay, dm.
la,b] [a,b] la,b] la,b]

Definicién. Diremos que f es Riemann integrable si existe un r € R,
tal que para toda sucesién creciente P,, T P de particiones finitas de I,
tales que |P,| — 0 las funciones Borel-medibles « y /5 correspondientes
verifican

/ adm = Bdm = r,

[a,b] [a,b]

independientemente de la sucesiéon P,, tomada, y llamaremos integral de
Riemann a este valor comun r, que denotaremos

b
/ f(z)dx = / adm = Bdm.
a [a7b] [awb]

Lema 2.4.29 Sea P, 1 P una sucesion creciente de particiones finitas y
sean « y B los limites superior e inferior respectivamente.

(a) Siz ¢ P ya(x)=p(z), f es continua en x.

(b) Si f es continua en x y |P,| — 0, B(z) = f(z) = a(z).

Demostracién. (a) Como a(x) = S(z), 0 < ap(z) — Bn(z) — 0, por
tanto para todo € > 0 existe un N tal que paran > N, 0 < a,(x) —
Bn(x) < e. Para este n existen a;, a;+1 € Py, tales que x € (a;,a;41) =V
y V es un abierto, entorno de z, en el que a,, y B, son constantes y
Bn < f < ay, por tantosiy € V., |f(z) — f(y)| < e
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(b) Por ser f continua en x, para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que
siyeV =(x—4,x+0), entonces f(z) —e < f(y) < f(z) + e. Tomemos
ntal que |P,| < §y aj—1,a; € Py, tales que x € [a,_1,a;) = E;, entonces
E; CV y por tanto

J(@) — € < Bu(2) < Blx) < [(@) < a(2) < an(2) < f(z) +e. B

Teorema de caracterizacion 2.4.30 Sea f: I — R acotada, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es Riemann integrable.

(b) FEziste una sucesion creciente de particiones finitas P, cuyas fun-
ciones limite superior e inferior satisfacen

/ adm = Bdm.
[a,b] [a,b]

(c) f es continua c.s. (m).
y si se satisfacen entonces f es Lebesque medible, integrable y

/[a,b] fdm= /abf(x) dx.

Demostracién. (a)=(b) Es obvio.

(b)=(c) Si existe una sucesién creciente P, T P de particiones, tal
que [adm = [ Bdm, entonces como 3 < f < « se sigue de (2.4.25) que
B = a salvo en un Borel medible B con m(B) = 0 y como m(P) = 0,
pues P = UP, es numerable, por el Lema f es continua c.s. (fuera de
BUP).

(¢)=>(a) Sea f continua fuera de un B € B(R), con m(B) = 0. Sea
P, 1 P una sucesién creciente de particiones de I tales que |P,| — 0,
entonces por el Lema si x estd fuera de B, tendremos que a(z) = f(x) =
B(x). Por tanto f coincide con una funcién medible « c.s., y f es Lebesgue
medible y acotada por tanto integrable y como o = f = 8 c.s. tendremos

que
/ fdm = / adm = Bdm,
[a,b] [a,b] [a,?]

y como las integrales no dependen de P, tendremos que f es Riemann

integrable y que
b
/ fdm:/ f(z)dx. 1
la,b] a
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Si la funcién no es acotada en nuestro intervalo acotado o esta defi-
nida en un intervalo no acotado tenemos la siguiente extensiéon de inte-
grabilidad en el sentido de Riemann.

Definicién. Si f: (¢,d) C R — R, para —oo < ¢ < d < o0 es Riemann
integrable en cada intervalo cerrado y acotado [a,b] C (c,d), definimos
la integral impropia de Riemann como,

d b
/f(m)dx: lim f(x)de,

a—c, b—=d J,

. . o , by,
si existe el limite, es decir si existe el lim,, fa’ f(z)dz y no depende
de las sucesiones a,, — ¢y b, — d.

Ejemplo 2.4.31 Por ejemplo la funcién f: [0,00) — R, f(z) = e ® es
acotada pero estd definida en un intervalo no acotado y tiene integral
impropia de Riemann y es finita pues e™* > 0 es continua y para cada
b > 0, se sigue de (2.4.3) que

b
/ e ¥ dr = / e ? dm = —/ (e dm=1—e",
0 [0,5] [0,0]

por tanto existe el limite cuando b — oo, (la segunda integral por el
teorema de la carga (2.4.1))

(2.3) / e ¥ dx :/ e ¥dm=1
0 [0,00)

Por ejemplo la funcién f: (0,1) — R, f(z) = 1/z, no es acotada
aunque el intervalo en el que esta definida si lo es y tiene integral impro-
pia de Riemann pues es Riemann integrable en cada intervalo cerrado
[a,b] C (0,1) y su integral vale

b
1 1
/ “dr = / Zdm = (log x)" dm = logb — log a,
a [

€ a,b) ¥ [a,b]

cuyo limite cuando b — 1~ y @ — 07 existe y es infinito y se cumple que
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No obstante debemos advertir que una funcién puede tener integral
impropia de Riemann finita y sin embargo no ser Lebesgue integrable,
pues por ejemplo para f: [0,00) = R

o~ (=1)"
f = Z I[nfl,n)a
n=1

n

existe la integral impropia de Riemann

| sy = i il

y es finita, pero sin embargo f no es Lebesgue integrable, pues no lo es

|f], ya que [ |fldm = 33(1/n) = occ.

Ejercicios

Ejercicio 2.4.41 Demostrar que si f,: I — R son Riemann-integrablesy f, —
f uniformemente, entonces f es Riemann—integrable. (Sol.)

Ejercicio 2.4.42 Sea C = [a,b]NQ ={cn} y f: I =[a,b] = R, f(z) =0siz
es irracional, ¢ € C° y f(cn) = 1/n. Demostrar que f es Riemann—integrable
y calcular su integral. (Sol.)

Ejercicio 2.4.43 (a) Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann,
entonces es continua c.s. (m), pero no reciprocamente.

(b) Si f > 0y es acotada en cada compacto, entonces se tiene la equiva-
lencia. (Sol.)

Ejercicio 2.4.44 Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Riemann
finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos integrales
coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negatividad. (Sol.)
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2.5. Bibliografia y comentarios

Los libros consultados en la elaboracién de este tema han sido:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.

CouN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

IVORRA CASTILLO, CARLOS: “Analisis”. Libro en pdf que se encuentra en la direccién
http://www.uv.es/ivorra/Libros/Libros.htm

En cuanto a una bibliografia complementaria, recomendamos los si-
guientes textos

BENEDETTO, J.J.: “Real variable and integration”, B.G.Teubner, 1976.
HarLmos, P.R.: “Measure Theory”. Springer-Verlag, 1974.

MUNROE, M.E.: “Measure and integration”, Addison Wesley, 1971.
RUDIN, W.: “Real and complex analysis”, Tata McGraw-Hill, 1974.

Por otra parte el trabajo de VOLTERRA que comentamos al comienzo
del tema es

VOLTERRA, V.: “Sui principii del calcolo integrale”. G.Battaglini, 19, 333-372, 1881.

Una de las ventajas de la integral introducida por LEBESGUE, es su
gran flexibilidad en el sentido siguiente: Hemos visto que una funcién es
Riemann integrable sii es continua en casi todo punto. Sin embargo una
funcién Lebesgue integrable puede ser discontinua en todo punto, incluso
—v esta es una diferencia fundamental— no necesita de un contexto
topoldgico para ser introducida, pues solo precisa de un conjunto, una
estructura de o—algebra y una medida. De esto es probable que no fuera
consciente LEBESGUE ni RADON quien en 1913 da una definicién de
integral en

RaDON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

con los procedimientos de LEBESGUE, pero partiendo de una medida
distinta a la de LEBESGUE, sobre los Lebesgue medibles. Sin embargo
casi inmediatamente después de la aparicion de esta memoria, FRECHET
senalaba que casi todos los resultados de la misma podian extenderse al
caso en que la medida estuviese definida en una o—élgebra arbitraria. Y
asi naci6 la integracién abstracta de Lebesgue. Pero hay en la literatura
otros puntos de vista para introducir la integral, entre los que destacan
el de DANIELL, del que hablaremos mas adelante y el de BOCHNER en
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el que se integran funciones que toman valores en un espacio de Banach.
Para los interesados en este ultimo nos remitimos a los libros

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley Inters-
cience Pub., 1958.
MIKUSINSKI, J.: “The Bochner integral”, Birkhauser, 1978.

del que el primero, a parte del desarrollo de esta integral, tiene en la
pagina 232 numerosos datos histéricos de los que han contribuido en el
tema. Por su parte el segundo introduce una nocién de integracién pa-
ra la que sélo se requieren algunas nociones sobre series absolutamente
convergentes y cuya idea béasica reside en elegir una via de aproximacién
de la integral distinta de las de Riemann y Lebesgue, atendiendo a las
“abscisas” y “ordenadas” a la vez —en forma de rectangulos—, y no
a las abscisas sdlo, como hacia Riemann 6 a las ordenadas sélo, como
hacia Lebesgue. De esta forma no sélo recupera la integral de Lebes-
gue, sino que su definicién se extiende automéaticamente a la integral de
Bochner reemplazando simplemente, los coeficientes reales de las series,
por elementos del espacio de Banach correspondiente.

Sabemos que existen funciones f: [a,b] — R (ver la pdgina 80 del BE-
NEDETTO), diferenciables en todo punto, pero con [ |f’| no finita. Hay
sin embargo teorias generales de integraciéon como las debidas a PERRON
Y DENJOY, que tienen la propiedad de que el Teorema fundamental del
calculo es valido para las funciones diferenciables. Tales teorias son im-
portantes pero no tanto como la teoria de Lebesgue, y probablemente
una de las razones para que esto sea asi es que en ellas no se tiene la
propiedad de que una funcién sea integrable si y sdélo si lo es su médulo,
propiedad que surge de la propia definicién en la de Lebesgue. Remiti-
mos al lector a la p. 79 del BENEDETTO para referencias bibliogréficas
sobre la cuestién.

Comentemos ahora la historia de los resultados fundamentales de
este capitulo. La definicién de integral de Riemann se encuentra en el
epigrafe 4 del trabajo de
RIEMANN, BERNHARD: “Ueber die darstellbarkeit einer function durch eine trigono-

metrische reihe (Sobre la representabilidad de una funcidn mediante una serie

trigonométrica)”, Tesis de habilitacién, 1854 (publicada en 1868).

Esta obra junto con otras de Riemann han sido traducidas al espanol
en el volumen
FERREIROS, JOSE: “Bernhard Riemann. Riemanniana Selecta”, Consejo Superior de

investigaciones cientificas, 2000.
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En su Tésis de 1902 LEBESGUE comenta que su teorema de la conver-
gencia dominada, pag.98 es una generalizacién, con una simplificacién en
la prueba, de un resultado de W.F.OsGooD de 1897. Este a su vez era
un caso particular, para f continua del siguiente resultado:

Teorema 2.5.1 Dadas f, fn: [a,b] = R Riemann integrables, tales que
fn(z) = f(z) para cada = € [a,b] y sup,, sup, | fn(z)] < 00, entonces

lim / Ful@)da = / F2)da”

que aparece inicialmente en 1885, en el trabajo
ARzELA, C.: “Sulla integrazione per serie”. Atti. Ecc. Lincei, Roma 1, 532-537, 1885.

Partiendo de la definiciéon de integral Riemann no es ficil probar
(2.5.1), mientras que el teorema de la convergencia dominada, pdg.98
que es mucho mas general, es mas sencillo. La razén estriba en que el
resultado de ARZELA depende de la numerable aditividad de la medida
y partiendo de la definicién de Riemann probar tal propiedad requie-
re algin esfuerzo, mientras que en la teoria de Lebesgue esta se tiene
esencialmente desde el principio.

En 1906 FATOU prueba el lema que lleva su nombre en

Fatou, P.: “Series trigonometriques et series de Taylor”, Acta Math. 30, 335-400,
1906.

porque lo necesitaba para probar el siguiente resultado sobre series de

Fourier

Teorema 2.5.2 f(z) =1lim) >~ _¢,t"e™*, cuandot — 1~ , para

2m
en = (1/2m) (z)e™ " dg,
0

para cada n € 7.

Es curioso observar que FATOU combinando su lema y (2.5.2) prueba
la Igualdad de Parseval —de la que hablaremos en otro tema—, para
funciones periédicas de cuadrado integrable, hecho que LEBESGUE ini-
cialmente habia probado sélo para funciones periédicas acotadas c.s.

Fin del Capitulo 2
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Capitulo 3

Espacio de medida
producto

3.1. Introduccion

Nuestro principal objetivo en este tema consiste en construir una o—
algebra A y una medida g en el producto Q = []€2;, de una familia de
espacios de medida (£2;,.4;, i1;), para i € I, e investigar la relacién entre
la integracién en el espacio producto y la integracién en los espacios
factores.

El ejemplo mas familiar consiste en considerar el plano R? como el
producto de dos rectas R, donde el calculo de areas de figuras planas se
obtiene a partir del calculo de longitudes de segmentos

ma([a,b] x [e, d]) = ma([a, b])mi([c, d)),

de modo que ms, la medida de Lebesgue del plano, es en cierto sentido
el producto de dos copias de mq, la medida de Lebesgue de la recta.
Nuestra intenciéon es desarrollar esta idea en una forma general. Sin
embargo estaremos interesados en dos construcciones de naturaleza dis-
tinta, de las que la primera responde al marco del comentario anterior

119
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que es de indole geométrica y estd basada en la idea de area de un
rectangulo. En este caso consideraremos, para A € A; y B € Ay

(A x B) = i1 (A)p2(B).

La segunda construccién es de naturaleza probabilistica y estd basada
en la idea de experimento compuesto: Supongamos un experimento en el
que se realizan dos observaciones. La primera x; estd en 27 y la segunda
Zo en §)y. La probabilidad de que la primera caiga en un conjunto A € A,
es p1(A). Ademds, una vez hecha la observacién x1, la probabilidad de
que la segunda caiga en un conjunto B € As es pu,, (B). Entonces es
razonable que la probabilidad de que la observacién (z1,z3) caiga en
A X B sea

p(AxB) = [ po(B)d.

Veamoslo con un ejemplo: Consideremos que extraemos una carta de
una baraja espanola y a continuaciéon una segunda ;cual es la probabili-
dad de que la primera sea un as (A) y la segunda sea una espada (B)?.
Podemos contestar de la siguiente manera: Sea C' el conjunto de cartas,
como la primera carta no se devuelve y todas son igualmente probables
tendremos en nuestro conjunto de pares de cartas posibles (C' x C)\A,
con A la diagonal, que la probabilidad es:

casos favorables 39 1

casos posibles  39-40 40’

Pero podemos proceder de otro modo: condicionado por la primera
extraccion, tenemos que si la primera es el as de espadas (cuya proba-
bilidad es 1/40), la segunda tiene probabilidad 9/39 de ser espada y si
la primera es cualquiera de los otros ases la segunda tiene probabilidad
10/39, en cuyo caso la integral de la derecha en la ecuacién anterior nos

da
1 9 3 10 1

/A“( Vi =153 T 10 39~ 10

que es el mismo resultado. Ahora bien es ficil ver (lo demostraremos
en general) que hay una tnica probabilidad p en el espacio C' x C, que
satisface la ecuacion de arriba, pero jcual es esta probabilidad?, el calculo
anterior aplicado a una tnica carta ¢ € C, da u({c} x{c}) = 0y por tanto
p(A) = 0, mientras que a dos cartas distintas a,b € C, p({a} x {b}) =
1/(39-40), y por tanto es la probabilidad considerada en el primer célculo,
definida en el espacio producto.
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3.2. Producto finito de espacios medibles

Definicién. Sean (Q1,4;), ..., (2, Ay,) espacios medibles. Diremos que
una o—élgebra A en el producto Q = Q1 x- - -x€Q,, es la o—dlgebra producto
si se verifican las condiciones:

(a) Las proyecciones ;: @ — Q; son medibles.
(b) Dado otro espacio medible (Q’,.A"), una aplicacién

F:Q —Q,

es medible si y sélo si sus componentes F; = 7; o F' son medibles.

Veremos que A existe y es Unica y la denotaremos A; ® --- ® A, y
llamaremos espacio medible producto a la pareja

(QA) = (U x- XU, A1 ® - @ Ap).

Definicién. Sean (Q1,.4,),..., (2, A,) espacios medibles. Llamaremos
producto de medibles a todo subconjunto

Al XX Ay COp X X Q, conlos A; € A;.

Nota 3.2.1 Denotaremos' con R = A; x --- x A, la clase de los pro-
ductos de medibles, que es una clase elemental (ver el ejercicio (1.2.5)),
pag.13), y con Ay las uniones finitas disjuntas de estos, que es dlgebra
(ver el ejercicio (1.2.6), pag.14).

Proposicion 3.2.2 La o—dlgebra producto existe, es unica y es la gene-
rada por los productos de medibles.

Demostracién. Veamos que o(R) cumple las dos propiedades:
(a) Si A; € A, wi_l(Ai):Ql X oo XAy X xQy, €R.

LConsideraremos la siguiente notacién: Dadas las familias de subconjuntos C; C
'P(QZ),Z: 1,...,7’1

Ci X+ xCp={B1X--+xXByn: B; €C;}.
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(b) Si F es medible, F; = m; o F' son medibles. Reciprocamente si las
F; son medibles y A; € A;, entonces Fi_l(Ai) eAy

F7H A x--xA,)=nFYA4)eA = F esmedible

pues F~o(R)] = o[F1(R)], (ver el ejercicio (1.2.3), pag.13).

Veamos que es Unica, para ello supongamos que hay dos A y A’ sobre
Q, basta tomar en (b) laid: (Q, A) — (2, A) y laid: (@, A) — (Q, A),
que son medibles y por tanto A = A". 1

Qo

Figura 3.1. Las secciones E; y EY de E

Definicién. Sean (Q1,.4;1) v (€2, A2) espacios medibles, E C Oy X
Qo ysean z € Qq, y € Qy. Definimos las secciones de E por x e y
respectivamente como

E,={qeQ: (z,q) € E}, EY={pe: (py) € E},

y para f: Q = Qp x Qy — €, definimos las secciones de f por z ey
como

fo: Qo — @, fz(q) = f(z,9),
fy:Ql_>Q/7 fy(p):f(p7y)

Proposicién 3.2.3 Sea (2, A) = (1 xQ2, 410A45), E,E, CQy(x,y) €
Q, entonces

[Ec]w = [Ew]cv [UEn]»L = U[En]wa [mEn]»L = ﬂ[En]w,

(idem para las secciones pory) y si E € Ay f: (Q,A4) = (Q,A) es
medible, entonces E, € As, EY € A1, y fr, [Y son medibles.
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Demostracion. Hacemos uso del principio de los buenos conjuntos.
Consideremos la clase de conjuntos

C={FeA: E, € A},
la cual contiene a A; X Asg, pues para £ = A X B,

B, sizeA,

€ Ay
g, size A ’

E,={qeQ: (ﬂc,q)GAxB}{

y es o—algebra, pues dado FE € C, E° € C, ya que
(B2 ={q€Q2: (x,q) ¢ E} ={q: ¢ ¢ Ex} = (E;) € Ay,

y dados E,, € C, UE,, € C, pues (US 1 Ey), = UX (E,), € As, por
tanto C = A y para cada F € A, E, € Ay y del mismo modo se
demuestra que EY € A;.

Si f es medible f, es medible pues es la composiciéon f o i,, para
iz(q) = (x,q) que es medible. 1

Ejercicios

Ejercicio 3.2.1 Sean 1 y Q2 espacios topoldgicos. Demostrar que:

(a) 8(91) X B(Qz) C B(Ql X QQ)

(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(Q1) @ B(Q2) = B(21 x Q2).
(Sol.)

Ejercicio 3.2.2 Sean (Q1, A1) y (Q2, A2) espacios medibles y f: Q1 — Ry
g: Q2 — R medibles, demostrar que h(z,y) = f(z)g(y) es A1 ® Az—medible.

Ejercicio 3.2.3 Demostrar que (A1 ® - @ A—1) @A, =41 Q- Q@ Ay.

Ejercicio 3.2.4 Sea f: R? — R, tal que f, es Borel medible para cada z y fY
continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible. (Sol.)
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3.3. Medida producto de dos espacios

Teorema clasico de la medida producto 3.3.1
Sean (Q1, A1, 1) y (Qa, Az, 1a) espacios de medida. Eziste una medida
wen A tal que para cada A € A1 y B € A

(A x B) = p1(A)pa(B),

ademds es unica si los espacios factores son o—finitos, en cuyo caso ella
también lo es y es una probabilidad si py y po lo son.

Demostracién. La medida la tenemos definida en R, los productos
de medibles A x B

(A x B) = p1(A)pa(B),

para extenderla a Ay, veamos primero que si un producto de medibles
R = A x B es unién disjunta, finita o numerable, de productos de me-
dibles R,, = A,, X B, R = UR,, entonces u(R) = > u(R,), para ello
observemos que Iaxp =Y. Ia, x5, Y por tanto

w(R) = p1(A)p2(B) = //IA(w)IB(y) dpadpss
://IAXB(ﬂf,y)dﬂlduz://ZIAann dpadps
= Z//IAann dpydps = ZN(Rn)~

Esto nos permite definir de modo tinico p en el dlgebra Ag de las uniones
finitas disjuntas de productos de medibles de forma aditiva y ademés p
es una medida en Ag, pues si F, € Ay son disjuntos y ' = UFE,, € Ay,
entonces £ = Ry U---UR,,, con los R; € R disjuntos y E, = UT:’"‘IRM,
con los R,; € R disjuntos y como se tienen las particiones con elementos
de R, R; = Uy j(Ri N Ryj) vy Rnj = Ui(R; N Ryj), tendremos por la
propiedad anterior que

=1 i=1n=1j=1 n=1j=11i=1

co My,

= Z ZU(an) = ZN(En)
n=1

n=1j=1
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El resultado se sigue del Teorema de extensién de Caratheodory (1.4.7),
pag.23. Si ademds los espacios factores son o—finitos, p también lo es,
pues en tal caso existen sendas particiones A,, € A; de Q1 y B,, € As de
Oy, con 1 (Ay), pe(By) < 0o, por lo que A, X By, € Ay es una particién
de Q = Q1 x Q5 con

1(Ay X By) = p1(Ap)p2(Bp) < oo.
y la unicidad se sigue del Teorema de Hahn (1.4.8), pdg.25. 1

Observemos que por el Teorema de extension de Caratheodory se
verifica la formula

(3.1)
p(E) = mf{> " pn(An)pa(Bn) : An € A1, By € Ay, EC ] An x By},

n=1 n=1

no obstante daremos otra férmula méas til para calcular este valor en
(3.3.6), pdg.129.

Definicion. A la medida g = pg X o del teorema anterior la llamaremos
la medida producto de las dos medidas o—finitas p; y pe.

Ejemplo 3.3.2 En el caso particular de ; = Qs = R, A; = Ay = B(R)
y w1 = po = m, tenemos otra construccion de la medida de Lebesgue
bidimensional: Se tiene

B(R) ® B(R) = B(R?),

(ver el ejercicio (3.2.1)) y m x m es la medida de Lebesgue bidimensio-
nal, ya que por el Teorema de la medida producto m X m coincide con
la medida de Lebesgue bidimensional sobre los semi-rectangulos y por
tanto sobre sus uniones finitas disjuntas, es decir sobre el algebra que
generan. Por lo tanto coinciden en B(R?) por el Teorema de extension
de Hahn, pag.25.

3.3.1. Medidas de transicion

A continuacién extenderemos el Teorema de la medida producto al
caso en el que tenemos una medida en uno de los espacios y una familia
de medidas {p;}zeq, en el otro, parametrizada por el primero. Pero
ademads daremos una util férmula para el calculo explicito de esta medida
en cualquier medible F, cosa que en el caso de que la familia se reduzca
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a una medida ps sélo sabemos que verifica la formula general dada en
(3.1), pag. 125, proporcionada por el Teorema de Caratheodory.

Definicién. Sean (21, 41) y (Q2,A2) espacios medibles. Llamaremos
medida de transicion en o, relativa a 21, a toda colecciéon de medidas
{1z }zeq, en (22, A2), tales que para cada B € A, es medible la funcién

pp: = (0,00, pp(e) = pa(B).

Definicién. Diremos que la medida de transicion pu, es finita si cada
Ltz es finita. Diremos que es o—finita si lo es cada p,. Diremos que es
uniformemente o—finita si para cada n € N existen 0 < k, < o0y
B, € A, tales que Qo = UB,, v pz(Bn) < kp, para todo z € €.
Diremos que p, es una probabilidad de transicion si cada pu, es una
probabilidad, es decir

pa(S22) = 1.

Nota 3.3.3 Estas probabilidades tienen un significado practico de gran
valor y forman el fundamento para el estudio de los procesos de Markov
(ver PARTHASARATHY, p.166-7).

El siguiente resultado recoge el proceso de construccién de una me-

dida en el espacio producto descrito al comienzo del tema.

Teorema de la medida producto 3.3.4 Sea (94,41, 1) un espacio de
medida o—finita, (Qa, A2) un espacio medible y { s }rcq, una medida de
transicion en As, uniformemente o—finita. Entonces:
(a) Para cada E € A= A1 ® Ag, la funcion © — u,(Ey) es medible.
(b) Existe una tnica medida p en A, tal que para cada A € Ay y
B e ./42

u(AxB)=/quu1,
A

ademdas |1 es o—finita y para cada E € A verifica

W(E) = [ o) dn
(¢) Si py y pe son probabilidades, entonces p es una probabilidad.

Demostracién. (a) Supongamos en primer lugar que para cada z,
las medidas p, son finitas. Hagamos uso del principio de los buenos
conjuntos. Consideremos la clase

C={FecA: u,(E,) es medible},
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la cual contiene al algebra Ay de las uniones finitas disjuntas de pro-
ductos de medibles, pues por una parte contiene a cada producto de
medibles £ = A X B, ya que

,U/a:(Ew) =HUB - IAa
es medible y dada una unién finita disjunta de productos de medibles

n

Mm(Eﬁ) = Mx([u?:lRi}x) = ,Ux( ?:1[Ri]x) = ZUm([Ri]x)v

i=1
es medible por ser suma finita de medibles. Pero ademaés C es clase
mondtona, pues

E,tE = (En)otE: = pl(Bn)d 1 pe(Es),

y silas E,, € C entonces E € C, pues p,(FE,) es medible por ser limite de
medibles. Lo mismo si F,, | F, teniendo en cuenta que pu, es finita, por
tanto se sigue del Teorema de la clase mondtona, pag. 12, que C = A.
Ahora supongamos que i, es uniformemente o—finita y sea para cada
ne€NO0<LEk, <y B, € Ay, disjuntos tales que Q2 = UB,, y
bz (Bp) < ky, para todo z € €. Consideremos para cada n € N la
medida de transicién finita, que para cada B € Ay y x € Q1 vale

(kn)z(B) = pz(B N By),

ahora por lo anterior (i, ).(E,) es medible, por tanto también lo es

(E:r) = Zuw(Ew NB,) = Z(Mn>z(Ex)

(b) Como 0 < p,(FE,) es medible, podemos considerar su integral

M(E) :/,Uac(Ez) dpa,

para cada F € A, que es una medida, pues (&) = 0 y para E, € A
disjuntos

PO B = [ (U B, di

/ fhae )o) dpa

5 /% .

n=1 n=1



128 Capitulo 3. Espacio de medida producto

para la que se tiene
p(Ax B) = [ oA % BL) du

:/IAMQ:(B)d,UIZ/,UBd,UIa
A

y es o-finita en Ay ya que py lo es y por tanto existe una particién
A, € Ay, de Qq, con p1(A,) < ooy A, X By, € R C Ap es una particién
de € para la que

(A  B) = [ B dis < g (4,) <

n

por tanto es la tinica que satisface la propiedad, pues si A es otra medida
en el espacio producto, tal que para cada producto de medibles A x B

AMAx B) = /Auw(B) dpr,

entonces p y A coinciden en el dlgebra Ag y por el Teorema de extension
de Hahn(pag. 25), coinciden en A, pues p es o—finita.
(c) Es obvio. 1

Si los papeles de los espacios estén intercambiados y lo que tenemos es
una medida g2 en Qs y una medida de transicion {, }ycq, en (1, .41),
tenemos un resultado andlogo del que sélo damos el enunciado.

Teorema de la medida producto 3.3.5 Sea (s, Az, u2) un espacio de
medida o-finita, (1, A1) un espacio medible y {1y }yecq, una medida de
transicion en Ay, uniformemente o—finita. Entonces:
(a) Para cada E € A= Ay ® Az, la funcion y — py(EY) es medible.
(b) FEziste una dnica medida p en A, tal que para cada A € Ay y
B e ./42

(A x B) :/ pa dpsz,
B

ademds | es o—finita y para cada E € A verifica
W(E) = [ (B de

(c) St pe y las p,, son probabilidades, entonces p es una probabilidad.
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Teorema clasico de la medida producto 3.3.6
Sean (Q1, A1, 1) v (Q2, A2, u2) espacios de medida o—finita y sea E €
A=A ® A>. Entonces:
(a) Las funciones x € Oy — ps(Ey), y € Q2 — p1(EY) son medibles.
(b) Eziste una tnica medida p en A tal que para cada A € Ay y
Be A,
1(A x B) = pi(A)p2(B),

la cual para cada E € A viene dada por

wE) = /MQ(Ew)dMI = /ul(Ey)duz,

ademds es o—finita y es una probabilidad si 1 y pg lo son.

Demostracién. Aplicando (3.3.4) a p, = 2, tendremos que o (F,)
es medible y y(E) = [ p2(E,) dp, es la tinica medida que satisface

1A X B) = /Auz(B) dpr = pi (A)p2(B),

y aplicando (3.3.5) a py(A) = u1(A) tendremos que p1(EY) es medible
y W(E) = [ p1(EY) dus es la tnica medida que satisface

WA X B) = /B i1 (A) dps = iy (A)pa(B).

Ejercicios

Ejercicio 3.3.1 Demostrar que: B(R™) ® B(R*) = B(R™™*) y que la medida de
Lebesgue m,tx es la medida producto de las medidas de Lebesgue m,, y mg.

(Sol.)

Ejercicio 3.3.2 Demostrar que para cada r > 0y A € B(R"™) es medible la
funcién de R", f(z) = m[A N Blz,r]] y demostrar que [ fdm = r" - m(A) -
m[B]0,1]]. (Sol.)

Ejercicio 3.3.3 Sean (21, A1, 1) vy (22, A2, o) espacios de medida o—finita y
completos, ;es necesariamente completo el espacio producto?.
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Ejercicio 3.3.4 Sean (Q1, A1, 1) y (Q2, A2, u2) espacios de medida o—finita
y E,F € A1 ® As, tales que para todo = € Q1 c.s. (u1), p2(Ee) = pe(Fz).
Demostrar que u(E) = u(F).

Ejercicio 3.3.5 Sean (21, A1) y (Q2,.A2) espacios medibles y po(B) = up(x),
para x € 1 y B € A2 una medida de transicién. Demostrar que:
(a) Si v es una medida en (£21,.41), entonces

AE) = [ s dv,

es una medida en (2, As).
(b) Si g > 0 es medible en (2, 42),

1@ = [ gdus,

es medible en (Q1,.41) y se tiene que

/de/:/gdA.

Ejercicio 3.3.6 Demostrar que: (a) Si F': (Q2,.4) — (', A) es medible y u es
una medida en (2, A), v = F.pu, para

v(A) = ulF~1(A)],

es una medida en (Q', A") (llamada medida imagen) y si v es o—finita, p tam-
bién lo es. ;Es cierto que si p lo es, lo es 17

(b) Si Fi: (1, A1) = (21, A1) vy F2: (2, A2) — (95, A3) son medibles
entonces también es medible

F1 4 FQZ Ql X QQ — Q/l X Q/Q, F1 ®F2(;r,y) = (Fl(x),Fg(y)),

y dadas medidas p1 en (21,.41) y p2 en (Q2,.A2), tales que v; = Fiu; son
o—finitas, se verifica que

[F1 ® Faolu(p1 X p2) = v1 X va.
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3.4. El Teorema de Fubini

La teoria de integraciéon que hemos desarrollado hasta aqui incluye,
como caso particular, la integral miltiple en R, la cual no es otra cosa
que la integral respecto de la medida de Lebesgue n—dimensional. Sin
embargo, para realizar un calculo explicito, las integrales de este tipo
se pueden evaluar calculando integrales unidimensionales, en un proceso
iterativo. El teorema general que justifica este 1til método de célculo es
el Teorema de Fubini, el cual es una consecuencia directa del teorema
de la medida producto.

3.4.1. Teorema de Fubini para dos espacios

Teorema de Fubini 3.4.1 Sea (Q1, Ay, u1) un espacio de medida o —finita,

(Q2, Az) un espacio medible, {piz}recn, una medida de transicion en As,

uniformemente o—finita y sea f: Q= O x Q9 — R medible, entonces:
(a) Si f >0, existe g(x) = [ fz dpe, es medible en Qy y

Jrau= [atm=[| [ fodu] din.

(b) Sila [ fdu existe, entonces existe una funcidn medible g en 4y,
tal que g(x) = [ fodps, c.s. (A1, 1) (si ademds f es integrable, g es
finita) y se tiene

Jrau= [adm=[| [ fodu] din.

(¢) Si [ [|f(z,y)]dps duy < oo, entonces f es u—integrable y como
antes [ fdu= [ [ f(z,y) dpe dp.

Demostracién. (a) Para f = Ig, f, = Ig, y por (3.3.4-a), g(z) =
t(Ey) es medible y

/fdu:u(E) = /ux(Ez)dm :/gdul-
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Ahora si f = Y1, ailg,, con los E; disjuntos y los a; > 0, entonces
para cada x

i=1

es medible y

/fduiaiu(Ei) éai/ﬂz(Eix)dﬂl :/gdul-

Ahora si f es medible y 0 < f, entonces existe una sucesién de funciones
simples f,, 1 f y para todo x (f,)z T fz- Ahora bien por el caso anterior
gn(z) = [(fn)e dpe son medibles y por el Teorema de la convergencia
mondtona, pag.93

por lo que g es medible ademés 0 < g, T g y aplicando de nuevo el
Teorema de la convergencia mondtona

/fduz lim /fndu
n—roo

= lim gndm:/gdul-

n—oo

(b) Por la parte anterior tenemos que

/f+ dp = / £ dyay dus,
Q1 JQo

/fdﬂ—AIA2fxduxdu1,

y si la ffdu existe, una de las dos integrales (digamos la de f7) es
finita, por tanto la funcién medible sz fo duy es finita en un conjunto
A€ Ay, con pp(A°) =0, por lo que podemos definir la funcién medible

en A
fwduﬁ/ f;dua;—/ 15 ds,
Qo Qo Qo

y si la [ fdu es finita podemos encontrar un conjunto A € A;, con
p1(A°) = 0, en el cual las dos integrales de la derecha son finitas. En
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cualquier caso por el Teorema de aditividad —(2.4.6), pagina 94— y
definiendo en A¢ como queramos la f92 fzdiy

/fdu /f*du /f dp
_/91 QQf dptg dpy — /Ql sz;d/‘xdul

:/ f;rd'uxd'“l_/ fz dpe dpn
A JQs AJQy

A JQs Q JQo

(c) Por la parte (a) tenemos que

Juntan= [ ] [ 11 o <

por tanto f es integrable y podemos aplicar la parte (b). 1
Como en el teorema de la medida producto tenemos otro teorema de

Fubini si se intercambian los dos espacios.

Teorema de Fubini 3.4.2 Sea (Qs, Ay, u2) un espacio de medida o—finita,

(1, A1) un espacio medible, {1y }yeq, una medida de transicion en Ay,

uniformemente o—finita y sea f: Q = Qp x Qy — R medible, entonces:
(a) Si 0 < f, entonces existe h(y) = [ f¥du,, es (Qa, As)-medible y

fra fo [ o]

(b) Sila [ fdu existe (resp. es finita), entonces existe una funcion
As—medible (resp. finita) h, tal que h(y) = [ f¥dpy, c.s. (As,p2) y

fra0= = [ o]

(c) Si f: 2 — R es medible y [ [|f(z,y)|du, dus < 0o, entonces f
es p—integrable y [ fdp= [ [ f(z,y)du, dus.

Como un caso particular tenemos la forma clasica del teorema de
Fubini.
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Teorema de Fubini clasico 3.4.3 Sea (9, A, 1) el espacio producto de
los espacios de medida o—finita (1, A1, u1) y (Qa, A2, u2) y sea f: Q —
R medible. Entonces:

(a) Si 0 < f, entonces [ fidus existe y es medible en x, [ f¥du
eziste, es medible en y y

fri= ] | o]

(b) Si [ fdu eziste, entonces existe una funcidn A;—medible g, tal
que g(z) = [ fodpa, c.s. (A1, 1) y otra funcion As—medible h, tal que
h(y) = ffy dpy, c.s. (Asg, p2) (ambas finitas si f es integrable), tales

. /fdu=/ _/.fwd,u2_ du1=/ —/fydul_ dpiz.
Si [[[1£Y]dpa] -d/,tg < oo-o' Ik U|fw\du2} duy < 0o, entonces se
tiene _ _ _ .
/fdu=/ _/f:z:dNQ_ du1=/ _/fydm_ dpiz.

Demostracién. Las primeras igualdades en (a) y (b) son consecuen-
cia de (3.4.1) y las segundas de (3.4.2). (c) se sigue de los apartados (c)
de esos teoremas. 1

Ejemplo 3.4.4 Hemos visto en (2.4.4), pdgina 92, que la funcién senz/z
no es Lebesgue integrable en (0, 00), sin embargo veamos que tiene inte-
gral impropia de Riemann y que vale

% senx T

lim de = —.
a—oo g x 2

En el ejercicio (2.4.30), pdgina 108 vimos que para x > 0

/ ze Tt dt = / ze " dm =1,
0 (0,00)

entonces por Fubini, para m, la medida de Lebesgue en la variable z,
(idem my)

a
/ Sen dr = / Sen dm = / / tsenx dm; dmy, =
0 x 0,a) L 0,a) J(0 oo)
/ / tsenx dm, dmy,
0,00) J (0 a)
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pues |senz| < z, por tanto la integral del medio en médulo estd acotada
por a. Ahora bien como

(e " cosx) = —te “cosx —e “'senw
(e *'senx) = —te “'senx +e *cosz,

tendremos integrando y despejando

1—e*“cosa—te ®sena

t24+1

fla,t) = / e “'senxdm, =
(0,a)

y el resultado se sigue, pues |e”“ cosa| < 1, [te *sena| < tae™ <1
y por tanto

)| < ——
Fat) < 5

que es integrable y por el Corolario del TCD, (2.4.19), pdg.100, como
lim, o0 f(a,t) = 1/(1+¢%) = (arctant)’ (ver también (5.5.13), pdg.219),
se tiene que

% senx

lfm dr = lim fla,t)dm = / (arctant) dm = /2.

a— o0 0 €T a—» 00 (0,00) (0700)

Nota 3.4.5 Veamos en un par de ejemplos que las distintas hipétesis en
el teorema de Fubini no pueden ser suprimidas.

Ejemplo 3.4.6 Sean Q; = Q5 = (0,1), con A; = As = B(0,1) y p3 =
e = m, consideremos una sucesion 0 =ty < t; < to < --- <t, T 1y
fn:(0,1) — [0,00) continuas, con soporte en (ty,t,4+1) —es decir tales
que Cp, = Adh{t : f,,(t) # 0} C (¢n,tn+1)—, y tales que fol fal)dt =1

y definamos
o0

Fl@y) = [fal@) = fas1(@)]falv),

n=0

entonces f es continua pues si tomamos &y = d(0,Cy) y para n > 1,
0n, = min{d(tn,Cp),d(tn,Cr_1)}, tendremos que para todo n > 1y
todo j >0, (tp, —dp,tn +6,)NC; =Sy

fn(x)fn(y)v si T,y € (t'mtn-i-l)?
f(@,y) = —far1(@) fuly), siy€ (tntny1) ¥y 2 € (tn1stnya),
0, si (z,y) € A,
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donde A es el abierto formado por las uniones de (¢, —d,, tn+05) % (0,1),
de (0,1) X (tn — On, tn + 0n), de [tn, tnt2]® X (bnytnt1) ¥ de (En, tnr1) X
[tn, tne2]® vy se tiene que

[ redeorn [ 5o

pues si para algin n > 1, y =t,, fY =0y siy € (tn, tns1)

fn(x)fn(y)v six € (tmtn+1)a
fy(x) = _fn+1('r)fn(y)7 siz € (tn+17tn+2)a
0, en otros casos,

y por tanto
1
| fr@as =0
0

por otra parte si x = t,,, fr =0, si x € (0,¢1)

£y = {fo<x>fo<y>, siye(0,t)

0, en otros casos,

ysix € (tn,tnt1), paran > 1

fn(x)fn(y)a siy € (tmtn+1)7
fm(y) = _fn(x)fn—l(y)a si Yy € (tn—lvtn—Q)a
0, en otros casos,
y por tanto
1 0, six=ty,,
| £y =4 foto), siwe 0.0,
0 0, six € (tn,tni1)-

Ejemplo 3.4.7 Sean Q; = Q3 = [0,1], con A; = A = B[0,1], 1 = m
y pe la medida de contar. Consideremos f = Ig, para E = {z = y},
entonces para todo z,y € [0, 1]

1 1
/ fydﬂl = 07 / fd? d/U'Q = 1;
0 0
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por tanto

[ o snmase [[[ o

Ejercicios

Ejercicio 3.4.1 Sean (Q1, A1, p1) y (Q2, A2, p12) espacios de medida o—finita
v f: Q1 = Ry g: Q2 — R medibles e integrables, demostrar que h(z,y) =

f(z)g(y) es p = p1 X po—integrable y

e () ()

Ejercicio 3.4.2 Sea f: (0,1) — R Lebesgue integrable. Demostrar que g(z) =
f(z,l) % dm es medible, integrable y que f(o,1> gdm = f(o,1) fdm. (Sol.)

3.5. Complecion de la medida producto

Es facil ver que si (1, A1, 1) ¥ (Q2,Aa, u2) son espacios de medida
completos, entonces su producto (€2, .4, 1) no es necesariamente comple-
to. Para ello observemos que si A € A1, A # &, u1(4) = 0 y existe
B C g, con B ¢ Ay, entonces

AXBCAXxQs vy p(AxQ)=0,
pero A x B ¢ A, pues para cada x € A
(Ax B), =B ¢ As.

En particular tenemos que el espacio producto de (R, L(R),m) consigo
mismo no es completo siendo su complecién (R?, £(R?), my).
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Teorema 3.5.1 (Ver Rudin,p.179). Sean k,n € N, entonces la comple-
cion del producto

(RF, L(R¥), my) x (R™, L(R™), m,,),
€s (Rk+na ‘C(RkJrn)v mk-‘rﬂ) :

Terminamos la leccién con un resultado alternativo del Teorema de
Fubini que es de interés especial en vista del resultado anterior. Para ello
necesitamos dos resultados previos.

Lema 3.5.2 (Ver Rudin,p.154) Sea (2, A, 1) un espacio de medida y
sea A. la complecion de A relativa a p. Si f: (2, A) = (R,B(R)) es
medible, entonces existe g: (2, A) — (R, B(R)) medible tal que f = g
c.s. (A, p).

Lema 3.5.3 (Ver Rudin,p.154) Sean (21, A1, 1) y (22, Az, 12) espacios
de medida o—finita y completos y sea A, = (A1 X A2)s la complecion de
Aq x Ay relativa a p1 X pg. Si

h: (2, A.) — (R, B(R))

es igual a 0 c.s., entonces hy, = 0 c.s. (Ag, u2) y esto c.s. (A1, 1), en
particular h, es medible c.s. (Ay, 1) y h es medible c.s.

Teorema 3.5.4 (Ver Rudin, p.154) En las hipdtesis del Lema anterior
sea
[ (@A) = (R, B(R)),
entonces:
(a) fo y fY son medibles c.s. (A1, 1) y (Asg, pe) respectivamente.
Sif>0vyF(x) = [ fodus, Gly) = [ f¥dur —eatendiéndolas como
queramos donde no estan definidas—, entonces

/fdu:/de:/Gdug.

(b) Si [ fdu existe (es finita), entonces F(x) = [ fyduso existe (es
finita) c.s. (A1, 1) y es medible —extendiéndola como queramos donde
no estd definida—, idem para G y

[tan= [ Fam =[G,
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3.6. Aplicaciones

Como una simple consecuencia del Teorema de la medida producto
tenemos que la integral de una funcién no negativa es la medida del
conjunto que hay “debajo de la grifica de la funcion” y también se puede
ver como una integral respecto de la medida de Lebesgue.

Corolario 3.6.1 Sea (2, A, i1) un espacio de medida o—finita y f: Q — R
medible, no negativa. Si E = {(z,y) € QxR : 0 <y < f(x)} y
gly) =p{zr € Q: y < f(x)}, entonces E € AR B(R), g es medible y

poxm(E) = [ fn= /(Om)gdm.

Demostracion. Consideremos las funciones medibles en el espacio
producto F(z,y) = f(z) y m(x,y) = y, entonces por el ejercicio (2.2.4)

E={(z,y) e QxR: 0<y< f()} ={0<7 < F} e A® B(R),

y como FY = @ si y < 0, tendremos aplicando el Teorema de la medida
producto cldsico que

[ ran= [mio.s@ldu= [ mlE)du=pox m(E)

z/,u[Ey}dmzf gdm. 1
(0,00)

En particular si p = m es la medida de Lebesgue en R,

mx m(E) = /fdm,
es decir que la integral de f es el area del conjunto bajo la grafica de f.

Nota 3.6.2 Podemos obtener un resultado sobre series dobles —que ya
vimos en (2.4.17), pdg.100)—, como aplicacién del Teorema de Fubini:
Sea Y anm una serie doble y consideremos el espacio de medida
(N, A, 1) donde A = P(N) y u es la medida de contar, es decir u(A) =
card A, para cada A C N. La serie es absolutamente convergente si y slo
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si la funcién f(n,m) = an,;, definida en el espacio producto (N, A, u) x
(N, A, p) tiene integral finita, en cuyo caso el Teorema de Fubini implica
que

oo 00 oo 0o
DD anm =D ) dum
n=1m=1 m=1n=1

Otra aplicacién de estos Teoremas es la siguiente versién de la inte-
gracién por partes.

Proposicion 3.6.3 Sean F,G: R — R funciones de distribucion acota-
das, que se anulan en —oo, pp, g sus medidas de Lebesgue—Stieltjes
asociadas y [a,b] C R, entonces

/W@HJ%fHWG+/W@H%%fﬂwF=

= 2[F(b)G(b) — F(a)G(a)].

Demostracién. Consideremos A = {(z,y) € [a,b]> : = > y} ¥
B = A¢ = {(z,y) € [a,b]* : z < y}, entonces por una parte

r x pe)((a,0)?) = [ur x pel(A) + [ur x pcl(B)

=/[ ]MG(Aw)dNF+/[ ]MF<By)dMG
a,b a,b

:/ pela, x] d,uF—i-/ prla,y) duc
[a,b] [a,b]

= | [G(x) = Gla™)]dur+
[a.b]

3LMW@>FW>MM;

= G(z)dur — G(a™ )pr|a, b+
[a,b]

n /W]] F(y~)dpa — Fla™)ucla,b]

=/ G(z) dup — G(a™)[F(b) — F(a™)]+

+/ F(y™)dpg — F(a™)[G(b) — Ga )],
.t
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y por otra parte eso es igual a
prla,b] - pala, b = (F(b) — F(a™))(G(b) — G(a7)),

por tanto

F(B)G(b) — F(a™)G(a™) = Gwmw+/ F(y™) dyc,
[a,b] la,b]

y como la expresion de la izquierda es simétrica respecto de F' y G,
también la de la derecha, por lo tanto

FOGO) - Fla)Gla ) = [ Gl )dur+ [ F)due.
[a,b] [a,b]

y el resultado se tiene sumando. 1

3.6.1. Calculo de volimenes especiales

Veamos ahora una aplicacién al calculo del volumen de un cuerpo de
revolucién.

Ejemplo 3.6.4 Calcular el volumen del toro (obtenido al girar un circulo
de radio v alrededor de una recta de su plano, de la que su centro dista

R).

RN
[

Figura 3.2. El volumen del Toro es (2w R)(7r2).

Demostracién. Denotemos T el toro, considerando que el circulo
esta en el plano yz con centro en el eje y y que el eje z sea el eje de giro.
Entonces T, = @, salvo para z entre —r y 7, en cuyo caso T, es una
corona de area

T([R+ V1?2 — 22> — [R — /12 — 22]?) = A7R\/72 — 22,
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por tanto por el teorema de la medida producto

r

ms[T] = ma[T,]dz = 47TR/ V12— 22dz

-

1
= 47rRr2/ V1 —a2dx = (2nR)(mr?),
-1

pues para I = [-7/2,7/2], 0 = [,(sent cost) dm = [, cos®tdm —
fl sen?tdm y haciendo el cambio = = sent

WZ/COSQtdm—I—/Sethdm:Q/ V1—22dm. 1
I I [—1,1]

Nota 3.6.5 Observemos que el resultado dice que el volumen del toro
es el producto del 4rea del circulo, 72, por la longitud de la circunfe-
rencia que describe su centro, 2w R. Este resultado es un caso particular
del llamado Teorema de Pappus, pero para enunciarlo debemos genera-
lizar el concepto de centro de un circulo. (Ver también la pag. 226, para
comentarios sobre Pappus y otros resultados suyos de la misma indole).

Definiciéon. Dado un Boreliano B de R", diremos que tiene centroide
6 centro de masa, si para p = dimpy(B), se tiene que 0 < H,(B) < 0o
y las coordenadas z; son integrables respecto de H,, en B, en cuyo caso
definimos su centroide d centro de masa como el punto ¢(B) € R™, cuya
coordenada i—sima es

x;[e(B)] = H;B)/Bxi dH,.

en particular si B es acotado, basta pedirle sdlo la primera condicién,
0 < Hp(B) < o0, pues en este caso las coordenadas son integrables, por
estar acotadas. Ademés si dimpy(B) =n

1
z;[e(B)] = W/Bxl dm.

Ejemplo 3.6.6 FEncontrar el centroide del trozo de cilindro horizontal de
radio r, limitado por dos planos, uno vertical perpendicular al eje del
cilindro y otro oblicuo tangente a la circunferencia del corte en su punto
mas alto (ver Fig.3.4).
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SN

Figura 3.3. Cilindro cortado.

Denotemos con T el cilindro de radio r y longitud b con eje y y
denotemos el trozo del enunciado con B, entonces por simetria ms(B) =
ms(T)/2 = mr?b/2.

También por simetria z[C'(B)] = 0 y para las otras dos coordenadas,
por un lado tenemos que para cada z € [0,2r], B, es un rectdngulo de
lados 2a y h siendo a? + (r — 2)2 =r2 y h/(2r — z) = b/2r, por tanto

ma[B,] = 2ah = /12 — (r — 2)2(2r — 2)b/r = (b/7r)(2r — 2)\/2rz — 22,

de donde haciendo el cambio z = r(1 + sent) para t € [—7/2,7/2] (ver
el Tema 3 de los Apuntes reducidos para el célculo de T,).

()] [ zdms f[og,.] zma[B.ldmy  p f02r V(2rz —22)3dz
z = = =
ms|[B] ms(B) rms(B)
2 (™2 2 3
=== 4 cos? tdt = —TI4 =7
L — T 4

Ahora para la coordenada y observemos que para cada z € [0,2r], y
estd entre 0 y h = b —bz/2r y x entre —a y a = /r? — (r — 2)?, por
tanto haciendo el cambio de antes z = r(1 + sent)

2r  ph(z) 2r
/ ydms = / / y2a(z)dydz = / h(z)*a(z) dz
B o Jo 0

[ (- 8) e
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b2 2r
=13 (2r — 2)% /12 — (r — 2)2dz
= Jo
b2 71'/2
=— (r —rsent)? /72 — r2sen2tr cost dt
4r —7/2
b2 2 /2
. (1 —sent)? cos®tdt
4 —m/2
v2r2 /2
= (1 —2sent + sen’t) cos® t dt
4 —7/2
b2 2 71'/2
=27 (1+sen?t) cos®tdt
4 —m/2
p2r2 /2 b2y2 5
= TT _ﬂ/2(2 —cos®t) cos* tdt = TT(QIQ —I) = b2r27r5,

pues sent es impar; y en definitiva tenemos que

o fodm3 o 5
y[C(B)] = T{B] = T6b'
2r
B3y e .
(5/)6)b b

Figura 3.4. Proyeccién en yz del centro de masa.

Teorema 3.6.7 (Teorema de Pappus) Dado un Boreliano E del plano,
con 0 < m(E) < oo y una recta del plano que lo deje a un lado, el
volumen del cuerpo de revolucion que genera en torno a la recta es el

producto de su drea por la longitud que recorre en el giro, su centro de
masa.
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z

Figura 3.5.

Demostracion. Consideremos que el plano es el yz, la recta el eje
z y que E C {y > 0}. Entonces el cuerpo de revolucién que genera F,

E ={(pcosh, psenf,z): 6 € [0,27), (p, 2) € E},
es un Boreliano del espacio pues es la unién de {0} x E y H[(0,27) x E|
para el homeomorfismo H: (0,27) x (0,00) x R — R3\{z = 0,y > 0},
H(,p,z) = (pcosb,psenb, z). Ahora para cada z tendremos que
E. ={p(cosB,send) : 6 €[0,2r),pc E.} = {peR?: []p|l2 € E.},
siendo E, = {y : (y,2) € E} un Boreliano de (0,00). Veamos cuanto

vale ma(E,), para ello consideremos las medidas en los Borelianos B €

B((0, ),
MEZWW%WWMﬁBH—MEZ%LMW,

las cuales son iguales, pues coinciden en los semiintervalos (a, b] C (0, c0),
A1 (a,b] = 7b? — ma® = A\a(a, b],

ahora aplicando el teorema de la medida producto y el de Fubini
m(B) = /mz(Ez) dm = /Al(EZ) dm

2ﬂ/</IEzydm) dmz?w/yIEdmg

=2 [ yams = () (255 [vama).
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3.6.2. Medida en la esfera invariante por rotaciones

Consideremos en R™ la esfera unidad S"~! = {z : ||z||* = Y 27 = 1}
y las aplicaciones inversas

H:R™{0} = (0,00) x S"7 ', G=H"':(0,00) x "' = R"\{0},
(32) H(z) = (||, z/|z), G(p,y) = py,

y llevemos la medida de Lebesgue al espacio producto H,m = pu, es decir
u(A) = m[H~1(A)]. Ahora consideremos en (0,00) la medida de Borel
(que depende de n)

)\(A):/Ax"_ldm:%/A(x”)’dm,

que es la restriccién a (0, 00) de la medida de Lebesgue—Stieltjes definida
por la funcién de distribucién F(z) = 0, para ¢ < 0y F(z) = 2"/n,
para x > 0. Pues

Aa,b] = (V" —a")/n=F(b) — F(a).

Proposicién 3.6.8 Existe una unica medida o en B(S™™1) tal que p =
H.m = X\ X 0 y ademds es invariante por rotaciones.

Demostracion. Si y = A X 0, 0 esta determinada de forma tnica,
pues necesariamente para cada Boreliano E C Sty By = {rz: r €
(0,1],z € E}.

o(E) =nA(0,1]0(E) =n- u((0,1] x E] =n-m(E1).

y o asi definida es una medida, pues la aplicacién E € B(S"™!) —
E, € B(R™) lleva uniones numerables disjuntas en uniones numerables
disjuntas. Ademads es invariante por rotaciones R, pues la medida de
Lebesgue lo es y si A = R(E), A1 = R(E1).

Por el Teorema de la medida producto (3.3.1), pdg.124, basta ver que
para A Boreliano de (0,00) y F de la esfera

WA x B) = N(A)o(E).

Para cada a > 0 denotaremos E, = {ry : y € E,r € (0,a]} = aE1,
entonces como m(E,) = m(aFy) = a™m(F;), tendremos que para 0 <
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a<b< o

pl(a,b] x E] = m(Ey\Ea) = m(Ep) — m(E,)
b — g™

= o(E) = Xa,blo(E),

y tenemos dos medidas en los borelianos A C (0, c0),
WAXE] v AA)o(E),

que coinciden en el anillo de las uniones finitas disjuntas de semiintervalos
(a,b] y se sigue del Teorema de Hahn (1.4.8), pdg.25, que coinciden en

B(0,00)}. 1

Teorema 3.6.9 Si [ es una funcion Borel medible de R™ no negativa o
integrable, entonces

/fdmn 2/ / fory)r™=t do dm,.
(0,00) J gn—1

En particular si f sdlo depende de la distancia al origen f(x) = g(||z]||),
entonces

(3.3) /fdmn = G(Snl)/(o )g(r)r”fl dmy,

Demostracion. Por el resultado anterior (3.6.8), A x 0 = u = F.m
y por el ejercicio (2.4.26), pag,107 y el Teorema de Fubini (3.4.3)

[gam= [ siciau=["([ s dnar

El resultado anterior nos permite calcular —si encontramos una f
adecuada—, la medida n — 1-dimensional de la esfera S"~1, o(S"71)
y por tanto la medida de Lebesgue n—dimensional de la bola unidad
n-dimensional B,, = {z € R" : Y 22 < 1}, pues

n-mp[Bn] = o[S™" Y]
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Ejemplo 3.6.10 Por ejemplo para n = 2, By es el circulo unidad del
plano y S! la circunferencia unidad, y como ms = m; x m; tendremos
que (haciendo el cambio x = senf = G(6), ver (2.4.29))

ma[Ba] = / mq[Bg|dmy = / m{y : 2% +y* < 1}dm
R (7171)

:2/ \/lfodm:2/ cos® 0dm = T,
(-1,1) (

—m/2,m/2)

pues f(fﬂ/Q /2) cos? Odm = f(ﬂr/2 /2) sen? fdm, ya que fl/jQ (sencos) =
0. Por tanto
Vo = mg[Bs] =, a(SY) = 2m,

y por ser ¢ invariante por giros en S!, se sigue de forma inmediata que
es la medida de los dngulos, es decir para la identificacién S* ~ (0, 27],
(cosf,senf) — 0, es la de Lebesgue.

Ahora consideremos la funcién que sélo depende de la distancia al

origen en R”

f(z) =e ol = e=7% .. o7,

a la cual podemos aplicar (3.3) y por el Teorema de Fubini

I" = (/ e dm)
(—O0,00)
:/ / e ...e"%n dmy - dmy
(—00,00) (—00,00)
m(5-1)

= /ef‘z|2 dm,, = 0(5”71)/ e L dm = o(S"hHy—2 1,
(0.00) 2

donde la ultima igualdad se sigue del ejercicio 2.4.35, 6 por el Teorema
de cambio de variable, ejercicio 2.4.29, para F(z) = /.

Ahora para n = 2, como II(0) = 1 y o(S!) = 27, tendremos que
I? = o(SHT1(0)/2 = 7, y por tanto I"™ = 7"/? y en definitiva?

2,/Tn/2 O_(Snfl) ,n_n/2
oV, =m[Bs = — .
m(z—1)’ m{Bn] n I(n/2)

Ap 1 =0(S") =

20bsérvese que para Vo =1, 300 ( Vo, = 3 LTy S0 | Aoy = 2meT.

n!
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3.6.3. Convolucion.

Nuestra ultima aplicacion del Teorema de Fubini sirve para definir
un nuevo producto entre funciones f € £1(R™) (aunque tal funcién no
estard determinada en todo punto, sélo casi seguro). Recordemos que en
este espacio tenemos definida la seminorma

1 = / |l dm.

Teorema 3.6.11 Sean f,g € L£1(R™, B(R™), m), entonces existe una fun-
cion medible, finita e integrable, que denotaremos fx g € L1 y a la que

llamaremos producto de convolucién de f y g, tal que para casi todo
x €R™,

£9@) = [ #a = pgtw)im,.
y ademds verifica que || f = gll1 <||fll1]lg]l1-

Demostracién. En primer lugar la funcién de R?", h(z,y) = f(z —
y)g(y) es Borel medible y por el apartado (¢) del Teorema de Fubini
integrable, pues (ver el ejercicio 2.4.19, pag.106)

/(/If (x—y |dmx) dm,, = /lg </|f(m—y)|dmx> dm,
= [tat1 ([ 17, ) im,
= (/ g(y)Idm> (/f(a:)|dm)

= [Ifllllgll < o0,

y por el apartado (b) existe una funcién medible finita e integrable, que
denotaremos f * g(z), tal que c.s.

£r9@) = [ hadm, = [ (o~ y)gt) dm,,

/If*g\dmg (/fldm) (/ |g|dm>. 1

y verifica
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Ejercicios

Ejercicio 3.6.1 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: & — R me-
dible y no negativa. Demostrar que la grafica de f es medible

E={(z,y) €2 x[0,00]: y=f(2)} € A® B(R),
y que g x m(E) = 0. (Sol.)

Ejercicio 3.6.2 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f:  — R me-
dible y no negativa. Demostrar que la funcién F(y) = u{f '(y)} es medible y
F =0 c.s. (Sol.)

Ejercicio 3.6.3 Sea (€2, A, ) un espacio de medida o—finita 'y f,g: Q@ — [0, c0)
medibles y tales que para cada x > 0, u{f > 2} < u{g > z}. Demostrar que

/fduﬁ/gdu~

Ejercicio 3.6.4 Sea (92, .4, 1) un espacio de medida o—finita, f: Q@ — [0, o]
medible y 0 < p < co. Demostrar que

/fp = / PPl f > t) dm,
[0,00)
y que si p{f >t} <e™’, entonces [ fPdu < II(p). (Sol.)

Ejercicio 3.6.5 Demostrar que para una rotacién o una traslaciéon 7: R" —
R"™, el centro de masas C(B) de un boreliano B satisface C[T'(B)] = T[C(B)].
(Sol.)

Ejercicio 3.6.6 Demostrar que si B, B; € B(R"), tienen dimensién Hausdorff
p, con 0 < H,(B),Hy(Bi) < 0o y B; es una particién numerable disjunta de

B = UB,,, entonces
cE =% %C(Ei).

Ejercicio 3.6.7 Dado el polinomio de R", p(z) = [[, i, 0 < a; € N, de-
mostrar que para b; = (a; + 1)/2 y o la medida en la esfera unidad, definida
en (3.6.8)

/ 21171 T(bs)
S.

() do = o) si todo a; es par; (Sol.)
0, si 3i : a; es impar.

n—1
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3.7. Producto de mas de dos espacios

3.7.1. Producto de n espacios medibles.

Consideremos n espacios de medida o—finita,

(Qla-Ala ,Ul); B (Q7L7A7L7/~‘Ln)7

entonces se demuestra facilmente que (ver el ejercicio (3.2.3), pdg.123)
A1 A1) A, =A1 Q- ® A,

y por induccién que existe una dnica medida g = p1 X --- X p, en el
producto, para la que

N(Al X e X An) = Ml(Al) o 'Mn(An)a

para A; € A;. La existencia se demuestra por induccién considerando
p= (1 XX ftn—1) X ptr, y la unicidad por el Teorema de Hahn (pég.25),
pues p es o—finita en Ag. Vemos asi que el Teorema de la medida producto
se extiende sin dificultad a méas de dos espacios factores, pero para dar
su enunciado general necesitamos extender el concepto de medida de
transicion.

Definicién. Dada una coleccién finita de espacios medibles
(Q1, A1),y (s An),
denotaremos para cada k=1,...,n—1
(Qk’Ak) = (U XX Y, A @ ® A,
y diremos que para i =2,...,n
pi: U x Ay — [0, 00],

es una familia de medidas de transicion (oc—finita, uniformemente o—
finita, de probabilidad) en los espacios medibles, si cada p; es una medida
de transicién en Q; relativa a Q71 es decir que u;(B) = u;(z, B), para
r € 27! es una familia de medidas (o—finita, uniformemente ofinita,
de probabilidad) en A; y para cada B € A;, u;g(z) = pi(x, B), es
medible en el espacio medible producto (21, A1),
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Teorema 3.7.1 Sea {uo, ..., pu,} una familia de medidas de transicion
uniformemente o—finita en los espacios medibles (1, A1), ..., (Qn, An),
w1 una medida o—finita en (21, 41) y (2, A) el espacio producto de los
(Q4, A;). Entonces:

(a) Hay una dnica medida p en A tal que para cada A = Ay XX Ay,
con los A; € A;, verifica

n(A) = /A1 (/A2 ( o </An dﬂn(zl,‘..,znl)) > d/~t2m1) dua,

donde cada z; € Q;. Tal p es o—finita y si p1 y las p; son de probabilidad,
entonces p es una probabilidad.

(b) Sea f: Q — R medible. Si f >0, entonces

/fd,u :/ / / f(xlv'”vxn) dﬂn,(fcl,...,mn_l) "'dﬂ2,zld/~lll~
Ql Q2 Qn

(c) Si [ fdp existe (es finita), entonces la igualdad anterior se sa-
tisface en el sentido de que para i =1,...,n—1, la integral con respecto
a la medida j1; 41 (z, ... 2,), €xiste (es finita), excepto para los (w1, ..., x;)
de un conjunto de A* de medida nula por la p* de (', A"), definida en
(a) y basta definirla como 0 & cualquier funcion medible en ese conjunto.

Demostracién. (a) Aplicando el Teorema de la medida producto
(3.3.4) a p1 y la medida de transicién uniformemente o—finita uq, existe
una tinica medida p? en (02, A2), tal que

MQ(AXB)Z/MzBdm://dule dpr,
A AJB

(r1 € Q') y es o—finita. Aplicando el mismo resultado a esta u? y a la
medida de transicién s, existe una tnica medida u® que para A € A;,
B e A,, C € Az verifica

paxBx0) = [ [ st = [ [ [ dusedias din,
AxB JC AJBJC

((z,y) € Q2) y donde la segunda igualdad se obtiene aplicando Fubini;
y es o—finita.

El resultado se sigue por induccién construyendo, para i > 2, las
medidas o—finitas uf, en (Q¢, A%), aplicando el Teorema de la medida
producto (3.3.4) y el de Fubini a x*~! y la medida de transicién unifor-
memente o—finita u;. La medida del enunciado es u = p™. (b) y (c) se
siguen aplicando el teorema de Fubini en cada paso. 1
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3.7.2. Producto de infinitos espacios medibles.

Definicién. Dada una coleccién numerable de espacios medibles (£2,,,.4,,),
para n € N, denotaremos el espacio de medida producto de los n prime-

ros con (™) AM)
Q(n) :Hgl = {(xl,...,xn) DX € Ql}, A(n) = A ®"‘®»Ana
=1

del mismo modo denotaremos

Q(n,oo) = HQZ = {(xnyanrlw . ) DX € Qz}7

i=n

Q=]]%={(z1,22,...) s m;i € Q} =0 x QrHleo),
=1

Llamaremos cilindro de base C C Q" a
|C| = C x Q1)

y diremos que el cilindro |C| es medible si C € A™ = A @ - - ® A, v
diremos que es un producto finito de medibles si C € R(™ = A;x---x A,
es decir es de la forma C = Ay x --- X A, para A; € A;. Denotaremos
con C la coleccién de todos los cilindros medibles y con R C C la de los
cilindros productos finitos de medibles.

Nota 3.7.2 Todo cilindro medible |C| = C x Q(*+1:2°) con base en A™),
es cilindro medible con base en A(™) para m > n, |C| = E x Q(m+1.00)
para E = C'x Q1 X -+ X Qy, por lo que es facil ver que C es un algebra.
Adems4s se tiene por el principio de los buenos conjuntos (hdgase como
ejercicio) que o(R) = o(C).

Definicién. Diremos que una o—dlgebra A, en el conjunto producto
Q =T12, Q, es la o—dlgebra producto de los espacios medibles (€, Ay,),
si verifica:

(a) Las proyecciones ;: (©,.A) — (9;,.4;) son medibles.

(b) Una aplicacién F': (', A) — (Q,.A), es medible si y sélo si lo
son sus componentes F; = m; 0 F: (', A') — (Q, A;).

Proposicion 3.7.3 La o—-dlgebra producto existe, es unica y es o(R) =
a(C), la denotaremos A = QpenAnp.
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Teorema 3.7.4 Para cadan € N sea (2, An, Py) un espacio de probabi-
lidad y sea (2, A) = (] O, ®A,). Entonces hay una iunica probabilidad
P en A, tal que para Ay € Ay,..., A, € A,, se tiene

P[Al ><--~XAn><Qn+1 XQnJrQX]:P]_[Al]Pn[An]

Demostracién. Denotemos P(™ = P; x --- x P,, la probabilidad
producto en (Q(™, A™). Ahora si existe tal probabilidad P, entonces
para cada n, la medida en A,

((A) = P(A x QnHo0)y,

satisface que p(A; x -+~ x A,) = Py(A;) -+~ P,(A,), por lo tanto es P(™),

Esto nos induce a considerar en el dlgebra C de los cilindros medibles
|A] = A x Q(+120) a funcién de conjunto P(|A]) = P(™(A), la cual
estd bien definida pues si

B=AXQu1x---xQ, = PM™A) =pP™(B),

y es una probabilidad aditiva, pues si |A|,|B| son cilindros medibles
disjuntos, podemos expresarlos de la forma |A] = A x Q*+1.2) v |B| =
B x Q11,20 con A, B € A™ disjuntos y

P(|AJU|B|) = P™ (AU B) = P (A) + P™"(B) = P(|A]) + P(|B]).

Para ver que es numerablemente aditiva basta ver, por (1.7.6), que si
|An| 4 @, con |A,| € C cilindros medibles, entonces P(|A,|) — 0. Para
ello supongamos que no, que P(|A,|) } s > 0 y veamos que N|A,| # &.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada |A,| = A, X
Q(n+1,9) 5 un cilindro medible de base® A,, € A™. Ahora por el Teo-
rema de la medida producto, denotando P+ = Py x ... x Py,

P(|A1D:P(l)(Al)Zpl(Al):/ Ia dPy = [ fidPy,
o o
P(|4,]) = P™(A,) = Py x P (4,) = / PR (Apy, ) dPy
Q1
= fn dPlv
Q1
3Para ello basta observar que en general serfa |A,| = |By,,| = Bk, X Qkn+1,00)

con la sucesién k, que podemos considerar creciente y bastaria introducir entre cada
dos |An| seguidos otros cilindros (constantes)

Q=|Bi| == |Bg, -1l D |A1] = |Bk,| = [Bry+1| = - = [Bry—1]| D |A2| = -+~
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para la sucesién de funciones medibles f,,: Q1 — [0, 1],

fi(z1) = La, (21),
fa(w1) = Pa[Ags, ] < Po[(A1 X Q2)a,] = L4, (71) = fi(21), -+,
fu(@1) = PO [A0,] < PEM[(An_y X Qn)a,]

= pn) [Anszl X Qn] = fn—1($1),

pues |A,| C |An—1| y por tanto A, C A,_1 X Q,. Ahora como f, | f,
P(|A,|) = [ fadPy | [ fdPy = s > 0 (por el Teorema de la convergencia
monétona, pues los espacios son de probabilidad y 0 <1 — f, 11— f),
por tanto existe x1 € Qq, con 0 < f(z1) < fi(x1) = 1a,(x1), ¥y 21 € A1.
Ahora para n > 2 consideremos las funciones medibles g, : Q3 — [0,1],
obtenidas a partir del valor fijo 1 en el desarrollo integral anterior de
fn(w1), es decir fo(x1) = Po[Ass,| = [, g2d P2, y paran >3

fn(x1> =P x pn) [ATWJI] = Q pem [An(l’l,m)] dPp = /Q Gn APy,
2 2

para la sucesién de funciones medibles g, : Q1 — [0, 1], con n > 2
g2(x2) = Ia, (21, 22),..., gn(x2) = pBn) [An(xl,xg)} < gn-1(x2)

Como antes g, L gy fu(z1) = [gn | [ 9= f(z1) > 0, por lo que existe
xo € o, tal que 0 < g(x2) < go(xa) = Ia,(x1,22) ¥ (x1,22) € Ag.
Repitiendo el razonamiento tendremos la existencia de = (z;) €  tal
que para todo n, (z1,...,z,) € A, y por tanto x € N|A,|.

Ahora el resultado se concluye aplicando los teoremas de Caratheo-
dory y Hahn. 1

A continuacién generalizamos este resultado para medidas de transi-
cién.

Definicién. Diremos que po, . .., fiy, . .. es una familia infinita de medi-
das (probabilidades) de transicion en los espacios (2, .Ay), si para cada
n>2

P QT A = X X Qg X A, — [0, 00],
es tal que para fing(B) = pnp(x) = p"(x, B), finy es una medida (pro-

babilidad) en A,,, fijado © = (z1,...,%,) ¥ tnp es una funcién medible,
fijado B € A,.
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Nota 3.7.5 En los términos anteriores, para una coleccién numerable de
espacios medibles (2,,,.4,) y su producto (Q2, A) = ([[ 2, ®Ay), si 1
es una probabilidad en (91,.41) ¥ p2, ..., ln, ... es una familia infinita
de probabilidades de transicién en los (2,,.4,), denotaremos con ™,
para n > 2, la probabilidad producto en el espacio producto finito

n

=] A"=Ae--0A,

i=1

definida en el teorema (3.7.1), para py v {2, .-, fin }-

El resultado siguiente se demuestra practicamente igual que (3.7.4),
salvo que la notacién es méas engorrosa.

Teorema 3.7.6 En los términos anteriores hay una unica probabilidad
wen (Q, A) tal que para cada cilindro medible |C| € A de base C € A™,

p(ICl) = p(C).

Demostracién. Si |C] = C x Q>) = E x Q™) es un cilindro
medible, se tiene que p™(C) = p™(E), lo cual permite definir p(|C|) =
" (C) y es una medida aditiva en el dlgebra Ag de los cilindros medibles,
pues " es una medida en A™. Para ver que es numerablemente aditiva
basta ver que si |A,| | &, con |A,| € Ay, entonces u(|A,|) — 0. Para ello
supongamos que no, que u(|A4,]) 4 s > 0y veamos que N|A,| # &. Cada
|Ap| es un cilindro medible que, como en (3.7.4), podemos considerar de
base A, € A,, y tendremos

H(An]) = / Fodp

para las funciones

fn(xl) = A v / un(ml,.,.,mn_l)(An(ml,...,acn_l) dﬂn—l,(rl,...,fcn_g) e d/~L2,x1v
2 n

y como fr41 < frn, pues las medidas son probabilidades y |A, 1| C |4n],
por tanto
An+1 C A, X Qn+1

se tiene que fj, L f v por el Teorema de la convergencia mondétona
extendido, pu(A,) = [ fo L [ f = s> 0, por lo que existe z; € 4, con
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0 < f(z1) < fi(xy), siendo f; = I4,, por tanto z; € Ay. Ahora para
n > 2

fn(xl) = / dn d,U'Q,xlv
Qo

y como antes g, 4 gy fn(z1) L [ gdus, = f(x1) > 0, por lo que existe
Ty € Oy, tal que 0 < g(z2) < ga(z2) = La,(w1,22) ¥ (21,22) € As.
Repitiendo el razonamiento tendremos la existencia de z = (z;) € §2 tal
que (z1,...,2,) € A, y por tanto z € N|A,|. El resultado se concluye
aplicando los Teoremas de Caratheodory (1.4.7)y Hahn (1.4.8). 1

Nota 3.7.7 El Teorema (3.7.4) se extiende sin complicaciones al caso
de un producto arbitrario de espacios de probabilidad (ver DUNFORD—
SCHWARTZ, p.200 6 HALMOS, p.158). Sin embargo el anterior necesita,
para su extensién a un producto arbitrario de espacios, hipdtesis to-
poldgicas sobre los espacios factores. Es por ello que posponemos su
estudio hasta la leccién 10.8, pag.354.
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3.8. Bibliografia y comentarios

Para la confeccién del presente tema hemos hecho uso de los si-
guientes libros:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

CouN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—Interscience
Pub., 1958.

HaLmos, P.R.: “Measure Theory”’. Springer—Verlag, 1974.

HewitT, E. AND STROMBERG, K.: “Real and abstract analysis”. Springer—Verlag,
1965.

PARTHASARATHY, K.R.: “Introduction to probability and measure”, McMillan Press,
1980.

RUDIN, W.: “Real and complex analysis”. Tata McGraw-Hill, 1974.

Parece ser que la primera discusion sobre la relacién entre una integral
doble y sus integrales simples iteradas, aparece en 1827 cuando CAUCHY
senala que las integrales

/o1 Uolf(x’y)dx} dy ¥ /01 [/Olf(x,y) dy} dx

no son necesariamente iguales cuando f no es acotada.

En 1876 THOMAE extiende la teoria de integracién de Riemann de
una variable a varias variables y en 1878 dio un ejemplo simple de una
funcién acotada f : R? — R, para la que la segunda integral del pérrafo
anterior existia, mientras que la primera no tenia significado pues f¥ era
Riemann integrable para un tnico valor de y.

En estos dos ejemplos, de CAUCHY y THOMAE, la integral doble de
f no existe. En 1883 DU BOIsS—REYMOND demuestra que aunque f sea
integrable, como funcién de dos variables, las funciones f, y fY no tie-
nen por qué ser integrables para todo valor de x e y respectivamente
(ver HAWKINS, p.92). Pero no consider6 la validez del Teorema de Fu-
bini atendiendo a las particularidades del conjunto E sobre el que se
integra. En este sentido HARNACK estudia, en 1884-85, el Teorema de
Fubini imponiendo la condicién a E, de que para cada punto y, la sec-
cién EY fuese vacia, un punto o un intervalo. Mas tarde, en 1886, hace
la observacién de que el Teorema de Fubini sigue siendo valido cuando



3.8. Bibliografia y comentarios 159

FE esta limitado por una curva “suficientemente simple”, en un sentido
que especifica de la siguiente maneras:

(i) Que la curva pueda encerrarse en un dominio plano de magnitud
arbitrariamente pequena y

(ii) Que los conjuntos E, y EY se intersequen con la curva en a lo
sumo una coleccion finita de puntos.

El tratamiento de las integrales dobles y en particular del Teorema de
Fubini demostraron, en palabras de JORDAN, que “...aunque el papel que
juega una funcion en la integral estd claro, la influencia de la naturaleza
del dominio E, sobre el que se integra, no parece haber sido estudiada
con el mismo cuidado...”.

La situacién fue finalmente rectificada por el mismo JORDAN en 1892,
a partir de su desarrollo del concepto de conjunto medible. Con las de-
finiciones que dio logré probar un Teorema de Fubini, para funciones
Riemann integrables, de total generalidad.

También en 1892 DE LA VALLEE-POUSIN —que habia extendido la
definicién de integral de Riemann, a funciones no acotadas—, indic6 que
una formulacién satisfactoria del Teorema de Fubini, para funciones no
acotadas era un problema dificil. En 1899 demostré una versién bastante
complicada de enunciado.

El siguiente paso lo dio LEBESGUE en su Tesis de 1902. Encontré las
mismas dificultades que sus predecesores:

Si f: R? — R era Lebesgue integrable, las funciones f, y f¥ no tenian
por qué ser ni Lebesgue medibles.

No obstante, introduciendo los conceptos de integral superior e inte-
gral inferior, demostré (ver HAWKINS, p.157) una versién del Teorema de
Fubini qué, como él mismo observd, tenia como consecuencia el Teorema
de Fubini si f fuese Borel medible. Pues en ese caso f, y fY también lo
son.

Esta observacion sugirié a FUBINI la posibilidad de mejorar el Teore-
ma de Lebesgue y en 1907 prueba esencialmente lo que hemos llamado el
Teorema de Fubini cldsico. No obstante B.LEVI, en 1906, habia escrito
en un pie de pagina de un trabajo sobre el Principio de Dirichlet, el
enunciado de este mismo resultado.

Es curioso observar que una idea fundamental como es que f, y
fY fuesen medibles c.s. habia sido senalada en un caso particular por
HOBSON en 1907, sin darse cuenta que era valido en general.

Remitimos al lector interesado en las anteriores referencias histéricas
al libro
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Hawkins, T.: “Lebesgue’s Theory of integration”. Chelsea Pub.Co., 1975.

El lector interesado en el comportamiento de la absoluta continui-
dad y de la singularidad en el producto de medidas, puede consultar el
HEWITT-STROMBERG, p.394.

El producto de convolucién definido en el teorema (3.6.11), pag.149,
es simplemente el producto natural de polinomios en el siguiente sentido,
si consideramos para cada polinomio p(z) = ag + a1z + -+ + apz” la
funcién definida en Z, f,(i) = a; (f, = 0 en el resto), entonces dados dos
polinomios p y ¢ tendremos que a su producto le corresponde fp,(j) =
S G —0)fe(@) = fp* fy(j). Ademds p es la Transformada de Fourier
de f,, (estudiaremos este concepto en un capitulo posterior).

Por tdltimo es posible, en base a lo expuesto en este capitulo, dar una
construccién no topoldgica de la medida de Lebesgue en R, y por tanto
en R", partiendo de un simple espacio de medida —el de la moneda de
cara y cruz—

Q= {07 1}7 A= {@’ {0}7 {l}vﬂ}v /1'({0}) = /‘({1}) =1/2.

Remitimos al lector interesado a P.R.HALMOS, p.159.

Fin del Capitulo 3



Capitulo 4

El Teorema de
Radon—Nikodym

4.1. Introduccién

En (2.4.1), pdg.90, hemos visto que si f es una funcién con integral,
entonces p(E) = 0 implica A(E) = [}, fdu = 0. El Teorema de Radon—
Nikodym establece el resultado inverso, es decir que si A es una medida
que verifica la condicién de anular a los conjuntos que son de medida
nula para p (propiedad que denotamos con A\ < ), entonces A = fpu,
para una cierta f con integral.

A esa funcién f se la llama derivada de Radon—Nikodym de A res-
pecto de p y se denota d\/du, pues como veremos extiende en contextos
particulares la nocién de derivaciéon de funciones en el sentido de que es
un limite de cocientes incrementales. En particular en el tema siguiente
veremos que en R™, si A anula a los borel medibles de medida de Lebesgue
nula, entonces la derivada de Radon—Nikodym d\/dm, coincide c.s. en
cada = € R™, con el limite \(E)/m(FE), cunando m(E) — 0, para los E
tales que x € F.

161
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4.2. Teorema de descomposicion de carga

Definicién. Sea (£2,.4) un espacio medible y A una carga en él. Diremos
que un conjunto medible P € A es positivo para A, si A(AN P) > 0,
para todo A € A. Diremos que N € A es negativo si A(AN N) < 0 para
todo A € A. Diremos que un conjunto medible es nulo si es positivo y
negativo. Llamaremos descomposicion de Hahn de una carga A a toda
particién del espacio P, N = P¢ € A, con P positivo y N negativo.

Nota 4.2.1 Observemos que si P, N € A es una descomposicién de Hahn
de A\, P’ = N,N’ = P lo es de —\. Que ademés uno de los dos valores
A(P) 6 A(N) es finito, pues

A(Q) = A(P) + A(N).

Por ltimo observemos también que si C' € A es nulo, entonces A(C') = 0
—de hecho A(E) = 0 para todo E € A, con E C C—, sin embargo
no se tiene el reciproco en general, pues por ejemplo en Q = [—1,1],
ME) = [, xdm, \(Q) = 0 pero  no es nulo. Sin embargo si A es una
medida, si.

Proposicion 4.2.2 Si para n € N, P, € A son positivos, su union P =
Use, P, también es positivo.

Demostracién. Basta considerar los conjuntos medibles disjuntos y
positivos Q,, = P,\(U-'P;), pues ENP = U(ENQ,) y M(ENP) =
SAMENQ,) >0. 1

Lema 4.2.3 Dada una carga A y un A € A, con A(A) > —oo, para todo
e > 0 existe un medible B C A, con AM(B) > A(A) y tal que para todo
medible E C B, \(E) > —e.

Demostracién. Supongamos que no es cierto, que existe un € > 0
tal que para todo medible B C A, A(B) < A(A4) 6 A(B) > A\(A) y existe
un medible E C B con A\(E) < —e.

Consideremos entonces la sucesiéon de medibles disjuntos F, C A,
construidos por induccién de la siguiente forma (ver fig.4.1): E; es el
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E correspondiente a By = A; Es el correspondiente a By = A\FE; —
pues A(B2) + AM(E1) = MA)— y asi sucesivamente; E,, el correspon-
diente a B, = A\(U!_}'E;). Ahora los \(E,) < —¢, E = UE,, C Ay
AME) =Y ME;) = —o0, por lo que A(A) = A(E) + AM(E°NA) = —o0.
Contradiccién. 1

A=B; A A

B, @ B; @ B, @
&) @& @&

Figura 4.1.

Lema 4.2.4 Dada una carga X, tal que A(R2) < oo y A(A) > —oo, para
un A € A, existe un conjunto positivo P C A, tal que \(P) > A(A).

Demostracién. Aplicando el Lema anterior consideremos la siguien-
te sucesién de medibles B,, correspondientes a € = 1/n:

Existe By C A, con A(By) > A(A) > —oo y A(E) > —1 para todo
medible E C By, existe By C By, con A(Bg) > A(By) > —o0 y A(E) >
—1/2 para todo medible E C By. Por induccidn, existe B,, C B,_1, con
ABp) > M Bp—1) > —00 y AM(F) > —1/n para todo medible E C B,,
ete.

Ahora como |A(B1)| < o0y B, | P = NB,, tenemos que A(A4) <
A(Bp) = A(P), es decir A(A) < A(P) y P es positivo, pues ENP C B,
para todo n, por tanto A(E N P) > —1/n es decir A(ENP) > 0. 1

Teorema de descomposicién de Hahn 4.2.5 Toda carga \ tiene una des-
composicion de Hahn.

Demostracién. Supondremos que A < 0o, en caso contrario consi-
deramos —A. Consideremos el sup{\(A): A € A} = sy sea A\(4,) — s.
Por el Lema anterior existen conjuntos positivos P, con A(4,) < A(P,)
y por (4.2.2), P = UP, es positivo y contiene a P,, por tanto A\(A,) <
AMP) < AMPy) + MP\P,) = MP) < sy A(P) = s. Ahora se tiene que
N = P¢€ es negativo, pues si E es medible ENN y P son disjuntos y por
ser 0 < A(P) < o0

AP)>AMPU(ENN))=AXP)+XMENN) = XNENN)<O0. 1
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En las siguientes propiedades vemos que la descomposicién de Hahn
esencialmente es tnica.

Proposicion 4.2.6 Sea P, N una descomposicion de Hahn, entonces:
(a) Para E,B€ A, E C B:

ABNN)<AENN)<AE)<AENP)<ABNP).

(b) AMBNP)=mix{\(F): ECB,Ec A},
ABNN)=min{\E): EC B,Ee Al.
(¢) Dada otra descomposicion de Hahn P', N’

MENN)=XMENN) y XENP)=XENP).

Demostracién. (a) Obvio pues A(E) = A(ENN) + )\(E NP)y
E = ENB, por tanto A(BNAN) = A(ENBAN)+A(ESNBAN) < A(ENN)
y A(BmP) AMENBNP)+AE°NBNP)>ANENP).
(b) Se sigue de (a) y (c) Se sigue de (b). 1

Nota 4.2.7 Si A es una medida en un espacio medible (2,.4), entonces
para todo A € A
(@) = 0 < A(4) < AQ),

y por tanto el inf A y el sup A se alcanzan. Este hecho también es obvio
para una carga A = fu, donde p es una medida y f una funcién medible,
para la que existe la [ f du, pues para A= {f >0} y todo E € A,

Lif <Ipf<Inf = /Acfduﬁ/Efdué/Afdu
S MA%) < A(E) < AA),

El resultado anterior (4.2.6), asegura que esta propiedad, caracteristi-
ca de las funciones continuas sobre los compactos, la tienen todas las
cargas, pues para todo medible F

A(V) < A(E) < A(P).

En el tema I vimos que si A era aditiva y no negativa sobre un algebra,
entonces A era acotada si y sélo si era finita en cada elemento del algebra
y dijimos que esto no era cierto en general si quitdbamos la no negativi-
dad. Sin embrago si en lugar de un algebra tenemos una o—élgebra y A
es numerablemente aditiva si es cierto y es una simple consecuencia de
la desigualdad anterior.
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Corolario 4.2.8 SiA: A — R es una medida real (carga finita), entonces
es acotada.

Veremos a continuacion que las cargas son diferencia de medidas, una
de las cuales es finita.

Definicién. Diremos que A1 y A2 medidas arbitrarias en (£2,.4) son
mutuamente singulares y lo denotaremos A1 L Ao, si existe A € A tal
que A\ (E) = M(ENA)y M(E) =\ (F N A°) para todo medible E.

Teorema de descomposicion de Jordan 4.2.9 Sea \ una carga en un
espacio medible (€2, .A), entonces para cada B € A

AT(B) =sup{\(E): ECB, EcA},

AT (B)=—f{\(E): ECB, Ec A},
son medidas, al menos una es finita y A\ = AT — 7. Ademds son mutua-

mente singulares AT L X\~ y esta descomposicion de X es la tinica como
diferencia de medidas mutuamente singulares.

Demostracion. Sea P, N una descomposicién de Hahn, entonces por
el resultado anterior AT (B) = A(BNP)y A=(B) = —A(BNN), de donde
se sigue que son medidas, que una de ellas es finita, pues A*(2) = A\(P)
yAT(Q)==AN)yque A=\ — A",

Para ver la unicidad, por definicién de singularidad existe A medible
tal que p1(E) = pu1 (ENA)y pe(E) = us(E N A°), entonces

NF(E) = NENP) = m(EN P) - ja(E N P) < (BN P)
S m(E) =m(ENA)=m(ENA) - p(ENA)
=MENA) < AT(ENA) <AT(E)
AT(E)=-MENN) =p2(ENN) = (ENN) < p(ENN)
< pa(E) = pa(ENAY) = pa(ENA°) — (BN A)
=-AMENA) <A (ENA) <A (E). 1

Definicién. A las medidas AT y A~ las llamaremos parte positiva y parte
negativa de . Llamaremos variacion de A a la medida

Al = AT+ A7,

y a [A\[(Q) la variacidn total de .
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Proposicién 4.2.10 (a) Para cada A € A, [A(A)| < |A[(A) y ademds |A|
es la medida mds pequeA=+a que lo satisface.
(b) Si A1, Aa: A — (—00, 00| son cargas, entonces

[A1 4+ A2| < |A1] + Azl

(c) Si X\ es una carga
IN(A) = sup{> _[\(Ei)| : E; € A, disjuntos, UE; = A}.
1=1

Demostracion. (a) |A(A)| = |AT(A) — A7 (A4)] < |A|(A), vy si pes
una medida para la que |A\(A)| < p(A) para todo A € A, entonces

IAI(A) = AT(A) + A~ (4) = [A(ANP)|+ [A(ANN)|
< WANP)+p(ANN) = p(A4),

para todo A € A.
(b) v (c) se dejan como ejercicio. 1

Nota 4.2.11 Por otro lado ) es una carga finita si y sélo si lo son AT y A~
si y sélo si lo es ||, en cuyo caso es acotada y escribiremos ||A]] = |A[(R2).
Veremos en la préxima leccién que sobre el espacio vectorial de las cargas
finitas (que llamaremos medidas reales) esto es una norma, con la que
dicho espacio es de Banach.

La descomposicién de una carga nos permite extender la nocién de
integral.

Definicién. Dada una carga A en un espacio medible (£2,.4), diremos
que una funcién f medible es integrable respecto \ 6 que es A—integrable
si lo es respecto de las medidas AT y A~, en cuyo caso definimos su

integral como
/fd)x:/fdk*—/fd)ﬁ.
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Ejercicios

Ejercicio 4.2.1 Sean A, p: A — (—00,00] cargas y a € R, demostrar que
laX| = lal|Al,  [A+ pl < AT+ |p].
Ejercicio 4.2.2 Sea (©,.4, \) un espacio medible con una carga. Demostrar:

(a) E € Aesnulosiy sélosi|A|(E)=0.
(b) Si PN y P’, N’ son descomposiciones de Hahn, |A\|(PAP') =0

Ejercicio 4.2.3 Sean 1, u2 medidas, 4 = p1 4+ p2 y f una funcién medible. De-
mostrar que existe [ f du sii existen [ f dpi la [ f dus y su suma estd definida.

Y en tal caso
[ fan= [ sdum s [ s

Ejercicio 4.2.4 Sea A una carga. Demostrar:
(a) g es A—integrable si y sélo si es |\|-integrable.

(b) Si g es A-integrable,
[aa| < [1alan.

(c) Existe una medida g y una funcién medible f, con integral respecto de p,

tal que para todo E € A
E) :/ fdu. (Sol.)
E

Ejercicio 4.2.5 Encontrar en B(R) la descomposicién de Jordan para la carga
A= P — 640}, siendo P una probabilidad.

Ejercicio 4.2.6 Sea f una funcién con integral en el espacio de medida (€2, A, 1)
y consideremos la carga A = fu. Demostrar que

W= [ v = [ W= [ 1l

Ejercicio 4.2.7 Demostrar que si una carga A = p1 — u2 es diferencia de dos
medidas i, entonces AT < 1 y A7 < po.
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Ejercicio 4.2.8 Sean p1 y p2 medidas positivas y finitas y g = g1 — p2. De-
mostrar que si f es p1 y pe integrable entonces es p integrable y

[ fan= [ sdm [ .

Ejercicio 4.2.9 Sea )\ una carga en un espacio medible (£2,.4), demostrar que
IA[(A) = sup{> _|A(E:)| : Ei € A, disjuntos, UE; = A},
=1

(Es cierto el resultado si ponemos > ;2 en lugar de sumas finitas?. (Sol.)

4.3. Medidas reales y medidas complejas

Definicién. Llamaremos medida real en (2, A) a toda carga finita, es
decir a una funcién de conjunto numerablemente aditiva p: A — R tal
que p(@) = 0. Llamaremos medida compleja a toda funcién de conjunto
numerablemente aditiva

p:A—C,

tal que u(@) = 0.

Nota 4.3.1 Observemos que las medidas reales son un subconjunto de
las medidas complejas. Por otra parte es facil ver que cada medida com-
pleja p puede escribirse de forma tnica como

po= i +ipe
donde p; y po son medidas reales. Y por el Teorema de Jordan
po=pi = py Fipg =iy
donde u, i, pd y py son medidas finitas. Por tltimo observemos que

si p es una medida compleja, entonces es numerablemente aditiva, por
tanto dada cualquier coleccién numerable F,, € A de conjuntos disjuntos,

1% (U En) = ZH(En)7

n=1
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y como la serie converge a un nimero de C —no como en el caso de las
medidas en las que la serie podia divergir—, y converge al mismo valor
para cualquier reordenacién de la serie, puesto que la unién no cambia,
la serie converge absolutamente.

Si dada una medida compleja p, quisiéramos encontrar una medida
positiva |u| andloga a la variacién de una carga, es decir que sea minima
entre las que satisfacen |u(A4)] < A(A4), en A, tendriamos que tal medida
debe verificar

il (A) = [ul(A) =) (4],

para cada particién A; de A en A. Esto sugiere la siguiente definicién
que extiende la propiedad vista para cargas en (4.2.10), pdg.166.

Definicién. Dada una medida compleja u, llamaremos variacion de p
a la medida (a continuacién demostramos que lo es)

|ul(A) = sup{} _ [u(A;)| : A; € A, disjuntos, UA; = A}.
=1

Teorema 4.3.2 Sea (2, A) un espacio medible y p una medida compleja.
Entonces su variacion |u| es una medida finita que verifica |p(A)| <
|u|(A) para todo A € A y es la minima entre las que satisfacen esta
propiedad, ademds si \ es otra medida compleja |+ A < |p| + |\l

Demostracién. Veamos primero la propiedad: Sea v una medida tal
que |u(A)] < v(A), en A, entonces dada una particién finita Ay, ..., A, €
Adeun Ae A

DA <D v(Ai) = v(A),
i=1 i=1
por tanto |u|(A) < v(A). La desigualdad |p + A| < |u| + || se sigue de
esta propiedad aplicada a pu + A.

Veamos ahora que |u| es medida. Por (4.2.10) sabemos que lo es para
p real. Ahora para p = uq +ips, es obvio que |u](@) = 0. Veamos que ||

es aditiva. Sean A, B € A disjuntos y consideremos una particién finita
Ey,...,E, € Ade AU B, entonces

D (B < o |u(B 0 A+ D |u(E: 0 B) < |ul(4) + |l (B),

i=1 i=1
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por tanto |u|(AUB) < |u|(A)+ || (B). Para la otra desigualdad conside-
remos sendas particiones finitas A;, B; € A de A y B respectivamente,
entonces como todos ellos son una particién de AU B,

D |n(A) D 1u(B)] < [ul(AUB),

v ul[(A) + |u|(B)] < |p|(A U B), por tanto |u| es aditiva. Ahora como
()] < L ()] + [2(A)] < a](A) + 2l (A) se sigue de la primera
propiedad que |u| < |p1]+]|pe| y es finita. Ahora sea A, € A, con A, | &,
entonces |u|(A4,) — 0, pues |u;|(4,) — 0 por ser medidas finitas, por
tanto |u| es numerablemente aditiva por (1.7.6), pdg.56. 1

Definicién. Dada una medida compleja p, llamaremos variacion total
de 1 al valor finito

]l = 1l (€2)-

Nota 4.3.3 Como consecuencia tenemos que si p es compleja, entonces
para todo £ € A

(4.1) [(E)| < [ul(B) < |pl(2) = llpll,

por lo que su rango estd en un disco de radio finito ||u||. Esta propiedad
se expresa diciendo que p es de wvariacion acotada. Denotaremos con
M(A,R) el R-espacio vectorial de todas las medidas reales

w: A— R,
y con M(A, C) el C—espacio vectorial de las medidas complejas

nw: A— C.

Lema 4.3.4 € M(A,K) si y sélo si u: A — K es aditiva y tal que
w(Ap) = 0, para cada A, | @.

Demostracién. En primer lugar u(@) = 0, pues u(9) = 2u(2) € K.
Ahora el resultado lo vimos en (1.7.6), pdg.56, para el caso real (para
cargas) y de este se sigue el caso complejo considerando p = pq1 + ipe,
con 1 y po reales. 1

Teorema 4.3.5 Los espacios M(A,K), para K =R 6 C, son de Banach
con la norma

lell = pal (£2)-
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Demostracién. Que es una norma se sigue facilmente (la desigual-
dad triangular es consecuencia de que |p + A| < |u| + |A]). Veamos que
es completo. Sea p,, € M(A,K) una sucesién de Cauchy, entonces por
(4.1) se tiene para cada A € A

[ (A) = pn (A)] < [l — prm ]|,

por tanto p,(A) € K es de Cauchy, ademds uniformemente, y tiene
limite que llamamos p(A) = lim u,(A) y la convergencia es uniforme
en A. Demostremos que p € M(A,K) y que ||pty, — pf] — 0. En primer
lugar u(@) = lim p,, (@) = 0 y es aditiva pues si A, B € A son disjuntos,
entonces

w(AUB) =1im p, (AU B) = lim p, (A) 4+ lim p,, (B) = u(A) + u(B).

Para demostrar que es numerablemente aditiva veamos —por el Lema
anterior (4.3.4)— que u(A,) — 0, para cada sucesién A,, € A con A, |
. Sea e >0y N €N tal que |u,(A4) — u(4)| < ¢/2, para todon > N
y todo A medible. Ahora como lim,, o tn(Am) = 0, existe un k € N,
tal que para m >k, |un(Anm)| < €/2, por tanto,

|1(Am) | < [1(Am) = v (Am)| + | (Am)| <€,

y u(An,) — 0, por tanto p es numerablemente aditiva.

Por tltimo veamos que p, — u, es decir que || — py]| — 0. Sea
Aq,..., A una particién de €2 y sea € > 0, entonces existe un N € N tal
que

k
D Ik (Ad) = i (A0)] < Nl = ol < €
i=1

para todo m,n > N y haciendo m — 0o, tendremos que

k

Z l1(Ai) — pn (A7) <€,

i=1

por tanto ||p — un|| <€, para n > N y el resultado se sigue. 1
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Ejercicios

Ejercicio 4.3.1 Sea (©,.4) un espacio medible con una medida compleja
A=A +ida = AT — A7 +iMd —iAs,
demostrar que

AT <IN SIS AT+ A7 +A5 + 5. (Sol.)

4.4. El Teorema de Radon—Nikodym

Definicién. Sea A una carga 6 una medida compleja (en particular una
medida 6 una medida real), en el espacio de medida (9,4, ), diremos
que A es absolutamente continua respecto de p, y lo denotaremos A < p,
si para A € A
p(A)=0 = A4 =0.

Sea f medible en el espacio de medida (2,4, 1), tal que existe la
ffd,u, entonces hemos visto en el Tema anterior que A = fu es una
carga para la que A < p, pues si u(A) =0,

—ooly < fly<ooly = 0=—oou(4) <AA) <oou(4)=0.

Del mismo modo si f = f1 +ifs: €@ — C es medible e integrable,
entonces

)\(A):/AdeZ/Aﬁdu—ki/Afgdu:)\1(A)+i>\2(A),

es una medida compleja, para la que por lo anterior A\; < p y por tanto
A < p. En esta leccion veremos que esta propiedad es esencial para la
representacién de una carga ¢ de una medida compleja A en la forma fu.

El siguiente resultado nos explica por qué la palabra continuidad se
utiliza en esta definicién.
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Proposicion 4.4.1 Sea A una medida compleja en el espacio de medida

(Q, A, ). Entonces son equivalentes:

(a) A< p.

(b) Al < p.

(¢) Para cada € > 0, existe un & > 0 tal que si u(E) < §, entonces
(E

IA(E)| < e.
Si A es una carga entonces (o)< (b)<=(c).

Demostracién. (a)=(b) En cualquier caso como
[A|(4) = sup{z [A(A;)]: A; € A, disjuntos, UA; = A}.

tendremos que si A € A

w(A)=0 = u(B)=0, paratodo BCA BeA =
= AB)=0, paratodo BCA BeA =
= |Al(4) =0,

por tanto |A| < .

(b)=(a) En cualquier caso se sigue de que |[A(E)| < |A|(E).

(c)=>(a) Es obvia en cualquier caso.

(a)=(c) Para A medida compleja. Supongamos que (c) no es cierto,
entonces existe un € > 0 tal que para todo n, existen F,, € A, tales que
w(E,) < 27" pero |N(E,)| > e. Ahora por el Lema de Borel-Cantelli
p(limsup E,,) = 0, pues Y2, u(Ey) < 0o,y por (b) |A|(imsup E,,) = 0,
pero

€ < [AER)| < [A(En) < (UL, Bn) < 00

y llegamos a un absurdo pues |A\[(U32, E,) — [A|(limsup E,,). &
Nota 4.4.2 Para una carga en general (a) no implica (c), ni siquiera si A

es una medida (no acotada, pues las acotadas al ser un caso particular de
medidas complejas si lo satisfacen). Por ejemplo para g = m la medida

de Lebesgue en [0,1] y
/ —dm,

t1
)\(O,t):/ —dx = 0.
o T

se tiene para todo t € (0,1), m(0,¢)
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A continuacién vemos uno de los resultados fundamentales de la
Teoria de la medida.

Teorema de Radon—Nikodym | 4.4.3 Sean A y p medidas o—finitas en
(Q,A), tales que A\ < p. Entonces existe una tnica c.s.(A,p) funcidn
finita medible con integral g : Q — [0,00), tal que para cada A € A

AA) = /A gd.

Demostracién. La unicidad es consecuencia de (2.4.27), pdgina 104:
si pes o-finitay [, gdp < [, ¢’ dp para todo A € A, entonces g < ¢’
c.s.

La existencia la vamos a dividir en una serie de pasos:

(a) Supongamos que A y u son medidas finitas y consideremos el
conjunto

F ={f: Q2 —[0,00], medibles : /fd,ug)\(A), VA e A},
A

el cual es no vacio —0 € F— y si f, g € F entonces max(f, g) € F, pues
0 < h = méx(f, g) es medible, por tanto tiene integral y si consideramos
mAecA B={zecA: flz) >g(zx)} yC={xzecA: f(z) <g2)},

entonces

/hduz/hdu—l—/hdu
A B c

— [ saus [ gdu< B +AC) = N4,
B C

consideremos ahora una sucesion f,, € F, tal que

[ fudntsunl [ raus rery—s

y veamos que el supremo se alcanza. Sea g, = max(f1,...,fn) € F,
entonces ¢, T ¢ converge a una funcién medible g, ademas f, < g,
y por tanto [ f,du < [gn,dp < s, por tanto aplicando el Teorema
de la convergencia mondtona, pég.93, s = [gdp y para todo A € A,
Jagndp — [, gdp, por tanto [, gdu < M(A) y g € F y como es inte-
grable podemos considerarla finita haciéndola cero donde valga oo.
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Como A(A) > [, gdu podemos considerar la medida finita

v(4) = A) = [ g

para la que v < p. Ahora si v(€2) = 0, entonces hemos terminado pues
para cada A medible v(A4) = 0, es decir

)\(A):/Agdu.

En caso contrario 0 < v(Q2) < oo, vamos a llegar a una contradiccion,
encontrando una funcién medible f, tal que f € Fy [ f > s.

Veamos que existe una tal funcién y es de la forma f = g+ klp.

feF & VAcA /gdu—kk,u(AﬂE)g)\(A) &
A
& VAe A Eku(AnE)<v(4) <«
< VAe A ku(AnE)<v(ANE)
& VBeA BCE 0<(v—ku)(B)
=

[1>[a = wry>o

Lo primero nos induce a considerar un k£ > 0 cualquiera y como F un
conjunto positivo P de una descomposiciéon de Hahn P, N = P¢, para la
carga finita A = v — ku. Ahora si fuese u(P) = 0, entonces tendriamos
v(P) =0y XN(P) =0, por tanto X'(2) = M (IN) < 0. Esto nos lleva a
considerar un k > 0 tal que ku(Q) < (), que existe pues p es finita,
en cuyo caso tendremos X' (2) > 0 y por tanto u(P) > 0.

(b) Supongamos ahora que g y A son medidas o—finitas, entonces
existen A4, € A, que podemos tomar disjuntos, tales que UA, = ,
AAp) < 00y p(Ay) < co. Si consideramos las medidas finitas A y p
en cada espacio medible (4,,A)4,), tendremos que A < p y por (a)
existen f,: A, — [0,00) medibles e integrables, que podemos extender

a ), frn: Q — [0,00) haciéndolas nulas fuera de A,, de tal forma que para
cada E € A

AENA,) :/

ENA,

h@=éhm
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y por tanto
AE) =Y ANENA)

y el resultado se sigue para f =5 f,. 1

Teorema de Radon—Nikodym Il 4.4.4 Sea A\ una carga y p una medida
o—finita en (Q, A), tales que A < . Entonces existe una inica c.s.(A, 1)
funcion medible con integral g : Q — R, tal que para cada A € A

AA) = /A gd.

Demostracién. Como p es o—finita, la unicidad se sigue como en el
teorema anterior.

(a) Supongamos primero que A es una medida y que p es finita.
Consideremos la clase de conjuntos

C={CecA: (C,Ag¢,\c) es o-finito},

la cual es no vacia pues @ € C, contiene a todo medible E, con A(F) < oo
y es cerrada para uniones numerables. Sea s = sup{u(C) : C € C} <
1(2) < ooy Cp € C tales que u(Cp) 1 s, entonces como C = UC, € C,
w(Cyp) < u(C) < sy tomando limites, p(C) = s < oo. Ahora aplicando
el resultado anterior existe una funcién medible g: C' — [0, 00), tal que
para cada A € A
Ao = [ gd
AncC

ahora bien si u(ANC*) > 0 tendrd que ser A(ANC*) = 0o, pues en caso
contrario CU(ANC°) e Cy p(CU(ANC?)) > u(C) = s, pues s < o0,
lo cual es absurdo. Y si u(A N C°) = 0 entonces A(AN C°) = 0, asi que
en cualquier caso

AMANCY) = / oody,
Ance

y por tanto si extendemos g(x) = co para los € C¢, tendremos que

)\(A):/Agdu.
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(b) Si p es o—finita y A es una medida, podemos considerar A,, € A
disjuntos, tales que UA,, = Q y u(A,,) < ooy por el caso anterior existen
gn: An — [0, 00] medibles, que extendemos a Q con g, = 0 en AS, tales
que para cada A € A

A(z‘mAn)=/ gndu=/gndu,
ANA, A

por tanto el resultado se sigue para g = > g,,, pues

)\(A):ZA(AﬂAn):Z/qgndu:Agdu.

(c) Por tdltimo consideremos que p es o—finita y A es una carga, por
tanto A = AT — A~ donde una de ellas, digamos A\~, es finita, entonces
como A\ < p, tendremos que AT < py A7 < pu, por lo que aplicando
los casos anteriores existen g; medible y no negativa y go medible, no
negativa y finita, tales que

Ay — —(A) —
A (A)—/Agldu, A (A)—/Agzdu,

y por tanto para g = g1 — g2, AM(A) = [, gdp. 1

Teorema de Radon—Nikodym 11l 4.4.5 Sea A\ una medida compleja y p
una medida o—finita en (2, A), tales que N < u. Entonces existe una

dnica c.s.(A, p) funcién medible integrable g :  — C, tal que para cada
Ac A

)\(A):/Agdu.

Demostracién. La unicidad es simple como en los resultados ante-
riores.

Para X\ real A = AT — A\~ siendo las dos medidas finitas y ambas
M < p (hdgase como ejercicio), por lo que aplicando el Teorema de
Radon—Nikodym I, existen funciones medibles finitas no negativas g1, g2
Yy g = g1 — g2, tales que para cada A medible

/\(A):)\JF(A)f)\*(A):/Agdu.

Para A compleja A = A1 + i)o, tenemos \; < p (hdgase como ejercicio),
por lo que aplicando el caso real se tiene el resultado. 1
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Nota 4.4.6 En estos resultados parece que no puede haber una funcién
g determinada, pues en un conjunto de medida nula podemos modificar-
la y sigue siendo una funcién valida, sin embargo por una parte en la
demostracion del caso mas sencillo en el que A\ y p son positivas y finitas
se construye una con procedimientos “naturales” y no es de extranar que
en situaciones suficientemente regulares haya una més “canénica” que
las demds. En (5.2.9), pdg.197, veremos que esto es asi en R™.

Definicién. Una funcién g como en los teoremas anteriores tal que para
cada Ae A

AA) = /A gdp.

se llama derivada de Radon—Nikodym de X\ respecto de p y se denota
d\/dp, aunque dA/du no es una funcién sino cualquiera que lo satisfaga,
la cual es unica c.s. (A, i) en dos casos: si p es o—finita 6 si A es finita (es
decir g es integrable). Si u es la medida de Lebesgue, g se llama funcidn
de densidad de .

Con ayuda del siguiente resultado, veremos cémo estan relaciona-
das una medida compleja y su variacién en términos de la derivada de
Radén—Nikodym.

Lema 4.4.7 Sea f: Q) — C, medible e integrable en un espacio de me-
dida finita (Q, A, u). Si E € A es tal que f(E) C Blz,r] y p(E) > 0,
entonces [, fdu/u(E) € Blz,r]. Si para todo E € A, con p(E) > 0,
| [ fdu|/p(E) < 1, entonces |f| <1 c.s.

Demostracion. Lo primero es obvio. Lo segundo se sigue de que
E = {|f| > 1} = f~4B[0,1]¢) = UE,, pues todo abierto del plano,
en nuestro caso BJ0,1]¢, es unién numerable de bolas cerradas B, y
tomamos E,, = f~(B,). Ahora bien si algin u(E,) > 0, tendrfamos
por la primera parte que fEn fdu/u(Ey) € B, y como B, estd fuera de
la bola unidad, ‘fEn fdu/u(Ey,)| > 1, lo cual es absurdo, por lo tanto

W(Ey) =0 = u(E). 1

Teorema de representacion polar de una medida 4.4.8 Sea A\ una me-
dida compleja en el espacio medible (2, A). Entonces existe una funcidn
h: Q — C, |A|~integrable, tal que |h| =1 en Q y h = dA/d|A|.

Demostracién. En primer lugar |A| es finita y A < |A|, pues |A(A)| <
[A|(A), por tanto se sigue de (4.4.5) que existe h = dA\/d|\| y como
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IA(A)| < [A|(A), por el resultado anterior tendremos que |h| < 1 c.s.,

ahora bien
- / R\ = [MA)] < / IR dIA] = p(A),
A A

y v es una medida, pero |\| es la menor que verifica esa desigualdad, por
tanto para todo medible A,

[ an = i) < ) = [ jpla
A

lo cual implica, por (2.4.27), pdg.104, que 1 < |h] c.s. (|A]). 1

Proposicion 4.4.9 Sea (Q, A, 1) un espacio de medida, f: Q — C, me-
dible e integrable, entonces

A= [ ra = W= [ 1sde

Demostracion. Por los resultados anteriores

AA) = [ ha= [ pa

y por el ejercicio (4.4.9)

) = [ b= [ fh

siendo 0 < fh = |f| c.s., pues |\| y p son positivas. &

Otra forma de probar este resultado es la siguiente.

Proposicion 4.4.10 Sea (2, A, 1) un espacio de medida, f: Q — C, me-
dible e integrable, entonces

W= [ ra = W= [ 1sde

Demostracién. Consideremos la medida v(A) = [, | f| du, para A €

A, entonces como
A= [ fdul < [ 1fldn=via)
A A
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tendremos que |A[(A) < v(A). Veamos la otra desigualdad.
Sea f = f1 +if2 y consideremos sendas sucesiones de funciones sim-

ples g1n = f1 Y goan — f2, tales que |g1,] < |f1| ¥ |g2n] < |f2]. Conside-
remos ahora las funciones simples complejas

n

_ |gln + Z’g2n‘ + I{gm—i—igzn:O} _ 1, si f =0,
gin + i92n + I{gln+igzn:0} %7 si f 7& 0,
por tanto |gu] = 1. fu = fgn — 7], 1ful = || ¥ |/] integrable. Se signe

del Teorema de la convergencia dominada, (2.4.12) (ver pdgina 98) que
para cualquier A medible

/Afndu—>/A|f|du7

. k
y si g, = ijl anjla,,; entonces |an;| =1y

du‘ = ‘/Agnfdu‘ Zang/ fdp

ANA,;

k k
=) anMANA,) Z (AN A, < A|(A
j=1 j=1

y tomando limites tendremos [, [f|dp < [X[(4). 1

Y como consecuencia de él podemos probar el de la representacién
polar de una medida.

Teorema de representacion polar de una medida 4.4.11 Sea )\ una me-
dida compleja en el espacio medible (2, A). Entonces existe una funcién
h: Q — C integrable, tal que |h| =1 en Q y h = dA\/d|]|.

Demostracién. En primer lugar |A| es finita y A < |A|, pues |A(A)| <
|A|(A4), por tanto se sigue de (4.4.5) que existe f = dA/d|A| y por el re-
sultado anterior, |d\/d|A|| = d|A|/d|A] = 1, es decir |f| =1 c.s. (A, |A])
y si consideramos el medible A = {|f| = 1}, tendremos que |A|(A°) =0
ypara h = Iof + Lac =d)\/d|)\|, |h| =1. 1

Definicién. Diremos que una funcién medible f:  — R es integrable
respecto de una medida compleja

A=A +idg = AT = A] +iM — i),
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si es integrable respecto de las medidas reales \;, es decir si lo es respecto
de las medidas )\f en cuyo caso definimos su integral como

/fd/\:/fdA1+i/fd>\2
= [saxt~ [rax i [ran—i [ rans,

Sif=fi+ifs: Q@ — C es medible, diremos que es A—integrable si lo
son f1 y f2, en cuyo caso definimos

/fd)\:/fld)\Jri/de)\.

Proposicién 4.4.12 Sea A € M(A,C), entonces f: Q — C medible es
A—integrable si y sdlo si es |\|—integrable y si consideramos la funcion
h = dA/d|A| del resultado anterior con |h| =1, se tiene que

/fdA:/fhdm.

Demostracion. La equivalencia entre integrabilidades se sigue facil-
mente de

XS SAT AT = S S Dl 4 el = AT+ AT + AT + 27,

y del ejercicio (2.4.8), pagina 106.

La igualdad de integrales se demuestra para funciones indicador, sim-
ples y en general para funciones integrables utilizando la linealidad y el
teorema de la convergencia dominada, pag.98. 1

Ejercicios

Ejercicio 4.4.1 Sean A1, A2 y A3 medidas, A2 y A3 o—finitas, en (Q,.4), de-
mostrar que si A1 < A2 y A2 < A3, entonces A\1 < A3 y ademds se tiene

que
dh _ dhid)e

d\s  dha d)s’
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Ejercicio 4.4.2 Sean p y v medidas o—finitas, con v < py sea A = p + v.
Demostrar que v < Ay si f = dv/d), entonces 0 < f < 1 c.s (u) y que
dv/dp = /(1 - f). (Sol.)

Ejercicio 4.4.3 Sean )\ y p medidas o—finitas en (£, .4), demostrar que son
equivalentes las condiciones:

Q) p<K Ay A< .

b){AeA: u(A)=0}={4AecA: X\A) =0}.

(c) Existe una funcién medible g: Q@ — (0,00), tal que A\(A) = [, gdp.
(Sol.)

Ejercicio 4.4.4 Demostrar que si (€,.4, 1) es un espacio de medida o—finita,
existe una medida finita A, que tiene los mismos conjuntos nulos que p. (Sol.)

Ejercicio 4.4.5 Sea (0, A, u) un espacio de medida finita y f : @ — C inte-
grable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada F € A con

w(E) > 0, se tiene
),
—— [ fduesS
WE) Jg

entonces f(z) € S c.s. (Sol.)

Ejercicio 4.4.6 Sea (Q, A, ;1) un espacio de medida. Demostrar que
{Ae M(AR): A< pul,

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R). (Sol.)

Ejercicio 4.4.7 Sean 117 < p1 en (Q1, A1) y voa < p2 en (92, A2), medidas
o—finitas. Demostrar que v1 X v < 1 X p2 y que

dl/Q

d(l/1 X 1/2) avz
dug

d(pr X p2)

_ dlll

= dT“(l‘)

(z,y) (y)- (Sol.)

Ejercicio 4.4.8 Sea f medible compleja integrable respecto de una medida
compleja A, demostrar que

‘/fd/\‘ < [1s1d.

Ejercicio 4.4.9 Sean p y v medidas y f p-integrable y g v-integrable, tales
que para todo A € A, fA fdu = fA gdv, entonces para toda h medible acotada

fAfhd,u,:nghdl/
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4.5. Singularidad

En esta leccién consideraremos otra propiedad de las medidas, de la
que hemos hablado en el Teorema de descomposicién de Jordan, pag.165,
y que en cierto modo es opuesta a la de la absoluta continuidad.

Definicién. Sea A una medida arbitraria (medida positiva, carga ¢ me-
dida compleja) en (2, A) y A € A. Diremos que X estd concentrada en
A si AM(E) = 0 para cualquier E € A tal que E C A°.

Nota 4.5.1 Que X esté concentrada en A equivale a que para cada E €
A, M(E) = AM(AN E). Observemos que en el caso de que sea una medida

A estd concentradaen A & A\(A°) =0.

Definicién. Diremos que A\; y A2 medidas arbitrarias en (£2,.4) son
singulares y lo denotaremos A1 L Ao, si existen A, B € A disjuntos tales
que A1 estd concentrada en A y Ay en B.

Ejemplo 4.5.2 Si A = AT — A~ es la descomposicién de Jordan de una
carga ), entonces AT L A\~ pues si P, N es una descomposicién de Hahn,
AT (A) = AMANP) y A= (A) = —=A\(ANN), por tanto A" estd concentrada
en Py A\™ en N.

Veamos unas cuantas propiedades elementales de la singularidad y
su relacién con la absoluta continuidad.

Proposicion 4.5.3 Sean A\, \y y A2 cargas ¢ medidas complejas en el
espacio de medida (2, A, 1). Entonces:

(a) A\ estd concentrada en A € A si y sélo si |\| estd concentrada en
Ac A

(b) A1 L Ao siy sdlo si |A1] L |Aa].

(¢) Si A1 Ly L, entonces Ay + Ag L .

(d) Si A <y o L, entonces Ay L Aa.

(e) AL A siysolosi A=0.

(f) Si A< py AL p, entonces A =0.
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Demostracién. (a) = Si A(B) = 0 para todo B C A°
[A|(A°) = sup{z IA(4;)]: A; € A, disjuntos, UA; = A°} = 0.
i=1

< se sigue de que |A\(E)| < |A|(E).

(b) Es consecuencia de (a).

(¢) Existen conjuntos disjuntos Ay, By € A tales que A estd concen-
trada en A; y p en By y conjuntos disjuntos Ao, Bo € A tales que Ao
estd concentrada en As y p en Bs, por tanto A\; + Ag estd concentrada
en A=A UAs y pen B= By N By siendo AN B =0g.

(d) Como Ay L p existen A y B medibles disjuntos tales que A
estd concentrada en A y p en B, pero entonces para todo F medible
uw(ENA) =0, por tanto A\;(ENA) =0y A\ estd concentrada en A°y
A1 L Ao,

(e) X estd concentrada en A y en B medibles disjuntos, por tanto
para todo F medible

ME)=AMENA) =XENANB)=\w)=0.

(f) Es una simple consecuencia de (d) y (e). 1

En el Teorema de decomposicion de Jordan hemos visto cémo toda
carga puede ponerse como diferencia de dos medidas positivas. Ahora
veremos cémo la absoluta continuidad y la singularidad son propiedades

en base a las cuales podemos realizar otro tipo de descomposiciéon de una
medida dada.

Teorema de descomposicion de Lebesgue 4.5.4 Sea (Q, A, 11) un espa-
cio de medida y A una medida o—finita 6 compleja, entonces existen uni-
cas medidas A\q Y As, tales que

)\a<</ft7 ASJ—M ) A= g+ As

Demostracion. Veamos en primer lugar la unicidad: supongamos
que existen dos descomposiciones

ACL‘FAs:)\:Va—i_VSa

con Ay v u concentradas en A y A° respectivamente y vs; y pen By B¢,
de este modo p estd concentrada en AN B¢y A\, v vs en AU B, por lo
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tanto

ECAUB = wE)=0 = MNE)=v,(E)=0
= A
ECA°NB® = X\

y por aditividad se sigue la unicidad. Para la existencia consideremos
primero el caso en que A es una medida finita y sea N, = {4 € A :
p(A) = 0}, ahora consideremos una sucesién A, € N, tal que

A(A,) 1T s =sup{A(A): AeN,},

por tanto para N = UA,, € N, pues u(N) = 0, y como A(A,,) < A(N) <
s, tendremos que A(N) = s y para las medidas finitas

Aa(A) = AMANNY), As(A) =AANN),
eSA=Aa+ A, As Lny Ag € i, pues si Be A

wB)=0 = uw(NUBNN))=0 =
= AV) < ANU(BNNY) <AN)
= A(B)=ABNN) =0

pues A es finita.

Si A es una medida o—finita consideramos una particion A4,, € A de
Q, con A\(A,) < oo y aplicamos el resultado anterior a cada espacio de
medida (A, Aja,,A4,) vy sean N,, C A, los conjuntos con p(N,) =0
correspondientes. Ahora para N = UN,,, tendremos que u(N) =0 y las
medidas correspondientes

Aa(A) = MANNY), A(A) = AMANN),

forman una descomposicién de Lebesgue de A, pues A = A\, + X5, A\s L
¥y Aq < W, pues si para un B fuese p(B) = 0, tendrfamos p(A, NB) =0
y por tanto AM(A, N BN NS) =0, de donde A(A, N BN N€¢) =0 y para
la unién A\,(B) = A(BNN°) =0.

Para A compleja consideramos la medida finita |A| y el conjunto N
correspondiente, entonces

Aa(A) = MANN®),  A(4) = MANN),
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forman una descomposicién de Lebesgue de A\, pues A = A\, + A5, A\s L
pues u(N) = 0y A\, < p, pues si para un B medible fuese u(B) =
tendriamos |A[(B N N€) =0, pues |A|, < py

Ma(B)] = [AB N N®)| < [A|(BNN) =0

Ejercicios

I
Y

Ejercicio 4.5.1 Demostrar que si A1 y A2 son complejas y A1 L A2, entonces

[A1 4+ A2| = |A1] + [A2]. (Sol.)
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DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—Interscience
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ForLLanD, G.B.: “Real Analysis. Modern Techniques and their applications”, John
Wiley, 1984.
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MUNROE, M.E.: “Measure and integration”. Addison Wesley, 1971.

RuDIN, W.: “Real and complex analysis”. Tata McGraw-Hill, 1974.

Yosipa, K.: “Functional Analysis”. Springer-Verlag, 1974.

Como bibliografia complementaria podemos considerar los siguientes
libros:

HeEwITT, E. AND STROMBERG, K.: “Real and abstract analysis”. Springer—Verlag,
1965.

‘WHEEDEN, R.L. AND ZYGMUND, A.: “Measure and integral. An introduction to Real
Analysis”. Marcel Dekker, Inc. 1977.

ZAANEN, A.C.: “Integration”. North—Holland, 1967.

La descomposicion de JORDAN de una medida estd intimamente rela-
cionada con la descomposicién de una funcién de variacién acotada, como
diferencia de funciones crecientes, que veremos en el siguiente capitulo.

En cuanto al Teorema de Radon-Nikodym, nace con el andlisis que
hace LEBESGUE del Teorema fundamental del cdlculo (al que dedicare-
mos el siguiente capitulo), en cuyo libro

LEBESGUE, H.: “Legons sur l’integration” (la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

da una condicién necesaria y suficiente, para que una funcién f: [0,1] —
R se exprese como una integral indefinida. Al ano siguiente VITALI

ViTaLl, G.: “Sulle funzioni integrali”. Atti. Acc. Sci. Torino, 40, pp.1021-1034. Afio
1904-1905.
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caracteriza tales funciones como las absolutamente continuas (ver pag.198).
Los resultados de estos dos autores fueron extendidos en 1913 por

RADON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

para una medida de Borel en un espacio euclideo. Y en 1929-30 por

NikopyMm, O.M.: “Sur les fonctions d’esembles”. Comp. Rend. I Cong. Math. Pays
Slaves, Warsaw, 303-313, 1929.

NikobpyMm, O.M.: “Sur une generalisation des integrales de M.J. Radon”. Fund. Math.
15, 131-179, 1930.

Por otra parte en 1939
BOCHNER, S.: “Additive set functions on groups”. Ann. Math., 2, 40, 769-799, 1939.

prueba una versién del teorema para el caso en que A y p son aditivas.
Su prueba original utiliza la versién numerablemente aditiva, asi como
el Teorema de Lebesgue sobre diferenciacion de funciones monétonas. Su
enunciado es el siguiente:

Teorema 4.6.1 Sea A un dlgebra en Q y A y p medidas complejas adi-
tivas tales que:

(a) sup{|u(A)|: A€ A} < o0 .

(b) Para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |u(A)| < §, entonces
IAN(A)| <e.

Entonces existe una sucesion de funciones simples s, tal que para A € A

AMA) = lim/ S dp.
A

En 1940 VON NEUMANN demuestra el Teorema de Radon—Nikodym
NEUMANN, J. VON,: “On rings of operators III”. Ann.Math.2, 41, 94-161, 1940.

para A < p donde A y u son medidas acotadas, utilizando exclusivamente
el hecho de que L2(Q, A + p) = L2(Q, A + p)*.

Remitimos al lector interesado en una version distinta del Teorema
de Radon—Nikodym, a la p.318 del HEWITT-STROMBERG.

Por tltimo, el Teorema de Radon—Nikodym es una de las herramientas
fundamentales en la teoria de las medidas vectoriales y con él se intro-
duce un punto de vista para el estudio y clasificacién de los espacios de
Banach. A este respecto recomendamos el DUNFORD—SCHWARTZ y el
mas reciente
DieSTEL—-UHL: “Vector measures”, AMS, 15, 1977.
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Por dltimo queremos destacar la profunda relacién existente entre la
derivada de Radon-Nikodym y dos conceptos en principio sin conexién
aparente: El de esperanza condicionada (estadistica) y el de proyeccion
(espacios de Hilbert). De esto hablaremos en capitulos posteriores.

Fin del Capitulo 4
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Capitulo 5

Diferenciacion

5.1. Introduccion

El Teorema fundamental del cdlculo de la teoria cldsica de Riemann
asegura que:

(a) Si f es Riemann integrable en [a,b] y

F(z) = / Ft)dt

entonces F es continua en [a, b]. Si f es continua en un x € [a, b], entonces
F es diferenciable en z y F'(z) = f(x).

(b) Si F es diferenciable en [a,b] y I’ es Riemann integrable en [a, ],
entonces

b
F(b) — F(a) = / F'(t)dt.
a
En este tema estudiaremos los resultados correspondientes a la teoria

de Lebesgue, para la que se tiene:
(c) Si f es Lebesgue integrable en [a,b] ¥

F(z) = /aw f(t)dm

191
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entonces F' es absolutamente continua en [a, b] y por tanto continua (esto
ya lo sabfamos, ver el ejercicio (2.4.25), pagina 107). Si f es continua en
un = € [a, b], entonces F es diferenciable en z y F'(x) = f(x), pues dado
€ > 0 existe un § > 0 tal que si |t — x| < 0 entonces |f(z) — f(t)] < e,
pero entonces para 0 < r < 4§

1

- ") — " T+
F(z +71) — F(z) s;/ If — f(z)|dm < e.

r

— f(z)

Pero veremos més, aunque f no sea continua tendremos que F’' = f c.s.
Reciprocamente veremos que si F' es absolutamente continua en [a, D],
entonces es de la forma

Fa) = Fla) + [ " ft)dm,

donde f es Lebesgue integrable y f = F’ c.s..

5.2. Diferenciacion de medidas

En esta leccién consideramos el espacio (R™, B(R™),m), con m la
medida de Lebesgue.

Lema 5.2.1 Sea C una coleccion de bolas abiertas de R™ y sea U su
union, entonces

m(U) < sup{3" Zm(BZ-) : By,...,By €C disjuntas}.
i=1

Demostracién. Por ser regular la medida de Lebesgue (ver (1.7.19),
pagina 64), dado r < pu(U), existe un compacto K C U, con r < m(K)
y como las bolas de C lo recubren podemos extraer un subrecubrimiento
finito {Ai}le. Ahora elegimos B; como la bola A; de radio mayor, Bs
la de radio mayor entre las que no cortan a B; y asi sucesivamente hasta
la dltima B,,. De este modo para cualquier A; hay una B; a la que
corta y tiene radio mayor o igual que el de A;, por lo tanto si denotamos
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con B; la bola con igual centro que B; y radio triple, tendremos que
K C UA; C UB] y por tanto

r<m(K) < im(B;) =3" im(UBi). 1

Definicién. Denotaremos con L1, €l espacio de las funciones medibles
f: R®™ — C integrables en cada compacto, a las que llamaremos local-
mente integrables y si f € Lq;0c definimos el valor promedio de f en cada
bola B(x,r) como

1
R“%T)‘an@nm>A;%ﬂfdm'

Nota 5.2.2 Debemos observar que las integrales podemos hacerlas en
bolas abiertas o cerradas indistintamente, pues las esferas tienen medida
nula ya que m(B(z,r)) = r™m(B), para B la bola unidad abierta, y

S(xz,r) C B(z,r+e)\B(z,r—€¢) = m[S(z,r)] < m[B]((r+e€)"—(r—e)"),
y basta hacer e — 0.

Lema 5.2.3 Para cada f € Lijoc, la funcién Pr(x,r) es continua en r
para cada x y medible en x para cada r.

Demostracién. Para la continuidad en r, como m(B(z, 7)) = r"m(B),
basta demostrar que g(r) = fB(m - f dm es continua. Para ello sea € > 0,

entonces (ver la Nota (5.2.2)), para las coronas C. = B[z, r + €]\ Bz, r]

Clo = mv+@—g@ns/\ﬂmnao,<eﬁm7

€

pues [, |f| es una medida en A. Por otro lado para ver la medibilidad
en x basta demostrar que fijado r lo es

[ rdm,
B(z,r)

ahora por el argumento estdndar (indicadores, simples, TCM, etc.) basta
verlo para f = I4, y esto es consecuencia de (3.3.6), pdg.129, pues

m[AN Blz,7]] = m[(R" x An{(z,y) € R*" : |z —y|| < r})]. W
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Definicién. Para cada f € Ly, definimos su funcion mazimal de
Hardy—Littlewood

H f(w) = sup P (r.7) = sugm /B _ am

Proposicion 5.2.4 H f es medible.

Demostracién. Por el Lema para cada x Pjy|(z,7) es continua en
7, por tanto sup,q Py (®,7) = sup,~g,.cq Pf|(®,7), y como ahora la
familia es numerable y las funciones son medibles, H f es medible. 1

Teorema maximal 5.2.5 Para toda f € L1 y todo o > 0
3'n
m{Hf >a} < E/|f|dm.

Demostracién. Para cada x € E, = {Hf > a}, existe r, > 0 tal
que Py (z,7;) > «, entonces como B = UB(x,7,) contiene a E,, si
¢ < m(E,) entonces ¢ < m(B) y tendremos por (5.2.1) que existe una
coleccién finita de estas bolas que son disjuntas, By, ..., By, para las que

c<3”2m <—Z/ |f|dm<—/\f|dm

ahora basta hacer ¢ T m(E,). 1

Estos resultados nos permiten estudiar teoremas fundamentales de
diferenciacién en el sentido de que nos dan informacion sobre el compor-
tamiento limite de cocientes incrementales.

Teorema 5.2.6 Sea f € Lijoc, entonces lim,_,o Pr(z,r) = f(x) c.s.

Demostracién. Basta demostrar el resultado en cada conjunto aco-
tado {||z|| < N} y como para cada x de este conjunto vamos a integrar
f en B(z,7) con r pequenio, por tanto para r < 1 sélo evaluaremos f en
puntos de {|ly|| < N + 1}, podemos considerar que f se anula fuera de
esa bola y por tanto que es integrable. Ahora bien, veremos en (10.2.7),
pagina 334, que las funciones C.(R™), continuas de soporte compacto
(por tanto integrables) son densas en las integrables por lo que dado



5.2. Diferenciacion de medidas

€ > 0 existe una funcién continua e integrable g tal que [|f —g| <ey

como por continuidad

[Py, 1) = g(2)]

/ 9(y) — g(z)
m(B(z,r))

m(B(z,r)) /m(B(m) lg(y) — g(x)| =0, =0,

v
m(B(x,r))

IN

tendremos que
lim sup| Py (z,r) — f(z)| =
r—0
= limsup |Py—g(z,7) + Po(w,7) — 9(@) + (9 = ) ()]
r—
SH(f = g)(@) +1f — gl(x).
y si llamamos

Ay = A{x :limsup |Pf(z,r) — f(x)] > a},
r—0

Ba:{‘f_g|>a}7 Coz:{Hf_g>a}

entonces Aq, C By U Chja >, y como am(By) < [5 |f —g] < ¢

tendremos por el Teorema de maximalidad que

2 2e3™
m(Aq) < 2 4 230

(% (&%

por tanto m(A,) =0. 1
Lo que acabamos de demostrar equivale a decir que

1

m/c[f—f(x)]dm—)O, si C = B(xz,r) yr —0,

lo cual implica que el promedio de f — f(z) en cada bola C' es pequeno
cuando r se hace pequeno. Cabria pensar que esto es debido a un efecto
de cancelacién de signos, pero no es asi pues se tiene el siguiente resultado

mas fuerte.

Teorema 5.2.7 Sea f € Ly, entonces para x € R™ c.s. se tiene

1
m[B(z,r)] /B(m) f = f(@)|dm =0, r—0,
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Demostracién. Sea D C C denso y numerable y para cada z € D
apliquemos el teorema anterior a |f — z|, entonces existe un Lebesgue
medible nulo E, fuera del cual

1
lim ———— f —z|ldm = |f — z|,
/B ) = sldm = 1)

+3 m[B(z, )

y para cada = fuera de F = UE, y € > 0 existe un z € D, tal que
[F(2) — 2| < €, por tanto | f(y) — f(2)] < |f(y) — 2| + € y como x ¢ E.

lim sup

1
0 W/B(mlf(y)f(xndm If(2) — 2| + € < 2e,

y el resultado se sigue. 1

Finalmente daremos el resultado més general, en el que en lugar de
bolas centradas en x en las que integramos nuestra funcion, consideramos
otro tipo de conjuntos que ni siquiera tienen que contener al punto x.

Definicién. Diremos que una familia de medibles E, € B(R") (para
r > 0) encoge suavemente hacia x si existe una constante a > 0 tal que:
(i) Cada E, C B(xz,r), (ii) am(B(z,r)) < m(E,).

Teorema de diferenciacion de Lebesgue 5.2.8 Sea f € L1;,c, entonces
para x € R™ c.s. y E. € B(R™) una familia que encoge suavemente hacia
x, se tiene

]/Erff(x)ldm()-

r50 m[E,

En particular si f es real y tiene integral (6 es compleja y es integrable)
y definimos la carga finita en los compactos (6 medida compleja) A\(E) =
[ fdm, entonces im A\(E,.)/m[E,] = f(x).

Demostracién. Por definicién existe un a > 0 tal que

—m[lEr] /E |fff<x>|dm§—m[gr] /B = f@dm

1
OZ’ITL[B(QT,T)] /B(z,r) |f - f(l’)| dma

y el resultado se sigue del teorema anterior. 1

<
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Teorema 5.2.9 Sea p una carga, finita en los compactos, ¢ una medida
real o compleja. Entonces c.s. existe

w(Ey)

Dp(x) = lim (B’

(para E,. encogiéndose suavemente a x) y Du = dug/dm, para p =
La + s la descomposicion de Lebesgue.

Demostracion. Para pu, se sigue del resultado anterior, por tanto

basta demostrar que lim,._q “5((ET)) = 0 c.s., para lo cual basta considerar

E,. = B(xz,7) y que us = X es positiva, finita en los acotados y singular
A L m, pues

ps(Er) < |ps|(Er) < s |(B(x, 1))

m(E,) |~ m(Ey) ~ am(B(z,r))
Sea A un boreliano tal que A\(A) = m(A°) = 0, definamos para k € N

o A B(z,r)) 1

k {xeA.hI:lj(l)lpm(B(m’r)) >k}’
y veamos que m(Ag) = 0. Por ser A finita en los acotados es regular (ver
(1.7.19), pagina 64), por tanto como A(A) = 0, para cada € > 0 existe
un abierto U, D A, tal que A(U.) < e. Por definicién de Ay, para cada
x € Aj existe una bola abierta B,, centrada en z tal que B, C U, y
A(Bg) > m(B;)/k. Sea V. = UB, y ¢ < m(V,), entonces por el Lema
5.2.1, hay una coleccién finita y disjunta de estas bolas By, ..., B,,, tales
que

m

c<3"Zm <3”k2/\ ) < 3"ENV.) < 3"kANU.) < 3"k,

por tanto m(Ve) < 3"ke y como Ax C Vo, m(Ax) =0. 1
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5.3. Derivacién e integracion

En esta leccion estudiaremos el Teorema fundamental del cdlculo en
el contexto de la integracién de Lebesgue. Para ello utilizaremos dos
propiedades fundamentales de las funciones reales, directamente relacio-
nadas con este problema, la variacion acotada y la absoluta continuidad.

5.3.1. Funciones de variacién acotada.

Definicién. Dada una funcién F': I C R — K (K =R 6 C), llamamos
variacion de F' en un intervalo J C I a

vp{J} = sup{z |F(t;) — F(ti—1)|: to<---<tn€J}
i=1

y diremos que F es de wvariacidn acotada en J si vp{J} < ooy de
variacion acotada si vp{I} < oo.

Para I = R, llamamos variacion de F a la funcién creciente vp(x) =
vp{(—o0,z]} (v para I = [a,b], vp(z) = vr{[a,z]}). Diremos que F se
anula en —oo si F'(—00) = limy o F(z) = 0 y denotaremos con Vy(R)
el K—-espacio vectorial de las funciones F': R — K de variaciéon acotada
que se anulan en —oo y son continuas a la derecha.

Nota 5.3.1 Observemos que si F' es de variacién acotada en un inter-
valo [a,b], entonces se puede extender con F(z) = F(a) para x < a'y
F(z) = F(b) para > b a una F' de variacién acotada en todo R; y
reciprocamente si F' es de variacién acotada en R, su restriccién a cada
intervalo [a, b] es de variacién acotada en [a, b].

Definicién. Diremos que F : I — C es absolutamente continua (para
I =R 61 =a,b)]) si para cada € > 0 existe 6 > 0, tal que si

(a17b1)7 ey (an7bn)7

son intervalos disjuntos de I para los que > (b; — a;) < §, entonces

SOIF(®) - Flay)| <.
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Nota 5.3.2 Se demuestra facilmente que si F': I — R es absolutamente
continua, entonces es uniformemente continua, sin embargo hay funcio-
nes uniformemente continuas, incluso de variacién acotada, que no son
absolutamente continuas. Por otra parte si F' es diferenciable y su de-
rivada es acotada, entonces como una simple consecuencia del teorema
del valor medio, F' es absolutamente continua.

Veremos en 5.3.11 que una funcién absolutamente continua es de
variacion acotada en cada intervalo compacto, sin embargo no lo es ne-
cesariamente en R, como por ejemplo para F(x) = .

Nota 5.3.3 Es inmediato probar que si f,¢g : R — R son de variacién
acotada también f + gy f — g, pues vyiy < vy + vy. También es facil
ver que si f es monétona y acotada, entonces es de variacién acotada, de
hecho vy(x) = f(x) — f(—o0) y por lo anterior también es de variacién
acotada la diferencia de dos de este tipo. El siguiente resultado prueba
el reciproco de esto.

Lema 5.3.4 Si F : R — R es de variacion acotada vp + F y vp — F
son acotadas y crecientes y por tanto existen funciones f y g acotadas
y crecientes, por ejemplo f = (vp + F)/2 y g = (vp — F)/2, tales que
F=f—g.

Demostracion. En primer lugar F' es acotada, pues para x < y
[F(y) — F(x)| < [F(y) — F(2)| + vr(z) < vp(y) < vp(oo) < oo,
por tanto vg 4+ F' es acotada. Ahora como —F también es de variacién

acotada, basta ver que vp + F es creciente. Sea x < y y € > 0, entonces
existen zg < --- < m, = z, tales que

vp(r) —e < Z |F(x;) — F(zi—1)|

y como |F(y) — F(x)| + F(y) — F(z) > 0, tendremos que

I

vr(y) + Fy) > Y |[F(z) = F(xio1)| + [F(y) — F(z)| + F(y)

> op(x) + F(z) —e,

y el resultado se sigue. 1
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Proposicion 5.3.5 Sea F : R — K de variacion acotada, entonces:

(a) v es creciente y se anula en —oo.

(b) Si F' es continua a la derecha, entonces vy también, por tanto es
una funcidn de distribucion y vy € Vo(R).

Demostracién. (a) De la definicién se sigue que si J; C Ja, entonces
vp{J1} <wvp{J2}, en particular si z <y

0 <op(z) = vr{(-oo, 2]} < vr{(-o0,yl} = vr(y).

Ahora dado € > 0 y un z € R, existen zg < --- < x, = x, tales que

n

D IF(@i) = Fzia)| > vp(@) — ¢,

i=1

como por otra parte para t < xg,
n
vp(t) + Y |F(w:) = Fzi-1)| < vr(e),
i=1

tendremos que para t < xg, vp(t) < €, por tanto lim,, . vp(z) = 0.

(b) Sea x, | = y € > 0. Por la continuidad existe un 6 > 0, tal que si
0<t—xz <, |F(t)— F(z)| <e por otra parte como antes, dado y > x
existen tg < --- < t,, =y, tales que

vp(y) —€< Z |[F'(ti) — F'(ti-1)l,

y sin pérdida de generalidad podemos suponer que uno de los puntos
de la particién es tp = z y que tgy1 — ¢ < § (para ello si es necesario
metemos dos puntos més, con lo que la expresion de la derecha aumenta),
por tanto

k

ve(y) < Y IF(t) = F(ti)| +2e+ > [F(t;) — F(tioa)|
i=1 i=k42

<wop(z)+2e+vp(y) — vp(ter1) =
vp(tit1) < vp() + 2,

y para los z,, < tx4+1, tendremos por ser vy mondtona creciente que
vp(z) < vp(2n) < vp(terr) < ve(z) + 2€,

y el resultado se sigue. 1
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Proposicion 5.3.6 (a) F: R — K es de variacion acotada si y sdlo si lo
son Re(F) e Im(F).

(b) F € Vo(R) si y sdlo si F1 = Re(F), Fo =Im(F) € Vo(R) si y sdlo
st existen f1, g1, f2, g2 funciones de distribucion acotadas que se anulan
en —oo y tales que Fy = f1 — g1, Fo = fo — ga.

Demostracion. (a) es obvia. (b) se sigue de (a) y de que F se anula
en —oo si y solo si lo hacen Fy y F» y F' es continua a la derecha si y
sélo si lo son Fy y Fy y lo dltimo se sigue del Lema (5.3.4) y (5.3.5). 1

5.3.2. Medidas y funciones de variacion acotada.

Veamos ahora que hay una biyeccién entre M(B(R),K) y Vo(R),
similar a la que vimos en la pagina 27 del tema I, entre las medidas
(positivas) de Lebesgue—Stieltjes y las funciones de distribucién.

Teorema 5.3.7 La igualdad F(x) = p(—o0,z] define una biyeccion
¢: p € M(BR),K) = F € Vo(R),

en el sentido de que dada la F' € Vo(R), existe una unica pn € M(B(R),K),
tal que F(x) = p(—o0,xz]. Ademds es un isomorfismo de espacios vecto-
riales y si F = (), ve = ¢(|p]), por tanto para la norma || F|| = vr(R),
el isomorfismo es entre espacios normados.

Demostracién. Si u es compleja y p = pui — puy +ipg —ip, , es su
descomposicién de Jorddn, con las pi medidas finitas, que definen las
funciones de distribucién acotadas F=(z) = u(—o0,z], entonces

F=Ff —F[ +iF —iFy,

y por el Lema (5.3.6), F' € Vy(R). Reciprocamente sea F' € Vy(R) y
F = Fy + iFy, entonces por (5.3.6), Fi, Fy € Vo(R) y por 5.3.5, vp, €
Vo(R), por tanto f; = (vp, + F;)/2 y gi = (v, — F;)/2 son funciones de
distribucién que se anulan en —oo y definen medidas tnicas tales que

p1(—o00,x] = fi(x), pa(—o0,z] = fa(w),
MS(_OO’x] = gl(m)7 /,64(—OO,$] = 92('1‘)’

para las que
po= p — p3 + i — ija,
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es una medida compleja que verifica el enunciado. Que es isomorfismo es
obvio y si pu y F se corresponden, entonces por (5.3.5) vr € Vo(R) y para
la medida p,, que le corresponde por ¢, como |F(y) — F(x)| + vp(z) <
vr(y), tendremos que

[z, 9]l = [F(y) = F(2)] <vrpy) —vr(r) = pog (2, 9],

y tomando limites x — —o0 (y — 00), también

\,u(—oo,y“ < :U'UF(_Oozy]a |u(x, OO)| < Hvp (I’ OO)’

y tenemos la desigualdad |u(A)| < py, (A), para A € Ag el dlgebra de las
uniones finitas y disjuntas de semiintervalos. Ahora bien si consideramos
la clase de los borelianos que tienen esa propiedad, vemos que es una
clase mondtona que contiene a Ag y por el teorema de la clase monétona,
pag.12 es todo B(R). Por tanto se sigue de (4.3.2)

VA€ BR), [m(A)] < por(A) = |p| < o,

pero por otra parte como F(b) — F(a) = p(a, b] se sigue de (4.3.2) que

vp(x) = sup{z |F(z;) — F(xi—1] o < -+ < xp = 2}
i=1
< |,LL|(—OO, 33] < ,U'UF(_OO7x] = UF('r)a

y las medidas finitas |u|, ft,, coinciden en los semiintervalos (—oo, ], por
tanto en Ay y por el teorema de Hahn en los borelianos y son iguales.
Por dltimo

[l = vr(R)] = |p|(R) = |lp]|.

5.3.3. Teorema fundamental del calculo.
Veamos ahora qué relacién existe entre la absoluta continuidad de

funciones y la de medidas.

Proposicion 5.3.8 Sean p y F = ¢(u), correspondientes por el isomor-
fismo (5.3.7), entonces F' es absolutamente continua sii p < m.
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Demostracién. “<”Sabemos por (4.4.1) que para todo € > 0 existe

un d > 0, tal que sim(E) < §, entonces |u|(E) < €, por tanto si Zle(bi—
a;) < 8, entonces para E = U(a;, b;], se tiene m(FE) < § y por tanto

k

k
DO IF®) = Fla) =) lulai, bl < [ul(B) < e
i=1

i=1
“=” Sea m(A) = 0 y veamos que p(A) = 0, para ello observemos en
primer lugar que p({b}) = F(b) — F(b—) = 0 por ser F' continua y por
tanto p(a,b) = u(a,b]. Por otro lado sabemos por (1.7.19) que m y las
,uf son regulares, por tanto

m(A) = inf{m(V) : Vabierto, A C V},
pE(A) = inf{uE(V): Vabierto, A C V},

y como la interseccién finita de abiertos es abierto podemos encontrar
una sucesion decreciente de abiertos V,,, tales que m(V,,) - m(4) =0y
1 (Vi) — i (A), por tanto u(Vy,) — p(A). Ahora dado € > 0, existe un
6 > 0, tal que si Zle(bi —a;) < 0, entonces Zle |EF(b;) — F(a;)| < e,
y como m(A) = 0 existe un n a partir del cual m(V,,) < §, pero todo
abierto de R es unién numerable disjunta de intervalos abiertos, por lo
tanto V,, = U(ay, b;) y para todo k, Zle(bi —a;) < m(V,) <94, por
tanto Zle |EF(b;) — F(a;)| < e, por lo que

W(V)I < 3 lias, bl = 3 In(ass il = 0 1F(by) = Flas)| < e

por tanto |u(A)| < €y como el € es arbitrario, u(A) =0. 1

Proposicion 5.3.9 Sea F' € Vy(R), entonces existe c.s. F', por tanto es
lebesgue medible, y es integrable F' € L1. Ademds para F = ¢(u),

uwlm <& F =0 cs.

€T

p<Lm & F(x):/ F'(z)dm.

—0o0

Demostracion. Se sigue de (5.2.9) que c.s.
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para B, = (z,x+7r]sir >0y B, = (x+rz]sir <0, p = pg + s
la descomposiciéon de Lebesgue y du, = fdm, por tanto F' = f c.s.
Ademss

wlm <& pu,=0 & F =0cs.
pLm & ou=p, & F(:c):u(—oom]:/ F'(x)dm.

donde la implicacién “«<"de la cuarta equivalencia se sigue de que dos
medidas finitas que coinciden en los semiintervalos (—oo, z] son iguales.
|

En el Teorema de Radon—Nikodym (4.4.3) hemos puesto de mani-
fiesto la intima relacién entre la absoluta continuidad de medidas y las
integrales indefinidas. Esta relacion subsiste para funciones de 1y como
vemos en el siguiente resultado que es una consecuencia del anterior.

Teorema de Lebesgue 5.3.10 Sca f € L1[L(R),m] y F(z) = [*_ fdm,
entonces F es diferenciable c.s. y F' = f c.s. (m), ademds F € Vy y
es absolutamente continua. Reciprocamente si F' € Vy es absolutamente
continua, entonces F' existe c.s., es integrable y F(z) = [*_ F'(t)dm.

Demostracién. Consideremos la medida real é compleja p(A) =
fA fdm, y sea F = ¢(u), entonces la primera parte se sigue de (5.3.9).
El reciproco se sigue de ese mismo resultado y de (5.3.8). 1

Consideremos ahora que nuestra funcién F' estd definida en un inter-
valo compacto [a, b], en cuyo caso las condiciones se simplifican pues se
tiene el siguiente:

Lema 5.3.11 Si F: [a,b] — C es absolutamente continua, es de varia-
cion acotada.

Demostracién. Queremos ver que existe un k < oo, tal que dados
a<zy <<z, <D,

n

D IF(x:) = F(zia)| <k,

i=1

para ello sabemos que existe un 6 > 0, tal que si (a;, b;) son una colec-
ci6n finita de intervalos disjuntos tales que Y .-, (b; — a;) < J, entonces
ST|F(b;) — F(a;)| < 1. Consideremos los intervalos

[a75]7 [57 25}7 R [(k - 1)5a b]a
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para k tal que b < kd. Entonces incluyendo méas puntos entre los x;, si
es necesario, para que estén los extremos de estos intervalos (en cuyo
caso la suma que perseguimos aumenta), podremos agrupar los x; por
intervalos y para los de cada intervalo como Y (z;—2;-1) = §, tendremos
que > |F(z;) — F(z;—1)| < 1, por tanto para todos los x;, > |F(z;) —
F(ZIJZ‘_l)| S k. 1

Teorema Fundamental del Calculo Integral de Lebesgue 5.3.12

Sea F: [a,b] — C. Si F es absolutamente continua, entonces es dife-
renciable c.s., F' es Lebesgue integrable y F(z) = F(a) + [ F' dm.
Reciprocamente si F(z) = F(a) + f; fdm, para una f € L1, entonces
F es absolutamente continua y f = F' c.s.

Demostracién. “=” Definamos G(x) = F(z)—F(a) en [a, ], G(z) =
F(b)—F(a)enz >by G(z) =0en x < a, entonces G € Vy por el Lema
(5.3.11) y es absolutamente continua, por tanto se sigue del Teorema de
Lebesgue (5.3.10) que F' =G’ € L1 y en [a, b

F(z) — Fla) = G(x) = /OO & dm = /m F'dm.

“<" Definamos f(z) = 0 en (—o0, a)U(b, o00), por tanto f € L1[L(R), m]
y para G como antes es G(z) = ffoo fdm, entonces por el Teorema

de Lebesgue G es diferenciable c.s. y G’ = f c.s., ahora bien en [a, b]
Gxz)=F(x)—F(a)yG =F'. 1

Ante estos resultados nos planteamos la siguiente cuestién:

Sea F' : [a,b] — R diferenciable, ;qué condiciones debe verificar F'
para que se verifique F(z) — F(a) = [ F'dm?

Para F(z) = 2?senz 2 si 2 # 0y F(0) = 0, se tiene que F es
diferenciable en todo punto, sin embargo

1
/ |F'(z)|dz = oo,
0

por tanto F’ no es integrable en [0, 1], ni F' es de variacién acotada ni
por tanto absolutamente continua en [0, 1].

Podriamos pensar entonces que la cuestién anterior es afirmativa si
F' es diferenciable en casi todo punto (m) y F’' € L;, pero tampoco
esto es cierto (ver Rudin, p.179). Lo mas lejos que podemos ir en la
contestacién afirmativa de esta cuestién estd en el siguiente resultado
(ver COHN, p.191; BENEDETTO, p.150).
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Teorema 5.3.13 (a) Si F : [a,b] — R es continua, diferenciable salvo en
una coleccidn numerable de puntos y F' € L1, entonces

F(z) — F(a) = / Fldm.

a

(b) Si F : [a,b] — R es continua, diferenciable en casi todo [a,b],
F' € Ly y se satisface

m(A) =0 = m[F(A)]=0.

entonces

F(z) — F(a) = / " Fldm.

5.4. Transformaciones diferenciables

5.4.1. Transformaciones lineales.

Una aplicacién lineal T' € L(&, &,), entre R—espacios vectoriales de
dimension k y n respectivamente,

T: 519 — 5n,
define por dualidad otra T™ € L(&;, ), que llamamos su traspuesta
T & [T (w)](@) = wlT ()],
pues si consideramos bases u; de & y v; de &, la matriz correspondiente

aT* en las bases duales, v’ y u7, es la traspuesta A* = (aj;), de la matriz
A = (a;;) correspondiente a T', ya que si

T(uj) = Zaijvj, Yy T*(Ul) = ijiuj’

entonces a;; = v'[T(u;)] = [T*(v")](u;) = bji.
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Por otro lado cada espacio Fuclideo £ (R—espacio vectorial con un
producto interior), finito dimensional, se identifica canénicamente con
su dual mediante el isomorfismo

¢: E—EF, 1 —o<x,->,

cuya matriz correspondiente a una base u; y su dual u’ es (u; - u;), pues
#(u;) = S (ui - uj)u’. Por lo tanto si la base es ortonormal la matriz
es la identidad y si los espacios & y &, son euclideos tendremos un
endomorfismo lineal candénico

Ty = ¢, 0T 0¢,oT: E — &,

que en términos de las bases u; y v; jsi son ortonormales! le corresponde la
matriz B = A'A, la cual es semidefinida positiva y sus autovalores )\ son
reales y no negativos' por lo que el determinante de nuestra aplicacién
es no negativo, lo cual nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién. Para cada aplicacién lineal T': & — &, entre espacios
euclideos, en las condiciones anteriores, definimos

J(T) = \/det T}, = \/det(AtA) > 0.

A partir de ahora por comodidad tomaremos nuestros espacios eucli-
deos como R™ con el producto escalar estandar, <z, y>= zt-y = > x;y;.

Proposicién 5.4.1 T: R¥ — R" lineal es inyectiva sii lo es Ty, sii J(T) >
0; y en tal caso k < n.

Demostracién. En términos matriciales, A es inyectiva sii A*A lo
es sii A*A es isomorfismo sii det T > 0, donde lo primero se sigue de las
equivalencias

Ar=0 = AAz=0 = 2'A'Az=0 = Az=0,

yvk=dimImT 4+ dimkerT =dimIm7T <n. 1

1Pues A = A por ser real, por tanto para todo autovalor A € C de B, con autovector
no nulo z € Ck
0< #'A' Az = 7' Bz = \zlx = A(Z |z5]%),

por lo tanto A es real y no negativo.
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Lema 5.4.2 Todo isomorfismo T: R™ — R™ es composicion finita de
isomorfismos de uno de los tres siguientes tipos, para r # 0 y e; la base
estandar de R™

Ti(e1) =rer, Ti(e;) =e; parai=2,...,n,
Ta(ei) = ei, Tolej) = ey, Toler) =e;, paraisji+#k,
Ts5(e1) = e1,T5(e2) = €1 +ex T3(e;) =e; parai=3,...,n,

Demostracion. Se deja como ejercicio. Observemos por ejemplo

r 0 1 1 r~t 0 (1 r 1

0 1)\0 1 0 1) \0 1/)°
Lema 5.4.3 Dado un subespacio k-dimensional, S C R™, con k < n,
m[S] = 0 y existe una rotacién R del espacio tal que R(S) = R*x{0}"~F.

Demostracién. Veamos lo tltimo. Sea v1,..., v una base ortonor-
mal de S que extendemos a una base ortonormal {v;} de R™. Conside-
remos la matriz A formada por sus columnas, entonces A*A = Id, por
tanto es una rotacién, como también su inversa R = A! = A~ pues
R'R = Id y como A lleva la base estdndar e; en v;, R lleva v; en ey,
que es lo que queremos. Ahora m[S] = 0 pues la medida de Lebesgue es
invariante por rotaciones y para E = R(S) = R™ x {0}""™ y z € R™,

m[S] = m[R(S)] = /mn_k[Ez] dmi =0. 1

Teorema 5.4.4 SeaT: R™ — R" lineal. Entonces T lleva lebesque medi-
bles en lebesgue medibles y para todo lebesgue medible F,

m[T(E)] = | det(T)|m(E).
Ademds si T es isomorfismo lleva Borelianos en Borelianos.

Demostracion. (a) Si el detT = 0, entonces ImT = S, = {h1 =
0,...,h,—r = 0} es un subespacio k—dimensional y por el Lema m(Sy) =
0, por tanto T'(E) € L(R™) para todo E C R" y m[T(E)] =0 .

(b) Siel detT # 0, T' es un isomorfismo lineal, por tanto homeo-
morfismo y por (2.2.1) T y T—! son medibles, por tanto lleva Bore-
lianos en Borelianos. Podemos entonces definir la medida en B(R"™),
w(E) = m[T(E)], la cual es no nula, invariante por traslaciones y fi-
nita en los compactos y por (1.5.19) de Lebesgue, u = ¢(T') - m, con
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e(T) = m[T(Q)] > 0 para @ = [0,1]" el cubo unidad. Se sigue que
m[T(E)] = ¢(T) - m(E) y T conserva los Lebesgue medibles, pues lleva
Borelianos de medida nula en Borelianos de medida nula. Veamos que
e(T) = | det(T)].

Si Ty y To son isomorfismos lineales, también lo es Ty 0Ty y ¢[T10T5] =
c[T1]c[Tz], por otra parte T es composicién finita de isomorfismos lineales
de los tres tipos dados en el Lema anterior y basta demostrar que para
ellos ¢(T) = |det T, es decir m[T(Q)] = |det T|, lo cual es obvio pues
(sir>0)

T1(Q) = [0,7] x [0, 1]”_1 = m[T1(Q)] =r=|detTy],
HQ)=Q = m[lx(Q)=1=|detT,
T3(Q)=Ax[0,1]"% = m[T3[Q]] = ma(A) =1=|detT3|.

para el paralelogramo A = {(z + y,y) € R? : z,y € [0,1]}, (ver
Fig.5.1), para el que A, = [y,y + 1] si y € [0,1] y tiene drea mo[A] =
f[O,l] mia [Ay], dm1 =1. [ |

Figura 5.1.

Interpretacion geométrica del determinante 5.4.5 Sea 7: R" — R”
lineal, entonces para Q = [0,1]", el cubo unidad

| det(T)| = m[T(Q)].

Figura 5.2. Interpretacién geométrica del determinante
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5.4.2. Transformaciones y medidas de Hausdorff.

Consideremos ahora el espacio euclideo R™ y en él las medidas de
Hausdorft Hy,.

Lema 5.4.6 Sea V C R* abierto y F: V — R™ continua e inyectiva,
entonces E € B(V) sii F(E) € B(R™).

Demostracién. < Por ser F inyectiva E = F7[F(E)]; y F es
continua, por tanto medible.
= Todo abierto U es unién numerable de compactos®

K, ={zeRF: ||z <n,d(z,U°) > 1/n},

y si U C V es abierto F(U) es boreliano por ser unién numerable de los
compactos (por tanto cerrados) F'(K,,). Se sigue que los abiertos de V'
estdn en la clase

C={ECV: F(F)eBR™)},
que es una o-algebra, pues es cerrada para uniones numerables y si
EcC,E°eC,yaque F(E)y F(V) = F(E°)UF(FE) son borelianos y la

unién es disjunta, por ser F' inyectiva. Por tanto C contiene los abiertos
deVyBV)ccC.

Proposicién 5.4.7 Sea T: R¥ — R™ lineal e inyectiva, entonces k < n,
J(T) >0, T(E) € B(R") sii E € B(RF) y
Hi[T(E)] = J(T)Hy[E].

Demostracién. Por (5.4.1) J(T) > 0y k < n. Por el Lema anterior
(5.4.6) lleva borelianos en borelianos.

Si k =n, J(T) = |detT| y el resultado se sigue de (5.4.4) y de
(1.6.9) (pagina 45), por ser v, H,, la medida de Lebesgue n—dimensional.
Si k < n, consideremos por (5.4.3), una rotacién R: R™ — R", que lleve
T(RF) en el subespacio R x {0}"~* y sea F': R¥ — R la composicién

RF L, R B RE x R—F T4 RE
tal que R[T'(x)] = (F(x),0), por tanto en términos matriciales

RT=<€> = T'T=T'R'IRT=F'F = J(T)=J(F).

2También considerando las bolas cerradas B C U, de centro en Q™ y radio racional.
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Ahora por el ejercicio (1.6.2) (pdgina 49), por ser Hy invariante por
rotaciones y por lo visto en el primer caso (k =n)

HL[T(B)] = Hi[R(T(E))] = Hy[F(E) x {0}" ]
= H[F(E)] = J(F)Hy(E) = J(T)Hx(E).

Interpretacién geométrica de J(T) 5.4.8 Sea T: R¥ — R lineal, en-
tonces para Q = [0,1]%,

J(T) = mHi[T(Q)]-

5.5. El teorema de cambio de variable

Nuestro interés es dar una férmula que nos permita calcular la me-
dida de Hausdorff k—dimensional de los Borelianos de una subvariedad
diferenciable k—dimensional de R". Para ello necesitamos una serie de

resultados previos y recordar algunas definiciones.

Definicién. Sea U C R* un abierto. Decimos que una aplicacién F': U —
R™ es diferenciable en x € U si existe una aplicacién lineal DF, : RF —
R” (en cuyo caso es tnica®) y a la que llamamos aplicacion lineal tan-
gente, tal que

oy NE(@+2) = F(x) - DE(2)]
lIzli—0 (]

=0.

Diremos que F es diferenciable si lo es en cada punto de U. Diremos que
es de clase 1 si es diferenciable y la aplicacién DF: x € U — DF, €
L(RF R™) es continua®. Por induccién diremos que F es de clase m si
DF es de clase m — 1 y de clase co si es de clase m para toda m.

3De existir T} y T» coincidirfan en todo p de la esfera unidad, pues para z = ||z||p

|F(z +2) = F(@) = T + |1F@ +2) = Fe) - B@)
ll=1l

4Con cualquier norma en el espacio L(Rk,R”), pues al ser de dimensién finita

todas definen la misma topologia, sin embargo habitualmente consideraremos ||T'|| =
sup{|T(z)| : ||| = 1}

IT1(p) = T2(p)I| <
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Dado un abierto U C R”, y dos aplicaciones F: V C RF - U Cc R"
diferenciable en x y G: U C R™ — R™ diferenciable en F(x), se tiene
que G o F es diferenciable en x y se verifica la Regla de la cadena

D(G o F), = D(Gp(a)) - D(Fy),
pues para y(z) = F(z + z) — F(z)
|GIF (x + 2)] — G[F(z)] — D(Gr@)(D(F2)(2))]l

<
121l B
NGl @) +y()] = G[ﬁ(ﬁﬁ)} — DCr@) I,
I1D(Gr@) (y(2) — D(F)(2)) |
121l ’

y el segundo sumando tiende a 0 por ser F' diferenciable en x y el primero
es nulo si y(z) = 0 y en caso contrario tiende a 0 por ser G diferenciable
en F(x), pues es

IGIF () +y(2)] - G[F(2)] = D(Gr@) () y(2)]

ly(2)l (B
siendo acotado el término
ly()Il _ 1F(z+2) = F(z) - D(F)(2)| . | D(F:)(2)ll
[E2 I 12l [E1 —

Dado un abierto V' C R”, diremos que F: U C RF = V C R" es un
difeomorfismo si tiene inversa y también es diferenciable, en cuyo caso
se tiene como consecuencia de la regla de la cadena que k = n.

Nota 5.5.1 En términos de coordenadas, la matriz asociada a la aplica-
cién lineal DF, = A = (ai;) es la matriz Jacobiana

(gi (x)) , para F'=(f1,...,fn)

pues tomando la componente i—ésima en la definicion, la norma del maxi-
mo y z = tej, tendremos

fi(z + tej) — fi(x)
t

w4 2) = film) = T, aij]

- [El

|F(z + 2) — F(z) — DFy(2)]
[El

— aij

3
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y haciendo t — 0, se sigue que a;; = 0fi(z)/0z;.
La existencia de estas derivadas parciales no implica que F' sea dife-
renciable en x, ni siquiera que sea continua, por ejemplo para la funcién

i 0,0
R
, si x=y=0,

(para la que F(x,0) = F(0,y) = 0y F(x,z) = 1/2). Sin embargo es
cierto que F' es de clase 1 sii existen las derivadas parciales 0f;/0x; y
son continuas y de clase m sii existen las derivadas parciales de las f;
hasta el orden m y son continuas. Ademds si F': R¥ — R” es lineal,
entonces DF, = F para todo x.

Definicién. Diremos que & C R™ es una subvariedad diferenciable k—
dimensional si para cada x € S, existe un difeomorfismo

o= (ur,...,up): Vu CR" - W C R,
con V, entorno abierto de x y W abierto tales que

SNVy={yeVy: ups1(y) = =un(y) =0}

Nota 5.5.2 Normalmente esto no es la definicién sino una caracteriza-
cién, por otra parte no hemos hecho alusion a la clase de la subvariedad,
que se corresponde con la clase del difeomorfismo. En los resultados que
desarrollemos supondremos que es de clase 1.

Como una simple consecuencia toda subvariedad S es localmente
parametrizable, es decir que para todo = € S existe un abierto V,, C R",
un abierto U C R* y una aplicacién diferenciable,

F:UcCRF SR,

inyectiva ella y su aplicacién lineal tangente DF, en todo z € U (a
estas aplicaciones se las llama inmersiones) y tal que F(U) =V, NS. A
una tal F' la llamaremos una parametrizacion del abierto V, NS de la
subvariedad.

Toda subvariedad se puede expresar como unién numerable de subva-
riedades parametrizables, pues R™ tiene una base numerable de abiertos
B,, (las bolas B(z,r), con x € Q" y r € Q), por tanto para todo z € §
existe un abierto bdsico B,,, con ¢ € By, y B,, C V, (para el abierto
V. de la definicién) y para A,, = F~Y(B,,), F(A,) = B, NS y con
estos rellenamos la subvariedad. Para nuestros propdsitos es suficiente
considerar que nuestra subvariedad es parametrizable globalmente.
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Lema 5.5.3 Sea F: U C R¥ = R" de clase 1 y x € U. Para cada € > 0
existe un entorno abierto de x, U, C U, tal que si y,z € U,

1F(y) = F(z) = DF(y — 2)|| < elly — z|.

Demostracion. El resultado basta verlo para una elecciéon de nor-
mas, pues todas son equivalentes.

Sea G(y) = F(y) — DF,(y), entonces DG, = 0, por tanto para
G = (gi), 0gi(x)/0x; = 0 y existe un entorno convexo de z, Uy, tal que
para cada v € U, y cualesquiera i, j, |0g;(v)/0z;| < e y para y,z € Uy
si consideramos la funcién g(t) = g;[z + t(y — z)], tendremos que

1
0:(y) — (=) = 9(1) — 9(0) = / § () di

1 n .
B /0 Z gil [Z+t(y—z)](yj *Zj)dt =
j=1

J

= [GW) =Gl <elly—2[1.

Lema 5.5.4 Sea F: U C R¥ = R" de clase 1 yx € U tal que T = DF,
sea inyectiva. Para todo o > 1 existe un entorno abierto de x, U, C U,
tal que para y,z € U, y q € R¥,

a T (y) =T < IF(y) = F(2)|| < ol T(y) = T (=),
a Tl < IDFy(a)ll < ol T(a)]]-

Demostracién. El min{||T(z)|| : ||z]] = 1} = k se alcanza pues
T = DF, es continua y ademas k > 0 por ser T inyectiva. Por tanto
st g # 0, k < [[T(q)ll/llqll, es decir [|q||/[|T(q)|| < 1/k. Ahora por la
desigualdad del Lema anterior (5.5.3), los mismos € y U, y esto iltimo

IT(y = 2)ll = elly — zll < [|1F(y) = F)l < 1T (y — 2)[| + elly — =
1F(y) — F)
= l-¢/k< ——— "
1T(y — 2)|

y la primera linea de la tesis se sigue tomando un € > 0, tal que

<1l+4¢€/k (paray#z)

a_lgl—e/k<1+e/k§a.

Ahora para la segunda linea, dado el a > 1, elijamos un € > 0 que
satisfaga las desigualdades del parrafo anterior. Como DF es continua
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en z, existe Uy, tal que para todo y € U, y todo z con ||z|| =1,
IDFy(2) = DF;(2)|| < |[DFy — DF;| <€
= [[DFE(2)l| — e < [|DFy(2)]| < [DFu(2)[| + €
IDE, ()]l
~IDE ()
= o Y|DF,(2)l| < IDFy(2)]| < ol DF:(2)])

= 1-¢/k< <1+¢€/k

y el resultado se sigue. 1

En el resultado anterior hemos encontrado 4 desigualdades del tipo
d[F(ﬂC), F(y)] <c- d[G(iL‘), G(y)}a para x,y € Q

con F' y G aplicaciones que valoran en el espacio métrico R™. Veamos
qué consecuencias tienen respecto de las medidas de Hausdorff.

Lema 5.5.5 Sean F,G: Q — X aplicaciones de un conjunto € en un
espacio métrico (X,d) y ¢ > 0, tales que

d[F(LC),F(y)] SCd[G(QE),G(y)], para T,y € Q
entonces para todo B C Q y todo p > 0,
H,[F(B)] < & - H,[G(B).

Demostracién. Sea § > 0 y sean A; C X, tales que G(B) C UA; y
d(A;) < 4, entonces para B; = G~1(4;)

Bc G YG(B) c G'ud]) cuB; =
= F(B) C F(UB;) C UF(B;),

siendo por hip6tesis d[F(BZ-)] < c¢-d[G(B;)] < c¢-d[4;] < ¢d, por tanto
H,5[F(B)] <Y d[F(B)]P <" d[Aj]
de donde
Hyes[F(B)] < ¢”- Hp;[G(B)] = Hy[F(B)] <c¢” Hy[G(B)]. 1

Corolario 5.5.6 Sea F: U C R¥ — R"™ una inmersion (i.e. F y las DF,
inyectivas, para todo x € U) de clase 1, entonces F' y las DF, llevan
Borelianos en Borelianos y para todo o« > 1 y todo x, existe un abierto
U, C U, entorno de x tal que para todo A € B(U,)

a R H[F(A)] < /A J|DFE,| dH), < o** Hy[F(A)],
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Demostracién. Como consecuencia de (5.4.6), (5.4.7), (5.54), y
(5.5.5), para todo a > 1 y todo z, existe un abierto U, C U, entorno de
x tal que para T = DF,,, A€ B(U,) ey € U,

o~ P J[T]Hi(A) < Hy[F(A)] < o*J[T]Hy(A),
a~*J[T] < JIDF,] < o*J[T).

donde en la segunda hemos simplificado pues para E = [0,1]%, 0 <
Hy(F) < o0, por (1.6.8), pag.44. Ahora el resultado se tiene integrando
en la segunda la funcién continua J[DF,] >0, en A. 1

Lema 5.5.7 Sea U C R™ un abierto y A\, u dos medidas en B(U) tales
que para cada x € U existe un entorno abierto de x, U, C U, tal que
para todo Boreliano B C U,, A(B) < u(B), entonces A < p en todo
Boreliano.

Demostracién. Podemos elegir una coleccion numerable U, de en-
tre estos Uy, que recubra a U, pues U es abierto, por tanto unién nume-
rable de compactos K, (ver la pdg.210), y cada uno de estos compactos
puede ponerse como unién finita de los U,. Ahora podemos construir la
sucesién de Borelianos disjuntos de U, B; = U;\(Uy U --- U U;_1), cuya
union es U; y para todo Boreliano B

AB) = Z/\(B NB,) < ZN(B NB,)=pubB). 1
Teorema 5.5.8 Sea F': U — R™ una inmersion inyectiva de clase 1 y

S = F(U), entonces A € B(U) sii F(A) € B(R™) y para la funcion
continua positiva v — J(DFy),

Hi[F(A)] = / J(DF,)dH,
A
y para cada funcion Borel medible g en S no negativa ¢ Hi—integrable,

| adtt= [ glP@)- J(DF) am,.
S 1%

Demostracién. Como F es continua e inyectiva, por (5.4.6), A €
B(U) sii F(A) € B(R™). Ahora, aplicando (5.5.6), dado o > 1, para
cada x € U existe un abierto U, C U, entorno de z tal que para todo

A e B(U,),

a2 H[F(A)] < /A J|DFE,| dH), < o** Hy[F(A)],
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y por ser F inyectiva Hy[F(A)] es medida, por tanto aplicando el Lema
(5.5.7), se tienen las desigualdades anteriores para todo A € B(U), y
haciendo « | 1, tendremos que para cada Boreliano A C U

(5.1) Hy[F(A)] = /A JDF,) dHy.

La segunda parte se demuestra como habitualmente, teniendo en cuenta
que para funciones indicador es la primera parte, para funciones simples
no negativas por la linealidad de la integral, para funciones no negativas
por el teorema de la convergencia mondtona, pag.93 y para funciones
integrables por su definicién aplicindolo a g7 y g~. |

A continuacién vemos que el resultado también es cierto aunque en
algin punto DF, no sea inyectiva, es decir J[DF,] = 0, para ello nece-
sitamos el siguiente resultado “tipo Sard’.

Teorema 5.5.9 Sea F': U — R™ una aplicacion inyectiva de clase 1,
entonces st E ={y e U : JIDF,]| =0}, F(E) C B(R") y Hy[F(E)] = 0.

Demostracion. E es un cerrado de U por ser DF' continua y F(E)
es Boreliano por (5.4.6). Ahora bien U es unién numerable de compactos,
por tanto E y basta demostrar que en cualquier compacto K C U en el
que DF, = 0 se tiene que Hy[F(K)] = 0. Para verlo consideramos ¢ > 0
y las aplicaciones auxiliares

G,p: U = R" x R¥, G(z) = (F(x),0z), ¢(x)=(F(z),0)

para las que ||¢(x) — ¢(y)|| < ||G(x) — G(y)]|, por lo que se sigue de
(5.5.5), la desigualdad en

H(F(K)] = Hy(o(K)) < Hi[G(K)] = /K JIDG,] dHj,

y la dltima igualdad por que G satisface las hipdtesis del teorema (5.5.8),
pues es de clase 1 y son inyectivas G y DG, = (T,61), para T = DF,
y siendo J(DG,) = /| det(T*T + §21)|. Ahora bien T'T es una matriz
con determinante nulo (si € K), por tanto su polinomio caracteristico
px(A) = det(T'T — XI) = Aq.(N), pues p, se anula en A = 0 y como
T = (0fi(x)/0x;) es continua en x, también es continua en z y A ¢ (A),
por lo que estard acotada en € K y |A\| < 1. Por tanto existe una
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constante ¢ > 0, tal que |p,(\)| < |A|¢, por lo que, para 0 < § < 1y
z € K, J(DG,) < d/c, de donde

HyF(K)] < /K J[DG,) dHy < 6v/c Hi[K],

y tomando limite cuando § — 0, se tiene el resultado, pues Hy(K) < oo,
ya que K C RF es acotado. 1

Teorema 5.5.10 Sea F: U — R"™ wuna aplicacion inyectiva de clase 1
yS = F(U), entonces A € B(U) sii F(A) € B(R™) y para la funcion
continua y no negativa x — J(DF,),

Hy[F(A)] = /A J(DF,) dH,,

y para cada funcion Borel medible g en S no negativa 6 Hy—integrable,

[oatt= [ gip@)]-a0,) d.
S Vv

Demostracion. El complementario V de E en U, es un abierto de
R* en el que, por (5.5.8), es cierto el resultado, por tanto aplicando esto
y el resultado anterior tendremos que para todo Boreliano B C U,

mIFEaV) = [ DR,

HJF(BAE) =0 = /B _JDF,]dH,

y sumando se tiene que Hy[F(B)| = [5 J[DF,|dH}. 1

Corolario (Teorema del cambio de variable) 5.5.11 Sean U,V abiertos
deR™ y F: U — V un difeomorfismo de clase 1. Entonces para toda fun-
cion medible, f: V — R no negativa ¢ integrable

/fdm:/f[F(a:)}-|det(DFx)\dm.
|4 U

Demostracion. Es obvio considerando que v, H, = m. 1
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Ejemplo 5.5.12 Sea a > 0, f(z) = 1/Va? — 22 y F(z) = asenz, para
F: (—7m/2,7/2) — (—a,a), entonces F'(z) = acosz > 0y f[F(z)] =
1/acoszx, por tanto

dr = .

/a dx B /7r/2
—a \/(IQ — z2 B —m/2
Ejemplo 5.5.13 Sea F'(t) = sent/cost, para F': (—7/2,7/2) — (—00,00)
y f(z) = 1/1 + 22, entonces F'(t) = 1+ F2(t) > 0y f[F@)|F'(t) = 1,

por tanto
) dr /2
/ T4 a2 = / dr = .
—00 —7/2

5.5.1. Coordenadas polares

Por el Teorema de cambio de variable (5.5.11) (p4g.218) tenemos que
para toda funcién medible, f: V' — R no negativa o integrable

/Vfdm:/Uf[F}-ldet(DFm)\dm,

y para U = (0,00) x (0, 27) y el difeomorfismo definido por las coordena-
das polares F(p,0) = (pcosf,psend), V = F(U) = R>—{(z,0) : z > 0},
tenemos por el Teorema de Fubini (3.4.3), pag.134

(5.2) /fdmgz/ / f(pcost, psen)pdm,dmyg.
14 (0,00) J(0,27)

(Observemos que mz2{(x,0) : > 0} = 0, por tanto podemos extender f
como queramos en ese conjunto y considerar la integral de la izquierda
en todo R2.)

Ejemplo 5.5.14 Calculemosla I = ffooo e da (ver el ejercicio (2.4.33),
de la pag. 108 y el ejemplo (3.6.10), pag.147)). Por Fubini y la férmula
(5.2), pég.219,

o] o] 5 o o] 27 R
I’ = / / e~ @) dady = / / e " pdpdf =,
—o0 J —0o0 0 0

por tanto I = /7.



220 Capitulo 5. Diferenciacién

Ejemplo 5.5.15 Calcular el drea Vo = mg[B(0,1)] de la bola unidad
de R? (para otro célculo ver (3.6.10), pdg.147)): Por la férmula (5.2),
pag.219, (con los cambios adecuados) para Uy = (0,1) x (0,27) y Vo =
F(Uy) = {2% +y? < 1}\{(z,0) : 2 > 0}, tenemos

1 27
Vo = / dzdy = / / pdpdf = .
{a?+y2<1} 0 Jo

5.5.2. Coordenadas esféricas

Para U = (0,00) x (0,27) x (0,7) y el difeomorfismo definido por
las coordenadas esféricas F(p,p,0) = (pcospsend, psen psend, pcos)
V =FU)=R3—{(x,0,2) : & > 0}, tenemos que

= p?senb,

oF;
8xj

y por el Teorema de Fubini (3.4.3), pdg.134

00 2 ™
/fdmgz/ / / f(pcospsenf, psen psen @, pcosf)p® sen O dpdpds.
1% o Jo Jo

5.5.3. Forma de volumen. Variedad Riemanniana

Si multiplicamos por 7, ambos miembros de la igualdad (5.1), pag.217,
tendremos que

(5.3) WHF(A) = [ JDF)m.

para m la medida de Lebesgue k-dimensional en R¥.

Esta féormula se da en los cursos de geometria diferencial, pero con
una apariencia distinta. Los que hayan seguido estos cursos recordaran
que nuestra subvariedad S hereda la estructura Riemanniana de R™, con
la que es una variedad Riemanniana y que si en R¥ consideramos un
sistema de coordenadas x; —correspondientes a una base ortonormal—
y en R" otro y; —también correspondiente a otra base ortonormal—,
entonces en S podemos considerar el sistema de coordenadas u;, para el
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que z; = u; o F, respecto del que la métrica Riemanniana de S se expresa
en las coordenadas (u;) por

0 0 0 0
gijiaiui.ﬁiujiF*aixi.F*%j

_ Of 0 O fk 0\ 9k, \Ofk
= ( k 8351(@8%) ( ~ 8%(”@)8%) —zk: oz, (95)67%_(37)7

por tanto

det(gi;)

| (B0) (30)

Vdet[(DE,) (DF, )] = J[DF,],

es decir que

'kak[F(A)]:/A\/det(gij)dm:/F(A)wk,

para wy = \/det(gij)dul A - Ndug la forma de volumen de la variedad
Riemanniana k—dimensional S, es decir la unica k—forma que en una
base ortonormal bien orientada vale 1 (si la variedad no estd orientada
no hay una k—forma sino una densidad, es decir que en cada punto habria
dos k—formas que son +wy, pero que no podemos definir por separado
globalmente (pues eso implicarfa que la variedad fuese orientada. No
obstante la medida si estd definida en S).

En el caso particular de estar con una esfera en R™!, pongamos
centrada en el origen y de radio r, S[0,7], tenemos que es n dimen-
sional y orientable y para ella la n—forma de volumen es iywy,+1, para
Wp+1 = dx1 A -+ Adxpyr la n + 1-forma de volumen del espacio y
N = > (z;/\/>. x?)0,, el vector unitario normal exterior a las esfe-
ras (la eleccién de este vector —que es arbitraria— nos permite definir la
orientacién en la esfera), pues para una base ortonormal bien orientada
tangente a la esfera, D1, ..., D,, tendremos que

iNWwnt1(D1,y. .., Dp) = wni1 (N, Dy, ..., Dy) =1,

pues N, Dq,...,D, es una base orientada ortonormal del espacio. En
tal caso tenemos una medida natural o, en la esfera n—dimensional que
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para cada Boreliano A de la esfera vale
(5.4) on(A) = v, Hy(A) = / INWn41-
A

que veremos en (5.5.17), pag.223, es la medida que definimos en la esfera
unidad en el Teorema (3.6.8), pdg.146.

5.5.4. Coordenadas hiperesféricas

Los casos bidimensional (coordenadas polares) (5.5.1) y tridimensio-
nal (coordenadas esféricas) (5.5.2), se pueden extender a dimensién n y
esconden la existencia de una medida en (0,00) —que es [, p" 'dp—
y una medida o de la que hablamos en el parrafo anterior, en la esfe-
ra unidad S™~!, que en los casos anteriores es respectivamente / pdf e
fE sen 8dfdy y que, como dijimos, hemos estudiado en (3.6.8), pag.146,
aunque alli no dimos su expresién en términos de coordenadas.

Para el lector que conoce andlisis tensorial e integracion en varieda-
des, veamos esta medida en el marco de las formas diferenciales: Si consi-
deramos en R™ el campo tangente de las homotecias H = > 2,0, y en el
abierto denso A,, complementario del cerrado C = {z,, = 0,z,_1 > 0},
las coordenadas hiperesféricas, p,01,...,0,_1, para

r1 = pcosb,

ZTo = pcos by senty,

Tp—1 = pcosbt,_1senb,_o---senb,
T, = psenf,_q---senb,
que valoran en (0,00) x (0,7)"~2 x (0, 27), siendo p = /> x2. En estos
términos se tiene que Hp = p y HO; = 0, por tanto en coordenadas

esféricas H = pd, y el campo unitario ortogonal exterior a las esferas
centradas en el origen es N =9, = H/p.

Proposicion 5.5.16 En los términos anteriores existe una n — 1—forma,
@n—l = f(917 o 79n—1)d01 JARERIAN dan—la

que solo depende de las variables angulares 6;, tal que para w, = dri A

INWp = p”*1®n_1, Wy, = p”fldp/\ O,_1.
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Demostracion. Basta demostrar que
Z.N@n—l = 07 NL@n—l = 0,

lo primero es obvio pues ©,,_1 = p' "iyw, y lo segundo para D =
p'~"N, pues div D = 3 (2;/p")z, =0y

NL(")n_l = NL(tin) = iNd(ti7,) + d(iN(tin))
= ind(ipw,) = in(D*w,) = (div D)iyw, = 0.
Lo ultimo se sigue de que dp A w, = 0, por tanto

0=in(dpAwp) =wy, —dp Niyw,. 1

Corolario 5.5.17 Para toda funcion g diferenciable e integrable en R™,

o0
/g(w)d:vr--dxn:/ /S lg(py)p”‘ldodﬂ
A

Demostracién. Para C = {x,, = 0,2, 1 >0}, C' = S"1NC y los
difeomorfismos inversos (3.6.2), pag.146

F(z) = (lz|,z/|z]),  Glp,y) =F '(p,y) = py,

se tiene que F(C) = (0,00) x C’ y para el abierto denso de la esfera
S" = Sn=1\C’ tenemos los difeomorfismos

RN\C —25 (0,00) xS —£5 (0,00) x (0,7)"2 x (0,2n)
r=py = (P y) - (P, 01,00 1)

La medida en la esfera unitaria S™~!, en la que p = 1, es

(5.5) o(A) = /A it = /A 0, = /A 0,1

_ / F(O)d6s ... do, 1,
P({1}xA)

(ver 5.4, p4g.222), y por el resultado anterior (5.5.16)

/g(x)dx=/A guwn, =/A gp" dp N Oy

9p" " f(0)dpdby - - - dbr, 1

/(O,oo)><(0,7'r)"2 % (0,27)

:/ /g(py)p”’ldvdp. "
0 !
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Ejemplo 5.5.18 Calculemos ahora el hipervolumen V,, = m,,(B]0, 1]) de
la bola unidad B de R™ —para otro cédlculo ver (3.6.10), pag.147)—:
Paran =1,V = 2; paran =2, Vo = 7 (ver el ejemplo (5.5.15)); y para
n > 3, por el teorema de la medida producto para m, = m,_o X ma,
como m,[B(0,r)] = r"V,,

Vn = mn[B] = /mn—Q[B(zl,zg)] dm?

:/{2 2<1}mn_2(3[0,\/1—a:%—x%])dmg
ritas<

= / (1—a3 —zQ)HT%Vn_g dmg
{zi+ai<i}

27 1 . 1 . o
= H/ /(1—p2)f—1pdpde=wvn,2/ Bl dt = v, .
0 0 0 n

haciendo el cambio t = 1 — p?. Con esta regla de recurrencia y los dos
valores iniciales, tenemos todos los valores buscados

(2m)"2
1-3---(2n+1)’

Vv?n = (27‘-)” = ﬁa

Voni1 =
et 2-4---(2n) !

que en términos de la funcién II (ver el ejemplo (2.4.22), pagina 102) se
expresan —como ya hemos visto en (3.6.10), pdg.147—, simultdneamente
con el valor

Ejemplo 5.5.19 Dada una funcién f: V C R™ — R, calcular el area
n—dimensional de su grafica S = {(x, f(z)) e R*"*1 .z € V},.

Para ello consideremos F: V C R® — R"™ F(x) = (z, f(z)), que
es inmersién inyectiva por tanto

on(S) = Y H,[S] = /VJ[DFQC] dm,, = /V VI+ D f2 dmy,

pues para v; = f.Ll y Ut — (’(}17 . 7'Un),

JIDF2 =detll +vo'] =1+ o2 =1+ f2,

ya que las columnas de la matriz C' = vv? son multiplos de v, por tan-

to dependientes y el rango de C' es 0 si v = 0 6 1 en caso contrario,
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en cualquier caso tiene n — 1 autovalores nulos y el correspondiente
al autovector v, pues Cv = (vvt)v = (viv)v, que es > v?; y todos
los ortogonales a v, v’b = 0, son autovectores de autovalor nulo pues
Cb= (vv')b = v(v'd) = 0= 0b. En definitiva C tiene autovalores

M=vio=Y v}, M= =) =0,

por tanto los autovalores de T4+ C' son p; = 14+ X;, es decir u; = 14+ vf
y los demés ju; = 1; y el determinante de I + C es su producto 1+ > v2.

Ejemplo 5.5.20 Calcular el drea n—dimensional A, = v, H,(S,) de la
esfera unidad S,, de R"*1. (Veremos que el resultado es el mismo que
obtuvimos para las medidas o de las esferas unidad que vimos en (3.6.10),
pag.147):

Consideremos la particién de S, = {>_ 27 = 1} C R* T}

S, =StusS, UE,,

donde S es el casquete superior, S el casquete inferior de la esfera,
para los que H, (S, ) = H,(S,}) pues ambos casquetes son isométricos
por la reflexién respecto de z,41 = 0; vy E, = {x € Sy, : 41 =0} =
Sp—1 % {0} es el ecuador.

Ahora por el ejercicio anterior, para V' la bola unidad abierta de R"
yf@)=/1=> 22, F(V) =S}, a; = fo, = —x;/\/1 =) 22, tenemos

aplicando Fubini y el ejemplo (5.5.12) que para n > 2

onlS}] = | ey dm
v =Y g

-3, z? 1
=/ / — Qdmldm2~-~dxn:
Siperst )i et (L= 2, a7) — o

(3

= mmu_1(B[0,1]) = 7V, _1,

un céleulo similar da para n = 1, o1[S]] = 7.

Ahora por induccién se tiene que H,(E,) = 0, pues para n = 1,
Hy(E1) = Hi({-1,1}) = 0 y si Hy(E,) = 0, entonces H,(S,) =
2H,(S;}) < oo y como E,+1 = S, x {0}, se sigue de (1.6.4), pag.43,
que Hy,y1(En11) = Hy11(S,) = 0. Por lo tanto

ntl
m 2
Ay =2m, Ay =0,(8Sn) =20,(SF) =27V, 1 =2———~.

i ()
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Ejemplo 5.5.21 Vamos a calcular el drea de una superficie de revolucién
generada por una curva plana.

Solucién. Si la curva es o(t) = (z(t), 2(t)), para o: I C R — R?  la
superficie S es la imagen de

F:U=1x10,2r] >R3 F(t,0) = (z(t) cos 0, x(t) sen 0, z(t)),

para la que J[DF; g)] = x(t)\/2'(t)? + 2/(t)?, por tanto el drea es
o Ha(S) = / 2O O + 2 (0)2 dms

Ix[0,27)

:27r/m(t)\/x/(t)2—|—z’(t)2dmt. 1
I

Nota 5.5.22 A PAPPUS DE ALEJANDRIA, del que poco se sabe y se
cree vivié alrededor del 300 después de Cristo, se le atribuyen los dos
siguientes ejemplos (para un arco de circunferencia) en los que de nuevo
usamos el concepto de centro de masa de un Boreliano B del espacio
R”. En la pag. 144, vimos este concepto y el Teorema de Pappus sobre
el volumen de un cuerpo de revolucién. Ahora, como aplicacién de los
resultados anteriores, volvemos a dar este resultado y otro similar para
el drea de una superficie de revolucién.

Recordemos que del Boreliano lo primero que necesitamos es conocer
su dimensién de Hausdorff, dimg (B) = p, y que su medida sea no nula y
finita 0 < H,(B) < 00, en cuyo caso definimos su centro de masa C(B)
como el punto del espacio de coordenada i—ésima

Figura 5.3. Volumen y Area de un cuerpo de revolucién.
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Ejemplo 5.5.23 (Pappus) Dado un Boreliano C' del plano, con 0 <
m(C) < oo y una recta del plano que lo deje a un lado, el volumen
del cuerpo de revoluciéon que genera en torno a la recta es el producto
de su drea por la longitud que recorre en el giro, su centroide. (ver fig.
5.3 izqda.).

Solucién. Para otra demostracién ver (3.6.7). Consideremos que C
estd en el plano zz y que z es el eje de giro, entonces nuestro volumen
es B = F(C x [0,2n]), para

F:R* - R? F(xr,20) = (xcosf,xsend, z),

entonces como J[DF, . )] = x, tendremos

m(DB) :/ xdm = (/ zdmg) dmy
Cx[0,27] [0,27] C

= 271'/ x dmg = 271 - mo[C],
c

siendo 7 = [, x dmgy/m2(C) la abscisa del centro de masa de C, es decir
la distancia al eje de giro. 1

Ejemplo 5.5.24 (Pappus) Si una curva plana, de longitud finita gira
alrededor de un eje del plano que no la corta, el drea de la superficie que
genera es igual a la longitud de la curva multiplicada por la distancia
que recorre el centro de masa de la curva (ver fig. 5.3 dcha.)

Solucién. En los términos de (5.5.21) tenemos que el drea es, para

C =oll]

Yo Hs(S) = 27r/x(t)\/m’(t)2 +2/(t)2dmy = 27r/ xdHy = 27rH,(C),
I C

pues la longitud en la curva es Hy(o[A]) = [, \/2'(t)? + 2/ (t)2dmy y el

centroide de la curva en el plano z, z, es

_ f del f ZdH1
= (Sier e )

y por tanto r es la distancia al eje z. &
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Ejercicios

Ejercicio 5.5.1 Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respecti-

vamente
2 2 2 2 2

x x z
Ejercicio 5.5.2 Una bicicleta de longitud L hace un recorrido en el que nunca

gira a la derecha. Si el dngulo total girado es ¢, demostrar que el drea que
barre es” pL?/2. (Sol.)

Ejercicio 5.5.3 Curva de Agnesi’®: Dada una circunferencia de radio a/2
tangente al eje z y centro en el eje y y dada la tangente paralela al eje x en
el punto (0, a), se considera el lugar geométrico de los puntos del plano (z,y),
obtenidos de la siguiente forma: Se traza la recta que une el origen con el punto
de la tangente de abscisa z, es decir (z,a) y se considera la ordenada y del
punto de corte de esta recta con la circunferencia.

Demostrar que el drea subyacente a la curva es 4 veces el area del circulo
de la construccion. Que la curva tiene dos puntos simétricos en los que pasa
de ser convexa a céncava. Que las verticales en esos puntos dividen el drea
subyacente en tres regiones de igual drea y que los pies de esas verticales en el
eje x definen con el punto méximo (0,a) de la curva un tridngulo equildtero.
Encontrar el centroide de la region entre la curva y el eje x.

Demostrar que la longitud de la curva es infinito. Que el area de la superficie
de revolucién que genera al girarla respecto del eje z es finita y que su volumen
es 2 veces el del toro que genera el circulo. (Sol.)

Ejercicio 5.5.4 Sea o: R — R" una curva de clase 1, demostrar que para todo
[a,0] C R, sio(t) = (x:(t))

Hiolat) = [ o @lde= [\ > a2

Ejercicio 5.5.5 Sea f € C'(R?) y consideremos su gréafica F': R? = R®, F(z,y) =
(z,y, f(z,y)), demostrar que para todo A € B(R?),

fngQ[F(A)}:/ V14 f24 f2 dxdy.
A

5En particular si la bicicleta vuelve al punto de partida, el drea que barre es
constante e igual a la del circulo de radio L.
6Ver comentarios en la pag.236
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Ejercicio 5.5.6 (1) Demostrar que el 4drea de la esfera de radio r es 47r?.
(2) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio r y altura h es 27rh.
(Sol.)

Ejercicio 5.5.7 Demostrar que si T: R" — R™ es un isomorfismo, el centro
de masas C(B) de un boreliano B, con 0 < m(B) < oo, satisface C[T(B)] =
T[C(B)]. (Sol.)

Ejercicio 5.5.8 Dado en el plano un tridngulo T> de vértices ABC, considere-
mos los tres conjuntos: T> (la envolvente convexa de los vértices), T1 = 97T%
formado por los tres lados y To = {A, B,C} formado por los tres vértices.
Calcular el centro de masas de cada uno. jcoinciden? (Sol.)

Ejercicio 5.5.9 Demostrar que para t,s > —1

IM(HII(s) = It + s+ 1) /(o ) z' (1 —z)°dm. (Sol.)

Ejercicio 5.5.10 Dado « > 0, llamaremos a—integral fraccional de una funcién
continua f — [0,00) — R, a la funcién

(@ =027 (1) dm
- o] '

I, f(x) (Sol.)

Demostrar que para o, 8 > 0, Io 0 Ig = Ioyg.

5.6. Calculo de la constante 7.

En el teorema (1.6.9) de la pagina 45, demostramos la existencia de
una constante 7,, tal que v, H, = m, la medida de Lebesgue en R". En
esta leccién calcularemos el valor de esta constante, utilizando algunos
de los resultados de este Tema. Para ello necesitamos una serie de Lemas
previos.
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Lema 5.6.1 Sea A C R™ un abierto acotado, entonces dado € > 0, exis-
ten bolas cerradas y disjuntas B, C A, con 0 < d(B,,) < ¢, tales que

m(A) =Y m(By).

Demostracién. Sea B; cualquier bola de A de didmetro d(B;) < ¢,
ahora elegidas B; = Blx;,r;], para i = 1,...,m, elegimos By, 41 del
siguiente modo: consideramos la familia C,, de las bolas cerradas de A
con didmetro menor que € y disjuntas de las B; anteriores, la cual es
no vacia porque A — (U™, B;) es abierto no vacio. Ahora consideramos
Sm = sup{r : Blz,r] € C;n} y elegimos B,,1+1 como cualquier bola de
Cin, con radio ryi1 > S /2.

Veamos que el Boreliano C' = A — (UB,,) tiene medida nula.

En primer lugar si By = B[0, 1] es la bola unitaria, como m[B]z, t]] =
t"m[By], tendremos que

m[Bo] Y ri =Y m[Bp] = m[UB,,] < m[4] < oo,

por lo que r,, — 0.
Supongamos que m(C') > 0, entonces para Bl = Blx,, 47m],

> m[B] =4"> " m[By] < 4"m[A] < o,

por lo que existe un N € N, tal que

o0

mUp_na1 Bl < Y m[B,] <mlC],
m=N-+1

y por tanto existe un p € C tal que p ¢ U3S_ 5 1 B;,. Como p estd en C
no estd en el cerrado U | B; y podemos encontrar una bola B[p,r] C A
disjunta de By,...,By y 0 < r < ¢, ahora bien si B[p,r] es disjunta de
Bi,..., B, entonces Blp,r] € Cpp, vy 7 < Sy < 2741, PEIO 1y, — 0 por
tanto existe un primer m > N tal que Blp, r|N By, # &y Blp,r] € Cpp—1.
Sea z € B[p,r] N By, como p ¢ B!, tendremos

Sm_1 212 |p—2| > lp—2m|| = |z —2m|| = 4rm —1m = 3ry > 5Sm-1,

lo cual es absurdo. 1



5.6. Cilculo de la constante ;. 231

Definicién. Dado un conjunto A C R"”, definimos su simetrizacion de
Steiner respecto del hiperplano {z; = 0} como

S(A) = {(ty) ER x R m[4?] > 0, |¢] < LA

)

de modo andlogo se definen las simetrias respecto del resto de hiperplanos
coordenados {z; = 0}.

Lema 5.6.2 Si A € B(R™) y S(A) es su simetrizacion de Steiner respecto
del hiperplano {x; = 0}, entonces

a) S(A) € B(R™).

b) d[S(A)] < d[A].
c) m[S(A)] = m[A].
d) x = (z1,...,2,) € S(A) sii (x1,...,—X4,...,x,) € S(A).

e) Si A es simétrico respecto de un hiperplano {x; = 0}, S(A) también.

Demostracién. Haremos la demostracion para ¢ = 1. Denotaremos
para cada y € R"~!, B(y) = sup AY, a(y) = inf AY.

(a) Que S(A) = {0 < g,f < g} es Boreliano se sigue del ejerci-
cio (2.2.4) de la pégina 84 y del Teorema de Fubini, para las funciones
medibles g(t,y) = m[AY] y £(t,y) = 2[t].

(b) Sean (t1,y1), (t2,y2) € S(A), entonces

dl(t1, 1), (t2, 2)] = V]t1 — t2]? + d(y1, y2)?
< lim d[(8n7y1)7 (TR’QQ)] < d(A)?

para ciertas s, € AY y r, € AY, pues

m[A"] +m[A”] _ B(y1) — aly) + B(ye) — aly2)
2 = 2

<max{B(y1) — a(y2), B(y2) — a(y1)} = lim s, — ry,

[t1 —ta] <

por tanto d[S(A)] < d(A).
(¢) Se sigue del teorema de Fubini que

/ml Y dmy,—1 f/ml [AY]dmy,—1 = m,(A).
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(d) Es obvio y (e) porque (por ejemplo para j = 2)

m{t: (t, z2,...,2,) € A}
2

mit: (t,—x2,...,2,) € A}
2

& (x1,—T2,...,x,) € S(A). 1

r=(x;) € S(A) < |r1|<

& |l <

En el siguiente resultado veremos que entre los conjuntos de un
didmetro fijo d, la bola de ese didmetro, es decir de radio d/2, es el
de maximo volumen.

Teorema 5.6.3 Dado A € B(R™),
m[A] < m[BJ0,d(A)/2]).

Demostracién. Consideremos la composicién de simetrizaciones de
Steiner S(A) = S, 0---051(A), respecto de los hiperplanos coordenados.
Entonces por (d) y (e) del resultado anterior S(A) es simétrico, x € S(A)
sii —z € S(A) y por (b)

z=(x;) € S(4) = =z ,—z€S(4)
= 2lz[ =z - (—=)| <d[S(A)] < d(A)

por tanto S(A) C B[0,d(A)/2] y se sigue de (c) que

m[A] = m[S(A)] < m[B[0,d(A)/2]. 1

Teorema 5.6.4 ~, H, = m para las constantes

7.rn/2
o = mIB01/2] = V2" =

Demostracion. La tltima igualdad se vio en el ejercicio (5.5.18), de
la pagina 224, veamos pues la primera, lo cual equivale a que H,(B) = 1,
para B = B[0,1/2], la bola de radio 1/2. Por una parte para C' = [0, 1]"
y B;, tales que d(B;) < 0 y C C UB;, tenemos por la desigualdad (5.6.3),
por ser d(B;) = d(B;) y B; € B(R")

1=m[C] < Zm[E] < Zm[3[07d(3i)/2]] = m[B] Zd(Bi)”,



5.6. Cilculo de la constante ;. 233

por tanto v, H,(C) < m[B]H,, s(C) < m[B|H,(C)y v, < m[B], veamos
la otra desigualdad.

Consideremos el cubo unidad abierto (0,1)" = A un € > 0 y por el
Lema (5.6.1) una sucesién de bolas B; C A disjuntas, con 0 < d(B;) < &
y m[A —UB;] = 0, entonces

0< H,s[A—UB;] < H,J[A—UB;] =0,

lo cual implica, por ser B; una bola de radio d(B;)/2 y 1 = m[A] =

H, s[A] < Hn(;[UB» ] < Zd (B;)"
B;)/2]] m[B;] 1
a Z 0 1/2]] B Z m[B] — m[B]’

de donde m[B|H,(A) <1=m(A) =v,H,(A) y m[B] < v,. 1
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Para el cédlculo de la constante 7, hemos seguido el BILLINGSLEY.
Como bibliografia complementaria consideramos los siguientes:

HEwiTT, E. AND STROMBERG, K.: “Real and abstract analysis”. Springer—Verlag,
1965.

‘WHEEDEN, R.L. AND ZYGMUND, A.: “Measure and integral. An introduction to Real
Analysis”. Marcel Dekker, Inc. 1977.

ZAANEN, A.C.: “Integration”. North—Holland, 1967.

Como comentamos en el capitulo anterior, la descomposicién de JOR-
DAN de una medida esta intimamente relacionada con la descomposicién
de una funcién de variacién acotada como diferencia de funciones cre-
cientes. De hecho es de JORDAN el concepto de funcién de variacién
acotada, que acuna en 1881, y suya es la demostracién de (5.3.4).

JORDAN, C.: “Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique”. Gauthier-Villars, Paris,
3a.Ed., Vol.LLIT y III, 1909-1915.

Como también comentamos anteriormente, LEBESGUE da en su libro

LEBESGUE, H.: “Legons sur l'integration” (la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

una condicién necesaria y suficiente para que una funcién f: [0,1] — R

se exprese como una integral indefinida, enunciado esencialmente el Teo-

rema fundamental del cdlculo (5.3.12) —aunque sin demostracién y a
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pie de la pagina 129—; en este libro también esta el teorema de diferen-
ciacién: Toda funcion continua de variacion acotada tiene derivada c.s.,
del que en 1939 F. RIESZ senala la posibilidad de quitar la hipdtesis de
la continuidad, (ver (5.3.9)). En cuanto a VITALI acufla en su articulo
de 1904

VitaLl, G.: “Sulle funzioni integrali”. Atti. Acc. Sci. Torino, 40, pp.1021-1034. Ano
1904-1905.

el concepto de funcién absolutamente continua, aunque ya HARNACK
en 1890 habia usado un concepto similar en un contexto distinto. En
ese trabajo VITALI caracteriza, con la absoluta continuidad, la relacién
entre diferenciacion e integracién en el contexto de la teoria de Lebesgue,
demostrando el Teorema fundamental del cdlculo (5.3.12). Mas tarde, en
1907, LEBESCGUE daria una prueba mas corta que la de VITALI, el cual
publica ese mismo ano el articulo

VitaLl, G.: “Sui gruppi di punti e sulle funzioni di variabili reali”. Atti. Acc. Sci.,
Torino, 43, 1907.

en el que tratando de extender el Teorema fundamental del cdlculo a R2,
prueba el Teorema de recubrimiento de Vitali. Este resultado fue la base
de demostracién de teoremas generales de diferenciacion. De hecho las
pruebas clasicas de (5.2.9) —ver COHN, WHEEDEN—-ZYGMUND, etc.—,
lo utilizan. Nosotros sin embargo hemos seguido a FOLLAND, RUDIN,
ASH,... que se basan en el Lema mas simple (5.2.1).

Por otra parte hay procesos de integracion, como los desarrollados
por DENJOY y PERRON en 1912-14, que estan orientados a fin de que el
Teorema fundamental del cdlculo

f@) - @) = [ ",

sea valido cuando f sea diferenciable en todo punto. Sin embargo, como
ya comentamos, en ellos falla la propiedad de que f sea integrable sii | f|
lo es. Remitimos al lector al libro de

McSHANE, E.J.: “Integration”. Princeton Univ. Press, 1944.

Analicemos ahora el teorema (5.2.9), que nos asegura la existencia
del limite (E,)
o B Ly

y que ademds es la derivada de Radén—Nykodim, f = du,/dm, para
1 = pq + ps la descomposiciéon de Lebesgue. Cuando consideramos la
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densidad de masa f de un objeto en un punto, la definimos como una
relacién infinitesimal, en el punto, entre la masa p y el volumen m,
esa es la idea que subyace en el resultado anterior. Sin embargo este
resultado no dice que esa cantidad infinitesimal de masa sea realmente
una medida d,u en el espacio tangente T,,(R™) (idem para el volumen,
que sigue siendo el volumen en el espacio tangente) y que la relacién
entre ambas medidas d,u/d,m, que en este caso son proporcionales es
un ndmero f(z), que es la densidad en el punto considerado.

Pero este nuevo concepto existe y tiene la ventaja de que no son
necesarias dos medidas —como la de masa y volumen— para analizar
su comportamiento infinitesimal, sino que cada medida define canéni-
camente una medida infinitesimal en los puntos en que es diferenciable
—que ademas son casi todos en términos de la de Lebesgue—. Remitimos
al lector interesado al trabajo

FARO, R.; NAVARRO, J.A.; SANCHO, J.: “On the concept of differential of a measu-
re”. Arch. Math., Vol 64, 58-68, 1995.

el cual surge como contestaciéon a la pregunta siguiente: ;Es mera no-
tacién la du que aparece en la teoria de integracién abstracta o por el
contrario tras ella se esconde un concepto matematico como el de la
diferencial de una funcién?.

En ese trabajo se define el concepto de diferencial de una medida
dyp, en un punto z € R”, como una medida homogénea en el espacio
tangente a R™ en el punto x. Se demuestra que toda medida es diferen-
ciable (c.s. [m]), que d,u es proporcional a d,m (c.s. [m]), siendo m una
medida de Lebesgue y se prueba una versién diferencial de la férmula
del cambio de variable de la teoria de integracién que nos dice que el
concepto de diferencial de una medida es invariante por difeomorfismos
(por lo que la definicién de diferencial de una medida es védlida en una
variedad diferenciable X, en la que no hay medida de Lebesgue con la
que comparar). Como consecuencia se tiene una versién mas refinada de
la derivada de RADON-NIKODYM dA/dy, en el contexto de las variedades
diferenciables, donde no es una mera clase dg f)\unciones coincidiendo casi

seguro, sino una verdadera funcién f(z) = § %, bien definida en toda la

variedad, salvo en un conjunto de medida nula por pu.

Por tltimo un breve comentario histdrico sobre la curva de Agnesi,
(ver el ejercicio 5.5.3, pdg.228):

MARIA CAYETANA AGNESI (1718-1799) fue una matematica italiana
célebre por su talento y otras virtudes. La curva de Agnesi, la estudié en
su libro de calculo diferencial e integral
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AGNESI, M.C..: “Institutioni Analitiche ad uso della gioventu italiana”. Milan, 1748.

que la Academia de las Ciencias de Paris considerd como superior a cuan-
tos se habian escrito sobre esa materia. La curva habia sido estudiada
anteriormente por Fermat en 1666 y por Guido Grandi en 1701, que la
llamé curva versoria, que es un término nautico latino que significa pie
de la vela, cuerda con que se ata su cabo, o con que se lleva de un borde a
otro. En italiano Agnesi la llamé la versiera y segun parece, John Colson,
profesor de la Universidad de Cambridge, con poco conocimiento del ita-
liano confundié wversiera con avversiera, que tradujo como witch, bruja,
dando lugar al desafortunado nombre por el que también es conocida
esta curva.

Fin del Capitulo 5
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Capitulo 6

Espacios de funciones
medibles

6.1. Los espacios L,

A lo largo de todo el tema consideraremos un espacio de medida
(A, ).
Definicién. Para cada 0 < p < co y K =R 6 C, definimos el espacio
L,(9Q, A, 11,K), de las funciones medibles f: Q2 — K tales que

[ 177 i<

yparacada f€ L,, yp>1

1/p
15 = ([ 1)

Si no hay confusién denotaremos tal espacio por £,(Q2,K) 6 £,.

Veremos en la siguiente leccién que para p > 1 las || ||, son seminor-
mas. No hemos incluido los valores correspondientes a 0 < p < 1 pues
para ellos las || ||, en general no satisfacen la desigualdad triangular, sin
embargo hablaremos de estos espacios mas adelante.

239
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Proposicion 6.1.1 Para0 < p < oo, £,(2,K) es un K-espacio vectorial.

Demostracién. Es obvio quesia € Ky f,g € £,, entonces af € L,
y [ +g € L, ya que (para lo segundo)

[f(@) +g(@)[" < (If(2)| + 9(2)))? < 2max{|f(z)],[g()[})"
< 2°f(@)P + 2°[g ().

Observemos que aunque £,(2,R) es un R-subespacio vectorial de
L,(92,C) no es un C-subespacio vectorial suyo.

6.1.1. El espacio L.

Para el caso p = 0o no hay un criterio dnico para definir £.,(2, K).
Para unos autores, como ASH, RUDIN y WHEEDEN—ZYGMUND, el supre-
mo esencial de una funcién medible f: Q — K es el

inf{c <oo: u{|f] >c} =0}

es decir el menor valor ¢ para el que |f| < cc.s. Y L (£2,K) es el espacio
de las funciones medibles f tales que |f| tiene supremo esencial finito,
es decir las funciones medibles acotadas salvo en un conjunto de medida
nula.

Nosotros seguimos la dada por COHN.

Definicién. Diremos que A € A es localmente nulo si para cada B € A
con p(B) < oo se tiene que p(AN B) = 0. Del mismo modo diremos que
una propiedad se satisface localmente casi seguro (l.c.s.) si el conjunto
de puntos en los que no se verifica es localmente nulo. Denotamos con N/
el conjunto de todos los medibles nulos y con N* los localmente nulos.

Se tienen las siguientes propiedades elementales.

Proposicién 6.1.2 (a) N' C V™.
(b) Si A,Be A, AC By BeN*, entonces A € N*.
(c) Si A e N* es o—finito, A € N.
(d) Si A, € N*, U A, € N™.

Definicién. Denotaremos con L (2,K) 6 L si no hay confusion, el
espacio de las funciones medibles f: Q — K que llamaremos esencial-
mente acotadas, para las que existe un 0 < ¢ < oo tal que {|f]| > ¢} es
localmente nulo, y para ellas definimos

[flloe = mf{c >0 {|f]>c} e N7}
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Proposicion 6.1.3 L., es un K-espacio vectorial y || f|loo €s una semi-
norma.

Demostracion. Si f,g € L, entonces f + g € L, pues dados
0<a,b< oo, tales que A = {|f| > a} y B = {|g| > b} son localmente
nulos, A U B es localmente nulo y fuera de él

[f (@) + g(x)] < [f(2)| + |g(x)] < a+0,

por lo que {|f +g¢g| > a+ b} C AU B y es localmente nulo, por tanto
f+9€ Ly yademds ||f+ gllo < a+b. Ahora tomando {nfimos en a,b
tendremos que || f + glloo < [|flloc + [lgllcc- @

El motivo de elegir esta definicién y no la anterior es que con ella
podremos englobar distintos resultados en uno y ademas obtener otros en
los que los autores que siguen la primera definicién, imponen condiciones
que no son necesarias, como que el espacio sea oc—finito, siendo asi que
con esta condicién ambas definiciones coinciden.

Por £, entenderemos indistintamente £,(2,R) 6 £,(2, C) y utiliza-
remos esta notaciéon en aquellos resultados que sean igualmente validos
para ambos espacios. El cuerpo correspondiente lo denotaremos con K.

Ejercicios

Ejercicio 6.1.1 Demostrar que si f € L, entonces {x : |f(x)] > ||f|lo} es
localmente nulo.

Ejercicio 6.1.2 Demostrar quesi f € Lo y es integrable, entonces {z : |f(x)| >
I/l } es nulo.
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6.2. Los espacios de Banach L,

6.2.1. Desigualdades fundamentales.

Dijimos en la leccién anterior que las || ||,, para 1 < p, son semi-
normas. Para demostrarlo necesitamos algunos resultados previos y un
nuevo concepto.

Definicién. Diremos que 1 < p,q < oo son exponentes conjugados si se
verifica que p + ¢ = pq 6 equivalentemente

11
S4 =1

p g

Observemos que para p = 2, ¢ = 2, el cual es un caso especialmente
importante. Por otro lado si hacemos p — 1, entonces ¢ — oo, por lo
que consideraremos que 1 e oo son también exponentes conjugados.

El primero de los resultados es una simple consecuencia de la conca-

vidad de la funcién log.

Lema 6.2.1 (i) Sean c,d € (0,00) y t € [0, 1], entonces
dd't <te+ (1 —t)d.
(ii) Sean 1 < p,q < oo conjugados y a,b € [0,00), entonces
P
ab < @ + —.
p q
(iii) Sean a,b € (0,00) y r > 0, entonces
(a+b)" <a" +b" para 0 < r < 1,
(a+b)" >a" +b" para 1 < r < oo,

Demostracién. (i) Por la convexidad de la exponencial, f(z) = e*,
pues [ >0

eta+(1—t)b <te® +(1 _ t) eb,

y el resultado se sigue para c =e% y d = e®.
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(ii) Para a = 0 6 b = 0 es obvio; en caso contrario por (i) parat = 1/p,
c=aP y d= b tendremos

ab=cPdt1 = ctd' "t <te+ (1 —t)d = — + —.
p q
(iii) Considérese la funcién f(z) = (z +b)" — 2" — b", para la cual
f(0)=0y f >0sir>1, portanto f es crecientey f' <0si0<r <1,
por tanto f es decreciente. 1

En la siguiente figura se puede observar la propiedad anterior (ii),
ab < A+ B, de forma geométrica, teniendo en cuenta que la primitiva
de P71 es 2P /p y que su inversa es y9~1, para ¢ el conjugado de p, con
p=>2yq<2.

Figura 6.1.

Como consecuencia tenemos algunas de las desigualdades mas im-
portantes del Anélisis Funcional.

Desigualdad de Hélder 6.2.2 Sean 1 < p,q < oo conjugados. Si f € L,

ygeLly fgelyy
[ £gll < 1 fllpllgllg-

Demostracién. Sip =1y ¢ = co consideramos el conjunto A = {z :
f(xz) # 0}, el cual es o—finito —pues por la desigualdad de Tchebycheff,
p{|f] > 1/n} < co— y el conjunto B = {z : |g(z)| > |||}, €l cual es
localmente nulo, por tanto AN B es nulo y en los x de su complementario
se satisface

[f(@)g(@)] < [f(2)[llgllso
por tanto [ |fgldu < ||glleol| fll1. Sip =00y ¢=1 es similar.

Sil<p<ooy|fllp =0 (6 |lgllq = 0) es obvio, pues f =0 cs. y
por tanto fg =0 c.s., por lo que ||fglls = 0. Si || fll, #0y |lgllq # 0, se
tiene por el Lema (6.2.1) que para todo x

[f(@)g(@)] - [f@)P g
Ifllplglle = pIfIE — all I
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y por tanto

d 1 1
Jlfglde 11

Ifllpllglle =2 q

Desigualdad de Cauchy—Schwarz 6.2.3 Si f,g € Lo, fg € L1 ¥y

‘/fgdu‘ < 1 £lslgl-

Demostracion. Se sigue del resultado anterior, pues

‘/fgdu‘ < [ 1sold < 151l

Nota 6.2.4 Observemos que

<f,g>= /f@du,

es casi'

pues

un producto interior en Ly, del que deriva la seminorma || |2,

12 = ( / 2 d) /2 = ( / TV =<f, f>12

Desigualdad de Minkowsky 6.2.5 Sea 1 <p < ooy f,g € L,, entonces
fr9elyy
1f 4+ gllp < IIf1lp + llgllp-

Demostracion. Que f+g € £, lo vimos en (6.1.1) y (6.1.3). Veamos
la desigualdad.
Para p = oo lo hemos visto. Para p = 1 es obvio, pues

I+l =/\f+9|duﬁ/(|f|+lg\)du= 171+ gl

Para 1 < p < oo, si [ |f + g|P du = 0 el resultado es obvio, en caso
contrario sea ¢ el exponente conjugado de p, entonces

/(|f+9|”*1)qdu — / |f 4+ gl du = / |f + glP du < oo,

ILa tnica propiedad que no se tiene es que <f, f>= 0 implique f = 0, aunque
se tiene que f = 0 c.s. (por (2.4.25), pdg.104, y por tanto en el espacio en el que
identifiquemos funciones que coincidan casi seguro serd un producto interior.
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de donde se sigue que |f +gP~" € Ly y que ||| + gl I, = |1 +gll7".
Ahora por la desigualdad de Holder

||f+g|\5=/\f+g|”du§/(|f\+|g\)|f+g\”‘1du

- / IS+ gt du+ / 9l1f + g7 dy
< A1l + gl Hlg + NallollLF + o7~
= (Ifllp + lgllo)II + gl

y dividiendo tenemos el resultado pues p —p/g=1. 1

Corolario 6.2.6 Para cada 1 < p < 0o, L, es un espacio vectorial sobre
Kyl |, es una seminorma en €.

6.2.2. El espacio £, para 0 <p < 1.

Hemos dicho que para 0 < p < 1, || ||, no es una seminorma en £,
en general, pues no satisface la desigualdad triangular. Para verlo consi-
deremos conjuntos medibles disjuntos Ay B, con u(A) =ay u(B) =b
finitos y no nulos. Ahora sea f =14y g = Ip, entonces f+ g =Iaup y

1/p
I1f +gllp = (/ faop d") Sl
> ql/P 1 pl/p = 1£1lp + Nlgllp,

donde la desigualdad se sigue de (6.2.1)(c).
No obstante podemos definir para todo p € (0,1) la seudométrica en
Ly

dp(f,9) =/|f—g\”du,

pues se tienen las propiedades:
1) dp(fv g) Z 07
ii) dp(f,9) =0siysélosi f =g cs.,
iii) dp(f: g) = dp(Q? Ny
iv) la desigualdad triangular

dp(fa g) S dp(f, h) + dp(hag),
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siendo esta consecuencia de (6.2.1(c)), pues

If =glP <(If =hl+|h—g)? <|f —g" + g —hlP.

6.2.3. Los espacios L,.

En general ni las seudométricas d, para 0 < p < 1, son métricas, ni
las seminormas || ||, para 1 < p < oo, son normas, pues

para 0 <p < 1, dy(f,9)=0 < f=g cs.,
para 1 < p < oo, Ifl,=0 < f=0 cs,
para p = o0, Iflo =0 < f=0 lcs,

sin embargo identificando convenientemente funciones conseguimos que
lo sean y podemos dar una identificaciéon que no depende de p.

Definicién. Diremos que dos funciones medibles f,g: 0 — K, son equi-
valentes, f = g, si f = g l.c.s., es decir si {f # g} es localmente nulo. Es
facil demostrar que f = g es una relacién de equivalencia. Mediante ella
definimos los espacios cocientes para 0 < p < co

Ly =L/ ~.
Lema 6.2.7 Si0 <p<ooy f,g € Ly, entonces

f=g9g cs. & f=g lcs.

Demostracion. Siempre se tiene “=" y la otra implicacion se sigue
de que el conjunto {f # g} es o—finito, pues es unién numerable de los
conjuntos A, ={|f —g|>1/n}y

Afnpruan) < [ 1f-gPdu<oe = pia) <o,

n

por tanto si es localmente nulo es nulo. 1§

Proposicion 6.2.8 (¢) Para 0 < p < oo, L, es un K-espacio vectorial
con las operaciones

alf] =lafl, [fl+Igl=[f+gl]
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(b) Para 0 < p <1, (Lp,d,) es un espacio métrico con la distancia

dp([f1;[9]) = dp(f. 9)-

Para 1 < p < oo (Lp,|llp) es un espacio normado con la norma

LA = 11 fllp-

Demostracion. (a) Sean f~ f'y g~ ¢’ de L, y a € K, entonces
af =~ af’. Que la suma no depende de los representantes, es decir que
f+g=~f"+4, sesigue de que

{frg#F+dyc{f#fIu{g#d}eN"

(b) Para 0 < p < 1 la distancia estd bien definida pues para f =~ f’y
g~ g de L,, se sigue del Lema que d,(f, f') = dp(g,¢") = 0, por tanto

dp(f,9) < dp(f, f')+dp(f' ")+ dp(g',9) = dp(f'.9),

y la otra desigualdad por simetria, por tanto dy,(f,g) = dp(f’,¢'). Ahora
para ver que es métrica basta demostrar que si f,g € L,, dp(f,g) =0 si
y s6lo si f =~ g, vy esto se sigue del Lema.

Para 1 < p < oo la norma estd bien definida pues || f|, = || f|l, ya
que por el lema f = f’ c.s., por tanto || f||, = ||f’||,- Ahora para ver que
es norma falta ver que para f € L, ||[f]ll, = 0siy sélosi [f] =[0], y

esto se sigue del Lema pues

Ifllle=0 < |flp=0 & [f=0 cs
& f=0 les. < [f]=]0]

Para p = oo la norma estd bien definida pues si f, f' € Loy f = [/,
1fllco = I.f oo, ya que || f — f'|loc = 0, pues por definicién es localmente
nulo el conjunto {f # f'} = {|f—f'| > 0} y por la desigualdad triangular

[fllse < 11 Moo + 11 = f'lloe = 1f'lloo

y la otra desigualdad por simetria. Que es norma es obvio. 1

Nota 6.2.9 Por comodidad hablaremos de L, como de un espacio de
funciones, mas que de un espacio cuyos elementos son clases de equi-
valencia de funciones, relegando esta distincién como dice RUDIN “...al
status de un entendimiento tdcito”.
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Ejemplo 6.2.10 Los espacios de Banach (K", |||,).

SiQ = {wi,...,wy,} esfinito y u es la medida de contar, entonces cada
funcién f: Q@ — K, se identifica con = = (z1,...,z,) € K", mediante
f(w;) = x4, en cuyo caso para p < 00

1l = QL) P = lzlp, v Ly, ) = K ),
i=1

y para p = 00, |[flloc = méx{[zi[} = [|#[|oo-

Ejemplo 6.2.11 Los espacios [, de sucesiones.
Por 1ltimo en el caso particular

(Q,A 1) = (N, P(N), ),

para p la medida de contar, es habitual escribir /, en vez de L, y
considerar sus elementos f mas que como funciones, como sucesiones
f(n) = z, € K, en cuyos términos para p < oo I, es el espacio de las
sucesiones f = (z,) tales que

oo
Z |z, [P < o0,
n=1

y para p = 00, lo, es el espacio de las sucesiones acotadas.

6.2.4. Complecién de los espacios L,.

Vamos a demostrar que toda sucesién de Cauchy en L, es convergen-
te, por ello conviene recordar que una cosa es la convergencia puntual
fn(x) = f(z), que a menudo hemos denotado f, — f, y otra distinta es
la convergencia f, — f en L,, que significa

para 0 < p < 1, dp(fifn) >0 < /|fn—f|pdu—>0,
pual<p<oo,  |f-fuly 20 & [lfafPduso,
para p = 00, 1f = fallo — 0.

Lema 6.2.12 Sea 0 < p < o0 y f, € L, una sucesion de Cauchy, enton-
ces existe f medible y una subsucesion g, de f, tal que g, — [ c.s.
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Demostracion. Consideremos una subsucesién g, de f,, tal que para
n > 1 |gnt1 — gnllp, < 27" (para 0 < p < 1, dy(9n+1,9n) = llgn+1 —
gnllb < 27™) y sea hy, = gny1 — gn, entonces como g, = g1 + Z?;ll h;
basta demostrar que la serie Y h; es absolutamente convergente c.s., es
decir que h = > |h;|, es finita c.s., para lo cual basta ver, por 2.4.3,
pég.92, que h es p—integrable. Ahora por el Lema de Fatou

n p
/\h|1’ dp < liminf/ (Z |hi|> dp <1< oo,
i=1

pues por la desigualdad de Minkowsky para p > 1 y por (6.2.1(c)) para
0<p<l1

(6.1) p=1 I Il <3 Ikl < 1,
i=1 i=1

(6.2) O<p<1) I Inllz< S Ihilz<1. 0
i=1 i=1

Teorema 6.2.13 Para 1 < p < oo, (L, | ||p) son espacios de Banach y
para 0 < p < 1 los espacios métricos (Ly, dy,) son completos.

Demostracién. Sea 0 < p < 00y f, € £, una sucesién de Cauchy,
entonces tanto si 0 < p < 1 como si 1 < p < oo, para todo € > 0 existe
un N € N, para el que si m,n > N

[10a=tuPdu<e,

ahora por el Lema anterior existe una subsucesién g,, de f,, y una funcién
medible f tal que g, — f c.s. Veamos que f € £, y que f, — f en L,,.
Por el Lema de Fatou tenemos para n > N y gr = fn,

[ 1501l = [timint |, = £, ds < Vit [ 17, foulPdu < e
—00 k—o0

por tanto f,,—f € L, f = f— fu+ fn € L, y por la desigualdad anterior
fn— [

Sea ahora p = 00, y f,, € Lo una sucesién de Cauchy. Consideremos
el conjunto A € N*, unién de los conjuntos

Apm = {2 [fu(2) = fi(2)] > | fn — filloc} €N,
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entonces f,(x) es de Cauchy uniformemente en los © € A€, pues f, es
de Cauchy y por tanto para todo ¢ > 0 existe un N € N, para el que si
m,n >N

|fn(x) - fm(x)l < an - meoo <,
por tanto existe una funcién medible f, tal que f = 0en A y parax € A€,
fn(z) = f(x), ademds haciendo m — co tendremos que en A°

[fn(z) = f(@)] <

por tanto f, — f € L, de donde se sigue que f € Lo ¥ || fr — flloo < €,
por tanto f, = f (en L). 1

En la prueba anterior hemos demostrado también el siguiente resul-
tado.

Teorema 6.2.14 Si f,, € L, es una sucesion de Cauchy, con limite f,
entonces: Para p = oo, fp(x) = f(z) l.e.s. y para 0 < p < oo, existe
una subsucesion de f, que converge c.s. a f.

Nota 6.2.15 Denotemos con S(2,K) 6 con § si no hay confusién, el
conjunto de las funciones simples finitas

s: Q= K, s:ZaiIAi
i=1

las cuales son acotadas, {|s| > méx{|a;|}} = &, por tanto estdn en L

y
Islloe < mix]ai]} < oc.

A continuacién demostraremos que S es denso en Lo, y que
S={seS8:u{s#0} < oo},

es denso en L, para 0 < p < 0o, pero antes veamos que S c L, para
todo p,

n
seSNL, & SZZCLJA,” /|3|pdu:Z|ai|p,u(Ai)<oo
i=1

& 5= ZaiIAw u(A;) < oo para a; # 0,
i=1

& se8, pfs#0l<o < seS8.
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Proposicién 6.2.16 S es denso en L, para0 <p<ooyS en Lu.

Demostracién. Sea 0 < p < ooy f € L,, basta demostrar que
existe una sucesién de funciones simples s,, € £, con |s,| < |f], tal que
para 0 < p < 1, dp(sp, f) = Oy paral < p < o0, s, — fllp, — O.
Esencialmente ya lo hemos visto en (2.2.9), para K = R, pues existe
una sucesién de funciones simples |s,| < |f], tal que s,(z) — f(z) y
la convergencia es uniforme en cada conjunto en el que f es acotada,
por tanto si p = oo, como el conjunto A¢ = {z : |f(z)] > ||fllec} s
localmente nulo y f estd acotada en A por || f]le < 00, tendremos que
para todo € > 0 existe un N tal que paran > N y todo xz € A

sn(z) = f@)| <€ = lsn = fllo <6

ysi0 < p < oo, como s, — f| < 2|f] que es p-integrable, tendremos por
el Teorema de la convergencia dominada, pag.98 que [ |s, — f|P du — 0.

Para K = C se aplica a la parte real y a la imaginaria de f y se
concluye por la desigualdad triangular. 1

Nota 6.2.17 Recordemos que la complecidn de un espacio normado (mé-
trico) X, es un espacio normado (métrico) completo X, tal que X es
un subespacio denso de X (el cual existe y es tnico, ver HEWITT—
STROMBERG, p.77). En estos términos el resultado anterior nos dice que
cada espacio de Banach L,, es la complecién de un mismo espacio S, con
la norma || ||p; ¥ Loo la de S, con || ||oo-

Por 1ltimo veremos, como consecuencia del Teorema de aproxima-
cidn (1.7.8) de la pagina 58, un caso particular en el que L), es separable,
es decir contiene un subconjunto denso y numerable.

Proposicion 6.2.18 Sea 0 < p < oo y p o—finita en A = o(C), con C
numerable, entonces L, es separable.

Demostracién. Sea A,, € A una particién de Q, con u(A,) < ooy
consideremos las siguientes extensiones de C

Co=CU{A1, As,... Ay, ..}
Ci={AcA:AecCy 6 A°€Cy}
Co={BiN---NB,:neN,B;, €C}
C3={CLU---UCp:meN,C; € Ca}
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las cuales son numerables y Cs es un dlgebra que genera A. Consideremos
ahora el conjunto numerable de funciones simples de L,

§ = {Z rilg, . m €Q, E; € C3, disjuntos y u(E;) < oo},
i=1

(en el caso K = C consideramos los r; € Q 4+ iQ) y veamos que es denso
en L,, para lo cual aplicamos el resultado anterior y basta demostrar
que dada una funcién simple s = Y a;Ip, € SN L, (por tanto tal
que p(B;) < 00), para todo € > 0 hay una funcién f = >  rilp, €S,
tal que ||s — f||, < e. Haremos el caso 1 < p < 00, el caso 0 < p < 1 es
similar. Primero elegimos r; € Q, préximos a a;, tales que

n n
12 ails = rilb,
i=1 i=1

y ahora aplicando el Teorema de aprozimacién (1.7.8), pdg.58 elegimos
los F;, tales que

n n n
” ZTiIBi, - Z""iIEqu < Z |T1|||IBqAE7||;D < 6/2' 1
=1

=1 i=1

n
p <Y lai =il Tg,llp < €/2,
=1

Ejercicios

Ejercicio 6.2.1 Sea (2,4, 1) un espacio de medida o—finita. Demostrar que
{Ae M(AR): A< pul,

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R), que es
isomorfo a L1(R, A, u,R). Dar un isomorfismo.

Ejercicio 6.2.2 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: @ — C me-
dible. Demostrar que uf(B) = p[f ' (B)] es una medida en B(C), y que si
f € Lo, entonces

K ={z€C: uy[B(z,¢€)] > 0,Ve > 0},
es un compacto, donde B(z,€) = {z' : |z’ — z| < €} y que

1£lloe = supf|2| : = € K}. (Sol.)
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Ejercicio 6.2.3 Demostrar que si 0 < r < p < s < o0, entonces L, N Ly C
L, C Ly + L. (Sol.)

Ejercicio 6.2.4 Demostrar que si 0 < r < s < coy f € L. N L, entonces
f € Ly, para todo p € [r, s]; que la funcién

#(p) :log/lf\p dp,
es convexa en [r, s] y que || fl, < méx{[|f|l, || flls}. (Sol.)

Ejercicio 6.2.5 Demostrar que un espacio normado £ es completo sii para cada
sucesion x,, € £

Z lznll <0 = Zmn es convergente. (Sol.)

Ejercicio 6.2.6 Demostrar la desigualdad de Holder generalizada:
Sil < pi1,...,pn < 00 son tales que Y (1/p;)) = 1/r < 1y fi € Ly,

entonces
n n n
[Triete, v UTT Al <TTNS b
i=1 i=1 i=1

Ejercicio 6.2.7 Demostrar que si f,g € £, para 0 < p < 1, entonces

1

If+glle <22 (Ifllp + llgllp)- (Sol.)
Ejercicio 6.2.8 Demostrar que si f € L, para algin 0 < p < oo, entonces
I £ll» = || flloos cuando r — oo. (Sol.)

Ejercicio 6.2.9 Demostrar que si u(2) < co y 0 < r < s < oo, entonces
Ls C L, y que para f € Ls

11,
£l < WSfllsp(€2) 775 (Sol.)
Ejercicio 6.2.10 Demostrar que si u(2) < 0o y fn, f son medibles, entonces:
(a) Si fn — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para todo
€0, il fu— f1 > ¢} = 0).
(b) Si fr, = fen Ly (con 1 < p < ), entonces fr, — f en medida. (Sol.)

Ejercicio 6.2.11 Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si (€2) =
1, f: Q — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es convexa, entonces

@ (/fdu> < /<p0fdu. (Sol.)
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Ejercicio 6.2.12 Demostrar que si u(2) =1y f, g son medibles y positivas y
tales que fg > 1, entonces

/fd,u-/gd,uz 1. (Sol.)

Ejercicio 6.2.13 Demostrar que si 0 < r < s < oo, entonces I, C ls. (Sol.)

6.3. Espacio dual

A lo largo de la lecciéon entenderemos que &£, £ y & son espacios
normados sobre K =R é C.

Definicién. Dada una aplicacion lineal T' : £ — &, definimos su norma
como

1T = sup{IT()[|/ll«] - 0#ze &},

y diremos que T es acotada si ||T| < oo.

Nota 6.3.1 Entendemos que sobre cada elemento opera la norma que le
corresponde, aunque las denotemos igual por comodidad. Por otra parte
en la definicién anterior podemos restringirnos a los x con ||z|| = 1, sin
que el supremo cambie, pues para r € Ky z € &, |[T(rx)| = |r||T(2)].
Por tultimo observemos que T es acotada si y sdlo si existe k € [0, 00),
tal que para cualquier x € &

1T()|| < K],
y que ||T|| es el infimo de estas constantes k.

No toda aplicacién lineal entre espacios normados es continua, co-
mo tampoco tiene por qué ser acotada. A continuacién vemos que sin
embargo estas dos cosas son equivalentes.

Teorema 6.3.2 Para una aplicacion lineal T : £ — Eo son equivalentes:
(a) T es uniformemente continua.
(b) T es continua en un punto.
(¢) T es acotada.
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Demostracion. (a)=(b) Obvio.

(b)=(c) Supongamos que T es continua en y, entonces para todo
€ > 0 existe un § > 0 tal que si ||z — y|| < 4, entonces ||T(z — y)| =
IT(x) =T (y)|| < e, esdecir quesi ||z]| < d, entonces |T(2)|| < e. Se sigue
que para todo z # 0, si llamamos z = dz/| |, ||2|| = ¥

[T (@) = [[=[[[T(2)]l/6 < (e/0)]]]]-
(¢)=(a) Es obvio pues

IT() =Tl = 1T (@ =yl < Tlfl=—yll. ®

Teorema 6.3.3 Sean & y E; K-espacios normados, entonces el conjunto
B(&1,E&2) de las aplicaciones lineales continuas T: €1 — Ea, con la suma
(Th+T)(x) = Ty (x)+To(x) y el producto por escalares (aT')(z) = aT (x)
y el operador norma definido al principio de la leccion, es un espacio
normado. Ademds es de Banach si €y es de Banach.

Demostracién. Si Ty, T, € B(&1,E2) entonces se tiene que 71 +715 €
B(&1,&3), pues es lineal y acotada

(T + To) (@) < [Ta(@) || + [[Ta(2) ]| < (

Tull + 2D,

y como consecuencia || + Ta|| < ||T1|| + || T2||, el resto de propiedades
son también elementales. Veamos que es completo si lo es &, para ello
sea T, una sucesion de Cauchy, entonces

HTn(x) - Tm(x)H < HTn - Tm||H33||7

y por tanto T,,(z) € & es de Cauchy y por tanto tiene limite T'(x),
veamos que T es lineal, continua y que ||T,, — T|| — 0. Es lineal pues si
x,y € &1, entonces

IT(x+y) = T(x) = T(y)| < |T(x+y) = Tulz +y)l+
+ [ Tn(z) = T(2)|| + | Tu(y) = T()Il = 0,
yparaa € K, || T(ax)—aT (x)| < |T(ax)—Ty(az)||+||aTh(z)—aT (z)|| —
0. Ahora como T, es de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal
que para n,m > N, |1, — T,,|| < ¢, por tanto

[T () = T (2) | < ([T = T [l ]| < el ],
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para todo z y tomando limite cuando n — oo se sigue que para todo x
ym > N, || T(z) — Tn(z)| < €||z|, por tanto T' — T;,, € B(&1, &), por
tanto T' € B(£1,&2) y |T — Tm|| < €, para todom > N. 1

Definicién. Dado un espacio normado £, denotaremos con £’ el espacio
vectorial dual algebraico de las funciones lineales f : £ — K, y con £* =
B(€,K) el espacio de las funciones lineales continuas, al que llamaremos
dual topoldgico o simplemente dual.

Teorema 6.3.4 El dual £* de un espacio normado £ es un espacio de
Banach con la norma definida en €l

[fII = sup{[f(2)] : =]} <1}

Demostracién. Es una simple consecuencia de (6.3.3), pues K es
completo. 1

Definicién. Diremos que una aplicaciéon T': & — & es una isometria
si es lineal y para cualquier z € &

1T ()|l = |-
Diremos que es un isomorfismo si ademas es sobre.

Nota 6.3.5 Observemos que una isometria siempre es inyectiva, pues al
ser lineal

IT(z) =TI = 1T =)l =z =yl

de donde también se sigue que conserva las distancias.

Nota 6.3.6 Hay una aplicacién lineal y continua natural entre un espacio
normado £ y su bidual £**, dada por

& — & wx)=1, i(f)=f(z),

que esta bien definida, es decir que & € £**, es obvio pues & es lineal y
acotada, ya que

2N = f@) <[zl -[A = 2] < =],

y 7 es lineal y continua, pues ||7(x)| = ||£] < ||z|, por tanto |7| < 1.
Ademds como consecuencia del
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Teorema de Hahn—Banach 6.3.7 Sea £ un espacio normado, F C &
un subespacio y fo € F*, entonces existe f € £, tal que fir = fo y

LF1 = 1 foll-

se tiene que 7 es una isometria, pues basta considerar para cada x # 0,
la recta F = {Az} y fo(Ax) = M||z||, para la que ||fol| = 1; y por el
teorema existe f, extensién de fy con ||f|| = 1, por tanto

]l = [f (@) = 2(H] < I12]]-

Por tanto 7 es inyectiva, de donde se sigue que £ es isomorfo a 7(£). En
general 7 1o es sobre, pero en caso de serlo —n(€) = £**—, diremos que
& es reflexivo, en cuyo caso es de Banach, pues lo es £** y son isomorfos.
Observemos que no hemos dicho que £ sea reflexivo si es isomorfo a su
bidual £**, sino “que lo sea con la aplicacién natural 7”. De hecho hay
un ejemplo de R.C. JAMES (ver comentarios al final del tema), de un
espacio de Banach isomorfo a su bidual, pero no reflexivo. En la siguiente
leccién veremos que los espacios Ly, para 1 < p < oo son reflexivos.

Finalizamos la leccién analizando el dual topolégico de un simple
espacio normado como es el espacio de las funciones continuas en el
intervalo I = [a, b]

C(I)={f:I—R: continuas},

con la norma del supremo. Con lo que veremos la profunda relacién
existente entre las medidas finitas en los borelianos de I y las funciones
lineales y continuas en C(I). Estos hechos y sus generalizaciones forman
la base para muchas de las aplicaciones de la Teoria de la medida.

Sea p una medida finita en B(I). Entonces el funcional

e — R AG) = [ fdu,

es lineal y positivo, es decir que si f > 0, entonces A(f) > 0. Veremos
en el primer Teorema de Representacion de Riesz (10.3.1), pag.337, que
estos son los unicos funcionales lineales y positivos de C(I).

Ademds en este caso particular si consideramos en C(I) la norma del
supremo, entonces A es continuo, pues

1A = | / fdul < / [l < w1 e,
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v Al < JJp]]- Y si tenemos una medida real p, podemos definir el fun-
cional lineal y continuo

AU = [ fan,

pues es diferencia de dos funcionales lineales y continuos

[ran=[ant = [ au =xip-a-h.

Veremos que el segundo Teorema de representacion de Riesz (10.3.7),
pag.343, asegura que todo funcional lineal y continuo en C(I), es decir
de C(I)*, es de esta forma.

6.4. El espacio dual de L,

Sea (9, A, ) un espacio de medida y sean 1 < p, ¢ < oo, conjugados.
Entonces para cada g € £, podemos definir el funcional

T, L, + K, T,(f) = /fgdu,

y puesto que si fi = fo, se tiene Ty(f1) = Ty(f2) (pues fig = fag c.8),
entonces podemos extender T, del modo obvio a L,

T,: L, — K,

la cual es lineal y continua, es decir Ty € L, puesto que la desigualdad
de Holder nos dice que para cualquier f € £,

LoDl < NallallFll, = 1Tl < llglla,

podemos entonces definir la siguiente aplicacién

T: Ly — Ly, g—T(g)="T,,
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pero ademads si g1, 92 € L4 ¥ g1 = go, entonces T'(g1) = T'(g2), pues para
todo f € Ly, fg1 = fg2 cs. ¥

f) = /fg1 dp = /fgz dp =Ty, (f),
y por tanto T induce una aplicacién lineal, que llamamos igual

T:Ly— L,, g—T(g)="T,,
y se tiene el siguiente resultado —que es uno de aquellos a los que
hacfamos referencia cuando definimos £..—

Teorema 6.4.1 Para 1 < p,q < oo conjugados, la aplicacion anterior
T: Ly — Ly es una isometria.

Demostraciéon. Tenemos que demostrar que para todo g € L,
IT@)] = llglly: pero ya hemos visto que [T(g)]| = Tyl < lgller por
tanto basta demostrar la otra desigualdad. Ademds si ||g||; = O el resul-
tado es obvio, por tanto podemos suponer que [|g||; > 0

Para p =1, ¢ = 0o, tomemos g € Lo y un 0 < € < ||g||o0, entonces
el conjunto C' = {|g(x)| > ||g|lcc — €} 1O es localmente nulo, por tanto
existe un medible B C C, con 0 < p(B) < oco. Consideremos la funcién

de El,
g
= g en B,
0, en B¢
para la que |f| = Ip, || fll1 = u(B) y fg = Izlgl|, por tanto

(lglloc — ©) /mw [ o

D <Nl f Il = 1Tyl u(B),

por tanto ||g||ec — € < ||T|| ¥ como esto es cierto para todo € > 0, se
tiene [|g|loo < || Ty]| ¥ por tanto la igualdad.

Para p > 1, ¢ < oo, tomemos g € Ly, con ||gll; > 0, por tanto
B = {g # 0} es ofinito y u(B) > 0, por tanto B no es localmente nulo

¥ |[IBllcoc = 1. Ahora si definimos

f: ‘g‘%7 519#07
0, sig=0,
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tendremos que f € L£,, pues para ¢ =1y p = oo, |f| = Ip, por tanto

[fllo =1y fg = lgl y paral < p,g < oo, |f| = |g]"", por tanto
|fI? = 19| = fg, de donde f € L, y en cualquiera de los dos casos

/ 19/ dyi = / Fgdu=Ty(f) = [Ty()] < 1Tl

por tanto [lgl, < [7,].

La cuestion que nos planteamos ahora es si la isometria
. *
T: Ly Ly,

del resultado anterior, es sobre y por tanto 7' es un isomorfismo entre
L, y Lj. Demostraremos que:

Para 1 <p,q < oo Ly = L, es cierto siempre.

Para p = 1 Lo, = L7 es cierto si p es o—finita, (también en ciertas
condiciones topolégicas y nuestro espacio es Hausdorff y localmente com-
pacto, como veremos en la leccién 10.5, pagina 346, del tema de medida
y topologia).

Y para p = oo la contestacién es negativa, T no establece en general
un isomorfismo entre L; y L% . De hecho si p es finita la isometria T
es sobre si y sélo si Ly es finito dimensional y si y sélo si Lo, es finito
dimensional (ver COHN, p.153, €j.3).

Pero antes de establecer estos resultados necesitamos otros previos.

Lema 6.4.2 Sean p y q conjugados con 1 < p < oo, ¢ € Ly, g€ L,y
E € A tales que para todo B € A, con pu(B) < o0

o(IpnE) :/IBng,

entonces ||g|lq < ||o|l-

Demostracién. Consideremos @, T,: L, — K, definidos por

w(f) = o(f1), Ty(f) = / fgdu,
()] = 6 Ie)] < 11 Zely < 11/ 1

por tanto ||| < [|¢]| es acotada, de donde w, T, € L y por hipdtesis
coinciden en las funciones indicador Iz € S y por linealidad en todo S y
como este es denso en L, w = T, por tanto ||g|lq = [|T4|| = ||@] < ||¢].
|
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Lema 6.4.3 Sea 1 < g < o0 y sea g : Q — K medible para la que
existen gn, € Lq, tales que |gn| 1 |g| y sup||gnllq < 00, entonces g € Ly y
lgnllq = llgllq-

Demostraciéon. Para ¢ < 0o ||gnllg < [|gn+1llq T s8up ||gnllq ¥ se sigue
del Teorema de la convergencia mondtona, pag.93 que

/ 1919 dps = lim / 90| dpt = sup [lga 2 < oo,

y para ¢ = 00 como [|gn[loc < sup, [[gmllec =k < 00, {|gn(x)| > k} es
localmente nulo, como también lo es

{lgl > K} € U{lgn(2)| > K},

por tanto g € Lo ¥ [|9]lec < k. Ademds como ||gnllocc < ||gn+1lloe <
9lloc; pues
{lgnl > ¢t C{lgns1l > ¢} < {lgl > ¢},

(v si uno es localmente nulo también el de su izquierda), tenemos que
[gnlloc 75 =llgllsc- W

Lema 6.4.4 Sea 1l < p < oo y para A € A consideremos el espacio de
medida (A, Aa, pa). Entonces la aplicacion

s: Ly(A) — Ly(Q), g — s(g) = ga,

para ga(z) = g(x) siz € A yga(zx) =0 six € A°, es una seccion de la
aplicacion restriccion

r: Lp(Q) — Ly(A),  f—r(f) = fla,

(ros=id) que es una isometria, ||gll, = l|gall,. Ademds si ¢ € L;(Q2),
entonces s*(¢) = pos = pa € Ly(A), que hace conmutativo el diagrama

Ly(4) = Ly(9)
ba ¢ v b
K

verifica pa(f) = ¢(fa) y l|9all < llol.

Demostracién. Es trivial. 1
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Lema 6.4.5 Sea (2, A, ) o—finito, entonces existe h € L1(u) positiva y
una probabilidad A\(A) = fA hdu, tal que para cada p € [1,00)

Py Ly(AN) —> Ly(p),  @p(f) = hl/pfa

son isomorfismos isométricos (para p = 00, Loo(A) = Loo(pt) y Poo =
Id).

Demostracién. Sea A, € A una particién de €, con 0 < p(4,,) <
00, (que podemos pedir que sean positivos es simple, basta unir los de
medida nula con cualquier A, de medida positiva) y consideremos la
funcién h € Ly estrictamente positiva y la probabilidad A

— 1
Z:: (A )
~ H(A
A(4) = / =3 i
para la que N*(u) = M(p) = N (A) = N*(X), pues p es o—finita, A finita

vy A< < A por tanto Loo (i) = Loo(A). Ahora para 1 < p < o0, la
biyeccién lineal ®,, es isometria pues

/ PP dr = / FPhdp = / (NP d = [flly = [Bp(f)],- B

Lema 6.4.6 Toda aplicacion lineal y continua F : & — & entre espa-
cios mormados, define otra entre los duales, a la que llamamos dual o
traspuesta

Fro8 =&, F(f)=foF,
ademds si F' es un isomorfismo isométrico F* también lo es.

Demostracién. Es un simple ejercicio. 1

Teorema 6.4.7 (a) Paral < p,q < oo conjugados, la isometriaT: L, —
L}, es sobre, por tanto ambos espacios son isomorfos.

(b) Si el espacio es o—finito, T: Lo, — Li es sobre, por tanto son
isomorfos.
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Demostracion. Queremos demostrar que T es sobre, es decir que
dada ¢ € Ly, existe g € L, tal que

VfeL, of) = / fgdp.

Caso I.- Para p finitay 1 < p < oc.
En tal caso 14 € L, para cada A € Ay podemos definir

A A— K, AA) = ¢(14),
la cual es aditiva, pues para A, B € A disjuntos,
)\(A U B) = Qb(IAUB) = ¢(IA -+ IB) = /\(A) + /\(B),

y es numerablemente aditiva por (4.3.4) de la pagina 170, pues dados
A, l @, MA,) — 0, pues

A = [6(La)] < 161 Ta, = [oll(A0)"P =0,

(observemos que esto es cierto para p < 0o), por tanto A € M(A,K) y
A <, pues si

wA) =0 = I4=0cs. = Is=0
= AMA) =9(1a) =0,

se sigue del Teorema de Radon—Nikodym que existe g € Ly, tal que

o(14) = M(A) = / Lagdp,

para todo A medible. Ahora si demostramos que g € L, hemos termina-
do, pues en tal caso T'(g9) = Ty € Ly v ¢(f) = Ty(f), para f = Ia, por
tanto por linealidad para f € S y por densidad para toda f € Ly.

Veamos entonces que g € Lg, lo cual es obvio si es acotada, pues
es finita y por lo mismo g, = gIg, € Lg, para E, = {|g| < n}. Ahora
bien para cada B € A

¢(Ipng,) = /IBnEngdu = /IBgn du,

y por el Lema (6.4.2), |gnllq < 4], por tanto sup ||gnllq < 0o ¥y como
lgn| T |gl, se sigue del Lema (6.4.3) que g € L,.
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Caso II.- py es ofinitay 1 < p < 0.
Es una simple consecuencia del caso anterior, de (6.4.5), (6.4.6) y del
diagrama conmutativo

Ly(A) —— Lpy(N)” g — 1
@ql ) @ ll/ T
Lo(p) —— Lp(p)” gh/ Tgn/a

pues para cada f € L,(A) y 1 <p,g < oo
BT () = Ty (70177) = [ P11 gh1 9

:/fghdu:/fghdA:Tg(fx

(para ¢ = oo, p = 1 y se sigue del mismo modo) y hemos demostrado
(b) y parte de (a).

Caso III.- Veamos ahora el caso general de (a), para ello consideremos
el conjunto

C={BeA:(B,Ap,up), eso-finito},

entonces por el caso anterior y el Lema (6.4.4), para cada A € C, existe
ga € Lg, que se anula fuera de A, tal que para toda f € L, (para p < c0)

oL = [ foadu. Nlgaly < o],
y si consideramos una sucesiéon C,, € C, tal que

lgc.llq T sup{ligally = A€ Ct=k <[]l < oo,

entonces C' = UC,, € C. Demostremos que las funciones g4 se solapan
bien, que ||g¢c||4 alcanza el supremo k y que go € L, satisface el resultado.
Si A,B e€C, AC B, entonces para cada f € L,

/ foadu = o(f14) = d(f1aT5) = / FlLags dp,

por lo que T'(ga) = T(Iagp) v como T es inyectiva, g4 = gpla c.s. De
esto se sigue por un lado que [|gallq < |lgBllq y por tanto como C), C C'

lge.lla < llgella <k = llgella =k = lgslls <llgelly VB eC,
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y por otro que para A, D € C disjuntos, gaupla = ga ¢.8. y gaupIlp =
gp €.8.y por tanto gaup = g4 + gp c.s., pero ademds para q¢ < oo
l9aupl? = |gal® +|gp|? cs. = |[lgauplli = llgalll + llgnllZ,
de donde se sigue que para todo D € C disjunto con C, gp = 0 c.s., pues
lgelly < llgell§ + g = llgcunll§ < llgellg,

por tanto gc € L, satisface el resultado, pues si f € L, entonces

o(f) = 6(FIc) + d(fTor) = / foc du,

pues si llamamos h = flce € Ly, ¢(h) = 0, ya que D = {h # 0} es
o—finito, por tanto C, D € C y son disjuntos, por tanto gp =0 c.s. y

o) = 9(h1p) = [ hgpdu=0. 1

Corolario 6.4.8 Para 1 < p < o0, los espacios L, son reflexivos.

Demostracion. Para ¢ el conjugado de p, tenemos los isomorfismos

Tp: Ly — Ly y Ty: Ly — Ly y para la isometria natural 7: L, — L;*

7= (T;) ' 0Ty, es decir T; om =Ty, pues si f € L, y g € Ly,

/ fgdp=T,0)(f) = F(Ty(e) =
= T,(f)=foT,= T*(f) T [m(f)]. o

Veamos algunos contraejemplos relacionados con la isometria de (6.4.1).

Ejemplo 6.4.9 Veamos que para p = 1 la isometria entre Lo, y L] no es
necesariamente sobre si el espacio no es o—finito. Sea (2 = R, A, i) con
1 la medida de contar y

A={ACR: A6 A° es numerable},

en cuyo caso si f € Lj, el medible {f # 0} es o—finito por (2.4.24),
pég.103, por tanto finito 6 numerable y para P = (0,00) y Ny = {f # 0},
PN Ny e Ay podemos definir

¢: L1 — R, ¢(f)=/P dn
ANy
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(donde observemos que el conjunto en el que integramos debe ser medi-
ble). Veamos que ¢ es lineal

o(f +g) = /PQNHQ fig= /pmeuNg) fto

= / f+ / 9= / [+ / 9,
PN(NfUN,) PN(NfUN,) PON; PNN,

y continua, pues es acotada
GO [ 1Al < 1],
PﬁNf
por tanto ||¢|| < 1. Sin embargo no existe ninguna g € Lo, tal que

o5 = [ sadn

pues en caso contrario tomando f = Iy € Ly,

@)= [ fadn=otr) = [ ot

que vale 0 sia <0y 1sia>0,esdecir g = I o), pero (0,00) no es
medible.

Veamos ahora que para p = oo el resultado no es valido aunque el
espacio sea o—finito como lo es ([0, 1], B[0, 1], m). En este caso se tiene que
C[0,1] C Ly y dada s clo, 1], g(f) = f(0), existe por el Teorema de
Hahn-Banach (6.3.7), pdg.257, ¢ € L%, tal que ¢(f) = f(0) para toda
[ € C[0,1] y para esta ¢ no puede existir g € Ly, tal que ¢(f) = [ fgdm,
pues tomando una sucesién f,, € C[0,1], con f,(0) =1, f, =0en [1/n,1]
y lineal en [0, 1/n], tendriamos que f,, | 0 c.s. y por el TCD [ f,g — 0,
mientras que ¢(f,) = 1.

Ejercicios

Ejercicio 6.4.1 Sea g € L, demostrar que para 1 < p < oo, si f € Ly,
gf € Ly, que la aplicacién G: L, — L,, G(f) = gf, es lineal y continua y que
Gl = llglleo- (Sol.)
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6.5. Tipos de convergencias

Sea (9, A, 1) un espacio de medida y f,, f : @ — K funciones medi-
bles. En esta leccién consideraremos distintas nociones de convergencia
de f, a f y estudiaremos sus relaciones.

Definicién. Diremos que f, — f casi seguro (c.s) si
p{z € Q: f,(x) no converge a f(z)} =0.

Diremos que f, — f casi uniformemente si para todo € > 0 existe
A € A tal que f, converge uniformemente a f en Ay u(A°) <e.
Diremos que f, — f en medida si para todo € > 0

pd|fn — f1 > €} = 0.

Para 0 < p < oo diremos que f,, — f (en £,) silas f,,f € L, ¥
dp(fns ) = 0.

Definicién. Diremos que f, es de Cauchy casi sequro si

p{x € Q: f,(x) no es de Cauchy} = 0.

Diremos que f,, es de Cauchy casi uniformemente si para todo € > 0
existe A € A tal que f,, es de Cauchy uniformemente en A y p(A°) < e.
Diremos que f, es de Cauchy en medida si para todo € > 0

,U’{‘fn - fm‘ > 6} — 0,
cuando n, m — oo.

Veamos algunas propiedades de la convergencia en medida.

Proposicién 6.5.1 (Ver Munroe, p.201). (a) Si f, converge en medida
afyag, entonces f =g c.s.

(b) Si fn. = f y gn — g en medida, entonces f, + g — f+ g en
medida.

(¢) Si fr, > 0 y g, — 0 en medida, entonces fng, — 0 en medida.

(d) Si f, = 0 en medida, g es medible y p(2) < oo, entonces fng — 0
en medida.

(e) Si frn = f ygn — g en medida, y () < oo, entonces frngn — fg
en medida.
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Veamos ahora algunas de la convergencia en L,,.

Proposicién 6.5.2  (Ver Munroe, p.218).
(a) Si u(Q) < oo, entonces para cualesquiera 1 < p < g < oo,

In—=f enly = fo—=[f enLl,.
(b) Si1<p,q < oo son conjugados, f, — f (Lp) y g € Ly, entonces
fng = fg (L1).

El siguiente resultado es una simple consecuencia de la desigualdad
de Tchebycheff (2.4.23), pdg.103.

Proposicion 6.5.3 Si f, — f (L£,), para un 0 < p < oo, entonces fp, —
f en medida.

Ejemplo 6.5.4 Pueden existir sucesiones f, € £, que converjan unifor-
memente a una f € £, y sin embargo no converjan en £,, como

(R,B(R),m), fn=(1/n)I0n,

sin embargo si p(£2) < oo, esto no ocurre.

Proposicién 6.5.5  (Ver Bartle, p.67). Sea () < oo, fn € Ly, para
un 0 < p < oo. Si fr, = f uniformemente entonces f € L, y fr, = f en
L.

Ejemplo 6.5.6 Por otra parte es posible que f,, f € £,, fn — f pun-
tualmente, y por tanto c.s. y sin embargo no se de la converegencia en
L, —aunque u(2) < co—, como en

([0,1],B0,1],m),  fx :nI(O,l/n)>

sin embargo si la sucesion estd dominada por una funcién de £, esto no
ocurre.

Proposicién 6.5.7 Sea 0 < p < oo y f, € L, tal que f, — f c.s. Si
existe g € L, tal que |f,| < g, entonces f € L, y fn, — f en Lp.



6.5. Tipos de convergencias 269

Ejemplo 6.5.8 Cabe pensar si la convergencia en £, implica la c.s., pero
no es asi:

Ey = [O’ 1]7 Ey = [071/2]7 E; = [1/2a1]a Ey= [Oal/?’},
Es = [1/3,2/3], Eo = [2/3.1],...

y consideremos la medida de Lebesgue en [0, 1] y las funciones

f:0, fn:IE"7

entonces aunque f, no converge puntualmente en ningiin punto, podemos
tomar subsucesiones de f,, que si convergen.

Proposicion 6.5.9 Si f, — f casi uniformemente, entonces f, — f en
medida y f, — f c.s.

Ejemplo 6.5.10 El reciproco es falso como prueba el siguiente ejemplo
(ver AsH, p.95): Consideremos en [0,00) la medida de Lebesgue y las
funciones

f:O, fn:I[n,n+1/n]~

Sin embargo si es cierto el siguiente resultado, del que la parte co-
rrespondiente a la convergencia c.s. se debe a RIESZ.

Proposicion 6.5.11 Si f, — f en medida, entonces existe una subsu-
cesion fnr — f casi uniformemente y por tanto fur — f en medida y
fok — f c.s.

Como consecuencia de esto se tiene el apartado (c) del siguiente re-
sultado, en el que se prueba que la “completitud”vista para L, es valida
para todas las convergencias.

Teorema 6.5.12 (a) Para 0 < p < oo, sean f, € L,, entonces f, es de
Cauchy en L, si y solo si existe f € L, tal que fr, = f en L,.

(b) fn es una sucesion de Cauchy c.s. si y sdlo si existe [ medible
tal que f, — f c.s.

(¢) fn es una sucesion de Cauchy en medida si y sdlo si existe f
medible tal que f, — f en medida.

(d) fn es una sucesion de Cauchy casi uniformemente si y sélo si
existe f medible tal que f, — f casi uniformemente.
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En (6.5.3) hemos visto que la convergencia £, implica la convergencia
en medida. En general el reciproco es falso, sin embargo si es cierto
cuando la convergencia es dominada.

Esto puede probarse utilizando (6.5.7) y (6.5.11).

Teorema 6.5.13 Sea 0 < p < o0 y fp, € Lp. Si fr, = f en medida y
existe g € L, tal que |f,| < g, entonces f € L, y fn, — f en Ly.

Como consecuencia de esto a su vez tenemos una versién del teorema,
de la convergencia dominada, pag.98.

Teorema 6.5.14 Sea |f,| < g con g € Ly. Si fr, = f en medida, enton-

ces feLlyy
h'm/fnduz/fdu-

En cuanto a la convergencia L, tenemos lo siguiente.

Teorema 6.5.15 Sea u(Q) < oo. Si f,, = f en Lo, entonces fr, — [ en
L, para todo 0 < p < oo.

A continuacién vemos unas propiedades que caracterizan la conver-
gencia en £,,. Podemos observar que las dos tltimas se satisfacen cuando
la sucesién f,, estd dominada por una funcién de £,. Denotaremos para
cada fn, € Ly

An(A) = /A Fal? di.

Teorema De convergencia de Vitali 6.5.16  (Ver Bartle, p.76). Sea
1<p<ooyfn f€Ly Entonces f, = f en L, siy solo si se verifican
las condiciones:

(a) fn — [ en medida.

(b) Para cada € > 0 existe B € A tal que u(B) < 0o y A\y(B) < ¢,
para todo n € N.

(¢) Para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si A € A y p(A) <6
entonces A, (A) < € para todo n € N.

La siguiente es una util caracterizaciéon de la convergencia c.s. que
nos permitird dar un reciproco parcial de (6.5.9) para u finita.
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Lema 6.5.17 Sea pu(2) < oo . Entonces f, — f c.s. si y sdlo si para
cada € > 0

nlgn;oulUﬂfk—ﬂze}] =0.

k=n

Teorema 6.5.18 (a) De Egoroff. Sea 11(Q) < c0. Si f,, — f c.s. entonces
fn — [ casi uniformemente.

(b) Sea |fn] < gyg € Ly. Si fn = [ cs. entonces f, — f casi
uniformemente.

(c) De Lebesgue. Si pu(Q2) < oo 6 existe g € Ly tal que |fn] < g,
entonces f, — f c.s. implica f,, — f en medida.

Por ltimo damos una caracterizacién andloga a (6.5.17) para suce-
siones de Cauchy c.s., que nos sera muy util cuando estudiemos las leyes
de los grandes numeros.

Teorema 6.5.19 Sea () < co . Entonces f, es de Cauchy c.s. si y
solo si para cada € > 0 se tiene

dim g | {lfe = fil 2 e} | 0.

7, k=n
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6.6. Aplicaciones que conservan la medida

Definicién. Sea T : (2, A) — (€', A’) medible, entonces llamamos me-
dida imagen por T' de una medida p en A, a la medida Typ = pur en A,
tal que para cada B € A’

Proposicién 6.6.1 Sea T': (Q, A) — (', A") medible y u una medida en
A. Entonces para cada funcion f : Q' — R medible y cada B € A’ se

tiene
[ fdwr= [ (remyan
B T-1(B)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son
iguales.

Demostracion. Para indicadores se sigue de la definicién, para fun-
ciones simples por aditividad, para funciones no negativas por el teorema
de la convergencia mondtona, pdg.93 y para funciones con integral del
caso anterior. I

Definicién. Sea (€2, A, 1) un espacio de medida. Diremos que una apli-
cacion medible T :  — € es una transformacion conservando la medida
si es biyectiva, su inversa es medible y u = pr, es decir que para todo
A € A se tiene

Ejemplo 6.6.2 Ejemplos de tales transformaciones en (R™, B(R"), m)
son las traslaciones, las rotaciones, las reflexiones,...

Antes de enunciar el resultado fundamental de esta leccién daremos
un lema que es un paso importante hacia él.

Teorema Ergédico maximal 6.6.3 Sea T una transformacién conser-
vando la medida en (Q, A, p). Sea f : Q — R medible e integrable y

Fatr = T*(fa), para f1 = f y T*(f) = f o T Entonces

/ fdp > 0.
Us  {ze: 300 fi(x)>0}
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Teorema Ergédico puntual 6.6.4 Sea T una transformacion conservan-
do la medida en el espacio o—finito (2, A, ) y sea f : Q — R medible

e integrable y frn41 = T*(fn), para f1 = f y T*(f) = f oT. Entonces
existe g : 0 = R medible e integrable tal que

1 n
- Zfl(x) —g(x) ecs, T (9)=g cs.,
i=1

y ademds si p(Q) < oo entonces [gdu= [ fdpu.

Veremos mas adelante que esta funcién g estd intimamente relacio-
nada con el concepto de esperanza condicionada (ver PARTHASARATHY,
p.254).

Definicién. Diremos que una transformacion 7' conservando la medida
es ergddica si para cada E € A tal que T(E) = E, se tiene que pu(E) =0
6 p(E°) =0.

Proposicién 6.6.5 T es ergddica si y sélo si cada f : Q — R medible tal
que T*(f) = f c.s. es constante c.s.

Como consecuencia tenemos que si T es ergédica 'y f: Q — R e
medible con integral finita entonces para fr411 = T*(fn) vy f1 = [ se
tiene, si p(€2) = oo que

%Zfz(x) —0 cs.
i=1

pues g = 0 es la tnica constante integrable, y si u(2) < oo que

— ffdu c.s
Zfl Qo

expresion que se conoce con el nombre de Hipdtesis ergodica de Boltzman
(ver YOsIDA, p.380).

Observemos que en el segundo caso el limite es el valor medio de
f respecto de la probabilidad que p induce en €, es decir en términos
probabilisticos la esperanza de f. Esta es una de las formas de las leyes
de los grandes ntmeros que estudiaremos mas adelante. Volveremos a
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hablar de la Teoria Ergodica en el siguiente tema, para funciones de
cuadrado integrable finito.

Por ltimo consideraremos un resultado de muy curiosas consecuen-
cias, aunque muy sencillo de demostrar.

Definicién. Dada una transformacién conservando la medida T y un
A € A diremos que x € A es recurrente a A si existe n € N tal que
T (z) € A.

Teorema de Recurrencia de Poincare 6.6.6 Sea (2, A, 1) un espacio de
medida finita y T una transformacion conservando la medida. Entonces
para todo A € A se tiene que casi sequro todo punto de A es recurrente.

Demostracién. Sean B, = {vr € A: T"(z) ¢ A} € Ay B =
NB,, los puntos no recurrentes de A. Entonces los conjuntos 7" (B) son
disjuntos pues si n,m € Ny z,y € B son tales que

T (y) =T"""(x) = y=T"(x) = yecA°CB,

y como pu[T™(B)] = u(B) y p(€)) < oo, p(B) =0. 1

6.7. Bibliografia y comentarios

Para la confeccién del presente tema hemos hecho uso de los si-
guientes libros:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.

CouN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

MUNROE, M.E.: “Measure and integration”, Addison Wesley, 1971.

TAYLOR, S.J.: “Introduction to measure and integration”. Cambridge Univ. Press,
1973.

CORNFELD, I.P.; FoMIN, S.V.; SINAY, Y.G.: “Ergodic Theory”. Springer—Verlag,
1982.

El primer espacio L, que se estudié fue, en el contexto de la recién
creada Teoria de integracién de Lebesgue, Ls[a,b] para [a,b] C R, del
que F. RiEsz y E. FISCHER demostraron en 1907 que era completo
e isomorfo a l5. Las propiedades fundamentales de todos los espacios
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Ly[a,b] (incluido el teorema del isomorfismo L, ~ Ly), para 1 < p < oo,
lo estudi6 en 1910

RiEsz, F.: “Untersuchungen tiber Systeme integrierbarer Funktionen”. Math. Anna-
len, 69, 449-497, 1910.

El primero en demostrar el teorema de isomorfismo Ly[a, b] ~ L1[a, b]*,
fue en 1919

STEINHAUS, H.: “Additive und stetige Funktionaloperationen”, Math. Zeit., 5, 186—
221, 1919.

En 1773 el francés LAGRANGE (1736-1813) dio una primera versién
de la desigualdad de Holder, en el caso p = ¢ = 2 y para sumas fini-
tas (n=3), el caso finito para n arbitrario la probé en 1821 el francés
A. CAUCHY (1789-1857). La versién para integrales de este mismo ca-
so p = q = 2 fue probada en 1859 por BUNIAKOWSKY y en 1885 por el
alemén K.H.A. SCHWARZ (1843-1921) (en particular este casop = ¢ = 2
se conoce como desigualdad de Cauchy—Schwarz y expresa la propiedad
geométrica de que la esfera unidad de una norma que deriva de un pro-
ducto interior es, en cada plano pasando por el origen, una elipse). El
caso general, para p, ¢ conjugados, lo obtuvieron de forma independiente
HOLDER y ROGERS para sumas

HOLDER, O.: “Uber einen Mittelwertsatz”. Nachr. Akad. Wiss. Gottingen. Math.-
Phys. K., 38—-47, 1889.

y para integrales F.RIESZ en 1910. (Para los datos anteriores y otros
remitimos al lector a las paginas 372 y 387 del

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—In-
terscience Pub., 1958.

En (6.5.3) hemos visto que la convergencia en £, implica la conver-
gencia en medida. Un resultado inverso lo hemos visto en (6.5.13) y como
consecuencia en (6.5.14) hemos probado una generalizacién del teorema
de la convergencia dominada, pag.98. Respecto de esto vamos a hacer
un par de comentarios.

Por una parte dijimos que el teorema de la convergencia dominada
era uno de esos resultados que distinguian el uso de las medidas aditivas
frente a las o—aditivas, pues en las primeras no es cierto en general. Sin
embargo si es cierto el siguiente teorema de la convergencia dominada
que puede verse en la pagina 125 del

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—In-
terscience Pub., 1958.
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para medidas aditivas y funciones medibles que valoran en un espacio de
Banach.

Teorema 6.7.1 Para 1 < p < oo y g € L, se tiene que si fr, € Ly y
|fn| < g, entonces f, — [ en medida si y sélo si f € Ly, y fn — f en
L.

Por otra parte fue VITALI el primero en investigar el resultado mas
general que tuviera como consecuencia la permutacién de limite e integral
de una sucesién de funciones medibles. En 1907 publica el trabajo

VitaLl, G.: “Sull’integrazione per serie”. Rend. Circ. Mat. de Palermo, 23, 137—155,
1907.

en el que se encuentra (6.5.16) y el siguiente resultado cuya demostracion
puede encontrarse en la p.212 del MUNROE 6 en la p.178 del TAYLOR.

Teorema 6.7.2 Sean f, f, € L1. Entonces f,, — f en L1 si y sélo si
(a) fn — [ en medida.
(b) Dada A, € A, con A, | @, se tiene que para todo € > 0, existe
n € N tal que si n > N, entonces para todo m € N

/ | fm| dp <€
A

n

En cuanto a la convergencia en medida, llamada en probabilidad o
estocdstica en Teoria de Probabilidades, es una nocion cldsica en Ma-
tematicas, apareciendo implicitamente en los primeros resultados sobre
probabilidades. Esta convergencia es la correspondiente a una topologia
que vamos a analizar.

Denotemos con L el espacio de las funciones medibles y con L el de
las clases de equivalencia de funciones que coinciden casi seguro. Consi-
deremos en L las siguientes topologias:

Un conjunto C' C L es cerrado si dados f,, — f c.s., tales que f,, € C,
entonces f € C. A esta la llamaremos de la convergencia puntual.

En el resultado siguiente definimos otra topologia que llamaremos de
la convergencia en medida.

Teorema 6.7.3 Dado un espacio (Q, A, ) y L existe una base de en-
tornos para una topologia en L definidos para cada f € L, E € A con
w(E) < oo, ye,d >0, de la forma

V(f,E,e,0)={g€L: p{z € E:|f—g|>¢€} <5}
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Ademds si u es o—finita se obtiene la misma topologia si cambiamos
i por otra medida o—finita con los mismos conjuntos nulos que L.

El siguiente resultado nos da la relacion entre ambas topologias —no
de las convergencias c.s. y en medida— y complementa a (6.2.13).

Teorema 6.7.4 Si (2, A, u) es o—finito, entonces las dos topologias an-
teriores definidas en L coinciden, y pueden definirse por una métrica
respecto de la que L es completo.

De la demostracién de este se sigue facilmente el siguiente, que nos
explica por qué lleva el nombre que lleva la segunda topologia definida
en L.

Corolario 6.7.5 Si u(Q) < oo y d es la métrica que se construye en el
resultado anterior, que en este caso es

[/ — 4l }
d(f, z/{ du,
(f.9) 7 —g]
entonces d(fn, f) = 0 si y sdlo si f, = [ en medida.

Para estos tres resultados remitimos al lector a las paginas 98-100
del libro

SEcAL, I.LE. AND KUNZE, R.A.: “Integrals and operators”. Springer—Verlag, 1978.
El teorema de Egoroff aparece en el trabajo de

EGOROFF, P.TH.: “Sur les suites des fonctions mesurables”. C.R. Acad.Sci. Paris,
152, 244-246, 1911.

Este resultado tiene otra forma debida a LUSIN que puede encontrarse
en la p.19 del libro

SACKS, S.: “Theory of the integral”, 1937. Dover, 1964.

El ejemplo citado en el tema, de un espacio de Banach isomorfo a su
bidual pero no reflexivo, es de JAMES, R.C. y se encuentra en la p. 25
del libro

LINDENSTRAUSS,J. AND TZzAFRIRIL,L.: “Classical Banach Spaces I y II”. Springer—
Verlag, 1996.
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El estudio de las transformaciones conservando la medida, surgi6 a
consecuencia de ciertas consideraciones en mecanica estadistica: Supon-
gamos que tenemos un sistema de k particulas cuyo estado queda descrito
por un punto de una variedad V de dimensién 6k —cada particula viene
determinada por su posicién (3 coordenadas) y su velocidad o su momen-
to (otras 3 coordenadas)—. De este modo la historia de las k particulas
es una trayectoria en V, la cual es una curva integral de un cierto campo
tangente definido sobre dicha variedad. El flujo T3 de dicho campo nos
da para cada punto z de la variedad y cada instante ¢, el punto T3(z)
en el que se encuentra el punto x después del tiempo ¢t. Uno de los re-
sultados béasicos en mecéanica estadistica, debido a LIOUVILLE establece
que en esa variedad tenemos una medida canodnica que el flujo T; deja
invariante.

En la préactica k es tan grande que no es posible observar en todo
momento todas las particulas del sistema, por lo que preguntamos si es
posible dar la probabilidad de que en el instante ¢ el estado del sistema
pertenezca a un cierto subconjunto £ C V.

Para ser mas precisos T; es un grupo uniparamétrico, por tanto

TO = Zda Tt+7" = Tt o T?"v

y aunque dado un x € V es imposible en la practica conocer todos los
T:(z), para los t de un intervalo, s es posible conocer los puntos cada
cierto tiempo r, es decir si llamamos x1 = x es posible conocer los puntos

xo =Ty (x), a3 = Top(2) = T[T ()] = T (x2), ...
que si llamamos T' = T} no es otra cosa que la sucesién
Tn+1 = an(l') = T(Jjn)a

y T es una transformacién conservando la medida. Ahora si para cada
n € N contamos cuantos de los z1,...,z, estin en E y llamamos a
este nimero z(n), entonces si consideramos que el recinto en el que se
desarrollan las particulas es acotado (por ejemplo que se mantienen en
la atmdsfera terrestre, es decir en la capa gaseosa que rodea la tierra)
y consideramos fija la energfa total de las particulas (en particular las
velocidades de las particulas estdn acotadas), el espacio de fases estd en
un compacto y por tanto tiene medida finita, en cuyo caso si T es ergddica
podemos estimar la probabilidad de que las particulas definan un punto
que esté en E, pues
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Del mismo modo si consideramos una funcién f medible en el espacio
de fases, que representa alguna medicion fisica de las particulas, podemos
conocer su valor medio sin mas que considerar su valor medio discreto,
pues

1 i J fdu
W I

El teorema ergédico puntual (6.6.4) fue demostrado por

C.S.

BIRKHOFF, G.D.: “Proof of the ergodic theorem”. Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 17,
656660, 1931.

y supuso el que la Hipdtesis Ergodica de Mazwell-Boltzman de la teoria
cinética de los gases, se convirtiera en una consecuencia rigurosa en el
marco de la Teoria de la medida.

Otros textos que traten esta teoria son:

Yosmpa, K.: “Functional Analysis”. Springer—Verlag, 1974.
que lo estudia en el marco de los procesos de Markov. El

CORNFELD, I.P.; FOMIN, S.V.; SINAY, Y.G.: “Ergodic Theory”. Springer—Verlag,
1982.

que lo hace en el marco de las variedades diferenciables. Y el
PETERSEN, K.: “Ergodic Theory”. Cambridge Univ.Press, 1983.

Por 1ltimo remitimos al lector a la p.94 del
ARNOLD, V.I.: “Mecdnica cldsica, métodos matemdticos”. Ed. Paraninfo, 1983.

en la que se da otra version del teorema de Recurrencia de Poincare y
se comenta la siguiente paraddjica consecuencia de este y el teorema de
Liouwville:

“ Si abrimos un tabique que separe una cdmara que contiene un gas
y una cdmara en la que se ha hecho el vacio, entonces después de un
cierto tiempo, las moléculas del gas se reunirdn en la primera cdmara”.

Fin del Capitulo 6
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Capitulo 7

Espacios de Hilbert

7.1. Espacios prehilbertianos

Definicién. Sea K = R 6 C. Llamamos producto interior sobre un K-
espacio vectorial £ a toda funcién

<,>:ExE — K,

satisfaciendo las siguientes propiedades:
i) <z,x> 0, para todo z € E\{0} y <z,z>=0si z =0.
il) <ax + by, z>=a <x,2> +b <y, 2>, para x,y,z € £ y a,b € K.
ill) <z, y> =<y, x>, para z,y € £.
Llamaremos espacio prehilbertiano a todo K—espacio vectorial £ do-
tado de un producto interior <, >.

Dados z,y en un espacio prehilbertiano £, se tiene que para todo
A ek,

0 <<z 4y, Az +y>= N\ <z, 2> +2\ <z,y> + <y, y>,

con la desigualdad estricta si x e y son independientes, lo cual implica
que el discriminante del polinomio cuadratico es no positivo, es decir

281
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para ||z|| =<z, z>/?

| <z,y>[ < lz[llyl,

que es la Desigualdad de Cauchy—Schwarz, y como consecuencia de ella
es facil demostrar que || || define una norma' en &.

Definicién. Llamaremos espacio de Hilbert a todo espacio prehilber-
tiano completo para la norma que define

|z| =<z, z2>12 .

Aunque en general distinguiremos en cada resultado si el espacio que
consideramos es de Hilbert 6 prehilbertiano, podriamos restringir nuestro
estudio a los espacios de Hilbert sin perdida de generalidad, pues todo
espacio prehilbertiano es isomorfo a un subespacio denso de un Hilbert
—en el sentido de que hay un isomorfismo lineal que conserva el producto
interior—. Adema4s si existen dos Hilbert H; y Ho de los que el nuestro
es isomorfo a sendos subespacios densos en ellos, entonces H1 y Ho son
isomorfos. (Ver la Nota (6.2.17), pag.251).

Definicién. Dado un espacio prehilbertiano £, llamaremos complecion
de £ al espacio de Hilbert H —determinado salvo isomorfismos— del
que hablamos en el parrafo anterior.

La existencia de tal complecién podemos verla utilizando el hecho de
que £** es completo (ver (6.3.4, pdg.256), por tanto cada cerrado suyo
sera completo. Como &£ estd inmerso isométricamente en £** por

TreE—Tel”, wf) = fla),

(ver la Nota (6.3.6), pdg.256), basta considerar la clausura H de la ima-
gen de &£ por dicha inmersién en £**.

Dado un espacio de medida (positiva), (€2, A, 1), el espacio Ly corres-
pondiente es de Hilbert, pues su norma estd inducida por el producto
interior

<f,g>= /f?d/i«

Ademés como veremos mas adelante, estos son los tinicos espacios de
Hilbert.

IRecordemos que una norma en un K-espacio vectorial £ es una aplicacién
Illl: € = [0,00), tal que |lz]| = 0 sii z =0, ||z +yll < llzll + lyll ¥ Azl = [Alllll,
para Aenel cuerpo K=R6Cyzx,y€€.
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7.2. Propiedades de los espacios de Hilbert

‘H sera en esta leccién un espacio prehilbertiano sobre K =R 6 C.

La desigualdad de Cauchy—Schwarz [le;]|?|le2||? >< ey, ea >2, tiene
dos simples consecuencias. Una es que para K = R, en cada subespacio
bidimensional los puntos de norma 1 forman una elipse, pues si el subes-
pacio estd generado por ej,es independientes y llamamos a = |le1]|?,
b=<ey,ea> 7y c=|ea?

1 =<ze; + yeq, ze + yea>= ax? + 2bxy + cy?,

y como e; y ez son independientes, ac > b% y los puntos de coorde-
nadas (z,y) que satisfacen esa ecuacién forman una elipse. La otra la
exponemos en el siguiente resultado.

Proposicién 7.2.1 La aplicacién <, >: H?> — K es continua y para cada
x € H, las aplicaciones en H, <x,.> y <., x> son uniformemente
continuas.

La siguiente es una importante caracterizacién de los espacios prehil-
bertianos.

Ley del paralelogramo 7.2.2 Un espacio normado H es prehilbertiano
sit para cada x,y € H

lz + l” + Il =yl = 2[ll2]* + [ly]1*]-

Ademaés en un espacio prehilbertiano podemos recuperar el producto
interior conocida la norma.

Igualdad de polarizacion 7.2.3 Sea H prehilbertiano y x,y € H, enton-
ces

4 <z,y> = o +yl? - o —ylP+
+illz +iy|® - lz —iyl®, siK=C,
4<z,y>= e +yl? - e —yl?, siK=R.
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Definicién. Diremos que z,y € H son ortogonales, (v lo denotamos z L
y) si <z, y>= 0. Para cada subespacio M C H, llamaremos complemento
ortogonal de M al subespacio cerrado de H

Mt ={yeH:VexecMyLlaz}=nNeemker <z,.>.

Un subconjunto B C H se dice ortogonal si dados dos puntos distintos
z,y € B, es x L y. Diremos que B es ortonormal si ademas de ortogonal
satisface que todo = € B es de ||z|| = 1.

Un simple célculo demuestra el siguiente resultado

Teorema de Pitagoras 7.2.4 Para cualesquiera x1,...,x, € H ortogo-

nales
1Y il = il

Desde el punto de vista de la teoria de la aproximacion los conjun-
tos ortonormales son de una gran importancia, pues se puede dar una
solucion explicita al siguiente problema: Dado un subespacio y un pun-
to exterior a €l, encontrar un punto del subespacio que diste lo menos
posible del punto exterior.

Teorema 7.2.5 Sea B = {e1,...,e,} C H ortonormal y x € H. Enton-
ces ||lx — " azei]| es minimo sii a; =<z,e;>, parai=1,...,n.

Demostracién. Es consecuencia de que la iltima expresion alcanza
el valor minimo cuando los b; = a;.

||J,‘ — Z biei||2 =<T — Zbiei, T — Z biei>:
= [ll> = bia — > biai+ > bib;
= [l =D lail® + > [bs —aif*.

Definicién. Dado un subconjunto B = {e; : ¢ € I} de H ortonormal,
llamaremos coeficiente i—esimo de Fourier de un punto x € H relativo a
Ba<x,e>.

Definicién. Dado un subconjunto B C H y una funcién f : B — [0, 0o],

llamaremos
> f@),

zEB
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al supremo de todas las sumas finitas f(z1) + -+ + f(z,), donde los
xr; € B.

Es facil demostrar que
> fla) = [ fan,
zEB B

en (B,o(B), ) donde o(B) es la o—dlgebra generada por los puntos de
B y p es la medida de contar.

Recordemos que l3(B) = L2(B, o(B), ).

Como consecuencia de la definicién y del teorema de Pitdgoras (7.2.4)
tenemos el siguiente resultado.

Desigualdad de Bessel 7.2.6 Sea B C H ortonormal y x € H, entonces

Do <wy> P < lz)*.
yebB

Demostracion. Basta demostrar que para cada subconjunto finito
{b1,...,bn} C By ¢; =<z,b;>, 330, |eif® < =],

0< ||.’E — Zczb1”2 =<z — Zcibi,x — chbl>
=zl = e <bia> =D @ <a,bi>+ Y el
=lz* =D _cm =Y e+ Y lal’ = al* =Y |l

Nota 7.2.7 De aqui se sigue trivialmente que a lo sumo hay una cantidad
numerable de y € B tales que <z,y># 0y que <z,.>,<.,z>€ l3(B).
Por tanto podemos definir la aplicacién lineal

F:H—Iy(B), F(z)=<x,>

la cual es continua pues por el resultado anterior

1/2

IF@)2= | D[ <z,y> < [ll,
yeB

v |IF|l < 1. A continuacién vemos que si ‘H es completo F' es sobre.
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Teorema de Riesz—Fischer 7.2.8 Si H es de Hilbert y B C H ortonor-
mal, entonces para cada f € lo(B) existe un x € H tal que f =<x,.>.

Estos resultados nos caracterizan los conjuntos {t; € K,i € I} que
son los coeficientes de Fourier de algin punto x de un espacio de Hilbert
H relativos a un subconjunto B = {e; € H : i € I} ortonormal. Ya que
(7.2.6) asegura que es necesario que

Z |t:]* < o0,
i€l
mientras que (7.2.8) nos dice que es suficiente.

En (7.2.5) hemos visto que puede darse explicitamente la aproxi-
macién éptima de un punto de un espacio prehilbertiano H relativa al
subespacio generado por un subconjunto ortonormal y finito. En general
no existe tal caracterizacion para un conjunto C' cualquiera, sin embargo
podemos dar la existencia y la unicidad de aproximacion éptima de un
punto x € H relativa a un subconjunto C' que sea convero —es decir tal
que tz + (1 —t)y € C para z,y € C y t € [0,1]—, y cerrado.

Teorema 7.2.9 Sea H prehilbertiano, entonces:
(a) Si C C H es convexo, completo y no vacio, entonces para cada
x € H existe un unico y € C aproximacion optima de x en C, es decir
tal que
|z —y|| = mf{|jz — 2 : 2 € C}.
(b) Sea C' un subespacio cerrado en H, entonces y € C es aproxi-

macion optima de x € H en C sii x —y € C*. En este caso a y la
llamaremos proyeccion de x en C.

Teorema de la proyeccion 7.2.10 Sea M un subespacio completo de un
espacio prehilbertiano H (6 un subespacio cerrado de un espacio de Hil-
bert). Entonces existen tnicas transformaciones lineales

P:H—M Q:H— M,

tales que:

(a) Para cada x € H, x = P(z) + Q(z),

(b) Para cada x € M, P(x) = x y para cada x € M+, Q(v) = x.
(¢) le = P(x)|| < ||l — yl|, para cualesquiera x € H, y € M.
(d) Para cada x € H,

lz]]* = [1P(2)* + lQ()II*.
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Como consecuencia de este resultado podemos entender el nombre de
complemento ortogonal M+ de un subespacio cerrado M en un espacio
de Hilbert H, pues se tiene que

H=MaoM™"
En H prehilbertiano podemos definir la aplicacién
o:H—H", o(x)=0,=<,2>,
(obsérvese que en el caso complejo, <z,.>¢ H*), que es isometria pues
loall = sup{| <z,y> | : Iyl < 1} = ||z|
ya que por la desigualdad de Cauchy—Schwartz | <z,y> | < |ly|l|lz] <

llz||, vy tomando y = z/||z| tenemos la otra desigualdad. Pero ademds
tenemos que si ‘H es de Hilbert, entonces o es isomorfismo isométrico.

Teorema de Riesz 7.2.11 Si H es de Hilbert o es un isomorfismo y la
norma de H* viene inductda por el producto interior,

<Oz, 0y>=<Y,T> .

Corolario 7.2.12 Si H es de Hilbert entonces H* es de Hilbert y H es
reflexivo, es decir la isometria canonica

mixEH =T eH™, T(w) = w(z),

es sobre.

7.3. Clasificaciéon de los Espacios de Hilbert

Nota 7.3.1 Dado B C H entenderemos por < B > el subespacio gene-
rado por By por s(B) el minimo subespacio cerrado que contiene a B.
Es fécil ver que

s(B)=Adh < B >.
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Teorema de ortonormalizacion de Gramm—Schmidt 7.3.2 Sea H un es-
pacio prehilbertiano y A C H un subconjunto de vectores independien-

tes. Entonces existe B C H ortonormal tal que card(A) = card(B) y

< A>=< B>.

Definicién. Diremos que B C H es una base ortonormal para H si B
es ortonormal y dado C' ortonormal con B C C' C H, entonces B = C.

Teorema 7.3.3 Sea H de Hilbert y B ortonormal, entonces son equi-
valentes:

(a) B es una base ortonormal.

(b) B+ = {0}.

(¢) s(B) =Adh < B>=H.

(d) Para cada x € H se tiene

T = Z <z, Y>y = Z oy(x)y.

yEB yeB

(e) Identidad de Parseval. Para z,y € H

<z, y>= Z <x,2><z,y>= Z o5 (2)oy(2).

zEB zEB

(f) SizeH

2] =" <z, 2> P =) lou(2)P = Y los(a)?

z€B z€B z€B

Nos preguntamos ahora si todo espacio prehilbertiano tiene una base
ortonormal: Consideremos la familia de todos los conjuntos ortonorma-
les de H, ordenemos esta familia por inclusion. Como la unién de una
coleccién creciente de conjuntos ortonormales es ortonormal, el lema de
Zorn garantiza la existencia de un conjunto ortonormal maximal.

Proposicion 7.3.4 Cada espacio prehilbertiano tiene una base ortonormal.

Ademads como consecuencia de (7.3.3) tenemos los siguientes resulta-
dos.

2La igualdad = = ZyEB <z, y> y se entiende del siguiente modo: por la desigual-
dad de Bessel (7.2.6), pag.285, hay a lo sumo una coleccién numerable de y, € B
tales que <z, yn># 0,y Tn = > 1y <T,yi> yi —> <.
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Corolario 7.3.5 Dos bases ortonormales en un espacio de Hilbert tienen
el mismo cardinal.

Corolario 7.3.6 Sea H de Hilbert y B C ‘H ortonormal, entonces:
(a) B es una base ortonormal para el espacio de Hilbert s(B).
(b) Six € H y P(x) es la proyeccidn de x sobre s(B), entonces

P(x) = Z <x,z> 2.

z€B

Como consecuencia de (7.3.4) y (7.3.5) podemos ahora clasificar todos
los posibles espacios de Hilbert.

Teorema 7.3.7 Sea S un conjunto arbitrario y H un espacio de Hilbert
con una base ortonormal B con card(B) = card(S), entonces hay un
isomorfismo isométrico entre H y la(S).

En cuanto a los espacios de Hilbert separables tenemos.

Teorema 7.3.8 Un espacio de Hilbert H es separable sii tiene una base
ortonormal finita o numerable. Si la base tiene n elementos H es iso-
morfo a K™ y si es numerable H es isomorfo a lo(N).

7.4. Teorema Ergddico en Lo

En (6.6.4), pdgina 273 del tema anterior vimos el teorema ergddico
puntual para funciones de L; de un espacio de medida (€2, 4, ). Si la
funcidén estd en Lo hay una forma alternativa de aquel teorema en el que
la convergencia casi seguro es reemplazada por la convergencia en media
cuadratica.
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Teorema 7.4.1 Sea (2, A, u) un espacio de medida o—finita, T : Q — £
una transformacion conservando la medida, f1 € Lo, fny1 = T*(fn) =

JioT™y
1 n
i=1

entonces existe g € Lo tal que g, — g (en Lo) y verifica:
(i) T*(g9) = g c.s.
(i) [lgllz < [[f1ll2-
(iii) Se tiene <f,g>=<f, f1>, para cada f € Lo tal que T*(f) = f.

Ahora como consecuencia de (7.4.1) y lo visto en el tema anterior,
tenemos.

Corolario 7.4.2 En las condiciones anteriores y suponiendo que T es
ergodica existe ¢ € R tal que g = ¢ c.s. y ademads

(i) Si pu(2) = oo, entonces g =0 c.s.

(i) Si p(Q) < o0, entonces

1< ; 1
ﬁgfl[T (x)] — m/fld/i (Lo).
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La caracterizacién de los espacios de Hilbert, llamada Ley del para-
lelogramo aparece en el trabajo

JORDAN, P. AND NEUMANN, J.: “On inner products in linear metric spaces”. Ann.
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Capitulo 8

Espacios de Banach

8.1. El Teorema de Hahn—Banach

El teorema de Hahn—Banach es uno de los mas importantes resul-
tados del Analisis funcional. Una de sus consecuencias inmediatas es la
existencia de funcionales lineales y continuos en espacios normados, es
decir que el dual topolégico de un espacio normado no es vacio.

Pero su importancia fundamental reside en lo siguiente: Si g es un
funcional lineal definido en un subespacio S de un espacio vectorial £, no
hay dificultad en extender g a un funcional lineal definido en £. Bastaria
con extender una base de Hamel de § a £ y definir el funcional arbitra-
riamente en los elementos de la base que no estén en S, y luego a todo £
por linealidad. Sin embargo si £ es normado, g es continua y queremos
que la extensién sea continua y conserve la norma, las cosas se complican
y esto es precisamente lo que justifica el teorema de Hahn—Banach.

En los siguientes resultados € es un K—espacio vectorial (para K = R
6 C) y S un subespacio suyo.

Lema 8.1.1 Sea £ un R—espacio vectorial £ y sea p: £ — R tal que:

a) p(z +y) <plx)+ply), para z,y € €.
b) p(tx) = tp(x), parat >0 yx € &.

293
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Sig:S — Reslineal y g < p en S, entonces son equivalentes, para
ecf yceR,

c) g(x) +tc < p(x + te), para todo x € S yt € R.

d) —p(-z—e€) —g(z) <c<px+e)—g(z), paraz €S.
Ademdas para cada e € € existe un ¢ € R satisfaciendo (¢) y (d).

Teorema de Hahn—Banach 8.1.2 FEn las condiciones anteriores si g <
p en S, existe un funcional lineal g: € - R tal que g=genS yg<p
en €.

Definicién. Diremos que p : £ — [0,00), con £ un K-espacio vectorial
es una seminorma si:

a) p(z +y) < p(z) + p(y), para z,y € E.
b) p(Ax) = |A|p(x), para A e Cy x € £.

si ademds es p(z) = 0 sii = 0, diremos que p es una norma.

Teorema de Hahn—Banach complejo 8.1.3 Sea £ un C—espacio vecto-
rial y p : € — [0,00) una seminorma. Si g: S — C es lineal y |g| < p
en S entonces existe g : £ — C lineal tal que g =g en S y |g(x)| < p(z)
para todo x € E.

Si £ es un K-espacio normado, para K = R 6 C, S C £ es un

subespacio y
g:S—K

es lineal y continua, entonces g es acotada y podemos definir la seminor-
ma

p:&€—[0,00), p(x) = llgllll]|

para la que obviamente

l9(@) < llgllllz] = p(z)

y el teorema de Hahn-Banach puede aplicarse obteniendo el siguiente
resultado, del que ya hemos hablado en la pag.256, como el teorema de
Hahn—Banach.

Corolario 8.1.4 Sea £ un K-espacio normado, S C £ un subespacio y
g € 8*, entonces existe g € £*, tal que g=g en S y ||g|l = ||g]|-

Otras consecuencias importantes de este resultado son las siguientes.
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Teorema 8.1.5 Sea S un subespacio del espacio normado &, entonces:

a) Six ¢ Adh(S) y el inf{||z — 2| : 2 € S} =1 > 0, entonces existe
we& tal quew=0enS,wx)=1y|wl|=1/r

b) z € Adh(S) sii cada w € £* que se anula en S se anula en x.

c) Sixz # 0 existe w € EF, tal que |w| = 1 y w(z) = ||z||. En
particular dados x # y hay unaw € E*, con ||lw|| = 1 tal que w(z) # w(y).

Nota 8.1.6 El teorema de Hahn—Banach es esencial en el estudio de la
reflexividad. Dado un espacio normado £ podemos establecer la aplica-
cién lineal canoénica

mix el el T (w) = w(x),

para cada w € £*. En la Nota (6.3.6), pdg.256, hemos demostrado como
consecuencia del Teorema de Hahn—Banach, que 7 es una isometria.

Recordemos que un espacio normado & es reflezivo si w(€) = E**.
Los espacios de Hilbert son reflexivos asi como los espacios L,, para
1 < p < o0, sin embargo L no siempre es reflexivo como probamos a
continuacion:

Consideremos Iy = L1 (N, P(N), u), con u la medida de contar, sabe-
mos que [] = l, ahora bien [; es separable pues el conjunto

{z=(x,)€ly, IMmeN: z1,...;2, €Q, 2, =0, n >m}

es denso en [y y numerable; y que [, no es separable, pues podemos
considerar el conjunto no numerable

S={zx=(zp) €lec:YneN, 2, =0 6 2, =1}

y el conjunto no numerable de abiertos disjuntos {B(z,1/2) : x € S}.
De esto y el siguiente resultado se sigue que [; no es reflexivo, pues
en tal caso serfa 5, = 1" =[;.

Teorema 8.1.7 S5i £* es separable, entonces £ también lo es.

A continuacién vemos una aplicacién de (8.1.5-¢c) a la teoria de la
medida. En la pagina 72 del tema I hablamos de la demostracién hecha
por Banach sobre la existencia de una medida finitamente aditiva defi-
nida sobre P(R), invariante por traslaciones y que sobre los intervalos
coincidia con la de Lebesgue. Para demostrar este resultado necesitamos
la siguiente extensién del teorema de Hahn—-Banach.
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Teorema 8.1.8 Sean &, S, p:E >R yg:S — R como en (8.1.1). Sea
G=A{T: & — &} un semigrupo abeliano de operadores lineales tales que:
a) Sixz €S entonces T(x) € S y g(x) = g[T ()], para todo T € G.

b) Para todo x € £ y T € G, p[T(x)] < p(z).
Entonces hay una unica extension lineal w : € — R, tal que w =g en S,
y para todox € € yT € G, w(z) < p(x) yw[T(x)] = w(x).

Observemos que para G = {id} (8.1.8) es (8.1.2).
Como consecuencia se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 8.1.9 FEziste una medida p aditiva, definida en los subconjun-
tos acotados de R, tal que:

a) pu(t+ A) = p(A), para cada A C R acotado yt € R.

b) Si A € L(R) es acotado, entonces p(A) = m(A).

8.2. Teoremas clasicos

Definicién. Un espacio de Banach es un espacio normado y completo.

La importancia de los espacios de Banach radica en su completitud,
que es uno de los conceptos mas frecuentemente explotados en Anélisis
Funcional. La razén de esto radica basicamente en el siguiente teorema
sobre espacios métricos completos y que habitualmente se conoce como
Teorema de Baire o de la categorfa (no en sentido algebraico). Dicho
teorema tiene como consecuencia dos de los tres resultados mas impor-
tantes del analisis funcional. Nos referimos al Teorema de Banach—
Steinhaus y al Teorema de la aplicacién abierta (el tercero es el
Teorema de Hahn—Banach).

Otra importante consecuencia de este resultado, que veremos en la
siguiente leccién, y que entra en el marco de la teoria de la medida, es
el Teorema de Vitali-Hahn—Saks.

Teorema de Baire 8.2.1 Sea X un espacio métrico completo y U,, una
sucesion de abiertos densos en X, entonces NU,, es densa en X.
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Definicién. Diremos que un subconjunto £ de un espacio topolégico X
[e]

es denso en ningun lado si F = &.
Llamamos conjunto de primera categoria a la unién numerable de
conjuntos densos en ninguna parte y de sequnda categoria a los demas.

Recordemos que por (1.2.17), pdg.9si E C X' y B = X\E, entonces
se tiene .
E=0 & B=2X.

y si E es denso en ningun lado entonces F = & y por tanto E¢ es denso.

Corolario 8.2.2 Todo espacio métrico completo es de sequnda categoria.

Hay otra importante clase de espacios con la propiedad (8.2.1), los
espacios Hausdorff, localmente compactos (ver AsH, p.399).

Como consecuencia de (8.2.1) tenemos el siguiente resultado también
conocido como principio de la acotacion uniforme.

Teorema de Banach—Steinhaus 8.2.3 Sea £ un espacio de Banach, N
un espacio normado y {L; : € — N,i € I'} un conjunto de aplicaciones
lineales acotadas puntualmente, es decir tales que para cada x € £ existe
un k > 0 tal que para todo i € I ||L;(z)|| < k. Entonces

sup{||L;|| : ¢ € I} < o0.

La otra consecuencia establece que si en un espacio vectorial tenemos
dos normas completas tal que la topologia de una contiene a la de la otra,
entonces ambas topologias coinciden.

Teorema de la aplicacion abierta 8.2.4 Sea L : £ — F una aplicacion
lineal continua y sobre entre espacios de Banach, entonces es abierta.
Por tanto si L es también inyectiva entonces L es isomorfismo lineal y
continuo.

Finalizamos la leccién con una 1til consecuencia de (8.2.4), la cual nos
permite asegurar que una cierta aplicacion lineal entre espacios normados
es continuo.

Definicién. Sean £ y F espacios normados y consideremos en £ x F
la topologia producto. Diremos que una aplicacion lineal L : € — F es
cerrada si

GL)={(z,L(z)) e EX F:ax et}
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es cerrado.

La topologia producto dice que

(xmyn) - (I,y) & Tp =T, Yn — Y,

por tanto L : £ — F lineal es cerrada sii
(T, L(zy)) = (z,y) = y=L(z),

y se sigue que si L es continua entonces es cerrada. El reciproco sin
embargo no es cierto en general, pero si lo es si los espacios son de
Banach.

Teorema del grafico cerrado 8.2.5 Sea L : £ — F lineal y cerrada en-
tre espacios de Banach, entonces es continua.

Una aplicacién de este resultado es la siguiente:
Consideremos un espacio de Banach £ suma directa de dos subespa-
cios cerrados suyos

E=M®N,

entonces las proyecciones w1 : £ — M y mo : £ — N son continuas. Para
demostrarlo, como son lineales, basta ver que son cerradas. Vedmoslo
para m1: Si Xy, = Yp + 2n, CON Yy = T1(Tp) ¥ 2n = T2(Tn) ¥ (X0, Yn) —
(z,y) entonces y = m (), pues , = T, Yo > Yy E MYy 2, = Ty — yp —
x—y=2z€N, por tanto y = m1(z) y z = ma(x).

8.3. El Teorema de Vitali—Hahn—Saks

En el tema del teorema de Radon-Nikodym (4.4.3), de la pégina
174, vimos como la absoluta continuidad de una medida respecto de
otra tiene bastante que ver con el concepto topolégico de continuidad.
El problema para una correcta interpretacion en este sentido reside en
que las medidas estédn definidas en una o—4algebra A que no tiene, en
principio, estructura topoldgica (ver no obstante el ejercicio (10.11.79),
pag.424).
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En esta leccién introducimos una métrica d en la o—4&lgebra A de
un espacio de medida (9,4, 1), de tal forma que (A, d) es un espacio
métrico completo y las medidas absolutamente continuas respecto de p
son funciones continuas en (A, d).

Una o—4élgebra A tiene una estructura natural de anillo con las ope-
raciones para A,B € A

A+ B=AAB=(ANB)U(A°NB), AB=ANB
parael que A=A%>y A+ A=0.

Teorema 8.3.1 Sea (2, A, 1) un espacio de medida, entonces:
a) El conjunto I = {A € A: u(A) =0} es un ideal del anillo A y el
anillo cociente Ay = A/I es un espacio métrico completo con la métrica

d(A, B) = arctan u(AAB).

b) Si A < u, entonces A pasa a Ay y es continua.

c) AUB, AN C,AAB son continuas de A; x A; — Ar y A° de
A] — .A[.

d) Si () < oo, entonces la clausura en A; de un dlgebra Ay de A
pasada al cociente, es la o—adlgebra o(Ag) pasada al cociente.

El siguiente resultado es uno de los mas importantes en la teoria de
las funciones de conjunto. La demostracién que habitualmente se da (la
de nuestra referencia), es de Saks y consiste en aplicar el Teorema de
Baire a Ay, del mismo modo que se hace en el Teorema de Banach—
Steinhaus.

Teorema 8.3.2 Sea (2, A, u) un espacio de medida y A, una sucesion
de medidas en A finitamente aditivas y complejas, tales que N, < p,
para cada n € N. Si existe el limite \(E) = limA,(F), para cada E € A,
entonces se tiene que si w(E) — 0 entonces A\ (E) — 0 uniformemen-
te en m, es decir la absoluta continuidad es uniforme en n. Si ademds
1(2) < oo entonces A es una medida.

La dltima afirmacién es mejorada en el siguiente resultado de Ni-
kodym.

Teorema 8.3.3 Si las \,, son complejas y o —aditivas en (2, A) y exis-
te el limite finito A(E) = limA\,(E), entonces \ es una medida y la
o—aditividad de A\, es uniforme en n, es decir que A,(By) — 0 unifor-
memente en n, para cada By | @ en A.
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ambos espacios no garantice la reflexividad. Para un ejemplo demostran-
do este hecho remitimos al lector al trabajo,

JAMES, R.C.: “A nonreflexive Banach space isometric with its second conjugate”.
Proc. Nat. Sci., USA, 37, 174-177, 1951.

Fin del Capitulo 8



Capitulo 9

La transformada de
Fourier

9.1. Analisis de Fourier en Ly(7T)

Sea T'= {z € C: |z| = 1} la circunferencia unidad en C. Dada una
funcién F : T — C, la funcién

f:R—=C, f(t)=Fle"] = F[cost+isent]

es 2m—periddica y reciprocamente dada una funciéon f : R — C, 27—
periédica, entonces hay una funcién F : T — C tal que f(t) = Fle%].
Ademss f es continua sii lo es F.

Definicién. Con esta identificacién entenderemos por L,(T), para 1 <
p < o0, el espacio de las funciones f : R — C borel medibles y 27—
periddicas tales que

1 ™ 1/17
= (5 [ lrpam) " <o

Por L (T') entenderemos el espacio de las funciones f : R — C borel
medibles y 2mr—periddicas tales que || f|loco < 00.

301
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Por C(T) entenderemos el espacio de las funciones continuas F' : T —
C (equivalentemente f : R — C continuas y 27—periddicas), con la norma
del maximo.

Definicién. Llamaremos polinomio trigonométrico a las funciones de la
forma

N
f:R—=C, f(t) Z an cos(nt) + by, sen(nt)],

para a;,b; € C. Denotaremos con P(T) la coleccién de los polinomios
trigonométricos.

Nota 9.1.1 Los polinomios trigonométricos se corresponden con las fun-
ciones polinémicas en z

F:T—C, F(z ch,

pues se tiene

N

N
Z e = ¢y + Z cnlcos(tn) + i sen(tn)+
n=—N

1

ft)

N

+ Z c_p[cos(—tn) + i sen(—tn)
1
N

ag + Z[an cos(nt) + by, sen(nt)],
1

para ag = ¢g, ap = Cp +C—p ¥ by = i(cn —c_p).

Teorema 9.1.2 Los polinomios trigonométricos P(T') son densos en C(T).

Demostracién. P(T)={F:T - C, F(z) = Zngzv ¢z} es una
subélgebra del dlgebra C(T), la cual:
1) separa puntos,

2) contiene a las funciones constantes y
3) si F' € P entonces F € P.
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Se sigue entonces del Teorema de Stone—Weierstrass (ver AsH, p.393)
que toda funcién continua F' : T'— C puede aproximarse uniformemente
por funciones de P. 1

En Lo(T) tenemos el producto interior

T

1
<fvg>: o fgdma
2 J_,

respecto del que el sistema de funciones B = {u,, : n € Z}
un(t) = e, (en términos de z, u,(z) = 2")

™ ™
es ortonormal pues [ cosnt = [ _sennt = 0.

Proposicion 9.1.3 El sistema B = {u,(t) = e, n € Z} es una base
ortonormal en La(T).

Demostracién. Es una consecuencia de (7.3.3), pdg.288, pues por
(9.1.2) sabemos que P(T') =< B > es denso en C(T') con la ||.||c. Como
por otra parte en C(T) ||.]|2 < ||-]|co, tendremos que P(T') es denso con
la ||.||2 en C(T") y como a su vez veremos en (10.2.7), pag.334 que C(T') =
Cc(T') es denso en Ly(T'), pues T es compacto y Hausdorff, tendremos
que P(T) =< B > es denso en Lo(T). 1

Para cada f € Lo(T) consideremos sus coeficientes de Fourier relati-
vos a B, es decir

Fn) =<foup>= (1/27) | fe i at,
para cada n € N.

Definicién. Llamaremos Transformada de Fourier en Lo(T) a la apli-
cacién anterior

Lo(T) — 15(Z), f— f.

La cual es un isomorfismo isométrico en virtud del Teorema (7.3.3),
pag.288, ya que por (d)

f: Z <f7un> un:Zf(n)eint7

neZ nez
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lo cual debe interpretarse como que si s,(t) = 32" f(m)e™™, entonces
Sn — f en Lo. Ademads de (f) se sigue que

1913 = S 1F@P = (/20 [ I50)Pde= 1115,
neZ -7
y de (e) que dados f,g € Lo(T)

1 =
gf = f(n)gn)

nezZ

y como consecuencia de esto iltimo, tomando g = [, ), con —m < a <
b < 7, tenemos lo siguiente.

Teorema 9.1.4 Sea f € Lo(T), entonces

/f t)dt = Z/f ) e dt

nez

Lo cual es sorprendente, pues podemos calcular la integral de f en
[a, b], integrando término a término su serie de Fourier, siendo asi que no
tenemos ni la convergencia puntual de la serie. Por tltimo observemos
que el Teorema de Riesz—Fischer, nos asegura que si z, € C son
tales que Y |z,|? < oo , entonces existe una tnica f € Lo(T), tal que
los z, son los coeficientes de Fourier f (n) de f relativos a wu,,.

9.2. Analisis de Fourier en L;(T) y C(T)

Definicién. Extendemos la definicién dada en la leccién anterior, lla-
mando transformada de Fourier en Ly(T) a la aplicacién que hace co-
rresponder a cada funcién f € Ly (T) la sucesién

f:Z—C, fn)= % fe*”“fdt

Y llamaremos serie de Fourier de f € Ll(T) a

Z f(n) eint )

nez
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En la leccién anterior hemos visto que la serie de Fourier de una
f € Lo(T) converge en Lo a f. Ahora veremos la convergencia de la
serie de Fourier de una f € C(T'), como aplicaciéon del Teorema de
Banach—Steinhaus (8.2.3), pdg.297, (el cual debemos observar que es
vélido también si £ es de segunda categoria). En primer lugar se tiene
el siguiente resultado.

Teorema 9.2.1 Eziste f € C(T) tal que su serie de Fourier diverge en
0. El conjunto de tales funciones es de sequnda categoria en C(T).

Definicién. Llamaremos ¢ al espacio de Banach de las (sucesiones)
funciones f : Z — C tales que f(n) — 0 cuando |n| — oo, con la norma
del supremo.

En el siguiente resultado veremos que la transformada de Fourier en
L1(T) es una aplicacién lineal de

(9.1) Li(T) = co,

Como P(T) es denso en C(T') con la .||, también lo es con la ||.||1,
pues ||.]]1 <l ||leo ¥ como C(T') es denso en L1 (T) con ||.||1, tenemos que
P(T) es denso en Li(T) con ||.|1.

Por otra parte dado P € P(T') existe N € N, tal que para |n| > N es

/ Pe™ ™ dt =0,

—T

por lo que para |n| > N

fl =15 [ (7= Pre < |f - Pl

—T

Este resultado es conocido como Lema de Riemann-Lebesgue. Para
otra formulacién de este resultado ver Mukherjea—Pothoven, p.142-143.

Nos interesa saber si el reciproco es cierto, es decir si es sobre la
transformada de Fourier (9.1). La contestacién es negativa y hace uso
del teorema de la aplicacién abierta.

Teorema 9.2.2 La transformada de Fourier es lineal, acotada e inyectiva
pero no sobre.
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La demostracién de este resultado puede seguirse por el RUDIN, p.110.
No obstante hay que hacer algunas modificaciones pues él se basa en
resultados que tiene en el libro pero que nosotros no hemos introducido
hasta el momento. Tales modificaciones pueden realizarse con el material
desarrollado aqui por nosotros.

9.3. Anadlisis de Fourier en L;(R)

En esta leccién por L; entenderemos L1 (R, A, u, C), donde A = B(R)
6 L(R) y p es la medida de Lebesgue dividida por (27)'/2. Esta medida
hace que las expresiones en los resultados sean mas simples y simétricas.

Definicién. Llamaremos transformada de Fourier en Ly a la aplicacién
F que a cada f € L; le hace corresponder la funcién

f=F() RoC )= / f(@)e =t dp,

Una simple consecuencia del teorema de la convergencia domi-
nada nos da cierta informacion sobre el rango de F.

Proposicion 9.3.1 Para cada f € Ly, F(f) es uniformemente continua
en R.

Definicién. Dadas f,g € L; llamamos su producto de convolucion a
f*g € Ly (ver (3.6.11), pagina 149)

frg@) = [ fa = o) du.
Veamos ahora algunas propiedades de F.

Proposicién 9.3.2 Sean f,g € L1, f = F(f), g=F(g9) y z € C, enton-
ces:

a) F(f +9) = F(f) + Fg)-
b) F(zf) = 2Z(f).

c) F(f)(t) = F(f)(—t), para cada t € R.
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Q)  estd acotada y | flloe = sup{Lf D)1} < ISl

e) Si g(x) = f(x)e'®, entonces §(t) = f(t — a).

£) Si g(z) = f(x —a), entonces §(t) = f(t) e ",
)

g) F(f xg) = F(f)F(9)-
h) Sia>0vyg(z) = f(x/a), entonces §(t) = af(at).
i) Sia>0vyg(z)=af(ax), entonces j(t) = f(t/a).
j) Sig(x) = —ixf(z) y g € L1, entonces f es diferenciable y f'(t) =
(e, o

k) Si f es absolutamente continua y f' € L1, entonces (f')(t) =
itf(t).

1) Si f,, € L1 es una sucesidn convergente en Ly, entonces fn converge
uniformemente en todo R.

Los siguientes resultados estdan encaminados a describir el rango de
F, por tanto complementan a (9.3.1).

Teorema 9.3.3 Sea f € Ly, con 1 < p < oco. Entonces la aplicacion
T:R = Ly, T(y) = fy, para fy(x) = f(x —y), es uniformemente
continua.

El resultado anterior se puede probar modificando ligeramente la de-
mostracién de la p.196 del Rudin.

Teorema 9.3.4 Sea f € Ly, entonces f(t) — 0 cuando |t| — oo, es decir
f € cg. Por tanto la transformada de Fourier es una aplicacion

F L — cp.

A continuacién vemos, como consecuencia de la propiedad (k) de
(9.3.2), cémo el grado de diferenciabilidad de una funcién f € Ly y la
velocidad de decrecimiento en el infinito de su transformada f estan
intimamente relacionados.

Proposicion 9.3.5 Si f, f',..., f" 1 son absolutamente continuas y
f7f/a"'af(n ELla
entonces f((t) = (it)" f(t), por tanto

9.2) ()] = 6170 ).
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9.4. El Teorema de inversion

Hemos visto céomo la transformada de Fourier convierte “operaciones
dificiles”, como el producto de convolucién y la derivada en “operaciones
faciles”, como el producto ordinario y la multiplicacién por it. Esto hace
de esta transformada una poderosa herramienta en diversos campos de
las matemadticas, como en las ecuaciones diferenciales 6 en la teoria de
las probabilidades (en la pdg.318 veremos la relacién existente entre el
producto de convolucién y la suma de variables aleatorias independien-
tes).

Sin embargo esta utilidad seria mayor si dispusiéramos de una férmu-
la que nos permitiese reconstruir la funcién de origen a partir de su
transformada de Fourier. Este es nuestro objetivo en esta leccién. Para
alcanzarlo precisamos de la ayuda de una funcién auxiliar

h:R—[0,1]

con las siguientes propiedades:
a) hyh=F(h) € Li(R) y [hdu=1.
b) h es continua en 0 y h(0) = 1.

Una funcién con estas propiedades es
h(z) =e |7l (también valdria  h(z) =e " /2).

En el primer caso

) 1
h(t) = /e_m e M dy = —— e_lx‘[cos tr — isentx]dx
V2T

2 [ 2 1
:\/>/ e_”costﬂcdw:\/»,
T Jo w1+t

Por tanto si definimos, para s > 0, hs(z) = h(sz), entonces
—~ 1. (t 2 s
9.3 ha(t)=-h(2) =422,
9:3) (®) s (s) \/;32 +t2
/ﬁ:du = /ﬁdu =
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Estas funciones hy, € C*°(R) y tienen una gran importancia pues dada
f €Ly, f+xhs € CP®R) y se puede demostrar que f x hy — f c.s. (ver
RuDIN, p.210).

El siguiente resultado es una simple consecuencia del teorema de
Fubini.

Teorema 9.4.1 Sea f € Ly, entonces

fwmwz/?wmmaﬂw,

El siguiente resultado es una simple consecuencia de (9.3) y el teore-
ma de la convergencia dominada (2.4.12), pag.98.

Teorema 9.4.2 Si g € Lo(R) y es continua en x € R, entonces
Ii h = .
lim g hs(2) = 9(2)
Por otra parte como consecuencia del Teorema de Fubini, los resul-
tados anteriores y que en un espacio probabilistico ||.|[, < ||.|l4, para

1 <p < q < oo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 9.4.3 Sil<p< ooy f € L,(R), entonces
If*hs=flp =0 (s—=0).
Podemos enunciar el principal resultado de esta leccion.

Teorema de Inversion 9.4.4 Si f, f € L1(R) y

o) = [ Foye= d.
entonces g €co y f =g c.s.

Teorema de Unicidad 9.4.5 Si f € L1(R) y f =0, entonces f =0 c.s.
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9.5. Teorema de Plancherel

Consideremos ahora el caso Ly(R) = La(R, A, m,C). Por ser la medi-
da de Lebesgue de R, m(R) = oo, no se tiene que Ly(R) sea un subespacio
de L;(R), al contrario de lo que ocurria en el caso de la circunferencia T,
en el que Lo(T) C Ly(T). Sin embargo si f € L1(R)N Ly (R) veremos que
F(f) = f € Ly(R) y que esta F conserva la norma y es una isometria
que puede extenderse a todo Lo.

No obstante aunque la transformada de Fourier de cada f € L;(R) es
una funcién, la de una f € Lo(R) serd un elemento de Ly (R), es decir una
clase de equivalencia de funciones, y no habra en principio una funcién
de L2(R) privilegiada que la represente.

Teorema de Plancherel 9.5.1 FEuxiste una transformacion
F LQ(R) — LQ(R),

con las siguientes propiedades:

a) Es la transformada de Fourier en L1(R) N Lo(R).

b) Para cada f € Ly(R), |F(f)]2 = |-

c) F es un isomorfismo.

d) Si feLyR)y f= F(f), entonces para cualesquiera a, | —oo,
by, T 00, las funciones

by . by |
gn (1) Z/ flx)e ™ du,  ha(t) :/ F(x) et dy,

estan en La(R) y [lgn — fll2 = 0, by — fll2 = 0.

Indicacién. Lo fundamental y dificil es demostrar que para f €
LiNLy, f€Lyy | flla = |fll2. Del resto veamos una parte: Si f € Lo,
entonces f, = fljg, 4, € L1 N Lz y por el teorema de la convergencia
dominada || f,, — f||2 — 0, por tanto f,, es de Cauchy (ademéds de implicar
que L1 N Lo es denso en Lo). Pero por la igualdad del principio también
es de Cauchy fn = g, y por tanto convergente en Ly a una funcién
que denotamos F(f) y que llamamos transformada de Fourier de f,
pues si f € Ly N Ly, g, converge puntualmente, por el teorema de la
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convergencia dominada, a f y por (6.2.14), pag.250, este limite puntual
coincide c.s. con el de Ly. De este modo extendemos la transformada a
L, pero ademds por la igualdad del principio, ||gn|l2 = || f2]l2 y tomando
limites

[F()llz = lm [[gnll2 = Ym || full2 = [ f]]2,
tendremos que F es isometria en todo Ly. 1

Como una simple consecuencia de esto y de (6.2.14), pdg.250, se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 9.5.2 Si f € Ly(R) y f = F(f) € L1(R), entonces

f@) = [ O du ()
El teorema de Plancherel nos dice que la transformada de Fourier
F: LQ(R) — LQ(R),

es un operador lineal y continuo. Escogiendo una base ortonormal com-
pleta en Ly(R), F estd determinada por una matriz infinita, que adquiere
su forma mas sencilla (diagonal), cuando la base que se toma es la de
los autovectores de F, en cuyo caso los elementos de la diagonal son los
autovalores.

En la p.490 del KOLMOGOROV-FOMIN se demuestra que tales auto-
vectores son las funciones de Hermite, las cuales se obtienen ortonorma-
lizando la sucesién de funciones

2
—%/2
pn(x):x"ex/, n=20,...,00,

vy que en esta base la matriz esta formada por los valores en la diagonal
1,-1,4, —1.

El teorema de Plancherel tiene una gran diversidad de aplicaciones,
entre las que destacamos dos de indole muy diferente:

Ejemplo 9.5.3 Calculo de integrales.- Para ilustrar este punto calcule-
mos la integral del nicleo de Fejer, es decir para a > 0

INGE
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Observemos que para A = [—a, d]

)

sen(ay) e W — el

fly) = R —ry

y por tanto

1 e sen(ay))2 9 T ~5
= () =i = STl

77 T 2a
= 2Tl =

5\/27r7

por tanto para cada a > 0

[ (= e

Ejemplo 9.5.4 Caracterizacién de los subespacios cerrados de L2 (R) in-
variantes por traslaciones.

Definicién. Diremos que un subespacio M de Lo(R) es invariante por
traslaciones si para cada f € M, se tiene que f, € M, para cada a € R

y fa(z) = f(z —a).

Definicién. Una funcién f : R — C es un cardcter' si |f| =1y f(z +
y) = f(x)f(y), es decir si es un morfismo del grupo aditivo R, en el
grupo multiplicativo T'= {z € C: |z| = 1}.

Proposicién 9.5.5 Sea M un subespacio cerrado de Lo(R) invariante por

traslaciones, entonces M = F(M) es un subespacio de L2(R) cerrado e
tmvariante bajo multiplicaciones por cada cardcter continuo de R.

Demostracion. F es un isomorfismo isométrico por tanto lleva
subespacios cerrados en subespacios cerrados. Si f € M, entonces f, €

IVeremos en (9.4), pdg.315 que las exponenciales
ea(t) — e—'Lat7

son los tinicos caracteres continuos del grupo aditivo R y en la pag.239 del FOLLAND
se demuestra que son los tnicos caracteres medibles.
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M y por el teorema de Plancherel f,, — f; = F(fa), para

n

fa,n(t) _ " fa(;y) it d,u — (.’L‘ _ a) e~ it d,LL

—n

—e [ et =) [ f@e an

—n—a —n—a

pero fon — eaf en (L), por tanto e, f = f; eM.
Sea ahora £ € A, B = E°y sea

M={heLyR):h=hlg cs.},
entonces M es un subespacio de Lo (R) y verifica

heM = eahe]/w\, para todo a € R,

ademss h € M sii <h,g>= 0 para toda g € La(R) tal que g = glg
c.s., por lo que M es cerrado por ser la interseccién de los cerrados
C(g) ={h € Ly :<h,g>=0}.

Tenemos asi un subespacio cerrado M = F~1 (J/W\ ) invariante por tras-
laciones. El siguiente resultado nos dice que asi son todos estos subespa-
cios.

Teorema 9.5.6 Sea E € Ay Mg = {f € Ly : F(f) = 0 c.s. en E},
entonces Mg es un subespacio cerrado de Lo invariante por traslaciones.
Ademds cada subespacio de Lo cerrado e invariante por traslaciones es
de la forma Mg para algin E € A y si hay otro F' € A tal que Mg =
Mp entonces m(EAF) = 0, es decir que existe una biyeccion entre el
“espacio métrico” A/ ~, definido en el ejercicio (10.11.79), pdg.424, y
los subespacios cerrados de Lo invariantes por traslaciones.

9.6. El algebra de Banach L;(R)

Definicién. Diremos que £ es un algebra de Banach sobre K =R 6 C,
si es un K—espacio de Banach con una operacién interna multiplicativa
que satisface,
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a) Para cada x,y,z € €, x(y + 2) = zy + zz, (y + 2)z = yx + zx.
b) Para cada z,y € £, t € K, (tz)y = t(zy) = z(ty).
c) Para cada z,y € &, ||zy|l < [lz][|yl

El espacio Li(R) con el producto de convolucién es un dlgebra de
Banach conmutativa sobre K. Es facil ver que no tiene unidad, es decir
un elemento h € Ly, tal que h* f = f, para cada f € Ly. Ya que en caso
contrario deberfa de ser F(h) = 1, siendo F(h) € co.

Definicién. Diremos que una funcién A : £ — K es un funcional lineal
multiplicativo en el dlgebra de Banach &, si dados z,y € £ y a,b € K

Alaz + by) = aA(z) + bA(y), A(zy) = A(z)A(y).

Teorema 9.6.1 Todo funcional lineal multiplicativo A : £ — K es conti-
nuo y ||A]] < 1.

Nuestro objetivo en esta leccion consiste en caracterizar los funcio-
nales lineales y multiplicativos en Lq(R), es decir los funcionales lineales

A: L1(R) = C,
tales que para f,g € Ly
A(f * g) = Af)A(9)-
Observemos que si t € R y definimos
A: Li(R) = C,  A(f) = f(D),

entonces A es un funcional lineal y multiplicativo. Veremos que asi son
todos.

Teorema 9.6.2 Para cada funcional lineal multiplicativo A : L1 — K no
nulo, existe un unico t € R, tal que A(f) = f(t), para cada f € Ly y

f=F).

Indicaciéon. Dado un tal funcional A, como A € L} = L, por
(6.4.7), pdg.262, pues m es c—finita, tendremos que existe g € Lo, tal
que para toda f € Ly

AU = [ fgdm.
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En el RUDIN, p.208, se demuestra que g satisface para cada z,y € R

(9.4) g(x +y) = g(x)g(y),

por tanto ¢(0) = 1, pues no es nula; se demuestra que es diferenciable y
derivando en y = 0 y llamando k = ¢’(0) = a + bi

Jd(x)=gx)k = g(z)=e" = el

ahora bien g es acotada, por tanto a = 0y parat = —b € R, g(z) = e~ %=,
Por tanto

A(f) = f(t). o

9.7. La transformada de Fourier—Stieltjes

Hemos definido la transformada de Fourier de una f € L;(R) como?

f) = [ p@ydn= [ e an

para v € M = M(B(R),K), la medida (real o compleja) en A, v(A) =
S fdp, lacual es v < pu.

Nuestro objetivo en esta leccion es extender las nociones de transfor-
mada de Fourier, convolucién, etc. a los elementos del espacio de Banach
M, con la norma ||u|| = |u|(£2).

Definicién. Llamaremos transformada de Fourier—Stieltjes de una me-
dida v € M a la funcién

1R—=C, »(t)= /e*m dv.

Esta transformada conserva algunas de las propiedades de la trans-
formada de Fourier de L (R).

2Para f > 0, la igualdad Jgfdp = [ gdv, se demuestra de forma estandar: para g
indicador, simple, g > 0 y en general. Para f = fT — f~ real se demuestra utilizando
el caso anterior y que v (A4) = fA ffduyv—(A) = fA f~ du (ver el ejercicio (4.2.6),
pag.167). Para f = f1 + if2 compleja se sigue del anterior.
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Proposicion 9.7.1 Sea v € M, entonces U es uniformemente continua
en R y estd acotada por ||v|.

Sin embargo no se tiene que ¥ € ¢y, pues basta tomar v = §, la
medida de Dirac, que vale §(0) = 1 y §(B) = 0, para cada boreliano B
que no contenga al 0. Para ellaes 7 =1 en R.

Es interesante observar que si v < py v = fu, entonces ¥ = f ,
es decir que la transformada de Fourier—Stieltjes de v coincide con la
transformada de Fourier de su derivada de Radon—Nikodym respecto de
la medida de Lebesgue (modificada).

Lema 9.7.2 Si dos medidas complejas p, A coinciden en un dlgebra Ag
de un espacio (1, entonces coinciden en o(Ap).

Demostracion. Supongamos primero que son medidas reales, en-
tonces 4 = put —p~ y A= AT — X~ con las cuatro medidas finitas y tales
que las medidas finitas (positivas) u* + A~ y AT + ™ coinciden en Ay,
por tanto en o(Ag) por el Teorema de extensién de Hahn. Se sigue que
también p y A. El caso complejo se sigue del real. 1

El teorema de la medida producto se extiende facilmente a medidas
complejas.

Proposicion 9.7.3 Dadas dos medidas complejas py en (Q1, A1) y ps
en (Qa, A2), existe una unica medida compleja en el espacio producto
(21 x Q2,41 ® Ag), tal que para cada producto de medibles A x B

p1 X pio(A x B) = p1(A)pa(B),

y que para cada medible E del producto satisface

p1 X po(E) = /Ml(Ey)dm = /Mz(Ex)dﬂl-

Demostracién. La unicidad es obvia por el Lema anterior pues
dos medidas complejas que coinciden en un dlgebra (en nuestro caso las
uniones finitas disjuntas de productos de medibles, ver (1.2.6), pag.14)
coinciden en la c—&lgebra que genera (la o—dlgebra producto, ver (3.2.2),
pag.121). Ahora para la existencia basta observar en el caso real que la
medida real

= X opg A Xy =y X s — X g
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satisface la propiedad, pues

(A x B) = (1 (A) — iy (A) (13 (B) = pig (B)) = 11 (A) p2(B).-

Para el caso complejo (considerando que las medidas son u = py + s
y A= A1 +i)2) es la medida compleja

,U,1X)\l—/LQXA2+i(ﬁL1X)\2+LL2X)\1). [ |

Definicién. Dadas dos medidas reales o complejas v, A € M, del espacio
medible (R, B(R)), definimos su producto de convolucion como la medida

vid=F,(vx)\), para F:R*?5R, F(z,y)=z+v,

Proposicién 9.7.4 Sean v, \,n € M y E € B(R), entonces:
a) vx ANE) = [v(E—z)d\= [ANE —x)dv = Axv(E).
b) (wx N xn=vx(Axn),vx(A+n)=vsxA+vxn.
c)vxX=mnsii [ fdy= [ [ f(z+y)dvdX, para toda f € co.
d) v Al < 7]
e) Siv=fuy=gu, con f,g € L1(R), entonces v+ X\ = (f * g)u.
f) M tiene unidad y es la 6 de Dirac en 0, es decir que para toda
VGM se tiene que v % = v.

g)y =0\

También se tiene una relacion andloga a la formula de Parseval.

Teorema 9.7.5 Seav e M y f e L1( ) continua y tal que f= F(f) e
Ly (R), entonces [ fdv = [ f(t)o(—t)du.

Nota 9.7.6 Para terminar la leccién sélo observar la aplicacién parti-
cularmente importante, que tendra para nosotros la transformada de
Fourier—Stieltjes, cuando estudiemos la suma de variables aleatorias in-
dependientes.

Una variable aleatoria X: @ — R es una funcién medible en un
espacio de Probabilidad (2,.4, P). Tal variable define una probabilidad
imagen X,.P = Px en B(R) mediante



318 Capitulo 9. La transformada de Fourier

y se tiene que si X, ..., X, son variables aleatorias independientes, es

decir tales que para cualesquiera B; € B(R) y A; = X 1(B;), se tiene
P(NA;) = P(A;)--- P(4,),

entonces para S = X1 + --- + X, se tiene que

Pg=Px, x---% Px,,
por lo que el estudio de la distribucién Pg de S, se puede realizar, me-
diante la transformada de Fourier—Stieltjes, de una forma muy sencilla
ya que su transformada es el producto de las transformadas de las X;.
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El problema de representar una funcién por su serie trigonométrica
tiene una larga historia y en buena medida este problema fue el causante
de que se fuera aclarando el propio concepto de funcién.

El primero en considerar una serie trigonométrica

aisenxcost + azsen2xcos2t + -,

fue el suizo DANIEL BERNOULLI (1700-1782) en su intento de resolver
una de las mas importantes ecuaciones en derivadas parciales de la fisica
clésica: la ecuaciéon de ondas. Este aseguraba que tal serie representa-
ba la solucién general, aunque no argumentaba basdndose en criterios
matematicos sino fisicos.

Estudiando problemas en las teorias de propagacién del calor, oscila-
cién y otras, el Francés JOSEPH FOURIER (1768-1830), anunci6 en 1807
que cualquier funcién en x € [—m, 7] podia representarse por una serie
trigonométrica

Qa

SE

o0
+ Z (an sennx + b, cosnzx) ,
2 n=1
para a, y by los (ahora llamados) coeficientes de Fourier de la funcidn,
por esta razon tales series llevan su nombre. En 1824 dio una demostra-
cién de esto, sin embargo los encargados de informar sobre su trabajo,
LAGRANGE, LAPLACE y LEGENDRE, lo criticaron por su vaguedad y
“alegria” en los razonamientos sobre la convergencia de la serie a la fun-
cién.

En un articulo de 1828, el Alemén PETER GUSTAV LEJEUNE DIRI-
CHLET (1805-1859) fue el primero en demostrar rigurosamente la con-
vergencia de la serie de Fourier para cierta clase de funciones y esto
sin tener todavia una definicién clara de lo que era una funcién. De he-
cho el propio DIRICHLET, propuso 9 anos después, en 1837, la siguiente
definicién de funcion:

“Si una variable y estd relacionada con una variable x, de tal manera
que siempre que se atribuya un valor numérico a x, hay una regla segin
la cual queda determinado un unico valor de y, entonces se dice que y
es una funcion de la variable independiente z”.

Esta definicion de funcién se aproxima a la actual, de aplicacion entre
dos conjuntos de niimeros reales, pero lo cierto es que los conceptos de
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“conjuntoc de “nimero real.®Staban lejos de tener un significado preciso
en aquella época.

Nosotros hemos probado que para cada f € Lo(T) su serie de Fourier

converge a la funcién
F=3 fmyen,
nez
lo cual significa que para s,,(t) = 32" f(m)um(t), s, — f en (L2). Sin
embargo no hemos dicho nada sobre la convergencia puntual de la serie
a f, es decir de la convergencia s, (t) — f(t), para ¢t € R.
En la p.452 del KOLMOGOROV—FOMIN tenemos el siguiente resultado,
que es incluso valido para f € Li(T) D Lyo(T),
“Sea f € Lo(T), x € [—m,m| yt € (0, 7] tales que existe y es finita la
integral
" flxts) — f(x)

—t S

ds,

entonces la serie de Fourier de f converge en x a f(x)”.

La condicién sobre la integral es conocida como condicion de Dini.

En particular se tiene que s, (x) — f(x) si f es diferenciable en x, o
si existen las derivadas a la derecha y a la izquierda de f en .

Durante mucho tiempo permanecié sin contestacién la conjetura de
si la serie de Fourier de una funcién f € C(T'), convergia puntualmente a
f. Hasta que en 1876 DUBO1S—REYMOND dio un ejemplo de una funcién
continua cuya serie divergia en un punto (ver MUKHERJEA—POTHOVEN,
p.269). En 1915 LUSIN planteo la cuestién de si existen funciones en
Ls(T) cuya serie de Fourier diverja en un conjunto de medida positiva.
KOLMOGOROV demostré que existen funciones en Lq(T) cuya serie de
Fourier diverge en todo punto. En 1966 CARLESON contesta negativa-
mente a la cuestion de Lusin. Este resultado lo extiende HUNT, en 1968,
a todos los L), para 1 < p < oo.

Por ultimo estos resultados hacen ver el ya clasico descubrimiento de
1900 de FEJER como mas impresionante, pues con una simple transfor-
macién de las series de Fourier, se obtiene una convergencia uniforme
para cualquier f € C(T).

Teorema de Fejer 9.7.7 (Ver Kolmogorov-Fomin, p.459; Cheney, p.123).
Sea feC(T)y

N .
sn() =3 flmyet,
-N
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sus sumas parciales de Fourier, entonces para g, = (s1+ -+ sp)/n se
tiene que g, — [ uniformemente en [—m, 7).

En su primer trabajo de 1811, sobre la difusiéon del calor, Fourier
introdujo, para cada f, las integrales (que llevan su nombre)

p(t) = /000 f(x)costxdx, x(t)= C>Of(a:) sentx dx,

0

y de sus inversas, para x > 0

2 [ 2 [
= — ] dt = — > d )
f(x) /0 o(t) costa dt /0 x(t) costx dt

s s

En 1822 elaboré la teoria de las integrales de Fourier en su libro
FOURIER, J.: “Theorie Analitique de la chaleur”. 1822.

Las férmulas anteriores las obtuvo a partir de la expansion en se-
rie de Fourier de una funcién periédica, haciendo que el intervalo de
periodicidad tendiese a infinito (recomendamos al lector la p.464 del
KOLMOGOROV-FOMIN para un enfoque similar muy sugestivo).

Combinando las férmulas anteriores se obtiene el teorema de la inte-
gral de Fourier,

r@ =2 [ rcostly - dya.

Durante el siglo XIX, la teoria de las integrales de Fourier recibieron
poca atencién en comparacién a la que se daba a la teoria de las series de
Fourier, que ocuparon un lugar central en el Analisis. Las demostraciones
del teorema de la integral de Fourier, que se dieron a principios del siglo
XIX, no decian explicitamente que condicién debia satisfacer f hacia
el infinito. A lo largo del siglo, cuando las condiciones sobre f fueron
establecidas, el teorema se probaba para una familia muy reducida de
funciones.

Ya en el siglo XX, en 1910, PRINGSHEIM encontrd, en una descripcién
elaborada del trabajo que habia realizado previamente sobre este tema,
una unica condicién que era suficientemente general. Esta habia sido
dada por HARNACK y decia:

a) f(z) = 0 cuando © — +o0.
b) f tiene en un entorno de co una derivada absolutamente integrable.
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Sin embargo PRINGSHEIM senal6 que esta segunda condicién no era
del todo satisfactoria y propuso en el mismo afio otras condiciones para
el que el teorema era valido.

También en 1910 PLANCHEREL publica un trabajo en el que da su fa-
mosa extension de la transformada de Fourier a Ly (0, 00). Este resultado
habia tenido como precursor, en 1907, el Teorema de Riesz—Fischer.

En 1927 RIESZ da una prueba corta y elegante del Teorema de
Plancherel y en 1933 Wiener lo demuestra utilizando que las funcio-
nes de Hermite son una base ortonormal de Lo(R) y autovectores de la
transformada de Fourier. (Ver HEWITT-ROSS, p.251).

En 1924 H.HAHN da la primera generalizacién, realmente significati-
va, de la transformada de Fourier, introduciendo la primera versién de la
transformada de Fourier—Stieltjes. Este fue el primer paso hacia un pun-
to de vista distinto, que llevé a la creacién en 1945 de la Teoria de las
distribuciones de L.SCHWARTZ, de la que hablaremos mas adelante.

WIENER en 1925, BOCHNER en 1926 y CARLEMANN en 1935 contri-
buyeron en una u otra forma al nacimiento de esta nueva teoria.

Remitimos al lector a las pp.73-87 del libro

LuTzEN J.: “The prehistory of the theory of distributions”. Springer—Verlag, 1982.

Hemos comentado en el tema dos aplicaciones particularmente impor-
tantes de la transformada de Fourier. Una en las ecuaciones diferenciales,
que pasamos a comentar, y otra en la teoria de Probabilidades, de la que
hablaremos en temas posteriores.

La aplicacion de la transformada de Fourier a las ecuaciones diferen-
ciales se basa en que convierte la operacién de derivacién en la de multi-
plicacion por la variable independiente —salvo un factor complejo—. Por
tanto una ecuacién diferencial de coeficientes constantes, se convierte por
la transformada de Fourier en una ecuacién algebraica. Sin embargo a
este método se le suele dar poca importancia en el caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ya que la solucién de estas no ofrece dificultades.
Ademas el método de la transformada es posible si la funcién incégnita
es integrable en toda la recta y esto en general no es asi.

De mayor importancia es la aplicacion de la transformada a ecuacio-
nes en derivadas parciales, donde permite reducir la solucién de esta a la
solucién de una ecuacion diferencial ordinaria. Para una ilustracién de
esto remitimos al lector a la pag.479 del KOLMOGOROV-FOMIN, donde
se resuelve el problema de Cauchy para la ecuacién del calor.

Deciamos que la posibilidad de aplicar el método de la transformada
de Fourier a las ecuaciones diferenciales resulta considerablemente res-
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tringida, debido a que esta transformacién estd definida en L;(R). Sin
embargo se puede obtener una ampliacién sustancial de su campo de
aplicacién introduciendo el concepto de transformada de Fourier para
funciones generalizadas.

Esta idea fue introducida en 1945 por L.SCHWARTZ quien publicé el
célebre tratado en dos voliimenes

SCHWARTZ, L.: “Theorie des distributions”. Hermann, 1973.

Las funciones generalizadas son el espacio dual de un cierto espacio,
llamado de funciones test que sea “suficientemente pequeno e importan-
te”, con el objeto de que su dual sea suficientemente grande y con buenas
propiedades. Ejemplos de funciones test son C2°(R) —funciones de clase
oo y de soporte compacto—, 6 el espacio de Schwartz S, que son las
funciones de clase co que se anulan en el infinito méas rapido que cual-
quier potencia de 1/|z|, mas concretamente si z™f(™(z) estd acotado
para todo n,m > 0, lo cual equivale a que (2" f)(™(x) esté acotado para
todo n,m > 0 y en este espacio podemos definir para cada n,m > 0 las
seminormas

£ lnm = sup{(L + [))"|f " (2)| : = € R},

con las que Sy es un espacio de Frechet, es decir es completo (ver Fo-
LLAND, D&g.227).
Es sencillo probar que S, C Lj y en la pig.244 del FOLLAND se
demuestra que
F 180 = S,

es un isomorfismo. Esta simple propiedad permite extender el concepto
de transformada de Fourier a S%_ de la siguiente manera

Fri8 = 55, Frw)f =wlF(/)

paracadaw € S% y f € Sw. Con esta definicién extendemos la transfor-
mada de Fourier a una clase mucho mas amplia que L;(R), conservando
sus propiedades fundamentales.

Como CX(R) C S, se tiene que

S*. C Do = CZ(R)*.

A §% selellama espacio de las distribuciones temperadas y a Do espacio
de las distribuciones.

Remitimos al lector interesado en un tratamiento de la transformada
de Fourier en esta linea, a los siguientes libros.
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FRIEDLANDER,F.G.: “Introduction to the theory of distributions”. Cambridge Univ.Press
1982.

CRITESCU, R. AND MARINESCU, G.: “Applications to the theory of distributions”.
John Wiley, 1973.

WEIDMAN,J.: “Linear operators in Hilbert Spaces”. Springer—Verlag, 1980.

Yosipa, K.: “Functional Analysis”. Springer—Verlag, 1974.

Para un andlisis de la transformada de Fourier en Ls(R), desde un
punto de vista distinto —a partir de las transformaciones unitarias en
un espacio de Hilbert, es decir isomorfismos isométricos de un espacio
de Hilbert en si mismo—, nos remitimos al capitulo 13 del libro de

ZAANEN, A.C.: “Integration”. North—Holland, 1967.

Por tdltimo dado un grupo conmutativo localmente compacto se puede
demostrar que existe una medida, llamada de Haar y de la que hablare-
mos en el proximo capitulo, distinta de cero sobre los abiertos, acotada
sobre los compactos e invariante por traslaciones. Sobre este grupo con
esta medida en los borelianos del grupo se considera el espacio L; que
es un anillo normado con el producto de convolucion, al que se le anade
una unidad formal si no la tiene. En estas condiciones todo elemento del
anillo se representa como una funcién en su espectro —conjunto de todos
sus ideales maximales—, que hace corresponder al producto (de convolu-
cién) en el anillo el producto ordinario de funciones en el espectro. Esta
correspondencia es la transformada de Fourier.

Este aspecto de la transformada de Fourier es la base del Anélisis
arménico sobre los grupos conmutativos localmente compactos. Remiti-
mos al lector intereresado al libro

GELFAND,I.M.; Raikov,D.A. AND CHILOV,G.E.: “Les anneauxr mormes commuta-
tifs”. Gauthier-Villars, Paris, 1964.

Fin del Capitulo 9



Capitulo 10

Medida y topologia

10.1. Espacios Hausdorff LC

En esta leccién estudiaremos algunas cuestiones relativas a una de las

propiedades topolégicas mas importantes y caracteristicas de los espacios
euclideos, la compacidad local. La razén de incluir esta leccién en el
programa es que trata un concepto no desarrollado habitualmente en los
textos de topologia general, al menos en cuanto a los resultados que son
de interés para nosotros.
Definicién. Diremos que un espacio topoldgico (X,7T) —a partir de
ahora s6lo X— es localmente compacto (LC) si para cada z € X y U
abierto entorno de =, existe! un entorno compacto de x en U. Diremos
que el espacio es o—compacto si es unién numerable de compactos. Re-
cordemos que X' es Hausdorff si dados x,y € X distintos tienen entornos
disjuntos. Diremos que un espacio es HLC si es Hausdorff y localmente
compacto.

Los siguientes resultados se siguen practicamente de las definiciones.

IEsta no es la definicién de autores como: Ash, Rudin 6 Folland; que dan la (c) de
(10.1.3). En ese resultado probamos que son equivalentes si el espacio es Hausdorff.
Para la que damos aqui es vélido que un abierto de un espacio LC es LC, mientras
que para la otra en general no, y por tanto no es una buena definicién local.

325
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Proposicion 10.1.1 Sea X un espacio topolégico, entonces:

(a) Si F ¢ K C X, F es cerrado y K compacto entonces F es
compacto.

(b) Si X es Hausdorff, K C X compacto y x ¢ K, entonces existen
abiertos U y V' disjuntos tales que x € U y K C V.

(¢) Si X es Hausdorff y K C X compacto entonces K es cerrado.

(d) Si X es Hausdorff, F C X cerrado y K C X compacto entonces
F N K es compacto.

Se sigue de la definicién y del resultado anterior, que en un espacio
HLC los abiertos relativamente compactos, es decir con adherencia com-
pacta, forman una base para la topologia (recordemos que una base de
la topologia es una coleccién de abiertos tal que cualquier abierto del
espacio se puede poner como unién de abiertos bésicos).

Proposicion 10.1.2 Todo abierto de un espacio HLC, con una base nume-
rable es o—compacto.

Demostracién. Todo punto del abierto tiene un entorno compacto
en el abierto y este uno de la base con adherencia compacta y estos son
numerables. 1

Teorema 10.1.3 Sea X Hausdorff, entonces son equivalentes:

(a) X es localmente compacto.

(b) Si K es compacto, U abierto y K C U, entonces hay un abierto
V relativamente compacto, tal que K CV CV C U.

(¢) Cada x € X tiene un entorno compacto.

Demostracion. (a)=(b)=(c) son obvias.

Veamos (c)=-(a): Sea z € U con U abierto y consideremos un entorno
abierto de z, W con adherencia compacta K = W. Consideremos el
cerrado £ = U° y para cada y € I abiertos disjuntos U, entorno de x
y E, entorno de y (por ser el espacio Hausdorff), por tanto tales que
y ¢ E Entonces los compactos K, = FN KN @ tienen interseccion
NyerpKy = @ y se sigue de (1.5.3), pdg.29, que una coleccién finita de
ellos también, K, N---N K, = I y el abierto

V=wnU,n---nU,,,

satisface el resultado pues V.C KNU,, N---NU,, CU. 1



10.1. Espacios Hausdorff LC 327

Proposicién 10.1.4 Sea X un espacio HLC y X = XU{p}, dondep ¢ X.
Los abiertos de X junto con los complementarios en X, de los compactos’
de X, forman una topologia en X para la que la inclusion X — X es
continua y X es Hausdorff y compacto.

Demostracion. Veamos que es topologia:

(i) @ y X son abiertos.

(ii) Si A, B son abiertos de X, AN B también. Si A lo es de X' y
B = X\K es entorno de p, entonces AN B C X y es abierto pues es el
complementario en X del cerrado (X\A)NK.Si A= X\K;y B = X\K,
son entornos de p, su interseccién también pues es el complementario del
compacto K1 U K.

(iii) Si A; son abiertos de X su unién A es abierto de X; si B; = X\ K;
son entornos de p, su unién X'\ K, para el compacto K = NK ;j es entorno
de p y la unién de todos estos abiertos es AU (X'\K) que es un entorno
de p, complementario del compacto (X¥\A)NK C X.

Para ver que X es compacto sea V; un recubrimiento por abiertos y
sea X\ K =V} uno que contenga a p, entonces

X = (./?\K) U (Uiyékvi) = KcC Ui;ﬁk‘/i = KcC Ui¢]€‘/g\{p}

y podemos extraer un subrecubrimiento finito pues los V;\{p} son abier-
tos de X.

Para ver que es Hausdorff basta verlo para x € X y p. Tomando un
entorno compacto K de z y un entorno abierto de z, U C K, U y X\K
son abiertos disjuntos que separan los puntos. I

Este resultado nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién. Sea X un espacio topolégico HLC, llamamos compactifica-
cion de X por un punto (6 de Alexandrov) al espacio topoldgico compacto
X = X U {p}, formado por su unién (disjunta) con un punto p ¢ X y
considerando la topologia en la que los abiertos son los de X' y los com-
plementarios en X', de los compactos de X' (que son los abiertos entornos

de p).

Definicién. Sea X un espacio topologicoy f: X — K una funcion, para
K =R 6 = C. Llamamos soporte de f al conjunto

sop(f) ={z e X: f(z) # 0},

2que seran los entornos de p
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y denotaremos con C.(X) el K—espacio vectorial de las funciones f: X —
K continuas de soporte compacto. Es obvio que si f € C.(X), entonces
f(X) es un compacto de K.

A continuacién vamos a exponer una de las propiedades mas impor-
tantes del espacio C.(X) para el desarrollo de la teoria de la medida en
un espacio HLC. Pero antes veamos algunos resultados sobre funciones
semicontinuas.

Definicién. Diremos que una funcién f: X — [—o0, 00| es semicontinua
inferiormente si para cada a € R, f~![—00,a] = {x € X : f(z) < a}
es cerrado. Diremos que es semicontinua superiormente si f~'[a, o] es
cerrado 6 equivalentemente — f es semicontinua inferiormente.

Proposicion 10.1.5 (a) f: X — R es continua sii es semicontinua infe-
rior Y superiormente.

(b) El supremo de cualquier coleccion de funciones semicontinuas
inferiormente también lo es y el minimo de las colecciones finitas. Fl
infimo de cualquier coleccion de funciones semicontinuas superiormente
también lo es y el mdzimo de las colecciones finitas.

(c) SiV es abierto Iy es semicontinua inferiormente. Si C es cerrado
Ic es semicontinua supertormente.

Lema de Urysohn 10.1.6 Sea (X,T) un espacio topolégico HLC y sean
K CV, con K compacto y 'V abierto, entonces existe f € C.(X), tal que
sop(f) CV elg < f<Iy.

Demostracién. Sea QN [0,1] = {rg,r1,72,...},conrg =0,7r, =1
y mn € (0,1). Por (10.1.3) existe un abierto V con adherencia compacta
y después un abierto V; con adherencia compacta tales que

KcvicvicVocVyCV,

ahora como rg = 0 < r9 < 1 = r; aplicamos de nuevo (10.1.3) y existe
un abierto V5 con adherencia compacta tal que

VicVaCVyC VW,

y procedemos por inducciéon de tal forma que para rg, . .., r, los abiertos
V; correspondientes satisfacen

T < T = V}C‘/Z
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y el abierto V,, 1 con adherencia compacta, correspondiente a 7,41, se
construye considerando r; < rp41 < 1; con

ri=max{rr: k=0,1,...,n; rp < rpy1},
rj=min{ry: k=0,1,...,n; 7% > rp1},

ahora aplicando (10.1.3) existe V,,41 tal que
Vi CVag1 CVpy1 C Vi,

de este modo construimos una sucesién de abiertos V,, uno para cada
racional r,, de [0, 1], tales que si r,, < 1y, Vi C V. Ahora consideramos
las funciones semicontinuas inferior y superiormente respectivamente

rn Six €V, )1 sizeV,,
f”(x)_{o six ¢V, gn(x)_{rn six ¢V,

y las funciones, semicontinua inferiormente la f = sup{f,}, y semicon-
tinua superiormente la ¢ = inf{g,}, paralas que 0 < f < 1, f(z) =1
para x € K y sop(f) C Vp. Ahora basta demostrar que f = g.

Por una parte f < g, pues para cualesquiera n,m € N, f,, < g, ya
que

T >Tm = VoCVi = fn<gm,
y si para un x es f(z) < g(x), existen ry,,r, € [0,1] N Q tales que
fo(@) < fz) <rn < < g(2) < gm(2),
lo cual implica por una parte que V;, C V,, y por otra que
fa(@) =0y gm(@)=1 = z€ViNVpy,

y llegamos a un absurdo. 1

Como consecuencia podemos construir particiones de la unidad en un
espacio Hausdorff localmente compacto. Esta herramienta fundamental
que habitualmente se utiliza para reducir un problema de naturaleza
global a uno local, la vamos a usar en el teorema de representacién de
Riesz.



330 Capitulo 10. Medida y topologia

Teorema de Particiones de la unidad 10.1.7 Sea X HLC, K C X com-
pacto y Vi, ..., V, abiertos que recubren a K. Entonces existen f1,..., f, €
C.(X), tales que fi(X) C [0,1], sop(f;) CViyen K la )y | | fi=1.

Demostracién. Para cada i = 1,...,n, existen abiertos U; con U;
compacto, tales que K C U ,U; y U; C U; C V;, para ello basta conside-
rar por (10.1.3), para cada x € K e i tal que « € V;, un entorno abierto
U, C U, C Vj;, y extraer un subrecubrimiento finito, Uy, y para cada i
unir los que satisfacen Uilj C V;. Ahora por el Lema de Urysohn existen
gi € Ce(X), con I < g; < Iy, y sopg; C V. Consideremos ahora las
funciones de C.(X)

fi=g1, fo=010-g1)g2, - s fa=0=g1) (1= Ggn-1)9n,

para las que {f; # 0} C {g; # 0}, por tanto sop f; C Vi, f; < Iy, y por
induccién se demuestra que

St fo=1=0=g1)--(1-gn),

por tantoen K, fi+---+ fp,=1pues K CU;U---UU,. 1

10.2. Medidas regulares

A lo largo de toda la leccién supondremos que (X, 7) es un espacio
topolégico Hausdorff localmente compacto y que A es una o-algebra
que contiene a los borelianos B(X). En la leccién (1.7.6), pag.62, hemos
estudiado las propiedades de regularidad en las medidas de R™. Ahora
las volvemos a estudiar en estos espacios.

Definicién. Diremos que p es cuasi-regular en (X, .A) si u es finita en
los compactos de X, es reqular exterior en cada E € A, es decir

w(E) =mf{u(V): ECV,V abierto},

y es regular interior en los abiertos y en los E € A con u(E) < oo, es
decir tal que en este tipo de conjuntos

u(E) =sup{pu(K): K C E, K compacto}.
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Un espacio (X, A, 1) en estas condiciones serd llamado cuasi—regular.
Diremos que p es regular si es finita en los compactos, regular exterior
y regular interior en todo F € A y en tal caso diremos que el espacio de
medida es regular.

Como un ejemplo hemos visto en (1.7.19), pdg.64, que los espacios
(R™, B(R™), ) con p finita en los compactos (i.e. de Lebesgue—Stieltjes)
son regulares, en particular para p = m la medida de Lebesgue. La base
de ese resultado radica en que todo abierto de R™ es o—compacto. Vere-
mos a continuacion que el resultado sigue siendo valido en los espacios
con esta propiedad (recordemos que por (10.1.2), pdg.326, si el espacio
tiene base numerable todo abierto suyo es o—compacto).

Teorema 10.2.1 Sea (X, T ) Hausdorff localmente compacto, tal que todo
abierto es o—compacto. Entonces toda medida p en B(X) finita en los
compactos es reqular.

Demostracién. La demostracién es como en (1.7.19), pdg.64, modi-
ficando ligeramente el final, donde utilizabamos la existencia de abiertos
Vi, con adherencia compacta (por tanto con u(V,) < oo) y tales que
V., T X. En nuestro caso esto se sigue de (10.1.3b), pdg.326, pues basta
considerar un recubrimiento numerable del espacio por compactos K,
considerar para cada uno un abierto relativamente compacto U,, D K,
y definir los abiertos V,, = Ui, U;. 1

Como decfamos al principio de la leccién supondremos que (X, T) es
un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto y que A es una
o—-algebra que contiene a los borelianos B(X).

Proposicion 10.2.2 Sea p una medida en (X,B(X)) finita en los com-
pactos de X, regular exterior en cada E € B(X) y regular interior en los
abiertos, entonces es cuasi—reqular.

Demostracion. Falta ver que u es regular interior en cada boreliano
E con p(E) < co. Por ser u regular exterior en F, para cada e > 0 existe
un abierto V' O E, tal que u(V N E€) < e y por lo mismo existe otro
abierto U D V N E°, tal que u(U) < e. Ahora por ser regular interior en
Vy n(V) < oo, existe un compacto K C V, tal que u(VN K¢ <ey el
compacto K NU¢ C E verifica que

pEN(KUU) <w(ENK®)+u(ENU)
<p(VNKS)4+pU) <2 1
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Proposicion 10.2.3 (a) Una medida cuasi—regular y o—finita es reqular.
(b) Si X es o—compacto toda medida cuasi—regular es regular.

Demostracidn. (a) Falta ver que p es regular interior en los F € A,
con p(E) = oo, pero como existe una sucesiéon de medibles A,, T X, con
p(Ay) < oo, tendremos que p(ENA,) 1t u(E) = oo, por tanto para cada
k > 0, existe un n, tal que

kE<pu(ENA,) <p(d,) <o

y por regularidad interior existe un compacto K C EN A, C F, tal que
k< p(K).

(b) Se sigue de (a) pues p es finita en los compactos, por tanto o—
finita. 1

Definicién. Diremos que una medida (real para pus = 0 é en general
compleja)

= Fipe = =y i —ipy € M(B(X),K),

es reqular si las cuatro medidas finitas u;t son regulares. Denotaremos
estas medidas con M,.(B(X),K) é con M, si no hay confusién. Recor-
demos que M es un K-espacio de Banach con la norma ||| = |u|(X).

Proposicion 10.2.4 p € M es regular sii lo es su variacion |p|. Ademds
M. es un subespacio cerrado de M.

Demostracion. Como una medida positiva A finita es regular sii
para cada E € B(Q) y € > 0, existe un compacto K y un abierto U
tales que K C F C U y AMU\K) < ¢, se tiene que si Ay < Az son
medidas positivas y Ao es regular, entonces también lo es A\; y que la
suma de medidas positivas regulares también lo es, de esto se sigue que
po= 1 +ipg = p — py +iug —ipy , es regular sii lo es |, pues

pE < ul < pd 4y +pg 4o,

y que M,. es un subespacio de M. Veamos que es cerrado, si p, € M,
v |l — pn|] = 0, entonces p € M,. pues si K C U, entonces

[(UNK) < i = pn [(UNK) + |pn|(UNK) < | = || + || (UNK),

por tanto M, es un espacio de Banach. 1
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10.2.1. Funciones continuas y funciones medibles

Veamos ahora algunos resultados fundamentales que nos relacionan
las funciones medibles con las funciones continuas, en particular vere-
mos que una funcién medible puede convertirse en una funcién continua
variando sus valores en un conjunto de medida tan pequena como que-
ramos.

Teorema de Lusin 10.2.5 Sea (X, A, ) cuasi—regular y f: X — K me-
dible con p{f # 0} < oco. Entonces para cada € > 0 existe g € Co(X) tal
que

ple e X: f(z) #g(x)} <e

ademds g puede obtenerse verificando ||g|| = sup|g| < ||f|l% = sup |f].

Demostracién. (a) Supongamos primero que 0 < f < 1y que
existe A D F = {f # 0} compacto, por tanto existe un abierto V' con
A C V y V compacto. Consideremos la sucesién de funciones simples
que construimos en (2.2.8), pag.81,

on

1—1
fn= Z on [f’l[iz;nl’%n)’

i=1

con fn, T f. Sea ahora t; = f1 y paran > 2, t, = f, — fn_1, las cuales

toman sélo dos valores 0y 1/2", pues si f(z) € [, 5ir) = [25:2, 22),

2j —2 222 ki f(x) € (B2, 2,
fooi(@) ===y fal®)=14,7" 2 2
2 2L s f(x) € B A,

por tanto 2"t, = I¢,, con C,, C Ay > . t, = lim f,, = f. Ahora por
la regularidad de p en C), existen abiertos V,, C V y compactos K,
con K,, C C, C V, tales que u(V,\K,) < 27" y por el Lema de
Urysohn existen h,, € C.(X), con Ix, < h, < Iy, y soph, C V,, por
tanto h,, = I¢, salvo en V,\K,. Ahora la serie ¢ = > 27 "h,, converge
uniformemente, por tanto g es continua y de soporte compacto pues

{g# 0} CUsoph, CUV, CV,

por tanto g € C.(X) y f = D tn = >.27"h, = g excepto en E =
UVA\K, y u(E) <e.

(b) Si f es medible no negativa y acotada, 0 < f < M,y A compacto
el resultado se sigue aplicando (a) a f' = f/M.
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(c) Si f es medible real y acotada y A compacto aplicamos (b) a f+
ya f~.

(d) Si f es medible real y acotada pero no existe el compacto A, por
regularidad interior en F existe un compacto K C F, con p(F\K) < €/2
y aplicamos (¢) a f’ = fIk, observando que f = f’ salvo en F\K y que
{f =gtn{f=f1C{f =g} vy el resultado se sigue pasando a los
complementarios.

(e) Si f es medible real, consideramos A4,, = {|f| > n} C F, siendo
Ay, | @, por tanto p(A,) | 0y aplicamos (d) a f' = fIac que es acotada
y f = f' salvo en A,. Si f es compleja consideramos la parte real y la
imaginaria.

Por tltimo si sup |f| = a < oo, consideramos la aplicacién continua
o(z) =z sl |z| <ay ¢(z) =az/|z| si|z| > a, entonces ¢ o g satisface los
dos apartados, pues {pog # f} C{g# f}. 1

Como consecuencia de este resultado y del Lema de Borel-Cantelli,
tenemos que las funciones medibles acotadas, son limite c.s. de funciones
continuas.

Corolario 10.2.6 En las condiciones del Teorema de Lusin supongamos
que | f| <1, entonces ezisten g, € C.(X), con |gn| <1, tales que f(x) =
lim g, (z) c.s.

Demostracion. Por el Teorema de Lusin para cada n existe g, €
Ce(X), con |gn| <1y p{gn # f} < 27™. Ahora por el Lema de Borel-
Cantelli, ver ejercicio (1.3.6) de la pdgina 18,

S {gn # fy=1<00 = p(limsup{g, # f}) =0

y fuera de este conjunto g, (z) = f(x) a partir de un n. 1

Corolario 10.2.7 En un espacio de medida cuasi—regular C.(X) es denso
en Ly, para 0 < p < oo.

Demostracién. Dada f € L, y € > 0 sabemos por 6.2.16 (pégina
251), que existe una s € S tal que ||f — s||, < ¢, y por el Teorema de
Lusin una funcién g € C.(X), con |g| < ||s||., tal que g = s salvo en un
boreliano E con u(E) < (e/2||s]|)?, por tanto

1/p
ls=ally = ([ 1o aPan) < 2sllonte) <
E

yIlf=gllp <26 n
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Nota 10.2.8 Comentemos brevemente el significado particular de este
dltimo resultado cuando

(X, A, p) = (R, L(R™),m).

En C.(R™) tenemos que para cada 0 < p < oo, las seudométricas
d, definidas en L, son realmente métricas, pues si f(z) # g(z), para
f,9 € C.(R™) y z € R™, entonces y sélo entonces existe un abierto V' en
R™ en el que f # g, y esto equivale a que

[ir=grin>0 spaap=cc |f =gl >0
ademads también se tiene que

[£lloe = I1fIloe = sup{|f(2)] : 2 € R"},

pues {|f| > || fll} = @, por tanto || fllee < ||f|l5 v para todo e > 0,
{If] > lIfl5% — €} es un abierto no vacio y por tanto no es localmente
nulo, de donde ||f|lcc > || fll% — €

Por (10.2.7) sabemos que C.(R™) es denso en L, (R™) que es completo,
por tanto L,(R™) es la complecién del espacio métrico (C.(R™),d,). En
particular, para p = n = 1, si definimos la distancia entre dos funciones
continuas f y g de soporte compacto en R como la integral de Riemann
J|f(z) — g(z)| dz, entonces la complecién del correspondiente espacio
métrico consiste en las funciones Lebesgue integrables en R (siempre que
identifiquemos cada dos que difieran en un conjunto de medida nula).

La importancia de estos casos estriba en que la complecién del es-
pacio métrico de funciones C.(R™), no es necesario verla como clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy —como habitualmente ocurre—,
sino como un espacio de funciones de R™ mas amplio (con la identifica-
cién de las que difieran en un conjunto nulo). El caso p = oo es distinto
de los demds casos, pues la complecién de C.(R™), con la métrica do no
es Lo (R™), sino el espacio Co(R™) de las funciones continuas en R™ que
se anulan en el co, como veremos a continuacion.

Definicién. Diremos que una funcién f: X — K se anula en el oo si
para cada € > 0 existe un compacto K C X, tal que para cada x € K¢
se tiene |f(z)| < e. Denotaremos con Cy(X') el K—espacio vectorial de
las funciones continuas f que se anulan en el co.

Trivialmente se tiene que C.(X) C Co(X), y si X' es compacto entonces
se da la igualdad, en cuyo caso escribiremos

C(X) = Ce(X) = Co(X).
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Nota 10.2.9 Sea X Hausdorff localmente compacto y X su compacti-
ficacién por un punto p (ver (10.1.4), pag.327). Entonces se tiene la
inclusién isométrica

Co(X) — C(X) - f(z) sizeX
7 fz) = .
f - f 0 siz=p
y mediante esta aplicacién Co(X') es isomorfa a su imagen que es el
hiperplano cerrado de C(X)

kerp = {f € C(X): f(p)=0}.

Del mismo modo su subespacio C.(X) es isomorfo a su imagen que es el
subespacio de C(X) de las funciones cuyo germen en p es nulo, es decir
que se anulan en un entorno del p.

Podemos considerar el cociente® C(X)/Co(X), considerando en C(X)
la relacién de equivalencia f ~ g sii f — g € Co(X) 6 equivalentemente
f(p) = g(p) y tenemos la sucesién exacta

0 — C(X) = CX) — CA)/C(X)=K — 0
oo~ f e =) =fp)

que usaremos mas adelante en la pdg.344. Observemos que ademas el

isomorfismo p: C(X)/Co(X) = K, p([f]) = f(p) es isometria de espacios

normados, pues para la funcién constante g € C(X), g(z) = f(p) se

tiene f ~ g y para cualquier h € C(X), tal que h(p) = f(p) se tiene

[f ()| = llgll < [[All = sup [A(z)[, por tanto [[[f]]| = llgll = |/ (p)I

Teorema 10.2.10 Sea X HLC, entonces Co(X) es de Banach con la nor-
ma

(10.1)

1f1l% = sup [f ()],
reX
y Ce(X) es denso en él.

Demostracion. Por la nota anterior basta demostrar que C (X) es
completo, pues Co(X) es un cerrado suyo. Sea f,, € C(X) una sucesién

3Dado un espacio normado E y un subespacio cerrado suyo M consideramos el
espacio normado cociente, E/M = {[z] = x + M : = € E}, con las operaciones y
norma

[+ [y =[z+yl, Alz]=[], 2]l = Wf{llyll : y € z + M}.

Ademads si E es de Banach, también lo es el cociente (ver Hewitt—Stromberg, pag.222).



10.3. Teoremas de representacién de Riesz 337

de Cauchy, entonces f,(x) es de Cauchy uniformemente en X, por tanto
existe f(x) = lim f,,(z) y es continua pues f, loesy

[f(@) = fF)l < [fu@) = f@)| + [ ful@) = fu()] + [ fuly) = F(y)].

Ahora veamos la densidad, dada f € Co(X) y € > 0 hay un compacto
K C X tal que|f(z)| < e fuera de K y por el Lema de Urysohn existe una
funcién g € C.(X),con0 < g<1lyg=1en K, entonces h = fg € C.(X)
yIIf —hllee <e @

10.3. Teoremas de representacion de Riesz

Es fécil ver que si p es una medida en (X, B(X)), tal que u(K) < oo
para cada compacto K, entonces podemos definir el funcional lineal

AC(X) 5K, A(f) = / fdu,

pues si f es continua entonces es medible y si es de soporte compacto es
integrable, ya que es acotada || f||L, = sup{|f|} < oo, por ser continua, y
J 11 < 1 f]l5epelsop(f)] < co. Ademds A es positivo en el sentido de que
si f >0, A(f) > 0. Observemos que ademds si p es finita, entonces A es
continua y [JA]] < () = [ul].

Ahora nos planteamos la siguiente cuestion: json de esta forma todos
los funcionales lineales y positivos en C.(X)?. Veremos que si, ademds
de modo unico si imponemos que u sea cuasi—regular. Observemos que
para K = C, si A: C.(X,C) — C es lineal y positivo, entonces estd deter-
minado sobre C.(X,R) C C.(X,C), pues si f € C.(X,C), f = f1 +ifa,
con las f; € Co(X,R) y A(f) = A(f1) + iA(f2), ademds si f € Ca(X, R),
A(f) € R, pues A(f) = A(F) — A(F) y A(FH), A(F) = 0.

Teorema de Representacion de Riesz | 10.3.1 Sea (X,7) un espacio
topoldgico HLC' y A un funcional lineal y positivo en C.(X), entonces
existe una Unica medida p, cuasi-reqular en B(X), tal que para cada

feC.(X).
A = [ fan
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Demostracién. Unicidad. Si i es cuasi-regular y satisface el re-
sultado entonces para cada abierto U € T y f € Co(X), con sop(f) C U

y0< f<Iy,
f>=/fdu§u<U)

por otra parte para cada compacto K C U, existe h € C.(X),por el
Lema de Urysohn (10.1.6), con sop(h) C U y Ix < h < Iy, por lo
que p(K) < A(h) < p(U), y como p es regular interior en el abierto U
tendremos que

(102)  u(U) = sup{A(f) : f € Cul), sop(f) C U, 0< f < Iy},

y por tanto p estd determinada de modo dnico en los abiertos y como es
regular exterior en todo conjunto, es tnica.

Existencia. De existir y, la igualdad (10.2) nos indica la tinica forma
de definirla en T y tiene las propiedades: (a) u(@) = 0; (b) w(U) >0
para todo abierto U, por ser A positivo; (c) u(E) < u(U) para E C U
abiertos.

Ahora la demostracion consiste en:

(1) Construir una medida exterior pu* que extienda a p.
(2) Demostrar que B(X) C A..

(3) Demostrar que pu = fi o) s cuasi-regular.

(4) Demostrar que A(f) = [ fdu, para toda f € C.(X).

(1) Por (1.4.3), pdg.21, podemos definir la medida exterior
= inf{z w(4;) . E CUA,;, A; abiertos},

la cual verifica
(10.3) ' (E)=f{uU): ECU, UeT}.

(lo cual nos dard autométicamente la regularidad exterior) para lo cual
basta demostrar que si U, € T y U = UU,, que es abierto, entonces
w(U) < 22m(Un). Sea f € Co(X), con sop(f) C Uy 0 < f < Iy,
entonces por ser sop(f) compacto tendremos que existe m € N, tal que
sop(f) C U™, U;, ahora por (10.1.7) existe una particién de la unidad
g1, 9m € Ce(X), consop(gs) C Ui, 0 < g; < Iy, y 1 =3 gi en sop(f).
Entonces f =" fg:, sop(fg;) CU; y 0 < fg; < Iy,, por tanto

ZA f9:) gz )< D uU
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y tomando supremo se sigue por (10.2) u(U) < > u(U,) y por tanto la
igualdad (10.3). Ahora bien por esta igualdad y la propiedad (c) anterior
se sigue que p* extiende a p, es decir que si F es abierto pu*(E) = p(E).

(2) Sea U abierto y veamos que es A,—medible, para lo cual basta
ver que si E C X, con p*(E) < oo, entonces

pH(E) Z p (ENU) +p"(ENUS).

Supongamos primero que F es abierto, entonces por la definicién
(10.2) de p(UNE), para cada € > 0 existe f € C.(X), con sop(f) C UNE,
0< f<Iyney A(f) > p(UNE)—ey como V = ENsop(f)° también es
abierto, existe g € C.(X) consop(g) CV,0<g < Iy yA(g) > pu(V)—e,
ademds sop(f +¢g) C Eycomog=0en V¢y f =0en V, entonces
0< f +g< Ig y

w(E) 2 A(f +g) = A(f) + Alg) > p(UNE) + (V) — 2¢
> ' (UNE) + 1" (U N E) — 2,

y el resultado se sigue haciendo ¢ — 0. Consideremos ahora que E es
arbitrario y que pu*(F) < oo, entonces por (10.3) para cada ¢ > 0 existe
un abierto V' D E, tal que u(V) < p*(E) + €, por tanto

pH(E) +e>p(V) 2 p (VNU)+p (VU
> (ENU)+p (ENU°).

3) u= /,LTB( x) ©s cuasi-regular: Es regular exterior por definicién.

Veamos que es finita en cada compacto K: si I < f para f € C.(X)
(que existe por el Lema de Urysohn) y elegimos un ¢ > 1 tendremos
que K C {f > 1/t} = U, por tanto u(K) < p(U:), pero ademds Uy
es abierto y por (10.2) u(U;) < tA(f), pues para toda g € C.(X), con
sop(g) C Uy y 0 < g < Iy,, tendremos que g < tf y por ser A positivo
A(g) < tA(f). Ahora haciendo t — 1, u(K) < A(f) < oo y p es finita en
los compactos. Ahora si U D K es un abierto, por el Lema de Urysohn
existe f € C.(X), con Ix < f < Iy y sop(f) C U, por tanto

w(K) < A(f) < pU),
y por ser u regular exterior tendremos
(10.4) W(K) = if{A(f) : f € CX), I < f}.

Veamos ahora que p es regular interior en cada abierto U, para ello
sea r < p(U) entonces por (10.2) existe g € Co(X), con g < Iy, K =
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sop(g) C U, tal que r < A(g) < u(U), y para toda f € C.(X), con
Ix < f, tendremos que g < f, por tanto A(g) < A(f) y por (10.4)
A(g) < u(K), por tanto r < pu(K) < pu(U) y se tiene el resultado.

(4) Por linealidad basta ver que A(f) = [ fdu, para f > 0. Sea e >0
y consideremos para cada n € N

0, si f(z) < (n—1)e,
falz)=q f(x) — (n—1)¢, si(n—1)e< f(z) < ne,
€, si ne < f(x),

entonces f, € C.(X) pues para Ko = sop(f) y K, = {ne < f},
sop(fn) C K,—1 y todas son nulas salvo un numero finito, pues para
un m suficientemente grande f(x) < me, ya que f es acotada. Ademads
f=Yr fny€lk, < fn<elk, ,, por tanto integrando se obtiene la
primera de las desigualdades

en(F,) < / Fodp < ep(Kn_y),
€/~L(Kn) S A(fn) S €M(Kn71)7

y la de la izquierda en la segunda se sigue de (10.4) y eIk, < f, y lade
la derecha también de (10.4), pues para cada g € C, con Ix, , < g, es
fn <eg,yaque f, <elk, ., portanto A(f,)/e < A(g). Ahora sumando
en ambas desigualdades se tiene que

St < [ Fn A <€D plka),
n=1 n=0

y por tanto

‘ [ ran- A(f>| < ul(Ko) — p(Kom)] < (o),
pues Ky, C Koy p(Kpm) < p(Ko). 1§

Nota 10.3.2 Observemos que el enunciado del Teorema de Riesz se pue-
de cambiar en los siguientes casos:

Si X es o—compacto, poniendo regular en vez de cuasi-regular, por
(10.2.3), pag.332.

Si todo abierto de X' es o—compacto, poniendo simplemente finita en
los compactos en vez de cuasi—regular, que por (10.2.1), pdg.331 equivale
a ser regular.
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Corolario 10.3.3 En las condiciones del Teorema anterior si ademds A
es continua, entonces la medida p es regular y finita y ||p|| = p(X) =

[[A]-
Demostracién. Por (10.2) se tiene la igualdad en

Al < p(X) = sup{A(f) : feCe(X), 0<f <1} <[A]. u

Nota 10.3.4 Si denotamos con M el subconjunto de las medidas posi-
tivas de M,. (ver definicién 10.2, pdg.332) y con C.(X)** los funcionales
lineales continuos y positivos en C.(X), el resultado anterior nos dice
que hay una biyeccién isométrica entre ellos, que entenderemos mejor
en el segundo Teorema de Representacién de Riesz (10.3.7), pdg.343,
en el que nos preguntamos si hay un resultado andlogo para C.(X)*, es
decir para los funcionales lineales continuos sin que sean necesariamente
positivos.

En este sentido lo primero que observamos es que la aplicacién res-
triccién

Co(X)" = Cc(X)7,

es un isomorfismo isométrico, pues es inyectiva por ser C.(X) denso en
Co(&X) (ver (10.2.10), pdg.336); y es sobre y conserva la norma por el
Teorema de Hahn-Banach (6.3.7), pdg.257.

Por otra parte cada funcional lineal y continuo complejo I € Co(X, C)*

estd determinado por su restriccién J a Co(X,R), pues para cada f =
fitifa € Co(X,C), I(f) = I(f1)+il(f2) = J(f1)+iJ(f2) y J = Ji+iJa,
para J; € Co(X,R)*, funcionales lineales y continuos reales. Veamos que
cada J; € Co(X,R)* tiene una descomposicion de Jordan.

Teorema 10.3.5 Si J € Co(X,R)*, existen funcionales lineales conti-
nuos y positivos JT,J7 € Co(X,R)*, tales que J = JT — J~.

Demostracién. Para cada f > 0, f € Co(X,R), definimos
JT(f) =sup{J(9) : g€ Co(X,R), 0<g< [}

el cual es finito pues para cada g del conjunto |J(g)| < ||J]|||f]|, POT
tanto 0 < JV(f) < |[J||f|loo- Ademds para cada ¢ > 0, JT(cf) =
cJV(f) ysi fi, f2 >0, f; € Co(X,R), entonces

(10.5) T (fi+ f2) =TT (f1) + T (f2),



342 Capitulo 10. Medida y topologia

pues por una parte si 0 < g; < fi y g; € Co(X,R), 0< g1 + g2 < f1 + fo
siendo JT(f1 + f2) > J(g1 + g2) = J(g1) + J(g2) y tomando supremos
JH(fi+ f2) = JT(f1) + J7(f2); v por otra parte si 0 < g < fi+ fa ¥
g € Co(X,R), considerando g1 = min(g, f1) y g2 = g — ¢1, tendremos que
9i € Co(X,R), 0< g1 < f1 y 0< g2 < fa, por tanto

J(g) = J(g1) + J(g2) < JH(f1) + T (f2),

y tomando supremos tenemos la otra desigualdad.
Ahora para cada f € Cy(X,R), consideramos f = f+—f~ y definimos

T =T =T (),

observando que si g,h > 0, g,h € Co(X,R) y f = g—h, entonces también
JT(f)=J%(g) — J"(h), pues fT +h =g+ f~ y por (10.5)

T+ T ) =T 9+ T (f7) =
TE) =T (f7) =T (g) = T ().

De esto se sigue que J¥ es lineal, pues para f, g € Co(X,R) como f+g =
fT+gt—(f~ +9g ), tendremos que

JHf+9) =J (T +gh) =T +97) =T+ T (),

y para c € R, JT(cf) = ¢JT(f). Adem4s es positivo y continuo, pues es
acotado ya que para cada f € Co(X,R)

[T < max{JT(F7), JT(f7)}
< 11 max{] £ floos 1~ lloo} = 11 flloc

y [T < ||J]]. Por tltimo definimos J~(f) = J*(f) — J(f), el cual es
lineal, continuo y positivo y se tiene el resultado. 1

Corolario 10.3.6 Para cada funcional lineal y continuo complejo I €
Co(X,C)*, emisten cuatro medidas finitas y requlares uii, coni=1,2,
tales que para p = pf — py +ipg —ipy € M(B(X),C),

1) = [ tan
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Demostracion. Se sigue de los resultados anteriores pues para cada

f=fi+if2 €Co(X,C), JE(f)= [ fdufy

I(f) = I(f1) +il(f2) = J(f1) +iJ(f2)
= Ji(f1) +ila(f1) +i(Ji(f2) +iJ2(f2))
= JF(f) = JIr (f) +i(IS () = I3 (f1)
+ilJ (f2) = Iy (f2) +i(JS (fo) = T (f2))]. W

Dada p € M, el funcional
AiGo(X) K, A= [ £,

es lineal y continuo pues

AN =1 [ fdul < [ 11 < 1l

v [|A]] < ||p]|- El siguiente teorema nos asegura que todos los funcionales
lineales y continuos en Co(X') son de esta forma y que ademds || Al = |||

Teorema de Representacion de Riesz Il 10.3.7 La aplicacion

M, = Co(X)",  p— A, A(f):/fdu,

es un isomorfismo isométrico.

Demostracién. Que es sobre lo hemos visto en (10.3.6). Veamos
que es isometria, es decir que si p € M, y A(f) = [ fdu, entonces
IIAll = ||¢|l- La desigualdad ||A]] < ||u|| acabamos de verla y por otro lado
si consideramos la representacién polar de p, h = du/d|p|, con |h| = 1
(ver (4.4.11), pdg.180) y cualquier € > 0, tendremos por el Teorema de
Lusin (10.2.5), p4g.333, que existe f € C.(X), con ||f|'c <1y f=h
salvo en un boreliano E con |u|(E) < ¢/2. Por tanto

IIuII:\uI(X):/Ehdlul:/Edu:\/(f+ﬁff)dul
< \/fdu|+|/(5*f)du| < IACH)| +2l(E) < A +e
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Nota 10.3.8 El caso compacto de este Teorema es aparentemente un
caso particular, sin embargo es el general, pues tomando duales en la
sucesién exacta (10.1), pdg.336,

0 — C(X) = CX) —= CA)/C(X)=K — 0
o~ =~

tendremos la sucesién

0 - K — CA)* — C&)* — 0
A ~ A|C0
a ~ ap ~ 0

siendo la norma del espacio Co(X)* la cociente, es decir
[Ajc,ll = Inf{||T| : T € C(X)*,T = A en Co},

pues por un lado se tiene la desigualdad > por el Teorema de Hahn-
Banach, (6.3.7), pag.257, ya que existe I' € C(X)*, verificando I' = A
en Co y |IT'|] = [[Ajc,|l ¥ por otro lado la <, pues para cualquier T" del
conjunto

Ao [l = sup{|A(S) = f € Co, [If]] =1}
= sup{[L(f)[: f € Co, [ fl =1} < [[T[].

Y por otro lado tenemos la sucesion exacta

0 - K — M.(X) - M.(X) — 0
K ~ Hyx
a ~ ady, ~ 0

con lo que el isomorfismo isométrico en el caso compacto implica el del
caso localmente compacto

C(X) = Mo (X) = Co(X) = M, (X).
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10.4. Regularidad. T. de Radén—Nikodym

Una interesante propiedad topolégica de las medidas regulares es que
para ellas existe el cerrado mas pequeno en el que esta concentrada toda
la medida.

Teorema 10.4.1 Sea X HLC y A una o—dlgebra que contenga a B(X).
Si p es una medida cuasi-reqular en A, entonces la unidn de todos los
abiertos de medida cero por p, es un abierto A con p(A) = 0.

Demostracién. Por ser p cuasi-regular es regular interior en el
abierto A = UA;, por tanto

p(A) = sup{u(K): K compacto, K C A} =0,

pues para cada K existen iy, ...,i,, K CUA;; y u(K) < > u(A;;) =0.
1

Definicién. Sea X HLC, A una o—dlgebra que contiene a B(X') y pu una
medida regular en 4. Llamaremos soporte de p al cerrado sop(u) = A€
del resultado anterior. Si p es real finita 6 compleja, entonces llamamos
soporte de p al soporte de |u|.

A continuacién vemos algunas propiedades del soporte de una medida
en relacién con la integracion de funciones continuas.

Ejercicio 10.4.1 Sea (X, A, 1) como en (10.4.1). Demostrar:
(a) Si f: X — [0, 00) es continua entonces [ fdp = 0sii f = 0 en el sop(p).
(b) = € sop(u) sii para toda f € C.(X) no negativa, tal que f(x) > 0, se
tiene [ fdu > 0.

Definicién. Sea £ una familia de funciones f: X — R. Diremos que £
estd dirigido superiormente si dadas f,g € £ existe h € &, tal que f < h
yg<h

Podemos dar una version del teorema de la convergencia dominada
con este nuevo concepto.

Proposicion 10.4.2 (Ver Cohn,p.229). Sea (X, A, 1) como en (10.4.1)
y € una familia de funciones semicontinuas superiormente, no negativas
y dirigidas superiormente, entonces

/supEd,u:iupg){/hdu}.
€
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Terminamos esta leccion contestando a dos preguntas en relacién con
el teorema de Radon—Nikodym. Si v = fu y p es regular jes v regular?,
ipodemos caracterizar estas v aunque g no sea o—finita?

Teorema 10.4.3 (Ver Cohn,p.223). Sea X HLC y p una medida regular
en B(X). Si f € L1 yv = fu, entonces v es regular.

Teorema 10.4.4 (Ver Cohn,p.224). Sea (X,B(X), 1) como en (10.4.3)
y sea v una medida reqular, real finita 6 compleja. Entonces son equiva-
lentes:

(a) Eziste f € Ly tal que v(A) = [, fdp en B(X).

(b) Para A € B(X), si u(A) =0 entonces v(A) = 0.

(¢) Para K compacto, si u(K) =0, entonces v(K) = 0.

Corolario 10.4.5 (Ver Cohn,p.224). Sea (X,B(X), ) como en (10.4.3).
La aplicacion

L: Li(X,K) = M (X, K),  L(f) = fn,

induce una isometria lineal de Ly en el subespacio de M,. de las medidas
absolutamente continuas respecto de .

10.5. El dual de L; en un espacio Hlc

Hemos visto que L, y L, son espacios duales para 1 < p,q < 00
conjugados. Y que Lo, es el dual de L; en un espacio de medida o—
finito. Veremos ahora que bajo ciertas condiciones topoldgicas este tltimo
resultado es cierto aunque el espacio de medida no sea o—finito. Para ello
utilizaremos el primer teorema de representacién de Riesz y los resultados
que a continuaciéon desarrollamos.

Proposicion 10.5.1 Sea X un espacio HLC, A: C.(X) — K lineal y po-
sitivo y (X, As, n*) como en (10.3.1). Entonces son equivalentes:

(a) B € A,.

(b) BNU € A, para todo abierto U con u(U) < oo.

(¢) BN K € A, para todo compacto K.
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Por otra parte tenemos las siguientes propiedades del espacio de me-
dida (X, A, u*), en cuya demostracién se hace uso del Lema de Zorn.

Proposicion 10.5.2 En las condiciones de (10.5.1) existe una familia K
de compactos disjuntos de X tales que:

(a) u(K) > 0, para cada K € K.

(b) w(KNU) >0, para cada abierto U y K € K con KNU # @.

(c¢) Si Ae A, y pu(A) < oo, entonces ANK # & a lo sumo para una
coleccion numerable de K € K. Ademds pu(A) = > jeexe (AN K).

(d) Ae A, sit ANK € A, para cada K € K.

(e) f: X = K es medible sii para cada K € K, fIx es medible.

Volviendo ahora al tema que nos ocupa, podemos demostrar, como
consecuencia de (10.5.2) la siguiente relacién entre L} y Loo.

Teorema 10.5.3 (Ver Cohn,p.235). En las condiciones de (10.3.1) para
el espacio de medida cuasi-regular (X, A, u*), la aplicacion

Tile—Li. T(0)(0)= [ fadu,
para g € Loo y f € L1, es un isomorfismo isométrico.
Debemos decir que aunque el teorema es vélido reemplazando el es-

pacio de medida (X, A, p*) por (X,B(X), ) cuando p es o—finita en
B(X), esto no es cierto en general (ver Cohn, p.236).

10.6. Funcionales de Raddn

En esta leccion veremos la relacion existente entre los dos conceptos
de integraciéon que habitualmente siguen los textos: el abstracto, que
es el que nosotros hemos desarrollado y el topolédgico, desarrollado por
Bourbaki y que pasamos a comentar.

Definicién. Llamaremos funcional de Radon positivo en un espacio HLC
X, a todo funcional lineal y positivo

A: C.(X,R) — R,
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es decir tal que si f > 0 entonces A(f) > 0.

Dado un funcional de Radon positivo A en X, Bourbaki define un
nuevo funcional I: S, — [0,00] en el espacio de las funciones h: X —
[0, 0] semicontinuas inferiormente,

I(h) =sup{A(g) €R: g € C.(X,R), 0 < g < h},
y después para cualquier funcién f: X — [0, o],
I(f)y=mf{I(h): heS;, f<h},

Esta I definida en el espacio de todas las funciones f: X — [0, 0]
tiene las siguientes propiedades: I(f + g) < I(f) + 1(g), I(af) = al(f),
para a € [0, 00).

Considera entonces el espacio vectorial £ de las funciones f: X —
R tales que I(|f|) < oo, con la seminorma p(f) = I(|f]). Considera
entonces el espacio £1 (X, A) como la clausura de C.(X,R) en &, respecto
de la topologia que define p, y extiende A a £4(X, A) de la forma A(f) =
lim A(fp), para f,, € C.(X,R) y p(fn—f) — 0 (se demuestra que el limite
existe y no depende de las f,,). A las funciones de £1(X,A) las llama
funciones A—integrables e integral de f € L£1(X,A) a A(f). Dice que
f: X = R es A—medible si para cada compacto K y cada e > 0, existe
un cerrado C' C K, tal que f es continua en C'y A(Ix\¢) < €. ademds
dice que A C X es A-integrable si 4 es A-integrable y que es A—medible
si [4 es A—medible. En el siguiente resultado vemos qué relacién existe
entre los conceptos de Bourbaki y los que nosotros hemos desarrollado.

Teorema 10.6.1 (Ver Cohn,p.238). Sea X un espacio HLC y
A: Co(X,R) = R,

un funcional lineal y positivo. Sea L1(X,\) el espacio definido en el
pdrrafo anterior y (X, A, u) el espacio de medida cuasi-regular asociado
a A por (10.3.1). Entonces:
(a) 'Cl(XvA) = ﬁl(‘){7"4*7/'l’7R) =L
(b) A(f) = [ fdp, para cada f € Ly.
(¢) AC X es A-medible sii A € A..
(d) f: X = R es A—medible sii es medible respecto de A.
Observemos que si A : C.(X,R) — R es lineal y positivo, entonces
para cada compacto K existe k = p(K) < oo tal que para cualquier
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f €C(X,R) con sop(f) C K

IACHT < Kl lloo

y la diferencia de dos funcionales de Radén positivas tiene la misma
propiedad. Esto lleva a Bourbaki a dar la siguiente definicién.

Definicién. Llamaremos funcional de Radén en X a todo funcional
A: C.(X,R) — R lineal verificando que para cada compacto K existe un
0 < k < oo tal que para cada f € C.(X,R) con sop(f) C K

A < B[l flloo-
En particular todo funcional
A:C.(X,R) — R,

lineal y continuo (al que le corresponde por (10.3.7) una medida real
regular) es de Radén.

Proposicion 10.6.2 Todo funcional de Radon A : C.(X,R) — R es dife-
rencia de dos funcionales de Radon positivos A = AT — A~

Demostracién. La demostracién es similar a la de (10.3.5), pag.341.
Para cada f >0, f € C.(X,R), definimos

A*(f) =sup{A(g): geCc, 0<g< f},

el cual es finito pues dado el compacto K = sop(f) existe un 0 < k < oo
tal que para cada g del conjunto, |A(g)| < k||gllco < k|| f]loo, por tanto
0 < AY(f) < k|| f|loo- Veamos que es lineal: Por una parte para ¢ > 0,
At(cf) =cAT(f) ysi f1,f2 >0, fi € C., entonces

(10.6) AY(fr+ f2) = AT () + AT (f2),

pues por una parte si 0 < g; < fi v g; € C., 0 < g1 4+92 < f1+ fo
siendo AT(f1 + f2) > A(g1 + g2) = A(g1) + A(g2) y tomando supremos
AT (fr 4 fa) > AT(f1) + AT(f2); y por otra parte si 0 < g < fi + fa
y g € C., considerando g1 = min(g, f1) y g2 = g — g1, tendremos que
gi €Ce, 0< g1 < f1y0< g2 < fo, por tanto

A(g) = Ag1) + Alg2) < AH(f1) + AT (f2),

y tomando supremos tenemos la otra desigualdad.
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Ahora para cada f € C., consideramos f = fT — f~ y definimos
ATy =AT(F) = AT (),

observando que si g,h > 0, g,h € C. y f = g — h, entonces también
A*(f) =A% (g) = A*(h), pues f* +h =g+ f~ ypor (10.6)

AT(fP)+ AT (h) =AM (9) + AT () =
AT(fP) = AT (f7) = AT (g) — AT (h).

De esto se sigue que AT es lineal, pues para f,g € C. como f + g =
fT+g"—(f~ +9g ), tendremos que

A (f+9) =AM (T +g") = AT(f+97) = AT (f) + A*(9),

y para ¢ € R, AT (cf) = ¢cAT(f). Ademsds es positivo y por el Teorema
de Representacion de Riesz 10.3.1 es de Radén, no obstante en este caso
se sigue facilmente ya que para cada compacto K existe un 0 < k < oo
tal que para cada f con sop(f) C K

AT ()] < max{AT(f5),AT(f7)} <Kl oo,
pues para cualquier 0 < g < f+,

A9l < Kllglloo < Ellflloo-

Por ultimo definimos A~ (f) = AT (f) — A(f), el cual es lineal y positivo
y de Radén y se tiene el resultado. 1

Sin embargo aunque todo funcional de Raddén se pone como dife-
rencia de dos funcionales de Radén positivos A = AT — A~ los cuales
por (10.3.1) se representan como integrales respecto de medidas cuasi—
regulares, AT(f) = [ fdu1, A=(f) = [ f dp2, un funcional de Radén no
se puede poner, en general, como una integral respecto de una medida
real. Como por ejemplo,

A(f)=/_ooofdm—/ooofdm7

pues las partes positiva y negativa de una medida real no pueden ambas
ser infinito. Sin embargo todo funcional de Radén si puede ponerse como
diferencia de dos integrales respecto de medidas de Borel cuasi-regulares.
En base a esto podemos decir que los funcionales de Radén positivos se
corresponden con las medidas (cuasi-regulares), mientras que las funcio-
nales de Radon con las “medidas reales a las que admitimos que tomen
el valor oo y el valor —oc0”, por esta razén algunos autores los llaman
medidas de Radon.
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10.7. Producto de dos espacios HLC

Hemos visto que si (X1, A1, p1) y (Xa, Ag, p2) son espacios de medida
o—finita, entonces en (X; X X2, A; ® As) existe una unica medida p =
p1 X po, tal que para cada A € Ay y B € Ag, (A x B) = py(A)pa(B).

Nos preguntamos ahora como podemos mejorar este resultado si im-
ponemos propiedades topoldgicas a los espacios X;. Sean X y X5 espacios
HLC, consideremos las o—algebras de Borel By = B(X}) y Bz = B(X,)
y sendas medidas puy, y e en By y Bo, cuasi-regulares. En este caso es
facil demostrar que X; x X5 es HLC. Pero:

(Es B ® By = B(Xl X X2)7

JExiste gy X po?.

.S existe, es regular pg X ps?.

Dos obstaculos nos encontramos de entrada. El primero consiste en
que una medida cuasi-regular no es necesariamente c—finita. El segundo
que aunque By ® By C B(X; x X3) en general no se da la igualdad, por
tanto no tiene sentido hablar de regularidad de una medida definida en
B1®B5. A continuacion estudiamos dos formas de abordar este problema.
La primera consiste en considerar que los AX; tienen bases numerables
para sus topologias, en cuyo caso By ® By = B(X; x X3) y si 1 y 2 son
cuasi-regulares veremos que son o—finitas, en cuyo caso existe pq X po
y es cuasi-regular. La segunda consiste en utilizar el primer teorema de
Representacion de Riesz para construir el espacio producto.

Lema 10.7.1 (Ver Cohn,p.2/1). Sean Xy y Xo Hausdorff. Entonces:

a) B1® By C B(Xl X Xg) = B.

b) Si E€ B, x € X1,y € Xa, entonces E,, € By y EY € By.

c) Sea f:(X) X Xo,B) = R medible, x € X1 ey € Xa, entonces f,
es Bo—medible y fY es Bi—medible.

Teorema 10.7.2 (Ver Cohn,p.242). Sean Xy y Xo HLC con bases nu-
merables para sus topologias respectivas. Entonces B = By ® By y si 1
y po son medidas cuasi-requlares en (X1,B1) y (X2, Bs), entonces son
o—finitas y p1 X pg es cuasi-reqular en (X X Xa, B).
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El segundo procedimiento hemos dicho que se basa en el teorema de
representacién de Riesz y lo hace del siguiente modo. Consideremos los
dos espacios HLC cuasi—regulares (X;, B;, pt;) y X = X1 x Xa. Entonces
para funciones h € C.(X1,R), g € Co(Xo,R) y f: X = R, f(z,y) =
h(z)g(y) se tiene que f € Co(X,R) y [ [ fdudps = [ [ fdpadpus.

Por otra parte las combinaciones lineales finitas de funciones de este
tipo son densas en C.(X,R). Esto puede verse utilizando el Teorema
de Weierstrass, asi lo hacen Segal—Kunze, p.132 6 Lang, p.343, o di-
rectamente como hace el Cohn utilizando las propiedades de los espacios
en cuestion. Esta forma serd la que nosotros seguiremos. De esta forma
podremos definir un funcional lineal positivo A en C.(X,R) mediante la
igualdad anterior A(f) = [ f du1dus aplicando a continuacién el teorema
de Riesz.

Lema 10.7.3 (Ver Cohn,p.243). Sean Xy y Xo espacios topoldgicos con
Xy compacto y f: X1 x Xo = R continua. Entonces para cada x1 € X
y cada € > 0, existe un abierto U C Xy, con x1 € U, tal que para cada
zeUe (JBS X27 |f(1:7y) *f(fﬁl,y” <e.

Proposicion 10.7.4 (Ver Cohn,p.243). Sean (X;,B;, ;) espacios HLC
de Borel cuasi—regulares parai = 1,2. Sea X = X1 X Xa, y f € C.(X,R).
Entonces:

a) Para cada (z,y) € X, fo € Co(Xo,R), fY € C.(X1,R).

b) Las funciones X1 — R, x — [ fadpo, y Xo = R, y — [ f¥dpu,
estdn en C.(X1,R) y C.(X2,R) respectivamente.

) [ [ fdudps = [ [ fdpadps.

Definimos ahora el funcional lineal y positivo

A C@R) SR A = [ [ fdumdn

y aplicando el Teorema de representacion de Riesz (10.3.1), pdg.337,
tendremos que existe una medida cuasi-regular p en B(X), tal que
A(f) = [ fdp.

Definicién. En las condiciones anteriores llamamos a g = pup X ps la
medida (cuasi-regular) producto de 1 y pua.

Proposicion 10.7.5 (Ver Cohn,p.245). Sean (X;,B;, i), para i = 1,2
como en (10.7.4). Sea X = Xy X Xa, B=B(X), p= 1 X pe y U abierto
de X. Entonces:
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a) Las funciones hi(x) = pa(Uy) en X1 y ha(y) = p1(UY) en Xz son
semicontinuas inferiormente.
SiEeB(X)yECAxB con Ae B(X,) y B e B(Xa), o—finitos por
11 Yy po respectivamente, entonces también se tiene:

¢) hi(x) = pa(Ey) en Xy y ha(y) = w1 (EY) en Xy son Borel medibles.

Por ultimo tenemos la siguiente versién del teorema de Fubini.

Teorema de Fubini 10.7.6 (Ver Cohn,p.247). Sean (X;, B;, ;) y (X, B, 1)
como en (10.7.5). Si f € L1(X) y existen A € By y B € Ba, o—finitos
por py y po respectivamente y tales que f =0 en X\(A x B), entonces:
a) fz € El(XQ) C.S. (Bl,ul), fYve Ll(Xl) C.S. (BQHLLQ).
b) Las funciones hy € L1(X1), he € L1(Xa), donde

0 en caso contrario

hi(z) = {ffw dus  si fo € L1(X)

0 en caso contrario

haly) = {ffy dpn s fY € L2(20)

o) fdu= [ [fdpdps = [ [ fdusdp.
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10.8. Producto no numerable de espacios

Vamos a seguir dos vias distintas, aunque ambas topoldgicas, para
construir una medida en el producto de una cantidad no numerable de
espacios medibles (X;, A;). En la primera, en la que seguiremos el ASH,
consideraremos que los espacios X; son polacos.

Definicién. Diremos que un espacio topologico X es polaco si es sepa-
rable y metrizable por una métrica completa.

En la segunda, en la que seguiremos el TJUR, haremos uso del primer
teorema de representacién de Riesz y los espacios &; seran Hausdorff y
compactos.

Sean (X, A:), con t € T una familia de espacios medibles. Sea X' =
[1X:, es decir el conjunto de las aplicaciones x : T — UX;, tales que
para cada t € T, x(t) € X;.

Definicién. Para cada subconjunto finito de T, I = {¢1,...,t,}, deno-
temos por

X[:Xt1><"'><th, .A[:At1®"'®v4tn,

Llamaremos cilindro con base B C X al conjunto B(I) = {z € X :
(x(t1),...,x(tn)) € B}.

Diremos que B(I) es un cilindro medible si B € Ay, y diremos que
B(I) es un producto finito de medibles si B = By XX By, con B; € A;,.

Denotaremos con Ay = [[A: a la minima o—dlgebra de X = Xr
que contiene a los cilindros medibles (observemos que estos forman un
algebra).

Definicién. Llamaremos o—dlgebra producto de los espacios medibles
(X, Ay), a la tnica o—dlgebra A del producto X, que verifica las siguien-
tes condiciones:

a) Para cada s € T la proyeccién mg : X — X, ms(x) = x(s) es
medible.

b) Dado cualquier otro espacio medible (2, F) una aplicacién F :
) — X es medible sii lo son todas las F; =m0 F, parat € T.

Se verifica que la o—-dlgebra Ar satisface ambas propiedades.
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Nuestra intencién es construir una medida sobre A = Ar, que sea
consistente con la dada para T finito o numerable.

Definicién. Sean I C J C T. Definimos la proyeccién de J en I, como
la aplicacién
wyr s Xg — X, WJ](Q?):J,‘H

Es fécil demostrar que m;; es medible respecto de las o—élgebras

definidas anteriormente A; y A; y que si I C J C K C T, entonces
TKI =TJIOTKJ
Definicién. Diremos que una funcién f: X — R es funcion de un nidme-
ro finito de variables si existe I C T finito y f;: X1 — R, tales que
f = f] oOTTyI.
Definicién. Sea S C P(T') una coleccién de subconjuntos de 7. Dire-
mos que las medidas p; en los espacios medibles (X, Ar), para I € S,
satisfacen la condicién de consistencia o que son consistentes si dados
J,I € 8, con J C I se tiene que uy = mr.(pr), es decir para cada
By € Ay, py(By) = prlry (By)).

Si p es una medida en (X,.A), podemos definir una medida p; =
Trre(p) en cada (X7, Ar), para I C T, es decir ur(Br) = p[rr; (Br)],
para cada By € Aj.

En este caso las medidas uy para I € P(T) son consistentes. Como
también son consistentes las uy para I € S donde S recorre los conjun-
tos finitos de T. El objetivo de esta leccién es probar que, bajo ciertas
condiciones topolégicas, también se tiene el reciproco.

Lema 10.8.1 (Ver Cohn,p.207). Sea X Hausdorff tal que cada abierto
es unién numerable de cerrados y sea p una medida finita en B(X),
entonces para cada E € B(X),

w(E) =mf{u(A): E C A, A abierto}
=sup{u(C): C C E, C cerrado}.

Teorema 10.8.2 (Ver Cohn,p.258). Sea X un espacio polaco. Entonces
cada medida finita en B(X) es regular.

Teorema 10.8.3 (Ver Ash,p.191; Cohn,p.256). Sea (X,,d,) una suce-
sion de espacios metrizables y separables y sea X = [[X,, entonces

B(X) = [1B(Xy).
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Podemos enunciar el resultado fundamental de esta leccién.

Teorema de Extension de Kolmogorov | 10.8.4 (Ver Ash,p.191). Sea
Xy un espacio polaco para cada t € T y consideremos para cada I C T
finito, una probabilidad Py en el espacio (Xr, B(Xr)), que sean consis-
tentes. Entonces existe una unica probabilidad P en (Xr,Br), tal que
para cada I C T finito mrr.(P) = Pr.

Veamos ahora la otra version del resultado.

Proposicion 10.8.5 (Ver Tjur,p.7). Para cadat € T sea Xy Hausdorff y
compacto y sea X = [[ X;. Entonces el espacio C¢(X) de las funciones
continuas reales, de un numero finito de variables en X, es denso en
C(X) con la norma del supremo.

Teorema de Extension de Kolmogorov Il 10.8.6 (Ver Tjur,p.27) Para
cada t € T sea Xy Hausdorff y compacto y sea py para cada I C T finito,
una medida regular en (Xp, B(X5)) consistentes. Entonces existe una
unica medida reqular p en (X,B(X)), tal que para cada I C T finito,

pr = mrre(p).

Un caso particularmente importante, satisfaciendo las hipétesis de
este teorema, se tiene cuando en cada espacio medible (X}, B(X};)) hay
definida una medida regular p;. Pues para cada I C T finito, podemos
definir en (X7, B(X7)) la medida regular producto py (ver la pég.352,
donde lo hemos hecho para 2), y son consistentes. No obstante en este
caso si las p; son probabilidades, la existencia de p vendria dada sin
necesidad de hacer consideraciones topoldgicas (ver la Nota (3.7.7) de la
pagina 157 del tema de la medida producto). Para terminar la leccién
debemos decir que una de las razones que dan importancia a este resul-
tado, es que sirve como base para el estudio de los procesos estocdsticos,
que son familias de variables aleatorias definidas sobre un espacio pro-
babilistico.
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10.9. Medida de Haar en grupos compactos

Definicién. Un Grupo topoldgico es un espacio topoldgico G que tie-
ne una estructura de grupo, para el que las operaciones de grupo son
continuas

GxG—=G, (v,y)—xy,

—1
g—G, -z 7,

o equivalentemente que lo es la aplicacion G x G — G, (z,y) — 2y~ L.

Definicién. Un grupo localmente compacto es un grupo topolégico HLC.
Un grupo compacto es un grupo topolégico Hausdorff compacto.

La medida de Haar es una generalizaciéon de la medida de Lebesgue
en R™ a un grupo localmente compacto G, en el sentido de que es una
medida g en los borelianos de G, regular e invariante por traslaciones
(por la derecha ¢ por la izquierda, que en general serd distinto a menos
que el grupo sea abeliano), es decir tal que para cada boreliano B y cada
x € G —si es invariante por la izquierda—, p(B) = u(xB), para todo x.

Nosotros demostraremos la existencia y unicidad de tal medida en
un grupo compacto como consecuencia de un Teorema de punto fijo de
Kakutani y del Teorema de Representacion de Riesz.

Definicién. Sea (X, ||||) un espacio normado, diremos que una familia
O de operadores lineales F': X — X, es equicontinua en A C X, si para
cada entorno abierto U de 0, hay un entorno abierto V' de 0, tales que
siz,y€ Ay x—y €V, entonces F(z —y) € U, para toda F € O.

Teorema de punto fijo de Kakutani 10.9.1 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.453).
Sea X un espacio normado, K C X compacto y convexo y O un grupo
de operadores lineales de X equicontinuos en K, tales que F(K) C K

para cada F € O. Entonces existe x € X tal que F(x) = x para toda
FeO.

Veamos antes de pasar a la existencia de la medida de Haar, algunos
resultados que necesitaremos sobre grupos topoldgicos.

Proposicion 10.9.2 Sea G un grupo topoldgico y x € G. Entonces las
aplicaciones y — xy, y — yx, y — y~ L son homeomorfismos de G.
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Proposicion 10.9.3 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.455). Sea G un grupo
topoldgico y e € G el neutro. Entonces son equivalentes:
a) G es Tp.
b) G esT).
c) G esTh.
d) {e} es la interseccion de todos los abiertos que lo contienen.
e) {e} es cerrado.

Proposicion 10.9.4 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.455).Sea G un grupo to-
poldgico, entonces toda f € C.(G,R) es uniformemente continua.

A continuacién y como consecuencia de (10.9.4) y del Teorema de
Ascoli—Arzeld (ver AsH, p.396), veremos que para G grupo compacto,
el espacio normado C(G) de las funciones reales continuas en G con la
norma del supremo y f € C(G) fijo, la envolvente convexa de las funciones
fs(x) = f(sx), con s € G, es densa en un compacto de C(G).

Teorema 10.9.5 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.456) Sea G un grupo com-
pacto y f € C(G). Si

Cr= {Zaif&' €C(G):neN,
=1

Ogai < 13 Zai = 13 fsi(x) :f(six)asi Gg},

entonces Adh(Cy) es un compacto de C(G), con la topologia de la norma
del supremo.

Como consecuencia de (10.9.5) y del Teorema de Kakutani (10.9.1)
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 10.9.6 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.457). Sea G un grupo com-
pacto. Eziste una unica probabilidad regular P en B(G) tal que para cada
f€C(G) yseQG se tiene

/fdP:/fsdP:/fsdP:/(foz‘)dP

para fi(z) = f(sx), f*(x) = f(xs) yi(x) = 2. A esta medida P la
llamamos probabilidad de Haar de G.
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Teorema 10.9.7 Sea G un grupo compacto y P su probabilidad de Haar.
Entonces:

a) Para cade B € B(G) yx € G, P(B) = P(zB) = P(Bzx) =
P(B™Y), para B~' = {27! :2 € B}.

b) Para cada abierto V de G, P(V) > 0.

10.10. La integral de Daniell

Hay otra forma de introducir el concepto de integral, sin utilizar para
ello el concepto de medida. La idea fundamental consiste en considerar
la integral como un funcional lineal sobre un cierto espacio vectorial de
“funciones elementales”, que bajo ciertas hipétesis apropiadas podremos
extender a una clase de funciones mas amplia, a fin de que los teoremas
fundamentales de convergencia sean validos. Este proceso fue llevado a
cabo por DANIELL, en 1918, para el caso en el que las funciones elemen-
tales consideradas eran C.(R,R) y el funcional la integral de Riemann.
Partiendo de esto, la extensién que se obtiene son las funciones Lebes-
gue integrables y la integral de Lebesgue. Este proceso fue generalizado
por STONE. Nuestra intencién en esta leccién es estudiar este proceso de
extension y analizar su conexion con la teoria de la medida.

Definicién. Por un reticulo vectorial L en un conjunto X entenderemos
un espacio vectorial de funciones f: X — R tal que:

a) Si f € L, entonces |f| € L.
Diremos que un reticulo vectorial L en X es de Stone si satisface,
b) Si f € L entonces min{l, f} € L.

Proposicion 10.10.1 En un reticulo vectorial L de X se tienen las si-
guientes propiedades:
i) Si f,g € L entonces

fvg=méx{f g} =1/2)[f+g+I|f—gll €L
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it) Si f,g € L entonces
fAg=min{f,¢g} = —mix{—f,—g} € L.

iii) Si f € L entonces f*,f- €Ly f=f"t—f".

Definicién. Sea L un reticulo vectorial. Diremos que un funcional lineal
I: L — R es una integral de Daniell si es positivo, es decir si f € L'y
f > 0 entonces I(f) > 0, y satisface la condicién:

¢)Si fn, € Ly fnl 0, entonces I(f,) I 0 6 equivalentemente si
fn€L, fut fy f€Lentonces I(f,) 1 I(f).

El primer paso para hacer la extensién que pretendemos de este fun-
cional, consiste en quedarnos con las funciones f € L no negativas, con-
junto que denotaremos con L. A continuacién se prueba que I puede
extenderse de forma natural a los limites ascendentes de funciones de
L+.

Lema 10.10.2 (Ver Ash,p.171). Sean fn,gn € L, tales que f, T f y
gn T g. Si f <g, entonces im I(f,) < limI(gy,).

En base a esto definimos el conjunto

L'={f=lmf,: fo€Ls fu?f}

y extendemos I de L, a L' de modo que para cada f € L’ tal que

f=lmfn, con f € Ly y fo © f, I(f) =1mI(fy).
Esta extension tiene las siguientes propiedades.

Proposicion 10.10.3 (Ver Ash,p.171). En las condiciones anteriores se
tiene:

a) Para cada f € L', 0 < I(f) < c0.

b) Si f,g € L' y f < g entonces I(f) < I(g).

c) Si fel yael0,00), entonces af € L' y I(af) = al(f).

d) Si f,g € L', entonces f +g,fVg,fAgeL y

I(f+9)=1(fVg) +I(fAg)=I(f)+1(g)-

e) Si fuot f, con f, € L', entonces f € L' y I(fn) 1 I(f)-
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Definicién. Diremos que un A C X es L—abierto si I, € L. Denota-
remos el conjunto de los L—abiertos por 77 y definimos la funcién de
conjunto

p:Tp = [0,00],  p(A) =I(1a).

Proposicion 10.10.4 (Ver Ash,p.173). En los términos anteriores se tie-
ne que:

a) @,X € Tp, (@) =0.

b) Si A, B € Ty, entonces AUB,ANB € T, y p(AUB)+u(ANB) =
1(A) + u(B).

c) Si A,Be Ty yACB entonces 1(A) < u(B).

d) Si A, € TL y An T A, entonces A € T, y pu(An) T u(4).

Nota 10.10.5 En un espacio HLC X, se tiene que:

“La minima o—dlgebra que hace medibles a todas las funciones de
Cc.(X) es la o—dlgebra de Baire, la cual estd generada por los compac-
tos que son interseccion numerable de abiertos”. (Ver ROYDEN, p.301;
WEIR, p.180).

Por otra parte se tiene que: “Las funciones medibles respecto de la
o—dlgebra de Baire forman el reticulo vectorial mds pequenio de funciones
en X que contiene a C.(X), a las funciones constantes y es cerrado para
la convergencia puntual de sucesiones de funciones”. (Ver WEIR, p.180).

Si ahora pedimos que L sea un reticulo vectorial de Stone tendremos
una importante relacién entre los conjuntos L—abiertos y las funciones de
L, en un sentido que recuerda la relaciéon anterior entre los conjuntos de
Baire y las funciones continuas reales de soporte compacto en un espacio
Hausdorff localmente compacto.

Proposicion 10.10.6 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.394). Sea L un reticu-
lo vectorial de Stone de funciones sobre X, L' la extensidn correspon-
diente y Ty, los conjuntos L—abiertos de X. Entonces:

a) Para cadat >0y f € L', el conjunto {x € X : f(z) >t} € Tr,
por tanto si llamamos B(X) = o(TL),

f:(X,B(X)) > (R, B(R)),

es medible.
b) La minima o—dlgebra que hace medibles a las funciones de L es

B(X).
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Nuestra intencién ahora es, dado (X, L,I) con L reticulo vectorial
de Stone e I una integral de Daniell, construir un espacio de medida
(X, A, 1) con B(X) C A, tal que L C Ly e I(f) = [ fdu, para cada
f € L. Para ello construimos una medida exterior, tal que para cada
Ecx

e (E) =inf{u(A): EC A AcTL}.

Observemos que si E € Ty, entonces p.(E) = u(E).

Proposicion 10.10.7 (Ver Mukherjea-Pothoven,p.394). La funcion de con-
junto s es una medida exterior.

Hemos demostrado en el Teorema de Extensién de Caratheodory
(1.4.7), pdg.23, que la familia A, de los conjuntos B C X, p,—medibles,
es decir tales que para cualquier £ C X,

i (E) = p(E N B) + p(E N B°),

forman una o—dalgebra de X y que p, restringida a A, es una medida.
En nuestro caso tenemos que 77, C A, (ver MUKHERJEA-POTHOVEN,
p.395) y por tanto B(X) = o(T) C A..
Podemos ahora enunciar el principal resultado de la leccidn.

Teorema de Representacion de Daniell-Stone 10.10.8 (Ver Mukherjea-
Pothoven, p.396-8) . Sea L un reticulo de Stone de funciones reales en
X e I una integral de Daniell en L. Entonces existe una unica medida A
en B(X) —que es p, restringida a B(X)—, verificando las condiciones:

a) LCﬁl(X B(X),\).

b) I(f) = [ fd\, para cada f € L.

c) Pam cada E € B(X),

ME)=inf{u(A): EC A,Ae T}

Dicha medida es una extensién de p y es dnica aunque (c) lo modi-
fiquemos por la siguiente condicién.

Proposicion 10.10.9 (ver Mukherjea-Pothoven,p.398). Sea L un reticu-
lo wvectorial en X e I una integral de Daniell en L. Supongamos que
X es una medida en B(X) satisfaciendo (a), (b) del anterior resultado
(10.10.8) y:

¢’) Existen A,, € T, tales que UA, = X y AM(4,) < 0.

Entonces \ es unica.
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siguiente:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

ConN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

LANG, S.: “Real Analysis”. Addison—Wesley, 1969.

MUHKERJEA, A. AND POTHOVEN, K.: “Real and functional Analysis”. Plenum Press,
1978.

RovDEN, H.L.: “Real Analysis”. McMillan Pub., 1968.

RuDIN, W.: “Real and complex analysis”, Tata McGraw—Hill, 1974.

SEGAL, I.E. AND KUNZE, R.A.: “Integrals and operators”. Springer—Verlag, 1978.

TJyur, T.: “Probability based on Radon Measures”. J.Willey, 1980.

WEIR, A.J.: “General integration and measure. Vol.II”. Cambridge Univ. Press,
1974.

Como bibliografia complementaria consideramos el
DINCULEANU, N.: “Integration on locally compact spaces”. Noordhoff, 1974.

que es un grueso tratado, continuacién del libro del mismo autor “Vector
measures”, y en el que se estudia la integracién de funciones f: X — E
donde X es Hausdorff localmente compacto y E es de Banach. La im-
portancia de los espacios localmente compactos en la teoria de la medida
queda justificada, en palabras de este autor en el prefacio de su libro,
por las siguientes tres razones:

1.- Los espacios localmente compactos tienen la propiedad de que las me-
didas definidas sobre ellos poseen propiedades similares a las de la medida de
Lebesgue en R. Una de las caracteristicas principales de estos espacios es la
existencia de una rica clase de subconjuntos con propiedades muy importantes:
Los compactos. Otra importante caracteristica es la existencia de una familia
localmente numerable (ver p.190 del libro) de compactos disjuntos cuya unién
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es casi igual a todo el espacio. Esto permite establecer teoremas cldsicos como
Radén—Nikodym 6 Fubini sin hacer restricciones sobre la medida.

2.- Los espacios localmente compactos son al mismo tiempo suficientemente
generales como para que una teoria de integracién, desarrollada en ellos, sea
aplicable en distintas dreas del Analisis, como por ejemplo en Analisis armdnico
o la teoria potencial.

3.- Por ultimo, la integracién sobre espacios abstractos puede siempre ser
reducida a la integracion sobre espacios localmente compactos.

Esta ultima razén puede leerse también en la p.2 del libro
NACHBIN, L.: “The Haar integral”. Krieger, 1976.

en la que anade su autor que tal reduccién puede hacerse en cierto sentido
en base a un cierto resultado de KAKUTANI del que no da referencia.
Desconocemos tal resultado, no obstante remitimos al lector al capitulo
VIII, p.233 del libro de SEGAL—KUNZE, sobre teoria de integracién
algebraica, en la que se da un resultado en esta linea de interés en teoria
de probabilidades. Tal resultado se basa en las ideas de GELFAND de
representacién de un anillo conmutativo como un espacio de funciones
continuas sobre su espectro.

En los libros de TJUR, p.23 y LANG, p.339, podemos encontrar un
interesante resultado valido en los espacios localmente compactos, en
el que se construye una (tinica) medida en todo el espacio, a partir de
una familia de medidas en abiertos del espacio que lo recubren, con la
propiedad de que en la interseccién de dos abiertos de la familia las co-
rrespondientes medidas coinciden, de tal manera que la medida obtenida
restringida a cada abierto nos da la del abierto. En el SEGAL—KUNZE,
p-132, se demuestra un teorema de la medida producto para c—anillos de
Baire, que complementa el dado por nosotros en (10.7.2). En este teo-
rema se establece que el producto de o—anillos de Baire es un o—anillo
de Baire —ver también HALMOS, p.222—, y que el producto de medi-
das regulares es regular. Su prueba hace uso, como comentamos en la
leccién 7, del teorema de Stone-Weierstrass. Si el espacio tiene una base
numerable para su topologia, entonces los o—anillos de Borel y de Baire
coinciden (ver SEGAL—KUNZE, p.54). En el ROYDEN, p.314 se demues-
tra que toda medida de Baire regular puede extenderse a una medida de
Borel cuasi—regular, tal que cada Borel de medida finita puede ponerse
como diferencia simétrica de un Baire y un Borel de medida nula.

En el libro de SEGAL—KUNZE, “se sugiere...”, en palabras de CON-
TANTINESCU—WEBER, ... pero no se desarrolla, la definicion abstracta
de integral. .. ”, que utilizan en su libro



10.11. Bibliografia y comentarios 365

CONSTANTINESCU,C. AND WEBER,K.: “Integration theory, Vol.I, Measure and inte-
gral”. J.Wiley, 1985.

en el que la intencién de sus autores es unificar los dos aspectos en los
que se ha venido considerando la teoria de la integracién en la segunda
mitad del siglo XX: el abstracto y el topologico. Hemos visto en algunos
resultados del tema, y lo comentdbamos a propésito de las razones de
DINCULEANU sobre su preferencia de la teoria topoldgica, que cuando
el espacio tiene buenas propiedades topoldgicas, ambas teorias llevan
practicamente a los mismos resultados esenciales. Pero para espacios
topolégicos mas complicados la teoria topoldgica lleva a resultados mas
fuertes. La unificacion de estas dos vias propuesta por estos autores se
basa en una definicién alternativa para la integral de la teoria abstracta,
de tal manera que incluye a la antigua, en el sentido de que aumentan
las funciones integrables y las que antes lo eran siguen teniendo la misma
integral. Ademds ambas definiciones coinciden si el espacio es o—finito.
El libro desarrolla los conceptos siguiendo el marco de ideas de Daniell.

En el libro de
OxToBY,J.C.: “Measure and Category”. Springer—Verlag, 1971.

hay dos temas principales —ambos relacionando la topologia con la
medida—, que son: El teorema de la categoria de Baire, como un
método para probar la existencia (ver la leccién de andlisis de Fourier en
C(T)). Y la dualidad entre categoria (en el sentido topolégico) y medida.

Hagamos un poco de historia sobre los resultados mas importantes
del tema. En 1903 HADAMARD propone en la nota

HADAMARD: “Sur les operations fonctionelles”. C.R.Acad.Sci. Paris, 1903.

el problema de encontrar una expresién analitica para los funcionales
lineales y continuos de C[a, b]. El mismo contesta la cuestién del siguiente
modo:

“Dado A : Cla,b] — R lineal y continuo puede ponerse de la forma

A(f) = lim [ Fla,y)f(x)dz,

Y—r00

para F' continua”.

Sin embargo esta representacion no es unica. En 1909 RIESZ da la
solucién definitiva en
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RiEsz, F.: “Sur les operations fonctionelles lineaires”. C.R.Acad.Sci. Paris, 149,
974-977, 1909.

utilizando la integral definida por Stieltjes y probando el Primer Teo-
rema de Representaciéon de Riesz (ver BENEDETTO, p.255):

A € C*a,b] sii existe g : [a,b] — R de variacion acotada, tal que
Al = vg(b) y para cada f € Cla,b] se tiene A(f) = [ fdg. Ademds g es
unica si identificamos las funciones de variacion acotada con los mismos
puntos de continuidad y en ellos se diferencien en una constante”.

El nombre de medida de Radon se debe al hecho de que el autor del
articulo

RADON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

da una correspondencia biunivoca entre las medidas sobre un compacto
X de R™ y los funcionales lineales y positivos en C(X) (no se en que
términos). En 1937 S.BANACH, en un apéndice titulado “The Lebesgue
integral in abstract spaces”, en las pp. 320-330, del libro

SACKS, S.: “Theory of the integral”, 1937. Dover, 1964.

extiende el resultado al caso de un espacio métrico compacto y lo hace
no considerando una medida, sino extendiendo el funcional a un espacio
de funciones que contiene a todas las borel medibles acotadas (la medida
de un boreliano A es entonces el funcional aplicado al I4). En 1941 es

KakuTANI, S.: “Concrete representation of abstract (M)-Spaces. A characterization
of the space of contivous functions”. Ann.of Math., 2, 42, 994-1024, 1941.

quien lo extiende al caso de un espacio Hausdorff compacto, conside-
rando medidas reales en vez de medidas positivas. Recientemente han
contribuido en este tema,

HaLmos, P.R.: “Measure Theory”. Springer—Verlag, 1974.

HewiTT, E.: “Linear functionals on spaces of continuous functions”. Fund. Math.,
37, 161-189, 1950.

EDWARDS, R.E.: “A theory of Radon measures on locally compact spaces”. Acta.
Math., 89, 133-164, 1953.

Sin embargo una introduccién completa a la teoria de la medida
basada en las medidas de Radén, no fue realizada hasta 1952 por un
grupo de matematicos franceses llamado NICOLAS BOURBAKI, cuando
publicé la primera edicién de la obra

BoOURBAKI, N.: “Integration, Ch.I-IX”. Hermann, Paris, 1952-1956-1959-1963-1969.
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Todos los anteriores e incluso bastantes de los posteriores libros sobre
medida e integracién, estan basadas en medidas abstractas con suposi-
ciones topoldgicas adicionales cuando son convenientes. La aproximacién
Bourbakista tiene por otra parte la ventaja de suministrar una base con-
veniente, para pasar de la teoria de integracion a la teoria de las distribu-
ciones de L.SCHWARTZ. Por otra parte, como el propio L.Schwartz dice
en su libro

SCHWARTZ, L.: “Radon measures on arbitrary topological spaces. And cilindrical mea-
sures”. Oxford Univ. Press., 1973.

“... el defecto fundamental de la teoria Bourbakista de las medidas de
Radon consiste en que los espacios en los que estan definidas las funcio-
nes que aparecen en la teoria de las Probabilidades, no suelen ser local-
mente compactos...”. Por ello introduce su propio concepto de medida
de Radén —realmente introduce tres conceptos mutuamente relaciona-
dos, de los que terminara queddandose con el mas conveniente—, la cual
estd definida en los borelianos de un espacio Hausdorff. En sus palabras
tal medida “... combina las ventajas de las dos exposiciones habituales,
la abstracta y la de Bourbaki, dando cohesion a muchos resultados que en
la teoria abstracta se obtienen con hipdtesis adicionales y manteniendo
las buenas propiedades de las medidas de Radon de Bourbaki”.
El teorema de existencia de Kolmogorov aparecié en

KoLmocorov, A.N.: “Foundations of the theory of Probability”. 1933; Reed. por
Chelsea Pub. Co., 1956.

para el caso en que los espacios X3 = R. Una versién temprana de este
resultado, en la linea del dado por TJUR é por BOURBAKI fue dada por

DANIELL,P.J.: “Functions of limited variation in an infinite number of dimensions”.
Ann.Math. (2), 21, 30-38, 1920.

Otra prueba del teorema de existencia de Kolmogorov puede verse en la
pag.506 del libro de

BILLINGSLEY, P.: “Probability and measure”. John Wiley, 1986.

y en el que hace hincapié de su importancia fundamental en el estudio de
los procesos estocdsticos (familias de variables aleatorias en un espacio
de probabilidad), pues estos vienen descritos habitualmente en térmi-
nos de las distribuciones que inducen en los espacios euclideos, es decir
por sus distribuciones finito dimensionales, y aunque el sistema de es-
tas distribuciones finito dimensionales no determinan completamente las
propiedades del proceso, el primer paso en una teoria general es construir
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un proceso que tenga un sistema dado de distribuciones finito dimensio-
nales.

En cuanto a la medida de Haar esta constituye un importante cam-
po de la teoria de la medida, siendo una generalizacién extremadamente
util de la teoria de Lebesgue en el grupo R™. La medida de Haar es una
medida invariante por traslaciones, sobre un grupo topolégico Hausdorff
localmente compacto. Los grupos topolégicos fueron considerados por
primera vez por SOPHUS LIE en el caso particular, pero fundamental,
de los grupos analiticos, en los que mediante apropiados sistemas de
coordenadas las operaciones del grupo pueden expresarse en términos de
funciones analiticas. A comienzos del siglo XX, HILBERT y BROUWER
consideraron grupos topoldgicos mas generales que los tratados por LIE.
Los fundamentos de la teoria general de grupos topoldgicos fue estableci-
da mucho después, en 1926 y 1927 por SCHREIER y LEJA. Para estudiar
la estructura de ciertos grupos topolégicos D.HILBERT propone en 1900
el siguiente problema —conocido como quinto problema de Hilbert, de
una larga serie que propuso—: (Es cada grupo topolédgico, localmente
euclideo*, un grupo de Lie?. En 1933

HAAR, A.: “Der massbegriff in der theorie der kontinuerlichen gruppen”. Ann. of
Math., 2, 34, 147-169, 1933.

da un paso fundamental hacia la solucién del problema, estableciendo la
existencia de una medida invariante por traslaciones, sobre un grupo to-
poldgico localmente compacto con una base numerable de abiertos. Ese
mismo ano J.VON NEUMANN, utilizando ese resultado, resuelve afirma-
tivamente el problema de HILBERT para grupos compactos localmente
Euclideos y en el articulo

NEUMANN, J. VON,: “Zum Haarschen Mass in topologischen Gruppen”. Comp. Math.,
I, 106-114, 1934.

prueba que para grupos compactos la medida de Haar estaba tinicamente
determinada salvo factores constantes. J.VON NEUMANN y A.WEYL
generalizaron el resultado de Haar a grupos localmente compactos. En
1940

WEYL, A.: “L’integration dans les groupes topologiques et ses applications”. Her-
mann, 1940.

prueba que la existencia de una medida invariante en un grupo es una
caracteristica de los grupos localmente compactos, en el sentido de que si

4es decir tales que cada punto tiene un entorno homeomorfo a un abierto de un
R"™, lo que suele llamarse variedad topoldgica
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un grupo topoldgico Hausdorff la tiene, entonces es localmente precom-
pacto. Por otra parte la demostracién que aqui da WEYL de la existencia
de una medida invariante por traslaciones en un grupo localmente com-
pacto, se basa en el Teorema de Tychonov —que es consecuencia
del axioma de eleccion— y aqui radica su critica habitual, aunque su
demostracién es mas corta que otras, como la que da

BANACH, S.: “On Haar’s Measure”. Apéndice del libro de Saks, pp.314-319.

que esta formulada en términos de limites generalizados y que en pa-
labras de NACHBIN “... conlleva criticas similares a las de Weyl...”. En
1940

CARTAN, H.: “Sur la mesure de Haar”. C,R.Acad.Sci.Paris, 211, 759-762, 1940.

da una prueba de este resultado sin las criticas que acompanaron a sus
predecesores. CARTAN construye la integral de Haar como un cierto limi-
te, aplicando el criterio de convergencia de Cauchy, con lo que consigue
garantizar simultdneamente su existencia y su unicidad. No obstante su
demostraciéon es mas larga y menos simple que la de WEYL. Para una
demostracion de ambas remitimos al lector al libro de

NACHBIN, L.: “The Haar integral”. Krieger, 1976.

Otra demostracion de este resultado fue dada por MONTGOMERY Y
ZIPPIN en 1955, siguiendo para ello una idea de KAKUTANI y KODAIRA
en base a la cual era suficiente establecer el resultado para grupos local-
mente compactos separables, pues el caso general se obtenia teniendo en
cuenta que cada grupo localmente compacto tiene numerosos subgrupos
invariantes y cerrados cuyos grupos cocientes son separables. Por otra
parte tres afios antes, en 1952, estos dos autores junto con A. GLEASON
dieron una contestacién completa al quinto problema de HILBERT.

Nosotros hemos probado la existencia de la medida de Haar en un
grupo compacto, siguiendo al Mukherjea—Pothoven, quienes a su vez lo
hacen basandose en un resultado de

KAKUTANI, S.: “Two fized—point theorems concerning bicompact convex sets”. Proc.
Imp. Acad. Tokyo, 14, 242-245, 1938.

Para otros comentarios histéricos y bibliogréaficos sobre la medida de
Haar, remitimos al lector a la pag.316 del libro

BouURBAKI,N.: “Elementos de historia de las matemdticas”. Alianza Univ., 1976.

En cuanto a la teoria de integracién de Daniell, tenemos que en 1911

YouNnGg,W.H.: “A new method in the theory of integration”. Proc.London Math.Soc.,
2, T.9, 15-50, 1911.
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partiendo de la integral de Cauchy sobre las funciones continuas de so-
porte compacto, define sucesivamente la integral superior de las funciones
semicontinuas inferiormente y después de cualquier funcién, obteniendo
de esta manera una definicién de las funciones integrables idéntica a la
de LEBESGUE, pero por medios unicamente funcionales. En 1918

DANIELL,P.J.: “A general form of integral”. Ann.Math., 19, 279-294, 1918.

extendié esta exposicién, con algunas modificaciones, a las funciones defi-
nidas en un conjunto cualquiera, definiendo la integral como un funcional
lineal sobre una clase de funciones y definiendo las nociones de medida
y medibilidad de funciones en términos de ese funcional. En 1940

RiESz, F.: “Sur quelques notions fondamentales dans la theorie generale des opera-
tions lineaires”. Ann.of Math., (2), t.XLI, 174-206, 1940.

expone, de forma concisa y elegante, los resultados de la teoria de los
espacios ordenados que intervienen en la teoria de integracién. Sobre este
tépico remitimos al lector a los siguientes tratados:

LUXEMBURG,W.A.J. AND ZAANEN,A.C.: “Riesz Spaces. Vol.I”. North Holland, 1971.
FREMLIN,D.H.: “Topological Riesz Spaces and Measure Theory”. Cambridge Univ.
Press. 1974.

Por ltimo citemos la importante aportacion de
STONE,M.H.: “Notes on integration I-IV”. Proc.Nat.Acad.Sci., 34, 35, 1848-1949.

que ha contribuido notablemente en el desarrollo de este punto de vista.

Fin del Capitulo 10
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Densidades

Definiciéon. Llamaremos densidad en una variedad diferenciable V a
una aplicacién simétrica (por la siguiente propiedad (1))

p: D(V) = C(V),

que cumple las siguientes propiedades:
(1) Si para toda w € A, (V) y 2n campos tangentes D;, E; € D(V)
se tiene
|wn (D1, ..., Dp)| = |wn(E1,. .., EL)l,

entonces u(D1,...,D,) = pu(Eq,. .., E,).
(2) Para toda f € C>°(V), u(fD1,...,Dy) = |flu(D1,...,Dy).

De donde se sigue que:

(i) (Por (2)). Si algin D; =0, u(Dy, ...,

(ii) Si D; = Dj, parai # j, u(D1, ..., Dy)
0 = |w(0,...,0)], por tanto

0.

D,) =
=0, pues |w(D1,...,Dy)| =

(D1, Da) = p0,...,0) = 0.

Lema 10.11.1 Sea p una densidad, U C V un abierto y D;, E; € D(V)
2n campos, tales que D; = E; en U, entonces u(D1,...,Dy) = p(E1,. .., Ey,)
en U.

Demostracién. Basta considerar un punto = € U y una funcién
badén ¢ en x, con soporte en U, entonces ¢D; = ¢F; en V, por tanto
como ¢(z) =1

:Iu(d)Eh7¢En)($):M(E1,7En)($) 1
Esto nos permite definir la restriccion de una densidad.

Definicién. Llamamos restriccion de una densidad p a un abierto U C V
a la densidad en U

(D1, ... Dy)(x) = u(Dy, ..., Dy)(x),

para cualquier B\Z € D(V) que coincida con D; en un entorno de x.

Sea (U;x;) un entorno coordenado, entonces p estd determinada en
U por su valor p(9y,,...,0s,) que es un generador del médulo libre
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D , por tanto toda densidad p estd determinada en U por la funcién
B = u(0), pues para cada D € D™(U), existe f diferenciable, tal que
D

kel

u(D) = [fIB-

Proposicion 10.11.2 Sea p una densidad, v € V y D, E € D*(V), tales
que D, = E,, entonces pu(D)(z) = p(E)(x).

Demostracion. Sean D = f0 y E = g0, en un entorno coordenado
(U;@;); entonces f(z) = g(x) y

Esto nos permite definir densidad en un punto.

Definicién. Llamamos restriccion de una densidad p en un punto x € V
a la aplicacién

pe: D"(V)e = R, pe(Ds) = p(D)(z),

para cualquier D € D™(V), que en z defina D,.

Nota 10.11.3 Observemos que i, define una tinica medida de Lebesgue®
m, en T,(V), tal que p,(D) = m,(Cp), para D = Dy A -+ A Dy,
D; € T, (V) y Cp el hipercubo definido por los vectores D;, pues fijando
un D cualquiera con los D; independientes tendremos una tnica medida
de Lebesgue que lo verifica para ese D y para cualquier otro £ = fD,
como se tiene que f = det(a;;), para E; = ) a;;D;, tendremos

pa(E) = | flpa (D) = [ det(aij)|ma(Cp) = ma(Cp).

Definicién. Para cada x € V podemos considerar el R—espacio vectorial
1-dimensional de las medidas de Lebesgue M, de T,(V) y el fibrado
M = UzepM,, con la estructura diferenciable siguiente: Consideremos
un m, € M, y un entorno coordenado de z, (U;xz;) y para la proyec-
cién natural m: M — V, w(my) = z, consideramos las coordenadas en
T Y(U),

zi(my) = z;(y),  2(my) =my(Cb),

5Por medida de Lebesgue entendemos sélo que sea invariante por traslaciones, por
tanto se sigue de 1.5.19 que para cada hipercubo C' y cada constante ¢ € R existe
una tnica medida invariante por traslaciones m tal que m(C) = c.



10.11. Bibliografia y comentarios 373

para D = 0. Se demuestra que estas cartas definen una tinica estructura
diferenciable en M y que una densidad es una seccién de este fibrado.
El conjunto de las densidades de V', que denotaremos M (V') forman
un C(V)-médulo y M es un haz.
Ejemplo.- Toda n—forma w € A, (V'), define una densidad

w(Dy,...,Dy) = |w(D1,...,Dy)l|.

Ejemplo 10.11.4 Toda variedad Riemanniana (V,g) define una densi-
dad que en cada abierto coordenado (U;x;) vale

p(0) = \/det (0, - Oq,)-
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Ejercicios dificiles

Ejercicio 1 Dado un espacio medible (2, 4) y dos medidas en él p < v. De-
mostrar:

a) Hay una medida X tal que p+ A = v.

b) Si p es o—finita, A es tnica.

Ejercicio 2 Demostrar que para (2, A4, 1) un espacio de medida, la relacién
A~ B siy sélosi u(AAB) = 0, es de equivalencia, que la aplicacién

p(A, B) = p(ALB),

es una métrica en el conjunto cociente X = {A € A : pu(A) < oo}/ ~ y que el
espacio métrico (X, p) es completo.

Ejercicio 3 Demostrar que el espacio métrico completo del ejercicio anterior,
en el caso particular de 2 = [0, 1], A los borelianos del intervalo y p la medida
de Lebesgue, no es compacto.

Ejercicio 4 Sean f, fn,g,gn integrables, tales que |fn| < gn, fn — f cs.,
gn = gcs.y [gn— [g. Demostrar que [ fr = [ f.

Ejercicio 5 Demostrar que si f,fn € Ly, (p < o0) y fn — f c.s. entonces

[ fally = [fllp si [|fn = fll» — 0.

Ejercicio 6 Para cada 1 < p < oo, jbajo que condiciones sobre f y g se da la
igualdad en la desigualdad de Holder?, ;y en la de Minkowsky?.

Ejercicio 7 Demostrar que si u(Q) = 1y f > 0 es medible, entonces para
k= [ fdp, se verifica

\/1+k2§/\/1+f2du§1+k.

Dar una interpretacién geométrica de las desigualdades en el caso en que f = g’
y sea continua, u =m y Q = [0, 1].

375
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Ejercicio 8 Demostrar que si 1 < r < p < s < oo, entonces: a) L, N Ls
es un espacio de Banach con la norma [|f|| = |[f]l- + ||f]ls ¥ la inclusién
L,.NLs — Ly es continua. b) Que L, + L, es un espacio de Banach con la
norma || f|| = inf{||lg||» + ||hlls : f = g+ h} y la inclusién L, — L, + Ls es
continua.

Ejercicio 9 i) Demostrar que para x > 0, logz <x — 1y zlogz >z — 1.
ii) Demostrar que si u(2) =1y 0 < r < s < 00, entonces para f € L,
£l < IIflls y que para exp{—oco} =0y log0 = —o0
iy 7, = exp{ [ log /] di.
p—0

Ejercicio 10 Demostrar que si p(2) < 0oy f € Lo, ||f|loo # 0, entonces para
an = f ‘f|n d:u7

, a
lim = = )£ .
n—oo  An

Ejercicio 11 Demostrar la desigualdad de Heisenberg para f = f1 +if2: R —
C,con f; eC¥°(R) y f € Lo,

| ka2 ( [ er dw)m ([ e dx)m .

Ejercicio 12 Demostrar que si f € L1(R) y g € Lp(R), entonces f * g(x) =
[ f(x—y)g(y)dy estd en L, y

I *gllo < £ l11lglle-

Ejercicio 13 Demostrar que en un espacio de medida o—finito (9,4, u), si
fg € L1 para toda f € L,, entonces g € Ly, para g el conjugado de p.
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Ejercicios resueltos Tema I

Ejercicio 1.2.3.- Dada una aplicacién F':  — €', demostrar que:
(a) Si A es una o—algebrade Q, A’ ={BC Q' : F'(B)€ A} loes de Q.
(b) Si A’ es una o-dlgebrade @', A= F 1A ={F ' (B)cQ: Bec A}l
es de Q.
(c) SiC c P(Y), o[F1(C)] = F[o(C)].
(d) Demostrar quesi (2, 7) y (', T’) son espacios topolégicos y F es continua,
entonces F~1(B) € B(Q), para todo B € B(Q').

Ind.- (c) Aplicar el principio de los buenos conjuntos. (d) Aplicar (c). 1
Ejercicio 1.2.4.- Consideremos las siguientes extensiones de una familia C de
subconjuntos de €:

Ci={ACQ:AeCé A" e},

Co={AiN---NA,:A; €Ci, n €N},

Cs={A1U---UA, : A; €Ca, n €N}
Demostrar que Cs = a(C).

Solucién.- Por una parte tenemos que C C C; C C2 C C3 C «(C), por tanto
a(C3) = a(C) y basta demostrar que C3 es dlgebra. Que @, € C3 es obvio,

A=A1U---UA,€C3 =

A®=AfN---NAL = (U2 Byy) N - N (U Bj)
=UjL, Uit [N7_, Bij;] € Cs,

donde los B;; € C1. Por tltimo es cerrado para uniones finitas. I

Ejercicio 1.2.5.- Sean (Q1, A1), ..., (Qn, A, ) espacios medibles. Demostrar que
la familia de los productos de medibles,

R={A1 X xA, CU X xQ: A; €A},

377
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es una clase elemental (es decir que satisface las condiciones: (i) @ € C, (ii) si

A,B € C, entonces AN B € C y (iii) si A € C, A° es unién finita disjunta de

elementos de C).

Solucién.- ¥ € Ry
(A1 X+ X Ap)N(B1 XX Bp)=(A1NB1) X -+ X (An N Bp),
[A1 X -+ X Ap]© =Af X Q2 X -+ X QU

Al X AS X -+ X QpU... U
A X - X Ap_1 X AS € Ag.

Ejercicio 1.2.6.- Demostrar que si C es una clase elemental, la familia de unio-
nes finitas disjuntas de conjuntos de C es el dlgebra a(C).

Solucién.- Basta ver que la familia Ap de uniones finitas disjuntas de conjuntos
de C es algebra, pues C C Ag C «(C).

Se tiene: @ € C C Ap y si R,Q € Ao, con R = U”, R;, R; € C disjuntos y
Q= Ug?:le, con los Q; € C disjuntos, entonces

RNQ=UL (RiNQ)=UZ, UF_| (RiNQ;) € Ao,

va que los R; N Q; € C y son disjuntos. Por ultimo es cerrado por paso al comple-
mentario, pues por definicién para R; € C, R € Ag y para R € Ap como antes,

Re=nNZ2Rf € Ag. |

Ejercicio 1.2.10.- ;Puede una o-dlgebra infinita contener sélo una coleccién
numerable de elementos?

Ind. No, porque al menos tendria una coleccién numerable B, de conjuntos
disjuntos, cosa que vemos de tres formas: (1) De un medible no trivial A, sacamos
dos Ay A€, y por induccién, de n disjuntos A1, ..., A, sacamos n + 1, pues o bien
B = UA; # Q y consideramos A,+1 = B¢ o en caso contrario estos n conjuntos
son una particién del espacio y basta considerar cualquier medible E que no sea uno
de los 2™ que se obtienen uniendo estos A;, y por tanto con interseccién no trivial
con alguno de los A;, al que parte en dos EN A; y E€N A;. (2) Si la o-dlgebra
es numerable A = {A,, : n € N}. Podemos considerar para cada x del espacio, el
medible A, = N{A € A : x € A}, pues la interseccién es numerable. Si y € A,
entonces Ay = Ay, pues si x € Ay entonces y € Ap y por lo mismo si x € A = A,
entonces y € Ay, 6 equivalentementesiy € Ay, xz € Ap;ysiy ¢ Az, AzNAy = & pues
si tuviera un z, serfa Ay = A, = Ay e y € Ap. Obviamente cada Ap = Ugca,, Az,
por tanto tenemos una coleccién numerable de conjuntos disjuntos. (3) Si tenemos
una coleccién numerable A, € A, entonces A contiene los conjuntos disjuntos de la
forma NS, By, para By = Ap 6 Ep = AS,, los cuales no pueden formar un conjunto
finito B1i, ..., Bm, pues entre los 2 que se obtienen uniendo estos, tienen que estar
todos los Ay, que son infinitos.

Ahora las uniones arbitrarias de estos serian distintas e identificando cada B
con n € N, estas uniones se identificarfan con partes de N que es no numerable. 1

Ejercicio 1.3.3.- Dada una medida p y una sucesién A, € A, demostrar que

MU <t



379

Ind. Témense los conjuntos disjuntos Bp, = (A1 U---UA,_1)°NA,. |1

Ejercicio 1.3.5.- Dado un espacio de medida (€2, .4, 1) y una sucesién A,, € A,
demostrar que:
(a) p(liminf A,) < liminf pu(A4y).
(b) Que si p(UA,) < 0o, entonces limsup p(A,) < p(limsup Ay,).

Solucién.- Sean B, = NX A; y Cpn = U2 A;, entonces B, C Ap C Ch,
w(Bn) < u(An) < u(Cr) y Bn 1 liminf A, Cy, | limsup A,,. 1
Ejercicio (Lema de Borel-Cantelli) 1.3.6.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida
y Cy € A. Demostrar que

e}

Z,u(Cn) <oo = p(imsupCy)=0.

n=1

Ind. Sea Dy, = U2 C;, p(D1) < 0o, p(Dn) L 0y Dy | limsupCp. B

Ejercicio 1.3.8.- Dada una sucesién doble Znm, € (—00, 00], tal que para cua-
lesquiera n,m € N, Trm < Tnt1,m ¥ Tnm < Tn,m+1, demostrar que

Iim lim Zpm = lim lim Z.m.
n—o0 m-—oo m—>00 N—r o0
Ind. Demostrar que existen los limites ay, = limpm— 00 Tnm, ¢ = limp 00 an,

b = limp—00 Tnm ¥ b = limy—00 b, que pm < an < a y por tanto b < a, la otra
desigualdad por simetria. 0

Ejercicio 1.3.10.- Dado un conjunto §2 no numerable, demostrar que
A={ECQ: E6 E° es numerable},

es o—dlgebra y en ella u(F) = 0 si E es numerable y u(F) = 1, si E° es
numerable, es una medida.

Ind. Si A, € Ay para todo n A,, es numerable, entonces UA,, € A por ser
numerable y si existe un 4 tal que A§ es numerable, entonces (UAR)¢ = NAS, C A es
numerable. Y si los A, son disjuntos y todos numerables, u(UA,) =0 =3 pu(An), y
si un A; no lo es, entonces para todo j # i, A; C A es numerable y pu(UAp) =1 =

(A = X p(An). 1
Ejercicio 1.3.11.- Dado un espacio de medida (2,4, 1), tal que para todo
E € Acon p(F) = co existe FF € A, con F C Ey 0 < p(F) < oo (estas
medidas suelen llamarse semifinitas), demostrar que para todo E € A con
u(E) =00y todor > 0existe F € A, con FC Eyr<p(F)<oo.

Solucién.- Basta demostrar que
sup{p(B): BE€A, BC Ey pu(B) < oo} = oo.

En caso contrario, el supremo valdria ¢ < oo y para todo n € N, podriamos encontrar
Fp C E tal que u(Fn) > ¢—(1/n) y considerando B, = U'_, F; y su unién expansiva
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By, 1 B, tendriamos que p(Bpn) < ¢, pues B, C E'y u(Bpn) < Y1y p(F;) < oo, por
tanto tomando limites u(B) < ¢, pero como
1
w(Bn) > p(Fn) > c— w

tomando limites u(B) > ¢, por tanto pu(B) = ¢y como B C E llegamos a contradic-
cién pues u(E\B) = oo ya que pu(E) = pu(B) + p(E\B), y por definicién existe un
medible A C E\B con 0 < p(A) < oo, por lo que BU A C E tiene medida finita
mayor que c. 1

Ejercicio 1.3.13.- Dado un espacio de medida (2, A, ), definimos A: A —
[0, ], de la siguiente manera

AA) =sup{p(B): Be A, BC Ay u(B) < o},

demostrar que:
(a) A es una medida semifinita.
(b) Que si p es semifinita entonces A = p.

Solucién.- (a) Es aditiva, pues para A, B € A disjuntos y cualquier C C AU B,
con C € Ay u(C) < oo, tenemos ANC C A, BNC C B,con ANC,BNC €Ay
H(ANC) < oo, u(BNC) < oo, por tanto como son disjuntos

w(C) = W(ANC) + u(B N C) < AA) +A(B),

y como esto es valido para cualquier C, A(AU B) < A(A) + A(B). Veamos la otra
desigualdad; para cualesquiera A’ C A, B’ C B, de A con medidas finitas por u,
tendremos que son disjuntos y

w(A") + u(B") = p(A’UB') < A(AU B),
y se sigue la otra desigualdad. Ahora basta demostrar que si A, T A, entonces
A(An) — A(A). Ahora bien como X es no negativa y aditiva es mondtona, por
tanto A(An) < A(An+1) < A(A), para todo n y si consideramos un B C A me-
dible con u(B) < oo y la sucesién B, = BN A, 1 B, tendremos u(Bn) — u(B),
w(Bn) < pu(B) < 00y Bn C Ap, por tanto u(Brn) < A(Ar), de donde

u(B) = lim u(By) < lim A(An) < A(A),
y tomando sup en u(B) se dan igualdades y por tanto A es medida. Ademds si
1(A) < 0o, A(A) = pu(A) y si A(A) = oo, existe B, C A medibles con u(Bn) < ooy
1(Br) — 00, por tanto existe By, C A, con 0 < A(Brn) = u(Bp) < 00, lo que prueba
que es semifinita.

(b) Es consecuencia del ejercicio 1.3.11. 1

Ejercicio 1.4.1.- Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se puede
definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, con cualquiera de las clases C1 =

{(av b)}’ C= {[a7 b]}’ Cs = {[a’v b)}

Ind.- Para C y C1, denotemos

o
(bn - C’«n) ap <bp €ER, AC U (an» bn]}:

n=1

8

Da={

Il
—

n

8

o
D1A={ (dn*Cn)i Cn<dn€RaAC U(C’ﬂvdn)}7

n=1

Il
—

n
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entonces por un lado D14 C Dy, pues (¢,d) C (¢,d] y por otro para cada z € Dy y
€>0,x+e€Dya, pues para & = p_(bn — an), con A C Uy, (an,bn], tendremos
A CUpZ(an,bp +€/2™) y la suma correspondiente a estos intervalos es e +z. |1

Ejercicio 1.4.2.- Sea ™ una medida exterior en 2 y A la medida restriccién de
u* ala o—élgebra A.. Demostrar que:

(a) p* <A

(b) Si p* es la medida exterior generada por una medida p en un dlgebra
A, entonces p* = \*.

(¢) Encontrar una medida exterior p* en Q = {0,1}, para la que p* # \*.

Ind. (a) Para A C Q, A*(A4) = inf{>_ u*(A;) : A; € Ax, A C UA;}, y dado uno
de estos nimeros >, pu*(A;),

pr(A) < pt(UA) <>t (Ay),
por tanto p*(A) < A*(A).
(b) Para A C Q, p*(A) =inf{> p(A4;): A; € A, A CUA;}, y dado uno de estos
nimeros Y u(A;), como los A; € A,
NH(A) <D ut(A) =Y u(A),
por tanto A*(A) < p*(A).
(¢) p*{0} = p*{1} =2, p*{0,1} = 3, por tanto A, = {&,Q} y A*{0} =3. 1

Ejercicio 1.5.1.- Sean u;: B(R) — [0, 0], para¢ = 1,...,n medidas de Lebesgue—
Stieltjes. Demostrar que existe una tnica medida p: B(R™) — [0, c0], tal que
para cada semi-rectdngulo acotado (a, b],

wla, bl = pr(ar,b1] -+ pin(an, by

Ind. Considérense funciones de distribucién F; que generen p;, la funcién de
distribucién F(z1,...,2n) = Fi(z1) -+ Fn(zn) y la medida que genera. 1

Ejercicio 1.5.2.- Demostrar que toda medida en B(R"™) de Lebesgue-Stieltjes
es o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesgue—Stieltjes.
Ind. En R, u(A) el ndmero de racionales de A. 1

Ejercicio 1.5.3.- Demostrar que para a < b € R" y la medida de Lebesgue
n—dimensional
m(a,b) = m[a,b) = m(a,b] = m[a,b].

Ind. Paraa,b € R™, a < b, se tiene, entendiendo a—1/m el vector de coordenadas
a; —1/m, (a —1/m,b] | [a,b], por tanto

mla,b] =limm(a — 1/m,b] = h’mH(bi —a;+1/n) = H(b, —a;) = m(a,bl.
y por lo mismo mla, b] = m(a,b), pues (a,b—1/m] 1 (a,b). 1

Ejercicio 1.5.4.- Demostrar que sit € Ry B € L(R"), entonces tB € L(R") y
m(tB) = |t|"m(B). Ademss si B € B(R"), entonces tB € B(R").
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Ind. Para ¢ > 0, m(¢tB) = |t|” (B), pues m*(tB) = t"m*(B) y para t < 0,
m*(tB) = m*[|t|(—B)] = [t|"m*(—B) y basta demostrar que m*(— B) = m*(B).
Ahora bien para z; = (%;1,...,%in) € R

=mf{ Y [[(bmi—ami): ACU(aibi]} =a

m=11i=1
oo n
m*(=B) = tnf{ Y [[(dmi —cmi) : —A C U(cs, dil}
m=14i=1
=inf{ > [[(mi—ami): A CUlai,b)} =b,
m=1i=1

siendo a = b, pues ambos son iguales a

o0 n
c=f{ Y [[(bmi — ami): A C Ulai, b}
=1i=1
Veamos que a = c. Obviamente se tiene ¢ < a, y si tomamos cualquier elemen-
tor = 300 [T (bmi — ami), del conjunto cuyo infimo es ¢, con recubrimien-
to A C Ulag,b;], entonces dado € > 0 podemos encontrar a; < a; de modo que

T ibms —al ) < Ty (bmi — ami) +€/2™ y A C Ulag, b;] C U(al, bs], siendo
S ITiei(bmi —al,;) < r+¢€ de donde a < r y por tanto a < c. Ahora con esta
férmula m*(tB) = \t|"m*(B), se demuestra facilmente que si B € L(R"), entonces
tB € L(R™). Que las homotecias conservan Borelianos es por ser homeomorfismos.
El ejercicio también se puede demostrar utilizando esto ultimo, que los Lebesgue
medibles son la complecién de los Borel y que la medida de Lebesgue es la tnica

medida invariante por traslaciones que verifica m([0, 1]™) = 1, considerando para ello
la medida de Borel u(B) = m[tB]/[t|*. 1

Ejercicio 1.5.5.- Demostrar que la medida de Lebesgue es invariante por rota-
ciones.

Ind. Sea R: R™) — R™ una rotacién y consideremos la medida invariante por
traslaciones p(E) = m[R(E)]. Entonces existe ¢ > 0 tal que pr = ¢-m y como la bola
unidad B es invariante por rotaciones u(B) = m(B) y ¢ = 1, pues 0 < m(B) < oo.
1
Ejercicio 1.6.1.- Demostrar que para p = 0, H,, es la medida de contar.

Ind. Para A = {z1,...,2m} y § < min{d(z;,z;)}, Hos(A) =n. 1
Ejercicio 1.6.2.- Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (Q',d), con
la, métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en ',
H =H p|P(Y)

Ind. Para A C &,

7 5(A) =mf{> d(A)P 1 ACUA, CQ, d(An) <5}
=mf{) d(Bn)": ACUBn CQ, d(By) <8} =H,s(A). 1

Ejercicio 1.6.4.- Demostrar que dimyg ({z}) = 0, para cada z € Q.
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Ind. Ho({z})=1. 1

Ejercicio 1.6.5.- Demostrar que dimg (UA,) = supdimg (Ax).

Ind. Si A =UA;, Hy(A;) < Hp(A) <> Hp(Ap), portantosip < supdimpg (Ar),
existe un ¢ tal que p < dimg (A;), por tanto Hp(A;) = 0o = Hp(A) y p < dimg(A) y
sisupdimy (An) < p, Hp(An) = 0 para todony Hp(A) = 0, por tanto dimp (A) < p.

|

Ejercicio 1.6.6.- En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demostrar
que la dimensién vectorial y la de Hausdorff coinciden.

Ind. Es consecuencia de los resultados anteriores y de que para un cubo @,
n—dimensional, se tiene que 0 < Hp(Q) < oo, por tanto dimg(Q) =n. 1

Ejercicio 1.7.1.- Demostrar que para cada funcién f: R — R: (a) El conjunto
de puntos de continuidad de f, C(f) € 4s y los de discontinuidad D(f) € Cs-.
(b) Demostrar que C(f) y D(f) son borelianos.

Ind. Como C(f) = D(f)¢ basta verlo para uno. Consideremos para cada intervalo
abierto y acotado I = (a,b), wy(I) = sup,¢; f(x) — infyer f(x), para la que se tiene
que

IcJ = 0<wr(I)<wp(d),
y para cada x € R, sea wy(x) = infycrwy(I). Se sigue de la definicién que x es punto
de continuidad de f (xz € C(f)) sii wy(x) = 0y que para cada k > 0, {z : wy(z) < k}
es abierto. Se sigue el resultado pues para A, = {z : wy(z) < 1/n}, C(f) = {wy =
0}=nA,. 1

Ejercicio 1.7.2.- Sea (€2, A, ) un espacio de medida y sea A, su complecién y
©* la medida exterior generada por pu. Demostrar que para cada A C :

u*(A) =inf{u(B): Be A AC B},
v que si definimos la “medida interior”
wx(A) =sup{u(B): Be A, BC A},

entonces si A € A, se tiene que p.(A) = p*(A) = p(A) y reciprocamente si
px(A) = p*(A) < oo entonces A € A,,.

Ind. Si A € A, existen B,D € A, con BC AC Dy u(D\B) = 0, por tanto
w(D) = u(A) = uw(B) < px(A) < p*(A) < p(D) y se tiene la igualdad. Ahora dado
A C Q se demuestra que existen B,D € A, con B C A C D, u(B) = u«(A) y
p*(A) = (D) y si px(A) = p*(A) < oo entonces A€ A,. |
Ejercicio 1.7.4.- Encontrar una medida en B(R™) que sea o—finita pero no
regular.

Ind. En R, u(A) el ntimero de racionales de A. 1

Ejercicio 1.7.5.- Demostrar que toda medida semifinita p: B(R™) — [0, 00] es
regular interior.

Ind. Se ha demostrado que toda medida es regular interior en los borelianos de
medida finita, sea B un boreliano con pu(B) = oo, entonces por ser semifinita hemos
demostrado que para todo n € N existe un boreliano B,, C B, tal que n < u(Bn) <
00, pero entonces existe un compacto K, C By, tal que n < u(K,)y Kp Cc B. 1



384 Ejercicios resueltos

Ejercicios resueltos Tema II

Ejercicio 2.2.4.- Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los conjuntos
{reQ: h(x)<g@)}, {reQ: h(z)<g)}, {zeQ: h(zx)=g(x)},

son medibles.

Ind. El primer conjunto es medible porque en él h < oo, —o0 < g y en este
conjunto existe g — h que es medible, 6 también porque

{zeQ: h(z) <g@)}=J () <r}n{r<g@)}),
reQ

el segundo porque su complementario lo es y el tercero es la diferencia. 1

Ejercicio 2.2.11.- Demostrar que si f: R — R es derivable, f y f' son Borel
medibles.

Solucién.- Si f es derivable es continua y por tanto medible, como también lo
es fn(z) =n[f(z+1/n) — f(z)] y como fr, — f’, f’ es medible. |
Ejercicio 2.2.12.- Demostrar que f = (f1,..., fa): (2, 4) = (R", B(R")) es
medible si y sélo si cada f; lo es.

Solucién.- Si f es medible, f; = x; o f es medible por que las proyecciones
z;: R™ — R son continuas y por tanto medibles. Reciprocamente sea (a, b] un semi-
rectangulo, con a < b € R", entonces

n
FYa,b={xeQ: a< f(z) <b}= m{xEQ: a; < fi(z) <b;} € A,
i=1
y como estos semi-rectdngulo generan B(R™), f es medible. 1

Ejercicio 2.4.1.- Sean f,g: Q — R funciones medibles tales que f = g c.s. y
existe [ fdp. Demostrar que entonces también existe la [ gdp y coinciden.

Indicacién.- Consideremos el medible A = {z : f(z) = g(z)}, por tanto u(A°) =
0,y comoen A, ff =gty f~ =g, tendremos por (2.4.1), que

/f*du:/Af*+ ACer:/AJ”:Ag+:Ag++Acg+:/9+7

y por lomismo [ f~ = fg=. 1

Ejercicio 2.4.2.- Sean —o0 < a < b < ooy f: (a,b) C R — R continua e
integrable. Demostrar que g(z) = f(a ) f dm es diferenciable y que ¢’ = f.

Ind.- Por ser integrable lo es |f|, y por tanto lo es en (a,z). Ahora para todo
€>0existeun d >0tal quesiy € (x — 6, z+6) C (a,b), f(z) —e < f(y) < f(z)+e
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y para |h| < §
g+ ) —g@) _ Jarin —Jam? _ { et g,

h h S wrn) I
Sz D p> 0.

= f(z)—e<

JEEN =9E) < o) 4. 0

Ejercicio 2.4.3.- Sean —00o < a < b < ooy g: (a,b) C R — R de clase 1.

Demostrar que para cualesquiera ¢ < d, en (a,b), f[c 4 g dm = g(d) — g(c).
Ind.- Como ¢’ es continua, es acotada en [c,z] y por tanto integrable, para

z € (¢,b), y podemos definir F(z) = f[C 2] g dm = f(c ) g’ dm. Ahora por el resultado

anterior F'(z) = ¢’(z), por tanto F(z) = g(x) — k, con k constante y como F(c) =0,

k=g(c)y F(d) =g(d) —g(c). 1

Ejercicio 2.4.4.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm = lim fdm.
(—00,00)

a——o00, b—oo la,b]
i Es cierto si existe la integral pero no es finita?

Solucién.- A\(A) = fA fdm es una carga y si Ap T A, M(An) = MA). 1
Ejercicio 2.4.5.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f = >77  anla,, con
an € (0,00) y An € A, calcular [ fdpu.

Ind.fon:fon. 1
Ejercicio 2.4.6.- Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ve > 0 existe un medible
A, con p(A) < oo tal que [f < [, f+e

Ind. Ap ={1/n < f} 1 A={0<f}, w(An) <ocoy [y [T [uf=[f 1
Ejercicio 2.4.10.- Sean f, f, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar
que [ fn— [fsiif|fa—fl—0.

Ind. Por el TCD, pues —f < fn—|f— fn| < f, por tanto [ fn—[|fa—f] = [ f.

1

Ejercicio 2.4.12.- Sean f, f,, integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar que
J1fn = £l = 0sii [ fu] = [If].

Ind. Por el TCD pues —|f| < |fn|—|fn— f| < |fl, por tanto [ |fn|— [ |fn—f] =
Sl

Ejercicio 2.4.18.- Calcular:

lfim (1 +nz®)(1 4 z°) " dm.
n— oo
[0,1]
Ind. Por el TCD, pues: 1 es integrable; 0 < f, < 1, ya que
A+ 2" =1+ nz? + (1/2)n(n — Da* + ... > 1 + na?,
¥ fn 1 0, pues
(1 +22)™ S 14+ nz? 4+ (1/2)n(n — 1)a*

— 00. [ |
1+nz?2 — 1+ nz?
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Ejercicio 2.4.20.- Sea f: R — R medible tal que e'* f(x) es integrable para
todo t € (a,b) C R. Demostrar que F(t) = [ €' f(x) dm es diferenciable y que
F'(t) = [ze" f(z)dm.

Ind. Para cada s € (a,b) existe un 6 > 0 tal que [s — 2§, s + 24] C (a,b). Basta
demostrar que F' es diferenciable en I = (s—4, s+6). Existe 7 > 0, tal que para z > r,
z < €% por lo que el médulo de la derivada del integrando, |z et* f(x)]|, estd acotado
para t € I por la funcién integrable

e(s—20) [f(x)l, siz < —r,
rels=20% |f(z)], si—r < <0,
relst2T | f(z)|, si0o<wz <,
e(s+20)z |f(x)], siz >,

h(xz) =

y el resultado se sigue del teorema de derivacién bajo el signo integral. 1

Nota. Para los siguiente ejercicios puede ser ttil recordar que:

lim (14 1/an)™ =e,
lan|—o0
Ejercicio 2.4.21.- Demostrar que parat > 0y 0 < a < 1, (1 + (¢/n)*)" es
creciente en n > 1. Para 1 < «, (1 — (¢/n)®)" es creciente en n > t.

Ind. Los dos son similares, veamos el segundo

() <)) -
(n® — o) nom

((n + 1)a _ ta)n+1 - (n + 1)a(n+1) ’

lo cual induce a considerar la funcién en [0, n®]

B (n® — z)n
f(x)_ ((’rLJr].)afI)nJrl’
y demostrar que f’ < 0, en cuyo caso f(z) < f(0). 1

Ejercicio 2.4.22.- Demostrar que

n
(a) lim <1 — 3) logtdm = / e 'logtdm.
"0 I 1,n] " [1,00)

(b)  lim (1 — 3) logtdm = e ‘logtdm.
[0,1]

n—oo n [071]

Ind. (a) Se puede hacer utilizando el ejercicio (2.4.21) y el TCM pues 0 <
I(1,n)(1 = (t/n))" logt y (1 — (t/n))™ es creciente para 0 < ¢ < n.
También se puede hacer utilizando el TCD, probando que

[I(1,n) (1 = (/)" log t] = I(1 ) (1 = (t/n))" logt < e™'t,

y demostrando que e~'t es integrable. (b) Se sigue del desarrollo de (a), utilizando
el TCM y teniendo en cuenta que como en (0,1) el logt es negativo, la sucesién
(1—(¢t/n))™logt <0y es decreciente. 1
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Ejercicio 2.4.23.- Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdu =c < ooy
sea 0 < a < 0o. Demostrar que

% 00, si O0<a<l,
lim [ nlog {1 + (7) } dp =< ¢, si a=1,
n—oo n
0, si 1<a<oo.
Ind. La sucesién 0 < f, = nlog[l + (f/n)?], es creciente para o < 1, por el
ejercicio (2.4.21) y

10, sia>1.

ajn (n/£)*n(f/n)™
f 1 —a .
1+ (< = 1+7( g , n =1, sia=1
" " Too, sia<l.

v fn 1t fparaa =1y fn, T co para a < 1, en cuyo caso el resultado se sigue del
TCM. Paraa > 1, fn < af,puesparaz >0y a>1, 14+ 2% < (1+z)% (ya que si
h(z)=(14+z)*—2*—1,h(0)=0y h'(z) >0),y

o n noa
e ()] =0 d) e
n n
y se aplica el TCD. 1

Ejercicio 2.4.24.- Demostrar que si f es u—integrable, entonces para cada € > 0,
existe un § > 0, tal que

wkEk)<é = /E\f|du<e.

Ind. Sea A(A) = [, |f| du, que es una medida finita y B, = {|f| > n}, entonces
Bn | B = {|f| = oo}, por tanto A(Bn) — A(B) = [ |f|du = 0, por tanto existe un
N €N, tal que para n > N, A\(Bp) < €/2. Ahora bien

[,

y basta tomar § < e/2n. |1

€
Adut [ 1fldn < S+ e,
ENBS

n

Ejercicio 2.4.25.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(z) =
I (_oo,s) f dm es uniformemente continua.

Ind. Aplicar el ejercicio anterior. 1

Ejercicio 2.4.26.- Demostrar que si F': (Q, A, u) — (', A") es medible, ur =
F.p, para pur(B) = p[F~(B)], es una medida, llamada medida imagen, para
la que se verifica que si g es medible en ' y B € A’, entonces

/gduF:/ (go F)dpu.
B F-1(B)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
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Ind. Para indicadores se sigue de la definicién, para funciones simples por adi-
tividad, para funciones no negativas por el teorema de la convergencia mondétona,
p4g.93 y para funciones con integral de la definicién. 1

Ejercicio 2.4.27.- Sea (9, A, 1) un espacio de medida y f una funcién medible
no negativa. Si definimos la medida A(A) = [ 4 [ du, demostrar que para cada

funcién medible g
/ gdir = / gf dp,

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
Ind. Demuéstrese para indicadores, funciones simples, funciones no negativas y
en general. 1

Ejercicio 2.4.28.- (a) Demostrar que si f: [0,00) — R es medible, entonces

parat >0
t/ fltz)dm = / fdm.
[0,00) [0,00)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
(b) Demostrar que si f: [0,¢] — R es medible, entonces para t > 0

t flx)dm = fdm.
[0,1] [0,1]
en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.
Ind. Apliquese el ejercicio (2.4.26), para F'(z) = tz, viendo que t -mp =m. 1

Ejercicio 2.4.29.- Teorema de cambio de variable. Sea F': (a,b) C R —
(¢,d) C R un difeomorfismo creciente de clase 1, con inversa G. Demostrar que
la medida imagen de la de Lebesgue por G es mg(A4) = fA F'dm y que

/ gdm = go F-F'dm.
(c,d) (a,b)

para toda funcién medible g: (¢,d) — R, en el sentido de que si existe una
también la otra y son iguales.
Solucién.- Como F’ > 0y es medible por el ejercicio (2.2.11), podemos conside-

rar por el Teorema de la carga (2.4.1), la medida A(A) = [, F’ dm. Ahora bien para
z <y en (cd) se sigue del ejercicio (2.4.3), que

me(z,y] = m(G™ ! (z,y]] = m(F(z), F(y)] = F(y) — F(x)

= F dm = Xz, y]
[@,y]
siendo F' la funcién de distribucién asociada a ambas, que por tanto coinciden en
todo boreliano por la unicidad. Lo segundo es consecuencia de lo primero y de los
ejercicios (2.4.26) y (2.4.27). Observemos que si F' es decreciente ' es negativa y el
resultado se sigue igualmente poniendo —F”, es decir |F’|. 1
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Ejercicio 2.4.30.- (a) Demostrar por induccién que f<0 sy L e dm =nl.
(b) Demostrar que para t > 0, f(o o0) e ' dm = 1/t y admitiendo que pode-
mos derivar bajo el signo integral tantas veces como queramos, utilizar esta
igualdad para demostrar (a).
Ind.- (b) Aplicando los ejercicios (2.4.3) y (2.4.4),
C1= / (e=t*) dm = (—t) e=t% dm.
[0,00) [0,00)

(También se puede ver utilizando (2.4.28)). Ahora, para F(t) = f[o,oo) e~ dm =1/t
tendremos

F(”(t):/ (—2)" et = (—1)"nlt=m=1, 1
[0,50)

Ejercicio 2.4.31.- Sea f: [0, 1] — R continua, tal que f(0) = 0y existe f'(07) €
R. Demostrar que f(z)z3/? es Lebesgue integrable.

Ind.- Existe g continua en [0, 1], tal que f(z) = zg(z), por tanto g estd acotada,
lgl < My |f(z)z=3/%| = |g(2)|/v/Z < M//T que es integrable. 1
Ejercicio 2.4.32.- Calcular:

(a) im0 f[o,oo)(l + (z/n)) " sen(z/n) dm.

(b) limp— oo f[o ooy 2SEN(T/7) [z(14 23]~ dm.

(c) h’mn_,oof[

Ind. (a)= 0 por TCD, pues la sucesién (1 + (z/n))™ es creciente —y converge a
e®—, por tanto, |(1+(x/n)) " sen(z/n)| < (1+(x/2)) "2, y esta tltima es integrable.
(b)=m/2 pues |sent/t| < 1y por el ejercicio (2.4.3), f(o 2 dm/(1 + x2) = arctan(z)
y para (c) se hace el cambio t = nz. |1

a,00) n(1 +n%z?)~! dm, en funcién de a.

Ejercicio 2.4.33.- Dadas las funciones definidas en (0, c0)

f(t) _ / e—x2 dm ’ (t) _/ ﬂdm
= o s 9 = o) 2+ 1 )

demostrar que: (a) f(t) + g(t) = 7/4. (b) f<0!oo) e~ dm = /2.

Ind. (1) Por (2.4.2), (2.4.28) y (2.4.21), f'(t) + ¢'(t) = 0. (2) Por (2.4.19),
lim; 00 g(t) =0. 1

Ejercicio 2.4.34.- Demostrar que:

1 _ =2 1 9 _ 22 2
——— [ e 222dm=1 ——— [ e 22 dm=o0".
\/27r02/n§ ’ \/W/]R

. . Y _x2 2 .
Indicacién.- Integrando en (ze~% ) = e~ 7 —222 e~ %" tendremos, por el ejer-

cicio (2.4.33), que

VT

efZ2 dm = / z2 efzz dm
2 (0,00) R
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y haciendo el cambio de variable F(y) = y/v202,

2 2
_ 2 ye v 1
ﬁ:Z/FyZe F) F’ydm:/—e 202 dm. 1
[ Fw) im= [ Lo L

Ejercicio 2.4.35.- Demostrar que para b= (a + 1)/2
/e_ﬁ o dm — { I'(b), sia es par;
R

0, si a es impar.

Indicacidn.- Para a par, las integrales en (—o0, 0) y en (0, co0) son iguales y para a
impar son contrarias. Ahora por el teorema de cambio de variable para z = r2 = G(r)
(ver 2.4.29)), y por la funcién factorial, (2.4.22), pdg.102), la integral del enunciado
es para b= (a+1)/2

2/ e~ 1 dm = e T dm =II(b—1)=T(). 1
(0,00) (0,00)

Ejercicio 2.4.36.- Dada f(t) f[o o) e~ cos 2t dm, demostrar que satisface

F/(0) +2tf() = 0y que f(t) = (1/2)y/me "

Ind. El integrando es integrable porque en médulo esté acotada por e’

que lo es
2 2

por el ejercicio anterior. Ahora como (e~%" )’ = —2ze~ %", tendremos por (2.4.4), que
f(o,oo) e = 1, por tanto (6712 sen 2xt) = (—Zx)e’m2 sen 2zt + e~ %" (2t) cos 2zt
es integrable por ser suma de integrables y

0= / (6712 sen 2xt)’ = / (—2:10)efz2 sen 2zt+e =% (2t) cos 2zt = f'(t)+2tf(t).
[0,50) (0,00)

Por tanto f(t) = f(O)e_t2 y por el resultado anterior f(0) = /7/2. |

Ejercicio 2.4.37.- Demostrar:
B 22" e dm = (2n)/7/4"n).
(—or00) T
araa >0, [ e~ cosax dm = /e~ /4,
2) Paraa >0, [___
(3) Para p> 0, [y 2% (o = 1) logardm = 332 1/(p-+ )
2n+1 e—mz

Ind. (1) Por induccién derivando z
(2.4.4) y (2.4.33).

(2)e* =>" Z—T,L, e’ = cosxz+isenz, por tanto cosz = 302 (—1)"22" /(2n)!. Por

1) > [ |fnl| < oo, para fn —( 1)"e —a? (az)?™/(2n)!, por tanto [(3 fn) =X [ fn-
@170 —2) = S0 an,

(" Plogz™t) = (n+p)z" TP lloge ™! — " TP
por tanto f[o 1 2"t~ llogz=ldm =1/(p+n)2. |

y utilizando los ejercicios (2.4.3),

Ejercicio 2.4.38.- Demostrar que la funcién f: (0,1) = R, f(z) = 2" log" 2~ %,

para —1 < r y n > 0 es Lebesgue integrable y que

/ Tlogn —ld TL'
x X m = ——~—5.
(0,1) (1 +7)ntt
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Ind. En primer lugar aunque los integrandos no son acotados, son no negati-
vos, por lo que las integrales existen, aunque aun no sabemos que sean finitas. Las
denotamos I,. Por L’Hopital se tiene derivando n veces que

log™y n!
10.7 1i rloe g = Iim 422 = lfim — M —
aom o g e et = i e = I Gy

Ahora para n = 0, como (z" 1) = (r + 1)z" y im,_,q+ 2" 1 =0, Io =1/(r+1) y
por induccién se tiene que todas las I,, son finitas, pues

(mT'H log™ m_l)' = (r+1)z" log" P xrnlogn_l 2zt

por tanto integrando y teniendo en cuenta (10.7) —y los ejercicios (2.4.3) y (2.4.4)—

n n!
I, = L, 1==—
L R (r+ 1)t

Ejercicio 2.4.39.- Demostrar que la funcién g: [1,00) — R, g(z) = e " z*
para k € R es Lebesgue integrable.

I

Ind. Basta demostrarlo para N € N, pues si £ < N, como z > 1, tendremos

0<e ®zF <e™®zN portanto 0< / e Tk < / e g,
[1,00) [1,00)

Denotemos con Iy la dltima integral y veamos por induccién que son finitas. Por
(2.4.1) y (2.4.3), se tiene

Ip = e = lim e ¥ =— lim (e7®) =e L.
[1,00) d=o0/[1,d] d=o0/[1,d]
Insi = / eraN = [ (N4 1)e 2N — (e aN 1)) =
[1,00) (1,00)
= lim (N+1)e™™ =N — (e™® rN'H)/] =
d— oo [1,d]

=(N+1)Iy+e L.
Por induccién obtenemos que Iy < co. 1

Ejercicio 2.4.40.- Sea k € R y r > 0. Demostrar que
/ Fdm<oo o 1<k
[0,r]

/ Fdm<oco & k<-1
[r,00)

Ind. Es una simple consecuencia de que para 0 < a < b

Pl _gk+1 0o, k+1<0
/ =y T k+1#F0 m af*'={¢ 1, k4+1=0
la,b] logb/a, k+1=0 a—0+ 0, 0<k+1

y de que limy_, o logh = 0o y lim,_, o+ loga = —co. 1
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Ejercicio 2.4.41.- Demostrar que si f,: I — R son Riemann-integrables y
fn — f uniformemente, entonces f es Riemann—integrable.

Ind. f, es continua salvo en un Borel medible nulo A,,. Por tanto todas las fn
son continuas fuera del Borel medible nulo A = UA,, y por tanto f, pues

lf(@) = fWI < 1f (@) = fu(@)] + [fn(@) = fa@)| + [fuly) = f)]. B

Ejercicio 2.4.42.- Sea C =[a,b|NQ={cn}y f: [ =[a,b] = R, f(z) =0siz
es irracional, € C° y f(cn) = 1/n. Demostrar que f es Riemann—integrable
y calcular su integral.

Ind. f es continua fuera del medible nulo C, pues si z es irracional 0 < f(z) <€
para los z del entorno de  V; = {c1,...,cn}¢y 1/n<e 1

Ejercicio 2.4.43.- (a) Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann,
entonces es continua c.s. (m), pero no reciprocamente. (b) Si f > 0y es acotada
en cada compacto, entonces se tiene la equivalencia.

Ind. (a) Se sigue del teorema de caracterizacién, pues es Riemann integrable en
cada intervalo acotado y por tanto en él es continua c.s. El reciproco no es cierto para
f(x) = =, ni siquiera para f acotada, f = I[g,0c0) = {(—c0,0)-

(b) Por el Teorema de caracterizacidn f es Riemann integrable en cada intervalo
lan, bn], para cualesquiera ap, — —00 y bn, — 00 y f es lebesgue medible en [an, bn].

Ademds frn, = fliq, b,] Ty [ es Lebesgue medible y ff: f(@)dz = [ fut [ f, por
el Teorema de la convergencia mondtona. 1

Ejercicio 2.4.44.- Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Riemann
finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos integrales
coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negatividad.

Ind. Consideremos la sucesién fn = fI|_, n], para la que fn 1 f, entonces es
Lebesgue medible por serlo las f,, y por el Teorema de caracterizacion y el Teorema
de la convergencia mondtona

/:: f@)dz = lim_ /:l f(z)dz = nh;moo/fndm = /fdm,

Si quitamos la no negatividad es falso pues por ejemplo para

o (_q)n
f= Z ( ) I[nfl,n)v
n=1

n

existe

/O Y f@yde =S E

n
n=1
y es finita y sin embargo no es Lebesgue integrable, pues no lo es | f|, ya que [ |f|dm =

>(1/n) =0c0. 1

Ejercicios resueltos Tema III
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Ejercicio 3.2.1.- Sean Q; y {22 espacios topoldgicos. Demostrar que:
(a) B(Ql) ® B(Qz) C B(Ql X QQ)
(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(21) ® B(Q2) = B(Q1 x Q2).
Solucién.- (a) Como las proyecciones 7;: 1 X Q2 — ; son continuas son
B(£21 x Q2)—medibles, por tanto dados A € B(Q1) y B € B(Q2),
Ax B=nYA) Nny '(B) € B(Q1 x Qa),

y se sigue la inclusién de (a).
(b) Si C; es una base numerable de la topologia T; de €,

C={UxV:U€e€Ci,VeCl}CB()RB(N2),
es una base numerable de la topologia producto 7, por tanto
T Co(C) C B(n) ® B(Q2),

y se sigue el resultado. 1
Ejercicio 3.2.4.- Sea f: R? — R, tal que f, es Borel medible para cada = y f¥
continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible.

Ind.- Basta observar que la sucesién de funciones medibles

@) = 30 fEmp e (@)

i=—00

verifica fn — f, pues fn(z,y) = f(xn,y), para un z, = i/n tal que |z, — x| < 1/n.
[ |

Ejercicio 3.3.1.- Demostrar que: B(R™) ® B(R*) = B(R"™*) y que la medida
de Lebesgue mnti es la medida producto de las medidas de Lebesgue m,, y
mg.

Indicacién.- Lo primero se sigue del ejercicio (3.2.1). Para el resto, my4x es la
unica medida en los Borelianos de R 1% que sobre el producto de n+k semiintervalos
es el producto de sus longitudes y la medida producto de m,, y my verifica esta
propiedad. 1

Ejercicio 3.3.2.- Demostrar que para cada r > 0y A € B(R") es medible la
funcién de R", f(z) = m[A N Blz,r]] y demostrar que [ fdm = r" - m(A) -
m[B[0, 1]].
Ind.- Es consecuencia de (3.3.6), pdg.129, pues AN B[z, 7] es la seccién por z del
medible de R?™,
E=R"xAN{(z,y) €R* : [z —y| <r})

(obsérvese que el conjunto de la derecha es cerrado). Ahora m[EY] = m[B[y,r]]la =
r"m[B[0,1]]14 y el resultado se sigue del mismo teorema.

Ejercicio 3.4.2.- Sea f: (0,1) — R Lebesgue integrable. Demostrar que g(z) =

f(m 1 % dm es medible, integrable y que f(o py gdm = f(o y fdm.
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Indicacién.- Consideremos E = {(z,y) € (0,1)2 : 2 <y} y p1 = p2 = m en
(0,1), entonces h(z,y) = Ig f(y)/y es medible y

[(f vty dnz = [ 15)/slis (B e = [ 171dm < o0

y aplicando Fubini, g(z) = [ he dm es medible y [gdui = [hdma = [ fdus. 1

Ejercicio 3.6.1.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R
medible y no negativa. Demostrar que la grafica de f es medible

E={(z,y) €2 x[0,00]: y=f(2)} € A® B(R),

y que u x m(E) = 0.
Ind. Consideremos las funciones medibles m2(z,y) = y y h(z,y) = f(z), entonces
E={h=m2}ycomom(E;)=0, uxm(E)=0. 1

Ejercicio 3.6.2.- Sea (2, A, ) un espacio de medida o—finita y f: @ — R
medible y no negativa. Demostrar que la funcién F(y) = u{f ™" (y)} es medible
y F=0cs.

Ind. En los términos del ejercicio anterior F(y) = pu(EY) y 0 = p x m(E) =
S F(y)dm. 1

Ejercicio 3.6.4.- Sea (92, A, 1) un espacio de medida o—finita, f: Q@ — [0, o0]
medible y 0 < p < co. Demostrar que

/fp du =/ pt" " p{f >t} dm,
[0,00)

y que si u{f >t} <e™’, entonces [ f¥du <II(p).

Ind. Por el Teorema de Fubini, para la funcién medible h(y) = p{f? > y} y el
Teorema de cambio de variable, ejercicio 2.4.29, para F(t) = tP: [0, 00) — [0, 00),

[ran= [ wwyam= [ wpo)F@am
[0,00) [0,00)

:/ ptPLu{f >t} dm.
[0,00)

Para lo dltimo obsérvese que [~ (t?e~*) =0. 1
Ejercicio 3.6.5.- Demostrar que para una rotacién o una traslacién® 7': R® —
R"™, el centro de masas C(B) de un boreliano B satisface T[C(B)] = C[T'(B)].

Ind. Una traslacién o una rotacién T, conserva las medidas de Hausdorff, (T (Hy) =
Hy,), por tanto
fTB z; dHy, z; 0T dHy
w[C(T(B)] = 2 SpLL :
Hy[T(B)] Hy(B)

SDebemos observar que este resultado no es cierto para isomorfismos en gene-
ral, salvo que dimp (B) = n (ver el ej. (5.5.7), pues s6lo sabemos que Hy[T(B)] =
J(T)H[B], para T: R¥ — R™.
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y si T(z) = x + a es una traslacién, z; o T = z; + a; y z;[C(T(B))]
a; = x;[T(C(B))]; y si T(p) = (3 aijp;j) es una rotacién, x; o T
z;[C(T(B))] = X aijz;[C(B)], por tanto C[T(B)] = T[C(B)]. 1

z;[C(B)] +
>a Aijxj Yy

Ejercicio 3.6.7.- Dado el polinomio de R", p(z) = [[;_; z{*, 0 < a; € N,
demostrar que para b; = (a; +1)/2 y o la medida en la esfera unidad, definida
n (3.6.8)

21152y T(bs) . ) .
/ p(zx)do = iy 0 S tedoa;es par;
Spn_1 0, si 3¢ : a; es impar.

Indicacidn.- Por el ejercicio (2.4.35), el teorema de Fubini y el teorema (3.6.9)

n

gr(bi) = (/Reﬂﬂ2 x4 dm1> (/va2 on dml)

- /esz? p(z) dm = /(O’OO)/Se*TZ p(ry)r™ L do dm
— (/S p(y) dO’) (/(o,oo) e”"2 re ‘”Jr"ldm)

_ (/Sp(y) da) ér (>0

Ejercicios resueltos Tema IV

Ejercicio 4.2.4.- Sea (9,4, \) un espacio medible con una carga. Demostrar:
(a) g es A-integrable si y sélo si es |\|-integrable.

(b) Si g es A—integrable, Ugd)\’ < [gld|].

(c) Existe una medida u y una funcién medible f, con integral respecto de pu,
tal que para todo E € A, A(E) = [, fdp.

Ind. (c¢) Considerar una descomposmlon de Hahn, PN, f=1Ip —Iny p= |\
Ejercicio 4.2.9.- Sea )\ una carga en un espacio medible (£2,.4), demostrar que
IA[(A) = sup{z IA(E3)| : E; € A, disjuntos, UE; = A},

(Es cierto el resultado si ponemos > ;- en lugar de sumas finitas?.
Ind. Sean Ei,..., E, € A medibles y disjuntos, tales que UE; = A entonces

D INE: |<Z|/\I(E = [AI(A4),
i=1
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por tanto |[A|(A) es una cota superior para el supremo. Veamos que se alcanza, para
ello sea P, N una descomposicién de Hahn

IA[(A) = AT(A) + A7 (A) = [MAN P)| + [MANN)],
y el resultado se sigue pues AN P, AN N es una particién de A. 1

Ejercicio 4.3.1.- Sea (Q2,.A) un espacio medible con una medida compleja A =
M 4ide = AT — A7 +iMS —i);, demostrar que AE < [\ < A 4+A7 A+ A5
Ind. AT <A+ 07 = (N[ <SS Il + el =27+ A7 +05 +25. 1

Ejercicio 4.4.2.- Sean p y v medidas o—finitas, con v < py sea A = pu + v.
Demostrar que v < Ay si f = dv/d)\, entonces 0 < f < 1 c.s (u) y que
dv/dp = /(1 - f).

Ind. Existe g = dv/dp, con 0 < g < oo, entonces g +1 =d\/dpy f(g+1) =

dv/du, por tanto g = f(g+1) cs. (1) y0 < f=g/(9+1) <lecs. (u)yg=f/(1-f)
cs.(p). 1

Ejercicio 4.4.3.- Sean \ y u medidas o—finitas en (2,.4), demostrar que son
equivalentes las condiciones:
() p<K Ay AL e
b)y{AeA: u(A)=0}={AcA: X\A) =0}.
(¢) Existe una funcién medible g: Q@ — (0,00), tal que A(A) = [, g dp.
Ind. (a)<(b) es trivial.
(a)=(c) Por el Teorema de Radon—Nikodym 0 < dA/du < oo y por el ejercicio

anterior
_dp dpdA

Cdp dhdp’
por tanto d\/du es invertible c.s. y por tanto positiva c.s.
(c)=>(a) Como existe g~! y es no negativa tiene integral y si consideramos v(A4) =
Ja4 971 dX, tendremos que
dv dv d\ 1
— =——=9 g=1 = v=ypu |
dy dhdp
Ejercicio 4.4.4.- Demostrar que si (€, .4, u) es un espacio de medida o—finita,
existe una medida finita A, que tiene los mismos conjuntos nulos que pu.
Ind. Sea A, una particién de 2, con 0 < p(An) < co (observemos que los de
medida nula los podemos unir a cualquier otro A, de medida positiva) y sea

> 1
g= E —1a,,
n=1 2"#(14”)
entonces el resultado se sigue del ejercicio anterior para A\(A) = fA gdu. 1

Ejercicio 4.4.5.- Sea (2, A, u) un espacio de medida finita y f : © — C inte-
grable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada F € A con
w(E) > 0, se tiene

1

M/Efd,ues
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entonces f(z) € S c.s.

Ind. Hay que demostrar que u[f~1(S€)] = 0, ahora bien como S¢ es abierto es
una unién numerable de discos cerrados y basta demostrar que para cualquiera de
ellos D[z,r], u[f~'(D[z,r])] = 0. Supongamos que no, que E = f~1(D[z,7]), tiene
1(E) > 0, entonces llegamos a un absurdo, pues

Ejercicio 4.4.6.- Sea (9, A, u) un espacio de medida. Demostrar que {\ €
M(A,R): A< pu}, es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach
M(A,R).

Ind. Veamos que su complementario es abierto. Sea M, = {A € M(4A,R): A K
ury A€ M — M,, entonces existe A € A, tal que u(A) =0y A(A) # 0, entonces
para 0 <r < |A(A)|y |lv =Xl <r,v € M —M,, pues

[v(A) = A < lv = All <,
y por tanto v(A) #0. 1

Ejercicio 4.4.7.- Sean 11 < p1 en (21,A41) y v2 < p2 en (Q2,.42), medidas
o—finitas. Demostrar que v1 X vo < p1 X g2 y que

dl/2

d(l/l X 1/2) avy
dﬂz

d(p1 X piz)

_dn
dﬂ1

(z,y) (%) 5= (y)-

Solucién.- Sea E € A tal que u(E) = p1 X p2(E) = 0, entonces como p(E) =
fug(EI)dul, u2(Ez) = 0 c.s. u1, por tanto c.s. v1 y v2(Ez) = 0 c.s. v1, por tanto
v(E) =uv1 X v2(E) = [v2(Ez)drh = 0.

Ahora si f = dvi/dp1, g = dva/dus y h(z,y) = f(x)g(y), entonces como h > 0,
tiene integral y

n(B) = [ va(Be) don :/(/Emgd“?)d”l =/(/Emgdu2)fdu1
:/</1E1hxduz)dm:/Ehdu- I

Ejercicio 4.5.1.- Demostrar que si A1 y A2 son complejas y A1 L A2, entonces
A1+ 2| = |Ad] + A2l
Ind. Existe un medible A tal que para cada medible B, \i(B) = M (BN A) y
A2(B) = A2(B N A°), ademds
A1 4+ X2|(B) = [A1 + A2|(BNA) + | A1 + X2 (BN AC)
= [M[(BNA) + [A2(BNA%) = |A|(B) + [A2|(B),

puessi A; C BNA, ‘)\1(A1)+)\2(A1)| = |>\1(A1)| ysi A; C BNAS, ‘)\1(A1)+)\2(A1)‘ =
[A2(A;)|. Terminelo el lector.
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Ejercicios resueltos Tema V

Ejercicio 5.5.1.- Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respec-

tivamente ) 5 N ) 5
T Yo T y z°
?+b72_1’ EJrerf—l.

b2
Ind. Consideremos la aplicacion lineal

T:R* =R, (z,y) = (8 2) @ N ((Z;) ’

que para E = {(z,y) € R?: &, + % <1}, y B = {(x,y) : a2 +y2 < 1}, T(B) = E,
por tanto
m[E] = m[T(B)] = |det T|m[B] = abr. 1

Ejercicio 5.5.2.- Una bicicleta de longitud L hace un recorrido en el que nunca
gira a la derecha. Si el d&ngulo total girado es ¢, demostrar que el drea que barre
es” pL?/2.

Demostracién. Consideremos un sistema de coordenadas cartesiano, con el ori-
gen en el punto del que parte y siendo el semieje z positivo la direccién en la que
sale. Parametricemos la curva trayectoria (z(t),y(t)), por el tiempo ¢ € [0,7] y tal
que z(0) = y(0) = y’(0) =0y sea 0: [0,T] — [0, ¢] el dngulo de la pendiente a la
curva en cada punto (z(t),y(t)), por tanto tal que z’'sen® — y’ cos@ = 0, el cual es
creciente por la hipétesis.

La regién barrida es

B =FI[0,T] x [0,L]], F(t,r) = (z(t) + rcosO(t), y(t) + rsenb(t)),

siendo |DF| = r¢’, por tanto
T rL
m[B| = / / r0'(t) drdt = L%p/2. 1
o Jo

Ejercicio 5.5.3.- Curva de Agnesi®: Dada una circunferencia de radio a/2
tangente al eje © y centro en el eje y y dada la tangente paralela al eje x en
el punto (0, a), se considera el lugar geométrico de los puntos del plano (z,y),
obtenidos de la siguiente forma: Se traza la recta que une el origen con el punto
de la tangente de abscisa z, es decir (z,a) y se considera la ordenada y del
punto de corte de esta recta con la circunferencia.

Demostrar que el drea subyacente a la curva es 4 veces el drea del circulo
de la construccién. Que la curva tiene dos puntos simétricos en los que pasa de
ser convexa a concava y las verticales en esos puntos dividen el area subyacente

"En particular si la bicicleta vuelve al punto de partida, el 4drea que barre es
constante e igual a la del circulo de radio L.
8Ver comentarios en la pag.236
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en tres regiones de igual drea y que los pies de esas verticales en el eje x definen
con el punto maximo (0,a) de la curva un tridngulo equildtero. Encontrar el
centro de masa de la regién entre la curva y el eje z.

Demostrar que la longitud de la curva es infinito. Que el area de la superficie
de revolucién que genera al girarla respecto del eje x es finita y que su volumen
es 2 veces el del toro que genera el circulo.

Ind. Se tiene por cédlculo inmediato que

2a3 oy = 24 T oy =263 x2(x2 + a?)2x — (22 + a?)?
22 + a2 (22 + a2)2 (22 + a2)4
El 4rea es para tan§ = t = z/a, para la que (1 +t2)df = dt = dx/a

oo a3 oo 1 /2
/ ﬁd$:a2/ 5 dt:az/ do = a®r.
o T2+ a oo 241 —r/2

La longitud de la curva es, para o(z) = (z,y(x)), Hi(c[R]) = [p 1+ ¢/ (z)2dm1 =
00, pues el integrando es > 1.

Ahora y"” es >,=,< que 0 sii 422 es respectivamente >, =, < que z2 + a2, es
decir 3z2 es >,=,< que a?, por lo tanto y”(p) = y"(—p) = 0, para p = a/V/3,
y"” < 0 en (—p,p), por tanto en este intervalo y es céncava e y’ es decreciente siendo
y' (=p) = V3/2, ¥’ (p) = —v/3/2; ' > 0 en los intervalos (—oo, —p) v (p, 00), en los
que y es convexa e y’ es creciente, siendo limgz—_ oo ¥/ (z) = limg— o0 ¥/ (z) = 0, por
tanto

Yy =

VI+92@) < \/1+920) = Vi/2,

Se sigue que el drea de la superficie de revolucién es por (5.5.21)

2
Y2 H2(S) = 27r/ y(x)y/1+ y' (z)2dmg = 2a7r/ 1+ vy (z)2dmgy
R R

2 + a?
a2
< \ﬁmr/ — _dmg = V7d%7? < co.
R 2 + a2

El volumen de revolucién es por el teorema de la medida producto y teniendo en
cuenta por el cambio anterior que cos? 6 = 1/(1 + t?)

oo oo 3 /2 2.3
/ my?(x) do == aidtzﬂ'a?’// cos20dy = - =V,
—o0 —o0 (1+t2)2 —7/2 2

mientras que el volumen del toro es 72a3/4, que por el Teorema de Pappus es el
producto del drea del circulo, ma?/4, por la longitud, wa, de la circunferencia que
genera el centroide, (0,a/2), del circulo.

Ahora por el Teorema de Pappus podemos calcular la altura r del centroide de la
regién plana, de drea A = a2, que genera el volumen V que acabamos de calcular,
pues V= 2rr)Ayr=a/4. 1

Ejercicio 5.5.6.- (a) Demostrar que el drea de la esfera de radio r es 4mr?.
(b) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio r y altura h es 27rh.

Ind. Basta demostrar (b). La proyeccién del casquete es el circulo de radio k =
V2rh — h2, pues k? 4+ (r — h)? = r2, y su 4rea es para z(z,y) = /172 —22 —y2 y
U:{x2+y2 S k‘2}

dx dy
itz +22dedy=r | ——m——,
/U Y Y U T2 — 122 — 92
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y por el teorema de cambio de variable para F' = (f1, f2): V = (0, k) x (
F(p,0) = (pcosB,psin®), como F(V) = U = {z® +y? < k?} y J(DF(,,9)) =
[f1pf20 = frof20] = p,

dz dy pdpdo k
r =r =277 |12 —p2| =27xrh. 1
/F(V) VR — v /72— p2 [ ]0
Ejercicio 5.5.7.- Demostrar que si 7: R" — R" es un isomorfismo, el centro
de masas C(B) de un boreliano B, con 0 < m(B) < oo, satisface C[T'(B)] =
TC(B)].
Ind. Es similar al ejercicio (3.6.5), teniendo en cuenta que m[T'(B)] = | det T'|m[B]
y por tanto Tum = | det T|~1m, por tanto

_ fT(B) z; dm _ fT(B)xi d(Twm) _ JgxioTdm
WO == T = am  m(®)

Ejercicio 5.5.8.- Dado en el plano un tridngulo T> de vértices ABC, conside-
remos los tres conjuntos: T> (la envolvente convexa de los vértices), T1 = 975
formado por los tres lados y Ty = {A, B,C} formado por los tres vértices.
Calcular el centro de masas de cada uno. jcoinciden?

Ind. Consideremos el isomorfismo del plano (1,0) - B— Ay (0,1) = C— Ay
la traslacién z — x + A, la composicién L de ambas lleva el tridngulo T” de vértices
(0,0),(1,0),(0,1) en T>. Ahora por los ejercicios (3.6.5) y (5.5.7), basta encontrar
C(T"), siendo su abscisa

s xd 1 1 1
Mzg/ ac(l—ac)dm1:2(f—7):7,
ma(T") [0,1] 2 3 3

del mismo modo se calcula la coordenada y, siendo C(T") = (1/3,1/3), y dashaciendo
el cambio,
B-A C-A _A+B+C

A
3 + 3 + 3

Calculemos ahora el centro de masa de un segmento PQ de extremos P = (p1,p2)
y Q = (q1,q2), para 1 y =2 las coordenadas, o(t) = tQ+ (1 —t)P y |o/(t)| = |Q — P|

Jpq@idHi [ 2i(o®)|Q - PldH: _ !
H(PQ) : Q- P] —/O (t(gi — pi) + ps) dt

es decir que el centro de masa de PQ es (P + Q)/2.
Veamos ahora el centro de masa de T el cual es unién de los segmentos AB, BC
y CA, con Hi(A) = Hi(B) = H1(C) = 0, por tanto se sigue del ejercicio (3.6.6),
pag.150, que para |A—C|=¢, |[A—B|=dy |B—-C|=¢
c A4+C d A+ B e B+C
C(Th) = + + .
ct+d+e 2 ct+d+e 2 c+d+e 2
el cual es el incentro del tridngulo formado por los puntos medios P, @, R de los lados
de nuestro tridngulo, pues

C(Tz) = C(L(T")) = L(C(T")) =

:pi+Qi
2 b

c d e
= P
c+d+e +c+d+eQ+c+d+e

C(Tv)
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d e
cC(lh)=P+ ——— — P - (R-P
(T1) +C+d+e(Q )+C+d+e( )
—py de (Q—PJFR—P)’
ct+d+e e d

es el incentro de PQR, pues (Q — P)/e y (R — P)/d son de igual médulo, 1/2, por
tanto C(T1) estd en la bisectriz del dngulo en P y de modo anélogo estd en las otras
dos bisectrices.

Por dltimo el de Ty también es el baricentro, pues

- 3

Jry #idHo _ 2(A) 4+ 2:(B) + 2:(C) — (A+B+C)
Ho(To) 3 o '

En definitiva C(T2) = C(To) = (A+ B+ C)/3 y C(T1) es distinto. 1

Ejercicio 5.5.9.- Demostrar que para t,s > —1

III(s) =t +s+ 1) /(o , z'(1—z)® dm.

Indicacién.- Por Fubini (3.4.3) y el Teorema de cambio de variable (5.5.11),
para F: A = (0,00)? = B = (0,1) x (0,00), F(z,y) = (z/(z +y),z +y) = (u,v),

J(DF) =1/(z +y)
/ / zte~(@ty) y® dmdm
(0,00) J(0,00)

:/ zty® e~ (Y gmy

xtys

(x+y)tte

TI(#)T1(s)

(x4 )t e @Y dmy

[
NN

= [ ut(Q—w)vits Tl e™ dmy
=Mt+s+1) z'(1 —x)%dm. 1

Ejercicio 5.5.10.- Dado « > 0, llamaremos a—integral fraccional de una funcién
continua f — [0,00) — R, a la funcién

_ Jio.a) (@ = 1) f () dm

Iaf(x) F[a]

(Sol.)

Demostrar que para o, 8 > 0, In 0 Ig = Iy 3.
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Indicacién.- Por el ejercicio anterior (5.5.9) y
Taypf(z) LT (8] fig 4 (@ = )*TE=Lf(2) dm
Ia(Igf)(z) Tla + 8] fig o (@ — 1) <f[0!t] (t — 5)B=1f(s) dm) dm
(Jio1y (@ = 2)* dm) (g oy (= %P1 £(2) dm)
Sy (= )21 (f[w] (t — )B=1f(s) dm) dm
(Jioy 21 = 2)* dm) (fig oy (@ = =P £ () dm)
Jpl@—t)2=1(t — s)P=1f(s) dma
(Jio1y (1 = 2)* dm) (g ug (= = %P1 £(t) dm)
Jio.0 £(5) (f[m] (z — t)a=1(t — 5)B—1 dm) dm
(Joy 21 = @) dm) (Jfig g (@ = )21 (2) dm)
0w 1) (Jio.y w1 (1 = w)B=1(z — $)2+#=1 dm) dm

para E = {(t,s) € [0,2]? : s <t} y el cambio de variable u = (z — t)/(x — s).
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Ejercicios resueltos Tema VI

Ejercicio 6.2.2.- Sea (Q,.A, ) un espacio de medida o—finita y f: @ — C
medible. Demostrar que py(B) = pu[f ' (B)] es una medida en B(C), y que si
f € Lo, entonces

K ={z€C: us[B(z,€)] > 0,Ve > 0},
es un compacto, donde B(z,€) = {z" : |2’ — 2| < €} y que

[flloc = sup{|2| : 2z € K}.

Solucién.- Veamos que K€ es abierto. Sea z € K€, entonces existe ¢ > 0 tal
que ps[B(z,€)] = 0, pero entonces B(z,e) C K€, pues la bola es abierta y dado
z' € B(z,€), existe un 6§ > 0, tal que B(2’,6) C B(z,¢€), por tanto u¢[B(z',8)] =0y
z' € K¢. Ahora veamos que K es acotado, para ello veamos que si z € K, |2| < ||f|l
6 equivalentemente que si || f||oo < |2|, entonces z ¢ K, lo cual es obvio pues z estd en
el abierto B0, || f||oo]® y por tanto existe un e > 0 tal que

B(z,e) C B0, ||flleo]® = ps(B(2,6) < pg (B0, | flloc]®) = ] > I fllec) = O,

(por ser el espacio o—finito), por tanto z € K¢.

Ahora veamos que el supremo es || f||c. Para ello hemos visto la desigualdad “<”,
veamos la otra, para lo cual basta demostrar que para todo € > 0 hay puntos de K
en la rosquilla compacta

C=A{z:[lfllc —e <zl < Iflloo}

En caso contrario para cada z € C existirfa un €. > 0, tal que pus(B(z,€2)) =0y
por compacidad C se rellena con una coleccién finita de estas bolas y u¢(C) = 0, por
tanto

w{lf1 2 [[fllee — €} = ps{lz] = Iflloc —€} =0

lo cual es absurdo. 1

Ejercicio 6.2.3.- Demostrar que si 0 < r < p < s < o0, entonces L, N Ly C
L, C L, + Ls.

Solucién.- Sea A = {|f| <1}, entoncessi f € Ly N Ls, y s < 00

Jurdn= [ vans [ i an

< [ [arans [igdus [157dn < oo,

y si s =00, [f] < [[fllec cs. (ver ejercicio (6.1.2)) y [4e [FIP < [fII8p(A®) < oo,
pues p(A°) < oo por la desigualdad de Tchebycheff. Para la segunda inclusién, f =
Iaf+1Iacf €Ly, Iaf € Ls, Ipcf € Ly. [ |
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Ejercicio 6.2.4.- Demostrar que si0 < r < s < ooy f € L, N Lg, entonces
f € Ly, para todo p € [r, s]; que la funcién

#(p) = log/ If1? dp,

es convexa en [r, s] y que ||fllp < max{||fl-, || flls}
Solucidén.- Sean r < a < b< syt € [0,1], entonces basta demostrar que
e®ltat(1=0b] < gtd(a)+(1-t)$(b)

es decir que, para ¢ = ta + (1 — t)b,

JRTE (/\fl“dpa)t (/|f|bdu)17t,

y esto es consecuencia de la Desigualdad de Holder, pues parap =1/ty q=1/(1—1),
obviamente conjugados y las funciones gP = |f|?, h? = |f|®, tendremos que g € L,
he€ Ly, y

ayb _ ¢
gh=|f|pTa = |f|tat(=0b =g,

ademds tomando ahora a = r y b = s y un valor intermedio ¢ = tr + (1 — t)s,
tendremos que

1/c t/c (1—t)/c
Hfllc-:(/lf\cdu) s(/ww) (/\flsdu)

= A1 e A0 < max{|If 1, 1 flls}.

Ejercicio 6.2.5.- Demostrar que un espacio normado £ es completo sii para
cada sucesién z, € £

Z ||1’n|| <o = an es convergente.

Solucién.- =) Sea Y [|zn|| < oo, entonces v, = Y i~ ; ; es de Cauchy y tiene
limite por ser el espacio completo.

<) Sea vy de Cauchy e y, una subsucesién suya tal que ||yn+1 — ynl| < 277,
entonces para Tn = Yn+1 — Yn, 9 ||Zn]| es convergente, por tanto también es conver-
gente Y xp = y cOMO Yn = Y1 + Z?;ll x;, tiene limite asi como v,. 1

Ejercicio 6.2.7.- Demostrar que si f,g € £, para 0 < p < 1, entonces

1_
If+glls <227 (1f 1l + llgll»)

Ind. Por la desigualdad (a +b)" < a" +b", para0 <r < 1y a,b > 0y por la
concavidad de xP

JI 4ol dun  JIS1P dpt [lolP dpe <(ff|”)1/”+ (f|g|p)1“’>”_ .

2 2 - 2

Ejercicio 6.2.8.- Demostrar que si f € L, para algin 0 < p < oo, entonces
Il = I fllso, cuando r — oo.
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Solucién.- Si f € L, N L, entonces
{|f] >0} esofinitoy {|f| > ||flloc} es loc. nulo,

por tanto su interseccién A = {|f| > ||f|loo} es nulo y parar > p

1/r 1/r
r= PIfI""Pd PIFIT=P g
15t = (frsirran) " = ([ 1sieisre )
1/r
<A ([ iran) T = 1A A <,
AC

y haciendo r — oo se sigue que limsup||f||r < ||f|lco. Ahora para cada € > 0,
B ={|f| > || flloc — €} no es localmente nulo, por tanto pu(B) >0y

1/r
(B ([ flloo — ) < (/Blf\rdu) <1 flle

por lo que u(B) < oo y haciendo r — oo, tendremos que
1 flloo — € < Hminf || f|r,

y el resultado se sigue. Si por el contrario || f||cc = oo, entonces para todo n, p{|f| >
n}>0y

1/r
p{lf] > n}7n < (/W> }IfITdu> <11l

y haciendo r — oo, tendremos que n < liminf || f||» y el resultado se sigue. 1

Ejercicio 6.2.9.- Demostrar que si u(Q2) < ooy 0 < r < s < oo, entonces
Ls C L, y que para f € Ls

1_1
s

£l < 11f1ls($2)

Ind. Sea f € Ls, entonces para p y g conjugados, con 1 < p = s/r, f7" € Lp y
como 1 € Lg, tendremos por la Desigualdad de Holder que f" -1 = f" € Ly, es decir
f € L, y ademés

Jisr <y = ([0 du>1/pu(ﬂ)1/q,

el resto es simple. Otra forma es utilizando la desigualdad de Holder generalizada
€j.(6.2.6), tomando ¢ tal que 1/s+ 1/t = 1/r, fi = fy f2 = 1, por tanto ||f|, <

IFlIs Il = [ lsp(@) 75, &

Ejercicio 6.2.10.- Demostrar que si u(2) < 0o y fn, f son medibles, entonces:
(a) Si fn — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para todo

€>0, p{lfn — f| > €} = 0).
(b) Si fr, = fen Ly (con 1 < p < o0), entonces f, — f en medida.

Solucién.- (a) Observemos que fr () no converge a f(x) sii existe un € > 0, tal
que para todo N € N, hay un n > N, para el que |fn(z) — f(z)| > €, por lo tanto

0=p{fn » f} = {Uc>0 NF=1 UnZn|fn — f| > €},
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y para cada € > 0y An(e) = {|fn — f| > €}, como la medida es finita se tiene (ver
ejercicio 1.3.5)
limsup p{An(e)} < p{limsup An(e)} =0 = limu{An(e)} =0.
(b) Para p < oo, por la desigualdad de Tchebycheff

wiAn(@y < M= Sl o
epP

y para p = oo, dado el € > 0, basta considerar N tal que paran > N, ||fn — flloc < ¢,
pues

{lfn = fI> et <pflfn = f1 > I1fn = flloc} =0. 1

Ejercicio 6.2.11.- Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si
w(@) =1, f: Q@ — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es convexa,
entonces ¢ ([ fdu) < [¢o fdpu.

Solucién.- Las funciones convexas tienen la propiedad de que para todo zg €
(a,b) existe una funcién afin, h(z) = px + ¢, tal que h(z) < ¢(x) y h(zo) = p(z0).
Tomemos zo = [ f du, y veamos en primer lugar que zg € (a, b), para ello observemos
que para a = —oo, como f es integrable, a < zg, por lo que también si b = oo es
zo < b. En el caso finito, pongamos b < oo, si fuera zg = b, como f <b,b—f >0y
tiene integral nula, lo cual implicaria que b — f = 0 c.s., lo cual es absurdo. Ahora el
resultado es evidente pues tomando la funcién h correspondiente tendremos que

sa(/fdu) =s0(20)=h(xo)=pwo+c=p(/fdu)+c

— [wr+odu= [nifjau< [olfidu B

Ejercicio 6.2.12.- Demostrar que si 4(2) = 1y f, g son medibles y positivas
y tales que fg > 1, entonces ([ fdp) - ([ gdp) > 1.
Solucién.- 1/f < g y por la Desigualdad de Jensen, para o(z) = 1/z,

ﬁﬁ/%duS/gdu- ]

Ejercicio 6.2.13.- Demostrar que si 0 < r < s < oo, entonces I, C [s.

Solucién.- Si f = {zn} € I, entonces Y |zn|" < 00, en particular tendremos
que |zn|" — 0y por tanto |zn| < M estd acotada, por lo que f € lo y también se
tiene que

o0 o0 o0
Doleal® =D lealTlealT <MY faa|” <oco. N
n=1 n=1 n=1

Ejercicio 6.4.1.- Sea g € Lo, demostrar que para 1 < p < oo, si f € Ly,
gf € Ly, que la aplicacién G: L, — Ly, G(f) = gf, es lineal y continua y que
Gl = llglleo-

Solucién.- Si f € L, y g € Lo, entonces |fg| < |f]l|g]loo c.S., por tanto |fg|P <
I£IPllgllSe 5.y IG(H)llp < llglloc||fllp, por tanto G es acotada y [|G|| < |g|eo, veamos
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la otra desigualdad, para ello sea € > 0, entonces {|g| > ||g|lcc — €} no es localmente
nulo y tiene un subconjunto medible A, con 0 < p(A) < oo, por tanto f =14 € Lp,
Ifllp = w(A)/P y

(lgllee — ()P < (/Ifg\p)l/p =GOl <Gl B
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Otros Ejercicios

Ejercicio 10.11.1 Demostrar que si M C P(2) es una clase monétona, tam-
bién lo son

{AeM: A° e M}, {AeM: VBeC,ANnB e M},

para cualquier C C P(Q).

Ejercicio 10.11.2 Sea C C P(Q), demostrar que son equivalentes’ las siguien-
tes propiedades:

1) Si A,B € C, entonces AU B, A\B €(C

2) Si A, B € C, entonces AN B, AAB € C.

3) Si A,B € C, entonces AU B, AAB € C.

Ind. Recordemos que AAB = (A°N B)U (AN B°).

(1)= (2), pues AAB = (B\A) U (A\B) € Cy AN B = (AU B)\(AAB) € C.

(2)= (3), pues si ENF = @, EAF = EUF y AUB = (AN B) U (AAB) =
(AN B)A(AAB), pues la segunda unién es disjunta.

(3)= (1), pues A\B = (AUB)AB y si A C B entonces AAB = B\A. 1

Ejercicio 10.11.3 Demostrar que para cada A C R,
mf{} (bp — an) : A C U(an,bnl} = mf{> (bn —an) : A C Ulan,bn)}.
Ejercicio 10.11.4 ;Es la unién de o—4lgebras o—dlgebra?. ;Y la interseccién?

Ejercicio 10.11.5 ;Cuales son los més pequeiios intervalos (a, b] cuyas uniones
finitas o numerables forman o(C), para la clase C = {(0,1/n] : n € N} en
(0,1]7.

Solucién. (1/(n+1),1/n]. 1

9A tal coleccién se la llama anillo.

409
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Ejercicio 10.11.6 Describir o(C), para la clase
C={ACN:2ne€ A, Vne N}
Ejercicio 10.11.7 Dar todas las medidas exteriores en el conjunto = {0, 1}.
Idem en 2 = {0, 1, 2}.
Ejercicio 10.11.8 Sea 2 un conjunto infinito y
C={2,Q{z}(Vve € Q)}, p:C—=[0,00], p(?) =0, p(?) = o0, p({z}) = 1.

Dar la medida exterior generada por p y la o—élgebra A..

Ejercicio 10.11.9 Demostrar que para cada £ C N, pu*(E) = n/(n + 1) si
E tiene n elementos y u*(E) = oo si E es infinito, es una medida exterior.
Encontrar A..

Ejercicio 10.11.10 Sea p la medida de contar en (R, P(R)) y sea pa(B) =
w(AN B): (Es pa de Lebesgue—Stieltjes, para A = N?. Si lo es, jcual es su
funcién de distribucién?. Idem para A = {1/n: n € N}.

Ejercicio 10.11.11 Dado un conjunto finito € dar el minimo y méaximo de

{card A : A o—-4lgebra de Q}.

Ejercicio 10.11.12 Sean A, conjuntos medibles tales que u(A,) < 27". De-
mostrar que casi seguro todo punto estd a lo sumo en un nimero finito de
conjuntos A,,.

Ejercicio 10.11.13 Sea (€21, .41, u1) un espacio de medida y F': Q1 — Q2 una
aplicacién, demostrar que As = {B : F~'(B) € A1} es una o-algebra y
pe = Fiui, es decir pe(B) = pi(F~1(B)) una medida y que si el primer
espacio es completo, también lo es el segundo.

Ejercicio 10.11.14 Sea C = {[a,b) : a < b e R} y F = {(a,b] : a < b € R}.
Demostrar que o(C) = o(F). ;Qué o—dlgebra es?.

Ejercicio 10.11.15 Demostrar que B(R"™) = ¢(C), para
C={{z: <b}:ie{l,...,n},beR}.

Ejercicio 10.11.16 Sea F' una funcién de distribucién en R. Demostrar que el
conjunto de puntos de discontinuidad de F' es numerable y el de continuidad
es denso.
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Solucidn. Si p es su medida asociada, tenemos que F es continua en z sii p{z} =
0. Ahora dados a < b € Ry n € N, el conjunto {z € (a,b] : p{z} > 1/n} es finito,
pues p(a,b] = F(b) — F(a) < oo; por tanto su unién, {z € (a,b] : u{z} > 0} a lo
sumo es numerable, como también el conjunto de puntos de discontinuidad de F,
{z € R: p{z} > 0} y su complementario (los puntos de continuidad) es denso, pues
los entornos no son numerables. §

Ejercicio 10.11.17 Sea F' una funcién de distribucién continua en R y u su
medida de Lebesgue—Stieltjes asociada. Demostrar que u(A) = 0 para A nu-
merable y que hay conjuntos medibles A que no contienen ningin abierto y
satisfacen p(A) > 0.

Ejercicio 10.11.18 Sea F': R — R una funcién de distribucién continua y u la
medida de Lebesgue—Stieltjes que define. {Es p(a,b) > 0 para todo a < b € R?;
les p{z} = 0 para todo z € R?.

Ejercicio 10.11.19 Sea p una medida en los Borelianos de R, tal que p(0,1] =
1, u{0} < oo y p(tA) = |t|u(A), para cualesquiera ¢ € R y A Boreliano.
Demostrar que p = m.

Ind. p{0} =0 y p es finita en los acotados pues u[—1,0) = pu((—1)(0,1])) =1y

u[=1,1] = p[=1,0) + p{0} + p(0,1] = 2 + p{0},
pl=n,n] = p[-n,0) + p{0} + (0, n] = 2n + {0}
pul=n,n] = p(n[-1,1]) = 2n + nu{0}],

por tanto es de LS y u{x} = 0 para todo z, pues en caso contrario u{tz} = [t|"u{z}
y los intervalos tendrian medida infinita. Por tltimo tiene funcién de distribucién
F(z) = p(0,2] = z, para x > 0y F(z) = —p(z,0] = —plz,0) = z, para = < 0, por
tanto es la de Lebesgue. 1

Ejercicio 10.11.20 Demostrar que F(z,y) =z,siz <yy F(z,y) =ysiy <z
es una funcién de distribucién en R? jdonde est4 concentrada toda la masa de
su medida de LS asociada, y de qué forma?.

Ejercicio 10.11.21 Demostrar que si a > 0y F' y G son funciones de distri-
bucién en R", con medidas de L—S asociadas pur y pa, entonces aF' y F 4+ G
también lo son y

WF+G = UF + UG, HaF = QUF.

Ejercicio 10.11.22 Dar una funcién de distribucién asociada a la medida en
R? cuya masa estd concentrada en la recta x + y = 0 uniformemente, es decir
que cada segmento de esa recta mide su longitud.
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Solucién. F(z,y) = (z + y)\/il{x+y20}. |

Ejercicio 10.11.23 Dar una funcién de distribucién asociada a la medida en
R? cuya masa estd concentrada en la recta x = 0 uniformemente, es decir que
cada segmento de esa recta mide su longitud.

Solucién. F(z,y) =yl oc)(z). 1

Ejercicio 10.11.24 Sea V C R abierto no vacio, K compacto y m la medida
de Lebesgue. jEs cierto que m(V) > 07, ;y que m(K) < oo?, jy para una
medida u de Lebesgue—Stieltjes?

Ejercicio 10.11.25 Demostrar que en R™ la dimensién vectorial y de Hausdorff,
de sus subespacios, coinciden y calcular la dimensién de Hausdorff de H = {z :
|h(x)| =1}, para h: R™ — R lineal.

Ejercicio 10.11.26 Consideremos en un espacio normado (&, ||||) la métrica
inducida d(z, y) = ||z —yl|. Demostrar que en cada plano 7 todos los tridngulos
T, con una base fija y la misma altura (distancia del tercer vértice a la recta
base) tienen la misma medida de Hausdorff Hy(T').

Solucidén. La distancia es invariante por traslaciones, por tanto también las me-
didas de Hausdorff, por lo que H2 es de Lebesgue y para la medida de Lebesgue es
conocido. 1

Ejercicio 10.11.27 Sea E € L(R), tal que 0 < m(E) < oco. Demostrar que
para cada 0 < r < 1, existe un intervalo abierto (a,b), tal que

r-m(a,b) < m[(a,b) N E].

Solucién. m es regular exterior por tanto existe un abierto V' tal que E C V
y m(V) < m(E)/r. Ahora todo abierto de R es unién numerable y disjunta de
intervalos abiertos V' = Ul,, m(V) = > - m(I,) < > m(E N I,)/r y algin intervalo
debe satisfacer la propiedad. 1

Ejercicio 10.11.28 Sea E € L(R), tal que 0 < m(E) < oco. Demostrar que
E—E={x—y: x,y € E} es un entorno del origen.

Solucidn. Por el ejercicio anterior existe un intervalo abierto I = (o, 8) = (a —
2¢,a + 2€), tal que (3/4)m(I) < m(I N E), veamos que (—e¢,¢) C E — E. Para ello
sea |z| < €, hay que ver que z + E corta a E, para lo cual basta ver que z + (EN 1)
corta a E N I. En caso contrario su unién es disjunta y mide 2m(E N I) y estd en
(z+1UI = (a+z, f+z)U(a, B) = (o, B+2) (siz > 0), que mide |z|+m(]) = |z|+4e,
y en definitiva llegamos a una contradiccién, pues

6e=(3/2)m(I)<2m(INE)<z+m(l)<5e 1
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Ejercicio 10.11.29 ;Es todo conexo de R Boreliano. Es todo convexo de R"
Boreliano?

Ind. En R si porque todo conexo y todo convexo es un intervalo. Para n > 1
no, por ejemplo en el plano si consideramos el circulo abierto unidad B y por la
proyeccién estereogréfica la antiimagen E de un no-boreliano de R, tendremos que
B U E no es boreliano y es convexo. 1

Ejercicio 10.11.30 ;Es todo convexo de R™ Lebesgue medible?.

Ind. Si es de interior vacio estd en un hiperplano, que tiene medida nula, por
tanto es Lebesgue medible. En general como la interseccién de convexos es convexo,
las bolas son convexas y todo convexo se pone como unién expansiva de convexos
acotados, basta demostrar que la frontera de un convexo acotado es de medida nula,
lo cual se sigue de que la gréfica de una funcién f: A C R*~1 — R es de medida
nula, para A la proyeccién en {z,, = 0} del convexo y f una de las dos funciones cuya
grafica esté en la frontera. |1

Ejercicio 10.11.31 En el espacio (N, P(N)) consideramos la probabilidad P(n) =
1/2" (n = 1,2,...) y definimos la funcién f: N — K = {0,1,2,...,k — 1},
f(n) =n méd (k) y la probabilidad inducida en K, u(B) = P(f~*(B)). Cal-
cular p(m), para cada m € K.

Ejercicio 10.11.32 Sea f medible e integrable en ((0, 1), B(0, 1), m). Demostrar
que para todo polinomio p, pf también es integrable y calcular el lim [ z" f dm.

Demostracién. Sip =ag+aiz+ -+ anz™, |pf| < (3 |ai|)|f], que es integrable.
Por otra parte como f es finita c.s., y 0 < < 1, |[z"f] < |f| y 2™f L 0 cs., y el
limite pedido es 0 por el TCD. 1

Ejercicio 10.11.33 Demostrar que el volumen del cono generado por un Bore-
liano plano y un punto exterior al plano es 1/3 del drea del Boreliano por la
altura del punto respecto del plano. Calcular la altura de su centro de masa
en términos de la altura del cono.

Demostracién. Por una traslacién y un giro podemos suponer que el plano es
z = h, para h la altura del cono y que el punto es el origen. Si el Boreliano plano es
A, entonces el cono es

E = {(tz,ty, th) : (z,y) € At € [0, 1]},
por tanto E, =0, si z ¢ [0,h] y si z € [0, A],
E. = {(tz,ty) : (z,y) € A,th=2z} = %A,

y por el Teorema de la medida producto y el ejercicio (2.4.3)

z ma(A) / 2 ma(A)
ms(FE) = / mo |— A| dmy = z¢dmp = —h.
3(E) 0] 2 [h ] 1 2 o 1 3
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Ahora la altura del centro de gravedad es

ma (A
[C(B)] [pzdms  [zmo[Bldmi 25 [ 2% dma 5,y
z = — _ _3,
mg[E] [ malE:]dm mi(;‘;) Jo 7 s 1

Ejercicio 10.11.34 Sea f: [0,1] — R", tal que f =0 en Qy f(z) = n si en
la representacion decimal de = hay n ceros exactamente tras la coma decimal.
Demostrar que f es medible y calcular [ fdm.

Ind. f = Y nlyg—n-110-n)p [ f=(9/100) 3 n(1/10)"~ 1 =1/9. 1

Ejercicio 10.11.35 Sea f: [0,1] — R™, tal que f = 0 en el conjunto ternario
de Cantor K y f = n en cada intervalo de K¢ de longitud 3~". Demostrar que
f es medible y calcular [ fdm.

Ind. f =3 nlg,,uE, ,, 1, [ f=2n2"7137" = (1/3) Zn(2/3)" ' =3. 1

Ejercicio 10.11.36 Sea f: (0,1) — R™, tal que f = 0 en Q y en los irracionales
f(x) = [1/z], para [y] la parte entera de y. Demostrar que f es medible y
calcular [ fdm.

Ind. f = Zml(1/m+1,1/m]mﬂ> J=>X1/(m+1)=co. 1

Ejercicio 10.11.37 Sea fon—1 = Ijo,1], fon = I11,2), en (R, B(R),m). ;Se puede
aplicar el Lema de Fatou 7, ;Se da la igualdad al aplicar el Lema de Fatou?

Ejercicio 10.11.38 Sea (2, A4, 1) un espacio de medida, A, € Ay f(z) =
ZneNm Gn, conan >0y Ny ={n € N:z € A, }. Demostrar que f es medible
y calcular su integral en general y en particular para a, = 2" y pu(A4,) = 1/nl.

Solucién. f = anla,, [f=22,2"/nl=e2—1. |

Ejercicio 10.11.39 Sean 0 < f,, < f medibles y f, — f. Demostrar que
Jt—=Jf

Solucién. Por Fatou [ f = [liminf f,, < liminf [ fn y si [ f = oo es obvio en
caso contrario por TCD. 1

Ejercicio 10.11.40 Sea 0 < f medible y f, = min{f,n}, demostrar que [ f, T

I

Ind. Por TCM pues fr T f. 1
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Ejercicio 10.11.41 Sean 0 < g < f medibles y [ g < oo, demostrar que

[1=[a=[t-a.

Ejercicio 10.11.42 Sea a,, | 0y fn(z) = an/z, para x > 1. Demostrar que
existe el lim fr = f, jes [ fadm — [ fdm?

Ejercicio 10.11.43 Para cada B € B(R) definimos

1
w(B) :/ dm
BN(0,00) 1+

demostrar que p es una medida de Lebesgue—Stieltjes, hallar una funcién de
distribucién suya y encontrar una funcién medible f no nula en (0,00) y tal

que [ fdp<ooy [ fdm=oco.

Ind. F(z) = [ iodm = [T Ldt =log(z + 1); f(2) =1/(z+1). 1

Ejercicio 10.11.44 Sean f, f,: R — [0,00) medibles, tales que f, — f vy
[ frdm = [ fdm < oo, demostrar que

/_;fndm%/;fdm,

Solucién. Para a = ffoo f, b= f;o f,an = ffoo fny bn = f;o fn,a+b=
an + bn y por Fatou a + b < liminfa, + liminfb, < limsupa, + liminfb, <
limsup(an +bn) =a+0b. 1

Ejercicio 10.11.45 Sea f € £1(R), tal que para n,m € N,

[ mam= [ 7 am,

probar que existe un Boreliano B, tal que f = Ip c.s.

Solucién. Sea A = {|f| <1}, B={f=1},C={f=-1}y D={|f| > 1}.

/AfQ"+/Bf2"+/Cf2“+/Df2":/Af+/Bf+/Cf+/Df.

Como 0 < Ipf?™ 1 oo, por TCM y ser f integrable m(D) = 0, por tanto fA 2+
m(B) +m(C) = [, f +m(B) —m(C) y como |I4f?"| < |f|, por TCD [, f?" =0
y como es constante pues m(B) y m(C) son finitos por ser f integrable, fA f2r =0,
por tanto f2™ = 0 c.s. en A, es decir f = 0 c.s. en A, por tltimo m(B) + m(C) =
m(B) —m(C), por tanto m(C) =0y f=Igcs. 1
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Ejercicio 10.11.46 Para funciones de 2 — R, ;jqué afirmaciones son verdad?
(justifica las respuestas):
(a) Si f es medible entonces f* y f~ son medibles.
(b) Si f + g es medible entonces f 6 g es medible.
(c) Si g es medible y 0 < f < g entonces f es medible.
(d) Si f+ gy f— g son medibles entonces f y g son medibles.

Ind. (d) es verdad, sin embargo observemos que si f,g: Q@ — [—00,00] no lo es
necesariamente, ni siquiera si f es medible tiene por qué serlo g, por ejemplo: f = oo,
g no medible finita. 1

Ejercicio 10.11.47 Para funciones de 2 — R, ;jqué afirmaciones son verdad?
(justifica las respuestas):

(a) |f| es medible = f* y f~ son medibles.

(b) fTy f~ son medibles = f medible.

(c) f esmedible = |f| es medible.

(d) |f| es medible = f es medible.

Ejercicio 10.11.48 Sean f, g integrables, jes max(f, g) integrable?, jes min(f, g)
integrable?

Ind. Sea A ={f < g}y B= A°, entonces max(f,g) = fIg +gla. 1

Ejercicio 10.11.49 Dada una funcién medible f en un espacio de medida o—
finita (€2, A, 1), demostrar que existe una sucesién de funciones simples s, — f,
tales que |sn| < |f| y p{sn # 0} < oo.

Ejercicio 10.11.50 ,Es cierto que si {f < r} es medible para todo r irracional
entonces f es medible?. ;Y para todo r racional?

Ejercicio 10.11.51 Demostrar que toda funcién continua es Borel medible y
que si V' C R" es abierto y f € C*(V), f y todas sus derivadas parciales de
todos los ordenes son Borel medibles en V.

Ejercicio 10.11.52 Sea (€1, .41, 1) un espacio de medida y F': Q1 — Q2 una
aplicacién, demostrar que A> = {B : F~'(B) € A1} es una o-dlgebra y
p2 = Fupr, es decir p2(B) = pi (F~1(B)) una medida y que g: Q2 — R tiene
integral si y sélo si la tiene go F'y [go Fdu1 = [ gdps.

Ejercicio 10.11.53 Sea f: R — [0,00) Riemann integrable, con ffooo f)dt =
1. Demostrar que F(z) = [“_ f(t)dt es una funcién de distribucién uniforme-
mente continua.
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Ejercicio 10.11.54 Sea A = [0,1]NQ = {a1,a2,...} y para cada n > 1 sea
An = {a1,...,an}. Demostrar que las funciones en [0,1], fn» = Ia,,, son Rie-
mann integrables, que existe f = lim f,, y justificar si es 0 no Riemann inte-
grable f y si son Lebesgue integrables las f, y la f.

Ejercicio 10.11.55 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f = > 77  anla,,
con a, € (0,00) y A, € A disjuntos, calcular [ f~!dp.

Ejercicio 10.11.56 Para la medida de Lebesgue en R y f integrable jes cierto
que
fdm+ / fdm = fdm?
[a,b] [b,c] [a,c]

jes cierto para cualquier medida?, ;para cuales?.

Ejercicio 10.11.57 (a) Sean f, g medibles, demostrar que {f = g} es medible.
(b) Sea f medible y f = g c.s. jes necesariamente g medible?, ;y si el espacio
es completo?.

(c) Sean f < g < h, con fy h medibles tales que f = h c.s. jes necesariamente
g medible?, ;y si el espacio es completo?.

Ejercicio 10.11.58 Sean f,g: R — R mondtonas crecientes, jes f — g Borel
medible?

Ejercicio 10.11.59 Sea p una probabilidad en los Borelianos de [0,00), tal
que p{(0,00)} # 0, sea F(z) = p[0,z] su funcién de distribucién y sea para
f@)=zyxz>0

Jio,) £ dne

Jio.00) f a1t

Demostrar que para todo = > 0, G(z) < F(x).

G(z) =

Solucién. Multiplicando respectivamente por a = u[0,z] y por b = p(z, 00), las
desigualdades x pu(x, 00) < f<z o) fdue f[o o] fdu < zpl0,z], tendremos

b fd,ugxabga/ fdu
(0,] (@,00)

y como a + b =1, sumando (zf[o o] fdu, se tiene que

fdu<af fdp=p(oa) [ fdu
[0,z] (0,00) [0,00)

Ahora por una parte f[o o) fdp > 0, pues en caso contrario f = 0 c.s. es decir
0= p{f #0} = u(0,00) y u{0} = 1. Por tltimo si f[o ooy f = 00, G(z) = 0, pues
f[()@] fdp <ap([0,2]) <z <oco. 1
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Ejercicio 10.11.60 Sea X una carga en un espacio de medida (2, A, u), tal que
si u(A) < oo entonces |A(A)| < co. Demostrar que A < p sii para cada € > 0,
existe un § > 0 tal que si u(E) < & entonces |A(E)| < e.

Ind. Primero A < p sii |A] < p y si existe un € > 0 tal que para todo n
existe un E, con pu(En) < 1/2™ y |A|(En) > |[A(En)| > € entonces A, | A para
Ap = U2 Eny A =limsup En y |A|(A1) = [A(A1 N P)| + |A(A1 N N)| < oo pues
(A1 NP), u(A1NN) < p(Ar) < oo,y p(A) =lim pu(An) = 0 por tanto |A|[(A) =0y
0 <e<|M(En) <|AN(Ar)—0. 1

Ejercicio 10.11.61 Sea A una medida finita en un espacio de medida (€2, A, u)

y
f: [0,00} - [0,00], f(z) = SUP{A(E) : M(E) < .Z‘},

demostrar que f es mondtona creciente y que si f(0) = 0 entonces f es continua
en 0.

Ejercicio 10.11.62 Sean f, p—integrablesy f medible tal que lim [ |fn.—f| = 0.
Demostrar que f es integrable y que si

w480 50 = [ goaus [ ran
An A

Ind. f = (f — fa) + fn. Sea gn = Ia,, fn, g = Iaf y consideremos la medida
finita A(E) = [ |f|du, entonces

\/A fudi— | fdu‘ < llgn = glls < llgn — Tap flln + Ian f — Taflh

< fn = fllh + A(AnAA) = 0,

pues A((AnAA) — 0 ya que para By, = {|f| > m}, Bm | B = {|f| = oo} y u(B) =0,
por tanto A(B) = 0 de donde A(Bm) — 0y

AMAnAA) = AN(AnAA) N B) + A(AnAA) N BE,) < A(Bm) + mu(AnAA). 1

Ejercicio 10.11.63 Sean (Q1,.41,11) v (Q2,.A2, u2) espacios de medida o—
finita tales que el espacio de medida producto es completo. Demostrar que
si existe B € Az no vacio con u2(B) = 0, entonces A1 = P(1).

Solucién. Sea A C Q1, entonces A X B estd en el medible Q1 X B con medida
11 (21)p2(B) = 0, por tanto A X B es medible en el producto y su seccién por un
y € B (que es medible) es A. 1

Ejercicio 10.11.64 Demostrar que si dos medidas complejas u, A coinciden en
un 4lgebra Ap, entonces coinciden en o(Ap).
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Solucién. Supongamos primero que son medidas reales, entonces yu = ut —pu~ y
A=At — A~ con la cuatro medidas finitas y tales que las medidas finitas (positivas)
ut 4+~ y AT 4+ p~ coinciden en A, por tanto en o(Ag) por el Teorema de extensién
de Hahn. Se sigue que también p y A. El caso complejo se sigue del real. 1

Ejercicio 10.11.65 Demostrar que dadas dos medidas complejas p1 en (21,.41)
y u2 en (2,.A2), existe una unica medida compleja en el espacio producto
(1 x Q2, A1 ® A3), tal que para cada producto de medibles A x B

pa X p2(A X B) = pa(A)p2(B),

y que para cada medible E del producto satisface
pr X pa(E) = /Ml(Ey)dlm = /M2(Ez)dul~

Solucién. La unicidad es obvia por el ejercicio anterior pues dos medidas com-
plejas que coinciden en un dlgebra coinciden en la o—4algebra que genera. Ahora para
la existencia basta observar en el caso real que la medida real

o= X pd +py X py —py X opg = xopy,
satisface la propiedad, pues
(A x B) = (4] (A) = py (A) (13 (B) = p3 (B)) = p1(A)uz(B).

Para el caso complejo (considerando que las medidas son g = p1+ipz y A = A1 +1iX2)
se considera la medida compleja

H1 X AL — p2 X A2 +i(p1 X A2 +p2 x A1), 1

Ejercicio 10.11.66 Considérese el toro T' de revolucién obtenido al hacer girar
una circunferencia de radio r alrededor de una recta de su plano, de la que su
centro dista R. Calcular su volumen y su area.

Solucién. Veamos el volumen: Consideremos la circunferencia en el plano yz con
centro en el eje y y eje de giro el eje z y hagamos la seccién por cada z entre —r y r
obteniendo una corona de area

m([R+ Vr2 —22)% — — 22]%) = 47 R\/72

por tanto por el teorema de la medida producto

T

T
ms[T] = ma[T:]dz = 47 R Vr2 —22dz
-7

—r

1
= 47 Rr? / V1 — a2 dx = (27r)(7R?),
-1
pues

/2 /2 1
7!':/ COSQtdt+/ sen2tdt:2/ V1—22dz.
—7/2 -1

—7/2
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Veamos el drea: El casquete superior del toro se obtiene como grafica de la funcién
definida en la corona B = {(z,y) : R—r < p < R+ r}, para p = /22 + 4?2

f(z,y) = h(p) = \/r? — (R - p)?,

r2

r2—(R—p)*’
por tanto el drea del toro es para F(x,y) = (z,y, f(x,y)) y para el cambio de variable

R+4+tr=p
QVQHQ[F(B)} = 2/ \/14+ fg -+ fg dmso

B
27 R+7r 712

_ 2/ / T dpdd
o Jrr | 7T2—=(R—-p)?

1 r2
:47r/_1 m(R-l—tr)rdt

1
1
= 4WTR[1 mdt = (27r)(27R). 1

para la que

L+ 2+ 1y =

Ejercicio 10.11.67 Calcular la longitud del trozo de una hélice que con pen-
diente 1 est4 sobre el cilindro 2% + y? = r2 y cuya proyeccién da una vuelta.

Ejercicio 10.11.68 Demostrar que la derivada respecto del radio, del volumen
n—dimensional de la bola de R™ de radio r es el drea n — 1-dimensional de su
esfera.

Ejercicio 10.11.69 Sea f > 0 integrable en 2. Demostrar que ffl/" dp —
p(€2).

Solucién. Sea A = {f < 1}, entonces en A fY" 41y en AC, f1/™ | 1, entonces
por el TCM fA FYn 1(A) y como en A€, fY/n < f, por el TCD fAC fyn w(AC).
1

Ejercicio 10.11.70 Demostrar que si f, g > 0 son integrables en un espacio de
medida u finita
1/n d
i 2
gt/ du

Ejercicio 10.11.71 Demostrar que las medidas pu{n} = an, AM{n} = b,, defini-
das en P(N), con an,b, € Ry 0= infa, < infb,, son o-finitas, que p < Ay
calcular du/dA.
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Ind. u(A) = [, fdA, en particular pu(n) = f(n)A(n), y f(n) = an/bn. 1

Ejercicio 10.11.72 (a) Demostrar que si f, — f en L, entonces ||fn|lp —
1711

(b) Demostrar que si fr, — fen L, y gn — g en Lgq, con p y g conjugados,
entonces fngn — fg en Lj.

Ind. (a) =|lfn = fllp < fnllo = [Ifllp < Ilfn = fllp- (b) 1 fngn — Fally = [1fn(gn —
g) + (fn — f)gll1 y se concluye por Minkowski, Holder y (a). 1

Ejercicio 10.11.73 Consideremos la proyeccién estereogréafica de la circunfe-
rencia unidad desde p, F': S1\{p} € R? = R y H; la medida de Hausdorff
en Si. Demostrar que la medida imagen pu = FyH; es de Lebesgue—Stieltjes
(u(B) = H1[F~*(B)]). Dar una funcién de distribucién.

Solucién. Hj es la medida uniforme en la circunferencia, es decir la de los &ngulos
y como la medida de un arco que visto desde p tiene angulo a, es 2a, tendremos que
F(z) = 2arctan(z/2) es la funcién de distribucién que verifica F/(0) = 0. Como p es
finita, la que se anula en —oo es p(—oo,z] =7+ F(z). 1

Ejercicio 10.11.74 Sea X HLC (Hausdorff localmente compacto) y p una me-
dida en B(X), regular interior en los abiertos. Demostrar que la unién A de
todos los abiertos de medida cero por u, es un abierto con u(A) = 0. Su
complementario se llama soporte de p, A° = sop(u).

Solucién. Por ser p regular interior en el abierto A = UA;
u(A) = sup{u(K): K compacto, K C A} =0,

pues existen i1, ...,in, K C UAij y u(K) < Z.“(Aij) =0. 1

Ejercicio 10.11.75 Sea X HLC y p una medida cuasi-regular en B(X). De-
mostrar:
(a) Si f: X — [0,00) es continua entonces [ fdp = 0sii f = 0 en el sop(p).
(b) = € sop(u) sii para toda f € C.(X) no negativa, tal que f(x) > 0, se
tiene [ fdu > 0.

Solucién. (a) “=”: Si [ fdu = 0, por Tchebycheff {f > 0} es de medida nula y
como es abierto {f > 0} C A.

‘e [ fdu= fsop(w fdp=0

(b) “=7: Six €sop(u) y f € Cc(X) es no negativa y tal que f(x) > 0, existe un
e>0,tal que z € U = {f > €} y como U es abierto p(U) > 0, pues en caso contrario
UCAyax¢ A Portanto [ fdu> [; fdu>eu(U) > 0.

“«": Si z € A por Urysohn existe f € Cc(X) con Iy < f < Ia y sop(f) C A,
por tanto f(z) = 1, pero f = 0 en sop(u), por tanto [ fdp=0. 1
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Ejercicio 10.11.76 Sea F': U C R? — R?, dada por
F(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Demostrar que el drea de F(U) es'’

/ V(@Yo — 20yu)? + (Zuzo — Tvzu)? + Yuzo — Yo2zu)? dudv.
U
Solucion. Para
At _ Ty Yu Zu
Ty Yo zy )’

det(A'A) = (a2 + yp + 22) (22 + y2 + 22) — (Tuo + Yulo + 2uzv)’
= (TuYo — xvyu)z + (Tuzy — xvzu)Q + (Yuzo — yvzu)2~ 1

se tiene que

Ejercicio 10.11.77 Calcular
4/q 2
/ 5~ r+yr+vVe+--- | dm.
0

Solucién. Para « > 0 \/z+ o+ + - = (1 ++/1+4x)/2, pues es la raiz

positiva del polinomio t2 = x + t. También se puede resolver aplicando el TCM a,
fn(z) para fi(z) = /Ty fat1(xz) = /T + fn(z), pues es creciente y acotada por
h(xz) = (1 + +/1+4x)/2, que satisface h(z)2 = 2 + h(xz) —se ve por induccién,
Fl@)? =7 <2+ h(@) = h(@)? ¥ fas1(@)? =3+ fa(0) <+ h(z) = h(2)*—

(% - fn(m))2 = % — fa(@) + 2+ fa-1(z),

y la integral vale f04(1/4) +z=1+8=9. 1

Ejercicio 10.11.78 Dado un espacio medible (£2,.4) y dos medidas en él pu < v.
Demostrar:

a) Hay una medida X tal que p+ A = v.

b) Si u es o—finita, A es Unica.

¢) Que en general A no es dnica, pero siempre hay una minima.

10En términos vectoriales
D1 = FyOy = x40z + yuay + 240z,

= area[F (U :/DXD,
D2:F*8v:zv8m+yv6y+zvaz, [ ( )] U‘ ! 2|
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Ind. (a) Definimos

v(A) — p(A), si p(A) < oo,
A(A) = Y[W(An) — u(An)], si A es p-ofinita,
0, si A no es y—o—finita.

donde en el segundo caso las A, € A son disjuntas, u(Ap) < ooy A =UA,, para lo
cual hay que demostrar que Y [V(An) — u(An)] no depende de los A;, sélo de A, es
decir si A = UB; es otra particién, entonces

D> W (A)—p(A)] =D D w(Ain By) = > u(A;i N By)]
i i g j

= ZZ[V(AZ N Bj) — u(A; N Bj)]
g

= S S (A 1 By) — ul(Ai 0 By = STI(B)) — u(B;)].
FE J

ahora si los A; son disjuntos y p(A;) < oo, entonces por definicién A(UA;) = > A(A;)
y si A = UA; es u—o—finita pero los A; no son finitos, entonces existen B, disjun-
tos medibles tales que u(Bn) < co y A = UBy, entonces por lo anterior A(4;) =
2o MAN Br) y 3 AMA) = 3, AMAi N Br) = A(A); v si UA; no es p—o—finita,
entonces algin A; tampoco lo es y A(UA;) = 0o = > A(A).

(b) Si hay dos, u+ XA = u+ X y si B, € A es una particién pu—o—finita de €,
entonces para todo A€ Ay A, = AN By,

AA) =D MAn) =Y N(An) = N(A),

pues i(An) + A(An) = i(An) + N(An) ¥ p(An) < oo.

(¢) Veamos que otra posible medida (que es la minima) es

ME) =sup{v(A) — p(A): AC E,u(A) < oo}.

En primer lugar es aditiva, sean A, B disjuntos y sea D C AU B, con u(D) < oo,
entonces

v(D) — (D) =v(DNA)+v(DNB)—pu(DNA)—u(DNB) <AA)+ AB),
y tomando sup tenemos A(AU B) < A(A) + A(B). Para la otra desigualdad tomemos
A" C Ay B’ C B, con u(A’), u(B’) < oo, entonces A’ y B’ son disjuntos y

V(A') = w(A') + U(B') — u(B') = (A U B) — (A’ U B) < \(AU B),

y tomando sup tenemos la otra desigualdad.

Veamos la numerable aditividad, para ello basta ver que si A, 1 A, entonces

A(An) = A(A). Ahora bien sabemos que A(Arn) < A(A) y la sucesién es creciente por
tanto tiene limite. Sea E C A tal que pu(E) < oo, entonces

v(E) — p(E) =limv(A, N E) — p(An N E)] <limA(Ayn) < A(A4),
y tomando sup tenemos lim A(Ay,) = A(A).
Ahora si u(E) = oo, entonces v(E) = oo y obviamente u(E) + A(E) = v(E) y si
w(E) < oo, v(E) — u(E) < A(E), por tanto se da la igualdad pues
V(E) < \(B) + p(B) = sup{u(B') + p(B) — p(B') : B' C B, u(B') < o0} < w(E),
pues u(E’) < oo y por tanto
V(E') + w(E) — W(E") = v(E') + W(E\E') < v(E') + v(E\E') = v(E). |



424 Otros Ejercicios

Ejercicio 10.11.79 Dado un espacio de medida (€2, A, u), consideremos el espa-
cio métrico asociado (ver ejercicios Tema I), (X, p), para X = A/ ~, con la rela-
ci6én de equivalencia A ~ B sii u(AAB) = 0, y la métrica p(A, B) = u(AAB).
Demostrar que para una medida compleja A

AL & Aseextiende a X.
en cuyo caso A es continua.

Solucién.- “="
A~B = u(AAB)=0 = u(ANB°)=pu(A°NB)=0
= MANBY)=XA°NB)=0 = XA) =X(B).
LL¢”
wA)=0 = A~g = XA =X©)=0.
Para ver que es continua basta demostrar que si A € X, Ve > 0, existe 6 > 0 tal
que si
p(AB) <6 = A)-AB) <6
Ahora bien sabemos que A < p equivale a que Ve > 0, existe § > 0 tal que si
wE) <é = [AN(E) <e
y para E = AAB, tendremos
IMA) = A(B)| = |AM(ANB°%) = AA°N B)| < [MANB°)|+ |A(A° N B)|
< |Al(AAB) <e. 1

Ejercicio 10.11.80 Demostrar que para (£2,.4, ;1) un espacio de medida, el es-
pacio métrico (X, p) del ejercicio (10.11.79), es completo.

Solucién.- Sea A, € X de Cauchy y consideremos para cada n € N un my,, tal
que para j,k > mp, p(Aj, Ag) < 27", ademds elijamos m,, creciente y m, — oo.
Consideremos la subsucesién B, = Apm, y Cn = BnABp41, para la que pu(Cr) <
27", por tanto > p(Cr) < co y para C¢ = limsup Cp, pu(C¢) = 0 y para cada = €
C = liminf Cf;, existe un m € N, tal que para todon > m, z € C; = {Ip,, = Ig, 4y 1
por tanto existe c.s. el lim I, por tanto

Diminf B, = liminf g, “ limsup Ip,, = himsup B,
de donde A = liminf B,, >~ limsup B,, = B. De esto se sigue que para cada D € A
uw(DAA) = p(DNAS) 4+ u(D°NA) = p(DNA°NB°) 4+ u(D° N A)
=u(DN B+ p(D°NA)
= p[D N (liminf By)] + p[D° N (liminf B, )]
< plliminf(DABy,)] < liminf u(DABy,,),
Veamos que p(An, A) — 0, como

0 < p(An, A) < p(An, Bm) + p(Bm, A),
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basta demostrar que pu(BmAA) — 0y esto es obvio pues por lo anterior

0 < u(BmAA) <liminf u(BmABy). 1
n—o0

Ejercicio 10.11.81 Demostrar que el espacio métrico completo del ejercicio
anterior en el caso particular de 2 = [0, 1], A los Borelianos del intervalo y u
la medida de Lebesgue, no es compacto.

0 1/2 1
/ A

0 1/4 3/4 1
/ / A

0 1/8 3/8 5/8 7/8 1
As

Ind. Considérese la sucesién A,, para la que p(A;, A;j) =1/2,

Ejercicio 10.11.82 Sean f, f», g, g» integrables, tales que |fn| < gn, fn — f
c.s.,, gn — g ¢S.y [gn — [ g. Demostrar que [ fn — [ f.

Ind. (Si zn e yn son acotadas, liminf(z, + yn) < limsupx, + liminf y,). Apli-
cando el Lema de Fatoua 0 < gn — fn y 0 < gn + fn

[o-[r=[6-n= [t~ 1)<
Sh’minf/(gn*fn)S/gfh’mSUP/fn,
/g+/f:/(g+f):/1fm(9n+fn)S

Sh’minf/(gnJrfn) §/g+h’minf/fn. 1

Ejercicio 10.11.83 Demostrar que si f, fn € Ly, (p < o0) y fn — f c.s. enton-
ces [[fallp = lfllp sii [|fn = Fll» = 0.

Solucién.- Como |g1 + g2|? < ap(|g1|P + |g92|P), para ap =1sip <1y ap = 2P
si p > 1, tendremos que la implicacién = se sigue de que |fn — fIP < ap(|fn|? +|f|P)
y del ejercicio 4; y la implicacién < se sigue del mismo ejercicio y de que |fn|P <

ap(lfa = FIP+1fP). B
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Ejercicio 10.11.84 Para cada 1 < p < oo, jbajo que condiciones sobre f y g
se da la igualdad en la desigualdad de Holder?, ;y en la de Minkowsky?

Solucién.- La desigualdad de Holder es para p = 1 y ¢ = co consecuencia de
la desigualdad |fg| < |f]llglloo c-s. y se da la igualdad en Holder sii |fg]| = |f]]lg]l
c.s. lo cual equivale a que en {f # 0}, g = ||g]lo c.s. Para 1 < p,q < oo, Holder es
consecuencia de la desigualdad cd < ¢?/p + d?/q, para c = |f|/||fllp ¥y d = lgl/llgllq>
lo cual equivale a Aloga+ (1 — ) logb < log(Aa+ (1 —A)b), para a = cP = |f[P /|| f||5,
b=d? =|g|%/|lg|ld, X = 1/p, y se da la igualdad en Holder sii se da la igualdad c.s
a = b, es decir existe una constante k (que a la fuerza es || f||5/[|g]|2) tal que c.s.

[fIP = Klg|?.
La desigualdad de Minkowsky para p = 1 es consecuencia de que |f+g| < |f|+]g]
y se da la igualdad sii |f + g| = |f] + |g| c-s., lo cual en cada punto x equivale a que

los vectores f(x) y g(x) sean proporcionales con una proporcién positiva, por tanto
sii existe una funcién medible h > 0 tal que f = hg. Para 1 < p < oo Minkowsky es
consecuencia de la desigualdad anterior y de Holder aplicada unavez a fy (f+g)?~ 1y
otra aplicada a g y a (f+g)P~!, por tanto por un lado existe una funcién h > 0 tal que
f = hg y por otra existe una constante k1 tal que |f|P = k1|f + g|P~ 19 = kq|f + g|?
y una kg tal que |g|? = k2|f + g|?, en definitiva existe una constante k > 0 tal que
f=kgcs. 1

Ejercicio 10.11.85 Demostrar que si u(2) = 1y f > 0 es medible, entonces
para k = [ fdpu, se verifica

1+k2§/\/1+f2du§1+k.

Dar una interpretacién geométrica de las desigualdades en el caso en que f = ¢’
y sea continua, p =my Q = [0,1].

Solucién.- La segunda desigualdad es obvia pues para t > 0, 1+t < (1 +t)2,
por tanto \/1 + f2 < 1+ f. Para la segunda como f es limite ascendente de funciones
simples, por el TCM basta demostrarlo para f =Y a;I4, simple y este caso se sigue
de || S Nizsll2 < 5 Aillaill2, para A; = u(As) y @ = (1,a;) € R2.

Si f = ¢’ la segunda expresién es la longitud de la curva (creciente) y = g(z), la
primera es la longitud de la cuerda que une sus extremos, y la iltima es la suma de
los catetos del tridngulo rectdngulo con hipotenusa la cuerda. 1

Ejercicio 10.11.86 Demostrar que si 1 < r < p < s < 0o, entonces:

a) Ly N L, es un espacio de Banach con la norma ||f|| = ||f]l- + || flls ¥ la
inclusién L, N Ly — L, es continua.
b) Que L, + Ls es un espacio de Banach con la norma ||f|| = inf{||g||» +

|hl|s : f =g+ h}ylainclusién L, — L, + Ls es continua.

Solucidn.- (a) Que es normado se sigue de serlo L, y Ls y que es continua es
obvio por el cjercicio (6.2.4), pues ]l < max{|[ ], |Iflis} < I/]. Veamos que es
completo:
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Sea fn de Cauchy, entonces f, es de Cauchy en L, en el que tiene limite g € L,
al que ademads converge c.s. una subsucesién g, de fn. Ahora bien f, es de Cauchy
también en Ls y también tiene limite h € Ls (asi como g, que es una subsucesién
de una sucesién convergente), al que converge c.s. una subsucesién de g, que como
tiene limite c.s., h =g c.s. estdn en L, N Ls y || fn — g|| — O.

(b) Veamos que es norma: Si ||f|| = 0, existen g, € L, y hn € L, tales que
llgnll» = 0, ||An]ls = 0y f = gn + hn, por tanto f = 0 c.s. pues

p{If1> €} < pflgn| > €/2} + p{lhn| > €/2} =0,
por la desigualdad de Tchebycheff. La desigualdad triangular se sigue de
lf1+ fall <llgr + gallr + lh1 + h2lls < llgallr + [1halls + llg2llr + IRz,

para cualquier descomposicién f; = ¢; + h;, con g; € L, y h; € Ls. Que es de
Banach se sigue del ejercicio anterior, pues basta demostrar que si f, € € = L, + Lg
verifica Y || fn]| < oo, entonces Y fn converge. Tomemos fr, = gn + hn, con ||gnllr +
lhnlls < |fnll + 277", entonces Y. ||gnl|lr ¥ D_ ||hn|ls son convergentes, por tanto lo
son > . gn =9 € Lr y > hn = h € Lg, pero entonces Y, fn, = g + h, pues

m m m
IS fumg =B < IS g0 =gl + 11> o — .
n=1 n=1 n=1

Veamos que la inclusién es continua en 0. Para ello dado € > 0, sea § tal que
8P/T 4 6P/ < ¢ (observemos que zP/" + xP/5 — 0 cuando x — 07T), entonces si
Ifllp <8, para A={f > 1}, g = flay h = flac,

1/r 1/s
10 < el + e = ([ 1) (1) T < iz <

Ejercicio 10.11.87 (i) Demostrar que parax > 0,logz < x—1yxlogz > x—1.
(ii) Demostrar que si u(Q2) =1y 0 < r < s < oo, entonces para f € L,
1£1l- < 1Iflls ¥ que para exp{—oco} =0y log0 = —o0

b 1, = exp{ [ 1og7]du}.

Sol. (i) F(xz) = logz es céncava, pues F" < 0, por tanto su gréfica estd por
debajo de su tangente en z = 1, es decir logz < = — 1. G(z) = xlogz es convexa,
pues G” > 0.

(i1) Que || f|l» < ||f|ls se sigue del ejercicio (6.2.9), ademds por (i)

FP 1P P
1 < —1 1 <0
STAE = TR - / EIAE S

- /loglf\ <log | fllp =

S =1 [P -1
<L —/ ~ a/logm,

donde la dltima convergencia se sigue del teorema de la convergencia monétona ex-

log [|fIP
p

tendido (pdgina 97), pues para = > 0, % +(p—0) logz, ya que para z = 0 el
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limite es —oco y para > 0 por una parte el limite es la derivada en p = 0 de
h(p) = zP y W' (p) = zPlogz; y por otra la funcién g(p) = zp;l es creciente, pues

g (p) = % > 0, ya que por (i) para a = zP, aloga >a—1. 1
Ejercicio 10.11.88 Demostrar que si u(2) < 0oy f € Lo, f # 0, entonces
para an = [ |f[" du,
., a
1fm =% = | f oo

an

n—00

Sol. Se sigue del ejercicio 6.2.8, tomando limites en las desigualdades

1 a 1
()" T | fllng1 < —F

< [ flloos
donde la segunda es por ser u(2) < oo, |f| < ||fllec c.s., f € Lp para todo p y

J U™ < ||fllss S |fI™. La primera es consecuencia de la desigualdad de Holder
para p = (n+1)/ny ¢ =n+ 1 su conjugado, aplicada a |f|™ € L, y 1 € Lg, pues

n/n+1
an= [ 111" < (/Ifl”“du> W)

Ejercicio 10.11.89 Demostrar la desigualdad de Heisenberg para f = fi1 +
ifo: R—C, con f; € COO(R) y [ € Lo,

[ u@rar<e ([T e dx)m ([ e dw)m.

Solucidn.- Si ||f'|l2 = 0, f/ = 0y f es constante, por tanto f = 0 por estar
en Ly y si ||lzf|l2 = 0, f = 0. Ahora si una de esas normas es infinito y la otra
positiva el resultado es obvio y si f/,xf € Lo, entonces por Holder zff’ € L1 y
J12f 8] < 2 fl2Lf'll2- Ahora bien | = 2 + f2, por tanto para h = z|f[?, b’ =
F12 4 22(f1 f] + fof}) = |f1? + 20 Re(Ff) e integrando

/m? - —2/xRe(?f'> < 2/|zRe(?f/)|
< 2/\xff’\ < 2lfaf 2l -

pues 0 = h(oo) — h(—o0), ya que h’ es integrable por tanto u(A) = [, h' es una
medida real finita y para cualesquiera sucesiones a, — 00 y by, — —00

an oo
Ogh(an):/ h’dmﬁ/ B dxr = a,
0 0
0 0
0< —h(by) = / W de — / B de = -8,
bn — o0

pues h(0) = 0; por tanto existen los limites

h(oc0) = ZILH;O h(zx) =a >0, h(-0)= IEIEIOO h(z) =<0,



429

y si @ > 0 consideramos 0 < r < o y un a, tal que para x > a, h(z) > 7, en cuyo caso

o0 oo
oo>/ zQ\f(x)|2dx2r/ rdx = oo
a a

por tanto a = 0. Idem para 3. 1
Ejercicio 10.11.90 Demostrar que si f € Li(R) y g € Lp(R), entonces f x
g9(x) = [ f(z —y)g(y)dy estd en L, y

I *glle < £ ll2llgllp-

Solucién.- Para p = 1 estd visto. Para p = oo, como m{|g| > ||g/lec} = O,
tenemos que f * g(x) es finito pues el integrando es integrable ya que

[ 1@ = w9)ldy < lgllo Il < o,

y se tiene que | f*g(z)| < [|glloc||fll1, por tanto || fxgllee < [lglloo|lf[|1- Paral <p < oo
consideremos su conjugado q y como por Fubini se tiene

/ [ / 1@ — )llg(w)Pdyldz = / [ / 1@ — w)llg@)IPdaldy = | Fll1 9] < oo,

tendremos que c.s. f |f(—y)lg(y)[Pdy es finita, por lo que ha(y) = |£(z—)|"/?lg(v)]
estd en Ly c.s. en ¢ y como kz(y) = |f(x —y)|*/9 estd en L, para cada , tendremos
por Holder que c.s. en =

[ 15 = llawlay < kelalinel = 1711 166 = lla@)Pdnl 7 <,

de donde se sigue que el producto f * g es finito c.s. en z y

[ / £ — w)llg@)dyl? < (|77 / £ — w)llo(w)IPdy

e integrando en x se tiene por la primera desigualdad

/ [ / £z — )llg@)ldylPdz < | FI2/° / [ / £ — w)llgw)Pdydz = | FIZlls]2,

de donde se sigue que ||f *g|lp < || fll1llgllp. B

Ejercicio 10.11.91 Demostrar que la esfera unidad de L1 ([0, 1], B[0, 1], m), no
tiene puntos extremales y que en la de L, para 1 < p < 0o, todos lo son.

Solucién.- Sea || f||1 = 1, por tanto f[O 1 |fldm =1y consideremos z € (0,1)
tal que
1
[ Alam=5= [ isldm,
[0.2) 2 Jea

entonces f = (g + h)/2, para las funciones, g = 2fI[0,4) ¥ h = 2f1[; 1], de la esfera
unidad de Lq.
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Sea ahora || f|l, = 1 y supongamos que existen 0 <t < 1y g,h € Lp, de norma
1, tales que f = tg + (1 — t)h. Entonces por la convexidad en R de ¢(z) = aP

IFIP < (tlgl + (L= D)|A])P < tlgl” + (1 = B)[R[?,

siendo las integrales de los extremos iguales a 1, por tanto iguales las tres y las dos
ultimas funciones son iguales c.s. Pero para reales a,b > 0

(ta+(1—t)b)P =taP + (1 — )P < a=b

por tanto tenemos que |g| = |h|, c.s. y como las dos primeras funciones también son
iguales c.s., tendremos |f| = |g| = |h|. Ahora como f = tg + (1 — t)h, si h(z) = g(z)
entonces coinciden con f(z) y si h(z) = —g(x) # 0, f(z) = (2t — 1)g(z) y como

[f(z)] =|g(z)] #0, ¢t =1, siendo 0 < t < 1. Por lo tanto f =g=h, cs. 1

Ejercicio 10.11.92 Demostrar que en un espacio de medida o—finito (€, .4, u),
si g es medible tal que fg € L, para toda f € L, entonces g € L, para q el
conjugado de p.

Solucién.- Para p = oo es obvio tomando f = 1. Para p < oo sabemos que
existe s, € S, tal que |s),| < |g| v sl, = gy para A, T Q, con p(An) < oo, sea
sn =sp1a, € 8 C Lq (tanto si ¢ = oo como si g < 00), tal que |sn| < |g| y sn — g.
Ahora sea Ty, € LY, Tn(f) = [ fsn — T(f) = [ fg (por el TCD) para toda f € Ly
y como estos funcionales estan puntualmente acotados

T < [15sul < [155l, v

se tiene por el Teorema de Banach—Steinhaus (ver Ash, pdg.143) que estdn unifor-
memente acotados, sup ||T|| = k < oo, por tanto T es acotado pues |Tn(f)| <
ITn Nl ANl < Bl y

IT() = lm |Tn ()] < EIlfllp,
se sigue que T € L}, y existe g’ € Ly tal que [ fg =T(f) = [ fg’ para toda f € Ly,
en particular para f = Igna, , se sigue que en cada A, g = ¢’ c.s., por tanto en Q.

n?

Ejercicio 10.11.93 Sean f,g: Q — C integrables.
(a) Demostrar que |f2 4 g2|'/? es integrable.
(b) Demostrar que h = |f|"|g|® es integrable para cualesquiera r,s > 0
tales que r+s =1y que
IRl < I£1xllgll3-

Ind.- (a) [f? + g% < [f? +1gl* < (If] + |9)?.
(b) Aplicar Holder ap=1/r, g =1/s. |f|" € Lp y |g|® € Lq. 1

Ejercicio 10.11.94 Demostrar que en un espacio de medida finita, para todo
0<s<r<oo, L CLsyaquesi fn,f€ Ly,

lfro = fllr =0 = ||fu— flls = 0.
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Ind.- Aplicar Holder a p = r/s, ¢ su conjugado, |fn — f|S € Lpy 1 € Lg. 1

Ejercicio 10.11.95 Sea G un grupo aditivo y (G,.A, i) un espacio de medida
invariante por traslaciones por la derecha, es decir tal que u(A 4 a) = u(A)
para cada medible A y cada a € G. Demostrar que para cada f: G — R

medible y a € G.
[ 1@ = [ sa = ayan
g g

en el sentido de que si una integral existe también la otra y coinciden.

Ind.- Sigase la técnica habitual de funciones indicador, simples, TCM, etc. I

Ejercicio 10.11.96 Consideremos la funcién regla de Riemann, f: [0,1] —
[0,1],
0 siz€]0,1] es irracional,
fly=<1 siz=0,
Losiz=2€(0,1]y (p,q) =1.

(a) Demostrar que f es Borel medible.
(b) Demostrar que C(f), los puntos de continuidad de f, son los irracio-
nales de [0, 1].

Demostracién. (a) Sea B € B([0, 1]), entonces f~1(B) es unién disjunta de los
Borelianos

FHBa{oy, B, BN {1/ggeN)),

pues el primero es vacio 6 los irracionales, el segundo vacio 6 {0} y el tercero es unién
(a lo sumo numerable) de conjuntos f~'({1/q}), los cuales son finitos pues para cada
g a lo sumo hay un ndmero finito de p € N, tales que p/q € [0, 1].

(b) Sea z = p/q € [0,1] racional y 0 < € < 1/g, entonces como para todo § > 0
existe un irracional y € (x — 4,z +9), tendremos que |f(z) — f(y)| = |f(z)| = 1/q > ¢,
por lo que f no es continua en z. Sea z € [0,1] irracional y 0 < ¢, entonces como
hay un ndmero finito de naturales ¢ < 1/e y para cada uno también un nimero finito
de naturales p, tales que p/q € [0,1], tendremos un conjunto finito de racionales

Z1,...,2n € [0,1], tales que f(z;) > €, por tanto como z tiene un entorno que no
contiene a ningin z;, tendremos que en todo punto suyo vy, |f(z) — f(y)| = f(y) < e.
|

Ejercicio 10.11.97 Demostrar que en R tanto para p la medida de Lebesgue
como g la medida de contar en los naturales se tiene para todo a > 0

a 2 a
(/ a:d,u) = / 3 dp.
0 0
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Demostracién. Para p la medida de Lebesgue es [z =a?/2y [5 2% =a%/4.
Para la medida de contar se demuestra por induccién que para n = [a]
A+--+n)2=14---+n3,
pues para s, =14+---+n=n(n+1)/2, z, = s es la expresién de la izquierda y si
denotamos con b, la de la derecha
Zntl = Zn = sp 41— Sp = (Sn+1 = sn)(sSnt1 + 5n) = (n+ 1)(2sn + (n + 1))
=m+Dnn+1)+n+1)=n+1)3=byr1 — by,

siendo by = 21 y si by, = zp, entonces bny1 = znt1. 1

Ejercicio 10.11.98 Si denotamos con p; ---pi la envolvente convexa de los
puntos p;, demostrar que la medida n—dimensional de una piramide P =
D1+ Pnt1, definida por n + 1 puntos p; € R™ (que no estdn en un hiper-

plano) es

m(P) = Mt B)

para la base n — 1-dimensional B = p; - - pn, que estd en un hiperplano a
distancia h de p,+1. Como consecuencia si denotamos con h; la distancia de

pi+1 al subespacio generado por pi,...,p;, demostrar que
hi--hn
mn(P) = ]
Demostracién. Por una traslacién y un giro podemos suponer que pp+1 =0y
B C {xn = h}, entonces para la seccién P, = {(z1,...,Zn-1): (®1,...,Zn-1,t) € P}
h yn— 1
t mp_1(B)-h
/ My — 1Ptdt My — 1[B]/ = 1 _ Mn 75 ) .

El resto por induccién. 1

Ejercicio 10.11.99 Dada una sucesién creciente de medidas pun < ptin+1 y @
lim g, en un espacio medible (€2,.4). Demostrar que si B, € Ay pn(En) =
entonces p(limsup E,) = 0.

0,
Ind. Sea By, = U2 E; y Bn | B =limsup E,. Entonces para m > n, Bm C Bn,

0 < pn(Bm) < pn(Bn) <D pn(Ei) <> pi(Ei) =0

i=n i=n

0=pin(Bm) = wmn(B)=0 = u(B)=0. K

Ejercicio 10.11.100 Dadas dos sucesiones crecientes de medidas en un espacio
medible (2, A), pn < tint1, An < Ant1 y las medidas g = lim p, y A = lim A\,
tales que u es o—finita y para todo n A\, < p,. Demostrar que A < p y que
dhn  dA

If = .
im A~ dpt
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Ind. Lo primero es obvio. Ahora como pun, < p, sea gn = dpn/dp y como para
todo A

/ gn dp = pn(A) < pnt1(A) =/ gn+1dp T p(A),
A A

tenemos por (2.4.27), pag.104, y ser p o—finita que existe g medible tal que gn, <
gn+1 1 g c.s.(p). Ahora por el TCM pu(A) = [, gdp, por tanto g =1 c.s. (p). Ahora
si llamamos frn = dAn/dpn, tendremos

/ fngn dﬂ :/ fn d,“m = /\n(A) < )\n+1(A) =
A A

=/ Fnt1 dping1 =/ frr19n+1 du,
A A

por tanto fngn < fnt1gn+1 T f cs.(u) y como Ay, T A, por el TCM, f = d\/du, por
tanto fn — f c.s. (u).

Ejercicio 10.11.101 Demostrar que toda funcién convexa en un intervalo abier-
to real es continua.

Indicacién. Obvio haciendo un dibujo, pues dados tres puntos del intervalo
a < z < by los puntos correspondientes en la grifica A = (a, f(a)), X = (z, f(z)) y
B = (b, (b)), tendremos por ser f convexa que X estd bajo la recta AB y del mismo
modo si y € (a,z) U (z,b), el punto correspondiente Y estd entre el par de rectas
pasando por X, AX y BX y tenemos quesiy —»z, Y — X. 1

Ejercicio 10.11.102 (a) Sea A € B(R) tal que para todo ¢ € Q, ¢ + A =
A. Demostrar que: (i) Si » = m][0,1] N A], entonces para todo Boreliano B,
m[BNA]=r-m[B]. (ii) que r =0 6 r =1y (iii) que m[A] =0 6 m[A°] = 0.

(b) Demostrar que si B € B(R), con m[B] > 0, entonces casi seguro todo
nimero real estd en la unién U,cq(B + r).

Ind. (a) La medida pu(B) = m[A N BJ, verifica
(B + ) =m(AN (B +4) = m((A+q) N (B +0q)) = m(An B) = u(B),

por tanto
(m m+1:| ( 1} 1
122 Ut =p 077 =r-—,
n n n n

pues r = p(0,1] = n - u(0,1/n] y por tanto

(m m+k} ( k} k
22 W) =upul0,—|=7-—,
n n n n

de donde p(a, b] = r-m(a,b] para a,b € Q. Ahora para a real basta tomar una sucesién
de racionales ay, | a, pues (an,b] T (a,b] y p(an,b] = p(a,b] y parab € R, basta tomar
una sucesién de racionales bn | b, pues (a,bn] | (a,b]. En definitiva se tiene que las
medidas gy r-m coinciden en los semiintervalos reales y por el teorema de extensién
en todos los Borelianos, u(B) = r - m(B). Ahora bien m(A) = u(A) = r-m(A) y
tenemos dos posibilidades:

(1) Si m(A) #0, r =1y p=m, por tanto m(A°) = pu(A°) = m(AN A°) =0.

(2) Sim(A) =0, p(B)=m(BNA)=0yr=0.

(b) Considérese el Boreliano A = U,cq(B+71) = Q+ B, el cual satisface A+-q = A
para todo ¢ € Q y es tal que m[A] > m[B] > 0. Se sigue de (aiii) que m(A°) =0. 1
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Ejercicio 10.11.103 Demostrar que para cualquier nimero real positivo r > 0
y f:1]0,1] — R medible e integrable

X 1
T]glf(w)dwg/ @ g
0

Ind. Aplicar la Desigualdad de Jensen, teniendo en cuenta que p(z) = r%¥ =
e*1og” es convexa.

Ejercicio 10.11.104 Calcular el drea y el volumen de la pseudoesfera de radio
R.

Ind. La tractriz'! (fig.10.1) es la curva del plano que pasa por (R,0) y cuya
tangente en cada punto corta al eje y en un punto que dista del anterior R y la
pseudoesfera de radio R es la superficie de revolucién alrededor del eje y, de la tractriz
y de su imagen especular respecto del eje x.

Figura 10.1. Tractriz

Por tanto la tractriz satisface y/(z)2 = (R? — 22)/2? y si consideramos la apli-
cacién F: B = (0, R) x (0,27) — R3, F(x,0) = (xcosf, zsenf, y(x)), tendremos que

J[DF] = y/det(A*A) = R, pues

' cos —xsen P R2
AtA = ( cos R ) sen  xcos | = (1 Ty 02) —(az O
—xsen xcos O Y 0 0 T 0 2

por tanto el drea de media tractriz (la mitad superior), vale
~v2H3[F(B)] :/ |J[DF]| dma = 27r/ Rdm; = 27R?,
B (0,R)

por lo tanto el drea de la pseudoesfera de radio R es 47w R?,(las dos partes), la
misma que la de la esfera de radio R.

11Ver la tractriz en los Apuntes de Ecuaciones diferenciales
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Para el volumen denotaremos con y = f(z) nuestra tractriz (para que no haya
confusién), por tanto f’(z) = —v R? — 22/, denotaremos con g su inversa y con E
el volumen generado. Por tanto haciendo el cambio = = ¢(y), tendremos que

/ mao[Ey]dmy = / ﬂg(y)zdmy =
(0,00) (0,00)

:ﬂ'/ :czf'(:c) dmg :7r/ vV R? — 22dmg
(0,R) (0,R)

m3|[E]

R 7R3

(R2 _ 12)3/2]0 -

o
T3
por lo tanto el volumen de la pseudoesfera de radio R es 2rR3/3 jla mitad del
de la esfera de radio R!. 1

Figura 10.2. Pseudoesfera y Esfera de igual radio

Ejercicio 10.11.105 Demostrar que el volumen de un tronco de pirdmide de
base cuadrada, entre dos bases cuadradas de dreas A y B a una altura h es'?

g(AJrBJm/E).

Ind. Si el vértice de la pirdmide est4 a distancia r de la base pequefia A = a2 y por
tanto a h+r de la base grande B = b2, tendremos por semejanza que (h+71)/b = r/a,
por lo que 7 = ha/(b — a) y el volumen es
1 ( hbB haA

1
S((h+71)B—rA) =~ _
B —rd) = "y

h
) = g(b2+a2+ab). |

Ejercicio 10.11.106 En R" consideremos el hipertetraedro T definido por n+1
puntos x; elegidos del siguiente modo: z; cualquiera; z2 a distancia m de x1;
x3 a distancia m de la recta que contiene a x1,x2; x4 a distancia 7w del plano
que contiene a x1, x2,r3; etc... Demostrar que el volumen n—dimensional de T'
es el volumen 2n—dimesional de la bola unidad de R".

Ind. Aplicar (10.11.98). 1

12Este problema es uno de los que se encuentran en el Papiro de Moscid, uno
de los mas antiguos documentos egipcios (junto con el de Rhind) con problemas
matemdticos (ver la introduccién, pdg.1).
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Ejercicio 10.11.107 Consideremos en los Borelianos de la esfera unidad de R",
S ={z: ||z||* = X 22 = 1}, una medida v y en (0, 00) la medida de Borel

A(A) = / p" " tdp,
A

y para el homeomorfismo G: (0,00) x S™~t — R™\{0}, G(p,y) = py, sea
1 = Gi«(X x v). Demostrar: (a) para t > 0, p(tE) = t"u(E) y (b) que p es
invariante por rotaciones sii v lo es.

Ind. (a) Como A(tA) = t"\(A) se tiene para F = G~ 1,
W(LE) = X x V[F(tE)] = //\[F(tE)y] dv = /)\[tF(E)y] dv = " u(E).

(b) Para cada rotacién R y t € (0,00), F[R(E)]: = R[F(E)¢], por tanto si v es
invariante por R, también y, pues

ulR(E)] = / VIRIF(E)e]] ),

la otra implicacién es obvia. 1

Ejercicio 10.11.108 Sea f: [0,00) — [0, 00) medible, tal que f(z) y xf(x) sean
integrables. Demostrar que para t € [0, co]

fg f(z)dm

B B fot zf(z)dm
:B(t) - fooo f(.CU) dm 2 y(t) -

fooo zf(z)dm

y que la curva'® del plano o(t) = (z(t),y(t)) es continua y convexa.

Indicacién.- La continuidad (uniforme) de z(t) e y(t) se sigue del ejercicio
(2.4.25). La curva estd en el cuadrado unidad, pues xz(t),y(t) € [0,1] y (0) = (0,0),
o(1) = (1,1), por tanto basta demostrar que es convexa, pues en tal caso estard por
debajo del segmento que une esos dos puntos y por tanto se verificara la desigualdad
pedida.

13Las funciones z e y tienen interpretacién practica. Por ejemplo en economia si

pla, b = f flz dm es el nimero de personas de una poblacién con renta entre a y
b, entonces fo (z) dm es el nimero de personas de esa poblacién, fg zf(x)dmesla
renta total que tienen las personas con renta menor o igual que t y f0°° zf(z)dm es la
renta total de la poblacién, por tanto z(t) representa el porcentaje de la poblacién con
renta menor o igual que t, e y(t) representa el porcentaje de la renta total que tienen
los que tienen renta menor o igual que t respecto de la renta de toda la poblacién.
Con esta interpretacién es obvio que y(t) < z(t), pues si hay n individuos con rentas
r; <ty m con rentas rn4; > t, entonces y 1 ri/n <t < Z;nzl Tn+j/m, lo cual

n+m

implica que m 37"y r; <n 37T, rngj, es decir que (n+m)3TF i <n 3P
y esto equivale a que y(t) = (0, )/ (1™ ) < n/(n+m) = a(t).
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Sean z(a) < z(b) < z(c), como = es mondtona creciente eso implica que a < b < ¢,
entonces z(b) = Az(a) + (1 — A)z(c), obviamente para

z(c) — z(b) _ fbc f(z)dm
z(c) — z(a) fac f(z)dm

y basta ver que y(b) < Ay(a) + (1 — N)y(c), es decir A(y(c) — y(a)) < y(c) —y(b) o

cquivalentemente
[0 [ [Cro [Cro) «

[0 (s [Tss0) < ([ r0+ [16) [rrn o
[o0 [[sior< [ [rin e

/ Fr)sf(s) < / F)rfr)
[b,c] X [a,b] [b,c] X [a,b]

y esta tltima es obvia, pues s € [a,b] y r € [b,¢], por tanto s <r. 1

A=

1 i segmento circular

Figura 10.3. Arco, segmento y sector de la circunferencia.

Ejercicio 10.11.109 Calcular el centro de masa de un arco de circunferencia.

Ind. Consideremos F: 0 € [ = (—a, ) — F(6) = (cosf,senf) y el arco A =
F(I) (ver fig.10.3, que estd girada), entonces si C(A) = (a,b) es su centro de masa,
tendremos que

_ JyzdH1 J&, cos0df _ sena _ JaydH

- - )

Hiy(A) 2a o =T !

Ejercicio 10.11.110 Calcular los centros de masa de (a) un segmento y (b) de
un sector circular.

Ind. Denotemos con C' el segmento de circunferencia entre —a y « (ver fig.10.3)
y con A = C UT el sector circular entre —a y «, para T el tridngulo isésceles
correspondiente de dngulo 2, entonces se tiene (haciendo el cambio y = cost y
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considerando (sencos)’ = cos? —sen? = 1 — 2sen?)

ma[T] = sen «a cos a,
1 (e
m2[C] :2/ \/1—y2dy:2/ sentdt = a —senacosa,
cos o 0
1

b 2 2
/ ydma :2/ yvV1—y2dy = —7(1—y2)3/2] = Zsen® a
C cos a 3 3

cos

COS & 2 2
/ydm2:2/ y2tanady = = tanacos® a = = sen accos? o,
T 0 3 3

(a) El centro de masa del segmento estd a distancia del centro de la circunferencia

fC ydmz 2 sen’ o

m2[C] 3 a—senacosa
(b) El centro de masa del sector estd a distancia del centro de la circunferencia

fA ydma fC ydmo + fT ydmo

ma[A] m2[C] + m2[T)
% sen’ o + %senozcos2 [e 2 sen o 1
" a—senacosa+senacosa 3 a
b b
v
y/r

Figura 10.4. Centroide de un segmento de parabola.

Ejercicio 10.11.111 Calcular el centro de masa de un segmento de parédbola,
es decir de la regién comprendida entre una pardabola y un segmento perpen-
dicular a su eje, a distancia b de su vértice.

Ind. Por comodidad consideramos la pardbola con vértice en el origen y eje el vy,
por tanto de ecuacién y = rz2, con r > 0 estando el segmento en la recta y = b. Si
denotamos con E el segmento de pardbola, tendremos que por simetria el centro de
masa estd en el eje y a altura

b
[z ydma _ fé’fyIEydmdm B 2 [y y\/gdm

molE] fé’IEydmdm gfé’\/gdm

2 3
_Jovzdm bG8,
fé’y% dm b%'H/(% +1) 5
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Ejercicio 10.11.112 Calcular el centro de masa de la superficie de un casquete

esférico.

Ind. Consideremos el casquete F[B] de altura h en la esfera de radio 1, parame-
trizado por F': (x,y) € B = B[0,7] — (x,y, z(x,y)) € R3 (ver fig.10.5), siendo

Figura 10.5. Casquete esférico.

A-h2+r2=1, P2=2-hh y zz,y) =1—22—1y>2

entonces si C(F[B]) = (a,b,c) es su centro de masa, tendremos que derivando x?2 +
Y2422 =1, x4 225 =0ey+ zzy =0, por tanto 22+22z§+z225 =1y

3 fF(B) zdHo B
Hy(F(B))
_ fF(B) ydH> .
Hy(F(B))
Jrpy7dHz2  [pzoFy\J1+ 2 + 25 dHy
‘T TH(FB) Hy(F(B))
fB1/22+ZZZ%+Z225 dHo Hy(B)
- Hy(F(B)) " Hy(F(B))
__me(B) _m® _ h
voH2(F(B)) 27h 2

donde el drea 2w Rh del casquete de la esfera de radio R y altura h, se vié en el

ejercicio (5.5.6). 1

Ejercicio 10.11.113 Calcular el centro de masa del volumen de (a) un segmen-
to esférico (b) un sector esférico.

Figura 10.6. Segmento esférico.
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Ind. (a) Consideremos el segmento esférico A, definido por un casquete de altura
h en la esfera de radio 1 y cuyo paralelo es horizontal, entonces su centro de masa

tiene distancia al centro de la esfera

22 A
Jazdms 7rf1 p2(1—2%)dz 77T]1_h

ms[A] T [ (1 —22)dz Z_?]l

[un
[

a-n? | a—ny*
N R

_2"1
1 (1—h)3
=3 -(0-h+"=5~
1 1 _ 1-2h+h? + 1—4h+6h%—4h3+h*
_2"1 2 1
7% +ha+ 173h+§h27h3
_ 3-2h2+6h% —4h3 +h* 3 (2—h)?
T4 3h2 — h3 T4 3-h

Figura 10.7. Sector esférico.
(b) Veamos ahora la distancia del centro de masa del sector E (definido por
un casquete de altura h) al centro de la esfera, para E = AU B, siendo B el cono

correspondiente, de alturaa =1—h
Sz zdms3 B Jazdm3z + [5zdms
m3|E] m3[A] + m3[B]
f (1—-z¥)dz+7 [} 2
B 7rf (1—22)dz+m [ 1a“ 22dz

22 dz

22 24 1 1—a? 2*1¢
T T, T e T
a 0

1 a
23] 1—a? 23]
z— 5| +—= F
3 a a 3 0

11 2 4 2y a? 1
IR e e a0 N Sl ¥
= a — L
1,%,a+%+(1,a2)% l-3-a+3%
3 1—a®> 3 14a 3 Lt 1
T4 2-2a 4 2 4 2)"

Ejercicio 10.11.114 Dada una funcién continua no negativa g: [0,b] — R, se
considera la curva en el plano yz, y = g(z) y: la regién del plano limitada por
la curva, su simétrica respeto del eje z y las rectas z = 0y z = b; y el cuerpo
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de revolucién que genera en torno al eje z. Demostrar que los centroides de la
regién plana, del cuerpo y de la superficie de este (para g diferenciable) estan
sobre el eje z a alturas respectivas

fo 2g(z o) fong )2 dm 3) fozg 2)\/ 1+ ¢'(2)2dm
fo ’ fo 2dm7 ng\/l—&—g z) dm

Ind. (1) Para B la regién plana tendremos, por simetria, que el centro de masa
estd en el eje z a altura
Jpzdma fobzml(Bz)dml _ fob 22g(2) dm
ma[B] fé’ m1(Bz) dma fé’ 2g(z) dm
(2) Para E el cuerpo de revolucién tendremos, por simetria, que el centro de masa
estd en el eje z a altura
Jgzdms fobzmg(Ez)dm B f(f 2mg(2)? dm fob 29(2)% dm
mg[E] fé) ma(E;)dm f(;’ wg(z)2 dm fo 2dm
(3) Para la superficie sea S = F(A), para F: A = [0,b] x [0,27) — R3, F(2,0) =
(9(z) cos b, g(z) sen 8, z), para la que J(DF) = g/1 + ¢g’2, entonces el centro de masa

estd en el eje z a altura

fsdeg fA F]J(DF)dmg 27rf0bzg(z)\/1+g’(z)2 dmy

Hj(S) Sy J(DF)dm2 2ﬂf§g(z)\/1+g/(z)2dm1 ‘

Ejercicio 10.11.115 Encontrar las curvas = = g(y), con g(b) > 0 para todo
b > 0, del plano zy, tal que el centroide de la regién plana limitada por la
curva, su simétrica respeto del eje y y las rectas y = 0 e y = b estd a altura
A-b, para A € (0,1) constante.

(1)

Ind. Sea B dicha regién, entonces por el ejercicio (10.11.114), tendremos que

para todo b > 0
b b
2 [Ca) = [ g,
0 0

b
A / g(z) + Abg(b) =bg(b), es decir
0

y derivando en b,

b
A / g(z) = (1 —A)bg(b), y derivando
0

Ag(b) = (1 =XN)g(b) + (1 = A)bg'(b), es decir
(A= 1) g(b) = (1 = A)bg'(b),
y para ¢ = (1 — X)/(2X\ — 1), nuestra curva es solucién de la ecuacién diferencial en el
plano zy, 1/y = qz’(y)/z(y), es decir (logy)’ = (qlogz(y))" y por tanto log(y/z(y)?)
es constante, y la solucién es y = kx4, para k > 0. Observemos que dado ¢, A = 2qq+1 ,
y que tanto para g > 0 como para ¢ < —1, A € (0,1). Ademds para ¢ = @, 1/\ =
(® la proporcién durea, i.e. la solucién positiva de 22 —xz —1=0). 1
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Ejercicio 10.11.116 Encontrar las curvas y = g¢(z), con g(b) > 0 para todo
b > 0, del plano yz, que generen un cuerpo de revolucién en torno al eje z,
cuyo tronco entre 0 y b, para todo b > 0, tenga el centro de masa a altura \-b,
para A € (0, 1) constante.

Ind. Sea E dicho tronco. Entonces por el ejercicio (10.11.114), tendremos que

para todo b > 0
b b
Ao [ae? = [P
0 0

g(2)2 + Abg(b)2 =bg(h)?, es decir

y derivando en b,

— Mbg(b)?, vy derivando

\\

Ag(b)? ( Ng(b)® + (1= A)b2g(b)g’(b), es decir
(2A = 1) g(b) = (2= 2M)bg'(b),
y para p = (2 — 2X)/(2X\ — 1), nuestra curva es solucién de la ecuacién diferencial en
el plano yz, (plogy — logz)’ = 0, es decir las curvas z = kyP. Obsérvese que p es

; Gy = 1 (pt2
racional sii A = 3 <p+1

) es racional. Observemos que para p =2®, 1/ A=®. 1
Ejercicio 10.11.117 Calcular el centro de masa de un cono de base circular y
de altura c.

Ind. En términos del ejercicio (10.11.114), tendremos que y = g(z) es una recta,
que pasa por (0, c¢), de pendiente —¢/R, para R el radio del circulo de la base, es decir
z = —yc/R + ¢, por tanto g(z) = (¢ — 2)R/c y el centro estd a altura (haciendo el
cambio t = ¢ — z)

fi2*C) _ Jem2? J5le—ve  fit da oy
— = =c— =c— = C/4.
foC 9%(2) foc(c —z)? foc t? foc t? c3/3

Ejercicio 10.11.118 Calcular la altura del centro de masa de un cono de base
un Boreliano plano E con 0 < ma(E) < co y de altura c.

Ind. Sea C el cono. Con una traslacién horizontal podemos considerar que su
vértice es (0,0, ¢), entonces

C = {\(z,y,0) + (1 — N)(0,0,¢) : A €[0,1], (z,y) € E}
={(A\z,\y, (1 —N)ec): A€ [0,1], (z,y) € E}.
por tanto para cada z € (0,¢) y A = (¢ — z)/c, es decir tal que (1 — N)c = z,
C, ={(Az,\y) : (z,y) € E} = \E,
por tanto la altura de su centroide es
Jo zm2(Ez)dm [ z(c — 2)2ma(E;) dm <

Jo ma(Ez)dm Jo (e —2)2dm T4

siendo esta tdltima cuenta la misma que la del ejercicio (10.11.117). 1
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Ejercicio 10.11.119 Tenemos una caja con bolas blancas y negras. Si extrae-
mos dos al azar, la probabilidad de que sean blancas es 1/2. ;jCuantas bolas
hay de cada, si sabemos (1) que hay 10 o menos bolas, (2) que hay mas de 10
y menos de 1007.

Solucién.- Sean n el nimero de blancas, m el de negras y N = n +m el nimero
total de bolas. El nimero de posibles parejas de blancas es n(n — 1)/2 y el total de
parejas es N(N — 1)/2, por tanto

n(n—1) 1

N(N—-1) 2

)

de donde se sigue que

2n(n—1)=m+m)(n—1+m)=n(n—1)+2nm —m +m?
nP—n=m?-—m+2nm, nO-m)n+m—1)=2nm
de donde que n > m y por tanto n = m + a, de donde

—1
a@m+a—1)=2(m+a)m, 2ma+ala—1)=2m?+2am, m?= %.

Ahora bien los tnicos valores de a entre 1 y 50, para los que a(a—1)/2 es un cuadrado
son:

a=2,paralaquem=1,n=3y N =4,

a=9,paralaquem=6,n=15y N =21y

a = 50, para la que m =35, n =85y N = 120.

Por lo tanto la respuesta a la primera pregunta es N = 4 y a la segunda es
N=21. 1
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restriccion densidad en un punto, 372
reticulo vectorial, 359

segundo axioma de numerabilidad, 7
semi-intervalos, 31
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