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Capitulo 1

Modulos

1.1 Anillos. Ideales

Comencemos con una revisién rapida de la definicién y propiedades elementales de los anillos.

Definicién 1.1.1. Un anillo A es un conjunto con dos operaciones A x A & A, (a,d) — a+d,
Ax A5 A, (a,d') — a-a'l, que denominamos suma y producto, tales que

1. A es un grupo abeliano con respecto a la suma (luego, tiene un elemento cero, que se denota
por 0, y cada a € A tiene un opuesto que se denota por —a).

2. La multiplicacién es asociativa ((a-b)-c=a- (b-c)) y distributiva (a- (b+¢)=a-b+a-c).

Ademiés sélo consideraremos anillos conmutativos con unidad, es decir verificando

3. ab = ba, para todo a,b € A.

4. Existe un elemento 1 € A tal que al = la = a, para todo a € A.

A lo largo del libro entenderemos anillo por anillo conmutativo con unidad. Ejemplos de anillos son
Z, el anillo de funciones reales continuas C'(X) de un espacio topolégico X, los anillos de polinomios
Clz1, ..., xy], los anillos de series formales C[[z1,...,z,]], etc.

Definicién 1.1.2. Diremos que un anillo es un cuerpo si para cada a € A no nulo, existe el inverso

respecto de la multiplicacién, que denotaremos a~!.

Los anillos Q, R, C son cuerpos.

Definicién 1.1.3. Una aplicacién f: A — B entre los anillos A y B, diremos que es un morfismo de
anillos si cumple

1. fla+a') = f(a) + f(a'), para toda a,a’ € A.
2. f(ad') = f(a)f(a'), para todo a,a’ € A.

1Sera usual utilizar la notacién a - a’ = aa’
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3. f(1) =1.

Ejemplo 1.1.4. La aplicacién C[z] — C, p(z) — p(33), es un morfismo de anillos. Dada una
aplicacién continua ¢: X — Y entre espacios topoldgicos, la aplicacién ¢: C(Y) — C(X), f+— fo ¢
es un morfismo de anillos.

La imagen Im f es un subanillo de B, es decir, un subconjunto de B que con las operaciones de B
es anillo. La composicién de morfismos de anillos es un morfismo de anillos.

Definicién 1.1.5. Un subconjunto I C A diremos que es un ideal de A si es un subgrupo para la
suma y cumple que a -4 € I, para todoa € Ay todo i € I.

La interseccién de ideales es un ideal. Dado un subconjunto F' C A, denotaremos por (F) al
ideal minimo de A que contiene a F' (que es la interseccién de todos los ideales que contienen a F).
n
Explicitamente (F) = {a € A:a = Y a;f; con f; € Fa; € Ay n € N variables}. Dado a € A,
i=0
también notaremos (a) = aA.

Como T es un subgrupo de A, podemos considerar el grupo cociente A/I, donde
A/l ={a, a€ A, demodo que a =a’ <= a—ad €I}

Ahora bien, el producto @ - o’ =a a’ dota a A/I de estructura de anillo (compruébese) y es la
€

unica estructura de anillo que podemos definir en A/, de modo que el morfismo de paso al cociente
A — A/I, a — a, sea un morfismo de anillos.
Dado un morfismo f: A — B de anillos, el niicleo de f, Ker f = {a € A: f(a) = 0}, es un ideal.

Si J C A es un ideal incluido en Ker f, entonces existe un tnico morfismo de anillos f:AlJ - B
(definido por f(a) = f(a)) de modo que el diagrama

es conmutativo, siendo 7 el morfismo de paso al cociente.
La antimagen por un morfismo de anillos de un ideal es un ideal. Es inmediata la proposicién
siguiente.

Proposicién 1.1.6. Sea I C A un ideal y m: A — A/I, a — a el morfismo de paso al cociente. Se
verifica la correspondencia biunivoca

contienen a I

Ideales de A
{ €ales ae que}{]deales de A/T}

J w(J)

7= HJ) J’
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Definicién 1.1.7. Un ideal p % A diremos que es un ideal primo de A si cumple que si ab € p
entonces a € p o b € p.

Un elemento a € A diremos que es un divisor de cero si existe b € A, no nulo tal que ab = 0.
Diremos que un anillo es integro si el tinico divisor de cero es el cero. Por ejemplo, los cuerpos son
anillos integros.

Proposicién 1.1.8. Un ideal p ; A es un ideal primo si y sdlo si A/p es un anillo integro.

Demostracién. Supongamos que p C A es un ideal primo. Si a@-a’ = 0 en A/p entonces a-a’ = 0,

luego a - a’ € p. Por tanto, 0 a € p o a’ € p, luego o a =0 o @’ = 0. En conclusién A/p es integro.
Reciprocamente, supongamos que A/p es integro. Si a-a’ € p, entonces a-a’ = 0 en A/p. Por
tanto, a-a’ = 0, luegoo @ =00 @ = 0. Es decir, 0 a € p o @’ € p. En conclusién, p es un ideal primo.
O

Definicién 1.1.9. Diremos que un ideal m ; A es maximal si los tinicos ideales que contienen a m
son my A.
Proposicién 1.1.10. En todo anillo A # 0 existen ideales maximales.

Demostracion. Esta es una aplicacién tipica del lema de Zorn (que puede evitarse en anillos noethe-
rianos, més tarde estudiados). Sea X el conjunto de los ideales de A, distintos de A. En X podemos
definir una relacién de orden: decimos que un ideal I es menor o igual que otro I’ cuando I C I’
Observemos que toda cadena de ideales, distintos de A tiene una cota superior: la unién de los ideales
de la cadena (que es distinto de A, pues el 1 no estd en ninguno de ellos, ni por tanto en la unién).
El lema de Zorn nos dice que existen elementos de X maximales, es decir, existen ideales maximales.

O

Ejercicio 1.1.11. En todo anillo A # 0 existen ideales primos minimales.

Corolario 1.1.12. Todo ideal I ; A estd incluido en un ideal mazimal.

Demostracion. Sea m: A — A/I el morfismo de paso al cociente. En la correspondencia biunivoca

Ideales de A
; = {Ideales de A/I}
que contienen a [
J w(J)
") 7

los ideales maximales de A que contienen a I se corresponden con los ideales maximales de A/I, que
no es vacio por la proposiciéon anterior. O

Un elemento a € A es invertible si y sélo si (a) = A (suponemos A # 0). Por tanto, a € A es
invertible si y s6lo si no estd incluido en ningiin ideal maximal. En particular, un anillo es un cuerpo
si y sélo si los tinicos ideales del anillo son el (0) y todo el anillo.
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Proposicién 1.1.13. Un ideal m C A es maximal si y sélo si A/m es un cuerpo. En particular, los

tdeales maximales son ideales primos, por la proposicion 1.1.8.

Demostracion. A/m es cuerpo si y sélo si el unico ideal maximal es el (0). Que equivale a decir que
el inico ideal maximal que contiene a m es m, es decir, que m es maximal. O

Definicién 1.1.14. Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto Spec A de sus ideales primos.

Notacion: Un ideal primo lo denotaremos por x cuando lo consideremos como elemento de Spec A,
y por p,. cuando lo consideremos como ideal de A.

Sea S un sistema multiplicativo de A (es decir, 1 € Sy sis,s’ € Sentonces s-s' € S). Consideremos
la localizacién de A por S, Ag, es decir,

!/
a a a . . .
—,a€AyseS: — = — siexisten s1,s2 € S tales que las fracciones
s s
Ag = /
s1a s20° . . .
—, — tienen el mismo numerador y denominador
S§18 S9S8

Con la suma y producto ordinarios de fracciones Ag es un anillo.

Teorema 1.1.15. Eziste una correspondencia biunivoca entre los ideales primos de Ag y los ideales
primos de A que no cortan con S. Explicitamente, si p es un ideal primo de Ag existe un unico ideal
primo q de A que no corta con S, tal que p =q- Ag

Demostracion. Sea p C Ag un ideal primo. Consideremos el morfismo de localizacién A — Ag. Sea
q la antimagen de p por el morfismo de localizacién. Es decir, q := {a € A: § € p}. Es claro que
p=q-As, puesdado £ €p, ¢ =T %, y T € p. Ademds g es un ideal primo de A que no corta con
S, porque si s € N S entonces 1 = 2 € p.

Dado un ideal primo q de A que no corta con S, se cumple que q - Ag es un ideal primo de Ag:
Sig- ‘;—: = %, con q € q, entonces existe t € S de modo que taa’ = tq € q, luego a € ¢ 6 a’ € q. En
conclusién ¢ € q- As 6 ‘;—: € q-Ag. Ademsds, la antimagen de q - Ag por el morfismo de localizacién
esq:si § =2, con g€ q,existe t € S de modo que ta = tq € q, luego a € q. Obviamente § € q- Ag,
sla € (.

Con todo hemos concluido.

O

Notacién: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos Ay la localizacién de A por el sistema
multiplicativo S = {1, f, f2,..., f,... }. Denotemos por (f)o el conjunto de los ideales primos de A
que contienen a f.

Si x es un punto de Spec A, denotaremos por A, la localizacién de A por el sistema multiplicativo

S=A—p,.

Corolario 1.1.16. El espectro de Ay es igual Spec A — (f)o.

Demostracion. Por el teorema anterior, Spec Ay se corresponde con los ideales primos p, de A que

no cortan con S = {1, f, f%,..., f",...}. Que equivale a decir que Spec A; se corresponde con los
ideales primos p, de A que no contienen a f, es decir, Uy. O
’ ’ ’ ’ 1"
20bservemos que efectivamente 2 =92 quesi ¢ = % entonces & = %, yquesi $ = & y &% = % entonces
a a//

s s/’
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Ejercicio 1.1.17. Sea C(R™) el anillo de funciones reales continuas sobre R™. Sea U un abierto de
R™, C(U) es el anillo de funciones reales continuas sobre U y S el sistema multiplicativo formado
por las funciones que no se anulan en ningtin punto de U. Probar que existe un isomorfismo natural

CR")g =C(U). (Pista: dadah € C(U), s(x) = f_&g(x)) no se anulaen U, sy f = h-s son restriccién

de funciones continuas de R" y h = %)

Corolario 1.1.18. Los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos de A contenidos
en pg. En particular, A, tiene un unico ideal mazximal, que es p, - A,.

Demostracion. Spec A, se corresponde con los ideales primos de A que no cortan con A — p,. Es
decir, con los ideales primos de A contenidos en p,,. O

Definicion 1.1.19. Los anillos con un dnico ideal maximal se les denomina anillos locales.

Definicién 1.1.20. Dado un anillo A llamaremos radical de A al ideal formado por el conjunto de
los elementos nilpotentes de A, es decir, si por denotamos rad A al radical de A entonces

rad A= {a € A: " =0, para algin n € N}
Es decir, una funcién es nilpotente si y sélo si se anula en todo punto.

Corolario 1.1.21. El radical de un anillo coincide con la interseccion de todos los ideales primos del
anillo:

radA= N
zESpec Apz

Es decir, una funcion es nilpotente si y solo si pertenece a todo ideal primo.

Demostracion. Si f € A es nilpotente, i.e., f = 0 para un n € N, entonces f ha de pertenecer a todo
ideal primo de A. Luegorad AC N p,.

zrESpec A
Sea ahora f € Sﬂ Apg:. Por el corolario anterior Spec Ay = (). Por tanto, Ay = 0, es decir,
xresSpec
% = % Luego existe un f* € {1, f, f,...}, de modo que f™-1 = f".0 = 0. Entonces f es nilpotente.
En conclusion rad A 2 N p, y hemos terminado. O

zESpec A

1.2 Modbdulos

Los espacios vectoriales son el ejemplo més sencillo y usual de espacio geométrico. Muchos problemas
se resuelven linealizdndolos, lo que permite aplicarles ademas la intuicién geométrica. Anadamos, en
esta breve justificacion de la introduccién de los espacios vectoriales, que muchas de las estructuras
usuales en Matematicas son estructuras de espacios vectoriales.

Si I es un ideal de un anillo A, es un grupo conmutativo respecto de la suma de A y el producto
de A define una aplicacién A x I — I que verifica todos los axiomas de espacio vectorial, salvo la
condicién de que los escalares formen un cuerpo; lo que resumiremos diciendo que I es un A-mdédulo.
En esta seccién iniciaremos el estudio de la estructura de médulo sobre un anillo A y veremos que casi
todas las definiciones del Algebra Lineal (submddulos, cocientes, sumas y productos directos, producto
tensorial, etc.) pueden generalizarse para los A-mddulos; aunque la frecuente existencia de médulos
que no admiten bases introduzca grandes modificaciones en la teoria de médulos. La posibilidad de
efectuar muchas operaciones (cocientes, sumas directas, productos tensoriales, etc.) que carecen de
sentido en los ideales hace que la teoria de médulos sea mucho més flexible y natural, que una teoria
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restringida tnicamente a los ideales. Esta generalidad no complica las demostraciones, sino que la
posibilidad de usar las operaciones basicas del Algebra Lineal las aclara y simplifica.

Los mdédulos aparecen también con frecuencia en Matematicas. Ya veremos que los grupos abe-
lianos y los espacios vectoriales con un endomorfismo lineal son ejemplos de médulos, y que su clasi-
ficacién es la clasificacién de la estructura de médulos.

Definicién 1.2.1. Sea A un anillo y M un conjunto. Diremos que una operacién M x M & M,
(m,m’) — m +m' y una aplicaciéon A x M — M, (a,m) — a - m definen en M una estructura de
A-médulo cuando cumplen

1. (M,+) es un grupo conmutativo.
2.a-(m+n)=a-m+a-n,paratodoa € Ay m,née M.
3. (a+b)-m=a-m+b-m,para todo a,b€ Ay m e M.
4. (ab)-m =a-(b-m), para todo a,b€ Ay m € M.

5. 1-m = m, para todo m € M.

Es decir, dada una aplicacién A x M — M, (a,m) — a - m, cada elemento a € A define una
aplicacién a-: M — M, m — a-m. El segundo punto expresa que a- es morfismo de grupos. Los tres
ultimos puntos expresan que la aplicacién ¢: A — End(M), ¢(a) = a-, es morfismo de anillos (donde
End(M) son los endomorfismos de grupos del grupo conmutativo M). Reciprocamente, si M es un
grupo conmutativo, cada morfismo de anillos ¢: A — End(M) define una estructura de A-mdédulo en
M tal que a-m = o(a)(m).

Ejemplo 1.2.2. 1. Todo ideal I C A es un A-médulo, pues con la suma definida en A y con
el producto por los elementos de A ya definido en A, I tiene estructura de A-mdédulo. En
particular, A es un A-mdédulo.

2. Si A es un cuerpo entonces los A-mdédulos son los A-espacios vectoriales.

3. Si G es un grupo abeliano, entonces es un Z-mdédulo de modo natural: n-g = g+ .%. + g si
n€NT, n.g=(—g)+-"+/(—g)si —n € N* y 0-g = 0. Reciprocamente, si G es un Z-médulo,
en particular es un grupo abeliano.

4. Si T: EF — FE es un endomorfismo de k-espacios vectoriales entonces F tiene estructura natu-
ral de k[z]-médulo: (3 N\;z?) - e = S AiT%(e). Reciprocamente, dado un k[z]-médulo E, la
e

aplicacién T: E — E definida por T'(e) = x - e, es un endomorfismo de k-espacios vectoriales.

5. Sea {M,;};c; una familia de A-mddulos con indices en un conjunto I. Su producto directo se
denotard [ M;, mientras que @ M; denotard el subconjunto de [] M; formado por los elementos
i€l el il
(m;) que tienen todas sus componentes nulas salvo un ndmero finito de ellas, y se llamara suma
directa de los {M; };cr. Tanto [] M; como @& M; son A-mdédulos con la siguiente suma y producto
icl el
por elementos de A:
(mai)ier + (M})ier i (mi +mj)ier

a-(mi)ier = (a-m;)ier
def
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Definicién 1.2.3. Un subconjunto N de un A-médulo M, decimos que es un submédulo si con la
operaciéon + de M y con la multiplicacién - por elementos de A, es un A-médulo.

Notacién: Alguna vez, escribiremos am en vez de a - m por sencillez de escritura.

Definicién 1.2.4. Una aplicacién f: M — M’ entre A-médulos M, M’, diremos que es un morfismo
de A-médulos si cumple

1. f(m+n) = f(m)+ f(n), para todo m,n € M.

2. f(am) =af(m), paratodoa € Ay me M.

Los elementos de un médulo M que por un morfismo de A-mdédulos f: M — M’, van al cero, se
les denomina nicleo de f y denota por Ker f. Se cumple que Ker f es un submédulo de M y que f
es inyectiva si y sélo si Ker f = 0. Los elementos de la imagen, Im f forman un submddulo de M'.
Cuando f sea biyectiva diremos que f es un isomorfismo de A-mddulos.

Denotaremos por Hom4 (M, N) al conjunto de morfismos de A-médulos de M en N. Con las
definiciones de suma de morfismo y producto por elementos de A naturales:

(f +9)(m) = fm) + g(m)
(af)(m) = a(f(m))

a
ef
tenemos que Hom 4 (M, N) es un A-médulo.
Si N es un submodulo de M entonces es un subgrupo conmutativo de M. Por tanto, podemos
considerar el grupo cociente M /N, donde

M/N = {m, m € M de modo que m=m’ < m—m’ € N}

Ahora bien, el producto a - m =am dota a M/N de estructura de A-médulo (compruébese) y es
€

la tnica estructura de A-médulo que podemos definir en M/N, de modo que el morfismo de paso al
cociente M — M /N, m — m, sea un morfismo de médulos.

Ejercicio 1.2.5. Dado un epimorfismo m: M — M’ de A-mdédulos, si 7 tiene seccién (es decir,
existe s: M’ — M de modo que mo s = Id) entonces M ~ Kerw & M'. (Pista: Los morfismos
Kermr®& M — M, (m,m') — (m+s(m’)) y M - Kerr®M', m — (m—s(n(m)), 7(m)) son inversos
entre si).

Dado un morfismo i: N — M inyectivo, si i tiene retracto (es decir, existe r: M — N de modo
que r o¢ = Id) entonces M ~ N @ M/N. (Pista: Los morfismos M — N & M/N, m +— (r(m),m) y
N @ M/N — M, (n,m) — n+ (m—r(m)) son inversos entre si).

Teorema 1.2.6. Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Sea N C Ker f un A-submddulo.
Eziste un dnico morfismo f: M/N — M’ (que vendrd definido por f(m) = f(m)) de modo que el

diagrama
M ! M’
N A
M/N

es conmutativo, siendo 7w el morfismo de paso al cociente.
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Teorema 1.2.7 (de isomorfia). Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Se cumple que el
diagrama

M—"
f J
M/Ker f =—=1Im f

donde w(m) = m, f(m) = f(m) (que estd bien definida) y i(m') = m/, es conmutativo, f es un
isomorfismo, ™ es epiyectiva y i inyectiva.

Demostracion. Al lector. O

Dado un conjunto {M;};c; de submddulos de M denotaremos

ZMi:{meM:m:Zmi

iel i€l
con m; € M; nulos para casi todo i € T}

que es el menor submodulo de M que contiene a los submédulos M;. Diremos que dos submédulos
My, M5 de M estan en suma directa si M1 N My = 0, que equivale a decir que el morfismo My ® My —
M+ My, (mq,ms) — mq+ms es un isomorfismo. Se dice que M es la suma directa de dos submdédulos
My, My si My N My =0y My + My = M, que equivale a decir que el morfismo My & My — M,
(m1,m2) — my + ma es un isomorfismo.

Dado un conjunto {m;};cr de elementos de un médulo M, denotaremos por

(miYier ={m € M:m = E a;ms,
i€l
con a; = 0 para todo ¢ salvo un niimero finito}

que es el menor submédulo de M que contiene a {m;};c;. Diremos que {m;};c; es un sistema
generador de M si (m;);c; = M. Evidentemente todo médulo tiene sistemas generadores, por ejemplo
el formado por todos los elementos de M. Si I es ademas finito diremos que el médulo es de tipo
finito. Diremos que un conjunto de elementos {m;};c; es base de M si es un sistema generador y si
> a;m; = 0 entonces a; = 0 para todo .
i

Denotaremos M) = M;, siendo M; = M. Se dice que un mdédulo es libre si es isomorfo a A,

icl

Si denotamos 1; = (a;) € A, donde a; = 0 para todo i # j y a; = 1, entonces {1;};c; forma una
base de AU, Los morfismos de A() en un A-médulo M se corresponden con conjuntos {m;}ics de
M. Sea {m;}ic; un conjuntos de elementos de M, y definamos el morfismo

¢: AT — M, (ai)ier — Y _aim;
iel

Se cumple que ¢ es epiyectivo si y s6lo si {m;};cr es un sistema generador de M, ¢ es inyectivo si
y s6lo si {m;}icr son linealmente independientes. Por tanto, ¢ es isomorfismo si y sélo si {m;};cr es
una base de M. En consecuencia, todo médulo es cociente de un libre y un médulo es libre si y sélo
si tiene bases.
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El lema de Nakayama nos va a permitir calcular, mediante Algebra Lineal, sistemas generadores:

Si M es un A-médulo e I C A es un ideal, denotaremos por I - M ={m € M: m = > a;m;, con
a; € I ym; € M}, que es un A-submédulo de M. Se cumple que el A-médulo M/T - M es de modo
natural un A/I-médulo: a-m = a - m. Es obvio que M’ C M/IM es un A-submdédulo de M/IM,
si y sélo si es un A/I-submdédulo, y que myq,...,m, € M/IM es un sistema A-generador de M/IM
si y sélo si es un sistema A/I-generador de M/IM. En el caso de que I = m sea un ideal maximal,
tendremos que My, ...,m, € M/mM es un sistema A-generador de M/mM si y sélo si es un sistema
generador del A/m-espacio vectorial M/mM.

Lema 1.2.8 (de Nakayama). Sea O un anillo local de ideal mazimal m y M un mddulo finito
generado. Denotemos mM = {m € M: m=> a;m;, con a; € m ym; € M}. Se cumple que

mM=M «<— M=0

Como consecuencia se obtiene que ma,...,m, € M es un sistema generador de M si sus clases
mi,...,my en M/mM son un sistema generador.
Demostracion. Sea ny,...,n, un sistema generador de M con el menor nimero posible de elementos.
T T
Si mM = M tendremos que ny = Y a;n;, con a; € m. Entonces (1 —aj)n; = > a;n;. Como (1 —ay)
i=1 =2
Z a;n;
no se anula en el tinico ideal maximal de O, es invertible. Por tanto, n; = :12_7%, y {na,...,n.) =M,
lo que es contradictorio salvo que r = 0, es decir, M = 0.
Veamos la consecuencia. Si (mq,...,m,) = M/mM entonces M = (mq,...,m,)+mM. Haciendo
cociente por (my,...,m,) y denotando M = M/{my,...,m,), tenemos M = 0 +mM. Por tanto,
M =0, es decir, M = (mq,...,my). O

1.3 Localizacion de modulos

Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-mddulo, denotaremos por Mg:

/

m m m .
—, meMyseS: — = — siexisten 51,53 € S tales que las fracciones
JY S S 3
S = ’
s1m Sam . . .
_— -~ tienen el mismo numerador y denominador
S1S8 S9S8

Con las operaciones (bien definidas)

m s'm + sm/

s’ def ss'
m  am

s det ss'

Mg tiene estructura de Ag-médulo y diremos que es la localizacién de M por S. La aplicacién
candnica

M — Mg, m»—»%

3 m o _m s m _ m' m _ m s m o om/ m! _ m” m __
Observemos que “* = ™, que si * = - entonces - = ', y que si ©t = - y - = " entonces T+ = .
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es un morfismo de A-médulos y diremos que es el morfismo de localizaciéon. Dado un morfismo
f: M — N de A-médulos, induce de modo natural la aplicacién (bien definida)

m f(m
fs: Ms — N, *Hi( )
S def S
que es morfismo de Ag-mddulos. Es inmediato comprobar que la localizacién de morfismos conserva,
composiciones y combinaciones A-lineales:

(fog)s =fsogs
(af +bg)s = afs +bgs

Proposicién 1.3.1. Dado un morfismo f: M — N de A-mddulos y S un sistema multiplicativo de
A entonces se cumple que

(Ker f)s =Ker fs y (Imf)s =Im fg

Demostracion. El morfismo (Ker f)s — Mg, = — ™ valora en Ker fs, pues fs(=) = f(;n) =2=0
(para m € Ker f y s € S). Tenemos que comprobar que el morfismo (Ker f)s — Ker fs, ™ +— ™ es

un isomorfismo. Inyectivo: Si 2 = 0 en Ker fg € Mg entonces existe un s € S de modo que s'm = 0,

m m

luego ™ = 0 en (Ker f)s. Epiyectivo: Dado % en Ker fs, entonces fs(™*) = 0, luego f(gn) = 0.

Por tanto, existe un s’ € S de modo que s'f(m) = 0, es decir, f(s'm) = 0. Luego ™ = 7% con
s'm € Ker f y concluimos la epiyectividad.
Dejamos como ejercicio el probar que (Im f)s = Im fg. O

Definicién 1.3.2. Diremos que una sucesién de morfismos de A-médulos

r n—lﬂMnfgan—i-l—""
es exacta cuando Im f,, = Ker f,, 1 para todo n.
Casos concretos:
1. 0 — N -5 M es una sucesién exacta si y solo si i es inyectiva.

T ., . 7 . .
2. M — M" — 0 es una sucesion exacta si y sélo si 7 es un epimorfismo.

3.0 M' 5 M5 M” — 0 es exacta si y s6lo si i es inyectiva, 7 es epiyectiva y Ker m = Im .

Dado un médulo M tenemos un epimorfismo 7: AT — M, igualmente dado Kerm podemos
definir un epimorfismo AY) — Kerw. Componiendo este tltimo morfismo con la inclusién natural
Kerm «— AU tenemos un morfismo natural s: A) — AU de modo que la sucesién

A 24D T s

es exacta. Es decir M es isomorfo a Coker s, por tanto, el estudio de M se reduce al estudio de s, que
es una aplicacién A-lineal entre médulos libres. Un ejemplo de este estudio se dard en el siguiente
capitulo, con la introduccién de los factores invariantes.

Proposicion 1.3.3. Sea S un sistema multiplicativo de A y sea
M Lo & ou
una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces es exacta la sucesion

M's 15 Mg 98 Mg
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.. . f g ./ .
Demostracion. Si M’ = M = M" una sucesién exacta de A-médulos entonces Kerg = Im f. Por

tanto, Kergs = (Kerg)s = (Im f)s = Im fg (explicitamente, = — =) y M'g fs Mg 22 Mg es

S
exacta. O

Ejercicio 1.3.4. Probar
1. (M/N)s = Mg/Ns.
2. (M®N)s = Mg @ Ng.
3. (M + N)s = Ms+ Ns.
4. (MNN)s = MgnN Ng.

Uno de los procesos geométricos mas basicos es el de localizar la atencién en un entorno de un
punto. Una propiedad es local cuando sélo depende del comportamiento en un entorno de cada
punto. Por ejemplo la continuidad de las funciones consideradas en Topologia, la derivabilidad de las
funciones consideradas en Anélisis, la conexion local o compacidad local de los espacios topoldgicos,
etc. Por el contrario, una propiedad es global cuando no es local, es decir, depende de todo el espacio
considerado. Por ejemplo el concepto de funcién acotada no es local, ni el de espacio compacto o
conexo.

Un resultado central de este capitulo serda demostrar que la anulaciéon de un médulo es una cuestién
local y que por tanto, también son locales todos los problemas que puedan reducirse a la anulacién
de un médulo.

Definicién 1.3.5. Sea M un A-mdédulo, llamaremos anulador de M al ideal

Anul(M) = {a € A: am =0, para todo m € M}
€

Dicho de otro modo, el anulador de M es el nicleo del morfismo de estructura A — End(M),
a — a-. Se dice que M es un A-mdédulo fiel si Anul(M) = 0, es decir, si el morfismo A — End(M) es

inyectivo. Todo A-médulo M es de modo natural un A/ Anul(M)-mdédulo fiel (donde a@ - m = am).
(5}

Dado un elemento m € M, llamaremos anulador de m € M al ideal anulador del médulo (m) =
{am,a € A}. Es decir, el ideal anulador de m es

Anul(m) = {a € A: am = 0}

El epimorfismo de A-mddulos A — (m), a — am, tiene de nicleo el ideal anulador de m. Por tanto,
por el teorema de isomorfia A/ Anul(m) ~ (m).

Igual que haciamos para los anillos, dada f € A denotaremos M, a la localizacién de M por el
sistema multiplicativo S = {1, f, f2,...}. Dado un ideal primo p, C A denotaremos por M, a la
localizaciéon de M por el sistema multiplicativo S = A — p,.

Si p, es un ideal primo maximal diremos que z es un punto cerrado.

Teorema 1.3.6. La condicion necesaria y suficiente para que un mddulo M (finito generado o no)
sea cero es que M, = 0 para todo punto cerrado x.
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Demostracion. Empecemos probando que si M = (my,...,m,) es un A-médulo finito generado en-
tonces Mg = 0 si y sélo si existe un f € S de modo que fM = 0: Si Mg = 0 entonces % = 0 para
todo i, luego existen f; € S de modo que f;m; = 0. Por tanto, f = f1--- f,. € S cumple que fM = 0.
Reciprocamente, si existe f € S de modo que fM = 0, entonces * = 0 para todo = € Mgy Mg = 0.

Si M # 0, entonces existe m € M no nulo. Sea I = Anul{m) y m, un ideal maximal que contenga

a I. Tenemos que {m), # 0 por el parrafo anterior. Por tanto, M, # 0.

O

Proposicién 1.3.7. 1. Una inclusion N C M de mddulos es una igualdad si y solo st N, = M,
para todo punto cerrado x € Spec A.

2. Dos submddulos N, N’ de un médulo M son iguales si y sdlo si N, = N para todo punto cerrado

x € Spec A.
Demostracion. 1. N =M < M/N =0 <= (M/N), = 0 para todo punto cerrado x € Spec A
<= M,/N, = 0 para todo punto cerrado z € SpecA <= M, = N, para todo punto cerrado
x € Spec A.

2. Veamos sélo que si N, = N/, para todo punto cerrado & € Spec A entonces N = N'. Tendremos
que N, = N, + N, = (N + N’'), para todo punto cerrado = € Spec A. Luego por el punto 1
N = N + N/, es decir, N’ € N. Del mismo modo obtenemos la inclusién inversa y concluimos la
igualdad.

O

f g . . Lo
Teorema 1.3.8. Sea M’ — M = M" una sucesion de morfismos de A-mddulos. Las siguientes
condiciones son equivalentes

1. M L M S M es una sucesion exacta.
2. M., EL] M, & M es exacta para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. La implicacién 1 = 2 es un caso particular de 1.3.3.

Veamos que 2 = 1. Si la sucesion es exacta en todo punto cerrado x entonces Ker g, = Im f,.
Luego (Kerg), = (Im f),. Por tanto, por la proposicién anterior, Kerg = Im f y la sucesién del
punto 1 es exacta. O

Como corolario, dado que los morfismos inyectivos y epiyectivos son casos concretos de sucesiones
exactas, tendremos que un morfismo es inyectivo (o epiyectivo) si y sélo si lo es localmente, para todo
punto cerrado del espectro del anillo.

Corolario 1.3.9. Si Spec A = {x1,...,z,}, donde x1,...,x, son puntos cerrados, entonces
A=A, x---x Ay,

Demostracion. El morfismo A — Ay, x -+ x Ay, a — (§,.7., 1) es un isomorfismo: Basta verlo
al localizar en los x;. Ahora bien, (Az,).; = 0 si x; # x;, porque los ideales primos de (A, )., se

corresponden con los ideales primos de A que estdn contenidos en m,, y m,,, es decir es vacio, luego
(Ag,)z; = 0. Por tltimo (Az,)s, = Ag,, porque en el primer término de la igualdad localizamos por

T4 T4

invertibles de A, . O
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1.4 Longitud de un médulo

El concepto de longitud de un médulo se corresponde con el concepto de dimensién en espacios
vectoriales. Usualmente, se define la dimensién de un espacio vectorial como el nimero de vectores
de sus bases. En los A-mddulos pueden no existir bases, por tanto, no podemos dar esta definicion.
Por otra parte, tampoco es ésta la definicién mdas natural o intuitiva. El concepto de base es mas
elaborado, si bien es muy practico en espacios vectoriales. Si intuimos que R? es de dimensién 3
es porque observamos la cadena de inclusiones irrefinable punto, recta, plano, espacio. En teoria de
moédulos, seguiremos este otro punto de vista.

Definicién 1.4.1. Diremos que un A-médulo M # 0 es simple cuando sus tnicos submddulos son
los triviales: 0 y M.

Si M es un A-médulo simple entonces M = (m), luego M ~ A/Anul{(m). Ahora bien, los
submddulos de A/ Anul{m) se corresponden con los ideales de A que contienen a Anul{m). Por tanto,
M es simple si y sélo si Anul(m) es un ideal maximal, es decir, M es simple si y sélo si M ~ A/m,
donde m es un ideal maximal de A.

Definicién 1.4.2. Diremos que una cadena de submédulos 0 = My € My C --- C M,, = M es
una serie de composicién si los cocientes sucesivos M;/M;_1 son A-médulos simples. Diremos que la
longitud de esta serie de composicién es n.

Como los submdédulos de M;/M;_; se corresponden biyectivamente con los submddulos de M; que
contienen a M;_1, el que M;/M,;_; sea simple equivale a que no existe una cadena M;_1 % N ; M;.

Por tanto, que una cadena de submédulos 0 = My C My C --- C M,, = M sea serie de composiciéon
equivale a decir que no podemos anadirle méas “eslabones”.

Definicién 1.4.3. Llamaremos longitud de M a la minima longitud de todas sus series de composi-
cién. Sino existe ninguna serie de composicion diremos que la longitud de M es infinita. Denotaremos
a la longitud de un médulo M por I(M).

Sobre espacios vectoriales el concepto de longitud coincide con el de dimensién.
Proposicion 1.4.4. Todas las series de composicion de un modulo tienen la misma longitud.

Demostracion. Sil(M) = oo la proposicién es obvia. Supongamos que [(M) = n < co.

Dado un submdédulo propio N € M se cumple que I(N) < I(M): Sea 0 = My C M; C --- C
M,, = M una serie de composicién de longitud minima de M. Sien 0 = MogNN C M NN C--- C
M, "N = N quitamos los términos repetidos obtenemos una serie de composicién en N, porque
M;NN/M;_ 1NN — M;/M,;_q, luego M; "N N/M;_1 "N = M;/M;_1 pues M;/M,;_; es simple. Por
tanto, [(N) <I(M). Sil(N) =1(M) entonces M; N N/M;_1 N N # 0 para todo i. Entonces, M; NN
contiene estrictamente a My N N = 0 y estd incluido en My, luego M1 N N = M;. Sigamos, My N N
contiene estrictamente a My NN = M; y esta incluido en Ms luego Ms N N = M, Recurrentemente,
N =M,NN =M, =M, lo que es contradictorio.

Asf pues, dada una serie de composicién 0 = M{j C M{ C --- C M), = M, tenemos que /(M) >
(M 1) > >1U(M), luego I(M) > m. Como m >n =1(M), tenemos que m = n.

m—1

O

Observemos que hemos demostrado que si un médulo es de longitud finita entonces todo submoédulo
suyo es de longitud finita. Es facil probar que si un médulo es de longitud finita entonces es finito
generado, y por tanto, también todo submédulo, que es de longitud finita, serd finito generado.
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Si un médulo es de longitud finita todo cociente suyo también lo es, pues toda serie de composicién
define por paso al cociente una serie de composicién (eliminando las igualdades que aparezcan en la
serie).

Proposiciéon 1.4.5. La longitud es una funcion aditiva, es decir, dada una sucesion exacta 0 —
M 5 M5 M" — 0 se cumple que I(M) = 1(M') + 1(M").

Demostracion. Si0=MjC M{ C---C M), =M y0=M{C M{ C---C M, =M" son series
de composicién de M’ y M" entonces

0=i(My)) Ci(M])C---Ci(M,,)=iM)=r"*(M)cr ‘(M) ---Cca " (M!)=M

n n'’

es una serie de composiciéon de M, luego [(M) =n' +n" =1(M") +1(M"). O

En particular, si consideramos la sucesién exacta

0 — M — MaM' — M' — 0
m' = (m/,0)
(m',m") — m"

tenemos que [(M' @ M") = (M) +1(M").
La sucesion de morfismos de médulos

0 My — - — My_1 25 My "5 Myt — - — M, — 0 (+)

. . . . fst1 ;. .,
es exacta si y s6lo si son exactas las sucesiones 0 — Im f, — M, "= Im f,y1 — 0. Asi, si la sucesién

* es exacta, tendremos que [(Im fs) — (M) + {(Im fs11) = 0 y haciendo el sumatorio para todo s
tenemos

I(Mo) = I(My) + -+ (=1)"I(M,) =0

Definicién 1.4.6. Llamaremos soporte de un médulo M al conjunto de ideales primos p, tales que
M, # 0.

Proposicién 1.4.7. Si M es de longitud finita, entonces Sop(M) es un nimero finito de puntos
cerrados.

Demostracion. Recordemos que los médulos simples son isomorfos a A/m, siendo m un ideal maximal.
Si m, es un ideal maximal y p,s es un ideal primo distinto de m, entonces (4/m,),» = 0, pues dado
s€mg N (A—py) #0, tenemos que A/mm, = - A/m, = 0.

O=MyCcMyC---CM, =M

tenemos que M; /M;_1 ~ A/m,,, siendo m,, ideales maximales. Por tanto, (M;/M;_1), ~ (A/my, ), =
0, para todo punto = € Spec A distinto de los x;. Luego M, = (M,,), = --- = (Mp). = 0, para todo
punto = € Spec A distinto de los z;. En conclusién, el soporte de M es subconjunto de {z;} y hemos
terminado.

O
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1.5 Problemas

1.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Sea I C A un ideal y M un A-médulo probar que IM = {meM:m=> am; cona; €Iy
m; € M} es un A-médulo.

Si M’ es otro A-médulo probar que I(M & M') =IM & IM’. Si M y M’ son submdédulos de
un médulo probar que I(M + M') =IM + IM'.

. Sean N C M y N' C M’ submédulos. Probar que N @ N’ es un submédulo de modo natural

de MM yque (Me M)/ (N®N')=M/No&M/N'.

Si N, N’ son submdédulos de un médulo M probar que
(N+N')/N'=N/(NNnN')

Si denotamos por N = {in € M/N’: n € N}, probar que

(M/N")/N = M/(N + N)

. Sea f: M — M’ un morfismo de A-mdédulos. Sean Nj, Ny dos submddulos de M probar que

F(N1 + Ny) = f(Ny) + f(N3) (denotamos por f(N) = {f(n) € M’, con n € N}). Sea I un
ideal, probar que f(I-N1)=1- f(I1).

. Sea f: M — M’ un morfismo de A-médulos y m’ = f(m). Probar que f~!(m’) = m + Ker f =

{m +n con n € Ker f}. Sea N un submdédulo de M, probar que f~1(f(N)) = N + Ker f.

Probar la igualdad Homa(A/I, M) = {m € M: Im = 0}. Probar que Hom (A", M) = M &
e M.

Calcular los siguientes Z-médulos: Homgz(Q, Z), Homg(Z,,, Z), Homz(Z,,Q) y Homz(Q/Z,Z).

Probar que si un endomorfismo f: M — M, cumple que f? = f entonces M = Ker f @ Ker(f —
Id).

Probar que el anulador del A-médulo A/I es I.

Probar que si M es un A-médulo libre entonces Anul(M) = 0.

Sea el Z-médulo M = @ Z/nZ. Probar que Anul M = (0) ;Existe algin m € M de modo
que Anul((m)) = 0?7 e

Probar que si M ~ M; & - -- @ M, entonces Anul(M) = N Anul(M;). Calcular el ideal anulador
del Z-médulo Z/3Z & Z/6Z & Z/15Z.

Sea 0 — M; — My — M3 — 0 una sucesién exacta de A-médulos. Demostrar que Anul(Msz) 2
Anul(My) - Anul(M3).

(Es Z/AZ un Z-médulo libre? jEs un Z/4Z-médulo libre? Definir un sistema generador de
7. /47 como Z-médulo.

Sea M = {g%x,a € Z,n € N} C Q. Probar que M es un Z-submddulo de Q y que no es finito
generado.
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17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.
28.
29.

30.

. Probar que todo cociente de un médulo finito generado es finito generado. Probar que la suma
de dos submodulos finito generados es finito generado.

Sea M un A-médulo y N un submédulos de M. Probar que si N y M/N son A-mdédulos finito
generados entonces M es finito generado.

Sea C(R) el anillo de todas las funciones reales continuas de variable real. Demostrar que el
conjunto de las funciones reales continuas de variable real que se anulan en algtin entorno del
cero forman un ideal de C'(R), que no es finito generado.

Probar que todo Z-submddulo finito generado de @ no nulo, es libre generado por un elemento.
Probar que Q % Z.

Hallar una base (si existe) de Z[z] como Z-mddulo.
Probar que todo epimorfismo de un médulo en un libre tiene seccion.

Sea i: N — M un morfismo inyectivo de A-médulos. Sir: M — N es un retracto de i, es decir,
roi =1Id, probar que M ~ N @ Kerr (definase N @ Kerr — M, (n,n’) — i(n) +n').

Sea m: M — M’ un epimorfismo de médulos, de modo que exista una seccién s de 7, es decir,
mos =1d. Probar que M ~ Kerm & M.

f g ./ ) . .y
Sea 0 — M’ = M = M" — 0 una sucesién exacta de A médulos. Se dice que la sucesién exacta
rompe si existe un diagrama conmutativo

0 My 0
¢

Id Id

04>M/41>M/@M“4W>M”4>0

"

donde ¢ es un isomorfismo, i(m') = (m’,0) y w(m/,m"”) =m".

Probar que si r: M — M’ es un retracto de f, i.e., 7o f = Id entonces la sucesién exacta rompe.
Probar que si s: M"” — M es una seccién de g, i.e., g o s = Id, entonces la sucesién exacta
rompe.

Probar que (Anulg(M))s = Anuly, (Msg), si M es un A-médulo finito generado.

Sea f: A — B un morfismo de anillos. Sea S C A un sistema multiplicativo. Sabemos que B
es de modo natural un A-médulo, por tanto, podemos definir Bg. Por otra parte, f(S) C B es
un sistema multiplicativo. Demostrar que Bg = By g).

Sea I C A un ideal y p, C A un ideal primo. Probar que I, = A, siy sélo si « ¢ (I)o.
Probar que ([ . M)S = IS . MS =1- Ms.
Sea A un anillo integro, e I # 0 un ideal. Probar que I es libre si y sélo si I = aA (a # 0).

Sea M un A-mdédulo finito generado y S C A un sistema multiplicativo de A. Probar que si
Mg = 0 entonces existe un s € S tal que s-m = 0 para todo m € M.

Sea I C A un ideal y M un A-médulo finito generado. Probar que IM = M <= M;,; = 0.
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31.

32.
33.
34.

35.
36.
37.

38.
39.

Probar que si un endomorfismo T: M — M de un A-médulo finito generado es epiyectivo
entonces es un isomorfismo.

Demostrar que Z™ es un Z-mddulo isomorfo a Z™ si y sélo si n = m.
Demostrar que A™ es un A-médulo isomorfo a A™ si y sélo si n = m.

Sea M un A-médulo finito generado. Probar que si M ~ M & N entonces N = 0 ;Es siempre
cierto este resultado si M no es finito generado?

Sea my,...,ms un sistema generador de un A-médulo libre A™. Probar que s > n.
Probar que todo sistema de n generadores de un médulo libre A™ es base.

Sean M y M’ dos A-médulos de tipo finito. Sea f: M — M " un morfismo de A-mddulos.
Probar que si los morfismos f,: M/m, M — M'/m,M’, m — f(m) son epiyectivos, para todo
punto cerrado = € Spec A, entonces el morfismo f es epiyectivo.

Demostrar que si existe un morfismo A™ — A" inyectivo de A-mddulos entonces m < n.

Demostrar que la longitud del k[z]-médulo k[x]/(z™) es n.
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Capitulo 2

Modulos sobre dominios de ideales
principales

2.1 Dominios de ideales principales

Definicién 2.1.1. Diremos que un ideal p es principal si estd generado, como A-mddulo, por un sélo
elemento, i.e., p = aA.

Diremos que un anillo es un dominio de ideales principales si es un anillo integro cuyos ideales son
principales.

Ejemplo 2.1.2. Los anillos euclideos, en particular Z, k[z], son dominios de ideales principales. La
localizacion de un dominio de ideales principales es un dominio de ideales principales.

Elideal p = (2, 1) del anillo Z[z1, . .. x,] no es principal porque un generador de p seria un divisor

de 2y éstos son £1 y +2, que no generan p. En consecuencia, los anillos Z[x1, . .., 2,] no son dominios
de ideales principales.

Anglogamente, si k es un cuerpo, el ideal (z1,x2) del anillo k[z1,...,x,] no es principal, asi que
los anillos k[z1,...,z,] no son dominios de ideales principales (para n > 1).

Si A es un dominio de ideales principales, los elementos de A, salvo productos por invertibles, se
corresponden con los ideales de A. En éstos anillos es valida gran parte de la teoria elemental de la
divisibilidad de ntimeros enteros. En efecto, si a,b € A, entonces aA + bA = dA, siendo el méximo
comun divisor: Si ¢ divide & a y b entonces divide & d y obviamente d divide 4 a y b. Igualmente,
el minimo comin multiplo de a y b es el generador del ideal aA N bA. Por tanto, el méximo comun
divisor y el minimo comun miltiplo de dos elementos de un dominio de ideales principales A siempre
existen y estan bien definidos salvo factores invertibles. Ademsés,

Proposicién 2.1.3 (Identidad de Bézout). Sea d el mdzimo comin divisor de a y b. Existen

elementos o, B € A tales que
d = aa+ (b

Definicién 2.1.4. Un elemento propio (no nulo ni invertible) se dice que es irreducible si no descom-
pone en producto de dos elementos propios. Se dice que dos elementos propios son primos entre si si
carecen de divisores propios comunes.

Lema 2.1.5 (de Euclides). Si un elemento irreducible divide a un producto divide algin factor.

23
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Demostracion. Si a es irreducible y divide a be, entonces si a no divide a b implica que el maximo
comun divisor de a y b es el 1. Por tanto, existen «, 8 € A tales que aa+ (b = 1. Luego aac+ Gbc = c.
De esta igualdad obtenemos que a divide a c. O

Corolario 2.1.6. Sea p un elemento no nulo de un dominio de ideales principales A. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. p es irreducible en A.
2. pA es un ideal primo de A.

3. pA es un ideal mazximal de A.

Demostracion. 3. = 2. Obvio.

2. = 1. Sea pA un ideal primo. Por tanto, si ab = p, p ha de dividir a uno de los factores, por
ejemplo a, y tendremos pa’b = p, luego b seria invertible y p irreducible.

1. = 3. Sea p un elemento irreducible de A. Sea I = aA un ideal. Si pA C I = aA, entonces
existe b € A tal que ab = p. Luego a es invertible y I = A, o b es invertible y I = pA. En conclusion,
pA es maximal.

O
Lema 2.1.7. Toda cadena creciente de ideales de A establiza.
Demostracion. Dada una cadena de ideales p; C po C ..., consideremos el generador c del ideal Up;.
Se cumple que ¢ € p,,, para algin n. Las inclusiones '
Pn S Pnyy C Up; = cACyp,
prueban que p,, = pp4;, para todo j > 0. O

Teorema 2.1.8 (de descomposicién en factores irreducibles). Todo elemento propio a € A
descompone en producto de factores irreducibles a = p1---pn. Ademds la descomposicion es unica
salvo orden y factores invertibles.

Demostracion. Supongamos que a no es producto de factores irreducibles. Si asi es, entonces a es
producto de dos factores propios y uno de ellos, llamémoslo a; no es producto de factores irreducibles.
Del mismo modo tenemos que a; es producto de dos factores propios y uno de ellos, llamémoslo as no
es producto de factores irreducibles. As{ sucesivamente, vamos obteniendo una cadena (a) ; (a1) %

(a2) ; ldots lo que contradice la proposicién anterior.

Veamos ahora la unicidad. Sean a = py---p, = ¢1 - - ¢mn dos descomposiciones en factores irre-
ducibles. Por el Lema de Euclides, ¢; divide algin factor p;, luego coincide con él (salvo un fac-
tor invertible). Pongamos p; = ¢; (salvo invertibles). Simplificando la igualdad original tenemos
P2 Pn = Q2 q¢m (salvo invertibles). Razonando con g2 como hemos hecho antes con ¢; llegamos
a que g2 coincide con algin p;. Reiterando el argumento, obtendremos que las dos descomposiciones
son iguales (salvo orden y factores invertibles). O
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2.2 Teoremas de descomposicion

El objetivo de esta seccidn, es clasificar y determinar la estructura de los A-médulos finito generados
sobre un dominio de ideales principales. En particular, obtendremos la clasificacion de los grupos
abelianos y la clasificacién de los endomorfismos de un espacio vectorial de dimensién finita, como
veremos en las siguientes secciones.

Definicién 2.2.1. Sea A un anillo integro y M un A-médulo. Denotemos ¥ = Ay_oy v My =
M4 _t0y. Llamaremos rango de M al ntimero dimy. M.

Observemos que si M = A& .. ® A entonces el rango de M es n.

Definicién 2.2.2. Sea A un anillo integro y M un A-mdédulo. Llamaremos torsién de M, que
denotaremos T'(M), a

T(M) = {m € M: existe a € A no nulo tal que am = 0}

Es facil comprobar que T'(M) coincide con el niicleo del morfismo de localizacién M — My _(oy =

My, m — 2.

Se dice que un médulo M es libre de torsién si T'(M) = 0.
Ejemplo 2.2.3. Consideremos el Z-médulo Z & (Z/4Z).

T(Z @ (Z/AZ7)) = {(n,m) € Z @ (Z/AZ) | Existe r € Z — {0}, tal que r(n,m)
= (rn,7m) =0} = {(0,m) | m € Z/4Z} ~Z/AZ

Proposicién 2.2.4. Sea A un anillo integro. Si M es un A-mddulo finito generado libre de torsion
entonces es un submddulo de un A-mddulo libre del mismo rango.

Demostracion. Tenemos que M = (mq,...,m,) y el morfismo de localizacién M — My, es inyectivo.
Evidentemente =%, ..., 5 es un sistema generador del X-espacio vectorial Ms. Reordenado, podemos
suponer que "3, ..., %= es una base del ¥-espacio vectorial M, (r > n). Por tanto, para cada m;
T
tendremos 44 = 3 72 M=, Denotemos b = [[b;;. Con las notaciones obvias, tendremos el siguiente
Js .

s=1 %7
diagrama conmutativo de morfismos inyectivos

O

Proposicién 2.2.5. Sea A un dominio de ideales principales. Si M es un A-mddulo finito generado
libre de torsion entonces es un A-maédulo libre.

Demostracion. Basta probar que los submoédulos de un A-médulo libre son libres, por 2.2.4. Proce-
deremos por induccién sobre el rango del médulo libre, que denotaremos L.

Si el rango de L es cero es obvio. Si el rango de L es uno entonces L ~ A. Por tanto, todo
submédulo M de L es isomorfo a un ideal de A, luego M ~ aA. Si a # 0 entonces A ~ aA, b +— ab,
luego M es libre de rango 1. Si a = 0 entonces M = 0.
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Supongamos que el rango de L es n > 1. Como L ~ A" es ficil definir una sucesién
0—-L -L—-L"—0

con L' libre de rango 1 y L” libre de rango n — 1. Dado M C L consideremos el diagrama

s

0 r L L 0

O—>L/0M—>)J;—>7T(M)—>O

de filas exactas. Por induccién L' N M y w(M) son libres de rango finito. Por tanto, como 7 (M)
es libre, el epimorfismo M — 7(M) tiene seccién y por el ejercicio 1.2.5 M = L' N M & n(M). En
conclusién, M es libre. O

Teorema 2.2.6 (Primer teorema de descomposicién). Sea A un dominio de ideales principales
y M un A-mddulo finito generado. Se cumple

M ~T(M)® (M/T(M))

donde T(M) es un mddulo finito de torsion y M/T(M) es un mddulo finito libre. Se cumple ademds
que si M ~ M' @ L, siendo M' un A-mddulo de torsién y L libre, entonces M' ~ T(M) y L ~

(M/T(M)).

Demostracion. M/T(M) es un médulo finito libre de torsién: si m € T(M/T(M)) entonces existe
a € A no nulo tal que am = 0, luego am € T(M) y existe b € A no nulo tal que bam = 0, por tanto
m € T(M) y m = 0. Por la proposicién anterior M /T(M) es un médulo libre. El epimorfismo de paso
al cociente M — M /T(M) tiene seccién, porque M /T (M) es libre, luego M ~ T(M) & (M/T(M)).
Si M ~ M'&® L, entonces T(M) ~T(M'® L) =T(M')®T(L) = M'. Luego (M/T(M)) =~

(M'® L)/M' = L. Hemos concluido.
O

Observemos que My _(gy = (M/T(M))a—q0y. Por tanto, el rango de M/T(M) es el de M. Asi
pues, en el teorema anterior M/T(M) es un médulo libre de rango el de M.

Hemos reducido el problema de la clasificacién de los médulos finitos sobre dominios de ideales
principales, a la clasificaciéon de los moédulos finitos de torsiéon. Si M es un médulo finito generado
de torsién, entonces Anul(M) # 0. En efecto, si M = (mq,...,my), y a; € A — {0} cumplen que
a;m; = 0, entonces 0 # ay - - - a, € Anul(M).

Lema 2.2.7. Sea M un A-mddulo anulado por pq, siendo p y q primos entre si. Entonces M
descompone en suma directa de un modulo anulado por p y otro submddulo anulado por q, en concreto

M = Kerp @ Kerq
donde definimos p: M — M, m— pm q: M — M, m — qm.
Demostracion. De acuerdo con la identidad de Bézout existen A, u € A tales que
Ap +pg =1

Por tanto, cada m € M cumple Apm+ pugm = m, donde Apm € Ker q y ugm € Ker p. Por consiguiente
M = Kerp + Kergq.
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Sélo nos falta probar que Kerp N Kerg = 0. Si m € Kerp N Ker ¢ entonces m = Apm + ugm =
0+0=0.
O

Teorema 2.2.8 (Segundo teorema de descomposicién). Sea M un A-mddulo de ideal anulador
aA ya = pi*---p la descomposicion de a en factores irreducibles. Entonces M descompone de
modo tinico en suma directa de submddulos M; de anuladores respectivos p;* A, en concreto

M =Kerpi' @ - @ Kerpl®
Demostracion. Por el lema anterior,

M = Kerpi* @ Ker(py?---pr¢) =Kerp!* @ --- & Kerpy®

Como el ideal anulador de una suma directa es el minimo comin multiplo de los anuladores de

los sumandos, tendremos que si p?iA son los anuladores de los Ker p}', entonces el anulador de M es
qul .- ps*A. Por tanto, pit = p?’ y tenemos que efectivamente el ideal anulador de Kerp;'" es p;.
Obviamente, si M = M; @ --- & M,, con M; de anulador p;*, entonces M; C Kerp; y por tanto
M; = Kerp}".

O

Si M es un A-médulo anulado por m? entonces M es un A/m7-médulo. Si a ¢ m, entonces a

es invertible en A/m?, y por tanto, el morfismo M “=% M es un isomorfismo. En consecuencia,
M = M, y es un Az-médulo. En particular, (A/m?) = (A/m}), = A,/(mlA;). Por otra parte,
si x # y € Spec A, entonces M, = 0. Por tanto, si M es un A-moédulo finito generado de torsién,
entonces

0 si m, # (p;), para todo @
e 1 PP s = b th
M, = (Kerpy @ -~ @ Kerp{“), { Kerp!* sim, = (p;)

Luego si {z1,...,2,} son los puntos cerrados del soporte de M, M = M,, &--- & M, .

Proposicién 2.2.9. Sea A un dominio de ideales principales local, de ideal mazimal m = (p). Sea
¢: A™ — A™ un morfismo de A-mddulos. Se cumple que existen bases {e1,...,em}, {€},... e} en
A™ y A", de modo que ¢(e;) = N\;el.

Demostracion. Sea (a;;) la matriz asociada a ¢, en las bases estandar {ui,...,un}, {u],...,u,} de
A™ y A™. Sien vez de {us,...,un}, consideramos la base que se obtiene permutando dos vectores
de {u1,...,un}, la matriz de ¢ en las nuevas bases, se obtiene permutando las correspondientes
columnas de la matriz (a;;). Igualmente, si permutamos dos vectores de {uf,...,u,}, la matriz de ¢
se obtiene permutando las correspondientes filas de (a;;). Si en vez de {u, ..., uy}, consideramos la

i
base {u1,...,u; — a;juj, ..., Un}, la matriz de ¢ en las nuevas bases, se obtiene cambiando la columna
i, C; de la matriz (a;;) por la columna C; — a;C;. Sien vez de {uf,...,u;,}, consideramos la base

K]
{uf,. .., ul — aju;, ...,up}, la matriz de ¢ en las nuevas bases, se obtiene cambiando la fila j, F; de
la matriz (a;;) por la fila F; + a; F;.
Este tipo de transformaciones de la matriz (a;;) (o equivalentemente de las bases {u;}, {u;})
las denominaremos transformaciones elementales. Vamos a probar que mediante transformaciones
elementales la matriz de ¢ es “diagonal”, es decir, ¢(e;) = A€}, para todo i.
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Dado a € A, tendremos que a = p’ - b, con b no divisible por p, es decir, b ¢ m = (p), luego b
invertible. Por tanto, (a) = (p). Sea p' el méximo comun divisor de todos los a;;. Existe un a,.s,
tal que (a,s) = (p'). Por tanto, a,s divide a todos los coeficientes a;j. Permutando filas y columnas
podemos suponer que r = 1 y s = 1. Transformando las columnas C; por C; — 2£Cy parai > 1,y

ail
posteriormente las filas F; por F; — Zﬁ F, obtendremos la matriz

a1 0 ... 0
0

. bij
0
Procediendo del mismo modo reiteradamente, con la matriz (b;;), “diagonalizaremos” ¢.

O

Teorema 2.2.10 (Tercer teorema de descomposicién). Sea A un dominio de ideales principales
y M un A-mddulo finito generado, de ideal anulador p™A, siendo p € A irreducible. Se cumple que

M~A/pmAs®---®A/p"A
con n; < n, determinados univocamente por M.

Demostracion. Podemos suponer que A es local, de ideal maximal m = (p). Consideremos un epi-
morfismo 7: A” — M. Por ser Ker 7w submdédulo de un médulo libre, es libre, digamos A™ = Ker .
Existe, pues, una sucesién exacta

A" LA M -0

y M = Coker ¢. Por la proposicién anterior, existen bases {e1,...,en}, {€],...,e,,} de A™y A™ de
modo que ¢(e;) = \;el, para todo i. Luego,

M = Coker ¢ = [Ae1®---DAen]/[(AM)e1®. .. Am)em@0B---B0] = A/ (M) DDA/ (Ap)DAS---DA

y facilmente concluimos.
Veamos la unicidad de los n;. Reordenando tenemos

M = (AfpA)™ & (Afp LAY @@ (A/pA)™

con m; > 0. Tenemos que ver que M determina los m;.
Sea p': M — M, m+ p'-m. Si M = A/p" A entonces Kerp' = (p" %), parai < r, y Kerp® = (1),
para i > r. Por tanto, Kerp’/(Kerp'~' 4 p-Kerp™) = 0sii # 7y Kerp”/(Kerp"™' +p-Kerp™') =

(1) (que es un A/pA espacio vectorial de dimensién 1). _
Ahora en general, m; = dim 4/, 4 Kerp’/(Kerp'~* + p - Ker p"*). O

Teorema 2.2.11 (de clasificacién). Dado un A-mddulo M finito generado, existe un isomorfismo
de A-mddulos
M~(Ad.7.0A) o (0A/p;" A)
iJ

donde los p; j € A son irreducibles y r, n; ; y p; estdn unfvocamente determinados por M.

Demostracion. Es un consecuencia directa de los tres teoremas de descomposicion. O
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Definicién 2.2.12. A las potencias p, "’ del teorema de clasificacién se les denomina divisores ele-
mentales de M.

Corolario 2.2.13. Dos mddulos finito generados son isomorfos si y sélo si tienen el mismo rango y
los mismos divisores elementales.

Ejercicio 2.2.14. Dos médulos finito generados sobre un dominio de ideales principales son isomorfos
si y sélo si son localmente isomorfos.

Ejercicio 2.2.15. Probar que en el caso de que r = 0 entonces Anul(M) = m.c.m.{p; " }; ;A.

2.3 Clasificacion de los grupos abelianos finito generados

Dado un grupo abeliano G tiene de modo natural estructura de Z-médulo: La suma considerada es
la suma del grupo abeliano y el producto por escalares se define

g+.".+yg sin e Nt
n-g=<¢ (—g)+"+(—g) sing¢N
0 sin=0

Reciprocamente, todo Z-mdédulo es en particular un grupo abeliano. Asi pues, hablar de grupos
abelianos o de Z-mdédulos es solo una diferencia en la terminologia usada.
Asi por ejemplo, un grupo abeliano es finito generado si y sélo si es finito generado como Z-mdédulo.

Teorema 2.3.1 (de clasificacién). Sea G un grupo abeliano finito generado. Existe un isomorfismo
de grupos
G~ (Zo.7.0Z)® (PL/p;"’ L)
i,j

con p; € Z primos, y v, n;; y p; determinados.
En particular, todo grupo abeliano finito generado es suma directa de grupos ciclicos.

En el caso particular de que G sea un grupo abeliano finito tendremos que

G~ @_Z/p?i’jZ
i,

Corolario 2.3.2. Dos grupos abelianos finito generados son isomorfos si y sélo si tienen el mismo
rango y los mismos divisores elementales.

Ejercicio 2.3.3. Probar que Z/4Z x Z/AZ # Z]AZ x Z)27 x 7./27Z

2.4 Clasificacién de los endomorfismos de un espacio vectorial

Un endomorfismo 7': E — E de un k-espacio vectorial E, induce una estructura de k[z]-mddulos en
FE del siguiente modo

p(x) e =p(T)(e)

en particular z-e = T'(e). Reciprocamente, si £ es un k[z]-médulo, tenemos el endomorfismo E % E,
e — x - e. Cuando pensemos F con la estructura de k[z]-médulo inducida por el endomorfismo T, lo
escribiremos Er.
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Definicién 2.4.1. Dos endomorfismos 17,7’ de E se dicen que son equivalentes si existe un auto-
morfismo lineal 7 de E tal que 7" = 7 o T o 7~!. Esta igualdad significa la conmutatividad del
cuadrado

E—F

T T

E-Ysp

Proposicién 2.4.2. Dos endomorfismos T, T’ de un espacio vectorial son equivalentes si y sélo si
existen una base para T y otra base para T' en las que que T y T tienen la misma matriz.

Demostracion. El endomorfismo 7 es precisamente el que manda una base a la otra. O

Proposicién 2.4.3. Dos endomorfismos T, T’ de un espacio vectorial son equivalentes si y sélo si
inducen estructuras de k[x]-mddulos isomorfas.

Demostracion. SiT, T’ son equivalentes existe un automorfismo lineal 7 tal que 70T = T”o7. Veamos
que 7: Er — Ep/ es un isomorfismo de k[z]-mddulos:

T(z-e) =7(T(e)) =T'(7(e)) = - 7(e)

Reiterativamente, probamos que 7(z% - ) = 7(T%(e)) = T"*(r(e)) = z* - 7(e) y por linealidad que

T(p(x) - €) = p(x) - 7(e).
Para el reciproco se razona de modo similar. O

Si T es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita, entonces es un kfz]-médulo
finito, y el rango de E7 ha de ser cero, porque la dimensién de k[z] sobre k es infinita.

Teorema 2.4.4. Dos endomorfismos de un espacio vectorial de dimension finita son equivalentes si
y solo si poseen los mismos divisores elementales.

2.4.1 Matrices de Jordan

1. Caso de un cuerpo k algebraicamente cerrado

Lema 2.4.5. Sea p(z) € k[z] un polinomio de grado n, entonces 1,Z,...,Z"7 ! es una base de
klz]/ (p(x))-
Demostracion. Escribamo& p(x) = apz™ + -+ + ao Veamos que 1,Z,...,Z" ! son linealmente inde-

pendientes: si Z Xzt = 0, con \; € k, entonces Z Mzt = p(z). Ahora bien, el grado del término

de la izquierda de la igualdad es menor que n, mlentras que el de la derecha es mayor o igual que n,
salvo que sea cero, asi ha de ser y por tanto \; = 0 para todo 1.
Veamos que 1,Z,...,Z" ! son generadores: Escribamos p(z) = a,2™ + -+ + ap. Tenemos 0 =

p(z) = ap@™ + -+ + ag, por tanto

= L(a, 12" 4+ +a) € (1,7,...,2"1)

an

T = 28 (a3 A+ ag) € (L E, L3 EY) = (LE,. 30

ete. O
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Lema 2.4.6. {1,z — \,...,(z — )\)n_l} es una base de k[x]/((x — \)™).

Demostracion. Sabemos que las clases 1,7,...,5" ! forman una base de k[y]/(y™). Haciendo el
cambio y = & — A concluimos. O

Sea T' un endomorfismo de un espacio vectorial £. Supongamos que Er =~ k[z]/((z — \)").
Tomemos la base {e; = (z — )\)J_l |0 <j<n-—1}. Se tiene

T(ej)=x-(z— )\)j_1 =(@—-\)-(r— )\)j_l + Mz — )\)j_l =ej1 + Aej

Por lo tanto, la matriz de T vale

En general, la descomposicién de Ep sera

ETZgHﬂN@—MV”

(no hay sumandos de la forma k[z] porque E es de dimensién finita). Tomando una base en cada
sumando k[x]/((z — \;)™¥), como acabamos de hacer, obtendremos una base de E en la que la matriz
de T es de la forma llamada de Jordan:

(B11)
(Bis)

siendo (B;;) la siguiente matriz n;; x n;;

Ai

1 N\

(Bis)
1 N\
2. Caso del cuerpo R

Lema 2.4.7. Sea E un espacio vectorial sobre C, de base {e1,...,e,}. Entonces {e1,ieq, ..., en, i€}

es una base de EE como R espacio vectorial.
Demostracion. C = R1 @ Ri, por tanto

E=Ce; & ---®Ce, = (Re; ®Riey) ®--- D (Re, ® Riey)
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Lema 2.4.8. Sea E un espacio vectorial sobre C, de base {e1,...,en}. Sea T: E — E un endo-
morfismo C-lineal, cuya matriz asociada es (a;j). Escribamos a;; = b;; + bgji. Entonces T es un
endomorfismo R-lineal cuya matriz en la base {ey,ie1,. .., en,ie,} €s

(an) . (aln)
(aij)
(a1n) .. (apn)

. bi; —U.. ) ) o
siendo (a;;) = (bfj b-?j) , es decir, (a;;) es la matriz de multiplicar por a;; en C.
ij ij

Demostracion. Solo es observar que
T(e;) = Zaijei = Z(bijei + bgjiei)
J J

T(zel) = Zaijiei = Z(—b;jez + bwzel)
J J

Lema 2.4.9. Sea oo € C —R. Euxiste un isomorfismo de R[x]-mddulos

Rlz]/((z — )" (z —@)") = Cla]/((z — )")

Por tanto, multiplicar por x en el término de la izquierda de la igualdad es multiplicar por x en el
término de la derecha y aqui es un endomorfismo C-lineal.

Demostracion. Ambos médulos son R-espacios vectoriales de dimensién 2n. Sea (1) el R[z]-submddulo
de C[z]/((x — a)™) generado por la clase 1. Determinemos el anulador de 1: Por una parte, es claro
que (z —a)™(z — @)™ es un polinomio con coeficientes reales que anula a 1; por otra parte, el anulador
deberd ser un multiplo de (z —«)™. Dado que todo polinomio con coeficientes reales que tiene una raiz
compleja tiene también la conjugada (con igual multiplicidad) se concluye que el polinomio anulador
de les (z—a)"(z—a)".

Se tiene entonces una inclusién

Rz]/((z = a)"(z —a)") = (1) € Clz]/((z — a)")

y como ambos R-espacios vectoriales son de la misma dimension, se concluye que la inclusiéon anterior
es una igualdad. O

Los polinomios irreducibles de R[z] son x — A, (A € R) y (x — a)(z — &), con o € C — R.
Sea T un endomorfismo de un espacio vectorial real F.
Supongamos que Er ~ R[z]/((z —a)"(z—a&)™) = Clz]/((x—a)™). Multiplicar por x en C[z]/((x—

. . . = n—1
a)™) es un endomorfismo C-lineal, cuya matriz asociada en la base, sobre C, 1, (x — «), ..., (z — @)
es
a
1 «
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por tanto, en la base {e¢; = (z — a)’~ !, ¢/

N %

w6 @)

1 (@ N ey
0 1 v b
siendo v = b + b'i.

Nota: Si en R[z]/((z — @)™ (z — @)") consideramos la base {e; = (z — a)! ™', ¢} = i(x — )1},

[ 72 [
donde i = g(z) cumple que ¢(z) = —1 (y escribimos a = b+ V'¢(x)), entonces la matriz asociada a T'

=i(z — a)?7'} la matriz asociada a T es

n—1 .
es la anterior. Explicitamente, como es tedioso comprobar, puede tomarse g(z) =y - > a;(y* + 1)%,
i=0

cony =2

En el caso general, la descomposicién del R-espacio vectorial E de dimensién finita serd
Er = OR[z]/(pi(z)"7)
i.j
donde los p;(x) son irreducibles y por lo tanto son de la forma p;(z) = = — A; 6 bien p;(z) =
(x —a;)(z — &), con a; = b; + bli (b #0).
Tomando como antes una base en cada sumando R[z]/(p;(z)"™#), obtendremos una base de E en

la que la matriz de T es
(B11)

donde (B;;) es la matriz:
Si p;(x) =  — \; entonces

Si pi(z) = (x — ;) (z — @;) entonces
b; —b;
b, b

oo | G0 @

10\ (b -V
0o 1) o b



34 Capitulo 2. Dominios de ideales principales. Médulos

2.5 Factores invariantes

Consideremos una presentaciéon de un A-médulo M finito generado, es decir, una sucesiéon exacta
AM YL AT M 0

Consideremos sendas bases {ef,.... €5} y {e1,...,€,} de A™ y A". Escribamos (e}) = >_; aje;,
asi que (a;;) es la matriz de ¢. Definimos entonces los siguientes ideales:

Definicién 2.5.1. Se llama i-ésimo ideal de Fitting de M al ideal F;(M) generado por los menores
de orden n — i de la matriz de ¥. Si 4 > n seguiremos la convencién F;(M) = (1) ysim <i < n
seguiremos la convencién F;(M) = (0).

Veamos que los ideales de Fitting de un médulo no dependen de las bases elegidas en la presen-
tacion: Consideremos otra base {€i,...,€,} de A™ y escribamos (€;) = >, a;je;, asi que la nueva
matriz de 1 es (d;;). Denotemos F;(M) y Fi(M) a los respectivos ideales i-ésimos de Fitting de las
matrices (a;;) y (a;;). Cada €; es combinacién lineal de la antigua base {e],...,e€},} y, por lo tanto,
cada columna de (@;;) es combinacién lineal de las columnas de (a;;). En consecuencia, los menores
de orden n — i de (d@;;) son combinacién lineal de los menores de (a;;), es decir, F;(M) C F;(M).
Por simetria también se cumple F;(M) C F;(M); luego en conclusién F;(M) = F;(M). Si la que
cambiamos es la base de A™ se razona de modo similar (por filas en vez de por columnas).

Dada la sucesién exacta A™ % A" — M — 0 y © € Spec A, entonces A 2 A — M, — 0 es
exacta. La matriz asociada a 1, es la misma que la asociada a v, por tanto (F;(M)), = F;(M,).

Notacién: Denotemos ¢; al generador del ideal F;(M), es decir, ¢; es el mdximo comin divisor
de los menores de orden n — 7 de la matriz de 1. Los menores de orden n — ¢ son combinacién lineal
de menores de orden n — ¢ — 1, por tanto, ¢; es multiplo de ¢;1.

Definicién 2.5.2. A los elementos ¢; = ¢;—1/¢; se les llama factores invariantes del médulo M. Si
¢; = ¢;—1 = 0 diremos que ¢; = 0.

Teorema 2.5.3 (de clasificacién. Segunda versién). Los ideales de Fitting de un mddulo no
dependen de la presentacion finita escogida. Por tanto, los factores invariantes mo dependen de la
presentacion finita escogida.

Ademas,

M~A/() @& A)(Pn)

Luego, dos A-mddulos finito generados son isomorfos si y sdlo si poseen los mismos factores
mvariantes.

Demostracion. Sea A™ % A™ — M — 0 una sucesién exacta. Dos elementos de A son iguales (salvo
invertibles) si al localizar en cada punto cerrado del espectro son iguales y dos médulos son isomorfos
si lo son localmente. Por lo tanto, podemos suponer que A es un anillo local de ideal maximal m = (p).
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Por 2.2.9 existen bases de A™ y A™ de modo que correspondiente matriz de v es

p S
pre
1
1
0 0
r 0
0 0

Reordenado la base de A™, podemos suponer que p"t > ... > ps,

Ahora ya tenemos que M = A" ® A/(p}) @ --- ® A/(p™). Por tanto, r es el rango de M y p™
son los divisores elementales de M. Es una sencilla comprobacién el ver que ¢; = 0 para i < 7,
c; =pt---pticrtl parar <t <r+s, ¢ =1, parai > r+ s. Tenemos calculados los ideales de
Fitting, en términos del rango y los divisores elementales de M, por tanto, no dependen de . Por
dltimo, ¢; =0 parai <r, ¢; =p™— parar <i<r+s,y ¢; =1 parai >r+s. Asi pues,

M~A/($) @ @A/ (dn)
O

Observacion 2.5.4. Observemos, por el calculo efectuado en la demostracién del teorema anterior, que
¢; es multiplo de ¢;11. Por tanto, (¢1) es el ideal anulador de M.

Teorema 2.5.5 (de clasificacién de endomorfismos). Dos endomorfismos de un k-espacio vec-
torial de dimension finita E son equivalentes si y solo si poseen los mismos factores invariantes.

Sea E un k-espacio vectorial de dimension n. Consideremos un endomorfismo 7'y la correspon-
diente estructura de k[z]-médulo sobre E. Sea (\;;) la matriz de T' en una base {eq,...,e,} de E.
Vamos a determinar los factores invariantes de T' a partir de su matriz.

Sea E[z] el conjunto de polinomios con coeficientes en E. E[z] es k[z]-médulo, (Y az’)*(Y efa’) =

i J
Zaie;x”j , ¥ resulta ser libre de base {ej,...,e,}. Consideremos el epimorfismo de k[z]-mddulos
2%
m: Blz] — E, n(}_ejz') = Y x'e;. Obviamente el k[z]-médulo (ex — ze | e € E)y, esta incluido en
i i
el nicleo de m. Veamos que coinciden:

En E[z]/{ex — ze | e € E) se verifica que = *x € = ex = Te, luego ex™ = z" x &€ = z"e. Por tanto,
el morfismo de k-espacios vectoriales E — E[z]/(ex — xe | e € E), e + € es epiyectivo. Como la
composicién

E-L Efz)/(ex—ze|ec E) 5 F

es el morfismo identidad, se deduce que Elz|/{ex —xe | e € E) = E.
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Asf pues, tenemos la sucesién exacta de k[z]-mddulos

(xx—x-)
—

El[z] Elz] 5 E—0

(& = ET — Te

Por lo tanto, la sucesién anterior es una presentacién de Er como k[z]-médulo. La matriz del
morfismo (z * —x-) es ald — ();;). Luego

Teorema 2.5.6. Sea (\;;) la matrizn xn de un endomorfismo T'. Sea c;(x) el mdzimo comin divisor
de los menores de orden n — i de la matriz xId — (N\;;) . Se verifica

ci(r) = iv1(x) - du(x)
¢i(x) = ci—1(x)/ci(z)

siendo ¢1(x), ..., dn(x) los factores invariantes de T.

Observaciones:

a) El polinomio ¢o(z) = det (xId— (A;;)) se llama polinomio caracteristico de T'. Segtn el teorema
anterior, el polinomio caracteristico es igual al producto de los factores invariantes. Ademds como
todos los factores invariantes dividen al primet factor invariante, ¢; (que es el polinomio anulador),
tenemos que el polinomio caracteristico tiene las mismas raices salvo multiplicidades que el polinomio
anulador.

b) Un caso particular es el Teorema de Hamilton-Cayley:

¢1(x) = co()/c1()

es decir, el polinomio anulador de T es igual al cociente del polinomio caracteristico por el maximo
comun divisor de los menores de orden n — 1 de la matriz xId — (\;;) .

2.6 Problemas

1. Sea A un dominio de ideales principales. Si aA NbA = cA, pruébese que ¢ es el minimo comin
multiplo de a y b.

2. Sea A un dominio de ideales principales. Sean a = pi* ---pl', b= p{™* ---p* con n;, m; > 0,
p; irreducibles y p; primo con p;, para i # j. Calcilese el minimo comin miltiplo y maximo
comun divisor de de a y b.

3. Sea A el C-espacio vectorial de todas las funciones reales a valores complejos infinitamente
diferenciables. Se designa por D el operador derivada. Es claro que D es un endomorfismo C
lineal de A.

(a) Probar la férmula de conmutacién
P(D)(e™ - y) = e**P(D + a)y

paray € Ay a € C.

(b) Probar que Ker D™"! = {Polinomios de grado menor o igual que r}. Calcular Ker(D —
)t Sip(z) = (x — a1)™ -+ (z — )", caleular Ker p(D).
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10.

11.

12.

13.

(c) Resolver la ecuacién diferenciales: y"" — 2y +2y" =0, y’" +y = 0.

. Con las notaciones del ejercicio anterior sea la ecuacién P(D)y = z, con z € A. Supongamos

que existe un polinomio Q(x) primo con P(z) de modo que Q(D)z = 0. Pruébese que existe un
polinomio R(x), de modo que R(D)z es una solucién particular de la ecuacién dada. Resolver
la ecuacién y(" —y = 2.

. Dada la ecuacién diferencial P(D)y = z, escribamos y = ﬁz. Si P(z)=(z—ap)™ - (z—

Ny

o)™, expresar y en términos de primitivas (reiteradas) de sumas de productos de funciones
exponenciales y derivadas de z (usese la descomposicién de fracciones racionales en fracciones
simples y la férmula de conmutacién). Resolver y” —y = senx.

Sea Suc(C) = {(an)} el C-espacio vectorial de las sucesiones de ndmeros complejos. Sea el
“operador siguiente” V: Suc(C) — Suc(C) la aplicacién C-lineal definida por V(a,) = (a),),
donde a], = an41. Sea A =V —1d, el “operador diferencia”.

(a) Probar las férmulas de conmutacién

P(V)((a") - (an)) = (") - P(aV)(an)
P(V —a)((a") - (an)) = (a”) - P(a- A)(an)

(b) Demostrar que las sucesiones {(1),(n),...,(n")} son una base de Ker A"*!. Calcular
Ker(V —a)".

(c) Resolver la ecuacién ap42 = ap41 + an, con las condiciones iniciales ag = 0,a1 = 1,a9 = 2
(sucesién de Fibonacci).

Dada la ecuacién inhomogénea p(V)(a,) = (b, ), supdngase que existe un polinomio ¢(z), primo
con p(zx), tal que q(V)(b,) = 0. Pruébese que existe un polinomio r(z) tal que r(V)(a,) es una
solucién particular de la ecuacion dada.

Estudiese el caso en que p(x) y ¢(z) no son primos entre si. Resolver a2 + 2a,+1 — 8a, = 2™.

Sea A un dominio de ideales principales y M un A-mdédulo de ideal anulador no nulo a - A.
Probar que si @’ es un elemento propio que divide a a, entonces Kera'- # 0, donde a’- es el
endomorfismo de M, definido por (a’-)(m) = am.

Sean p y ¢ numeros primos distintos. Calcular el nimero de grupos abelianos finitos desisomorfos
de orden p?q.

Pruébese que un grupo abeliano finito que no sea ciclico contiene un subgrupo isomorfo a
Z/pZ x Z/pZ, para un cierto entero primo p.

Sea G un grupo abeliano finito. Demostrar que G es ciclico si y sélo si para cada n divisor del
orden de G, existe un unico subgrupo de G de orden n.

Sea G un subgrupo discreto del grupo aditivo de R™. Pruébese que existe un nimero natural
r < n, tal que G estd generado como Z-mddulo por r vectores linealmente independientes sobre
R.

Clasifiquese el endomorfismo “multiplicar por ” sobre el espacio

E = k[a]/(z) ® k(2]/() @ k[a]/(«°)
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14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

. Clasifiquense los endomorfismos nilpotentes de un espacio vectorial de dimensién 3. Problema
analogo para espacios de dimensién 4 y 5.

Clasifiquense los endomorfismos 7" de un espacio vectorial real E, que cumplan

(a) Anulador de T' = (z — 1)?, dim E = 5.
(b) Anulador de T = (2% + 4)?(z + 8)%, dim E = 8.

Sea E el espacio vectorial real de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor
que 6, y sea D el operador derivada sobre E. Clasifiquese el endomorfismo T = D?.

Probar que un grupo abeliano finito generado es ciclico si y sélo si tiene un tnico factor invariante.
Clasificar sobre el cuerpo racional los endomorfismos

-1

o = O

_= NN OO
S o N
—_ 0 = O

Sean T,T': E — E dos endomorfismos lineales de un espacio vectorial de dimensién finita, de
modo que en cierta base la matriz de T es la transpuesta de la de T”. Probar que T'y T” son
endomorfismos equivalentes.

Sea A un anillo euclideo y (a;;) una matriz con coeficientes a;; € A. Sustituyendo de modo
conveniente y sucesivo la fila F; por la fila F; + b, F}, i # j, b; € A (i,§,b; arbitrarios), demos-
trar que la matriz (a;;) es triangulable. Si admitimos, ademds, las mismas transformaciones
“elementales” con las columnas, demostrar que (a;;) es diagonalizable. Resolver el sistema de
ecuaciones diofanticas

Tr+5y =1

5z + 3y =3
Clasificar los Z-médulos (Z x Z)/{(7,5),(5,3)) y (Z x Z x Z)/{(12,30,24), (4,8, 6), (6,4, 8)).

Mediante transformaciones elementales calcular los factores invariantes del endomorfismo de R?
de matriz

Calcular eq,es € R3 de modo que R3 = (k[x]/(¢1))e1 @ (k[x]/(42))e2.

Probar que si el polinomio caracteristico de un endomorfismo lineal tiene todas sus raices dis-
tintas entonces coincide con el primer factor invariante.

Sea T': E — E un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que
la condicién necesaria y suficiente para que el endomorfismo p(T') sea invertible es que p(x) y
cr(x) sean primos entre si.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Sea T': £ — E un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimension finita. Sea E'CE
un subespacio estable por T. Denotemos T: E/E’" — E/E’, T(e) = T(e), el endomorfismo
inducido por T en E/E’. Probar que

cr(z) = ey, (2) - ep(2)

n
Sea E un C-espacio vectorial de dimensién n y T' un endomorfismo de E. Sea cr(z) = [[ (z—«;)
i=1
la descomposicién en factores lineales del polinomio caracteristico de T. Pruébese que si p(x)
es un polinomio con coeficientes en C, entonces

n

cpiry (@) = [ [ (& = plew))
i=1
n n

En particular, se tiene que tr(p(T)) = > p(a;), det(p(T)) = [ p(a;).

i=1 i=1
Sea E un C-espacio vectorial de dimensién finita. Sea T: E — E un endomorfismo C-lineal de
E. Demostrar que si er(x) es el polinomio caracteristico de T' considerado como endomorfismo
C-lineal, entonces el polinomio caracteristico de T' considerado como endomorfismo R-lineal es
er(z) - ep(z) (donde er(x) es el conjugado de er(x)).

(a) Sea X’ = AX un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales, siendo A una matriz
cuadrada de coeficientes constantes. Probar que e4? - C son las soluciones del sistema,
siendo C' una matriz columna de constantes.

(b) Sea X’ = AX + B(t) un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Calcular la matriz
columna C(t) tal que et - C(t) sea una solucién del sistema.

Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

g—f:x—i’)y—k?)z d—f:i’)x—y d—f:—llx—ély
W= 20—-6y+13z L=x+y % = 15z + 6y

%:—m—4y+8z Y = 3x + 52 — 3u
G =4dr—y+3z—u

Sea P(x) € R[z] un polinomio de grado n. Probar que la ecuacién diferencial P(D)y = f(z)
es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de
primer orden de n variables.

(a) Sea P(x) € R[z] un polinomio ménico de grado n. Sean s1(z), ..., s,(x) soluciones, lineal-
mente independientes, de la ecuacién diferencial P(D)y = 0. Probar que si ¢1(z), ..., ¢y ()
cumplen las ecuaciones

c1(x)'s1(x) + ... 4 cp(x) sp(x) =0

'C;'(x)’sl(m)”*m + ...+ Cn(iv)'sn(x)"*” =0
cr(z) s1(2)" ™V + .+ en(@) sp(2)" Y = f(a)

entonces c¢1(x)s1(x) + ... + cp(z)sn () es una solucién particular de P(D)y = f(x).
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(b) Pruébese este resultado como caso particular de 28 (b).

32. Sea A una matriz con coeficientes en k[D]. Probar que mediante las transformaciones elemen-
tales, el problema de resolver los sistemas AX(t) = Y(¢), se reduce al problema de resolver

ecuaciones P(D)f(t) = h(t).
33. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

:U”—x—i—y':et
"+ 2+ +y =



Capitulo 3

Producto tensorial. Mddulos
proyectivos e inyectivos

3.1 Categorias. Funtor de homorfismos

Dar una categoria C es dar
1. Una familia arbitraria, cuyos elementos llamaremos objetos de C.

2. Unos conjuntos Home (M, N), para cada par de objetos M, N de C, cuyos elementos f llamare-
mos morfismos de M en N y denotaremos por el simbolo f: M — N.

3. Una aplicacién
Home (N, P) x Home(M, N) — Home (M, P), (f,g)+— fog

para cada terna M, N, P de objetos de C. Satisfaciéndose

(a) (feg)oh=fol(geh).
(b) Para cada objeto M de C, existe un morfismo Idy : M — M de modo que foldy = fy
Idps og = g para todo morfismo f: M — Ny g: N — M.

Un morfismo f: M — N se dice que es un isomorfismo si existe g: N — M de modo que fog = Idy
ygof=Idm.
Ejemplo 3.1.1. La categoria Ccopnj de conjuntos es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y
los morfismos entre los objetos son las aplicaciones de conjuntos. La categoria Cpsoq de A-mddulos es
la categoria cuyos objetos son los A-mdédulos y los morfismos entre los objetos son los morfismos de
modulos.

Definicién 3.1.2. Sean C y C’ dos categorfas. Dar un funtor covariante F': C ~ C’ es asignar a cada
objeto M de C un objeto F(M) de C’, y cada morfismo f: M — M de C un morfismo F(f): F(M) —
F(N) de C’, de modo que se verifique que F(f og) = F(f) o F(g) y F(Idy) = Idpr)-

Anélogamente se definen los funtores F' contravariantes, que invierten el sentido de los morfismos;
es decir, asignan a cada morfismo f: M — N de C un morfismo F(f): F(N) — F(M) de C’, de modo
que verifica F(f o g) = F(g) o F(f) y F(Ida) = Idp(ar.

41
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Un morfismo f: M — M’ induce las aplicaciones
Hom(N, M) £ Hom(N, M"), g+— f.(g) d:ffog

I *
Hom(M', N) £ Hom(M, N), g+~ [*(g) = go f

Estamos diciendo que Hom(N, —) es un funtor covariante de C en la categoria de los conjuntos
Cconj , es decir,
Hom(N, —): C ~ Cconj
M ~» Hom(N, M)
[~ [
(fog)~ (fog)=(frogs)

Hom(—, N) es un funtor contravariante

Hom(—, N): C ~» Ccon;
M ~s Hom(M, N)
[~
(fog)~ (fog) =(g9"0f)

6
Definicién 3.1.3. Dos funtores F, F': C~~C’ se dicen que son isomorfos, y escribimos F' ~ F’, si para
cada objeto M de C tenemos isomorfismos 0,: F(M) ~ F'(M), de modo que para cada morfismo
f: M — N el diagrama

F(f)
—_—

F(M) F(N)

Om N

F'(f)

F(M) YL pr

es conmutativo.

Proposicién 3.1.4. El funtor Hom(M, —) es isomorfo al funtor Hom(M’,—), si y sdlo si M ~ M’.
“Los objetos de una categoria estdn determinados por sus relaciones”

0
Demostracidn. Veamos sélo la suficiencia. Si Hom(M, —) =~ Hom(M’, —), entonces este isomorfismo
queda determinado por 0y;(Idps) = ¢g: Dado f € Hom(M, N) consideremos el diagrama

Hom(M, M) == Hom(M’, M) Iy —2 >y
. . L* L*
Hom(M, N) =2— Hom(M’, N) F- s fg)=foyg

Luego On(f) = f«(9) = foy.
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Asf pues, si tenemos un isomorfismo Hom (M, —) 2 Hom(M’,—) y denotamos 0p;(Idps) = g y
054 (Idar) = f tendremos que
0 91:11’
Idy ~=g ~ g.(f) = go f=1ldu
)
Idyy % % fu(g) = fog=1Idu
O

Definicién 3.1.5. Se dice que un funtor covariante F' es representable si existe un objeto M, de modo
que F = Hom(M, —). Se dice que un funtor contravariante F' es representable si existe un objeto M,
de modo que F' = Hom(—, M). En estos casos se dice que M es el representante de F'.

Por la proposicién anterior sabemos que el representante de un funtor representable es tinico salvo
isomorfismos.

Teorema 3.1.6. La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de A-
. i P . .
mddulos 0 — M' — M — M" sea exacta es que para todo A-mddulo N sea exacta la sucesién

0 — Homa(N, M) 2 Hom (N, M) 2 Hom (N, M”)
“Se dice que Hom 4 (N, —) es un funtor exacto por la izquierda”.

Demostracion. Es sencillo comprobar la necesidad de la condiciéon. En cuanto a la suficiencia, basta
tomar N = A, pues para todo A-médulo M tenemos un isomorfismo natural Hom (A, M) = M,

f— f(l) O
También se tiene el teorema “dual” del anterior:

Teorema 3.1.7. La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de A-

médulos M’ > M B M" — 0 sea exacta es que para todo A-mddulo N sea exacta la sucesion
0 — Homa(M”, N) % Homu (M, N) 2 Homu (M’, N)

“Se dice que Hom4(—, N) es un funtor exacto por la derecha”.

Demostracion. Es sencillo comprobar la necesidad de la condicién. Veamos la suficiencia. Sea N =
M"/Imp,y m: M — N la proyeccién canénica. Tenemos que p*(m) =w1op =0, luegom =0y p es
epiyectiva. Si tomamos ahora N = M" entonces 0 = (p* 0i*)(Id) = p o ¢, luego Imi C Kerp. Por
ultimo, si N = M/Imiy m: M — M/Imi es la proyeccién canénica, entonces i*(7) = w o4 = 0.
Luego existe un morfismo f: M” — N tal que f op = p*(f) = 7 y concluimos que Kerp = p~1(0) C

(fop)~1(0) = 7= 1(0) = Imi. 5

3.2 Construccién del producto tensorial de mdédulos

El objetivo de esta seccién es definir el producto tensorial de dos A-mdédulos. Si bien se puede dar
una interpretacién geométrica del producto tensorial, creemos conveniente que primero se domine esta
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operacién. Queremos definir “el producto” (®) de elementos de M por N, cumpliendo las siguientes
propiedades

(m+m)@n=men+m @n

mn+n)=men+men

am®n =a(m®n)

m®an = a(m @ n)

Es decir, queremos definir un médulo M ® 4 N generado por elementos m ® n, m € M y n € N,
cumpliendo las propiedades anteriores y sin mas relaciones que las generadas por las relaciones de M
y N y estas propiedades. Empecemos con el formalismo necesario para la construccion de M ® 4 N.

Sean M y N dos A-médulos. Consideremos el A-médulo libre AM*N) Dado (m,n) € M x N,
denotemos (m,n) = (a;)icpxn al elemento de AM*N) definido por A(m iy = 0si (m',n') # (m,n)
Y Gy = 1si (m',n’) = (m,n). Es decir, estamos identificando los elementos de M x N con la
base estandar de AM*N),

Sea R el submédulo de AM*N) generado por los elementos de la forma

(m+m/,n) — (m,n) — (m/,n)
(m,n+n’)—(m,n) — (m,n’)
(am,n) —a(m,n)
(m,an) —a(m,n)

Definicién 3.2.1. Llamaremos producto tensorial de M y N sobre el anillo A al A-médulo cociente
AMXN) /R v 1o denotaremos M ® 4 N. Cada clase (m,n) € AM*N) /R = M ®4 N la denotaremos
m & n.

De acuerdo con la definicién de Ry M ® 4 N tenemos que

(m+mH)@n=men+m' @n
m@n+n)=men+maen
am®@n = a(m®n)
m®an =a(mn)

propiedades que se expresan diciendo “el producto tensorial es A-bilineal”.

Dado que los elementos {(m7n)}(m7n)€MxN forman una base de AM*N) entonces los elementos
{m ® n}(m’n)e Mx N forman un sistema generador de M ® 4 N. Por las propiedades de bilinealidad
recién escritas, si {m;} y {n;} son sistemas generadores de M y N, entonces {m; ® n,} es un sistema
generador de M ® 4 N.

Sea P un A-mddulo.

Definicién 3.2.2. Diremos que una aplicacién 3: M x N — P es A-bilineal si

B(m+m',n) = B(m,n) + S(m’,n)
B(m,n+n') = B(m,n) + B(m,n’)
B(am,n) = afB(m,n)
B(m,an) = aB(m,n)

El conjunto de las aplicaciones A-bilineales de M x N en P se denota Bil4(M, N; P). La condicién
de que una aplicacién 5: M x N — P sea A-bilineal expresa que la aplicacién 3,,: N — P, B;,(n) =
B(m,n), es un morfismo de A-mdédulos para cada elemento m € M. Obtenemos asi un isomorfismo
natural

Bils(M,N; P) = Homu (M,Hom4 (N, P))

El morfismo natural 7: M x N — M ® N, (m,n) — m ® n, es bilineal.
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Teorema 3.2.3 (Propiedad universal del producto tensorial). La aplicacidn
Homy (M ®4 N, P) = Bila(M,N;P), ¢+— ¢orm
es un isomorfismo. Es decir, M @ o4 N es el representante del funtor Bila(M,N;—).

Demostracion. Sea 3: M x N — P una aplicaciéon A-bilineal, entonces el morfismo de A-mddulos
0: AMXN) _, p @(Zai(mi7ni)) = Zaiﬂ(mi,ni)

se anula sobre los generadores del submoédulo R, anteriormente definido. Por la tanto, induce el
morfismo de A-médulos ¢: M @4 N — P, m @ n +— [(m,n). Este morfismo cumple que § = ¢por
y si un morfismo ¢’ cumple esta igualdad entonces ¢'(m ® n) = 3(m,n) y coincide con ¢, pues los
elementos m ® n generan M ® N.
Por 1ltimo, es una simple comprobacién ver que dado un morfismo de A-médulos ¢p: M @ N — P
entonces 8 = ¢ o es una aplicacién bilineal de M x N en P.
O

Asi pues, este teorema nos dice que definir un morfismo de A-médulos ¢: M ® N — P, es asignar
acadam®n € M®4 N un elemento S(m®n) de modo que B((am+m’)@n) = af(men)+6(m’' @n)
y B(m @ (an+n')) = af(m @n) + B(m n').

Observacion 3.2.4. Andloga construccién se puede hacerse para cualquier familia finita M,..., M,
de A-médulos, obteniéndose un A-médulo M7 ® 4 --- ® 4 M,, con una propiedad universal similar.
Para definir un morfismo de A-moédulos f: M; ®4 -+ ®4 M, — P, bastard definir las imagenes
flmi ® -+ ®m,) de modo que

f(m1®"'®aimi+ni®"‘):aif(ml®"'®mi®"')+f(m1®"'®ni®"')

3.3 Propiedades del producto tensorial
Teorema 3.3.1. FEuxisten isomorfismos naturales

1. MRAN)RAP=M@s N4y P, (mn)@p—menQp.
MOINN=NRQIJq M, mnr—n®m.

AQa M =M, a®@m — am.

e

(@IMi) ®a N = ‘@I(Mi ®@N), (mg)ier @n = (m; @n)ier-
(S 1€

5. M@AAS:Ms,m(X)%H@.
6. M®a (A/T)=M/IM, m® a — am.

Demostracion. Dejamos al lector que defina los morfismos inversos. Veamos, s6lo, que el morfismo de
1. estd bien definido: Para cada p el morfismo M@ s N xp — M Q@4 (N4 P), (m®n)xp— m(n®p)
estd bien definido. Luego tenemos un morfismo (M ®4 N) X P — M ®4 (N ®4 P), que es bilineal e
induce el morfismo definido en 1.
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Probemos, con otro método, (@ M;) @4 N = @ (M; @ N):
el i€l

Hom 4 (( ® M;) @4 N, P) = Homa( @ M;, Homa (N, P)) = | [ Homa(M;, Homa (N, P))
iel iel ]
el

= [[Homa(M; ®4 N, P) = Hom, (& (M; ®4 N), P)
i€l e

Por la unicidad del representante (3.1.4), (& M;) ®4 N = & (M; ® N).
iel il

O

Si f: A — B es un morfismo de anillos entonces B es de modo natural un A-médulo. Cada
elemento b € B define un endomorfismo 1 ® b: M ® 4 B — M ®4 B, m® V' m ® bb'. Podemos

definir asi, una estructura de B-médulo en M ®4 B que viene dada por el siguiente producto
i i

Se dice que el cambio de base de M por A — Bes M ®4 B.

Notacién: Denotaremos M ® 4 B = Mp y usualmente denotaremos f(a) = a.

Proposicién 3.3.2. Sean A — B y B — C morfismos de anillos y M, M’ A-mddulos y N un
B-mddulo. Ezisten isomorfismos naturales

1. Mp@p N=M®a N, (m®b)@n— mebn.
2. (M®aM')®4B=Mp®p Mg, (m@m')@b— (m®b)® (m'®1).
3. (Mp)e = Mg, (ie.,  M@4B)@pC=M®4C), (m®b)®c+— m® be.

Demostracion. Definanse los morfismos inversos. O

Proposicién 3.3.3. Sea M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta y N un A-mddulo. Se cumple
que

M/®AN—>M®AN—>MH®AN—>O

[

es una sucesion exacta. Es decir, “— ®4 N es un funtor exacto por la derecha”.
Demostracion. Sea M la sucesion exacta inicial. De acuerdo con 3.1.7

Homy (M, Hom (N, P)) = Bilga(M',N; P) = Homs(M ®4 N, P)

es una sucesién exacta para todo A-médulo P. De nuevo 3.1.7 nos permite concluir que la sucesiéon
M ®4 N es exacta. O
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3.4 Producto exterior

Ahora, nuestro objetivo es definir el producto exterior de un A-médulo.
Definicién 3.4.1. Si A — B es un morfismo de anillos se dice que B es una A-algebra.

Definicién 3.4.2. Un anillo R = & R, diremos que es un algebra graduada, si los R,, son estables
neZ

para la suma y dados r, € R, 7y, € R, entonces ry, - 7y € Rytmm. Ademds, diremos que R es una
A-élgebra graduada si Ry es una A-édlgebra.

Los anillos de polinomios son de modo obvio k-algebras graduadas.
Dado un A-médulo M, diremos que T"M = M ®4 .". ® 4 M es el producto tensorial n-ésimo de
M. Seguiremos las convenciones T°M = Ay T'M = M.

Definicién 3.4.3. Diremos que T"M = % T™M es el algebra tensorial de M.
i=0

Dados mi ® -+ - ®@m, e T"M y m}| ® --- @ m!. € T"M definimos
(M@ @my) - Mo -@am)=me - @m,@m| Q- @m. €T"™"M
que extendido linealmente a 1" M, define un producto, con el que es una A-dlgebra graduada.
Proposicién 3.4.4. Hay un isomorfismo T"(M & M') = & T'M @4 T?M’ natural.
i+j=n
Demostracion. Es consecuencia de que el producto tensorial conmuta con la suma directa. O

Consideremos en T M el submédulo
M, = (m; ®.".@m, € T"M | m; = m; para ciertos i # j)
Definicién 3.4.5. Diremos que A" M = T"M/M] es el dlgebra exterior n-ésima del A-médulo M.
Diremos que A"M = ﬁé APM es el 4lgebra exterior de M

Proposicién 3.4.6. Hay un isomorfismo A"(M & M') = @& AM @4 AJM’' natural.
i+j=n
Demostracion. La composicién de los morfismos T"(M@®&M') — & T'M@AT'M' — & ANM®a
i+j=n i+j=n
AI M’ induce un morfismo A*(M & M') — & A'M ®4 AJM’. Reciprocamente, la composicién de

i+j=n
los morfismos naturales & T'M @4 T'M' — @& — T(M & M') — A"(M @& M’') induce el
i+j=n i+j=n
morfismo @& A'M @4 AVM' — A™(M & M'). Fécilmente se comprueba que estos dos morfismos
i+j=n
son inversos entre si. O

Ejercicio 3.4.7. Probar que A"A™ ~ A.

Es claro que M), - T"M C M;,, .. Por tanto el producto que tenemos definido en 7" M, define por
paso al cociente un producto de A"M. Luego A" M es un algebra graduada.
Se suele denotar mi A --- Am,, a la clase de m; ® .7. ® m,, en A" M y A al producto que tenemos

definido en A"M. Obeservemos que
O=-Am+m'A-Am+m' A= AmA-AmM A )+(C-Am' A~ AmA...)

Luego mi A~ AmA---Am'A---Amp=—(mg A---Am'A---AmA--- Amy). De aqui es facil
concluir que dados w, € A"M y w, € A"M, entonces w, A w, = (—1)"w, A w,.
Por tanto, A" M es una A-algebra graduada “anticonmutativa”.
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3.5 Producto tensorial de algebras

Ahora, nuestro objetivo es definir el producto tensorial de A-dlgebras.

Si By C son A-dlgebras, el A-mddulo B ® 4 C tiene tiene una estructura de A-dlgebra natural:
El producto es el morfismo B®4 C x B, C — B®4C, (b®c¢,b ® ) — b ® ec’ inducido por el
correspondiente morfismo B ®4 C®4 B®4 C — B®4 C. Con este producto B® 4 C' es un anillo y
por tltimo el morfismo A — B®4 C, a+— a® 1 =1® a es un morfismo de anillos.

Definicién 3.5.1. Diremos que un morfismo de anillos f: B — C entre A-dlgebras, es un morfismo
de A-élgebras si f(a) = a para todo a € A.

Proposicion 3.5.2. Sean B,C y D A-dlgebras. Se cumple el isomorfismo

HOInA_alg(B XA O, D) ES HOmA_alg(B, D) X HOmA_alg(C, D)
¢ ————> (¢1,02) 91(b) =d(b®1),d2(c) = P(1®¢)
¢: (b®@c) = ¢1(b)a(c) (¢1,P2)

Proposicién 3.5.3. Sean B y C A-dlgebras. Se cumple el isomorfismo
Hom 4 (B,C) =———= Hom¢ (B¢, C)

¢ ———>¢: ¢ (b®c)=¢(b)-c

B ¢’
Ejercicio 3.5.4. 1. Con las notaciones obvias, pruébese que

Hom g _s1g grad.(T" M, ®B;) = Hom 4 (M, By)
Pruébese también que Homa_41g grad. anti.(A"M, ®B;) = Hom4 (M, By).

2. Probar que TM @ T M =T (Me® M) yque AM®s AM' = AN (M @ M), a partir de las
proposiciones 3.4.4, 3.4.6, o de 1.

3.6 Modulos planos y proyectivos

Definicién 3.6.1. Diremos que un A-médulo P es plano si para toda sucesién exacta 0 — N/ —
N —- N" - 0lasucesion 0 - N @4 P - N4 P — N"®4 P — 0 es exacta. Es decir, por la
proposicién 3.3.3, si para toda inyeccién N — M entonces N @4 P — ® 4P también es inyectiva.

Dado que N @4 AD) = N es ficil comprobar que AD-es un A-médulo plano. Como N @4 (P @
PY=(N®y P)® (N ®4 P’) es ficil comprobar que una suma directa de médulos es plana si y s6lo
si cada sumando es plano.

Proposicién 3.6.2. Si P es un A-mddulo plano y A — B es un morfismo de anillos, entonces Pp
es un B-maodulo plano.
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Demostracion. Para todo B-médulo M tenemos que Pp ® g M = P ® 4 M, asi que la exactitud del
funtor Pg ®p (—) es consecuencia de la exactitud del funtor P ®4 (—). O

Proposicién 3.6.3. La condicion necesaria y suficiente para que un A-mddulo P sea plano es que
N, sea un Az-mddulo plano para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. Denotemos toda sucesion exacta 0 — N’ — N de A-mddulos por N°. P es plano <=
para toda sucesion exacta N° entonces N ® 4 P es exacta <= para todo punto cerrado x € Spec A
la sucesién (N° ®4 P)y = N, ®a4, Py es exacta <= P, es un A,-médulo plano para todo punto
cerrado x € Spec A O

Lema 3.6.4. Sea M un mddulo finito generado sobre un anillo local O. Si el morfismo natural
I®o M — M, i®m — im, es inyectivo para todo ideal finito generado I C A, entonces M es un
O-maédulo libre.

Demostracion. Sea myq,...,m, un sistema de generadores de M, obtenido por Nakayama (es decir,
de modo que my,...,m, sea una base de M/mM, donde m es el ideal maximal de ). Dada una
relacién aymy + -+ + a,m, = 0, consideremos el ideal I = (a1,...,a,). Por hipdtesis el morfismo

natural I ® o M — M es inyectivo, asi que a; ® my + - -- + a,m, = 0. En el O/m-espacio vectorial

(I®o M)/m(I @0 M) = (I 20 M)®oO/m=(I @0 O/m)R®p/m (M0 O/m)
=1/ml ®@p/m M/mM

tendremos que a1 ® my + --- + a,m, = a1 @my + -+ a, ® m, = 0. Pero mq,...,m, es una base
de M/mM, por tanto a; = --- = @, = 0. Luego I/mI = 0 y por Nakayama I = 0. En conclusién,
mi,..., M, es una base de M y M es libre. O

Teorema 3.6.5 (Criterio del ideal de platitud). Sea M un A-mddulo finito generado. Si el
morfismo natural I @ 4 M — M es inyectivo para todo ideal I C A, entonces M es un A-mddulo
plano.

Demostracion. En cada punto cerrado x € Spec A tenemos que el morfismo natural

es inyectivo. Como cada ideal finito generado de A, es localizacién de un ideal finito generado de A,
el lema anterior permite concluir que M, es un A,-mddulo libre y, por tanto, plano. Luego M es un
A-médulo plano. O

Teorema 3.6.6. Un A-mddulo finito generado es plano si y sdlo si es localmente libre.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de 3.6.3 y 3.6.4. O

Definicién 3.6.7. Se dice que un A-médulo P es proyectivo si para todo epimorfismo w: M — M"
entonces 7, : Homy (P, M) — Hom (P, M") es un epimorfismo. Es decir (por el teorema 3.1.6), P es
proyectivo si la toma de Hom 4 (P, —) conserva sucesiones exactas (es decir, “Hom4 (P, —) es un funtor
exacto”).

Como Hom (A, M) = [[M es facil demostrar que los A-médulos libres son proyectivos.
T

Proposicién 3.6.8. Un A-mddulo es proyectivo si y sélo si es sumando directo de un libre.
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Demostracidn. Supongamos que P es un A-médulo proyectivo. Consideremos un epimorfismo w: A0 —
P. Si consideramos el morfismo Id: P — P sabemos que levanta a un morfismo s: P — AU tal que
som =1d, por ser P proyectivo. Por el ejercicio 1.2.5, AY) = Ker7 @ P.

Reciprocamente, sea M es un sumando directo de un libre, es decir A = M @ M’'. AW
es un maédulo proyectivo, por tanto M @ M’ es proyectivo. Ahora bien, como Homa(M & M',—) =
Hom 4 (M, —) xHom 4 (M’, —) es facil probar que una suma directa de médulos es un médulo proyectivo
si y sélo si lo es cada sumando. En conclusion, M es proyectivo. O

Proposicion 3.6.9. Los mddulos proyectivos son planos.

Demostracion. Los modulos proyectivos son sumandos directos de un libre, que es plano, luego los
modulos proyectivos son planos. O

Definicién 3.6.10. Un A-médulo M se dice que es de presentacion finita si existe una sucesién exacta
de la forma A™ — A™ — M — 0.

Si A es un anillo noetheriano (més adelante estudiados) un A-médulo es de presentacion finita si
y solo si es finito generado.

Proposicién 3.6.11. Sea M un A-mddulo de presentacion finita y S C A un sistema multiplicativo.
Entonces para todo A-mddulo N se cumple que

HomA(M, N)S = HOmAS(Ms,Ns)

Demostracion. Si un A-médulo L ~ A" es libre entonces Homa(L,N)s = (N")s = (Ng)" =
HOInAS (Ls, Ns).

Por hipdtesis tenemos una sucesién exacta A™ — A™ — M — 0. Tomando Hom4(—, N) obtene-
mos la sucesién exacta

0 — Homa (M, N) — Hom4 (A", N) — Hom4(A™, N)
Localizando por S tenemos la sucesién exacta
0—>HomA(M N)5—>H0m,4 A , N 34>H0m,4 A™ N )S

O Ker HOmAS S7NS) 4>H0mAs AS 7NS)

Ahora bien, tomando Hom4,(—, Ng) en la sucesién exacta A — A¢ — Mg — 0, concluimos que
Ker = Hom (Mg, Ng) y terminamos.
O

Teorema 3.6.12. Un mddulo de presentacion finita es proyectivo si y solo si es localmente proyectivo.
Es decir, P es un A-mddulo proyectivo si y sélo si para todo punto cerrado x € Spec A se cumple que
P, es un A,-mddulo proyectivo.

Demostracion. Denotemos la sucesién exacta 0 — N’ — N — N” — 0 por N'. Digamos que un
moédulo P es proyectivo si y sélo si para toda sucesién exacta N' de A-mddulos entonces la sucesién
Hom 4 (P, N") es exacta. Con estas convenciones tenemos: P es proyectivo <= para toda sucesién
exacta N' de A-médulos Hom (P, N') es exacta <= para toda sucesién exacta N* de A-médulos
Homyu (P, N'), = Homga, (P,, N,) es exacta para todo punto cerrado x € SpecA <= P, es un

Az-médulo proyectivo (pues toda sucesién exacta de A,-médulos N’ es localizacién de una sucesién
exacta de A-médulos, explicitamente (N''), = N''). O
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Teorema 3.6.13. Sea M un mddulo de presentacion finita. Las condiciones de ser plano, localmente
libre y proyectivo son equivalentes.

Demostracion. Si M es plano entonces es localmente libre por 3.6.6.

Si M es localmente libre entonces es localmente proyectivo. Como la propiedad de ser proyectivo
es local sera proyectivo.

Si M es proyectivo por 3.6.9 es plano. O

3.7 Modbdulos inyectivos. Criterio del ideal para médulos in-
yectivos

Definicién 3.7.1. Diremos que un A-médulo M es inyectivo si el functor contravariante Hom 4 (—, M)
es exacto en la categoria de A-mddulos; es decir, si transforma inyecciones en epiyecciones.

Se verifican trivialmente las siguientes propiedades:

a) El producto directo de médulos inyectivos es inyectivo.

b) Un sumando directo de un médulo inyectivo es también inyectivo.

Proposicién 3.7.2 (Criterio del ideal). Un A-mddulo M es inyectivo si y sélo si para todo ideal
I C A el morfismo Homy (A, M) — Homyu (I, M) es epiyectivo.

Demostracion. Basta ver el reciproco. Dada una inclusién N’ — N y un morfismo f': N' — M
tenemos que demostrar que f extiende a un morfismo f: N — M. Sea N’ un submodulo de N
que contiene a N’ y maximal con la condicién de que exista una extensiéon f”: N” — M de f’.
La existencia de N” se debe al lema de Zorn. Tenemos que probar que N” = N. Sean € N e
I={a€ A:a-ne N"}. Tenemos definido un morfismo g: I — M,a — f”(a-n), que por hipdtesis
extiende a un morfismo ¢': A — M. El morfismo (n) — M,a-n — ¢'(a) etd bien definido, coincide
con f” sobre (n)NN" = I-n, luego define un morfismo f"’: N”+(n) — M,n" +an — f"(n")+g4'(a).
Por maximalidad de N ha de verificarse que n € N”, luego N/ = N. O

Definicién 3.7.3. Sea A un dominio de integridad. Un A-médulo M se dice de divisién si para todo
a € A no nulo, el morfismo M —% M es epiyectivo.

Teorema 3.7.4. Sea A integro. Todo mddulo inyectivo es de division. Si A es un dominio de ideales
principales, entonces un mdodulo es inyectivo precisamente si es de division.

Demostracion. Toémese la sucesién exacta

0 aAC A AJaA——0

2

A AJaA——=0

y Homu( , M).

Asi, por ejemplo, Q y Q/Z son Z-médulos inyectivos, y por tanto R = Q @ Q/Z es inyectivo.
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3.7.1 Integrabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales lineales

El objetivo de esta secciéon es dar las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema de
ecuaciones diferenciales

0 0 .
Pi(a—h7...7a—%)v(x17...,xn) =ui(z1,...,Tn), 1=1,...,m (%)
con Pi(z1,...,2,) € Rlay,...,x0] y ui(x1,...,2n) € R[[21,...,2,]], sea integrable, es decir, exista
v(Z1,...,Tn) € R[[1,...,zy]] verificando el sistema anterior.

Si consideramos una sucesion exacta

a a
?Pi(aml [ARRE] dTn) m

R[[z1,...,24]] — ® R[[z1,...,x,]] = Coker
i=1
la existencia de v(zx1,...,x,) verificando el sistema anterior, equivale a decir que 7(ug, ..., Uy ) = 0.
Vamos a ver que se puede obtener esta sucesién exacta como dual de otra bien conocida.
Lema 3.7.5. Consideremos R[a%17 RN agn] como el anillo obvio, isomorfo a Rlzq,...,x,]. Consi-
deremos R[[x1,...,x,]] como R[%, e 32n}—mo/dul0 del modo obvio:
0 0 0 0
— e, —) (1, .., xn) = P(—\ ..., —v(21,...,2
(81‘1’ 7833”) ( 1) ) n) (8$1 aaxn) ( 1 n)
Con esta estructura de Rlzq,...,z,]-mddulo, se cumple que R[[x1,...,x,]] es el representante del
funtor Homg(—,R) en la categoria de R[zq,...,z,|-mddulos. En particular, R[[z1,...,z,]] es un
R[a%l, ce 8%]—mo’dulo inyectivo.

Demostracion. Sea A una k-élgebra. Empecemos probando que el A-médulo Homy (A, k) es inyectivo.
En la categoria de A-mddulos, se cumple el isomorfismo de funtores

%)

Homg(—, k) Hom 4 (—, Homy (A, k))

w (p(w)(m))(a) = w(am)

e~ Hw)(m) = (wim))(1) <—————w
Como el funtor Homy(—, k) es exacto, tenemos que Homy (A, k) es un A-médulo inyectivo.
Por otra parte, es una sencilla comprobacién, el ver que el morfismo

0 0

[
R[z1,...,zn]] > HomR(R[a—ﬁ, o g b R)

definido por

0 0 0 0
Plm—,....—)) = (P(z—,..., 57—
¢<S($1, 7xn))< (axla ’&’Cn)) ( (ax17 ’axn)s(xh ’xn))a)’ 70)
es un isomorfismo de R[%, e %ﬂ]—médulos. Con todo, R[[z1,...,zy]] esun R[%, cee %]—médulo

inyectivo. O
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Consideremos la sucesién exacta,

OR[z1, . 2] P Rz, wn] 2 Rz, 2] = Rl 2] /(P P) — 0
Aplicando el funtor Homg(—, R) = Homg(y, ... 5,)(—, R[[z1,...,2,]]) obtenemos la sucesién exacta
* ®Pi( g%y -r7em) ™ (pig)" m
(Rlx1, ...y 2n]/(P1y ..., Pn))" <= R[z1,...,2,]] — DR[[21,. .., zn]] == BR[[21,...,zy]]
Asi pues, el sistema diferencial (x) es integrable siy s6lo si (p;;)!(u1, ..., u,) = 0. Ademds, observe-
mos que si hay soluciones, la dimensién del espacio de soluciones es dimg (R[x1, ..., 2,]/(P1, ..., Pn)).

Dejamos como ejercicio que el lector pruebe las siguientes afirmaciones. Consideremos la sucesién
exacta de R[zq, ..., z,]-mdbdulos

0—>R[x1,...,xn]-xl/\---/\xni@R[xl,...,mn]-xl/\~--/\i‘i/\~-~/\aﬁnH-~-
(3
i@R[xl,...,xn}-xiiR[ml,...,xn]—>R—>0
1

donde §(xi, A Az ) =S (=1)*x;, -2, Ao~ AZ;, A+ Az, Aplicando el funtor Homg(—,R) =
k
Homgy, ... 2,(— R[[z1,...,2,]]) obtenemos la sucesién exacta de De Rham

R — Rl[1,. .., 2] % @R[[z1, ..., 2] - dw; S - S @R[[wr, ..., - day Av-- Aday A Aday,
7 7
iR[[:rl,...,a:n]]~dw1/\~~/\d:cnﬂ0

3.8 Problemas

1. Probar que si E es un k-espacio vectorial de dimensién n y E’ es un k-espacio vectorial de
dimensién m, entonces F ®; E’ es un k-espacio vectorial de dimensién n - m.

2. Probar que M ® 4 Alx] = M|x].
3. Probar que R[z]/(p(z)) ®r C = C[z]/(p(z)).
4. Probar que (A[zy,...,2,]/I) ®4 B = Blxy,...,2,]/1 - Blz1,..., 2]

5. (a) Sea N/ € N un A-submédulo y M = N/N’. Probar que si N ®4 N = 0 entonces
M®qa M =0.

(b) Sea I un ideal de A, calcular A/T ®4 A/I.

(¢) Probar que si M es un A-mdédulo finito distinto de cero entonces M ® 4 M es distinto de
cero.

6. Probar que (Q/Z) ®z (Q/Z) = 0.

7. Sea A — B un morfismo de anillos, M un A-médulo y N, P B-médulos. Probar que

(M®@aN)@pP=M®4(N®gpP)
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8. Definir un morfismo natural M* ® 4 N — Hom 4 (M, N). Demostrar que si N es un médulo de
tipo finito y libre entonces M* ® 4 N* = Bily(M, N; A).
9. Si My, ..., M, son A-médulos libres finito generados probar que M{® 4+ - - @AM = Multil 4 (M, . ..

10. Probar que si Spec A =U; [[Us, y M es un A-médulo, entonces M = My, x My,.

11. Sea A — B un morfismo de anillos. Sean M y M’ dos B-mddulos, en particular son A-mdédulos.
Sea el A-submédulo de M @4 M/, N = (bm@m/ —m®bm' |m € M,m’ € M’',b € B). Probar
que existe un isomorfismo de B-mdédulos

(M ®a M')/N ~M e M’

12. Probar que C ®@g C = C x C como C-algebra.

13. Calcular Homg_4, (C, C).

14. Probar que Homy_41, (A, k) es igual al conjunto de ideales primos maximales de A, de contcleo
k.

15. Sea A integro y M un A-mdédulo de presentacién finita. Probar que existe un abierto U C Spec A
no vacio tal que My es un Ay-médulo libre.

16. Sea A un anillo integro y M un A-mdédulo plano. Probar que T'(M) = 0.

17. Probar que si M y N son A-médulos planos, también lo es M ® 4 N. Probar que si B es una
A-algebra plana y M es un B-mdédulo plano, entonces M es un A-médulo plano.

18. Probar que k[z,y]/(x) no es un k[x,y]-médulo plano. Sea k[z] — k[x,y]/(y?> — ) el morfismo
natural, probar que k[x,y]/(y*> — x) es una k[z]-dlgebra plana.

19. Sea A un dominio de ideales principales y M un A-moddulo libre de torsiéon. Probar que M es
uniéon de médulos libres finito generados.

20. Sea A un anillo local y M un A-médulo proyectivo. Probar que M es un A-mdédulo libre.

21. Probar que existe un isomorfismo Homy, (k[z]/(p(x)), k) ~ k[z]/(p(z)), de k[z]/(p(z))-mbdulos.

Probar que k[z]/(p(x)) es un k[z]/(p(z))-mdédulo inyectivo. Dar una nueva demostracién del
tercer teorema de descomposicién de los k[z]-mdédulos finitos.

7Mn§A)~
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