Capitulo 1

Modulos

1.1. Mobdulos

Axiomas de mdédulo: Sea A un anillo (conmutativo y con unidad) y sea M un conjunto.

Diremos que una operacién M x M t M y una aplicacion A x M —— M definen en M
una estructura de A-médulo cuando

Axioma 1: (M,+) es un grupo conmutativo.
Azioma 2: a-(m+n)=a-m+a-n
Azioma 3: (a+b)-m=a-m+b-m
Azioma 4: (ab) -m=a-(b-m)

Azioma 5: 1-m=m

Es decir, dada una aplicacién A x M — M, cada elemento a € A define una aplicacién
a: M — M y el segundo axioma expresa que a- es morfismo de grupos. Los tres tltimos
axiomas expresan que la aplicacién ¢: A — End(M), ¢(a) = a-, es morfismo de anillos.
Reciprocamente, si M es un grupo abeliano, cada morfismo de anillos ¢: A — End(M)
define una estructura de A-mdédulo en M tal que a-m = ¢(a)(m). Resumiendo, dar una
estructura de A-mddulo en un grupo abeliano M es dar un morfismo de anillos de A en el
anillo (no conmutativo en general) de los endomorfismos del grupo M. Los A-mddulos son
las representaciones de A como anillo de endomorfismos de un grupo abeliano.

Definicién: Una aplicacién f: M — N entre dos A-mdédulos es un morfismo de A-médulos
cuando es un morfismo de grupos y conserva el producto por elementos de A:

fm+m') = f(m)+ f(m)
fla-m)=a-f(m)

Diremos que un morfismo de A-médulos f: M — N es un isomorfismo de A-médulos
si existe algin morfismo de A-mdédulos h: N — M tal que foh=1Idy y ho f=1dy.

La composicién de morfismos de A-mdédulos también es morfismo de A-médulos, la iden-
tidad siempre es morfismo de A-moédulos, y los isomorfismos de A-mdédulos son los morfismos
biyectivos.

Definicién: Sea M un A-mddulo. Diremos que un subgrupo N de M es un submddulo si
es estable por el producto por elementos de A;ie.,a € A, me N = am € N.
En tal caso N hereda una estructura de A-médulo.
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Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos, su nicleo Ker f es un submédulo de M y
su imagen Im f es un submédulo de N.

M y 0 son submdédulos de M. Ademsds, la interseccién de cualquier familia de submédulos
de M también es un submdédulo de M. Por tanto, dada una familia {m; };c; de elementos de
M, la interseccién de todos los submoédulos de M que la contengan es el menor submédulo de
M que la contiene y recibe el nombre de submédulo generado por tal familia. Claramente
es el submédulo de M formado por las combinaciones lineales finitas con coeficientes en A
de elementos de la familia {m; };c; dada, y se denotard

i€l

Ejemplos:

1.

Si k es un cuerpo, los k-médulos son los k-espacios vectoriales, y los morfismos de
k-moédulos son las aplicaciones k-lineales.

Cada grupo abeliano (M, +) admite una tnica estructura de Z-médulo. En efecto, si
n € N, basta poner

nm :=m+ .". +m
(—=n)m = (—m)+ .7 +(—m)

de modo que los submoédulos de M son precisamente los subgrupos de M, y los mor-
fismos de Z-mddulos son los morfismos de grupos.

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Cada endomorfismo k-lineal T: F — E
define una estructura de k[z]-médulo en E:

(anz™ + ...+ a1z +ag)e = a,T"(e) + ... + a1T(e) + ape
y los submédulos de E son los subespacios vectoriales V' C E invariantes: T(V) C V.

Cada anillo A es claramente un A-mdédulo, y sus submédulos son precisamente los
ideales de A.

Sea M un A-médulo. Cada a € A induce un morfismo de A-médulos M —~— M,
m — am; y cada m € M induce un morfismo de A-médulos A ——— M, a — am.

Sea M un A-médulo y a un ideal de A. El submédulo de M generado por los productos
am, donde a € a y m € M, se denota aM . Los elementos de aM son las combinaciones
lineales finitas aymq + ...+ a,m,, de elementos de M con coeficientes en a.

Sea {M;};c; una familia de A-médulos con indices en un conjunto I. Su producto
directo se denotara [ ], ; M;, mientras que @, ; M; denotara el subgrupo de [, ; M;
formado por los elementos (m;) que tienen todas sus componentes m; nulas salvo un
nimero finito y se llamara suma directa de tal familia (nétese que @, M; =[], M;
cuando el conjunto de indices es finito). Tanto la suma directa @, M; como el producto
directo [ [, M; son A-médulos con el siguiente producto por elementos de A:

a-(m)icr = (amy)ier

Si todos los médulos M; son iguales a cierto médulo M, el producto directo [], M; se
denota M = [[; M y la suma directa @, M; se denota M) = @, M. Cuando el
conjunto I es finito y de cardinal n, ambos moédulos coinciden y se denotan M™.

Fijado un conjunto {z;};cs, cada elemento z; define candénicamente un elemento de
AU): aquél cuyas componentes son todas nulas, excepto la i-ésima que es la unidad.
Ahora todo elemento de AU) = D, A descompone, y de modo tinico, como una suma
finita 121 + ... + anzy, donde a; € A. Es decir, AU) = @D, A es el médulo de las
combinaciones lineales finitas de elementos de I con coeficientes en el anillo A.
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Moédulo Cociente

Si N es un submédulo de un A-médulo M, es un subgrupo normal de M. Es sencillo
comprobar que en el grupo cociente M /N existe una dnica estructura de A-médulo tal que la
proyeccién canénica w: M — M/N, w(m) = [m], sea morfismo de A-médulos. Tal estructura
viene definida por el producto

a-[m] = [am]

La demostracién de la propiedad universal del A-médulo cociente M /N, y la del corre-
spondiente teorema de isomorfia, es similar a la dada para morfismos de grupos y anillos:

Propiedad universal del médulo cociente: Sea N un submddulo de un A-mddulo M
y sea m: M — M/N la proyeccion candnica. Si un morfismo de A-mddulos f: M — M’
se anula en N, entonces existe un tunico morfismo de A-mddulos p: M/N — M’ tal que
f=pom; es decir, o([m]) = f(m).

Teorema de Isomorfia: Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos. Tenemos un isomor-
fismo de A-mddulos:

¢: M/Ker f — Imf , ¢(m]) = f(m)

Teorema 1.1.1 Sea M un A-mddulo y sea m: M — M/N la proyeccion candnica en el
cociente por un submddulo N. Si P es un submddulo de M/N, entonces 7~ 1(P) es un
submddulo de M que contiene a N. Tenemos asi una biyeccion que conserva inclusiones

Submédulos|  |Submédulos de M
de M/N | — |que contienen a N

Demostracion: Es claro que 7~ 1(P) es un submédulo de M que contiene a Kerm = N y que
77 Y(Py) C 77Y(P,) cuando P; C P,. Por tanto, basta probar que la aplicacién asi obtenida
del conjunto de los submédulos de M/N en el de los submdédulos de M que contienen a N
es biyectiva. La aplicacién inversa asigna a cada submédulo P de M que contenga a N el
submédulo 7(P) de M/N . En efecto:

Si un submédulo P de M contiene a IV, entonces

PCa'(n(P) SP+NCP

yP=n"1 (7T(P)) Reciprocamente, si P es un submédulo de M /N, entonces 7T(7T_1(p)) cP
y se da la igualdad porque 7 es epiyectivo.

Corolario 1.1.2 Sea a un ideal de un anillo A y sea A = A/a. La proyeccion candnica
m: A — A establece una correspondencia biyectiva, que conserva inclusiones, entre los ideales
de A y los ideales de A que contienen a a. Ademds, si b es el ideal de A correspondiente a

un tdeal b D a, entonces o
A/b ~ A/b

En particular, ideales primos se corresponden con ideales primos e ideales mazximales con
ideales mazimales.

Demostracion: La primera parte es consecuencia del teorema anterior, pues los submdédulos
del A-médulo A/a son sus ideales.

En cuanto al isomorfismo A/b ~ A/b, el morfismo de anillos natural A — A/b es
epiyectivo y su niicleo es precisamente el ideal b = 7=1(b). Concluimos al aplicar el teorema
de isomorfia para morfismos de anillos.

Teorema 1.1.3 Todo anillo no nulo tiene algiun ideal maximal.
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Demostracion: Sea A un anillo y sea X el conjunto de sus ideales distintos de A, ordenado
por inclusién. Si {a;}icr es una cadena de elementos de X, entonces a = | J, a; es claramente
un ideal # A que contiene a todos los ideales a;. Es decir, toda cadena de X admite una
cota superior. Si A # 0, entonces X no es vacio y el lema de Zorn afirma que X tiene algtin
elemento maximal, que es un ideal maximal de A.

Teorema 1.1.4 Sea a un ideal de un anillo A. Sia # A, entonces a estd contenido en algin
ideal mazximal de A.

Demostracion: Si a # A, entonces A/a # 0y, por 1.1.3, el anillo A/a tiene algiin ideal
maximal que, segtin 1.1.2, se corresponde con un ideal maximal de A que contiene a a.

Corolario 1.1.5 La condicion necesaria y suficiente para que un elemento de un anillo A
sea invertible es que no pertenezca a ningun ideal mazimal de A.

Demostracion: Sea f un elemento de un anillo A. Si f pertenece a un ideal maximal, clara-
mente no puede ser invertible en A. Reciprocamente, si f no es invertible en A, entonces
fA# Ay, segun 1.1.4, el ideal fA esta contenido en algin ideal maximal de A.

Moédulos Libres

Cada familia {m; };cs de elementos de un A-médulo M define un morfismo de A-médulos

f: @, A—-M
o ((ai)ier) = aym;
iel

y diremos que forman un sistema de generadores de M cuando M = ) . Am,; es decir,
cuando el correspondiente morfismo ¢: AY) — M sea epiyectivo. Diremos que forman una
base de M cuando ¢ sea un isomorfismo; es decir, cuando cada elemento de M descomponga,
y de modo tnico, como combinacién lineal con coeficientes en A de los elementos {m; };cr.

Todo médulo admite sistemas de generadores (la familia formada por todos sus elementos,
etc.); pero existen médulos que no tienen ninguna base. Por ejemplo, ningin grupo abeliano
finito no nulo tiene bases.

Definicién: Diremos que un A-médulo es de tipo finito si admite algin sistema finito de
generadores; es decir, si es isomorfo a un cociente de alguna suma directa finita A™.

Diremos que un A-médulo es libre si admite alguna base; es decir, si es isomorfo a
alguna suma directa AU). Cuando A # 0, veremos a continuacién que todas las bases de un
A-médulo libre L tienen el mismo cardinal, que se llamara rango de L.

Lema 1.1.6 Sea A un anillo no nulo. Si existe algin morfismo epiyectivo de A-mddulos
AT — AU entonces el cardinal de I es mayor o igual que el cardinal de J. En particular
todas las bases de un A-mddulo libre tienen igual cardinal.

Demostracion: Sea m un ideal maximal de A y k = A/m su cuerpo residual. Nétese que
m-AD) = m) y que AV /mAT) ~ (A/m)I) = k). Si algtin morfismo de A-médulos
0: AT) — AW) es epiyectivo, también lo serd el morfismo @: AY) /mAT) — AV) /mA),
@([m]) = [p(m)]. Como @ es k-lineal, el cardinal de J no puede superar al cardinal de I.

1.2. Sucesiones Exactas

Sean M y N dos A-médulos. El conjunto de los morfismos de A-médulos de M en N se
denota Hom 4 (M, N). Si f,h: M — N son dos morfismos de A-médulos, su suma f + h, que
es la aplicacién

(f +h)(m) := f(m) + h(m)
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también es morfismo de A-mddulos, y el producto af por cualquier elemento a € A, que es
la aplicacién

(af)(m) = a(f(m))

también es morfismo de A-mddulos.
Con estas operaciones, Hom 4 (M, N) tiene estructura de A-mdédulo.

Sea f: M’ — M un morfismo de A-médulos y N un A-médulo. La composicién con f
induce aplicaciones

fe: Homa (N, M') — Homa (N, M), fu(h):=f
f*:Homa(M,N) — Homu(M',N), f*(h):=h

que son morfismos de A-mdédulos. Es claro que f* y f, son la identidad cuando f lo es y
que se verifica:

(foh)s=(fo(hg ,  (af +bh). =a(fs)+b(hs)
(foh) = ("o (f) (af +0h)" =a(f") +b(h")

Ejemplo: Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Su espacio dual, por definicién,
es B* = Homy(E, k). Ahora, si T: E — F es una aplicacién k-lineal entre dos k-espacios
vectoriales, la aplicacién k-lineal T*: F* — E* T*(w) = w o T, que acabamos de definir es
precisamente la aplicacién traspuesta; i.e, (T*w)(e) = w(Te) para todo e € E, w € F*.

A . ., f frt+1
Definicién: Diremos que una sucesiéon ... — M, 1 ~— M, —~— M, 1 — ... de
morfismos de A-mddulos es exacta cuando Im f,, = Ker f,,41 para todo indice n.

Teorema 1.2.1 La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de

. i p .
A-mddulos M' — M — M" — 0 sea exacta es que para todo A-mdédulo N sea exracta la
sucesion

0 — Homu(M",N) —2— Homu(M,N) —— Hom(M', N)

Demostracion: Supongamos que Imi = Kerp y que p es epiyectivo. Si f € Homa(M",N) y
fp =0, entonces f se anula en Imp = M”; luego f = 0, lo que muestra que p* es inyectivo.
Como pi = 0, se sigue que 0 = (pi)* = i*p*; luego Im p* C Keri*. Por dltimo, si h € Keri*,
entonces el morfismo h: M — N se anula en Imi = Kerp, asi que h factoriza a través de
la proyeccién canénica m: M — M /Kerp ~ M" de acuerdo con la propiedad universal del
cociente. Es decir, h € Im7* = Im p*.

Veamos ahora que la condicién es suficiente. Como p* es inyectivo cuando N = M" /Tm p,
se sigue que la proyeccién canénica w: M” — N es nula; es decir, Imp = M" y p es
epiyectivo. Ademds, la condicién i*p* = (pi)* = 0 implica que pi = (pi)*(Id) = 0; luego
Imi C Kerp. Por tltimo, si N = M/Imiy 7: M — N es la proyeccién canénica, tenemos
que i*(m) = 0. Luego existe algiin morfismo f: M” — N tal que 7 = p*(f) = fopy
concluimos que Kerp C Kerm =Im<+.

Corolario 1.2.2 La condicién necesaria y suficiente para que un morfismo de A-mddulos
f: M — M" sea un isomorfismo es que para todo A-mddulo N lo sea el morfismo

f*: Homa(M"”,N) — Homa (M, N)

Demostracion: Un morfismo de A-médulos g: My — My es isomorfismo precisamente cuando
., g
es exacta la sucesion 0 — My, = My — 0.
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Teorema 1.2.3 La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de
. % 14 .

A-mddulos 0 — M' — M = M" sea exacta es que para todo A-mddulo N sea eracta la

sucesion

0 — Homyu (N, M’) —“— Homu (N, M) -2 Hom (N, M)

Demostracion: La necesidad de la condicidn es inmediata. Para ver que es suficiente bas-
ta tomar N = A, pues para todo A-médulo M tenemos un isomorfismo natural M =
Homy (A, M) y, mediante estos isomorfismos, cada morfismo f se corresponde con f,.

Corolario 1.2.4 La condicion necesaria y suficiente para que un morfismo de A-mddulos
f: M' — M sea un isomorfismo es que para todo A-mddulo N lo sea el morfismo

f«: Homu (N, M') — Hom4 (N, M)
Teorema 1.2.5 Sea 0 — M’ 5 M 2 M” — 0 una sucesion evacta de morfismos de
A-mddulos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Eziste un morfismo de A-mddulos s: M — M tal que po s =1Idy.

2. Emiste un morfismo de A-mddulos r: M — M’ tal que r oi = Id .

3. px: Hom g (N, M) — Hom 4 (N, M") es epiyectivo para todo A-mddulo N.

4. 1*: Hom (M, N) — Homu (M’, N) es epiyectivo para todo A-mddulo N.
Ademds, si se verifican estas condiciones, M es isomorfo a M' & M".

Demostracion: (1 = 3) Porque p.s. = (ps). = Id.
(3 = 1) Basta tomar N = M" y considerar la identidad de M".
(2 = 4) Porque i*r* = (ri)* = Id.
(4 = 2) Basta tomar N = M’ y considerar la identidad de M’.

Por ultimo, veamos que las dos primeras condiciones son equivalentes. Si se verifica la
primera condicién, entonces wi: M’ — M/Im s es un isomorfismo y su inverso, compuesto
con la proyeccién canénica M — M /Im s, define un morfismo r: M — M’ tal que ri = Id .
En efecto, si wi(m’) = 0, entonces i(m’) = s(m”) para algin m” € M". Luego 0 = pi(m') =
ps(m”) =m" y 0= s(m') =i(m’), de modo que m’ = 0. Ademds, si m € M, tenemos que
w(m) = w(m — sp(m)) = wi(m') para algin m’ € M’, porque m — sp(m) € Kerp = Im .

Reciprocamente, si se verifica la condicién 2, entonces p: Kerr — M’ es un isomorfismo
y su inverso define un morfismo s: M"” — M tal que ps = Idp. En efecto, si r(m) = 0
y p(m) = 0, entonces m = i(m’) para algin m’ € M’. Luego 0 = r(i(m/)) = m' y m =
i(m’) = 0. Por otra parte, si m"” € M", tenemos que m” = p(m) = p(m —ir(m)) para algin
m € M,y m—ir(m) € Kerr.

Ademds, esta tultima igualdad muestra que M = Im¢ + Kerr. Como es claro que 0 =
Im ¢ N Kerr, concluimos que

M = Imi & Kerr ~ M M" .

Definicién: Las sucesiones exactas 0 — M’ — M — M" — 0 se llaman sucesiones exactas
cortas. Diremos que una sucesion sucesién exacta corta escinde o rompe si verifica las
condiciones equivalentes del teorema anterior. En tal caso M ~ M’ & M" .

Corolario 1.2.6 Toda sucesion ezacta 0 — M' — M 2~ L — 0 de morfismos de A-
mddulos, donde L es A-mddulo libre, escinde. En particular, si k es un cuerpo, toda sucesion
exacta corta de aplicaciones k-lineales escinde.

Demostracion: Sea {e;}icr una base de L. Como p es epiyectivo, existen elementos m; € M
tales que p(m;) = e;. Ahora la aplicacién s: L — M, S(Zz aiei) = ZZ a;m;, es A-lineal y
claramente ps = Idz,, de modo que la sucesién escinde.



Capitulo 2

Localizacion

2.1. Anillos de Fracciones

Definicién: Diremos que un subconjunto S de un anillo A es un sistema multiplicativo
cuando1 € Sy a,be S=abe §.

Si S es un sistema multiplicativo de un anillo A, vamos a construir el anillo de fracciones
con numerador en A y denominador en S. Consideramos en A x S la relacién:

(a,s) = (b,t) & existen u,v € S tales que au="bvy su=tv

que es una relacion de equivalencia en A x S. Claramente tiene las propiedades simétrica y
reflexiva. En cuanto a la transitiva, si (a,s) = (b,t) y (b,t) = (¢, 1), existen u,v,u’,v" € §
tales que au = bv, su=tv y bu’ = cv’, tu’ = rv’. Luego

/ !/ !/ !/ / /
auu’ =bvu =cov’ |, suu =tvuw =rov.

Como uu',vv’ € S, concluimos que (a, s) = (¢, 1)
El conjunto cociente (A x S)/= se denota S~'A4 6 Ag, y la imagen de cada pareja (a, s)
en Ag se denota a/s.

Definicion: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A. Llamaremos anillo de frac-
ciones o localizacién de A por S al conjunto Ag con la estructura de anillo que definen
las siguientes operaciones:

a b at+bs
st T Ta
a b_ab

s t st

Para ver que estas operaciones no dependen de los representantes elegidos, basta com-
probarlo cuando la fraccién a/s se sustituye por au/su:

au b (at+bs)u at+bs
_ + - = e
Su t stu st
au b _abu _ab
su t stu st

Es sencillo comprobar que estas operaciones definen en Ag una estructura de anillo. El
cero es 0/1, la unidad es 1/1 y el opuesto de a/s es (—a)/s. Ademds, una fraccién a/s es
nula precisamente cuando ta = 0 para algun t € S.

7
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La aplicacién v: A — S™YA, y(a) = a/1, es morfismo de anillos

Ya+b) = (a+b)/1=a/1 +b/1=7(a) +7(b)
7(ab) = ab/1 = (a/1)(b/1) = ¥(a)1(D)
A1) = 1/1

Nétese que y(s) = s es invertible en S™1 A para todo s € S, pues su inverso es 1/s. Este
morfismo de anillos canénico v: A — S™!A se llamard morfismo de localizacién.

Propiedad Universal de la Localizacién: Sea v: A — S~ A el morfismo de localizacion
de un anillo A por un sistema multiplicativo S. Si f: A — B es un morfismo de anillos tal

que f(s) es invertible en B para todo s € S, entonces existe un tnico morfismo de anillos
: S™'A — B tal que f =1 ory:

A L B
YN Y
S—1A

Demostracion: Si f(s) es invertible en B para todo s € S, entonces la aplicacién

¢: ST'A = B, a(a/s) = fla)f(s)

no depende del representante a/s elegido, porque

Y(au/su) = flau)f(su)~" = fa)f(u)f(s)7 f(w) ™" = fla)f(s)™"

Se comprueba ficilmente que esta aplicacién ¥ es un morfismo de anillos. Ademds, si

a € A, entonces (10 7)(a) = ¥(a/1) = F(a)f(1) " = f(a).

Teorema 2.1.1 Sea A un anillo integro. S = A—{0} es un sistema multiplicativo, el anillo
de fracciones ST A es un cuerpo (llamado cuerpo de fracciones de A) y el morfismo de
localizacién y: A — S™1A es inyectivo.

Demostracion: Si A es integro, S = A — {0} es un sistema multiplicativo porque en A el
producto de elementos no nulos nunca es nulo y 1 # 0.

Por otra parte, si a/1 = 0, existe s # 0 tal que sa = 0; luego a = 0 y se sigue que
v: A — S71A es inyectivo. En particular S71A # 0. Ademds, si a/s no es nulo, entonces
a # 0; luego a € Sy s/a € S~LA verifica que (a/s)(s/a) = 1, de modo que a/s es invertible
en S™'A y concluimos que S™'A es un cuerpo.

2.2. Localizacion de Modulos

Definicién: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A. Si M es un A-mdédulo, deno-
taremos ST'M 6 Mg el cociente de M x S respecto de la relacién de equivalencia

(m,s) = (n,t) & existen u,v € S tales que mu=nvy su="tv

y la imagen de cada pareja (m,s) en el cociente S~'M se denotard m/s.
Las operaciones

m+n7tm+sn
S t st
a m _ am
s t st
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definen en S~'M una estructura de S~'A-médulo y diremos que es la localizacién de M
por S. La aplicacién canoénica

i M — ST'M, ~(m)=m/1

es morfismo de A-mddulos y diremos que es el morfismo de localizacién. También diremos
que y(m) = m/1 es la localizacién de m por S. Por definicién, la condicién necesaria y
suficiente para que la localizacion de un elemento m € M por S sea nula es que sm = 0
para algin s € S.

Cada morfismo de A-médulos f: M — N induce de modo natural una aplicacién, lla-
mada localizacion de f por S:

ST STIM — STIN . (STUf)(m/s) = f(m)/s

que es morfismo de S~ A-médulos.
Es inmediato comprobar que la localizacion de morfismos conserva composiciones y com-
binaciones A-lineales:

S™Hfog)=(S7'f)o (S 1g)
S~ af +bg) = a(S7f) +b(S71g)

Propiedad universal de la localizacién de médulos: Sea M un A-mdédulo y sea S un
sistema multiplicativo de A. Si N es un S™'A-médulo y f: M — N es un morfismo de
A-médulos, existe un tinico morfismo de S~'A-mddulos ¢: ST'M — N tal que f = ¢ oy;
es decir, ¢(m/1) = f(m) para todo m € M :

Homu(M,N) = HomsflA(SflM, N)

Demostracion: La unicidad es evidente, pues tal morfismo ¢ ha de ser ¢(m/s) = s~1f(m).
En cuanto a la existencia, veamos que tal igualdad define una aplicacién de S~'M en N:

¢(um/us) = (su) " f(um) = s" u" uf(m) = s~ f(m)

Ahora es inmediato comprobar que esta aplicacién ¢ es morfismo de S~ A-mdédulos.
Teorema 2.2.1 Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y sea
M Lo L m
una sucesion exacta de A-mddulos. También es exacta la sucesion
My S s 2 g
Demostracion: Im(S~1f) C Ker(S~1g) porque
(S7'g)o(S7Hf) =87 go f) =0

Reciprocamente, si m/s € Ker(S~1g), entonces g(m)/s = 0. Luego 0 = tg(m) = g(tm)
para algtin t € Sy, por hipétesis, existe m’ € M’ tal que tm = f(m'). Por tanto

m/s =tm/ts = f(m')/ts = (S™Lf)(m'/ts)
y Ker(S71g) C Im(S~1f). Concluimos que Im(S~1f) = Ker(S~1g).
Una consecuencia de este teorema es que la localizacién transforma submédulos en
submédulos. Con precisién, si N es un submédulo de un moédulo M y consideramos la
inclusién natural N — M, su localizacién S™'N — S~'M es inyectiva, asi que induce un

isomorfismo de S™!NN con su imagen, que es un submédulo de S~'M que también deno-
taremos STIN:

STIN = {me S M : m=n/s para algin n € N}
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Corolario 2.2.2 S~ 1(M/ = (S_lM)/(S_lN)

S 1(NmN’) = (STIN)N(S7IN)
STHMa M) = (S"'M)a (S~ M)
S~ (Ker f) = Ker (S™1f)

S~ (Imf) = Tm(S'f)

S™YN 4+ N') = (S7IN)+ (S~IN")
S™HaM) = (S~'a)(S™'M)

a

Demostracion: La primera afirmacion se obtiene localizando la sucesién exacta
0—N-—M-—M/N—0

En cuanto a la segunda, si n/s = n’/s’, donde n € N, n’ € N’, entonces un = u'n’ para
ciertos v/, u € S; luego un estd en NN N’y n/s = (un)/(us) € STH(N NN’).

Localizando la sucesién exacta escindida 0 — M’ — M’ & M — M — 0, obtenemos una
sucesion exacta

0— M{— (M'®&M)s — Mg —0

que escinde; luego (M’ & M)s = M & Ms.
Si f: M — N es un morfismo de A-médulos, localizando la sucesién exacta

0—Kerf —M-IN

obtenemos que S~ (Ker f) = Ker (S~ f).

Las restantes igualdades se siguen directamente de las definiciones.

2.3. Espectro de un Anillo

Definicion : Llamaremos espectro primo de un anillo A al conjunto de sus ideales primos
y lo denotaremos Spec A. Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a
los elementos de su espectro Spec A, de modo que cada punto x € Spec A se corresponde con
un ideal primo de A que denotaremos p,. Diremos que una funcién f € A se anula en un
punto x € Spec A cuando f € p,, de modo que el ideal primo p, de un punto x estd formado
por todas las funciones que se anulan en x

= {feA: fseanulaenz}.

El hecho de que el ideal de un punto x sea un ideal primo significa que:

La funcion 0 se anula en todos los puntos.

Si dos funciones se anulan en un punto, su suma también.

Si una funcion se anula en un punto, sus multiplos también.

Si un producto de funciones se anula en x, algin factor se anula en x.

El teorema 1.1.3 muestra que todo anillo no nulo tiene espectro no vacio y 1.1.5 nos dice
que las funciones invertibles son las que no se anulan en ningun punto del espectro.

Definicién: Sea A un anillo. Si f € A, llamaremos ceros de la funcién f al subconjunto
(f)o del espectro de A formado por todos los puntos donde se anule f. Llamaremos ceros
de un ideal a de A al subconjunto de Spec A formado por los puntos donde se anulen todas
las funciones de a y lo denotaremos (a), :

Ideales primos de A

(@)oo= (flo={z €SpecA:aCp,} = que contienen a a

f€a
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Las siguientes igualdades son de comprobacién directa:
(0)o = SpecA ;3 (A)o=10
(Ta) = N
o

i€l i€l

n n
( N ai) = Ulai)o
i=1 /o i=1
excepto la tultima, que basta probar cuando i = 2, y se debe a que si en un punto = € Spec A
no se anula una funcién f; € a; y no se anula una funcién fo € as, entonces fifo € a; Nas
vy no se anula en x.

Estas igualdades muestran que los ceros de los ideales de A son los cerrados de una
topologia sobre Spec A, llamada topologia de Zariski. De ahora en adelante consider-
aremos siempre el espectro de un anillo como un espacio topolégico. Por definicién, si un
punto & € Spec A no estd en un cerrado C' = (a),, alguna funcién f € a no se anula en z (y
se anula obviamente en C): Las funciones de A separan puntos de cerrados en Spec A.

Ahora 1.1.4 afirma que (a), = 0 si y sélo si a = A, y 1.1.2 afirma que

Spec (A/a) = (a)o

Proposicién 2.3.1 FEl cierre de cada punto x del espectro de un anillo A estd formado por
los ceros de su ideal primo:

{z} = (Pa)o -

Luego Spec A es un espacio topoldgico Ty (puntos distintos tienen cierres distintos) y los
puntos cerrados de Spec A se corresponden con los ideales mazrimales de A.

Demostracion: La condicién de que un cerrado (a), de Spec A pase por z significa que a C p,,,
en cuyo caso (pz)o C (a),. Luego (pz)o es el menor cerrado de Spec A que contiene a z; es
decir, (py)o es el cierre de x en Spec A.

Ejemplos: El espectro de un cuerpo tiene un tnico punto.

De acuerdo con el Lema de Euclides, el espectro de Z tiene un punto cerrado por cada
nimero primo p (su ideal primo es pZ), y un punto denso (llamado punto genérico de Spec Z)
que se corresponde con el ideal primo 0.

Los cerrados no triviales de SpecZ son las familias finitas de nimeros primos.

Ademas, si n > 2, entonces SpecZ/nZ = (nZ), es el espacio formado por los divisores
primos de n, con la topologia discreta.

El espectro de C[z] tiene un punto cerrado por cada ntimero complejo « (su ideal primo
(z — a) estd formado por todos los polinomios que admiten la raiz z = &), y un punto denso
(lamado punto genérico de Spec C[z]) que se corresponde con el ideal primo 0.

Los cerrados no triviales de Spec C[z] son las familias finitas de niimeros complejos.

Ademads, SpecClz]/(p(z)) = (p(x)), es el espacio formado por las raices complejas de
p(z), con la topologia discreta.

Si k es un cuerpo, el espectro de k[z] tiene un punto cerrado por cada polinomio unitario
irreducible ¢(z) con coeficientes en k, cuyo ideal primo es (q(x)), y un punto denso (llamado
punto genérico de Spec k[x]) que se corresponde con el ideal primo 0.

Los cerrados no triviales de Spec k[z] son las familias finitas de puntos cerrados.

Ademés, Speck[z]/(p(z)) = (p(;v))o es el espacio formado por los factores irreducibles
de p(x), con la topologia discreta.
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Teorema 2.3.2 Si S es un sistema multiplicativo de un anillo A, entonces el espectro de
Ag estd formado por los puntos de Spec A donde no se anula ninguna funcion f € S:

Ideales primos de A

Spec As = que no cortan a S

donde cada ideal primo q de Ag se corresponde con ANq:={a € A: a/1 € q}, y cada ideal
primo p de A se corresponde con pAs = {a/s € Ag: a € p}.
Demostracion: Es facil comprobar que p = AN q es un ideal primo de A y que

q = {a/s € As: a€p} = pAg

asi que la aplicaciéon considerada es inyectiva. Ademas p no corta a S porque, en caso
contrario, q = pAg tendria elementos invertibles y g = Ag, contra la hipétesis de que el ideal
q es primo. Ademds, si p es un ideal primo de A que no corta a S, entonces AN (pAg) = p:

b
%:;,bep = au=bvEp,uesS = acyp

Se sigue también que pAg es un ideal primo de Ag,
(al/Sl)(ag/Sg) EpAs = ajaa € ANpAs=p = a; €p = ai/si € pAg

lo que permite concluir que el morfismo de localizacién v: A — Ag establece una biyeccién
entre los ideales primos de Ag y los ideales primos de A que no cortan a S.

Notacién: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos Ay la localizacién de A por el sistema
multiplicativo {1, f, f2, ..., f", ...}.

Corolario 2.3.3 Los ideales primos de Ay se corresponden con los ideales primos de A que
no contienen a f:

Spec Ay = (SpecA) — (f)o
Definicion: Llamaremos radical de un anillo A al conjunto de sus elementos nilpotentes:
r(A) = {a€ A: a" € a para algin n € N}

y diremos que un anillo es reducido si su radical es nulo; es decir, si carece de elementos
nilpotentes no nulos.

Teorema 2.3.4 El radical de un anillo A es la interseccion de todos sus ideales primos, y
por tanto es un ideal de A. Es decir, las funciones nilpotentes son las que se anulan en todos
los puntos del espectro.

Demostracion: Es claro que los elementos nilpotentes de un anillo A pertenecen a todos sus
ideales primos.

Reciprocamente, si un elemento f € A pertenece a todos los ideales primos, entonces
Ay carece de ideales primos segin 2.3.3. De acuerdo con 1.1.3 tenemos que Ay = 0; luego
1/1 =0/1, de modo que existe una potencia f™ tal que 0 = f"(1 —0) = f™.

2.4. Propiedades Locales

Notacién: Sea x € Spec A y sea p el correspondiente ideal primo de A. La localizacién de
un A-médulo M por el sistema multiplicativo S = A — p de las funciones que no se anulan
en z se denota M, o M,. La imagen de cada elemento m € M por el morfismo canénico de
localizacion M — M, se denota my,.
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Lema 2.4.1 Sim, =0 en todo punto x € Spec A, entonces m = 0.

Demostracion: Sea I = {f € A: fm = 0} el ideal anulador de m. Si m, = 0, entonces
fm = 0 para alguna funcién f € A que no se anula en x; luego x no esta en (I),.
Ahora bien, si (I), = 0, segtin 1.1.4 tenemos que I = A y concluimos que 0 = 1-m =m.

Teorema 2.4.2 Sea M un A-mdédulo. St M, =0 en todo x € Spec A, entonces M = 0.

Demostracion: Si M, = 0, entonces todo elemento de M se anula al localizar en z, y el lema
anterior permite concluir que todo elemento de M es nulo.

Teorema 2.4.3 Una sucesién de morfismos de A-mddulos M’ Lo M & M7 es exacta si Y

sdlo si es exacta su localizacion M), ELR M, 2% M en todo punto = € Spec A.

Demostracion: Segtun 2.2.1, la localizacion de una sucesién es exacta también es exacta.

Reciprocamente, si la sucesion es exacta al localizar en todo punto z, entonces

(Imgf). = Im(gf). = Im(g.fe) = 0

y, de acuerdo con 2.4.2; se sigue que Im gf = 0; es decir, Im f C Kerg.
Localizando ahora (Ker g)/(Im f) obtenemos que

(Kerg/Im f), = (Kerg),/(Imf), = (Kerg,)/(Imf;) = 0

y de nuevo 2.4.2 permite concluir que (Ker g)/(Im f) = 0. Es decir, Kerg =Im f .

Corolario 2.4.4 La condicion necesaria y suficiente para que un morfismo de A-mddulos
sea inyectivo (respectivamente epiyectivo, isomorfismo) es que lo sea al localizar en todos los
puntos de Spec A.

Corolario 2.4.5 Si un A-mdédulo M esta anulado por alguna potencia de cierto ideal maz-
imal m, i.e m"M = 0, entonces M = My,.

Demostracion: El morfismo natural M — M, siempre es un isomorfismo al localizar en m.
Cuando m™M = 0, también es isomorfismo al localizar en cualquier otro punto x € Spec A.
En efecto, como existe f € m™ que no se anula en x y fM = 0, se tiene que M, = 0y
(Mp)z = (My)m = 0. g.e.d.

El teorema anterior reduce la mayor parte de las cuestiones sobre un A-médulo M a
estudiar el correspondiente problema sobre los A,-mdédulos M, donde x recorre los puntos
de Spec A. Ahora bien, estos anillos A, no son arbitrarios, sino que tienen la particularidad
de tener un tnico ideal maximal pA,., y vamos a ver que la anulacién de M, equivale, cuando
M es un A-médulo de tipo finito, a la del espacio vectorial M, /pM, sobre el cuerpo residual
A, /pA; del punto z, que es una cuestién de dlgebra lineal.

Proposicion 2.4.6 Sea p el ideal primo de un punto x € Spec A. Los ideales primos de A,
se corresponden con los ideales primos de A contenidos en p. En particular, A, tiene un
unico ideal mazximal, que es pA,.

Demostracion: Basta aplicar 2.3.2 al sistema multiplicativo S = A — p.
Definicion: Un anillo es local si tiene un tnico ideal maximal.

Lema de Nakayama: Sea O un anillo local y m su 4nico ideal mazimal. Si M es un
O-mddulo de tipo finito y mM = M, entonces M = 0.
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Demostracion: Si M # 0, consideramos un sistema finito {my,...,m,} de generadores de
M tales que ma, ..., m, no generen M. Por hipdtesis M = mM = m(Omy + ...+ Om,) =
mmy+...+mmy,, asi que my; = fiymi+ fomo+. ..+ f,m, para ciertas funciones f1,..., f, €
m. Luego

(1_f1)m1 = f2m2++fnmn

y 1 — f1 no estd en m, que es el tinico ideal maximal de O. En virtud de 1.1.5 concluimos que
1 — f1 es invertible en O y, por tanto, que my estd en Oms + ...+ Om,, . Luego ma, ..., m,
generan M, lo que implica una contradiccién.

Corolario 2.4.7 Sea O un anillo local, k = O/m el cuerpo residual de su dnico ideal
mazimal m, y sea M un O-mddulo de tipo finito.

La condicion necesaria y suficiente para que my,...,my, € M generen el O-mddulo M
es que myq, ..., My generen el k-espacio vectorial M/mM .

Demostracion: Sea N = Omq + ...+ Om,,. La condicién de que my,...,m, generen el k-
espacio vectorial M /mM significa que M = N +mM. Pasando al cociente por N obtenemos
que M/N = m(M/N), y el lema de Nakayama permite concluir que M/N = 0. Es decir,
N=Mymy,...,m, generan el O-mdédulo M.



Capitulo 3

Modulos sobre Dominios de
Ideales Principales

3.1. Dominios de Ideales Principales

Definiciéon: Un dominio de ideales principales es un anillo integro donde cada ideal es
principal, es decir, estd generado por un elemento. En este capitulo A denotard un dominio
de ideales principales.

Ejemplos de dominios de ideales principales son los anillos euclideos, en particular Z,
Z[i] y el anillo de polinomios k[z] con coeficientes en un cuerpo k . La localizacién de un
dominio de ideales principales también es un dominio de ideales principales.

Definicién: Un elemento propio (no nulo ni invertible) se dice que es irreducible si no
descompone en producto de dos elementos propios. Se dice que dos elementos propios son
primos entre si si carecen de divisores propios comunes.

Notese que un elemento a es divisor de otro b siy sélo si bA C aA.

Dados elementos a,b € A, consideremos un generador d del ideal aA + bA. Como a,b €
aA + bA = dA, resulta que d es divisor de a y b. Por otra parte, si ¢ es divisor de a y b,
entonces dA = aA + bA C cA, luego c¢ es divisor de d. En conclusién, d es el méximo comtn
divisor de a y b en A. De la igualdad dA = aA + bA se deduce directamente la

Identidad de Bézout: Sea d el mdzimo comin divisor de dos elementos a,b. Existen
elementos o, 3 € A tales que
d=aa+ (Bb

Corolario 3.1.1 Si a,b son primos entre si, existen «, 3 € A tales que 1 = aa + Gb.

Lema 3.1.2 Sia divide a bc y es primo con b, entonces divide a c.

Demostracion: Sean o, € A tales que 1 = aa + (b. Multiplicando por ¢ resulta ¢ =
aac + Bbe; como a divide a los dos sumandos se concluye que divide también a la suma c.

Lema de Euclides: Si un elemento irreducible divide un producto, divide algun factor.

Proposiciéon 3.1.3 Toda cadena de ideales de A estabiliza.

15
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Demostracion: Dada una cadena de ideales a; C as C ... consideremos el generador ¢ del
ideal U;a; . Se cumple ¢ € a, para algin n. Las inclusiones

a, C apg; C Usjay = cA C a,
prueban que a, = a,4; para todo j > 0.

Teorema de descomposicién en factores irreducibles: Todo elemento propio a € A
descompone en producto de factores irreducibles: a = py -+ - p,. Ademds, la descomposicion
es unica salvo el orden y factores invertibles.

Demostracion: Si algin elemento propio a no descompone en producto de factores irre-
ducibles, entonces es producto de elementos propios a = bc y algin factor, digamos b,
tampoco descompone en producto de factores irreducibles. Como la inclusién aA C bA
es estricta, porque c¢ es propio, reiterando el argumento obtenemos una cadena infinita de
ideales estrictamente creciente, en contradiccion con la proposicién anterior.

Veamos ahora la unicidad. Sean a = py---pn, = q1 - - ¢ dos descomposiciones. Por el
lema de Euclides, ¢; divide algin factor p;, luego coincide con él (salvo un factor invert-
ible) por ser p; irreducible. Pongamos ¢; = p; (salvo invertibles). Simplificando la identidad
original tenemos ps---p, = q2--- ¢y . Razonando con ¢s como hicimos antes con g; lleg-
amos a que go coincide con algun p;. Reiterando el argumento obtendremos que las dos
descomposiciones son iguales (salvo el orden y factores invertibles).

3.2. Teoremas de Descomposicién

Sea A un dominio de ideales principales, y sea X el cuerpo de fracciones de A; es decir,
Y es la localizacién de A por el sistema multiplicativo S = A — {0}.

Definicién: Se llama rango de un A-médulo M a la dimensién de S™'M como espacio
vectorial sobre X. Nétese que para un A-médulo libre L = A® .7. $ A el rango es justamente
el nimero r de sumandos isomorfos a A.

Proposiciéon 3.2.1 Todo submddulo M de un A-mddulo libre L, de rango finito r es tam-
bién libre de rango < r.

Demostracion: Procedemos por induccién sobre 7; pues si r = 1, entonces L, ~ Ay en
consecuencia M es isomorfo a un ideal aA de A. Como aA =0 6 aA ~ A se concluye.

Sir > 1, descomponemos L, en suma directa de dos libres de rango menor que r, digamos
L=1L,®L,,. Llamando n: L — L,_, a la proyeccién natural, tenemos las sucesiones

exactas
0 — Ln — Lr = Lr—n — 0

U U U
0 — L,nM — M 5 M) — 0

Por hipétesis de induccién, L, "M es libre de rango < n'y w(M) es libre de rango < r—n.
Ademds, por ser (M) libre, la segunda sucesién exacta rompe; luego M ~ (L, "M )& (M)
y concluimos que M es libre de rango < r.

Corolario 3.2.2 Todo submddulo M’ de un A-mddulo finito generado M también es finito
generado.

Demostracion: Por ser M finito generado, existe un epimorfismo 7: L — M siendo L libre
de rango finito. Por la proposicién anterior, el submédulo L' = 7#=1(M’) es libre de rango
finito; en particular L’ es finito generado. Como 7: L’ — M’ es epiyectivo, se concluye que
M’ también es finito generado.
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Ejemplo: Para hallar una base del submédulo L de A" generado por ciertos elementos,
realizamos transformaciones elementales con los generadores (intercambiar dos, sumar a
uno un multiplo de otro o multiplicar por un invertible de A), obteniendo asf otro sistema
de generadores de L, hasta que los generadores no nulos sean linealmente independientes.
Por ejemplo, calculemos una base del subgrupo L de Z? generado por los elementos (14,0),

(346) v (39.9):
14 34 39 14 34 5 14 24 5
0 6 9 0 6 3 0o 0 3

14 —4 5 2 —4 5 2 0 5
0o 0 3 0 0 3 0 0 3
asi que (2,0) y (5,3) forman una base (luego también (2,0) y (1,3) forman una base de L).

Definiciéon: Un elemento m de un A-moédulo M se dice de torsidn si existe un elemento
no nulo a € A tal que am = 0; es decir, cuando el morfismo A —— M no es inyectivo.

Tal condicién equivale a que la localizacién m/1 sea nula, al localizar por el sistema
multiplicativo S = A — {0}; i.e., la torsién de M coincide con el niicleo del morfismo de
localizacion M — Mg, asi que es un submaédulo de M, llamado submoédulo de torsién, y
se denota T'(M).

Diremos que un A-médulo M es de torsién si M = T(M). Diremos que M carece de
torsiom si T(M) = 0.

Las siguientes propiedades son elementales:
T(M®N)=T(M)®T(N)

2. M/T(M) carece de torsion.

3. Todo A-médulo libre L carece de torsién: T(L) =0 .
4

—_

. M es de torsién precisamente cuando Mg = 0.

Proposiciéon 3.2.3 Todo A-mddulo M finito generado y sin torsion es libre.

Demostracion: Bastard probar que M se inyecta en un A-mdédulo libre de rango finito. Co-
mo M carece de torsién, tenemos una inyeccion M — Mg. Si mq,...,ms es un sistema de
generadores de M, entonces m1/1,...,ms/1 es un sistema de generadores de Mg como espa-
cio vectorial sobre Y. De dicho sistema de generadores podemos extraer una base, digamos
my/1,...,m,/1. Podemos escribir entonces:
- r . .
@:Zaiﬁ con aij,bijEA
1 = bi; 1

y reduciendo a comiin denominador podemos suponer que todos los b;; son iguales, digamos
b;; = b, asi que
T
mi N~ %ig Ty
P
j=1

Se concluye entonces que los generadores de M se inyectan en el A-médulo libre L =

A(mq/b)® ... D A(m,/b), luego M C L.

Primer teorema de descomposicién: Todo A-mddulo finito generado descompone de
modo Unico (salvo isomorfismos) en suma directa de un A-mddulo libre y un A-mddulo de
torsion. En concreto, sir es el rango de M, se verifica

M~ (A® 7. ®A) & T(M)
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Demostracion: Consideremos la sucesién exacta
0 —>T(M) —>M—>M/T(M) — 0

Por la proposicién anterior M /T(M) es libre, as{ que esta sucesién exacta rompe y obtenemos
la descomposicion buscada:
M ~ (M/T(M))®T(M)

Veamos ahora la unicidad de la descomposicién: Sea M ~ L @ T donde L es libre y T'
es de torsion. Localizando por S resulta Mg ~ Lg, luego M y L tienen el mismo rango;
es decir, L ~ A® .7. @A donde r es el rango de M. Finalmente, tomando torsién en la
descomposicién M ~ L & T resulta

T(M)~T(L)&T(T)=06T="T.

Lema 3.2.4 Sea M un A-mddulo, y para cada b € A pongamos kerb ={m € M: bm = 0}.
Sip, g € A son primos entre si, entonces

kerpg = kerp @ kerq

Demostracion: De acuerdo con la Identidad de Bézout existen A, u € A tales que 1 = Ap+pgq.
Luego para cada m € M se cumple

m=1-m=Apm+ ugm .

Ahora, si m € kerpq, entonces A\pm € kerq y pugm € kerp. Por consiguiente ker pg =
kerp + kergq .

Por otra parte, si m € ker p N ker ¢ entonces m = Apm + pgm =0+ 0= 0.

De todo lo anterior se deduce que ker pqg = kerp ® kerq.

Ejemplo: Para determinar las sucesiones de Fibonacci, que son las sucesiones (ay,)n>0 tales
que an42 = Gnp4+1 + an para todo indice n, introducimos el C-espacio vectorial E de todas
las sucesiones (a,) de nimeros complejos y el endomorfismo V: E — E, V(a,) = (an+1),
que induce una estructura de C[z]-mddulo en E. Ahora las sucesiones de Fibonacci forman
el nicleo del endomorfismo V2 — V —Id; asi que el problema es determinar ker (2% —x — 1).

Si a, 3 € R son las rafces de 22 — x — 1, de modo que 22 —x — 1 = (z — a)(z — ), el
lema anterior muestra que

ker (22 —2 — 1) = ker (z — a) @ ker (z — f3)

Como el nicleo de V — a estd formado claramente por las progresiones geométricas de
razén «, obtenemos que cada sucesién de Fibonacci (a,,) descompone, y de modo unico, en
suma de una progresién geométrica de razon « y otra de razén (:

an, = aa” +b6"

Ejemplo: Para resolver la ecuacién diferencial f”(¢t) = —f(¢) introducimos el C-espacio
vectorial E formado por las funciones complejas de variable real f(t) = x(t) + iy(t) de clase
C®, en el sentido de que lo son x(t) e y(t), y el endomorfismo D: E — E, D(f(t)) = f'(¢t) =
2'(t) + iy’ (t), que induce una estructura de C[z]-médulo en E. Ahora las soluciones de la
ecuacién f”(t) = —f(t) forman el niicleo del endomorfismo D? + Id; asi que el problema es
determinar ker (22 + 1).

Como 22+ 1 = (z —i)(x + 1), el lema anterior muestra que

ker (22 +1) = ker (z — i) @ ker (z + 1)
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Ahora bien, ker (x — «) estd formado por las soluciones de la ecuacién f'(t) = af(t), que
facilmente puede verse que son las funciones f(t) = Ae®, A € C. Por tanto, toda solucién
f(t) de nuestra ecuacién descompone, y de modo tnico, en suma de dos exponenciales

f@) = Xe +pe™™ = X(cost +isent) + pu(cost —isent) , A\ u€C
y si buscamos las soluciones reales, basta tomar la parte real de las soluciones complejas:
f(t) = acost+bsent , a,beR

Definicién: Sea M un A-médulo. Diremos que a = {a € A: aM = 0} es el ideal anulador
de M, y el generador de a se llamara anulador de M.

Por definicién aM = 0, as{ que el A-médulo M admite una estructura natural de A/a-
médulo: [a]-m:=am .

Como el generador de un ideal es tnico salvo un factor invertible, el anulador de un
médulo estd bien definido salvo un factor invertible. El anulador de A/bA es b.

El anulador de un A-médulo finito-generado de torsion M nunca es nulo. En efecto, si
M=Am;+ ...+ Am, y a;m; = 0, entonces ay ...a, M = 0.

Segundo teorema de descomposicién: Sea a = p* - - - p2= la descomposicion en factores
irreducibles del anulador de un A-mddulo M. Entonces M descompone de modo tunico en
suma directa de submddulos M; anulados por p}t. En concreto se cumple

M =kerp!* @...®kerpl®
Demostracion: Para la existencia, basta aplicar el lema anterior sucesivamente:
M = kera = kerp* @ker(p3?---pis) = ... = kerp!' @...® kerpie.

En cuanto a la unicidad, si M = M; &...® M, donde p;* M; = 0, entonces M; C ker p;".
Ahora tenemos que

(kerpi* /M) @...®(kerpls /M,) = (kerp' @...@kerpl*)/(M1®...&M;) = M/M =0

y concluimos que ker p;* /M; = 0; es decir, M; = kerp}*.

Tercer teorema de descomposicién: Si M es un A-mddulo finito-generado de anulador
p", donde p es irreducible, entonces existe una unica sucesion decrecienten =mny > -+ > ng
tal que

M~ (A/p™A)@...o (A/p"A)

Demostracion: Como el ideal pA es maximal, de 2.4.5 se sigue que M = M, que es un
Ap-médulo; asi que podemos suponer que todo elemento no nulo de A es de la forma up”
para algun invertible u € A.
Consideremos ahora una presentacion de M i.e., una sucesién exacta
f

L, — L, — M — 0

donde L!, y L,, son A-mddulos libres de rango finito. Elegidas bases (e}, ...,el)y (e1,...,€m)
de los médulos libres L], y L,,, el morfismo f vendrd dado por una matriz (a;;) de m filas

y n columnas con coeficientes en el anillo A:

fe5) =3, aijei .
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Las siguientes operaciones con las columnas C; de la matriz (a;;), que corresponden a
cambios de base en L), y con las filas F; de (a;;), que corresponden a cambios de base en
L,,, se llaman transformaciones elementales:

Transformacién Elemental Cambio de Base
Trasponer C; y C; Trasponer e; y €}
Trasponer F; y F Trasponer e; y e;

Sustituir C; por C; + aCj} Sustituir e} por e} + ae

Sustituir F; por F; + aF} Sustituir e; por e; — ae;

Multiplicar C; por un invertible u Sustituir €} por ue]
Multiplicar F; por un invertible u Sustituir e; por u " le;

donde i # j y a € A.

Intercambiando filas y columnas podemos conseguir que el coeficiente a1 sea la menor
potencia de p que aparezca en la matriz, de modo que divide a todos los coeficientes a;;.
Ahora, con més transformaciones elementales, podemos anular los restantes coeficientes de
la primera fila y la primera columna, y reiterando el proceso obtenemos bases de L! y L,
en que la matriz de f es de la forma

P 0

pm 0
donde 1y <7y <...< 7. Luego M ~ (A/p" A)®...® (A/p™ A).

Veamos ahora la unicidad de la descomposicién. Sea k := A/pA y observemos que si
N ~ A/p™ A, entonces p'N/p'T1 N es un k-espacio vectorial de dimensién 1 cuando i < n, y
es nulo cuando i > n. Ahora, si v; denota el nimero de sumandos isomorfos a A/p’ A que
aparezcan en una descomposicién de M, tenemos

dimg(M/pM) =11 + ... + vy,
dimk(pM/pQM) =vy+ ...+,

dimy, (p”flM/p”M) =,

Estas igualdades permiten despejar los ntimeros v; a partir de las dimensiones de los
espacios vectoriales p' M /p+t1 M; luego tales nimeros no dependen de la particular descom-
posicién de M elegida.

Definicién: Segin el primer teorema de descomposicién, todo A-médulo M finito generado
descompone en suma directa de un médulo libre y otro de torsién. Aplicando a la parte de
torsién el segundo y tercer teoremas de descomposicién, resulta que todo A-mdédulo M finito
generado descompone de modo tinico (salvo isomorfismos) en la forma

M=~ (Ao 1. eA) e (@ A/p A)
2,7

donde los elementos p; son irreducibles en A, r es el rango del médulo M y consideramos los
exponentes ordenados de mayor a menor: n;; > n;s > --- para cada indice 7. A las potencias
p?” se les llama divisores elementales del médulo M. Nétese que estan bien definidos
salvo factores invertibles.

Como consecuencia directa de la descomposicién obtenida para los médulos finito gen-
erados resulta el siguiente
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Teorema de clasificacién: Los mddulos de tipo finito sobre un dominio de ideales princi-
pales A estan clasificados salvo isomorfismos por el rango y los divisores elementales; i.e.,
la condicion necesaria y suficiente para que dos A-mdédulos de tipo finito sean isomorfos es
que tengan el mismo rango y los mismos divisores elementales.

3.3. Factores Invariantes

Teorema Chino de los Restos: Sean a y b ideales de un anillo A. Si a+b = A, entonces
anNb =ab, y tenemos un isomorfismo de anillos

¢: Afanb — (A/a)x(A/b) ;  o([2]an) = ([z]a; [2]6)

Demostracion: Por hipotesis existen a € a y b € b tales que 1 = a + b. Ahora, si ¢ € anb,
tenemos que ¢ = c¢(a +b) = ca + ¢b € ab; asi que aNb = ab, pues la inclusién contraria
siempre es valida.
Ademas, el morfismo de anillos f: A — (A/a)x(A/b), f(x) = ([z]a, [x]s), es epiyectivo,
porque ([c]q, [d]s) proviene de x := bc + ad:
c=(a+b)ec=bc=bc+ ad (médulo a)
d=(a+b)d=ad=bc+ad (médulo b)

Como el niicleo de f es anN b, el Teorema de Isomorfia permite concluir.

Proposicién 3.3.1 Dado un A-mddulo M finito generado, existe una unica sucesion cre-
ciente de ideales 1A C ¢poA C ... C ¢ A tal que

M~A/pAD...®A/pnA .

Demostracion: Sabemos que

M= (Ao 1. ed) e (@ A/r7 A)
2,7

siendo los p; " los divisores elementales de M y r el rango. Definamos

pr=-=¢r =0, ¢pj=py" - pie

Agrupando sumandos en la descomposiciéon de M por medio del teorema chino del resto
se obtiene directamente que

M~A/GpAG ... & A/pnA

Para la unicidad se razona a la inversa, descomponiendo cada sumando de la igualdad
de arriba por medio del teorema chino del resto.

Definicién: A los elementos ¢1, - , ¢,, de la proposicién anterior (cada uno multiplo del
siguiente y bien definidos salvo factores invertibles de A) se les llama factores invariantes
del médulo M.

Notese que ¢; es el anulador del médulo, y que la sucesién de factores invariantes puede
considerarse infinita sin mas que tomar 1 = ¢41 = Pmy2 = ---. Ademés el rango del
modulo coincide con el ntimero de factores invariantes nulos.

En la demostracion de la proposiciéon anterior hemos definido los factores invariantes a
partir del rango y de los divisores elementales. Reciprocamente, es evidente que los factores
invariantes determinan el rango y los divisores elementales del médulo. Luego podemos
reenunciar el teorema de clasificacion de la siguiente manera:

Teorema de clasificacion: La condicion necesaria y suficiente para que dos A-mddulos
finito generados sean isomorfos es que posean los mismos factores invariantes.
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3.4. Clasificacion de Grupos Abelianos
Todo grupo conmutativo (G, +) tiene una estructura natural de Z-médulo:
n-g=g+." +g
(—n)-g=—g—..%..—g

donde g € G y n € N. Reciprocamente, todo Z-mddulo posee por definicién una estructura
subyacente de grupo abeliano. Ademés, los morfismos de grupos (abelianos) son justamente
los morfismos de Z-moddulos. Por lo tanto, la clasificaciéon de grupos abelianos equivale a la
clasificacién de Z-mddulos. Asi pues, todo grupo abeliano finito generado G viene determi-
nado (salvo isomorfismos) por sus factores invariantes:

GZ/0Z & & L) ol

Teorema de clasificacién de grupos abelianos: Dos grupos abelianos finito generados
son isomorfos si y solo si poseen los mismos factores invariantes.

Corolario 3.4.1 Todo grupo abeliano finito generado descompone, y de modo unico salvo
el orden de los sumando, en suma directa de grupos ciclicos infinitos y de grupos ciclicos de
ordenes potencias de numeros primos.

Corolario 3.4.2 Todo grupo abeliano finito G descompone, y de modo unico salvo el orden
de los sumandos, en suma directa de grupos ciclicos de ordenes potencias de numeros primos.

Corolario 3.4.3 Si un numero natural d divide al orden de un grupo abeliano finito G,
entonces G tiene algun subgrupo de orden d.

Demostracion: p"~‘Z/p"Z ~ Z/p'Z es un subgrupo de Z/p"Z de orden p'.

Corolario 3.4.4 Si G es un grupo abeliano finito-generado, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. G es un grupo finito.

2. El rango de G es nulo.

3. El primer factor invariante ¢1 (i.e. el anulador) de G no es nulo.

en cuyo caso su orden coincide con el producto de los factores invariantes: |G| = ¢y ... om.

Corolario 3.4.5 La condicion necesaria y suficiente para que un grupo abeliano finito-
generado G sea ciclico es que tenga un dnico factor invariante (i.e. ¢o =1).

3.5. Calculo de los Factores Invariantes

Veamos como clasificar un médulo de tipo finito M sobre un anillo euclideo A a partir

de una presentacion
f

L’n—>Lm—>M—>O

Elegidas bases (e},...,el,) v (e1,...,en) de los médulos libres L/ y L,,, el morfismo f

vendra dado por una matriz A = (a;;) de m filas y n columnas:

fleh) =22, aizei .

Mediante transformaciones elementales (i.e., cambios de base en L! y L,,) podemos
conseguir que todos los coeficientes a;; de la matriz de f sean multiplos de ai1, y por
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tanto anular los restantes coeficientes de la primera fila y columna. Obtenemos asi matrices
invertibles B y C tales que

am 0

es una matriz diagonal donde a;4;1 es miltiplo de a;. En particular, los factores invariantes
del conticleo L,,/Im f ~ M coinciden con los coeficientes de la diagonal de A (completados
con ceros cuando n < m); es decir, ¢1 = A, P2 = Am_1,- - -

Esto permite calcular, mediante transformaciones elementales, los factores invariantes de
M a partir de la matriz A de una presentaciéon. Otro método alternativo lo proporciona el
siguiente resultado:

Proposicion 3.5.1 Sic¢; es el mdximo comun divisor de los menores de orden m — i de la
matriz A de una presentacion de M (entendiendo que ¢; = 0 cuando m —i >n, y¢; = 1
cuando m —1i < 1), se verifica

Ci = Piy1 Om

¢i = 01—1/01'

Demostracion: Si aplicamos una transformacién elemental a una matriz A, se obtiene una
matriz A tal que (¢;) C (¢;), donde ¢; denota el méximo comtn divisor de los menores de
orden m — i de la matriz A. Como A también se obtiene de A mediante una transformacién
elemental, se sigue que ¢; = ¢;.

Después de aplicar varias transformaciones elementales, podemos suponer que nuestra
matriz A es una matriz diagonal

donde a;41 es multiplo de a;, caso en que el enunciado es inmediato.

Corolario 3.5.2 El minimo numero de generadores de M coincide con el numero de fac-
tores invariantes.

Demostracion: El razonamiento anterior muestra que el niimero de generadores m acota al
nimero de factores invariantes; pero, por otra parte, si ¢1, ..., ¢, son los factores invariantes,
entonces M ~ A/p1A@ ... D A/p, A claramente admite un sistema de m generadores.

Corolario 3.5.3 Un sistema de m ecuaciones diofanticas lineales AX = B admite solucion
entera precisamente cuando el rango v de la matriz A coincide con el rango de la matriz
ampliada (A|B) y el mdzimo comin divisor ¢,.(A) de sus menores de orden m —r coincide
con el mdzimo comin divisor ¢,.(A|B) de los menores de orden m —r de la matriz (A|B).

Demostracion: Consideremos el morfismo Z-lineal
fizr—zh ., f(X) = AX,

y su contcleo M = Z™/Im f, de modo que rg(M) = m — rg(A). Ademds, segin 3.5.1, el
orden ¢,1 - - ¢y, del subgrupo de torsién de M coincide con ¢, (A).

Si el sistema tiene alguna solucién entera, entonces B € Im f y M = M/ZB. Ahora 3.5.1
permite concluir que ¢;(A4) = ¢;(A|B) para todo indice i. En particular ¢,.(A4) = ¢.(A|B).
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Reciprocamente, si el sistema no tiene solucién entera, entonces B # 0 en M. Si B no es
de torsién en M, entonces rg(M/ZB) = rg(M) — 1 y concluimos que rg(A|B) = rg(4) + 1.
Si B es de torsién en M, entonces rg(A|B) = rg(A) = r; pero el orden del subgrupo de
torsiéon de M/ZB (que coincide con ¢, (A|B) en virtud de 3.5.1) es estrictamente menor que
el orden ¢, (A) del subgrupo de torsién de M. Luego ¢, (A) # ¢.(A|B).

Ejemplo: Para estudiar un sistema de ecuaciones diofanticas lineales AX = Y, mediante
transformaciones elementales se reduce A a una matriz diagonal A, de modo que el sistema
dado es equivalente a un sistema AX =Y, cuyo estudio es inmediato. El vector Y se obtiene
aplicando a Y las transformaciones elementales por filas realizadas (i.e. los cambios de base
en L), y las soluciones del sistema inicial son X = BX, donde la matriz de cambio de base
B se calcula aplicando a la base inicial de L’ las transformaciones elementales por columnas
que se hayan realizado (i.e. los cambios de base en L’). Por ejemplo, para hallar las soluciones
enteras del sistema

5r1 — 2x9 — 11z = 2
3r1 + 229 — Hrg = —2

reducimos la matriz del sistema mediante transformaciones elementales:

1 00 :
01 0 5 —2 —11 : 2
0 0 1 3 2 -5 : -2
1 00
110 7 -2 —11 2
0 0 1 1 2 -5 )
; 1 2 -5 -2
7 -2 —11 2
. 1 2 =5 -2
0 —16 24 : 16
1 -2 5 :
s s 1 0 0 : -2
0o 0 1 0 —16 24 : 16
1 3 —4 :
a1 5 1 10 0 @ -2
0 1 -2 0 8 0 : 16

de modo que el sistema inicial es equivalente al sistema AX =Y

10 o\ (% _9
0 8 0) |2 16
X

3

8
|

Las soluciones X de este sistema son Z; = —2, Ty = 2, 3 = A € Z; luego las soluciones
X = BX del sistema inicial son

T 1 3 —4 —2 T =4 —4)\

xTo = 1 -2 1 2 5 $2:—2+)\
T3 0 1 -2 A T3 =2—2)\
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Nota: Si sélo se desea estudiar la compatibilidad de un sistema, no es necesario calcular la
matriz de cambio de base B. Asi, para estudiar la compatibilidad del sistema

Sr1 — 229 — 1llz3 =0
3$1 + 21}2 - 5!173 =b

realizando transformaciones elementales
5 -2 —11 : a 1 00 : b
3 2 -5 b 0 8 0 : a—T1b

vemos que el sistema dado es equivalente al sistema

1o o\ (™Y [ b
08 0/ " \a—m
z
que s6lo es compatible cuando a — 7b es multiplo de 8. El sistema dado es compatible
precisamente cuando a + b sea multiplo de 8.

Ejemplo: Sea G el grupo abeliano generado por 3 elementos con las relaciones

8a+ 100+ 12c¢ =10
8a+4b+6¢c=0

i.e., G es el conicleo del morfismo f: Z2? — Z3, f(x1,x2) = x1(8,10,12) + 22(8,4,6). Apli-
cando transformaciones elementales a la matriz de f:

8 8 -2 4 -2 0 -2 0 2 0
A=110 4], 110 4|, |10 24]), 10 24|, (0 6|=A
12 6 12 6 12 30 0 30 0 0

vemos que G = Z3/Im f ~ (Z/2Z) & (Z/6Z) & Z. Los factores invariantes de G son ¢; = 0,
@2 = 6y ¢3 = 2; es decir, G es un grupo abeliano de rango r = 1 y sus divisores elementales
son 2, 2, 3. Un método alternativo lo proporciona el cdlculo del maximo comun divisor ¢;
de los menores de orden 3 — i de la matriz A:

Co — 0
¢ =m.c.d.(—48, —48,12) =12
s = m.c.d.(8, 10, 4, 12, 6) = 2

03=C4=...=1

de modo que ¢1 =cp/c1 =0, ¢pa =c1/ca =6, ¢35 = ca/cs = 2.

En particular, G es un grupo infinito de rango 1, no es un grupo ciclico (de hecho, no
puede ser generado con menos de 3 elementos), su anulador es 0 y su subgrupo de torsién
T(G) ~ (Z/2Z) ® (Z/6Z) tiene 12 elementos.
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Capitulo 4

Grupos Finitos

4.1. G-conjuntos

Definicién: Sea G un grupo y X un conjunto. Llamaremos accién (por la izquierdal) de
G en X a toda aplicaciéon G x X —— X tal que

1. (9192) - =¢1-(g92-x) paratodo g1,92 € G,z € X.
2. 1-xz =2z paratodoxz € X.

Dar una accién de G en X es dar un morfismo de grupos p: G — Biy(X), p(g)(z) = gz,
en el grupo Biy(X) de todas las biyecciones de X, en cuyo caso diremos que X es un
G-conjunto.

Si X e Y son G-conjuntos, diremos que una aplicacion f: X — Y es un morfismo de
G-conjuntos cuando f(g-x) = ¢g- f(z) para todo g € G, x € X. Los isomorfismos de
G-conjuntos son los morfismos biyectivos.

Cada accién de un grupo G en un conjunto X define una relacién de equivalencia en X
sin mas que considerar equivalentes dos elementos x,y € X cuando exista algin g € G tal
que y = gx. Llamaremos 6rbita de x € X a su clase de equivalencia

Gz = {y € X: y = gz para algin g € G}
y llamaremos subgrupo de isotropia de x € X al subgrupo
I, = {heG: hx=x}.

Si g € G, entonces h € I, & hgr=gx & g 'hgel, & hegl,g™; luego

’ Iyw = gleg™" . ‘ (4.1)

Diremos que una accién es transitiva cuando tenga una tunica 6rbita, y diremos que
x € X es un punto fijo o invariante cuando Gx = {x}; es decir, cuando I, = G. El conjunto
de puntos fijos se denotard X©.

Ejemplos:

1. G actua en si mismo por traslaciones: g-a = ga. Esta accién es transitiva, la isotropia
es trivial, I, = 1, y no tiene puntos fijos (salvo cuando G = 1).

1 Anédlogamente puede definirse el concepto de accién por la derecha; pero sélo es necesario estudiar una de
estas dos clases de acciones, porque las acciones por la izquierda y por la derecha de G en X se corresponden
sin més que poner g -z =x-g 1.

27
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2. G actia en sf mismo por conjugacién: g-a := gag~'. El centro Z(G) := {a € G: ab =
ba, Vb € G} de G, que es un subgrupo normal de G, coincide con el conjunto de puntos
fijos de esta accidn.

3. G actta en el conjunto de sus subgrupos por conjugacién: g - H = gHg~!. La 6rbita
de un subgrupo H estd formada por los subgrupos conjugados de H, y el subgrupo de
isotropia es el normalizador N(H) := {g € G: gHg ' = H} de H en G, que es el
mayor subgrupo de G tal que H <t N(H) (el simbolo H; <1 Hy significa que H; es un
subgrupo normal de Hy).

4. Si H es un subgrupo de G, entonces G actiia en el conjunto cociente G/H del siguiente
modo: g - [a] := [ga]. Esta accién es transitiva y el subgrupo de isotropia de [a] es
precisamente aHa~!.

5. Si H es un subgrupo de G, todo G-conjunto hereda una estructura de H-conjunto sin
mé&s que restringir a H la accién de G. En particular H actia en G/H’ cualquiera que
sea el subgrupo H'.

Teorema 4.1.1 Si X es un G-conjunto, para todo x € X se tiene un isomorfismo de G-
conjuntos

| G/L =Gz |, ggr.

En particular, si G es un grupo finito, el cardinal de cualquier orbita es un divisor del
orden de G.

Demostracion: La aplicacién G/I, — Gz, [g] — gz, estd bien definida porque I,z = z, es
claramente morfismo de G-conjuntos y es epiyectiva por definiciéon de Gzx. Para concluir,
veamos que es inyectiva:

g =g = g 'gpr=12 = ¢ 'gel, = [n]=]|gp]

Foérmula de Clases: Si un grupo finito G de orden n actia en un conjunto finito X,
entonces

X=X+ 3G L] = [XC [+ Xd , L<din
donde {x;} tiene un punto en cada orbita de cardinal mayor que 1.

Demostracion: X es la unién disjunta de las érbitas, porque son las clases de equivalencia
de una relacién de equivalencia, | X “| es el nimero de érbitas con un tinico punto, y por el

teorema anterior los cardinales de las restantes 6rbitas coinciden con los indices d; = [G : I,],
que dividen a n por el teorema de Lagrange.

Corolario 4.1.2 Si el orden de un grupo finito G es potencia de un numero primo p, en-
tonces para todo G-conjunto finito X tenemos que

1 X|=|X% (médulo p)

4.2. p-grupos

Definicidén: Sea p un nimero primo. Diremos que un grupo finito es un p-grupo si su orden
es potencia de p.

Teorema 4.2.1 Si G # 1 es un p-grupo, su centro no es trivial: Z(G) # 1.
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Demostracion: Si consideramos la accién de G en si mismo por conjugacién, entonces Z(G)
es el conjunto de puntos invariantes y 4.1.2 permite obtener que el orden del centro es
multiplo de p. Luego |Z(G)| # 1.

Teorema 4.2.2 Si G es un p-grupo, existe una sucesion creciente de subgrupos normales
1=Hy Cc HL C ... C H,., C H,=G
tales que H; es de orden p'.

Demostracion: Por 4.2.1 tenemos que Z(G) # 1y, al ser Z(G) es abeliano, 3.4.3 asegura
la existencia de un subgrupo H C Z(G) de orden p, que es normal en G. Consideremos la
proyeccién canénica m: G — G/H. Procediendo por induccién sobre el orden de G, podemos
suponer la existencia de una sucesién de subgrupos normales de G/H

1:ﬁ0 - Hl cC ... C anlzG/H

tal que |H;| = p'. Los subgrupos H; = 7~ '(H;_1) son normales en G 'y H;/H ~ H;_ 1, de
modo que |H;| =p’, 1 <i<n.

Corolario 4.2.3 Si G es un p-grupo y p' divide al orden de G, entonces existe algin sub-
grupo normal de G de orden p.

4.3. Subgrupos de Sylow

Definicién: Sea p un ntimero primo. Si p™ es la mayor potencia de p que divide al orden de
un grupo G, llamaremos p-subgrupo de Sylow de G a todo subgrupo de orden p™.

Primer teorema de Sylow: Si un nidmero primo p divide al orden de un grupo finito G,
entonces existen p-subgrupos de Sylow de G.

Demostracion: Procedemos por induccion sobre el orden de G y usamos la férmula de clases
para la accién de G en si mismo por conjugacién:

p'm = |6 = 1Z(@)]+ (G 1)

Si algin sumando [G : I,] no es multiplo de p, entonces |I,,| = p"m’ y cualquier p-
subgrupo de Sylow de I, que existe por hipdtesis de induccién, también es un p-subgrupo
de Sylow de G.

En caso contrario la férmula de clases muestra que p divide al orden de Z(G). Al ser Z(G)
abeliano, 3.4.3 asegura la existencia de un subgrupo H C Z(G) de orden p, que serd normal
en G, y podemos considerar el grupo cociente 7: G — G//H. Ahora, si P es un p-subgrupo
de Sylow de G/H, que existe por hipétesis de induccién, entonces 7~ *(P) es un p-subgrupo
de Sylow de G.

Corolario 4.3.1 Si una potencia p' de un nimero primo p divide al orden de un grupo
finito G, entonces G tiene algin subgrupo de orden p*.

Demostracion: Se sigue directamente del primer teorema de Sylow y de 4.2.3.

Teorema de Cauchy: Si un nimero primo p divide al orden de un grupo finito G, entonces
G tiene algun elemento de orden p; i.e., G tiene algin subgrupo de orden p.

Segundo teorema de Sylow: Si G es un grupo finito y p un nidmero primo, entonces
todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.
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Demostracion: Sean Py P’ dos p-subgrupos de Sylow de G. Como el cardinal de G/P no
es miltiplo de p y P’ actia en G/P, la férmula de clases muestra la existencia de algin
punto fijo [g] € G/P. Como el subgrupo de isotropia de [g] para la accién de G sobre G/P
es gPg~", se sigue que P’ C gPg~! y concluimos que P’ = gPg~"' al tener ambos subgrupos
el mismo orden.

Tercer teorema de Sylow: Si p es un numero primo y G un grupo finito de orden p™m,
donde p 1 m, entonces el nimero de p-subgrupos de Sylow de G divide al indice comin m y
es congruente con 1 mdédulo p.

Demostracion: Sea X el conjunto de p-subgrupos de Sylow de G y sea P un p-subgrupo de
Sylow de G. La accién de G en X por conjugacién es transitiva, por el segundo teorema, y
el subgrupo de isotropia de P es su normalizador N(P). Por 4.1.1 tenemos que | X| = [G :
N(P)] divide a [G : P] = m.

Consideremos ahora la accién de P en X por conjugacién y veamos que el unico punto
fijo es P. En efecto, si gP’g~! = P’ para todo g € P, entonces P C N(P’); luego Py P’
son p-subgrupos de Sylow de N(P), y el segundo teorema afirma que P’ = P. Usando 4.1.2
concluimos que |X| = |X*| =1 (médulo p).

4.4. Grupos Resolubles

Definicién: Diremos que un grupo G es simple si todo subgrupo normal N <1 G es trivial:
N=16 N=@G.

Ejemplos:

1. Todo grupo de orden primo es simple en virtud del teorema de Lagrange. De hecho es
ciclico e isomorfo a Z/pZ.

2. Por 3.4.3, todo grupo abeliano simple tiene orden primo. Los grupos abelianos simples
son los grupos ciclicos de orden primo.

3. Sea X un G-conjunto finito de cardinal n. Si la accién no es trivial (i.e., X& # X)
y el orden de G es mayor que n!, entonces G no es simple, porque el nicleo de la
representacién G — Biy(X) = S,, es un subgrupo normal no trivial. En particular, si
G tiene un subgrupo de indice n y n! < |G|, entonces G no es simple.

4. Usando los teoremas de Sylow, puede comprobarse caso a caso que todo grupo simple
de orden menor que 60 es de orden primo, y por tanto abeliano.

5. En 4.5.2 veremos que los grupos alternados A,, son simples cuando n > 5. Como Aj
tiene orden 60, es el grupo simple no abeliano de menor orden.

6. El grupo alternado A4 no es simple, porque un subgrupo normal de A4 es el grupo de
Klein
V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Es claro que todo grupo finito G admite una sucesién de subgrupos
1=Hy <« HL <« ... < H,_ 1 <« H,=G
tal que los cocientes sucesivos H;/H; 1, 1 < i < n, son grupos simples. En este sentido

todo grupo finito estd compuesto de grupos simples, y los que estén compuestos por grupos
simples abelianos se llaman resolubles:
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Definicion: Diremos que un grupo finito G es resoluble si existe alguna sucesién de sub-
grupos
1=Hy<x< Hi <« ...< H, 1 < H, =G

tal que los cocientes sucesivos H;/H;_1, 1 < i < n, son grupos ciclicos de orden primo. Tales
sucesiones reciben el nombre de resoluciones de G.

Teorema 4.4.1 El grupo simétrico S, no es resoluble cuando n > 5.

Demostracion: Cuando n > 5, todo 3-ciclo (ijk) es el conmutador de otros dos 3-ciclos:

(ijk) = oro 171 , o = (igl) , T = (ikm)
Si existiera una sucesién de subgrupos 1 = Hy <t H; < ... << Hy_1 < H; = S, cuyos co-
cientes sucesivos fueran abelianos, entonces H;_1 contiene el conmutador de dos elementos
cualesquiera de H; para todo 1 < i < d. Luego H;_; contiene todos los 3-ciclos cuando H;
los contiene, y se llega al absurdo de que el subgrupo 1 contiene todos los 3-ciclos.

Teorema 4.4.2 Si un grupo finito es resoluble, todos sus subgrupos también son resolubles.

Demostracion: Sea G un grupo finito resoluble y 1 = Hy<tH; <. ..<1H,, = G una resolucién.
Si H es un subgrupo de G y ponemos H! = H; N H, entonces H]_; es un subgrupo normal
de H] y H//H]_, es (isomorfo a) un subgrupo de H;/H,;_; para todo 1 < i < n. Como el
orden de H;/H;_1 es primo, el teorema de Lagrange afirma que H//H, =16 H//H_| =
H;/H,;_;. Eliminando las repeticiones en la cadena 1 = H), C H{ C ... C H/ = H obtenemos
una sucesion cuyos cocientes sucesivos son de orden primo, y concluimos que H es resoluble.

Teorema 4.4.3 Sea H un subgrupo normal de un grupo finito G. La condicion necesaria y
suficiente para que G sea resoluble es que H y G/H sean resolubles.

Demostracion: Si G es resoluble, H es resoluble por 4.4.2. En cuanto a G/H, consideremos
una resolucién 1 = Hy<tH; <...<H,, = G, la proyeccién canénica 7: G — G/H,y pongamos
H! = w(H;). Entonces H/_; es un subgrupo normal de H] y H//H]_, es (isomorfo a) un
cociente de H;/H;_1 para todo 1 < i < n. Como el orden de H;/H;_, es primo, el teorema
de Lagrange afirma que H//H]_; =16 H/H!_, = H;/H,_;. Eliminando ahora las posibles
repeticiones en la cadena 1 = Hj C H{ C ... C H/ = H obtenemos una sucesién cuyos
cocientes sucesivos son de orden primo, y concluimos que G/H es resoluble.

Reciprocamente, si H y G/H son resolubles, consideramos la proyeccién canénica7: G —
G/H y sendas resoluciones

1=Hy<x< H <« ... < H, 1 << H,=H
l=Hy < H < ... < H, , < Hy=G/H

Es sencillo comprobar que en la sucesion creciente de subgrupos
l=Hy<H,<...<H,=7"YH)<ar Y H)<...<ax ' (H) =G

los cocientes sucesivos son de orden primo, y concluimos que G es resoluble.

Corolario 4.4.4 Todo grupo finito abeliano es resoluble.

Demostracion: Procediendo por induccién sobre el orden, si H es un subgrupo de orden
primo de un grupo abeliano finito G, entonces H << G y el grupo G/H es resoluble por
hipétesis de induccion, asi que 4.4.3 permite concluir.

Corolario 4.4.5 Sea G un grupo finito. Si existe una sucesion de subgrupos 1 = Hy <t H1 <
... <A H, = G tal que los cocientes sucesivos H;/H;_1 son grupos abelianos, entonces G es
resoluble.
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4.5. Grupos Simétricos

Lema 4.5.1 Sin > 3, toda permutacion par es producto de ciclos de orden 3

Demostracion: Bastard probar que el producto (ajas)(bibe) de dos trasposiciones siempre
es producto de 3-ciclos. Ahora bien, tenemos que

(a1a2)(b1be) = (ayazby)(azbibe) cuando las trasposiciones son disjuntas

(a1a2)(bibe) = (azaibs) cuando a; = by

Teorema 4.5.2 El grupo alternado A, es simple cuando n # 4.

Demostracion: Sin < 3, el orden de A,, es 1 6 3, asi que los Unicos subgrupos de A,, son los
triviales.

Sin >5y H # 1 es un subgrupo normal de A,,, vamos a probar que H = A,,. Sea «
un elemento de H que deje fijos el mayor niimero de elementos, exceptuando la identidad,
y consideremos su descomposicién en producto de ciclos disjuntos. Volviendo a numerar los
elementos si fuera preciso podemos suponer que

Oé:(1,2,...,d1)(d1+1,...,d1+d2)(...

y que dy,ds, ... es una sucesién decreciente. Sea s > 1 el nimero de elementos que « no deja
fijos. Es claro que s > 3 y vamos a ver que s > 4 es imposible:

s> 5. Sea 8 = (345). Como 3 € A, y H es un subgrupo normal de A,,, Baf~t € Hy
BaB ta~! € H. Ahora bien, Saf 'a~! deja fijos el 2 y también todos los elementos que «
deje fijos; luego Baf~ta™t = 1y af = Ba. Se sigue que a(2) # 3, de modo que a(2) = 1
y a = (12)(34)(56) ... = af(3) # Ba(3); luego aff # fa y concluimos que este caso es
imposible.

s = 4. En este caso a = (12)(34) porque la permutacién (1234) es impar. Sea § =
(345). De nuevo Baf~ta"t € H y Baf~ta~! = (354) deja fijos méds elementos que a, en
contradiccién con la eleccién de «. Este caso también es imposible.

Luego a = (123) y concluimos que H contiene un ciclo de orden 3.
De acuerdo con el lema anterior, para concluir que H = A,, basta probar que H con-
tiene todos los 3-ciclos. Sea o = (ijk) un 3-ciclo 3 y consideremos una permutacién 7 que

transforme 1,2,3 en 4, j, k:
1 2 3 4 5 ...
i 7 kI m ...

Intercambiando [ y m si fuera preciso podemos suponer que 7 es par; luego o = (ijk) =
7(123)77! = rar~! € H y todos los 3-ciclos estan en H.

Corolario 4.5.3 Sin # 4, los unicos subgrupos normales de S, son 1, A, y Sy.
Demostracion: Si H < .S, entonces H N A,, < A, y pueden darse dos casos:

1. HNnA, = A, . En este caso A, C H y concluimos que H = A, 6 H = S,,, porque el
indice de A,, en S,, es 2.

2. HNA, =1. En este caso todas los elementos de H, salvo la identidad, son permuta-
ciones impares. Luego H sé6lo puede tener un elemento o # 1, asi que toda permutacién
que tenga la misma forma que o debe coincidir con o, lo cual es imposible cuando n > 3
(el caso n = 2 es inmediato). Concluimos que H = 1.



