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Capitulo 1

Problemas del capitulo de anillos

1. Demostrar que C[z,y]/(z) =~ C[y]. Probar que Clx,y, z]/(y — 22,y + 2®) ~ C[z, 2]/ (25 + 23).

Resolucion:

a) Consideramos el morfismo epiyectivo

f:Clz,y] — C[y]
p(z,y) — p(0,y)

Veamos que Ker f = ().

La inclusién (z) C Ker f es clara. Sea p(z,y) € Ker f. El sistema z = 0,p(z,y) = 0 tiene
infinitas soluciones, luego ambos polinomios tienen factores comunes no constantes y concluimos

p(z,y) € (z).
El Teorema de Isomorfia asegura la existencia del isomorfismo buscado.
b) Sea el morfismo:
f: Clo,y, 2] = Cl, 212 + )
p(@,y,2) — p(x, 2%, 2)
que cumple (y — 22, y> + 23) C Ker f, por lo que factoriza a través del cociente.

De igual modo,

g: Clz, 2] — Cla,y, 2]/ (y — 22, y° + 2%)

q(z,z) = q(, 2)

donde (2° + 23) C Ker f y factoriza a través del cociente.

Es sencillo comprobar que son inversas:

go f(p(x,y,2)) = g(p(z, 2%, 2)) = p(x, 22, 2) = p(z,y, 2)
foglq(z,2) = flq(,2)) = q(=, 2)
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2. Sea A un anillo y S C A un sistema multiplicativo de A. Los elementos de S son invertibles en
A siy sélo si el morfismo de localizacién §: A — Ag es un isomorfismo.

Resolucion: Sean los elementos de S invertibles en A. Entonces
-. § inyectivo: a/1=0=3s€ S:s-a=0=>s5'-5s-a=0=>a=0
-. § epiyectivo: dado a/s, vemos que §(a-s7') = §(a)-5(s7) = (a/1)-(s/1)" = (a/1)-(1/s) =
a/s
Reciprocamente, sea § : A — Ag isomorfismo. Dado s € S,0(s) es invertible en Ag, de inverso
1/s, por tanto también s lo es en A.

3. Propiedad Universal de la Localizacion: Sea f: A — B un morfismo de anillos y S C A un
sistema multiplicativo. Si f(.S) son elementos invertibles de B entonces existe un inico morfismo

fs: Ag — B tal que f sea la composicién de los morfismos A — Ag Is B.

Resolucion:
Si f(s) es invertible en B para todo s € S, entonces la aplicacién
(b: AS — B
a/s— f(a)f(s)~"
no depende del representante a/s elegido. En efecto, si a/s = b/t, Ir € S tal que r(at — bs) = 0;
luego
f(r)(f(a)f(t) = f(0)f(s)) =0
y, por ser f(r) invertible en B, tenemos que f(a)f(t)—f(b)f(s) = 0y concluimos que f(a)f(s)~! =
HON

Se comprueba fdcilmente que esta aplicacién ¢ es un morfismo de anillos, por serlo f. Ademsds,
si a € A, entonces

fsod(a) = fs(a/1) = f(a) = fs = f
4. Probar que (Ag)s = Ag.s.
Resolucion: Definimos

fiAs — Agg
a/l—a/l

Por la Propiedad Universal de la Localizacién en anillos, existe un morfismo f': (Ag)s — Agsr,
pues los elementos de S’ son invertibles en Agg:.

Del mismo modo construimos

g: A— (Ag)s
ar (a/1)/(1/1)

de forma que existe un morfismo ¢': Ags: — (As)s: que, como es sencillo comprobar, es el
inverso de f.

Esto es, f’ es un isomorfismo.



5. Probar que k[z,y]/(xy — 1) ~ k[x]1 442,
Resolucion: Sea el morfismo de anillos:
fiklz,y] — k2] o0,
y—a
p(z,y) — plz,z")

Es claro que (zy — 1) C Ker f, luego la aplicacién factoriza a través del cociente.

Ahora definimos

klz,y]/(xy — 1)
p(z)

—
—

Como g(z™) invertible en k[z,y]/(zy — 1), (de inverso y™), g factoriza a través de k[x]y 5 2 .

Ambas aplicaciones son inversas; los dos anillos son isomorfos.
6. Probar que Clz|g[;—o ~ C(2).
Resolucion: Definimos

f: Cla] - C(a)
p(x) — p(a)/1

Como f(R[z] — 0) es invertible en C(z), por la Propiedad Universal de la Localizacién, existe
un morfismo fs: Clz|g[z—o — C().

Veamos que es isomorfismo:
-. fs inyectiva: inmediato.

-. fs epiyectiva: Dado —,«(mﬁffﬁ/(m) =
p@)[r(@)—ir'(@)] o C(z)
72(z)+r2(z) R[z]—0-

% € C(z), r(x),r'(z) € R[z] — 0, tenemos que

7. Probar que el morfismo de localizaciéon é: A — Ag es un isomorfismo si y sélo si 6*: Spec Ag —
Spec A es un homeomorfismo. Pruébese que si Spec Ag = Spec Ag: (en Spec A) entonces Ag =

AS/-
Resolucion: Basta seguir el razonamiento:

d: A — Ag isomorfismo < Vs € S, s invertible en A & Vp C A ideal primo, pNS = ) &
0*: Spec Ag — Spec A homeomorfismo.

b)Veamos Spec Ag = Spec Agr < Ag = Agr.
< | Obvio.

= | Dada una funcién s’ € S’ = s’ no se anula en ningin punto de Spec Ag: = s’ no se anula
en nigin punto de Spec Ag = s’'/1 es invertible en Ag = Ag = (Ag)s' = Ag.5.

De igual forma Ag = Ag.gr = Ag.
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8. Probar que Aj1m, = A;.

10.

Resolucion: Vamos a definir dos morfismos inversos.

Sea
f:A— A,
a
a+— —
1
Como f(1+m,) invertibles en A, (pues 1+ m =1en A/m,, cuando m € m,), por la Propiedad
Universal de la Localizacién, existe fs: Aiym, — Az, fs(%) — ¢+ %

Definimos ahora

g:A— Aiim,

a
ar— —

Veamos que, como en el caso anterior, f(A — p,) invertibles en Aj4q,, v la aplicacién factoriza
a través de A,.

Como A/m, cuerpo, dado b € A —m,, existe c € A/m, :b-¢
Entonces £ es el inverso de b en Aj4m, (ver que b = b =2 =1)

n n

=1,ie,bc=n €1+ m,.

Por tanto, existe gs: Ay — Ai4m,, inversa de fg, con lo que A, ~ A4, .

De otro modo: Basta probar que Spec A, = Spec A14m,. Tenemos que ver que los ideales
primos de A que no cortan con 1+ m, coinciden con los ideales primos de A contenidos en m,.
Obviamente si un ideal primo est4 incluido en m,, no corta con 14+ m, C A —m,. Nos falta ver
que si un ideal primo p no corta con 1+ m, entonces p C m,: si p € m, entonces por ser m,
maximal se cumple que p + m, = A, luego existen p € p y m € m,, tales que p +m = 1, luego
p=1+(—m) €1+m, yp corta con 1+ m,, contradiccion.

. Calcular Spec Z/6Z, Spec (Clz,y]/(y* — 2%))..

Resolucion:

a) Sabemos que SpecZ/6Z es homeomorfo al conjunto de ideales primos de Z que contienen a
6Z, esto es
SpecZ/6Z = {y € SpecZ : 6Z C p,} = {27Z,3Z}

b) Spec (Clz, y]/(y* — 2°))e = (¥* — 2°)o — (¥)o = {0, (@ =,y = f) : f* — a® = 0,a # 0}
Calcular Spec Z[z], Spec Z[\/5)].

Resolucion: Consideremos el morfismo natural Z — Z[z] y la correspondiente aplicacién continua
inducida

¢: Spec Z[x] — SpecZ

Por la férmula estudiada, la fibra de cada nimero primo p coincide con el espectro de Z[z]|/pZ[z].
Ahora bien, tenemos que

Zlx]/pZlz] ~ (Z/pZ)[z]



11.

12.

donde el isomorfismo transforma ¢(x) en la reduccién de g(x) médulo p. Concluimos que los
ideales de los puntos de la fibra de p son el ideal primo pZ[z] y los ideales maximales (p, ¢(z)),
donde ¢(x) es un polinomio cuya reduccién médulo p sea irreducible en (Z/pZ)[z].

La fibra del punto genérico de SpecZ coincide con SpecQ[z]. De acuerdo con el Lema de
Gauss, los ideales primos no nulos de Q[z] estdn generados por los polinomios irreducibles
en Z[z] no constantes. Luego los ideales de los puntos de la fibra del punto genérico son el
ideal 0 y los ideales primos (p(z)) donde p(z) es un polinomio no constante irreducible en
Z[z]. Concluimos que Spec Z[z] es irreducible y de dimensién 2. Ademds, como los polinomios
irreducibles constantes son, salvo el signo, los niimeros primos, los ideales primos de Z[x] son:

-. Los ideales maximales (p,¢(x)), donde p es un ntmero primo y ¢(z) es un polinomio cuya
reduccién moédulo p sea irrreducible.

-. Los ideales primos (p(x)) generados por un polinomio p(x) irreducible en Z[z] (lo que incluye
a los nimeros primos).

-. El ideal primo 0.

Calcular Spec Rz, y].

Resolucién: Conocemos Spec R[z] = {(0), (z — a) : a € R, (2 + ax + b) irreducible}.

A partir de ahora, diremos que el ideal primo (z — a) es el punto = a, y el ideal primo
(22 + ax + b) es el punto z = a (6 x = &), donde «, & son las rafces de 22 + ax + b.

Consideramos el morfismo natural R[z] — R[z,y] y la aplicacién continua inducida entre los
espectros: SpecR[z,y] — SpecR[z].

Veamos las fibras de los puntos de Spec R[z]:
-. Puntox =a, a € R.

Su fibra es Spec Rz, y]/(x — a) ~ Spec Ry], esto es, los puntos
r=a,y=b,b€eR; larectax=a; xz=a,y=a,acC

-. Puntoz=aa € CR.

Su fibra es Spec [R[z, y]/(z? + ax + b) ~ Spec (R[z]/2% + ax + b)[y] =~ Spec R(a)[y] =~ Spec C[y],
donde o € C es una raiz de 2% + ax + b.

Esto es, los puntos
r=ay=p

-. Punto genérico p, (ideal primo 0).
Su fibra es Spec(R[z,y]),, = SpecR(z)[y].

Por el Lema de Gauss, los polinomios irreducibles en R(x)[y] son los polinomios irreducibles
en R[z,y] de grado mayor o igual que 1 en la y (de otra forma serfan invertibles en R(z)[y]),
ademds, claro, del punto genérico.

Si Spec A es la unién disjunta de dos abiertos Uy, Us probar que Uy = Spec Ay, .

Resolucién: Supongamos que Spec A desconecta, esto es, Spec A = Uy [[ Us. Tenemos asi que
U1, U son abiertos y cerrados, y que Spec A = (I)o [[(J)o, de donde I + J = A (ningtin ideal
contiene a ambos ideales), i. e. Ja€ I,be J:a+b=1.
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La igualdad a +b = 1 implica (a)o N (b)g = (. Esto, ademds de (I)g C (a)o, (J)o C (b)o nos dice
que (I)o = (a)o, (J)o = (b)o-
Ahora, es inmediato ver U, = Spec Ay, .

13. Sean I,I' C A dos ideales. Probar que (I)g = (I')o si y sélo si r(I) = r(I').
Resolucion:
= | Sea (I)g = (I')y. El enunciado es inmediato, teniendo en cuenta la definicién

r(I)=(»
ICp

< | Sea ahora r(I) = r(I’). Como r(I) = {a € A : a™ € I para algin n € N} (definicién
equivalente a la anterior), razonamos:
Supongamos 3z € Spec A : x € (I)g,xz & (I')g entonces 3f € I' : f & p, (1. e. f no se anula en
x) mientras que Vg € I, g € p, (i. e. todas las funciones de I se anulan en x).
Sir(I)=r(I'),como fer(I')=fer()=3IneN: frel= f*ecp, !l Veamos de otro
modo esta ultima implicacién. Basta demostrar que dado un ideal I entonces (I)g = (r(I))o.
Como I C r(I) tenemos que (I)g 2 (r(I))o. Por tdltimo, si I C p,, dado f € r(I) existe n > 0
de modo que f* € I C p,, luego f € p, y r(I) C p,. En conclusiéon, (I)g € (r(I))o y hemos
terminado.

14. Probar que los elementos de los ideales primos minimales de un anillo son divisores de cero
(Pista: localicese en los ideales primos minimales).
Resolucion: Sea A un anillo y p, un ideal primo minimal.
Localicemos en el punto z.
El Spec A, tiene un sélo punto, pues Spec A, = {y € Spec A : p, Cp,} = {ps}-
Asi:
0 # f € p, = f nilpotente en A, (se anula en todos los puntos de SpecA,) = In € N: f*/1 =
0=dse A—p,:s- f"=0= f divisor de cero.

15. Probar que si f: A < B es un morfismo de anillos inyectivo entonces f*: Spec B — Spec A es

una aplicacién continua densa.

Resolucion: Tenemos que probar que Im f* = Spec A.
-. Veamos primero que los elementos minimales de Spec A pertenecen a Im f*.

Sea p, minimal, x € Spec A, f*~!(z) = Spec B, # (), siempre que B, # ). Esto es as{ porque
f+ A — Binyectivo = Ag — Bg inyectivo, pues

;EZ; :O:HS/ES:f(S/)f(a):O:f(Sla):Oés'a:():%zo

Luego = € Im f*, para p, minimal.

-. Probemos ahora que todo punto esta en el cierre de algiin elemento minimal.
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16.

17.

18.

19.

Basta demostrar que todo ideal primo contiene un ideal primo minimal. Para ello aplicamos del
modo clasico el Lema de Zorn:

Es suficiente ver que todo anillo local tiene algiin primo minimal, pues localizando en el punto
tendriamos que el ideal primo del punto contiene un minimal.

Ordenamos los ideales primos por inclusién. Toda cadena tiene cota inferior, esto es, un ideal
primo contenido en todos los ideales de la cadena. Esta cota inferior es la interseccién de todos los
ideales de la cadena. La interseccién es ideal, y es primo: siab € (\pny a € (Pr = I: a & p,.
Sipg C P, entonces a & pg. Asi que b € py V py C po, luego b € (N ps,.

Por tanto,
Yy € Spec A, y € T, para algin z € Im f*,i. e.,y € Im f*

Resolvamos el problema de otro modo: Sea a € A una funcién que se anule sobre Im f*. Se
tiene que a € f~!(p,) para todo y € Spec B, luego f(a) € p, para todo y € Spec B. Por tanto,
existe un n € N de modo que f(a)” = 0. Como f es inyectiva, ha de verificarse que a™ = 0, es
decir, que a es nilpotente. Por tanto, el cierre de Im f*, que son los ceros del ideal de todas las
funciones que se anulan en Im f*, son los ceros de un ideal formado por funciones nilpotentes,
luego coincide con Spec A.

Sea [ el nicleo del morfismo de anillos f: A — By f*: Spec B — Spec A el morfismo inducido
en los espectros. Probar que Im f* = (I)o.

Resolucion: Consideremos los morfismos A — A/I < B. En espectros tenemos los morfismos
Spec B — Spec A/I = (I)g — Spec A. El cierre de la imagen de Spec B en Spec A, coincide
con el cierre de la imagen de Spec B en Spec A/T = (I)g, que por el ejercicio anterior es igual a
Spec A/T = (I)o.

Probar que la interseccién de dos rectas paralelas (ax + by +¢)o, (ax +by+c')o (¢ # ') es vacia.

Resolucion: Basta ver

(az + by + c)o N (ax + by + ¢')o = (az + by + ¢, az + by + c')o = (Rlz, y])o = 0

Para (ax + by + ¢) + (ax + by + ¢') = R[z, y| observar que

1
m(ax—!—by—l—c—(am—kl)y—kc’)):l

Dado i: C[z] — Clz,y]/(y? — 2% + 23), calcular el morfismo i*: Spec Clz,y]/(y* — 22 + 23) —
Spec C[z], calcular las fibras de 7*.

Calcular el morfismo f: C[z,y]/(z — 1) — Clz,y]/(y — 2*) que en espectros aplica cada punto
(cerrado) (a, 8) de la ctibica y = 2 en el punto de la recta x = 1 que se obtiene como corte de
la recta que pasa por el origen y (o, 3), con la recta z = 1.
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Capitulo 2

Problemas del capitulo de modulos

1. Sea I C A un ideal y M un A-mdédulo probar que IM = {meM:m=> am; cona; €Iy
m; € M} es un A-médulo.
Si M’ es otro A-médulo probar que I(M & M') =IM @& IM’. Si M y M’ son submdédulos de
un médulo N probar que I(M + M’y =IM + IM’.

Resolucion:

Probemos que I - M es un A-submédulo de M. Dados m =}, a;m; € IM y m' =3, aim/; €

IM (aj,ay € I), m+m' =3 ;am; + ) a;m; € IM. Dados a € A, m = Y, a;m; € IM

j 4511
(a; € I, para todo i € I), entonces a - m = EY aa;m; € IM porque aa; € 1.
Veamos que I(M @ M')=IM @ IM'.

I-(MoM)= {Zai(mi,mg);ai e€l,m; € M,m, e M'}
i
= {Z(aimi,aimg);ai €l,m; € M,m, e M}
IMaIM = {(Zaimi,Za;mQ); con a;,a; € I, m; € M,m/; € M'}
i J

Es obvio que I(M&M') C IM&IM'. Como (3_; aimy, »_; azm}) = (32; aim;, 0)+(0, 32, ajmy),
es claro también que IM & IM' C I(M & M'), con lo que concluimos

Veamos I(M + M') =IM + IM'.

IM—i—IM’:{Zaimi—i—Za;m; €N, cona,al €I, ym; € M,mj; € M'}

? J

I(M+M)= {Zai(mi—i—m;) €N, cona; €I, ym; € M,m; e M'}
i
Es obvio que I(M+M') C IM+IM'. Como ), aym;+)_; aimy =, a;(m;+0)+>_; a’(0+m)
es claro que IM + IM' C I(M + M').

13
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2. Sean N C M y N’ € M’ submddulos. Probar que N & N’ es un submddulo de modo natural

de M@ M yque ( MeM')/(N®N')=M/N&M'/N'.
Resolucién:
Veamos que N @ N’ es submédulo de M @ M’. Para ello definimos la siguiente aplicacién:

NeN — MeoM
(m,n)  +— (m,n)
que claramente es un morfismo de A-mdédulos inyectivo. Luego N @ N’ es submédulo de M @& M.

Veamos ahora que M @ M'/N@®N' = M/N®M'/N'. Consideremos el morfismo de A-médulos:

MaM -1 M/Ne M /N

(m,m’) +— (m,m)
El nticleo de f es el siguiente: Ker f = {(m,m’): f(m,m') =0} = {(m,m’): (m,m') = (0,0)} =
{(m,m):meNym' e N}={(mm): (mm)e NeN}=NaN’

Veamos que f es epiyectiva: dado (m,m') € M/N & M'/N’, entonces f(m,m’) = (m,m’). Por
el teorema de isomorfia:

(MoM')/Kerf=(MoM)/(NON')~=Imf=(M/N)® (M /N

. Si N, N’ son submdédulos de un médulo M probar que

(N +N')/N' = N/(N NN’
Si denotamos por N = {in € M/N': n € N}, probar que

(M/N")/N = M/(N + N)

Resolucion:

Veamos que:
(N+N')/N'=N/(NNnN’)
Consideremos el morfismo
N % (N+N')/N’'

n — N

Este morfismo es la composicién de
N < N+N — (N+N')/N

Esta aplicacién es epiyectiva: Dado n + n/, entonces ¢(n) = 7 = n + n’. Veamos ahora cual es
su nicleo: kerp = {n € N tales que n € N'} = {n € (NN N')}.Por el teorema de isomorfia:

(N + N')/N' ~ N/(N N N')
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Veamos que: -

(M/N')/N = M/(N + N')
Consideremos el morfismo

M/N' %5 M/(N+N')

m — m
Este morfismo es obviamente epiyectivo. Veamos cual es su nicleo: ker p = {m € M /N’ tales
quemeN+N}={n+n e M/N conne Nyn' e N} ={ne M/N'talquen € N} = N.
Por el teorema de isomorfia

(M/N'")/N ~ M/(N + N')

. Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Sean Ni, No dos submdédulos de M probar que
f(N1 4+ Na) = f(N1) + f(N2) (denotamos por f(N) = {f(n) € M’, con n € N}). Sea I un
ideal, probar que f(I-Ny)=1- f(Ny).

Resolucion:

Por ser f un morfismos de A-médulos sabemos que: f(my + mz) = f(m1) + f(mse). Para todo
my,mg € M. Y f(a-m1)=a- f(mq1). Para todo my € M y a € A.

Veamos que f(N1+Nz) = f(N1)+f(Na).f(N1+N2) = {f(n) tal que n. € Ny +No} = {f(n1+n2)
tal que n; € Ny y na € Na}. Por ser f morfismo de médulos y ny y ne elementos de M,
F(N1+ Na) = {f(n1) + f(n2) tales que ny € N1 y ng € Na} = f(N1) + f(N2).

Veamos que f(I-Ny) =1-f(Ny): f(I-N1)={f(>;c;ai-ni)cona; €Iymn; € Ni}. Porser
J morfismo de A-médulos ,a; € I € Ayn; € Ny € My, f(I-N1)={);c;ai-f(n;) tal que
a; €l yn; € Ny} =1- f(Ny).

. Sea f: M — M’ un morfismo de A-médulos y m’ = f(m). Probar que f~!(m’) = m +Ker f =
{m +n con n € Ker f}. Sea N un submédulo de M, probar que f~*(f(N)) = N + Ker f.

Resolucion:

Veamos que f~1(m') = m + Ker f = {m+nconneKerf}: nef{(m') < f(n)=m=

fim) < fln—m)=0 < n—meKerf < nem+Kerf.

Veamos que f~(f(N)) = N + Ker f. Sabemos que f~1(f(N)) = {m € M tales que f(m) €
f(N)} = {m € M tales que f(m) = f(n) para alginn € N} = {m € M tales que f(m) —
fn) = f(m —n) =0 para alginn € N} = {m € M tales que m —n € Ker f para algin n €
N}={me M talesque m=n+kparanc NykeKerf}={n+keM, coone Nyke
Kerf} = N +Ker f.

. Probar la igualdad Hom(A/I,M) = {m € M: Im = 0}. Probar que Hom4 (A", M) = M &
e M.

Resolucion:

Antes de demostrar las dos igualdades vamos a demostrar otra cosa que nos servird para de-
mostrarlas. Lo que vamos a demostrar es que el morfismo

M L Homu(A, M)

m —  m
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donde -m es el siguiente morfismo

m:A — M

a — a-m
es un isomorfismo de A-mdédulos. Para ello veamos que f es un morfismo de A-mdédulos, que es
inyectiva y que es epiyectiva:
-La aplicacién f es morfismo de A-médulos:—f(m +m’) =-(m+m') = (-m) + (-m') = f(m) +
fm")y flam) = -(am) = a(-m) = af(m)
- El morfismo f es inyectivo: sea m € M, tal que f(m) = -m =0, es decir, am = 0,Va € A, en
particular, sia=1,1m =0= m = 0.
-El morfismo f es epiyectivo: sea g : A — M un morfismo de A-mdédulos. Consideramos
g(1) = m, luego, g(a) = g(al) = ag(l) = am,Va € A, por tanto, g = -m = f(m).
Luego hemos demostrado que M = Homyu (A, M). Empecemos ha demostrar ya las igualdades.
Veamos que Homuy(A/I,M) = {m € M : Im = 0}. El conjunto de Homu4(A/I, M) es el
conjunto de morfismo de A-médulos que van de A/I a M,o dicho de otra forma, es el con-
junto de morfismos de A-médulos que van de A a M y contienen a I en su nucleo, es decir,
f € Homa(A/IL M) & f: A — M, yI CKerf & f € Homa(A, M)y I C Kerf &
(por la igualdad que hemos probado antes) f = -m, con m € M, tal que Ker(-m) 2 I.Una
vez dicho esto definimos las siguientes asignaciones:

Homyu(A/I,M) — {meM:I-m=0}

‘m —m

{meM:I-m=0}, — Homu(A/I,M)
m — m

evidentemente estan bien definidas y son inversa una de la otra, por tanto, Hom4(A/I, M) =
{meM:I-m=0}.

i
Probemos la segunda igualdad. Denotemos 1; = (0,...,1,...,0) € A™. Consideremos el si-
guiente morfismo

Homu (A", M) 2 (Me&..eM

Y consideremos el morfismo

’

MenraoM % Homu(A", M)
(my,...,mp) — g

Donde g es el siguiente morfismo de A-mdédulos.
A™ — M
(a1, .yan) — army + ...+ apmy

Como ambas asignaciones son inversas entre si, concluimos.

De otro modo, por la propiedad universal de la suma directa Hom(A™, M) = [[" Homa (A, M) =
Monae M.
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10.

11.

Calcular los siguientes Z-médulos: Homy(Q, Z), Homg(Z,,, Z), Homz(Z,,,Q) y Homz(Q/Z,Z).
Resolucion:

Dado f € Homyz(Q,Z) y a € Q, entonces f(a) = f(n/n-a) =n- f(1/n-a) € Z, luego f(a) es
multiplo de todo n € Z, por tanto f(a) =0y Homz(Q,Z) = 0.

Dado f € Homg(Z,,Z) y a € Z,, del mismo modo obtenemos que f(a) es miltiplo de n’, para
todo i € N, luego f(a) =0y Homg(Z,,Z) = 0.

Los morfismos de Z-médulos f: Z,, — Q estdn univocamente determinados por sus valores sobre
La-f(1) = fla) = f(b- %) =b- f($), luego f(§) =b""-a- f(1). Dado ¢ € Q, podemos definir
el morfismo g, del siguiente modo g(§) = b=1.a-q. En conclusién, Homz(Z,,Q) = Q.

Dado un morfismo f: Q/Z — Z componiendo con la proyeccién Q — Q/Z tenemos un morfismo
Q — Z. Tenemos pues una inclusiéon Homg(Q/Z,Z) — Homgz(Q,Z), como este ultimo es nulo,
obtenemos que Homgz(Q/Z,Z) = 0.

Probar que si un endomorfismo f: M — M, cumple que f? = f entonces M = Ker f @ Ker(f —
Id).

Resolucion:

Veamos que M = Ker f + Ker(f — Id): sea m € M, queremos probar que m es suma de un
elemento de Ker f y un elemento de Ker(f — Id). Sea m = m — f(m) + f(m), veamos que
m — f(m) € Ker f: por ser f morfismo de A-médulos y f = f2, f(m — f(m)) = f(m) —
f2(m) = f(m) — f(m) = 0 = m — f(m) € Ker f. Nos queda probar que f(m) € Ker(f — Id):
(f =1d)(f(m)) = f*(m) = 1d(f(m)) = f(m) = f(m) = 0= f(m) € Ker(f — Id).

Probemos ahora que Ker f () Ker(f — Id) = 0. Supongamos m € Ker f(Ker(f —Id) = m €
Ker fymeKer(f—Id) = f(m)=0y (f—Id)(m) = f(m)—Id(m) = f(m)—-m=0= f(m) =
fm)=m=0=—-m=0=m=0= Ker f(Ker(f—Id) = 0. Luego, M = Ker f®Ker(f—1d).

Probar que el anulador del A-médulo A/T es I.
Resolucién:

Veamos que Anul(A/I) = I. Veamos las dos inclusiones:
D)seabe& I,b-a=ba=0porque ba € I. Por tanto, b € Anul(A/I).
C)seaze Anul(4/]) = z-1=2=0=z2€I.

Probar que si M es un A-médulo libre no nulo entonces Anul(M) = 0.
Resolucion:

Como M es libre, entonces existe una base de M, {m,...,m,}. Dado a € Anul(M) tenemos
que a-mq =0, luego a =0y Anul(M) = 0.

Sea el Z-médulo M = 75@ Z/nZ. Probar que Anul M = (0) ;Existe algiin m € M de modo
0#nEZ
que Anul((m)) = 0?7

Resolucion:
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12.

13.

14.

M=PzZ/nZL=0872/22&..0L/20LE ...
nez

Sea a € Anul(M) C Z. Denotemos 1,, = 1 € Z/mZ. Tenemos que a - 1,, = a, luego a es
miultiplo de m para todo m, por tanto, a = 0 y Anul(M) = 0.

Contestemos a la pregunta: Sea m € M, m = (m;);en, 0 = m; € Z/iZ salvo un ntimero finito de
i. Sean {i} tales que 0 # m,; € Z/iZ Luego el m.c.m. de los {7} anula a m luego Anul(m) # 0.

Probar que si M ~ M; & - - - & M,, entonces Anul(M) = N Anul(M;). Calcular el ideal anulador
del Z-médulo Z/3Z & Z/67Z & Z/15Z.

Resolucion:

Anul(M)={a€ A:am =0,Ym € M}
={acA:almy,.cc... myp) =0,V(my,...,my) E M1 & ... M,}
={a€A:(amy,....;amy) =0,Y(my,...,m,) E M1 D...d M,}

={a€ A:a€ Anul(My),....,a € Anul(M,)} ={a€Ad:ac€ mAnul(Mi)}
= ﬂAnul(Mi)

Calculemos el ideal anulador de M = Z/3Z @ Z/67Z € Z/15Z. Por el apartado anterior:Anul(M) =
Anul(Z/3Z) N Anul(Z/6Z) (N Anul(Z/15Z) = (3) ((6) N(15) = (30).

Sea 0 — M; — My — M3 — 0 una sucesién exacta de A-médulos. Demostrar que Anul(Msz) 2
Anul(My) - Anul(M;).

Resolucion:

0— M, 5 My ™ Mz — 0

Sean m € My, a; € Anul(M;) y a3 € Anul(M3) tenemos que w(agm) = agm(m) = 0, luego
agm € Kerm = Imi. Sea m’ € My, tal que i(m’) = agm. Tenemos que ajazm = ayi(m’) =
i(aym’) =i(0) = 0, luego ajaz € Anul(Ms) y Anul(Mz) 2 Anul(My) - Anul(M3).

(Es Z/47 un Z-médulo libre? ;jEs un Z/4Z-médulo libre? Definir un sistema generador de
Z/AZ como Z-mébdulo.

Resolucion:

Respondamos a la primera pregunta: supongamos que Z/47 fuera un Z-mdédulo libre, entonces
existirfa una base {m;}ic; de Z/47Z, tal que todo elemento de Z/4Z se puede poner de modo
Gnico como combinacién lineal de los m;, sin embargo,

m; =
%

[en] )]

4.
0-

S
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15.

16.

17.

Luego 0, que pertenece a Z/47Z, no se puede poner de modo tnico como combinacién lineal de
los 7m;, por tanto, {m;}, con ¢ € I no es base.

Z/AZ i es libre como Z/4Z-médulo, una base serfa, por ejemplo 1. Todo anillo A es un A-médulo
libre de base el 1. Como sistema generador de Z/47Z vale {1}.

Sea M = {7+,a € Z,n € N} C Q. Probar que M es un Z-submédulo de Q y que no es finito
generado.

Resolucion:

Veamos que M es un Z-submoédulo de Q: Dados Qiy% € M entonces & + -2 = % e M.

271. 27”
Dado%EMybEZ,entonceslr%:%eM.

Veamos ahora que M no es finito generado. Suponemos que si lo es y lleguemos a contradiccién.
Sea M generado por (‘21—11, e S—E> Veamos que existen elementos que no se pueden poner como
combinacién lineal de éstos. Por ejemplo W con i € 1,..,7. Luego hemos llegado a
contradiccién.

Probar que todo cociente de un mdédulo finito generado es finito generado. Probar que la suma
de dos submoddulos finito generados es finito generado.

Resolucion:

Probemos lo primero: supongamos que M es finito generado, por tanto, M = (myq,.....,my).
Consideramos el cociente de M por N, M/N, y la aplicacién de paso al cociente

M—)M/N
m = m

Dado m € M/N = m = > "  A\m; = m = Y . \m; = {mq,....,my} es un sistema de
generadores de M /N, y por tanto, es finito generado.

Probemos lo segundo: sea M un A-médulo y N, N’ dos submddulos de M finito generados, es
decir, existen {nq,.....,ns} y {n,.....,n.} sistemas de generadores de N y N’ respectivamente.
Por tanto, sin € N = n = Ajny + ..... +Asnsysin € N =n' = Nnl + ... + Aln... Dado
m=mn+n" € N+ N’ tenemos que m = Any + ..... + Asns + Njnj + ..... + Alnl, luego N + N’
estd generado por {ny,.....,ns,ny,......,n.} = N + N’ es finito generado.

Sea C(R) el anillo de todas las funciones reales continuas de variable real. Demostrar que el
conjunto de las funciones reales continuas de variable real que se anulan en algtin entorno del
cero forman un ideal de C'(R), que no es finito generado.

Resolucion:

Llamemos I al ideal mencionado y supongamos que es finito generado, I = (f1, ..., fn). Sea U;
el conjunto de puntos donde se anula f;. Luego A1f1 + ... + Anfn con A; € C(R) se anula en
UyN..NU, = toda f € I se anularia al menos en U; N ... N U, entorno del cero.

Sea g otra funcién que se anula en (—¢, €) tal que (—e¢, €) esta incluido estrictamente en Uy N...N
U,, Luego hemos llegado a contradiccién ya que g € I y no se anula en U; N...NU,.
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18. Probar que todo Z-submddulo finito generado de Q no nulo, es libre generado por un elemento.
Probar que Q 2 Z.
Resolucion:
Supongamos que N es un Z-submddulo finito generado de Q, es decir N =< nq,...,n, >.
Ahora como N es submédulo de Q = N =< ay/by,...,a, /b, >, es decir , N = Zay /by + ... +
Za,/b.. En esta expresién cogemos los dos primeros sumandos, es decir, cogemos lo generado
por < al/bl,ag/bg >= Zal/bl + Zaz/bg = Z(bgal + blag)/(blbg). Siguiendo este proceso con
< ay/bi,...;ar/bp >= Zay /by + ... + Za, /b, = Zp/q =< p/q >. Hemos concluido que es libre
generado por un elemento. Veamos que Q no es isomorfo a Z: Sabemos que Q no esta generado
como Z-médulo por un elemento y que Z si, por tanto, no pueden ser isomorfos.
19. Hallar una base (si existe) de Z[z] como Z-mdédulo.
Resolucion:
Vamos a probar que {1,z,22,...} es base.
¢: DienZ — Zlz]
(a1,.yan) — ail+asz+ ...
(a1,.yan) — ail+agz+ ...
Vamos a ver que estas asignaciones son inversas una de la otra:
(a1y.eyapn) = a1l +asx + ... — (a1,...,an)
Luego la composicion de ambas asignaciones en este sentido es la identidad.
a1l +agz + ... = (a1, ...,an) — a1l + asx + ...
La composicion en este sentido también es la identidad. Luego es isomorfismo.
20. Probar que todo epimorfismo de un médulo en un libre tiene seccién.
Resolucion:
Sea M un médulo y L un moédulo libre, y consideramos el siguiente epimorfismo:
p: M — L
Supongamos que p es epiyectivo y L libre. Sea {e;};c; una base de L y escribamos e; = p(m;),
con m; € M. Definiendo la seccién s(3°, aje;) = ), aym;, hemos terminado. Veamos que s es
efectivamente una seccién de p: po s(>_, aze;) = p(>,; aim;) = >, a;p(m;), por ser e; = p(m;)
esto tltimo es igual a ), a;e; = po s =1Id. Por tanto, s es seccién.
21. Seai: N — M un morfismo inyectivo de A-mddulos. Sir: M — N es un retracto de 4, es decir,

roi=1Id, probar que M ~ N @ Kerr (definase N @ Kerr — M, (n,n’) — i(n) + n').

Sea m: M — M’ un epimorfismo de médulos, de modo que exista una seccién s de 7, es decir,
mos = Id. Probar que M ~ Kerm & M'.
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22.

Resolucion:
Veamos lo primero:
Kerré N — M
(n';n) = i(n)+n'
(m —i(r(m)),r(m)) < m

Veamos que m — i(r(m)) € Kerr: r(m —i(r(m))) = r(m) —r i(r(m))) = r(m) — r(m) = 0 Las
dos asignaciones son una inversa de la otra, entonces: M ~ N @ Kerr.

~

Veamos lo segundo:
M ®Kerr — M
def s(m’)+n

(r(m),m — som(m) “om

(m/,n)
Tenemos que probar que m—(som)(m) pertenece a Ker m: 7(m—(som)(m)) = w(m)—mosomw(m) =
m(m) — w(m). Estas asignaciones son inversas entre si, luego son isomorfismos.

! g -y ; . .y
Sea 0 — M’ = M = M" — 0 una sucesién exacta de A médulos. Se dice que la sucesién exacta
rompe si existe un diagrama conmutativo

Id

0 Mty 0
[ 1d

04>M/4Z>M/EBMN47T>M"4>O

donde ¢ es un isomorfismo, i(m’) = (m’,0) y w(m/,m”) =m".

Probar que si r: M — M’ es un retracto de f, i.e., 7o f = Id entonces la sucesién exacta rompe.
Probar que si s: M"” — M es una seccién de g, i.e., g o s = Id, entonces la sucesién exacta
rompe.

Resolucion:

Veamos lo primero, es decir, que si existe un retracto de f, entonces M ~ M’ & M".

Para ello, probemos primero que M = Im f @ ker r:-veamos que M = Im f + kerr: sea m € M,
veamos que m— f(r(m)) € Kerr, r(m— f(r(m))) = r(m)—r(f(r(m))), ahora, por ser r retracto
de f, ro f =1d, luego r(m) — r(f(r(m))) = r(m) —r(m) =0=m — f(r(m)) € Kerr = 3b €
Kerr:b=m— f(r(m)) = m = f(r(m)) +b € Im f + kerr. -Veamos que Im f Nkerr = 0: sea
melmfNkerr=melmfymecKerr=m=f(m')yr(m)=0=0=r(m)=r(f(m)) =
Id(m’) =m’ =0=m = f(m’) = 0. Luego tenemos que M = Im f & ker r.

Ahora sabemos que [ es inyectiva por hipdtesis y que es epiyectiva sobre la imagen de f, luego
Im f ~ M’, es decir, tenemos que M = M’ @ kerr y lo que queriamos era que M ~ M' & M",
luego si vemos que Kerr ~ M”, habremos terminado: consideremos Kerr % M” y veamos que
es un isomorfismo. Inyectiva: sea m € kerr : g(m) = 0, veamos si m = 0. Tenemos que m =
f(m'), porque Ker g = Im f. Luego, 0 = r(m) =r(f(m')) =1d(m')=m' =0 = m = f(m') =
f(0) = 0. Epiyectiva: sea m” € M"”. Como g es epiyectiva, m” = g(m) = g(m — f(r(m)))
(Im f = Kerg, luego g(f(r(m))) = 0). Y como hemos visto antes m — f(r(m)) € Kerr, luego
es epiyectiva.
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23.

24.

Por tanto, concluimos que Kerr ~ M"” y que M ~ M’ & M" y el diagrama es conmutativo y
por tanto la sucesién rompe.

Pasemos a ver lo segundo. Par ver este apartado lo que haremos sera lo siguiente: comproba-
remos que si tenemos una seccién de g, entonces tenemos un retracto de f y por el apartado
anterior, sabremos que la sucesiéon rompe. Pues bien, veamoslo.

Tenemos s : M — M tal que gos = Id. Veamos que M’ EN M/ Tm s es isomorfismo. Inyectiva:
seam’ € M : f(m') =0« f(m') € Ims = f(m') = s(m”). Ahora g(f(m')) = 0, porque
Kerg =Im f, y g(f(m")) = g(s(m”)) = m” =0, luego f(m') = s(m”) = s(0) =0, y como f
es inyectiva, m’ = 0. Epiyectivo: sea m € M/Ims, m = [m — s(g(m))], donde m — s(g(m)) €
Kerg = Im f. Vedmoslo, g(m — s(g(m))) = g(m) — g(s(g(m))) = g(m) — g(m) = 0. Luego
meImf,m= f(m').

Por tanto, f es un isomorfismo. Ahora consideremos el inverso de f, es ¢ : M/Ims — M’. El
retracto r que buscdbamos es la composicién M — M/Ims — M’. Veamos que efectivamente
es retracto de f: sea m’ € M',r(f(m')) = ¢f(m') = ¢(f(m')) = m’', luego r o f = Id y por
tanto r = ¢ o f es, en verdad, un retracto de f.

Luego, hemos probado que si tenemos una seccién de g, entonces tenemos un retracto de f, y
sabiamos, por el apartado anterior, que si tenemos un retracto de f, la sucesién rompe.

Probar que (Anulg(M))s = Anuly,(Msg), si M es finito generado.
Resolucion:

Anuls (M) C A, localizando, (Anuly(M))s C Ag. Por otra parte, Anula,(Mg) C Ag. Veamos
que (Anuls(M))s = Anula, (Ms).

C) Esta inclusién es obvia. Sea a/s € Anuls(M))s con a € Anuls(M),s € S.

a/s-m/s' =am/ss’ =0/ss' =0=a/s € Anulss(Ms).

D) Seaa/s € Anulys(Mg). M = (my, ..., My) A-médulo luego Mg estd generado como Ag-médulo
por {my/1,...,m,/1}. a/s-m;/1 =0= 3s; € S : s;am; = 0. Sea s’ = s1...8,, = s'am; =0
para todo i = s'a € Anuly (M) = a/s = s'a/s's € (Anula(M))s.

Sea f: A — B un morfismo de anillos. Sea S C A un sistema multiplicativo. Sabemos que B
es de modo natural un A-mdédulo, por tanto, podemos definir Bg. Por otra parte, f(S) C B es
un sistema multiplicativo. Demostrar que Bs = By (g)-

Resolucion:

Consideremos

Bs % Bys

bfs — b/f(s)
Veamos que estd bien definida: b/s = b'/s’ = 3" € § : §"(s'b — sb') = 0, ahora como
s'(s'b—sb') = f(s")(f(s)b— f(s)b)) = b/f(s) =b'/f(s"). Veamos que es morfismo de anillos:
B(b/ 58 /57) = B((5b+5H) /557) = (F( )b+ F(5)8)/ ()£ (') = B(b/ )+ [5"), b(b/sH/5') =
O((b-b)/ss') = (b-b)/f(ss") = (b-V)/f()f(s") = b/f(s) - V/f(s) = &(b]s) - (b'/s') ¥
d(1) = ¢(1/1) = 1/f(1) = 1/1 = 1. Veamos que es isomorfismo: -inyectiva: b/f(s) = 0/1 =
3f(s") : f(s")(bl —0) = 0, ahora como f(s')(bl —0) = s'b = s'b =0 = b/s = 0. -epiyectiva:
Vb/f(s) € Bys)y = 3x € Bg, tal que ¢(x) = b/ f(s), ese x es b/s.
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25.

26.

27.

Sea I C A un ideal y p, C A un ideal primo. Probar que I, = A, siy sélo si x ¢ (I)o.
Resolucion:

Consideremos la sucesiones exactas

0— IcA — AJI -0
0—- I,—-A, — (A/I), —0

Luego I, = Ay & (A/D)2 = (A/Da—p, = (A/)g- =020 A—p, & (A—p) NI #0 &
IZp,<ze ().

Veamos que As =0 0¢€ S:

=)1/1=0=3s€ Stalque s-1=0.

«<)a/s =0porque 0-a =0, (0€59).

Probar que (I . M)S = [5 . MS =1- MS.
Resolucion:

Veamos primero quién es cada conjunto: - M = {Z] iym; :i; € I,m; € M}.

(I-M)s =Y (iym;)/s:ij€l,mjeMyseS}

J
Is- Mg ={> (ij/s;)(m;/s}) :i; € [,m; € My s;,5; € S}
i

={D _(iym;)/(s;s}) :i; € I,m; € M y 55,5} € S}
i

= {Z(ajijmj)/s taj,i; €I,mje MyseS}
J

= {Z(z;m])/s iy el,mje MyselS}
J
Por ultimo:

I'MS:{Z(ijmj)/Sj Zij EI,mj EMij ES}:Z(ijmJ‘)/Slij EI,mj EMySGS}

J J
Por tanto, es evidente que (I - M)g =Is- Mg =1-Msg.
Sea A un anillo integro, e I # 0 un ideal. Probar que I es libre si y sélo si I = aA (a # 0).
Resolucion:
<) Sea I = aA, tenemos el epimorfismo:

A — I=dadA
b — ab
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que es inyectivo, porque como A es integro, si ab =0 = b =0, luego I ~ A.
=) Dados dos elementos a1, a2 € I, entonces no son linealmente independientes ya que asa; —
ajas = 0. Luego si I es libre esta generado por un unico elemento, luego I = aA.

28. Sea M un A-médulo finito generado y S C A un sistema multiplicativo de A. Probar que si
Mg = 0 entonces existe un s € S tal que s-m = 0 para todo m € M.
Resolucion:
M es finito generado, por tanto, M =< my,...,m, >. Mg =0, es decir, Ym € M,Vt € S,m/t =
0=3s €S:s(ml—-1t0) =0= s'm = 0. Luego para m;,i = 1,...,m,3s; € S : ;m; = 0. Si
tomamos s = s1 + ... - S, € S, tenemos que sm; = 0,Vi = 1,...,n. Luego como los m; generan a
M, tenemos que sm = 0,Ym € M.

29. Sea I C A un ideal y M un A-médulo finito generado. Probar que IM = M <= M;,; = 0.
Resolucion:
<) Suponemos que My = 0 = para cada m € M,3(1 +4) € 1 +1 tal que (1+4)m =0 =
m = —im para cada m. Luego M = IM.
=) Localizando A y M por el sistema multiplicativo 1+ I, podemos que los elementos de 1+ T
son invertibles. Sea {mi,...,m,} un sistema generador con el nimero minimo de elementos
posible. Supongamos que r > 0, es decir, que M # 0. Como I - M = M tenemos que

mi = Zaimi a; € I
i

Luego (1 —ay)my = > ;o aim; y my = (1 —a1) (3,5 aim;) € (ma,...,m,). Por tanto,
ma, ..., m, generan M y llegamos a contradiccion, al suponer que M = 0.

30. Probar que si un endomorfismo 7: M — M de un A-mdédulo finito generado es epiyectivo
entonces es un isomorfismo.
Resolucion:
T dota a M de estructura de k[z]-médulo: p(z) - m := p(T)(m). T es epiyectivo si y sélo si
xM = M, que equivale a, (z)M = M. Por el problema anterior, M, = 0. Por lo tanto,
existe un p(z) = 1 4+ = - g(x) que anula a M. Es decir, (1 4+ zq(x)) - m = 0, para todo m € M,
que equivale a decir, que m + T o ¢(T)(m) = 0. Es decir, —¢(T) es el inverso de T. Luego T es
un isomorfismo.

31. Demostrar que Z" es un Z-médulo isomorfo a Z™ si y sélo si n = m.

Resolucion:

<) Esta implicacién es obvia.

=) Sea Z" ~ Z™, consideramos el sistema multiplicativo S = Z — {0}, y localicemos por él.

(Z")s = (Z™)s
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32.

33.

(Zs)" ~(Z")s
(Zs)™ =(Z™)s

de todo esto = Q™ ~ Q™ como Q-médulos = por ser Q un Q-espacio vectorial, n = m. (Porque
sabiamos que los espacios vectoriales son isomorfos si tienen la misma dimensién).

Demostrar que A™ es un A-médulo isomorfo a A™ si y s6lo si n = m.
Resolucion:

Si fueran espacios vectoriales lo sabriamos por teoria de la dimension.

Si n = m, es claro que A™ es isomorfo a A™. Ahora, probemos que si A" es isomorfo a A™,
entonces n = m: sea m C A, un ideal maximal. Como A" es isomorfo a A", tenemos que

A" /mA" ~ AT /mA™
Ahora, como A" =A®".. 5 Ay como mA” =mA D ".. HmA, tenemos que
(Apm. 0 A)/(mAdm. dmA)=A/mAd". & A/mA
Por tanto, (A/m)" = A"/mA"™ ~ A™/mA™ = (A/m)™. Luego, (4/m)" ~ (A/m)™ es un

isomorfismo de A/m-médulos = como A/m es cuerpo = A/m-mdédulo es igual a A/m-espacio
vectorial, por tanto, por teoria de la dimensién de los espacios vectoriales, n = m.

Sea M un A-moédulo finito generado. Probar que si M ~ M & N entonces N = 0 ;Es siempre
cierto este resultado si M no es finito generado?

Resolucion:

Sea m C A un ideal maximal.

M/mM ~ (M ® N)/M(M & N) =M & N/mM @&mN = M/mM & N/mN

Esto no puede ser por la teoria de la dimensién, luego N/mN es 0. Concluiria que N =0si 4
fuese local y N fuera finito generado. Veamos que N es finito generado.

M&N/M®&0=0&N =N

N es isomorfo a un cociente de M & N ~ M . N es un cociente de un mdédulo finito generado
luego es finito generado. El anillo no es necesariamente local pero podemos suponer que es local:
Sea x € Spec A (ideal primo), localicemos en z.

M, ~ M, & N, como A -mbdulos. Ahora es un anillo local de ideal maximal m = p, A, .

N,/mN, =0= (lema de Nakayama) N, =0= N =0

Contestemos a la pregunta: no es siempre cierto. Veamos un ejemplo:

Sea F = % Ry {eg, .., €n, ...} una base. El morfismo
i=0
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34.

35.

36.

37.

FoFE ~ FE
(€i70)
(ani)

€2;

N
— €241

es un isomorfismo.
Sea my,...,ms un sistema generador de un A-médulo libre A™. Probar que s > n.
Resolucion:

Si A fuese un cuerpo lo sabriamos por Algebra Lineal. Sea m C A un ideal maximal. Por
ejercicios anteriores sabemos que si myq,.....,m, es un sistema generador del A-mddulo A™,
entonces My, ....., M es un sistema de generadores del A/m-médulo A™ /mA™ (por ser m maximal,
entonces A/m es cuerpo, por tanto, A/m-médulo es lo mismo que A/m-espacio vectorial).

Ahora, por un ejercicio anterior

(A"/mA") = (A/m)"
y por teoria de la dimensién de espacios vectoriales, obtenemos que s > n.
Probar que todo sistema de n generadores de un médulo libre A™ es base.

Resolucion:

Sea {my,...,my} un sistema de generadores. Tenemos pues la aplicacién epiyectiva:

An 5 opn

(a1,.,an) — Yo aimy
Suponemos que no son base entonces Ker ¢ £ 0. Y hemos llegado a contradiccién porque dada

la sucesién exacta:

0%Ker¢°—>A”£>A”HO
por ser A™ libre, ¢ tiene seccién, entonces A™ = A™ @ Ker ¢, por tanto, Ker ¢ = 0.

Sean M y M’ dos A-médulos de tipo finito. Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos.
Probar que si los morfismos f,: M/m,M — M’'/m, M’ m — f(m) son epiyectivos, para todo
punto cerrado = € Spec A, entonces el morfismo f es epiyectivo.

Resolucion:

Un morfismo es epiyectivo si y sélo si lo es localmente. Podemos suponer que A es local de
ideal maximal m,. Sabemos que M’ es finito generado, luego M’ = (m/,...,m’). Como f,
es epiyectiva, tenemos que {m} = f(m1),...,m. = f(m,)}. Aplicando el lema de Nakayama,
tenemos que {f(m1),..., f(m,)} generan M’ por tanto, f es epiyectiva.

Demostrar que si existe un morfismo A™ < A" inyectivo de A-mdédulos entonces m < n.
Resolucion:

Las inyeciones no se mantienen al hacer cociente por un maximal. Sea p, C A un ideal primo
minimal. Localizando tenemos la inyeccién

ATt — A7
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y A, es un anillo con solo ideal primo p,A,. Simplificando notaciones podemos suponer que A
es un anillo con un dnico ideal primo. Los elementos del ideal primo p, son nilpotentes y los
que no estan en él son invertibles.

Dado un médulo M, definimos su torsién como T'(M) := {m € M tales que existe a € A, no
nulo, tal que a - m = 0}.

T(A™) = pp XX, si(ag,...,an) € T(A™) entonces existe a € A(a # 0) tal que a-(ay, ..., an) =
(0,..,0). Luego ningtn a; es invertible, luego a; € p, para todo i = T(A™) C p, X ™ X pg.
Si (a1, ..., am) € Pz X ™ X p, denotemos a® := af* - - - a%". Sea a de modo que a® # 0y
que aj*' - ~a§”+ -a%" = 0 para cualquier i. Se cumple que a*(aq, ..., a.,) = (0,...,0). Entonces
Pr X ... X P, CT(A™).

Por tanto, A" NT(A™) = A" N (py X M X Pg) = P X 2 X p, v si denotamos por ¢ la composicién
de los morfismos
A" — A" — AT Py X X Py

tenemos que Kerp = A" N (p, X ™ X Ppz) = Pz X % X p,. En conclusién tenemos la inyeccién
(A/pm)n = An/pm X X Py — Am/px XM X Py = (A/pa:)m
Luego por la teoria de la dimensiéon m > n.

38. Demostrar que la longitud del k[z]-médulo k[z]/(z™) es n.

Resolucion:

Para ver que la longitud de k[z]/(z™) es n, tenemos que dar una cadena de submédulos de él que
sea irrefinable y ver que tiene n elementos. Consideremos la cadena siguiente:

0C (@) C (@2 C..c (@) = (1) = k[z]/(=")
Veamos que es irrefinable, es decir, que (z%)/(Z**1) es simple:
Aml((#) /(1)) = (2)
Luego, k[z]/ Anul((#)/(z7)) = () /(z1) = k[z]/(&) =~ (#%)/(z'+") y como k[z]/(Z) ~ k,entonces

deducimos que (z%)/(z°*1) es simple. Luego hemos encontrado una cadena de n elementos de k[z]/(x™)
que es irrefinable y, por tanto, k[z]/(z™) tiene longitud n.
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Capitulo 3

Problemas del capitulo de modulos
sobre dominios de ideales
principales

1. Sea A un dominio de ideales principales. Si aA NbA = cA, pruébese que ¢ es el minimo comin
multiplo de a y b.

Resolucion:

Como ¢ € aANbA = cA, entonces ¢ es multiplo de a y b. Por otra parte, si m es multiplo de a
y b entonces m € aANbA = cA. Luego, m € cA, es decir, m es multiplo de ¢. En conclusién, ¢
es el minimo comin multiplo de a y b.

2. Sea A un dominio de ideales principales. Sean a = pi* ---pl'", b= p{™ ---p*" con n;, m; > 0,
p; irreducibles y p; primo con p;, para i # j. Calcilese el minimo comin miltiplo y maximo
comun divisor de de a y b.

Resolucion:
1. Veamos que m.c.m(a,b) = p{* ---p% con a; = méx{a;,b;}: Es claro que es multiplo de a y

b. Si ¢ es miultiplo de a y b, entonces es multiplo de p;'* y p;"*, luego multiplo de pi‘. Por tanto
¢ es miltiplo de m.c.m(a,b).

2. Veamos que m.c.d.(a,b) = p?l ---pBr con B; = min{a,, b;}: Es claro que divide 4 a y 4 b. Si
c divide 4 a y 4 b entonces ¢ =p]* ---p)r, con v; < n; y v < my, luego ¢ divide a p’fl = -p'fh

3. Sean p y ¢ numeros primos distintos. Calcular el nimero de grupos abelianos finitos desisomorfos
de orden p?q.

Resolucion:

Sea G el grupo abeliano considerado. Por el tercer teorema de descomposicion

GeZ/Z®-- DL/, L

29
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con ¢1|pa] . ..|pn. Tenemos que p?q = ord G = ord Z/p1Z--- ord Z/pp,7 = ¢1 - - - ¢r,. Entonces
¢ =p*q 6 ¢p1 =pqy ¢p2 = p. Es decir, 6 G ~ Z/p*qZ 6 G ~ Z/pqZ & 7./ pZ.

. Pruébese que un grupo abeliano finito que no sea ciclico contiene un subgrupo isomorfo a

Z/pZ x Z/pZ, para un cierto entero primo p.

Sabemos que
G~ ®L/p;"L
0,j

Si para cada 7 solo existe un n;;, escribirfamos
T
G=@L/pL=Z/(p" - pyL)
1=
que es un grupo ciclico (contradiccién). Luego

GZ/pM L L/ PP LS -

nllfl

El subgrupo (p; ) CZ/pT"' Z es isomorfo a Z/p1Z. Por tanto el subgrupo

P hHe e Heocd

es isomorfo a Z/p1Z ® Z/p1 Z.

. Sea GG un grupo abeliano finito. Demostrar que G es ciclico si y solo si para cada n divisor del

orden de G, existe un tinico subgrupo de G de orden n.
Resolucion:

=) Si G es ciclico entonces G ~ Z/mZ. Dado un subgrupo G’ C G entonces r = #G'[#G = m.
Observemos que 7 anula a G'. Los elementos de G ~ Z/mZ anulados por 7 son {*,2% ... m =
0} = (). Por tanto G’ = ().

<) Sea G un grupo abeliano de orden m de modo que para cada r que divida a m contiene un
Unico subgrupo de orden r. Veamos que G es ciclico. Sabemos

GZ/pV'Z& - & L/p}L

Quizas algiin p; = p;. Supongamos que p; = py. Los subgrupos (pi' ) @0y 0@ (ph>~ ) @0
son ambos de orden p; = ps y llegamos a contradiccién. En conclusion, los p; son distintos de
los p;, para ¢ # j. Por el teorema chino de los restos

G=Z/py* - plZ

que es ciclico.

. Sea G un subgrupo discreto del grupo aditivo de R™. Pruébese que existe un numero natural

r < n, tal que G estd generado como Z-mddulo por r vectores linealmente independientes sobre
R.

Resolucion:
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Procedamos por induccién sobre n.

Sin =1, sea g € G, un vector de G no nulo de médulo minimo. Dado ¢’ € G, existe n € G, de
modo que ¢’ =ng + Ag, con 0 < A < 1. Luego, Ag que pertenece a GG, es de médulo menor que
el de g, y ha de ser igual a cero. Es decir, G = (g).

Supongamos que el enunciado es cierto hasta n — 1. Sea g € G, un vector de G no nulo de
moédulo minimo. Sea H el plano normal a g. Consideremos la proyeccién 7: R" = (¢9)®@ H — H.
Tenemos que 7(G) es un subgrupo discreto de H. Efectivamente, debemos probar que existe
un entorno U de 0 € H tal que U N7(G) = 0. Si no existiese dicho entorno, entonces existira
una sucesién de puntos g; € G, de modo que 7(g;) convergen a 0. Tenemos que g; = \;g + hy,
y podemos suponer que |A;| < 2 (sumando o restando ng). Ahora bien, ||g;|| = |\i| + [|hi]] ¥
como ||h;|| tiende a cero, encontramos vectores de médulo menor que el de g, contradiccién.
En conclusién, por hipétesis de induccién tenemos que m(G) es un Z-médulo libre de rango
r <n —1 (generado por r-vectores R-linealmente independientes). La sucesién exacta

0-R-g9)NG—G—7(G)—0

rompe, luego G ~ (R-¢g) NG & 7(G). Como (R -g) NG es un subgrupo discreto de R - g,
concluimos que es isomorfo a Z - g y hemos concluido.

. Clasifiquese el endomorfismo “multiplicar por ” sobre el espacio

E = k[2]/(x) & K[z]/(2) & K[2]/ ()

Resolucion:

iEst4 ya clasificado! Los divisores elementales son z°, 23, z.

. Clasifiquense los endomorfismos nilpotentes de un espacio vectorial de dimensiéon 3. Problema
analogo para espacios de dimensién 4 y 5. Resolucion:

i). Sea T: E — FE donde dimensién E=3. 3n e NNT" =0 = T"(e) =0,Ve € E = 2" - e =
0,Ve € E = Anul(E) = 2™ donde m <n
Por el teorema de clasificacién

E~Kz]/(p1(2)") ® - - & Klz]/(pr(2)")

con p;(x) irreducibles.

Anul(E) = m.em.(p1(z)™, - ,pp(z)" ==z
Entonces p;(z)™ = ™.

Sea

m

E~Klz]/(x)™ @ - & K[z]/(x)™"

Una base de K[z]/(z") es {1,Z,22,--- , 2"~ 1} tenemos que dimK|[z]/(z") = n
3=dimyE =mq+---+m,

Hay tres posibilidades, las deméds son isomorfas a ellas:

1. E~K][z]/(2?) o

Consideremos la base: {1,7,z2}

La matriz de multiplicar por z en esta base es:
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[l )
= o O
o O O

Consideramos el siguiente diagrama:

Y la matriz de T en la base {2 (1), {¢o 1), {¢ ' (z})} es: T =

o = O
— o O
o O O

2. E~XKlz]/(2*) ® K[z]/(x) B
Consideremos la base: {(1,0), (,0), (0,1)} de K[z]/(2?) & K[z]/(x)
La matriz de multiplicar por = en esta base es:

0 00
1 00
0 0 O

Y la matriz de T en la base: {¢~(T,0), {p"1(%,0), {p~1(0,22)} es:
0 0 O

0
0

o o

1
0
3. B~ Klzl/(z) © K[z]/(x) ® K[z]/(x)

Consideremos la base: {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de K[z]/(z?) ® K[z]/(z)
La matriz de multiplicar por z en esta base es:

0 00
0 0 O
0 0 O

Y la matriz de T en la base: {¢~(T,0,0), {¢~ (7, 0), {¢~(0,22)} es:
0 0 O
1 00
0 00

ii).Sea T: F — F donde dimensién F=4. 3n e N,7" =0 = T"(e) = 0,Ve € E = z" - e =

0,Ve € E = Anul(E) = 2™ donde m <mn
Por el teorema de clasificacién

E = Klz]/(p1(z)") @ --- © K[z]/(p(2)"")

con p;(z) irreducibles.
Anul(E) = m.com.(p1(z)™, - ,pp(z)") = ™.
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]SEntonces pi(x)™ = x™.
E~Klz]/(2)™ @ --- & Kz]/(z)™

Una base de K[z]/(z") es {1,Z,22,--- 271} tenemos que dimK|[z]/(z") =n
4 =dimpEF =mi+---+m,
Hay cinco posibilidades, las demés son isomorfas a ellas:

Luego la base es: {1,Z, 22,23}
Y la matriz de T en esta base es:

0 0 0O
1 0 0 0
01 0 0
0 010

2). E~Klz]/(2%) © K[z]/(x)

Luego la base es: {(1,0), (7, 0), (z2,0), (0,1)}
La matriz de T en esta base es:
0 0 0 O

S O =
o = O
o O O
o O O

3). B~ Klr)/(?) © Kl]/(+?)
Luego, la base es: {(1,0),(0,1),(z,0),(0,Z)}
Y la matriz de T en esta base es:

0 0 0O

o O =
oS O O
= o O
o O O

1). B ~Ka)/(2?) & K[a)/(2) & K1/ () )
Luego, la base es: {(1,0,0),(z,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
Y la matriz de T en esta base es:

0 0 0 O

1
0
0

o O O

0 0
0 0
0 0

5).FE ~ Klz]/(z) ® K[z]/(z) ® K[z]/(x) ® Klz]/(x) B
Luego la base es: {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

Y la matriz de T en esta base es:



Capitulo 3. Problemas del capitulo de médulos sobre dominios de ideales principales.
Sandra Aguado, Esther Huerta, Carmen Lebrijo, Maria Merino, Belén Riballo

o O oo
o O oo
o O oo
o O o o

ili). Sea T': E — E donde dimensién E=5. In e NJT" =0=T"(¢) =0,Ve € E = 2" - e =
0,Ve € E = Anul(E) = 2™ donde m < n
Por el teorema de clasificacién

E =~ Klz]/(p1(2)") @ - - ® K[z]/(p(2)"")

con p; irreducibles.

Anul(E) = m.c.om.(p1 ()™, ,pp(x)" =
Entonces p;(x)™ = x™:.

Sea

m

E~K[z]/(2)™ @ @ K[z]/(z)™

Una base de K[z]/(z") es {1,Z,22,--- ,2"~1} tenemos que dimK[z]/(z") =n
5 =dimgE =my+ -+ m,
Hay siete posibilidades, las demas son isomorfas a ellas:

1). E~K][z]/(x%)

Luego la base es: {1, 7,22, 23, 21}

000 0O
1 0 0 00
Y la matriz de T en esta basees: |0 1 0 0 O
001 0O
000 1O

2). E~Kz]/(a") & Klz]/(2)
Luego la matriz de T es:

0 00 0O
1.0 0 0 0
01 0 0O
0 01 0 O
0 00 0O

3). E ~K][z]/(2?) & Klz]/(2?)
Luego la matriz de T es:

0 00 0O
1 0 0 0 O
01 0 0 O
0 00 0O
0 0010

4). E ~XK]z]/(2%) & K[z]/(z) & K[z]/(2)
Luego la matriz de T es:
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000 0O

1 0 0 0 0

01 0 0O

000 0O

000 0O
5). E ~Klz]/(2*) ® K[z]/(2*) ® Kl[z]/(x)
Luego la matriz de T es:

000 0O

1 0 0 00

000 0O

001 00

000 0O
6). E ~Klz]/(2*) ©® K[z]/(2) ® K[z]/(2) ® K[2]/(2)
Luego la matriz de T es:

00 0 0O

1 0 0 0O

000 0O

000 0O

000 0O

7). E~Klz]/(x) & Klz]/(x) & K[z]/(x) & Kz]/(x) & Klz]/(x)
Luego la matriz de T es:

0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O

. Clasifiquense los endomorfismos T' de un espacio vectorial real E, que cumplan
(a) Anulador de T' = (z — 1)?, dim E = 5.
(b) Anulador de T' = (2% + 4)*(x 4 8)?, dim E = 8.

Resolucion:

a) Sabemos que Er =~ k[z]/(p1(z)™)®. ..®k[x]/(p,(x)™) y su anulador es Anul(T) = (z—1)? =
m.c.m.(p1(z)" L, ... pe(2)"). Ademds sabemos que dim k[z]/(p(z)) = gr(p(x)). Luego

Er ~klz]/(z —1)*@.7.@klz]/(x —1)? @ klz]/(z — 1) ®.5. ® klz]/(x — 1)
siendo dim(E7) = 2r + sy r > 1. En nuestro caso dimE =5, luego 6 r=1y s=3,6r=2y

s = 1. Es decir,

kla]/(x = 1)? @ k[z]/(z — 1)* @ k[z2]/(z — 1)

. { klz]/(x = 1)? @ klz]/(z — 1) @ k2]/(z — 1) © klz]/(z — 1)
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b) Nos dicen que ¢;(z) = (2% +4)? - (z + 8)2. Sabemos que
E~kl2]/(1(2) ... @ k[z]/(dr(2))
En nuestro caso E = k[z]/(2? +4)?(z+8)? ® k[x]/da(x) ® k[z]/p3(x) Como dim E = 8, entonces
(2 +4) (¢s3(z) =1)
$2(x) =4 (z+8)* (¢3(z) =1)
(x+8) (¢s(z) =z +38)
Por tanto,
klz]/(x? + 4)*(z + 8)? @ k[z]/(z* + 4)
E = klz]/(x?+4)%(z +8) @ k[z]/(z + 8)?
k[z]/(z* + 4)*(x + 8)% @ k[z]/(z + 8) @ k[z]/(z + 8)
10. Sea F el espacio vectorial real de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor

11.

que 6, y sea D el operador derivada sobre E. Clasifiquese el endomorfismo T' = D?.
Resolucion:

Una base de E es {1,z,2% 2%, 2%, 25}. La matriz de T = D? es

0020 0 0
0006 0 0
ro|0 00012 0
“loo o0 0 20
0000 0 0
0000 0 0

Observemos que T3 = D% es nulo sobre los polinomios de grado menor que cinco, pero 7% = D*
no porque T?(x%) = 120x. Luego el anulador de T es 2° y ¢ (z) = 2. Por tanto,

1. R[z]/(2") © Rla]/(z%)
E=1{ 2 R[/(") @ R[z]/(2?) & R[z]/(x)
3. R[z]/(2°) ® R[2]/ () © Rlz]/(x) ® Rlz]/(z)

Veamos cudl de estos tres es nuestro caso. Tenemos que dim KerT' = 2. En el caso primero es
dos (KerT = (22) @ (22)) en el segundo caso es tres (KerT = (22) & (T) ® (1)) y en el tercer
caso cuatro (KerT = (22) @ (1@ (1® (1)). En conclusién, E = R[x]/(2?) @ R[z]/(23).

Sea A el C-espacio vectorial de todas las funciones reales a valores complejos infinitamente

diferenciables. Se designa por D el operador derivada. Es claro que D es un endomorfismo C
lineal de A.
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(a) Probar la férmula de conmutacién
P(D)(e™ -y) = e**P(D + a)y

paray € Ay a € C.

(b) Probar que Ker D"*! = {Polinomios de grado menor o gual que r}. Calcular Ker(D—a)" 1.
Sip(z) =(x—aq)™ - (z — a,)", calcular Kerp(D).

(¢) Resolver las ecuaciones diferenciales: y"””" — 2y +2y” =0, y”" +y = 0.

Resolucion:

a) Sea D: E — E, f — Df. Queremos probar que P(D)(e**f) = e**P(D + a)f.

D(e*f)=aef4+e*Df =e*(D+a)f
D2(e7 ) = D(D(e f)) = D(e¥*(D + a)f) = ¢**(D + a)(D + a)f = (D + a)*f

D™ f) = **(D + )" f

Por linealidad tenemos P(D)(e** f) = e**P(D + «)f.

b) 1- Ker D"*! = {polinomios de grado menor o igual que r }

C) Es claro que {p(z): grado (p(z)) menor o igual que r} C Ker D"*!: Si p,(z) es un po-
linomio de grado r entonces Dp,.(z) es de grado r — 1. Por tanto D" *!p,.(z) = 0.

D) D™l f(z) = 0 entonces D"Df(z) = 0. Por induccién sobre r tenemos que Df(z) es un
polinomio de grado menor o igual que r-1.

f(z) = [ (polinomios de grado menor o igual que r-1) dz
= (polinomios de grado menor o igual que r)

2-Veamos que Ker(D — a)"" = ¢®®{polinomios de grado menor o igual que r}.

Tenemos que f(z) € Ker(D—a)™! <= (D—a)" 1 f(z) =0 <= 0= (D—a) " (e*®e 2 f(x)) =
e Dl (e f(x)) <= D" (e f(z)) =0 < e **f(x) € { polinomios de grado menor
oigual que r} <= f(z) € e**{polinomios de grado menor o igual que r}.

3-Sip(x)=(x—a))™...(x —a,)".

Kerp(D) = Ker(D —a1)" @ ... ® Ker(D — o )" =

e*t*{ polinomios de grado menor o igual que ni} @ ... ® e**{polinomios de grado menor o
igual que n,}.

¢) 1- Escribimos la ecuacién en forma de polinomio:

(D* —2D3 +2D?%)y = 0. Esto es :
D?(D? — 2D + 2)y = 0 entonces D*(D — (1 +14))(D — (1 —i))y = 0.
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Las soluciones de este polinomio se calculan aplicando el nicleo:
Ker(D* — 2D3 + 2D?) = Ker D? @ Ker(D — (1 +1)) @ Ker(D — (1 —i)) =
(bo + b1x) + Ae(1FD 4 etz
Las soluciones son : y = (b + byx) + Ae )z 4 ye(t=0z,
2- Escribimos la ecuacién en forma de polinomio :
(D?+1)y=0= (D+1i)(D—1i)y=0.
Aplicamos el nticleo,Ker(D + i) @ Ker(D — i) = Ker(D? + 1) = Ker(D? + 1) = X\e®™® + pe™ 2.
Las soluciones son: y = A\e®® + pe™ 2.

12. Con las notaciones del ejercicio anterior sea la ecuacién P(D)y = z, con z € A. Supongamos
que existe un polinomio @(z) primo con P(z) de modo que Q(D)z = 0. Pruébese que existe un
polinomio R(x), de modo que R(D)z es una solucién particular de la ecuacién dada. Resolver
la ecuacién y® — y = 5.

Resolucion:
1). Existen A(z), u(z) tal que A(z)-P(z)+u(z)-Q(z) =1 = (M=) -P(x)+p(z)-Qx))z2=12==2
= 2z=AD)-P(D)-z+u(D)-Q(D)-z=P(D) -AXD)z =y = XD) -z es una solucién de
la ecuacién diferencial. Y ahora veamos cudles son todas las soluciones: si y,y’ son soluciones
= PD) (y—y)=PD) - y—PD) -y =2—2=0=y—y €ker P(D)
Luego todas las soluciones son de la forma: y' = y + ker P(D) = solucién particular + solucién
homogénea.

2). Resolvemos y"”’ —y = x* Sabemos que D° - 2* = 0
D3 — 1y D? son primos entre sf. ¢Ex1sten Az ) (a:) tales que A\(z) - (2% — 1) + p(x) - 2® = 17
Dividiendo los polinomios tenemos que: 2% =22 - (23 = 1)+ a2y a3 -1 =222 -1
Luego: 1= (—1—23)- (23— 1)+ 2 2°
donde: \(z) = —1— 2% y p(x) =
Por tanto: 1 = (—1—-D3)- (D3> -1)+ D - D5 =at=(D3-1) - (-1-D3) 2*
Solucién particular: y —( 1-D3) 2= —a*—-24.2 »
Todas las soluciones: —z* —24 -z +ker(D® —1) = —z* =24 - x +a-e” tboe 3 +coe"+b-
e~ ,Va,bceR

13. Dada la ecuacién diferencial P(D)y = z, escribamos y = BDy % Si Plx)=(z—ay))™ - (z—

o), expresar y en términos de primitivas (reiteradas) de sumas de productos de funciones
exponenciales y derivadas de z (usese la descomposicién de fracciones racionales en fracciones
simples y la férmula de conmutacién). Resolver ¢y — y = sen.

Resolucion:

1) Dada P(D)y = f(2) = y = gryrs F_”_”()D_ar)nr =y = (Cpty)f(@).

)

En esta expresién : ﬁf(x) = (Dfa)neme_o‘”f( T) = e e f(x) =€ [ [ e f(x)
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14.

2) Escribimos la ecuacién en forma de polinomio :
1 1

2 _ . _ 1 . _ 5 . 5 .
(D —1)y—smx:y—ﬁsmx:y— o1 Sinx + iy sinw.
1

1
*2 (e *sinz) = e”L [ e *sinada.

2 _giny = =2-e%e Tsinx = e

Operamos: BT

2
D—-1

e =cosx +isinx

" =cosx —isinx

Sabemos que : { .

Restando estas dos expresiones tenemos :sinx = &—5—

P . el i 1 (71+i):l) (7171‘)1 1 e(—1+i)z e(—1-d)=z
Je *sinadr = [e 5 dx—gfe +e =3 It o .

Sustituimos en la ecuacién y nos queda :

_ 1,z e(—1+'i)z e(*l—i)m
y= ¢ = + == )

Sea Suc(C) = {(an)} el C-espacio vectorial de las sucesiones de nimeros complejos. Sea
V: Suc(C) — Suc(C) la aplicaciéon C-lineal definida por V(a,) = (al,), donde al, = an41.
Sea A =V —1d, el “operador diferencia”.

(a) Probar las férmulas de conmutacién

P(V)((a") - (an)) = (") - P(aV)(an)
P(V —a)((a") - (an)) = (a”) - P(a- A)(an)

(b) Demostrar que las sucesiones {(1),(n),...,(n")} son una base de Ker A"*!. Calcular
Ker(V —a)".
(¢) Resolver la ecuacién a,4+9 = ay+1+0an, con las condiciones iniciales ag = 0,a; = 1 (sucesién

de Fibonacci).

Resolucion:

a) 1) V((@")(an)) = V((@"an)) = (@"*ani1) = (a")(@an41) = (a")(aV)(an)

V2((a")(an)) = V(V((@")(an))) = V((@")(aV)(an)) = (@")(aV)(aV)(an) = (a")(aV)*(an)

V(@) (an)) = (an)(aV)™ (an)

Si consideramos una combinacién lineal de los endomorfismos V7, esto ocurrird para cada
término. Concluimos: P(V)((a™)(a,)) = (a™)P(aV)(an)

2) P(V = a)((@")(an)) = (a")P(aV = a)(an) = (") P(a(V = Id))(an)) = (") P(al)(an)

b) 1) Veamos que {(1),(n),...,(n")} es base.
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Caso r = 0.
Si A(ap) =0 = an+1 —a, =0 (para todo n) = a,, es constante, es decir, a, = a,_1 = ... =ag

Ker A = ((1))c.

Vamos a probar {(1),...,(n)"} C Ker A™+1

Dado un polinomio de grado menor o igual que r, p.(n) = agn” + ...+ a,

A(py(n)) = Alagn™ +a1n" "t +...+a,) = Aapn”) + A(a;n"™ 1) + ...+ A(a,) Es un polinomio
en n de grado menor que r.

An®) = ((n+1)* —n®) = ((n® +sn*t+...+1) —n*) Es un polinomio en n de grado menor
que s = A™(p (n)) 0)={1),...,(n)" }CKerAT+1

Faltarfa probar Ker A™! C {(1),. ( )}

Para ver la igualdad basta ver que dlm(c Ker A" <7+ 1 = dim¢((1), (n),...,(n)")c

)
C

Ker A" = (A1) =1(0) = A= (Ker A")
0 — KerA — A7} (Ker A”) — Ker A" = A7 (Ker A™)/Ker A C Ker A"

dim A7} (Ker A™) — dimKer A < dim A" = dimKer A" — 1 <7 = dimKer A" -1 <r =
dimKer A™! <r 41

2) Supongamos que « # 0

0=(V-a)(an) = (V—-a)(a")(a")(am) = (@)(ad) (a™")(an) <= (a"")(an) es un
polinomio en n de grado menor que r <= (a,) € a™ - { polinomios en n de grado menor que

r}
¢) V¥(an) = V(an) + Id(a,) = (V? =V — Id)(a,) =0

2 _ gz —1 =0 tiene como raices x = % De esta forma ten-

_ %ﬁ)(m + %)

Sabemos que dada la ecuacién x
drfamos la ecuacién 22 —x — 1 = (x
(V2 =V = Id)(a,) = 0 = (a,) € Ker(V2 - V — Id) = Ker(V — 145) ¢ Ker(V — 155) =
(H52)"2) + ((52)" )

Imponemos las condiciones iniciales para calcular A y p.

a, = (1+2\/5)n/\ + (1—2\/5)n

I

OZCL(): (1+2\/5)0)\+(1—2\/5)0u:>0:)\+’u

1=a :(1+ 5))\_,'_(1— 5)’u

Resolviendo estas tres igualdades obtenemos y = —\/5,)\ = \/g.Sustituyendo en la ecuacion
obtenemos a,,.
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15. Dada la ecuacién inhomogénea p(V)(a,) = (b,), supéngase que existe un polinomio ¢(z), primo
con p(x), tal que ¢(V)(b,,) = 0. Pruébese que existe un polinomio r(z) tal que r(V)(ay) es una
solucién particular de la ecuacion dada.

Estudiese el caso en que p(x) y ¢(z) no son primos entre si. Resolver a2 + 2a,41 — 8a, = 2™.
Resolucion:

i) Ir(x),s(z) tal que r(z)p(x) + s(x)g(x) = 1 (por ser p,q primos entre si) = Id(b,) =
[p(V)r(V) + s(V)q(V)](bn), luego (bn) = p(V)(r(V)(bn))), una solucién es r(V)(bn) = (an)

Cualquier otra solucién se obtiene sumandole las de la homogenea
(al,) es otra solucién de p(V)(an) = (b)) <= p(V)(an —al,) = (b —by) <= (a, —al) €

n

Kerp(V) <= (a;,) € Kerp(V) + (an)
i) (V2 +2V — 8)(a,) = (27)
(V=2)(V+4)(an) = (2")

(an) = grrboms (2") = (g + B4)(2") = B = ~1/6,A = 1/6

S (2) = () ()72 = (—4)r g (<12 = (—ap S (212 = (.

*Veamos el caso en que p(x) y ¢(x) no son primos entre si:

Sea d(x) = m.c.d.(p(x),q(x)). Consideramos la ecuacién d(V)p(V)(an) = d(V)(bn) = (cn).
Ahora ngg (cn)=0y dg ; es primo con d(z)p(x).

Por la primera parte del problema sabemos calcular todas las soluciones de la ecuacién d(V)p(V)(ay,) =
(cn). Entre todas éstas, que forman un espacio vectorial de dimensién finita, estdn incluidas

las soluciones de la ecuacién p(V)(a,) = (b,). El ver cuéles son, es resolver un sistema de
ecuaciones lineales:

Si (al,) es una solucién particular de d(V)p(V)(an) = (¢,) todas las soluciones de esta ecuacién

son
(a.) + Ker d(V)p(V) = (d.,) + Ker d(V)? & Ker ZEV;

Busquemos entre éstas, aquéllas que verifiquen

p(V)

p(V)[(al,) + Kerd(V)* @ Ker i)

] = (bn)

(bn) = p(V)l(a;,) + Ker d(V)?]
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16.

17.

Si (al),---,(a’) son un suplementario de Ker d(V) en Ker d(V)? buscamos Ay, -+, A, € R
tales que

p(V)(a},) + > Xiah)] = (bn)
El célculo de las \; es resolver este sistema de ecuaciones lineales en las ;.
Por ultimo, resolvamos la ecuaciéon a, 2 + 2a,41 — 8a, = 27.

Tenemos

(V2 42V — 8)a, = (27)
entonces (V —2)2(V +4)(a,) = (0)

Ker (V—2)2(V+4) ={(a+b,)(2")} @ {c(—4)"}
(V2 42V —8)((a + b,)(2") @ a(—4)") = (V +4)[2"(2V)(a + by)] =
= (V +4)((2™)2b) = 4b(2™) + 8b(2")

entonces b = 1/12. Las soluciones son

{(a+1/12n)(2") & (c(—4)")}
Probar que un grupo abeliano finito generado es ciclico si y sélo si tiene un tnico factor invariante.
Resolucion:

Un grupo abeliano finito generado es un Z- médulo finito generado. Sea G = Z/(¢1) ® ... ®
Z/(6n)

¢1 es multiplo de ¢, @2 es miiltiplo de ¢3 y asi sucesivamente.

<) Supongamos que G tiene un tnico factor invariante = G = Z/(¢1) =< 1 >, que es un grupo
ciclico.

=) Supongamos que G es ciclico == G ~Z/(n) y #G =n

Luego n es el anulador de G como Z-médulo.

Por tanto, G = Z/(¢$1)

Y ya hemos probado que un grupo finito generado ciclico tiene un tnico factor invariante.

Clasificar sobre el cuerpo racional los endomorfismos

-1 0 1 0 -1 0 1 0
0 0 21 2 -1 0 1
1 2 00 1 0 -1 0
0 1 01 o 1 2 -1
Resolucién:
-1 0 1 0
(a) Clasifiquemos la matriz (1) g 3 (1) . Calculemos su polinomio caracteristico.
0 1 01
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—1—=x 0 1 0
0 00—z 2 1 4 2
1 9 02 0 =x Tz +5
0 1 0 1—=z

Polinomio cuyas raices son todas distintas, pues es primo con su derivada. Por tanto,

E ~ Q[z]/(z* — T2* +5)

-1 0 1 0
. . 2 -1 0 1 . . ..
b) Clasificamos ahora la matriz 1 o -1 o | Calculemos su polinomio caracteristico.
0 1 2 -1
—1—=z 0 1 0

2 —]. — X 0 ]. ) 2

1 0 -1-z o |=%¥@+2

0 1 2 11—z

Por tanto, tenemos las siguientes posibilidades:
i) E = Q[z]/(2?) & Qlz]/(z +2)°
i) E = Q[z]/(z) ® Ql]/(z) ® Qlz]/(x +2)*
iti) E = Q[z]/(x) ® Q[z]/(z) ® Qlz]/(z +2) & Q[z]/(z + 2)
) E = Q[z]/(2*) ® Qlz]/(z +2) & Q[z]/ (= + 2)

Calculamos la dimg ker z- = dimg ker T" en los diferentes casos:
i)dimg([z] #0) =1

ii)dimg([1] & [1] ® 0) = 2

ii1)dimg([1] @ 1] ® 0® 0) = 2

iv)dimg([Z] 06 0) =1

Lo hacemos igual para kerg(z + 2)-:

i)dimg(0 @ [z +2] =1

ii)dimg(0® 0® [z +2] =1

i11)dimg(0 6 0 & [1] & [1]) = 2

iv)dimg(0 @ [1] @ [1] = 2

Ahora vemos la dimensién de kerT y de ker(T + 2); hallamos el rango de las correspondientes
matrices y nos queda que dimker 7' = 2 y dimker(7T 4 2) = 2.

Por tanto estamos en el caso i7)

E = Qlz]/(z) ® Qlz]/(x) ® Q]/(x + 2)?
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18. Sea A un anillo euclideo y (a;;) una matriz con coeficientes a;; € A. Sustituyendo de modo
conveniente y sucesivo la fila F; por la fila F; + b, F}, i # j, b; € A (i, §,b; arbitrarios), demos-
trar que la matriz (a;;) es triangulable. Si admitimos, ademds, las mismas transformaciones
“elementales” con las columnas, demostrar que (a;;) es diagonalizable. Resolver el sistema de
ecuaciones diofanticas

Tr+by=1
5t + 3y =3

19. Clasificar los Z-médulos (Z x Z)/{(7,5),(5,3)) y (Z x Z x Z)/((12,30,24), (4,8,6), (6,4,8)).
a) Tenemos la sucesién exacta
LLSLSL— (L& L)/((7,5),(5,3) =0
(1,0) — (7,5)
(0,1) = (5,3)
Por teoria sabemos que existe una base de cada Z & Z en la que ¢ “diagonaliza”. Es decir
©= <)(\)1 ;) entonces M = Z/MZ D 7L/ 7

2
Diagonalizamos ¢ mediante transformaciones elementales y llegamos a que Ay =1y Ay =4
Por tanto, M ~ (Z/1Z) ® (Z/AZ) ~ Z./AZ
b) Tenemos la sucesién exacta
ZOLOLLSLOLSTL — (ZxTx 7)/{(12,30,24), (4,8,6),(6,4,8)) — 0
M 000
Diagonalizando: ¢ = | 0 A2 0 | entonces M =Z/MZ ®Z/ o7 B L/ NsZ
0 0 Xs

Al igual que en el apartado anterior, haciendo transformaciones elementales llegamos a que
)\1:2,)\2:2}7)\3:—42
Por tanto, M ~ (Z/27) ® (Z/2Z) & (Z/427) ~Z]2Z & Z]2Z D L/2Z & Z./3L & 7] TZ

20. Mediante transformaciones elementales calcular los factores invariantes del endomorfismo de R?

de matriz

0 -1 0
0 1 -2
1 1 3

Calcular una base de Jordan.

Resolucion: Hay que considerar la matriz caracteristica de las transformaciones fundamentales

y diagonalizarla.

i) R3[z] — R3[z] 5 R3® — 0 es exacta.

La matriz del polinomio caracteristico es:{ 0 x—1 —2 | mediante transformaciones la
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pi(x) 0 0
matriz diagonalizada quedara : 0 pox) O
0 0 p3(x)

x 1 0 , 0 1—z 2°2-3z -1 -1 r—3
F!=F +2F Lo
r=[0 2z-1 —2 |"TE" o 221 2 | 2P0 2-1 2
-1 -1 r—3 -1 —1 r—3 0 1—z 22-3z
-1 0 0 -1 0 0
T=(0 z-1 2 @2 2 z-1|=
0 1—z x22-3z 0 z2-3z 1—-=z

Clostizzoy (1 0 0 -1 0 0
= 0 2 0 =0 -2 0
0 22-3z i(z-1)>%2-u) 0 0 iz-122-2)

= R} ~ Rla]/(~1) ® Rlal /(2) © Rl)/(z — 1)*(x - 2)
~ Rla)/(x — 1)*(z - 2)
~ Rlal/(z — 1)2 & Rla]/(x — 2)

ii) Una base de este espacio vectorial es: {(1,0), (x —1,0),(0,1)}

1 0 0
LamatrizdeT=z-=(1 1 0
0 0 2

Hay que buscar eg, e, e3 € R? tales que e; € Ker(T —1d)? — Ker(T — Id), ex = (T — 1Id)(e1) y
es € Ker(T — 21d)
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21. Probar que si el polinomio caracteristico de un endomorfismo lineal tiene todas sus raices dis-
tintas entonces sélo existe un factor invariante (no invertible) y éste coincide con el polinomio
caracteristico.
Resolucion:
Sabemos por teorfa que: Cr(x) = ¢1(x) - ... ¢s(x) tal que ¢ps/Pps_1/... /b1
Si Cr(x) no tiene raices multiples = Cp(z) = ¢1(z) y los ¢i(x) = 1 para i > 1

22. Sea T: F — F un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que
la condicién necesaria y suficiente para que el endomorfismo p(T') sea invertible es que p(x) y
cr(x) sean primos entre si.
Resolucion:
=) Supongamos que p(z) y er(x) no son primos entre si.
Entonces existe ¢(x) € K[z] de grado mayor que cero que divide a p(z), cp(z). Por tanto ¢(x)
no es primo con el polinomio anulador phi; (). Luego existe g(x) de grado mayor que cero que
divide a g(z), ¢1(z), con lo cual g(z) divide a p(x), ¢1(x).
Veamos que Kerg(T) # 0:
d1(x) = q(z) - q(x), Kerp1(T) = E. Entonces (¢(T)-q(T)) - E =0y ¢(T) anula a ¢(T)'E.
Ahora bien, ¢(T)'E # 0, porque ¢(z)" no es miltiplo del anulador. En conclusién, 0 # ¢(T) E C
Kergq(T).
Como Kerg(T) # 0 entonces Kerp(T') 2 Kerg(T") # 0.
Comprobemos esta inclusién: p(x) = g(z) - p(z) = p(x) - g(x). Sie € Kerg(T) = p(T)(e)
P(T) -q(T)(e) = 0 (porque g(T")(e) = 0)= e € Kerq(T).
Por tanto, p(T) tiene nicleo, luego no es isomorfismo y no es invertible y hemos llegado a
contradiccién.
<) p(z), ¢, (x) son primos entre si, entonces existe A(x), u(z) € K|z] de modo que A(z)p(zx) +
p()es () =1,
MXT)p(T) + p(T)e, (T) = Id, (¢ .(T) = 0), luego el inverso de p(T') es A(T). Por lo tanto p(T)
es invertible.

23. Sea T': E — E un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién finita. Sea E' C E

un subespacio estable por 7. Denotemos T: E/E' — E/E', T(e) = T(e), el endomorfismo
inducido por T en E/E’. Probar que

cr(x) = ery, (x) - ep(a)

Sea ey ...e, una base de E' y e1...e,...e, base de F = €57 ...€, es una base de

ElE' =(Ke1®...® Ke,)/(Ke1®...® Ke, ©0...)
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24.

Escribamos las matrices de estos endomorfismos
Tip(ei) =T(e;) = Y agej, i <r

Jj<r
Tlei) = 2 aze;
T(ex) = > arj€j, k>r

Jj>r
ar1 ... Qpa
Matriz de T|E' =
ayr ... Ay
Ar4+1,r+1 --- Gnor4l
Matriz de T = : :
Ar41,m AR [¢2779)
a1l ... Qp Ar41,1 N an1
. anq, e a ..
Matriz de T' = g T
0 0 0 Ar41r4+1 -+ QAnr4l
0 0 0 Qr1pn  ---  Qpp
Tr —aill .o —Qr1 T — Qr41p4+1 - —Qp,r41
xr(r) = : : : : : : = X715 XT(T)
—A1y ... T — Qpp —Qrt1,n . T —apn

n
Sea E un C-espacio vectorial de dimensién n y T' un endomorfismo de E. Sea cp(z) = [[ (z—a;)
i=1
la descomposicién en factores lineales del polinomio caracteristico de T'. Pruébese que si p(x)
es un polinomio con coeficientes en C, entonces

epiry (@) = [J (& = plaw))
i=1
n n

En particular, se tiene que tr(p(T)) = > p(«a;), det(p(T)) = [ p(a).

i=1 i=1
Resolucion:
Nuestro espacio vectorial es de la forma :Ep ~ @%

i, ‘
Por hipétesis er(z) = [[(z — )" = (x —aq)™ ... (z — o)™
2%

. Cuaél es el polinomio caracteristico de p(z)-: @m — 69@7”
i
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25.

K[z] 9
(z—a)™ *

. Cual es el polinomio caracteristico de p(z)-: Kzl

*(z—a)n

n—1

Base de K[z]/((z —a)") es {1,z —a,...,(x —a) "}

Escribamos p(z) = ag + a1(z — @) + ... + am(xr — @)™; a0 = p(a). La matriz de p(z)- es

ag 0 )

a1 aop 0
p(x)- =

ap ap—-1 ... Qo

n

Cp(ay(x) = (. —ag)" = (z — p(a))".

—

Por tanto, en general c,(1)(z) = [] (z — p(a)).

i=1

Sea E un C-espacio vectorial de dimensién finita. Sea T': ' — FE un endomorfismo C-lineal de
E. Demostrar que si er(x) es el polinomio caracteristico de T' considerado como endomorfismo
C-lineal, entonces el polinomio caracteristico de T' considerado como endomorfismo R-lineal es
cr(x) - er(x) (donde er(z) es el conjugado de cr(x)).

Resolucion:

1). Sea E 5 E un endomorfismo C-lineal entonces:
E=Clz]/(x —a1)" &+ & Clz]/(x — )™

Ahora bien, Cz]/(z — )" ~ R[z]/(z — a)"(z — @)" como R[z]-médulos si a € C — R, y

Clz]/(z—a)" ~ Rlz]/(z—a)" @ C = R[z]/(z — )" @& (ROR) = R[z]/(z — )" ®R[z]/(z — )"

si @ € R. En cualquier caso, tenemos que el polinomio caracteristico de T' como C-aplicacién
lineal es

Cr (.T) = ({E — al)nl R ({E _ ar)nr

El polinomio caracteristico de T' como aplicaciéon R-lineal, cE(m), es

@) =(r—a)" - (@—a)" (@ —a)" - (¢ — )" = er(@) - or(w)

De otro modo: a. Sea E N FE un endomorfismo C-lineal entonces:

E=Cl]/(z—a))™ @ & Clz]/(z — o))"
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Sea la matriz de Jordan de T' como endomorfismo C-lineal

ap 0 - o0
1 o 0 -+ 0
PR 1 al
0 o --- 1 o
T:
ar 0
1 a O
1 o«
0 0 1

donde a; = a; + ib;.

Hallamos el polinomio caracteristico de 7"

ny

er(x) =(x —aq) (x — a;)"

Hm— (a; +ib;))™

y su conjugado,

et =] @ - (o -

Jj=1

cp () = (x —a)™

r

[T ((z — a;)? + b;*)".

Jj=1

Por tanto, ¢,.(x) - ¢, (x)

b). Sea la matriz de Jordan de T' como endomorfismo R-lineal.

(aq) 0 0
(1) (a1) O 0
(1) ()
0 0 (1) (ax)

donde Oéj = aj —+ Zb]

ibj))"™




Capitulo 3. Problemas del capitulo de médulos sobre dominios de ideales principales.

50 Sandra Aguado, Esther Huerta, Carmen Lebrijo, Maria Merino, Belén Riballo
26. (a) Sea X' = AX un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales, siendo A una matriz
cuadrada de coeficientes constantes. Probar que e4? - C son las soluciones del sistema,
siendo C' una matriz columna de constantes.
(b) Sea X’ = AX + B(t) un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Calcular una solucién
del sistema.
Resolucion:
(a) Es una comprobacién inmediata: D(e/? - C) = (eA* - C)' = AeAt - C. Y es solucién si y sélo
si (e74tY)" =0, si y sélo si e 'Y = C con C constante e Y = e4*C.
(b) Tenemos que (D — A)X = B(t). B(t) = (D — A)e e X = e D(e 4 X), luego X =
et [e=AB(t).
27. Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

de __ de __ de __
G =x—3y+3z G =3r—y G =—1llr—4y
Y=-22w—6y+13z L=z+y 2 = 15z + 6y
%:—x—ély—i—&z F =3x452—3u
G =Ar—y+3z—u
Resolucion:
Resolvamos el sistema
d—‘f:x—3y—|—3z
= —2x — 6y + 132
G =—r—4y+8z
Es decir, el sistema X’ = AX, con
T x’ 1 -3 3
X=\y X' =y A=1|-2 —6 13
z Z -1 -4 8

Las soluciones son X = e4C, con C cualquier columna de constantes. Calculemos e“%:

Para ello calculemos una base de Jordan de A. El polinomio caracteristico de A es (z — 1)3.
El rango de A — Id es uno. Por tanto, R% = R[z]/(x — 1)® y una base de Jordan de A es
e1 = (1,0,0), ea = (A —1d)(e1) = (0,—2,—1) y e3 = (A —1d)?(e1) = (3,1,1). Por lo tanto,

-1

1 0 3 1 0 0 1 0 3
A=10 -2 1 11 0]-(o —2 1
0 -1 1 01 1 0 -1 1
y
1 0 3
X=eMC=[(0 -2 1| -/t

e}
\
[y
—_
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oo 10 0 00 0
ConJ=|110]=Id+N = |1 1 0|+ [0 1 0]. Luego J* = Id+N)" =
0 1 1 0 1 1 01 1
IdJF(?)N + (;‘) N? y obtenemos
t2 0 0
¢/ = Td+te' N + SN = ¢! 10
L4t ot 1
En conclusién,
143850 3 3\ /)
X=e' | 2458 241 1f- |
—t+ 5 14t 1)\

28. Sea P(z) € R[z]| un polinomio ménico de grado n. Probar que la ecuacién diferencial P(D)y =
f(¢) es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden lineales de n varia-
bles.

Resolucion:

Denominemos z; = ¥y, o = ..., &, = y" Y. La ecuacién diferencial P(D)y = f(t) es
equivalente a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

.'L'l = T2
xh = x5
B n—1
zy, = f(t) = > aiviya
i=0
donde P(z) = Y a;x.
29. (a) Sea P(x) € R[z] un polinomio ménico de grado n. Sean s1(x), ..., sy () soluciones, lineal-
mente independientes, de la ecuacién diferencial P(D)y = 0. Probar que si ¢ (z), .. ., ¢y (x)

cumplen las ecuaciones
cr(z) si(x) + ...+ cp(x) sp(z) =0
cl .(:c)’sl(:c)"*z) +oot (@) sp(2)"2 =0
c1(z)'s1(2)" ™V + .+ cn(x) s (2)" V) = f(x)
entonces c¢1(x)s1(z) + ... + cp(x)s,(2) es una solucién particular de P(D)y = f(x).

(b) Pruébese este resultado como caso particular de 26 (b).

Resolucion:

(a) Comprobémoslo. Observemos que D(> ¢;-s;) = > (chsi+¢;si) = > ¢;s). Derivando de nuevo,
i i i

D2(3c;i - si) = Y (chsh +cis!) = Doe;s!!. Asf sucesivamente hasta n — 1-veces, D" 1(3¢; - s;) =

K3
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2(023?72) + Cis?il)) = Zcis?fl) y D"(3>ci-si) = Z(c’is?fl) + cis?)) = f(z) + > ¢;s!. Porlo

K2

K2
tanto,

P(D)(Zci -5i) = f(z) + ZCiP(D)Si = f(z)+0

(b) La resolucién de la ecuacién diferencial P(D)y = f(t), equivale a la resolucién (o simplemente
el calculo de x7) del sistema de ecuaciones diferenciales

T = T2

xh =3

N n—2

wy, = f(t) = 2 airip
=0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= ) ‘B(ﬂ = E
1 0
—ag —a; —a3 ... —Gp_1 f@)

Segtin la resolucién de 26 (b), X = el - C(t), de modo que C(t) = [e A'B(t), es decir,
eA*C(t) = B(t). Ahora bien,

S1 ce Sn
/ /
S1 . Sp
eAt_
n—1 n—1
S1 ) oo Sp )

donde los s; son las soluciones de la ecuacién P(D)y = 0, como se deduce de resolver el sistema
diferencial X’ = AX, es decir, la ecuacién homogénea P(D)y = 0. Con todo, deducimos que
C(t), ha de verificar el sistema considerado.

30. Sea A una matriz con coeficientes en k[D]. Probar que mediante las transformaciones elemen-
tales, el problema de resolver los sistemas AX(t) = Y(¢), se reduce al problema de resolver
ecuaciones P(D)f(t) = h(t).

Resolucion:

Mediante transformaciones elementales conseguimos “diagonalizar” A . En tal situacién el
problema es obvio.

31. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

x//_x+y/:et
:17"+21"+:C+y":6t
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Resolucion:
Vamos a ”jugar”con las filas e intentar triangular:
(D? — 1)z + Dy = ¢

(D? +2D + 1)z + D*y =€

g D?—1 D et _ D? -1 D et
“\p2+2D+1 D? ) = \-D3+D24+3D+1 0 e — Det
Nos queda:
(D? — 1)z + Dy = ¢
(=D*+ D*+3D+ 1)z =¢"— De' =0

Luego: @ = ker(—D? + D2+ 3D +1) = ker(—D + 1) @ ker(D — (1 + v2)) @ ker(D — (1 — v/2))
Por tanto: = = ae~t + be(1TV2t 4 1=Vt g b c e R

Sustituimos en la primera ecuacién:
Dy=e¢' —(D2—=1Da-e ' +b-eIHVDE L oo o1V
Ahora integramos para sacar el valor de y: y = el 4+ b/ - e1+V2)t 4 fe(1=V2)t 4 g/
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Capitulo 4

Problemas del capitulo del
producto tensorial y médulos
proyectivos e inyectivos

1. Sea L un A-médulo libre de base {e;}icr, y sea L’ un A-mddulo libre de base {e’};cj. Probar
que el A-médulo L ® L' es libre y una base es {e; ® €/ }icr,je-

Resolucién: Sea 1; € AU el elemento con todo ceros y un 1 en el lugar i. De igual modo en
AW de forma que {1;}, {1,} son, pues, bases de AD,AL)
Obviamente, ¢: A — L ¢(1;) = e; es isomorfismo,, asi como ¢': AY) — L' ¢'(1;) = e’
Los isomorfismos obvios

AUXD = A @ AN 2 [, T

prueban lo buscado, pues la base {1(; ;)} de AUXT) (1) € AU*J) 65 elemento que tiene todo
ceros y un uno en el lugar (4, )) se aplica en los elementos {1; ® 1} de AY) @ A).

2. Probar que M ®4 Alz] = M|[z].

Resolucion:
Tenemos que Alx] es libre: Alx] = A® Ax @ Az’ @ ...
Como el producto tensorial conmuta con las sumas directas:

M@a (D As") = P(M @4 Ax') = P Ma' = Mz]
1=1 =1 =1

Explicitamente, el morfismo es:

M @ A[x] — M[x]

i i
m & Xa;x’ — Xa;mx

95
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3. Probar que R[z]/(p(z)) ®r C = Clz]/(p(x)).

Resolucion: Directamente,

Rlz]/(p(z)) ©r C = (R[z]/(p(z)) @rje) Rz]) @& C = R[z]/(p(2)) ®r(z) Cla] = Clz]/(p(x))
4. Probar que (A[z1,...,2,]/I) ®4 B = Blxy,...,2,]/1 - Blz1,...,zp].

Resolucion: Del mismo modo que en el ejercicio anterior,

(Alz1, . zn]/T) @Ay ,...n) AlT1, - T0] @4 B = (Alz1, ..w0]/1) @alzy,...x] BlT1, -5 0]

Terminando,

(Alz1, zn]/T) @ Aay .. 2] Bl21, 0] = Bloy, oo 20] /(1 - By, ...y 20])
5. (a) Sea N’ C N un A-submédulo y M = N/N’. Probar que si N ®4 N = 0 entonces
M®as M=0.
(b) Sea I un ideal de A, calcular A/T ®4 A/I.
(¢) Probar que si M es un A-mdédulo finito distinto de cero entonces M ® 4 M es distinto de
cero.
Resolucién:

a) Tenemos el morfismo natural epiyectivo

N@sN—->Mq M

nen —nen
Luego N N=0=M® M = 0.
b) A/1® A/I = (A/D/(I - (A/D)) = (A/D)0 = A1
Explicitamente,

A/ T@ AT — A/T

a®b— ab

¢) Si M =< my > es claro, por el apartado b).
Tratemos de reducirnos a esa situacion.

Sea =# M =< my,...,my > de forma que {my,...,m,} es un sistema generador minimo.

Luego M/ < ma,..,my >~<my >~ A/Anul(m;) Por tanto,

M/ <my,...my>QM/ <mag,..om, > A/TQ A/l ~A/T #0

y como m ® M se epiyecta en el primer miembro de la igualdad, concluimos M @ M # 0.
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6. Probar que (Q/Z) ®z (Q/Z) = 0.

Resolucién: Dado 2 ® g € (Q/Z) ®z (Q/Z) tenemos que

Luego, (Q/Z) ®z (Q/Z) = 0.

7. Sea A — B un morfismo de anillos, M un A-médulo y N, P B-médulos. Probar que

(MesN)@pP=M®4 (N &g P)

Resolucion:
(M®aN)®p P =(Mp®pN)®p P =Mp®p(N®pP)=M®®4s(N®pP)
8. Definir un morfismo natural M* ® 4 N — Hom 4 (M, N). Demostrar que si N es un médulo de
tipo finito y libre entonces M* ® 4 N* = Bils(M, N; A).
Resolucién:Definimos

M*® N — Homa(M,N)
wn— f: f(m)=wlm) n
Si N = A, entonces
M*=M*"® A~ Homa(M,A)

Si N = A", igualmente

M*® A" = @(M* @ A) = [[ Homa(M, A) = Homaa(M*, A™)
b) Si N es un A-médulo finito generado y libre, M* @ N* = Bil(M,N; A)

Directamente,
Bil(M,N; Ay = Homu(M,Hom(N,A)) = Hom(M,N*) = M* @ N*
9. Si My, ..., M, son A-médulos libres finito generados probar que

M @4 @4 M= Multilg(M,, ..., My; A)

Resolucion: Sabemos que si M es libre y finito generado, entonces M* también es libre y finito
generado.

Por tanto, como M* @ N = Hom(M, N) cuando N es libre, tenemos:

M@ (M;® ---@M?)=Hom(M,M; ®---®@ M) =Hom(My, Hom(Mz, M; ® --- ® M}))
= Hom(My, Hom(Ms, Hom(Ms, ... Hom(M,_1, M)
= Hom(My, Hom(Ms, Hom(Ms, ... Hom(M,,, A) = Mult(My, ..., M,;A)
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10. Probar que si Spec A = Uy [[Us, y M es un A-médulo, entonces M = My, x My,.

Resolucién: Sabemos que A = Ay, x Asg, luego
MZM@AA:M®A(AU1 XAU2):M®AAU1 XM®AAU2 =]\4U1 ><.Z\4U2

11. Sea A — B un morfismo de anillos. Sean M y M’ dos B-mddulos, en particular son A-mdédulos.
Sea el A-submédulo de M @4 M/, N = {bm@m’ —mbm’ |m e M,m' € M’',b € B). Probar
que existe un isomorfismo de B-mddulos

(M ®a M')/N ~M e M’

Resolucién: El morfismo M ® 4 M’ — M @ M', m ® m' — m ® m’ esté bien definido porque
®p por ser B-bilineal en particular es A-bilineal. Ademds, N se aplica en el cero, luego tenemos
un morfismo natural (M ® 4 M')/N — M ®@p M’.
Demos el morfismo inverso. En primer lugar observemos que (M ® 4 M')/N es un B-médulo:
Dado b € B, la aplicacién (M® 4 M) b (M®aM'), m ®n — bm ® n, estd bien definida y aplica
N en N. Luego define la aplicacién (M ®4M')/N LA (M@AM')/N,m@n+—bn®@n=mae bn.
En conclusién, si definimos para cada b € B, b- m®n := bn®n = m ® bn, dotaremos a
M ®4 M')/N de estructura de B-médulo.
La aplicacion M @p M’ — (M ®4 M')/N, m @ m' — m @ m/, estd bien definida, porque
(bm+n)@m =bmem' +n@m' y mbm’ +m" =bm@m’ + me@m'.
Ambas asignaciones son inversas entre si.

12. Probar que C @ C = C x C como C-algebra.
Resolucion: Sabemos que, como R-algebras,

Rlz]/(z* + 1) ~C
T —1
p(a) — p(i)
usando esto, y el ejercicio 3, tenemos:
C®r C=Rlz]/(x* +1)®r C = Clz]/((x +i)(x — 1)) = Clz]/(x +1i) x Clz](zx —i)=C x C
Explicitamente,
CerC—-CxC
cod —(d-ed- 0
13. Calcular Homg_4, (C,C).

Resolucion:

HOmR_é]g_(C7 (C) = Homc_élg,((C Rr C, C) = Homc_élgi((C x C, (C) = {7‘(1, o
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14.

15.

16.

donde 71, T3 se corresponden con las dos proyecciones naturales. En conclusion, los automorfis-
mos de R-dlgebras de C son la identidad y la conjugacion.

(*) HomAnillos(Bl X BQ,O) = HomAninS(Bl,C) X HomAniHOS(BQ,C), si C es integro: Dado
un morfismo de anillos f: By x By — C, tenemos que 0 = f((0,0)) = f((1,0) - (0,1)) =
f((1,0))- f((0,1)). Por tanto, f((1,0)) =06 f((0,1)) =0. Si f((1,0)) = 0 entonces f((b,0)) =
f((b,0)-(1,0)) = 0. En conclusién, f se anula en By x 0 0 en 0 x By, es decir, factoriza a través
de (By x B3)/(B1 x 0) = By o través de (B1 x By)/(0 x By) = By y se concluye.

Sea A integro y M un A-mdédulo finito generado. Probar que existe un abierto U C Spec A no
vacio tal que My es un Ay-mddulo libre.

Resolucion: Observemos que si un médulo finito generado N = (ny,...,n,), al localizar en el
punto genérico estd generado por unos cuantos elementos myq, ..., ms entonces al localizar por

cierta 0 # a € A también estard generado por estos elementos: En efecto, n; = Y 74m; en

b7
Na_g0y- Luego, si localizamos N por b = [] by;, tenemos que Ny estd generado por my, ..., ms.

Observemos que si N es un médulo finito generado y {n;} son un sistema generador que al
localizar en el punto genérico es base, entonces el sistema generador es una base (no puede
haber relaciones si al localizar no las hay).

En conclusién, sea my, ..., m, elementos de M tales que al localizar en el punto genérico formen
un base del localizado de M. Localizando por una funcién f podemos suponer que My esta
generado por estos elementos. Por la tltima observacién, han de formar una base de M.

Sea A un anillo fntegro y M un A-médulo plano. Probar que T'(M) = 0.
Resolucién: Dado a € A, consideramos

A— A
b—b-a

inyectiva por ser A integro. Entonces

AQA M — A4 M
b®m—b®am
inyectiva, lo que significa que a no anula a ningtin elemento 0 # m € M.
Como esto es para todo 0 # a € A, concluimos que T'(M) = 0.

Este razonamiento indica, en general, que si en un A-médulo plano M, un elemento a € A no
es divisor de cero, entonces no anula a ningtin elemento de M.

Probar que si M y N son A-mddulos planos, también lo es M ®4 N. Probar que si B es una
A-algebra plana y M es un B-mdédulo plano, entonces M es un A-mdédulo plano.

Resolucién: Basta ver que, dada una inyeccién entre dos A-médulos, P — P’ tenemos
P‘—>P/:>P®AM‘—>P/®AM:><P®AM)®AN;>(P/®AM)®AN

siendo el dltimo miembro igual a P®4 (M ®4 N) — P’ ®4 (M ®4 N) y concluimos M ®4 N
es A-médulo plano.
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17.

18.

19.

20.

Probar que k[z,y]/(x) no es un k[z,y]-médulo plano. Sea k[z] — k[x,y]/(y?> — ) el morfismo
natural, probar que k[x,y]/(y*> — x) es una k[z]-dlgebra plana.

Resolucion: Consideremos la sucesiéon exacta
0 — k[z,y] = klz,y] — klz,y]/(x) — 0

Si tensorializamos por @y, k[, y]/(z), obtenemos

0 — k[z,y]/(x) = klz,y]/(z) — klz,y]/(x) — 0
que no es exacta

Sea A un dominio de ideales principales y M un A-mdédulo libre de torsién. Probar que M es
unién de médulos libres finito generados.

Resolucion: Todo médulo es la unién de sus submédulos finito generados. Los submdédulos de un
modulo libre de torsion son libres de torsién. Por tanto, M es unién de médulos finito generados
libres de torsién. Ahora bien, sobre dominios de ideales principales los médulos finito generados
libres de torsién son libres, luego hemos terminado.

Sea A un anillo local y P un A-médulo proyectivo. Probar que P es un A-médulo libre.

Resolucion: Si consideramos un epimorfismo de un libre en P, entonces el epimorfismo tiene
seccién y tenemos que P es sumando directo de un libre. Escribamos L = P & @, L libre.
Consideremos una base de L, {e;}icr.

Sea J C Iy Ly C P un mdédulo libre (si existe) de modo que L/L; sea libre y {€;};cs sea
una base de L/L;. Consideremos el conjunto X de tales L;, donde diremos que Ly < L si
L; C Ly yJ CJ. Dada una cadena de libres Lj, de X, la unién L' = %ij, verifica que

L/L’ es libre de base {&}icx, K = Q‘]k' Por tanto, P = (ex)rek €s un suplementario de L' y

éste 1ltimo es isomorfo a cualquier suplementario de P, por ejemplo (e4)qer—x. En conclusién,
L' pertenece a X. Por el lema de Zorn existe un elemento maximal L en X. Haciendo cociente
por L, podemos suponer que L = 0. Argumentando igual en (Q podemos suponer lo mismo en
Q. Ahora bien, dado e;, tenemos que e; = p; + ¢;, con p; € Py ¢; € Q. Entonces en L/mL o
bien p; # 0 en tal caso A - p; es un submédulo libre de P, de modo que L/A - p; es libre de base
{e;};si, 0 bien g; # 0 en tal caso A - ¢; es un submdédulo libre de @, de modo que L/A - g; es
libre de base {e;};-;. Hemos llegado a contradiccién, salvo que P =0y @ = 0 luego de partida
P es libre.

Probar que existe un isomorfismo Homy (k[z]/(p(z)), k) ~ k[x]/(p(x)), de k[z]/(p(x))-mdbdulos.
Probar que k[z]/(p(x)) es un k[z]/(p(z))-mdédulo inyectivo. Dar una nueva demostracién del
tercer teorema de descomposicién de los k[z]-mdédulos finitos.

nemos que (p(x) - f)(q(x)) = f(p() - 9(@)) = £(0) = 0. Dada h(z)

Resolucion: Homy(k[z]/(p(x)), k) es un k[z]-mbédulo de anulador (p(x)). Efectivamente, dado
k), t

f € Homy, (k[z]/( ]/( ( )
tal que 0 # h(x) € k|
que h(z) - w # 0 pues

}/i (x)), sea w € Homy(k[z]/(p(x)), k), tal que w(h(x)) = 1. Tenemos
h(z)w)(1) = w(h(z)) # 0.

La dimensién como k-espacio vectorial de Homy, (k[z]/(p(x)), k), es la misma que la de k[z]/(p(z)).
Por lo tanto, por dimensiones y la clasificacién de un médulo por los factores invariantes tenemos

que Homy, (k[z]/(p(x)), k) ~ k[z]/ (p(x)).

(
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Homy (N, k) = Homy[g) /p(e) (N, Homy (k[z]/(p(x)), k)). Como Homy(—,k) es un funtor exacto,
entonces Homy [, /p(x) (—, Homy (k[z]/(p(2)), k)) es un funtor exacto y Homy(k[z]/(p(x)), k) es
un k[z]-médulo inyectivo.

Dado un k[z]-médulo finito generado de torsién M, de anulador p(z) existe un elemento m € M
de anulador k[z]/(p(x)) (al lector). Tenemos la sucesién exacta de k[z]/(p(z))-mddulos

0— (m) > M — M/(m) —0

Como (m) ~ k[z]/(p(z)) v k[z]/(p(z)) es un k[z]/(p(x))-mbdulo inyectivo la sucesién exacta
rompe. Luego M ~ k[z]/(p(xz)) ® M'. Argumentando ahora con M’ y asi sucesivamente
obtenemos (con el teorema chino de los restos si es necesario) el tercer teorema de descomposicién
de los k[z]-médulos finitos.



