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Capitulo 1

Anillos semisimples

1.1 Moébdulos semisimples

Supondremos que A es un anillo no conmutativo con unidad.

1. Ejemplo: El §lgebra de matrices cuadradas de orden n (es decir, el anillo de endomorfismos
lineales de un espacio vectorial de dimensién n).

Dado un grupo G, sea k[G] := @ k- g la k-dlgebra no conmutativa, de operaciones
g€G
(Z)‘gg) + (Z)‘;g) = Z(Ag + )‘;)9
9€eG geG geG
(2_299) - (3_269) = D0 D Aydipg)
ge@ g€qd 9€G g'-9"=g

La k-dlgebra k[G] es conmutativa si y sélo si G es un grupo abeliano.

2. Definicién: Diremos que un A-mddulo es simple si no contiene submdédulos propios. Diremos
que un A-médulo es semisimple si es suma directa de A-mdédulos simples.

3. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales simples son los de dimensién 1. En anillos conmutativos
A, los A-médulos simples son isomorfos a A/m, siendo m un ideal maximal. Si E es un k-espacio
vectorial y A = End(F) entonces E es un A-mddulo simple porque A - e = E, para todo e € E, no
nulo.
4. Proposicién: Si M = N + > S;, siendo S; A-mddulos simples, entonces existe un subconjunto

=
J C I de modo que M =N @ @ S5;.

jeJ

Demostracion. Sea J C I un subconjunto maximal de I, que existe por el lema de Zorn, con la

condicién de que {N,S;}jcs estén en suma directa. Veamos que M = N & @ S;: Dado m € S; si
jeJ

m e M—(N@ & Sj), entonces S; estd en suma directa con {N, S;};jes, porque S;N(N @ & S;) =0,
JET jet

pues S; es simple. Esto contradice la maximalidad de J, pues {N,S;, S;}jes estdn en suma directa.

En conclusién, me N® & S; y S C N @ @ Sj, para todo 7, luego M = N @ @ 5. O
JjeJ jedJ jeJ
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5. Corolario: Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es semisimple.
2. M es suma de simples.

3. Todo submddulo de M es un sumando directo en M.

Demostracion. La proposicién anterior implica la equivalencia entre 1. y 2.
Veamos que 1. (o0 2.) implica 3.: Sabemos que M = _.S;, S; simples. Sea N un submédulo de M.
i€l
Obviamente M = N 4 >_.5;. Por la proposicién anterior, M = N & _@ISJ-, luego N es un sumando
icl JE-
directo en M.

Veamos que 3. implica 1. En primer lugar veamos que todo que los submoédulos N de M verifican
la misma propiedad que M. Sea N’ C N un submédulo. M = N’ @ R’ pues bien, N = N'®(R'NN).
Veamos que existen submdédulos simples en M. Sea m € M no nulo, y M’ C (m) un submdédulo
propio maximal. Por la maximalidad de M’, los suplementarios de M’ en (m) son simples. Tenemos
pues un submédulo S simple en M. Sea N un submédulo maximo de M, con la condicién de ser
suma directa de submdédulos simples. Tenemos que M = N ® R. Sea R’ C R simple. N @ R’ es suma
directa de simples, contradiccion, salvo que M = N. O

6. Corolario: Los submddulos y cocientes de un mdédulo semisimple son semisimples.

7. Lema de Schur: Si M es un A-mddulo simple entonces Endg M es un cuerpo no conmutativo,
es decir, todo endomorfismo de M no nulo es un isomorfismo. Si M y M’ son A-mddulos simples
desisomorfos entonces Hom 4 (M, M’) = 0.

Supongamos M = & S;, S; simples. Sea S un submédulo simple de M. Como 0 # Hom 4 (S, @ S;) =
il iel
® Hom4 (S, S;), por el lema de Schur S ha de ser isomorfo a alguno de los S;.
iel

8. Definicién: Diremos que un médulo es homogéneo si es suma directa de mdédulos simples iso-
morfos.

El “ntimero” de sumandos simples en los que se expresa un médulo homogéneo no depende de la
expresion concreta: Si M = @N, N simple, tenemos que Hom4 (N, M) = ®Hom (N, N). Asi, si
J J

denotamos K = End 4 IV entonces
#J = dimg Hom 4 (N, M)

9. Definicién: Diremos que un médulo homogéneo M es de tipo S si M es suma de submddulos
simples isomorfos a S.

10. Teorema: Todo mddulo semisimple es suma directa de modo unico de submaddulos homogéneos
de tipo distinto.

Demostracion. Sea I el conjunto de los submoédulos simples del médulo semisimple M. Dado un
elemento i € I, denotémoslo N; cuando lo queremos pensar como submédulo de M. Diremos 7 ~ ¢’
si N;j y Ny son A-médulos isomorfos. Sea M};; = > Ny, que es el maximo submédulo homogéneo de
i~
tipo N; de M. Se cumple que M = & Mj;. Al lector, esto y el resto.
O
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1.2 Anillos simples y semisimples

1. Definicién: Se dice que un anillo A es simple si es un A-médulo homogéneo.
Como el 1 € A = @S pertenece a la suma de un nimero finito de los submoddulos simples S y
I

genera el A-médulo A, I es un conjunto finito. Como todo médulo es cociente de un médulo libre, si
A es simple todo A-mdédulo es suma directa de médulos simples isomorfos, ademés todos los médulos
simples son isomorfos.

2. Teorema de Wedderburn: Sea A un anillo simple, S un A-mddulo simple (dnico salvo iso-
morfismos) y K = Enda(S). La categoria de A-mddulos finito generados es (anti)-equivalente a
la categoria de K-espacios vectoriales de dimension finita. Los funtores contravariantes que dan la
equivalencia son M ~» Homa (M, S), E ~» Homg(E, S).

Demostracion. El morfismo candénico M — Hompg (Homa (M, S),S), m — m, m(f) := f(m), es un
isomorfismo, pues basta comprobarlo para M = S y en este caso es facil verlo.

El morfismo canénico E — Hom 4 (Homg (E, S), S), e — €, é(T) := T(e), es isomorfismo c6mo es
facil ver cuando £ = K.

En conclusién los dos funtores del teorema son inversos entre si. O

Dado un anillo A denotaremos por A° al anillo cuyos elementos son los de A, la suma es la de A
y el producto * estd definido por a *b:=1b- a.

3. Ejercicio: Sea A un anillo simple, S un A-médulo simple (tnico salvo isomorfismos) y K =
End4(S)°. La categorfa de A-mdédulos es equivalente a la categorfa de K-espacios vectoriales. Los
funtores covariantes que dan la equivalencia son M ~~ Hom (S, M), E ~ S ®k E.

4. Teorema: A es un anillo simple si y sélo si es isomorfo a un dlgebra de matrices sobre un cuerpo
no conmutativo.

Demostracion. Supongamos que A es simple. Sea I un A-mdédulo simple y escribamos A = I™.

Entonces

A =Enda(A)° = Enda(I")° = My (K)° = M,(K°)

Otra demostracién: Por el teorema de Wedderburn
A =Hompg (Homa (A, I),I) = Homg (I, 1)

Explicitamente, el isomorfismo A = Homg (1, ), asigna a cada a € A, la homotecia de razén a. Luego
A =Homg(I,I) = M,(K)° = M,(K°).

Reciprocamente, F un K-espacio vectorial de dimensién finita y A = Endg (F). Sea {e1,...,en}
una base de E. Consideremos el isomorfismo de A-mdédulos

Endg(E) = E®.".®FE, T— (T(e1),...,T(en))
E es un A-mdédulo simple, pues para todo e € E no nulo, A-e = E. En conclusién, A es simple. [

Llamaremos centro de A, que denotaremos Z(A) al conjunto de los elementos de A que conmutan
con todos los elementos de A. Se cumple que Z(A) es una subdlgebra conmutativa de A.

Si A = Endg(B™), entonces Z(A) = Z(B) -1d: Dado T € Z(A), si T(e;) = €', de modo que
¢ & (e;), sea T’ tal que T"(e;) = e; y T'(¢') # ¢, entonces (I" o T o T' ") (e;) # T(e;) y llegamos a
contradiccién. Ahora ya, es facil concluir.
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5. Corolario : Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. A es una k-dlgebra finita simple, con
k C Z(A) entonces A= M, (k).

Demostracién. Sabemos que A = M, (K), con K = Endy I, siendo I un A-médulo simple. Tenemos
que k — End4(I) = K. Sélo hay que ver que si K es una k-dlgebra finita integra no conmutativa
entonces K = k. Sea a € K, entonces k[a] es una k-§lgebra finita conmutativa integra, luego k[a] = k
vy K =k. O

6. Proposicién: Sea K un cuerpo no conmutativo, E un K espacio vectorial de dimension finita
y A = Endg(F). Cada ideal de A es el conjunto de endomorfismos de E que se anulan en cierto
subespacio vectorial de E.

Demostracion. E es un A-médulo simple y tenemos el isomorfismo natural
A =Homg(Homu (A, E), E) = Homg (E, E)

Dado un ideal I C A, tenemos I = Homg (Homy (I, E), E), donde Homu4 (I, E) = E’ es un cociente
de Hom 4 (A, E) = E, luego I son los endomorfismos de E que factorizan a través de E’, es decir los
que se anulan en el nicleo del epimorfismo F — E’. O

7. Definicién: Siempre que digamos ideal entenderemos ideal por la izquierda. Diremos que I C A
es un ideal bildtero siy s6losi A-I-A=1.

8. Teorema: Un anillo es simple si y solo si no contiene ideales bildteros propios y contiene algun
ideal simple.

Demostracion. Supongamos que A es simple. Sea I un ideal simple. Sabemos que A ~ I & .. @ I.
Entonces I - A~ I2@ .7. @ I?. Tenemos 0 C I? C I, luego I2 o es cero o es I. Luego I - Ao es 0o
A. Ahora bien, I C I+ A, luego I - A = A. Todo ideal bildtero no nulo contiene a un ideal minimo I,
luego contiene a I - A = A, luego es A.
Si A no tiene ideales bilateros e I es un ideal simple, entonces A = I - A, luego es simple.
O

Observemos que si A es una dlgebra finita sobre un cuerpo no conmutativo entonces existen ideales
simples.

9. Definicién: Se dice que un anillo A es semisimple si como A-mdédulo es un A-médulo semisimple.

De nuevo A es suma directa de un ntmero finito de médulos simples, A = Nj"* @ .7. @ N;*", con
N; %% Nj, i # j. De nuevo, todo médulo es suma directa de los simples IV;, y todo médulo simple es
isomorfo a alguno de estos N;.

10. Teorema: Un anillo es semisimple si y solo si es producto de anillos de matrices sobre cuerpos
no conmutativos.

Demostracion. Si A es semisimple entonces A = ST & ... @ S, S; #£ Sj, i # j, simples. AY =
EndA(A) = End4 S{“ @...®Endy S]'.
O

11. Definicién: Un anillo se dice que es artiniano si toda cadena descendente de ideales estabiliza.
Un ideal I C A se dice que es nilpotente si existe un n > 0 de modo que I"™ = 0.

12. Corolario: A es semisimple si y solo si es artiniano sin ideales nilpotentes.
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Demostracion. Si A es semisimple entonces es A = M, (K1) X ... x M, (K,). Todo ideal I C A
es [ = I x...x I,. Las algebras M,,(K;) son artinianas. Los ideales minimos son idempotentes,
I-I=1-A-1=A-1=1,luego no hay ideales nilpotentes. Se concluye.

Supongamos que A es artiniano sin ideales nilpotentes. Sea I un ideal minimo de A, que existe
por ser A artiniano. Se cumple que I? = I, porque 0 # I? C I. Existe un a € I de modo que
I-a = 1. En particular, existe b € I tal que b-a = a, luego b> - @ = b - a. Como multiplicar por a es
un isomorfismo en I, b = b. Asf pues, A= A-b® A(1 —b) = [ & I'. Consideremos un ideal minimo
J incluido en I’ sea ¢ € J tal que ¢ = ¢ (y J = Ac = Jc). Tenemos que A = Ac ® A(1 — ¢), por
tanto, I' = I'c® I'(1 —¢) = J @ J'. En conclusiéon, A = I ® J & J'. Por recurrencia y artiniedad
obtendremos que A =1; & ... & I, I; simples. En conclusién, A es semisimple.

O

1.3 Automorfismos de un anillo simple

Sea K un cuerpo no conmutativo y E, E’ dos K-espacio vectoriales.

1. Definicién: Se dice que una aplicacién f: E — E’ es semilineal cuando existe un automorfismo
o de K de modo que

flete) = fle) + f(e)
fe)=a(N)f(e)

|
~

para todo e,e’ € Ey A € K.

2. Proposicién : Supongamos que dimg E > 2. Una biyeccion f: E — E es semilineal si aplica
biyectivamente rectas en rectas y f(e+e€') = f(e) + f(€'), para todo e,e’ € E.

Demostracion. Dado e € E, tenemos que f(A-e) = g.(N)f(e), para cierta aplicacién o.: K — K.
Veamos que oe’(A) = o.(\): Supongamos que e y €’ son linealmente independientes. Se tiene que
f(e) y f(€') son linealmente independientes. Pues si hubiese una relacién entre ellos, f~! de esta
relacién es una relacién lineal de e y ¢’. Ahora tenemos

GeroNe+e) = FMe +€) = Fe +A¢) = 0e(WF(e) + o (N ()

Por tanto, o¢(A) = deter(A) = 0er(A). De igual modo o,e(X) = 0o (X)) = e (N).
Escribamos, pues, 0. = 0. Dejamos al lector que pruebe que o es un automorfismo de cuerpos.

O

El conjunto de los automorfismos semilineales de un K-espacio vectorial E forman un grupo con
la composicién, que denotaremos Semg (F). Cada automorfismo semilineal f: E — FE induce un
automorfismo de dlgebra en Endg (E), a saber, la conjugacién por f, es decir, 74(g) = fogo f~1. Se
cumple que 7y = Id si y sélo si f es una homotecia por elementos de Z(K*) (arguméntese como en la
demostracién de que Z(Endg(B™)) = Z(B) -1d). Asi pues, el niicleo del morfismo

Semg (E) — Aut(Endg (E)), f— 7y

es Z(K*). El grupo Semg (E)/Z(K*) es el denominado grupo de Staudt, y el teorema fundamental
de la Geometria Proyectiva afirma que coincide con el grupo de las colineaciones del espacio proyec-
tivo P (E). Se trata ahora de probar que todo automorfismo de Endg (E) es el inducido por una
transformacién semilineal.
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3. Teorema de Skolem-Noether: Sean K un cuerpo no conmutativo, E un K-espacio vectorial
de dimension finita y A = Endg (E). La sucesion,

1— Z(K*) — Semg(E) — Aut(A) — 1
es exacta.

Demostracion. Sea T un automorfismo de anillos de A = Endg (E). Este induce en E otra estructura
de A-médulo: axe = 7(a)-e, paracadaa € Ay e € E. Por ser A un anillo simple todos los A-médulos
simples son isomorfos, luego existe una biyeccién aditiva f: E — E de modo que f(axe) =a- f(e).
Es decir, se cumple la férmula f(7(a) -e) = a - f(e). La conjugacién por f en A es 7, luego hemos
concluido si comprobamos que f es semilineal.

SiI C A eselideal de todos los endomorfismos de E que se anulan en un subespacio E’, entonces
f-I-f7!eselideal de endomorfismos de E que se anulan en f(E’), luego f(E’) es un subespacio
vectorial de E. Si I es maximal, E’ tiene dimensién 1,y f-I- f~! es maximal. Por tanto, f(E’) es

de dimensién 1. En conclusién, f aplica rectas en rectas y es semilineal.
O

4. Corolario: Consideremos la inclusion de K-dlgebras K — M, (K),\ — AId. La sucesidn
1 — Z(K*) — M, (K) 5 Autg—ay(M,(K)) — 1

es exacta, conn > 1 y T asigna a cada matriz el automorfismo conjugar por ella. En particular, si K
es conmutativo, Auty (M, (K)) = PGlg(n).

Demostracion. Sabemos que la sucesién
1— Z(K*) = Semg(K") — Aut(M,(K)) — 1

es exacta. Basta ver que dada una aplicacién semilineal f, tal que f(Ae) = o(A)f(e), entonces la
conjugacién por f en M, (K) al restringirse a K es el automorfismo o. Es decir, foAld = o(A)Idof,

lo cual es obvio.
O

1.4 Algebras de Azumaya

Sea k un cuerpo conmutativo. Siempre que digamos k-algebra entendemos que k estd incluida en el
centro de dicha algebra.

Las k-algebras simples no son necesariamente simples por cambio de base. En esta seccién vamos
a estudiar las dlgebras simples para todo cambio de base.

1. Definicién : Diremos que una k-algebra finita A es de Azumaya si es simple y Z(A) = k (es decir,
es central).

M, (k) es una k-dlgebra de Azumaya. Dada un k-dlgebra finita simple A, si Z(A) es un cuerpo
entonces A es una Z(A)-dlgebra de Azumaya. Si K es una k-extensién finita de cuerpos no conmutativa
(k C Z(K)) entonces K es una Z(K)-algebra de Azumaya.

Toda k-algebra A es de modo natural un A ®; A°-mddulo: (a ® b) * ¢ = ach, o equivalentemente,
tenemos el morfismo de k-algebras

A A° 4 Endy(4), fala®b)(c) = ach
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2. Teorema de caracterizaciéon: La condicion necesaria y suficiente para que una k-dlgebra finita
A sea de Azumaya es que el morfismo fa sea isomorfismo.

Demostracion. Observemos que los ideales bilateros de A son precisamente los A ®; A°-submddulos
de Ay que Z(A) = Endag, a-(A) C Enda(A) = A°.

Veamos la suficiencia. A es simple cuando lo es como A ® A°-médulo. Como A ®) A° = Endy(A)
y A es un Endg(A)-mdédulo simple, concluimos, que A es un anillo simple. Ademds, Z(A) =
EndA®kAo (A) = EndEndk(A) (A) = Z(Endk (A)) =k.

Veamos la necesidad. Sea B = Im f4, entonces A es un B-mddulo simple, pues A no tiene ideales
bildteros, y de la inclusién B < Endg(A) = A® --- @ A, se deduce que B es simple. Por tanto, por
el teorema de Wedderburn, B = Endp A, donde D = Endp(A) = Endag, 4-(A) = Z(A) = k. Luego
fa es epiyectivo y por dimensiones es un isomorfismo. O

3. Corolario: Sea k — K una extension de cuerpos (conmutativos): A es una k-dlgebra de Azumaya
siy solo si Ax = AQ®y K es una K-dlgebra de Azumaya.

4. Corolario: A y B son k-dlgebras de Azumaya si y sélo si A Q@ B es una k-dlgebra de Azumaya.
Demostracion. fa @ fB = faz.B- O

5. Corolario: La condicion necesaria y suficiente para que una k-dlgebra A sea de Azumaya es que

A@y k= M,(k), siendo k el cierre algebraico de k.
6. Corolario: La dimension de una k-dlgebra de Azumaya es un cuadrado perfecto.

7. Proposicién: Una k-dlgebra de Azumaya A, de grado n? es de matrices si y sélo si contiene una
k-subdlgebra trivial K = k x .. X k de grado n.

Demostracion. Si A = M, (k) entonces contiene la k-subdlgebra trivial formada por las matrices
diagonales

A0 0
0 A 0
0 0 An

Reciprocamente, supongamos que A contiene una k-subdlgebra trivial K = k x .7. x k. Tenemos
que A=A K = A®k (kx.%. xk)=1I x...x I, donde algin ideal I; ha de ser de dimensién
menor o igual que n. El morfismo A — Endg(l;) es un isomorfismo, porque el nicleo es un ideal
bilatero y por dimensiones.

O

8. Proposicién: Toda k-dlgebra de Azumaya A de dimension n>

tativa separable de dimension n.

contiene una k-subdlgebra conmu-

Demostracion. Para cada a € A consideremos la subdlgebra que genera, k[a], que es una k-subdlgebra
conmutativa separable de dimensién n precisamente cuando el polinomio anulador de a sea un polino-
mio separable de grado n. Recordemos que A ®;, k = M, (k). El polinomio anulador de a es el mismo
que el de a® 1. El discriminante del polinomio caracteristico de a® 1 es una funcién polinémica sobre
el k-espacio vectorial A, y este polinomio no es nulo porque no es nulo en A ®y k = M, (k). Si k tiene
infinitos elementos, podemos concluir que este polinomio no se anula en algtin elemento a € A, de
modo que el polinomio caracteristico de a no tiene raices dobles y coincide con el anulador.
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Si k tiene un ndmero finito de elementos, procedamos como sigue. A = M, (K), donde K es
un cuerpo no conmutativo y k = Z(M,(K)) = Z(K). Es decir, K es un &lgebra de Azumaya.
Facilmente reducimos la proposicién al caso A = K. Sea ahora, K; una k-subdlgebra conmutativa
de dimensién méxima de K. Denotemos Ck,(K) = {a € K:a-b = b-a para todo b € K;}.
Por ser maxima, se cumple que Cg, (K) = K;. Veamos que esto implica que dimg K1 = n (donde
dimy K =n?). Siby, - ,bs es una k-base de K1, C, (K) es el nicleo del morfismo K — K®.5.® K,
a+ (aby — bia,...,abs — bsa). Ahora es sencillo probar que Ck, (K) ® k = Ok 0.5 (K ®k k). Por
ser k finito, toda extensién finita es separable, luego K1 ®; k = k x ™. x k. En conclusién, vamos
a suponer que k es algebraicamente cerrado, K1 = k x ™ x k 'y K = M, (k) = Endi(F). Entonces,
E=E®k, K1 =FE1®...®@E, y K; opera sobre cada F; por homotecias por elementos de k. Ahora
es facil comprobar, que si Ck, (K) = K1, entonces dim E; =1y m = n.

O

9. Teorema: Si A es una dlgebra de Azumaya, existe una extension finita de Galois k — K, de
modo que Ax = M, (K).

Demostracion. Sea K1 C A una k-subdlgebra conmutativa de dimensiéon n y K la envolvente de
Galois de K. A®; K es una K-algebra de Azumaya de grado n?, que contiene una K-algebra trivial,
K; ®r K = K x.7. x K, luego por la proposicién 1.4.8, Ax = M,,(K).

O
10. Definicién: Si A ®, K = M, (K) diremos que K neutraliza a A.

Sea k — K una extensién de Galois de grupo de Galois G. Ahora vamos a exponer un método
para construir las k-algebras de Azumaya A tales que Ax = M, (K).

11. Definicién: Sea E un K-espacio vectorial. Dar una operaciéon de G en E es dar un morfismo
de grupos p: G — Auty(FE), de modo que p(g)(Ae) = g(A)p(g)(e).

Diremos que dos operaciones p, p’ de G en sendos espacios vectoriales son equivalentes si existe
un isomorfismo K-lineal, T, de modo que T'(p(g))(e) = p'(¢)(T(e)). Cuando no cause confusién,
escribiremos p(g)(e) = ge.

Si los morfismos k-lineales y K-lineales se sustituyen por morfismos de k-algebras y K-algebras,
se obtiene la definicién de operacién de G en una K-édlgebra y de equivalencia de tales operaciones.

Sea K[G] = EBGK - g, donde el producto estd definido por la linealizacién de los productos (A-g) -

ge

(N-g") = Xg(XN)-gg'. Cada operacién p de G en un K-espacio vectorial E, define en E una estructura
de K[G]-médulo

(Z)\z' “gi)e = Z)\m(gi)(e)

Reciprocamente, cada estructura de K[G]-médulo en E define una operacién de G en E

p(g)(e) = ge
12. Lema: K[G] = Endy(K) y, por tanto, es una k-dlgebra simple.

Demostracion. La operacién natural de G en K define un morfismo de K-dlgebras K[G] — Endy(K).
Este morfismo es inyectivo, porque los elementos de G = Autg_zg(K) = Hompg_s4(K ®f K, K) =

G
HOmK_élg(HK ,K) son K-linealmente independientes. Como ambos espacios vectoriales tienen la

misma dimensién, el morfismo es un isomorfismo. O
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13. Corolario: Si G opera en un K-espacio vectorial E, el morfismo natural E¢ @, K — E es un
isomorfismo.

Demostracion. K es un K[G]-médulo simple, luego E es como K[G]-médulo suma directa de unas
cuantas K. El corolario se reduce al caso E = K, que es trivial, por el teorema de Artin.
O

14. Teorema: El conjunto de las k-dlgebras de Azumaya de grado n? neutralizadas por K, médulo
isomorfismos, es biyectivo con el conjunto de las operaciones de G en la K-dlgebra M, (K), mddulo
automorfismos internos.

Demostracién. Si A es una k-algebra de Azumaya de grado n?, neutralizada por K, entonces AR K ~
M, (K) y la operacién natural de G en A ®; K induce una operacién de G en M, (K), univocamente
definida salvo automorfismo internos de M, (K).
Reciprocamente, dada una operaciéon de G en M, (K), entonces M,(K)® es una k-algebra de
Azumaya de grado n? neutralizada por K, porque M, (K)% @ K = M, (K), por el corolario anterior.
Estas asignaciones son inversas entre si.
O

15. Ejemplo: Construyamos todos las extensiones finitas de cuerpos no conmutativos de R: Sea K
una tal extensién. K es un algebra simple, luego es una Z(K)-algebra de Azumaya. Z(K) es una
extension de cuerpos conmutativos finita de R, luego es R o C.

Si Z(K) = C, entonces una C-subdlgebra conmutativa (que serd cuerpo) méxima de K sélo puede
ser C, luego por dimensiones K = C.

Si Z(K) = R, entonces una R-subélgebra conmutativa (que serd cuerpo) maximal de K, s6lo puede
ser R o C. Sies R, por dimensiones K = R. Si es C, entonces por dimensiones K ®g C = M;(C).

Calculemos, pues, las R-algebras de Azumaya de grado 4 neutralizadas por C. Por el teorema,
equivale a definir un morfismo de grupos, salvo automorfismos internos de Ms(C), ¢: Z/2Z = (o) —
Autr_44(M2(C)), de modo que ¢(0)(AA) = g(N)@(0)(A). Observemos que ¢ queda determinado
por ¢(o), que ha de cumplir que ¢(c)? =1d y ¢(0)(AA) = o(N)¢(0)(A). Por el teorema de Skolem-
Noether, salvo un factor multiplicativo, ¢(c) es conjugar por una aplicacién semilineal 7: C% — C2,
de modo que 72 = p y 7(Xe) = a(A)7(e). Observemos que ur = 73 = 7 = o(u)7, luego p € R. Dar
7, equivale a dotar a C2, de estructura de C,[Z/2Z]-médulo, donde C,[Z/2Z] = C & Co, con 0% = p
y 0 - X = o(X)o. Ahora bien, C,[Z/2Z] es una R-dlgebra de Azumaya, porque C,[Z/2Z] ®r C =
C[2/2Z) ®r C, 0 @ 1 — o ® ¥/u. Por tanto, C? tiene una tnica estructura de C,[Z/2Z]-médulo.
Si en vez de 7 consideramos A7, entonces (A7)? = N(A)u, como C/N(C) = +1, podemos suponer
que 72 = £1. En conclusién, sélo pueden existir, dos R-dlgebras de Azumaya de dimensién 4.
Explicitamente, C[Z/2Z] = Endg(C) = M3(R) y C_1[Z/2Z] = C® Co = R ® Ri @ Rj & Rk, donde
j=o0yk=io, que cumplen i’ = j2 = k? = —1,ij = k y ij = —ji. A C_1[Z/2Z] se le denomina el
algebra de los cuaterniones de Hamilton, que es un cuerpo no conmutativo. Como R-subdlgebra de
M>5(C) tenemos que una base de C_1[Z/2Z 7] es

=G0 = (Ga) = ) =)

Recordemos que si A = M, (K), siendo K un cuerpo no conmutativo entonces K = Enda(]),
siendo I un A-mddulo simple. Luego, K estd determinado, salvo isomorfismos, por A.
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16. Definicién : Diremos que dos k-dlgebras de Azumaya son equivalentes si son dlgebras de matrices
sobre cuerpos no conmutativos isomorfos. Denotaremos por Br(K/k) al conjunto de las clases de
equivalencia de las k-algebras de Azumaya neutralizadas por K, que se identifica con el conjunto de
las clases de isomorfia de los cuerpos no conmutativos neutralizados por K. El producto tensorial
en Br(K/k), [A] ®k [B] = [A ® B], dota a Br(K/k) de estructura de grupo, denominado grupo de
Brauer (de las k-algebras de Azumaya neutralizadas por K). El inverso de [A] es [A°].

17. Teorema: Sea k — K una extensidn de Galois de grupo Z/nZ. Existe una identificacion natural
Br(K/k) =k*/N(K*), donde N: K — k es la norma.

Demostracion. Escribamos Z/nZ = (o). Dado u € k* denotaremos K, [Z/nZ) = K& Ko®--- Ko™ !,
la k-algebra obvia tal que o -y = o(pu)o y 0™ = p. Se cumple que K,[Z/nZ] es una k-algebra de
Azumaya, porque el morfismo K, [Z/nZ] @y k[/n] — K[Z/nZ) @y k[/p], 0 @k 1 — 0 ® /i es un
isomorfismo de k[ {/ui]-dlgebras y K[Z/nZ] es una k-algebra de Azumaya.

Vamos a probar que

Br(K/k) = {Ku[Z/nZ]} er /N (k)

Las k-dlgebras de Azumaya A neutralizadas por K, salvo isomorfismos, se corresponden con los
morfismos de grupos, ¢: Z/nZ — Auty_ug(M,(K)), salvo automorfismos internos de M, (K), de
modo que ¢(0)(Ab) = o(N)¢(0)(b). El morfismo ¢ estd determinado por ¢(o) que habrd de cumplir
¢(o)" =1d y ¢(0)(Ab) = o(N)p(0)(b). Por el teorema de Skolem-Noether, ¢(o) es conjugar por una
aplicacién semilineal, 7, de K", tnica salvo un factor A € K*, que habra de verificar que 7" = p y
T(Xe) = a(M\)1(e). Observemos que p -7 = 7" = 7 = o(u)7, luego p € k*. Dar 7 equivale a
dotar a K" de estructura de K,[Z/nZ]-médulo. Ahora bien, K,[Z/nZ] es un anillo simple, luego K"
tiene una tnica de estructura de K,[Z/nZ]-médulo, salvo isomorfismos. Ademas, si consideramos At
en vez de 7, tenemos que (A7)" = N(A\)u. Asignemos a cada A el elemento [u] € k*/N(K*), que
denotaremos inv(A). Si A = M,(k) ®; B, es facil comprobar que inv(A) = inv(B). En conclusién,
tenemos una inclusién

Br(K/k) — k*/N(K™*), [A]+— inv(A)

Para la epiyeccién, sélo nos falta comprobar que inv(K,[Z/nZ]) = p: Consideremos la aplicacién
semilineal 7: K™ — K™, 7(A1,..., ) = (o (An),0(A1),...,0(An—1)) (es decir, 7 es la aplicacién
semilineal de automorfismo o, tal que 7 = p y existe un vector e tal que e, {e,7(e),..., 7" (e)} es
una base, sobre la que hemos escrito la matriz de 7). Se cumple que 7 = pId. Sea F: M, (K) —
M, (K) la conjugacién por 7. Se cumple que F" = Id y (F) = Z/nZ. Consideremos el morfismo
inyectivo K,[Z/nZ] — M, (K), o en M, (K), es la aplicacién o(A1, ..., An) = (tAn, A1, .., An—1). Se
cumple que M, (K)%/"% = K,,[7/nZ)]. Por tanto, inv(K,[Z/nZ]) = u.

O

Si k es un cuerpo finito, toda extensién finita de Galois k — K es ciclica, asi que el Teorema 90
de Hilbert afirma la exactitud de la siguiente sucesiéon de morfismos de grupos

11—k - KL g D

donde f(X) = %)\) y o es un generador del grupo de Galois. Por drdenes, se obtiene que la norma
N es epiyectiva. Es decir, ¥*/N(K*) = 1 y podemos concluir que toda k-dlgebra de Azumaya es
un algebra de matrices sobre k. En particular, toda cuerpo no conmutativo con un ntimero finito de

elementos es conmutativo (Teorema de Wedderburn).
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1.5 Algebras finitas

Sea A una k-dlgebra finita (no necesariamente conmutativa). Sean {E;} el conjunto de todos los
mddulos simples desisomorfos de A. Consideremos el morfismo A — [[End(E;) y sea A la imagen

del morfismo. A es una k-algebra finita luego se inyecta en un producto directo finito A < Endy(E1) x

Tox Endg(E,). Ahora bien, Ey,...,E, son A-médulos simples y Endg(E;) = ©F;, luego A es
semisimple. Por tanto, A = Endg, (E;) x --- X Endg, (E,) y los A-médulos simples son Ey, ..., E,,
que son todos los A-mdédulos simples.

1. Definicién: Se denomina radical de A al nicleo del morfismo A — A.

Sea E un A-moédulo finito generado. Sea Fj el A-submédulo semisimple maximal de E. Obser-
vemos que E; = 0siy sélosi E =0. Sea F5 C F, que contenga a E1 y Fy/FE; sea el A-submédulo
semisimple maximal de F/F;. Asi sucesivamente, terminamos obteniendo una cadena

OCEFiCEy,CFE,CFE

Tenemos que E;/E;, son A-médulo semisimple, luego A-médulos, luego R- E; C E;_1. En particular,
R-ECE,.

2. Proposicion: Sea E un A-mddulo finito generado y R el radical de A. Se cumple que R-E =FE
sty solo si E = 0.

3. Corolario: FEziste n tal que R™ = 0.
Demostracién. Existe n tal que R® = R™*!, luego R" = 0. O

Se dice que una k-dlgebra es reducida si no existen ideales bildteros nilpotentes.

4. Proposicién: Una k-dlgebra finita es semisimple si y solo si es reducida.

Demostracion. Sies reducida entonces el radical es nulo y el dlgebra es semisimple. Si es semisimple es
producto de simples, que son reducidas (pues no contienen ideales bildteros propios), luego el dlgebra
es reducida. O

5. Definicion: Diremos que una k-algebra finita A es separable si es universalmente reducida, es
decir, A ®; K es reducida para toda extension de cuerpos k — K.

6. Teorema: Sea A una k-dlgebra finita. Las siguientes condiciones son equivalentes,

1. A es separable.

2. A es universalmente semisimple.

3. A®yk es producto directo de dlgebras de matrices, donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado.
4. A es semisimple y su centro es un dlgebra conmutativa separable.

5. A®y A° es semisimple (o reducida).

Demostracion. Las tres primeras son obviamente equivalentes.
1.,3. =) 4. Z(A)@rk = Z(A®r k) = [[ k luego Z(A) es separable. Obviamente A es semisimple.
4. =) 3. A es producto directo de dlgebras simples. Como el centro de un producto directo es el
producto directo de los centros, podemos reducirnos al caso de que A sea simple. En este caso Z(A)
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es un cuerpo, pues A = Endg(E) vy Z(A) = Z(K). Por tanto, A es una Z(A)-dlgebra de Azumaya y
Ak =A ®za) Z(A) @, E=A @z 11 k que es producto directo de dlgebras de matrices.

3. =) 5. Basta ver que por cambio de base al cierre algebraico de k, A ®j A° es reducida. Ahora
bien, el producto tensorial de dlgebras de matrices es un algebra de matrices., que son reducidas.

5. =) 4. Porser Z(A® A°) = Z(A)®@ Z(A) y ser A® A° reducida se concluye que Z(A)®@ Z(A) es
un algebra conmutativa reducida y, por tanto, separable. Ademas, el radical de A C A® A°, contiene
a R® A+ A® R siendo R el radical de A, luego A es reducida.

O

Dada la k-algebra A el epimorfismo A ®; A° — A, a ® b — ab es un morfismo de A ® A°-modulos.
Denotemos por A el nucleo, que es un ideal por la izquierda de A ® A°.
Como sabemos, llamamos Q4 = A/ A? el médulo de las diferenciales de Kahler de A.

7. Proposicién: Si A es una k-dlgebra finita separable entonces Q4 = 0.

Demostracion. Por ser A separable entonces A ® A° es semisimple. Por tanto, A ® A° es producto
directo de algebras de matrices, que cumplen que todo ideal por la izquierda es idempotente. Luego
A:AQyQA/k:O. O

Sea M un A ® A°-médulo, (sigamos la notacién (@ ® b) - m = amb). Definimos por Dery (A, M),
al conjunto de las aplicaciones k-lineales D tales que D(ab) = (Da)b + aDb.

8. Teorema: Dery(A, M) = Homagao (A, M).

Demostracion. Sea d: A — A definido por da :=a® 1 — 1 ® a. Se verifica que d(ab) =a®1-db+
da - (1®0b) = adb+ (da)b, es una derivacién de A en A.
Dada F € Homagao (A, M), sea Dp := F od. Se cumple que D € Derg (A, M).
Reciprocamente, dada D € Dery (A, M) sea Fp € Homag a0 (A, M), definido por Fp(}, a; ®b;) =
> ;(Da;)b;, para ), a; ®b; € A. Se cumple que Fp(adb) = aDby Fp((da)b) = (Da)b, lo que muestra
que Fp es un morfismo de A ® A°-mdédulos.
O

Supongamos ahora que la estructura de A-médulo de M por la derecha es la misma que por la
izquierda, es decir, am = ma, para todo a € Ay m € M. Luego, M es un A-mdédulo tal que
(ab — ba)m = 0, para todo a,b € Ay todo m € M, porque abm = m(ab) = (ma)b = amb = bam.
Reciprocamente, si M es un A-médulo tal que (ab — ba)m = 0, para todo a,b € Ay todo m € M,
entonces podemos dotarlo de estructura de A® A°-médulo: ma := am. En este caso, D € Dery (A, M)
si y sdlo si D es k-lineal y D(ab) = aDb+ bDa. Observemos que €24/, es uno de estos médulos.

9. Teorema: Sea M un A-mddulo tal que (ab — ba)m = 0, para todo a,b € A ym € M. Entonces
Dery, (A, M) = Homa (Q4/x, M)

Si A — B es un epimorfismo de k-dlgebras tal que el nicleo R cumple que R? = 0, entonces R
es un B-médulo por la derecha e izquierda y diremos que A es la extensién de B, por R. Dado un
B-médulo por la derecha e izquierda M, diremos que A = B & M, con la multiplicacién definida por

(a,m) - (a',m") = (ad’,am’ + ma’)

es la extension trivial de B por M.
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Diremos que un morfismo de k-dlgebras ¢: A — A’ es un morfismo de extensiones si se tiene un
diagrama conmutativo

M A B
¢
M B

Al

0

0

0 0

Diremos que dos extensiones son equivalentes si existe un isomorfismo de extensiones entre ellas.
Denotemos por Extalg(B, M) el conjunto de la extensiones de algebras de B por M, médulo equiva-
lentes.

Toda extension de algebras A, de B por M, es como k-espacio vectorial B & M, ahora bien, el
producto serd (b,m) - (b',m') = (bV', ¢(b, V') + b’ +mb’), donde ¢ es una aplicacién k-bilineal, por la
bilinealidad del producto en A, y para que el producto sea asociativo habrd de cumplirse

@ (b1,b2) - b3 + ¢(b1ba, bg) — brd(ba, b3) — (b1, babs) =0

Asi podemos definir en B & M tantos productos como elementos ¢ € Homy (B ®) B, M) tales que
¢(b1 @ b2) - by + @(b1ba ® b3) — b1 (b2 @ b3) — (b1 ® babs) =0

Dada un extensién de dlgebras A = B & M de B por M, dar un automorfismo de extensiones
A=B&M — Bae M = A, (bym) — (b,p(b) + m), equivale a dar ¢ € Derg(A4, M), es decir,
¢ € Homy (B, M) ha de verificar p(bb’) = bp(b')+¢(b)b’. Sien A = B® M consideramos un producto,
es decir un ¢ S HOHlk(B Rk B, M) tal que ¢(b1 ®bg) . bg +¢(b1b2 ®b3) - b1¢(b2 ®b3) — gf)(bl ®b21)3) = 0,
entonces via un automorfismo, es decir, ¢ € Homy (B, M) que verifica o(bb') = bp(t') + p(b)V,
obtenemos un nuevo producto que es ¢ + @ oy, donde u: B& B — B, u(b®b') = bb’. En conclusién,

¢ € Homy (B ®, B, M): » € Homy (B, M):
Extalg(B, M) = { ¢(b1 ®bg) - by + ¢(b1bg @ b3) / (b)) — bp(b')
—b1¢(b2 @ b3) — ¢(b1 @ bab3) =0 —p((b) =0

10. Teorema: Exthy po(B, M) = Extalg(B,M).
Demostracion. Consideremos la sucesiéon de B ® B°-mddulos

3

Be"eB"*Be" 'eB™ .. . BBeBR B0

donde d,, _2(b1 ®---®b,) == > (1)1 ®- L @ bibiy1®---®by) y consideramos que B®- -+ @ B es

i=1

B® B°-mddulos operando B por la izquierda en el primer factor y B por la derecha en el ultimo factor.
Ademsds esta sucesién es exacta, porque d; od;—1; = 0 (como se comprueba), luego Imd;_1 C Kerd;, y
. . n—1 n
si consideramos los morfismos s,,: B&- QB — B®---®B, $p,(a1® - ®an-1) = 1Qa1® - Qan_1,
tenemos que Id =d,,_2 05, 2+ sp,_30d,_3, luego Kerd,,_3 C Imd,,_».
Asf pues, si denotamos d; al morfismo inducido por d; al tomar Hompgpe(—, M), tenemos por
definicién

Ext%g, go(B, M) = Kerdj/Imd;

Ahora bien, Hompgpe(B® "+ ® B, M) = Homy(1® B" -~ ® B® 1, M), d: Homy(B® B, M) —
Homy (B ® B® B, M), es explicitamente di¢(by ® by @ bg) = ¢(by ® ba) - bg + ¢(b1be ® b3) — bigp(by ®
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b3) — d(by ®babs) v di: Homy (B, M) — Homy (B ®y B, M) es explicitamente d5p(b; @bs) = byp(bs) —
p(b1b2) — ©(b1)be. En conclusién,

Exthg, po (B, M) = Extalg(B, M)

1.6 Semisimplicidad del algebra conmutadora

Esta seccién serd necesaria para probar més adelante que el grupo lineal es semisimple.

Sea K un cuerpo no conmutativo y E un K-espacio vectorial. E* = Homg (F, K) es un K°-espacio
vectorial ((Aw)(e) :=w(e) - N).
1. Proposicion: Supongamos que E es un K-espacio vectorial de dimension finita. Se verifica el

isomorfismo de dlgebras
Endg (E)° = Endg.(E™)

2. Teorema: Si A es una k-dlgebra finita y M es un A-mddulo semisimple finito, entonces End 4 (M)
es un anillo semisimple.

Demostracion. Considerando el dlgebra imagen por el morfismo A — Endg(M) =M & --- & M se
puede suponer que A es semisimple. Ademads, si M = My & --- ® M, es la descomposiciéon de M en
A-médulos homogéneos, se tiene que Enda (M) = [[, Enda(M;), luego podemos suponer que M es
homogéneo y A anillo simple. Sea I un A-médulo simple, K = Ends(I) y E = Homa (M, I). Por el
teorema de Wedderburn,

Ends(M) = Endg (F)° = Endg. (E™)

que es simple. O

3. Corolario : Sea E un k-espacio vectorial de dimension finita. Sea A C Endg(E) una k-
subdlgebra semisimple y denotemos por C(A) a la subdlgebra conmutadora de A, es decir, C(A) =
{¢p € Endg(FE): ao¢p = ¢oa, para todo a € A}. Se cumple que C(A) es semisimple.

Demostracion. C(A) = Enda(E) y se aplica el teorema anterior. O



Capitulo 2

Representaciones lineales de grupos
finitos

2.1 Representaciones lineales. Teorema de Maschke

Sea GG un grupo y F un k-espacio vectorial.

1. Definicién: Una representacién lineal de G en E es un morfismo de grupos p: G — Autg(E).
Diremos que E es un G-espacio vectorial. Se dice que el dimy, E es el grado de la representacién lineal
p-

Sea k[G] = @ k- g la k-dlgebra no conmutativa, de operaciones
geG

(Z)‘gg) + (Z)\/gg) = Z(/\g + )‘;)9

geG geG geG
O X9 - O Ng) =D (> AgAp)g
geG geG 9g€G g'-g""=g

La k-algebra k[G] es conmutativa si y s6lo si G es un grupo abeliano.
Dada una representacion lineal p: G — Auty(E), podemos dotar a E de estructura de k[G]-médulo:

O Xgg)-e:=> Agplg)(e)

geG geG

Reciprocamente, si E tiene estructura de k[G]-médulo podemos definir la representacién lineal p: G —
Auti(E), p(g)(e) =g -e.

Se dice que dos representaciones lineales p: G — Endi(F), p': G — Endy(E’) son equivalentes si
existe un isomorfismo lineal T: E — E’ de modo que T'(p(g)(e)) = p'(9)(T(e)), es decir, si y sélo si
E y E’ son k[G]-médulos isomorfos.

2. Definicién: Se dice que la representacion lineal p: G — Auty(E) es irreducible, si no existe un
subespacio vectorial propio de E estable por G.

Es fécil probar que la representacién lineal p: G — Autg(F) es irreducible si y sélo si E es un

k[G]-médulo simple.

19
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Sip: G— Autg(E) y p': G — Autg(E’) son dos representaciones lineales de G, podemos definir
una representacion lineal natural p+p' de Gen EG E": (p+p')(g)((e,€¢)) = (p(g)(e), p'(g)(€')). De
otro modo, la suma directa de k[G]-mddulos es k[G]-médulo de modo natural.

3. Teorema Maschke: Sea G un grupo finito. Toda representacion k-lineal de G es suma directa
de representaciones irreducibles si y sélo si #G y car k son primos entre si.

Demostracion. Tenemos que ver cudndo todo k[G]-médulo es suma directa de k[G]-mddulos simples,
es decir, cudndo k[G] es semisimple.

Supongamos que #G y car k son primos entre si. Dado un k[G]-médulo E y un k[G]-submédulo
E’, consideremos la sucesién exacta

0—-E —-ESE/E —0

Sea s: E/E' — FE una seccién de k-espacios vectoriales de . El morfismo s': E/E’ — E definido por

s'=gg> 959"
geG
y por 1.1.5 E es semisimple y k[G] es semisimple.

es un morfismo de k[G]-médulos y es seccién de 7. Por tanto, £ = E' & E/E’

Supongamos que #G es multiplo de cark. Si toda representacion k-lineal de G es suma directa

de representaciones irreducibles, k[G] seria semisimple y por Wedderburn k[G] = M, (K1) x ... X
M, (K,). Consideremos s = Y g, que es no nulo y pertenece al Z(k[G]) = Z(K1) X ... x Z(K,). Se
geG

cumple que s2 = #G - s = 0, que es imposible.
O

A partir de ahora supondremos que car k no divide a #G y supongamos que k es algebraicamente
cerrado.

Por el teorema de Wedderburn, k[G] = M, (k) x ... x M, (k). Como sabemos Endy(FE) es un
anillo simple y E es el inico Endy(F)-mdédulo simple (pues sélo hay uno y este lo es). Si escribimos,
k[G] = Endg(E1) X ... x Endg(FE,), entonces la composicién de los morfismos naturales G — k[G] —
Endy (E;) son todas las representaciones irreducibles de G, desisomorfas entre si. Ademds, Endy(E;) =
E; ® ™. @ E;, asi pues, la descomposicién k[G] = M, (k) x ... x M, (k) es la descomposicién de
k[G] en suma de homogéneos. En ésta descomposicién, aparece la representacion trivial G — M (k),
g — Id y por tanto los elementos invariantes por G de k[G] es k[G]¢ = M (k) = k, explicitamente
KG9 = (X g)-

geG
4. Ejemplo: Si G es un grupo ciclico el niimero de representaciones irreducibles es el orden de G y
todas son de grado 1:
Tenemos el isomorfismo de k-dlgebras k[z]/(x™ — 1) = k[Z/nZ],x* — [i]. Ademds, si &, es una

rafz n-ésima primitiva de la unidad k[z]/(z™ — 1) = []klz]/(z — &) = k™ = My(k) x .. x My(k).
i=1

En conclusion, k[Z/nZ] = Mi(k) x .. x M;(k) y explicitamente [1] — ((£}),...,(£7)). Luego, los

morfismos p;: Z/nZ — M (k),[1] — (&) son todas las representaciones lineales irreducibles de Z/nZ.

5. Ejercicio: Sea G = G; x Ga, probar que k[G1 x G3] = k[G1] ® k[G2]. Probar que las representa-
ciones irreducibles de G; X G5 son justamente el producto tensorial de las representaciones irreducibles
de G, por las de Gs.



2.2. Representaciones irreducibles del grupo simétrico de n-letras 21

6. Ejercicio: Sea G = Z/niZ x ... x Z/nsZ. Denotemos por &, una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Probar que los morfismos

Piriis: LJ/MZ X ...xXZ/nsZ — Mq(k)
0,....[1],...,0) - &

son todas las representaciones lineales de G = Z/n1Z x ... x Z/nsZ

Obviamente k[G] es un k[G]-mddulo, luego tenemos una representacion G — Auty(k[G]), repre-
sentacién que se denomina representacion regular.

7. Teorema: Sean #G y cark primos entre si y supongamos que k es algebraicamente cerrado. Sea
n = #G y n; el grado de las representaciones irreducibles. Se cumple que

1. S n?=n.

2. Toda representacion irreducible estd contenida en la representacion regular tantas veces como
su grado.

3. El numero de las representaciones irreducibles de G desisomorfas coincide con el numero de las
clases de conjugacién de G y coincide con la dimensidn del centro de k[G].

Demostracion. 1. n = #G = dimy k[G] = > dimy, Endy,(E;) = > n?.

2. Dada una base {e1,...,e,} de un espacio vectorial E, tenemos el isomorfismo de Endy(FE)-
moédulos Endy(E) ~ E®.?. ® E,T — (T(e1),...,T(eyn)). Por tanto, k[G] = (E1 @ " E1)® ... D
(B, ® ™. @ E,) y se concluye.

3. Es fécil comprobar que Z(Endy(E)) = k - Id. Por tanto,

Z(Endy(Ey) % ... x Endy(E,)) =k x .7. x k

y dimy Z(k[G]) = r. Por otra parte,

Z(kG)) =D Ngg: 9" (O Agg)- g, paratodo g’ € G}
9 g
= {ZAgg: Ag = Aygg-1, Dara todo g,g' € G}
9

= o k-
. (;g)

donde G/ ~ es el conjunto de clases de conjugacién. Por tanto, dimy, k[G] = #G/ ~.
O

2.2 Representaciones irreducibles del grupo simétrico de n-
letras
El céalculo de las representaciones irreducibles del grupo simétrico de n-letras fue resuelto por primera

vez por Frobenius y Young (1901-1903). La exposicién que seguimos es debida a von Neumann y Van
der Waerden. Supondremos el cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica mayor que n.
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Sea S, el grupo simétrico de n-letras. Toda permutacion s € S, es producto de ciclos disjuntos
s = 818 (incluyamos los ciclos de orden 1). Sea n; = ord(s;) y digamos que n; > ng > -+ > n,.
Otra permutacién, s’ € Sy, s’ = s} -5, n, = ord(s;) y ny > nhy > --- > nl, es conjugada de s
siy s6lo si r =1’y n; = n}, para todo i. Asi pues, hay tantas clases de conjugacién en S, como
sucesiones de nimeros naturales positivos ny > ng > --- > n,, con »_,n; = n; que es el nimero de
representaciones irreducibles de S,,.

Los ideales minimales de Endy(FE) estdn generados por por un endomorfismo que se anula en un
hiperplano. Si {ey,...,e,} es una base de E'y T'(e1) # 0y T(e;) = 0 para todo ¢ > 1, tendremos que
Endg(F) - T es un ideal minimo y T - Endg(E) - T = kT. Ademds, T se anula en un hiperplano y el
endomorfismo no es nulo si y sélosi T# 0y T - Endy(E) - T = kT.

Dejamos que el lector pruebe la siguiente proposicién.

1. Proposicién: Un ideal I C k[G] es minimal si y sdlo si existe un generador ¢ € I, de modo que
c klG]-c=k-ec.

Sea a = (n1,...,np), conng >ng > --->np y »,,n; =n. Consideremos el diagrama (de Young)
h—1
i=1
n
ng ni + ng
ni

Sea P, = {p € S, : p permuta los elementos de las filas del diagrama} y Q, = {q € S, : ¢ permuta
los elementos de la columna del diagrama}.

2. Lema: Dado s € S, se cumple

1. o bien existen p € P, y q € Q. de modo que s =p - q,

2. o bien, existen dos trasposiciones u € P, y v € Q,, de modo que u-s-v = s.

[{Pp]

Demostracion. Consideremos los dos diagramas “o” y “s(a)”
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1 ny +1 - }:jnl +1 s(1) s(ni +1) - s(}:llnl +1)
na ny + na2 s(n2) s(n1 + na)
" s(n1)

Supongamos que todo par de nimeros 7,7’ que estén en una misma fila del diagrama « yacen
en distintas columnas del diagrama s(a). Sea p € P,, la permutacién tal que o y p(s(c)) tengan
los mismos nimeros (salvo érdenes) en las filas. Sea ¢ € @4, de modo que a = ¢(p(s(a))). Por
construccién, s = p~1¢~' y obtenemos 1.

Supongamos que existen r, 7’ que estén en una misma fila del diagrama a y en una misma columna
del diagrama s(«). Tenemos pues, que 7 = s(t), 7' = s(t’), donde ¢ y ¢ yacen en una misma columna
del diagrama «. Sea u € P, la transposicién que permuta r y r’. Entonces s™'us = v es la

transposicién que permuta t y ¢/, luego pertenece a Q, usv =5 y obtenemos 2.
O

Para cada a = (n1,...,n.),sea po = > p € k[Sn], ¢« = D_ sgn(q)q € k[Sn] ¥ ¢a = Pa * ¢ El
pEPo 4€EQa

elemento c, es distinto de cero ya que pg = p'q’ (p.p' € Pa y ¢,¢' € Qq) si y sélo si p~lp’ = qq' " si
ysolosip=p' yq=4¢q.

3. Teorema: Toda representacion irreducible de S, es isomorfa a alguno de los ideales k[Sy] - cqa,
los cuales son desisomorfos entre si.

Demostracidn. En primer lugar veamos que k[S,] - ¢, es un ideal minimo. Para ellos basta ver que
Co * k[Sn] - ca = kco. Obviamente ¢y - k[Sy] - co € po - k[Sn] - ¢o- Dado s € S, si s = pg, con p € P,
Y ¢ € Qq, tenemos que py - Pq - ¢o = SgN(q)Da - Go = 8e0(q) - Cq; sl existen transposiciones u € P,,

v € Qq, tales que usv = s, entonces que Py, - S o = Pao - USV - o = —Da " S Ga Y Pa - S qo = 0. Con
todo, ps - k[Sn] - ga = kco y concluimos.

Veamos que si & = (n1,...,n,) # o’ = (n},...,n.,) entonces k[S,] - ¢, no es isomorfo a k[S,] - cor.
Basta demostrar que k[Sy,] - ¢o - k[Sn] - car = 0, que equivale a que ¢, - k[Sy] - cor = 0. Asi pues,
tenemos que probar que c, - s - cor = 0, para toda s € S,,. Basta ver que ¢, - (scors~1) = 0, para toda
s € S,. Ahora bien, (sco s71) se obtiene del mismo modo que ¢, considerando en vez de {1,...,n}
el conjunto {s(1),...,s(n)}. Denotaremos por razones obvias scq's™ 1 = Cy(a/)-

Sea n; el primer nimero distinto de n}; podemos suponer que n; > n}. En alguna columna j < 1,
correspondiente al diagrama asociado a a existen dos niimeros naturales r, ', que yacen en una misma
fila del diagrama correspondiente a s(a’): Si todos los elementos de la primera columna del diagrama
de « yacen en distintas filas del diagrama de s(’), reordenando los elementos de las filas de este
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dltimo, podemos suponer que yacen todos en la primera columna. Argumentando del mismo modo
con las sucesivas columnas de « este argumento no podra ser mantenido hasta la columna ¢ incluida.
Sea u la transposicién que permuta r y . Tenemos que cq - C5(ar) = (—Ca * U) - Cs(ar) = —Ca - (U -
Cs(ar)) = —Ca * Cs(ar), lUEGO Cq - (sCars™) = 0.
Por ultimo, como hay tantas representaciones irreducibles como « distintos, toda representacién
irreducible de S,, es isomorfa a alguno de los ideales k[S,,] - cq.
O

2.3 Caracter asociado a una representacion lineal

Supongamos por sencillez que k es algebraicamente cerrado.

1. Definicién: Se llama caracter de una representacién p: G — Endg(E), a la funcién, xg: G — k,
definida por

xe(g) = tr(p(g))

Observemos que la composiciéon de los morfismos
G < k[G] = Endy(E1) X ... x Endg(E,) = Endg (E;) &5 k

es justamente el cardcter xp,, donde hemos denotado tr; la aplicacién que asigna a cada matriz su
traza.

2. Proposicién: Los caracteres asociados a las representaciones irreducibles son linealmente inde-
pendientes.

Demostracion. Todo cardcter x g extiende de modo tnico por linealidad a una forma lineal sobre k[G].
Los caracteres asociados a las representaciones irreducibles son linealmente independientes si y sélo
si lo son sus extensiones lineales sobre k[G].

Consideremos la descomposicion k[G] = Endg(E1) x ... x Endg(E,) v las proyecciones m;: k[G] —
End(E;). Tenemos que x g, = tr; om;, que claramente son linealmente independientes, pues

(XE7)|Endk(EJ) = 5z‘j - try

Observemos que Xg + XE' = XE@E' Y XE * XE' = XEQE'-

3. Proposicion: Dos representaciones lineales son equivalentes si y sélo si los caracteres son iguales
(cark =0).

Demostracion. Sea una representacién lineal de G en Endg(E). Sea la descomposicién E = E"'@...®
E™r. Tenemos que xg = m1-XE, + -+ m,XxEg,. Los nimeros m; estan univocamente determinados
T 1 r
por xg por la proposicién anterior y clasifican a F.
O

4. Ejercicio: 1. Calcular la traza del endomorfismo L, : k[G] — k[G], Ly(h) = gh.

2. Dada una matriz g € M, (k), podemos considerar el endomorfismo Ly: M,, — M,,, L,(h) = gh.
Probar que tr(Ly) = ntr(g).
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3. Sean FEi,...,FE, todas las representaciones lineales (desisomorfas) irreducibles de G y n; =
dimy, E;. Probar que si g # 1, entonces

5. Ejercicio: Sea E un G-espacio vectorial y supongamos que E¢ = 0. Probar que Y xz(g) = 0.
geG

2.4 Producto de convolucion

Dada una k-algebra finita A, se define la traza Tr: A — k, como la aplicacién que asigna a cada
a € A, la traza de la homotecia de razoén a, en A. La traza, a su vez, define una métrica simétrica
en A, Ty(a,b) = Tr(a - b), denominada métrica de la traza. A* es un A-mddulo por la izquierda
((a-w)(b) :== w(ba)) y por la derecha ((w-a)(b) := w(ab)). La métrica de la traza define la polaridad
Ty: A— A* a— Ty(a,—) = Ta(—,a), que resulta ser un morfismo de A-mdédulos por la derecha y la
izquierda. Por tanto, InTy = A-Th(1,—) = A-T'r.

En k[G] podemos definir la métrica de la traza. Observemos que

0 si -
Tz(g,g’)={ e SiZiz,_

Lo que muestra que 75 es no singular.

Denotemos C(G) = Aplic(G, k). Se cumple que Aplic(G, k) = Homy (k[G], k) = k[G]*.
1. Proposicién: La polaridad Ty: k[G] — C(G) es un isomorfismo de G-mddulos por la derecha e
izquierda.

Observemos que la descomposicién k[G] = Mnl(k‘) X oo X M (k) es ortogonal para T y los
elementos 19t € M, (k) son ortonormales entre sf. Ademds, T5 (1 . 7g) Tr(%’ -g9) = tri(9) = x&, (9)-
En conclus1on por la polaridad definida por T5, tenemos

CG) ~ kG

Por tanto, con la métrica T2 de C(G), definida por Ty, los xg, son ortonormales. Asf pues,

xe =T*(xg,XE, )XE, + -+ T (X8, XB, ) XE,

2. Proposicién: E es un G-espacio vectorial irreducible <= T?(xg,xg) =1 (cark =0).
Explicitemos T?: Observemos que T5(g) = #G - d,-1, donde 6,(g') = 0si g # g' y 64(g) = 1, luego

=T2(3_f(9)d9, D _h(9)0) = #GZf g~ H(Q_9)dy) = #GZf

geG geG geG geG geG
En C(G)* = k[G] existe un unico elemento G-invariante, que sobre 1 € C(G) vale 1, que es
#G > g. Se cumple que TQ(f, h) = (#G Z 9)(f(z7Hh(z)). Si denotamos ﬁ > 9= J,dg, denota-
9eG el

remos T?%(f,h) = [ f( Ydg.
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En el anillo C(G) podemos definir, también, la traza Tr’, que pertenece a C(G)* = k[G],

[l <

resulta Tt = > g. Tt define una métrica simétrica T"? en C(G), que explicitamente es T"?(f, h)
geaG

> f(g)h(g). La polaridad asociada cumple T"%(8,, —) = g. Si x: k[G] — k[G] es el morfismo k-lineal
geG

que aplica g en g~ !, tenemos el diagrama conmutativo:

T>

k(G C(G)
[ *]%Té
k|G

Existe un tnico producto en C(G) de modo que la polaridad T?: C(G) — C(G)* = k[G] sea
un morfismo de anillos, producto que denotaremos por * y llamaremos producto de convolucion.
Explicitamente,

Frh=0_f(9)8g)* (O _hlg)dy) = Tg«iZf(g)g*l) : <#%Zh<g>g*>)

g

:Tz<;Gmezc<#ng > f(g)h(g’)-w))=T2(#:G§(;G§ > S@hle) )

—lgi—l—yp —lgr—l—gp—1

1 1 e 1 B
:Tg(%;(%;f(g)h(xg )x 1))*T2(T2(;%gezaf(g)h(l’g 1d,))
1
=3 LS f(ghiag e,
2 Fa ]

luego, (f * h)(x) = [ f(g)h(zg~")dg.

Por otra parte C(G) es un anillo conmutativo, y por tanto T definird en k[G] un producto
conmutativo. Resulta que es el “tonto”: (3" Agg) * (3 1g9) = D Agltgg.

Por ultimo, reformulemos el morfismo definido por la traza tr. Tenemos que Endg(E)* = (E* ®
EY = E®y, E* = E* @, E = Endg(E). Ty: k[G] = Endg(Er) % ... x Endg(E,) ~ k[G]* =
Endg(E1) X ... x Endg(E,), es explicitamente T(T1,...,T) = (n1 - Th, ...,y - Tp), (n; = dimy, E;).
El producto de convolucién es explicitamente

T T,

Ty,....T)%(T!,....T') = r
(17 ) )*(1 ) r) ( n Ny )

3. Teorema de Burnside: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. El grado
de una representacion irreducible de un grupo divide al orden del grupo.

Demostracion. Sea G — Endy E; una representacion irreducible, n = #G y n; = dimy, F;. Siguiendo
las notaciones anteriores hemos probado que T?(xg,) = % Ademés, xg, = > x£:(9)8, y T?(d,) =
g

Lg=1. Por tanto,

d; 1 _
— == xu(9)g "
n; n 7
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En conclusion, "5—(1’ = Y xg,(g9)g~!. Tenemos que g" = Id, luego sus valores propios son raices n-
k2
g

ésimas de la unidad y XE (g) es una combinacién con coeficientes naturales de raices n-ésimas de la
unidad. Por tanto, 219 € Z[¢][G], siendo & € k una rafz n-ésima primitiva de la unidad. Z[¢][G] es

un Z-médulo libre, y el polinomio caracteristico de la homotecia de razén "dei, es un polinomio con

n Id,;

1

coeficientes en Z. Ahora bien, el polinomio anulador de **¢ (con coeficientes en Q) es (z — -) - (si
2 .
sélo existe una tinica representacién irreducible es # — ). Por tanto, /- es una raiz del polinomio
T K3
caracteristico, que es ménico luego = € Z.
P

O

Puede refinarse este teorema.

4. Teorema : Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. FEl grado de una
representacion irreducible de un grupo G divide al orden del grupo cociente de G por su centro.

Demostracion. Sea Z el centro de G. Tenemos que x1 X ... X Xp: k[Z] = k X ... X k, donde y; son
los r caracteres irreducibles de Z.

Tenemos k[G] = k[G] @iz k[Z] = K[G] @iz (k x ... x k) = k[G]1 x .7. x k[G], que es la
descomposicién de k[G] en submdédulos, que son Z-mdédulos homogéneos de tipo distinto. Si G/Z =
{G1,-..,3s} entonces {g1,...,gs} es una base del k[Z]-médulo libre k[G] y sus clases son una base del
k-espacio vectorial k[G];.

Si E es un k[G]-médulo irreducible de grado n;, sobre él Z opera por un cardcter, digamos x;.

Como deciamos en la demostraciéon anterior,

Id; 1 -
P %ZXE(Q)Q '
! g

Ahora bien, xg(gz) = xe(9) - xi(2) y z operando sobre k[G]; es la homotecia de razén x;(z). Por
tanto, tenemos que

I, #Z _
— = inE(gi Ygi

n; #G 3
en k[G];. y por tanto, i—g% € Z[Eg1 @ ... ®»Z[¢]lgs C k[G];. Ahora ya como en la demostracién
anterior concluimos que ;#ZC; €.

O

2.5 Representacion lineal inducida

Sea H C G un subgrupo y E un k[H]-médulo. Diremos que k[G] @xp) E (9h ® e = g ® he) es la

representacién G-lineal inducida por el subgrupo H (g(g’ ® €) = gg’ @ €). Esta verifica la propiedad
universal
Homyc)(k[G] @k E, E") = Homy ) (E, E')

para todo k[G]-médulo E'.
Dado un k[G]-médulo E, podemos considerarlo como k[H]-mddulo.
Observemos que k[G|@ymE = ( © gk[H]))@pmE = @ g¢-F (formalmente)y dimy, k[G]®y
geG/H geG/H

E =dim; E-#(G/H).
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1. Proposicién: Sea N un subgrupo normal de G y E un G-espacio vectorial irreducible. Entonces
existe un subgrupo N C H C G y un H-espacio vectorial irreducible E', N-homogéneo, de modo que

E = k[G] Ok[H] E.

Demostracion. E = E1 @ ... ® E, la descomposicién de E en suma directa de k[N]-médulos ho-

mogéneos. Cada g € G permuta los sumandos de la descomposicién, porque si V' es un k[N]-submédulo

de E entonces gV lo es también, pues N es normal, y si V' es un k[N]-médulo isomorfo a V'’ entonces

gV es isomorfo a gV’. Tenemos que E' = g/Hg - By = k[G] ®pm) E1, donde H es el subgrupo de G
ge

que estabiliza a Fj.
O

2. Corolario : Si N es un subgrupo normal conmutativo de G, el grado de toda representacion
irreducible de G divide a #G/N.

Demostracion. Siguiendo las notaciones de la proposicién anterior escribamos E = k[G] ®ym) E'. Si
H g G entonces por induccién sobre el orden del grupo, tendremos que la dimensién de E’ divide

a #H/N, luego la dimensién de E divide a #G/N. Si H = G, entonces E es un k[N]-médulo
homogéneo. Como N es conmutativo actia en E por homotecias. Si denotamos por G’ y N’ las
imégenes de G y N en su representacién en Endy F, tendremos que N’ estd incluido en el centro
de G’. Por 2.4.4, la dimensién de E divide a #G’/N’. Como G'/N’ es un cociente de G/N hemos
terminado.

O

3. Definicién : Diremos que un grupo G es superresoluble si existe una cadena de subgrupos normales
en G,0=Gy C Gy C--- C G, =G de modo que G;/G;_1 sean grupos ciclicos.

4. Lema: Sea G un grupo no abeliano superresoluble. Entonces existe un subgrupo normal abeliano
no incluido en el centro de G.

Demostracion. Sea Z el centro de G. El cociente G/Z es superresoluble, luego contiene un subgrupo
ciclico normal, H. La imagen inversa de H en G, es el subgrupo normal abeliano buscado.
O

5. Teorema : Sea G un grupo superresoluble. Toda representacion irreducible de G estd inducida
por una representacion de grado 1 de un subgrupo de G.

Demostracion. Vamos a probar el teorema por induccién sobre el orden de G. Si p: G — Endy(E) es
la representacion irreducible, considerando en vez de G su imagen por p podemos suponer que p es
inyectivo (es decir, que la representacion es fiel).

Si G es abeliano el teorema es obvio. Si G no es abeliano por el lema existe un subgrupo normal
abeliano N no incluido en el centro de G. Siguiendo las notaciones de 2.5.1, tenemos que E =
k[G] @k B’ y basta demostrar el teorema para H, con lo que hemos concluido si H # G. Ahora
bien, si H = G, entonces £ = E' y N que actia en E’ por homotecias estarfa incluido en el centro

de G, lo que es contradictorio.
O

Sea N C G un subgrupo normal y supongamos que existe un subgrupo H C G suplementario de
N en G, es decir, la aplicaciéon N x H — G, (n, h) — nh es biyectiva. Suele escribirse G = N x H, y
observemos que la operacién de G se escribe en N x H: (n,h) - (n/,h') = (n - hn'h=1 hh').
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Supongamos, ademas, que N es abeliano. G actiia de modo natural sobre el conjunto de los
caracteres de N: dado x: N — k*, definimos g(x) = x o 74, donde 74 es la conjugacién por g € G
en N. Dado un G-espacio vectorial irreducible E, sabemos que E = k[G]| Qk[H!) E’, donde N actuia
en E’ por homotecias (n - e’ = x;(n) - €/, x;: N — k* es un cardcter, que es un morfismo de grupos)
y H es el subgrupo de G que deja fijo a x;. Ademds E’ coincide con el subespacio vectorial de F
sobre el que N actiia por el cardcter x; y H] el subgrupo de G que deja estable E’. Obviamente E’
es Hl-irreducible. Reciprocamente si E" es H/-irreducible entonces k[G] ®xy £’ es G-irreducible.

Tendremos que H; = N x H;. Si E es G-irreducible, entonces E' es H}-irreducible, luego H;-
irreducible. Denotemos estas representaciones lineales p: G — Endi(E), pi: Hl — Endp(E’) y
pi: H; — Endy(E'). Se cumple que p es la representacién inducida por p} y

pi(n, hi)(e) = xi(n) - pi(hi)(e)
Notaremos p} = x; ® p;. Hemos obtenido,

6. Teorema: Sea N un subgrupo normal abeliano de G y supongamos que G = N x H. Para cada
cardcter x;: N — k*, sea H; el subgrupo de H que lo deja fijo. Toda representacion lineal irreducible
de G estd inducida por una representacion lineal x; ® p;, de N x H; donde p; es una representacion
lineal irreducible de H;. Ademds, las representaciones lineales inducidas por x; ® p; y X; ® pj son
equivalentes, si y sélo si existe g € G tal que x; = X;j 0 Tg Y pi es equivalente a p; o 7y.

7. Ejemplo: Sea D, = (Z/nZ) x Z/2Z = (o,7), donde el orden de 0 es n > 2, el de 7 es 2
y 7or~1 = 071, el grupo diédrico del poligono regular de n lados. Por 2.5.2, como Z/nZ es un
subgrupo abeliano normal de indice 2, el grado de toda representacion irreducible de D,, es 2 o 1.
Sea £ una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Sea x;: Z/nZ = (o) — k*, el carédcter definido por
xi(0) = £ Se cumple que 7(x;) = X
Por tanto, H; = Id para i # 0 e i # 5. En estos casos la representacién irreducible es E =
k[Dy) @pzjnzy k= 1-k &7k, de modo que o(1) =1-&, o(r) =7-& yr(l) =7y 7(r) = 1.

Matricialmente ,
2 (01
7= o ¢ o
Por tltimo, H; = (7), parai =004 = 4 (n par). En estos casos, E = (e), o(e) = e 6 o(e) = —e
y 7(e) = +e.

2.6 Teorema de Artin

1. Lema: Sean Ei, Es dos G-espacios vectoriales. Se cumple que
T%(XEy s XE,) = dimy Homyg)(Er, B2) = dimy(Ef ® )¢

Demostracion. Escribamos By = V" & ... @ V', y E; = V"' & ... ® V™ como suma directa de
G-espacios vectoriales irreducibles (n;,m; > 0). Por el lema de Schur, tenemos

T2(xE XE) = T2 _nixvis Y _myxv,) = Y _nim;

= Z dimy Homyg)(V;", V™) = dimy, Homy(g) (E1, E2)
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2. Férmula de reciprocidad de Frobenius: Sea H C G un subgrupo, E un G-espacio vectorial
y E' un H-espacio vectorial y T2, T'* las métricas definidas en C(GQ) y C(H) respectivamente. Se
cumple la igualdad

2
T2(Xk[G]®k[H]E’7XE) =T""(xg', Rest(xr))

donde Rest(xg) es la funcién x g restringida o H.
Demostracion. Por el lema anterior,
. . 2
TQ(XIC[G](X))C[H]E/? XE) = dlmk Homk[G](k[G] ®k[H] E’, E) = dlmk Homk[H] (E/, E) = T/ (XE/, XE)
O

Denotemos por Cl(G) como la subélgebra de C(G) formada por las aplicaciones que son constantes
sobre cada clase de conjugacion de G. Los caracteres x g son constantes sobre las clases de conjugacion.
Por dimensiones, una base de CI(G) la forman los xpg,, F; irreducibles. Dado un subgrupo H C G
tenemos el morfismo natural de restriccién Rest : C1(G) — CI(H), escribiremos xg +— Xg. Sea Ind$
la aplicacién que hace conmutativo el diagrama

Ind$§
Cl(H) ——= Cl(G)
T/2 T2

CU(H)* Bt o1G)*

El teorema de reciprocidad de Frobenius dice que Inde(XE) = Xk[G®u(a E-
Si E’ es un G-espacio vectorial entonces Ind$ es un morfismo de CI(G)-médulos, es decir,
Ind% (xg - xg') = Ind% (xE) - X&/, porque el morfismo

EG] @) (E @k E') = (K[G] @pm E) Q1 B, g@ (e®€') = (g@e) @ ge’

es un isomorfismo. Por tanto, CI(H) a través de Ind$ es un ideal de Cl(G).

3. Teorema Artin: Sea X wuna familia de subgrupos de G. La union de los subgrupos conjugados
pertenecientes a X es igual a G si y sdlo si todo cardcter es combinacion lineal con coeficientes
racionales de caracteres inducidos por subgrupos de X (cark =0).

Demostracion. La union de los subgrupos conjugados pertenecientes a X es igual a G si y sélo si

la aplicacién natural Rest: CI(G) — @ CI(H) es inyectiva, que equivale a decir que Rest*: @
HeX HeX

Cl(H)* — CI(G)* es epiyectiva, que por el teorema de reciprocidad de Frébenius equivale a que
@® IndG: @ CI(H)— CI(G) sea epiyectiva.
HEX Hex

Evidentemente, si todo cardcter es combinacién lineal con coeficientes racionales de caracteres

inducidos por subgrupos de X, @ Ind%: @ CI(H) — CI(G) es epiyectiva. Recfprocamente,
HEX HeX

supongamos que esta aplicacién es epiyectiva y sea {Ind$ (xy)} una base. Sean E; los G-espacios

vectoriales irreducibles. Tenemos que k[G] @) V = ?Elm y Ind$(xv) = >_mixg,. Por tanto, xg,

es una combinacién lineal con coeficientes racionales de los Ind$ (xv ).
O
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4. Corolario: Cada cardcter de G es combinacion lineal con coeficientes racionales de caracteres
inducidos por caracteres de subgrupos ciclicos de G

Sea E un H-espacio vectorial. Consideremos la representacion G-lineal inducida por H, k[G] @y g

E= & g-FE. Consideremos ésta como H-espacio vectorial. Tenemos que H por traslaciones por
geG/H

la izquierda permuta los g - £. Se cumple que Hy = (gHg~')N H es el grupo de isotropfa de gE. Por
tanto, tendremos

k[G]@k[H]EziEB g-Ezi D @ hg-Ezi D k[H]@k[Hg]gE
geG/H GEH\G/H heH/H, GEH\G/H

donde H\G/H es el conjunto de clases HgH de G. La representacién de H, como endomorfismos de
gE es como sigue: h-ge = g(g~'hg)e. A través del isomorfismo obvio gE = F, la representacion lineal
de H, como endomorfismos de FE, pg, es la conjugada por g, de la restriccién de la representacién
lineal p de G' a Hy,.

5. Criterio de irreducibilidad de Mackey: Sigamos las notaciones previas. La representacion
G-lineal Ind%(p), inducida por la representacion H-lineal p, es irreducible <= p es irreducible y
para todo g € G — H, py es disjunta con la restriccion de p a H,.

Demostracion. Un G-espacio vectorial V' es irreducible si y sélo si dimy, Homyg)(V, V) = 1.

Homy, ) (k[G] ®rm) E.k[G] @y E) = Homy ) (E, k[G] @k E)

= Homy(E, Y k[H]@ym, 9E)= Y Homyy,(E,gE)
gEH\G/H geEH\G/H

Por tanto, k[G)] @[] I es irreducible si y sdlo si E es H-irreducible y es disjunto con todo gF para
geG—H.
O

Reescribamos la férmula de reciprocidad de Frobenius y el teorema de Artin.

Sea K el Z-mo6dulo libre de base las representaciones k-lineales de G, F' el submédulo generado
por E — Ey — E5, donde 0 — E; — E — E3 — 0 es una sucesion exacta de (G-espacios vectoriales.
Diremos que R(G) := K/F es el anillo de representaciones k-lineales de G. R(G) es un Z-mdédulo
libre de base las representaciones lineales irreducibles de G. R(G) es un anillo, con la suma directa y
el producto tensorial de representaciones lineales. En R(G) podemos definir la métrica

(Ey, Eo) = dimy, Homyg)(E1, E2) = dimy (Ef @ E2)¢

que es no singular porque las representaciones irreducibles forman una base ortogonal. Dado un
morfismo de grupos ¢: G — G, sean ¢.: R(G) — R(G'), E — k[G']| ®uq) E'y ¢*: R(G') — R(G),
E — E, que es un morfismo de anillos. Se cumple que (¢ o ¢'), = . 0@l v (Po ¢')* = ¢'* 0 ™. Se
cumple la férmula de proyeccién

¢(E®¢"E') = ¢ E® E'

porque k[G'] @piq) (EQ E') = (k[G'] @y E) O E', g ® (e®¢€’) = (¢’ ®e) @ g'¢’. Por tanto, ¢, es un
morfismo de R(G’)-médulos. Si consideramos el morfismo ¢: 1 — G, entonces ¢*: R(G) — R(1) = Z,
E + dimy, E. Si consideramos el morfismo m: G — 1, entonces 7,: R(G) — R(1), E — E®, (porque
k®pq E = E%, pues Homy,(E®, E') = Homg(E, E'), donde G opera en E’ trivialmente). Asi pues,
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si aplicamos 7, a la férmula de proyeccién ¢.(E ® ¢*E™) = ¢.E ® E™, obtenemos la férmula de
reciprocidad de Frobenius
(B,¢"E') = (6. E, E')

que por otra parte es de demostracién inmediata.
Recordemos que en C(G) tenemos definida la métrica: (f,h) := = [ f(g)h(g~1)dyg.

n

6. Proposiciéon: La aplicacion,
R(G)®zk — Cl(G), E— xg

define una isometria de R(G)®zk con su imagen. Esta aplicacidn es epiyectiva, si las raices n-ésimas
de la unidad pertenecen a k.

Dado un subgrupo ¢: H — G, el morfismo de restriccién en Cli(G) — CI(H) define en R(G), ¢*.

7. Artin: Sea {H;} una familia de subgrupos de G. Si G es igual a la unidn de todos los conjugados
de todos los H; de la familia, entonces la aplicacion

DPix: ? R(H;) ®7Q — R(G) ®2Q

es epiyectiva, donde los ¢;: H; — G son las inclusiones naturales.

2.7 Teorema de Brauer

En esta seccién queremos probar el teorema de Brauer, que dice que todo cardcter es combinacién
Z-lineal de caracteres inducidos por caracteres de representaciones lineales de grado 1. Seguiremos
literalmente a Serre, en Linear Representations of Finite Groups.

o o s . G _ _ —
1. Proposicién: Indf(xe)(®) = Xkceume@®) = > xelg Lzg).

geG/H
g~ lageH

Demostracion. k|G| @y £ = Y. gE. El endomorfismo multiplicar por x sélo tendra traza no
geG/H

nula sobre los sumandos gF tales que z(gFE) = gFE. Por tanto, habrd de ser Tg = g en G/H. Es decir,

g lzg € H. Ademss, z(ge) = g(g 'zge), es decir, el endomorfismo multiplicar por x en gFE, es el

endomorfismo multiplicar por g~ 'zg en E. Ahora es sencillo concluir.

O
Sea C' C G un grupo ciclico de orden n. Sea 6-: C — Z la aplicacién definida por

| 0 signo genera C
bclg) = { n si g genera C

2. Proposicién: Sea X el conjunto de los subgrupos ciclicos de G. Se cumple que

#G = > IndZ(60)

CeX
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Demostracion. Ind%(0c)(g) = #{h € G: hgh™* genera C'}. Como para cada h € G, hgh™! genera
un Unico grupo ciclico, tenemos que

> Indg(0c)(g) = #G

CeX

3. Proposicién: 0¢ es combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres de C.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el orden de C'. Si el orden de C' es uno la proposicién
es obvia. En general, sea X el conjunto de los subgrupos ciclicos de C'. Por la proposicién anterior

#C = > IndZ (0c)

Cc'eX

y 0o =#C — > Ind%, (0¢c). Hemos concluido por induccién. O
crce
s

Notacién: Denotaremos Cl4(G) a las aplicaciones f: G — A constantes sobre cada clase de
conjugacion de G.

4. Proposicién: Si f € Clz(G) y es divisible por n = #G, entonces es una combinacion Z[&,]-lineal
de caracteres inducidos por subgrupos ciclicos de G.

Demostracion. Sabemos que n = Y Ind%(6c). Por tanto,
c

f=nx= (3 Indé0c)) - x =Y Inde(0c-x)
C C

Como 0 = ¢ - x: C — Z es divisible por el orden de C, tenemos que T2(0', xg) € Z[¢,], para todo
cardcter y g, luego €' es combinacién Z[¢,]-lineal de caracteres de C' y hemos concluido.
O

Dado g € G, sea p™ - m, p primo y (m,p) = (1), el orden de g. El grupo (g) es el producto directo

de un grupo ciclico de orden p™ por un grupo ciclico de orden m, de modo tinico. Tendremos una

descomposicién tnica g = g, - gp, de modo que gy - gp = gp - gy, 0rd(gy ) = m y ord(g,) = p".

5. Lema: Sea x € Clz(G) que sea combinacion Z[€,]-lineal de caracteres de G. Se cumple que
x(9) = x(gpr) mod p

Demostracion. Restringiéndonos al grupo generado por g, podemos suponer que G es ciclico. Escri-
bamos x = > a;x;, con a; € Z[,] y x: caracteres irreducibles (de grado 1). Para ¢ = p™ >> 0,
tenemos que g¢ = gg, y por tanto que x;(9)? = x:(gp)?. Luego

X9 = axi(9)' =Y alxi(9)? = alxi(gy)"
= X(gp)? mod pZ[&,]

Como pZ[¢,] N Z = pZ entonces x(9)? = x(g,)? mod p. Por tanto, x(g) = x(gp) mod p, ya que
elevar a p es la identidad en Z/pZ. O
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Si g es un elemento de orden m, con (m,p) = 1, diremos que es un p’-elemento. Denotemos
Z(g9) =1{9' € G: g'g = gg'}. Sea Z(g), un p-grupo de Sylow de Z(g) y H = (g) x Z(g),, grupo que
se denomina grupo p-elemental asociado a g, y es unico salvo conjugaciones en Z(g).

6. Lema: Sea g € G un p’-elemento y H un grupo p-elemental asociado a g. Existe una f € Clz(H)
que es combinacion Z[E,]-lineal de caracteres de G, tal que Ind$(f) = f' cumple

1. f'(g) 20 mod p.

2. f'(¢') = 0 para cada p'-elemento que no sea conjugado de g.

Demostracion. Sea m = ord(g) y C = (g). La funcién m - é,: C' — Z, es constante sobre cada clase
de conjugacién y To(mdy, xg) = xe(g™'), para cada cardcter de C. Por tanto, m - §, es combinacién
Z[¢,)-lineal de caracteres de C.

La funcién f: H = C x P — Z, definida por f(c,p) = m - d,4(c), es combinacién Z[¢,]-lineal de
caracteres de H. Veamos que verifica las condiciones del lema:

Si g’ es un p’-elemento que no es conjugado de g, entonces no es conjugado de ningtin elemento de
gx Py f'(¢") = Ind%(f)(g") = 0. Igualmente,

Flo= > fo= Y. flo=#Z29)/P)

que es primo con p, pues P es un p-subgrupo de Sylow de Z(g).
O

7. Lema : Euziste una f € Clz(G) que es combinacion Z[E,]-lineal de caracteres inducidos por
p-grupos elementales, tal que f(g) #0 mod p, para toda g € G.

Demostracion. Sea {g;} un sistema de representantes de las clases de conjugacién de p’-elementos.
Por el lema anterior existen f/ € Clz(G), que es combinacién Z[E,]-lineal de caracteres, de modo que

fl(g;) = d;;; mod p. Sea ¢ =3 f;, que pertenece a Clz(G) y es combinacién Z[¢,,]-lineal de caracteres
de G. Dado g € G, escribamos g = g,g,7 v sea g; el conjugado de g,/. Por el lema 2.7.5

?(9) = ¢(gp) = ¢(9:) #0 mod p
O

8. Teorema Brauer: Todo cardcter es combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres
inducidos por caracteres de grado 1.

Demostracion. Basta probar que son combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres induci-
dos por caracteres de grupos p-elementales, pues los grupos p-elementales son superresolubles y todo
caracter de estos grupos es inducido por una combinacién lineal de caracteres de grado 1, por 2.5.5.
Sea x € Clz(G), que sea combinacién Z[,]-lineal de caracteres inducidos por p-grupos elementales,
tal que x(g) # 0 mod p, paratoda g € G. Sip"™-m = #G, (m,p) = 1, sea N = #(Z/p"Z). Entonces,
XM (g) =1 mod p, paratodo g € G. Se cumple que m-(x” —1) es miiltiplo de #G. Por la proposicién
2.7.4, m-(x" —1) es combinacién Z[¢,]-lineal de caracteres inducidos por caracteres de grupos ciclicos.
Luego m es combinacién Z[,]-lineal de caracteres inducidos por caracteres de grupos p-elementales.
Variando p si es necesario, obtenemos que 1 es combinacién Z[,]-lineal de caracteres inducidos por
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caracteres de grupos p-elementales. Ahora bien, 1 es el caracter definido por la representacion lineal
trivial, por tanto 1 es combinacién Z[£,] N Q = Z-lineal de caracteres inducidos por caracteres de
grupos p-elementales.

Los caracteres inducidos por las caracteres de un subgrupo, forman un ideal dentro del conjunto
de todos los caracteres. Como el 1 es combinaciéon Z-lineal de caracteres inducidos por caracteres
de grupos p-elementales, tendremos que todo caracter de G es combinacién Z-lineal de caracteres
inducidos por caracteres de grupos p-elementales.

O

2.8 Representaciones lineales sobre cuerpos no algebraicamen-
te cerrados

En esta seccién supondremos que el cuerpo es de caracteristica cero, aunque no necesariamente alge-
braicamente cerrado.

Sabemos que k[G] es semisimple, y por el teorema de Wedderburn k[G] = Endg, (F1) X -+ X
Endgk, (E,). Los E; son todas las representaciones irreducibles de G desisomorfas entre si. La re-
presentacién de G' como endomorfismos k-lineales de F es la composiciéon de los morfismos naturales
G — Endg, (E;) C Endg(E;). Sea trg,: K; — k la traza, se cumple que

XE; (g) = trg, (tr(grs)) = ZtrK«; (gTT)

donde (g;;) es la matriz de g como endomorfismo Kj-lineal de E;.

Igualmente, la métrica Ty de k[G] cumple que T?(xg,) = % (con n; = dimg, E;) y tendremos
que TQ(XE,”XE],) = dimy, K - 6;.
1. Definicién: Sea k — K una extension de cuerpos. Diremos que una representacién K-lineal
G — Endk (E) es realizable sobre k, si existe un k-espacio vectorial E’ y una representacién k-lineal

de G en los endomorfismos de E’, de modo que E = E’ ® K como G-espacios vectoriales.

2. Ejercicio: Probar que todas las representaciones C-lineales del grupo diédrico son R-realizables.
Denotemos por Ri (G) la Z-dlgebra generada por los caracteres asociados a las representaciones

K-lineales. Diremos que Ri(G) es el anillo de las representaciones K-lineales de G. Dada una

extension de cuerpos k — K, el morfismo Ry (G) — Rk (G), XE — XE®,k € un morfismo inyectivo
de anillos, porque

T*(xE, X&) = T*(XBeL K XEBr@yK)
Ademas, es isomorfismo si y sélo si toda representacién K-lineal es realizable sobre k: Si es isomorfismo
entonces dado un cardcter sobre K, xp tendremos que xg = > M XE;@, K, con n; € Z, ahora bien,
i
0 <T?*(XE: XE;00k) = njdimy, K, luego nj >0y E = (®E") @ K.
K3

3. Teorema: Toda representacion lineal de un grupo G de orden n sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado, de caracteristica p que no divide a n, es realizable sobre Q[&,], si p =0 o Z/pZ[&,] sip # 0.

Demostracion. El anillo de las representaciones k[¢,]-lineales de G es un subanillo del anillo de las
representaciones k-lineales de G. Ahora bien, toda representacién k-lineal de G, inducida por una
representacién k-lineal de G de grado uno es realizable sobre k[, ], y éstas generan el anillo de las
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representaciones k-lineales de G. En conclusién, el anillo de las representaciones k-lineales de G
coincide con el anillo de las representaciones k[¢,]-lineales de Gy hemos concluido.

Demos otra demostracién que no dependa del teorema de Brauer. Sea k = Z/pZ[&,], cark = p > 0.
Sabemos que k[G] = Endg, (E1) X...xEndg, (E,), donde los K; son cuerpos conmutativos. Tenemos
que demostrar que K; = k.

Consideremos el morfismo traza obvio tr: Endg, (F1) — K;. Componiendo este morfismo con la
proyeccién k[G] — Endg, (E1) tenemos el epimorfismo tr: k[G] — K;. Dado g € G, tenemos que
E; descompone en suma directa de Ki-espacios vectoriales sobre los g es la homotecia por una raiz
n-ésima de la unidad. Sobre esta base, es claro que tr(g) € k. Por tanto, tr(k[G]) =k y K1 = k.

MAL:Sea ahora k = Q[¢,,] y k su cierre algebraico. Sabemos que k[G] = Endy(E;) x. .. xEndg(E,)
y los caracteres xp, : G — k valoran en k, luego podemos decir que x g, € k[G]*. Estos descomponen
k[G] en producto de n-dlgebras (la unidad de cada dlgebra es T?(n;xg,) = Id;, y esta dlgebra coincide
con el incidente (> k[G] - xg,)?). Tenemos pues, k[G] = Endg, (E}) X ... x Endg, (E!), donde cada

i#J
K; es un cuerpo no conmutativo que es dlgebra de Azumaya, digamos de dimensién m?2. Sea D;
una subextensién conmutativa de K; de dimensién m,. Los E. son D;-espacios vectoriales, podemos
definir los morfismos traza tr: Endg,(E;) — D; y de nuevo tenemos que tr(k[G]) = k, luego D; = k
O

Sea Gal C (Z/nZ)* el grupo de Galois de la extensién k — k[¢,,]. Consideremos la siguiente accién
de Gal en G: m-g = g™, param € Gal C (Z/nZ)* y g € G. Ademéds, la accién de G en G por
conjugacién conmuta con la accién de Gal, por tanto, tenemos una accién natural de G x Gal en G.

4. Proposicién: Sean x € R;,(G) yt € Gal. Se cumple

t(x(9)) = x(t - g)
para todo g € G.

Demostracion. Podemos suponer que x = xg. Tenemos que xg(g9) = > w;, donde las w; son los

1
valores propios del endomorfismo de E definido por g, que son raices n-ésimas de la unidad. Entonces,
t(x(g9)) = Xwi = x(¢") = x(t - 9).
7
O

5. Corolario: x € R;(G) toma valores en k <= x(t-g) = x(g), para todo g € G y t € Gal.

Dada una extensién finita k <— K consideremos el morfismo de la traza tr: K — k. Sea E
un K-espacio vectorial y p: G — Endg(FE) una representacién lineal. Denotemos y& el cardcter
asociado. Podemos considerar E como k-espacio vectorial y p como una k-representacién lineal de G,
sea X]f; el cardcter asociado. Se cumple que tr oxg = X’f;- Tenemos pues los dos morfismos naturales
it Rp(G) — Ri(Q), XE — Xeewk ¥ J: Rx(G) — Ri(G), xXE — x%. Se cumple que joi = n-
(n=dimy K) yioj = tr.

6. Teorema: Ry(G) ®zk es igual al espacio vectorial de las funciones sobre G constantes sobre las
clases en G por la accion de G x Gal.

Demostracion. Sea K = k[&,]. El diagrama

Ri(G) 92 K S Rig(G) @2 K2 R(G) @ K S Ry (G) 92 K



2.8. Representaciones lineales sobre cuerpos no algebraicamente cerrados 37

nos permite pensar identificar R (G) @7z K (via i®1) con tr(Rg (G) ®z K). Ahora bien, Rk (G) @z K
coincide con las funciones de GG sobre K, constantes sobre las clases por la accién por conjugacion de
Gy Ry(G) ®z K = tr(Rk(G) ®z K) con las funciones de G en K constantes sobre las clases en G
por la accién de G x Gal.

Asi pues, Ri(G) ®z k es igual al espacio vectorial de las funciones sobre G constantes sobre las
clases en G por la accién de G x Gal. O

7. Corolario : FEl numero de representaciones irreducibles de G sobre k es igual al numero de
G x Gal-clases de G.

8. Corolario: Todos los caracteres de las representaciones k-lineales de G toman valores sobre k si
y sdlo las clases de conjugacion sobre G coinciden con las G x Gal-clases.

9. Corolario: FEl numero de representaciones irreducibles de G sobre Q es igual al nimero de clases
de conjugacion de subgrupos ciclicos de G.
10. Lema: Si 0 € Ro(G) cumple que Y 0(g) = 0, para todo subgrupo ciclico C de G, entonces

geC
0=0.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el orden de G. Podemos suponer que GG es ciclico,
porque si no lo es, por induccién § = 0 al restringirla a todo subgrupo ciclico, luego es nula. Escribamos
G = {(g9). Si g € G, no genera G, la restriccién de 6 al subgrupo generado por ¢’ es nula, luego
6(g") = 0. Si ¢’ genera G entonces pertenece a la misma G x Gal-clase que g luego 6(g) = 6(g’). Por
tanto,

0= Y 0(g)=nblg)
9'€(9)
Luego 0(g) =0y 0 =0. O

11. Proposicién : Todo x € Rg(G) es combinacion lineal con coeficientes en Q de caracteres
Ind%(1¢), donde C es un subgrupo ciclico de G y 1¢ es su cardcter unidad.

Demostracién. Si T*(0, IndZ(1¢)) = T*(0)c, 1c) = % %:Cﬂ(g) es nula para todo subgrupo ciclico
g
C de G, entonces § = 0. Por tanto, € es combinacién lineal con coeficientes en Q de los caracteres

I’ndg(lc) O

12. Proposicion: Sean E y E' dos Q-espacios vectoriales sobre los que opera G. Se cumple que E
es isomorfo a E' como G-espacios vectoriales <= dimg E¢ = dimg E'C, para todo grupo ciclico C'.

Demostracion. T?(xg, IndZ(1¢)) = T*((xg)|c.1c¢) = dimg EY. E es isomorfo a E’ si y sdlo si
XE = XE'» XE = XE 81y solo si To(xg,—) = To(xe,—) y se tiene esta igualdad si y sélo si
dimg E¢ = dimg E'“. O

13. Ejercicio: Si toda representacién lineal de G es R-realizable, probar que
dni=#{geGlg’ =1}
i

donde los n; son los grados de las representaciones lineales irreducibles. (Célculese la signatura de la
métrica de la traza de R[G]).
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2.9 Teoria de invariantes

1. Definicién: Diremos que un grupo G (finito o no) es linealmente semisimple si todo G-espacio
vectorial es semisimple.

2. Teorema: G es linealmente semisimple si y sélo si el funtor “tomar invariantes” es exacto.

Demostracion. Si G es semisimple, toda sucesién exacta de G-mddulos rompe, y es claro que la toma
de invariantes es exacta. Reciprocamente, supongamos que la toma de invariantes es exacta. Dado
un morfismo epiyectivo de G-médulos 7: M — M’, consideremos el epimorfismo inducido

s Homg(M', M) — Homy(M', M")

donde G opera por conjugacion, es decir, g* f(m) = g- (f(g~'m)). Tomando invariantes, se obtienen

exactamente los morfismos de G-médulos y, por tanto, la identidad tiene alguna antiimagen, que es
morfismos de G-mdédulos. En conclusién, 7 tiene seccién, y toda sucesién exacta de G-mddulos rompe
y G es semisimple.

O

Si G es semisimple y E es un G-espacio vectorial, entonces £ = EY @ EM, donde E® son los
invariantes de E por G 'y EM es la suma de todos los submédulos simples no invariantes, es decir, es
el méaximo submédulo de E que no contiene vectores no nulos invariantes. Ademads, dado un morfismo
f: E — E' de G-espacios vectoriales, entonces f(EY) C E'C y f(EM) c E'M. La proyeccién natural
E — E/EM = E¢ suele llamarse operador de Reynolds.

3. Estabilidad de los invariantes: Sea G un grupo linealmente semisimple que opera por auto-
morfismos en un anillo A y sea AS el subanillo de A de invariantes por G. Sea A — B un morfismo
de anillos. Se cumple que (A ® 4¢ B)Y = B.

Demostracion. AM es un AS-submédulo de A, pues dado a € A%, el morfismo A % A aplica AM en
AM | Los subespacios AM @b C AM ® 46 B, que son cocientes de AM, no pueden contener vectores no
nulos invariantes, luego (AM ® 4o B) = 0. En conclusién, (A® 4¢ B)® = (A°®4c BEAM ®4¢ B)Y =
B.

O

4. Teorema: Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en un anillo A.
Sea I C A€ un ideal. Se cumple que (I - A)N A% = 1.

Demostracion. Consideremos en la proposicién anterior B = A%/I. Entonces, (A/IA)Y = (A ® ¢
AG /1% = A9/I, 1o que implica que (IA) N AY = 1.
O

Corolario: Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en un anillo
. Sea I C A% un ideal. Se cumple que (GIAA)G = G AC.

5
A
6. Corolario: Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en un anillo
A. Si A es un anillo noetheriano entonces AS es noetheriano.

7

Corolario : Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en una k-
dalgebra de tipo finito A. Supongamos que todo subespacio vectorial de dimension finita, de cualquier
G-espacio vectorial, estd incluido en un G-subespacio vectorial de dimension finita. Entonces, A® es
una k-dlgebra de tipo finito.
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Demostracion. Si B = & B, con By = k es una k-algebra graduada de tipo finito, donde G opera por
neN

automorfismos graduados, entonces B también es de tipo finito: Una k-dlgebra graduada C = @& C,,,
neN

con Cy = k es de tipo finito si y sélo si el ideal irrelevante es un C-médulo finito generado. Por tanto,

una k-algebra graduada C = @ C),, con Cy = k es de tipo finito si y sélo si es un anillo noetheriano.
neN

Por tanto, como B® = @BS, es noetheriana, por el corolario anterior y B§' = k, concluimos que B¢
n

es de tipo finito.

Escribamos A = k[1,...,&,] v sea E un G-subespacio vectorial de dimensién finita de A que
contenga a todos los &;. La inclusion E — A de G-espacios vectoriales extiende a un morfismo de
k-algebras B = S E — A, de G-espacios vectoriales y epiyectivo. Tomando invariantes A% es un
cociente de B, que por el parrafo anterior, es una k-algebra de tipo finito. En conclusién, A“ es una
k-algebra de tipo finito.

O

8. Corolario: Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en un anillo
A. El morfismo
Spec A — Spec A

es cociente topoldgico.

Demostracion. Denotemos 7: Spec A — Spec A®. Dado x € Spec A%, tenemos que 7~ '(r) =
Spec A, /p.A,. Por la estabilidad de los invariantes, tenemos que AS = (A,)¢ y por el teorema
pr Ay # Ay, pues p, A, N AS = p, AZ. En conclusién, 771 (z) # () y 7 es epiyectivo.

Sea D C Spec A® un subconjunto tal que 771(D) = C sea un cerrado. Sea I C A el ideal de
todas las funciones que se anulan en todo C'. Obviamente, C' es G-estable e I es un G-médulo. Por la
exactitud de la toma de invariantes, el morfismo A% — (A/I)¢ es epiyectivo, luego (A/1)¢ = A9/I'.
Por el pérrafo anterior, D = n(C) = (I')o. En conclusién, D es cerrado y 7 es cociente topoldgico.

O

9. Corolario: Sea G un grupo linealmente semisimple, que opera por automorfismos en un anillo
A. Silas orbitas de los puntos cerrados de Spec,,,, A son cerradas en Spec,,,, A entonces

Spec,, .. AY = (Spec,,,. A)/G.
Demostracion. Dado un punto cerrado = € Spec A% tenemos que ver que 7! (z) es una érbita, donde
7: Spec A — Spec A® es el morfismo natural.

Por la estabilidad de los invariantes y la férmula de la fibra 7=1(z) = Spec A, /p, A, podemos
suponer que A® = k.

Si hubiera dos érbitas C; = (p1)o, Co = (p2)o, entonces p; +pa = Ay 0+0 = pf +p§ = AC =k,
lo que es contradictorio.

O
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Capitulo 3

Grupos algebraicos y
representaciones lineales

3.1 Funtor de puntos y grupos algebraicos

Una k-variedad algebraica (afin) es una pareja (Spec A, A) donde A es una k-dlgebra de tipo fini-
to. Un morfismo entre variedades algebraicas (Spec A, A), (Spec A’; A’) es una pareja de morfis-
mos f: SpecA — SpecA’, ¢: A/ — A, de modo que ¢ sea un morfismo de k-dlgebras y f sea
el morfismo inducido en los espectros por ¢. Por sencillez de escritura, dada una variedad alge-
braica (Spec A, A) escribiremos simplemente Spec A, y un morfismo entre dos variedades algebraicas
X = Spec A, X’ = Spec A’ lo notaremos X — X’. El conjunto de morfismos entre dos variedades
algebraicas X = Spec A, X' = Spec A’, lo denotaremos Homy,, (X, X'), que con rigor es el conjunto
HOmk_élg(Al7 A)

Por ejemplo, Homy,, (Spec 4, A1) = Homy_a4(k[z], A) = A.

Sea X = Spec A una k-variedad algebraica. El funtor X  de la categoria de k-dlgebras en la
categoria de conjuntos definido por

X(B) d:cf Homk_(ﬂg(A, B)

se le denomina funtor de puntos de X.
Si X = Speck[z1,...,xn]/(p1(z1,. .. 20),...,Dr(21,...,2,)) entonces

X' (B) =Homy_gig(k[z1, ..., 20]/(p1(z1, ... 20), ..., pr(21, ..., 20)), B)
Soluciones del sistema de ecuaciones

= pl('rla"'axn):07"'7p7“(x17'°'7xn):0
con valores en B

1. Ejemplo: Sien el plano afin, Ay = Spec k[, y], consideramos las subvariedades X = Spec k[z, y]/(y) =
{y =0} e Speck[z,y]/(y?) = {y* = 0} tendremos que

X'(B) = {(b1,0),by € B} y Y (B) = {(b1,b2): b3 =0, by,by € B}

Si F' un funtor sobre la categoria de k-dlgebras y B es una k-dlgebra denotaremos F(B) =
F(Spec B).

41
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2. Lema: Sea F un funtor sobre la categoria de k-dlgebras, X = Spec A una variedad algebraica y
X' el funtor de puntos de X. Se cumple

Homyy (X', F) = F(X)

Demostracion. Dado un morfismo 6: X — F, estd determinado por 0x(Id) € F(X): SeaY = Spec B
y [ € X' (Y) =Homya (Y, X) = Homy_4(A, B). Si consideramos los diagramas

X(V) -2 F(Y) o= =0y(f) = [u(0x (1))
f*T § f*T I I

X(X) —=F(X) Id — 0x(1d)

concluimos. Reciprocamente, dado s € F(X), existe un tnico morfismo 6: X — F de modo que
9)( (Id) = S.
O

Como corolario inmediato obtenemos
3. Lema de Yoneda Homg,n (X', Y") =Y (X) = Homyer(X,Y).

Asi pues, dos variedades algebraicas son isomorfas si y sélo si tienen el mismo funtor de puntos.
Este lema nos permite tratar a las variedades algebraicas como meros conjuntos de puntos.

4. Ejercicio: Sea X = Specklzy,...,xn]/(p1(x1,. .. &n),. .., pr(T1,...,2,)) € Y = Spec B. Probar
que

Homya, (X,Y) = {(b1,...,bn): pi(b1,...,b,) =0, para todo i, con b; € B, para todo j}

5. Definicién: Si X = SpecA e Y = Spec B son dos k-variedades algebraicas, se define X x; Y
como la variedad algebraica que cumple que

(X xxY) =X"xY’
Se cumple que X X Y = Spec(A ®; B):

Homy,, (Z = Spec C, X X Y) = Homy,,(Z, X) x Homy,, (Z,Y)
= Homk_élg(A, O) X Homk_élg(B, O) = Homk_élg(A R B, O)
= Homy,, (Z, Spec(A @y, B))

6. Definicién: Una variedad algebraica G se dice que es un grupo algebraico si el funtor G* valora
en la categoria de grupos.

7. Proposicién: G es un grupo algebraico si existen tres morfismos p: G X G — G, inv: G — G,
e: Speck — G, de modo que cumplen

1. La propiedad asociativa: po (uxId) = po (Id xu).
2. Elemento neutro: po (e x Id) = Id.

3. Elementos inversos: po (inv x Id) = eon, donde m: G — Speck es la proyeccion estructural.
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Demostracion. G es un grupo algebraico si y s6lo si G'(T) es un grupo para todo T' = Spec B. Es decir,
si para todo T', tenemos aplicaciones (funtoriales) ur: G'(T) x G'(T) — G'(T), er: (Speck) (T) —
GT), invy: G'(T) — G'(T), cumpliendo las propiedades obvias. Por el lema de Yoneda conclui-
mos que dar estas aplicaciones ur, ep,invy, con las propiedades “obvias”, equivale a definir y, e, inv
cumpliendo las propiedades exigidas en la proposicion. O

8. Ejemplo: 1. Sea G, el funtor definido por G,(B) = B, que es un grupo con la operacién + de
B. Como G, = (Speck[z])", es un grupo algebraico, denominado grupo aditivo. Explicitamente,

w: Gy Xy Gg —— > G,
Con los puntos (, ) ——————a+p

En los anillos klz] @ kly] = k[z,y] <—— k2]

r+Yy<=——-—7—2

2. Sea Gl, el funtor definido por Gl,(B) = M,(B)*, las matrices invertibles con coeficientes en
B. Gl,(B) es un grupo con el producto de matrices. Como Gl,, = (Spec k[z;;, m]), es un grupo
ij
algebraico, denominado grupo lineal. Explicitamente,

w: Gl, xi Gl, Gl,
Con los puntos ((aij); (bij)) (aij) : (bij)
En los anillos klziz, m} @k klyij, m] = klwij, yij, m7 m] ~— klzij, m]
;l’izylj Zij

3. Sea G un grupo finito y consideremos el funtor G(B) = G para todo B. Sea A = Aplic(G, k),
que es una k-dlgebra finita trivial de grado #G, con la suma y multiplicacion de funciones. Se cumple
que G = (Spec A)":

(Spec A)'(B) = Homy_ag(Aplic(G, k), B) £ G

donde ¢71(g)(f) = f(g), para cada g € Gy f € Aplic(G, k). Asi pues, G es un grupo algebraico.

9. Definiciéon: Diremos que una k-variedad algebraica E es un k-espacio vectorial algebraico de
dimensién n, si E'(B) es un B-médulo libre de rango n (y dado un morfismo de k-dlgebras B — B’
el morfismo funtorial E"(B) — E’'(B’) es de B-mdédulos).
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Si E es un k-espacio vectorial de dimensién n, entonces Spec S, E* es un k-espacio vectorial
algebraico de dimensién n, pues

(Spec SkE*)(B) = Homk_;ﬂg(Sch*,B) = Homk(E*, B) =F®, B

que es un B-médulo libre de rango n.

10. Proposicién: E es un espacio vectorial algebraico entonces E = Spec Si,(E"(k)*).

Demostracion. Los morfismos naturales E' (k) — E"(B) definen los morfismos E' (k) ®, B — E'(B),
que definen un morfismo (Spec S, E"(k)*)" — E°, que por ultimo, induce por Yoneda, un morfismo
entre las correspondientes variedades algebraicas. Para demostrar que es un isomorfismo, podemos
suponer, por cambio de base, que k es algebraicamente cerrado. Cuando tomemos los funtores de
puntos, podemos restringirnos a las k-algebras B de tipo finito. Para demostrar que E'(k) @, B —
E’(B) es un isomorfismo de B-médulos (libres), basta verlo tensorializando por ® g B/m, para todo
ideal maximal m. Por dimensiones, por el diagrama conmutativo

E (k) —— E(B)®p B/m

S

E'(B/m)
concluimos. O

11. Definicion: Sea G un funtor de grupos, F un k-espacio vectorial y denotemos también por
E el funtor E(B) = E ®; B. Diremos que E es un funtor de G-espacio vectoriales, si E(B) es
(funtorialmente) un G-espacio vectorial.

Sea E es un espacio vectorial, y Auty(E) el funtor definido por Auty(E)(B) = Autp(F ® B).
Todo morfismo G — Auty(E) de funtores de grupos induce en E una estructura de G-espacio vectorial
y viceversa.

12. Definicién: Sea G un grupo algebraico y E un espacio vectorial algebraico. Diremos que E es
un G-espacio vectorial algebraico, si es un funtor de G -espacios vectoriales.

13. Ejercicio: E es un G-espacio vectorial algebraico si y so6lo si existe un morfismo de variedades
algebraicas G x E — E (escribamos con los puntos (g,€) — ge), de modo que g(e + €') = ge + ge’,
g(Ae) = Age y (g99')e = g(g'e).

Si E es un espacio vectorial de dimensién n, entonces Auty(E) es isomorfo a Gl,,. Por tanto, es el
funtor de puntos de un grupo algebraico.

14. Ejercicio: Probar que las estructuras de E como G-espacio vectorial algebraico se corresponden
con los morfismos de grupos algebraicos G — Auty(E).

3.2 Completa reducibilidad del grupo lineal

Sea G un grupo algebraico y F un G-espacio vectorial, diremos que E es un G-espacio vectorial simple
si no contiene G-subespacios vectoriales propios. Diremos que E es semisimple si es suma directa de
simples.

Diremos que G = Spec A es un grupo algebraico linealmente semisimple, si todo G-espacio vectorial
es semisimple.
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1. Proposicién: El grupo multiplicativo es semisimple. Los espacios vectoriales irreducibles son de
dimension 1, sobre los que opera el grupo multiplicativo por un cardcter.

Demostracion. Sea una representacion lineal del grupo multiplicativo, G,, — Endg(E). Sea t €

G (k[t]:) un punto general de G, y un vector e € E. Escribamos ¢ - e = > t'e;. Entonces
i

> (e =(t't)-e=t- (Ztiei) = Zti(t’ -¢;)

3
Luego t' - e; = (t')%e;, ademés e = > e;. En consecuencia, los subespacios de E sobre los que opera

2
G, por caracteres distintos, que estan en suma directa, generan F. O
2. Teorema: El grupo lineal es un grupo semisimple (caracteristica del cuerpo base cero).

Demostracion. Sea G = Auty(E) el grupo lineal y ¢: G — Endg(V'), g — (fi;(g)) una representacién
lineal.

1. Salvo un factor det(g)", n € Z podemos suponer que los f;;(g) son polinomios en las variables
g, es decir ¢ extiende a Endg(FE).

2. Podemos suponer que todos los polinomios f;;(g) son homogéneos de grado r: El grupo mul-
tiplicativo G, centro de G, descompone V en suma directa de subespacios sobre los que actiia por
caracteres distintos. Por conmutar que con su centro ha de dejar estos subespacios estables. En
conclusién podemos suponer que dado un punto general ¢t de G,,, entonces ¢t - v = t"v, para todo
v € V. Por tanto,

(g-t)-v=g-(t"v) =1"(fi;(9))(v)
= (fi; (tg))(v)
Por tanto, f;;(tg) =t" fi;(g) y los f;;(g) son polinomios homogéneos de grado 7.

3. Asi pues, ¢ factoriza (de modo tnico) a través del morfismo Endg(E) — S” Endg(E), g —
g-."7.-g. Ahora bien,

S"Endi(E) = (Endj(E) ® .7. ® Endj,(E))” = Endy(E ® .7. ® E)®" = Cys,)(Endy(E® .7. ® E))

que es una &lgebra simple por 1.6.3. Ademads los G-subespacios vectoriales de V' coinciden con los
S” Endy (E)-médulos. Por tanto, V' descompone en suma directa de G-submdédulos simples.
O
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