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Introduccion

El presente manual esta concebido por el autor como el manual de la asignatu-
ra cuatrimestral Algebra Conmutativa, del segundo curso del Grado en Matematicas
de la UEX. Introducimos estructuras basicas del Algebra como las de grupo, anillo
y médulo, herramientas fundamentales como el cociente de un grupo por un subgru-
po, cociente de un anillo por un ideal, cociente de un médulo por un submoédulo y la
localizacion de un anillo o un médulo por un sistema multiplicativo. Estudiamos los
dominios de factorizacion tunica, cuyos ejemplos fundamentales son el anillo de los
numeros enteros y los anillos de polinomios. Introducimos la teoria del exceso para
la separacion de las raices reales y complejas de los polinomios con coeficientes com-
plejos. Clasificamos los médulos sobre dominios de ideales principales y en particular
obtenemos la clasificacion de los grupos abelianos y la clasificacion de los endomorfis-
mos de un espacio vectorial.

El manual esta divido en cinco temas. En cada tema incluimos un cuestionario,
una lista de problemas (con sus soluciones) y la biografia de un matematico relevante
(en inglés).

Comentemos algunos de los conceptos y contenidos fundamentales del curso.

Los inicios de la filosofia griega (los presocraticos) fueron también los inicios de la
matematica griega (los pitagoéricos). El descubrimiento de que en el conjunto de los
numeros naturales destacaban los nimeros primos y de que todo niimero era producto
de nuimeros primos de modo dnico, la observacién de que las notas musicales depen-
dian de las proporciones enteras de las longitudes de las cuerdas musicales, etc, se
vivioé como la aparicion de un nuevo mundo independiente de toda contingencia que
regia y explicaba el mundo real. En la escuela aprendimos la aritmética elemental de
Z. Si elevamos un poco la vista observaremos que en Z es fundamental la existencia
de dos operaciones + y -, la existencia de elementos primos (o irreducibles) y que es-
ta estructura es igualmente existente en otros anillos (por ejemplo, en los anillos de
polinomios). En el curso hablaremos de los anillos y fundamentalmente de los anillos
euclideos. Probaremos que en los anillos euclideos (Z, k[x], el anillo de los enteros de
Gauss, etc.) todo elemento se escribe de modo tinico como producto de irreducibles (sal-
vo multiplicacion por invertibles y orden). La propiedad aritmética fundamental de los
anillos euclideos es que sus ideales son principales, es decir, generados por un elemen-
to (el de “grado” minimo). Del mismo modo que en anillos euclideos, probamos que si
A es un dominio de ideales principales entonces todo elemento a € A (no nulo ni inver-
tible) se escribe de modo tinico como producto de irreducibles (salvo multiplicacién por
invertibles y orden),

a=pi---pn, (p;irreducibles).

11
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Introduccion

Veremos que
a-A+b-A=m.cd.(a,b)-A
a-Anb-A=m.c.m.(a,b)-A

Mediante el algoritmo de Euclides, calcularemos A, € A, tales que
Aa+pu-b=m.cd.(a,b).

Esta igualdad, “identidad de Bezout”, tendra multiples aplicaciones tanto en Algebra
como para la resolucion de ciertas ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias
finitas.

Consideremos ahora el anillo de polinomios en una variable con coeficientes com-
plejos. Probaremos el teorema fundamental del Algebra, que nos dice que para todo
polinomio p(x) € C[x] existen a;,...,a, € C de modo que

px)=c-(x—ap) - (x—ay).

O dicho de otro modo, salvo multiplicacién por ¢ € C no nulo, los polinomios irreducibles
de C[x] son los polinomios x — @. Con mayor generalidad, el teorema de Kronecker nos
dice que dado p(x) € k[x] existe un cuerpo mayor 2 — K y aq,...,a, € K de modo que
px)=c-(x—ay)---(x—ay,). La teoria del exceso nos permitira calcular las raices de los
polinomios con coeficientes reales, o mas generalmente con coeficientes complejos.

Un concepto fundamental en Matematicas es el concepto de equivalencia y es fun-
damental también el proceso de identificar las cosas que consideramos equivalentes.
Un concepto y herramienta fundamental en el curso va a ser el concepto de cociente.
Pongamos un par de ejemplos.

Si en Z considero equivalentes dos nimeros cuando difieran en un multiplo de 9 e
igualo entre si los nimeros que considero equivalentes obtengo un nuevo conjunto de
"nimeros" que denotamos por Z/9Z, que por definicién es el conjunto

797 ={n,NneZ.:n=m <= n—me9Z}.

Este nuevo conjunto, Z/97 :={0,1,2,...,8} es de modo natural un anillo, podemos defi-
nir como se suman y multiplican sus elementos:

Si tenemos un namero natural n,n,_1...ng:=Y ; n;10" escrito en base decimal, enton-
ces en Z/97 tenemos que

nynr_1...Mo :Zniloi :Zﬁi].—oi ZZﬁiii :Zﬁi :Zni'
i i i i i

Por tanto, n,n,_1...ng es divisible por 9 (es decir, 7,7,_1...79=0) siy solosi Y ; n; es
divisible por 9.

Si en R[x] considero equivalentes dos polinomios cuando difieran en un multiplo de
x2+1 e igualo entre si los polinomios que sean equivalentes obtengo un nuevo conjunto
que denotamos R[x]/(x2 + 1), que por definicién es el conjunto

RIx)/(x® +1):= {p(x), ¥ p(x) € R[x]: p(x) = g(x) = p(x)—q(x) € (x® + 1)-Rx]}.



Introduccién

Este nuevo conjunto es de modo natural un anillo: podemos definir como se suman y
multiplican sus elementos

px)+q(x) := p(x)+ q(x)
p(x)-q(x) = p(x)-q(x)

Observemos que % -% = x2 = —1. La aplicacién, C — R[x)/(x? + 1), a + bi — a + bx es un
isomorfismo de anillos.

Una vez que hemos estudiado los anillos euclideos, 0 mas generalmente los ani-
llos de ideales principales, pasamos a estudiar los médulos sobre dominios de ideales
principales. Un A-médulo es un A-espacio vectorial, salvo que no se supone que A sea
un cuerpo sino que se supone que es solo un anillo. Igual que en la teoria de espacios
vectoriales, puede hablarse de submoédulos, cocientes por submédulos, sumas y pro-
ductos directos de médulos, aplicaciones A-lineales, sistemas de generadores, pero no
puede afirmarse en general la existencia de bases en los A-médulos. Demos dos ejem-
plos fundamentales de A-médulos. Si (G,+) es un grupo abeliano entonces G es un
Z-médulo, porque ademas de que sabemos sumar los elementos de G, podemos definir
la multiplicacién de los elementos g de G por los enteros n de Z:

g+ +g, sin>0
n-g:={(-g)+-"+(-g),sin<0
0,sin=0

Si E un k-espacio vectorial y T': E — E es un endomorfismo k-lineal, entonces E es un
k[x]-moédulo, porque ademas de que sabemos sumar los vectores de E, podemos definir
la multiplicacion de los vectores e de E por los polinomios p(x) =3 ; a;x* de k[x]:

(Zaixi)-e = Zai T (e).

Casos concretos de endomorfismos lineales que estudiaremos son:
1. E={f: R—R: f infinito derivable} y T: E — E, T(f):=f'.
2. E :={sucesiones (a,) de numeros reales} y T: E — E, T(a,) :=(ap+1) — (ay).

Como hemos dicho, en los A-médulos no existen bases, en general. Si M es un A-
modulo finito generado no existe en general un isomorfismo de A-médulos A" = M,
como sucede con los espacios vectoriales. Existe un epimorfismo A" — M y si A es
un dominio de ideales principales existe un morfismo de A-médulos ¢p: A™ — A" de
modo que A"/Im¢p = M. Ademas, probaremos que existen bases en A” y en A" de
modo que la matriz asociada a ¢ en estas bases es (a;;) con a;; =0 si i # j. Como
consecuencia probaremos que si A es un dominio de ideales principales y M es un A-
modulo finito generado existen elementos irreducibles unicos p1,...,p, € A y ndmeros
naturales n =0, n;; > 0 inicos de modo que

M:An®(A/p’]7:11A®@A/p?lslA)@@(A/p’rfrlA@@A/p;lrsrA)

13
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Introduccion

Como corolario clasificaremos los grupos abelianos. También clasificaremos los endo-
morfismos lineales de un espacio vectorial. Aplicaremos esta teoria a la resolucion
de los sistemas de ecuaciones lineales diofanticas y la resolucion de los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.



Capitulo 1

Teoria de grupos

1.1. Introduccion

La estructura mas basica y fundamental en Algebra es la estructura de grupo (y
semigrupo). Los anillos, los espacios vectoriales, los médulos, etc. necesitan para su
definicién de la nocién de grupo.

Demos una justificacion de caracter muy general para la introducciéon de la teoria
de grupos, siguiendo a Felix Klein en su Erlanger Programm. Dar una teoria (geomé-
trica) es dar una estructura, un espacio con cierta estructura. En esta teoria es fun-
damental el estudio del grupo de automorfismos de la estructura, es decir, de aquellas
biyecciones del espacio que respetan la estructura del espacio. Las nociones y objetos
de este espacio, o de la teoria, seran aquéllos que queden invariantes por el grupo de
automorfismos recién mencionado. El estudio de las funciones, campos diferenciables,
etc., que quedan invariantes por el grupo y el estudio de las relaciones que verifican
éstos, son todos los teoremas de la teoria. Es pues el estudio de los grupos (y la teoria
de invariantes) un tépico fundamental en Matematicas.

En el calculo de las raices de un polinomio, es conveniente conocer el grupo de aque-
llas permutaciones de las raices, que respetan las relaciones algebraicas que verifican
éstas. Este grupo se denomina grupo de Galois del polinomio. En el curso "Algebra
I"de tercero del grado de Matematicas, se estudiara con profundidad este grupo.

1.2. Grupos

1. Definicion: Sea X un conjunto. Diremos que una aplicacion m: X x X — X es una
operacién (interna) en X. Seguiremos las notaciones!' m(x,x’) = x-x' = xx’.

2. Definicion: Sea G un conjunto. Diremos que una operacion
GxG—G,(g,8)—g g

dota a G de estructura de grupo si cumple las siguientes condiciones:

ILa operacién -, a veces, se denota con otros simbolos: *, o, etc.

15
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1.2. Grupos. Teoria de grupos

1. Propiedad asociativa: g-(g'-g")=(g-g')-g", para todo g,g’,8" € G.

2. Existencia de elemento neutro: Existe un elemento de GG, que denotamos por 1y
denominamos elemento neutro, tal que 1-g=g-1=g, para todo g€ G.

3. Existencia de inversos: Para cada g € G existe un elemento de G, que denotamos
por g~ ! y denominamos inverso de g, tal que g-g '=g7l.g=1.

Si ademaés se cumple que g-g' = g’-g, para todo g,g’ € G, diremos que G es un grupo
abeliano o conmutativo; en cuyo caso, a menudo denotaremos la operacién del grupo
por +, al elemento neutro por 0 y al inverso de cada g por —g (y lo denominaremos
opuesto de g).

Si 1y 1’ son elementos neutros del grupo G entonces 1=1:1=1-1"=1.Sihy A/
son inversos de g € G, entonces h=h': h=h-1=hgh'=1-h'=h'.

3. Ejemplos: 1. El conjunto de los nameros enteros, Z, con la suma es un ejemplo
basico de grupo conmutativo.

2. El conjunto de todas las biyecciones de un conjunto X en si mismo, Biy X, con
la operacion composicion de aplicaciones, es un grupo no conmutativo (cuando X
contenga mas de dos elementos).

3. (@,+), (R,+) y (C,+) son grupos abelianos.

4. (Q*,), (R*,-) y (C*,-) son grupos abelianos.

5. El conjunto de las sucesiones de nimeros reales con la suma es un grupo abe-
liano.

6. El conjunto de las funciones reales de variable real (es decir, el conjunto de las
aplicaciones de R en R) con la suma de funciones es un grupo abeliano.

7. El conjunto de las matrices, M, «,,(R) con la suma de matrices es un grupo abe-
liano.

8. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n invertibles con coeficientes
reales, con el producto de matrices, es un grupo (que no es abeliano para n > 1).

9. Producto directo de grupos: Sean (G,-) y (G',-') dos grupos. Podemos dotar
al producto cartesiano de G y G', G x G, de estructura de grupo definiendo la
siguiente operacion

(g,8)*(h,h):=(g-h,g'-'h'), para todo (g,g'),(h,h) e G xG'.

Si 1 es el elemento neutro de G y 1’ es elemento neutro de G’, entonces (1,1') es
el elemento neutro de G xG'. Dado (g,g") € G xG', entonces (g,g") 1 =(g™1,g'™b).



Teoria de grupos. Subgrupos. 1.3

Sea {G;};c; un conjunto de grupos (la operacion en cada uno de los G; la de-
notaremos -). Podemos dotar al producto cartesiano de todos los G, [1;c;G; de
estructura de grupo definiendo la siguiente operacion

(81ier - (hidier :=(8i-hi)ier, para todo (g;)ier,(hi)ier € [ [ Gi.
el

Si 1; es el elemento neutro de G;, entonces (1;);c; es el elemento neutro de
[Tie1 Gi- Dado (g)ier € [1ies Gi, entonces ((g:)ien) ™" = (g7 Dier.

1.3. Subgrupos

1. Definicion: Sea (G,-) un grupo. Diremos que un subconjunto H € G es un subgrupo
de G si cumple las siguientes condiciones:

1. Sih,h' € H entonces h-h' € H.
2. 1e d.

3. Si he H entonces h™1e H.

Si H es un subgrupo de G, entonces la operacién de G define en H una estructura
de grupo. Reciprocamente, si H es un subconjunto de un grupo G y la operaciéon de G
define en H una estructura de grupo entonces H es un subgrupo.

2. Proposicion: La interseccién de cualquier familia de subgrupos de un grupo es un
subgrupo.

3. Definicion: Dado un subconjunto X de un grupo GG, llamaremos subgrupo genera-
do por X y lo denotaremos (X), al minimo subgrupo de G que contiene a X, es decir, a
la interseccion de todos los subgrupos de G que contienen a X.

4. Notaciéon: Sea (G,-) un grupoy g € G. Si n > 0, se define g" := g-"-g; si n <0, se
define g" := g 1" "g71; y g¥:=1. Dado g € G, entonces (g) = {g", con n € Z}.
Si (G, +) es un grupo conmutativo escribiremos n-g, en vez de g”" (como es natural).

Por ejemplo, el subgrupo de (Z,+) generado por n € Z, es igual a
(ny={m-n,me”Z}=:n”Z.

El subgrupo de Z generado por n,n' € Z, es (n,n'y ={mn+m'n’,m,m' € 7}.
Sea (G, +) un grupo abeliano y G1,G2 € G dos subgrupos. El lector puede comprobar
que (G1UG2) =G1+Gg,donde G1+G2:={g1+g2, 81 € G1 g2 € Ga}.

5. Ejercicio: Sea G un grupo y X € G un subconjunto. Prueba que
(X) = El conjunto de todas las “palabras” formadas con las letras {g,g_l} geX -

(dos palabras con letras distintas pueden representar el mismo elemento de G, por
ejemplo, gg~1 =1).

17



18

1.4. Morfismos de grupos. Teoria de grupos

Dado un numero entero z € Z, llamaremos valor absoluto de z y denotaremos |z|,
al maximo entre z y —z.

6. Teorema de division de niimeros enteros: Sean n y d # 0 dos niimeros enteros.
Existe una unica pareja de niimeros enteros ¢ y r (denominados cociente y resto de
dividir n por d), tales que 0<r<|d|y

n=c-d+r.

Demostracién. Procedamos por induccion sobre |n|, para probar la existencia de c y r.

Si |n| =0, entonces ¢ =0 y r = 0. Podemos suponer que |n| > 0. El teorema es cierto
para d siy solo si lo es para —d (solo hay que cambiar ¢ por —c), luego podemos suponer
que d > 0.

Supongamos n > 0. Sin <d, entonces c=0yr=n.Sin=>d, sean' =n-d, luego
|n'| = n—d < n = |n|. Por hipétesis de induccién existen ¢’ y r’ (cumpliendo 0 <7’ < |d| =
d) tales que n' =c'd +r', luego n = (¢’ + 1)d + r y hemos concluido.

Supongamos, ahora,n<0.Si-n<d,seac=-1lyr=d+n.Si—-n>d,sean’ =n+d.
luego |n'| < |n|. Por hipétesis de induccién existen ¢’ y r’ (cumpliendo 0 <r' < |d| =d)
tales que n' =c’d +r', luego n = (¢ — 1)d + ' y hemos concluido.

Veamos la unicidad de c y r. Sean = cd +r = ¢'d +r', cumpliendo ¢,c’,r,r’ 1o exigido.
Podemos suponer r = r’. Entonces, (c—c)d+(r—r') =0y |c=c'|-|d|=|(c—-c')d|=r-r'<
r<|d|,luego ¢c—c¢'=0. Por tanto,c=c'yr=n—-cd =r'.

O

7. Teorema: Si H es un subgrupo del grupo (aditivo) de los ntimeros enteros Z, enton-
ces existe un unico nimero natural n tal que H = nZ.

Demostracion. Si H ={0} entonces H =0-Z.

Supongamos H # {0}. Existen naturales positivos en H, porque el opuesto de cada
numero entero de H pertenece a H. Sea n € H el minimo nimero natural no nulo
contenido en H. Veamos que H = nZ: Obviamente, nZ € H. Dado m € H c Z, existen
numeros enteros c y r tales que

m=cn+r, 0<r<n.

Luego, r =m —cn € H, porque m,—cn € H. Por la definicion de n, se tiene que r = 0.
Luego, menZ, HcnZy H=nZ.
Por tltimo, demostremos la unicidad: observemos que si un nimero natural m
pertenece a nZ, entonces m = n. Por tanto, simZ=nZ, m=ny n=m, luego m =n.
O

1.4. Morfismos de grupos

1. Definiciéon: Sean (G,-) y (G',-) dos grupos. Diremos que una aplicaciéon f: G — G’
es un morfismo de grupos si para todo g,g’ € G se cumple que

flg-gh="r(g) fg.
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Diremos que f es un isomorfismo de grupos si f es biyectiva (en tal caso la aplica-
cién inversa f~! es un isomorfismo de grupos). Diremos que es un epimorfismo (resp.
monomorfismo) de grupos si f es epiyectiva (resp. inyectiva).

Si f: G — G’ es un morfismo de grupos entonces f(1)=1: f(1)=f(1-1)= f(1)- (1)
y multiplicando por f(1)~! obtenemos 1 = f(1). Ademas, f(g™1) = f(g)™: 1=Ff1) =
flg-g7 ) =f(g)- f(g™!) y multiplicando por f(g)! obtenemos f(g)"! = f(g1).

2. Ejemplo: Sea G un grupo y g € G. La aplicaciéon 75: G — G “conjugar por g7,
definida por
14(g'):=gg'g™!, paratodo g’ €G,

es un morfismo de grupos: T,(g182) = 881828 * = g818 8828 1 =14(g1)74(g2). Ade-
mas es isomorfismo porque (Tg)_l = T4-1. En efecto,

141,18 =glg g =g y 1,115 =g (gg's Vg =2

3. Ejemplo: Z — Z, n — 3n es un morfismo de grupos.

4. Notacion: Denotaremos Homg,,(G,G') al conjunto de todos los morfismos de gru-
pos de G en G'.

5. Ejemplo: Sean Gy Gg dos grupos. La aplicacion n1: G1xGe — G1, m1(g1,82) := g1
es un morfismo de grupos. Igualmente, la aplicacion no: G1 xGg — Go, ma(g1,82) := g2
es un morfismo de grupos. Sea G otro grupo, se cumple que la aplicacion

Homg,,(G,G1 x G2) — Homg,,(G,G1) x Homg,,(G,Gs), f — (w10 f,m30f)
es biyectiva.

6. Definicion: Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. Llamaremos nicleo de f y lo
denotaremos Ker f, al subconjunto de G

Kerf:=f1(1)={geG: f(g)=1}.

Llamaremos imagen de f, que denotaremos Im f, a la imagen de la aplicacién f, es
decir,
Imf:={f(g)eG',geG}.

7. Proposicion: Kerf es un subgrupo de G e Imf es un subgrupo de G'. Mds atin, la
antimagen por un morfismo de grupos de un subgrupo es subgrupo y la imagen de un
subgrupo es subgrupo.

8. Notacion: Sean (G,-) un grupo y H ¢ G un subgrupo. Dado g € G, denotaremos
gH :={gh,VheH}.

9. Proposicién: Sea f: G — G' un morfismo de grupos. Dados g,g8' € G, se cumple
que f(g)=f(g')siysolosi g' € g-Kerf.

=
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Demostracién. Tenemos que f(g) = f(g') siysolosi 1= f(g) ! -f(g")=Ff(g L -g), es
decir, si y solo si g71- g’ € Kerf, que equivale a decir que g’ € g-Kerf. |

10. Proposicion: Un morfismo de grupos f: G — G' es inyectivo si y solo si Ker f = {1}.
Si identificamos los elementos de G cuando tengan la misma imagen, obtenemos

un conjunto biyectivo con la imagen. De hecho esta biyeccion es un isomorfismo de
grupos como veremos.

1.5. Cocientes por subgrupos

Sea H <G un subgrupoy g,g' € G.

Si g’ € gH entonces g'H = gH: Sea h € H, tal que g’ = gh. Entonces, g'H = ghH =
gH.

Sig'¢ gH, entonces g HNgH = @, puessize g’ HNngH, entonces g'H =zH = gH.

En conclusién, dados g,g' € G, 0 gH =g'H obien gHNg'H = ¢. Ademas, gH = g'H
siysolosig'egH.

1. Definicion: Sea H < G un subgrupo. Dado g € G, denotemos g := gH. Llamaremos
conjunto cociente de G por H, que denotaremos G/H, al conjunto

G/H :={g,VgeG}.
Recordemos que hemos probado que
g=g < g'egH.

“Si en G identificamos cada g € G con todos los elementos de gH < G, obtenemos el
conjunto G/H; todos los elementos de H los identificamos con 1."

2. Notacion: Se dice que g es congruente con g’ médulo H y se denota g = g’ mod H,
cuando g = &' en G/H, es decir, g € g'H (0 g'~'g € H). En notaciones aditivas, si (G, +)
es un grupo abeliano y H < G es un subgrupo, entonces g = g'mod H cuando g = g’ en
G/H, es decir, ge g’ +H (0 —g' + g € H).

La aplicacion G — G/H, g — g, se denomina el morfismo de paso cociente (por H).

3. Ejemplo: G/{1} es biyectivo con G. En efecto, estamos identificando cada g € G
solo con g-1 = g. Con rigor, la aplicacién de paso al cociente 7: G — G/{1}, n(g) =g es
biyectiva: Es epiyectiva, pues dado g € G/{1}, n(g) = 3. Es inyectiva, porque si g = g’,
entonces g'=g-1=g.

4. Ejemplo: G/G es biyectivo con {1}. En efecto, estamos identificando cada g € G con
todos los elementos de g-G = G. Es decir, hacemos iguales todos los elementos de G.
Con rigor, la aplicacién {1} — G/G, 1 — 1 es biyectiva: Dado g € G/G tenemos que g =1
porque g=1-g.
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5. Definicion: Llamaremos orden de un conjunto X, que denotaremos |X|, al nime-
ro de elementos del conjunto. Si el conjunto tiene un numero infinito de elementos
diremos que es de cardinal infinito.

6. Ejemplo: Sin >0, entonces Z/nZ es un conjunto de orden n, explicitamente Z/nZ =
{0,...,n—1}: Dado m € Z/nZ, por el teorema de divisién de nimeros enteros, existen
numeros enteros unicos ¢ y r, con 0 <r < n, de modo que m = cn + r. Por tanto, existe
un unico r € {0,...,n — 1}, tal que m =r.

7. Teorema de Lagrange: Sea G un grupo de orden finito. Si H es un subgrupo de G
entonces

|G| =|G/H|- |H]|.
En particular, el orden de H divide al de G.
Demostracién. G =1lgeqimg-H y |sH| = |H| (porque la aplicacion H — gH, h — gh es

biyectiva). Por tanto, |G| = |G/H|- |H]|.
O

8. Definicién: Se dice que un subgrupo H € G es normal (en G) cuando gHg ' c H,
para todo g € G, es decir, ghg~' € H, para todo g€ G y todo h € H.

9. Ejemplo: Si G es un grupo conmutativo, todo subgrupo de G es normal en G.
10. Ejemplo: Los subgrupos de G, {1} y G son normales.

11. Ejemplo: H ={Id,(1,2)} = S3 no es un subgrupo normal.

Si H es un subgrupo normal de G y tomamos g~ ! € G, tendremos g 'Hg < H, luego
HcgHg 'cHygHg !'=H (para todo g € G). Por tanto, gH = Hg, para todo g € G,
y reciprocamente si un subgrupo cumple esta condicién el subgrupo es normal.

Sea H < G un subgrupo normal. Definamos en G/H la operacién

g-g_’;:g’

que esta bien definida porque gHg'H = gg'HH = gg'H. La propiedad asociativa se
cumple de modo obvio, 1 es el elemento neutro y g~1 es el inverso de g € G/H. Luego,
G/H es grupo. Ademas, el morfismo de paso al cociemte 7n: G — G/H es morfismo de

grupos, pues 1(g-g') = gg' = g-g' = n(g)-n(g").

12. Proposicion: Sea f: G — G' un morfismo de grupos. Se cumple que Kerf es un
subgrupo normal de G.

Demostracion. Al lector. m]

13. Teorema de isomorfia: Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. La aplicacion,
f:G/Kerf —Imf, f(g):=f(g), es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. La aplicacién f estd bien definida: dado gh = g € G/H (con h € H),
tenemos que f(gh)=f(g)f(h)=f(g)1=f(g).
Veamos que [ es inyectiva: si 1 = f(g) = f(g), entonces g € Kerf y g = 1, luego
Ker f = {1}. Veamos que es epiyectiva: dado f(g) € Im f, tenemos que f(3) = f(g).
Dejamos que el lector compruebe que f es morfismo de grupos. |

Observemos que dado un morfismo de grupos f: G — G’ tenemos el diagrama con-
mutativo

G G’ ng f(g

R

G/Rerf —~Tmf g—1-flg)

14. Ejemplo: Cuando hablamos de un angulo hablamos de un nimero real y ademas
decimos que dos angulos son iguales si difieren en 27 por un nimero entero. Sabemos
sumar angulos. Con mas rigor: Consideremos el grupo (R, +) y el subgrupo 277 cR. El
grupo de todos los angulos es R/2717Z.

Sea S! c R? la circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Observemos que la
aplicacién

R/27Z — S,  — (cos0,send)

es una biyeccién. Por tanto, via esta biyeccién S! es un grupo abeliano. Si * es la
operacién definida en S!, puede comprobarse que (x, y) * (x',y') = (xx' — yy', xy" + yx').
15. Ejercicio: Prueba que R/Z es un grupo isomorfo al grupo [0,1), donde [0,1) es un
grupo con la siguiente operacion

| a+p, sia+pf<1.
“*ﬁ‘{ a+p-1, sia+p=1.

16. Ejercicio: Sea f: G — G' un morfismo de grupos. Sea H un subgrupo normal de
G y supongamos que H < Ker f. Demuestra que la aplicacién f: G/H — G’ definida
por f(g) = f(g) esta bien definida y es un morfismo de grupos.

1.6. Grupos ciclicos

1. Definicién: Diremos que un grupo G es ciclico si esta generado por uno de sus
elementos, es decir, existe g € G de modo que G = (g).

2. Proposicion : Un grupo G es ciclico si y solo si es isomorfo a Z/nZ, para algin
niimero natural n.

Demeostracion. Z/nZ es un grupo (aditivo) ciclico, generado por 1.

Supongamos que G = (g) es ciclico. Sea f: Z — G, la aplicacién definida por f(n) :=
g". Es facil comprobar que f es un morfismo de grupos. Im f es un subgrupo de G, que
contiene a g, luego Imf =G y f es epiyectivo. Ker f es un subgrupo de Z, luego existe
n €N tal que Ker f =nZ. Por el teorema de isomorfia Z/nZ =G. |
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Z/nZ es un grupo conmutativo, pues es cociente de Z que es conmutativo. Por tanto,
todo grupo ciclico es conmutativo.

3. Definicion: Llamaremos orden de un elemento g de un grupo GG, y lo denotaremos
ord(g), al orden del subgrupo (g) de G que genera.

En la proposiciéon anterior hemos dado el isomorfismo Z/nZ = (g), m — g™. Por
tanto, si n > 0, el orden de g es igual a [(g)| = |Z/nZ| =n, {g) ={1,g,....,8" N yn
es el minimo nimero natural positivo tal que g” =1, ademas, si g™ =1, entonces m
es un multiplo del orden de g. Si n = 0, entonces el orden de g es [{(g)| =|Z| =00y
@ =1{.,g™,..,1g%...,g™,..) (cumpliendo g’ # g/, para todo i,j € Z, i # j).

4. Si G es un grupo de orden m < oo, entonces el orden de todo elemento g € G divide
a m, ya que el orden de todo subgrupo (g) divide al orden del grupo G, por el teorema
de Lagrange. Es decir, g'¢' = 1.

5. Proposicion: Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracién. Sea G = (g) un grupo ciclicoy n: Z — G, n(n) := g" un epimorfismo de
grupos. Dado un subgrupo H € G, se cumple que H = n(n~1(H)). Ahora bien, 7~ 1(H)
es un subgrupo de Z, luego es ciclico, es decir, generado por un elemento z. Por tanto,
H = n(n~1(H)) esta generado por 7(z) y es ciclico. O

1.7. Grupo simétrico

El grupo simétrico de un conjunto X es el grupo de todas las biyecciones (o “per-
mutaciones”) de X en si mismo, con la operaciéon composiciéon de aplicaciones.

Comentario: Una biyeccion entre dos conjuntos 7: X — Y, puede entenderse como
una identificacion de X con Y: “a x € X lo llamamos 7(x) en Y”. Dada una aplicacion
f: X — X, que aplica x en f(x), tenemos la correspondiente aplicacién en Y: “la que
aplica 7(x) en 7(f(x)), es decir, la aplicacién 7o fotr 1: Y — Y”. Asi el grupo de las
permutaciones de X se identifica con el grupo de las permutaciones de Y (via la iden-
tificacion de X con Y). Con mayor precision, el morfismo

BiyX —BiyY, o—71ogoT !

es un isomorfismo de grupos (como el lector puede comprobar).

Sea Y es un conjunto de orden n. Entonces, Y es biyectivo con {1,...,n} y por lo
tanto BiyY = Biy{1,...,n} =:S,,. El nimero de permutaciones de n elementos es n!,
luego |S,| =n!.

1. Proposicion (Cayley): Sea G un grupo. La aplicacién G — Biy(G), g — L4, donde
L4(g'") := gg' es un morfismo de grupos inyectivo, luego "G es isomorfo a un subgrupo
de un grupo simétrico”.
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1.7. Grupo simétrico. Teoria de grupos

2. Definiciones: Dados r elementos distintos x1,...,x € X, con r > 1, denotaremos
(x1,...,x,) = 0 € BiyX a la permutacion definida por o(x;) = x;,1, para todo i < r;
o(x,;) =x1; y o(x) = x, para todo x ¢ {x1,...,x,-}. Diremos que (x1,...,%,) es un ciclo y
observemos que es de orden r. Si r = 2, diremos que el ciclo (x1,x9) es una transpo-
sicién. Diremos que dos ciclos (x1,...,%,),(x},...,%,) de Biy X son disjuntos si x; # x;
para todo i, .

3.Lema: Sio = (x1,...,%,)y 0' = (x],...,x],) son disjuntos, entonces conmutan, es decir,
ocoo’' =0'oo0.

Demostracion. Para x € {x1,...,x,}, (0 00')(x) = 0(x) = (0' 0o 0)(x). Para x € {x],...,x.},
(ogo0')x)=0'(x)=(0"0o0)x). Para x ¢ {xi,x;}i,j, (co0")x)=x=(0"00)(x).
De otro modo (siguiendo el comentario anterior): ¢’ oo oo’ = (¢/(x1),...,0'(x;)) =
(x1,...,x,)=0,luegoooo’ =0’ o0.
]

4. Teorema: Toda permutacién o € S, distinta de la identidad, es igual a un producto
de ciclos disjuntos, de modo tinico salvo el orden de los factores.

Demostracion. Sea x € X, tal que o(x) # x. Sea r el minimo nimero natural positivo
tal que 0’ (x) = x (tal nimero existe porque el orden de o, que divide al orden de S,,
es finito). Para todo 0 < s < s’ < r, se cumple que 0¥ (x) # 05(x): pues componiendo con
o~ ® son distintos, pues o5 (x) # x, porque 0 <s' —s < r. Sea 01 = (x,0(x),...,0" " Hx)).
Entonces, como 01 y ¢ coinciden sobre {x,0(x),...,0" X(x)} y o1 es la identidad sobre
X\{x,0(x),...,0""L(x)}, se cumple que UII oo deja fijos {x,0(x),...,0" " H(x)} y los que
dejaba fijos 0. Reiterando el proceso obtenemos ciclos disjuntos o1,...,0 tales que
0;10'--OUIIOU:Id. Luego, 0 =010---00%.

Sea otra descomposiciéon g = 710---T; en producto de ciclos disjuntos. Reordenando,
podemos suponer que 71(x) # x. Es decir, x “aparece” en el ciclo 7; (y en el de o).
Luego, 171(x) = 0(x) = 01(x). Obviamente, 71(x) = 0(x) = 01(x) “aparece” en ciclo de 71 y
en el de 01. Luego, T%(x) =02(x) = ai(x). Asi sucesivamente, Ti(x) =ol(x) = Ui(x), para
todo i. Por tanto, 71 =01y 0g0---005 =Tg0---01;. Reiterando el argumento concluimos
que, después de reordenar los factores, 09,...,0 coinciden con 79,...,T;.

O

5. Definicion: Sea 0 € S, una permutacion distinta de la identidad. Sea 0 = g0---00
una descomposicion en producto de ciclos disjuntos y d; el orden de ;. Reordenando
podemos suponer que di =dg =--- = d,. Diremos que d1,...,d; es la forma de o.

6. Definicion: Dado un elemento g € G, diremos que el morfismo 75: G — G, 14(g") :=
gg'g !, es la conjugacién en G por g. Diremos que %,4’ € G son conjugados si y solo si
existe g € G, de modo que 74(h)=h'.

7. Teorema: La condicién necesaria y suficiente para que 0,0’ € S, sean conjugadas
es que tengan la misma forma.
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Demostracion. Sea o =(x11,...,%14,)°--o(Xs1, - ,Xsq,) Una descomposicion en producto
de ciclos disjuntos y 7 € S,,. Entonces,

To0ot b =(1(x11),...,T(x14,)) 0+ 0 (T(xs1), -+, T(%sq,))

tiene la misma forma que ¢. Sea ¢’ = (x’ll,...,x’ldl)o---o(xgl,--- ,x. ;). Si 7 es cualquier
S

permutaciéon que cumpla 7(x;;) = xgj, para todo i, j, entonces Togot 1 =¢’. |

8. Proposicion: Sidq,...,d;esla formade o € S,, entonces el orden de o es el minimo
comun multiplo de d1,...,ds.

Demostracion. Escribamos 0 = 0105 como producto de ciclos disjuntos. Entonces,

n _ n n n (1P EP ” n . . n _ . . n_ _
o" =070y yo) es “disjunta” con o, parai#j. Luego, 0" =Id siy solosi o] =--- =
o} =1d. Luego el orden de o es el minimo comun multiplo de los 6rdenes de los o;. O

9. Proposicion: Todo permutacion o € S;, es producto de transposiciones.

Demostraciéon. Como toda permutacion es producto de ciclos, basta probar que todo
ciclo es producto de transposiciones. Sea, pues, un ciclo (x1,...,x,) € S,,. Obviamente,

(x1,...,%r) = (x1,22)(x2,...,x,) = (x1,x2)(x2,x3)(x3, ..., %)= -+ = (x1,x2)(x2,%3) - - (Xr_1, %)

O

Signo de una permutacion

Cada permutacion o € S, = Biy({1,2,...,n}) define una biyeccién del anillo de poli-
nomios en n variables con coeficientes niimeros racionales: Q[x1,...,x,]1 — Qlx1,...,x,],
p(x1,...,%5) = p(x1,...,x,)7 1= P(Xg(1), -+ X0 (n))-

Sea 6(x1,...,%,) := [;<j(x; — x;) € Qlx1,...,x,]. Dada una permutacién o € S, =
Biy({1,2,...,n}), es facil comprobar que d(x1,...,x,)° = 6(xs(1);---sXo(n)) = £0(x1,...,%n).

10. Definicion: Dada o € S,,, llamaremos signo de o, que denotaremos sign(o), al
numero entero 1 6 —1 tal que 6(x4(1),-.-,%q(n)) = sign(o) - 6(x1,...,%,).

11. Proposicion: Consideremos el grupo (multiplicativo) {1,—1}. El morfismo natural
sign: S, — {1,-1}, o0 — sign(o)
es un morfismo de grupos.

Demostracion. sign(c’c)-6 = 597 = (§9)° = (sign(a)('i)"/ = sign(o’) - sign(o) - §. Luego,
sign(o)-sign(o’) = sign(o - o”). |
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1.8. Cuestionario. Teoria de grupos

Es facil ver que sign(Id) =1 y que sign((1,2)) = —1.
Observemos que el signo es invariante por conjugaciones, es decir,

sign(rar_l) = sign(t) - sign(o)- sign(r)_1 = sign(o).

En particular, el signo de toda transposicién es —1, porque todas son conjugadas de la
transposicion (1,2).

12. Proposicion: Si la forma de una permutacion o € S,, es d1,...,d,, entonces
sign(0) = (~DN 7 ()T = (T
Demostracién. Sio =(x1,...,x,) es un ciclo, entonces
(x1,...,%r) = (x1,202)(x2,23) - - (-1, %7)

es producto de r—1 transposiciones. Como el morfismo sign es un morfismo de grupos,
sign(o) = (-1)""1L.

En general, 0 = 01---0,, donde o; es un ciclo de orden d;. Por tanto, sign(og) =
sign(o1)---sign(o,) = (=1)4171...(=1)dr-1, O

Evidentemente, sign es un epimorfismo (para n > 1).

13. Definicion: Llamaremos subgrupo alternado de S,,, que denotaremos A,,, al ni-
cleo del morfismo sign, es decir, al subgrupo (normal) de S,, formado por las permuta-
ciones de signo positivo.

Por el teorema de isomorfia S,,/A, = {1,—1} = Z/27Z. Por el teorema de Lagrange,
ALl =1S,1/2=nY2 (n>1).

1.8. Cuestionario
1. (Es (N,+) un grupo?;Y (Q,-)?

2. (Es S3 con la composicion de permutaciones un grupo abeliano?;Es el grupo
de las matrices 2x2 con coeficientes reales invertibles, con la multiplicacién de
matrices, un grupo abeliano?

3. Sean g1,g92,83 tres elementos de un grupo G. Calcula (g -g2-g3)~! en términos
de productos de los elementos gIl, g§1 y ggl.

4. Sean g,g’ dos elementos de un grupo (G,-). Prueba que si g-g’ = g’ entonces
g=1

5. Sean x e y dos elementos de un grupo G. Six® =1, y* =1y xy = yx3, prueba que
2%y =yxy xy’ = yoa.

6. Sea (G,-) un grupo. Definamos la operacién interna ¢ en G como sigue: go g’ :=
g'- g, para todo g,g’ € G. Prueba que (G, ) es un grupo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Consideremos los grupos (Z,+), (R*,-). Consideremos el grupo producto directo
Z xR* y (8,3) € Z x R*. Calcula (3,3)7 1.

0 0 -1
SeaA=|-1 -0 0 [.Calcula A2001,
0 1 0

Sea (G,-) un grupo ;/Son {1} y G subgrupos de G?
Sea (G,-) un grupo ;Es la aplicacién G — G, g — g2, un morfismo de grupos?

Sea M3(R)* el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 invertibles, que
es un grupo con la multiplicacién de matrices ;Es la aplicacion Mo(R) — Mo(R),
g — g2, un morfismo de grupos?

Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. Prueba que Im f es un subgrupo de G'.

Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. Demuestra que Ker f es un subgrupo de
G.

Sea (G el conjunto de los enteros que son multiplos de 6 y 10 jEs G es un subgrupo
de (Z,+)?,Es G el conjunto de los multiplos de algin nimero natural?

JExiste (n,m)€ Z x Z de modo que Z x Z = {(n,m))?
Consideremos el subrgupo H =((2,3),(4,5)) £ Z x Z. Prueba que H =27 x Z.

Sea G un grupo abeliano. Prueba que G es abeliano si y solo si gg'g g’ 1 =1
para todo g,g’ € G. Prueba que la aplicacién G — G, g — g1, para todo g, es un
morfismo de grupos si y solo si G es abeliano.

Definase una biyeccion entre R/Z y (0, 1].

n-2-mi

Sea f: Z— C*, f(n):=e 5 .Prueba que f es un morfismo de grupos. Calcula
Kerf. Calcula Im f. Prueba que Z/5Z =Imf.

Demuestra que G/G es un grupo isomorfo al grupo {1}. Demuestra que G/{1} es
un grupo isomorfo a G.

Sea H ={1d,(1,2)} = S5 ;Es H un subgrupo normal de S3?;Es H conmutativo?
Sea H ={Id,(1,2)} € S3. Demuestra que H es un grupo isomorfo a Z/27.
Prueba que todo grupo de orden primo es ciclico.

Sea f: G — G' un morfismo de grupos epiyectivo. Si G es ciclico prueba que G’
es ciclico.

(Es Z/27 x 7/27 un grupo ciclico?

(Es 7/27 x 7/37 un grupo ciclico?
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27. ({Qué elementos de ug :={e et e C, con n natural y 0 < n <6} lo generan?

28. Sea g€ Mo(R)* el giro de 60 grados alrededor del origen. Calcular los generado-
res del grupo (g).

29. Resuelve el problema 9.

30. Escribir la permutacion o = (;gg‘;ggzg?) como producto de ciclos disjuntos.

31. (Es ((1,2)) un subgrupo normal de S4?

32. (Es S, un grupo abeliano?

33. Escribir la permutacion o = (%iggg?gg) como producto de transposiciones.

34. Sea H =((1,2),(1,3)) <S35 (Es H=S3?
35. Explicitense todos los elementos de S4 de signo positivo.
36. Explicitense todos los elementos de S4 de orden 2.

37. Sea ¢ € S7 la permutaciéon definida por o(1) =7, 0(2) =6, 0(3) =4, 0(4) =5,
0(5)=3, 0(6) =2y o(7)=1. Calcula ord(o) y sign(o).

38. Prueba que S5 =((1,2),(1,2,3,4,5)).

1.9. Biografia de Georg Frobenius

¥ FROBENIUS BIOGRAPHY

.~ Georg Frobenius’s father was Christian Ferdinand Frobenius,
| a Protestant parson, and his mother was Christine Elizabeth
Friedrich. Georg was born in Charlottenburg which was a dis-
trict of Berlin which was not incorporated into the city until
1920. He entered the Joachimsthal Gymnasium in 1860 when
he was nearly eleven years old and graduated from the school
in 1867. In this same year he went to the University of Gottin-
gen where he began his university studies but he only studied
there for one semester before returning to Berlin.

.

Back at the University of Berlin he attended lectures by Kronecker, Kummer and
Weierstrass. He continued to study there for his doctorate, attending the seminars of
Kummer and Weierstrass, and he received his doctorate (awarded with distinction) in
1870 supervised by Weierstrass. In 1874, after having taught at secondary school level
first at the Joachimsthal Gymnasium then at the Sophienrealschule, he was appointed
to the University of Berlin as an extraordinary professor of mathematics.

For the description of Frobenius’s career so far, the attentive reader may have
noticed that no mention has been made of him receiving his habilitation before being
appointed to a teaching position. This is not an omission, rather it is surprising given
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the strictness of the German system that this was allowed. We should say that it must
ultimately have been made possible due to strong support from Weierstrass who was
extremely influential and considered Frobenius one of his most gifted students.

Frobenius was only in Berlin for a year before he went to Ziirich to take up an
appointment as an ordinary professor at the Eidgenossische Polytechnikum. For se-
venteen years, between 1875 and 1892, Frobenius worked in Ziirich. He married there
and brought up a family and did much important work in widely differing areas of
mathematics. We shall discuss some of the topics which he worked on below, but for
the moment we shall continue to describe how Frobenius’s career developed.

In the last days of December 1891 Kronecker died and, therefore, his chair in Ber-
lin became vacant. Weierstrass, strongly believing that Frobenius was the right person
to keep Berlin in the forefront of mathematics, used his considerable influence to have
Frobenius appointed. However, for reasons which we shall discuss in a moment, Frobe-
nius turned out to be something of a mixed blessing for mathematics at the University
of Berlin.

The positive side of his appointment was undoubtedly his remarkable contribu-
tions to the representation theory of groups, in particular his development of character
theory, and his position as one of the leading mathematicians of his day. The negative
side came about largely through his personality which is described as:

“... occasionally choleric, quarrelsome, and given to invectives.”

Biermann described the strained relationships which developed between Frobe-
nius and his colleagues at Berlin:

“... suspected at every opportunity a tendency of the Ministry to lower the stan-
dards at the University of Berlin, in the words of Frobenius, to the rank of a technical
school ... Even so, Fuchs and Schwarz yielded to him, and later Schottky, who was in-
debted to him alone for his call to Berlin. Frobenius was the leading figure, on whom
the fortunes of mathematics at Berlin university rested for 25 years. Of course, it did
not escape him, that the number of doctorates, habilitations, and docents slowly but
surely fell off, although the number of students increased considerably. That he could
not prevent this, that he could not reach his goal of maintaining unchanged the times
of Weierstrass, Kummer and Kronecker also in their external appearances, but to wit-
ness helplessly these developments, was doubly intolerable for him, with his choleric
disposition.”

We should not be too hard on Frobenius for, as Haubrich explained:

“They all felt deeply obliged to carry on the Prussian neo-humanistic tradition of
university research and teaching as they themselves had experienced it as students.
This is especially true of Frobenius. He considered himself to be a scholar whose duty
it was to contribute to the knowledge of pure mathematics. Applied mathematics, in
his opinion, belonged to the technical colleges.”

The view of mathematics at the University of Géttingen was, however, very dif-
ferent. This was a time when there was competition between mathematians in the
University of Berlin and in the University of Gottingen, but it was a competition that
Gottingen won, for there mathematics flourished under Klein, much to Friébenius’s
annoyance. Biermann wrote:

“The aversion of Frobenius to Klein and S. Lie knew no limits ...”
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Frobenius hated the style of mathematics which Gottingen represented. It was a
new approach which represented a marked change from the traditional style of Ger-
man universities. Frobenius, as we said above, had extremely traditional views. In a
letter to Hurwitz, who was a product of the Gottingen system, he wrote on 3 February
1896:

“If you were emerging from a school, in which one amuses oneself more with rosy
images than hard ideas, and if, to my joy, you are also gradually becoming emancipated
from that, then old loves don’t rust. Please take this joke facetiously.”

One should put the other side of the picture, however, for Siegel, who knew Fro-
benius for two years from 1915 when he became a student until Frobenius’s death,
related his impression of Frobenius as having a warm personality and expresses his
appreciation of his fast-paced varied and deep lectures. Others would describe his lec-
tures as solid but not stimulating.

To gain an impression of the quality of Frobenius’s work before the time of his
appointment to Berlin in 1892 we can do no better than to examine the recommenda-
tions of Weierstrass and Fuchs when Friobenius was elected to the Prussian Academy
of Sciences in 1892. We quote a short extract to show the power, variety and high qua-
lity of Frobenius’s work in his Ziirich years. Weierstrass and Fuchs listed 15 topics on
which Frobenius had made major contributions:

“-On the development of analytic functions in series.

-On the algebraic solution of equations, whose coefficients are rational functions of
one variable.

-The theory of linear differential equations.

-On Pfaff’s problem.

-Linear forms with integer coefficients.

-On linear substitutions and bilinear forms...

-On adjoint linear differential operators...

-The theory of elliptic and Jacobi functions...

-On the relations among the 28 double tangents to a plane of degree 4.

-On Sylow’s theorem.

-On double cosets arising from two finite groups.

-On Jacobi’s covariants...

-On Jacobi functions in three variables.

-The theory of biquadratic forms.

-On the theory of surfaces with a differential parameter.”

In his work in group theory, Frobenius combined results from the theory of al-
gebraic equations, geometry, and number theory, which led him to the study of abs-
tract groups. He published Uber Gruppen von vertauschbaren Elementen in 1879
(jointly with Stickelberger, a colleague at Ziirich) which looks at permutable elements
in groups. This paper also gives a proof of the structure theorem for finitely generated
abelian groups. In 1884 he published his next paper on finite groups in which he pro-
ved Sylow’s theorems for abstract groups (Sylow had proved his theorem as a result
about permutation groups in his original paper). The proof which Frobenius gives is
the one, based on conjugacy classes, still used today in most undergraduate courses.
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In his next paper in 1887 Frobenius continued his investigation of conjugacy clas-
ses in groups which would prove important in his later work on characters. In the
introduction to this paper he explains how he became interested in abstract groups,
and this was through a study of one of Kronecker’s papers. It was in the year 1896,
however, when Frobenius was professor at Berlin that his really important work on
groups began to appear. In that year he published five papers on group theory and one
of them Uber die Gruppencharactere on group characters is of fundamental importan-
ce. He wrote in this paper:

“I shall develop the concept [of character for arbitrary finite groups] here in the
belief that through its introduction, group theory will be substantially enriched.”

This paper on group characters was presented to the Berlin Academy on July 16
1896 and it contains work which Frobenius had undertaken in the preceding few
months. In a series of letters to Dedekind, the first on 12 April 1896, his ideas on
group characters quickly developed. Ideas from a paper by Dedekind in 1885 made an
important contribution and Frobenius was able to construct a complete set of repre-
sentations by complex numbers. It is worth noting, however, that although we think
today of Frobenius’s paper on group characters as a fundamental work on represen-
tations of groups, Frobenius in fact introduced group characters in this work without
any reference to representations. In was not until the following year that representa-
tions of groups began to enter the picture, and again it was a concept due to Frobenius.
Hence 1897 is the year in which the representation theory of groups was born.

Over the years 1897-1899 Frobenius published two papers on group representa-
tions, one on induced characters, and one on tensor product of characters. In 1898
he introduced the notion of induced representations and the Frobenius Reciprocity
Theorem. It was a burst of activity which set up the foundations of the whole of the
machinery of representation theory.

In a letter to Dedekind on 26 April 1896 Frobenius gave the irreducible charac-
ters for the alternating groups A4, As, the symmetric groups S4, S5 and the group
PSL(2,7) of order 168. He completely determined the characters of symmetric groups
in 1900 and of characters of alternating groups in 1901, publishing definitive papers
on each. He continued his applications of character theory in papers of 1900 and 1901
which studied the structure of Frobenius groups.

Only in 1897 did Frobenius learn of Molien’s work which he described in a letter to
Dedekind as “very beautiful but difficult”. He reformulated Molien’s work in terms of
matrices and then showed that his characters are the traces of the irreducible repre-
sentations. This work was published in 1897. Frobenius’s character theory was used
with great effect by Burnside and was beautifully written up in Burnside’s 1911 edi-
tion of his Theory of Groups of Finite Order.

Frobenius had a number of doctoral students who made important contributions
to mathematics. These included Edmund Landau who was awarded his doctorate in
1899, Issai Schur who was awarded his doctorate in 1901, and Robert Remak who was
awarded his doctorate in 1910. Frobenius collaborated with Schur in representation
theory of groups and character theory of groups. It is certainly to Frobenius’s credit
that he so quickly spotted the genius of his student Schur. Frobenius’s representation
theory for finite groups was later to find important applications in quantum mechanics
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and theoretical physics which may not have entirely pleased the man who had such
“pure” views about mathematics.

Among the topics which Frobenius studied towards the end of his career were posi-
tive and non-negative matrices. He introduced the concept of irreducibility for matri-
ces and the papers which he wrote containing this theory around 1910 remain today
the fundamental results in the discipline. The fact so many of Frobenius’s papers read
like present day text-books on the topics which he studied is a clear indication of the
importance that his work, in many different areas, has had in shaping the mathema-
tics which is studied today. Having said that, it is also true that he made fundamental
contributions to fields which had already come into existence and he did not introdu-
ce any totally new mathematical areas as some of the greatest mathematicians have
done.

Haubrich gave the following overview of Frobenius’s work:

“The most striking aspect of his mathematical practice is his extraordinary skill at
calculations. In fact, Frobenius tried to solve mathematical problems to a large extent
by means of a calculative, algebraic approach. Even his analytical work was guided
by algebraic and linear algebraic methods. For Frobenius, conceptual argumentation
played a somewhat secondary role. Although he argued in a comparatively abstract
setting, abstraction was not an end in itself. Its advantages to him seemed to lie pri-
marily in the fact that it can lead to much greater clearness and precision.”

Article by: J.J. O’Connor and E.F. Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

1.10. Problemas

1. Las siguientes condiciones sobre un grupo G son equivalentes:

a) G es un grupo abeliano.
b) La aplicacién ¢: G — G, ¢(g) = g1, es morfismo de grupos.
¢) La aplicacién ¢: G — G, ¢(g) = g2, es morfismo de grupos.
d) La aplicacién ¢: G xG — G, ¢(g,g") = gg’, es morfismo de grupos.
2. Sea G un grupo. Si a,g € G, se dice que aga™! es el conjugado de g por a. La
conjugacion 7,: G — G, 7,(g) = aga™! es un automorfismo de grupos (tales au-

tomorfismos de G reciben el nombre de automorfismos internos), y la aplicaciéon
G — Aut(G), a — 14, es un morfismo de grupos.

3. Sea H un subconjunto finito y no vacio de un grupo G. Prueba que H es un
subgrupo de G precisamente cuando x-y € H para todo x,y € H. ;/Sigue siendo
cierto el enunciado cuando H no es finito?

4. Sea H un subconjunto no vacio de un grupo G. Prueba que H es un subgrupo de
G siy solo si xH = H para todo x € H.

5. Determina los siguientes subgrupos:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) El subgrupo de Z generado por X = {3,5}.

b) El subgrupo de Z2 = Z x Z generado por X :={(2,0),(0,5)} y el generado por
Y =1{(2,3),(4,5)}.

c¢) El subgrupo de S3 generado por X ={(1,2),(1,3)}.

d) El subgrupo de Q generado por X = {1}, el generado por Y = {1/2} y el gene-
rado por Z ={1/6,1/8}.

Sea G un grupo de orden primo. Prueba que G es un grupo ciclico.

Si los dnicos subgrupos de un grupo G, no trivial, son el trivial, {1} y G, prueba
que G es un grupo finito y su orden es primo.

. Sean a,b elementos de un grupo G. Demuestra que ord(a) = ord(bab™1). ;Es

cierto que siempre ord(abd) = ord(ba)?

Sea u, :={z € C: 2" = 1} el conjunto de las raices n-esimas de la unidad. Prueba
que

a) U, es un subgrupo de (C*,-).
b) u, esun grupo isomorfo a Z/nZ.
Sea G un grupo abeliano y 7: G — G’ un morfismo de grupos. Si s: G’ — G es un

morfismo de grupos tal que mos = Id (es decir, “s es una secciéon de n”), prueba
que G es isomorfo a Kern x G'.

Sea G' un grupo abeliano. Sea i: G — G’ un morfismo de grupos. Si existe un
morfismo de grupos r: G' — G tal que roi =1d (es decir, “r es un retracto de i’),
prueba que G’ es isomorfo a G x Kerr.

Prueba que si G es un grupo ciclico finito de orden n, entonces para cada divisor
d de n existe un tnico subgrupo H € G de orden d.

Sea F': S;, — {+1} un morfismo de grupos. Prueba que F(o) = 1 para todo o 6
F =sign.

Sea F': S, — G un morfismo de grupos y supongamos que (G,-) es un grupo
abeliano de orden impar. Prueba que F(o)=1 para todo o € S,,.

Sea E un espacio vectorial y {eq,...,e,} una base. Dada 0 € S,,sead: E - E
el endomorfismo lineal tal que G(e;) := ey(;), para todo i. Prueba que det(6) =
sign(o).

Prueba que toda 0 € A,, S, es producto de ciclos de orden 3.
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Capitulo 2

Dominios de factorizacion unica

2.1. Introduccion

El anillo por excelencia es el anillo de los nimeros enteros, Z. Clasicamente la
rama de las Matematicas que estudia el anillo de los nimeros enteros es la Aritmética,
actualmente la Teoria de Ntumeros.

Hay otros anillos también muy importantes. Dado un conjunto con cierta estructu-
ra se puede considerar el anillo formado por las funciones del conjunto que respeten
la estructura considerada en el conjunto. Por ejemplo, dado R" podemos estudiar el
anillo de las funciones continuas reales de R”, o el anillo de las funciones infinito dife-
renciables de R", o el anillo R[x1,...,x,] de las funciones algebraicas de R". Asi desde
este punto de vista, la Topologia es la rama de las Matematicas que estudia los anillos
de las funciones continuas reales de los espacios topolégicos, la Geometria Diferencial
es la rama de las Matematicas que estudia los anillos de las funciones infinito diferen-
ciables reales de las variedades diferenciables, la Geometria Algebraica es la rama de
las Matematicas que estudia los anillos de las funciones algebraicas de las variedades
algebraicas.

En este capitulo vamos a estudiar los anillos euclideos o mas generalmente los ani-
llos de factorizacién unica, es decir, los anillos donde todo elemento se escribe de modo
Unico como producto de elementos irreducibles. Se introduciran también herramientas
basicas como el cociente de un anillo por un ideal y la localizacién de un anillo por un
sistema multiplicativo.

2.2. Anillos. Cuerpos

Comencemos con una revision rapida de la definicién y propiedades elementales de
los anillos.

1. Definicion: Un anillo A es un conjunto dotado con dos operaciones
AxASA, (@,d)—~a+a, AxA=A, (a,d)—a-d,

que denominamos suma y producto’, tales que

ISera usual utilizar la notacién a -a' = aa’.
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1. A es un grupo abeliano con respecto a la suma (luego tiene un elemento neutro,
que se denota por 0, y cada a € A tiene un opuesto que se denota por —a).

2. La multiplicacién es asociativa ((a-b)-c¢ =a-(b-c)) y distributiva (a-(b +¢) =
a-b+a-c).

Ademas, solo consideraremos anillos conmutativos con unidad, es decir, cum-
pliendo:

3. ab=ba, paratodoa,beA.

4. Existe un elemento 1€ A tal que al =1a =a, paratodoa € A.

A lo largo del libro entenderemos anillo por anillo conmutativo con unidad.
Observemos que a-0=0, porque a-0=a-(0+0)=a-0+a-0. Observemos también
que —1-a=—-a,porque 0=0-a=(1+(-1)-a=a+(-1-a).

2. Ejemplos: 1. El anillo de los nimeros enteros, Z. El anillo de los nimeros raciona-
les Q. El anillo de los numeros reales R. El anillo de los nimeros complejos, C.

2. El anillo de funciones reales continuas, C(X) de un espacio topolégico X, con la
suma y producto de funciones.

3. Los anillos de polinomios Clx1,...,x,].

4. Dado a = (ay,...,a,) € N", denotamos x* := x7*---x,". Sea A un anillo, se defi-
ne el “anillo de series formales en las variables x1,...,x, con coeficientes en A”, que
denotamos A[[x1,...,x,]], como

Allx1,...,x,11:={ ) aq-x% aq €A},

aeN”"
donde dadas s(x)= Y. aq-x% t(x)= Y bg-x*€Allxq,...,x,1], se define
aeN”? aeN"
s(x)+tlx) = Y (ag+by)-x°
aeN”"
s(x)-tx) = X ( X apg-bg)x”
aeN" B+f'=a

3. Definicion: Un elemento a € A, diremos que es un divisor de cero, si existe b € A,
no nulo tal que ab = 0. Diremos que un anillo es integro si el dnico divisor de cero es
el cero.

4. Ejemplos: Z es un anillo integro. Si A es un anillo integro entonces el anillo de
polinomios con coeficientes en A, A[x] es un anillo integro.

5. Definicion: Diremos que un elemento de un anillo es invertible si tiene inverso
(en el anillo con la multiplicacién).

6. Definicion: Diremos que un anillo es un cuerpo si todo elemento no nulo es inver-

tible.

Los anillos @, R y C son cuerpos.
Los cuerpos son anillos integros: sia-b=0y b#0, entonces 0=a-b-b"1 =a.
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2.2.1. Anillos euclideos

7. Definicion: Un anillo integro A se dice que es euclideo si existe una aplicacion
6: A\{0} — N, que cumple

1. 8(a) < 6(ab), para todo a,b € A\{0}.2

2. Para cadaa € A y b € A no nulo, existen c,r € A, de modo que a =bc+r,yres
nulo 6 6(r) < 6(b).

8. Ejercicio: Sea (A,d) un anillo euclideo y a € A\{0}. Prueba:
1. a es invertible si y solo si d(a) = 6(1).
2. a no es invertible si y solo si 6(a) > 6(1).

3. Sead’: A\{0} = N, 6'(a) :=6(a)—56(1), entonces (A,6’) es un anillo euclideo y que
a es invertible si y solo si 6'(a) = 0.

Veamos algunos ejemplos de anillos euclideos.

9. El anillo de los naimeros enteros: Definimos 6: Z\{0} — N, 8(n) := |n|, donde
|n| =n si nes positivoy |n| = —n si n es negativo. Por el teorema 1.3.6, es fdcil comprobar
que (Z,6) es un anillo euclideo.

10. Los anillos de polinomios: Sea A un anillo. Diremos que el grado de un polino-
mio con coeficientes en A

px)=ax" +an_1x”_1 +---+aijx+ag€Alx], cona, #0

es n y denotaremos gr(p(x)) = n.
Si A es un anillo integro, entonces el grado es una funcioén aditiva, es decir, se
cumple la formula

gr(p(x)q(x)) = gr(p(x))+gr(qx)) .

para cada par de polinomios p(x),q(x) € Alx] (seguimos la convencién: gr(0) = —oo).
Por tanto, si p(x)# 0 es multiplo de q(x), entonces gr p(x) = gr q(x).

Algoritmo de division en el anillo de polinomios: Sea A =k un cuerpo. Para cada
par de polinomios no nulos p(x),q(x) € klx], existen otros dos, c(x),r(x), que denomina-
remos cociente y resto de dividir p(x) por q(x), tinicos con las condiciones:

1. p(x)=c(x) - qx)+r(x).

2. gr(r(x)) < gr(g(x)).

2El problema 11 muestra que esta condicién no es necesaria.
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Demostracién. Existencia: Si grq(x) > gr p(x) entonces c(x) =0 y r(x) = p(x). Suponga-
mos grq(x) =m <n =grp(x)y escribamos p(x) =aox"+...+a, y q(x) =box™ +---+ by,.
Procedemos por induccion sobre gr p(x). Si gr p(x) = 0, entonces grq(x) =0y c(x) = g—g
y r(x) = 0. Sea, pues, gr(p(x)) > 0. El polinomio p’(x) := p(x) — Z—g -x"" ™. qg(x) es de gra-
do menor que el de p(x), luego por hipétesis de induccién, existen c'(x) y r'(x) tales

que p'(x) = c'(x)- q(x)+7r'(x) y gr(r'(x)) < gr(g(x)). Entonces, c(x) := c¢(x) + Z—g XMy
r(x) := r'(x) cumplen lo exigido.
Unicidad: Al lector. O

Por lo tanto, (k[x],gr) es un anillo euclideo.

11. El anillo de los enteros de Gauss: Sea Z[i]l:={a+bi€C: a,b € Z}. Z[i] es un
anillo (subanillo de C) y se denomina el anillo de los enteros de Gauss. Z[i] con la
aplicacion

5:Z[i1 =N, 6(a+bi):=(a+bi)-(a-bi)=a®+b?

es un anillo euclideo:

Dados z,z’ € Z[i] no nulos se cumple que 6(zz’) = §(2)6(z’) = §(z). Dado un ntimero
complejo a + bi € C, denotemos |a + bi| = a® + b2 € R. Consideremos el nimero complejo
z/z' € C y consideremos un entero de Gauss c € Z[i] lo més cercano posible a z/z'.
Tenemos que |z/z' —c|< 1. Sear:=z—2'c, si r # 0 entonces

0(r)=6(z—-2'c)=12'(z/z' —c)| = |2/||2/2 — c| < |2/|

Tenemos, pues, que z=2'c+rconr=066(r) <6(2').

2.3. Ideales de un anillo. Dominios de ideales princi-
pales

1. Definicion: Un subconjunto I € A diremos que es un ideal del anillo A si es un
subgrupo para la suma y cumple que a-i € I, paratodoa€ A ytodoiel.

Los subconjuntos {0} y A son ideales del anillo A.

Dadoa €A, el conjuntoa-A:={a-beA,Vbe A}l esunidealde A. Si I S 7 es un
ideal, entonces existe un n € Z tal que I =n-Z (por el teorema 1.3.7).

Un anillo es un cuerpo si y solo si los dnicos ideales del anillo son el (0) y todo el
anillo: Si A es un cuerpo e I c A es un ideal no nulo, entonces existe a € I no nulo;
como a-A = A tendremos que I = A. Reciprocamente, si A no contiene mas ideales que
{0} y A, dado a € A no nulo tendremos que a-A = A, lo que implica que 1 €a-A, luego
a es invertible.

2. Ejercicio: Sea X un conjunto y Aplic(X,R) el conjunto de las aplicaciones de X
en R. Con la suma y producto ordinarios de funciones Aplic(X,R) es un anillo. Sea
Y < X un subconjunto, prueba que {f € Aplic(X,R): f(y) =0, Vy € Y} es un ideal de
Aplic(X,R).
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La interseccion de ideales es un ideal. Dado un subconjunto F' € A, denotaremos
por (F') al ideal minimo de A que contiene a F' (que es la interseccién de todos los idea-
les que contienen a F'). Diremos que el ideal (¥') esta generado por F'. Explicitamente

n
(F)={a€eA:a= )y a;fi con f; € F,a; € Ay n €N cualesquiera}. Dado a € A, tenemos

1=
que (a) =aA. Dados dos ideales I e I3 de A, llamaremos suma de los dos ideales, que
denotaremos por I +19, al ideal de A definido por I1+1o:={i1+i9:i1€11,i9€ I5}, que
es el minimo ideal de A que contiene a I y Is.

3. Definicion: Sea A un anillo. Diremos que un ideal I € A es principal si existea € A
tal que I = aA. Diremos que un anillo es un dominio de ideales principales si es un
anillo integro cuyos ideales son principales.

Z es un dominio de ideales principales.

4. Proposicion: Los anillos euclideos son dominios de ideales principales.

Demostracion. Sea (A,6) un anillo euclideo e I € A un ideal no nulo. Sea i € I un
elemento no nulo tal que 6(i) = min{6(j)} er\(0}. Veamos que I =i-A: Dado j €I no
nulo, existen ¢, € A de modo que j=c-i+ryr=00604(r) <6(i). Observemos que r € I,
luego no es posible que 4(r) < §(7). En conclusién, j =c-i. Por tanto, I =i-A.

O

Elideal p =(2,x1) del anillo Z[x1,...x,] no es principal: un generador de p seria un
divisor de 2 y éstos son +1y +2,y 1-Z[x1,...,x,1y 2-Z[x1,...,x,] son ideales distintos
de p. En consecuencia, los anillos Z[x1,...,x,] no son dominios de ideales principales.

Analogamente, si k& es un cuerpo, el ideal (x1,x2) del anillo k[x1,...,x,] no es princi-
pal, asi que los anillos k[x1,...,x,] no son dominios de ideales principales (para n > 1).

2.3.1. Morfismo de anillos. Cociente por un ideal

5. Definicion: Una aplicacion f: A — B entre los anillos A y B, diremos que es un
morfismo de anillos si cumple

1. fla+a')=f(a)+f(a'), para todo a,a’ € A.
2. f(aa')=f(a)f(a'), para todo a,a’ € A.

3. f1)=1.

6. Ejemplos: La aplicaciéon C[x] — C, p(x) — p(33), es un morfismo de anillos. Dada
una aplicacion continua ¢: X — Y entre espacios topoldgicos, la aplicacion inducida

¢: C(Y)— C(X), f— fo¢p es un morfismo de anillos.

La composiciéon de morfismos de anillos es un morfismo de anillos. La imagen de
un morfismo de anillos f: A — B, Imf, es un subanillo de B, es decir, un subconjunto
de B que con las operaciones de B es anillo y la unidad de B pertenece al subanillo.
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El nicleo de un morfismo de anillos f, Kerf :={a € A: f(a) = 0}, es un ideal. La
antimagen por un morfismo de anillos de un ideal es un ideal. Si un morfismo de
anillos es epiyectivo la imagen de un ideal es un ideal.

Sea I € A un ideal. Como I es un subgrupo (aditivo) de A, podemos considerar el
grupo cociente A/I, donde

A/l .={a (donde a:=a+1),Vac A},

y @a+b:=a+b. Recordemos que @ = b si y solo si a—b € I. Podemos definir en A/I la
operacién “producto”, @-a’ := a-a/, que dota a A/I de estructura de anillo (comprué-
bese), y es la unica estructura de anillo que podemos definir en A/I, de modo que el
morfismo de paso al cociente 7: A — A/I, a — a, sea un morfismo de anillos.

7.Ejemplo: Consideremos el ideal 9-Z < Z. En 7/9-Z tenemos que 10" =10 =1"=1.
Por tanto, dado un nimero natural cualquiera, por ejemplo 7836 € N, tenemos que

7836=7-103+8-102+3-10+6=7-103+8-102+3-10+6=7+8+3+6=7+8+3+6

Por tanto, 7836 es divisible por 9 (es decir, 7836 = 0) si y solo si 7+ 8+ 3+ 6 es divisible
por 9 (es decir, 7+8+3+6 =0). En general, un nimero natural n =nins...n,, escrito
en base decimal, es divisible por nueve si y solo si la suma de sus cifras, n1+:--+n, es
divisible por nueve.

Sea f: A — B un morfismo de anillos. Si o/ € A es un ideal incluido en Ker f, enton-
ces existe un tdnico morfismo de anillos f: A/J — B (definido por f(@) = f(a)) de modo

que el diagrama
A ! B
oA
Ald

es conmutativo, siendo 7 el morfismo de paso al cociente, n1(a) = a. Como consecuencia
del teorema de isomorfia para morfismos de grupos obtenemos el siguiente teorema.

8. Teorema de isomorfia: Sea f: A — B un morfismo de anillos. La aplicacién
f:A/Rerf —Imf, f(a):=f(a)
es un isomorfismo de anillos.

9. Ejemplo: El cuerpo de los nimeros complejos es isomorfo a R[x]/(x? + 1): Conside-
remos el morfismo de anillos f: R[x] — C, f(p(x)) := p(i). El morfismo f es epiyectivo.
Sea Ker f = (p(x)). Obviamente, x2 + 1 € Ker f, luego p(x) ha de dividir a x2 + 1. Como
no existe ningdn polinomio de grado 1 en Ker f, concluimos que Ker f = (x2 + 1) y por
el teorema de isomorfia R[x]/(x% + 1) = C.

10. Ejemplo: Sea K un cuerpo, £ < K un subcuerpo, y sea a € K. Se denota k[a] :=
{p(a) € K, para todo p(x) € k[x]}. Consideremos el morfismo ¢: k[x] — K, ¢(p(x)) :=
p(a). Se cumple que ¢ es un morfismo de anillos y Im¢ = k[a]. Ker¢ es un ideal de
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Elx]. Si Ker¢ # {0}, entonces esta generado por el polinomio p(x) no nulo ménico® de
grado mas pequeno tal que p(a) = 0. Por tanto, por el teorema de isomorfia

klx], si no existe ningin polinomio no nulo p(x) tal que p(a)=0.
k[x]1/(p(x)), donde p(x) € kl[x] es el pol. no nulo ménico min. anulador de a.

klal :{

Observemos que el polinomio minimo anulador de a, p(x), es irreducible (es decir,
no es producto de dos polinomios de grado menor que el de p(x)), porque si no lo es
entonces p(x) = p1(x)-pa(x), con gr(p1(x)), gr(pa(x)) < gr(p(x)) y p1(x) 6 p2(x) anula a a.
Reciprocamente, si p(x) es moénico, anula a a y es irreducible, entonces es el polinomio
monico minimo anulador de a.

E[x]/(p(x)) es un k-espacio vectorial de base {1,%,---,%""1}, con n = gr(p(x)): En
efecto dado @ € klx1/(p(x)), como g(x) = c(x)- p(x)+r(x), con gr(r(x)) < n, tenemos que
@ = r(x). Como r(x) es combinacién lineal de 1,---, 2" 1 {1,%,---,%""1} es un sistema

generador. Veamos que 1,%,---,%" ! son linealmente independientes. Si

n-1 . n-1 )
0= Z Aixt = Z Aixt.
1=0 1=0

Entonces, Z?:_()l Aixt es multiplo de p(x), lo cual es imposible, salvo que Z?z'ol Aixt =0,
es decir, 1; =0 para todo i.

Consideremos la inclusiéon QcCy V2eC. El polinomio con coeficientes racionales
minimo anulador de v/2 es x3 —2, porque es irreducible ya que si no lo es x — 2 tendria
raices en (Q, que es imposible. Por tanto,

Qlxl(x® —2) = Q[ V2].
Por tanto, Q[ V2] es un Q-espacio vectorial de dimension 3, de base {1, E/Q], 3/52}.

Dados dos ideales I1,I3 c A, denotamos por I + I3 el minimo ideal de A que con-
tiene a I1 e I5. Puede comprobarse que

I1+1o={i1+1i9,Vii€l1,Vig€ I}

11. Teorema chino de los restos: Sea A un anillo e 11,19 € A dos ideales tales que
I, +15=A. Entonces, el morfismo natural

AlIinlg)— A/l1 xAlls, a—(a,a)
es un isomorfismo

Demostracién. El nicleo del morfismo f: A — A/l x A/ls, f(a) =(a,a) es claramente
I1n1Is. Por el teorema de isomorfia, solo nos falta probar que es epiyectivo. Sea (@,b) €
A/l1xA/ly. Observemos que en A/lIo, A/Is =a+11+1s=a+1;.Portanto, existe i1 € I
de modo que a+i1=>b en A/l,. Por tanto, fla+iq)= (@+i1,a+i1)=(a,b). |

Dados dos ideales I1,I2 < A, denotamos por I1-I9 el minimo ideal de A que contiene
al conjunto {i-ig, Vi € I1,Vige Is}. Si I1+ 15 =A entonces I1 NIy =1;-19: Eviden-
temente I;-Io S I1nly. Seaiielieig€ly, talesqueii+io=1.Dadoielinly, se
cumplequei=i-1=i-i1+i-ig€l1-Io. Portanto, 1 NIy S 1;-1Is.

1

3Se dice que un polinomio p(x) = agx™ +a1x® 1 +---+a, de grado n es ménico si ag = 1.

41



42

2.3.1deales de un anillo. Dominios de factorizacion unica

2.3.2. Ideales primos. Ideales maximales

12. Definicion: Un ideal p < A, diremos que es un ideal primo de A, si cumple que si

abepentoncesaepobenp.

13. Proposicion: Un ideal p ? A es un ideal primo si y solo si A/p es un anillo integro.

Demostracién. Supongamos que p < A es un ideal primo. Si @-a’ =0 en A/p entonces
a-a' =0, luego a-a’ € p. Por tanto, 0 a € p o a’ € p, luego 0 @ =0 o @ = 0. En conclusién
A/p es integro.

Reciprocamente, supongamos que A/p es integro. Si a-a’ € p, entonces a-a'=0en
A/p. Por tanto, @-a’ =0, luego o @ =0 o @ = 0. Es decir, o a € p 0 @’ € p. En conclusién,
p es un ideal primo. O

14. Ejercicio: Sea p =(2,x) c Z[x, y]. Prueba que Z[x, yl/p = Z/2Z[y]. Prueba que p es
un ideal primo.

15. Definicién: Diremos que un ideal m < A es maximal si los tnicos ideales que

contienen a msonmy A.

16. Proposicion: En todo anillo A # 0 existen ideales maximales.

Demostraciéon. La demostracion es una aplicacion tipica del lema de Zorn (que puede
evitarse en anillos noetherianos). Sea X el conjunto de los ideales de A, distintos de A.
En X podemos definir una relacion de orden: decimos que un ideal I es menor o igual
que otro I’ cuando I = I'. Observemos que toda cadena de ideales, distintos de A tiene
una cota superior: la union de los ideales de la cadena (que es distinto de A, pues el
1 no esta en ninguno de ellos, ni por tanto en la unién). El lema de Zorn nos dice que
existen elementos de X maximales, es decir, existen ideales maximales. O

17. Ejercicio: Se dice que un ideal primo es minimal si no contiene estrictamente
ningun ideal primo. Prueba que en todo anillo A # 0 existen ideales primos minimales.

18. Lema: Sea n: A — A/I el morfismo de paso al cociente. Las aplicaciones

) == {Ideales de A/I}
que contienen a I

J —— ()
al(J) —— J

{Ideales de A }

son inversas entre st (y conservan inclusiones).

Demostracion. Observemos que m(n~(J")) = J’ porque 7 es epiyectiva, y - (n(J)) =
J+I=4d. O

19. Corolario: Todo ideal I g A estd incluido en un ideal maximal.
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Demostracién. Por el lema anterior, los ideales maximales de A que contienen a I se
corresponden con los ideales maximales de A/I, que no es vacio por la proposicién
anterior. O

Un elemento a € A es invertible si y solo si (a) = A. Por tanto, a € A es invertible si
y solo si no esta incluido en ningin ideal maximal (suponemos A # 0).

20. Proposicion: Un ideal m g A es maximal si y solo si A/m es un cuerpo. En parti-

cular, por la proposicién 2.3.13, los ideales maximales son ideales primos.

Demostracion. A/m es cuerpo siy solo si el tinico ideal maximal es el (0). Que equivale
a decir que el unico ideal maximal de A que contiene a m es m, es decir, m es maximal.
O

21. Definiciones: Sea A un anillo integro y a € A. Se dice que a es propio si no es
nulo ni invertible. Se dice que a es irreducible si es propio y no descompone en producto
de dos elementos propios. Se dice que a es primo (en A) si es propio y (a) es un ideal
primo.

22. Nota: Observemos que decimos que —5 es un elemento primo de Z.

23. Proposicion: Sea A un anillo integro. Si a € A es primo, entonces es irreducible.

Demostracién. Sia =b-c, entonces b € (a) (o ¢ € (a)) porque (a) es un ideal primo. Lue-
go, b = ad para cierto d € A. Por tanto, a = bc =adc y dc = 1. Es decir, ¢ es invertible
y a es irreducible. |

24. Proposicion: Sea p un elemento no nulo de un dominio de ideales principales A.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. p esirreducible.
2. p es primo.

3. pA es un ideal maximal de A.

Demostracion. 3. = 2. Obvio.
2. > 1. Es consecuencia de 2.3.23.
1. >3.SipAclI=adA g A, entonces existe b € A tal que ab = p. Luego, b es

invertible y I = pA. En conclusién, pA es maximal.
O

=
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2.3.3. Congruencias de Wilson y Fermat

25. Notaciones: Escribiremos m = m' mod n y leeremos m es congruente con m’ mo-
dulo n, cuando . = m’ en Z/nZ (es decir, el resto de dividir m por n coincide con el
resto de dividir m’ por n).

Dado un anillo A, denotaremos A* al grupo (con la multiplicacién) formado por los
elementos invertibles de A.

Si p € Z es un nimero primo entonces Z/pZ es un cuerpo, porque pZ es un ideal
maximal de Z por la proposicién 2.3.24

26. Congruencia de Wilson: Si p es un niimero natural primo, entonces:
(p—D!=-1modp.

Demostracion. (p —1)!mod p es el producto de todos los elementos del grupo (Z/pZ)*.
Sim e (Z/pZ)* no es igual a su inverso, entonces en este producto ambos se cancelan
(dando 1) luego en el producto mencionado solo permanecen aquellos m que verifiquen
que son igual a su inverso. Ahora bien, 1 =m-m = m? en Z/pZ siy solo si m es raiz
del polinomio x%2 —1 € Z/pZ[x]. Como x%2 —1=(x+1)-(x — 1), 72 es igual a su inverso si y
solo si m = +1. Por tanto, (p —1)!=1-(-1)=—1en Z/pZ. O

27. Congruencia de Fermat: Si p es un nimero natural primo y m no es divisible
por p, entonces
mP~1 = 1mod p.

Demostracion. Es consecuencia de 1.6.4, aplicado al caso G =(Z/pZ2)* ={1,2,...,p—1}
yg=m. |

2.4. Dominios de factorizacion unica

1. Definiciéon: Un anillo integro se dice que es un dominio de factorizacién tnica
si todo elemento propio (no nulo ni invertible) del anillo es producto de elementos
irreducibles, de modo tnico salvo orden de los factores y multiplicacion de éstos por
invertibles. DFU significara dominio de factorizacion unica.

En la demostraciéon de que todo nimero natural es producto de irreducibles es
esencial observar que toda sucesion de nimeros naturales ni,n9,...,n,,...tal que n; 41
divide a n; estabiliza, es decir, existe m tal que n,, =n,,+1 = n;,m+2 = ---. Para demostrar
la unicidad es esencial probar que los nimeros naturales irreducibles son los ndmeros
(naturales) primos.

Diremos que una cadena ascendente de ideales [{ S Io <--- <1, < --- estabiliza si
existe m, talque I,, =I,,+1 =10 =""".

2. Lema: Sea A un anillo integroy a,b € A. Entonces, (a) = (b) si y solo si a =b-i para
cierto invertible i € A.
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Demostracion. =) Si (a) = (b) existen i,i’ € A tales que a = bi y b = ai’. Por tanto,
a=ai'i. Como A es integro, 1 =ii’, luego i es invertible.
O

3. Teorema de descomposicion unica en factores irreducibles: Sea A un anillo
integro. A es un dominio de factorizacion tinica si y solo si toda cadena ascendente de
ideales principales estabiliza y todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. =) Si a = p1---p, (p; irreducibles para todo i) y aA < bA entonces

reordenando los factores b = p1---ps-inv con s < r. Ahora, es claro que toda cadena
ascendente de ideales principales es estable.

Sea a € A irreducible. Si b-c € (a), entonces existe d € A tal que bc = ad. Sea
b=bi---b,,c=cy1---csyd=di---d; las descomposiciones en factores irreducibles de
b,c,d. Entonces,

bi--brcics=a-di-ds.

Como A es un dominio de factorizacion dnica, a ha de coincidir, salvo multiplicacién
por un invertible, con algin b; o algin c;. Luego, a divide a b, es decir. b € (a); 0 a
divide a c, es decir, ¢ € (a). En conclusion, (a) es un ideal primo.

<) Empecemos probando que a todo elemento a € A lo divide algtin elemento irre-
ducible: Si a no es irreducible entonces a =a1-b1, a1,b1 elementos propios. Si a1 no
es irreducible, entonces a1 = ag - bg, con ag,bs elementos propios. Asi sucesivamente,
vamos obteniendo una cadena de ideales principales (a) < (a1) < (ag) < ... que ha de

ser finita y terminara cuando a, sea irreducible, para cierto n. Con lo que tenemos un
irreducible, a,, que divide a a.

Ahora ya, sea a; irreducible que divide a a y escribamos a =a1-b1. Si b1 no es
irreducible sea as irreducible, que divide a b1 y escribamos a =a1-b1=a1-as-bs. Asi
sucesivamente, vamos obteniendo la cadena (a) g (b1) ? (bs) g ... que ha de ser finita

y terminara cuando b, sea irreducible. En tal caso,a =a1:--a,-1-b, que es producto
de irreducibles.

Sean pi1---pn =q1---q9m dos descomposiciones en factores irreducibles. Entonces,
q1 divide algun factor p;, luego coincide con él (salvo multiplicacion por un invertible).
Reordenando los factores podemos decir que p1 = q1 (salvo invertibles). Simplificando
la igualdad original tenemos po---p, = g2+ -qn (salvo multiplicacién por un inverti-
ble). Razonando con g2 como hemos hecho antes con g1 llegamos a que g2 coincide con
algin p;. Reiterando el argumento, obtendremos que las dos descomposiciones son
iguales (salvo orden y factores invertibles).

O

4. Teorema: Los dominios de ideales principales son dominios de factorizacion tinica.

Demostracién. Sip € A es irreducible entonces es primo, por la proposicion 2.3.24. Sea
Iyclyc---<I, < unacadena ascendente de ideales. Sea I = U2, I;, que es un ideal
de A,luego I =a-A. Seal,, tal quea€l,,, entoncesI =1,,=1,,,.1="--.Por el teorema
2.4.3, hemos terminado. m|
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5. Corolario: Los anillos euclideos son dominios de factorizacién tinica.

Demostracién. Recordemos que los anillos euclideos son dominios de ideales principa-
les (ver 2.3.4). O

2.4.1. Maximo comun divisor

6. Definicion: Se dice que dos elementos de un anillo integro son primos entre si si
no existe un elemento propio que los divida a los dos.

Sea A un dominio de factorizacién tnica, a,b € A y escribamos a = u - p'll1 R
b= v-p'ln1 ---p" con u,v invertibles, n;,m; =0y p1,...,p, irreducibles y primos entre
si. Definimos (salvo multiplicacién por invertibles) el maximo comun divisor de a y b,
que denotaremos m.c.d.(a,b) y el minimo comin multiplo de a y b, que denotaremos
m.c.m.(a,b) como sigue:

min(nq,m1) pmin(nr,mr)

m.c.d.(a,b) :=p; n
m.c.m.(a,b) ;:prlnax(nl,ml) - .plrnax(nr,mr)

Observemos que m.c.d.(a,b) divide Aa y b y si m divide a a y b, entonces m divide a
m.c.d.(a,b). Estas dos propiedades caracterizan al maximo comun divisor, porque si d
las cumple entonces d divide a m.c.d.(a,b) y reciprocamente, luego salvo multiplica-
cién por un invertible d es igual a m.c.d .(a,b).

Observemos que m.c.m.(a,b) es multiplo de a y b y si m es multiplo de a y b,
entonces m es multiplo de m.c.m.(a,b). Estas dos propiedades caracterizan al minimo
comun multiplo.

7. Teorema: Un anillo A es DIP (dominio de ideales principales) si y solo si es DFU
(dominio de factorizacién unica) y todo ideal primo no nulo es maximal.

Demostraciéon. =) Es consecuencia del teorema 2.4.4 y la proposicion 2.3.24.

<) Sea p un ideal primo no nulo. Dado 0 # a € p, tenemos que a = p1---p,, con p;
irreducibles, luego algun irreducible p; € p, luego (p;) = p. Si a,b € A, no nulos, son
primos entre si, entonces (a, b) no esta incluido en ningdn ideal primo, luego (a,b) = A.
Dados a,b € A no nulos, tenemos que a =m.c.d(a,b)-cy b =m.c.d(a,b)-d para ciertos
c,deAy

(a,b)=(m.c.d(a,b)-c,m.c.d(a,b)-d)=m.c.d(a,b) -(c,d)=m.c.d(a,b)-A.

Dado un ideal I no nulo y distinto de A, sea a = p1---p, € I con p; irreducibles con r
minimo posible. Dado b € I no nulo, tenemos que m.c.d(a,b) € (a,b) < I y divide a a,
luego m.c.d.(a,b) =a-inv. En conclusion, b € (a) y I =(a).

O

Si A es un dominio de ideales principales y a,b € A, entonces aA +bA =dA, siendo
d “el maximo comun divisor de a y b”: Si ¢ divide a a y b entonces divide a d y obvia-
mente d divide 4 a y b. Igualmente, el minimo comtun multiplo de a y b es el generador
del ideal aANbA.
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8. Identidad de Bézout: Sea A un dominio de ideales principales y sean a,b € A.
Sea d el mdximo comun divisor de a y b. Existen elementos a, 3 € A tales que

d=aa+ pb.

9. Algoritmo de Euclides: Este algoritmo nos permite calcular en anillos euclideos
el maximo comun divisor de dos elementos del anillo. Dados a1,a9 € A definimos por
recurrencia a;,1, como el resto de dividir a;_1 por a;. Entonces, escribimos

a1 =agci1+as
a9 =asca+ay
ag =a4cC3+as

As—2 =0g-1C5-2 + Qg

y terminamos cuando s sea el primero tal que a; =0.

Observemos que d divide a4 a; y ag si y solo si divide a ag y as, si y solo si ...
divide a as_9 y as_1, siy solo si divide a a;_1. Luego, m.c.d(a1,a2) = as—1 (inico salvo
multiplicacion por invertibles).

Ademas, el algoritmo de Euclides nos permite calcular A, u tales que A-a;1+pu-ag =
m.c.d(a1,a2): Sabemos expresar as como combinacion A-lineal de a; y ag, luego sabe-
mos expresar a4 como combinacion A-lineal de a1 y ag, y asi sucesivamente sabremos
expresar a;_1 como combinaciéon A-lineal de a1 y as.

10. Sean n,m € Z primos entre si (luego nZ+m7Z =7 y nZnmZ = nmZ). Por el
teorema chino de los restos se tiene el isomorfismo

ZInmZ =7Z/InZ x ZImZ, 7 — (F,F)

Calculemos el morfismo inverso: Sabemos calcular A, 1 € Z de modo que A-n+p-m =1.
Luego, A-n+— (0,1) y u-m — (1,0). Luego, el morfismo Z/nZ x Z/mZ — Z/nmZ, (V,5) —
r-u-m+s-A-n es el morfismo inverso buscado.

11. Calculemos las soluciones enteras de la siguiente ecuaciéon diofantica (es decir,
ecuacion con coeficientes enteros),

2000x - 266y = —4.

Primero calculemos mediante el algoritmo de Euclides, n,m € Z, tales que
2000n + 266 - (—m) = m.c.d(2000, 266).

a.2000="7-266+138.b. 266 =1-138+128.¢. 138=1-128+10.d. 128=12-10+8 e.
10 = 1-8+ 2. Luego, m.c.d(2000,266) = 2. Lo cual era evidente, pero ahora sabremos
calcularnym:2=10-1-8=10-1-(128—-12-10) = —128+13-10 = —128+13(138—-128) =
13-138—-14-128 =13-138-14(266—138) = —14-266+27-138 = -14-266 +27(2000—7 -
266) =27-2000 — 203 - 266.
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Por tanto, una solucion particular de nuestro sistema de ecuaciones diofanticas
es xg=—-2-27 =-54, yo = —2-203 = —406. Las soluciones de la ecuaciéon homogénea
2000x—266y = 0 son las soluciones de 1000x—133y =0, que son x =n-133, y = n-1000.
Todas las soluciones de nuestro sistema de ecuaciones diofanticas son

x=-54+n-133
y=-406+n-1000

2.4.2. Congruencia de Euler

12. Proposicion: El elemento m € Z/nZ es un generador del grupo (Z/nZ,+) si y solo
m es primo con n.

Demostracién. Consideremos el epimorfismo natural n: Z — Z/nZ, n(z) = z. Es claro
que 7 () = mZ+nZ =rZ, donde r es el maximo comun divisor de m y n. Por otra
parte, m es un generador de Z/nZ, es decir, (m) = Z/nZ, si y solo 7~ 1((m)) = Z. Por
tanto, m es un generador de Z/nZ siy solo si r=1. O

Asi pues, si G = (g) es un grupo ciclico de orden n > 0, entonces g’ es un generador
de G siy solo si m y n son primos entre si.

13. Proposicion: m € (Z/nZ)* siy solo si m es primo con n.

Demostracién. Un elemento m € Z/nZ es invertible si y solo si existe m' € Z/nZ tal
que m'-m = 1, para esto es necesario y suficiente que exista m' tal que m'-m =1, o
equivalentemente, Z-m = Z/nZ. Es decir, m es un invertible de Z/nZ si y solo si m
genera el grupo aditivo Z/nZ. Por 2.4.12, m € Z/nZ es invertible si y solo si m es primo
con n.

O

De estas proposiciones obtendremos la congruencia de Euler.
14. Definicion: Sea ¢: N* — N la aplicacién definida por
$(n) = (Z/nZ2)"|.

A la aplicacién ¢ la denominaremos operador de Euler.

Es decir, ¢(n) = |Conjunto de los ntimeros naturales inferiores a n y primos con €l|.

15. Congruencia de Euler: Si n,m son niimeros naturales primos entre si, entonces
m?™ = 1modn.
Demostracion. Es consecuencia de 1.6.4, aplicado al caso G =(Z/nZ)* y g =m. O

Calculemos ¢(n).

16. Proposicion: Si n,m son niimeros naturales primos entre si, entonces

Pp(nm) = p(n)Pp(m).
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Demostracion. Por el teorema chino de los restos tenemos el isomorfismo de anillos
ZinmZ =7/nZ x Z/mZ. Tomando los invertibles de los anillos

[(Z/nmZ)* =(ZIn2)* x(Z/mZ)*

luego p(nm) = [(Z/nm2Z)*| = (Z/n2)*|- (Z/ImZ)*| = p(n)p(m). O

17. Proposicion: Si p es un niimero natural primo, entonces:

d(p™M=p" p-1.

Demostraciéon. Un nimero r es primo con p” siy solo si es primo con p. Obviamente
1-p,2-p,...,p" ! p son los nimeros naturales m, con 0 < m < p", que no son primos
con p”. Luego, p(p?)=p" —p"* L=p" (p-1). O

18. Teorema: Sin = prll1 ---pr" es la descomposicion de n € N en producto de potencias
de numeros naturales primos, entonces:

Ppn)=pi e pt Hpr— 1) (pr — 1.

2.5. Anillos de fracciones

1. Definicion: Sea A un anillo y S € A un subconjunto. Diremos que S es un sistema
multiplicativo de A si cumple

1. 1€8.

2. Sis,s’ €S entonces s-s'€8S.

2. Ejemplos: Z\{0} es un sistema multiplicativo de Z. Si A es un anillo integro, en-
tonces A\{0} es un sistema multiplicativo. Si p < A es un ideal primo, entonces A\p es
un sistema multiplicativo. Dado a € A, S = {1,a,a?,...,a",...} es un sistema multipli-
cativo.

Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo de A. Podemos definir en el
conjunto A x S la siguiente relaciéon de equivalencia:

(a,s)~(a',s’) & existen s1,s9 €S tales que (asi,ss1) = (a'sg,s's2).
Denotaremos % a la clase de equivalencia de (a,s).

3. Definicion: Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo de A. La localiza-
ciéon de A por S, Ag, es el conjunto

Ag :={%, VaeAy Vs(—:S}
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! . . .
Observemos que ¢ = % siy solo si existen s1,s2 € S tales que as; =a'sy y ss1 =5's3.
S

!
a asi a'sg a’

Luego, ¢ = 3 s = §ss = &7 donde las fracciones del medio tienen igual numerador y

denominador. Ahora es facil probar la siguiente afirmacion:

Sea B un conjunto. Dar una aplicacién ¢: Ag — B es asignar a cada £ € Ag
un elemento ¢(a,s) € B de modo que ¢(at,st) = ¢(a,s) para todo t € S.

Con mayor generalidad, dar una aplicacién ¢: Ag x -*- x Ag — B es asignar a cada
elemento (‘;—;,...,Z—:) € Ag x-*-x Ag un elemento ¢(a1,s1,...,an,5,) € B de modo que
@(t1a1,t181,...,tnQn,tnsy) = @(a,s1,...,an,8,) para todo t1,...,t, €S.

Con la suma y producto ordinarios de fracciones (bien definidos)

a a s'a+sa’

S S
a a aa

Ag es un anillo. El elemento unidad de Ag es la fraccion % Si s € S entonces la fraccion
(1

0 _0

7 es invertible, de inverso % La fraccion ; = 77 = 7 es el elemento nulo de Ag.

4. Definicion: Al morfismo natural de anillos A — Ag, a — “T se le denomina morfis-
mo de localizacion por S.

Denotaremos % =a, cuando no sea causa de confusion.

5. Definicién: Si A es un anillo integro, obviamente A 4\(g; es un cuerpo y diremos
que es el cuerpo de fracciones de A.

6. Ejemplos: 1. Q =27z,

2. Q(x) := Qlxlg\ 0y

3. k(x) := klxlpno = (p(x)/q(x): p(x),q(x) € klx],q(x) # 0}, o con mayor generali-
dad, el cuerpo de funciones racionales en n-variables con coeficientes en &,

k(xl)' * ,xn) = k[x17' L ,xn]k[m,...,xn]\{O} = {% : 0 ;t q(x)’p(x) € k[xla' .o ,xn]}

7. Proposicion: Sea Ag la localizacion de A por S. Entonces,

1. £ =0siy solo si existe s' € S tal que s'-a =0 (en A).

!

2. £=%en Ag siy solo si existe un t € S de modo que t-(as'—a's) = 0.

Demostracion. 1. =) 0= % = £ luego existen ¢,¢' € S tales que t-0=t"-a (yt-1=1t"-5s),
luego t'-a = 0.

a_as _ 0 _0_

C)s_ss’ ss,’_ll_,

2.2)0=5-% = 4¥—1F existe un t € S de modo que ¢-(as’'—a's) = 0, por el punto 1.
. I _ ! ! !

<) Sit-(as’'—a's) =0, entonces 0 = BE =2 -5, entonces T = 3.

O
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8. Ejercicio: Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo. Entonces, Ag = {0}
<~ 0€8S.

9. Ejercicio: Sea A un anillo integro y S € A\{0} un sistema multiplicativo. Enton-
ces, =% en Ag siy solosias’'—a's=0 (en A).

10. Ejercicio: Prueba que (Z[x])z\i0; = Qlx].

11. Descomposicion en suma de fracciones simples: Sea (A, ) un anillo euclideo.
Sean a,p,q € A y supongamos que p y ¢ son primos entre si. Entonces,

— a1, a2

€ .
1. Existen a1,a2 € A de modo que -= pq > T

2. Existen ag,...,a, €A, cona; =006 d6(a;) <d(p), para cada i =1, de modo que

a n
b

’U|Q

Demostracion. 1. Sean A,u € A tales que Ap + ug = 1. Entonces

a alAp+puq) a,u+a/l
bq bq b q

2. a = cop + by, para ciertos cg y bg, con bg =0 6 6(bg) < 6(p). Igualmente, cg =
ci1p + b1, para ciertos ¢1 y b1, con b1 =0 6 6(b1) < 6(p). Luego, a = by +b1p +01p2.
De nuevo, c¢1 = cop + bg, para ciertos cg y bg, con bgs =0 6 6(b2) < 6(p). Luego, a =
bo+bip +bap? +cop?. Asi sucesivamente obtenemos que a = (Zn 1blpi)+ Cp—1p". Si
tomamos a; = b,_;,paral1<i<n,yag=cp_1 concluimos que % p ?:0 ;—1

O

2.6. Lema de Gauss. K[x4,...,x,] es DFU

Probaremos que k[x,y] es un dominio de factorizacion unica usando que k[x,y] c
k(x)[yly que k(x)[y] es dominio de factorizacion unica.

1. Definicion: Un polinomio p(x) € A[x] se dice primitivo cuando sus coeficientes no
admiten un divisor comiin no invertible, es decir, si p(x) =a-qg(x) con a € A, entonces
a es invertible.

2. Lema: Sea A un dominio de factorizacion tinica de cuerpo de fracciones X = A p\o.
Entonces,

1. Si p(x),q(x) € Alx] son dos polinomios primitivos entonces p(x)-q(x) es primitivo.

2. Para cada h(x) € Z[x] existen v € X y p(x) € Alx] primitivo, tinicos salvo multipli-
cacion por un invertible de A, tales que

h(x)=v-p(x).
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Demostracién. 1. Supongamos que p(x)-q(x) = a-r(x), con r(x) € Alx] y a € A no in-
vertible. Sea p € A irreducible que divida a a. Pasando al cociente A[x] — (A/pA)[x],
tenemos que

p(x)-q(x) =0 € (A/pA)[x].

Lo cual es contradictorio, porque (A/pA)[x] es integro y p(x) y ¢(x) son no nulos.

2. Sea u € A el producto de todos los denominadores de los coeficientes de h(x).
Entonces, u - h(x) € A[x]. Sea u' el maximo comun divisor de todos los coeficientes
de u - h(x). Entonces, p(x) := %h(x) € Alx] es primitivo. Si definimos v := %, entonces
h(x)=v-px).

Sea otra descomposicion A(x) = v’ - p(x)'. Basta probar que v = v’ salvo multiplica-
cién por un invertible. Sea w € A tal que w-v,w-v’' € A. Observemos que w-v - p(x) =
w-v' - p(x)'. Ahora bien, el maximo comun divisor de los coeficientes del polinomio
w-v-p(x) es w-v (salvo multiplicacién por un invertible) y el de w-v'- p(x) es w-v'.
Luego, v = v’ salvo multiplicacién por un invertible. O

3.Lema de Gauss: Sea A un dominio de factorizacion tinica con cuerpo de fracciones
2y p(x) € Alx] un polinomio primitivo. Entonces, p(x) es irreducible en Alx] siy solo si
es irreducible en Z[x].

Demostraciéon. Supongamos que p(x) es irreducible en 2[x]. Si p(x) = p1(x)- po(x), con
p1(x), pae(x) € Alx], entonces como p(x) es irreducible en 2Z[x], uno de los dos polinomios
p1(x) o pa(x) ha de ser de grado cero, digamos p1(x) = a. Como p(x) es primitivo p(x) =
a € A es invertible. En conclusion, p(x), es irreducible en A[x].

Supongamos que p(x) es irreducible en A[x]. Supongamos que p(x) = p1(x)- pa(x),
siendo p1(x) y pa(x) dos polinomios de Z[x]. Sean v1,v9 € Z y p1(x), pao(x) € Alx] primi-
tivos, salvo multiplicacion por invertibles de A, tales que pi(x) =v1-p1(x) y pao(x) =
ve - po(x). Entonces,

p(x) =(v1-v2) (p1(x)- pa(x)).

Por el lema 2.6.2 1., p1(x)- p2(x) es primitivo. Por el lema 2.6.2 2., v1-vg es un invertible
de A. Luego p(x) no es irreducible en A[x] y hemos llegado a contradiccion.
O

4. Corolario: Si A es un dominio de factorizacién tinica, entonces Alx] también lo es.

Demostracion. Sea X = Ax\(o el cuerpo de fracciones. Sea p(x) € A[x] y escribamos
px)=a-q(x),cona €Ay q(x) € Alx] primitivo. Sea

q(x)=q1(x)---qr(x)

la descomposicién en irreducibles en X[x]. Por el lema 2.6.2 se puede escribir q;(x) =
vi-qi(x) con v; € Xy q;(x) € Alx] primitivos. Luego,

q(x)=v-q1(x) - g, (x).
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e Por el lema 2.6.2 1., q1(x)---q(x) es primitivo. Por el lema 2.6.2 2., v es un inver-
tible de A.

e Cada q;(x) es irreducible en A[x] porque lo es en X[x] y por 2.6.3.

Descomponiendo a = p;--- ps en producto de irreducibles en A, se obtiene una des-
composicion en producto de irreducibles

px)=a-qx)=v-p1-psq1(x)---q,(x)

en Alx].

Unicidad: Si p(x)=q1---q;p1(x)--- ps(x), entonces cada p;(x) es irreducible en X[x]
por 2.6.3. Z[x] es DFU, por tanto, los polinomios p;(x) (una vez reordenados) son igua-
les a los g;(x), salvo multiplicacién por un elemento de Z, que ha de ser un invertible
de A. Tachando los términos polindémicos comunes se obtiene salvo multiplicacién por
invertibles de A la igualdad q1---q; = p1--- ps, de donde q; = p; (salvo permutacién de
los factores y multiplicacion de éstos por invertibles de A).

O

Como corolario del teorema anterior, se obtiene el siguiente teorema.

5. Teorema : Los anillos Z[x1,...,x,] y klx1,...,x,] (kR un cuerpo) son dominios de
factorizacidn unica.

2.7. Cuestionario

1. Consideremos el conjunto A = {0} y consideremos las dos operaciones internas:
0+0:=0y0:0:=0
(Es (A, +,-) un anillo?
2. Sean (A,+,-) y (B, +,-) dos anillos. Dota a A x B de estructura de anillo.
3. ;La serie 1+ x € Q[[x]] tiene inverso?

4. Sean A y B dos anillos y consideremos en A x B la estructura de anillo usual jEs
A x B un anillo integro?

5. (Son los cuerpos anillos integros?
6. Sea A un anillo integro. Sean a,b,c€ A ya #0. Si ab =ac, prueba que b =c.

7. Sea A un anillo y p un nimero primo. Si 1+-*-+1=0en A, prueba que (¢ +b)? =
a? + b?, para todoa,be A.

8. Sea I c A un ideal. Prueba que A[x]/(I) = (A/I)[x].

9. Sean 11,15 dos ideales de A. Prueba que I1 +19:={i1+ig€ A:i1€11,ig€ I2} es
un ideal de A. Prueba que I :={ig € A/I1: iy € I3} es un ideal de A/I;. Prueba
que

(A/Il)/I_z :A/(Il +12).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sea A un anillo integro. Prueba que (A[x])* = A* (definimos B* como el conjunto
de los invertibles de B).

Calcula los ideales primos de A = {0}.
Sea K un cuerpo. Calcula los ideales de K.

Da un criterio para saber cuando un numero entero escrito en base dos es divi-
sible por 3 € Z.

(Es el ideal (x,y) < Qlx, y] principal?
(Es el ideal (2,x) c Z[x] principal?
Prueba que (x1,...,x,,...) ©Qlx1,...,X,,...] no es un ideal finito generado.

Sea (A,d) un anillo euclideo. Dado a € A no nulo prueba que d(a) = 6(1). Prueba
que a es invertible si y solo si d(a) = 6(1).

Dados p(x) = 23 +x2+x+1,q(x) = 2x% +3x+1 € Q[«x], calcula c(x), r(x) de modo que

px)=q(x)c(x)+r(x)y r(x) =0 6 gr(r(x)) < gr(q(x).

Dados 22 + 71,2 + 2i € Z[i]. Calcula c,r € Z[i], tales que 22+ 7i =(2+2i)-c+r, de
modo que r =06 |r| < |2+ 2i|.

(Es 2 € Z[i] irreducible? Descompoéngase 2 en producto de irreducibles de Z[i].

Sean p(x)=x%—x2+x -1y g(x) = % — 3x% + 3x — 1 € Q[x]. Calcula mediante el
algoritmo de Euclides el maximo comun divisor de p(x) y q(x), calcula A(x), u(x) €
Qlx] de modo que A(x)p(x)+ u(x)q(x) = m.c.d.(p(x), q(x)).

Sea A DFU y a,b € A. Prueba que si a®® = b33 entonces a es igual a b salvo un
factor invertible.

Sea A DFU y a,b € A. Prueba que m.c.d(a,b)-m.c.m.(a,b) es igual a a - b salvo
multiplicaciéon por un invertible.

Sea A DFU y a,b € A. Prueba que m.c.d.(a?,b%) = m.c.d.(a,b)? salvo un factor
invertible.

Prueba que en Z hay infinitos nimeros primos.

Sea K un cuerpo. Prueba que un polinomio no constante p(x) € K[x] es irreduci-
ble si y solo si K[x]/(p(x)) es un cuerpo.

Calcula el inverso de 7 en Z/9827.
Sea p un numero primo y q(x) € Z/pZ[x]. Prueba que q(x)? = q(xP).

Calcula el inverso de 1 +x +x2 € Q[x]/(x —2). Calcula el inverso de 1+ V2+ Vie

QL V/2I.
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30. Calcula la clase de 1212 en Z/5Z, en Z/7Z y en Z/35Z.

31. Descompéngase 12x3 — 12x? — 3x + 3 € Z[x] como producto de irreducibles.

2.8. Biografia de Leonhard Euler
EULER BIOGRAPHY

Leonhard Euler’s father was Paul Euler. Paul Euler had stu-
died theology at the University of Basel and had attended Ja-
cob Bernoulli’s lectures there. In fact Paul Euler and Johann
Bernoulli had both lived in Jacob Bernoulli’s house while un-
dergraduates at Basel. Paul Euler became a Protestant minis-
ter and married Margaret Brucker, the daughter of another
Protestant minister. Their son Leonhard Euler was born in
Basel, but the family moved to Riehen when he was one year
old and it was in Riehen, not far from Basel, that Leonard was

v brought up. Paul Euler had, as we have mentioned, some ma-
thematlcal tra1n1ng and he was able to teach his son elementary mathematics along
with other subjects.

Leonhard was sent to school in Basel and during this time he lived with his grand-
mother on his mother’s side. This school was a rather poor one, by all accounts, and
Euler learnt no mathematics at all from the school. However his interest in mathe-
matics had certainly been sparked by his father’s teaching, and he read mathematics
texts on his own and took some private lessons. Euler’s father wanted his son to follow
him into the church and sent him to the University of Basel to prepare for the ministry.
He entered the University in 1720, at the age of 14, first to obtain a general education
before going on to more advanced studies. Johann Bernoulli soon discovered Euler’s
great potential for mathematics in private tuition that Euler himself engineered. Eu-
ler’s own account given in his unpublished autobiographical writings, is as follows:

.. I soon found an opportunity to be introduced to a famous professor Johann Ber-
noulli. ... True, he was very busy and so refused flatly to give me private lessons; but
he gave me much more valuable advice to start reading more difficult mathematical
books on my own and to study them as diligently as I could; if I came across some obs-
tacle or difficulty, I was given permission to visit him freely every Sunday afternoon
and he kindly explained to me everything I could not understand ...

In 1723 Euler completed his Master’s degree in philosophy having compared and
contrasted the philosophical ideas of Descartes and Newton. He began his study of
theology in the autumn of 1723, following his father’s wishes, but, although he was
to be a devout Christian all his life, he could not find the enthusiasm for the study of
theology, Greek and Hebrew that he found in mathematics. Euler obtained his father’s
consent to change to mathematics after Johann Bernoulli had used his persuasion.
The fact that Euler’s father had been a friend of Johann Bernoulli’s in their undergra-
duate days undoubtedly made the task of persuasion much easier.

Euler completed his studies at the University of Basel in 1726. He had studied
many mathematical works during his time in Basel. They include works by Varignon,
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Descartes, Newton, Galileo, van Schooten, Jacob Bernoulli, Hermann, Taylor and Wa-
llis. By 1726 Euler had already a paper in print, a short article on isochronous curves
in a resisting medium. In 1727 he published another article on reciprocal trajectories
and submitted an entry for the 1727 Grand Prize of the Paris Academy on the best
arrangement of masts on a ship.

The Prize of 1727 went to Bouguer, an expert on mathematics relating to ships, but
Euler’s essay won him second place which was a fine achievement for the young gra-
duate. However, Euler now had to find himself an academic appointment and when
Nicolaus (II) Bernoulli died in St Petersburg in July 1726 creating a vacancy the-
re, Euler was offered the post which would involve him in teaching applications of
mathematics and mechanics to physiology. He accepted the post in November 1726
but stated that he did not want to travel to Russia until the spring of the following
year. He had two reasons to delay. He wanted time to study the topics relating to his
new post but also he had a chance of a post at the University of Basel since the pro-
fessor of physics there had died. Euler wrote an article on acoustics, which went on to
become a classic, in his bid for selection to the post but he was not chosen to go forward
to the stage where lots were drawn to make the final decision on who would fill the
chair. Almost certainly his youth (he was 19 at the time) was against him. However
Calinger suggests:

This decision ultimately benefited Euler, because it forced him to move from a
small republic into a setting more adequate for his brilliant research and technological
work.

As soon as he knew he would not be appointed to the chair of physics, Euler left
Basel on 5 April 1727. He travelled down the Rhine by boat, crossed the German states
by post wagon, then by boat from Liibeck arriving in St Petersburg on 17 May 1727. He
had joined the St Petersburg Academy of Sciences two years after it had been founded
by Catherine I the wife of Peter the Great. Through the requests of Daniel Bernoulli
and Jakob Hermann, Euler was appointed to the mathematical-physical division of
the Academy rather than to the physiology post he had originally been offered. At St
Petersburg Euler had many colleagues who would provide an exceptional environment
for him. Youschkevitch wrote:

Nowhere else could he have been surrounded by such a group of eminent scien-
tists, including the analyst, geometer Jakob Hermann, a relative; Daniel Bernoulli,
with whom Euler was connected not only by personal friendship but also by common
interests in the field of applied mathematics; the versatile scholar Christian Goldbach,
with whom Euler discussed numerous problems of analysis and the theory of numbers;
F Maier, working in trigonometry; and the astronomer and geographer J-N Delisle.

Euler served as a medical lieutenant in the Russian navy from 1727 to 1730. In
St Petersburg he lived with Daniel Bernoulli who, already unhappy in Russia, had
requested that Euler bring him tea, coffee, brandy and other delicacies from Switzer-
land. Euler became professor of physics at the Academy in 1730 and, since this allowed
him to become a full member of the Academy, he was able to give up his Russian navy
post.

Daniel Bernoulli held the senior chair in mathematics at the Academy but when he
left St Petersburg to return to Basel in 1733 it was Euler who was appointed to this se-
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nior chair of mathematics. The financial improvement which came from this appoint-
ment allowed Euler to marry which he did on 7 January 1734, marrying Katharina
Gsell, the daughter of a painter from the St Petersburg Gymnasium. Katharina, like
Euler, was from a Swiss family. They had 13 children altogether although only five
survived their infancy. Euler claimed that he made some of his greatest mathematical
discoveries while holding a baby in his arms with other children playing round his
feet. D. Cameron wrote:

... after 1730 he carried out state projects dealing with cartography, science educa-
tion, magnetism, fire engines, machines, and ship building. ... The core of his research
program was now set in place: number theory; infinitary analysis including its emer-
ging branches, differential equations and the calculus of variations; and rational me-
chanics. He viewed these three fields as intimately interconnected. Studies of number
theory were vital to the foundations of calculus, and special functions and differential
equations were essential to rational mechanics, which supplied concrete problems.

The publication of many articles and his book Mechanica (1736-37), which extensi-
vely presented Newtonian dynamics in the form of mathematical analysis for the first
time, started Euler on the way to major mathematical work.

Euler’s health problems began in 1735 when he had a severe fever and almost lost
his life. However, he kept this news from his parents and members of the Bernoulli
family back in Basel until he had recovered. In his autobiographical writings Euler
says that his eyesight problems began in 1738 with overstrain due to his cartographic
work and that by 1740 he wrote:

... lost an eye and [the other] currently may be in the same danger.

However, Calinger argued that Euler’s eyesight problems almost certainly started
earlier and that the severe fever of 1735 was a symptom of the eyestrain. He also
argued that a portrait of Euler from 1753 suggests that by that stage the sight of his
left eye was still good while that of his right eye was poor but not completely blind.
Calinger suggested that Euler’s left eye became blind from a later cataract rather than
eyestrain.

By 1740 Euler had a very high reputation, having won the Grand Prize of the Paris
Academy in 1738 and 1740. On both occasions he shared the first prize with others.
Euler’s reputation was to bring an offer to go to Berlin, but at first he preferred to
remain in St Petersburg. However political turmoil in Russia made the position of fo-
reigners particularly difficult and contributed to Euler changing his mind. Accepting
an improved offer Euler, at the invitation of Frederick the Great, went to Berlin whe-
re an Academy of Science was planned to replace the Society of Sciences. He left St
Petersburg on 19 June 1741, arriving in Berlin on 25 July. In a letter to a friend Euler
wrote:

I can do just what I wish [in my research] ... The king calls me his professor, and I
think I am the happiest man in the world.

Even while in Berlin Euler continued to receive part of his salary from Russia. For
this remuneration he bought books and instruments for the St Petersburg Academy,
he continued to write scientific reports for them, and he educated young Russians.

Maupertuis was the president of the Berlin Academy when it was founded in 1744
with Euler as director of mathematics. He deputised for Maupertuis in his absence
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and the two became great friends. Euler undertook an unbelievable amount of work
for the Academy:

... he supervised the observatory and the botanical gardens; selected the person-
nel; oversaw various financial matters; and, in particular, managed the publication of
various calendars and geographical maps, the sale of which was a source of income for
the Academy. The king also charged Euler with practical problems, such as the project
in 1749 of correcting the level of the Finow Canal ... At that time he also supervised
the work on pumps and pipes of the hydraulic system at Sans Souci, the royal summer
residence.

This was not the limit of his duties by any means. He served on the committee of
the Academy dealing with the library and of scientific publications. He served as an
advisor to the government on state lotteries, insurance, annuities and pensions and
artillery. On top of this his scientific output during this period was phenomenal.

During the twenty-five years spent in Berlin, Euler wrote around 380 articles. He
wrote books on the calculus of variations; on the calculation of planetary orbits; on
artillery and ballistics (extending the book by Robins); on analysis; on shipbuilding
and navigation; on the motion of the moon; lectures on the differential calculus; and a
popular scientific publication Letters to a Princess of Germany (3 vols., 1768-72).

In 1759 Maupertuis died and Euler assumed the leadership of the Berlin Aca-
demy, although not the title of President. The king was in overall charge and Euler
was not now on good terms with Frederick despite the early good favour. Euler, who
had argued with d’Alembert on scientific matters, was disturbed when Frederick offe-
red d’Alembert the presidency of the Academy in 1763. However d’Alembert refused
to move to Berlin but Frederick’s continued interference with the running of the Aca-
demy made Euler decide that the time had come to leave.

In 1766 Euler returned to St Petersburg and Frederick was greatly angered at
his departure. Soon after his return to Russia, Euler became almost entirely blind
after an illness. In 1771 his home was destroyed by fire and he was able to save only
himself and his mathematical manuscripts. A cataract operation shortly after the fire,
still in 1771, restored his sight for a few days but Euler seems to have failed to take
the necessary care of himself and he became totally blind. Because of his remarkable
memory he was able to continue with his work on optics, algebra, and lunar motion.
Amazingly after his return to St Petersburg (when Euler was 59) he produced almost
half his total works despite the total blindness.

Euler of course did not achieve this remarkable level of output without help. He
was helped by his sons, Johann Albrecht Euler who was appointed to the chair of
physics at the Academy in St Petersburg in 1766 (becoming its secretary in 1769)
and Christoph Euler who had a military career. Euler was also helped by two other
members of the Academy, W. L. Krafft and A J. Lexell, and the young mathematician
N. Fuss who was invited to the Academy from Switzerland in 1772. Fuss, who was
Euler’s grandson-in-law, became his assistant in 1776. Yushkevich wrote:

.. the scientists assisting Euler were not mere secretaries; he discussed the general
scheme of the works with them, and they developed his ideas, calculating tables, and
sometimes compiled examples.

For example Euler credits Albrecht, Krafft and Lexell for their help with his 775
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page work on the motion of the moon, published in 1772. Fuss helped Euler prepare
over 250 articles for publication over a period on about seven years in which he acted
as Euler’s assistant, including an important work on insurance which was published
in 1776.

Yushkevich described the day of Euler’s death:

On 18 September 1783 Euler spent the first half of the day as usual. He gave
a mathematics lesson to one of his grandchildren, did some calculations with chalk
on two boards on the motion of balloons; then discussed with Lexell and Fuss the
recently discovered planet Uranus. About five o’clock in the afternoon he suffered a
brain haemorrhage and uttered only I am dying"before he lost consciousness. He died
about eleven o’clock in the evening.

After his death in 1783 the St Petersburg Academy continued to publish Euler’s
unpublished work for nearly 50 more years.

Euler’s work in mathematics is so vast that an article of this nature cannot but
give a very superficial account of it. He was the most prolific writer of mathematics of
all time. He made large bounds forward in the study of modern analytic geometry and
trigonometry where he was the first to consider sin, cos etc. as functions rather than
as chords as Ptolemy had done.

He made decisive and formative contributions to geometry, calculus and number
theory. He integrated Leibniz’s differential calculus and Newton’s method of fluxions
into mathematical analysis. He introduced beta and gamma functions, and integra-
ting factors for differential equations. He studied continuum mechanics, lunar theory
with Clairaut, the three body problem, elasticity, acoustics, the wave theory of light,
hydraulics, and music. He laid the foundation of analytical mechanics, especially in
his Theory of the Motions of Rigid Bodies (1765).

We owe to Euler the notation f(x) for a function (1734), e for the base of natural
logs (1727), i for the square root of —1 (1777), n for pi, Y for summation (1755), the
notation for finite differences Ay and A%y and many others.

Let us examine in a little more detail some of Euler’s work. Firstly his work in
number theory seems to have been stimulated by Goldbach but probably originally
came from the interest that the Bernoullis had in that topic. Goldbach asked Euler, in
1729, if he knew of Fermat’s conjecture that the numbers 2n + 1 were always prime if
n is a power of 2. Euler verified this for n =1,2,4,8 and 16 and, by 1732 at the latest,
showed that the next case 232 + 1 = 4294967297 is divisible by 641 and so is not prime.
Euler also studied other unproved results of Fermat and in so doing introduced the
Euler ¢ function ¢(n), the number of integers £ with 1 <% <n and %k coprime to n. He
proved another of Fermat’s assertions, namely that if  and b are coprime then a? + b2
has no divisor of the form 4n —1, in 1749.

Perhaps the result that brought Euler the most fame in his young days was his
solution of what had become known as the Basel problem. This was to find a closed
form for the sum of the infinite series {(2) = Y.(1/n?), a problem which had defea-
ted many of the top mathematicians including Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli and
Daniel Bernoulli. The problem had also been studied unsuccessfully by Leibniz, Stir-

ling, de Moivre and others. Euler showed in 1735 that {(2) = %2 but he went on to
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prove much more, namely that {(4) = 7%/90,{(6) = %, ((8) = %,((10) = 92151;5 and

((12) = %17121;75' In 1737 he proved the connection of the zeta function with the series

of prime numbers giving the famous relation

(s)=Y WmS=[]a-p~*

Here the sum is over all natural numbers n while the product is over all prime
numbers.

By 1739 Euler had found the rational coefficients C in {(2n) = C72" in terms of the
Bernoulli numbers.

Other work done by Euler on infinite series included the introduction of his famous
Euler’s constant y, in 1735, which he showed to be the limit of

1 1
—+-+-+...+1/n-log,n

as n tends to infinity. He calculated the constant y to 16 decimal places. Euler also
studied Fourier series and in 1744 he was the first to express an algebraic function by
such a series when he gave the result

T X . sin2x sin3x
— ——=ginx+ +
2 2 2 3

in a letter to Goldbach. Like most of Euler’s work there was a fair time delay before
the results were published; this result was not published until 1755.

Euler wrote to James Stirling on 8 June 1736 telling him about his results on
summing reciprocals of powers, the harmonic series and Euler’s constant and other
results on series. In particular he wrote:

Concerning the summation of very slowly converging series, in the past year I have
lectured to our Academy on a special method of which I have given the sums of very
many series sufficiently accurately and with very little effort.

He then goes on to describe what is now called the Euler-MacLaurin summation
formula. Two years later Stirling replied telling Euler that Maclaurin:

... will be publishing a book on fluxions. ... he has two theorems for summing series
by means of derivatives of the terms, one of which is the self-same result that you sent
me.

Euler replied:

... I have very little desire for anything to be detracted from the fame of the ce-
lebrated Mr Maclaurin since he probably came upon the same theorem for summing
series before me, and consequently deserves to be named as its first discoverer. For 1
found that theorem about four years ago, at which time I also described its proof and
application in greater detail to our Academy.

Some of Euler’s number theory results have been mentioned above. Further impor-
tant results in number theory by Euler included his proof of Fermat’s Last Theorem
for the case of n = 3. Perhaps more significant than the result here was the fact that
he introduced a proof involving numbers of the form a + b v/—3 for integers a and b.
Although there were problems with his approach this eventually led to Kummer’s ma-
jor work on Fermat’s Last Theorem and to the introduction of the concept of a ring.




Dominios de factorizacion tnica. Biografia de Leonhard Euler. 2.8

One could claim that mathematical analysis began with Euler. In 1748 in Intro-
ductio in analysin infinitorum Euler made ideas of Johann Bernoulli more precise in
defining a function, and he stated that mathematical analysis was the study of fun-
ctions. This work bases the calculus on the theory of elementary functions rather than
on geometric curves, as had been done previously. Also in this work Euler gave the
formula

e =cosx +isinx.

In Introductio in analysin infinitorum Euler dealt with logarithms of a variable
taking only positive values although he had discovered the formula

In(-1) =71

in 1727. He published his full theory of logarithms of complex numbers in 1751.

Analytic functions of a complex variable were investigated by Euler in a number of
different contexts, including the study of orthogonal trajectories and cartography. He
discovered the Cauchy-Riemann equations in 1777, although d’Alembert had discove-
red them in 1752 while investigating hydrodynamics.

In 1755 Euler published Institutiones calculi differentialis which begins with a
study of the calculus of finite differences. The work makes a thorough investigation of
how differentiation behaves under substitutions.

In Institutiones calculi integralis (1768-70) Euler made a thorough investigation of
integrals which can be expressed in terms of elementary functions. He also studied be-
ta and gamma functions, which he had introduced first in 1729. Legendre called these
"Eulerian integrals of the first and second kind’ respectively while they were given the
names beta function and gamma function by Binet and Gauss respectively. As well
as investigating double integrals, Euler considered ordinary and partial differential
equations in this work.

The calculus of variations is another area in which Euler made fundamental dis-
coveries. His work Methodus inveniendi lineas curvas ... published in 1740 began the
proper study of the calculus of variations. In [12] it is noted that Carathéodory consi-
dered this as:

... one of the most beautiful mathematical works ever written.

Problems in mathematical physics had led Euler to a wide study of differential
equations. He considered linear equations with constant coefficients, second order
differential equations with variable coefficients, power series solutions of differential
equations, a method of variation of constants, integrating factors, a method of appro-
ximating solutions, and many others. When considering vibrating membranes, Euler
was led to the Bessel equation which he solved by introducing Bessel functions.

Euler made substantial contributions to differential geometry, investigating the
theory of surfaces and curvature of surfaces. Many unpublished results by Euler in
this area were rediscovered by Gauss. Other geometric investigations led him to fun-
damental ideas in topology such as the Euler characteristic of a polyhedron.

In 1736 Euler published Mechanica which provided a major advance in mechanics.
As Yushkevich wrote:
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The distinguishing feature of Euler’s investigations in mechanics as compared to
those of his predecessors is the systematic and successful application of analysis. Pre-
viously the methods of mechanics had been mostly synthetic and geometrical; they
demanded too individual an approach to separate problems. Euler was the first to ap-
preciate the importance of introducing uniform analytic methods into mechanics, thus
enabling its problems to be solved in a clear and direct way.

In Mechanica Euler considered the motion of a point mass both in a vacuum and
in a resisting medium. He analysed the motion of a point mass under a central force
and also considered the motion of a point mass on a surface. In this latter topic he had
to solve various problems of differential geometry and geodesics.

Mechanica was followed by another important work in rational mechanics, this
time Euler’s two volume work on naval science. D. cameron wrote:

Outstanding in both theoretical and applied mechanics, it addresses Euler’s inten-
se occupation with the problem of ship propulsion. It applies variational principles
to determine the optimal ship design and first established the principles of hydrosta-
tics ... Euler here also begins developing the kinematics and dynamics of rigid bodies,
introducing in part the differential equations for their motion.

Of course hydrostatics had been studied since Archimedes, but Euler gave a defi-
nitive version.

In 1765 Euler published another major work on mechanics Theoria motus corpo-
rum solidorum in which he decomposed the motion of a solid into a rectilinear motion
and a rotational motion. He considered the Euler angles and studied rotational pro-
blems which were motivated by the problem of the precession of the equinoxes.

Euler’s work on fluid mechanics is also quite remarkable. He published a number of
major pieces of work through the 1750s setting up the main formulae for the topic, the
continuity equation, the Laplace velocity potential equation, and the Euler equations
for the motion of an inviscid incompressible fluid. In 1752 he wrote:

However sublime are the researches on fluids which we owe to Messrs Bernoulli,
Clairaut and d’Alembert, they flow so naturally from my two general formulae that
one cannot sufficiently admire this accord of their profound meditations with the sim-
plicity of the principles from which I have drawn my two equations ...

Euler contributed to knowledge in many other areas, and in all of them he em-
ployed his mathematical knowledge and skill. He did important work in astronomy,
theory of music and cartography.

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/)

2.9. Problemas

1. Calcula todos los automorfismos de anillos de Z, Q y R.

2. Sea A un anillo, a € A y p(x) € Alx]. Prueba que p(a) =0 si y solo si p(x) es
multiplo de x — a. Prueba que A[x]/(x —a) = A.

3. Prueba que R[x]/((x®>+1)-(x2-1))=C xR xR.
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

Prueba

a) s(x)= i a;x' € B[[x]] es invertible si y solo si ag #0.
=0
b) El morfismo E[x]/(x") — E[[x])/(x™), p(x) — p(x) es un isomorfismo.

Sea I € A, J < B dos ideales. Prueba que I xJJ € A x B es un ideal. Prueba que
(AxB)IxdJ=A/Il xB/J.

Sea n =n,n,_1...n1no un numero natural escrito en base 10. Prueba que n es
divisible por 7 siy solosin,n,_1...n1—2-ng es divisible por 7.

. Sean=n,;n,_1...n1ny un nimero natural escrito en base 10. Prueba que n es

divisible por 13 si y solo si n,n,_1...n1+4-ng es divisible por 13.

. Prueba que el anillo de los enteros de Eisenstein Z[e%] ={a+ be% eC,Va,be

Z} es un anillo euclideo.

Sea (A,06) un anillo euclideo. Sean (a) < (b) ideales no nulos de A. Prueba que
0(b)<d6(a) y que 6(a) =5(b) siy solo si (a) = (b).

Sea (A,0) un anillo euclideo y A* los invertibles de A. Sea n = min{d(a), para a €
A\A™ y no nulo}. Prueba que si 6(a) =n entonces a es irreducible.

Sea A un anillo integro y 6’: A\{0} — N una aplicacién que cumple: para cada
a€AybeA no nulo, existen ¢,r € A, de modo que a = bc+r,y r es nulo 6
6'(r) < 6'(b). Sea 6: A\{0} — N definida por 6(a) := min{6’'(ab), con b € A\{0}}.
Prueba que (A, ) es un anillo euclideo.

Sea A un anillo integro y consideremos la relaciéon < en A definida pora <b sia
divide a b. Demuestra

a) < es un preorden parcial (es decir, cumple la propiedad reflexiva y la tran-
sitiva).

b) asbyb=<asiysolosia=>5b-icon i invertible.

c) Sia<bentoncesa-c<b-c,paratodoceA. Sia-c<b-c para algin ¢ no

nulo, entonces a < b.

d) Si A es DFU entonces m.c.d.(a,b) es el maximo comun divisor de a y b (sal-
vo multiplicacién por invertibles) y m.c.m.(a,b) es el minimo comun multi-
plo de a y b (salvo multiplicacion por invertibles)

Sea A un anillo integro. Prueba que A es un dominio de factorizacion si y solo
si toda cadena ascendente de ideales principales estabiliza. Prueba k[x1,...,x,]
y kl[x1,...,%,]] son dominios de factorizacién.

Prueba que k[x1,...,x,,...] es DFU, pero no es un anillo noetheriano
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15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Sea A un anillo de ideales principales. Prueba que A=A x---x A,, con A; DIP
6 A;=B;/(p}") donde (p;) c B; es maximal.

Prueba que v2¢ Q.

4 3

Calcula el minimo comin multiplo de los polinomios x* + x% +x— 1, x* + 2% + 2x% +

x+1eQx].
Calcula el maximo comun divisor de 6,—1 + 3i € Z[i].

Resuelve el sistema de ecuaciones diofanticas

2x+4y+3z2=6
4x+6y+3z=4

Prueba que N: Z[V-5] = N, N(a +bv-5):=(a +b v-5)-(a — b v=5) = a® + 5b2
cumple que N(z-2') = N(z)- N(z'). Prueba que 2, 3, 1+ v—5y 1— v/—5 son irre-
ducibles en Z[ v—5]. Comprueba que 2-3 = (1+ v—=5)-(1 - v/=5) y concluye que
el anillo de enteros de Kummer Z[ v/—5] no es un dominio de factorizacién unica.

El morfismo c: C|z, %] —Clz, %], c(Z?:maizi) = Z;f‘:mdiz_i (donde a; es el conju-
gado de a;) es un isomorfismo de anillos.
a) Sea Clz,11¢ := {f € Clz,11: c(f) = f}. Prueba que Clz,11° = (22 p(z) =
@oz®™ + -+ asgy, € Clz], agn,a0#0, a, €R, y si @ € C es una raiz de mul-
tiplicidad r de p(z) entonces é es una raiz de multiplicidad r de p(z)}.
b) Prueba que ’% € Clz, %]" es irreducible si y solo si gr(p(z)) = 2; es ademas
primo si las raices de p(z) no son de médulo 1.

z+z71

c¢) Prueba que la igualdad C[z, %] =Clx, yV/(x2 +y? -1), z =x+1iy, x = 5>
y=2 _22{1 ), establece un isomorfismo de Cl[z, %]c con R[x, yl/(x?+y%—1). Prue-
ba que los elementos irreducibles de Clx, yl/(x% + y? — 1) son los elementos
ax+by+c y que éste es primo si y solo si ax+by+c =0 no corta en a

x?+y2—1=0 en ningun punto (real).

Calcula el inverso de 7 € Z/9827.

Calcula el inverso de 1+ x +x2 € Q[x]/(x® — 2). Calcula el inverso de 1+ V2 + 3/52
(expresado como polinomio en V2).

Calcula los puntos de corte de las dos curvas planas

x2+y2-1=0
3+y3-1=0

Prueba que la aplicacion :
(ZIn2)* — Autgrp(Z/InZ), m — hp,

donde A (i) :=m -1, es un isomorfismo.



Dominios de factorizacién tnica. Problemas. 2.9

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Sea A un anillo.

a) Sea p(x,y) € Alx,y]. Prueba que p(x,x) =0 siy solo si p(x,y) es un multiplo
de x—y.

b) Prueba que Alx, yl/(x—y) = Alx].

Prueba la igualdad
1 1 1
X1 X9
) = [ [ — ).
: i>j
xi’_l xg_l xn”

Prueba que n3(n3 —1)(n2 + 1) es divisible por 504, para todo nimero entero 7.

Consideremos los nimeros primos 31y 37 y 1147 = 31-37. Calcular la aplicacién
inversa de la aplicacién /11477 — 7/1147Z, i — ii"® (El sistema de encriptacién
RSA se basa en que la aplicaciéon inversa es dificil de calcular cuando no se
conoce la descomposicion de 1147 como producto de dos primos, descomposicion
y aplicacion inversa que son muy dificiles de calcular cuando los primos son muy
grandes).

Calcula 172923 méd 2023 (observa que 2023 = 7-172).

Sean p € N un namero primo impar y a € N no divisible por p. Prueba que existe
-1
beN tal que @ = b2 méd p siysolosiapTzl mod p.

Prueba que un nimero primo p € N descompone en suma de dos cuadrados per-
fectos si y solo si p no es irreducible en Z[i]. Prueba que p descompone en suma
de dos cuadrados perfectos siy solosi p=1 mod4 6 p =2.

Sea A un dominio de factorizacién unica y supongamos que 2 € A es invertible.
Sean a,b € A y supongamos que a es irreducible. Prueba que

b2=1 méda™ (conmeN) < b=+1 méda™

Resuelve la ecuacion diofantica a2 + b2 = 2178.

as +tas 'HIS

Prueba que la aplicacién Ag x Ag — Ag, (£, ,) esta bien definida.

Sea S un sistema multiplicacativo del anillo A, i: A — Ag el morfismo de locali-
zaciony f: A — B un morfismo de anillos. Prueba que existe un morfismo (dnico)
g:Ag—Btalque f =goi siy solo si f(s) es invertible para todo s € S.

Sean S y S’ dos sistemas multiplicativos de un anillo A y denotemos S-S’ =
{ss’,VseS,Vs'eS'}. Probar que Ag.g' es un anillo isomorfo a (Ag)g'.

Sea A un anillo integro y S < A un sistema multiplicativo. Prueba:
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2.9. Problemas. Dominios de factorizacion unica

39.

40.

41.

42.

a) Siab=s€S, entonces 7 € Ag es invertible.

b) Si p € A es primo y p no divide a ningiin elemento de S entonces ’—1’ €Ag es
primo.

¢) Si A es DFU entonces Ag es DFU.
Prueba que A es un anillo noetheriano (ver 5.2.2) si y solo si toda cadena cre-

ciente de ideales de A,
I,clsc---cI,c---

estabiliza, es decir, existe r >>0talque I, =1,,1 =1, 9="--.

Sea A un anillo noetheriano integro. Prueba que A es un dominio de ideales
principales si y solo si todo ideal maximal de A es principal.

5
Calcula fmdx

Calcula p(2),q(t) € C[¢], tales que
f cos(x) - sin(x) f p(t)
dx =

sin(x)? - cos(3x) . m ‘dz,

donde ¢ = e,



Capitulo 3

Raices de un polinomio

3.1. Introduccion

Simplificando, puede afirmarse que el Algebra es la disciplina que estudia las solu-
ciones de los sistemas de ecuaciones algebraicas. Para la resolucion de estos sistemas
es necesario saber calcular las raices de un polinomio.

El teorema de Kronecker dice que para todo polinomio p(x) € k[x] existe una exten-
sion de cuerpos k — K y aq,...,a, € K, de modo que

px)=ag-(x—ai)-(x—ap).

El teorema fundamental del Algebra, que probaremos, afirma que todas las raices de
un polinomio con coeficientes complejos son complejas. En este capitulo introducire-
mos algunos algoritmos para el calculo de las raices (complejas) de un polinomio con
coeficientes complejos.

Sea p(x) € R[x]. Primero calcularemos una cota superior M e inferior I del conjun-
to de todas las raices reales de p(x). Via la teoria del exceso probaremos el teorema
de Sturm, que nos permitira calcular el nimero de raices reales distintas de p(x) en
(I,M). Tras sucesivas bisecciones de este intervalo podremos calcular, usando el teore-
ma de Sturm, intervalos (a;,b;) donde p(x) solo tiene una raiz. Por iltimo, una vez que
sabemos que en un intervalo (a,b) solo hay una raiz (supongamos que no es miltiple),
calculamos aproximadamente la raiz mediante sucesivas bisecciones del intervalo, o
mediante la régula falsi o por el método de Newton (estudiados en Analisis 0 Métodos
Numéricos).

Todos estos resultados los obtendremos también cuando p(x) sea un polinomio con
coeficientes complejos: Daremos una cota r € R, tal que toda raiz de p(x) sea de médulo
menor que r. Mediante la teoria del exceso calcularemos el nimero de raices complejas
de p(x) que estan incluidos en el interior de un rectangulo (del plano de los nimeros
complejos).

Por 1ultimo, resolveremos los sistemas de ecuaciones algebraicas eliminando varia-
bles via la resultante.
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3.2. Teorema de Kronecker. Raices de un polinomio

3.2. Teorema de Kronecker

El anillo de polinomios k[x] es un anillo euclideo, luego es un dominio de factoriza-
cioén unica. Un polinomio no nulo p(x) € k[x] es invertible si y solo si es de grado cero. Si
p(x) =ax+b es de grado 1 entonces es irreducible, ademas p(_a—b) =0ypx)=a-(x— %b).

1. Definicion: Sea p(x) € k[x] un polinomio y a € k. Se dice que a es una raiz de p(x)
si p(a) =0.

2. Proposicion: Sea p(x) € k[x] un polinomio. Entonces, a € k es una raiz de p(x) si y
solo si p(x) es multiplo de x — a.

Demostracion. Por el algoritmo de Euclides, existen c(x) € k[x] y A € k, tales que p(x) =
c(x)(x—a)+A. Si a es una raiz de p(x) entonces 0 = p(a) = 1 y p(x) es multiplo de x — a.
El reciproco es obvio. O

La siguiente proposicién nos muestra cémo calcular las raices racionales de un
polinomio con coeficientes racionales.

3. Proposicién: Sea p(x) = apx” +a1x™ 1 +---+a, € Qlx] un polinomio de grado n
con coeficientes racionales. Supongamos que es de coeficientes enteros, multiplicando
por un niimero entero conveniente. Si una fraccién irreducible = € Q (r y s son niimeros
enteros primos entre si) es una raiz de p(x), entonces r divide a a, y s a ag

Demostracion. 0=(5)"ag+ (g)n_lal 4+ +ap, luego 0 =r"ag+r* lsai +---+s"a,. Por
tanto, s"a, es miltiplo de r y r"a( es multiplo de s. Luego, a, es maltiplo de r y ag es
multiplo de s. O

4. El calculo de las raices de un polinomio en funcién de los coeficientes es problemati-
co y dificil incluso para polinomios de grado pequeiio. Calculemos las raices de una cu-
bica, las soluciones de x®+a1x2+agx+as = 0. Con el cambio de variable y = x+ % obte-

2 3
a 2a .
nemos y3+py+q =0, donde p = as—5yq= (13—‘“3‘”2 +—=. Con el cambio, y = z—é%,, ob-
4p3
3 . 3 —q+\/q*+3r
tenemos 23— 217’7 +¢ =0 y multiplicando por 23, z6+¢2z3 - ’;—7 =0, luego 22 = —

Dejamos que el lector obtenga, con todo, las raices de x% + a1x2 + a9x + as.

El primer matematico en resolver la ecuacion cibica fue el italiano Scipione del
Ferro (1465-1526), en 1515. Del Ferro mantuvo su descubrimiento en secreto y solo lo
compartié en su lecho de muerte con su discipulo Antonio Maria Fiore. Anos después,
otro matematico italiano, Niccolo Tartaglia (c. 1500-1557), redescubrié una solucion.
Tartaglia también mantuvo su método en secreto, pero finalmente fue persuadido de
compartirlo con el matematico Girolamo Cardano (1501-1576). Cardano, impresiona-
do por la solucién, prometié no divulgarla, aunque mas tarde rompié su promesa al
publicarla en su obra Ars Magna en 1545, atribuyendo el método a Tartaglia y a del
Ferro. Lodovico Ferrero (1522-1565) di6 la formula general de las raices de una cuarti-
ca. La imposibilidad de una férmula general (que use sumas, restas, multiplicaciones,
divisiones y radicales) para ecuaciones de quinto grado (y superiores) son una con-
secuencia del teorema de Abel-Ruffini y de la teoria de Galois, que explica cémo las
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propiedades de simetria en las raices de las ecuaciones polinémicas determinan si
pueden resolverse por radicales.

5. Definicion: Dado un morfismo de anillos £ — K entre cuerpos, diremos que K es
una extension (de cuerpos) de k.

En todo cuerpo £ no hay mas ideales que el ideal {0} y todo %. Por lo tanto, todo
morfismo de anillos £ — K entre cuerpos (con K # {0}) es inyectivo. Dado un morfismo
de cuerpos k£ — K, escribiremos habitualmente A — A. Tenemos el morfismo de ani-
llos obvio k[x] — K[x], ¥; A;x* — ¥; A;x%, todo polinomio p(x) € k[x] es obviamente un
polinomio con coeficientes en K.

6. Teorema de Kronecker: Sea p(x) € k[x] un polinomio de grado n > 0. Existe una
extension de cuerpos K de k en la que p(x) descompone en factores simples, es decir,
existen a1,...,a, € K tales que

px)=A-(x—ai)---(x—an), Ack.

Demostraciéon. Procedamos por induccién sobre n. Si n = 1, basta tomar K = k, pues
plx) = Mx—a), con a € k. Supongamos que n > 1. Sea pi(x) € k[x] un polinomio irre-
ducible que divida a p(x). Sea K; = k[x]/(p1(x)) y denotemos ¥ = a;. Obviamente,
pi(ai) = p1(x) = p1(x) = 0, luego p(ay) = 0. Por tanto, en Ki[x] tenemos que p(x) =
(x — a1)- po(x). Por hipétesis de induccion, existe una extension K; — K de modo que
pox)=A-(x—ag)---(x — a,). Luego en K, que es una extensién de &,

px)=A-(x—a1) - (x—ap).
O

Observemos que si A-(x—ay1) - (x—ay,) = pu-(x—B1)---(x— B,), entonces reordenando
convenientemente los ;, tendremos que a; = 8;, para todo i.

Dadas dos k-extensiones de cuerpos K y K', puede probarse que existe una exten-
sion de cuerpos de &, L, que contiene a K y K' (véase problema 3). Por tanto, si K y
K' son dos k-extensiones de cuerpos que contienen todas las raices de p(x) y conside-
ramos una k-extensién L que contenga a K y K', entonces las raices de p(x) en K y K’
han de coincidir en L.

El teorema fundamental del Algebra, que probaremos mas adelante, afirma que
para todo polinomio p(x) = agx™+---+a, € C[x] (conag# 0y n > 0) existen a1,...,a, €C
de modo que

px)=ap-(x—ay) - (x—ap).

7. Definicion: Sea p(x) € k[x] un polinomio y a € k. Se dice que a € k es una raiz
multiple de p(x) si p(x) es multiplo de (x — a)?. Se dice que r > 0 es la multiplicidad de
una raiz de p(x) si p(x) =(x —a)" - q(x), con g(a) # 0.

8. Proposicion: Si a1,...,as son raices distintas de p(x) con multiplicidad n1,...,ng
respectivamente, entonces p(x) = (x —a1)™---(x — ag)" - q(x), con q(a;) # 0 para todo i.
En particular el niimero de raices de p(x) en k, contando multiplicidades, es menor o
igual que el grado de p(x).
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3.3. Teorema de las funciones simétricas. Raices de un polinomio

9. Proposicion: Sea p(x) € k[x] un polinomio. Entonces, a € k es una raiz miltiple de
p(x) siy solo si es raiz de p(x) y p'(x) (la derivada “formal” de p(x)).

Demostracién. Tenemos que « es una raiz de p(x), entonces p(x) = (x—a)-q(x) y p'(x) =
q(x)+(x — a)-q'(x). Por tanto, @ es una raiz de p’(x) siy solo si es raiz de g(x), es decir,
siy solo si @ es una raiz multiple de p(x). O

Sea k — K una extension de cuerpos y p(x) € k[x]. Se dice que a € K es raiz de p(x)
si p(a) = 0. Igualmente, diremos que a € K es una raiz de multiplicidad r si es una
raiz de multiplicidad r de p(x) € K[x]. Si a € k, la multiplicidad de p(x) en a no varia
si consideramos a €k o a € K.

10. Proposicion : Sean p(x),q(x) € klx] dos polinomios vy k — K una extension de
cuerpos. El mdximo comiin divisor de p(x)y q(x) en kl[x] coincide con el mdximo comuin
divisor de p(x) y q(x) en Klx].

Demostracién. El maximo comun divisor de dos polinomios p(x) y g(x) se puede calcu-
lar por el algoritmo de Euclides, calculo que es el mismo si consideramos que estamos
en k[x] o si consideramos que estamos en K[x].

O

11. Proposicion: Sean p(x),q(x) € klx] dos polinomios y K una extensién de cuerpos
de k donde estén todas las raices de p(x) y q(x). Escribamos en K|[x]

px)=ag-(x—a1)" - (x — a,)*
Q(x) = bO (x— al)ml cee(x— ar)m,

con ai,...,ar€Kyn;,m; =0, para todo i. Entonces,
m.c.d.(p(x),q(x)) = (x — ay)™nirvmib L (x — g ymintnrme]

Ademds, p(x)y q(x) son primos entre si si y solo si no tienen raices comunes (en K).

3.3. Teorema de las funciones simétricas

Sea p(x) = apx" +a1x" 1+ +a, = .c(x —a1)---(x — a,). Desarrollando el dltimo
término e igualando coeficientes de los x* se obtiene las formulas de Cardano:

a;=(-1'c: 2 Ajr A

l<sji<-<jisn

ap,=-D"c-a--ay
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1. Definicion: Llamaremos funciones simétricas elementales (o polinomios simétri-
cos elementales) en las letras x1,...,x, a los polinomios s; € Z[x1,...,x,]1 (i =1,...,n)

definidos por:
S1=x1+:+x,

si= Y wmew,
1<ji<--<jisn

Sp=X1"""%Xn

Se cumple la igualdad:

H(x—xi) =x"— 512" T+ 59x" 24+ (=1)"s,,.
i

Sea S, el grupo de las permutaciones de n letras. Para cada o € S,, consideremos
el morfismo de anillos, : Alx1,...,x,] — Alx1,...,x,] definido por

o(p(x1,...,%4)) := P(X5(1); -+ -, Xo(n))-

2. Definicion: Diremos que un polinomio p(x1,...,x,) € Alx1,...x,] es simétrico cuan-
do o(p(x1,...,x,)) = p(x1,...,x,) para toda o € S,,. Al conjunto de las funciones simé-
tricas las denotaremos A[x1,...x,15".

3. Teorema de las funciones simétricas: Se cumple la igualdad:
A[xl,...,xn]s" =Als1,...,8,]).

Es decir, un polinomio en x1,...,x, con coeficientes en el anillo A es invariante por
todas las permutaciones de las variables si y solo si es un polinomio en las funciones
simétricas elementales.

Demostracién. Evidentemente todo polinomio en las funciones simétricas elementales
es invariante por el grupo de las permutaciones. Por tanto, basta probar el reciproco.
Procedemos por induccién sobre el namero n de variables. Para n = 1 es trivial.
Sea p(x1,...,x,) € Alxy,...,x,15". Descomponiendo p(x1,...,x,) en la suma de sus com-
ponentes homogéneas, podemos suponer que p(x1,...,x,) es homogéneo de grado m.
Haciendo cociente por x, se obtiene que p(xi,...,x,-1,0) es un polinomio homogé-
neo de grado m en n — 1 variables e invariante por las permutaciones de éstas, luego
p(x1,...,%,-1,0) = ¢'(s},...,s),_,), siendo s/ la i-ésima funcién simétrica en las n—1
primeras variables. Cada sumando An,,.. m, 8’7" ~-s’g_”i1 de ¢'(s,...,s) ;) es un po-
linomio homogéneo en las variables x1,...,x,-1, de grado m; +2mo+---+(n—1)m,_1.
Podemos suponer que A, . m, ; =0, cuando my+2mg+---+(n—1)m,_1 # m. Por E
tanto, q¢'(s1,...,S,_1) es un polinomio homogéneo en las variables x1,...,x, de gra-
do m. Sea h(x1,...,x,) = p(x1,...,%,) — q'(81,...,5,_1). Se verifica que h(x1,...,x,) es
simétrico y homogéneo de grado m y se anula para x, = 0 (ya que s; = s’imod Xn),
luego es miiltiplo de x, y por ser simétrico es muiltiplo de x1:--x, = s,, es decir,
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3.3. Teorema de las funciones simétricas. Raices de un polinomio

h(x1,...,x,) =8, -h'(x1,...,%,) y, por tanto, A'(x1,...,x,) es simétrico también y homogé-
neo de grado gr(h’) = gr(h)—n = gr(p)—n < gr(p), luego por recurrencia sobre el grado
m de p se concluye que A'(x1,...,x,) = q(s1,...,8,) Yy h(x1,...,%X,) =S, -q(S1,...,8,). Por
tanto,

P, %) =q'(s1,...,80) + A(x1,...,%) = q'(s1,...,Sp-1) +Sn-G(S1,...,52)

con lo que se concluye. O

3.3.1. Teorema fundamental del Algebra

4. Teorema: Para todo polinomio p(x) € Clx] de grado n existen a;,...,a, € C de modo
que
px)=c-(x—ay) - (x—ay).

Demostracion. Dado un polinomio cualquiera, 0 # p(x) € C[x], tenemos que probar que
tiene una raiz en C. Basta probar que todo polinomio con coeficientes reales tiene una
raiz compleja, porque el producto de p(x) por su conjugado, q(x) = p(x) -m, es un
polinomio con coeficientes reales y si a es una raiz de q(x), entonces a o su conjugada
es una raiz de p(x). Si g(x) € R[x] es un polinomio de grado impar entonces

lim g(x)=- lim ¢(x), (v|lim g(x)|=+oo).
x—+00 xXx——00 x—+00

Luego por el teorema de Bolzano existe un a € R tal que g(a) = 0. Supongamos que
grq(x) =r =2"-m, con m impar. Para probar que g(x) tiene una raiz compleja pro-
cedamos por induccién sobre n. Para n = 0 lo hemos probado. Supongamos n > 0.
Sean ay,...,a, las raices de g(x) y fijado A € R sean f;; := a; + a; + Aa; - a;. El poli-
nomio h(x) := [[;<;(x — B;;) € Rlx], porque los coeficientes de h(x) son funciones simétri-
cas en ai,...,Qa,, luego por el teorema de las funciones simétricas, los coeficientes de
h(x) son polinomios en los coeficientes de g(x). Observemos que A(x) es un polinomio
de grado (;) =2""1.m.-(r—1)=2""1.m' con m’ impar. Por induccién sobre n, cierto
Brs = ar+ag+ Aa, - ag € C. Variando el nimero real A fijado (témese (;) + 1 distintos),
existiran A # A/, para los que existen r,s, de modo que

ar+as+la,-as, ar+as+Aa,-aseC.

Luegoa :=a,+asy b:=a,-a; € C. Como a, y as son las raices de (x — a,)(x — ag) =
x? —ax+b, tenemos que a,,as =(a + Va2 —4b)/2€C. O

Se dice que un cuerpo k es algebraicamente cerrado si todas las raices de todo
polinomio p(x) € k[x] estan en k. Entonces, el teorema fundamental del Algebra dice
que C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

5. Corolario: Si R — K es una extension de cuerpos tal que dimpK < oo, entonces
K=RosC.
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Demostracién. Supongamos que R < K.Sea ae K—Ryn=dimgrK, entonces una com-

binacién R-lineal de 1, a,...,a” igual a cero, luego existe un polinomio de grado n que
anula a a. Sea p(x) € R[x] el polinomio ménico irreducible que anule a . Sea a+bi € C,
tal que p(a +bi) = 0. Tenemos el isomorfismo R[a] = R[x]/(p(x)) = Rla + bi] =C. En con-
clusién, podemos suponer que C = Rla] < K. Sea f € K y g(x) € Cl[x] un polinomio
monico irreducible tal que g(f) = 0. Como g(x) es ménico irreducible, g(x) = x—c, luego
B =ceC. Luego, K =C. |

3.4. Factorizacion en Q[x]

1. Proposicién: Sean A y B anillos integros, p(x) =37  a; 2"t € Alx] un polinomio

primitivoy f: A — B un morfismo de anillos. Si f(ag) #0y q(x) = %" fai)-x"" € Blx]
es irreducible, entonces p(x) es irreducible.

Demostracion. La aplicaciéon F: A[x] — Blx], F(X; ¢;x)) := Y, f(c;)x* es un morfismo
de anillos. Supongamos que p(x) = p1(x)- po(x). Entonces,

q(x) =F(p(x)) =F(p1(x)) - F(pa(x)).

Como q(x) tiene grado n y es irreducible, entonces podemos decir que F(pi(x)) es de
grado cero y F(pao(x)) es de grado n. Por tanto, pi(x) tiene grado cero y po(x) tiene
grado n. Como p(x) es primitivo, p1(x) es un invertible de A. En conclusién, p(x) es
irreducible.

O

2. Ejercicio: Calcula todos los polinomios de grado dos irreducibles de Z/2Z[x]. De-
muestra que x* + 22 + 22 + x + 1 € Q[x] es irreducible.

3. Criterio de Eisenstein: Sea A un dominio de factorizacién tinica, p € A irreduci-
bley p(x) =apx” +a1x™" 1 +---+a, € Alx] un polinomio. Si se cumple que

1. p(x) es primitivo,

2. ai,...,a, son multiplos de p

3. an no es multiplo de p2.
entonces p(x) es irreducible.

Demostracién. Si p(x) = c(x)-d(x) es una descomposiciéon propia, entonces por ser
p(x) primitivo es n > gre(x), grd(x) > 0. Sean p(x), c(x),d(x) € (A/(p))[x] las clases de
p(x),c(x) y d(x) médulo p. Por 2., es Im = aox". Por tanto (ejercicio), c(x) = Gp_jx? y
d(x) = Eix”_i (conn>n—-iyn>i,es decir, i,n—1i > 0). En particular, los términos
independientes de c(x),d(x) son multiplos de p y, por tanto, el de p(x) es multiplo de
p2, 1o que contradice 3.

O

=
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3.4. Factorizacién en Q[x]. Raices de un polinomio

4. Ejercicio: Prueba que x" — 2 € Q[x] es un polinomio irreducible, para todo n > 0.
5. Formula de interpolacion de Lagrange: Dados ao,...,a, € k distintos entre st
y Po,-...,Bn € k existe un tinico polinomio p(x) de grado menor o igual que n tal que

p(a;) = Bi, para todo i. Ademds,

(x—ag) - (x—a;)(x—ay)

px)=) Bi-
i=0

(a; = ag)-+(a; — i)+ (a; — an)
Diremos que p(x) es el polinomio de interpolacion de ay,...,a, con valores By,...,Bn.

Demostracion. p(x) es de grado menor o igual que n y p(a;) = B;, para todo i.

Si g(x) fuese otro polinomio tal que q(a;) = B; para todo i, entonces p(x) — q(x)
seria un polinomio de grado menor o igual que n con n + 1 raices:ay,...,a,. Por tanto,
p(x)—qx) =0y q(x) = p(x). O

6. Descomposicion de un polinomio con coeficientes racionales en producto
de polinomios irreducibles:

1. Dado p(x) € Q[x], escribamos p(x) = m-q(x), con m € Q y q(x) € Z[x] primitivo.
Para descomponer p(x) en factores irreducibles basta descomponer q(x) en factores
irreducibles en Z[x].

2. Calculemos los polinomios ¢,(x) € Z[x], con n = grqg,(x) < gr(q(x))/2, que divi-
den a q(x): Todo polinomio de grado n, r(x), coincide con el polinomio de interpola-
cién de 0,1,...,n con valores r(0),...,r(n). Si q(x) = g,(x)-q'(x), entonces q,(i) divi-
de a ¢(i). Observemos que solo hay un numero finito de enteros que dividen al en-
tero q(i). Sea Y = {(Bo,...,Br) € VASEE B; divide a q(i), para todo i}, y para cada
y = (Bo,...,Pn) €Y sea q,(x) el polinomio de interpolacién de 0,1,...,n con valores
Bo,-.-,Bn- Y =1{g,(x): y€Y y q,(x) divide a gq(x)} es el conjunto buscado que sabemos
calcular.

3.4.1. Polinomios ciclotomicos

7. Definicion: Sea % un cuerpo. Se dice que a € £ es una raiz n-ésima de la unidad
si a” = 1. Se dice que a es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si a” =1y a™ # 1,
para todo 0 <m < n.

Sea a una raiz n-ésima de la unidad y r = ord(a) el minimo numero natural
(no nulo) tal que a” = 1, entonces el grupo (multiplicativo) generado por a es {(a) =
{1,a,a?,...,a" 1} y tiene orden r. Si ™ — 1 no tiene raices multiples (es decir, n # 0 en
k), a es una raiz primitiva de la unidad si y solo si (a) es el grupo de todas las raices
n-ésimas de la unidad.

Consideremos ahora k& = C. Observemos que

2k 2k7

=cos— +isen——€C, 0<k <n},
n n

[y = {ek-Zni/n
n-—
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es el conjunto de todas las raices n-ésimas de la unidad, que es un subgrupo (multipli-
cativo) de C*, de orden n. El morfismo

ZINZ — iy, 1— ™2
es un isomorfismo de grupos. Via este isomorfismo, el conjunto de generadores Z/nZ se
identifica con el conjunto R, c u, de todas las raices n-ésimas primitivas de la unidad
(R, ={e € u, tales que €™ # 1 para cada m < n}). El conjunto de generadores de Z/nZ
se identifica con los invertibles de Z/nZ, (Z/nZ)* ={k € Z/nZ, (k,n) = (1)}. Luego,

2km 2kn

R, ={e"?"" = cos === tisen="", con 0<k<ny (k,n)=(1)}.
n n

8. Definicion: Para cada n € N se denomina n-ésimo polinomio ciclotémico al polino-
mio moénico
(Dn(x) — l_[ (x_ek~27tl/n).
k<n,(k,n)=(1)

Se cumple ¢ € C es una raiz n-ésima de la unidad si y solo si ¢ es una raiz primitiva
d-ésima de la unidad para algin d|n. Por tanto,

x" -1= H(Dd(x).
din

Luego,
x" -1
[a<n,am Pax)’

Por recurrencia se demuestra que ®@,,(x) € Z[x] (obsérvese que ®1(x) =x — 1).
Dejamos que el lector pruebe la siguiente proposicion.

(Dn(x) =

9. Proposicion: Se cumple

1. &1(x)=x-1.
x2-1
2.<Pg(x)::5q65::x-+1.
3. O3(x) = &i(_xl) =x2+x+1.
4_
4. D4 = 55550 ),¢12(x) =x2+1

5
5. O5(x)= &C)l(_xl) =xt+x8+a%+x+1

_ x8-1 — 2
6.(DG(X)—-&izaiﬁzzyégas——x —-x+ 1

7. Si p>0es primo, ®p(x) = % =xP 14 xP 24 4x+1
8. Si p>0es primo, ®pn(x)= CI)p(xpnfl) — P =D P T2 P 1 Tame-

. p"_1
5n, © =X .
bién, O pn(x) T

75



76

3.4. Factorizacién en Q[x]. Raices de un polinomio

p" )
) . Tas raices de
D, (xP )

@, (xP") son aquellas a € C tales que ord(aP”) =r, es decir, aquellas a € C tales que
ord(a) =r-p', con i < n. Por tanto,

9. Si p >0 es primo y r no es divisible por p, ®,.pn(x) =

{Raices de ®,(xP")}\{Raices de (I)r(xpnfl)} ={aeC: ord(a)=r-p"}
= {Raices de @,.,»(x)}

y hemos terminado.

10. Si r es impar, ®g.(x) = +P,.(—x): Si ord(a) = 2r entonces a” = —1, luego (—a)" =
1 y ord(—a) = r. Por tanto, las raices de ®g,.(x) son raices de ®,.(—x) y como
gr(®g,(x)) = p2r) = P(2)P(r) = P(r) = gr ®,(—x) hemos terminado.

10. Lema: Sea p € N un niimero primo. Para todo q(x) € Z/pZlx] se cumple que
q(x)P = q(xP).

Demostracién. Para cada a € Z/pZ es a? =a y (r(x) + s(x))? = r(x)? + s(x)?, para cada
r(x),s(x) € Z/pZ[x], luego

q(@)? =(ap+aix+---apx™P =af +aixP +---an(xP)" = q(xP).

11. Teorema: Los polinomios ciclotémicos ®@,(x) € Z[x] son polinomios irreducibles.

Demostracién. Supongamos que D,(x) = p(x)-g(x). Sea p un nimero primo que no
divida a n. Veamos que si € es raiz de p(x) entonces €” es también raiz de p(x): Ob-
servemos que €” es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, luego es raiz de ®,(x).
Si P es raiz de q(x), entonces, los polinomios p(x) y g(x?) tienen la raiz € en comun,
luego no son primos entre si. Entonces, en Z/pZ[x], p(x) y q(xP) = q(x)p no son primos
entre si. Por tanto, M y M no son primos entre si, y ®,(x) = p(x) - g(x) tiene raices
multiples. Entonces, x™ — 1 € Z/pZ[x] tiene raices multiples. Pero, x” — 1 es primo con
su derivada 72 -x" ! (donde 7 # 0, porque p no divide a n), lo que implica que no tiene
raices multiples. Hemos llegado a contradiccion, luego € no es raiz de g(x) y ha de ser
raiz de p(x). ' '

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que e es raiz de p(x). Sea e

una raiz primitiva de la unidad, luego m es primo con n 'y m = p1---p,, donde los
. . . , . 2p17i . 2p1pani
primos p; no dividen a n. Por el parrafo anterior, e » es raiz de p(x), luegoe™ »

2mmi

es raiz de p(x) y asi sucesivamente obtenemos que e » es raiz de p(x). En conclusion,
D, (x) = p(x).

O

12. Proposicién: Qe | = Qx)(®,(x)).

Demostracion. El polinomio ménico con coeficientes en Q minimo anulador de ¢S es
2mi
@, (x), por el teorema 3.4.11 y el lema 2.6.3. Luego, Qle » 1= Q[x]/(P,(x)). O
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3.5. Separacion de las raices

3.5.1. Acotacion de las raices

1. Sea P(x)=x"+a1x" 1+ --+a, € Clx] no nulo. Queremos encontrar un nimero real
L >0, que llamaremos cota (de las raices) de P(x), de modo que si a € C es una raiz de
P(x) entonces |a| < L.

Cota de MacLaurin: Una cota de P(x) es L = 1+ max{|ail,...,|an|}, porque si
|z| =L,

IP(2)| = |2]" —laillz|" = —lan] = 2" = (2] = Dlz|" = = (2| - 1) = 1.

2. Sea P(x)=x"+a;x" !---+a, € R[x] no nulo. Queremos encontrar un nimero real
L, que llamaremos cota superior (de las raices reales) de P(x), de modo que si r € R es
una raiz de P(x) entonces r < L.

Cota superior de Newton: Si P(a),P'(a),...,P™(a) = 0, entonces L = a es una

n . i
cota superior: P(x)= Y P”(a)@, luego P(r) > 0, para todo r = a.
i=0 '
Cota superior de Lagrange: Sea N = max{|a;|: a; < 0}. Si a, es el primer coefi-
ciente negativo, una cota superior de P(x) es L =1+ /N, porque si r = L,

—-1) n—-s+1 _ —1)s
oot = P (= 1 e (1) = DT 1 —
r—

P(ry=r"+air"™
—pt_ (r— l)s—l _(rn—s+1 1> P rs—l . rn—s+1 =0.

Observacion Se dice que I € R es una cota inferior (de las raices reales) de P(x) €
R[x], si I es menor o igual que toda raiz real de P(x). I es una cota inferior de P(x) siy
solo si —I es una cota superior de P(—x).

3.5.2. Exceso de una funcion racional real

En esta seccion los polinomios considerados son con coeficientes reales.

Sea una funcién racional f(x) = gg; (con P y @ primos entre si). Diremos que f(x)
tiene un polo en a € R cuando a sea raiz de @. Diremos que la multiplicidad de f en el
polo a es n si ésta es la multiplicidad de a como raiz de Q.

Escribamos f(x) = f(x)- m siendo n 1la multiplicidad de f en el poloa y 0 # f(a) €

R.

3. Definicion: Llamaremos exceso de f(x) = SE’;; en a € R, al namero:

1 si @ es un polo de f de multiplicidad impar y f(a) > 0.
E.(f)={ —1sia es un polo de f de multiplicidad impar y f(a) <O0.

0 si f(x) no tiene polo en a o es de multiplicidad par.

De otro modo: el exceso de f en a es 1, si f(x) pasa de —oco a co al pasar x por a de
izquierda a derecha; el exceso de f en a es 1, si f(x) pasa de co a —oo al pasar x por a
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de izquierda a derecha el exceso es -1; y el exceso de f en a es cero en cualquier otro
caso.

4. Definicion: Dados a,b € Ry f(x) una funcion racional, llamaremos exceso de f(x)
entre a y b a la suma de los excesos de f(x) en sus polos contenidos en (a,b):

EXf)= Y Eu«f).

te(a,b)

5. Evidentemente, si a < c¢ < by f(x) no tiene polos en c, entonces
ES(f)=ES(f)+EL(f).
Si f y g son dos funciones racionales sin polos comunes en (a,b) entonces
Ey(f +8)=Ey(/)+E}(g).

Si P es un polinomio entonces E4(P) =0.
Veamos qué relacion hay entre las raices de un polinomio y el exceso.

6. Proposicion: Sean a < b nimeros reales y P € Rlx]. Entonces,

Pl
EZ(F) = N° de raices reales distintas de P en (a,b).

Demostracién Sean aq,.. ar las raices complejas (distintas) de P. Entonces P(x) =
ao- H(x a;)) yP'(x)=ap- an (- I (x—a))% y
i=1 =1 J#L
P n;
P l X — (Zl

. ! . ” . .
Por tanto, si a; es real, entonces E ai% = 1. Luego, el numero de raices distintas en
. . !
(a,b) coincide con EZ%.
O

Por tanto, el calculo del nimero de raices de P se reduce al calculo de EZ(%). El
teorema 3.5.9 (y su corolario: el teorema de Sturm) resolvera este problema.

Dado un nimero real no nulo r € R, diremos que sign(r) =1 si r >0 y sign(r) = —
sir<0.

7. Definiciones: Dados dos nimeros reales no nulos a, b se define

1 si signa # signb.

V(a,b):= o .
0 si signa = signb.

Dados numeros reales no nulos ai,...,a, llamaremos variaciones de signo de dicha

sucesion al nimero:

V(al,- .- ,an) = ZV(ai,ai+1),
i

De otro modo: & = (InP) =(X;n;In(x—a;)) =¥; L
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Si algunos términos a; (con 1 < i < n) son nulos se define las variaciones de signo
V(ai,...,a,) suprimiendo los términos nulos. Por ejemplo,

V(1,0,0,-1,0,3,1)=V(1,-1,3,1) = 2.

Dados dos nuimeros reales a,b y n polinomios reales P1,...,P, (supongamos que
P,y P,, no se anulan en a ni en b), definimos

V2(Py,...,Pp):=V(P1(a),...,Pu(a) = V(P1(b),...,Py(b)).

8. Evidentemente, dados tres ntimeros reales a,b,c (suponemos que P; y P, no se
anulan en a, ni en b ni en ¢) se cumple que

V2(Py,...,P,) = VE(Py,...,P)+ VO (Py,...,Pp).

9. Teorema : Sean a < b dos niimeros reales y P,Q dos polinomios reales que no se
anulan en a ni en b, entonces

Q

P
P

Q

Demostracién. Se puede suponer que P y @ son primos entre si, pues los factores
comunes se pueden suprimir sin que altere la formula. Seana =a1<ag<---<a,=b
tales que P -@ tiene a lo mas una raiz (multiple o no) en (a;,a;+1) y (P-Q)(a;) # 0, para
todo i. Basta probar que

EYN=)+EYZ)=V2(P,Q).

Qi+l Q

p _
(_)+E (F):V(ZHI(PaQ):

Q ¢
para todo i, por 3.5.5 y 3.5.8. Intercambiando P por @ si es necesario, podemos suponer
que P no tiene raices en (a;,a;+1), luego EZE“(%) = 0. Cambiando, si es necesario, P y
Q@ por —P y —@ podemos suponer que P >0 en (a;,a;+1). Tenemos

P 0. @ .. P
~)+ B4 (X) = EU (=
(@ +HEa =

Qi+l
EY

ai+1
E%

)= VitU(P,Q),

donde = es f4cil de probar. O

10. Sea P(x)€ R[x] y supongamos que P’(x) no tiene raices en (a,b) y que P(a)-P(b) #
0. Entonces,

N° de raices de P(x) en (a,b) = Eg(%> = |EZ(%)| =|V2(P,1)| = V(P(a),P(b))

De otro modo: P(x) es estrictamente creciente (o decreciente) en el intervalo (a,b),
luego tendra una (resp. ninguna) raiz si V(P(a),P(b)) =1 (resp. V(P(a),P (b)) =0).

Si P(x) no tiene raices multiples, entonces las raices reales de P'(x) separan las
raices reales de P(x). La dificultad esta en el cdlculo de las raices a; de P'(x) (y en el
calculo de P(«a;)).

79
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3.5.3. Numero de raices reales en un intervalo

Veamos que el teorema anterior nos da un modo de calcular, via el algoritmo de
Euclides, el exceso de una funcién racional y por ende un modo de calcular el nimero
de raices de un polinomio en un intervalo.

Sean P,@® dos polinomios con coeficientes reales y consideremos los restos R; obte-
nidos en el algoritmo de Euclides (cambiados de signo):

P=Ci1Q-R,
Q@ =C2R1-Ry

Rn—2 = Can—l _Rn
R,-1=CpaR,

Se dice que los {R;} son los restos de Sturm de P y Q.

11. Teorema : Sean a < b dos niimeros reales, P,Q dos polinomios con coeficientes
reales y supongamos que P no se anula en a ni en b, entonces:

Eﬁ% =V2(P,Q,Ry,...,R,).

Demostracién. (1) Supongamos que  y los restos de Sturm no se anulan en a ni en b.

Procedamos por induccién sobre n. Para n = 0, es decir, P es miltiplo de @, EZ% 359
V2(P,@) - ESL = V2(P,Q). Sea n > 0. De la igualdad P = C1Q —R; se obtiene g =
Ci- &, luego Eﬁ’lg = —EZ%. Aplicando esta igualdad e induccién se obtiene:

Ebg 359

P R
op 2 VIP.Q-ELS =VIP.Q+E; S

Q Q
=V2(P,Q)+V2(Q,R1,...,R,) =V2(P,Q,R1,...,R,).

(2) Supongamos que @ =: R o algtin resto de Sturm se anula en a o0 en b.

Se observa que no puede haber dos términos consecutivos R;(a) = R;;1(a) =0, pues
entonces x —a seria divisor del maximo comun divisor de R; y R;;1, y por tanto de
P, contradiciendo la hipétesis del teorema. Igualmente, no puede ser que R;(b) =
R;,1(b) =0. Por la misma razén R,(a) #0 y R,(b) # 0. Por otro lado, si R;(a) =0, como
R; 1=C;;1R;—R;:1,setiene que R;_1(a) y R;;1(a) son de signo contrario. Igualmente,
si R;(b) =0, entonces R;_1(b) y R;+1(b) son de signo contrario.

Modifiquemos a w a’ =a+¢€¢y b ~» b’ = b —¢ ligeramente de manera que: E

EZ:%, Ri(a’)#0 (y R;(b") #0) para todo i, y sign(R j(a)) = sign(R j(a)) cuando R j(a) # 0

(y sign(R (b)) = sign(R j(b')) cuando R ;(b) # 0). Si Ri(a) = 0 entonces
V(R;-1(@"),Ri(@"),R;41(@") =1=V(R;_1(a),R;+1(@) = V(R;-1(a),R;(a),R;+1(a)),

bQ _
apP —

ya que sign(R;_1(a’)) = sign(R;_1(a)) = —sign(R; ;1(a)) = —sign(R;,1(a’)). Igualmente,
si R;(b) =0 entonces V(R;_1(b'),R;(b"),R;+1(b")) = V(R;_1(b),R;(b),R;+1(b)). Por tanto,

bQ _ @

E“P ap

VE(P,Q,R1,...,R,) = VO(P,Q,R1,...,Ry).
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12. Teorema de Sturm: Sean a < b dos niimeros reales, P un polinomio con coeficien-
tes reales que no se anula en a ni en b y {R1,...,R,} los restos de Sturm para P y su
derivada P'. Entonces,

N° de raices reales distintas de P en (a,b) = Vf(P,P’,Rl,...,Rn).

Demostracion. Es consecuencia del teorema anterior y la proposicion 3.5.6.
O

13. Una vez que sabemos que todas las raices reales de P(x) estan incluidas en un
intervalo (a,b), el teorema de Sturm nos da el procedimiento para separarlas?: Supon-
gamos que P(x) no tiene raices miltiples en (a,b). Consideremos los intervalos (a, %)
y (%,b) (supongamos por sencillez que P((a + 5)/2) # 0). Por el teorema de Sturm
sabemos calcular el nimero de raices reales de P(x) en cada uno de los dos interva-
los. Dividiendo sucesivamente en dos los intervalos que contengan mas de una raiz,
consiguiremos separar las raices.

14. Observacion: Sean P y @ primos entre si, supongamos que P no se anula en a
ni en b y sea r2(P) el niimero de raices reales de P (contadas con su multiplicidad) en
(a,b). Entonces,

iEQ% <rb(p).
Ademas, como 1 =—-1mod 2, se cumple la igualdad EZ% =r2(P) méd 2.
En particular,

1
r(p) = EZ(I—J) méd 2=V2(P,1) méd2=V(P(a),P(b)) méd?2.

15. Si P en un intervalo (a,b) tiene una raiz o ninguna (contando multiplicidades) y
(¢,d) c(a,b) (y suponemos P(c),P(d) # 0), entonces r‘ci(P) =V(P(c),P(d)).

16. Si V(P(a),P(b))=1y P(a),P(b)# 0, entonces P(x) tiene un nimero impar de rai-
ces en el intervalo (a,b). Consideremos los intervalos (a, %2) y (%,b) (supongamos
por sencillez que P((a+b)/2) # 0). Entonces, o V(P(a),P(%)) =1, obien V(P(%),P(b)) =
1. De nuevo, P(x) tiene un nimero impar de raices en (a, %), o bien en (%, b). Reite-
rando este proceso calcularemos aproximadamente una raiz de P(x) en (a,b). Existen
otros métodos de aproximacion, como el método de aproximaciéon de Newton o regula
falsi que el lector conocera del Analisis Numérico.

17. Si sabemos calcular las raices reales de un polinomio real entonces sabemos cal-
cular las raices reales de un polinomio complejo: Sea P(x) € C[x] y consideremos el
producto de este polinomio por su conjugado, Q(x) = P(x)- P(x) € R[x] (o consideremos
Qx) = m.c.d.(P(x),P(x)) € Rlx]). Las raices reales de P(x) € C[x] coinciden con las rai-
ces reales de Q(x) € R[x].

2No hacemos un anélisis de la dificultad intrinseca del célculo de los polinomios de Sturm.



82

3.5. Separacion de las raices. Raices de un polinomio

18. Teorema de Budan-Fourier: Sea P un polinomio con coeficientes reales de grado
n que no se anula en a ni en b, y rg el niimero de raices reales de P en [a,b] (contadas
con su multiplicidad).. Se cumple la acotacion:

rbP)<vie,P P",...,P").
Ademds esta desigualdad es una igualdad médulo 2.

Demostracion. Procedemos por recurrencia sobre el grado n del polinomio P. Sin =1

entonces r2(P) 512 Vo, P)).

(1) Supongamos que todas las raices reales de P son simples y que P y sus deriva-
das iteradas no se anulan en a ni en b. Entonces,
P’ P
SEO gl 329 Vof’u_D,P’)—Ef;I7 <V (P,P")+rb(P")
<Vo®,PH+VP(P P",.. PYY=Vl®P,P P".. PY).

rZ(P)

Las desigualdades son igualdades médulo 2 por serlo la primera (por la observacion
3.5.14) y serlo la segunda por recurrencia.

(2) Supongamos ahora que P y sus derivadas iteradas no se anulan en a ni en b.
Sustituyendo cada factor (x—a;)**! de P (con @; € R) por (x—a;)(x—a; —€)---(x —a; —s€)
con € pequenio, se obtiene otro polinomio @ con raices simples tal que rZQ = rgP y
v@Q,Q,Q",...,Q")=V2(P,P',P",...,P"). Por tanto,

1
P =@ L VEQ,Q,Q",....") = VP, P P, .P")

y se cumple la igualdad médulo 2.

(8) Por ultimo, supongamos que alguna derivada iterada de P se anula en a (igual-
mente en b). Vamos a ver que cambiando infinitesimalmente a (y b), estamos en las
condiciones de (2) y no cambia el nimero de raices de P (evidentemente) ni el nime-
ro de las variaciones de signo de P y sus derivadas iteradas. Haciendo el cambio de
variable x' = x —a se puede suponer a = 0. Haciendo el cambio a =0~ a =€ > 0 se
puede suponer que sign(P?(0) = sign(P"(¢)), para todo € pequefio, cuando P?(0) # 0.
Supongamos que

Pi—l)(o) + 0, Pl)(o) — e — Pi+h_1)(0) = 0, Pi+h)(0) #0.

Entonces es PP(x) = x"(u+yx +---) y por tanto P**"(x) = ¢, 2" "(u+y'x +---) (siendo
¢, =h(h—-1)---(h—r+1)>0) para r < h. Por tanto, para € suficientemente pequeno y
r < h es signP'*")(e) = sign , de donde

V(P D), PYe),...,PT"V(e), PP e) = V(P e, ... 11, 1)
= V(P(0),0,...,0,P*(0) = V(PID(0), P(0), ..., PI1(0), PI(0)).

Luego, V(P(¢c),P'(¢),...,P™(€)) = V(P(0),P'(0),...,P™(0)) y se concluye. O
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19. Teorema de Descartes: Sea P(x) =aox" +---a,-1x +a, un polinomio con coefi-
cientes reales de grado n sin la raiz 0 (i.e. a, #0). Entonces,

*(P)=Vlap,a1,...,an)

y es una igualdad médulo 2 (es decir, ambos niimeros tienen la misma paridad).

Demostracién. Basta aplicar el teorema de Budan-Fourier teniendo en cuenta que a; =
P (0)/(n —i)! y que sign PP (+00) = signa (es decir, no depende de i y, por tanto, sus
variaciones son nulas).

O

Haciendo el cambio x — —x y aplicando el teorema de Descartes se concluye que
r? o(P(x)) = r§®(P(-x)) < V(ag,—az,...,(-1)"a,)

y es una igualdad médulo 2.

20. Corolario: Si todas las raices de P son reales (y no nulas), entonces:
®(P)=V(ag,a1,...,an) y r’o(P)=Viag,—a,...,(-1)"a,)
y ademds P(x) no puede tener dos coeficientes consecutivos nulos.

Demostracion. Por el teorema de Descartes,
=ry®(P)+12 (P)<V(ag,a1,...,a,) + V(ag,—ai,...,(-1)"ay)

Es facil ver que el dltimo sumando es siempre menor o igual que n, y que si es n no
puede haber dos coeficientes consecutivos nulos. Ahora es facil concluir. O

Este corolario se usa en Algebra Lineal para determinar cuando una métrica si-
métrica es euclidea: Todos los autovalores de las matrices simétricas con coeficientes
reales son reales, y la matriz simétrica es euclidea si y solo si todos los autovalores son
estrictamente positivos. Por el corolario, la métrica simétrica es euclidea si y solo si
V(ag,ai,...,a,)=n, donde P(x) =aox*+---+a,-1x+a, es el polinomio caracteristico
asociado a la matriz.

3.5.4. Numero de raices complejas en un rectangulo

Orientemos S! en sentido anti-horario. Dados a,b € S! denotemos [a,b] el arco
bien orientado de S! que empieza en a y acaba en b.

Sea f: S! — S! = R]Joo una funcién continua tal que f !(co) sea unién de un
numero finito (o nulo) de intervalos cerrados.

Si p es un polo aislado de £, es decir, p es un abierto de f~(co), definimos E ()
del modo usual: E,(f)=1si hm f(x) =—oo0oy lim f(x) = +o00, etc. Si[p,b] es un abler-

x—p*

to de f~1(c0), diremos que E (f) =3 si hm | f(x) = —oo0 y diremos que Ep(f) ? si

11r;)1 f(x) = +00. Si [a,p] es un ablerto de f 1(oo) diremos que E,(f) = 2 si hm f(x) =
—p*
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+00 y diremos que E,(f) = _71 si lim f(x) = —co. Si p no es un polo o f~1(co0) es un
x—p*
entorno de p, entonces diremos que E,(f)=0
Dado un intervalo [a, b], tal que a y b no son polos, se define Ef;(f) =2 pela,b1 Ep(f).
Si ¢ € [a,b] no es un polo, entonces Eg(f) =EX(f)+E{(f). Si f y g no tienen polos
comunes, entonces EZ(f +g) = Eg(f ) +E2(g) Por ultimo, argumentando como la de-

mostracién de teorema 3.5.9, tenemos que
1

E2(F)+EY%(
! f

)=V2(f,1)

(f sin polos ni ceros en a y b, f~1(0) como f1(co) es igual a un ndmero finito de
intervalos cerrados). Por tanto, tomando b — a™

1
Esi(f)+Esi(5)=0.

21. Definicion: Llamaremos curva racional en C a cualquier aplicacién continua
o:la,b]—C

definida a trozos por funciones racionales, es decir, una aplicaciéon continua o(¢) =
u(t)+iv(t) tal que existen un nimero finito de nameros realesa =ag<ai1<---<a,=b>b
. . P
de manera que las funciones u,v en cada intervalo [a;,a;.1] son de la forma u(¢) = Qf((ii
12

y u(t) = % con P;(?),Q;(t),S;i(t),H;(t) polinomios. Diremos que es circuito cuando

o(a)=o(b).

Es claro que la unién de dos curvas racionales (a trozos) tal que la segunda empieza
en el punto donde termina la primera, es otra curva racional.

22. Ejemplos: Las circunferencias son circuitos. En efecto: basta ver que las semicir-
cunferencias son curvas racionales, pues la circunferencia es unién de dos semicircun-
ferencias. Sea (c1,c9) el centro y r € R* el radio de una circunferencia. Consideremos
el haz de rectas que pasan por el punto de la circunferencia p; = (c1 + r,c2), es de-
cir, y = t(x —c1 —r) + co. Para cada pendiente ¢, la correspondiente recta, corta a la
circunferencia en un dnico punto (aparte de p1). Computando, dicho punto es:

t2-1 s 2t )
———+c1,r——+c9).
2+1 Ve 2
Luego para ¢ € [-1, 1] parametriza la semicircunferencia (con x < ¢1).?
Otro ejemplo trivial es un segmento en C (usando las ecuaciones paramétricas de
las rectas). Por tanto, cualquier poligono es un circuito.

23. Definicion: Diremos que una curva ¢ pasa por un punto z € C cuando z € Imo.

3Podemos considerar ¢ € (—oo,00), que parametriza la circunferencia (salvo el punto (¢1 +r,c2)) y para
t — oo obtenemos el punto (cy +r,c2).
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24. Definicion: Dado un circuito o: [a,b] — C, o(#) = u(¢) + iv(¢) que no pasa por el
origen, llamaremos nimero de vueltas alrededor del origen (en el sentido de las agujas
del reloj) al nimero

E p U(2)

v(o) = AT

25. Observaciones: (1) El exceso de la fraccién ”((?) es 1 en t =ty cuando u(tg) =0

(es decir la curva corta el eje OY) y la fraccion pasa de negativa a positiva, es decir:
(1) si v(tg) es negativo, entonces u pasa de positivo a negativo (o equivalentemente,
o(t) pasa del cuarto cuadrante al tercero); (ii) si v(¢¢) es positivo u pasa de negativo
a positivo (es decir o(¢) pasa del segundo cuadrante al primero). Por tanto, es claro
que cada vez que la curva da una vuelta alrededor del origen el exceso es 2, y queda
justificada la definicién.

(2) Analogamente se puede definir v(o) = ES Z((f)) contabilizando el nimero de

cortes con el eje OX. En efecto, ambos nimeros c01nc1den, pues como sabemos
Yut) " *u(t)
porque u(a) = u(b),v(a) = v(b).

=V2(u,v) = V(ula),v(@) - V(u(b),v(b)) = 0

(3) Realmente, en el nimero de vueltas lo que se cuenta es el nimero de vueltas
en el sentido de las agujas del reloj menos el nimero de vueltas en sentido contrario.

26. Lema: Sio1,02: [a,b] — C son dos circuitos (que no pasan por el origen), entonces
el numero de vueltas de 01-09 es igual a la suma de las vueltas que da cada uno de
ellos:

v(o1-02)=v(o1) +v(o2).

Demostraciéon. Supongamos que o1(t),02(¢) no cortan simultdneamente al eje OX pa-

ra ningun valor de ¢. Escribamos el numero de vueltas por v(o) = IEZ ifff)) IEZ (@)

(siendo o(t) = u(t)+v(t)i y f(t) = —%). Se verifica que la parte real e imaginaria de
01(t)-09(t) es uiug —v1v2 y u1vg +viug y por tanto el numero de vueltas es

Ui U
W(o1- 02)__1 pULlUg — V1V _ ]-Ebvlvz 1 _1 bflfz—

a u ug
2 %ujvg+viug 2 1+U§ “fi+fe

Ahora bien, si f1 6 f2 tiene polo en un punto t¢, la fraccién L2l 1f 2= no tiene polo en #g

(toma el valor finito fa2(t¢) 6 f1(¢¢) respectivamente), luego los polos se dan exactamen-
te cuando se anula el denominador, es decir, cuando f1(¢g) = —fa(¢9) y en tales puntos
el numerador es estrictamente negativo (f1(£9)fa(¢o) — 1 = —f1(¢0)? — 1 < 0), es decir,

1 b f]_fz - ]. b 1 1 b ]. b ]. b

=——FE =—FE +fo)==E f1+—=-E = + .

“F +f2 2 T v fy 2 o(f1+12) 3 al 1 5 of2 =v(o1) +V(02)

En partlcular, si 09(t) = cte =: z entonces v(g1(t)) = v(o1(t)-2z). En el caso de que
01(t),09(t) corten simultaneamente el eje OX, entonces para casi todo z € C,

v(o1-02)=v(01-02-2)=v(o1) +v(o2-2) =v(01) +v(02).
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27. Teorema : Sea P(z) un polinomio con coeficientes complejos y o: [a,b] — C un
rectangulo (por sencillez) recorrido en el sentido de las agujas del reloj y no pasando
por ninguna raiz de P(z). Entonces el nimero ry;(P(z)) de raices de P(z) (contadas con
su multiplicidad) contenidas en el interior del rectdngulo coincide con el nimero de
vueltas v(P(o(t))) de P(o(t)) alrededor del origen:

~ = 1 pp [PO@im
ro(P(2) =v(P(0(1) = S E [P(c()]re’

donde [P(a(t))]im es la parte imaginaria de P(o(t)) y [P(o(t)]r. la parte real.

Demostracién. Escribamos P(z) = H(z)-[];(z— a;)" siendo a; las raices de P(z) conte-
nidas en el rectangulo y H(z) sin raices en el mismo. Por el lema anterior, v(P(o(t))) =
VIH(o@)+X,r;-v(o(t)—a;) =v(H(o(@) + X, r;.

Solo tenemos que probar que si un polinomio H(z) no tiene raices en el rectangulo
entonces v(H) = 0. Supongamos que v(H(o(t))) # 0 y lleguemos a contradiccién.

Se observa que si dos poligonos tienen un tramo en comun pero recorridos en sen-
tido contrario, entonces la suma de los excesos sobre estos estos dos coincide con el
exceso en el contorno de la unién, pues en el tramo comiin el exceso de uno se cancela
con el del otro. Por tanto si el interior de un poligono es unién de los interiores de va-
rios poligonos de modo que cada dos de ellos tengan como mucho un tramo de su borde
en comun y éste esta recorrido en sentido contrario en cada uno, entonces el exceso en
el borde del poligono es la suma de los excesos en los bordes de los poligonos en los que
descompone.

En particular cuadriculando el rectangulo (de manera que los ejes verticales y ho-
rizontales no pasen por las raices) se puede suponer que dichos rectangulos son todo
lo pequerios que se quiera.

Como el nimero de vueltas es no nulo, se puede elegir una cadena de rectangulos
0,(t) de manera que cada uno esta contenido en el siguiente y el tamarfio (de sus lados)
es menor que 2% y tal que el nimero de vueltas en él es no nulo. Estos rectangulos se
intersecan en un punto a. H(a) = A # 0, entonces existe n tal que H(o,(¢)) corta como
mucho con uno de los ejes. Por lo tanto, por las observaciones (1) y (2), el nimero de
vueltas de H(o,(t)) es nulo y hemos llegado a contradiccion.

O

Este teorema permite separar las raices de un polinomio complejo cualquiera. En
efecto, M = 1+méx{lail,...,|a,|} es una cota de P(z) = 2" +a 12" 1 +---+a,. Comencemos
con un cuadrado centrado en el origen y lado de longitud 2M. Este contendra todas las
raices de P(z). Subdividiendo este cuadrado en cuadrados con lado de longitud la mitad
y calculando el nimero de vueltas en cada uno de ellos se va aproximando y separando
las raices.

Por otro lado permite demostrar de nuevo el teorema fundamental del Algebra.

28. Teorema de D’Alembert: Todo polinomio con coeficientes complejos tiene todas
sus raices complejas.

Demostracién. Sea P(z)=z"+a12" 1 +---+a,. Se trata de ver que eligiendo un cua-
drado o centrado en el origen y de lado suficientemente grande es v(P(0)) = n. Basta
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elegir un cuadrado o centrado en el origen y con lado de longitud mayor que 2nM (sien-
do M como arriba). En efecto, sea f(z) = %. Se tiene P(z) = 2" f(z), luego v(P(0)) =
v(o™) +v(f(0)) = n+v(f(0)), luego basta ver que sobre o es v(f(0)) = 0. Ahora bien,
lo(t)] > nM, y para todo z tal que |z| > nM se cumple que |f(z)—1| = |1¥ 1] =
a1z +-+a,z7" < %+ . --+% =1. En particular f(o(¢)) no corta al eje OY, por tanto,
el namero de vueltas de f(z) al recorrer ¢ es nulo.

O

29. Lema : Sean o1(t),02(t): [a,b] — C dos curvas racionales (que no pasan por el
origen) y 03(t) := 01(¢)- o2(t). Denotemos o ;(t) = u j(¢) +v;(t)-i. Entonces,

pus(® _ pur® oy usd)
“v3(t) v1(t) “vo(2)

donde suponemos que vi1,v2,v3 no se anulan ni en a ni en b.

E

b
_Va (UIUQ’US)’

Demostracién. Supongamos que o1(t),02(¢) no cortan simultdneamente al eje OX pa-
ra ningun valor de ¢. Tenemos que 03(¢) = (wi1ug —v1v2) +(w1v2 +v1ug) - i. Denotemos
fi= Z—l’ Entonces,
Ebu3 _Ebuluz vivg  _pf1fe—1
vs  ‘urwg+viug ¢ fitfe

Ahora bien, si f1 6 fo tiene polo en un punto tg, la fraccion L lf 2°= no tiene polo en ¢t
(toma el valor finito fa(t¢) 6 f1(¢¢) respectivamente), luego los polos se dan exactamen-
te cuando se anula el denominador, es decir, cuando fi(¢¢) = —f2(¢¢9) y en tales puntos
el numerador es estrictamente negativo (f1(to)fa(to) — 1 = —f1(¢0)? — 1 < 0), es decir,

bf1f2—1_ b 1

AT, _—Eam:Ef;(ﬁ+f2>—vf<f1+f2,1)=E3f1+E2fz—vf<f1+fz,1>
—Ebul Egﬁ—Vf(ulvz+u2v1,v1v2):Egﬂ+E2B—Vf(vg,vlv2)
U1 U1 U2

y obtendremos la formula requerida.

En particular, para casi todo namero complejo 1. muy préximo a 1 (de parte ima-
ginaria no nula), si o2(#) = 1., entonces se cumplira que Eb(u3) Eb(’“)

En general, existe un ndimero complejo 1. muy pr0x1m0 al,de modo que si de-
finimos 0 = 01, 04, = 1.-02 y 04 = 1.-03 = 0 - 0}, entonces los o), estdn en las hi-
potesis del teorema y en las del parrafo primero de la demostracion, EZ’:—; = Egz—f y

Vi(v1ve,v3) = Vé’(v’lv’Q,vg). Con lo que concluimos facilmente.

30. Observacion: Si tomamos las curvas 01 =i-01, 02 o2y 03 = 01 03 =i-03,
entonces obtendremos que

pU3(D) _ Ly 1) pua(®)
Yus®) T ui®)  “uva(t)

donde suponemos que u1,v2,us no se anulan ni en @ ni en b

+Vf(u1vz,u3),
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31. Teorema: Sea p(z) =z"+a12" ' +---+a, € Clx] un polinomio ménico y escribamos
plx+iy)=ulx,y)+v(x,y)-i. Sea a € Ry supongamos que la recta del plano complejo
y =a no pasa por ninguna raiz de p(z). Entonces,

+oo U(t, @)

L1
2 "®ut,a)

n
[N® de raices de p(z) contenidas en el semiplano y<a ]= 5

Demostracién. Probemos que para todo A >> 0, EXS Z((ig)) = n. Si definimos ¢q(z) =

1+ % +-- 4 Z—;’, entonces p(z) = q(z)-z". Observemos ¢(z) es un nimero complejo muy
préximo a 1, cuando |z| >> 0. Denotemos o1(¢) = q(¢ + A1) = u1(t) +vi(t)-i y o9(t) =
(E+AD)" =ug(t)+vo(t)-i. Entonces,

o U(,A) o V1(t,A) o U2(t,A) LV )
= — uivo, U
Ut A) T Pt A) T P A)
u2(t’A) -1 u2(t,A)
= g YL oo -l yny_ oo +1,
o0 Ug(t,A) —oo( ) B Uz(t,A)
Tenemos que probar que E*_ Z;gﬁ; =—(n—-1).Seac () =t+Ai=ul+v]|-iyo,t)=

(t+Ai)" 1 =ul+v)-i, entonces

o U2t A ouitA)  ugtA)
—00 2 = /1 —00 /2 _V—oo(vglvé’v2)
va(t,A) vy(t,A) vy(t,A)
ul(t,A) uyn(t,A)
=B Ay Vel T =B -,
vz(t,A) vz(tyA)

y recurrentemente concluimos.

Procedamos ahora con toda generalidad. Sea A >>0y B >> A. Si definimos ¢(z) =
1+ % +-- 4 Z—;‘, entonces p(z) =z"-q(z). Observemos q(z) es un nimero complejo muy
préximo a 1, cuando [z| >> 0. +B +¢i, con |[{| < A, es un nimero complejo de argumento
muy proximo a cero o 7, y médulo grande, luego (+B + ti)"* también y p(+B + ¢i) tam-
bién; luego, la parte real de p(+B +¢i) es no nula. Sea m el nimero de raices de p(z)
que yacen en el semiplano y < a. Entonces,

1 g U(t,A) A V(B,1) g v(t,a) A UV(=B,t)
_'(E—B L —L_B T, )=n-—
2 u(t,A) u(B,t) u(t,a) u(—B,t)
Luego, 3 -(n—0-E5, Z((iz)) +0)=n—my por tanto m =2 + %Etg’g%
O
32. Observaciones: 1. En el teorema hemos supuesto que ag = 1, podiamos haber

supuesto con mayor generalidad que ag € R*.

2. Evidentemente, dados a > b, si p(z) no tiene raices en las rectas y=a e y = b,
entonces

1 t t,b
[N? de raices de p(z) enlabandab<y<a ]= 3 -(Etg% —Etgg%’,b))

).
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3. Supongamos que p(z) no tiene raices en la recta x = a. Las raices de p(z) con-
tenidas en el semiplano x > a se corresponden biunivocamente con las raices de
p(i-z) contenidas en el semiplano y < —a. Observemos que p(iz) = p(i(x + yi)) =
p(=y+xi) =ul(-y,x)+v(-y,x)i.

Si n es par, el primer coeficiente de p(i - z) es igual a +1, luego

+oo U(a,t)

[N° de raices de p(z) contenidas en el semiplano x >a ] = ©%@.0
u(a,

1
E +—-F
2 2
Si n es impar, observemos que el primer coeficiente de i - p(i-z) es igual a +1 y
ip(iz) = —v(-y,x)+u(-y,x)i, luego

1 . ula,t)
2 ®u(a,t)

[N® de raices de p(z) contenidas en el semiplano x >a ] = g

n
33. Sea ahora p(z) € R[z]. Entonces p(0+¢i)= Y i" "a,t" ". Sin =2m es par entonces
r=0

m m
u(0,¢)=(-1)™ Z(_l)sa2stn—2$ y v(0,)=(-1D" Z(_l)SGZs—ltn_zs+l.
=0 s=1
Sin=2m+1 es impar entonces
m m
w0,0)= (D" ) (~Dag1" ™y 00,0= (1" ) (~1D’agt" .
§=0 s=0

Supongamos que p(x) no tiene raices imaginarias puras. Entonces,

N¢ de raices de p(x) € R[x] contenidas
en el semiplano x >0

+00 (pl(t)

) “¢po(2)

1
_n 1n
2 2

con
¢1(t) = alt”_l —a3tn_3 +a5tn_5 —

Po(t) =apt" — a2tn—2 + a4t”_4 — .
Este calculo es importante en el problema de la estabilidad en los sistemas de ecua-

ciones diferenciales (lineales). Si a; # 0, el primer resto de Sturm de la pareja ¢g, ¢p1
es

a a a a
R1(t) = ~(o(t)——t-$1(8)) = (a2 ——2-az)t" 2 —(ag— —-as)t" * +(ag——-an)t" -
ao ail a1 a1
34. Lema: Si aj #0, entonces
n-1 1 . Ri()

n_1 .E+°°((’b1(t))]

2 2 "% ¢o®

9 g oo m) +V(ap,a1).

Demostracion. Para todo b >> 0,

b 91O o bo®
“bpo(t) T P i(t)

= V_bb(</>1,<P0) =V(a1-(-1)" 1, (-1)"ag)—V(a1,a0) = sign(ag-ai)-1.
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Luego, Eiggﬁlﬁg Eigg$°§2 +sign(ag-ai)-1= Etg’;l(‘g +sign(aga1). Por tanto,

n 1 (Pl(t) n-1 11 R1(2) n-11 wR1(®)

——— B ——— = —— 4 (ET——+ =————Ef¥——+V(ay,

2 2 E w2 T2 2( 0 1 (2) sign(apai)) = 5 2P0 (ao,a1).
O

35. Proposicion: Sea p(x) = Z;‘zoaix”_i € Rlx] (con ag #0), R1,...,R,, los restos de
Sturm de la pareja ¢o,¢p1 y c;i el coeficiente de grado mdximo de R;. St m =n—-1, el
numero de raices de p(x) de parte real positiva es igual a V(ag,a1,¢1,¢2,...,Cn-1)-

Demostracion. Observemos que ha de ser gr¢py =n -1y gr(R;) =n—i—1, para todo
i. En particular, a; # 0. Ademas, ¢¢ y ¢1 han de ser primos entre si, luego p(x) no
tiene ninguna raiz imaginaria pura. Por la férmula (*), solo tenemos que probar que
Z_ 1 Eroo® V(ag,a1,c1,c9,...,cn-1). Procedamos por induccién sobre n. El caso

2 —00 Bo(8)
n= 1 es de comprobacién inmediata. Por el lema de 3.5.34 e induccién
1 t -1 Rt
Bl gree®® _nl 1 pieBi® = Viasenen....en 1)+ Viag,a1)

2 2 ¢t) 2 2 ¢
:V(a(),al,Cl,CQ,...,Cn_l).

36. Teorema: Sea p(x)=Y" ja;x"~ L e Rlx] (con ag #0) y consideremos la matriz

al ao 0 0 0
as a9 a1 ago 0

H(po,p1):=| a5 a2 az  az
a2n-1 A2p-2 Q2p-3 QA2n-4 ... Qp

(con a,, =0 para todo m >n) y sea D; el menor principal de orden i de H(¢pg,p1). Si

D; # 0 para todo i, entonces el niimero de raices de p(x) de parte real positiva es igual
Dy D3 D, .

a V(ao,D1, 55,5, 5,7 » que es igual a

V(ag,D1,D3,Ds5,...)+V(1,D9,D4,Dsg,...).

Demostracién. Probemos la primera afirmacion. Sean R1,...,R,, los restos de Sturm
de la pareja ¢g, 1. Sigamos las notaciones del teorema anterior. Basta que probemos
que m=n—1y que c; = D”l . Procedamos por induccién sobre n. El caso n =1 es
de comprobacién 1nmed1ata Observemos que gr¢p; =n—1, porque a1 =D1 #0, y que
los restos de Sturm de la pareja ¢1,R1 son Rg,...,R,,. Denotemos D;(¢, 1) el menor
principal de orden i de H(¢g,¢1). Si a las columnas pares les restamos Z—‘; veces la
columna anterior, los menores principales no cambian y si a continuaciéon eliminamos
la primera fila y la primera columna obtenemos la matriz H(¢1,R1). Luego D;(¢o,p1) =

. ., D; s Di(¢p1,R
a1-D;_1(¢1,R1). Por induccién, m—1=n-1y D+(1((p(§0¢(f)l) =D (1(&21,1%1)

Por dltimo, observemos que V (D1, DZ) =V(D?,D3)=V(1,D5) y que V( ”1) =
V(m, i+1)=V(D;_1,D;1).

=c;.
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37. Definicion: Se dice que un polinomio p(x) € R[x] es de Hurwitz si la parte real de
todas sus raices es negativa.

38. Proposicion: Sea p(x) =37 ja;x""", con ag > 0. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. p(x)es de Hurwitz.
+ooy P1()\ _
2. E_g(m) =n.

Si p(x) es de Hurwitz entonces ai,...,a, > 0.

Demostracion. Si p(x) tiene alguna raiz imaginaria pura entonces no seria de Hurwitz
y ¢1 ¥ ¢o tendrian raices comunes, luego el nimero de polos de ¢1/¢pg seria menor

que n, luego E igg(i{l)—ﬁg) < n. Por la férmula previa (x), p(x) es de Hurwitz si y solo si
+o0 $1(8) _
ETZ B = 1
Supongamos que p(x) es de Hurwitz. Entonces, E tggi;—g; =n, y por el lema 3.5.34

Efg(%) =n—1(y ag,a; > 0). Por tanto, ¢o(¢) tiene n raices reales y ¢1(¢) tiene n—1

raices reales. Por la regla de Descartes a9; > 0 para todo i y ag;+1 > 0 para todo i.
O

39. Criterio de Hurwitz: El polinomio p(x) = Z;‘:Oaix”'i € R[x] (con ag > 0) es de
Hurwitz si y solo si todos los menores principales de la matriz

a1 ao 0 0 . 0
as ag ail ao ... 0
as aq as az

a2n-1 QA2np-2 QA2p-3 QA2n-4 ... Qp

(con a,, =0 para todo m > n) son positivos.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema 3.5.36. O

3.6. Teoria de la eliminacion

El objetivo principal de esta seccion es la resolucion de los sistemas de ecuacio-
nes algebraicas, via la eliminacién sucesiva de variables, como sabemos hacer con los
sistemas de ecuaciones lineales.
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3.6.1. Resultante de dos polinomios

Sean ag,ai,...,an,bo0,b1,...,b,, variables Z-algebraicamente independientes y sean
Px):=apx"+a1x” 1+ +a, y Qx):=box™ +b1x™ 1 +---+b,, polinomios genéricos
de grados n y m.

Sean x1,...,%, las raices de P(x) e y1,...,¥m las raices de @(x). Observemos que
ao,b0,%1,...,%n,¥1,...,Ym son Z-algebraicamente independientes: Sea una relacion Z-
algebraica f (ao,bo,,xl, X1 Y1,---,Ym) = 0. Por el teorema de las funciones simétri-

cas O g = ao H f(a()ab()a,x(f(l)’ xU(n)7y17"'7ym) € @[a’()a""an,b(),yl""7ym] y de

ogeS,

nuevo 0 = bN [T g(ao,...,an,b0,Y501),--->Yo(m)) € Qlao,...,an,bo,...,b,]1, luego f =0.

0€S

1. Definicion: Llamaremos resultante genérica (de dos polinomios de grados n 'y m),
que denotaremos R(P,Q®), a

R(P,Q):=ay l_[ H(x, ¥i).

i=1j=1
2. Propiedades: 1. R(P,Q)=(-1)""R(Q,P).
2. R(P,Q)=ag I, Q(x;)
3. R(P,Q)€ Zlay,...,an,bo,...,bm]
Demostracion. (1)

R(P Q): mann 11_[ l(xl yJ)—aman?IH 1( 1)(yz )
= (~1Bar I T (i — %)) = (~1)"™R(Q, P).

(2)

R(P,Q)= af)nbnl_[l_[(x, y])—aonbon(xl yj)=a gan(xi).
i=1

i=1j=1

(3) Por el apartado anterior se obtiene que R(P,®) es un polinomio en las {b;} y
en ag y simétrico en las {x;}, luego R(P,Q) € Zlao,...,a,,bo,...,0nlq,. De (1) se ob-
tiene por la misma razén que R(P,Q) € Z[ay,...,an,bo,...,b;lp,. Por tanto, R(P,Q) €
Zlag,...,an,b0,...,0m]. O

Sea A un anillo cualquiera y

Px)=apx"+a1x* 1+---+a _ _
_ o " Ve Alal, @o.bo#0
Qx)=box™ +b1x™ +---+ by,

3. Definicién: R(P, Q) € A es el valor obtenido en la resultante genérica R(P,Q) dan-
do a las variables {ao,...,an,b0,...,bn} los valores {ay,...,an,b0,...,bm}.
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Estabilidad por cambio de anillo base: Si i: A — B es un morfismo de anillos tal
que i(dg) # 0y i(bg) # 0, entonces i(R(P,Q)) = R(P',Q’), donde P’ = i(ag)x" + - +i(@,)
Yy Q :=i(bo)x™ +---+i(bp).

Evidentemente, R(P,Q) = (-1)""R(Q,P).

Esta definicion da sentido a la resultante de polinomios cualesquiera (de grados
positivos) aunque no se conozcan sus raices, incluso sin hacer presuncion de que éstas
existan. Ahora bien, si P =do(x —%1)---(x —%,) ¥ @ = bo(x — 1) -+ - (x — ¥,,), entonces

R®,Q)=arbr [1[]Gi-5)
i=1j=1

ya que ya si damos a las variables x; el valor X; y a ag el valor ag (luego a a; el valor
a;) y si damos a las variables y; el valor y; y a bg el valor by (luego a b; el valor b;),
entonces el valor de R(P,Q)=a by | ]_[;.n:l(xi —y;) es lo requerido.

Igualmente, si P = @o(x —%1)---(x — X,,), entonces R(P,Q)= ag I17_, Q(%;),
El interés de la resultante lo da el siguiente teorema.

4. Teorema: Sea k un cuerpo. Dos polinomios I_J(x),a(x) € klx], tienen alguna raiz en
comiin si y solo si R(P,Q)=0.

5. Proposicién: R(P;1(x),Q1(x)Qa(x)) = R(P(x),Q1(x))-R(P(x),Q2(x)), (si grQ1(x) = mq
y gr@qo(x) = mo, suponemos que gr(Q1Q2) =m1i+mo).

Demostracién. Podemos suponer que P(x) es el polinomio genérico, de raices x1,...,%x,.
Entonces,

R(P(x),Q1(x)-Qa(x) =ag "™ [[Qx) = ag ™ [ [Q1(x:)- Q2(x:)
=1 =1

=M [[Q1(x)-a [[ Qa(xi) = R(P(x),Q1(x))- R(P(x),Q2(x)).
i=1 =1

O

3.6.2. Métodos de computo de la resultante

Demos diversos algoritmos para el computo de la resultante.
A. Método directo mediante el algoritmo de Euclides:

En este apartado, supondremos que el anillo de coeficientes de los polinomios es
integro. Este método se basa en el siguiente lema.

6. Proposicion: Sean C(x),R(x) polinomios tales que P(x) = C(x)-Q(x) + R(x). Enton-
ces, se cumple la igualdad

R(P,Q) =(-1""b ¢""R@Q,R),

siendo n,m los grados de P, @ respectivamente y b el coeficiente en grado mdximo de

Q.
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Demostracion. De la igualdad del enunciado se obtiene P(y;) = R(y;), siendo {y;} las
raices de @, luego:

R(P,Q)=(-1""R(Q,P) = (-1)""b [];P(y;)
= (-1""b2 1 R(y,) = (-1""b2b, ¢ *R(@Q,R).

O

Con el algoritmo de division de Euclides y la aplicacion reiterada de esta proposi-
cién podemos calcular la resultante de dos polinomios.

B. Resultante de Bézout:

7. Teorema: Sean P(x) = Zyzoaixn_i , Q) =37, b;x™"t polinomios con coeficientes
en un cuerpo k, de grados n y m respectivamente. El determinante del endomorfismo
k-lineal

Q(x): k[x]/(P(x)) — klx]/(P(x)), H(x) — Q(x) - H(x),
multiplicado por af, es igual a R(P,Q).

Demostraciéon. Podemos suponer que P y @ son polinomios genéricos y que k es alge-
braicamente cerrado. En este caso, P(x) =ag-(x—x1)---(x—x,). Por el teorema chino de
los restos k[x)/(P(x)) =k x -*- x k, H(x) — (H(x1),...,H(x,)). Por tanto, Q(x) es igual a
(Q(x1),...,Q(x,)) en Eklx)/(P(x)) =k x -"- x k, y el determinante |Q(x)-| = Q(x1)--- Q(xy).
Luego, aj - |Q(x)-| = R(P,Q). O

8. Supongamos que n = m. Consideremos en k[x]/(P(x)) las dos bases siguientes B =

{ag,a0-x+a1, ...,a0x" T +---+a,_1} yB' ={x"1,...,x,1}. Observemos que
. . n .
Q(x)-(apx’ +---+a;) —P(x)-(box' +---+b;) = Y ciy1,x" (*)
j=1

para ciertos c;.1,; € k. Entonces, la matriz de Q(x)- en las bases B, B es (¢;;) y el
determinante de la matriz de cambio de base de B a B' es aj. Luego,

R(P,Q)=(ag)" - 1Qx)-]=I(c;))I.

Es facil comprobar que |c;; = Z arbs—agb,|

r+s=i+j-1
r<i,s=i

Supongamos ahora que grP(x) = n > m = gr@Q(x). Entonces, P y x" @ tienen
gradon y R(P,x"™Q)=R(P,Q)-R(P,x)" ™ =al"™R(P,Q).

9. Observacion: Como los coeficientes c;; se obtienen algebraicamente a partir de
los de P y @ es facil ver que la férmula R(P,Q) = |(c;;)| es valida para polinomios con
coeficientes en un anillo cualquiera (no necesariamente un cuerpo).

10. Observacion: c1; =aob;—boaj, para todo j, luego R(P,Q) € (ao, bo).



Raices de un polinomio. Teoria de la eliminacién. 3.6

C: Resultante de Sylvester:
11. Teorema: Sean P(x)= Z?:Oaix”_i , Q) =Y", bix™ly

aO “ee “ee an

S(P,Q):= ag - o+ ap
bo -+ o0 e by
bo -+ o o by

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n+m. Podemos suponer que los polino-
mios son genéricos. Como S(P,Q) = (-1)"""S(Q,P), nos bastaria probar que S(Q,P) =
R(Q,P). Permutando P y @, si es necesario, podemos suponer que n < m. Tenemos
Q(x) = Z—gxm'” -P(x) + Q'(x). Escribamos Q'(x) = bsxm'l +--+b _Sialafilai+m

(para todo i < n) le restamos la fila i multiplicada por Z—g, obtenemos

Entonces, S(P,Q)=R(P,Q).

ao an ao an
ao e an = aO cee an
bo b 0 b b
bo bm 0 b b
ao an
= ag- ao - a, |=a0-R(P,Q)=R(P,Q).
b6 b;n—l
bo b1

3.6.3. Aplicaciones de la resultante

A. Interseccion de dos curvas planas.

Sean P(x,y),Q(x,y) € klx,y] dos polinomios en dos variables primos entre si y sea

el sistema de ecuaciones:

Px,y)=ao(y) "+ +a,-1(y)-x+a,(y)=0
Qx,y)=bo(y)-x™ ++--+ by 1(¥) - x+bp(y)=0

(@o(¥),bo(y) #0)

95



96

3.6. Teoria de la eliminacion. Raices de un polinomio

que son las ecuaciones de la interseccion de las curvas P(x,y) =0y Q(x,y) =0.

12. Proposicion: Sea R(y) la resultante de P y @ entendidos respectivamente como
polinomios en x con coeficientes en k[yl. Entonces,  es una raiz de R(y) si y solo si
es una raiz comun de aog(y) y bo(y), o existe a tal que (a, ) es un punto de corte de las
curvas P(x,y)=0y Q(x,y)=0.

Demostracion. Por la observacién 3.6.10, R(y) < (ag(y),bo(y)), luego si B es una raiz
de comun de ag(y) y bo(y) lo es de R(y). Si B no es una raiz a¢(y), por la resultante de
Bezout, R(B) = ao(B)" 8 @& . R(P(x, B),Q(x, B)). Por tanto, si R(B) = 0, tenemos que
R(P(x,B),Q(x,B) =0y existe a tal que P(a, ) =Q(a, ) =0.

O

Si{(a1,B1),...,(an, Br)} son los puntos de corte de las curvas P(x,y) =0y Q(x,y)=0,
entonces {(a1,...,a,},{P1,...,Bn} son respectivamente raices de R(x) y R(y).

B. Calculo de las raices complejas de un polinomio complejo.

Sea P(z) € C[z] y escribamos z = x +i-y. Entonces, P(z) = U(x,y)+ V(x,y)-i, con
U(x,y),V(x,y) € Rlx]. El1 nimero complejo a + b -1 es una raiz compleja de P(z) si y solo
si (a,b) es una solucion del sistema de ecuaciones reales

U(x,y)=0
Vix,y)=0

Por el apartado anterior, si (a,b) es una solucion real del sistema de ecuaciones, en-
tonces a es una raiz real de la resultante, R(x) = R(U(x,y),V(x,y)), considerados como
polinomios en y; y b es una raiz real de la resultante de R(y) = R(U(x,y),V(x,y)),
considerados como polinomios en x. Para calcular las raices complejas de P(z) basta
calcular las raices reales de R(x) y R(y).

C. Solucion de un sistema de ecuaciones algebraicas

Consideremos un sistema de ecuaciones algebraicas

P1(x1,...,x,,):0

P,(x1,...,2,)=0

Sea R;(xo,...,x,) :=R(P1(x1,...,x,),Pi(x1,...,%,)), para todo 1 < i < n, considerados P
y P; como polinomios en x1. Si (a1,...,&,) es una solucién del sistema de ecuaciones
Pi=...=P, =0 entonces (as,...,a,) es una solucion del sistema de ecuaciones Ry =
CECIY = Rn = Oc

D. Discriminante.

1

Sea P(x)=x"+a1x" "+ - +a,.

13. Teorema: Si denotamos por P'(x) = nx" 1 +(n — Daix" 2

(formal) de P(x), entonces:

+---+a,-1 la derivada

AP) = (-1D)BR(P,P").
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n

Demostracion. Como P(x) = []"_,(x - x;), entonces P'(x) = Z;'L=1 H#J.(x —x;)y P'(x;) =

H?ij(xj —x;). Por tanto:

R(P,P) =11 P'(aj) =17 T17, (o — i) = [licj i — 260 = x7)
= [Tic;— (i —2)? = (- DO [, j; — )2 = (- DR AP).

E. Racionalizacion.

Dados P,Q € k[x] primos entre si y dada una raiz a de P se trata de calcular ﬁ

como polinomio en a. Observemos que

P(x)

X—a

R(P,Q) = R(

P P
(x - a),Q(x)) :R(£,Q(x))-R(x - a,Q(x)) :R(£,Q(x))-Q(a).

Luego,

1 1 P(x)
= ‘R
2w RE.Q M

Q)

’
X—a

F. Polinomio de raices una funcion de las raices de otro polinomio.

Sea P(x) € klx] y a1,...,a, las raices de P(x) y, sea f(x) = ‘388 € k(x) una funcién

racional, tal que B es primo con P (para que tenga sentido hacer x = a; en f(x)). Se
trata de calcular otro polinomio Q(x) € k[x] cuyas raices sean f(aq),...,f(ay).
Para ello se considera el sistema de ecuaciones:

P(x)=0
A(x)-B(x)y=0

Las raices del polinomio R(y) := R(P(x),A(x)—B(x)y) son f(a1),...,f(a,): La condi-
cion necesaria y suficiente para que R(f) =0 es que los polinomios {P(x),A(x) — B(x)f}
tengan una raiz comun a. Esto es que exista a tal que

P(a)=0 }
A
p= B(a)

es decir, que B = f(a) para alguna raiz a de P(x).

14. Ejemplo: Sea P(x) € k[x] de raices a1,...,a, € K. Sea { una raiz r-ésima primitiva

de la unidad. El polinomio cuyas raices son af,...,a; es:

r

R(y)=RP(x),x"—y)=[] P& - {/y)

=1

Sir =2, el polinomio cuyas raices son los cuadrados de las de P(x) es

Q(x) = P(Vx)-P(- vx)

(conviene calcular P(z)- P(—z) y después hacer el cambio x = z2.)
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3.7. Cuestionario

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Prueba que el polinomio y? —x

Calcula las raices racionales de 2x° — %x3 + %.

3

Calcula las raices multiples de x* + 23 + x% + x — 1 € R[x].

Sea p(x) € R[x]. Prueba que si a + bi € C es una raiz de p(x), entonces a — bi es
raiz de p(x).

. Escribe x%xz + x%xg + x%xl + x%xg + x%xl + x%xz como polinomio en las funciones

simétricas elementales.

2 2

. Sean aq,as las raices de x2 + 3x + 2. Calcula el polinomio de raices af, a;.
. Prueba que p(x) € C[x] es monico e irreducible si y solo si p(x) =x —a.

. El polinomio x* + 2x2 + 1 € Q[«x] ¢es irreducible?;tiene raices en Q?

2 + x% € R[x, y] es irreducible.

33 2

. Prueba que %x 2 € Qlx] es irreducible.

Calcula un polinomio p(x) € Q[x] de grado 3 tal que p(0)=1, p(1) =2, p(2)=-1
y p(3)=-2.

Calcula ®1g(x).

Prueba que gr®,(x) = ¢(n).

3

Si a1,as,as son las raices del polinomio x3 + x2 + 2x + 3, calcula un polinomio de

. 11 1
raices i’ as’az

Si L es una cota superior de p(—x) € R[x] prueba que —L es una cota inferior de
p(x).

Caleula E}(%1-)

x2-3x+17"

;Cudntas raices reales tiene x3 — 2x2 — 2x — 1?

1 2 3

¢Es la métrica simétrica de R de matriz |2 4 1| en labase usual, un producto
310

escalar?

Sea p(x) = Z’;:Oan_ixi eClxly m =27 @n_ix'. Prueba que p(x) W € R[x].
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3.8. Biografia de D’Alembert
D’ALAMBERT BIOGRAPHY

D’Alembert was the illegitimate son from one of Mme de Ten-
cin ’amorous liaisons’. His father, Louis-Camus Destouches,
was out of the country at the time of d’Alembert’s birth and
his mother left the newly born child on the steps of the church
of St Jean Le Rond. When his father returned to Paris he made
contact with his young son and arranged for him to be cared
for by the wife of a glazier, Mme Rousseau. She would always
be d’Alembert’s mother in his own eyes, particularly since his
real mother never recognised him as her son, and he lived in
Mme Rousseau’s house until he was middle-aged.

The Destouches family continued to look after d’Alembert’s education and they
arranged for him to enter the Jansenist College des Quatre Nations. The College
des Quatre Nations was an excellent place for d’Alembert to study mathematics and
d’Alembert was able to make use of the excellent mathematics library at the College.
As well as the mathematical training, he learnt about Descartes’ physical ideas at the
College but, when he formed his own ideas later in his life, he would have little respect
for the views of Descartes.

The main aim of the Jansenist College des Quatre Nations was to produce scho-
lars who could become experts in theology and argue the Jansenist case against the
Jesuits. However, d’Alembert was turned off the study of theology at the College. After
graduating in 1735 he decided that he would make a career in law but his real passion
was for mathematics and he continued to work in his spare time on that subject. In
1738 d’Alembert qualified as an advocate but he seems to have decided that this was
not the career for him. The following year d’Alembert studied medicine but this was a
topic that he found even worse than theology. Of all the topics he had studied the one
that he had real enthusiasm for was mathematics and his progress in this was quite
remarkable, particularly given that he had studied almost exclusively on his own and
at a time when he was supposed to be studying for other qualifications.

In July 1739 d’Alembert read his first paper to the Paris Academy of Science on
some errors he had found in Reyneau’s standard text Analyse démontrée which we-
re not of great significance but marked the start of his mathematical career. In 1740
he submitted a second work on the mechanics of fluids which was praised by Clai-
raut. In May 1741 d’Alembert was admitted to the Paris Academy of Science, on the
strength of these and papers on the integral calculus. It took some determination on
his part, submitting three unsuccessful applications in quick succession, before his
appointment.

Despite this tendency to quarrel with all around him, his contributions were truly
outstanding. D’Alembert helped to resolve the controversy in mathematical physics
over the conservation of kinetic energy by improving Newton’s definition of force in
his Traité de dynamique which he published in 1743. This also contains d’Alembert’s
principle of mechanics. This is an important work and the preface contains a clear sta-
tement by d’Alembert of an attempt to lay a firm foundation for mechanics. D’Alembert
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thought mechanics should be made into a completely rationalistic mathematical sys-
tem. D’Alembert had begun to read parts of his Traité de dynamique to the Academy
in late 1742 but soon afterwards Clairaut began to read his own work on dynamics to
the Academy. Clearly a rivalry quickly sprung up and d’Alembert stopped reading the
work to the Academy and rushed into print with the treatise. The two mathematicians
had come up with similar ideas and indeed the rivalry was to become considerably
worse in the next few years.

D’Alembert stated his position clearly that he believed mechanics to be based on
metaphysical principles and not on experimental evidence. He seems not to have reali-
sed in his reading of Newton’s Principia how strongly Newton based his laws of motion
on experimental evidence. For d’Alembert these laws of motion were logical necessi-
ties.

In 1744 d’Alembert applied his results to the equilibrium and motion of fluids and
published Traité de I'équilibre et du mouvement des fluides. This work gave an al-
ternative treatment of fluids to the one published by Daniel Bernoulli. D’Alembert
thought it a better approach, of course, as one might expect, Daniel Bernoulli did not
share this view.

Until 1746 he had been satisfied to lead a retired but mentally active existence
at the house of his foster-mother. In 1746 he was introduced to Mme Geoffrin, the
rich, imperious, unintellectual but generous founder of a salon to which d’Alembert
was suddenly invited. He soon entered a social life in which, surprisingly enough, he
began to enjoy great success and popularity. Around the same time d’Alembert began
to become involved in a major project, namely editing the Encyclopédie with Diderot.
He was contracted as an editor to cover mathematics and physical astronomy but his
work covered a wider field. When the first volume appeared in 1751 it contained a
Preface written by d’Alembert which was widely acclaimed as a work of great genius.
D’Alembert worked on the Encyclopédie for many years. In fact he wrote most of the
mathematical articles in this 28 volume work. However, he continued his mathemati-
cal work while working on the Encyclopédie. He was a pioneer in the study of partial
differential equations and he pioneered their use in physics. His work on this topic
first appeared in an article which he submitted for the 1747 prize of the Prussian Aca-
demy Réflexions sur la cause générale des vents which indeed he won the prize. Euler,
however, saw the power of the methods introduced by d’Alembert and soon developed
these far further than had d’Alembert.

The year 1747 was an important one for d’Alembert in that a second important
work of his appeared in that year, namely his article on vibrating strings. The article
contains the first appearance of the wave equation in print but again suffers from
the defect that he used mathematically pleasing simplifications of certain boundary
conditions which led to results which were at odds with observation.

The Paris Academy had not been a place for d’Alembert to publish after he fell
out with colleagues there and he was sending his mathematical papers to the Ber-
lin Academy during the 1750s. However Euler was unhappy to publish these works
and d’Alembert stopped publishing his mathematical articles, collecting them together
and publishing them as Opuscules mathématiques which appeared in eight volumes
between 1761 and 1780.
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D’Alembert made other important contributions to mathematics which we have not
yet mentioned. In an article entitled Différentiel in volume 4 of Encyclopédie written
in 1754, he suggested that the theory of limits be put on a firm foundation. He was one
of the first to understand the importance of functions and, in this article, he defined
the derivative of a function as the limit of a quotient of increments. His ideas on limits
led him to the test for convergence, known today as d’Alembert’s ratio test, which
appears in Volume 5 of Opuscules mathématiques.

In the latter part of his life d’Alembert turned more towards literature and philo-
sophy. D’Alembert’s philosophical works appear mainly in the five volume work Mé-
langes de littérature et de philosophie which appeared between 1753 and 1767. In
this work he sets out his skepticism concerning metaphysical problems. He accepts
the argument in favour of the existence of God, based on the belief that intelligence
cannot be a product of matter alone. However, although he took this public view in his
books, evidence from his friends showed that he was persuaded by Diderot towards
materialism before 1770.

3.9. Problemas

1. Sea p(x) € k[x] un polinomio de grado n y supongamos que n! # 0 € k. Prueba que
i) ;
p(x): ?:Ol)i_go).xl.

2. Sea p(x)=(x—a1) - (x—ay) € klx], con ay,...,a, € k distintos.

a) Prueba que

i 1

p(x) = pl(a) x—a

a 1

b) Prueba que Y; p,(a y=0,8ir<=n-1y),;5oy=

3. Sean K y K’ dos k-extensiones de cuerpos. Prueba que existe una k-extension de
cuerpos L que contiene a K y K'.

4. Sea p(x) € R[x] un polinomio irreducible. Prueba que gr(p(x)) < 2.

5. Sea p(x) = apx” +a1x” 1 +... + a, € klx]. Demuestra que existe un polinomio
q(x) € k[x] tal que g(x?) = p(x)- p(—x). Si a1, ...,a, son las raices de p(x) prueba

que a%,...,a% son las raices de g(x). Calcula q(x).

6. Sean ai,as las raices de p(x) = x2 + a1x + as. Escribe el discriminante de p(x),
A=]licjla; —a j)2, como funcion de los coeficientes del polinomio.

7. Sean a1,a9,ag las raices de p(x) = %% + @122 + a9x + as3. Escribe el discriminante
A=]licjla; —a j)2 del polinomio como funcién de los coeficientes del polinomio.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea p(x) =agx” +a1x" 1 +---+a, € k[x] un polinomio de grado n y ay,...,a, sus

raices. Sea g; = ai +oeet afl, para cada i € N. Prueba la formula de Girard

!
p ) _oo 91, ...,
plx) x  x2

W + ...
Multiplicando por p(x) en esta igualdad prueba las formulas de Newton

O=aop0,+a10,-1+:---+ar,_101+ra,, r<n
O0=aop0,r+a10,-1+---+ar_pn0,, r=n

Sea p(x) = x* + 4% + 3x2 + 2x + 3.

a) Descompoén en factores irreducibles la reducciéon médulo 2 de p(x).

b) Descompoén en factores irreducibles la reduccién médulo 3 de p(x).

¢) Descompoén p(x) en factores irreducibles en Z[x] y en Q[x].
(Criterio de Nietsnesie) Sea ag+ai1x+---+a,x" un polinomio no constante con
coeficientes enteros. Si sus coeficientes no admiten factores primos comunes y

existe un nimero primo p que divide a a1,...,a, y p2 no divide a a,,, entonces el
polinomio es irreducible en Z[x] y en Q[x].

Sea p > 2 un numero primo. Prueba que x? — px + 1 € Q]x] es irreducible. Pista:
hagase el cambio de variable x =y — 1.

Descompén en producto de factores irreducibles el polinomio x® —2x*+x+1 € Q[x].

Sea p(x) un polinomio con coeficientes racionales. Prueba que si V2 es raiz de
p(x), entonces p(x) es multiplo de x2 -2, y que si V2 es raiz de p(x), entonces
p(x) es multiplo de x® — 2.

Prueba que n =} g4, $(d).

Prueba que un grupo finito es ciclico si y solo si para cada divisor d de su orden
admite como mucho un subgrupo de orden d.

Acota las raices reales de los polinomios x°+2x*—5x3+8x%2—7x—3, x*—2x% +4x+1,
13 +2x2 +3x -1, 24x3 - 27x% +9x — 1.

Calcula todas las raices reales de x3 + 3x2 — 1 con un error de una décima.

Calcula el nimero de las raices reales positivas de x° + 2x* — 5x + 8x2 — 7x — 3.

—4x°+26x%+4x%—33x2+98x+5

5l 135710025 en los intervalos si-

Calcula los excesos de la fracciéon
guientes (—oo,—-3), (-3,0), (0,3) y (3,00).

Calcula el nimero de vueltas alrededor del origen de la curva cerrada

t2 23 +5¢2-92t-1

= , Y= -1<t<1).
2+1 Y 2+1 ( )

X
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Calcula el nimero de vueltas alrededor del punto (1,1) de la curva cerrada

-1 £2
“a. 1Y 2
t*+1 t“+1

X (-1=<t=<1).

Calcula el nimero de vueltas alrededor del origen de la curva cerrada

w:z5+z+1, lz]| = 1.

Prueba que:

a) aot®+ait+asg es de Hurwitz si y solo si ag,a1,as tienen el mismo signo.

b) aot® +ait? +aqt+as es de Hurwitz si y solo si ag,a1,a2,as tienen el mismo
signo y ajag —apas > 0.

) aot*+a1t® +agt? +ast +ay es de Hurwitz si y solo si ag,a1,a9,a3,a4 tienen
el mismo signo y (a1aza3 —a%ao - a%a4)/a0 > 0.

1

Dado un polinomio P(x) € k[x], de raices «;, calcula un polinomio de raices a;+-.
1

Calcula el polinomio cuyas raices son

ok
cos?n . £=0,1,234

Dado un polinomio P(x) € k[x], de raices a;, calcula el polinomio de raices a; — ai
Generalizacion de 24 y 26: Calcula el polinomio de raices aa; + %, cona,bek.

Sea P(x) € klx]y a1,...,a, € k sus raices. Sea F(a, ) = 0 una relacién de depen-
dencia algebraica sobre %k entre dos raices @ = a1 y = ag (es decir, F(x,y) es un
polinomio con coeficientes en k). Calcula «a, .

Prueba que el discriminante de x2 +ax +b es A = a? —4b.

Prueba que el discriminante de x3 + px +¢q es A = —(4p3 + 27¢?).
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Capitulo 4

Modulos

4.1. Introduccion

El espacio vectorial es el ejemplo mas sencillo y usual de espacio geométrico. Mu-
chos problemas se resuelven linealizandolos, lo que permite aplicarles ademas la in-
tuicion geométrica. Anadamos que muchas de las estructuras usuales en Matematicas
son estructuras de espacios vectoriales.

Sea A un anillo. Sin precisar, un A-médulo es un A-espacio vectorial, pero donde
A es un anillo y no necesariamente un cuerpo. En esta capitulo iniciaremos el estudio
de la estructura de médulo sobre un anillo A y veremos que casi todas las definiciones
del Algebra Lineal (subespacios, sistemas generadores, cocientes, sumas y productos
directos, etc.) pueden generalizarse para los A-médulos; aunque la frecuente existen-
cia de moédulos que no admiten bases introduzca grandes modificaciones en la teoria
de moédulos. La posibilidad de efectuar estas operaciones (cocientes, sumas directas,
etc.) aclara y simplifica muchos enunciados y demostraciones.

Los médulos aparecen también con frecuencia en Matematicas. Ya veremos que los
grupos abelianos y los espacios vectoriales con un endomorfismo lineal son ejemplos
de moédulos, y que su clasificaciéon es la clasificacion de la estructura de médulo.

4.2. Modulos

1. Definicion: Sea A un anillo y M un conjunto. Diremos que una operaciéon
MxM3M,(m,m')—m+m'y una aplicacién A x MM, (a,m)— a-m,
definen en M una estructura de A-médulo cuando cumplen
1. (M,+) es un grupo conmutativo.
2. a-(m+n)=a-m+a-n,paratodoac Aym,neM.
3. (a+b)-m=a-m+b-m,paratodoa,bc AymeM.

4. (ab)-m=a-(b-m),paratodoa,be AymeM.
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4.2. Médulos. Mododulos

5. 1-m=m, paratodome M.
Sea M un A-médulo. Cada elemento a € A define una aplicacién
a:-M—-M, m—a-m.

El segundo punto expresa que a- es morfismo de grupos. En particular, a-0 =0y
a-(-m)=—-(a-m).

Observemos que 0-m =0:0-m=(0+0)-m=0-m+0-m, luego 0-m = 0. Observemos
que (—a)-m =—(a-m),paratodom e M:0=0-m =(a+-a)-m =a-m+(—a)-m, despejando
(—a)-m=—(a-m).

2. Notacion: Alguna vez, escribiremos am en vez de a - m por sencillez de escritura.

3. Ejemplos: 1. Todo anillo A es un A-médulo: con la suma definida en A y con el
producto por los elementos de A definido en A.

2. Si A es un cuerpo, entonces los A-moédulos son los A-espacios vectoriales.

3. Si G es un grupo abeliano, entonces es un Z-médulo de modo natural: n- g :=
g+t +gsineN", n-g:=(-g)+"+(-g) si —n € N*, y definimos 0-g := 0.
Reciprocamente, si G es un Z-médulo, en particular es un grupo abeliano.

4. SiT: E — E es un endomorfismo de k-espacios vectoriales entonces E tiene es-
tructura natural de k[x]-médulo: (X A;x%)-e := ¥ A;T%(e). Reciprocamente, dado
un k[x]-médulo E, la aplicaciéon T': E — E definida por T'(e) = x- e, es un endo-
morfismo de k-espacios vectoriales.

5. Sea {M;};c; una familia de A-médulos con indices en un conjunto I. Su producto

directo se denotara [| M;, mientras que .GBIM ; denotara el subconjunto de [] M;
el S el

formado por los elementos (m;) que tienen todas sus componentes nulas salvo

un numero finito de ellas, y se llamara suma directa de los {M;};c;. Tanto [[ M;
el
como '®1M ; son A-médulos con la siguiente suma y producto por elementos de A:
1€

(mi)ier +(m))ier :=(m; +m)jer
a-(mjier :=(a-m;)ier

4. Definicion: Un subconjunto N de un A-médulo M, decimos que es un A-submdédulo
si con la operaciéon + de M y con la multiplicacién - por elementos de A, N es un A-
modulo.

Puede comprobarse que un subconjunto no vacio X € M es un A-submédulo si y
solo si para todo x,x’ € X y a € A se cumple que ax +x' € X.
La interseccion de submédulos es submoédulo.

5. Ejemplos: 1. Los K-subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial E son justa-
mente los K-submoédulos de E.
2. Los ideales de un anillo A son justamente los A-submoédulos de A.
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3. Los subgrupos de un grupo abeliano G son justamente los Z-submédulos de G.
4. Dado un endomorfismo k-lineal T': E — E, los subespacios vectoriales E' € E
estables por T (T'(E') € E’) son justamente los k[x]-submédulos de E.
5. 'EBIM ; es un submoédulo de [] M;.
i€ el
6. Dado un conjunto {M;};c; de submoédulos de M denotaremos

ZMi ={meM: m :Zmi con m; € M; nulos para
el el

todo i € I salvo un nimero finito},

que es el menor submédulo de M que contiene a los submédulos M;.

4.3. Morfismos de modulos

1. Definicién: Una aplicacién f: M — M' entre A-médulos M,M’, diremos que es un
morfismo de A-méddulos (o una aplicacién A-lineal) si cumple

1. f(m+n)=f(m)+ f(n), para todo m,ne M.

2. f(am)=af(m), paratodoac AymeM.

Cuando f: M — M’ sea biyectiva diremos que f es un isomorfismo de A-médulos.

2. Ejemplos: 1. Sea M un A-médulo y @ € A. La aplicaciona-M — M, m — a-m es
un morfismo de A-méddulos.

2. Sean G y G' dos grupos abelianos, es decir, dos Z-médulos. Una aplicacién
f: G — G’ es un morfismo de grupos si y solo si es un morfismo de Z-médulos, y f
es un isomorfismo de grupos siy solo si f es un isomorfismo de Z-médulos.

3.SeanT:E—E yT':E — E' dos endomorfismos k-lineales, es decir, E y E’ son
dos k[x]-médulos. Una aplicacién lineal ¢p: E — E’ es un morfismo de k[x]-médulos si
y solo si ¢oT =T o, es decir, el diagrama

E—-L.E

o

E'——=FE'
TI
es conmutativo. En efecto, si ¢ es morfismo de k[x]-mdédulos

(poT)e)=Pp(T(e) = Pplx-e) = x-ple) = T'(Pp(e)) = (T" o Pp)(e),

para todo e € E. Reciprocamente,, si ¢poT = T o¢p, entonces ¢p(x-e) = ¢(T'(e)) = T'(¢p(e)) =
x - p(e), para todo e € E. Por tanto, ¢p(x?-e) = x - Pp(x - e) = x2 - Pp(e), recurrentemente
obtenemos que ¢(x" -e) = x" - Pp(e) y por k-linealidad tenemos que ¢p(p(x)-e) = p(x)-P(e)
para todo p(x) € k[x] y todo e € E. Es decir, ¢ es un morfismo de £[x]-médulos.

107



108

4.3. Morfismos de médulos. Mododulos

Dado un isomorfismo k-lineal ¢: E — V', podemos definir un endomorfismo k-lineal
(tnico) S: V — V tal que el diagrama

&

T
e

&

<
P

<=
<

<
<

e
S

es conmutativo. En efecto, S := poT o !. Diremos que T y S son equivalentes.

Por tanto, T'y T’ son equivalentes siy solo si existe un isomorfismo de k[x]-médulos
¢:E—E'

Veamos que T y T’ son equivalentes si y solo si existen bases {e;} en E y {e'j} en
E’ de modo que la matriz de T en la base {e;} es igual a la matriz de T en la base
{e’j}: Consideremos un isomorfismo k-lineal ¢: E — E’, de modo que ¢poT =T" o ¢. Sea
{e;} una base cualquiera de E. Entonces, {¢(e;)} es una base de E’ y la matriz de T en
la base {e;} es igual a la matriz de 7" en la base {¢(e;)}. Sea {e;};c; una base de E y
{e’j}jeJ una base de E’ de modo que la matriz de T en la base {e;};cs es igual a la matriz
de T’ en la base {e'j} jeJ. Implicitamente se esta suponiendo que I = J. Entonces, el
endomorfismok-lineal ¢: E — E’ que cumple que ¢(e;) := e/, es un isomorfismo k-lineal
tal que po T =T" 0 ¢.

4. Submoédulos en suma directa: Diremos que dos submédulos M1,Ms de M
estan en suma directa si M1 N My =0, que equivale a decir que si m1+mg = m’1 + m’2
(con ml,m’1 EMiy mz,m’2 € M) entonces m1 = m’1 y mo = m'z, que equivale a decir
que el morfismo M ® My — M1+ My, (m1,ms) — m1+msg es un isomorfismo.

En general, diremos que un conjunto {M;};c; de submédulos de M estan en suma
directa si M;n Y. M; =0 para todo i, que equivale a decir que si ) je;m; = Y jes m’; (con

#1
mi,m’i € M; pa]ra todo i, y todos son nulos salvo un nimero finito) entonces m; = m’l
para todo i € I, que equivale a decir que el morfismo natural

oM, — EE:]V[i
iel ey

es un isomorfismo. Se dice que M es la suma directa de los submédulos {M;};cr si el
morfismo _EBIM i = M, (m;)icr — X.jegym; es un isomorfismo, que equivale a decir que

1€
todo m € M se escribe de modo tinico como m =) ;c;m;.
3. Definicién: Sea f: M — M’ un morfismo de A-médulos. El conjunto
Kerf:={meM: f(m)=0},

se denomina ntcleo de f.

Se cumple que Ker f es un submoédulo de M y que f(m1) = f(mg) siy solo si mg €
m1+Kerf, luego f es inyectiva si y solo si Ker f = 0. El conjunto de los elementos de
la imagen, Im f, forman un submédulo de M'.
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Si N es un submaédulo de M entonces es un subgrupo conmutativo de M. Por tanto,
podemos considerar el grupo cociente M/N, donde

M/N ={m (donde m =:m+N) ,Ym € M}

Recordemos que m =m’ < m-m'e€ N ymi+mg :=m1 + my. El productoa-m :=a-m
dota a M/N de estructura de A-moédulo (compruébese) y es la tinica estructura de A-
modulo que podemos definir en M/N, de modo que el morfismo de paso al cociente
M — M/N, m — m, sea un morfismo de médulos.

4. Teorema: Sea f: M — M' un morfismo de A-médulos. Sea N < Ker f un A-submo-
dulo. Existe un tunico morfismo f: M/N — M’ (que vendrd definido por f(m) = f(m)) de

modo que el diagrama
M ! M
N A
M/N

es conmutativo, siendo 1 el morfismo de paso al cociente.

5. Teorema de isomorfia: Sea f: M — M' un morfismo de A-médulos. Se cumple
que el diagrama

M—"

M/Kerf?Imf

donde n(m) = m, f(in) = f(m) (que estd bien definida) e i(m') = m/, es conmutativo, f es
un isomorfismo, 7 es epiyectiva e i inyectiva.

Demostracién. Al lector. O

6. Ejemplo: Sean Nc M y N' € M' dos A-submédulos. Consideramos la inclusién
obviaNeN cMeoM', (n,n')— (n,n'). Probemos que

MeM)NaeN')=M/NeM'/N'.
El morfismo M e M' — M/N & M'/N’, (m,m') — (im,m') es epiyectivo y el ntcleo es
N @ N'. Por el teorema de isomorfia se concluye.
4.4. Sistema de generadores. Médulos libres

1. Definicion: Dado un subconjunto X € M, llamaremos submédulo generado por X
y lo denotaremos (X), al minimo submoddulo de M que contiene a X.
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Se cumple que

n
(X :{Zaimi EM,Va,eA,m;eX,neN}L
=1

Por ejemplo, (m) ={ameM:VaecA}=:A-m.

2. Definicion: Diremos que un conjunto de elementos de M, {m;};c;, es un siste-
ma generador de M si (m;);jc; = M, es decir, para cada m € M existen i1,...,i, €1y
Qi,...,a;, €A demodoque m=a; m; +---+a; m;,.

Evidentemente, todo médulo tiene sistemas generadores, por ejemplo el formado
por todos los elementos de M.

3. Definicién: Diremos que un médulo M es finito generado si existe un sistema
generador de M formado por un nimero finito de elementos. Diremos que un conjunto
de elementos {m;};c; es base de M, si es un sistema generador y los elementos son

linealmente independientes, es decir, cumplen que siempre que } a;m; = 0, entonces
i
a; =0, para todo i.

4. Ejemplo: Por ejemplo, Z® Z/27 es un Z-médulo finito generado, ya que Z ® Z/27 =
((1,0),(0,1)).

5. Definicion: Se dice que un médulo es libre si existe una base en el médulo.

En general los médulos no son libres, no tienen bases. Esta es la gran diferencia de
la teoria de moédulos con la teoria de espacios vectoriales.

6. Ejemplo: Z/27 no es un Z-médulo libre, porque si {72;};c; fuese una base, entonces
0+£2-7;=2-n; =0, contradiccion.

7. Ejercicio: Da una base del A-médulo libre A[x].

8. Sea I un conjunto (de indices). Denotaremos AY) = .eBIAi, siendo A; = A, para todo
1€

i. AD esun A-médulo libre de base la base estandar: Definamos 1;:=(ai)ier,cona; =0
para todo i # j y a; = 1. Entonces, {1;};c; es una base de AD.
Sea {m;};e; un conjunto de elementos de M, y definamos el morfismo

¢: AD - M (a;)ier — Y aim;
el

El morfismo ¢ es epiyectivo si y solo si {m;};c; es un sistema generador de M. Como
en todo médulo existen sistema generadores, todo médulo es isomorfo a un cociente de
un libre.

El morfismo ¢ es inyectivo si y solo si los elementos {m;};c; son linealmente inde-
pendientes. Por tanto, ¢ es isomorfismo si y solo si {m;};c; es una base de M.

Si f: M — N un isomorfismo de A-médulos y {m;};c; es una base de M, entonces

{f(m;)}icr es una base de N. Por tanto, un médulo es libre si y solo si es isomorfo a un
AD,
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9. Sea M un A-médulo e J € A un ideal. Denotaremos </ - M como el minimo submé-
dulo de M que contiene a {j-m: VjeJ,Vm e M}. Es facil comprobar que

J-M:={ji- mi+ - +j, mp:VjiedJ,Vm; e M,Vn>0}.

Observemos que M/J - M es de modo natural un A/J-médulo: a-m :=a-m=a-m,
que esta bien definida porque para todo j € J se cumple que (a+j)-m =(a+j)-m =
a-m+j-m=a-m.

10. Proposicion: Si A" = A™ entonces n =m (A #0).

Demostracion. Sea m < A un ideal maximal. Entonces,
Am-A"=(Ae-"-®A)(me-"-em)=A/me-"-®A/m.

Obviamente, A*/m-A" = A™/m-A™. Por tanto,

n= dimA/mAn/m-A” = dimA/mAm/m-Am =m.

11. Definicion: Si un A-mdédulo L es isomorfo a A" (con n € N) se dice que L es un
A-moédulo libre de rango n.

12. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales de dimensién n son k-médulos libres de ran-
go n.

Con mayor generalidad si L = A se dice que el rango de L es el cardinal de 1.

13. Definicion: Sean L y L' dos A-médulos libres de bases {u1,...,un} y {uf,...,up,},
respectivamente. Sea f: L — L’ un morfismo de A-médulos y sea

m
f(wj)=> aiu’, paraa;; €A tnicos.
i=1

Diremos que (a;;) € A™*" es la matriz asociada a fen las bases {u;} de L y {u} de L'.

Tenemos una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los morfismos de mé-
dulos de L en L' y el conjunto de las matrices con coeficientes en A, (a;;) € A™*".

Sean L,L" y L" A-médulos libres de bases {u1,...,u,}, {u},...,un} y wf,...,u}}.
Sean f:L— L'y g: L' — L" morfismos de A-médulos, de matrices en las bases consi-
deradas (a;;) y (b,s). Entonces la matriz de gof: L — L" en las bases consideradas es
igual al producto de matrices (usual)

(brs)'(aij) = (cw),

m
con Cyy = lzlbul Aly-

111



112

4.5. Teorema de descomposicion. Moédulos

4.5. Teorema de descomposicion

Sea M un A-médulo y a € A. Denotaremos por a- el endomorfismo A-lineal

a:M—-M m—a-m.

1. Lema: Sea M un A-mdédulo. Sean p,q € A tales que (p,q) = A. Entonces,
Kerpg-=Kerp-aKerq-.
Demostracién. Sean A, u € A tales que
Ap+pug=1.

Cada m € Kerpgq- cumple Apm +ugm=1-m=m,y Apm e Kerq-y ugm € Kerp-. Por
tanto, Kerpq-=Kerp-+Kergq-.
Kerp-nKerq-=0: Si m e Kerp-nKerq- entonces m =Apm+pugm=0+0=0.

Para los calculos sera conveniente conocer la siguiente proposicion.

2. Proposicion: Sean p,q € A tales que (p,q) = A y sea M un A-mddulo anulado por
p-q. Se cumple que Kerp-=q-M.

Demostracion. Obviamente g -M < Kerp-. Sean A,u € A tales que Ap + uq = 1. Dado
m € Kerp- tenemos que m =(Ap+uq)- m=puqg-meq-M,luego Kerp-<q-M y Kerp- =
qg-M. O

3. Teorema de descomposicion: Sea M un A-méduloy ay,...,as €A, con (a;,a;) =
A para todo i #j . Entonces,
Ker(ai---as)-=Kerai-o---®Kerag-.
Demostracion. Primero observemos que si (a,b) =A y (a,c) = A, entonces (a,bc) = A:
A=A-A=(a,b)-(a,c)= (az,ac,ab,bc) c(a,bc),
luego (a,bc)=A.

Recurrentemente, obtenemos que (a1,a2---as) = A. Por el lema anterior,

Ker(ai---as)-=Kerai-oKer(ag:---as)=---=Kerai-o---®Kerag-

O

4. Corolario: Sea T: E — E un endomorfismo k-lineal. Sea p(x) = p1(x)---p,(x) €
klx], con p;(x) primo con p ;j(x), para todo i # j. Entonces,

Kerp(T)=Kerpi(T)&---®Ker p.(T).

Demostracion. E es un k[x]-médulo: q(x)-e = g(T)(e), para todo g(x) € k[x]. Entonces,

Ker p(T) = Ker p(x)- 453 Kerpi(x)-®---eKerp,(x)-=Kerp(T)&---®Kerp,.(T).
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4.5.1. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes

Sea F el C-espacio vectorial de todas las funciones reales con valores complejos
infinitamente diferenciables. Sea

D:F —F,D(f(x)=f(x)

el “operador derivada”. Es claro que D es un endomorfismo C-lineal de F. Dado P(x) =
AnX™ +ap_1x" 1+ +ag, entonces P(D): F — F es el endomorfismo definido por

PD)f)=a,D(f)+an_1D" 1(f)+---+ag-f, donde D"(f) es la derivada r-ésima de f.

5. Ejercicio: Calcula (D? + D)(cosx).

Queremos resolver ecuaciones diferenciales del tipo
an-fP++aof"+a1f +a,-f =0, (donde los a; son constantes).

Es decir, buscamos aquellas funciones f € F. que cumplen que P(D)(f) = 0, donde
P(x)=ap,x" +a,-18" 1 +---+ag. Tenemos que calcular Ker P(D).
Veamos que

KerD" = {Polinomios de grado estrictamente menor que r}.
En efecto,

D(f)=0 < f =cte

D2(f)=0 < D(D(f)) =0 < D(f)=cte < f =cte -x+cte'

D3(f)=0 < D%(Df)=0 < Df =cte-x+cte' < [ = %-x2+cte'-x+cte”
Etcétera.

6. Movimiento uniformemente acelerado: Supogamos que un objeto se mueve a
lo largo de la recta (real) con una aceleracién constante a. Digamos que f(f) es la
posicién del mévil en el instante ¢. La velocidad del mévil es f'(¢) en cada instante t y
la aceleracién es f"(t) = a en cada instante ¢. Por tanto, £ = 0, es decir, f(¢) € Ker D3.
Luego, f(t) = A+ ut +yt2. Observemos que f(0)= A, f'(0)=py f'(0)=2-y = a. Por
tanto,

FO=FO+fO-t+3- v FO=FO+a-t.
7. Formula de conmutacion: Sea P(x) € Clx]. Para toda f € F'y a € C, se cumple
que
PD)e*™-f)=e*™.-P(D + a-1d)(f) E

Demostracion. D(e* -f)=a-e*™-f+e*-D(f)=e"-(D + a-1d)(f).
D2 . f)=D(D(e* - £)) =D - (D + a-1d)(f)) = e** - (D + a - IA(D + a - 1d)(f)) =
e (D + a-IDA(f).
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Asi sucesivamente, D™(e®*- f) = e** (D + a-1d)"*(f). Para P(D) = ¥; a; D’ tendremos
que

PD)e*-f)= Za,-Di(e“x-f) =) a;-e™-(D+ a -1 (f) = e™ - P(D + a-1d)(f)

8. Teorema: Se cumple que

1. Ker(D —a-1d)" = e** -{Polinomios de grado estrictamente menor que r}.

2. 8 Px)=(x—a)™---(x—a,)* , entonces

KerP(D)=Ker(D —a;-1d)" @ ---® Ker(D — a, -1d)"*"
=e“"” .{Pol. de grado <ni}®---®e“*-{Pol. de grado <n,}

Demostracion. 1.(D—a-1d)" f(x)=0 < 0=(D-a-1d) (e®™-e ™ * - f(x)) =e**-D"(e”**-
f(x)) <= 0=D"(e™*-f(x)) < e *-f(x) es un polinomio de grado menor que r <=
f(x) es e* multiplicado por un polinomio de grado menor que r.
2. Es consecuencia de 1.
O

9. Nota: Supongamos P(x) e R[x]y a =a+bi es una raiz compleja de P(x), con b # 0.
Entonces @ = a — bi también es una raiz compleja de P(x). Mas atin, la multiplicidad
con la que aparece a es la misma con la aparece @, es decir, P(x) = (x—a)"-(x—a@)"-Q(x),
con @(a),Q(a) # 0. Probemos que

{ f €Ker(D —ald)" @ Ker(D — ald)*

— pax . .
tales que f(x) € R para todo x. } =" {q(x)-cosbx +r(x)- senbalg() rwer,

donde P,, son todos los polinomios con coeficientes reales de grado < n: Por 4.5.8, tene-
mos que una base del R-espacio vectorial E = Ker(D — alId)” @ Ker(D — ald)™, es

ax  bix ,r - ax _bix .r _ax _-bix ,r - ax _-bix

{e® e x" e e - x" e e x ,ie" e %" Yo<r<n.

Las funciones con valores en R de E, se obtienen sumando a cada funciéon f € E su
conjugada. Por tanto, una base de {f e E: f(x)eR, Vx € R} es

{e® -cosbx-x",e" -senbx-x",}o<r<n.
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10. Ley de desintegracion radiactiva: Consideremos que tenemos una cierta can-
tidad U(¢) de gramos de uranio que permanece (sin desintegrar) en el tiempo ¢. Su-
ponemos que la cantidad de uranio que se desintegra en un intervalo de tiempo (muy
pequeno) t1, U(t)-U(t+t1), es proporcional al tiempo ¢; transcurrrido y a la cantidad
U(t) de gramos que habia en el instante ¢. Es decir, tenemos

U+t1))-U()=—cte-t1-U(?) (cte>0)

Por tanto,

U(t+ ttl) ~U@® =—cte-U(?)
1

Tomando limite £;{ — 0, obtenemos
U'(t)= —cte-U(t)

Es decir, U(t) verifica la ecuacién diferencial U’ +cte-U = 0. Tenemos (D +cte-1d)(U) =

0, luego U(¢) = a-e %, para cierta constante a. Observemos que U(0) = a - e = a.

Luego,

U(t)=U(0) e cte?

Veamos cual es la semivida del uranio, es decir, cuanto tiempo s ha de transcurrir para
que se desintegre la mitad del uranio:

U(0)-e “t% =U(s) = —=

Luego, e ¢t¢s = _71 Tomando logaritmo neperiano —cte-s =In271 = —1n2, luego

s=B2 o Uw=UW0) et U0 2L,
cte

El carbono 14 que hay en la atmésfera aunque se desintegra en carbono no radiac-
tivo (carbono 12 y 13), también se crea continuamente debido a las colisiones de los
neutrones generados por los rayos césmicos con el nitrégeno de la atmésfera superior
y, resulta que la proporcion de carbono 14 y carbono no radiactivo permanece en un
nivel casi constante en la atmésfera a lo largo del tiempo. Las plantas adquieren el
carbono atmosférico mediante la fotosintesis, y los animales, mediante el consumo de
plantas y de otros animales. Cuando un organismo muere el carbono 14 existente va
desintegrandose. La proporcién de carbono 14 y carbono no radiactivo cuando se exa-
minan los restos del organismo proporciona una indicaciéon del tiempo transcurrido
desde su muerte.

11. Presion atmosférica: Sea P(h) la presion atmosférica a una altura A del suelo.
La diferencia de presion P(h +t)— P(h) es proporcional a ¢ y a la densidad del aire en
h (que es proporcional a P(h)). Entonces,

P(h+t)—P(h)
t

=-K-P(h), luego P'(h)=-K -P(h)
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Es decir, (D +K -Id)(P) =0y P(h) =a-e K", donde a = P(0). Puede medirse la altura

en términos de la presion: A = M(O)I_{M.

Problema: En 1643, Torricelli al realizar su
experimento, al nivel del mar, obtuvo que la co-
lumna de mercurio media 760 mm. (por encima
del nivel de mercurio de la cubeta). Si a una al-
tura de 100 metros sobre el nivel del mar la co-
lumna de mercurio mide 751 mm. ja qué altura
sobre el nivel del mar estariamos si la columna Experimento de Torricelli
de mercurio mide 600 mm.?

12. Interés compuesto continuo: Supongamos que tenemos un capital de 10® euros
invertidos en un banco. El banco nos da por la inversion un interés del 2 por ciento
anual y nos permite retirar el dinero en cualquier momento sin penalizacién y con
el pago de los intereses del capital por el tiempo exacto transcurrido. Si retiramos el
capital, con los intereses generados, al afio y medio jcuanto dinero nos llevaremos?:
Sea f(t) el capital mas los intereses generados que tenemos en el banco en el momento
t. Observemos que f(t+ h)— f(t) es proporcional a f(¢) y al tiempo A transcurrido
("cuando h es muy pequeilo”), es decir,

fE+h)-f(@)

f@+h)—f@)=K-h-f(?), A

=K-f(t)

Luego,
f@+h)-f@)
h

Es decir, (D — K -1d)(f) = 0, luego f(¢) = a - eX*. Sabemos que £(0) = 108, luego a = 10%;
y 108X = £(1) = 10% - (1 + 0'02), luego X = 1'02. Por tanto,

f(t):;llil% =K-f(@)

f(t)=10°-(1'02)
y f(1'5) =105 (1'02)'°.
13. Ejemplo: Resolvamos la ecuacion diferencial: f""" —2f"" + 2f" = 0. Tenemos que
resolver (D* —2D3 + 2D?)(f) = 0, es decir, calcular Ker(D* — 2D3 + 2D?). Observemos

que x* — 2x3 + 2% = x2(x? - 2x + 2) = x%(x — (1 + i))(x — (1 — ©)). Luego,

Ker(D*-2D3 +2D?)=KerD? @ Ker(D — (1 +i)-1d) ® Ker(D — (1 —i)-1d)

={a+bx+c-e1)*pg.e070%)
Luego,

{ Las funciones con valores en R solucién de

— X
la ecuacién diferencial f""" —2f"" +2f" =0 } =la+bx+er-(Acosx+psenx))
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14. Movimiento armonico simple: Consideremos un mue-
lle cuyo extremo esté en el origen de la recta real. Denotemos
por f(t) la posicion del extremo del muelle en el instante ¢.
Si el extremo del muelle esta en la posicion f(¢) en el instan-
te ¢, entonces el muelle ejerce una fuerza (luego aceleracion)
proporcional a f(¢) con sentido hacia el origen. Entonces,

F(t) = —cte - f (1), (cte > 0).

Es decir, f(#) cumple la ecuacion diferencial
(D? + cte)(f) = 0.

Como x2 + cte = (x — V/cte -i)(x + Vcte - i), tenemos que f(t) =
acos(cte-t)+bsen(cte-t). Como f(0)=0, entoncesa =0y

f(t)=b-sen(cte-t)

Wikipedia

Observemos que b es la maxima elongacion del muelle y 3772 el periodo del movimiento
armonico.

15. Ejercicio: Resuelve la ecuacién diferencial: f + f = 0.

Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

Hasta ahora hemos resuelto ecuaciones diferenciales del tipo P(D)(f) = 0. Consi-
deremos ahora una ecuacion diferencial del tipo P(D)(f) = g, con g € F. Sea fy una
solucion particular. Entonces, f € F cumple que P(D)(f) =g siy sélo si

f =fo+f1, con f1 e KerP(D)
Dicho con palabras

Todas las soluciones de la
“homogénea” P(D)(f)=0

Todas las soluciones
de PD)f)=g

Una solucion parti-
cular de PD)(f) =g

16. Ejemplo: Consideremos un objeto en caida libre. Supongamos que no hay mas
fuerza de rozamiento que la producida por el aire por causa de la velocidad del objeto.
Supongamos que el rozamiento es proporcional a la velocidad. Planteemos la ecuacion:
Sea V(t) la velocidad del objeto. La aceleracion del objeto sera igual a la gravedad g
menos una constante por la velocidad (debido a la fuerza de rozamiento). Luego,

Vit)=g-R-V(t), (R>0).

Es decir, (D + R -1d)V = g. Una solucién particular de esta ecuacion es Vy = 1%. Luego,

todas las soluciones son V = % +a-ef% Si V(0) =0, entonces a = —Fg y

V(t)= %(1 _ e BYy,
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Denotemos S(¢) los metros recorridos en el tiempo ¢, entonces V(t) = S'(¢) e integrando

Sit)=[&(1-eB)=b+&(t+ e;t). Como S(0) =0, entonces b = 25 y

_8,. 8 -Rt
S(t)_Et-i_ﬁ(_l-i_e )

17. Sea P(D)f = g,con g € F, una ecuacién diferencial y supongamos que existe un po-
linomio @(x) tal que Q(D)g = 0. La aplicacion lineal P(D): Ker@(D)P(D) — KerQ(D)
es epiyectiva (obsérvese que dim Ker H(D) = gr(H(x)) y que el nicleo de esta aplicacion
lineal es Ker P(D)). Sabemos calcular por Algebra Lineal f € KerQ(D)P(D) tal que
P(D)(f)=g.

Supongamos ahora ademéas que P(x) es primo Q(x). Sean A(x) y u(x) polinomios
tales que A(x)-P(x)+ u(x)-Q(x) = 1. Por lo tanto, tenemos que A(D)-P(D)+u(D)-Q(D) =
Id. Si aplicamos esta igualdad a g, obtenemos

g =1d(g) = (UD)-P(D) + wD)-Q(D))g) = (MD)-P(D))g) = P(D)MD)g))

Por tanto, una soluciéon particular es f = A(D)(g).

De otro modo: Sea E = (g,g’,g",...,g",...) < KerQ(D) que es un espacio vectorial
de dimensién finitay ge E. P(D): E — E, f — P(D)(f) es un isomorfismo (pues su
inverso es A(D)). Solo tenemos que calcular f € E tal que P(D)(f) =g.

18. Ejemplo: Resolvamos la ecuacién diferencial f””’ — f = x3: Tenemos que resolver
la ecuacién (D3 -Id)(f) = x3. Observemos que D*(x?) = 0. Los polinomios x® -1y x* son
primos entre si. Tenemos

=3 -1 -x+x

W-1=x-22-1

Luego, 1=x-22 - (3 -1 =@x*-@®-1)-2)- 22 - @® - 1) =x%-x* + (23 - 1)- (x® - 1). Por
lo tanto,

%3 =(D?%-D*+(-D3-1d)-(D? - 1d)(x®) = (D3 - 1d) - (D® - 1A))(x?)
= (D2 -1D)(-D3 -1d)(x?)) = (D? - 1d)(-6 — x2).

Luego una solucién particular de la ecuacién diferencial es fy = —6 —x2. De otro modo:
Sea KerD* = (1,x,x2,x3). El endomorfismo lineal D3 —Id: KerD* — KerD*, p(x) —
(D3 -1d)(p(x)) es un isomorfismo lineal y es facil calcular el polinomio ax3 +bx%+cx+d
que cumple que (D3 —Id)(ax® + bx% + cx + d) = x°.

Todas las soluciones son

V=3

-1- 1+ v—
fo+Ker(D® ~1d) = fo + Ker(D ~1d) + Ker(D ~ ———*— +v-3

1d) + Ker(D — _T -1d)

-1-v-3 -1+v-3
=—6-x>+a-e“+b-e 2 F4c.e 2 %,

Todas las soluciones que son funciones con valores reales son

- 3 3
—6—x3+a~ex+e71x~(c-c057x+d~sen7x).
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19. Ejercicio: Resuelve la ecuacion diferencial f” — f = senx.

20. Circuito eléctrico Consideremos el circuito eléctrico que sigue:

La segunda ley de Kirchhoff afirma que la
suma de las diferencias de potencial eléctri-
co en un circuito cerrado es igual a cero. La

caida de potencial en una bobina es propor-

cional a la tasa de variacién de la intensidad de corriente: Vi, = L - %, la caida de

tension en una resistencia es proporcional a la intensidad: Vg = R -I (ley de Ohm). Por
tanto,

dI
v=L- X R.I
dt

Resolvamos la ecuacion diferencial LI'+RI = (LD +R1d)(I) =V, cuando V es constan-
te. Una solucién particular es I = V/R y la general es

R
I(t)=V/R +Ker(LD + R1d) = V/R + Ker(D + EId) =V/R + {/l-e_%}.

Si suponemos que 1(0) =0, entonces A =-V/Ry I(t)=V/R-(1- e_%).
Supongamos ahora que V = A cos(wt). Tenemos que resolver la ecuacion diferencial

(LD +R1d)I)=A"-cos(wt).
Sea E = (cos(wt),sen(wt)). Buscamos una solucién A-cos(wt) + u-sen(wt) € E:

A -cos(wt) = (LD + RId)(A-cos(wt) + u - sen(wt))
=(Ru—-Lwl)sen(wt)+ (RA+ Lwu)cos(wt).

Obtenemos A = 7 Lfﬁ =T Y U= Lz‘;‘y’;‘fm. Por tanto, I(¢) = ‘21;;253‘{’? + Afzul’ﬂ S;fl(;;” + y-e_%
Si suponemos que 1(0) = 0, entonces
I(t) L (R-(costwt) - )+ Luv-sen(uwt)
= ——F——" (R-(cos(wt)—e w - sen(w
L2w?2 + R2
>0 A
~ ——— (R -cos(wt) + Lw - sen(wt)).
12,2 T R2 ( (wt) (wt))

Afnadamos un condensador. La diferencia de
potencial causada por un condensador es
proporcional a la carga, V¢ = %, luego deri- E

vando respecto del tiempo VC', = é Por tanto,
V=L-4 +R-I+Vy derivando

I
V' =LI"+RI' + —.
C
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Supongamos V(¢) = Vp - cos(wt). Si V := Vj-e'™?, entonces I es la parte real de las
soluciones de la ecuacion diferencial

N - U |
V' =LI"+RI' + —.
C

Busquemos una solucién particular en (e'*?), es decir, I =Y -e'™?, con Y € C. Tenemos

que iwVy et = (-Lw? + Rwi + %)-Y et luego I = % -e'@! Por lo tanto,
C

I=

N| <

>

. _1
donde Z = Z;-e'? (denominada impedancia), ¢ = arctan I% (denominada desfase) y

Zy= \/(Lw - %)2 +R2. En conclusién,,

_Vo N
I(t)—Z0 cos(wt — ¢)

Observemos que la amplitud del voltaje es Vj y el de la intensidad I := g—g, luego

21. Resolvamos la ecuacién diferencial f"" —2f" + f = xe* siguiendo otro método: Te-
nemos (D3 —2D? +1d)(f) = xe®, luego una solucién particular es

f= i 2pzr1a™ ~ DD -1 ~° ©O*+D_10D"
;ex(—Id—D—2D2)lx:ex(_—x2+cte—x—2):ex(_—xQ—x+a)
D 2 2

(* el desarrollo de Taylor de ﬁ en x = 0 hasta orden tres es —1—x — 2x?).

1

22. Vamos a denotar [f = 5f y en general [-"- [ f = Z-f.
Sea P(x) =(x—a1)*'---(x — a,)" . Existen polinomios @1(x),...,Q (x) tales que

1 _ Ql(x) +.r n Qr(x)

x—a) (- (x—ap)™ (-

Resolvamos la ecuacion diferencial P(D)f = g.

_ 1 @) R QD) _y Q:(D)
TP T D -l D—a,ldy 8 =~ D-a,1dm°

i
4‘2'7Ze“‘x-—Ql( Sl )e_“‘x'gzZe“‘x-Qi(D+aiId)f“l.fe “r.g.

- U3
1Podemos dedir que es la soll{mi()n, porque si R? # % entonces

-R+ VR2-4L/C
L

f

R - R2—4L/C)

Id -
Ker(LD? +RD + o) =Ker(D- 5 )@ Ker(D — o7
—R+ VR2-4LIC, -R-VR2-4L/C £ >0
:{a.e 2L +be 2L ~ O},

y si R2 = 4L/C, Ker(D — B=YE~4LIC) _ (o3t .(q 1 bt) 2" 0},
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4.5.2. Ecuaciones en diferencias finitas

Sea S = {(a,)ren}) el C-espacio vectorial de las sucesiones de niimeros complejos.
La sucesién (a,),en muchas veces la denotaremos simplemente (a ;). Consideremos el
“operador siguiente” V: S — S que es el endomorfismo C-lineal definido por

V(a,)=(b,), donde b, =a,41.

Diremos que A :=V —1d es el “operador diferencia”.
Como sabemos, dado un polinomio P(x) = c,x" + cr_1x" 1+ 4 ¢ € Clxl, podemos
considerar el endomorfismo lineal P(V): S — S definido por

P(V)a,) =(c,V +c, 1V 1+ +cold)an)

=(Cr@pir+Cro1Qnir—1+---+Coay).
Queremos resolver las ecuaciones en diferencias finitas (homogéneas)
CrOnirtCr1Qpir-1+--+coa, =0
Queremos calcular a,, es decir, queremos calcular Ker P(V).

23. Proposicion: Se cumple que {(1),(n),...,(n" 1)} es una base de Ker A"

Demostracién. Obviamente, Ker A = ((1)). Si p(n) es un polinomio de grado s, es facil
ver que A(p(n)) es un polinomio de grado s — 1. Por tanto, {(1),(n),...,(n" 1)} < KerA’.
Consideremos la aplicacién lineal

A: KerA’ — KerAs_l, (an)— Alay),

cuyo nucleo es KerA = ((1)). Por tanto, dim¢c Ker A®* < dim¢ Ker A*~! + 1. Recurrente-
mente, obtenemos que dimc Ker A” < r. Por dimensiones ((1),(n),...,(n""1)) = KerA”.
O

24, Formula de conmutacion: Sea P(x) € Clx] y (a,) una sucesion de nameros com-
plejos. Entonces,
P(V)(a™)-(ap))=(a")-P(aV)(a,).

Demostracién. En efecto, V((a")-(a,)) = V(@™ -ap) = (@™ ! a,41) = (@™)-(a-V)(a,). Por
tanto, V2((a™)-(a,)) = V((a™)-(aV)(a,)) = (@™)-(a-V)*(a,). Recurrrentemente obtenemos
Vi((a™)-(a,)) =(a™)-(aV)(a,) y P(V)(a™)-(ayp)) =(a")-P(aV)(apy). O

Por lo tanto,

P(V-a)(a™)-(ay)) =(a")-Pla-A)ay)

25. Teorema: Se cumple que E

1. Ker(V—a-Id)" =(a™)-{(pol. q(n) de grado menor que r)} (suponemos a # 0).

2. 8i Px)=(x—ay)'---(x—as)s, con a; #0 para todo i, entonces

121



122

4.5. Teorema de descomposicion. Moédulos

Ker P(V) = (a1™)-{(Pol. q(n) de grado <r1)}®-*-&(a?)-{Pol. q(n) de grado <rg}.

Demostracion. 1.(s(n))e Ker(V—a) <= 0=(V-a) (s(n)) < 0=(V-a) (a™)-(a™")-

(s(n)) =(@)- (@AY (a™)-(s(n))) < 0=A"((a™™)-(s(n))) <= existe un polinomio
qg(n) de grado menor que r tal que a " -s(n) = q(n), es decir, s(n) =a’ - q(n).

2. Es consecuencia de que Ker P(V) =Ker(V—-a1Id)"* @ --- @ Ker(V — a, Id)"" y de 2.

O

26. Nota: Supongamos P(x) e Rlx] y @ = p-(cosf+i-senf) es una raiz compleja de
P(x), con B # 0,7m. Entonces, P(x) = (x —a)" - (x — @)" - Q(x), con Q(a),Q(&) # 0. Es facil
probar, a partir de 4.5.25, que

(s(n)) € Ker(V2 —2pcos(f-n)-V+ p?) _ | (s(n)) e Ker(V —ald)" & Ker(V - ald)”
tales que s(n) € R para todo n. ~ | tales que s(n) € R para todo n.

B { s(n) € (p™(cos(B-n)+isen(f-n)) -x°,p"(cos(B-n)—isen(f-n))-x°|0<s<rc, }
| s(n)eR, Yn.

[ s(n)e(p"cos(f-n)-x°,p"sen(f-n)-x°|0=s<r)c, }
| s(n)eR, Yn.

Pol. g(n) con coef.

Pol. g(n) con coef.
reales de grado <r ’

reales de grado <r

:p”-cos(ﬁ~n)~{ }+p”-sen(,6-n)~{

27. Ejemplo: Resolvamos la ecuacion a,+2 = a,+1 + a,, con las condiciones iniciales
ao = 0,a1 = 1 (sucesion de Fibonacci). “Esta sucesion fue descrita por Leonardo de
Pisa, matematico italiano del siglo XIII también conocido como Fibonacci. Tiene nu-
merosas aplicaciones en ciencias de la computacién, matematica y teoria de juegos.
También aparece en configuraciones biolégicas, como por ejemplo en las ramas de los
arboles, en la disposicion de las hojas en el tallo, en las flores de alcachofas y giraso-
les, en las inflorescencias del brécol romanesco, en la configuracion de las pinas de las
coniferas, en la reproduccién de los conejos y en cémo el ADN codifica el crecimiento
de formas organicas complejas. De igual manera, se encuentra en la estructura espi-
ral del caparazon de algunos moluscos, como el nautilus.” (Wikipedia). Tenemos que
Qn42 —Qpy1—ap =0, luego
(V2 -V -TId)a,) = (0).

Observemos que x> —x—1=(x— 1+2‘/5) (x— 1_2‘/5), por tanto

1+ 5 1-v5 VB V5
2 2

1-
)" +b+( ).

(a,)€E Ker(V2-V-Id) = Ker(V— 5

Id)e(V-

1+
Id) = (a( 2

Recordemos que
O=apg=a+b
l1=a; :a.(1+T\/5)+b.(1—T\/3)

Resulta que a = % yb= —%. Luego,

1 1+v5, 1-V5
an = ( ) = (

1
_%. 5 % 5

)"
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28. Préstamos: Un banco nos presta un capital K, a devolver en N afios, a un tipo
de interés anual I. ;Cuanto dinero D deberemos pagar al ano, de modo que todos los
afios paguemos la misma cantidad y en los N afios hayamos saldado nuestra deuda
con el banco?

Resolucion: Sea i, el dinero que pagamos en el ano n por los intereses del capital
que tenemos prestado durante el afio n y a, el dinero que amortizamos en el afio n (por
el capital K que nos han prestado). Entonces D =a,,+i,,. Ademas, i, =1-(K —Zf;ll ar).
Por tanto, D =a, +1-(K — Z;‘:—ll ar). Si aplicamos el operador diferencia A entonces

O:A(an)_l'an :(V_(1+I))(an)
Por tanto, a, =(1+I1)"-1y
D=a1+IK=1+1)-A+IK. (%)

Tenemos que calcular A. Nos falta decir que amortizamos el préstamo en N afios, es
decir, K = ervzlar, que equivale a decir que D = a1 = (1+I)N*1. 1. Despejando A y
sustituyendo su valor en (*) obtendremos que

IK
—
-

D=

29. Ejercicio: Calcula cuantos numeros de longitud n se pueden escribir con ceros
y unos, de modo que nunca aparezcan dos ceros seguidos (ejemplo: los nimeros de
longitud tres cumpliendo lo dicho son 010,011,101,110,111, que son cinco distintos).

30. Ejercicio: Calcula KerV’.

Ecuaciones en diferencias finitas no homogéneas

Consideremos una ecuacién en diferencias P(V)(s(n)) = z(n). Sea (s¢(n)) una solu-
cién particular. Entonces, (s(n)) es una solucién de la ecuacién en diferencias si y sélo
si

s(n)=so(n)+t(n), con t(n) € Ker P(V)

Con palabras

Todas las soluciones de la
“homogénea” P(V)(s(n))=0

Todas las soluciones
de P(V)(s(n)) = (z(n))

Solucién particular
de P(V)(s(n)) = (2(n))

31. Resolvamos la ecuacion P(V)(s(n)) = z(n), suponiendo que existe un polinomio
Q(x) primo con P(x) de modo que @(V)(z(n)) =0:

Por el algoritmo de Euclides podemos calcular polinomios A(x) y u(x) tales que
Mx) - P(x) + p(x) - Q(x) = 1. Por tanto, A(V)-P(V)+ u(V)-Q(V) = Id. Si aplicamos esta
igualdad a (z(n)), obtenemos

(z(n)) = AV)- P(V)(z(n)) = P(VIAUV)(2(n))).

Por tanto, una solucion particular es so(n) = A(V)(z(n)).
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32. Ejemplo: Resolvamos a,.2+2a,+1 —6a, =2": Tenemos que resolver
(V2 +2V -61d)a,)= (2"

Calculemos una solucién particular. Observemos que (V —21d)(2") = (0) y que los po-
linomios x% +2x —6 y x — 2 son primos entre si. Mediante el algoritmo de Euclides
sabemos calcular A(x), u(x) de modo que A(x)-(x2 +2x — 6) + u(x) - (x —2) = 1. En efecto,

X% +2x—6 = (x +4)(x —2) +2
Luego, 1= %'(x2+2x—6)—x%4(x—2). Luego,

V+41d

2" = (% (V2+2V-61d) - (V-2Id)(2") = % (V2 42V -6Id)(2")

1
=(V2+2V - 61d)(52")
Luego, (2"71) es una solucién particular. Procedamos de otro modo:

(an) 2" = 5 @M="

~V2+2v-6ld 2/9.2-6

((V—-21Id)(2") =0y el desarrollo de Taylor de m de orden 0 en x =2 es m).
Todas las soluciones son

a,=2""1+Ker(VZ2+2V-61d)=2""1+Ker(V—(-1+ V7)) +Ker(V—(-1- V7))
=27 g (=1+ V' +b-(-1— V)"

33. Préstamos con gradiente lineal: Por la compra de un coche en un concesionario
pagaremos cada ano n un dinero d, de modo que d, =A+G-(n—1) (con A =1000y
G = 100), durante N = 20 anos. Se supone que el tipo de interés anual es I = 5%.
Determinar cuadl es el valor K del coche (en la actualidad).

Resolucion: Podemos decir que nos han prestado un capital K a un tipo de interés
I a devolver en N afios y que cada afio n pagamos (por la amortizacion y los intereses)
d,. Sea i, es el dinero que pagamos en el aiio n por los intereses del capital que
tenemos prestado durante el afio n y a, el dinero que amortizamos en el afio n por el
capital prestado. Entonces, d,, =i, +a,. Tenemos que i, =1 -(K — Z;’;llar). Por tanto,

n-1
A+G-(n—1):dn:an+l-(K—Zar). ()
r=1
Para n =1, tenemos que
A=a1+I1-K (%)

Tenemos que determinar a1. Aplicando A en (x) obtenemos

G =Aan)-1-(an)=(A-Dla,)=(V-(1+D)an)
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Una solucion particular, es a, = # y todas las soluciones son a, = # +cte-(1+1)".

Luego, a1 = # +cte-(1+1I). Tenemos que calcular cte. Nos falta imponer que Z?L 1@n =

e}
K, es decir, A+ GN = dy.1 = ays1 = - % +cte-(1+ DN*L. Luego, cte = {rmrt. En
conclusién o G
G A+GN+7% G A+GN++
aj=——+—o Ll .Q+D=-mt ——— L
I (Q+DN+ I (1+ DN

Sustituyendo el valor de a; en (x*), puede comprobarse que
A 1+DN-1 G A+DN-1-IN

K= 4. =22311'1.
I @@+DN 12 a+DnN

Supongamos que voy a un banco que me ofrece un interés anual I = 1% por mi dinero.
Tendria que depositar K = 34592 euros para que el banco me fuese dando cada afio lo
que el concesionario me pide (y al final el banco quedase en paz conmigo). En fin, un
coche de 22311 euros me ha costado 34592 euros.

34. Préstamos de gradiente exponencial: Un préstamo de K = 10° euros se quiere
devolver durante N = 20 afios, pagando cada afio n una anualidad d, de modo que
dn=1I'd,_1 I' =1+2%). Se supone que nos prestan el dinero a un tipo de interés
anual I = 5%. Calculemos d.

Resolucion: Sea i, es el dinero que pagamos en el aino n por los intereses del capital
que tenemos prestado durante el afio n y a, el dinero que amortizamos en el afno n
por el capital prestado. Entonces, d,, =i, + a,. Tenemos que i, = I~(K—Z;’;11 a,). Por

tanto,
n-1
dp=a,+I1- (K- Z ar).
r=1

Si aplicamos el operador diferencia A, entonces A(d,) =Ala,)—1-a, =(V-(1+1))ay).
Por otra parte, (V—-1')(d,) =0 (luego d,, = A'I'"). Entonces, (V—I')(A(d,)) =0, es decir,

(V-I'NV-(1+D)an)=0

Por tanto, a, = AI'" + u(1 + I)*. Sabemos que dn+1 = ay+1, de lo que se deduce que
M=+ ,u(ll—“L,I)N“. De las ecuaciones

Nl'=di=a1+IK=AM'+u(1+I)+IK
NT?=dy=ag+IK-a))=AM'I'-D+pd+D)+IK

_7
se obtiene que dq = K(lfl,t?
1-(357)
Sumatorios
Dada una sucesiéon de nameros complejos (a,), definamos la sucesion s,, := Z;‘;Ol a;

(y s0:=0). Entonces, A(s,,) =(sp+1—s,) =(a,). Denotaremos
1 n—1

—(@n):=(sp)=()_ a;).

Ao i=0
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Como hemos dicho, A(Aio(an)) = (ay), luego A Xa,) = Aio(an) +{(cte), V cte € C}.

35. Ejemplo: Calculemos }.7_i -2¢: Recordemos que (V —2Id)%(n2") = 0. Entonces,

nmlo 1 ) . )
;)L-Z —A—O(nZ )—(V_Id(nZ )+ (cte) = (Id—(V - 2Id))(n2") + (cte)

=(n2" —n2" 1t cte) = (n — 2)2" + cte)

(= el desarrollo de Taylor de x—fl de orden 2 en x = 2, es 1-(x—2)+Ah(x)(x—2)?). Haciendo
n =1, obtenemos que cte = 2. Luego,

n .
Yi-2l=(n-1)-2""1+2.
i=0

Se define (%) := % Observemos que

~ | n n
<(1)’(n)""’(n )> - <((O))’((1))’”.’((7‘))>.

Ademas, A(()) = ((,”,))- Por tanto, (")) =(,},).

Si escribimos p(n) = Y}_;Ai(}), tendremos que

Ao=p(0),...,A; = p(i) - (i ! 1)/1,~_1 - (6)/10,

y Z?:_olp(i) = ALo(p(n)) =Yi0 Ai(iil)' Finalmente, .7 p(i) =3 _o i (7:%)
36. Ejercicio: Calcular Y7 (i®+i-3).

4.6. Cuestionario

1. Sea M un A-médulo. Prueba que 0-m =0, (-1) m=-m,a-0=0ya-(-m) =
(—a)-m.

2. Dota a Alx] de estructura de A-moddulo.

3. Sea €(R?) el conjunto de todas las funciones continuas de R? en R. Dota a €(R?)
de estructura de R-espacio vectorial.

4. Sea M un A-médulo y N € M un subconjunto. Prueba que N es un A-submdédulo
de M siysolosin+n'€e N,paratodon,n"e Nya-neN paratodoa€ AyneN.

5. Prueba que los A-submédulos de A3, ((1,2,3),(1,0,0)) y ((0,2,3),(1,0,0)) son igua-
les.

6. Prueba que A[x] no es un A-médulo finito generado.
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7.

10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

Dados un anillo A, a € A y un A-médulo M, denotaremos aj;: M — M el mor-
fismo definido por ap(m) := a-m, para todo m € M. Prueba que Keray,em, =
Kerajys, ® Keray,. Prueba que Imay,em, = Imapy, ® Imayy,.

. Resuelve el problema 4.

. Resuelve el problema 7.

Sea E = Q[x)/(x - 1)@ Qlx)/(x + 1) ® Q[x1/(x2 - 5) y e1 = (1,0,0), e5 = (0,1,0), e =
(0,0,1) y e4 = (0,0,%) una base del Q-espacio vectorial E. Calcular la matriz del
endomorfismo x-: E — E, e— x-¢, en la base dada.

Resuelve la ecuacién diferencial y” +y = 0.

Resuelve la ecuacién diferencial: y"”" —2y"" +2y" =0,
Resuelve vy —y = x3.
Resuelve y"’ —y = x + senx.

Resuelve y"" —2y" + y = xe®.

Calcula Y7, i%.

4.7. Biografia de Hermann Grassmann

Hermann Giinther Grassmann (Stettin, 15 de abril de 1809 -
ibid., 26 de septiembre de 1877) fue un lingiiista y matematico
aleman. También ejerci6 de fisico, humanista, erudito y editor,
por lo que se le considera un claro ejemplo de polimatia.

Hermann Grassmann era el tercero de los doce hijos de Justus
Giinter Grassmann y Johanne Luise Friederike Medenwald. Su
madre era hija de un pastor de Klein-Schonfeld. Su padre habia
sido también consagrado pastor, pero consiguié una plaza de
profesor de matematicas y fisica en el Instituto de Stettin, y fue
un académico notable, autor de varios libros de texto escolar de

Fisica y Matematicas, ademas de llevar a cabo interesantes investigaciones en el cam-
po de la cristalografia. Otro hermano de Hermann, Robert, también se dedicé a las
matematicas y ambos trabajaron conjuntamente en muchos proyectos.

Durante su juventud, Hermann fue educado por su madre, mujer de una vasta cul-
tura. Luego asistié a una escuela privada, antes de ingresar en el Instituto de Stettin,
en el que daba clases su padre. La mayoria de los matematicos despuntan ante sus
profesores desde muy jovenes. Sin embargo, y a pesar de tener unas extraordinarias
oportunidades al pertenecer a una familia proclive a la educacién, Hermann no des-
tac6 de modo especial en sus afios de estudios secundarios, hasta el punto de que su
padre pensé que debia dedicarse a algun tipo de trabajo manual, como el de jardinero
o artesano.
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Hermann apreciaba la musica y aprendi6 a tocar el piano, a la vez que proseguia
sus estudios, en los que poco a poco iba mejorando, y en los examenes finales de los es-
tudios secundarios, con 18 aios, terminé el segundo de su promocién. Tras demostrar
al final de sus estudios su competencia académica, Hermann decidié estudiar Teolo-
gia, y en 1827 se trasladé a Berlin junto a su hermano mayor para cursar estudios en
la Universidad. Realiz6 estudios de Teologia, lenguas clasicas, Filosofia y Literatura,
y no parece que acudiera a ninguna clase de Matematicas o Fisica.

A pesar de que parece evidente que Hermann no tuvo formacién universitaria for-
mal alguna en matematicas, ésta era la materia que mas le interesaba cuando regresé
a Stettin, en otofio de 1830, tras haber completado sus estudios universitarios en Ber-
lin. Evidentemente, la influencia de su padre en esta via fue muy importante, y pudo
haber llegado a ser profesor de matematicas, pero ya se habia decidido a llevar a cabo
investigaciones matematicas por su cuenta. Después de pasar un ano investigando en
matematicas y preparando el examen para profesor de instituto, Hermann se fue a a
Berlin en diciembre de 1831 para presentarse a dichos examenes.

Parece ser que sus ejercicios escritos no debieron ser muy bien valorados, puesto
que sus examinadores le dieron el titulo para enseiiar solo en los primeros niveles de
la secundaria. Se le dijo que, antes de poder ensefiar en los niveles superiores, deberia
volver a examinarse y demostrar unos mayores conocimientos en los temas por los que
habia concursado. En la primavera de 1832 obtuvo una plaza de profesor ayudante en
el Instituto de Stettin.

Fue sobre esta época cuando realiz6 sus dos primeros descubrimientos matemati-
cos significativos, que estaban destinados a llevarlo a las importantes ideas que desa-
rrollaria aiios después. En la premisa de su Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematik (Teoria de la extension lineal, una nueva rama de las matema-
ticas, 1844), Grassmann describe como habia ido llegando a estas ideas ya alrededor
del ano 1832.

En 1834, Grassmann empezé a dar clases de matematicas en la Gewerbeschule
(Escuela de artes y oficios) de Berlin. Un afio mas tarde regresé a Stettin para dar
clases de matematicas, fisica, lengua alemana, latin y religién en un centro educativo
nuevo, la Otto Schule. Esta gran variedad de materias a impartir es prueba de que
aun estaba habilitado solamente para impartir clases en las escuelas en los niveles
mas bajos. En los cuatro afios siguientes, Grassmann superoé los examenes que le per-
mitieron dar clases de matematicas, fisica, quimica y mineralogia en todos los niveles
de los centros de educacion secundaria.

Grassmann se sentia en parte frustrado por el hecho de tener que dar clases solo en
niveles de secundaria, a pesar de ser capaz de elaborar una matematica innovadora.
En 1847 pasa a ser “Oberlehre”. En 1852 se le asigné el puesto que anteriormente
habia desempenado su padre en el Instituto de Stettin, y obtuvo de ese modo el titulo
de profesor. En 1847 solicit6 al ministro prusiano de Educacién ser tenido en cuenta
para el desempeno de un puesto de profesor universitario, y el ministro solicité a Ernst
Eduard Kummer su opinién acerca de Grassmann. Kummer contesté diciendo que
el ensayo de Grassman, que habia sido premiado en 1846, tenia “(...) buen material
expresado de modo inadecuado”. Este informe de Kummer acab6 con la esperanza
de Grassmann de llegar a obtener una plaza de profesor universitario. Este episodio
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confirma ademas el hecho de que las autoridades con las que Grassmann contacto
nunca reconocieron la importancia real de sus ideas.

Durante los disturbios politicos que se desarrollan en Alemania en 1848-49, Her-
mann y Robert Grassmann editaron un periédico en Stettin para apoyar la unificacién
de Alemania en el marco de una monarquia constitucional. Después de escribir una
serie de articulos sobre leyes constitucionales, Hermann, cada vez menos de acuerdo
con la linea politica del periédico, lo dejo.

Grassmann tuvo once hijos, de los que siete llegaron a adultos. Uno de sus hijos,
Hermann Ernst Grassmann, llegé a profesor de matematicas en la Universidad de
Giessen.

Entre los muchos temas que abordé Grassmann esta su ensayo sobre la teoria de
las mareas. Lo elaboré en 1840, tomando como base la teoria de la Méchanique analy-
tique de Lagrange y de la Méchanique céleste de Laplace, pero exponiendo esta teoria
por métodos vectoriales, sobre los que trabajaba desde 1832. Este ensayo, publicado
por primera en los Collected Works de 1894-1911, contiene el primer testimonio escrito
de lo que hoy se conoce como Algebra Lineal y la nocién de espacio vectorial. Grass-
mann desarroll6 estos métodos en Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der
Mathematik y Die Ausdehnungslehre: Vollstindig und in strenger Form bearbeitet.

En 1844, Grassmann publica su obra maestra, Die Lineale Ausdehnungslehre, ein
neuer Zweig der Mathematik, mas conocido como Ausdehnungslehre, que se puede
traducir como “teoria de la extension” o“teoria de las magnitudes extensiva”. Después
de proponer en Ausdehnungslehre nuevas bases para todas las matematicas, el trabajo
empieza con definiciones de naturaleza mas bien filos6fica. Grassmann demostro ade-
mas que si la geometria se hubiese expresado en forma algebraica como él proponia,
el nimero tres no hubiese desempeniado el papel privilegiado que tiene como nimero
que expresa la dimensiones espaciales; de hecho, el nimero de posibles dimensiones
de interés para la geometria es ilimitado.

Fearnley-Sander (1979) describe la creacién del Algebra Lineal de Grassmann de
este modo:

“La definicion de espacio lineal (...) se reconoce abiertamente alrededor de 1920,
cuando Hermann Weyl y otros publicaron la definicion formal. En realidad dicha de-
finicion habia sido formulada unos treinta anos antes por Peano, que habia estudiado
a fondo el trabajo matematico de Grassmann. Grassmann no formulé una definicion
formal - no existia entonces un lenguaje adecuado - pero no hay duda de que tuviera
claro el concepto”

“Empezando con una coleccion de 'unidades’eq,es,es,..., €l, efectivamente, definio
el espacio lineal libre que generaban; en otros términos, considera la combinacion li-
neal formal aie1 +agez +ase3 +--- donde a; son nimeros reales, define la suma y la
multiplicacion por nimeros reales [en el modo que se usa actualmente] y demuestra
formalmente las propiedades de espacio lineal de estas operaciones. (...) Desarrolla la
teoria del la independencia lineal de modo extraordinariamente similar a la presenta-
cion que podemos encontrar en los textos modernos de algebra lineal. Define la nocion
de subespacio, independencia, longitud, desdoblamiento, dimension, suma e intersec-
cion de subespacios, y proyeccion de elementos en los subespacios”

“..pocos estuvieron tan cerca como Hermann Grassmann de crear, trabajando en
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solitario, una nueva disciplina”

Desarrollando una idea de su padre, Grassmann definié también en Ausdehnungs-
lehre el producto exterior, llamado también “producto combinatorio” (en alemén: dulle-
res Produkt o kombinatorisches Produkt), la operacién clave en el algebra que hoy se
conoce como algebra exterior. (Conviene no olvidar que en los tiempos de Grassmann
la dnica teoria axiomatica disponible era la Geometria euclidiana, y que la nocion ge-
neral de algebra abstracta ain no habia sido definida.) En 1878, William Kingdon
Clifford unié6 el algebra exterior con los cuaterniones de William Rowan Hamilton,
sustituyendo la regla de Grassmann e e, =0 por epe, = 1.

El Ausdehnungslehre fue un texto revolucionario, muy avanzado en su época como
para poder ser apreciado. Grassmann lo expuso como tesis doctoral, pero Mobius no se
consider6 capaz de valoralrlo y se lo remitié a Ernst Kummer, que lo rechazé sin haber
llevado a cabo una lectura atenta. En los 10 anos siguientes, Grassmann escribié una
serie de trabajos aplicando su teoria de la extension, incluyendo una Neue Theorie der
Elektrodynamik de 1845, y diversos trabajos sobre curvas y superficies alegbraicas,
con la esperanza de que estas aplicaciones movieran a los demas a tomar mas en serio
su teoria.

En 1846, Mdébius invité a Grassmann a una competicion para resolver un proble-
ma originalmente planteado por Leibniz: idear un calculo geométrico privado de coor-
denadas y propiedades métricas. Geometrische Analyse gekniipft an die von Leibniz
erfundene geometrische Charakteristik de Grassmann, fue la idea ganadora. Hay que
decir sin embargo que el resultado de Grassmann fue el unico presentado. De cual-
quier manera, Mobius, que era uno de los miembros del jurado, criticé el modo en que
Grassmann introdujo la nocién abstracta sin proporcionar al lector intuicién alguna
sobre la validez de estas nociones.

En 1853, Grassmann publicé una teoria sobre el modo en que se mezclan los colo-
res; ésta y sus tres leyes de los colores siguen enseiiandose hoy en dia. El trabajo de
Grassmann entraba en contradiccion con el de Helmholtz. Grassmann escribi6é tam-
bién sobre cristalografia, electromagnetismo, y mecanica.

En 1861 Grassmann expuso la primera formulaciéon axiomatica de la Aritmética,
usando ampliamente el principio de induccion. Giuseppe Peano y sus seguidores cita-
ron ampliamente este trabajo a partir de 1890.

En 1862, Grassman, tratando de conseguir el reconocimiento de su teoria de la ex-
tension, publicé la segunda edicion de la “Ausdehnungslehre”, ampliamente reescrita,
y con la exposicién definitiva de su algebra lineal. El resultado, Die Ausdehnungsleh-
re: Vollstiandig und in strenger Form bearbeitet, que se conoce como“Enseiianza de la
dilatacié” no fue mejor considerada que la edicién original, a pesar de que el método
de exposicion de esta segunda version de “Ausdehnungslehre” se anticipara a lo que
han sido los libros de texto en el Siglo XX. En esta obra desarrolla un calculo operato-
rio directo para las diversas magnitudes geométricas, que se conoce como nimeros de
Grassmann.

El tinico matematico que valoré en su justa medida las ideas Grassmann en vida de
éste fue Hermann Hankel. En su obra Theorie der complexen Zahlensysteme (1867)
ayudo a que se conocieran mejor las ideas de Grassmann. Este trabajo:

“.. desarrollo una parte del algebra de Hermann Grassmann y de los cuaterniones
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de Hamilton. Hankel fue el primero que reconocié la importancia de los textos de
Grassmann, que habian sido menospreciados durante mucho tiempo..” (introduccién
de Hankel en el Dictionary of Scientific Biography. New York: 1970-1990)

Se tard6 en adoptar los métodos matematicos de Grassmann pero influyeron di-
rectamente en Felix Klein y Elie Cartan. La primera monografia de A. N. Whitehead,
Universal Algebra de 1898, incluia la primera exposicion sistematica en inglés de la
teoria de la extension y del algebra exterior. La teoria de la extension se aplicé al es-
tudio de las formas diferenciales y en las aplicaciones de dichas formas al Analisis y a
la Geometria. La Geometria Diferencial usa el Algebra Exterior.

Contrariado por su incapacidad de conseguir que se le reconociera como matema-
tico, Grassmann se dedico a la lingiiistica historica. Escribi6 libros de gramatica ale-
mana, elaboré catalogos de canciones populares y aprendié sanscrito. Su diccionario
y su traduccion del Ayurveda (que se sigue publicando hoy en dia) tuvieron un gran
reconocimiento entre los filélogos. Formul6 una ley relativa a los fonemas de las len-
guas indoeuropeas, que se conoce hoy como ley de Grassmann en su honor. También
elaboré un Diccionario sobre el Rig-veda (1873-1875). Sus cualidades filologicas fue-
ron reconocidas en vida; fue admitido en la American Oriental Society y en 1876 fue
nombrado doctor honoris causa por la Universidad de Tubinga.

(Articulo tomado de wikipedia).

4.8. Problemas

1. Sea (G, +) un grupo abeliano y consideremos en G su estructura natural de Z-
moédulo. Prueba que lo subgrupos de G coinciden con los Z-submédulos de G.
Sea (G',+) otro grupo abeliano y consideremos también su estructura natural
de Z-médulo. Prueba que los morfismos de grupos de G en G’ coinciden con los
morfismos de Z-médulos de G en G'.

2. Sea E un K-espacio vectorial y T': E — E una aplicacion K-lineal. Consideremos
en E su estructura natural de K[x]-mddulo. Prueba que los subespacios vecto-
riales de E, estables por el endomorfismo T, coinciden con los K[x]-submddulos
de E. Sea ¢p: E — E' un isomorfismo de K[x]-m6dulos. Prueba que la matriz de T
en una base {e;}jc; de E es igual a la matriz del endomorfismo lineal x-: E' — E’
en la base {¢p(e;)}ier.

3. Sea f: A — B un morfismo de anillos y M un B-médulo. Dota a M de estructura
de A-moédulo.

4. Seal € A unideal y M un A-médulo. Denotemos I-M como el minimo submédulo
de M que contiene a {i - m};cs mem. Prueba que

I-M={iy-mi+--+i,-mp€M, variando los i;€I,m;e M, y n €N}

5. Sea I c A unideal y M, M' A-médulos. Prueba que

I-MeM)=I-MeoI-M.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea 7: M — N un morfismo de médulos. Si existe un morfismo de mddulos
s: N — M tal que mos =1d prueba que M =Kern® N.

. Sean N1,Ny € M dos A-submédulos y sea Ng = {fig € M/N1: ng € No}. Prueba que

(M/N1)/Ny = M/(N1+ N5).
Sean N1,N9 € M dos A-submoédulos. Prueba que (N1 + N2)/N1 = No/(N1NNs).

Sea A un anillo y sean a,b € A tales que (a,b) = A. Prueba que el morfismo
b-: AlaA — AlaA, ¢ — bc es un isomorfismo.

Sea A un anillo y a1,a9 € A tales que (a1,a2) = A. Prueba que el morfismo de
A-moédulos

Ala1Ae® AlasA i A/alazA, (61,52) — a9bq +a1b2,

es un isomorfismo. En general, sean ay,...,a, € A tales que (a;,a;) = A, para
todo i # j. Prueba que el morfismo de A-médulos

n
AlajAe o AlanAL Alay-anA, (by,....b.)— Y cibi,
=1

donde c; :=[];4; a;, es un isomorfismo.

La ley del enfriamiento de Newton establece que la tasa de pérdida de calor
de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y
sus alrededores. Un sélido a 20° centigrados es introducido en un lago de agua
a temperatura de 5% Si tarda dos minutos en enfriarse diez grados ;Cuantos
minutos tardara en enfriarse 14 grados?

Sea F' el espacio vectorial formado por las funciones de R a C infinitamente deri-
vables y D: F — F el operador derivada. Prueba que

a) D(ef -g)=el (D +f'-1d)(g).

b) Calcula las soluciones de la ecuacion diferencial lineal y' + fy = g.

Sea F el espacio vectorial formado por las funciones de R* a C infinitamente
derivables y ®: F — F el operador C-lineal definido por O(f):=xf".

a) Prueba que Ker(® —a)" = x%- {Z;;& A;(Inx): VA; € Ch.

b) Resuelve la ecuacion de Euler-Cauchy
x2y" +bxy +cy=0,
para b,ceCy x>0.
Resuelve la ecuacion diferencial del movimiento armoénico amortiguado

f"+af'+bf =0, (cona’?-4b<0ya>0).
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15.

16.
17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.

Resuelve la ecuacion diferencial del movimiento armoénico forzado

" +af'+bf = ccos(wx), (cona?—-4b<0ya>0).

Calcula [x2cos?x dx.

Sea p(x) € C[x] y supongamos que p(a) # 0, para cierto a € C, sea q4(x) € C[x]
un polinomio de grado s Prueba que una soluciéon particular de la ecuacién di-
ferencial (p(D)- (D — a)™)(f) = e** - qgs(x) es de la forma e® - x™ - ¢(x) para cierto
polinomio #(x) de grado menor que s.

Prueba que A(?) = (,",). Prueba que {(j),(}),...,(?)} es una base de Ker A”*!. Sea

p(n)=Y"_2;("), prueba que A; es el término 0 de la sucesién Ai(p(n)), es decir,
=0 i

Y (;) (=Y pGi - ).
j=0

Ai

Calcula Y7 i%.

Calcula cuantos numeros de longitud n se pueden escribir con ceros y unos, de
modo que nunca aparezcan dos ceros seguidos (ejemplo: los nimeros de longitud
tres cumpliendo lo dicho son 010,011,101,110,111, que son cinco distintos).

Resuelve la ecuacion a9 +2a,41 — 8a, = 2".
n i
Calcula 3.7  g".

Un préstamo de K = 10° euros se quiere devolver durante N = 20 afios, pagando
cada afio n una anualidad d,, de modo que d,, = d,_1 + 103. Se suponen que nos
prestan el dinero a un tipo de interés anual del I =5%. Determinar d;.

Sea p(x) € R[x] un polinomio ménico de grado n. Sean si(x),...,s,(x) soluciones,
linealmente independientes, de la ecuacién diferencial p(D)y = 0. Prueba que si
las funciones c1(x),...,c,(x) cumplen las ecuaciones

c1(x)s1(x)+...+cp(x) s, (x) =0

.. = 0

c1(x)s1(x)" P+ .. +ep(x)sp(x)P = 0
c1(x)s1(0)" V4. 4 ep@) s P = fx)

entonces c1(x)s1(x)+...+ cp(x)s,(x) es una solucién particular de p(D)y = f(x).

Sea p(x) € R[x] un polinomio moénico de grado r. Sean s1(n),...,s(n) soluciones,
linealmente independientes, de la ecuacion en diferencias p(V)y = 0. Prueba que
si las sucesiones c1(n),...,c,(n) cumplen las ecuaciones

A(c1)V(s1) +...+ Alc,)V(s;)

|
oS © O
UEX

Ale))V  (s1)+ +Ale,)V1(s,)
Alc1)V'(s1) +...+A(c,)V(s;)

f

entonces c1s1+...+ ¢S, es una solucion particular de p(V)y =f.
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25. Dado un morfismo de anillos f: A — B diremos que B es una A-algebra y se-
ra usual que denotemos f(a) = a. Un morfismo de A-algebras g: B — C es un
morfismo de anillos tal que g(a) =a, paratodoa € A.

a) Sea R — K una extension de cuerpos tal que dimg K < co. Prueba que K es
R o es isomorfo como R-algebra a C.

b) Sea R — D una extension de cuerpos tal que dimp D < co. Pero supongamos
que D no es conmutativo (si bien, 1-d =d -, para todo L e R y d € D).
Prueba que D es una R-algebra isomorfa a los cuaterniones de Hamilton
H:=R-18R-i®R-jeR-% (donde i2 = j2 =k =ijk = -1).



Capitulo 5

Modulos sobre dominios de ideales
principales

5.1. Introduccion

En este capitulo clasificamos los A-médulos finito generados, cuando A es un anillo
euclideo.

En particular clasificamos los grupos abelianos finito generados. Recordemos que
los grupos abelianos son justamente los Z-médulos. Veremos que todo grupo abeliano
finito generado G es una suma directa finita de grupos ciclicos, es decir,

G=7ZniZ&-"-®Z/n,Z (%)

Recordemos que si n = p'ln1 .- p¥" es la descomposicién de n en producto de potencias
de primos, el teorema chino de los restos nos dice que Z/nZ = 7/p7"' Z®---®Z/p;*"Z. Por
tanto, en la descomposicion (x) podemos suponer que los n; son potencias de primos (o
son nulos). En esta situacion, demostraremos que los enteros n; clasifican G.

Clasificaremos también los endomorfismos de un espacio vectorial de dimensién
finita. Recordemos que dar un endomorfismo de un k-espacio vectorial equivale a dotar
al espacio vectorial de estructura de k[x]-mé6dulo: dado un espacio vectorial £ y un
endomorfismo 7': E — E, definimos x-e = T'(e), para todo e € E, y en general p(x)-e =
p(T)(e). Demostramos que existen unos polinomio moénicos irreducibles p1(x),---, p,(x)
unicos, y un conjunto de nimeros naturales n;; inicos de modo que

E=(klx/(p1(x)")@®--- @ klxl/(p1(x)" 1)) ®--- & (R[x)/(p,(x)"") & --- & k[x]/(p(x)"r)).

como k[x]-médulos. Este isomorfismo nos permitira, cuando £ = C, definir las bases de
Jordan y expresar la matriz de T en una base de Jordan.

Aplicamos estos teoremas para resolver los sistemas de ecuaciones diofanticas y
los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Por dltimo, probaremos que si A es un dominio de ideales principales y M es un A-
modulo finito generado entonces existen, elementos irreducibles p; € A (dnicos salvo
multiplicacién por invertibles) y n;; >0, n € N tinicos de modo que

M=A"e(A/(pTMe- @A/(p’lllsl))ea @ Ap" @@ Allpr"T)).
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5.2. Presentacion de un moédulo por médulos libres

Sea M un A-moédulo cualquiera. Por desgracia, no podemos afirmar que sea libre.
Solo podemos afirmar la existencia de sistemas de generadores {m;};c7, luego la exis-
tencia de epimorfismos AD M. (a;)ies — Y,aim;.

Consideremos un epimorfismo 7: A — M. Igualmente, podemos definir un epi-
morfismo 7': A — Kern. Componiendo este ultimo morfismo con la inclusién natu-

ral Kernm — A4 ). tenemos un morfismo natural f =ion’: A — AD_ Consideremos la
sucesion de morfismos
AD L pD M.

En conclusién, Im f = Kern y M = AD/Ker . Luego,

M=AD/Imf

Por tanto, el estudio de M se reduce al estudio de f, que es una aplicacién A-lineal
entre moédulos libres. Si M es un A-médulo finito generado y A un dominio de de
ideales principales demostremos que existen de conjuntos I y ¢/ finitos de modo que f
es una aplicacion A-lineal entre A-médulos libres finito generados.

1. Lema: Sea M un A-méduloy N € M un submaédulo. Si N y M/N son A-mdédulos
finito generados, entonces M es un A-maédulo finito generado.

Demostracién. Escribamos, N = (n1,...,n,) y M/N = {fi;4+1,...,ls). Veamos que M =
(n1,...,ngy: Dado m € M, tenemos que m = Zfzrﬂai -f;, para ciertos a; € A. Luego,

= s B — _\Ss _\S . N\T L
n.z—Zi:Hlal ni=0ym-%7_ . ,ai-n;€N.Por tanto, m Zi=r+1aznz—2j=1ajn] para
ciertos aj € A, y por tanto
S
m:Zaknk.
k=1
O

2. Definicion: Un anillo A se dice que es noetheriano si todos sus ideales son finito
generados.

Los anillos de ideales principales son evidentemente anillos noetherianos. Si A es
un anillo noetheriano e I — A es un ideal entonces A/I es un anillo noetheriano. El
teorema de la base de Hilbert afirma que si A es noetheriano entonces A[x1,...,x,] es
noetheriano.

3. Proposicion: Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finito generado. Se
cumple que todo submédulo N € M es finito generado.

Demostraciéon. Supongamos M = (m). Consideremos el epimorfismo
n:A—-M,a—a-m.

7 Y(N) es un submédulo de A, luego es finito generado. Entonces, N = n(x~1(N)) es
finito generado.
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M = {m1,...,m,) es finito generado. Demostremos la proposicién por induccién so-
bre r. Si r =1, la acabamos de demostrar. Supongamos que la proposicién es cierta
paral,...,r—1. Sea n: M — M/{(m,) el morfismo de paso al cociente. 7(IN) es un sub-
moédulo de M/{m,) = {(fm1,...,mr_1), luego por hipétesis de induccién 7(N) es finito
generado. Consideremos el epimorfismo

mn: N — a(N), n— n(n).
Obviamente,
Kernmy =Kern NN cKern = (m,)

Por tanto, Kern |y es finito generado. N/Kerm |y = n(IN) es finito generado. Por el lema
anterior N es finito generado.
O

4. Teorema: Sea A un anillo noetherianoy M un A-mdédulo finito generado. Existe un
morfismo de A-médulos f: A" — A® (con r,s € N) de modo que A’/Imf = M, es decir,
“existe una presentacion de M por médulos libres finito generados”.

Demostracién. Escribamos M = (m1,...,mg). Consideremos el epimorfismo de A-méddulos

m:A° - M, (a;) — Y;a;-m;. Kerm es un submédulo de A?®, luego es finito gene-
rado. Escribamos Kern = (n1,...,n,) y consideremos el epimorfismo g: A" — Ker,
(aj)— Y ;a;n; ysea f: A" — A® la composicion de los morfismos A" £ Kerm — AS.
Tenemos que Im f =Im g = Kern. Por tanto, A*/Imf = A%/ Kern =~ M. |

Cuando A sea un anillo euclideo, veremos cémo puede calcularse f y como encon-
trar bases donde f “diagonalice”, y con ello clasificaremos los A-médulos finito gene-
rados.

5.3. Transformaciones elementales

Sea 65 € M,,(A) una matriz cuyos coeficientes son todos nulos salvo el coeficiente
sr que es 1.

Sean L y L' dos médulos libres de bases B = {u1,...,un} y B = {uf,...,u)}, respec-
tivamente. Sea ¢: L — L’ una aplicacién A-lineal de matriz en dichas bases (a;;). Sea

B={u,...,u, +raus,...,um}, que es otra base de L (r # s). La matriz de ¢ en las bases
ByB'es
(a,ij) = (aij) -(Id+a-6sr),
que es igual a la matriz (a;;) salvo que la columna r de (a/ j) es igual a la columna r de
(aij) mas a-veces la columna s de (a;;).
Observemos que (Id+a-65) ' =Id—a - 8. Si Xrs := Id+65-)Ad —8,5)Id +55,), en-
tonces (a;;)- X, es igual a la matriz (a;;) salvo que su columna r es la columna s de

(a;;) y su columna s es menos la columna r de (a;;) .
S

Sea B’ = {ul,...,u;—au,,...,uy,}, que es otra base de L’. La matriz de ¢ en las bases
ByB'es
(a'ij) =({Id+a-6,s)-(a;y),
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que se obtiene cambiando la fila r, F,, de la matriz (a;;) por la fila . + aF.

Este tipo de transformaciones lineales Id +a - §5, (r # s) las denominaremos trans-
formaciones elementales especiales. Diremos que Id +a -6, (con 1+a invertible) es una
transformacién elemental homotética.

1. Definicion: Si A es un anillo y 6: A\{0} — N es una aplicacién que cumple que
para cada a,b € A no nulos existen c,r tales que a = bc+r, con r =0 6 6(r) < 5(b),
diremos que (A, ) es casieuclideo.

Los dominios euclideos son casieuclideos.

Si A es un anillo (p) € A es un ideal maximal, entonces A/p™ A es casieuclideo: Si a
no es divisible por p, entonces (a, p) = A, luego (@) = A/p™ A y a es invertible. Entonces,
todo b € A/p™A, es b=p"-inv, con r < n, con r dnico. Definimos §: A/p"A\{0} — N,
8(b):=r,sib=p"-inv (y r <n). Es facil es probar que (A/p"A,?) es casieuclideo.

Los anillos casieuclideos son anillos de ideales principales, porque todo ideal I no
nulo esta generado por un elemento no nulo i € I, tal que 6(i) sea minimo.

2. Proposicion : Sea (A,0) un anillo casieuclideo. Sea ¢: L — L' un morfismo de
A-modulos, entre A-maédulos libres finito generados. Existen bases {e1,...,ey} en Ly
{e],...,e,} en L', de modo que ¢p(e;) = A;e’, para ciertos A; € A, si i <n,y ¢(e;) =0 si
i1>n.

Demostraciéon. Vamos a probar que mediante transformaciones elementales especia-
les la matriz (a;;) asociada a ¢ en unas bases, se transforma en una matriz “diagonal”
(es decir, una matriz (c;;) con ¢;; = 0 para todo i # j).
Probemos que mediante transformaciones elementales obtenemos una matriz de
la forma
C11 0O ... 0

0

. bi j

0
Procedemos por induccion sobre 6(a11) (sigamos la convencion 6(0) = +o0). Si 6(a11) =
0, entonces a11 es invertible y es facil mediante transformaciones elementales con-
seguir que a1; = a;;; = 0, para todo j,j’ # 1. Y hemos concluido. Supongamos que la
afirmacion hecha es cierta si 6(a11) <n. Sea 6(a11) = n. Si algtn a;1 cumple d(a;1) <n,
permutando las filas 1 e i, obtenemos una nueva matriz cuyo coeficiente 11, a’ll, cum-
ple que §(aj;) < n y concluimos por hipétesis de induccion. Podemos suponer que
6(a;1) = 6(a11) para todo i, e igualmente que 6(a1;) = 6(a11), para todo j. Si algin
ai1 # 0 (con i # 1), entonces a;1 = a11-c+aj;, con 6(a};) <(a11) =n 6 a); = 0. Cam-
biando la fila i, F;, por F; — cF1, obtenemos una nueva matriz con la misma primera
fila y primera columna, salvo que el coeficiente i1, que es a}; cumple que a}; =0 ¢
d(al;) <n (en este tltimo caso después de permutar la fila i con la primera podremos
suponer que el coeficiente 6(a11) < n y terminariamos por induccién). Igual hacemos si
algun coeficiente a1; # 0 (con i # 1). En conclusién, por transformaciones elementales
obtenemos una matriz de la forma
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C11 0o ... 0

. bi Jj
0
Procediendo del mismo modo reiteradamente, con la matriz (b;;), “diagonalizare-
mos” ¢.
O

5.4. Sistemas de ecuaciones lineales diofanticas

Resolvamos los sistemas de ecuaciones lineales diofanticos. Consideremos el siste-

ma de ecuaciones
al1x1+:--+aipxXy = bl

Am1X1+  +AmpXn = by

con a;j,by € Z para todo i,j.k, que escribimos abreviadamente A -x = b. Mediante
transformaciones elementales (en columnas y filas) diagonalizamos la matriz A. Es
decir, sabemos calcular matrices cuadradas invertibles F y C de modo que F'-A-C =D,
donde D =(d;;), con d;; = 0 para todo i # j. Tenemos el diagrama conmutativo

(con x' := C~'x). Entonces, D -x' = F - b. Si calculamos x’ (que es fécil), tenemos que
x=C-x.
Escribamos los calculos. Mediante transformaciones elementales de las n-primeras

columnas y m-primeras filas de la matriz (%%)
Flo)(A|b)(C|O
(OId)'(IdO)'( OId)

F-A-C|F-b\ _(D|F-b
( C 0)‘(00)'

obtenemos la matriz

Finalmente, x’ cumple D -x'=F-b siy solosix =C-x' cumple A-x =b. E

1. Ejemplo: Resolvamos la ecuacion diofantica 2-x+3-y =5:

2 3|5 2 115
Cz—cl 01—202
( 1 0/0 ) ~w> ( 1 -110 >
0 1|0 0 110
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Tenemos que x’ = x’, y' =5 son las soluciones del sistema 0-x'+1-y’ = 5. Por tanto,

x) (3 —1'x'_ 3x' -5
yl -2 1) \5) (-24'+5
son las soluciones de nuestra ecuacion dioféntic/a. ,
Con menos calculos: Tenemos que (;C,) =C- (%) =(Id-612)0(Id-2621)o (). Luego,

xl Fy—-2F xl F1-Fq 3xl_5 X
AN AN = .
5 5—-2x' 5—2x' y

2. Ejemplo: Resolvamos el sistema de ecuaciones diofanticas

2x+3y+2=6
dx+2y+2z=5

6 )C3+202( 1 3 8
>

6 .
-1 0 -1 0-1

23160%31326&4:51132
4 2 1|5 1 2 4|5 0 -1 2

Las soluciones del sistema
x' +3y +82' =6

—y’ =-1

sonz' =2,y =1y x’ =3-82". Luego las soluciones de nuestro sistema son

3-82/ . 3-82 . 2! x
1|7 12 TS 12 | = [y ]
2! 2! 3-82' z

Hemos resuelto sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes enteros. De modo
similar podemos resolver sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes en un anillo
euclideo, por ejemplo, C[x].

3. Ejemplo: Calculemos las intensidades de corriente en los diferentes tramos del
siguiente circuito eléctrico.

1/4F A 20 1F

] WY ]

I 1Y 40 sint

40 B 2H 40
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Las resistencias de R ohmios (2) producen una diferencial de potencial V' entre sus
extremos V =1 -R, las bobinas de inductancia L henrios (H) producen una diferencial
de potencial V entre sus extremos V = I'-L y los condensadores de capacitancia C
faradios (¥') producen una diferencial de potencial V entre sus extremos que cumple
V' =1/C. La suma de diferencia de potenciales en todo circuito cerrado, es nula. De B
a A la corriente es de intensidad I + I5. Luego,

417+ 4+ 1) +41; = 0
41, + 215 + 4 + 1) + 215 + 1 cost

Dividamos la primera ecuacion por 4 y escribamos las ecuaciones matricialmente,

2D +1 D Iy (0
4D  2D%2+10D +1J\Is) ~ \cost]

Resolvamos el sistema de ecuaciones mediante transformaciones elementales:

0 Fi-3F2 1 -D?-4D-1

2D +1 D 1

—3cost Fy—4DF,
M

4D  2D2+10D+1|cost 4D 2D%2+10D+1| cost
1 —D2—4D —% —%cost Cg+(D2+4D+%)Cl
AN
0 4D3+18D%+12D +1 | cost—2sent
1 0 —%cost
0 4D3+18D%2+12D +1 | cost —2sent
Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones
J1 = —%cost
(4D?+18D%+12D +1)Jy = cost—2sent
Sus soluciones son
_ cost
Jl h _T ! !/ !
J2 — —;g?s)t + 423s5e3nt +)Le'0 1t+‘ue—0 7t+)/e_3 Tt
Luego,
Jq _%St F1+(D?+4D+3)F,
= / / / 0 ard
(JZ) (—;ggt + 423s5e3nt +A€_O 1t +/J'e_0 7t+Ye_3 7t)
—800S§g§7sent + 0,12/16_0/” _ 1/7ue—0,7t _ 0/58,}/6—3/72? _ Il
—cost3-i;§2sent +;Le—o’1t+'ue—o'7t+ye—3’7t Iy E

Si t >> 0 entonces (11,12) ~ (—8cos§g§7sent7 —cost:%432sent).
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20V2 -5V -3 -V-1 2 F1+(20V-45F, 87  179+99V —980V2 +400V3

5.4. Sistemas de ecuaciones lineales diofanticas. Moédulos sobre DIP

4. Ejemplo: Dividamos la poblacion trabajadora en tres sectores: primario, secunda-
rio y terciario. Sea p, la proporcion de trabajadores del sector primario después de n
generaciones, sea s, la proporcién de trabajadores del sector secundario después de n
generaciones y ¢, la del terciario. Supongamos que la ocupacion de los hijos depende
de la ocupacion de los padres y abuelos segtn el sistema de ecuaciones en diferencias

finitas
Pn+2 1 06 02 01 Pn+1 1 04 02 01\ (pn
Sn+2 :5 02 05 01|-|sps1 +§ 03 05 01]-|s,
tneo 0’2 0'3 0'8 tnel 0’3 0’3 0'8 tn

(pn +8,+t, =1, para todo n). Resolvamos el sistema de ecuaciones y calculemos
lim p,.
n—oo

Hagamos ¢, =1— p, —s,, para todo n. Entonces, obtenemos

Pn+2 _1 05 01 (P41 +1 03 01 (Pn) 0’1 .
spea] 2101 0'4) \s,e1) 2102 0'4) \s, 0’1
Que escribimos

vi-0y-0  _Qly_Ol \(p,) _(0'1)
Ol o1 vZ-02v-02]\sn 0'1

Que vamos a resolver por transformaciones elementales

—48

-V-2 20V2 -4V -4 |2 ~ -V-2 20V2 -4V -4 2

87 179+ 99V —980V2+400V3 | —48

Nla, @ 10420V-121v2-180v3+400v! | 10 DT
Fot+%2F, g7 29 CZ_179+99V—98870V +40093 (v,
87 0 —48
0 10+29V-121V2-180V3+400V* | 10
87 29

Las soluciones de este ultimo sistema

87-p, = -48
10+29v-121v2—180v3+400v4( 'y = 10
87 Sn) = 39

son pl, = 28 sl = 2+ 1-(-0'39)" + - (—0'24)" + a - (0'42)" + - (0'65)". Escribamos

_ 2 3
P(V) — 179+99V 98§7OV +400V . Entonces,

(pk) - (p'n—P(V)S’n):(pn),
sh | F1—P(V)Fy sh, Sn

P(\V)(y™) =(P(y)-y™), por tanto,

Pn = H4+1-0'32-(~0'39)" —u-1'01-(~0'24)" — a-0'90-(0'42)" + B-0'73-(0'65)"
Sn = o+ A-(=0'39)" + - (—0'24)" + a-(0'42)" + B-(0'65)"
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14
Luego, lim (p") = (659) y lim¢, =1- % - % = %. Observemos, también, que el
n—oo \ Sp 23 n—oo

vector w = lim (p,,s,,t,) cumple que
n—0o0

1 06 02 01 1 04 02 01
wt:5 02 05 01|-w'+=(0'3 05 0'1] -w!
02 0'3 0’8 03 0'3 0’8

06 02 01 04 02 01
es decir, es un autovector de autovalor 1 de % 02 05 01 +% 03 05 0'1].
02 0'3 0'8 0'3 0'3 0'8

5.5. Clasificacion de modulos sobre anillos euclideos

1. Teorema: Sea A un anillo casieuclideoy M un A-mdédulo finito generado. Entonces,
existen a1i,...,a, € A de modo que

M=Ala1Ae---®AlayA.

Demostracién. Sea L A L' % M una presentacién de M por médulos libres finito gene-
rados. Sean fey,...,e,} y {e],...,e,} bases de L y L' de modo que ¢(e;) = Ajesil<i<n
y ¢(e;) =0 sii>n (en el caso de que m < n, definimos A; := 0 para los m <i <n). En-
tonces, Im¢p =(A1-e),...,1,-€)) y

M=L/Imp=A-¢|® e ®A-e, /(A1A e} o Mol Ael)=A/MAe -0 AL A.

Si a € A es nulo entonces A/aA = A. Si a € A es invertible entonces A/aA = 0. Si
a € A no es nulo ni invertible, entonces a = p'{1 .- p*" con p; irreducible, para todo i, y
primo con p;, para todo j # i. Ademas, por el teorema chino de los restos

AlaA=A/pT'Ae---0AlpyA.

Por tanto, tenemos demostrado el siguiente teorema.
2. Teorema de clasificacion: Sea A un anillo euclideo y M un A-médulo finito gene-

rado. Entonces, existen elementos irreducibles p1,...,p, € A (con (p;) # (p;) para todo
i # j) y niimeros naturales n;j #0y n, de modo que

M=A"&(A/p" A 0Alp]" A)e---@(A/p'Ae- e Alp.™ A).
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5.5.1. Unicidad de los divisores elementales

Vamos a probar que 7, los p; (salvo multiplicacién por invertibles) y los n;; del
teorema de clasificacion son unicos (determinados por M).

3. Lema: Sea A un anillo integro, a € A no nulo y n > 0. Consideremos el morfismo de
A-mddulos a-: A/la™A — Ala™ A. Entonces,

Kera-~A/aA
Ima-~A/a""1A.

Demostracion. Kera-={¢e€ Ala"A:ac=0}={¢e€ A/a"A: ac € a”A} = (a"1). El mor-
fismo de A-médulos A — (a”~1), b— b-a"! es un epimorfismo y el niicleo es igual a
aA, luego Kera- = (a""1) =~ A/aA. Por dltimo, Ima- = (@). El morfismo A — (@), b— b-a
es un epimorfismo y el nicleo es igual a a” A, luego Ima- = (@) = A/a"'A.

O

4. Lema: Sea A un anillo integroy a,b € A. Si b es primo y no divide a a, entonces el
morfismo b-: AlaA — A/aA, ¢ — bc es inyectivo.

Demostracion. Si be = 0 entonces be = ad para cierto d € A. Como b no divide a a,
entonces b divide a d, es decir, d = bd’ luego bc =abd’ y c =ad’, luego ¢ = 0.
O

5. Teorema: Sea A un anillo integro. Sean {p1,...,pr} elementos primos de A, de modo
que (p;) # (p;1), para todo i #i'. Sean {q1,...,q,} elementos primos de A, de modo que
(g;)#(qj), para todo j# j'. Sean

M=(Alp}"As-—-0A/p] "' Ae - a(A/pAs- -0 A/p, " A)
N=(Algi"" Ae-0Alq] Ao o(Alg) As o Alg, " " A)

donde n;;,m; >0 para todo ij e i'j’. Si M = N entonces, reordenando los sumandos,
(p;) =(q;) para todo i, y ny, = myy, para todo uv.

Demostracién. Dada un médulo E y a € A, denotemos af : E — E el morfismo de A-
médulos definido por a®(e) :=a-e, para todo e € E.

Por el lema 5.5.4, Kerp’l"”M = ,SélA/p'l”"A, para n > 0. Si (p1) # (¢;) para todo i,
1=
entonces Ker p’llN =0, lo cual es contradictorio porque Ker p’llM =~ Ker p’llN . Reordenan-
t .
do, podemos suponer que p; = g1 y en este caso Ker p’{'N = _EélA/prlnl’ A. Reordenan-
J:

do podemos suponer que ni1; = nig =+ = nig, >0 y también podemos suponer que
mii=mig=---=my, >0.
Denotemos E := Ker p"™ y E' := Ker "N, ue son isomorfos. Por el lema 5.5.3,
Py P, q

AlpiAe ™o Alp1A ~Kerp¥ ~Kerp,¥ ~A/p1Ae "o AlplA
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Luego, s1 =t1. Por el lema 5.5.3,

- sy~ 1 ! - -1
A" A0 Alp, T A=Tmp E = Imp,F = AT A0 0 Alp] T AL

Por induccién sobre la suma Y ; n1;, tenemos que n1;—1 =m1;—1, siempre que n1; — 1 #
Oymq;—1+#0.Si s’1 eselnumerodelosnqi; #1y t’1 es el numero de los m1; # 1, entonces
s7 =1t. Como s1 = t1, entonces s; —s} = t1 —t}, luego ny; = 1 si y solo si my; = 1. Con
todo junto, concluimos que n1; = m1;, para todo i.

O

6. Definicion: Sea A un anillo integro y M un A-médulo. Llamaremos torsién de M,
que denotaremos T'(M), a

T(M):={m e M : existe a € A no nulo tal que am = 0}.

7. Propiedades de la torsion de un médulo:
1. T(M) es un submdodulo de M.

T(TM)=TM)y T(M/T(M))=0.

TMeM)=TM)eTM').

AR N

Si ¢p: M — M’ es un isomorfismo de médulos entonces T(M) — T(M'), m — ¢p(m)
es un isomorfismo de médulos, luego M/T(M) — M'/T(M'), i — ¢(m) es un iso-
morfismo de médulos.

8. Teorema: Sea A un anillo integro. Sean {p1,...,p,} elementos primos de A, de modo
que (p;) # (p;1), para todo i #1i'. Sean {q1,...,q,} elementos primos de A, de modo que
(g;) #(q ), para todo j # j'. Sean
M=A"e(A/p|"Ae--- eaA/p;”SlA) & @(A/p"Ae---0A/p, " A)
N=A"e(Alg7" " As--0Alq, "A)e o (Alg) " As---&Alg, " A)

donde nij,m; ; >0 para todo ij e i'j'. Si M = N entonces, n =m y reordenando, (p;) =
(q;) para todo i, y ny, = myy, para todo uv.

Demostracion. T(M)=(A/pi"Ae--eA/p], " A)e---&(Alp} Ae---0Alp,™ A), luego
M/T(M)=A". Por tanto, n esta determinado por M (es el rango de M/T(M)). Tenemos
que probar las unicidad de los p?” . Esto es consecuencia del teorema 5.5.5. O

9. Teorema: Sea A un anillo euclideo y M un A-mdédulo finito generado. Entonces,
existen elementos irreducibles p1,...,pr € A ((p;) # (p;), para todo i # j), unicos salvo
multiplicacion por invertibles, y n € Ny 0 # n;; € N énicos de modo que

M:Anea(A/prlLuA@@A/prlllslA)@@(A/p?rlAea@A/p?rsrA)

Se dird que n es el rango de M y que los p’ilij son los divisores elementales de M.
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10. Definicion: Se dice que un A-médulo M es de torsion si T (M) = M. Se dice que
M es un médulo sin torsion si T'(M) = 0.

11. Corolario: Sea A un anillo euclideo y M un A-mdédulo finito generedo. M es libre
st y solo si es un A-médulo sin torsion.

5.5.2. Factores invariantes

12. Definicion: Sea M un A-médulo. Se denomina ideal anulador de M, que denota-
remos Anul (M), al ideal Anulgy(M):={a€ A: a-m =0, para todo m € M}.

13. Ejemplos: Anulz(Z) =0y Anul;(Z/67) =6Z.
14. Ejemplo: Sea m € M. El morfismo

A/Anul({m)) — {m),a—a-m
es un isomorfismo de A-médulos.

15. Proposicion: Si ¢p: M — M’ es un isomorfismo de A-médulos entonces Anul(M) =
Anul(M').

16. Proposicion: Sean M y N dos A-mdédulos. Entonces,
Anuls(M & N) = Anuls (M) N Anul4(N).

Demostracion. Es facil de probar. O

17. Proposicion: Sea A un anillo euclideo y M un A-maédulo finito generado de tor-
sion. El ideal anulador de M estd generado por el minimo comtn miltiplo de los divi-
sores elementales asociados a M.

Demostracién. Por el teorema de clasificacion sabemos que
M=A/pi"Ae- -A/p'lllslA) ®---0(A/p]"Ae < A/ptTT A)

con p; irreducibles, p; primos con p; para i # j. Podemos reordenar los sumandos
A/p”7 A de mod >nig=-- 2 >n,g= 2 Ent
pi emodoque niy =2ni12="""=Nigys.-, Nr1 = Nyr2 =+ = Npg,. LNTONCES,

Anuly(M)=p™ - pi2...p"i = m.c.m {p"", Vij}.
O

Sigamos con las hipétesis de la proposicion anterior y con las notaciones de la

demostracién anterior. Definamos ¢; = Anuls (M) = p* --- p;"*. Observemos que

M=(Ap"™Ae--®A/p!A)e My=A/p1AeM;
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Argumentando igual con Mg, tenemos ¢2 € A de modo que Anuly(M2) = p2A (p2 divide
a ¢1, ya que Anuly (M) € Anuly(M2)) y

M = A/(PlA eMs = A/(DlA GBA/([)QA @ M3.
Recurrentemente, tenemos que
M=A/p1AeAlPpsA®---dAlp,A.

con ¢, |p,_1]---1¢1, que se dice que son los factores invariantes de M.

5.6. Clasificacion de los grupos abelianos

1. Teorema de clasificacion: Sea (G,+) un grupo abeliano finito. Entonces, existen
niimeros primos p1,...,pr € Ny numeros naturales no nulos n;; € N sinicos de modo
que

G=(Z/p|"Ze- o Z/p'lllle) ®--0Z/p'Ze---oZp, Z)

= EBL'J'Z/p?ijZ.
como grupo abeliano.
Demostracion. Es consecuencia del teorema 5.5.9. m]

2. Corolario : Sea G un grupo abeliano finito. Entonces el orden de G es igual al
producto de los divisores elementales asociados a G.

3. Ejemplo: Clasifiquemos el Z-médulo M = 73/((2,4,2),(3,4,2),(2,2,2)). Considere-
mos la aplicacién lineal ¢: Z3 — Z3, de matriz en las bases usuales

2 3 2
p=4 4 2|.
2 2 2

Tenemos que M = Z3/Im ¢. Por transformaciones elementales obtenemos

232, (212, .(122,,. (100, (100
_ . _
4 4 2|34 0 2] W o 4 2] 3o 4 2% o 2 2

2 2 2 2 0 2 0 2 2/% 2% g 2 9 0 4 2
oo (L0 0o oL 00
2o 2 2 |"%?%lo 2 o |=D.
00 -2 00 -2 g

Tenemos el diagrama conmutativo

73 2. 73 Z3/Tm¢p =M

TC LF llF 147

73 2. 7% . 73/ImD =7/7 ©7/27 & 7/27
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Donde C viene dado por la composicion de las transformaciones elementales de las
columnas que hemos realizado, F' por la composicién de las transformaciones elemen-
tales de las filas que hemos realizado y D es la matriz diagonal de diagonal 1,2,-2.
Por tanto, M = 7/27 & 7/27 y tenemos clasificado M: los divisores elementales de M
son 2,2.

Calculemos F~ 1. Tenemos que F = (Id —2832)- X923, luego F~1 = X39-(Id +2523). Mul-
tiplicando por la derecha por la matriz identidad obtenemos que

100F3+2F2100F2><F3100 B
01 0] » (01 0] w» [0 2 1|=F"".

0 01 0 21 010

Tenemos que M ={(0,2,1))®((0,1,0)) = Z/2Z & 7/27.

5.7. Clasificacion de los endomorfismos lineales

1. Teorema de clasificacion: Sea E un k-espacio vectorial de dimension finita y
T: E — E un endomorfismo k-lineal. Entonces, existen polinomios irreducibles ménicos
p1(x),...,pr(x) € kRlx] y 0 # n;j € N tinicos de modo que existe un isomorfismo de k[x]-
modulos

E = (klx)(p1(x)") @ @ klx)(p1(x)"1)) @ --- & (k[x)p,(x)"!) & - & k[x]/(p,(x)""T))
(es decir, existe un isomorfismo k-lineal ¢: E = &; ;k[x]/(p;(x)"), tal que T = </>_1ox~ogb).

Se dice que los p;(x)*/ son los divisores elementales asociados a T. Por tanto, los
endomorfismos lineales estdn clasificados por sus divisores elementales.

Demostracién. Es consecuencia del teorema 5.5.9. O

2. Corolario: El polinomio anulador de T, panu(T)(%), es el minimo comin multiplo
de los divisores elementales de T.

Demostracion. Anul(E) = (p anuiT)()), porque p(x)-e = 0 para todo e € E si y solo si
p(T) = 0. Por otra parte, por la proposiciéon 5.5.17 Anul(E) = (m.c.m.{p;(x)"i/}). O

3. Corolario: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea E un k-espacio vectorial
de dimension finitay T : E — E un endomorfismo k-lineal. Entonces, existen a1,...,&, €
ky 0#n;;€N inicos de modo que

E = &;k[x/((x — a;)").

como Clx]-médulos.
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5.7.1. Matrices de Jordan

- n—1
4. Lema: Sea A€ k. Entonces, {1,x—A,...,(x— A1) '} es una base del k-espacio vecto-

rial klx]/((x = A)").

Demostracién. Sabemos que las clases 1, 7,...,y" ! forman una base de k[y)/(y"). Ha-
ciendo el cambio y = x — A concluimos. |

Consideremos la aplicacién lineal

x-: RLx)((x = )™ — klxl/((x — A)™), p(x)— x-p(x).

Tomemos la base {e; = (x — /l)j |0<j<n-1}. Se tiene

x'ejzx'(x—/l)JZ(x—)l)-(x—/l)]+/1(x—/1)J:ej+1+)tej.

Por lo tanto, la matriz de x- es igual a

5. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y E un k-espacio vectorial de dimension
finita. Dado un endomorfismo k-lineal T': E — E, sabemos que E = & k[x]/((x — A;)"¥/).
I’,J

Tomando una base en cada sumando k[x]/((x — A;)"/), como acabamos de hacer, obten-
dremos una base de E, llamada base de Jordan. La matriz de T en esta base es de la

forma llamada de Jordan:
(B11)

(Bi;)

siendo (B;;) la siguiente matriz cuadrada de orden n;;

Ai
1 A
(Bij) =

1 A

6. Ejemplo: Sea E = k[x]/((x —A1)"*---(x—A,;)""), con A; # A; paratodo i # jy n; >0
para todo i. El morfismo

klxl/((x—A1)"1) x -« x k[x]/((x = A,)"*)  —  Rlx)/((x—A1)"t---(x = A,)"r)
(pla"'aﬁr) — Ccip1+--+cCrpy,
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donde c¢; = []jz;(x — ;)" es un isomorfismo de k[x]-mddulos por el problema 10 del

tema 4. Si tomamos en cada sumando 2[x]/((x — ;)% la base 1,x—A;,...,(x—A;)*i~1,

tendremos que {eim‘ =(x—A)"--(x—A)Mi---(x— )Lr)”r} . es una base de
: 1<i<r,0sm;<n;

E (ordenemos los vectores de la base segun el siguiente orden e;n,; < ejm, si i <j 6
i=jym;<mj)ylamatriz de x- en esta base es

n;

Aj e o 0
Ji| oo R
0|10 | donde Jgi=|. |
0|0 |dJ; 0 -~ 1 A

7. Demos otro método para calcular una base de Jordan de T'. Sigamos las notaciones
de 5.7.5. Un numero complejo A es igual a alguno de los A; siy solo si 0 # Ker(x—A)- =
Ker(T — A-1d), es decir, det(T'—A1-1d) =0 y A es una raiz del polinomio caracteristico de
T (ver definicién 5.7.11). Dado el morfismo de k[x]-médulos x-: k[x]/(x™) — E[x]/(x™),
p(x) — xp(x) observemos que

0 —— Kerx- ——Kerx?- —— ...c— = Kerx" 1. — Kerx"- =—— Kerx"*1.

@h @ (z) Rll@™)  Rlxx")

Sea n; el minimo nimero natural tal que Ker(T — A; -1d)* = Ker(T — A; - Id)™*1.
Puede comprobarse que el polinomio minimo anulador de T es igual a [];_;(x—A;)" y

E=e]_;Ker(T-2;-1d)".

Demos una base de Jordan en cada sumando directo Ker(T'—A;-1d)"*. Para no ir arras-
trando indices, escribamos n =n; y S =T — A; - Id. Consideremos la cadena de subes-

pacios vectoriales
0=KerS’cKerS!c---cKerS".

Dado un subespacio vectorial V; Vo diremos que {e; € Va};c; es una base suple-
mentaria de V7 en Vs si {&; € Vo/Vi}ier es una base de Vy/V7 (es decir, {e; € Vol}ier
son linealmente independientes y (e;)icr ® V1 = V). Observemos que la aplicacién
KerS/KerS'~1 — Ker S 1/KerS'~2, ¢ — S(e) es inyectiva, para todo i > 1. Proceda-
mos:

1. Sea {ey,...,e,,} una base suplementaria de KerS™ ! en KerS”.

2. Sea {S(e1),...,S(er,),er +1,...,€r,} una base suplem. de KerS" 2 en KerS" 1.

3. Sea {Sz(el),...Sz(erl),S(er1+1),...,S(erz),er2+1,...,er3} una base suplementaria
de KerS™ 3 en KerS" 2.

4. Procediendo asi sucesivamente, {S7e;}; j es una base de KerS”". Ordenémosla
por columnas como sigue

KerS" | e1 || e
KerS™ 1|l S(e1) |-+ | S(er,) eri+1 ery

U . . . .
KerS Sn—l(el) Sn—l(erl) Sn_2(er1+1) Sn—2(er2) er 41| |er,
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Observemos que cada columna i, {e;,S(e;),...,S"/(e;)} (con rj-1<i<rj), es estable
por S y la matriz de S sobre los vectores de esta columna es

n—j+1
0 -+ --- 0
1 0 0

N; = .
0 1 0

En la base {S/(e;)}, ordenada como sigue: S™(e;) <S" (e;)=sii<i' 6i=i'yr<r,
la matriz de S es

n—j+1
AR 0 --- 0
M;| O 0 N;| O 0 1 0 0

S = 0 1o |, Mj=| o .10 |, N;j= .
0| 0|M, 0| 0[N, : 1 0

T es

- n—i+1
] ']_ . DAY ..
Bi|0]|oO Ji| 0]0 A1 1. g
l
T=| o 0 [, Bi=| 0 0 [ Ji= .
0/|o0]B, 0| 0 |J; 0 1 1

5.7.2. Matriz caracteristica

Sea E un k-espacio vectorial de dimensién finita y 7: E — E un endomorfismo
k-lineal. Entonces, E es un k[x]-médulo y sabemos que E =~ &;;k[x]/(p;(x)"/). Este
isomorfismo lo obteniamos a partir de una presentaciéon de E por k[x]-mdédulos libres.
El objetivo de esta seccion es obtener una presentacion por k[x]-médulos libres de E' y
con ello explicitar el isomorfismo mencionado.

8. Definicion-Notacion: Sean vq,...,v, elementos distintos de un conjunto. Llama-
remos A-modulo libre de base v1,...,v, al A-médulo

Axvi®---®A*xv, :={Sumas formales a1 *v1+---+a, *v,, Vai,...,a, € A},
donde definimos

(@1 *v1+-+ap*vp)+(a] ¥ v+ +a), *vp) (@r+a))xvi+--+(ap+a),) v,
a-(a1*v1+---+a,*v,) = (aay)*vi+---+(aa,)*v,.

Denotemos v; =0*vi+...+1*v;+...+0*v,, para cada i. Obviamente, v1,...,v, es
una base del A-médulo A xv1®---® A *v,.
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Sea E un k-espacio vectorial de dimension finita y T: E — E un endomorfismo
k-lineal, luego E es un k[x]-médulo. Demos una presentaciéon de E por k[x]-médulos
libres.

Sea eq,...,e, una base del k-espacio vectorial E. Consideremos el £[x]-médulo libre
L=Ek[x]*e1®-"-®k[x]*e, de base e1,...,e, y el morfismo de k[x]-médulos

n:L—E,n(e;):=e;,

que es un epimorfismo. Consideremos los morfismos de k[x]-médulos 7': L — L, de-
terminado por T'(e;):=3 ;a;; * e; y el morfismo de k[x]-médulos identidad Id: L — L,
[ — [. La sucesion de morfismos de k[x]-mdédulos

L x1d-T L b4 E

es una presentacion de E por k[x]-médulos libres:

Tenemos que probar que Kerm = Im(x-Id—T'). Dado (x-Id—-T)(e;) € Im(x-1d-T),
tenemos que

a((x-Id-T)e;))=n(x*e; —T(e;))=x-e; —T(e;) =0.

Luego, Im(x-1d -T) < Kern. Sea ahora Y ; p;(x) * e; € Kernm (luego, Y ; pi(T)(e;) =0). En
L/Im(x-Id—T) tenemos que x-m = T(m), para todo m € L. Por tanto, x2-m =x-x-m =
x-T(m)=x-T(m)=T2%(m). Recurrentemente, x -m = T"(m) y p(x)-m = p(T)(m), para
todo p(x) € k[x]. Luego,

Y pix)xei=) pi(T)e;)=0.
i i
Entonces, ¥; p;(x) * e; € Im(x-1d -T) y Kerx € Im(x-1d-T).

9. Definicion: Sea (a;;) la matriz asociada a T en la base {ey,...,e,}. La matriz del
endomorfismo de k[x]-mé6dulos x-Id—T': L — L en la base {eq,...,e,} del k[x]-mdédulo
L esigual a

x-Id—(a;j),

y se denomina la matriz caracteristica asociada a T (en la base {e1,...,e,}) .

Mediante transformaciones elementales de la matriz x-Id—(a;;) obtenemos una
matriz diagonal D (cuyos coeficientes de la diagonal son ciertos polinomios p1(x),...,
pn(x) con coeficientes en k) y un diagrama conmutativo

Lx-Id—TL T E

el | e

L TL 7>L/ImD =k[x)/(p1(x)) &--- & klx]/(pnp(x))

donde 7’ es el morfismo de paso al cociente y F(Y; A;e;) =F(X; A; * e;).

Por dltimo, si descomponemos en producto de potencias de irreducibles los poli-
nomios p;(x) = [[; pij(x)"/, entonces {p;;(x)""/}; ; es el conjunto de los divisores ele-
mentales de T (en el caso de que p;(x) es constante, entonces k[x]/(p;(x)) =0 y lo
desechamos).
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10. Ejemplo: Clasifiquemos el endomorfismo Q-lineal T': Q* — Q* de matriz

SO = O N
= o O O
\}
|
[y

x-2 0 1 0 -1 0 =x 0
0 x -2 1 |FixFs 0 x -2 1
-1 0 =x 0 x-2 0 1 0
0 -1 0 x+2 0 -1 0 x+2
-1 0 x 0 -1 0 0 0
F3+(-2+x)F1| O X -2 1 |Cs+xC1| O X -2 1
0 0 x2-2x+1 O 0 0 x%2-2x+1 O
0 -1 0 x+2 0 -1 0 x+2
-1 0 0 0 -1 0 0 0
FoxFy| O -1 0 x+2 F4;FA9’C>F2 0 -1 0 2+x
0 0 (x-12% o0 0 0 (x—1)>2 0
0 «x -2 1 0 0 -2 (x+1)?
-1 0 0 0 -1 0 0 0
C4+96A4:>2)Cz 0 -1 0 0 FsxFye| O -1 0 0
0 0 (x—1)72 0 0 0 -2 (x+1)?
0 0 -2 (x+1)? 0 0 (x—1)72 0
-1 0 0 0 -1 0 0 0
Fer@&2rl 0 —1 0 0 car& 20l 0 —1 0 0
> 0 0 -2 (x+1)2 i 0 0 -2 0
(x—1)%(x+1) (x—1%x+1)
0 o0 o "=l 0 o0 o ===l

Por tanto, los divisores elementales asociados a T son (x—1)2,(x+1)2. El endomorfismo
T es equivalente al endomorfismo

x-: QLel((x — 1D%(x + 1)) — QLx)((x — 1)%(x + 1)2).

Si en Q[x)/((x — 1)%(x + 1)?) tomamos la base

(*)  {x+D2,(x— D+ 1)2,(x—1)2,(x + 1)(x — 1)},

la matriz de x- es

10 0 0
11 0 0
(%) 00 -1 0
00 1 -1
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Por ultimo detallemos el isomorfismo F~1: Q[x]/((x — 1)%(x + 1)?) =~ Q*:

—1)2
F™1=X130(Id+(2—x)831) 0 Xa4 0 (Id —x842) 0 X34 0 (Id - -1 643),
F1(1)=n(F~10,0,0,1) y
0 \ 0 0 0 0 0 1 0
0 F4—(’3;TDF3 0 F§V>i’1)-7'4 0 F4;£F2 0 F2N>i£4 0 F3+(3:)x)F1 0 F}\ifb 0 —F-1. 0
0 0 1 1 1 1 o ol
1 1 0 0 0 0 0 1

Luego, F~1(1)=(1,0,0,0). Via F~! la base correspondiente a la base (*) es
{(8,2,4,0),(4,6,4,2),(0,2,0,0),(0,2,0,2)}.

La matriz asociada a T en esta base es la matriz (* x).

5.7.3. Polinomio caracteristico. Teorema de Cayley-Hamilton

11. Definicién: Sea E un k-espacio vectorial de dimensién finitay 7': E — E un endo-
morfismo k-lineal. Se dice que c7(x) := det(x-Id —T') € k[x] es el polinomio caracteristico
de T.

12. Observacion: Dada una base de E, y la matriz (a;;) asociada a T' en dicha base,
se define det(x-Id—T') := det(x -Id —(a;;)). Si consideramos otra base de E, entonces la
matriz asociada a T en la nueva base es (a’ij) =(bij)-(aij)- (bij)_l (donde (b;;) es la
matriz de cambio de base. Observemos que

det(x-Id—(a;;)) = det((b;;)- (x-Id —(a;)) - (b;)™1) = det(x - Id —(b;;) - (@ij) - (bi)) ™)
= det(x-Id —(a; ).

13. Proposicion: Sea E un k-espacio vectorial de dimensién finitay T: E — E un
endomorfismo k-lineal. El polinomio caracteristico de T es igual al producto de los
divisores elementales de T.

Demostracion. Sea {ei,...,e,} una base de E, sea (a;;) la matriz asociada a T en esta
base, L = ea;?:lk[x] xe; y ¢: L — L el endomorfismo de k[x]-médulos de matriz en la
base {e;}, xId—(a;;). Sabemos que E = L/Im¢. Por transformaciones elementales es-
peciales de los vectores de la base {e;} de L, que son cambios de base de determinante
1, sabemos que podemos obtener unas nuevas bases donde la matriz de ¢ es diagonal

<
Il

Por tanto,
cr(x) =det(p) = g1(x)- - gn(x).
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Por otra parte, sabemos que E = k[x]/(q1(x)) & --- ® k[x]/(g,(x)). Descomponiendo cada
polinomio q;(x) en producto de potencias de irreducibles obteniamos los divisores ele-
mentales de T (salvo multiplicacién por invertibles de k). Luego, q1(x)---qn(x) es el
producto de los divisores elementales de T (salvo multiplicacién por invertibles de k).
En conclusion, cr(x) (que es monico) coincide con el producto de los divisores elemen-
tales (que son moénicos).

O

14. Teorema de Cayley-Hamilton: Sea E un espacio vectorial de dimension finita
y T: E — E un endomorfismo k-lineal. Sea cp(x) el polinomio caracteristico de T. El
polinomio caracteristico es miltiplo del polinomio minimo anulador, es decir,

cr(T)=0.

Ademds, los polinomios irreducibles que dividen al polinomio caracteristico son los
mismos que los que dividen al polinomio minimo anulador.

Demostracion. El polinomio caracteristico es el producto de todos los divisores ele-
mentales y el polinomio minimo anulador es el minimo comun muiltiplo de ellos. Por
lo tanto, el polinomio caracteristico es multiplo del anulador, es decir, c7(T) = 0; y los
polinomios irreducibles que dividen al polinomio caracteristico son los mismos que los
que dividen al polinomio minimo anulador.

O

15. Definicion: Se dice que un vector no nulo e € E es un vector propio de valor propio
Aek de T siT(e)=Ae.

16. Proposicion: Existe un vector propio e € E de valor propio A € k si y solo si A es
una raiz de cp(x).

Demostracion. Existe un vector propio e € E de valor propio A € & si y solo si Ker(A -
Id-T) # 0, que equivale a que det(A-1d—-T) =0, que equivale a c7(A) = 0. |

17. Definicion: Se dice que un endomorfismo k-lineal T': E — E diagonaliza si y solo
si existe una base de E formada por vectores propios.

18. Proposicion: Sea E un k-espacio vectorial de dimension finita y T: E — E un
endomorfismo k-lineal. T diagonaliza si y solo si el polinomio minimo anulador de T
tiene todas sus raices en k y son de multiplicidad 1.

Demostracion. =) Sea {e1,...,e,} una base de E tal que T'(e;) = 1;e;. Sean A;,,...,1;,
distintos entre si de modo que {A;,,...,4;,} ={A4,...,4,}. Entonces, el polinomio anula-
dor de T es H;zl(x— Ai;)

<) Sean A4,...,A, € k distintos tal que el polinomio anulador de T sea p(x) =
[I}_{(x—A;), con A; # Aj cuando i # j. Entonces,

E =Kerp(x)-=Ker(x—11) - &---® Ker(x — 1,)-
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Sea {e;;}; una base de Ker(x — 1;)- = Ker(T - A,;1d). Entonces, {e;;};; es una base de E
formada por vectores propios.
O

19. Corolario: Sea E un k-espacio vectorial de dimension finitay T: E — E un en-
domorfismo k-lineal. Si todas las raices del polinomio caracteristico de T estdn en k y
son de multiplicidad 1, entonces T diagonaliza.

Demostracion. Si todas las raices del polinomio caracteristico son de multiplicidad 1
entonces el polinomio caracteristico coincide con el polinomio anulador. Se concluye
por la proposicién 5.7.18. O

5.7.4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

20. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes

dx
d_tl ai1x1+---+ainxn
dx
gr = QuiX1+-+QppXa

donde A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden n, con coeficentes complejos. De modo
conciso escribiremos el sistema anterior X' = AX. Por cambio lineal de coordenadas.
Y =BX, tenemos Y' = BX' = BAX = BAB™'Y y para B conveniente podemos conse-
guir que J = BAB™! sea una matriz de Jordan (que es una matriz triangular). Ahora
ya es facil calcular Y y por tanto podemos calcular X.

Demos otro modo de calcular las soluciones: Se define e4? := oA fl—n, Las solu-
ciones del sistema X’ = AX son {X = e4?-C}, siendo C una matriz columna de constan-
tes cualesquiera. Para calcular e??, recordemos que A = B"1JB y observemos que

pAt _ BBt _p-1,Jtp
Luego, {X = B 1e’t.(C}. Sea D la matriz diagonal cuyos coeficientes en la diagonal
son los de J. Escribamos J = D + N. Observemos que D y N conmutan y que N" =0.

Entonces,

242 Nn—ltn—l
+o b —).
2! (n-1)!

eJt:eDteNt:eDt-(Id+Nt+

21. Sea X' = AX + B(#) un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Tenemos que

(D — A)X = B(t), luego una solucién particular es
1 1 1
X =5 —B(t)= 5—(eMe VB) = et (e M B1) = f e A'B(1)dt.

22, Ejercicio: Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

d—f:x—3y+32 %:Sx—y d—’;z—llx—ély
g—iz—Zx—Gyﬂ-lSz g—¥:x+y % =15x+6y
d_’;j:_x_4y+82 —§:3x+5z—3u

u
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23. Seapx)=%7 ,a; x' € R[x] un polinomio de grado n. La ecuacién diferencial
pD)y = f(x)

es equivalente a al sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes de primer orden de n variables:

-
xl—xz

n-1
n= (Zl S aixis) + fx)
24. Ejercicio: Sea A = (p; j(D)) una matriz, con p;;(x) € C[x]. Prueba que mediante
las transformaciones elementales, el problema de resolver el sistema AX(¢) =Y (¢), se
reduce al problema de resolver ecuaciones p(D)f (t) = h(¢).

Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

X
X

"—x+y =el

x"+2x +x+y’'=e
5.8. Localizacion de modulos

Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-médulo. Podemos definir
en el conjunto M x S la siguiente relacién de equivalencia:

(m,s)~(m',s") < existen s1,s9 €S tales que (s1m,s1s) = (sam/, s9s").
Denotaremos % a la clase de equivalencia de (m,s).

1. Definicién: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-médulo,
denotaremos por Mg:

Mg={" VmeM, ses)
S

y diremos que Mg es la localizacion de M por el sistema multiplicativo S.

! . . .
Recordemos que que “' = “- si y solo si existen s1,s2 € S tales que (s1m,s1s) =

(sgm/',s9s’). Para definir una aplicaciéon Mg — X, tenemos que asignar a cada % € Mg
un elemento ¢(m,s), de modo que ¢(¢m,ts) = p(m,s), para todo ¢ € S. Igualmente, para
definir una aplicacién Mg x Ng — X, tenemos que asignar a cada (7, 5) € Mg x Ng un
elemento ¢(m,s,n,s’), de modo que ¢p(tm,ts,t'n,t's’) = p(m,s,n,s’), para todo ¢,¢ € S.
Con las operaciones (bien definidas)
m m'  s’m+sm’

S Sl !

a m am
S

SS

;e

s ss’

Mg tiene estructura de Ag-médulo. La aplicacion candnica
m
M — MS, m— T

es un morfismo de A-médulos y diremos que es el morfismo de localizacion.
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2. Ejercicio: Prueba que “* = 0 si y solo si existe un ¢ € S de modo que ¢-m = 0.

Todo morfismo f: M — N de A-médulos, induce la aplicacion (bien definida)

m  f(m)
fs:Mg— Ng, —— ,
S def 8

que es morfismo de Ag-médulos.

3. Proposicion: Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo. Sean My M’ dos
A-mddulos. Entonces,
(MeoM)g=Mge My

7z 2z ! !
Demostracion. Los morfismos de Ag-médulos (M & M')g — Mg ® M}, ) . (1 m)
’ ! / . .
yMsoMy—MeMg, %,%)H% son inversos entre si. O

4. Ejemplo: Sea A un anillo integroy X = A 4\(0;.- Entonces,

(A" A\ =Aavio) @ DA v = 2"

5. Proposicion: Sea A un anilloy S ¢ A un sistema multiplicativo. Sea M un A-
médulo y N € M un submodulo. Entonces, Ng es un submaodulo de Mg (es decir, el
morfismo Ng — Mg es inyectivo) y tenemos un isomorfismo natural

Mg/Ng =(M/N)g.

Demostracion. Elmorfismo Ns — Mg es inyectivo: Dado % € Ng, si =0 en Mg, existe
un elemento s’ € S de modo que s"-n =0 en M (luego en N), por tanto % =0 en Nj.
Consideremos el epimorfismo de paso al cociente M — M/N. Localizando por S
tenemos el morfismo Mg — (M/N)g, m/s — m/s que es claramente epiyectivo. Calcu-
lemos el ntcleo: si m/s = 0 entonces existe un elemento s’ € S tal que s'-m =0, es
decir, s'-m € N, es decir, existe n € N de modo que s'-m = n, luego m/s = n/ss’ € Ng.
Reciprocamente, dado n/s € Ng, entonces n/s = 0/s = 0. |

6. Ejercicio: Sea I € A unideal y S c A un sistema multiplicativo. Prueba que Ig =
I-Ag.

Sea A un anillo integro y M un A-médulo. Recordemos que definiamos la torsion
T(M) de M como T'(M) ={m € M : existe a € A no nulo tal que am = 0}.

Es facil comprobar que 7T'(M) coincide con el nucleo del morfismo de localizacién
M — Ma o, m— 7. Ademés, T(M)a—o; = 0. Recordemos que M/T(M) es un médulo
sin torsi6n. Ademas,

(M/T(M))a-10y = Ma—10/T(M)a-10) = Ma—(0}-

7. Definicion: Sea A un anillo integro, X := As_j0y y M un A-médulo. Diremos que
dimy M 40} es el rango de M.
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8. Proposicion: Sea A un anillo integro. Si M es un A-mddulo finito generado libre
de torsion, entonces es un submaédulo de un A-mdédulo libre del mismo rango.

Demostracion. Sea X := A g\j9}- Tenemos que M = (m1,...,m,) y el morfismo de locali-
zacion M — M\ es inyectivo. Evidentemente {7,..., 2} es un sistema generador

del X-espacio vectorial M4\(g;. Sea {rn1,...,n,} una base del Z-espacio vectorial M4\(q;-
. r .
Para cada j tendremos AR y AL s. Denotemos b = []b;;. Con las notaciones obvias,
1 b J
s=1"7¢ ij
tendremos el siguiente diagrama conmutativo de morfismos inyectivos

M<MA\{O}
AZle -0 AY

b

5.9. Clasificacion de los modulos sobre domios de ide-
ales principales

El objetivo de esta seccion es probar que el teorema de descomposion de un médulo
finito generado M, sobre un anillo euclideo, como suma directa de A-médulos A/a; A, es
igualmente cierto para moédulos finito generados sobre dominios de ideales principales.

1. Proposicion: Sea A un dominio de ideales principales. Si M es un A-mdédulo finito
generado libre de torsién, entonces es un A-maédulo libre.

Demostracién. Por la proposicion 5.8.8, basta probar que los submédulos de un A-
moédulo libre son libres. Procederemos por induccién sobre el rango del médulo libre,
que denotaremos L.

Si el rango de L es cero es obvio. Si el rango de L es uno entonces L = A. Por tanto,
todo submédulo M de L es isomorfo a un ideal de A, luego M ~aA. Si a # 0 entonces
A =aA, b— ab,luego M es libre de rango 1. Si a = 0 entonces M = 0.

Supongamos que el rango de L es n > 1. Podemos suponer que L = A". Sea L' =~
A el submédulo de L, L' := {(a,0,...,0) € L, Ya € A}. Obviamente L” := L/L’, es un
moédulo libre de rango n—1. Sea n: L — L" el morfismo de paso al cociente. Dado
M < L consideremos el diagrama conmutativo

L« L——L"

v )

L'nM =Kernyy— M — n(M)

Por induccién L' n M y (M) son libres de rango finito. Por tanto, como 7(M) es libre,
el epimorfismo M — (M) tiene seccion y por el problema 6 del capitulo 4, tenemos un
isomorfismo M = (L' n M) & n(M). En conclusién, M es libre. |
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2. Primer teorema de descomposicion: Sea A un dominio de ideales principales y
M un A-médulo finito generado. Se cumple que

M=TM)a(M/T(M)),

(observemos que T'(M) es un médulo finito generado de torsion y M/T (M) es un médulo
finito generado libre). Ademés, si M ~ M' & L, siendo M’ un A-médulo de torsién y L
libre, entonces M' ~T(M) y L ~(M/T(M)).

Demostracion. M/T(M) es un médulo finito libre de torsion. Por la proposicién anterior
M/T(M) es un médulo libre. El epimorfismo de paso al cociente M — M/T(M) tiene
seccion, porque M/T (M) es libre, luego M = T(M) & (M/T(M)).
SiM=M &L, entonces T(M)=~TM'&®L)=TM')o T(L)=M'. Luego (M/T(M)) =~
(M'® L)/M' = L. Hemos concluido.
O

3. Observacién: Observemos que My_q0y = (M/T(M))a—{0;- Por tanto, el rango de
M/T(M) es el de M. Asi pues, en el teorema anterior M/T(M) es un médulo libre
de rango el de M.

4. SiM ={my,...,m,) es un A-modulo de torsion y (a;) = Anul(m;), entonces
Anul(M) =Anul(m1)n...nAnul(m,)=(m.c.m.(a1,...,a,)) =(a).

Si descomponemos a en potencias de irreducibles a = p'll1 --p3s, por el teorema de
descomposicion 4.5.3, sabemos que

M =Kera-=Kerp|'-@---@Kerpg*-.

Hemos reducido el problema de la clasificacién de los médulos finito generados
sobre dominios de ideales principales, a la clasificacion de los médulos finito generados
de ideal anulador (p"), con p irreducible.

5. Proposicion: Sea A DIP y p € A irreducible, M un A-mdédulo finito generado tal
que p"-M =0, para cierto 0 # n € N. Entonces, existen nuimeros naturales n; # 0 de
modo que

M=e,A/p"A.

Demostracion. M es un A/p™ A-moédulo finito generado y A/p™A es un anillo casieucli-
deo. Dado a € A/p™A, tenemos que

(A/p"A)(@) = Al(p",a) = Alim.c.d.(p",a)) = A/p" A.

Concluimos por el teorema 5.5.1.



Modulos sobre DIP. Cuestionario. 5.10

6. Teorema de clasificacion: Sea A un dominio de ideales principales y M un A-
mddulo finito generado. Entonces, existen elementos irreducibles p1,...,pr € A ((p;) #
(p,), para todo i # j), unicos salvo invertibles, y niimeros naturales n;j # 0 y n tinicos,
de modo que

M:An@(A/plfllA@...@A/pq‘lﬁA)@,,.@(A/p?rlA@“_@A/p;LrsrA).

Demostracion. La existencia de tal descomposicién es consecuencia de 5.9.2, 4.5.3 y
5.9.5. La unicidad es consecuencia de 5.9.2y 5.5.5. |

5.10. Cuestionario

1.

10.

11.

12.

Diagonaliza mediante transformaciones elementales la matriz con coeficientes

4 5 2
enteros |2 7 5.

4 2 3

. Resuelve el sistema de ecuaciones diofanticas

2x+3y+2z=6
dx+2y+z=5

. Sean M1,My < M dos A-submoédulos. Prueba que

Anul(M1 + Mz) = Anul(Ml) N Anul(Mz).

. Calcula el ideal anulador del k[x]-médulo E[x1/((x + 1)%) @ k[x1)/(x2 - 1).

Clasifica los grupos abelianos de orden 36.
Calcula los divisores elementales asociados al Z-mé6dulo 7/847.

Clasifica el grupo abeliano M = 73/((2,3,2),(3,4,2),(2,2,2)).

. ¢Son los grupos abelianos Z2/((4,2),(-2,2)) y Z?/{(7,4),(4,4)) isomorfos?

Sea (G un grupo abeliano finito ;a qué es igual el producto de los divisores ele-
mentales de G?

Sea T un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién finita ja qué
es igual el producto de los divisores elementales de 7'?

Sea p(x) € k[x] un polinomio ménico ;Calcula el polinomio caracteristico del en- E
domorfismo k-lineal x-: k[x]/(p(x)) — klx])/(p(x)), q(x) — xq(x)?

Clasica todos los endomorfismos nihilpotentes de un espacio vectorial de dimen-
sién 4.
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0 -1 o
13. Clasifica el endomorfismo R-lineal de matriz (0 1 2).
1 1 3

14. Calcula (Z/2Z & Z/10Z & Z)7\ (0.

15. Sea A un anillo integro y M un A-médulo. Prueba que el nicleo del morfismo de
localizacion M — M\, m — 7 es igual a T(M).

5.11. Biografia de Camile Jordan

Camille Jordan’s father, Esprit-Alexandre Jordan (1800-1888),
was an engineer who had been educated at the Ecole Polytech-
nique. Camille’s mother, Joséphine Puvis de Chavannes, was
the sister of the famous painter Pierre Puvis de Chavannes who
was the foremost French mural painter of the second half of
the 19th century. Camille’s father’s family were also quite well
. known; a grand-uncle also called Ennemond-Camille Jordan
(1771-1821) achieved a high political position while a cousin
Alexis Jordan (1814-1897) was a famous botanist.

Jordan studied at the Lycée de Lyon and at the College d’Oul-

lins. He entered the Ecole Polytechnique to study mathematics in 1855. This esta-

blishment provided training to be an engineer and Jordan, like many other French
mathematicians of his time, qualified as an engineer and took up that profession.
Cauchy in particular had been one to take this route and, like Cauchy, Jordan was
able to work as an engineer and still devote considerable time to mathematical re-
search. Jordan’s doctoral thesis was in two parts with the first part Sur le nombre des
valeurs des fonctions being on algebra. The second part entitled Sur des periodes des
fonctions inverses des intégrales des différentielles algebriques was on integrals of the
form [udz where u is a function satisfying an algebraic equation f(u,z) = 0. Jordan
was examined on 14 January 1861 by Duhamel, Serret and Puiseux. In fact the topic
of the second part of Jordan’s thesis had been proposed by Puiseux and it was this se-
cond part which the examiners preferred. After the examination he continued to work
as an engineer, first at Privas, then at Chalon-sur-Sadne, and finally in Paris.

Jordan married Marie-Isabelle Munet, the daughter of the deputy mayor of Lyon,
in 1862. They had eight children, two daughters and six sons.

From 1873 he was an examiner at the Ecole Polytechnique where he became pro-
fessor of analysis on 25 November 1876. He was also a professor at the College de
France from 1883 although until 1885 he was at least theoretically still an engineer
by profession. It is significant, however, that he found more time to undertake research
when he was an engineer. Most of his original research dates from this period.

Jordan was a mathematician who worked in a wide variety of different areas es-
sentially contributing to every mathematical topic which was studied at that time:
on finite groups, on linear and multilinear algebra, on the theory of numbers, on the
topology of polyhedra, differential equations, and mechanics.
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Topology (called analysis situs at that time) played a major role in some of his
first publications which were a combinatorial approach to symmetries. He introduced
important topological concepts in 1866 built on his knowledge of Riemann’s work in
topology but not the work by Mdobius for he was unaware of it. Jordan introduced the
notion of homotopy of paths looking at the deformation of paths one into the other. He
defined a homotopy group of a surface without explicitly using group terminology.

Jordan was particularly interested in the theory of finite groups. In fact this is not
really an accurate statement, for it would be reasonable to argue that before Jordan
began his research in this area there was no theory of finite groups. It was Jordan who
was the first to develop a systematic approach to the topic. It was not until Liouville
republished Galois’s original work in 1846 that its significance was noticed at all.
Serret, Bertrand and Hermite had attended Liouville’s lectures on Galois theory and
had begun to contribute to the topic but it was Jordan who was the first to formulate
the direction the subject would take.

To Jordan a group was what we would call today a permutation group; the concept
of an abstract group would only be studied later. To give an illustration of the way
he tried to build up groups theory we will say a little about his contributions to finite
soluble groups. The standard way to define such groups today would be to say that
they are groups whose composition factors are abelian groups. Indeed Jordan intro-
duced the concept of a composition series (a series of subgroups each normal in the
preceding with the property that no further terms could be added to the series so that
it retains that property). The composition factors of a group G are the groups obtained
by computing the factor groups of adjacent groups in the composition series. Jordan
proved the Jordan-Hoélder theorem, namely that although groups can have different
composition series, the set of composition factors is an invariant of the group.

Although the classification of finite abelian groups is straightforward, the clas-
sification of finite soluble groups is well beyond mathematicians today and for the
foreseeable future. Jordan, however, clearly saw this as an aim of the subject, even if
it was not one which might ever be solved. He made some remarkable contributions
to how such a classification might proceed setting up a recursive method to determine
all soluble groups of order n for a given n.

A second major piece of work on finite groups was the study of the general linear
group over the field with p elements, p prime. He applied his work on classical groups
to determine the structure of the Galois group of equations whose roots were chosen
to be associated with certain geometrical configurations.

His work on group theory done between 1860 and 1870 was written up into a ma-
jor text “Traité des substitutions et des équations algebraique” which he published in
1870. This treatise gave a comprehensive study of Galois theory as well as providing
the first ever group theory book. For this work he was awarded the Poncelet Prize of
the Académie des Sciences. The treatise contains the “Jordan normal form” theorem
for matrices, not over the complex numbers but over a finite field. He appears not to
have known of earlier results of this type by Weierstrass. His book brought permuta-
tion groups into a central role in mathematics and, until Burnside wrote his famous
group theory text nearly 30 years later, this work provided the foundation on which
the whole subject was built. It would also be fair to say that group theory was one of
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the major areas of mathematical research for 100 years following Jordan’s fundamen-
tal publication.

Jordan’s use of the group concept in geometry in 1869 was motivated by studies
of crystal structure. He considered the classification of groups of Euclidean motions.
His work had gained him a wide international reputation and both Sophus Lie and
Felix Klein visited him in Paris in 1870 to study with him. Jordan’s interest in groups
of Euclidean transformations in three dimensional space influenced Lie and Klein in
their own theories of continuous and discontinuous groups.

The publication of Traité des substitutions et des équations algebraique did not
mark the end of Jordan’s contribution to group theory. He went on over the next de-
cade to produce further results of fundamental importance. He studied primitive per-
mutation groups and proved a finiteness theorem. He defined the class of a subgroup
of the symmetric group to be ¢ > 1 if ¢ was the smallest number such that the sub-
group had an element moving ¢ points. His finiteness theorem showed that for a given
¢ there are only finitely many primitive groups with class ¢ other than the symmetric
and alternating groups.

Generalising a result of Fuchs on linear differential equations, Jordan was led
to study the finite subgroups of the general linear group of n x n matrices over the
complex numbers. Although there are infinite families of such finite subgroups, Jordan
found that they were of a very specific group theoretic structure which he was able to
describe.

Another generalisation, this time of work by Hermite on quadratic forms with in-
tegral coefficients, led Jordan to consider the special linear group of n x n matrices of
determinant 1 over the complex numbers acting on the vector space of complex poly-
nomials in n indeterminates of degree m.

Jordan is best remembered today among analysts and topologists for his proof that
a simply closed curve divides a plane into exactly two regions, now called the Jordan
curve theorem. It was only his increased understanding of mathematical rigour which
made him realise that a proof of such a result was necessary. He also originated the
concept of functions of bounded variation and is known especially for his definition of
the length of a curve. These concepts appears in his Cours d’analyse de 'Ecole Poly-
technique . Jordan was lecturing at the Ecole Polytechnique and the book was written
as a text for the students there. In some respects this is a little strange since it is a
rigorous analysis text built on top of the attempts to put the topic on a firm foundation
begun by Cauchy and given considerable impetus by Weierstrass. However, the cour-
ses at the Ecole Polytechnique were supposed to train students to become civil and
military engineers and this does not seem to be the approach which one would take
trying to teach applications of the calculus to engineers. There had been a tradition
of rigorous analysis at the Ecole Polytechnique begun, of course, by Cauchy himself.
Jordan was aware that his work was at a level that would be somewhat inappropriate
for engineering students for he once said to Lebesgue that he called it "Ecole Polytech-
nique analysis course"since:

“... one puts that on the cover to please the publisher...”

Among Jordan’s many contributions to analysis we should also mention his gene-
ralisation of the criteria for the convergence of a Fourier series.
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The Journal de Mathématiques Pure et Appliquées was a leading mathematical
journal and played a very significant part in the development of mathematics th-
roughout the 19th century. It was usually known as the Journal de Liouville since
Liouville had founded the journal in 1836. Liouville died in 1882 and in 1885 Jordan
became editor of the Journal, a role he kept for over 35 years until his death.

In 1912 Jordan retired from his positions. The final years of his life were saddened,
however, because of World War I which began in 1914. Between 1914 and 1916 three
of his six sons were killed in the war. Of his three remaining sons, Camille was a
government minister, Edouard was a professor of history at the Sorbonne, and the
third son was an engineer.

Among the honours given to Jordan was his election to the Académie des Scien-
ces on 4 April 1881. On 12 July 1890 he became an officer of the Légion d’'Honneur.
He was the Honorary President of the International Congress of Mathematicians at
Strasbourg in September 1920.

Finally we should note some rather confusing facts. Although given Jordan’s work
on matrices and the fact that the Jordan normal form is named after him, the Gauss-
Jordan pivoting elimination method for solving the matrix equation Ax = b is not. The
Jordan of Gauss-Jordan is Wilhelm Jordan (1842 to 1899) who applied the method to
finding squared errors to work on surveying.

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/)

5.12. Problemas

1. Calcula las soluciones (en Q[x]) del sistema de ecuaciones

x2-Zy + x-Zog + (x+1)-Z3 = x%-=x
x(x+1)-Z;1 + (x+1)-Zo + x-Zs = x2-1

de variables Z1,Z9,Z3.

2. Sean p y q numeros primos distintos. Calcula el nimero de grupos abelianos
finitos desisomorfos de orden p?q.

3. Prueba que un grupo abeliano finito que no sea ciclico contiene un subgrupo
isomorfo a Z/pZ x Z/pZ, para un cierto entero primo p.

4. Sea G un grupo abeliano finito. Demuestra que G es ciclico si y solo si para cada
n divisor del orden de G, existe un tnico subgrupo de G de orden n.

5. Sea G un subgrupo discreto del grupo aditivo de R”. Prueba que existe un nime-
ro natural r < n, tal que G esta generado como Z-médulo por r vectores lineal-
mente independientes sobre R.

6. Clasifica el endomorfismo “multiplicar por x” sobre el espacio

E = klx1/(x) ® klx)/(x®) ® B[x)/(x5).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Clasifica los endomorfismos nilpotentes de un espacio vectorial de dimensién 3.
Problema analogo para espacios de dimensién 4 y 5.

Clasifica los endomorfismos 7' de un espacio vectorial real E, que cumplan

a) Anulador de T = (x—1)?, dimE =5.
b) Anulador de T = (x2 +4)%(x + 8)?, dimE =8.

Sea E el espacio vectorial real de todos los polinomios con coeficientes reales de
grado menor que 6, y sea D el operador derivada sobre E. Clasiica el endomor-
fismo T = D?.

Sea (G, +) un grupo finito abeliano. Prueba que G es ciclico si y solo si n = |G| es
el minimo nimero natural (no nulo) tal que n-g =0 para todo g € G.

Prueba que un grupo abeliano finito generado es ciclico si y solo si tiene un tnico
factor invariante.

Sea p(x) = [I'_,(x — a;)" € k[x], con a; # a; para todo i # j. Consideremos el
endomorfismo k-lineal

x-: RIx)(p(x)) — k[x)(p(x)), q(x) — x - q(x).

Prueba que {(x —a1)"1---(x—a;)™ ---(x—a,)"",YO<m;<n;,Vj} es una base de
Jordan de x-.

Clasifica sobre el cuerpo racional los endomorfismos lineales

-1 010 -1 0 1 O
0 0 21 2 -1 0 1
A= 1 200 B= 1 0 -1 O
0 101 o 1 2 -1

Da una base de Jordan, para B.

Mediante transformaciones elementales de la matriz caracteristica, calcula los
divisores elementales p;(x)"/ del endomorfismo de R? de matriz

0 -1 0
0 1 -2].
1 1 3

Calculae;; € R3 de modo que R3 = ®;j(klx)/(pi(x)"i/)-e;;j.

Calcula una base de Jordan para cada uno de los endomorfismos lineales

-4 14 28 -30 0O 8 12 -16

-1 5 6 -7 3 -4 -12 12
A= -4 9 20 -19 B= -2 6 12 -12

-3 7 14 -13 0 1 1 0
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sean T,T': E — E dos endomorfismos lineales de un espacio vectorial de dimen-
sion finita, de modo que en cierta base la matriz de T es la transpuesta de la de
T'. Prueba que T 'y T' son endomorfismos equivalentes.

Sea A un anillo euclideo y (a;;) una matriz con coeficientes a;; € A. Sustituyendo
de modo conveniente y sucesivo la fila F; por la fila F; + b ;F;, i # j, bj € A (arbi-
trario), demuestra que la matriz (a;;) es “triangulable”. Resuelve el sistema de
ecuaciones diofanticas

Tx+5by=1

5x+3y=3
Prueba que los grupos
(Z x 2)/{(7,5),(5,3)) y (Z x Z x 7)/{(12,30,24),(4,8,6),(6,4,8)).
no son isomorfos.
Prueba que todo grupo abeliano de orden 12 esta generado por dos elementos.

Prueba que si el polinomio caracteristico de un endomorfismo lineal tiene todas
sus raices distintas entonces coincide con el polinomio anulador del endomorfis-
mo.

Sea T: E — E un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién fi-
nita. Prueba que la condicion necesaria y suficiente para que el endomorfismo
p(T) sea invertible es que p(x) y c7(x) sean primos entre si.

Sea T: E — E un endomorfismo lineal de un espacio vectorial de dimensién
finita. Sea E' < E un subespacio estable por 7. Denotemos T': E/E' — E/E’,
T'(e) = T(e), el endomorfismo inducido por T en E/E’. Prueba que

cr(x) = ey (x) - ep(x).

Sea E un C-espacio vectorial de dimension n y T un endomorfismo de E. Sea
n

cr(x) = [1(x—a;) la descomposicién en factores irreducibles del polinomio carac-
i=1
teristico de T'. Prueba que si p(x) es un polinomio con coeficientes en C, entonces

cpmy(x) = [ [(x = pla;)).
i1

En particular, se tiene que tr(p(T)) = flp(ai), det(p(T)) = ﬁlp(ai).

1= 1=
Sea E un C-espacio vectorial de dimension finita. Sea T': E — E un endomor-
fismo C-lineal de E. Demuestra que si c7(x) es el polinomio caracteristico de
T considerado como endomorfismo C-lineal, entonces el polinomio caracteristico
de T considerado como endomorfismo R-lineal es c7(x)- c7(x) (donde cr(x) es el
conjugado de c7(x)).
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25.

26.

27.

Sea p(x) € R[x] un polinomio irreducible de grado 2 y a € C una de sus raices.
—H
A
en la base {1,i}. Prueba que existe una base de R[x]/(p(x)") en la que la matriz
del endomorfismo x- es igual a

Dadoz=A+puiseah, = (z ) que es la matriz de la homotecia C — C, 2’ — z2'

ho ho ho
hi hq ho
ho h1 hg

Si a =iy n=S3,calcula la matriz de x®- y e’* en esta base.

Sea p(x) =x" +a1x" 1 +--- +a, € k[x] un polinomio irreducible. Sea hrx) la ma-

triz del endomorfismo k-lineal k[x]/(p(x)) — klx)/(p(x)), q(x) — r(x)-q(x) en la
base {1,%,...,&#"1}. Calcula h,. Demuestra que existe una base de k[x]/(p(x)™)
en la que la matriz del endomorfismo k[x]/(p(x)™) — Elx)/(p(x)™), @ — x-q(x)
es igual a

hy ho - ho
hi hy - ho
ho -+ hi hy

Consideremos un sistema de ecuaciones

Xn+1 =011Xp +@12Yn t @132,
Yn+1 =021%Xp +Q22Y5n + Q2325

2p+1=0Q31Xp, +A32Yn +a332,

con a;; € C, para todo i, j. Plantéese la resolucién de este sistema de ecuaciones.



Solucion de los problemas

Solucion de los problemas del capitulo primero

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

a=bh ¢plgg)=(gg) 1 =g""1g71 =g 1g" ! = p(g)p(g’). b. = a. Sabemos que
(gg") '=g g1, luego tomando inversos, gg’ = g'g.

a. = c p(gg) = (g8’ = gg'gs’' = 8’8" = p(@)p(g)). c. > a. Como gg'gg’ = g%g",
multiplicando a la derecha por g~1 y por la izquierda por g'~1, obtenemos gg’ =
g's.

a.=> d. ¢((g,g")-(h,h"))=p(gh,g'h’)=ghg'h' = gg'hh' = p(g,g")- p(h,h'). d. = a.
Como ghg'h' = gg'hh’ entonces hg' = g'h.

Veamos que 7, es un morfismo de grupos: 7,(gg’) = agg'a™! = aga laga™' =

74(8)74(g"). Veamos que la aplicacién inversa de 7, es 7,-1:
T,-1(74(8)) = Ta_l(aga_l) = a_laga_la =g,

e igualmente 7,(7,-1(g)) = g. Veamos que el morfismo 7: G — Aut(G), 7(a) := 1,
es morfismo de grupos:

T(aa')(g) = Ta(g) =aa'glaa’) 1 =ad' g ta™ = 1,(14(2)) = 1(a)(1(a')(g)),
luego 1(aa’) = 1(a)o1(a’).

Supongamos x -y € H, para todo x,y € H. Entonces, dado x € H, x% € H, luego
x3 € H, luego x™ € H, para todo n > 0. Como H es finito, existen n > m tales que
x" = x™, luego x" ™ =1y tenemos que 1 €e H y x 1 =x"" 1 € H. Luego, H es
subgrupo.

SiG =27y H-=N, tenemos que s x+y € H, para todo x,y € H, pero H no es un
subgrupo de G.

Supongamos que xH = H, para todo x € H. Entonces, dado x € H, x2 € H, luego
x3 € H, luego x" € H, para todo n > 0. Como H es finito, existen n > m tales que
x" = x™, luego x" ™ =1y tenemos que 1€ H y x 1 =x" " 1 e H. Luego, H es
subgrupo.

a) (3,5) = m.c.d.(3,5)Z = Z.
b) ((2,0),(0,5))2Z x 5Z. {(2,3),(4,5)) =((2,3),(0,-1)) =((2,0),(0,1)) =2Z x Z.
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Problemas del capitulo primero. Soluciones

P6.

P7.

P8.

P9.

P10.

P11.

Pi12.

P13.

P14.

c) (1,2,3) =(1,2)(2,3). En el grupo generado tenemos ya 4 elementos (contando
Id), luego por el teorema de Lagrange, el grupo generado es S3.

D W=2.L=z1=& nery. &, H=(4 =L @43=L4z
Por el teorema de Lagrange, el orden de todo subgrupo H de G es 1 0 p =|G|. Por
tanto, G no contiene mas subrgupos que el trivial {1} y el total. Por tanto, dado

g # 1, tenemos que (g) =G.

Sea g € G, g # 1. Tenemos que (g) =G. Si |G| = 0o, entonces G = Z, que contiene
muchos subgrupos y llegamos a contradiccion. Luego, G = Z/nZ. Si n no es primo,
n=mm', con 1 <m,m' <n, entonces el subgrupo () es de orden m’ y tenemos
un subgrupo que no es el trivial ni el total y llegamos a contradiccion.

Si f: G — G' es un isomorfismo de grupos, entonces ord(g) = ord(f(g)), para todo
g. El morfismo 7,: G — G, 1p(a) = bab™! es un isomorfismo de grupos, luego
ord(a) = ord(7(a)). Sea a’ = ab, entonces

ord(ab) = ord(a’) = ord(ba’b~1) = ord(ba).

a) Dados z,z’ € u,, entonces 2z’ € u,, porque (zz')* = 2"z =1-1 = 1. También,
271 € py, porque (2" = (M) =171 =1.

P 2mi .
b) u, esta generado por e » , que tiene orden n.

El morfismo ¢: Kern x G' — G, ¢(k,g') := k-s(g’) es un isomorfismo. Si (k,g’) €
Ker ¢, entonces ¢(k,g’) = 1, entonces k& -s(g’) = 1, tomando 7, 1 = n(k)-ws(g’) =
1-g, luego g’ =1y k = 1. Entonces, (k,g') =1y ¢ es inyectiva. Dado g € G,
entonces (sm(g)) ! e Kern y ¢p(g - (sn(g))~1,n(g)) = g. Luego, ¢ es epiyectiva.

Salvo notaciones es el mismo problema que el anterior.

Sea G = Z/nZ. Todo subgrupo H c G es ciclico. Luego, H = (m) (donde 0 <m < n).
El orden d de H, que es el de 7, divide al orden de G, que es n. Sea m' := % e N.
Entonces, d -m =0, es decir, d -m =r-n, para cierto r >0,y m =r-m’. Por tanto,
H < (m'). Como el subgrupo de G generado por m’ es de orden d, H = (m/).

Si F((1,2)) = 1, entonces F((i, j)) = F(z-(1,2)- 1 1) = F(1)-F((1,2))-F(r)"! = 1 (don-
de 7 es una permuatciéon que cumple que 7(1) =i y 7(2) = j). Como toda permu-
tacion es producto de transposiciones, tendremos que F(o) =1, para toda o).

Si F((1,2)) = -1, entonces F((i,)) = F(r-(1,2)-1 ) =F(1)-F((1,2))-F(r) 1=-1=
sign(i, j) (donde 7 es una permuatcion que cumple que 7(1) =i y 7(2) = j). Como
toda permutacion es producto de transposiciones, tendremos que F(o) = sign(o),
para toda o.

Si 7 es una transposicion, entonces el orden de F(7) divide a 2 y al orden de
G, luego es 1, es decir, F(r) = 1. Como toda permutacién o € S, es producto de
transposiciones, entonces F(o) = 1.



Soluciones. Problemas del capitulo segundo

P15.

P16.

Es claro que det((1,2) = —1 = sign(1,2). Dado (i, ) y una permutacién 7 tal que
(1) =iy 7(2) = j, tenemos que (i,7) =7-(1,2)- 77! y (i,7) = £(1,2)F . Por tanto,
det((i, 7)) = det((1,2)) = sign(1,2) = sign(i, ). Como toda permutacién es producto
de transposiciones, tenemos que det(d) = sign(o), para todo o. De otro modo:
utilicese el problema 13.

Escribamos o € A;,, como producto de transposiciones 0 =t10---ot,. Como 1=
sign(og) = (—1)" n es par. Basta ver que el producto de dos transposiciones (que es
un elemento de A,) es igual a un producto de tres ciclos. En efecto, (a,b)(b,c) =
(a,b,c) (a,b,c distintos) y (a,b)(c,d) =(a,b)(b,c)b,c)c,d) = (a,b,c)(b,c,d), cuan-
do a,b,c,d son distintos.

Solucion de los problemas del capitulo segundo

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Sea f: Z — Z un morfismo de anillos. Tenemos que f(1) =1, luego f(2) = f(1+1) =
fD+f1)=1+1=:2,..., f(n) =n, para todo n € N y por tanto f(—n) = —n para
todo n € N. Es decir, f =1d.

Sea f: Q@ — Q un morfismo de anillos. fjz = Idz. Entonces, f(;-) = f(n-m™1) =
n-m_lzﬁ y f=1d.

Sea f: R — R un morfismo de anillos. De nuevo, fig =Id|g. Dado r > 0, tenemos
que r = s2, para un s > 0. Entonces, f(r) = f(s)> > 0. Si r > s entonces r —s > 0,
luego f(r)—f(s)=f(r—-s)>0y f(r)> f(s). Dado r € R, sean ¢q1,q9 € () tales que
q1<r<gqg, entonces q1 = f(q1) < f(r) < f(q2) = q2. Por tanto, f(r)=ry f =1d.

Observemos que dado p(x) € A[x] existen un polinomio tnico g(x) € A[x] ybe A
tales que p(x) = q(x)-(x —a) + b. Por tanto, p(a) =0 si y solo si b =0, es decir,
p(x) € (x—a). Consideremos el epimorfismo 7: A[x] — A, n(p(x)) := p(a). Tenemos
que Kerm = (x —a), luego por el teorema de isomorfia, A[x]/(x —a) = A.

Por el teorema chino de los restos

RIx1/((x% +1)- (2% — 1)) = Rlx/(x2 + 1) x Rlx)/(x? - 1)
=RIx/(x%+ 1) x Rlxl(x— 1) x Rlx/(x + 1) =C x Rx R.

R =0
a) Calculemos #(x) = Yb;x!, tal que 1= s(x)-b(x) = ¥ ¥ a;b;x". Luego, by =
i

i i+j=n
aal (luego ag ha de ser invertible. Ademés, 0 = } a;b;, para n > 0,es decir,
i+j=n
b, =-——2 tand ia facil t lui
n=—77 y argumentando por recurrencia facilmente concluimos.

n—jbj
jgoa JOJ
b) El morfismo es claramente epiyectivo e inyectivo.

Sabemos que I xJ es un subgrupo de A x B, con la operacién +. Dado (i,j) € I xJ
y (a,b) € A x B, entonces (a,b)-(i,j) = (ai,bj) € I x J. El nicleo del epimorfismo
A xB — A/l xB/J, (a,b)— (a,b) es I x J. Luego, (A x B)I x J = A/I x B/J.
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Problemas del capitulo segundo. Soluciones

P6.

P7.

Ps8.

P9.

P10.

P11.

Pi12.

P13.

Trabajemos en Z/7Z. Entonces, el namero n es divisible por 7 siy solosi 0 =7 =
Nely_i...n1-10+ng=n,m,-1...n1-3 +o. Observemos que 37! = —2. Luego,

O=nn,_1..n1'3+°0) <= 0=(-2)-(,n,_1..n1-3+00) =N 0,_1...01— 2 Ry

=n,Ny_1...01—2-n9
Es decir, n es divisible por 7 siy solo si n,n,_1...n1 —2-ng es divisible por 7.
Trabajemos en Z/13Z. Entonces, el nimero n es divisible por 13 si y solo si

O=A=n,n,_1...n1-10+n9=n,n,_1...71-(=3) + iy. Observemos que —3-4 = 1.
Luego,

- - _ 4. -
O0=nn,_1..n1(-3)+ng <= 0=n,n,_1...n1+4-1y

=N Ny_1...n1+4-ng
Es decir, n es divisible por 13 siy solo si n,n,_1...n1+4-ng es divisible por 13.

3 2ni

Observemos que x3 —1 = (x — 1)(x2 + x + 1). Luego las raices de x> +x+1 son e 3

4mi

y e 3 . Sea
2mi 27 27 4ni 2 2
0:”Z[e3]—>N,d0(a+be3).=(a+be3 ) (a+be3)=a“+b"—ab.

Para probar que (Z[e%],é ) es un anillo euclideo se procede del mismo modo con
el que hemos probado que el anillo de los enteros de Gauss es euclideo.

Tenemos que a = be. Por tanto, 6(a) = 6(b). Si ¢ es invertible (es decir, (a) = (b))
entonces b =a-c” 1y 8(b) = 8(a), luego 5(a) = §(b). Si 8(a) = 6(b), entonces b =
a-d+r,conr=00606(r)<d(a)=06(). Entonces, b=b-c-d+ryr=b-(1—-c-d).
Por tanto, r = 0 porque si no 6(r) = §(b). En conclusion, 1-c-d =0, luego c es
invertible (es decir, (a) = (b)).

Sia=bc, con by c propios, entonces 6(b) < 6(a) y llegamos a contradiccion.

Tenemos que 6(ad) = min{§'(abc),c € A\{0}} = min{6'(ad),d € A\{0}} = 6(a). Sean
a,b e A,y sea s tal que 6(b) = §'(bs). Sean ¢',r’ tales que as = c'bs+1', con
6'(r') < 6'(bs) 6 r' = 0. Sea r tal que r' = rs. Tenemos que a = c'b+r y 6(r) <
6'(r")<6'(bs)=6(b) 6 r=0.

Son comprobaciones sencillas.

La primera afirmacién ha sido probada en la demostracion del teorema 2.4.3.

Dado a =(az,...,a,)eN" sea |a| = a1+ --+a, ydado p(x) =Y , 1qx® € klx1,...,%,]
sea gr(p(x)) = max{|a| : 1, # 0}. Toda cadena ascendente de ideales (pi(x)) c
(pa2(x)) c---c(pp(x)) c--- estabiliza porque gr(pi(x)) = gr(pa(x)) = --- = gr(p,(x))
y gr(p;(x)) = gr(p;+1(x)) si y solo si (p;j(x)) = (p;+1(x)). Para s(x) = Y, Aax% €
kllx1,...,x,1] define gr(s(x)) = min{|a|: A, # 0} y demuestra que toda cadena as-
cendente de ideales (s1(x)) c (so(x)) -+ < (s, (x)) < --- de k[[x1,...,x,]] estabiliza.



Soluciones. Problemas del capitulo segundo

P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

Dado p(x) € klx1,...,%,,...] =: A sea n € N, tal que p(x) € k[x1,...,x,]1=B. Si p(x)
es reducible en A, entonces es reducible en B (al lector). Por el lema de Gauss, B
es DFU, luego A también. A no es noetheriano, porque el ideal (x1,...,x,,...) no
es finito generado, como el lector puede comprobar.

1. Probemos que si A no es integro entonces A = A1 xAg, donde A; esDIP6 A =
B/(p"), con (p) € B maximal: a) Si existe una inclusion de ideales primos (p) <

(q), entonces p = qa = gpb y p(1-gb) = 0. Denotemos Anul(p) :={a€A:ap =
0}, entonces 1 —¢gb € Anul(p) y 1 —qb ¢ (q). Por tanto, (p,Anul(p)) = A y por el
teorema chino de los restos A = A/(p) x A/Anul(p). b) Podemos suponer que todo
ideal primo (p) es maximal. Sea p primo divisor de cero. Como nuestro anillo es
noetheriano, la cadena Anul(p) € Anul(p?) € --- € Anul(p™) < --- estabiliza. Sea
n, tal que (a,) := Anul(p”) = Anul(p™*1) =: (@,+1). Si Anul(p™) ¢ (p). entonces
(p",Anul(p™)) = A y por el teorema chino de los restos A = A/(p™) x A/Anul(p™).
Si Anul(p™) < (p), entonces a, = pb, entonces (b) < (a,+1), luego (a,) = (p)(b) <
(p)an+1) € (an). Por tanto, (a,) = (p)a,+1) =(p)a,)y

(an)=(pXay)=---=(p")Na,)=(0)
Lo cual es absurdo porque p es divisor de cero, luego a, # 0.

2. Si A es integro hemos terminado. Si A no es integro entonces A = A1 x Ag,
con A1 DIP 6 A1 = B1/(p") ((p) € B maximal). Si Ag no es cero y no es integro,
entonces Ay = Ag; x Aga con con Ag DIP 6 Ay = Ba/(q™) ((¢) € Ba maximal) y
A =A1xAg91 xAgs. Este proceso ha de terminar en un numero finito de pasos (y
asi demostramos lo que nos piden). Si no termina tenemos la cadena infinita de
inclusiones de ideales de A,

A1><{0}§A1 ><A21><{0}§A1 x Ag1 XA31><{0}§--'

Imposible, porque A es noetheriano.

Sea 7 € Q, que podemos suponer irreducible (es decir, a y b primos entre si), tal
que (Z—‘)2 =2, entonces a? = 2b%. Entonces 2 divide 4 @, a = 2a’ y 2a' = b, luego
divide también a b, hemos llegado a contradiccién. No existe ¢ tal que (%)2 =2.

Por el algoritmo de Euclides, obtenemos que x2+1 es el méaximo comtn divisor de
ambos polinomios. Tenemos x* +x3 +x—1 = (x2 +1)-(x® + x — 1). Luego, el minimo
comun multiplo es (x® +x—1)- (x* + 2% + 2x% + x + 1).

Lo calculamos por el algoritmo de Euclides. Tenemos que _13&. = (_1(1';)}(__ 31‘23” =
-6 _ 18

0 — 10 ¢ Y —1—2i es el entero de Gauss mas cercano. Tenemos que
6=(-1+31)-(-1-2i)+(-1+1).
—1+3i _ (=1+3i)(=1-i) _ 4-2i
T?I?emos Qué —7i7 = Civnei-n - 2
divisor buscado.

=2-1,luego —1+1i es el masximo comun
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Problemas del capitulo segundo. Soluciones

P19.

P20.

P21.

P22.

Tenemos
2x+4y+3z=6 4x+8y+6.z—12 4x+8y+62—12

Ax+6y+32=4 4x+6y+3z=4  -2y—3z=-8

Las soluciones de -2y -3z =-8 son y=—-8+3n y z =8 —2n. Entonces,
12=4x+8y+62=6=2x+4y+3z=2x+4(-8+3n)+3(8—-2n)=2x+6n -8

y las soluciones de 6 = 2x + 6n — 8, son las de 14 =2x+6n, que son x =7-3m y
n =m. En conclusion, x=7-3m,y=-8+3myz=8-2m.

N(z-2') = N(2)-N(2') porque el conjugado de un producto de nimeros complejos es
igual al producto de los conJugados SiN(a+b v-5)=a?+5b% =1entoncesa = +1
yb=0.Si2=2z-2'y z y 2z no son invertibles, entonces 4 = N(2) = N(z)-N(z') y
por tanto N(z) = N(z') = 2 lo cual es imposible, como es facil de comprobar. El
resto del problema al lector.

Observemos que ¢ es un isomorfismo de anillos porque es la composicion de los
isomorfismos Clz,1/z] — Clz,1/2], ¥;aiz' — ¥ ;a;2", Y, 0,27

a) Es claro que C[z,1/z1° = {agz" +a12" '+ - +an_12+an +Gns12 1+ +aA2,27",

con a, € R}. Dejamos que el lector pruebe que los polinomios con coeficientes com-
plejos que cumplen que si a es una raiz de multiplicidad r, entonces 1/@ es raiz de
multiplicidad r, son los polinomios de la forma a¢z?* +a122" 1+ --+a,_1z2n—1+
2" +@p-12""1+---+asap, con a, € R, multiplicados por una constante.

b) Por cada raiz a € C, con a # 1/a@ (es decir, |a|?> = a-a # 1) de p(z), tenemos que
p(2)= a+11/d-(z_“)'(zz_1/d) -g,f—fi, con q(z)/z" ' € C[z,1/z]°. Por cada raiz a con a = 1/a
(es decir, |a| = 1) de p(z) ha de existir otra raiz § de p(z) tal que = 1/B (porque

el grado de p(z) es par) y p(z) = Lﬁ e &p) %, con q(z)/z" ! € Clz,1/2]°.

Observemos que (2= “)z(z Py (&= “)Z(Z By - ((Z_“):z_“))-((Z_'B):Z_ﬁ)). Con todo es facil
concluir.

¢) Via la igualdad C[z,1/z] = Clx, yl/(x% + %2 — 1), ¢ en Clx, yl/(x% + y% — 1) es igual
a c(apmx™y™) = anmxy™, luego

Clz, 1/z]° = (Clx, y/(x? + y% — 1))° = (RIx, yl/(x% + y% — 1) ® Rx, yV(x® + y2 = 1) - §)°
= Rlx, yl/(x? + y% - 1).

1 | (-a)E-la)
a+l/a z

Dado a = a + bi el irreducible
1+a2+b2
2

es igual a 1+ag—erz(ax +by)—-1

(la recta ax+ by — =0 no corta con x> +y2 ~1=0sia?+b%2#1,y corta
tangentemente a la circunferencia en (a,b) si a2 +b%2=1). Sean a =a+bi y

,B a'+b'i de médulo 1. El 1rreduc1b1e 1 ﬁ(za)zﬂ es igual al irreducible 171
24 _ —) (con A =

a'—a b’—b ).

Buscamos A tal que A-7 = 1, es decir, A del modo que exista u tal que A-7 =
1+ p-982. Es decir, A-7+(—p)-982 = 1. Efectivamente, 7 y 982 son primos entre
siy Ay —u se calculan con el algoritmo de Euclides...A =421.



Soluciones. Problemas del capitulo segundo

P23.

P24.

P25.

P26.

P27.

Tenemos que 1+ x+x2 y 3 — 2 son primos entre si. Con el algoritmo de Euclides
obtenemos que
(- D +x+1)—-(x®-2)=1.

_1
Luego, 1+x+x2 ~=x— 1. Consideremos el epimorfismo Q[x]/(x® — 2) — Q[ %],
px) — p( V2) (de hecho es un isomorfismo). Por un morfismo de anillos los in-

. . ——1 — 3
versos se aplican en inversos. Luego, como 1+x+x2 ~=x—1, entonces (1+ vV2+

(V2))1=v2-1.

Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones p(x,y) =x2+y?>—-1=0, q(x,y) =
%3 +y3 -1 = 0. Consideremos estos polinomios como polinomios en la variable
y con coeficientes en C(x). Calculemos primero mediante el algoritmo de Eucli-
des, polinomios a(y),b(y) € C(x)[y] tales que a(y)- p(x,y)+ b(y)-q(x,y) =1 (con
gra(y) < 3 y grb(y) < 2). Después calculemos el polinomio de grado minimo
h(x) € Clx] tal que a'(x, y) = h(x)-a(y),b'(x, y) = h(x)-b(y) € Clx, y]. Tendremos que
a'(x,y) plx,y)+b'(x,y)-q(x,y) = h(x). Si (a, B) es una solucién del sistema, enton-
ces h(a) = 0. Reciprocamente, si h(a) = 0 entonces a'(a, y)p(a,y)+b'(a, y)q(a,y) =
0. Por la minimalidad de A(x), podemos suponer que a'(a,y) # 0 (o que b'(a,y) #
0). Entonces, los polinomios p(a,y) y q(a, y) de grados dos y tres, tienen raices co-
munes, y las raices g del m.c.d.(p(a,y),q(a,y) cumplen que p(a, ) = q(a, ) =0.

Sea 7 € Homg,,(Z/nZ,Z/nZ) y denotemos rm = 7(1). Se cumple que

=10+ +D=1D+-"+1Q)=i-m=hpQ),

es decir, T = h,; es una homotecia. Luego, Z/nZ = Homg,,(Z/nZ,Z/nZ), m — hy.

Como A, - = hzoh,,, los invertibles (con el producto) de Z/nZ se identifican

con los invertibles de Homg,,(Z/nZ,Z/nZ) con la composicién.

Observemos que Alx,y] = Alx][y]. Dado p(x,y) € Alx, y] considerémoslo como un
polinomio en y con coeficientes en A[x]. Dividamos por y —x, entonces p(x,y) =
(y —x)-c(x,y)+ r(x). Por tanto, si p(x,x) = 0 entonces r(x) =0y p(x,y) € (y — x).

El nicleo del epimorfismo Alx,y]l — Alx], p(x,y) — p(x,x), es el ideal (y — x). Por
el teorema de isomorfia Alx, y]/(y —x) = Alx].

Denotemos el determinante por p(x1,...,x,). Observemos que

p(xl,...,x.i,...,x.i,...,xn):O,
J l

para i > j. Por lo tanto, p(x1,...,x,) = (x, —x,-1) - q(x1,...,%,). Observemos que
q(x1,...,%n,%n-1,%,) = 0, luego p(x1,...,%,) = (Xp — Xp—1)(Xp — Xp—2) - A(x1,...,%p).
Recurrentemente, p(x1,...,x,) es multiplo de [];.;(x; —x;). Ambos son polino-
mios homogéneos de grado % Luego, son iguales salvo multiplicacién por
un numero racional. El coeficiente que acompaiia al monomio xg_le:% --+X9 €8
el 1 en ambos polinomios, luego son iguales.
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Problemas del capitulo segundo. Soluciones

P28.

P29.

P30.

P31.

P32.

P33.

P34.

Observemos que 504 = 7-8-9. Basta probar que n3(n® - 1)(n®+1)=n3nb-1) es
divisible por 7,9 y 8. Por el teorema de Fermat, sabemos que si n no es divisible
por 7 entonces n® — 1 es divisible por 7. Por la congruencia de Euler sabemos
que si n no es divisible por 3 entonces n® —1 = n?® —1 es divisible por 9. Si n
es divisible por 3, n? es divisible por 9. Por tltimo, si n es par, entonces n? es
divisible por 8, si n es impar, entonces n®—1=2-mesparyn®+1=2-m+2,
luego (n2-1)- (¥ +1)=(2-m)-(2-m+2)=4-m-(m + 1) que es miltiplo de 8.

Observemos que ¢$(1147) = ¢$p(31)-p(37) = 3036 es primo con 73. Por tanto,
existen 1 y u, que sabemos calcular por el algoritmo de Euclides, de modo que
A-T3+ u-p(1147) = 1. Luego, n*" = n méd 1147. Por tanto, /11477 — 7/1147,
i — 7t es la aplicacién inversa buscada.

172028 = 0 m6d 172 y 172923 = 176337+1 = 17 m6d 7 = 3 méd 7. Por el algoritmo de
Euclides obtenemos 1 = 124 -7 —3-172. El morfismo Z/7Z x Z/17%27 — 7/7-17%Z,
(i,m)— —3-172-n+124-7-m es inverso del morfismo 7/7-1727 — 7/77Zx7/17%Z,
7 — (7,7), Luego, 172023 = 124 -7-3 méd 2023 = 581 méd 2023.

Sea [F;2 ={c%ce [F;}, (p #2). El nucleo del epimorfismo [F;j — [F;‘,Z, c—c?es {+1}.
Por tanto, IF;ZI = (p — 1)/2. Luego, [ij,2 es un subgrupo de [, de indice 2 y coin-

-1
cide con el nicleo del epimorfismo F, — {+1}, ¢ — T (para probar que es un
-1 _

epimorfismo tsese que x7T —1e€ Fplx] tiene a lo mas pTl raices en [p).

Si p = a?+b? entonces p =(a+bi)-(a—bi) y p no es irreducible en Z[i]. Reciproca-
mente, si p =z-2', con 2,2’ € Z[i] y no invertibles, entonces p2 = 8(p) = 8(z)-5(z’),
luego p = 6(z) = 6(2') (si 6(z) = 1, entonces z seria uno de los invertibles +1,+i),
luego p = a?+b? (donde z = a + bi).

Veamos cuando el nimero primo p es irreducible en Z[i]. Que p sea irreducible
equivale a que Z[i]/(p) sea cuerpo. Denotemos [F,, = Z/pZ y observemos que Z[i] =
Z[x)/(x?+1). Entonces, Z[i}/(p) = Fp [x]/(x?+1) es cuerpo si y solo si % +1 no tiene
raices en [, es decir, —1 no es un resto cuadratico médulo p.

-1
Por el problema 31, —-1¢€ [F;;2 siy solo si (—l)pT =1 (o p =2), que equivale a que
’%1 sea par, que equivale a que p =1 modd 4. Con todo, p es irreducible en Z[i]

siy solo si p =3 mod 4.

En conclusion, un nimero primo p € Z descompone en suma de dos cuadrados
perfectos siy solosi p=1 méd4 6 p =2.

=) Podemos suponer m > 0. Tenemos que (b —1)-(b+1) = 52— 1 es muiltiplo de
a™.Sib—-1y b+1noson miltiplos de a™, entonces b—1y b+ 1 son multiplos de
a y su suma 2b es multiplo de a, luego b es multiplo de a y es imposible porque
b2 =1 méd a™. En conclusién, b —1 o0 b + 1 es miltiplo de a™.

Tenemos que calcular los enteros de Gauss a + bi € Z[i], tales que d(a + bi) =
(@ +bi)a—bi) =a?+b% =2178 = 2-32-112. Observemos que 3,11 = 3 méd 4,



Soluciones. Problemas del capitulo segundo

P35.

P36.

P37.

P38.

P39.

P40.

luego son primos en Z[i] y han de dividir a a + bi, es decir,a +bi =3-11-(a’ +b'7)
y 6(a’ +b'i) = 2. Por tanto, {(a’,b') =(1,1),(-1,-1),(-1,1),(1,-1} y

La aplicaciéon Ag x As — Ag, (£, ,) £ “:S“ esta bien definida porque la aplica-

s'a+sa’
ss’

cibn p: AxSxAxS — As,(p(a,s,a,s).: cumple que

t's'ta +tst'a’ s'a+sa’
o(ta,ts,t'a’ t's") = — = - =¢(a,s,a’,t').
tst's Ss

=) Definamos g(2):= f(a)- f(s)™L. <) f(s) L = g(§) P =g(2).

Consideremos el morfismo i: Ag — Ag.g/, i(%) := 2 El inverso de i(s') = % es %,
a

a

s-s'*

a.
s’
1

tenemos pues el morfismo (Ag)s' — Ag.s/, 5 — s

a
El morfismo Ag.s' — (Ag)g/, 5.7 — 3 es el inverso del anterior.

b_1
1. En efecto, 72 = 7.

2. £ no es invertible, porque si £-¢ % entonces pa = s. Si ‘;i ‘;j = 11’ 20 "entonces
!
a a . a a
a1azso = ps1se. Luego, a1 = p-a (6 ag = p-aj). Luego, 71 = ’{s—i 6 s; =£. ).

3. Sea { € Ag y escribamos a = p1-**pr*+*pPri1+°*Pn COMO producto de primos,
donde pl divide a algtn elemento de S siy solo si i > r. Entonces, pll - Biny
es producto de primo. En conclusién, los irreducibles de Ag son primos y todo

elemento es producto de irreducibles, luego Ag es DFU.

=>)Sealiclyc---<1, S - unacadena creciente de ideales de A. Consideremos
el ideal I = Ul;. Tenemos que I = (iy,...,i,). Sea r € N tal que I, contiene a

14
i1,...,ip. Entonces, [ =1,y I, =11 =1, 2="--.

<) Sea I c A un ideal. Sea i1 €1, si I #(i1) sea ig € I\(i1). Si I #(i1,i9) sea
ig€I\(i1,i9). Si I #(i1,i9,i3) seaiq € I\(i1,i9,13). Este proceso ha de terminar
porque

(l1)g(11,12)g(l1,l2,l3)g(ll,lz,ls,hx)g---

y si termina I es finito generado.

Veamos el reciproco. Sea a € A un elemento irreducible. El ideal (a) esta incluido
en algun ideal maximal m = (b). Por tanto, a = bc, para algiun ¢ € A. Como a es
irreducible, ¢ ha de ser invertible, luego (a) = (b) = m. Por el teorema 2.4.3, A es
un dominio de factorizacién dnica. Sea (a1,a2) unidealde A y b =m.c.d(a1,a2).
Entonces, a1 = bc1 y ag = beo, de modo que no existe ningtin elemento propio
que divida a ¢1 y c9 a la vez. Por tanto, el ideal (c1, c2) no esta incluido en ningin
maximal, luego (c1,c2) = A y (a1,a2) = b-(c1,c2) = b-A. Ahora es facil concluir
que todo ideal (que es finito generado) es principal.
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Problemas del capitulo tercero. Soluciones

P41.

P42.

Observemos que x* + 2x? +1=(x+i)2-(x — ). Por el algoritmo de Euclides obte-
nemos que 1= (g — %)(x +1)2+ (7 - %)(x —1)2. Por tanto,

4 2 4 2
5 =" 3 _xT x x0T, 3, % x
f x :fx+ 20 TX TG T3 2i+x+4i+2d
x4 +2x2+1 (x—1)2 (x+1)?
Tenemos que
4 2 %2 X2
-X 3 X% X 9 3. x 3 9 = 3. 1 5
—+x" - —=+=-=(x—1) (———)—————(x—L) (———)——(x—z)——
21 4; 2 21 41 2 4i 21 4]
4 2 X2 2
X 9 x 3 9 1 5
448 +—+——(x+z) (—+—)——+——(x+z) (—+—)——(x+z)+—
21 4 2 20 41 2 4 41 41
x5 _ 22 In(x—i) 5 In(x+i) 5  _ x2_ In(x®+1) 5
Luego, [ amde=5 -5 Ftmm 2 "oz 2 TaED
_ s ix _dt _ et gygl el _gTix
Tenemos que dt =ie'*dx, luego dx = 37, cos(x) = “—5— = —5— sm(x) =—;
e3ix+e—3ix _ t3+t73
2 =72

Solucion de los problemas del capitulo tercero

P1.

P2.

P3.

P4.

178

Procedamos por induccién sobre n = gr px). El caso n =0 es evidente. Caso n > 0:

(p(x) =X, p O (O) ) = plla) - X 15 (f)), .x'~1 = 0 por la hipétesis de induccién,
(0)

luego p(x)— Zi .x! = cte, y cte =0 como se comprueba tomando x = 0.

a)1=3%7", p,(la 5 f (3;) , porque coinciden tomando valores en los «; y son polino-

mios de grado menor o igual que n — 1.

1
p) —
-r-1

-n—-1

b) Trabajemos en k[[ 11. Tenemos que =x""+pu;-x R o VY L

YZ, lp’(a) x—a; _Z(;-OO(ZLPI(“)) X

Consideremos un epimorfismo n: k[x;];e; — K'. Sea {e;} e una base del k-espa-
cio vectorial Kerr y {ej,e;/}jcj i una base del k-espacio vectorial k[x;l;e;. Se
cumple que {ej,e 1} jcj jics €s una base del K-espacio vectorial K[x;];c;. Ademads,
(ejlj € J)k es un ideal de K[x;];c;. Por tanto, tenemos las inyecciones

K' = klx;lie1/{ejlj € ) — Klx;lie1/{ejlj€ J)k =: B
K — Klx;lic1/{e;lj€ J)k =:B.

Si m c B es un ideal maximal, L = B/m es la extension de cuerpos buscada.

Supongamos que gr(p(x)) > 1. Entonces, p(x) no tiene raices reales. Sea a+bi € C
(b #0) una raiz de p(x), entonces a — bi € C también es raiz de p(x). El polinomio
irreducible q(x) = (x —a — bi)(x —a + bi) € R[x] divide a p(x), luego p(x) =1 -q(x),
con LeRy gr(p(x)=2.



Soluciones. Problemas del capitulo tercero

P5.

P6.

P7.

PS.

Escribamos p(x) =ao(x—a1)---(x — a,). Entonces,
px)-p(=x)=aolx—a1)---(x—ay)-ao(-x—ai1)---(—x—an)
_ 2 .2, 2 2 2
=ay(—x"+af) - (—=x" +a,) = qx”).

y q(x) € k[x] porque g(x2) € k[x]. Si calculamos p(x)- p(—x) e igualamos coeficien-
tes con q(x2) = box?" + b1x2* D +... 4+ b, obtenemos que

= Y (-1Dajaj=a% -2, 10,41+ 20, 20,42+
i+j=2r
. . m m m .
Comentario: Si |a1| > |asl,...,|a,|, entonces Ia% | >> Iag I,...,Ia% | v si h(x) =
Zm
. . , m —
a%mx” +c1x" 1 +---+¢, es el polinomio de raices {a? } entonces a1 = g a

A= f(al,ocg)—(al—ag)2 Entonces, f(a1,0) = al—aly
flai,as)—af = (a1 - az)® - (a; +az)® = ajaz-(-4)

Luego, A = al 4as.

A= f(a,az,a3) = (a1 — ag)*(a; — a3)*(az — a3)?. Entonces,

flay,az,0) = (a1 — az)’a’as = (a2 — 4az)as

fla1,as,as)—(a? —4as)a’ ~

as

= —4a3 +18a1a3 —27a3
Luego, A = a3(—4a§ +18a1a9 —27a3) + (a% — 4a2)a§.

2
—a
Otro modo: Sea x' = x+ %1, entonces p(x) = x'3 +ayx'+ag =:q(x'), con ay = —t +as

2a3 . . . . .
yag= 2171 — 224 + a3. El polinomio g(x') tiene el mlsmo discriminante que p(x).

Tenemos que (a1 - az)z(a1 - a3)2(a2 —a3)2 A-a’ S+ u-al 3 Si tomamos como raices
0,1,—1 y raices 2,—1,—1 obtenemos que

4=2-(-13 y 0=2-(-33+pu-22

Luego, A=—-4y u=-27.

1 1 a a”
Sabemos que 2 p(x) le TR e =Tttt luego
1 ay

!/
px) i _ 0o 01
p T LG = e e e

On

Multiplicando por p(x) en esta igualdad obtenemos

n—1
;)(n—i)-ai-x R —(Za X" Z L+1

Igualando el coeficiente de x” en ambos lados de la igualdad obtenemos las f6r-
mulas de Newton.

179



180

Problemas del capitulo tercero. Soluciones

P9.

P10.

P11.

P12.

P13.

P14.

P15.

a)xt+x2+1=2+x+1)2%en 72/27[x].
b) x*+x% —x=x-(x®+x2-1) en 7/3Z[x].

¢) Si x* +4x% +3x2 +2x + 3 = p(x)- g(x) en Z[x], entonces p(x) y ¢(x) son de grados
dos, porque al hacer médulo 2 el polinomio descompone en producto de dos poli-
nomios irreducibles de grado 2. Pero por otra parte uno ha de ser de grado 3 y el
otro de grado 1, porque asi sucede al hacer cociente por 3. Contradiccion, luego
p(x) es irreducible. Como es primitivo también es irreducible en Q[x].

El morfismo que asigna a cada polinomio su reciproco,
QLx1\ 0} — Q[xI\{0}, p(x)— p(l/x)- x8"PE)

es una biyeccién que respeta el producto. Por tanto, un polinomio es irreducible
siy solo si lo es su reciproco. El criterio de Nietsnesie es consecuencia del criterio
de Eisenstein.

Por el lema de Gauss, basta demostrar que p(x) = x? — px + 1 es irreducible en
Z[x]. El polinomio ¢g(y) = p(y—1) es irreducible por el criterio de Eisenstein (con-
siderando el primo p).

No tiene raices racionales, luego si no es irreducible descompone en producto de
un polinomio con coeficientes enteros irreducible de grado 2 por otro de grado 3,
22t +x+1=(ax®+bx+c)-(a'x®+b'x?+c'x+d'). Entonces, 1 = p(0)q(0), 1=
p(1)g(1) y —=3 = p(-=1)g(—1). Puedo suponer p(0)=1, p(1)=+1,y p(-1) = +3+1.
Entonces,

p0)=|1 1 1 (1 ]1|11]|1
p)=|1 1 1 /1 ]-1]-1|-1]|-1

p(-1)=|1 -1 3/-3|1]-1|3]-3
pix)=]1] -x®+x+1

ya?—2xt+x+1=(-x2+x+1)-(—x® +x2 +1).
Consideremos el morfismo f: Q[x] — C, f(g(x)) = ¢(v2). Ker f = (x2 — 2). Luego,
p(V2)=0siy solosi p(x)e Kerf = (x2-2).

Consideremos el morfismo f: Q[x] — C, f(g(x)) = q( V2). Kerf = (x® — 2), porque
x2 — 2 es irreducible por el criterio de Eisenstein y porque x2 —2 € Ker f. Luego,
p(V2)=0siy solo si p(x) € Ker f = (x3 — 2).

Sea u, :={z€C: 2" =1} y X4 el conjunto de las réaices d-ésimas primitivas de la
unidad. Como p, = [14, X4, tenemos que

n=lunl =) 1 Xal =) ¢(d)

dln dln

El directo es el problema 12 del primer capitulo.



Soluciones. Problemas del capitulo tercero

P16.

P17.

P18.

P19.

Reciproco: sea G verificando la hipétesis. Sea G =[5, G4, siendo G4 < G los
elementos de orden d. Si existe un elemento de orden d, entonces el grupo ge-
nerado H es el unico de dicho orden, luego G4 es el conjunto de generadores de
H y, por tanto, |G4| = ¢(d). Por tanto, |G4| = 0,¢(d). Pero como Y g, p(d) =n =
|G| = Xq1n |G4l, se concluye que para cada d divisor de n es |G4| = ¢(d) # 0. En
particular, G, # @, es decir, G admite un generador y por tanto es ciclico.

La cota superior de Lagrange de x® + 2x* — 5x3 + 8x2 — 7Tx — 3 es
L=1+ V7.

Una cota inferior I, es el opuesto de una cota superior de Lagrange del polinomio
—(—x5 +2x% + 5x3 + 8x2 + Tx — 3) = x5 — 2x* — 5x3 — 842 — Tx + 3, es decir,

I=-(1+8)=-9.
Los demas polinomios al lector.

El sistema de Sturm son los polinomios f(x) = % +3x2 -1, f1(x) = 3x2+6x, fo(x) =
2x+1, f3(x) = 1. El nimero de raices reales son

Vj.go(f(x), f].(x)’ fz(x), f3(x)) = V(_, +,_5 +)_ V(+,+;+’ +) = 3

Una cota superior es x = 1 y una cota inferior es x = —3. El nimero de raices entre
0y 1son Vol(f(x),fl(x), fo(x), f3(x))=V(-1,0,1,1)-V(3,9,,3,1) = 1., entre —1,0
son VO, (f(x), f1(x), fo(x), f3(x)) = V(1,-8,-1,1)- V(~1,0,1,1) = 1. y entre —2,-3
son V_3(f (x), f1(x), fa(x), f3(x)) = V(=,+,—,+) = V(+,0,—,+) = 1.

Aproximemos la raiz entre 0 y 1: £(0,5) = —0,125, £(0,7) = 0,813, f(0,6) = 0,296.
Luego, 0,55 es una raiz, con un error de 0,05. Aproximemos la raiz entre —1
y 0: f(-0,5) = —-0,375, f(-0,7) = 0,127, f(-0,6) = —0,136. Luego, —0,65 es una
raiz, con un error de 0,05. Aproximemos la raiz entre —2 y —3: f(-2,5) = 2,125,
f(-2,7=1,187, f(-2,8) = 0,568, f(-2,9) = —0,59. Luego, —2,85 es una raiz, con
un error de 0,05.

Calculemos una cota inferior de las raices positivas del polinomio
f(x) =x° +2x* —5x3 +8x% - Tx - 3.

Sea h(x) = —x5-f(%) = 3x%+7x*—8x%+5x2—2x—1. Consideremos el polinomio y sus
derivadas sucesivas (salvo multiplicacién por A > 0): 3x° + 7x* —8x3 +5x2 —2x — 1,
15x* + 28x2 — 24x2 + 10x — 2, 30x% + 42x% — 24x + 5, 1552 + 14x — 4, 15x+7, 1, que
son positivos en x = 1 y es una cota superior de las raices reales de A(x). Por
tanto, una cota inferior de las raices positivas de f(x) es % = 1. Por el teorema de
Budan-Fourier el niumero de raices positivas de f(x) es 1.

Los polinomios de Sturm son

—4x5 + 26x* - 33x% +98x + 5, 2x*—13x% +10x—49, —5+13x%, 8231/169 —5x, —
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Problemas del capitulo tercero. Soluciones

P20.

P21.

P22.

P23.

P24.

Entonces,
EZ3 =V2 =V(+,+,+,-) - V(+,+,+,+,-)=0
E° =V =V(+,+,+,-)-V(+,-,—,+,-)=—
E3=V}=V(+,—,—,+,-)=V(+,—,+,+,-)=0
EX=Ve=V(+,—,+,+,-)- V(- +,+,—-,-)=1

4,03, 52 o4
EI(M

Tenemos que calcular 2i-1y — 0, porque ¢ = 0 es un polo de mul-

tiplicidad par.
Traslademos el punto (1, 1) al origen. Tenemos que calcular el nimero de vueltas
de la curva x = t4fl’ y = 7,7 alrededor del origen: 1E112(tt2++11) 1E£1m =0,

porque no existen polos.

- 2ti \5_ (t2-1_ 2t _
La curva viene parametrizada por ( 2+1 t2+1) +(t2+1 t2+1)+1, para t € (—o0,00).

Luego el namero de vueltas alrededor del origen es igual a

1 41(3t5 - 28t° + 66t* - 2812 +3) 3x* — 284 + 66x% — 28x + 3

o0 [ee]

27 73410 3748 122216 —202t4 + 472 -1 © 3x5 — 37x% +222x3 — 202x2 +47x — 1

Apliquemos el teorema 3.5.11. Obtenemos los restos de Sturm: —9x3—3x2+5x+1,
—87x2 +50x — 7, —3x + 1. Luego el nimero de vueltas es

V(- +,+,—,+) = V(+,+,—,—,-)=3-1=2.

a) Podemos suponer ag > 0. Por la proposiciéon 3.5.38, podemos suponer que
ai,a9 > 0. Por el criterio de Hurwitz concluimos.

b) Podemos suponer ag > 0. Por la proposiciéon 3.5.38, podemos suponer que
ai,a9,as3 > 0. Por el criterio de Hurwitz concluimos.

¢) Podemos suponer ag > 0. Por la proposicién 3.5.38, podemos suponer que
ai,as,as,aq > 0. Por el criterio de Hurwitz, el polinomio es de Hurwitz si y so-
lo si ajasas —a%ao —a%a4 >0y ajas —asgag > 0. Ahora bien, ajasas —a%ao -
a%a4 = asg(aiasg —agao)—a4a%, luego el polinomio es de Hurwitz si y solo si

aiasas — a%ao — a%a4 > 0.

- x2 — yx+1=0. Consideremos el sistema

2
Sea y = x+—: 1

P(x)=
Q(x):xz—yx+1:0

Las soluciones del sistema son x = a;, y = a; + ail Luego las raices de R(y) :=
R(P,Q)sony=a; + a% Las raices de Q(x) son x,1/x (con y = x + 1/x). Luego

R(y)=P(x)-P(%)

. . . +vy2-4 - -4
haciendo el cambio x + % =y (o sustituyendo x = % % =L VY T



Soluciones. Problemas del capitulo tercero

P25.

P26.

P27.

P28.

P29.

La ecuacién x° — 1 = 0 tiene por soluciones las raices quintas de 1:

k 2kn 2kn
e =cos +sen
5
con lo que
2k7[ _ 1 kB —=hy _ 1 k 1
COS? —5(5 + £ )— 5(8 +€_k)

asi que el sistema es
¥-1=0 }
11
=—(x+-
y 2( x)

Siguiendo el problema 24, la resultante queda:

R(y)=(x° - 1)(96—15 1) =—(5+ x—15)+2

1

haciendo el cambio 2y = x +x!. Elevando x+x ! a 5 y a 3 y después de un

pequeno calculo se obtiene:

R(y)=16y°-20y3+5y-1

Igualmente sabriamos calcular el polinomio de raices sen ZkT”, conk=1,...,5,ya

que sen 22Z = L(¢k —¢7*) y se aplica el método del problema 25.
5 21

Es el polinomio R(y) = P(x) ~P(—%), haciendo el cambio y = x — % (es decir susti-

y+ y2+4y 1_y—\/y2+4)
2 YT xT T o

tuyendo x = 5 p

b b
x’ ax

en los en los problemas 24 y 26, que el polinomio buscado es R(y) = P(x)-P(‘f—x)

Si x es solucion de la ecuacion y = ax+ 2, entonces -~ también y se concluye como

. . . +1/y2—4ab -\ y2-4ab
haciendo ax + % =y (es decir sustituyendo x = % y of’—x = %).

Sea R(y) := R(P(x),F(x,y)) considerados P(x) y F'(x,y) como polinomios en x (con
coeficientes en k[y]). Igual que en los ejemplos anteriores f es raiz de R(y) y
de P(x), por tanto, x — B es factor comin del m.c.d.(P(x),R(x)). (Si la relaciéon se
verifica dnicamente para las raices a,as, entonces f es la inica raiz comun de
P(x),R(x)y, por tanto, el m.c.d.(P,R) = (x— ). Entonces S se calcula y @ sera una
raiz comun de P(x) y F(x, B) y, por tanto, de m.c.d.(P(x),F(x, 8)).

Conocidas @ = a1 y B = a3 se divide P(x) por (x — a1)(x — a2). El cociente P1(x) es
de grado n — 2. (jel grado de dificultad ha bajado en 2 unidades!).

Ro(x) = x% +ax + b, Ri(x) = P'(x) = 2x + @, Ra(x) = P(-%) = —% +0b, luego go =
2,8'1:1,g2=0ydo=1,d1:2,d2=—%+b;

2
A=(=1)®.R(P,P") = (~1)>1+10. 22_0(_% +5) 0 =2 _4p.
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Problemas del capitulo cuarto. Soluciones

P30.

Ro(x) =23+ px +q, R1(x) = P'(x) = 3x® + p, Ra(x) = 2px + q y por tltimo Rs(x) =
Ro(-3%) = £% + p, luego g0 = 3,41 = 2,82 = 1,85 =0 y do = 1,dy = 3,d3 =
%p,dg = g—zg—z +p:

33 q2

A=(-1)@.R(P,P') = ~(~1)3F21+10. 33‘1(210)2‘0(—2; +p)=-(4p®+27¢%).

Solucion de los problemas del capitulo cuarto

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

Sea G’ < G un subgrupo. Sea g € G'. Dado n €N, tenemos que ng=g+---+g€ G’
y -n-g=(-g)+-"-+(-g) € G'. En conclusién, G’ es un Z-submédulo de G. Sea
H < G un submédulo, en particular es un subgrupo. Sea f: G — G’ un morfismo
de grupos. Dado n € N, tenemos que f(n-g) = f(g+-"-+g) = f(g)+-"+f(g) =n-f(g)
yf(-n-g)=f(-g+"+(=g) = f(-g)+"+f(~g) = n-f(~g) = n(-~ f() = —n-f(g).
Luego, f es un morfismo de Z-mdédulos. Recirpocamente si f es un morfismo de
Z-moédulos en particular es un morfismo de grupos.

Sea E' ¢ E estable por T, es decir, tenemos el endomorfismo T\g/: E' — E/,
T\g/(e") = T'(e'). Por tanto, E' es un K[x]-médulo y la estructura de K[x]-médulo
es la inducida por E, porque p(T|g/)(e') = p(T)(e’), para todo p(x) e K[x] y e’ €
E'. Luego, E' es un K[x]-submédulo de E. Reciprocamente. si E’ es un K[x]-
submédulo de E, dado e’ € E’, tenemos que = T'(e') =x-e’ € E’, luego E' es estable
por T.

Sea (a;;) la matriz de T en la base {e;}, es decir, T'(e;) = }_;a;,e;. Tenemos que

x-Pple;))=Plx-e;) = Pp(T(e;)) = P(X;a;je;) =Y ja;jp(e;). Luego la matriz asociada
a x- en la base {¢(e;)} es (a;;).

Dadoae€ A ymeM, definimos a-m := f(a)-m.

El subconjunto N :={i1-m1+---+i,-m, € M, variandolos i€ I,m;e M, y r e N}
es un submédulo de M y es el minimo que contiene a {i - m}ier mem.

El conjunto {i-(m,m’), Vi€ I,(m.m') € M & M'} esta incluido en IM & IM’, luego
I-MeM'Y<IMeIM'. Los conjuntos {im, VieI,me M}, {im/,Vie I, m' e M'}
estan incluidos en I-(M & M'), luego IM,IM' < I-(M & M’), luego IM & IM' <
I- (Mo M').

El morfismo f: Kerre N — M, f(k,n) = k +s(n) es inyectivo: si f(k,n) =0, es
decir, £ +s(n) = 0, entonces tomando 7 obtenemos que 0+n =0,luegon =0y k=0
y (k,n) = 0. Por dltimo, f es epiyectivo: dado m, tenemos que m — s(w(n)) € Kern
y f(m —s(x(n)),n(n)) =m.

El morfismo 7: M — (M/N1)/Ng, n(m) := m es epiyectivo. Como

Kern={meM: m=0={meM: meNy}={meM: Ing € Ny tal que m = n1g}
={meM:meNs}={meM:3Inge Ny, n1€Ntalesque m =ni+ng}=Ni+Ny
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P8.

P9.

P10.

P11.

P12.

P13.

terminamos por el teorema de isomorfia.

El morfismo Ny — (N1 + N3)/N1, n — n, es epiyectivo de niucleo N1 N Ny. Por el
teorema de isomorfia concluimos.

Sean A, € A tales que Aa + ub = 1. Entonces, ub = Aa + ub = 1 en A/aA, luego p-
es el morfismo inverso de b-.

El morfismo 7n: Alaias — Ala1A & AlasA, n(t) = (£,f) es un isomorfismo por el
teorema chino de los restos. La composicion 7o ¢ es un isomorfismo por el pro-
blema 9 . Por tanto, ¢ es un isomorfismo.

En el caso general se argumenta igual. Probemos solo que (a;,c;) = A. Para ello
léase la demostracion del teorema 4.5.3.

Sea T'(t) 1a temperatura del sélido en el instante ¢. Por la ley de enfriamento de
Newton % =K-(5-T), es decir, '+ KT = 5K, que escribimos

(D +KId)T)=5K.

Una solucion particular Ty de esta escuacion diferencial es Ty = 5. Todas las
soluciones son 5+ Ker(D + KId) = 5+ e X%. 4. Tenemos que T(t) = 5+ e Kt .y,
T(0)=20y T(2)=10. Luego =15y K =In V3.

El apartado a) es una comprobacién inmediata. Resolvamos b). Tenemos
g=y +fy=D+fID) =D +fld)e e/ Ty)=e I TD(e!/ y).
Luego, D(e/fy)=e/fg. Entonces, e/ Ty =cte+ [e/Tgey=e/T(cte+ [e/Tg).

a) Consideremos el cambio de variable x = e (0 ¢ = Inx). Tenemos que % =0, por
la regla de la cadena:

0f(x) _0f(x) dx _0f(x)

- -0
ot " ox ot ox “-OUW
Por tanto,
] r-1 . r-1 )
Ker(®@ - ald) = Ker(a—t —ald) =e®-{)_ At} =x"-{)_A;(Inx)"}.
i=0 i=0

b) @2 = x2% +x%. Por tanto,
0=x2y"+bxy +cy=(0©%+(b-1)0+cId)(y).

Entonces, y € Ker(02 + (b —1)0 + ¢Id). Sean a, f = —brlty éb_l)z_‘lc. Entonces,

Cf Ax®+ pxh, sia#f
| x*(A+ulnx), sia=p
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P14. Tenemos (D? +aD +b1d)(f) = 0. Las raices de x + ax + b son =4£¥a"—4b ‘2"2_41’. Luego,

V_al+d V—aZ+4b
feKer(D?+aD +bId) = e 5" -(/lcos(aT+bx) + ,usen(aT+x)).

P15. Calculemos una solucién particular. Sea E = {coswt,senwt). Busquemos en E
una solucién particular. Resolvamos (D2 +aD +b1d)(Acoswt+psenwt) = ¢ coswt,

es decir,
b-w?) A+aw-p=c
—aw-A+(b-w?)-pu=0
b— 2
Luego, A = (b_(;gz)zlfa)zw2 yu= (b_wg)%uiazww

1 xi ,—Xi 1 2xi  ,—2xi 2
P16. fxzcoszx dx = T)(;ﬂ(%)Z) — l_)(xZe +e4 +2)

3 2x1 —2x1

x e 1 2 e 1 2

6 T D @)+ T pgma®?)
x e2xl =

te+§+

— ; 2xi  ; s
(5 + 3D + DA + (4 + 1D + ZD?)(?)
%8 (2x2+1)sen(2x) , xcos(2x)
G 8 teg -

P17. El endomorfismo p(D): Ker(D —a)**! — Ker(D — a)**! es un isomorfismo porque
p(x) es primo con (x — @)™. Luego, (D — a)™f = p(D) 1(e®* - g4(x)) = % - q5(x) €
Ker(D —a)**1. El morfismo (D —a)™: Ker(D —a)**™*! — Ker(D — a)**! es epiyec-
tivo, luego existe f = e** -(Z;’Z’)"aixi) tal que (D —a)™f = e - q.(x). Es decir,

m+r . m+r .
™ q(x)=(D - )™} a;x’)=e™-D™(Y a;x’)
i=0 =0

y podemos suponer que a; =0 para i < m.

P18. Tenemos que A(;L) = ((n;l) - ('J’)) = ((jfl)). {(5)(1),---, (%)} son linealmente inde-
pendientes: Si p(n) =Y"_, )Lj[?), entonces A'(p(n)) = Z;:ixli(jfi) y el término 0
es A;. Por tanto, si p(n) =0, entonces A; =0 para todo j. Por dimensiones, tene-
mos que {(j), (7)., (%)} es una base de Ker A”*1.

Por iltimo, observemos que Al =(V-1) = Zj.zo(—l)jvi‘j.

p(n)=Y" i% =L+ A1(7) + A2(3) + A3(3). Con

0 1 1
Ao=|_|(-1)°p(0) =0, Alz( )(—1)°p(1)+( )(—1)1p(o>:1,

0 0 1

2 2 2
Aa=| (—1)0p(2)+(1)(—1)1p(1)+(2)(—1)2p(0):5—2:3,

3 0 3 1 3 9
Ag = 0 -1 "p@3)+ 1 (-1 p2)+ 9 (-1)°p(1)=14-3-5+3-1=2.



Soluciones. Problemas del capitulo cuarto

P19.

P20.

P21.

P22.

Sea a, los numeros de longitud n con las condiciones exigidas. Sea b, los nu-
meros de longitud n con las condiciones exigidas y que acaben en 1, sea c, los
numeros de longitud n con las condiciones exigidas y que acaben en 0. Tenemos
que b, =an-1,a,=b,+c, ya, =2b,-1+c,—1. Por tanto,

ap=2bp 1+tcp1=2bp1+@p-1-bp-1)=ap-2+a,1.
Luego, (V2 -V —-1)a,) =0y ademés a1 =2y as = 3. Que sabemos resolver.
La ecuacién es (V2 +2V—8)(a,) = (2"). Observemos que V2 +2V -8 = (V—-2)(V+4)
y que (V—2)(2") = 0. Por lo tanto, (V—2)2(V +4)(a,) = 0. Luego, a, = 2™(an +b) +
(=4)"c. Si aplicamos (V-2)(V+4) a a,, obtenemos
2" = (V+4)(V-2)2"an+b)) = (V+4)(2"(2A) an+b)) = (V+4)(2" a) = 2" (4+8)a,

-1
luego a = 75.

Sea a, := Z?z_ol g'. Entonces, (a,) = %(g”). Observemos que (V- g)(g") = 0. En-
tonces, una solucién particular es

1 ny _ 1 ny _ 1 _ ny _ 1 n
(an)=71(€) =57 )—(—g_1+s(V)(V &g )——g_l(g )

Todas las soluciones son (a,) = (g%nl) + KerA = (gngl) + (1) Ahora bien, 1 =a; =
g__
n ) n+1l -1 n+1_1
Zg], — g + — g
=0 g-1 g-1 g-1

g _1_.8 _ -1 . 2
Z-1 T H- Luego u=1 ra il En conclusién,

Sea i, es el dinero que pagamos en el afio n por los intereses del capital que
tenemos prestado durante el ano n y a, el dinero que amortizamos en el afio n
por el capital prestado. Entonces, d,, =i, +a,. Tenemos que i, =1 -(K —Z;’:—llar).

Por tanto,

n-1

dp=a,+1- (K- Z ar).

r=1

Si aplicamos el operador diferencia A, entonces 103 = A(a,)—1I-a, = (V-(1+
3

D)(ay). Por tanto, a, =(1+1)" -1+ #. Tenemos que calcular A. Nos falta decir
que amortizamos la hipoteca en N aiios, es decir,

N
K= Z ar
r=1
n 3.(p—
Tenemos que b, := Z;‘:—lla, = (1+p A _ 10 (I” D + . Como b7 = 0, tenemos que
_ N+1 3. .
W= M Luego K = by41 = (1+DI A_ IOIN - /1(11”) y despejando obtenemos
_ _ IK+103N
que A = TV —(5D Entonces,
103N
—103 IK + @Y 1_03

di=a1+IK=1+DA+ +IK =

__1
a+DN
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P23.

P24.

P25.

Observemos que D (¥ ; ci(x)s;(x)) =Y, ci(x)D's;(x), para i < n. Entonces,

DY ci(0)si(x) =D} ci(x)D" Ls;(x) = Y ci(x)D"s;(x) + Y_ c;(x) D" Ls;(x).

Luego, p(D)(X; ci(x)s;(x)) = ¥; ci(x)p(D)(s;(x)) + ¥; ci(x)s;(x)* D = 0+ f(x).

Observemos que
V(gh)=gV(h)+A(g)V(h)

Por tanto, por esta formula y la primera ecuacion del sistema de ecuaciones
V(Z cisi) = ZciV(gi)+ZA(ci)V(si) = ZciV(gi)
i i i i
Luego, por la formula y la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones
VAR cisi) =V ciV(gN) =3 ciVA(g:)
i i i
y recurrentemente
VI eis) = V(L eV g =) eV (g
i i i

Escribamos p(V) = V" + ¢(V). Entonces,
PV cisi) =V e+ cig(Ws; =V ¢; V' 1si)+ ) cig(Vs;
L = Al(cL')V’sli)+(Z_ Civrsi);ZCiQ(v)Si |
= (iA(ci)V"si) +Zlcip(V)si = ;‘ +0=f

a) Supongamos que R# K y sea a € K\R. Evidentemente, a es R-algebraico por-
que el morfismo R[x] — K, p(x) — p(a) no pueder ser inyectivo, pues dimy R[x] =
oco. Rla] = Rlx]/(p(x)), donde p(x) es el polinomio ménico de grado minimo que
anula a a, que es irreducible (porque D es integro). Las raices de p(x) estan en
C, luego R[a] = C y son iguales.

b) Supongamos que R # D. Dado a € D\R, tenemos que R[a] es un cuerpo con-
mutativo: es isomorfo a R[x]/(p(x)), donde p(x) es el polinomio ménico de grado
minimo que anula a a, luego es irreducible y R[x]/(p(x)) es un cuerpo. Por el apar-
tado anterior R[a] = C. Consideremos un morfismo inyectivo C — D (que lo pen-

saremos como una inclusién) y consideremos el endomorfismo C-lineal D = D,
d — d -i. Obviamente, (-i)?> = —Id, luego x? + 1 anula al endomorfismo -i. Sea
D* =Ker(-i—i) y D™ = Ker(-i +i). Sabemos que D = D" & D~. D" = C, porque
si existe a € D*\C, tendriamos que C[a] < D* es un cuerpo cuya dimensién co-
mo R-espacio vectorial seria mayor que 2. Observemos que dados a,a’ € D" y
B,B8' € D™, tenemos que aa’,fp € D* y af € D™. Por tanto, como el morfismo
inyectivo D* — D™, d — d - B compuesto con el morfismo inyectivo D~ — D*,
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d — d - es un isomorfismo, tenemos que D =D*e D" - =CeaC-f, para todo
B €D~ no nulo. Ademsis, 2 € R porque 2 € CNR[B] que es igual a R porque R[]
tiene dimensién 2. Es més, 2 < 0, porque si 82 > 0 entonces el polinomio x? — 2
tiene dos raices reales y la raiz no real  (que pertenecen al cuerpo R[] = C), lo
que es contradictorio. Sea A = /-2 eR" y j:= g € D™, entonces j2 = —1. Tene-
mos que D :CeB(E-j: ReR-ioR-joR-ij. Como ij = —Ji, si definimos & =i,
tenemos que i2 = j? k2 ijk = —1. Si existe D, hemos probado que existen
1,i,7,k cumphendo i2=j2=k%=ijk=-1y formando una base de D. Veamos

que existe un cuerpo no conmutativo de dimensién finita. Sea
z1 =z
D:{( ! 2) Vz1,29 € CH
—22 21

es una extension de cuerpos (no conmutativa) de R de dimension 4.

Solucién de los problemas del capitulo quinto
P1. Escribamos el sistema matricialmente

x2—x Cy-Cs x2 -1 x+1

x2-1 ~ x(x+1) 1 X

x2 X x+1

x(x+1) x+1 X

x2—x
x2-1

Fi+Fy 2x2+x 0 2x+1|2x2—-x—-1 C3-2C2 2x2+x 0 2x+1]|2x2-x—-1

x(x+1) 1 X x?-1 Cl—xml)@ 0 1 0 x2-1

cl;écgo 0 2x+1]2x2-x-1
01 0 x2-1

Cuyas soluciones son Z;, = x?-1, Zé =x-1, Z’1 = p(x) (cualquiera). Entonces,

p(x) p(x) p(x) p(x) VA
Fy—xF Fo—xF. F3—F
P | W x?-1 5 x—1-xp(x) o x—1-xpx)|=|Z9

x—1 x—1—xp(x)) 2D 1 _xp(x) 0 Z3
P2. Los grupos abelianos desisomorfos de orden p2g son

Z/p?7e7/qZ, 7/pZ & Z/pZ e Z/qZ.

P3. Sea G un grupo abeliano de orden finito. Entonces, G = @Z/p?‘j Z, para ciertos
ij

primos p; (p; primo con p;j, para i # j) y ciertos n;;. Si no existe un i, con dos
nij, entonces por el teorema chino de los restos G seria ciclico. Tenemos pues
un subgrupo G' = Z/p 17 & Z/p 27 de G. El subgrupo de G’ definido por G" =

(p; i 1) X (p ) es el subgrupo buscado.

z z z z . .
10Observemos que det( 51 22) 12112 + |22|2 luego si ( 21 ;) es no nula, entonces es invertible.
-2 21 2 21
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P4.

P5.

P6.
P7.

Por el problema anterior, si G no es ciclico contiene un subgrupo G’ isomorfo a
Z/pZ x Z/pZ, que contiene al menos dos subgrupos isomorfos a Z/pZ.

SiG=7/nZyd|n, sea m =n/d. Entonces, (f1) es un subgrupo de orden d. Si H
es un subgrupo de orden d, entonces H € Kerd: = (m), luego H = (m).

Que G sea un subgrupo discreto equivale a decir que si una sucesion {g,},en
de elementos de G es converge a un punto g € R", entonces g, = g, para todo
n = m, para cierto m. Esto es equivalente a decir, que si una sucesion {g,},cn de
elementos de G es converge a 0, entonces g, =0, para todo n = m, para cierto m.

Procedamos por induccién sobre n.

Supongamos que n = 1. Dados g1,g2 € G no nulos, tenemos que (g1,g2) es un
grupo abeliano finito generado sin torsiéon, luego es libre. Veamos que es de rango
1. Consideremos , el epimorfismo 7: Z? — (g1, g2), n(n,m) = ng1+mgs. Tenemos
que Z? = (g1,g2) ® Kern. Por tanto, el rango o es 1 (y hemos terminado), 6 es 2 y
en este caso Kerm =0, es decir, g1 y g2 son Z-linealmente independientes. Ahora
bien, dados dos nimeros reales (g1 # g2) existen A,,u, € Z, no nulos, de modo
que 1,81+ ung2| < 1/n. Entonces, la sucesion {1, g1+ u, g2} converge a cero y lle-
gamos a contradiccion. Sea g1 € G no nulo, si {g1) g G, sea g’1 € G\{g1), tenemos

(g1) S (g1,87) = (g2). Si(g2) C G, sea g, € G\(gy), tenemos (g3) < (g2,83) = (g3)-
Asi sucesivamente vamos obteniendo una cadena

<g1>§<gz>g-g<gn>§---

que ha de estabilizar, porque si no la sucesiéon de numeros reales no nulos {g,}
seria convergente a cero. Por tanto, G = (g,), para un n >> 0, y es libre de rango
1.

Supongamos G cR”, con n > 1. Sea n: R* — R L, 7(x1,...,%,) = (x9,...,%,). Vea-
mos que 7(G) es un subgrupo discreto de R*~!: Sea {n(g,)}, con g, € G y n(g,) # 0
para todo n, una sucesion convergente a 0. Podemos suponer que ||7(g,)|| < 1 pa-
ra todo n. El nicleo del morfismo 7| : G — n1(G), es igual a GNRx 0 x o= (g,
por el caso n = 1. Tomando g, + m - g, con m € Z conveniente, en vez de g,, po-
demos suponer que la primera coordenada es de médulo menor que ||g||. Por
tanto, [|g,]] < lIm(g )l +11gll <1+]|gl|. Por tanto, {g,} es una sucesion de puntos
que yacen en un compacto de R”. Luego, contiene una subsucesion convergente y
llegamos a contradiccion. Por hipétesis de induccién, 7(G) es un grupo abeliano
libre de rango menor o igual que n — 1. Por tanto, el epimorfismo n,g: G — n(G)
tiene seccién y G = n(G) ® Ker | y como Kerm g es libre de rango menor o igual
que 1, hemos concluido.

Los divisores elementales de x- son x,x2,x°.

El polinomio anulador divide a x*, para n >> 0. Luego los divisores elementales
son potencias de x. Por tanto, solo hay tres casos {x3}, {x2,x}, {x, x,x}.
En dimensién 4, {x*}, {x3,x}, {x2,x2}, {x2,x,x}, {x,x,,x}.

En dimensién 5, {x5}, {x*, x}, {x2, 2%}, {x3,x,x}, {x2,x2,x}, {x2,x,x,x}, {x,x,x,x,x}.
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Ps.

P9.

P10.

P11.

Pi2.

P13.

P14.

a) Los divisores elementales pueden ser {(x — 1)?,(x —1)?,x — 1} o bien pueden ser
{(x—12,x-1,x—1,x—1}.

b) Los divisores elementales pueden ser {(x? + 4)?,x? + 4, (x + 8)%} o pueden ser
{(x% +4)2,(x +8)%,(x +8)%} 0 {(x® +4)%,(x + 8)%,x + 8,x + 8}.

El polinomio anulador de T es x?, dimg Kerx- = dimg Ker D? = 2. Luego, solo hay
dos divisores elementales que han de ser {x2,x3}.

Escribamos

=(Z/p"Z & 0Zp " D)o 8 (Zp' T & Zp, " T),
con pi1=pig=---, ..., Pri = pro = ---. El minimo nimero natural »n no nulo tal
que n-g =0 para todo g€ G es n=p|"---p;" y |G| = Hijp?”. G es ciclico si y
solo sis;=---=s,=1, que equivale a que n = |G|.
Obvio.
Es una sencilla comprobacion.

El polinomio caracteristico de A es x*—7x+5 que no tiene raices miltiples. Luego,
A solo tiene un factor invariante x* — 7x + 5.

El polinomio caracteristico de B es x%(2 + x)?. La dimensién de KerB es 1 y la
dimensién de Ker(B +2) es 1. Luego, los divisores elementales son x2,(2 + x)?.

El ideal anulador de e = (1,0,0,0) es x2(2 + x)2. Entonces una base de Jordan es
{(Q+x)2-e,x-(2+x)%-e,x%-¢,(2+x)-x2-¢e}, es decir,

(2,4,2,4),(0,4,0,4),(2,-4,-2,4),(0,4,0,—4)}.

En esta base la matriz asociada a B es

00 0 O

10 0 O

00 -2 0

00 1 -2
X 1 0 -1 -1 x-3 -1 -1 x—3

leF3 F3+xFy

0 x-1 2 0 x-1 2 A 0 x-1 2
-1 -1 x-3 x 1 0 0 1-x x(x—3)
Co-Cq -1 0 0 CoxC3 -1 0 0 F3+@F2
> 0 x- 2 ~»1 0 2 x—1 S
Ca+(x=3)Cs 0 1-x x(x—3) 0 x(x-38) 1-x

02x1 2% 0 2 o

1
X
-1 0 ) -1 0 0
(1) -2 |
0 (o ¥=2— 0 (o ¥=2lemx) 5 X
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P15.

P16.

P17.

Por tanto, R? = R[x]/((x — 1)2(2 — x)) = R[x)/(x — 2) & R[x]/((x — 1)) y los divisores
elementales son (x—2) y (x—1)2 .

Sea e =(1,0,0) entonces una base de Jordan de T, es
x-1)%e=(1,-2,1), (x—2)e = (-2,0,1), (x — 1)(x — 2)e = (2,-2,0)}.
R3 = [Rlx]/(x —2)]-(1-2,1) & [Rlx]/((x — 1)*)]- (-2,0,1).

ca(x) = (x — 2)*, Ker(A —21d) = (((2,3,0,1),(0,-2,1,0)) y Ker(A — 2Id)? = C*. Los
vectores (1,0,0,0) y (0,1,0,0) son una base suplementaria de Ker(A —21d) dentro
de Ker(A — 21d)2. Entonces,

{(1,0,0,0),(A —21d)-(1,0,0,0),(0,1,0,0),(A — 2Id) - (0, 1,0, 0)}.

es una base de Jordan de A.

Tenemos que cg(x) = (x — 2)*. Ker(B —21d) = ((0,2,0,1),(2,-1,1,0)) que esta es-
trictamente incluido en Ker(B —21d)? = ((—4,0,0,1),(4,01,0),(2,1,0,0)) que es-
ta estrictamente incluido en Ker(B —21Id)? = C*. Una base suplementaria de
Ker(B —21d)? dentro de Ker(B—21Id)3 = C* es (1,0,0,0). Tenemos la primera par-
te de nuestra base de Jordan: {(1,0,0,0),(B—-21Id)-(1,0,0,0),(B—2Id)2-(1,0,0,0)},
es decir,

{(1,0,0,0),(-2,3,-2,0),(4,0,2, 1)}

Por dimensiones (—2,3,-2,0) es una base suplementaria de Ker(B —21d) dentro
de Ker(B —21d)2. Por dltimo como (4,0,2,1),(0,2,0,1) es una base suplementaria
de 0 dentro de Ker(B —21d), la base de Jordan es

{(1,0,0,0),(-2,3,-2,0),(4,0,2,1),(0,2,0, 1)}.

Dado un k[x]-médulo M, entonces M* = Homy(M, k) es un k[x]-médulo de modo
natural: Dados p(x) € k[x] y w € M*, se define (p(x)-w)(m) := w(p(x)-m).

El ideal anulador de M es igual al ideal anulador de M *: Si p(x)-M = 0, entonces
px)-M* = 0. Por tanto, Anul(M) < Anul(M ™). Si p(x)-M # 0, existe m € M tal
que p(x)-m # 0. Sea w e M* tal que w(p(x)-m) # 0, entonces p(x)-w # 0, ya que
(p(x)-w)(m) = w(p(x)-m)# 0. Con todo, Anul(M) = Anul(M*).

Si dimp M = n < oo, entonces dim, M* = n. Si M = k[x]/(p(x)) entonces M* =
klx)/(p(x)), porque Anul(M*) = Anul(M) = (p(x)), y M* = k[x]/(p(x)) por dimen-
siones. Si M = M1 & M3, entonces M* = M} ® M; como k[x]-médulos. Por dltimo
si M = &;k[x]/(p;(x)) entonces M™* = &, k[x]/(p;(x))" = &;k[x]/(p;(x)).

Por tltimo, si la matriz asociada a x-: M — M en una base es (a;;), entonces la
matriz asociada a x-: M* — M " en la base dual es la transpuesta de (a;;).

Por transformaciones elementales obtenemos
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(7 51)&552(2 2 —2)&;3)&(2 2 —Z)ng(l -1 7)
5 3|3 5 3|3 1 -1 7 2 2 |-2
Fz:/g)F1(l -1 7)

0 4 |-16 |

Luego, y=-4yx=3.

P18. Por transformaciones elementales obtenemos

12 46, (2 0 0
(g g)w((l) Z), (30 8 4)~»(0 42 0).
24 6 8/ lo o -2

Luego el primer grupo es isomorfo a Z/47 y el segundo a Z/2ZZ & 7/427 & 7/27;
y no pueden ser isomorfos por que tienen divisores elementales distintos {22} #
2,2,3,7,2}.

P19. Los divisores elementales son {2,2,3} en tal caso el grupo es isomorfo a Z/27 x
Z/27 x 7/3Z =~ 7/27 x Z/6Z, o son {22, 3} en tal caso el grupo es isomorfo a Z/4Z x
Z/37. En ambos casos existen sistemas generadores formados por dos elementos.

P20. Es consecuencia inmediata del teorema de Cayley-Hamilton.

P21. El polinomio caracteristico cy(x) y el polinomio anulador pg;,;(x) tienen las
mismas raices, por tanto, un polinomio es primo con cr(x) si y solo si es pri-
mo con Pgnyui(x). Si p(x) es primo con pgny,(x) existen A(x) y u(x) tales que
AMx)p(x) + wx)panui(x) = 1. Por tanto, M(T)o p(T)+0 =1d y el inverso de p(T)
es M(T). Si p(x) ¥ panui(x) no son primos entre si, sea g(x) el maximo comun di-
visor. Observemos que si q(T') es inyectivo, entonces el polinomio anulador seria
Panui(@®)/q(x), y esto es contradictorio. Como Kerq(T) < Ker p(T'). tenemos que
p(T) no es inyectivo, luego no es invertible.

P22. Sea {e,...,e,} una base de E’ y (a;;) la matriz de T\g'. Sea {e1,...,e,} una base
de E, luego {€,41,...,é,} es una base de E/E’. Sea (b;;) la matriz de T en la base
{€r41,...,€,}. La matriz de T en la base {eq,...,e,} es de la forma

( (aij) (Crs) )
0 |[(br)

(aij)_XId ‘ (crs)
0 | (br)—x1d

y el polinomio caracteristico es

cr(x) =

‘ = ey, (%) - cp(x).

=

P23. Sea {eq,...,e,} una base de Jordan de T'. La matriz de T es la base de Jordan es
triangular, de diagonal ay,...,a,. Es facil comprobar que la matriz de p(T) en
la base {e1,...,e,} es triangular de diagonal p(aq),...,p(a,). Luego el polinomio
caracteristico de p(T) es [[7_; (x — p(a;)).
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P24.

P25.

SiaeR, E=Clx)/(x—a)* y T = x-, entonces tenemos el isomorfismo de R[x]-
modulos

Clal/((x — a)") = (1) ® (i) = RIx}/((x — )") & RIx]/((x — )™).

SiaeC\R, E=Cl[x]/(x—a)* y T =x-, entonces tenemos el isomorfismo de R[x]-
moédulos
Clxl/((x — a)™) = (1) = RIx((x — @) - (x — @))™).

En ambos casos, el polinomio caracteristico de T' como endomorfismo R-lineal es
cr(x) - cp(x).

El caso general se deduce de que E = &, Clx]/((x — a)"*7).

El nicleo del morfismo R[x] — Clxl/((x—a)™), g(x) — @ esigual a (p(x)"), porque
g(x) =0 siy solo si @ es una raiz de g(x) de multiplicidad mayor o igual que n.
Por tanto, Rlx]/(p(x)") = Clx)/((x — @)"*) (como R[x]-médulos) porque es inyectivo y
la dimensién de ambos es 2n. En la base {1,x—a,...,x— a1} de Clx)((x — &)™)
como C-espacio vectorial, la matriz de x- es la matriz de Jordan conocida. La base
{1,i,x—a,ix—a,...,x— a’”_l, ix=a" Y de Clx)/((x—a)"™) como R-espacio vectorial,

es la base del problema buscada. Si @ =7, entonces h; = (2 _01) y

hi ho ho\’ (hi ho ho\ [(ho ho ho
x3-= hl hi h() =[ h() hi h() + hl h() h() ]3:
ho h1 h; ho ho h; ho h1 ho
—-h; ho  ho ho ho ho ho ho ho
= h() —hi h() + —3h1 ho h() + h() h() h()
ho ho -—-h; ho -3h1 ho 3h; ho ho
—hi ho ho
=|-3h1 -h; ho |.
3h; -3hi1 —h;
th; ho ho ho ho ho th; ho ho ho ho ho
ho th; hol|+|th1 ho ho ho th; ho thi ho ho
et — o ho ho th; ho thi hy —e ho ho th; e ho thi ho
hoi ho ho hi ho ho hei  ho  ho
=1 ho heti ho |- thi hi hol|= theti heti ho
2 2
ho ho heti %hl thi1 hi %heti theti heti
B = cost —sent
COn et = \gont  cost )’
1 0 —Qn-1
P26. Comprueba que A, = . . Sea K = k[yl/(p(y)) y a = ¥. El mor-
o -+ 1 -ai
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P27.

médulos. La matriz del endomorfimo K-lineal K[x]/((x — a)™) — K[x]/((x — a)™),

g(x) — xq(x), en la base {1,% — a,...,(x — @)™ 1} es la matriz de Jordan conocida.
Via ¢, la base requerida es igual a

-1.. (= -1 (= -1 = -1_n-1
{1,a,...,a" ;..;G-a)" ,G-a)" " a,...,x—a)" "a" "}

Escribamos el sistema de ecuaciones V(X,,) = A -X,,, con

Xn Xn+1
Xp=|yn|, VXp):=Xps1=|yne1|, Ai=(ay)).

Zn Zn+1

Entonces, las soluciones seran X,, = A" -C, siendo C una matriz de una columna
y tres filas con coeficientes constantes cualesquiera. Para calcular A" para todo
n, recordemos que A = B-J-B71, siendo J la matriz de Jordan asociada y que
A"=B-J"-B7L.
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