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Introducción

El presente texto está concebido por el autor como el manual de la asignatura
cuatrimestral Álgebra I, del tercer curso del Grado de Matemáticas de la UEX. En
este curso estudiamos la Teoría de Galois como elemento nucleador para introducir
tópicos fundamentales en Matemáticas y Álgebra como la Teoría de Grupos, la Teoría
de Cuerpos y herramientas como el producto tensorial de módulos y álgebras, y la
toma de invariantes por la acción de un grupo. Los únicos requisitos exigidos en esta
asignatura son la noción de grupo y cociente por subgrupos, la clasificación de los
grupos abelianos finitos, las nociones de anillos, anillos íntegros y cuerpos, cociente
por ideales y el teorema chino de los restos, y la noción de módulo y cociente por
submódulos.

El manual está dividido en seis temas. En cada tema incluimos un cuestionario,
una lista de problemas (con sus soluciones) y la biografía de un matemático relevante
(en inglés). Al final incluimos una extensa práctica de ordenador que usa el programa
Mathematica.

Hagamos una breve descripción del contenido de la asignatura.
Puede definirse el Álgebra, con ingenua concisión, como la rama de las Matemáti-

cas que estudia las raíces de una ecuación algebraica a0xn +a1xn−1 +·· ·+an = 0. Con
mayor generalidad, podría decirse que es la disciplina que estudia las soluciones de
los sistemas de ecuaciones algebraicas en n indeterminadas

p1(x1, . . . , xn)= 0
p2(x1, . . . , xn)= 0

· · ·
pr(x1, . . . , xn)= 0

Así pues, un primer curso en Álgebra debería estudiar las ecuaciones p(x) = 0.
Luego, un primer curso en Álgebra debería explicar la Teoría de Galois, que es la
teoría que aplica la teoría de grupos para el cálculo de las raíces de un polinomio.

Consideremos un polinomio p(x) = a0xn + a1xn−1 + ·· · + an ∈ Q[x] con coeficientes
racionales. El teorema fundamental del Álgebra, que probaremos, afirma que existen
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α1, . . . ,αn ∈ C de modo que p(x) = a0 · (x−α1) · · · (x−αn). El grupo G formado por las
permutaciones de las raíces que respetan las relaciones algebraicas que existan en-
tre ellas (es decir, si α1, . . . ,αn cumplen cierta relación algebraica y σ ∈ G, entonces
σ(α1), . . . ,σ(αn) también la cumplen) se denomina el grupo de la ecuación p(x) = 0. Si
Q(α1, . . . ,αn) es el cuerpo de descomposición de p(x), es decir, es el mínimo subcuerpo
de C que contiene a las raíces α1, . . . ,αn de p(x), se demuestra que G coincide con el
grupo de todos los automorfismos de cuerpos de Q(α1, . . . ,αn).

Se dice que un grupo G es resoluble si y solo si existe una cadena de subgrupos

{1}=G0 ⊂G1 ⊂ ·· · ⊂Gs−1 ⊂Gs =G (∗)

de modo que G i−1 es normal en G i y el orden de G i/G i−1 es primo, para todo i. Se
dice que las raíces de p(x) se obtienen por radicales, si pueden expresarse mediante
las cuatro operaciones fundamentales (suma, resta, producto y división) y la toma de
radicales ( sp 1), de números racionales. La Teoría de Galois prueba que las raíces de
p(x) pueden obtenerse por radicales si y solo si el grupo, G, de la ecuación p(x) = 0 es
resoluble; y si es conocida la cadena (∗), da el procedimiento para calcular las raíces
de p(x).

En general, el grupo de las ecuaciones polinómicas p(x)= 0 de grado n es igual a Sn.
Estos grupos, como probaremos, solo son resolubles para n = 2,3,4. De esto se deduce
que las raíces de las ecuaciones de grado 2,3 y 4 pueden obtenerse por radicales. Por
ejemplo, probamos que las raíces α1,α2,α3 de p(x)= x3 +a1x2 +a2x+a3 son

αi = 1
3

(−a1 +
3

√
−2a3

1 +9a1a2 −27a3

2
+ 3

2

√
−3(a2

1a2
2 −4a3

1a3 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3)

+ 3

√
−2a3

1 +9a1a2 −27a3

2
− 3

2

√
−3(a2

1a2
2 −4a3

1a3 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3) )

Por otra parte, se demostrará que en general las raíces de las ecuaciones de grado
superior a 4 no se pueden expresar mediante radicales.

Históricamente al estudiar las raíces de un polinomio aparecieron los cuerpos
Q(α1, . . . ,αn), como objetos que aclaraban y simplificaban la teoría. Aparecieron los
grupos: el grupo de las “simetrías” de las raíces de p(x), que coincide con el grupo G de
automorfismos del cuerpo Q(α1, . . . ,αn). Apareció la noción de invariantes por la acción
de un grupo: Dado un subgrupo H ⊆G, el subcuerpo de los invariantes de Q(α1, . . . ,αn)
por H, que denotamos Q(α1, . . . ,αn)H , está definido por

Q(α1, . . . ,αn)H := {a ∈Q(α1, . . . ,αn) : h(a)= a, ∀h ∈ H}
1Con rigor, cuando uno toma una raíz s-ésima de un número complejo ρ · eθi debe precisar cuál de los

números complejos spρ · e θi
s · e 2kπi

s , con k = 0, . . . , s−1, toma.
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Por el teorema de Artin, Q = Q(α1, . . . ,αn)G . Si G es un grupo resoluble y tenemos la
cadena de subgrupos

{1}=G0 ⊂G1 ⊂ ·· · ⊂Gs−1 ⊂Gs =G (∗)

de modo que G i−1 es normal en G i y el orden de G i/G i−1 es un número primo pi, para
cada i, entonces tenemos la cadena de subcuerpos de Q(α1, . . . ,αn),

Q=Q(α1, . . . ,αn)Gs ⊂Q(α1, . . . ,αn)Gs−1 ⊂ ·· · ⊂Q(α1, . . . ,αn)G0 =Q(α1, . . . ,αn)

Denotemos K i el mínimo subcuerpo de C que contiene a Q(α1, . . . ,αn)G i y a e
2πi
|G| . El

teorema 90 de Hilbert, prueba que existen ai ∈ K i (calculables) tales que

K i−1 = K i +K i · pi
p

ai +·· ·+K i · ( pi
p

ai)pi−1.

Recurrentemente, tendremos que α1, . . . ,αn se pueden obtener por radicales.
La Teoría de Galois resuelve clásicos problemas de construcción con regla y compás.

Demos algunos ejemplos:

1. Dice qué polígonos regulares podemos construir (con regla y compás). Por ejem-
plo, los polígonos regulares de n lados que podemos construir, para n < 500̇00,
son aquellos que cumplen que

n = 2m1 ·3m2 ·5m3 ·17m4 ·257m5 , m1 ≥ 0, 0≤ m2, . . . ,m5 ≤ 1

2. Demuestra que la cuadratura del círculo es imposible. No se puede construir con
regla y compás un cuadrado de área la del círculo unidad.

3. Demuestra que no se puede construir un cubo de volumen 2.

4. Demuestra que en general, los ángulos no se pueden trisectar.

El estudio del conjunto de las raíces de p(x) es equivalente al estudio del álgebra
Q[x]/(p(x)). Con mayor generalidad: Consideremos un sistema de ecuaciones

p1(x1, . . . , xn)= 0
p2(x1, . . . , xn)= 0

· · ·
pr(x1, . . . , xn)= 0

y denotemos por X ⊆An el conjunto de todas las soluciones de este sistema de ecuacio-
nes. Dos funciones sobre X , es decir, dos polinomios f (x), g(x) ∈Q[x1, . . . , xn] coinciden
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sobre X si f (x)− g(x) ∈ (p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn)) ⊆Q[x1, . . . , xn]. Por lo tanto, po-
demos considerar el anillo

A :=Q[x1, . . . , xn]/(p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn))

como el anillo de todas las funciones (polinómicas) de X . Un resultado general nos dice
que el estudio de X coincide con el estudio del anillo A. Con mayor rigor y precisión,
el estudio de las soluciones complejas del sistema de ecuaciones anterior (no solo las
soluciones racionales), con sus posibles multiplicidades, etc., es equivalente al estudio
del correspondiente anillo de funciones, A.

Si X ′ ⊆ Am es el conjunto de todas las soluciones de otro sistema de ecuaciones
q1(y1, . . . , ym)= ·· · = qs(y1, . . . , ym)= 0 entonces por razones evidentes se dice2 que

Q[x]/(p1(x), . . . , pr(x))⊗QQ[y]/(q1(y), . . . , qs(y))=Q[x, y]/(p1(x), . . . , pr(x), q1(y), . . . , qs(y))

es el anillo de funciones de X × X ′.
Dada A =Q[x]/(q(x)) y un cuerpo K ⊆C, se cumple que

A⊗QK = K[x]/(q(x))

El teorema chino de los restos mostrará que A⊗Q K es isomorfa a un “álgebra trivial”
K × n· · · ×K si y solo si K contiene todas las raíces de q(x) (estamos suponiendo que
q(x) no tiene raíces múltiples, por ejemplo cuando sea irreducible). Si α1, . . . ,αn son
las raíces de q(x), entonces K = Q(α1, . . . ,αn) es el mínimo cuerpo tal que A ⊗Q K es
trivial. En la Teoría de Galois hay dos procesos fundamentales. El proceso de “trivia-
lización”, que consiste en cambiar de cuerpo base, de Q a Q(α1, . . . ,αn), es decir, tensar
por ⊗QQ(α1, . . . ,αn), y el proceso inverso de toma de invariantes por el grupo G. Múlti-
ples cuestiones se resuelven primero por cambio de cuerpo base de Q a Q(α1, . . . ,αn), y
por toma de invariantes por G volvemos a Q.

En diversas ramas de las Matemáticas hay las correspondientes teorías de Ga-
lois, con definiciones, teoremas y demostraciones equivalentes. En Topología (y Geo-
metría Diferencial) tenemos la correspondiente teoría de Galois de revestimientos. El
estudio de los revestimientos de los espacios topológicos, la Teoría de Galois de los
revestimientos topológicos, es fundamental para la clasificación de los espacios topo-
lógicos. Aquí, consideraremos los espacios topológicos en vez de tratar con sus anillos

2A falta de definición de producto tensorial ⊗, entienda el lector esta igualdad como una definición.
En el curso introducimos el producto tensorial. En Álgebra Lineal, con las aplicaciones multilineales,
tensores, determinantes, etc., y en Geometría Diferencial y Física, con el cálculo diferencial tensorial,
el producto tensorial es una herramienta y concepto fundamental. En Geometría Algebraica es esencial
para la definición del producto directo de variedades algebraicas. En nuestro curso será esencial para
cambiar de cuerpo base los objetos considerados.
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de funciones. Un revestimiento es una aplicación continua f : X →Y (suele suponerse
Y conexo), de modo que para cada punto y ∈ Y existe un entorno Uy de y, de mo-
do que f −1(Uy) = Uy

∐ n· · ·∐Uy. Si f ′ : Y ′ → Y es una aplicación continua, se define
X ×Y Y ′ := {(x, y′) ∈ X ×Y ′ : f (x) = f ′(y′)}. Pues bien, si f : X → Y es un revestimien-
to existe un revestimiento mínimo f ′ : Y ′ → Y trivializante de X , es decir, tal que
X ×Y Y ′ =Y ′∐ n· · ·∐Y ′. En el estudio del revestimiento X →Y es fundamental el estu-
dio del grupo G = AutY (Y ′) := {Homeomorfismos σ : Y ′ → Y ′, tales que f ′ ◦σ = f ′}. En
el cuadro que sigue relacionamos los objetos de la Teoría de Galois del Álgebra con los
de la Topología.

Álgebra Topología
Q Espacio topológico Y
Q ,→Q[x]/(q(x))=: A Revestimiento X →Y
Mín. ext. triv. de A, Q(α1, . . . ,αn) Mín. revst. triv. de X , Y ′

A⊗QQ(α1, . . . ,αn) X ×Y Y ′

G =Aut(Q(α1, . . . ,αn)) G =AutY (Y ′)
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Capítulo 1

Teoría de grupos finitos

1.1. Introducción

La estructura más básica y fundamental en Álgebra es la estructura de grupo (y
semigrupo). Los anillos, los espacios vectoriales, los módulos, etc. necesitan para su
definición de la noción de grupo.

Demos una justificación de carácter muy general de la introducción de la teoría de
grupos, siguiendo a Felix Klein en su Erlanger Programm. Dar una teoría (geométrica)
es dar una estructura, un espacio con cierta estructura. En esta teoría es fundamental
el estudio del grupo de automorfismos de la estructura, es decir, de aquellas biyeccio-
nes del espacio que respetan la estructura del espacio. Las nociones y objetos de este
espacio, o de la teoría, serán aquéllos que queden invariantes por el grupo de automor-
fismos recién mencionado. El estudio de las funciones, campos diferenciables (cuando
existan o tengan sentido), etc., que quedan invariantes por el grupo y el estudio de las
relaciones que verifican éstos, son todos los teoremas de la teoría. Es pues el estudio
de los grupos (y la teoría de invariantes) un tópico fundamental en Matemáticas.

En el cálculo de las raíces de un polinomio, es conveniente conocer el grupo de
aquellas permutaciones de las raíces, que respetan las relaciones algebraicas que ve-
rifican éstas. Este grupo se denomina el grupo de Galois del polinomio. Ya veremos que
las raíces de un polinomio se pueden obtener mediante radicales si y solo si el grupo
de permutaciones mencionado es resoluble (noción que más adelante explicaremos).
Éste es el resultado principal de la Teoría de Galois.
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1.2. Preliminares de teoría de grupos

1. Definición : Sea G un conjunto. Diremos que una aplicación m : G×G →G (segui-
remos las notaciones m(g, g′)= g · g′ = gg′ y diremos que m ó · es una operación1) dota
a G de estructura de grupo si cumple las siguientes condiciones:

1. Propiedad asociativa: g · (g′ · g′′)= (g · g′) · g′′, para todo g, g′, g′′ ∈G.

2. Existencia de elemento neutro: Existe un elemento de G, que denotamos por 1 y
denominamos elemento neutro, tal que 1 · g = g ·1= g, para todo g ∈G.

3. Existencia de inversos: Para cada g ∈G existe un elemento de G, que denotamos
por g−1 y denominamos inverso de g, tal que g · g−1 = g−1 · g = 1.

Si además se cumple que g·g′ = g′·g, para todo g, g′ ∈G, diremos que G es un grupo
abeliano o conmutativo; en cuyo caso, a menudo denotaremos la operación del grupo
por +, al elemento neutro por 0 y al inverso de cada g por −g (y lo denominaremos
opuesto de g).

2. Ejemplos : El conjunto de los números enteros, Z, con la suma es un ejemplo básico
de grupo conmutativo. El conjunto de todas las biyecciones de un conjunto X en sí mis-
mo, Biy X , con la operación composición de aplicaciones, es un grupo no conmutativo
(cuando X contenga más de dos elementos).

Si 1 y 1′ son elementos neutros del grupo G entonces 1 = 1′: 1 = 1 ·1′ = 1′. Si h y h′

son inversos de g ∈G, entonces h = h′: h = h ·1= hgh′ = 1 ·h′ = h′.

3. Definición : Sea (G, ·) un grupo. Diremos que un subconjunto H ⊆G es un subgrupo
de G si cumple las siguientes condiciones:

1. Si h,h′ ∈ H entonces h ·h′ ∈ H.

2. 1 ∈ H.

3. Si h ∈ H entonces h−1 ∈ H.

Si H es un subgrupo de G, entonces la operación de G define en H una estructura
de grupo. Recíprocamente, si H es un subconjunto de un grupo G y la operación de G
define en H una estructura de grupo entonces H es un subgrupo.

1La operación ·, a veces, se denota con otros símbolos: ∗, ◦, etc.
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4. Proposición: La intersección de cualquier familia de subgrupos de un grupo es un
subgrupo.

5. Definición : Dado un subconjunto X de un grupo G, llamaremos subgrupo genera-
do por X y lo denotaremos 〈X 〉, al mínimo subgrupo de G que contiene a X , es decir, a
la intersección de todos los subgrupos de G que contienen a X .

6. Notación : Sea (G, ·) un grupo y g ∈ G. Si n > 0, se define gn := g n· · ·g; si n < 0, se
define gn := g−1−n· · ·g−1; y g0 := 1. Dado g ∈G, entonces 〈g〉 = {gn, con n ∈Z}.

Si G es un grupo conmutativo y escribimos el grupo G con notaciones aditivas (en
vez de · escribimos +), escribiremos n · g, en vez de gn (como es natural).

Por ejemplo, el subgrupo de Z generado por n ∈Z, es igual a 〈n〉 = {m ·n, m ∈Z} =:
nZ. El subgrupo de Z generado por n,n′ ∈Z, es 〈n,n′〉 = {mn+m′n′, m,m′ ∈Z}.

Dado un número entero z ∈ Z, llamaremos valor absoluto de z y denotaremos |z|,
al máximo entre z y −z.

7. Teorema de división de números enteros : Sean n y d , 0 dos números enteros.
Existe una única pareja de números enteros c y r (denominados cociente y resto de
dividir n por d), tales que 0≤ r < |d| y

n = c ·d+ r.

Demostración. Procedamos por inducción sobre |n|, para probar la existencia de c y r.
Si |n| = 0, entonces c = 0 y r = 0. Podemos suponer que |n| > 0. El teorema es cierto

para d si y solo si lo es para −d (solo hay que cambiar c por −c), luego podemos suponer
que d > 0.

Supongamos n > 0. Si n < d, entonces c = 0 y r = n. Si n ≥ d. Sea n′ = n−d, luego
|n′| = n−d < n = |n|. Por hipótesis de inducción existen c′ y r′ (cumpliendo 0≤ r′ < |d| =
d) tales que n′ = c′d+ r′, luego n = (c′+1)d+ r′ y hemos concluido.

Supongamos n < 0. Sea n′ = n+d. Por hipótesis de inducción o porque n′ ≥ 0 existen
c′ y r′ (cumpliendo 0≤ r′ < |d| = d) tales que n′ = c′d+r′, luego n = (c′−1)d+r′ y hemos
concluido.

Veamos la unicidad de c y r. Sea n = cd+ r = c′d+ r′, cumpliendo r y r′ lo exigido.
Podemos suponer r ≥ r′. Entonces, (c−c′)d+(r−r′)= 0 y |c−c′|·|d| = |(c−c′)d| = r−r′ ≤
r < |d|, luego c− c′ = 0. Por tanto, c = c′ y r = n− cd = r′.

□

8. Teorema: Si H es un subgrupo del grupo (aditivo) de los números enteros Z, enton-
ces existe un único número natural n tal que H = nZ.
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Demostración. Si H = {0} entonces H = 0 ·Z.
Supongamos H , {0}. Existen naturales positivos en H, porque el opuesto de cada

número entero de H pertenece a H. Sea n ∈ H el mínimo número natural no nulo
contenido en H. Veamos que H = nZ: Obviamente, nZ ⊆ H. Dado m ∈ H ⊂ Z, existen
números enteros c y r tales que

m = cn+ r, 0≤ r < n

Luego, r = m− cn ∈ H, porque m,−cn ∈ H. Por la definición de n, se tiene que r = 0.
Luego, m ∈ nZ, H ⊆ nZ y H = nZ.

Por último, demostremos la unicidad: observemos que si un número natural m
pertenece a nZ, entonces m ≥ n. Por tanto, si mZ= nZ, m ≥ n y n ≥ m, luego m = n.

□

Si m ∈ nZ diremos que m es un múltiplo de n y que n es un divisor de m. Por el teo-
rema anterior, dados n,n′ ∈Z, existe m ∈N tal que nZ∩n′Z= mZ. Por la demostración
del teorema anterior, m es el mínimo común múltiplo de n y n′.

Sea (G,+) un grupo abeliano y G1,G2 ⊆ G dos subgrupos. Denotamos 〈G1,G2〉 =
G1 +G2 y el lector puede comprobar que G1 +G2 = {g1 + g2, g1 ∈G1 g2 ∈G2}.

Por el teorema anterior, dados n,n′ ∈ Z, existe m ∈ N tal que nZ+ n′Z = mZ. Ob-
servemos que n,n′ ∈ mZ, luego m es divisor de n y n′. Si m′ ∈ N es divisor de n y n′

entonces m ∈ nZ+n′Z⊆ m′Z, y m′ divide a m. Por tanto, m es el máximo común divisor
de n y n′.

9. Definición : Diremos que una aplicación f : G →G′ entre dos grupos es un morfis-
mo de grupos si para todo g, g′ ∈G se cumple que f (g · g′)= f (g) · f (g′).

Diremos que f es un isomorfismo de grupos si f es biyectiva (en tal caso la aplica-
ción inversa f −1 es un isomorfismo de grupos). Diremos que es un epimorfismo (resp.
monomorfismo) de grupos si f es epiyectiva (resp. inyectiva).

Si f : G →G′ es un morfismo de grupos entonces f (1)= 1: f (1)= f (1 ·1)= f (1) · f (1)
y multiplicando por f (1)−1 obtenemos 1 = f (1). Además, f (g−1) = f (g)−1: 1 = f (1) =
f (g · g−1)= f (g) · f (g−1) y multiplicando por f (g)−1 obtenemos f (g)−1 = f (g−1).

Denotaremos Homgr(G,G′) al conjunto de todos los morfismos de grupos de G en
G′.

10. Ejemplo : Sea G un grupo y g ∈ G. La aplicación, τg : G → G “conjugar por g”,
definida por

τg(g′) := gg′g−1, para todo g′ ∈G,

es un isomorfismo de grupos: τg(g1 g2) = gg1 g2 g−1 = gg1 g−1 gg2 g−1 = τg(g1)τg(g2).
Además, la aplicación G → Biy(G), g 7→ τg es un morfismo de grupos, ya que τ1 = Id y
τgg′ = τg ◦τg′ (porque τgg′(h)= gg′hg′−1 g−1 = τg(τg′(h))). En particular, (τg)−1 = τg−1 .
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11. Definición : Sea f : G →G′ un morfismo de grupos. Llamaremos núcleo de f y lo
denotaremos Ker f , al subconjunto de G definido por

Ker f := f −1(1)= {g ∈G : f (g)= 1}.

Llamaremos imagen de f , que denotaremos Im f , a la imagen de la aplicación f , es
decir,

Im f := { f (g) ∈G′, g ∈G}.

12. Proposición: Ker f es un subgrupo de G e Im f es un subgrupo de G′. En general,
la antimagen por un morfismo de grupos de un subgrupo es subgrupo y la imagen de
un subgrupo es subgrupo.

Dado un morfismo de grupos f : G →G′ y g ∈G, calculemos el conjunto de elemen-
tos g′ ∈G tales que f (g′)= f (g): f (g′)= f (g) si y solo si 1= f (g)−1 · f (g′)= f (g−1 · g′), es
decir, si y solo si g−1 ·g′ ∈Ker f , que equivale a decir que g′ ∈ g·Ker f := {g·h, h ∈Ker f }.

13. Proposición: Un morfismo de grupos f : G →G′ es inyectivo si y solo si Ker f = {1}.
Si identificamos los elementos de G cuando tengan la misma imagen, obtenemos

un conjunto biyectivo con la imagen. Por tanto, el conjunto Ḡ := { ḡ, g ∈ G : ḡ′ = ḡ si y
solo si g′ ∈ g ·Ker f } es biyectivo con Im f . De hecho esta biyección es un isomorfismo
de grupos como veremos.

14. Sea H ⊆ G un subgrupo y g, g′ ∈ G. Si g′ ∈ gH entonces g′H = gH: Sea h ∈ H tal
que g′ = gh. Entonces, g′H = ghH = gH. Si g′ ∉ gH, entonces g′H ∩ gH = ;, pues si
z ∈ g′H∩ gH, entonces g′H = zH = gH.

En conclusión, dados g, g′ ∈G, o gH = g′H o bien g′H∩ gH =;.
Denotemos ḡ = gH. Por tanto, ḡ = ḡ′ si y solo si g′ ∈ gH.

15. Definición : Sea H ⊆G un subgrupo. Llamaremos conjunto cociente de G por H,
que denotaremos G/H, al conjunto

G/H := { ḡ, para todo g ∈G}.2

“Es decir, si en G identificamos cada g ∈ G con todos los elementos de gH ⊆ G,
obtenemos el conjunto G/H".

16. Notación : Se dice que g es congruente con g′ módulo H y se denota g ≡ g′ mód H,
cuando ḡ = ḡ′ en G/H, es decir, g ∈ g′H (o g′−1 g ∈ H). En notaciones aditivas, si (G,+)
es un grupo abeliano y H ⊂G es un subgrupo, entonces g ≡ g′ mód H cuando ḡ = ḡ′ en
G/H, es decir, g ∈ g′+H (o −g′+ g ∈ H).

2Recordemos que ḡ = ḡ′ (es decir, g′H = gH) si y solo si g′ ∈ gH.
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La aplicación G →G/H, g 7→ ḡ, se denomina el morfismo de paso cociente (por H).

17. Definición : Llamaremos orden de un conjunto X , que denotaremos |X |, al nú-
mero de elementos del conjunto. Si el conjunto tiene un número infinito de elementos
diremos que es de cardinal infinito.

18. Ejemplo : Si n > 0, entonces Z/nZ es un conjunto de orden n, explícitamente
Z/nZ = {0̄, . . . ,n−1}: Dado m̄ ∈ Z/nZ, por el teorema de división de números enteros,
existen números enteros únicos c y r, con 0≤ r < n, de modo que m = cn+ r. Por tanto,
m̄ es igual a un único r̄ ∈ {0̄, . . . ,n−1}.

19. Teorema de Lagrange: Sea G un grupo de orden finito. Si H es un subgrupo de
G entonces

|G| = |G/H| · |H|.

Demostración. G =∐
ḡ∈G/H g ·H y |gH| = |H| (porque la aplicación H → gH, h 7→ gh es

biyectiva). Por tanto, |G| = |G/H| · |H|.
□

Por tanto, si G es un grupo de orden finito y H ⊂ G es un subgrupo, entonces |H|
divide a G.

20. Definición : Se dice que un subgrupo H ⊆G es normal (en G) cuando gH g−1 ⊆ H,
para todo g ∈G, es decir, si ghg−1 ∈ H, para todo g ∈G y h ∈ H.

Si G es un grupo conmutativo, todo subgrupo de G es normal en G.

21. Proposición : Si f : G → G′ es un morfismo de grupos, entonces Ker f es un sub-
grupo normal de G.

Demostración. Dado g ∈ G y h ∈ Ker f , tenemos que probar que ghg−1 ∈ Ker f . En
efecto, f (ghg−1)= f (g) f (h) f (g)−1 = f (g) f (g)−1 = 1. □

Si H es normal y tomamos g−1 ∈ G, tendremos g−1H g ⊆ H, como g−1H g ⊆ H en-
tonces gH g−1 = H (para todo g ∈G). Por tanto, gH = H g3, para todo g ∈G, y recípro-
camente si un subgrupo cumple esta condición el subgrupo es normal.

22. Teorema: Sea H ⊆G un subgrupo y π : G →G/H la aplicación de paso al cociente.
Si H es un subgrupo normal de G entonces existe en G/H una (única) estructura de
grupo, de modo que π sea un morfismo de grupos.

3¡Cuidado! No estamos diciendo que gh = hg para todo h ∈ H.
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Demostración. Si π es un morfismo de grupos, entonces ḡ · ḡ′ = π(g) ·π(g′) = π(gg′) =
gg′. Por tanto, la operación en G/H está determinada.

Definamos en G/H la operación ḡ· ḡ′ := gg′, que está bien definida porque gH g′H =
gg′HH = gg′H. La propiedad asociativa se cumple de modo obvio, 1̄ es el elemento
neutro y g−1 es el inverso de ḡ ∈ G/H. Luego, G/H es grupo. Además, π : G → G/H es
morfismo de grupos, pues π(g · g′)= gg′ = ḡ · ḡ′ =π(g) ·π(g′). □

Observemos que si H ⊂ G es un subgrupo normal, el núcleo del morfismo de paso
al cociente π : G →G/H es H.

23. Propiedad universal del grupo cociente : Sea H ⊆ G un subgrupo normal y
π : G → G/H el morfismo de paso al cociente. Un morfismo de grupos f : G → G′ facto-
riza a través de π, es decir, existe un (único) morfismo de grupos φ : G/H →G′ de modo
que el diagrama

G
f //

π

!!

G′

G/H

φ
<<

es conmutativo si y solo si H ⊆Ker f .

Demostración. Si existe φ (cumpliendo lo exigido), entonces φ( ḡ)=φ(π(g))= f (g), lue-
go está determinado. Además, 1=φ(1̄)=φ(h̄)= f (h), para todo h ∈ H, luego H ⊆Ker f .

Recíprocamente, supongamos H ⊆Ker f . Definamos φ( ḡ) := f (g), que está bien de-
finida porque4 f (gH)= f (g) f (H)= f (g). Además, φ(π(g))=φ( ḡ)= f (g).

□

24. Teorema de isomorfía : Sea f : G → G′ un morfismo de grupos. La aplicación,
φ : G/Ker f → Im f , φ( ḡ) := f (g), es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Por la propiedad universal del grupo cociente, sabemos que φ◦π= f y
Im f = Im(φ◦π)= Imφ, porque π es epiyectiva. Veamos que φ es inyectiva: si 1=φ( ḡ)=
f (g), entonces g ∈Ker f y ḡ = 1̄, luego Kerφ= {1̄}. □

4Dada una aplicación φ : X → Y y un subconjunto X ′ ⊂ X , denotamos φ(X ′) := {φ(x′) ∈ Y , para todo
x′ ∈ X ′}.
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1.3. Grupos cíclicos

1. Definición : Diremos que un grupo G es cíclico si está generado por uno de sus
elementos, es decir, existe g ∈G de modo que G = 〈g〉.

2. Proposición : Un grupo (G, ·) es cíclico si y solo si es isomorfo a (Z/nZ,+), para
algún número natural n.

Demostración. Z/nZ es un grupo (aditivo) cíclico, generado por 1̄.
Supongamos que G = 〈g〉 es cíclico. Sea f : Z→ G, el morfismo definido por f (n) =

gn. Es fácil comprobar que f es un morfismo de grupos. Im f es un subgrupo de G,
que contiene a g, luego Im f =G. Ker f es un subgrupo de Z, luego existe n ∈N tal que
Ker f = nZ. Por el teorema de isomorfía Z/nZ≃G. □

Z/nZ es un grupo conmutativo, pues es cociente de Z que es conmutativo. Por tanto,
todo grupo cíclico es conmutativo.

3. Proposición: Todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico.

Demostración. Sea G = 〈g〉 un grupo cíclico y π : Z→ G, π(n) := gn un epimorfismo de
grupos. Dado un subgrupo H ⊆ G, se cumple que H = π(π−1(H)). Ahora bien, π−1(H)
es un subgrupo de Z, luego es cíclico (es decir, generado por un elemento z). Por tanto,
H =π(π−1(H)) está generado por π(z) y es cíclico. □

4. Proposición : El elemento m̄ ∈Z/nZ es un generador si y solo si el máximo común
divisor de m y n es 1 (“m y n son primos entre sí”).

Demostración. Consideremos el epimorfismo natural π : Z→ Z/nZ, π(z) = z̄. Es claro
que π−1(〈m̄〉) = mZ+nZ= rZ, donde r es el máximo común divisor de m y n. Por otra
parte, m̄ es un generador de Z/nZ, es decir, 〈m̄〉 = Z/nZ, si y solo π−1(〈m̄〉) = Z. Por
tanto, m̄ es un generador de Z/nZ si y solo si r = 1. □

Así pues, si G = 〈g〉 es un grupo cíclico de orden n > 0, entonces gm es un generador
de G si y solo si m y n son primos entre sí.

5. Definición : Llamaremos orden de un elemento g ∈ G de un grupo, al orden del
subgrupo 〈g〉 de G que genera.

En la demostración de la proposición 1.3.2 hemos dado el isomorfismo Z/nZ ≃
〈g〉, m̄ 7→ gm. Por tanto, si n > 0, el orden de g es igual a |〈g〉| = |Z/nZ| = n, 〈g〉 =
{1, g1, . . . , gn−1} y n es el mínimo número natural positivo tal que gn = 1, además, si
gm = 1, entonces m es un múltiplo del orden de g. Si n = 0, entonces el orden de g es
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|〈g〉| = |Z| = ∞ y 〈g〉 = {. . . , g−m, . . . , g−1,1, g, . . . , gm, . . .} (cumpliendo gi , g j, para todo
i, j ∈Z, i , j).

6. Si G es un grupo de orden m <∞, entonces el orden de todo elemento g ∈G divide
a m, ya que el orden de todo subgrupo 〈g〉 divide al orden del grupo G, por el teorema
de Lagrange. Es decir, g|G| = 1.

1.4. Grupo simétrico
El grupo simétrico de n-elementos es el grupo de todas las biyecciones (o “permu-

taciones”) del conjunto de n-elementos en sí mismo, con la operación composición de
aplicaciones.

1. Comentario : Una biyección entre dos conjuntos τ : X →Y , puede entenderse como
una identificación de X con Y : “a x ∈ X lo llamamos τ(x) en Y ”. Dada una aplicación
f : X → X , que aplica x en f (x), tenemos la correspondiente aplicación en Y : “la que
aplica τ(x) en τ( f (x)), es decir, la aplicación τ ◦ f ◦ τ−1 : Y → Y ”. Así el grupo de las
permutaciones de X se identifica con el grupo de las permutaciones de Y (vía la iden-
tificación de X con Y ). Con mayor precisión, el morfismo

Biy X →BiyY , σ 7→ τ◦σ◦τ−1

es un isomorfismo de grupos (como el lector puede comprobar).
Si Y es un conjunto de orden n, entonces Y es biyectivo con {1, . . . ,n}=: X y BiyY =

Biy X =: Sn. El número de permutaciones de n elementos es n!, luego |Sn| = n!.

2. Definición : Dados r elementos distintos x1, . . . , xr ∈ X , con r > 1, denotaremos
(x1, . . . , xr) = σ ∈ Biy X a la permutación definida por σ(xi) = xi+1, para todo i < r;
σ(xr) = x1; y σ(x) = x, para todo x ∉ {x1, . . . , xr}. Diremos que (x1, . . . , xr) es un ciclo y
observemos que es de orden r. Si r = 2, diremos que el ciclo (x1, x2) es una transpo-
sición. Diremos que dos ciclos (x1, . . . , xr), (x′1, . . . , x′r′) de Biy X son disjuntos si xi , x′j
para todo i, j.

3. Lema: Si σ= (x1, . . . , xr) y σ′ = (x′1, . . . , x′r′) son disjuntos, entonces conmutan, es decir,
σ◦σ′ =σ′ ◦σ.

Demostración. Para x ∈ {x1, . . . , xr}, (σ ◦σ′)(x) = σ(x) = (σ′ ◦σ)(x). Para x ∈ {x′1, . . . , x′r},
(σ◦σ′)(x)=σ′(x)= (σ′ ◦σ)(x). Para x ∉ {xi, x′j}i, j, (σ◦σ′)(x)= x = (σ′ ◦σ)(x).

De otro modo (siguiendo el comentario anterior): σ′ ◦σ◦σ′−1 = (σ′(x1), . . . ,σ′(xr)) =
(x1, . . . , xr)=σ y hemos concluido.

□
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4. Teorema: Toda permutación σ ∈ Sn, distinta de la identidad, es igual a un producto
de ciclos disjuntos, de modo único salvo el orden de los factores.

Demostración. Sea x ∈ X tal que σ(x) , x. Sea r el mínimo número natural positivo
tal que σr(x) = x (tal número existe porque el orden de σ, que divide al orden de Sn,
es finito). Para todo 0 ≤ s < s′ < r, se cumple que σs′(x) , σs(x): pues componiendo con
σ−s son distintos, pues σs′−s(x) , x, porque 0 < s′− s < r. Sea σ1 = (x,σ(x), . . . ,σr−1(x)).
Entonces, como σ1 y σ coinciden sobre {x,σ(x), . . . ,σr−1(x)} y σ1 es la identidad sobre
X\{x,σ(x), . . . ,σr−1(x)}, se cumple que σ−1

1 ◦σ deja fijos {x,σ(x), . . . ,σr−1(x)} y los que
dejaba fijos σ. Reiterando el proceso obtenemos ciclos disjuntos σ1, . . . ,σs tales que
σ−1

s ◦ · · · ◦σ−1
1 ◦σ= Id. Luego, σ=σ1 ◦ · · · ◦σs.

Sea otra descomposición σ= τ1◦· · ·τt en producto de ciclos disjuntos. Reordenando,
podemos suponer que τ1(x) , x. Es decir, x “aparece” en el ciclo τ1 (y en el de σ1).
Luego, τ1(x) = σ(x) = σ1(x). Luego, τ2

1(x) = σ2(x) = σ2
1(x). Así sucesivamente, τi

1(x) =
σi(x) = σi

1(x), para todo i. Por tanto, τ1 = σ1 y σ2 ◦ · · ·σs = τ2 ◦ · · · ◦ τt. Reiterando el
argumento concluimos que, después de reordenar los factores, σ2, . . . ,σs coinciden con
τ2, . . . ,τt.

□

5. Definición : Sea σ ∈ Sn una permutación distinta de la identidad. Sea σ=σ1◦· · ·◦σs
una descomposición en producto de ciclos disjuntos y di el orden de σi. Reordenando
podemos suponer que d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥ ds. Diremos que d1, . . . ,ds es la forma de σ.

6. Definición : Dado g ∈G, diremos que el morfismo τg : G →G, τg(g′) := gg′g−1, es la
conjugación en G por g. Diremos que h,h′ ∈G son conjugados si y solo si existe g ∈G,
de modo que h′ = τg(h).

7. Teorema : La condición necesaria y suficiente para que σ,σ′ ∈ Sn sean conjugadas
es que tengan la misma forma.

Demostración. Sea σ= (x11, . . . , x1d1)◦· · ·◦(xs1, · · · , xsds) una descomposición en producto
de ciclos disjuntos y τ ∈ Sn. Entonces,

τ◦σ◦τ−1 = (τ(x11), . . . ,τ(x1d1))◦ · · · ◦ (τ(xs1), · · · ,τ(xsds))

que tiene la misma forma. Sea σ′ = (x′11, . . . , x′1d1
)◦ · · · ◦ (x′s1, · · · , x′sds

). Si τ es cualquier
permutación que cumpla τ(xi j)= x′i j, para todo i, j, entonces τ◦σ◦τ−1 =σ′. □

8. Proposición: Si d1, . . . ,ds es la forma de σ ∈ Sn, entonces el orden de σ es el mínimo
común múltiplo de d1, . . . ,ds.
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Demostración. Escribamos σ = σ1 · · ·σs como producto de ciclos disjuntos. Entonces,
σn =σn

1 · · ·σn
s y σn

i es “disjunta” con σn
j , para i , j. Luego, σn = Id si y solo si σn

1 = ·· · =
σn

s = Id. Luego el orden de σ es el mínimo común múltiplo de los órdenes de los σi. □

9. Proposición: Toda permutación σ ∈ Sn es producto de transposiciones.

Demostración. Como toda permutación es producto de ciclos, basta probar que todo
ciclo es producto de transposiciones. Sea, pues, un ciclo (x1, . . . , xr) ∈ Sn. Obviamente,

(x1, . . . , xr)= (x1, x2)(x2, . . . , xr)= (x1, x2)(x2, x3)(x3, . . . , xr)
= ·· · = (x1, x2)(x2, x3) · · · (xr−1, xr).

□

1.4.1. Signo de una permutación. Grupo alternado
Cada permutación σ ∈ Sn = Biy({1,2, . . . ,n}) define un isomorfismo de anillos del

anillo de polinomios en n variables con coeficientes números racionales, Q[x1, . . . , xn]:

Q[x1, . . . , xn]→Q[x1, . . . , xn], p(x1, . . . , xn) 7→ p(x1, . . . , xn)σ := p(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Sea δ(x1, . . . , xn) := ∏
i< j(xi − x j) ∈ Q[x1, . . . , xn]. Dada una permutación σ ∈ Sn =

Biy({1,2, . . . ,n}), es fácil comprobar que δ(x1, . . . , xn)σ = δ(xσ(1), . . . , xσ(n))=±δ(x1, . . . , xn).

10. Definición : Dada σ ∈ Sn, llamaremos signo de σ, que denotaremos sign(σ), al
número entero 1 ó −1 tal que δ(xσ(1), . . . , xσ(n))= sign(σ) ·δ(x1, . . . , xn).

11. Proposición: Consideremos el grupo (multiplicativo) {1,−1}. El morfismo natural

sign: Sn → {1,−1}, σ 7→ sign(σ)

es un morfismo de grupos.

Demostración. sign(σ′σ) ·δ = δσ
′σ = (δσ)σ

′ = (sign(σ)δ)σ
′ = sign(σ′) · sign(σ) ·δ. Luego,

sign(σ) ·sign(σ′)= sign(σ ·σ′). □

Es fácil ver que sign(Id)= 1 y que sign((1,2))=−1.
Observemos que el signo es invariante por conjugaciones, es decir,

sign(τστ−1)= sign(τ) ·sign(σ) ·sign(τ)−1 = sign(σ)

En particular, el signo de toda transposición es −1, porque todas son conjugadas de la
transposición (1,2).
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12. Proposición: Si la forma de una permutación σ ∈ Sn es d1, . . . ,dr, entonces

sign(σ)= (−1)d1−1 · · · (−1)dr−1 = (−1)d1+···+dr−r.

Demostración. Si σ= (x1, . . . , xr) es un ciclo, entonces

(x1, . . . , xr)= (x1, x2)(x2, x3) · · · (xr−1, xr)

es producto de r−1 transposiciones. Como el morfismo sign es un morfismo de grupos,
sign(σ)= (−1)r−1.

En general, σ = σ1 · · ·σr, donde σi es un ciclo de orden di. Por tanto, sign(σ) =
sign(σ1) · · ·sign(σr)= (−1)d1−1 · · · (−1)dr−1. □

Evidentemente, sign: Sn → {1,−1} es un epimorfismo (para n > 1).

13. Definición : Llamaremos subgrupo alternado de Sn, que denotaremos An, al nú-
cleo del morfismo sign, es decir, al subgrupo (normal) de Sn formado por las permuta-
ciones de signo positivo.

Por el teorema de isomorfía Sn/An ≃ {1,−1}. Por el teorema de Lagrange, |An| =
|Sn|/2= n!/2 (suponemos n > 1).

14. Lema: El grupo alternado, An, está generado por los tres ciclos (n > 2).

Demostración. Si σ= (i, j,k) ∈ Sn es un tres ciclo, entonces sign(σ)= (−1)2 = 1 y σ ∈ An.
Por la proposición 1.4.9, toda permutación par es producto de un número par de trans-
posiciones. Tenemos que probar que todo producto de dos transposiciones es producto
de tres ciclos. Basta observar que (1,2)(2,3) = (1,2,3) (cuando las transposiciones no
sean disjuntas) y (1,2)(3,4) = (1,2)(2,3)(2,3)(3,4) = (1,2,3)(2,3,4) (cuando las transpo-
siciones sean disjuntas). □

15. Definición : Se dice que un grupo es simple si no contiene subgrupos normales
propios.

16. Teorema: Sea n > 4. El único subgrupo normal propio de Sn es An y An es simple.

Demostración. Observemos que Sn = An
∐

An · (4,5), luego

{3-ciclos}= {σ · (1,2,3) ·σ−1, ∀σ ∈ Sn}

= {σ · (1,2,3) ·σ−1, ∀σ ∈ An}∪ {σ · (4,5) · (1,2,3) · (4,5)−1 ·σ−1, ∀σ ∈ An}

= {σ · (1,2,3) ·σ−1, ∀σ ∈ An}.

Sea H un subgrupo normal propio de Sn o un subgrupo normal no trivial de An.
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• Si un 3-ciclo pertenece a H entonces conjugando por los elementos de An todos
los tres ciclos pertenecen a H y por el lema anterior H = An.

Sea Id,σ ∈ H y sea σ=σ1◦· · ·◦σh su descomposición en ciclos disjuntos de órdenes
respectivos n1 ≥ ·· · ≥ nh.

• Si n1 = 2 y h = 1, σ es un 2-ciclo (entonces H ⊈ An). Conjugando por todos los
elementos de Sn tenemos que todos los 2-ciclos pertenecen a H, luego H = Sn.

Escribamos σ1 = (a1,a2, . . . ,an1) y σ2 = (an1+1,an1+2, . . .). Sea τ= (a1,a2,a3) y obser-
vemos que σ′ :=στσ−1τ−1 ∈ H.

• Si n1 = 2 y h ≥ 2, entonces σ′ = (a1,a3)(a2,a4). Entonces,

H ∋ (a1,a3)(a4,a5)σ′(a1,a3)(a4,a5)= (a1,a3)(a2,a5)=:σ′′,

luego σ′σ′′ = (a2,a5,a4) ∈ H y H = An.
• Si n1 > 3, entonces σ′ = (a1,a4,a2) ∈ H y por tanto H = An.
• Si n1 = 3 podemos suponer h > 1. Sea ahora τ := (a1,a2)(a3,a4). Entonces σ′ =

(a1,a3,a4,a2,a5) y concluimos por el caso n1 > 3. □

1.5. Producto directo y semidirecto de grupos

1. Definición : Dados dos grupos G1,G2 se define el producto directo de ellos al con-
junto producto cartesiano de ambos, G1×G2, con la operación de grupo definida por la
fórmula:

(g1, g2) · (g′
1, g′

2) := (g1 g′
1, g2 g′

2).

2. Ejemplo : Un resultado del Álgebra Conmutativa nos dice que los grupos abelianos
generados por un número finito de elementos son isomorfos a un producto directo de
grupos cíclicos.

3. Notación : Dados dos subgrupos H,H′ ⊆G, denotamos H ·H′ := {hh′ ∈G, ∀ h ∈ H y
h′ ∈ H′}.

4. Proposición: Sean H,H′ ⊆G dos subgrupos. Si H ·H′ = H′ ·H entonces H ·H′ es un
subgrupo de G.

Demostración. Si h1h′
1,h2h′

2 ∈ H · H′, con h1,h2 ∈ H y h′
1,h′

2 ∈ H′, entonces existen
h3 ∈ H y h′

3 ∈ H′, tales que h′
1h2 = h3h′

3, luego

(h1h′
1) · (h2h′

2)= (h1h3) · (h′
3h′

2) ∈ H ·H′.

Además, (h1h′
1)−1 = h′1

1 h−1
1 ∈ H′ ·H = H ·H′ y 1= 1 ·1 ∈ H ·H′.

□
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5. Sean H,H′ ⊆G dos subgrupos tales que H∩H′ = {1}. La aplicación

m : H×H′ → H ·H′, (h.h′) 7→ hh′,

es biyectiva: Obviamente es epiyectiva. Si h1h′
1 = h2h′

2, con h1,h2 ∈ H y h′
1,h′

2 ∈ H′,
entonces h−1

2 h1 = h′
2h′−1

1 ∈ H∩H′, luego h−1
2 h1 = h′

2h′−1
1 = 1 y h1 = h2 y h2 = h′

2.

6. Definición : Sea H ⊆ G un subgrupo. Llamaremos normalizador de H en G, que
denotaremos N(H) (o NG(H)), al subgrupo de G definido por

N(H) := {g ∈G : gH g−1 = H}.

El normalizador de H en G es el máximo subgrupo de G en el que H es normal.

7. Proposición: Sean H,H′ ⊆G dos subgrupos y supongamos que H′ ⊆ N(H). Enton-
ces, HH′ = H′H y HH′ es un subgrupo de G.

Demostración. Como H′ ⊆ N(H), entonces h′H = Hh′ para todo h′ ∈ H′. Por tanto,
HH′ = H′H y HH′ es un subgrupo de G. □

8. Proposición : Sean H,H′ ⊆ G dos subgrupos. Supongamos que H ∩ H′ = {1}. Si
H ⊂ N(H′) y H′ ⊂ N(H), entonces, los elementos de H conmutan con los de H′ y la
aplicación m : H×H′ → H ·H′, (h.h′) 7→ hh′, es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Dados h ∈ H y h′ ∈ H′ tenemos que probar que hh′ = h′h, es decir,
hh′h−1h′−1 = 1. Se tiene que (hh′h−1)h′−1 ∈ H′, h(h′h−1h′−1) ∈ H. Luego, (hh′h−1)h′−1 =
h(h′h−1h′−1) ∈ H∩H′ = {1}.

□

9. Producto semidirecto de dos subgrupos : Sean H,H′ ⊆ G dos subgrupos tales
que H∩H′ = {1} . Si suponemos además que H′ ⊆ N(H) , entonces H ·H′ es un grupo,
pero en general la biyección m : H × H′ → HH′, (h,h′) 7→ hh′ no es un morfismo de
grupos, pues

m(h1,h′
1) ·m(h2,h′

2)= h1h′
1h2h′

2
m(h1h2,h′

1h′
2)= h1h2h′

1h′
2

son iguales si y solo si h′
1h2 = h2h′

1. Si H⋊H′ es el grupo que como conjunto es H×H′

y cuya operación ∗ está definida por

(h1,h′
1)∗ (h2,h′

2) := (h1(h′
1h2h′

1
−1), h′

1h′
2)

entonces m : H⋊H′ → H ·H′, m(h,h′) := hh′ es un isomorfismo de grupos. Se dice que
H⋊H′ es el producto semidirecto de H y H′.
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10. Grupo de afinidades de Rn : Consideremos el grupo Rn (con la operación +) y
el grupo de las matrices invertibles de orden n, Gln(R) (con la operación producto
de matrices). Consideremos Rn como subgrupo de Biy(Rn) vía el morfismo de grupos
inyectivo Rn → Biy(Rn), e 7→ Te, donde Te(e′) := e+ e′. Consideremos Gln(R) como sub-
grupo de Biy(Rn) vía la inclusión obvia. Entonces, Rn ∩Gln(R)= {Id} y Gln(R)⊂ N(Rn).
Al producto semidirecto Rn⋊Gln(R) se le denomina grupo de afinidades de Rn.

11. Ejercicio : Sea n ≥ 2. Prueba que Sn = An⋊ 〈(1,2)〉.

12. Producto semidirecto de grupos: Sean G y G′ dos grupos y φ : G′ → Autgr(G)
un morfismo de grupos. Se define el producto semidirecto de los grupos G y G′, como
el grupo G×G′ que como conjunto es G×G′ y cuya operación es

(g1, g′
1)∗ (g2, g′

2) := (g1φ(g′
1)(g2), g′

1 g′
2)

Podemos pensar los grupos G y G′ como subgrupos de G×G′: G ,→G×G′, g 7→ (g,1)
y G′ ,→G×G′, g′ 7→ (1, g′). La aplicación G×G′ →G′, (g, g′) 7→ g′ es un epimorfismo de
grupos de núcleo G. Es fácil comprobar que g′∗ g∗ g′−1 = φ(g′)(g) y que la aplicación
G⋊G′ →G×G′, (g, g′) 7→ (g, g′) es un isomorfismo de grupos.

Denotaremos G×G′ siempre G⋊G′.

13. Ejercicio : Sea G′ → Autgr(G), g′ 7→ Id, para todo g′ ∈ G′, el morfismo trivial.
Prueba que G⋊G′ =G×G′.

14. El grupo diédrico Dn : Se denomina grupo diédrico Dn (n > 2) al grupo formado
por todas las isometrías lineales del plano que dejan estable el polígono regular de
n-lados centrado en el origen y con un vértice en (1,0) (la operación de Dn es la compo-
sición de isometrías). Las isometrías del plano que dejan estable un polígono regular
de n-lados están determinadas por cómo permutan los vértices. Por tanto, si numera-
mos consecutivamente los vértices del polígono regular con los números 1, . . . ,n, tene-
mos un morfismo inyectivo Dn ,→ Sn. Puede demostrarse que Dn está generado por
el giro g = (1,2, . . . ,n) de 2π/n radianes y la simetría τ que asigna i 7→ n− i, para todo
1 ≤ i < n. Además, se tiene que 〈g〉∩〈τ〉 = {Id} y τgτ−1 = g−1. Por tanto, 〈g〉 es normal
en Dn, y por la proposición 1.5.7, Dn = 〈g〉⋊ 〈τ〉. Consideremos el morfismo de grupos
Z/2Z→Autgr(Z/nZ), 1̄ 7→ −Id. Entonces,

Z/nZ⋊Z/2Z≃ 〈g〉⋊ 〈τ〉 = Dn, (r̄, s̄) 7→ gr ·τs

es un isomorfismo de grupos.
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1.6. Grupos resolubles

1. Definición : Se llama serie normal en un grupo G a cada cadena de subgrupos
{1} =G0 ⊂G1 ⊂ ·· · ⊂Gr =G tal que cada G i es normal en el siguiente G i+1. Se llaman
factores de la serie normal a los grupos G i+1/G i.

2. Definición : Se dice que un grupo G de orden finito es resoluble si contiene una
serie normal de factores grupos de orden primo.

3. Teorema: S2 es resoluble.

Demostración. Inmediato, por ser |S2| = 2!= 2. □

4. Teorema: S3 es resoluble. Explícitamente, tenemos la serie normal

{Id}⊂ A3 ⊂ S3.

Demostración. En efecto, |A3| = 3 y |S3/A3| = 2. □

Sea K4 = {Id, (1,2)◦ (3,4), (1,3)◦ (2,4), (1,4)◦ (2,3)} ⊂ S4 que es un subgrupo normal
de S4, que denominaremos grupo de Klein. Todos los elementos de K4\{Id} tiene orden
2 y K4 ≃Z/2Z×Z/2Z.

5. Teorema: S4 es un grupo resoluble. Explícitamente, tenemos la serie normal

{Id}⊂ 〈(1,2)◦ (3,4)〉 ⊂ K4 ⊂ A4 ⊂ S4.

6. Teorema: Sn no es resoluble, para n > 4.

Demostración. La única serie normal (no trivial) de Sn, para n > 4, es

{Id}⊂ An ⊂ Sn

por el teorema 1.4.16. Luego, Sn no es resoluble. □

7. Proposición: Sea f : G →G′ un morfismo de grupos.

a. Si H′ ⊆G′ un subgrupo normal, entonces, f −1(H′) es un subgrupo normal de G y
el morfismo natural

f̄ : G/ f −1(H′)→G′/H′, f̄ ( ḡ) := f (g)

es inyectivo. Además, si f es un epimorfismo, entonces f̄ es un isomorfismo.
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b. Si f es un epimorfismo y H ⊆ G es un subgrupo normal, entonces f (H) es un
subgrupo normal de G′ y el morfismo natural

f̄ : G/H →G′/ f (H), f̄ ( ḡ) := f (g)

es un epimorfismo de grupos.

Demostración. a. Dado g ∈ G y h ∈ f −1(H′), entonces f (ghg−1) = f (g) f (h) f (g)−1 ∈ H′,
luego ghg−1 ∈ f −1(H′) y f −1(H′) es un subgrupo normal de G.

Si f̄ ( ḡ)= 1̄, entonces f (g)= 1̄ y f (g) ∈ H′, es decir, g ∈ f −1(H′), que equivale a decir
que ḡ = 1̄ ∈G/ f −1(H′). En conclusión, f̄ es inyectivo.

Por último, supongamos que f es epiyectivo. Dado g′ ∈ G′/H′, sea g ∈ G tal que
f (g)= g′, entonces f̄ ( ḡ)= g′, f̄ es epiyectivo, luego isomorfismo.

b. Dado g′ = f (g) ∈ G′ y h′ = f (h) ∈ f (H), entonces g′ · h′ · g′−1 = f (ghg−1) ∈ f (H).
Luego f (H) es un subgrupo normal de G′. Dado g′ ∈ G′/ f (H′), se tiene que g′ = f (g)
para cierto g ∈G, luego f̄ ( ḡ)= f (g)= g′. Luego, f̄ es un epimorfismo de grupos.

□

8. Proposición: Sea G un grupo y H ⊆G un subgrupo normal. Entonces, G es resolu-
ble si y solo si H y G/H son resolubles.

Demostración. Sea G resoluble y {1} ⊂ G1 ⊂ ·· · ⊂ Gr = G una serie normal de factores
grupos de orden primo.

La cadena {1} ⊆ G1 ∩H ⊆ ·· · ⊆ Gr ∩H = H, omitiendo las igualdades, es una serie
normal (considérese en la proposición 1.6.7 a. el morfismo G i ∩H ,→G i y el subgrupo
normal G i−1 ⊂G i). Además, (G i∩H)/(G i−1∩H) es de orden primo (o G i∩H =G i−1∩H)
porque es subgrupo de G i/G i−1. Luego H es resoluble.

Sea π : G → G/H el morfismo de paso al cociente. La cadena {1̄} ⊆ π(G1) ⊆ ·· · ⊆
π(Gr)=G/H, omitiendo las igualdades, es una serie normal (considérese en 1.6.7 b. el
epimorfismo π : G i → π(G i) y el subgrupo normal G i−1 ⊂ G i). Además, π(G i)/π(G i−1)
es de orden primo (o π(G i) = π(G i−1)) porque es un cociente de G i/G i−1. Luego G/H es
resoluble.

Supongamos ahora que H y G/H son resolubles. Sean {1} ⊂ H1 ⊂ ·· · ⊂ Hs = H y
{1̄} ⊂ G′

1 ⊂ ·· · ⊂ G′
t = G/H series normales de factores grupos de orden primo. Sean

G i := π−1(G′
i). Entonces, G i−1 es normal en G i y G i/G i−1 = G′

i/G
′
i−1 (considérese en

1.6.7 a. el epimorfismo π : G i →G′
i y el subgrupo G′

i−1 ,→G′
i).

Por tanto, la cadena {1}⊂ H1 ⊂ ·· · ⊂ Hs = H =π−1(1̄)⊂G1 ⊂ ·· · ⊂G t =G es una serie
normal de factores grupos de orden primo. En conclusión, G es resoluble.

□
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9. Proposición : Si G1, . . . ,Gn son grupos resolubles, entonces G = G1 × ·· · ×Gn es
resoluble.

Demostración. Procedamos por inducción sobre n. Si n = 1 la proposición es obvia.
Supongamos n > 1. H =G1×·· ·×Gn−1 es resoluble por hipótesis de inducción. Tenemos
que probar que el grupo H ×Gn = G1 × ·· · ×Gn es resoluble. Vía la inclusión H ,→
H ×Gn, h 7→ (h,1), H es un subgrupo normal de H ×Gn. Además, (H ×Gn)/H ≃ Gn,
(h, g) 7→ g. Por la proposición anterior, como H y Gn son resolubles, entonces H×Gn es
resoluble. □

10. Proposición: Los grupos finitos abelianos son resolubles.

Demostración. Si G es un grupo finito abeliano entonces G ≃ Z/pn1
1 Z× ·· · ×Z/pnr

r Z.
Basta probar que los grupos cíclicos Z/pnZ, con p primo, son resolubles.

La cadena de subgrupos

0̄⊂ 〈pn−1〉 ⊂ 〈pn−2〉 ⊂ · · · ⊂ 〈p〉 ⊆Z/pnZ

es una serie normal de factores grupos de orden p, luego Z/pnZ es resoluble.
□

1.7. G-conjuntos

1. Definición : Sea G un grupo y X un conjunto. Dotar al conjunto X de estructura de
G-conjunto, es dar una aplicación φ : G× X → X , tal que si denotamos φ((g, x))= g∗ x,
entonces se cumplen las dos condiciones

1. 1∗ x = x, para todo x ∈ X .

2. g∗ (g′∗ x)= (g · g′)∗ x, para todo x ∈ X y g, g′ ∈G.

2. Notación : Si X es un G-conjunto se suele decir que G “opera” en X .

3. Ejemplos : Sea (G, ·) un grupo. G es naturalmente G-conjunto de los siguientes
modos:

1. Operando por la izquierda: Se define g∗ x := g · x, para cada g, x ∈ G, donde ∗
indica la operación de G en G como G-conjunto.

2. Operando por la derecha: Se define g∗ x := x · g−1, para cada g, x ∈G.
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3. Operando por conjugación: Se define g∗ x := g · x · g−1, para cada g, x ∈G.

4. Ejemplo : Sea H ⊂G un subgrupo. El cociente G/H es un G-conjunto con la acción
g∗ ḡ′ := gg′, para cada g ∈G y ḡ′ ∈G/H.

5. Ejemplo : Sea Gm =R\{0}, con la operación producto de R. Podemos definir la ope-
ración de Gm en R2 dada por:

λ∗ x :=λ · x, para todo λ ∈Gm y x ∈R2.

6. Ejemplo : Podemos definir la siguiente operación de (R,+) en C:

λ∗ z := eλ·i · z, para todo λ ∈R y z ∈C.

Sean X e Y dos G-conjuntos. Entonces,

1. X ×Y es G-conjunto: g∗ (x, y) := (g∗ x, g∗ y).

2. Obviamente, X
∐

Y es G-conjunto.

3. Aplic(X ,Y ) es G-conjunto: (g∗ f )(x) := g∗ f (g−1 ∗ x), para todo f ∈Aplic(X ,Y ).

7. Definición : Dados dos G-conjuntos X ,Y diremos que una aplicación f : X → Y es
un morfismo de G-conjuntos, cuando conmute con la acción de G, es decir,

f (g∗ x)= g∗ f (x)

para todo g ∈ G y x ∈ X . Al conjunto de los morfismos de G-conjuntos de X en Y lo
denotaremos HomG(X ,Y ).

1.8. Fórmula de clases

1. Definición : Sea X un G-conjunto y x ∈ X . Llamaremos órbita de x, que denotare-
mos G∗ x, al subconjunto de X definido por

G∗ x := {g∗ x ∈ X , con g ∈G}.

2. Definición : Llamaremos subgrupo de isotropía de x, que denotaremos Ix, al sub-
grupo de G definido por

Ix := {g ∈G : g∗ x = x}.
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3. Proposición : La órbita de x es un G-conjunto isomorfo a G/Ix. Explícitamente, la
aplicación

G/Ix →G∗ x, ḡ 7→ g∗ x

es un isomorfismo de G-conjuntos.

Demostración. La aplicación f : G/Ix → G · x, f ( ḡ) := g∗ x está bien definida, porque
para todo h ∈ Ix, (gh)∗ x = g∗ (h∗ x)= g∗ x.

La aplicación f es un morfismo de G-conjuntos: f (g′ · ḡ) = f (g′ · g) = (g′ · g)∗ x =
g′∗ (g∗ x)= g′∗ f ( ḡ).

La aplicación f es inyectiva: si f ( ḡ) = f (g′), entonces g∗ x = g′∗ x, luego x = (g−1 ·
g)∗ x y g−1 · g′ ∈ Ix, luego ḡ = g′.

La aplicación f es epiyectiva: dado g∗ x ∈G∗ x, f ( ḡ)= g∗ x.
□

4. Ejercicio : Calcula las órbitas y subgrupos de isotropía de todos los puntos de R2,
en el ejemplo 1.7.5. Calcula las órbitas y subgrupos de isotropía de todos los puntos de
C, en el ejemplo 1.7.6.

5. Si x′ ∈G∗ x entonces G∗ x′ =G∗ x: Escribamos x′ = g∗ x. Entonces,

G∗ x′ =G∗ (g∗ x)= (G · g)∗ x =G∗ x.

Si x′ ∉G ∗ x, entonces (G ∗ x′)∩ (G ∗ x)=;: Si z ∈ (G ∗ x′)∩ (G ∗ x), entonces G ∗ x′ =
G∗ z =G∗ x. Luego, x′ ∈G∗ x y llegamos a contradicción.

Por tanto, las órbitas de dos puntos o son iguales o disjuntas.

Denotemos la órbita de x por x̄ =G∗ x.

6. Definición : Sea X un G-conjunto. Llamaremos conjunto cociente de X por la ac-
ción de G en X , que denotaremos X /G, al conjunto

X /G := {x̄, con x ∈ X }.

Es decir, X /G es el conjunto de las órbitas.
Recordemos que x̄ = ȳ (es decir, G∗ x =G∗ y) si y solo si y ∈G∗ x.

7. Ejercicio : Calcula el conjunto cociente del G-conjunto considerado en el ejemplo
1.7.5. Calcula el conjunto cociente del G-conjunto considerado en el ejemplo 1.7.6.

8. Notación : Muchas veces denotaremos g∗ x = g · x, es decir denotaremos la opera-
ción ∗ por ·.
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9. Definición : Sea X un G-conjunto. Diremos que un elemento x ∈ X es invariante
por G si g · x = x, para todo g ∈ G. Denotaremos XG al subconjunto de X formado por
todos los invariantes por G, es decir,

XG = {x ∈ X : g · x = x para todo g ∈G}.

10. Ejemplo : Dado un grupo G, llamaremos centro Z(G) de G a aquellos elementos
z ∈G que conmutan con todos los de G, es decir, zg = gz (para todo g ∈G). Z(G) es un
grupo conmutativo y es un subgrupo normal de G. Si consideramos la operación ⋆ de
G en sí mismo por conjugación, entonces

GG = {g ∈G : g′⋆ g = g, ∀g′ ∈G}= {g ∈G : g′gg′−1 = g, ∀g′ ∈G}
= {g ∈G : g′g = gg′, ∀g′ ∈G}= Z(G).

11. Ejemplo : Sea H ⊆G un subgrupo finito. Consideremos G/H como H-conjunto con
la operación h · ḡ′ := hg′. Entonces se cumple que

(G/H)H = { ḡ ∈G/H : H · ḡ = ḡ}= { ḡ ∈G/H : H g ⊆ gH}= { ḡ ∈G/H : H ⊆ gH g−1}

= { ḡ ∈G/H : H = gH g−1}= { ḡ ∈G/H : g ∈ N(H)}
= N(H)/H.

12. Ejemplo : Sean G y G′ dos grupos y Hom1(G,G′) el conjunto de las aplicaciones f
de G en G′, tales que f (1)= 1. Definamos la operación de G en Hom1(G,G′),

(g1 ∗ f )(g2) := f (g2 g1) f (g1)−1, para f ∈Hom1(G,G′) y g1, g2 ∈G,

que dota a Hom1(G,G′) de estructura de G-conjunto. Se tiene que

Hom1(G,G′)G = { f ∈Hom1(G,G′) : g1 ∗ f = f , ∀g1 ∈G}

= { f ∈Hom1(G,G′) : f (g2 g1) f (g1)−1 = f (g2), , ∀g1, g2 ∈G}
= { f ∈Hom1(G,G′) : f (g2 g1)= f (g2) f (g1), , ∀g1, g2 ∈G′}=Homgr(G,′G).

13. Definición : Sea p ∈ N un número primo y G un grupo finito. Diremos que G es
un p-grupo cuando |G| = pn, con n > 0.

14. Fórmula de clases : Sea G un grupo finito y X un G-conjunto finito. Entonces,

|X | = |XG |+ ∑
x̄∈X /G,x∉XG

|G|/|Ix|

Además, si G es un p-grupo, entonces

|X | ≡ |XG | mód p
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Demostración. X es la unión disjunta de sus órbitas,

X = ∐
x̄∈X /G

G · x = XG ∐
x̄∈X /G,x∉XG

G · x.

Como G · x ≃G/Ix, entonces, por el teorema de Lagrange

|X | = |XG |+ ∑
x̄∈X /G,x∉XG

|G · x| = |XG |+ ∑
x̄∈X /G,x∉XG

|G|/|Ix|.

Si G es un p-grupo, por el teorema de Lagrange |G/Ix| = pi (e i = 0 si y solo si x ∈ XG).
Luego,

|X | ≡ |XG | mód p.

□

15. Proposición: Si G es un p-grupo, entonces su centro es no trivial (i.e. |Z(G)| > 1).

Demostración. Por la fórmula de clases |Z(G)| = |GG | = |G| mód p = 0 mód p, como
1 ∈ Z(G) se concluye que |Z(G)| ≥ p > 1. □

16. Teorema : Sea p > 0 un número primo y G un p-grupo. Entonces, G es un grupo
resoluble.

Demostración. Procedamos por inducción sobre el orden del grupo. Por 1.8.15, Z(G)
no es trivial y es resoluble, porque es conmutativo. G/Z(G) es resoluble por hipótesis
de inducción. Por tanto, G es resoluble. □

1.9. Teorema de Cauchy. Teoremas de Sylow

1. Teorema de Cauchy: Si G es un grupo de orden múltiplo de un número primo p,
entonces contiene un subgrupo de orden p.

Demostración.5 Tenemos que probar que existe un morfismo de grupos no trivial de
Z/pZ en G. Recordemos el ejemplo 1.8.12. Por la fórmula de clases,

|Homgr(Z/pZ,G)| = |Hom1(Z/pZ,G)Z/pZ| ≡ |Hom1(Z/pZ,G)| mód p ≡ |G|p−1 mód p
≡ 0 mód p

porque |G| = 0 mód p. Luego, |Homgr(Z/pZ,G)| > 1.
□

5La demostración se la debo a Carlos Sancho.
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2. Definición : Sea G un grupo de orden pn ·m, p primo, n > 0 y m.c.d.(p,m) = 1. A
los subgrupos de G de orden pn se les denomina p-subgrupos de Sylow.

3. Primer teorema de Sylow : Si G es un grupo de orden múltiplo de un número
primo p, entonces contiene p-subgrupos de Sylow.

Demostración. Escribamos |G| = pn ·m, n > 0 y m.c.d.(p,m)= 1. Sabemos por el teore-
ma de Cauchy que G contiene subgrupos de orden p. Basta probar que si G contiene
un subgrupo H de orden pi, con i < n, entonces H está incluido un subgrupo H′ de G
(y es normal en H′) de orden pi+1. Consideremos la acción de H en G/H: h · ḡ′ = hg′.
Entonces, (G/H)H = N(H)/H y por la fórmula de clases |N(H)/H| = |(G/H)H | ≡ |G/H|
mód p = 0 mód p. Luego, |N(H)/H| = ṗ y por el teorema de Cauchy existe un subgrupo
Z ⊆ N(H)/H de orden p. Sea π : N(H) → N(H)/H el morfismo de paso al cociente. En-
tonces, H′ := π−1(Z) ⊆ N(H) es un subgrupo que contiene a π−1(1) = H (y H es normal
en él) y tal que H′/H = Z. Luego, H′ es el subgrupo de orden pi+1 buscado. □

4. Segundo teorema de Sylow : Sea G un grupo de orden múltiplo de un número
primo p. Entonces, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre sí.

Demostración. Sean H,H′ dos subgrupos de un grupo G. Observemos que H′ ⊆ gH g−1

⇐⇒ H′g ⊆ gH ⇐⇒ H′gH ⊆ gH ⇐⇒ ḡ ∈ (G/H)H′
.

Sean H,H′ ⊆ G dos p-subgrupos de Sylow. Basta probar que (G/H)H′
, ;. Por la

fórmula de clases |(G/H)H′ | ≡ |G/H| mód p , 0 mód p y hemos terminado.
□

Como consecuencia de este teorema, observemos que si solo existe un único p-
subgrupo de Sylow entonces ha de ser normal y viceversa.

5. Tercer teorema de Sylow : Sea G un grupo de orden pn ·m, con p primo, n > 0 y
m.c.d.(p,m) = 1. Entonces, el número de p-subgrupos de Sylow de G es divisor de m y
congruente con 1 módulo p.

Demostración. Sea X el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G. G opera en X
conjugando: g∗H′ = gH′g−1, para g ∈G y H′ ∈ X . Sea H un p-subgrupo de Sylow. Por
el segundo teorema de Sylow, X = G ∗H. El subgrupo de isotropía de H ∈ X , es igual
N(H), luego X =G/N(H). Por lo tanto,

m = |G/H| = |G|/|H| = (|G|/|N(H)|) · (|N(H)|/|H|)= |X | · |N(H)/H|

y |X | divide a m.
H opera en X , pues H es un subgrupo de G. Por la fórmula de clases |X | ≡ |X H |

mód p. Ya solo nos falta probar que |X H | = 1. Si H′ ∈ X H entonces h ·H′ ·h−1 = H′, para
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todo h ∈ H, luego hH′ = H′h, para todo h ∈ H y H ·H′ = H′ ·H. Por tanto, H ·H′ es un
subgrupo de G, H′ es normal en H ·H′ y (H ·H′)/H′ ≃ H/(H ∩H′). Entonces, |H ·H′| =
|H′| · |H/(H ∩ H′)| y H · H′ es un p-grupo, que ha de coincidir con H. En conclusión,
H′ = H, |X H | = 1 y |X | ≡ 1 mód p.

□

1.10. Biografía de Cauchy
CAUCHY BIOGRAPHY

Paris was a difficult place to live in when Augustin-Louis
Cauchy was a young child due to the political events surroun-
ding the French Revolution. When he was four years old his
father, fearing for his life in Paris, moved his family to Arcueil.
There things were hard and he wrote in a letter:

We never have more than a half pound of bread - and sometimes
not even that. This we supplement with the little supply of hard
crackers and rice that we are allotted.

They soon returned to Paris and Cauchy’s father was active in the education of
young Augustin-Louis. Laplace and Lagrange were visitors at the Cauchy family ho-
me and Lagrange in particular seems to have taken an interest in young Cauchy’s
mathematical education. Lagrange advised Cauchy’s father that his son should ob-
tain a good grounding in languages before starting a serious study of mathematics.
In 1802 Augustin-Louis entered the École Centrale du Panthéon where he spent two
years studying classical languages.

From 1804 Cauchy attended classes in mathematics and he took the entrance exa-
mination for the École Polytechnique in 1805. He was examined by Biot and placed
second. At the École Polytechnique he attended courses by Lacroix, de Prony and Ha-
chette while his analysis tutor was Ampère. In 1807 he graduated from the École
Polytechnique and entered the engineering school École des Ponts et Chaussées. He
was an outstanding student and for his practical work he was assigned to the Ourcq
Canal project where he worked under Pierre Girard.

In 1810 Cauchy took up his first job in Cherbourg to work on port facilities for
Napoleon’s English invasion fleet. He took a copy of Laplace’s Mécanique Céleste and
one of Lagrange’s Théorie des Fonctions with him. It was a busy time for Cauchy,
writing home about his daily duties he said:

I get up at four o’clock each morning and I am busy from then on. ... I do not get
tired of working, on the contrary, it invigorates me and I am in perfect health...
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Cauchy was a devout Catholic and his attitude to his religion was already causing
problems for him. In a letter written to his mother in 1810 he says:

So they are claiming that my devotion is causing me to become proud, arrogant
and self-infatuated. ... I am now left alone about religion and nobody mentions it to me
anymore...

In addition to his heavy workload Cauchy undertook mathematical researches and
he proved in 1811 that the angles of a convex polyhedron are determined by its faces.
He submitted his first paper on this topic then, encouraged by Legendre and Malus,
he submitted a further paper on polygons and polyhedra in 1812. Cauchy felt that he
had to return to Paris if he was to make an impression with mathematical research. In
September of 1812 he returned to Paris after becoming ill. It appears that the illness
was not a physical one and was probably of a psychological nature resulting in severe
depression.

Back in Paris Cauchy investigated symmetric functions and submitted a memoir
on this topic in November 1812. This was published in the Journal of the École Poly-
technique in 1815. However he was supposed to return to Cherbourg in February 1813
when he had recovered his health and this did not fit with his mathematical ambi-
tions. His request to de Prony for an associate professorship at the École des Ponts
et Chaussées was turned down but he was allowed to continue as an engineer on the
Ourcq Canal project rather than return to Cherbourg. Pierre Girard was clearly plea-
sed with his previous work on this project and supported the move.

An academic career was what Cauchy wanted and he applied for a post in the
Bureau des Longitudes. He failed to obtain this post, Legendre being appointed. He
also failed to be appointed to the geometry section of the Institute, the position going
to Poinsot. Cauchy obtained further sick leave, having unpaid leave for nine months,
then political events prevented work on the Ourcq Canal so Cauchy was able to devote
himself entirely to research for a couple of years.

Other posts became vacant but one in 1814 went to Ampère and a mechanics va-
cancy at the Institute, which had occurred when Napoleon Bonaparte resigned, went
to Molard. In this last election Cauchy did not receive a single one of the 53 votes cast.
His mathematical output remained strong and in 1814 he published the memoir on
definite integrals that later became the basis of his theory of complex functions.

In 1815 Cauchy lost out to Binet for a mechanics chair at the École Polytechnique,
but then was appointed assistant professor of analysis there. He was responsible for
the second year course. In 1816 he won the Grand Prix of the French Academy of
Sciences for a work on waves. He achieved real fame however when he submitted a
paper to the Institute solving one of Fermat’s claims on polygonal numbers made to
Mersenne. Politics now helped Cauchy into the Academy of Sciences when Carnot and
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Monge fell from political favour and were dismissed and Cauchy filled one of the two
places.

In 1817 when Biot left Paris for an expedition to the Shetland Islands in Scotland
Cauchy filled his post at the Collège de France. There he lectured on methods of in-
tegration which he had discovered, but not published, earlier. Cauchy was the first to
make a rigorous study of the conditions for convergence of infinite series in addition
to his rigorous definition of an integral. His text Cours d’analyse in 1821 was desig-
ned for students at École Polytechnique and was concerned with developing the basic
theorems of the calculus as rigorously as possible. He began a study of the calculus
of residues in 1826 in Sur un nouveau genre de calcul analogue au calcul infinitési-
mal while in 1829 in Leçons sur le Calcul Différentiel he defined for the first time a
complex function of a complex variable.

Cauchy did not have particularly good relations with other scientists. His staun-
chly Catholic views had him involved on the side of the Jesuits against the Académie
des Sciences. He would bring religion into his scientific work as for example he did on
giving a report on the theory of light in 1824 when he attacked the author for his view
that Newton had not believed that people had souls. He was described by a journalist
who said:

... it is certain a curious thing to see an academician who seemed to fulfil the res-
pectable functions of a missionary preaching to the heathens.

An example of how Cauchy treated colleagues is given by Poncelet whose work on
projective geometry had, in 1820, been criticised by Cauchy:

... I managed to approach my too rigid judge at his residence ... just as he was
leaving ... During this very short and very rapid walk, I quickly perceived that I had
in no way earned his regards or his respect as a scientist ... without allowing me to say
anything else, he abruptly walked off, referring me to the forthcoming publication of
his Leçons à ’École Polytechnique where, according to him, ’the question would be very
properly explored’.

Again his treatment of Galois and Abel during this period was unfortunate. Abel,
who visited the Institute in 1826, wrote of him:

Cauchy is mad and there is nothing that can be done about him, although, right
now, he is the only one who knows how mathematics should be done.

Belhoste says:

When Abel’s untimely death occurred on April 6, 1829, Cauchy still had not given
a report on the 1826 paper, in spite of several protests from Legendre. The report he
finally did give, on June 29, 1829, was hasty, nasty, and superficial, unworthy of both
his own brilliance and the real importance of the study he had judged.
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By 1830 the political events in Paris and the years of hard work had taken their
toll and Cauchy decided to take a break. He left Paris in September 1830, after the
revolution of July, and spent a short time in Switzerland. There he was an enthusiastic
helper in setting up the Académie Helvétique but this project collapsed as it became
caught up in political events.

Political events in France meant that Cauchy was now required to swear an oath
of allegiance to the new regime and when he failed to return to Paris to do so he
lost all his positions there. In 1831 Cauchy went to Turin and after some time there
he accepted an offer from the King of Piedmont of a chair of theoretical physics. He
taught in Turin from 1832. Menabrea attended these courses in Turin and wrote that
the courses:

were very confused, skipping suddenly from one idea to another, from one formula
to the next, with no attempt to give a connection between them. His presentations were
obscure clouds, illuminated from time to time by flashes of pure genius. ... of the thirty
who enrolled with me, I was the only one to see it through.

In 1833 Cauchy went from Turin to Prague in order to follow Charles X and to
tutor his grandson. However he was not very successful in teaching the prince as this
description shows:

... exams .. were given each Saturday. ... When questioned by Cauchy on a problem
in descriptive geometry, the prince was confused and hesitant. ... There was also ma-
terial on physics and chemistry. As with mathematics, the prince showed very little
interest in these subjects. Cauchy became annoyed and screamed and yelled. The queen
sometimes said to him, soothingly, smilingly, ’too loud, not so loud’.

While in Prague Cauchy had one meeting with Bolzano, at Bolzano’s request, in
1834. There are discussions on how much Cauchy’s definition of continuity is due
to Bolzano, Freudenthal’s view that Cauchy’s definition was formed before Bolzano’s
seems the more convincing.

Cauchy returned to Paris in 1838 and regained his position at the Academy but not
his teaching positions because he had refused to take an oath of allegiance. De Prony
died in 1839 and his position at the Bureau des Longitudes became vacant. Cauchy
was strongly supported by Biot and Arago but Poisson strongly opposed him. Cauchy
was elected but, after refusing to swear the oath, was not appointed and could not
attend meetings or receive a salary.

In 1843 Lacroix died and Cauchy became a candidate for his mathematics chair at
the Collège de France. Liouville and Libri were also candidates. Cauchy should have
easily been appointed on his mathematical abilities but his political and religious acti-
vities, such as support for the Jesuits, became crucial factors. Libri was chosen, clearly
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by far the weakest of the three mathematically, and Liouville wrote the following day
that he was:

deeply humiliated as a man and as a mathematician by what took place yesterday
at the Collège de France.

During this period Cauchy’s mathematical output was less than in the period be-
fore his self-imposed exile. He did important work on differential equations and appli-
cations to mathematical physics. He also wrote on mathematical astronomy, mainly
because of his candidacy for positions at the Bureau des Longitudes. The 4-volume
text Exercices d’analyse et de physique mathématique published between 1840 and
1847 proved extremely important.

When Louis Philippe was overthrown in 1848 Cauchy regained his university po-
sitions. However he did not change his views and continued to give his colleagues
problems. Libri, who had been appointed in the political way described above, resig-
ned his chair and fled from France. Partly this must have been because he was about
to be prosecuted for stealing valuable books. Liouville and Cauchy were candidates for
the chair again in 1850 as they had been in 1843. After a close run election Liouville
was appointed. Subsequent attempts to reverse this decision led to very bad relations
between Liouville and Cauchy.

Another, rather silly, dispute this time with Duhamel clouded the last few years
of Cauchy’s life. This dispute was over a priority claim regarding a result on inelastic
shocks. Duhamel argued with Cauchy’s claim to have been the first to give the results
in 1832. Poncelet referred to his own work of 1826 on the subject and Cauchy was
shown to be wrong. However Cauchy was never one to admit he was wrong. Valson
writes:

...the dispute gave the final days of his life a basic sadness and bitterness that only
his friends were aware of...

In a letter by Cauchy’s daughter describing his death is given:

Having remained fully alert, in complete control of his mental powers, until 3.30
a.m.. my father suddenly uttered the blessed names of Jesus, Mary and Joseph. For the
first time, he seemed to be aware of the gravity of his condition. At about four o’clock,
his soul went to God. He met his death with such calm that made us ashamed of our
unhappiness.

Numerous terms in mathematics bear Cauchy’s name: the Cauchy integral theo-
rem, in the theory of complex functions, the Cauchy-Kovalevskaya existence theorem
for the solution of partial differential equations, the Cauchy-Riemann equations and
Cauchy sequences. He produced 789 mathematics papers, an incredible achievement.
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This achievement is summed up (in “Augustin-Louis Cauchy. A Biography”, by B.
Belhoste) as follows:

... such an enormous scientific creativity is nothing less than staggering, for it pre-
sents research on all the then-known areas of mathematics ... in spite of its vastness
and rich multifaceted character, Cauchy’s scientific works possess a definite unifying
theme, a secret wholeness. ... Cauchy’s creative genius found broad expression not only
in his work on the foundations of real and complex analysis, areas to which his name
is inextricably linked, but also in many other fields. Specifically, in this connection, we
should mention his major contributions to the development of mathematical physics
and to theoretical mechanics... we mention ... his two theories of elasticity and his in-
vestigations on the theory of light, research which required that he develop whole new
mathematical techniques such as Fourier transforms, diagonalization of matrices, and
the calculus of residues.

His collected works, Oeuvres complètes d’Augustin Cauchy (1882-1970), were pu-
blished in 27 volumes.

Article by: J.J. O’Connor and E.F. Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

1.11. Cuestionario
1. Sea X un conjunto de orden mayor que 1 ¿Es el conjunto de todas las aplicaciones

de X en X con la composición de aplicaciones un grupo?

2. Sea G un grupo. Si gg′g−1 = g′, para todo g, g′ ∈G, ¿es G un grupo abeliano?¿Es
cierto el recíproco?

3. ¿Todo subgrupo de un grupo abeliano es abeliano?

4. ¿Todos los subgrupos de un grupo conmutativo son normales?

5. Sea f : G →G′ un morfismo de grupos. ¿Es Ker f un subgrupo normal de G?

6. Sea f : G →G′ un morfismo de grupos y H′ ⊆G′ un subgrupo normal. ¿Es f −1(H′),
con seguridad, un subgrupo normal de G?

7. ¿Todo cociente de un grupo abeliano por un subgrupo es un grupo abeliano?

8. Sea G un grupo y g1, . . . , gn ∈ G ¿Es 〈g1, . . . , gn〉 el conjunto de elementos de G
que son producto (con repeticiones) de elementos de {g1, . . . , gn, g−1

1 , . . . , g−1
n }?

9. ¿Todo cociente de un grupo cíclico por un subgrupo es un grupo cíclico?
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10. ¿Todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico?

11. Si g ∈G es un elemento de orden 27, calcula un n > 0, tal que gn = g−1.

12. Sea G un grupo y g ∈G ¿Tiene g el mismo orden que g−1?

13. Sea G un grupo y g ∈G un elemento tal que g12 = 1 ¿Puede ser 8 el orden de g?

14. Sea f : G → G′ un morfismo de grupos y g ∈ G un elemento de orden 6 ¿Puede
ser 5 el orden de f (g)?

15. Sea G un grupo de orden mayor que 1. ¿Es seguro que G contiene algún subgrupo
conmutativo de orden mayor que 1?

16. Sea G un grupo de orden un número primo. ¿Es, entonces, G un grupo cíclico?

17. ¿Cuántos grupos abelianos no isomorfos de orden 18 existen?

18. ¿Existen sistemas generadores del grupo Z/2Z×Z/2Z con dos elementos?

19. ¿Existe algún sistema generador de Z/2Z×Z/2Z con un único elemento?

20. ¿Es S2 un grupo conmutativo? y ¿S3?

21. ¿Es Sn, para n > 2, conmutativo?

22. Escribir la permutación
(12345
53421

)
como producto de ciclos disjuntos.

23. ¿Cuál es el orden de la permutación
(123456789
293487651

)
?

24. Sea σ= (123456789
293487651

)
. Calcula σ33.

25. Escribir la permutación
(12345
53421

)
como producto de transposiciones.

26. ¿Es todo subgrupo de S3 normal?

27. ¿Es A3 isomorfo a Z/3Z?

28. ¿Cuántos epimorfismos de grupos Sn →Z/2Z existen?

29. ¿Qué orden tiene Sn? y ¿An? y ¿Dn?

30. ¿Es S3 isomorfo a D3?

31. Sea f : S5 → Z/3Z un morfismo de grupos ¿Se cumple que f (σ) = 0̄, para todo
σ ∈ S5?
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32. Sea H el subconjunto de Sn, (con n ≥ 4) de las permutaciones que son iguales a
un producto de 4-ciclos. ¿Es H un subgrupo normal de Sn? ¿Es H = Sn?

33. Sea H el subconjunto de Sn, (con n > 4) de las permutaciones que son iguales a
un producto de 5-ciclos. ¿Es H un subgrupo normal de Sn? ¿Es H = An?

34. ¿Es el grupo S3 ×Z/5Z resoluble?

35. Consideremos los subgrupos Gl(R2) ,→ Biy(R2), T 7→ T, R2 ,→ Biy(R2), e 7→ te,
donde te(e′) := e+ e′. Consideremos el producto semidirecto R2⋊Gl(R2). Calcula

((1,2),
(
1 1
2 −2

)
)2.

36. Consideremos el morfismo de grupos Z/2Z ,→Autgr(Z/5Z), 0̄ 7→ Id, 1̄ 7→ −Id. Con-
sideremos el producto semidirecto Z/5Z⋊Z/2Z. Calcula

(1̄, 1̄)2.

37. ¿Es Dn resoluble para todo n > 2?

38. Sea G un grupo finito no resoluble ¿Contiene G algún subgrupo propio resoluble?

39. Sea G un grupo finito. Sea {1}⊂G1 ⊂ ·· · ⊂Gn =G una serie normal de subgrupos
de G de factores grupos abelianos ¿Es G2 resoluble? ¿Es G resoluble?

40. Sea X un G-conjunto ¿Existe algún elemento de G que transforme g · x en x?

41. Sea el grupo Gm = R\{0}, con la operación el producto de R. Consideremos la
operación de Gm en R siguiente: λ∗ e := λ · e, para todo λ ∈ Gm y e ∈ R ¿Cuántas
órbitas hay en R?

42. Sea G un grupo y consideremos G como G-conjunto operando G en G por la
izquierda ¿Cuántas órbitas hay en G?

43. Consideremos S3 como S3-conjunto operando S3 en S3 por conjugación. ¿Cuán-
tas órbitas hay en S3?

44. Consideremos S4 como S4-conjunto operando S4 en S4 por conjugación. ¿Cuán-
tas órbitas hay en S4?

45. Consideremos S3 como S3-conjunto operando S3 en S3 por conjugación. Calcula
el grupo de isotropía de la transposición (1,2).
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46. ¿Todas las órbitas de un G-conjunto tienen el mismo orden?

47. Sea H ⊆G un subgrupo de orden finito. Consideremos G como H-conjunto como
sigue: h∗ g = h · g ¿Tienen todas las órbitas del H-conjunto G el mismo orden?

48. Sea Ix el grupo de isotropía de x ∈ X ¿Es gIx g−1 el grupo de isotropía de gx?

49. Sea el grupo Gm = R\{0}, con la operación el producto ordinario de números
reales. Consideremos la operación de Gm en R2 siguiente: λ∗ e := λ · e, para todo
λ ∈Gm y todo e ∈R2. Calcula (R2)Gm .

50. Sea X un conjunto, con la estructura de G-conjunto trivial, es decir, g·x = x, para
todo g ∈G y x ∈ X . Calcula XG .

51. Sea X un G-conjunto. ¿Hay tantas órbitas en X de orden 1 como elementos de X
invariantes por G?

52. Sea G , {1} un grupo. Consideremos la operación de G en G por multiplicaciones
por la izquierda. Calcula GG .

53. Consideremos la acción de G en si mismo por conjugación ¿Se cumple que GG =
Z(G)?

54. Sea Z/3Z un Z/2Z-conjunto. ¿Podemos afirmar que (Z/3Z)Z/2Z ,;?

55. Sea p un número primo y X un conjunto de orden q < p ¿Cuántas estructuras
de Z/pZ-conjuntos no isomorfas distintas pueden definirse en X?

56. Sea G un grupo de orden pn, con n > 0 y p primo. Considera la acción de G
en si mismo por conjugación ¿Se puede deducir por la fórmula de clases que
Z(G), {1}?

57. ¿Cuántos 5-subgrupos de Sylow contiene Z/25Z?

58. Sea G un grupo de orden múltiplo de un número primo p ¿Son todos los p-
subgrupos de Sylow de G isomorfos?

59. Sean p , q dos números primos. Sea Hp un p-subgrupo de Sylow de G y Hq un
q-subgrupo de Sylow de G. Calcula Hp ∩Hq.

60. Sea G un grupo de orden múltiplo de un número primo p y Hp un p-subgrupo
de Sylow ¿G contiene un único p-subgrupo de Sylow si y solo si Hp es normal en
G?
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61. Sea G un grupo de orden 35. ¿Cuántos 5-subgrupos de Sylow existen? ¿Cuántos
7-subgrupos de Sylow existen? ¿Es G ≃Z/5Z×Z/7Z? ¿Es G cíclico?

62. Sea G un grupo de orden 6 ¿Cuántos 3-subgrupos de Sylow contiene G?

63. ¿Cuántos 2-subgrupos de Sylow contiene S3? y ¿Z/6Z?

64. ¿Es D4 ⊂ S4 un 2-subgrupo de Sylow? ¿Cuántos 2-subgrupos de Sylow contiene
S4?

1.12. Problemas
1. Las siguientes condiciones sobre un grupo G son equivalentes:

a) G es un grupo abeliano.

b) La aplicación φ : G →G, φ(g)= g−1 es morfismo de grupos.

c) La aplicación φ : G →G, φ(g)= g2 es morfismo de grupos.

d) La aplicación φ : G×G →G, φ(a,b)= ab es morfismo de grupos.

2. Teorema de Cayley: Sea (G, ·) un grupo. Prueba que la aplicación G → Biy(G),
g 7→ Lg, donde Lg(g′) := gg′, para todo g′ ∈G, es un morfismo de grupos inyecti-
vo.

3. Sea G es un grupo. Prueba que su centro

Z(G) := {a ∈G : ag = ga, ∀g ∈G}

es un subgrupo normal de G. Prueba que el morfismo G → Autgr(G), g 7→ τg,
donde τg(g′) := gg′g−1, es un morfismo de grupos de núcleo Z(G).

4. Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces

N(H) := {g ∈G : gH g−1 = H}

es un subgrupo de G, llamado normalizador de H, y es el mayor subgrupo de G
que contiene a H como subgrupo normal. Además, si a ∈G, entonces N(aHa−1)=
aN(H)a−1.

5. Todo subgrupo de índice 2 es normal. (Indicación: Si g ∉ H, entonces gH es el
complementario de H.)
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6. Sea G un grupo. Prueba que si G/Z(G) es un grupo cíclico, entonces G es abe-
liano.

7. Sea G un grupo finito. Si el conjunto de subgrupos de G está totalmente ordena-
do (i.e., no tiene pares incomparables), entonces G es un grupo cíclico de orden
potencia de un primo.

8. Sea G = 〈g〉 un grupo cíclico de orden n <∞. Prueba que gm es un elemento de
orden n/m.c.d.(n,m).

9. Si G es un grupo de orden un número primo, entonces G es cíclico.

10. Si los únicos subgrupos de un grupo G son los triviales {1} y G, prueba que G es
isomorfo a Z/pZ para algún número primo p.

11. Todo grupo finito de orden par contiene algún elemento g, 1 tal que g2 = 1.

12. Si un grupo G solo tiene un número finito de subgrupos, entonces G es finito.

13. Si H es un subgrupo propio de un grupo finito G, entonces existe algún elemento
de G que no está contenido en ninguno de los subgrupos conjugados de H.

14. El centro del grupo simétrico Sn es trivial cuando n ≥ 3.

15. Sea Sn−1 = Biy({1, . . . ,n− 1}) y Sn = Biy({1, . . . ,n}) y consideremos la inclusión
obvia Sn−1 ⊂ Sn. Prueba que

a) ∩
σ∈Sn

σSn−1σ
−1 = {Id}.

b) Si H ⊂
,

Sn es un subgrupo que contiene a Sn−1, entonces H = Sn−1.

16. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. Si K ⊆ N(H), entonces HK es un
subgrupo de G isomorfo a (H⋊K)/H∩K , donde entendemos H∩K como subgrupo
de H⋊K vía el morfismo de grupos inyectivo H∩K ,→ H⋊K , λ 7→ (λ−1,λ).

17. Sea Q = {±1,±i,± j,±k} el subgrupo de los cuaterniones del grupo Gl2(C), donde

1 :=
(
1 0
0 1

)
, i :=

(
i 0
0 −i

)
, j :=

(
0 1
−1 0

)
y k :=

(
0 i
i 0

)
. Prueba que si G es un grupo

de orden 8 no abeliano entonces es isomorfo a D4 ó Q.

18. Prueba que S3 es un grupo isomorfo a S4/K4. Prueba que S4 = K4⋊S3.

19. Sea H ⊂ G un subgrupo normal, π : G → G/H el morfismo de paso al cociente
y supongamos que existe un morfismo de grupos s : G/H → G tal que π ◦ s = Id.
Prueba que G = H⋊ s(G/H).
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20. Sea H ⊆ G un subgrupo. Si existe un morfismo de grupos r : G → H, tal que
r(h)= h para todo h ∈ H, prueba que G =Ker r⋊H.

21. Prueba que dotar a un conjunto X de estructura de G-conjunto es equivalente a
definir un morfismo de grupos G →Biy(X ).

22. Sea X un G-conjunto, x ∈ X y x′ = g · x. Prueba que Ix′ = g · Ix · g−1.

23. Consideremos la operación de S4 en k[x1, x2, x3, x4] siguiente

σ∗ p(x1, x2, x3, x4)= p(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)).

Calcula S4 ∗ (x1x3 + x2x4) y el subgrupo de isotropía de x1x3 + x2x4.

24. Sea X un G-conjunto e Y un conjunto. Prueba que la aplicación

G×Aplic(X ,Y )→Aplic(X ,Y ), (g, f ) 7→ g∗ f , donde (g∗ f )(x) := f (g−1 ∗ x),

dota a Aplic(X ,Y ) de estructura de G-conjunto. Establece una biyección entre
Aplic(X ,Y )G y Aplic(X /G,Y ).

25. Prueba que los morfismos de G-conjuntos transforman órbitas en órbitas, y que
todo endomorfismo de G-conjuntos de una órbita finita es un automorfismo.

26. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. Prueba que los G-conjuntos G/H y
G/K son isomorfos precisamente cuando H y K son subgrupos conjugados.

27. Sea G un grupo y considerémoslo como G-conjunto operando G en él por la iz-
quierda. Cuando lo consideremos como G-conjunto operando G por la derecha lo
denotaremos G̃. Prueba que la aplicación i : G → G̃, i(g) := g−1 es un isomorfismo
de G-conjuntos.

28. Sea X un G-conjunto, H ⊆G un subgrupo y consideremos G/H como G-conjunto
de modo natural: g · ḡ′ := gg′. Prueba que la aplicación,

HomG(G/H, X )→ X H , f 7→ f (1̄)

es biyectiva.

29. Si H es un subgrupo de un grupo G, prueba que el grupo de automorfismos del
G-conjunto G/H es isomorfo al grupo N(H)/H.

30. Si H es un subgrupo de un grupo finito G, prueba que el número de subgrupos
conjugados de H divide al índice, |G/H|, de H en G.
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31. Si el índice de un subgrupo H de un grupo finito G es el menor número primo que
divide al orden de G, prueba que H es un subgrupo normal de G. (Indicación:
Considérese la acción de H, o la de G, en G/H.)

32. Sea p un número primo. Un grupo finito G es un p-grupo precisamente cuando
para todo G conjunto finito X se cumple que |X | ≡ |XG | (módulo p).

33. Si p es un número primo, todo grupo de orden p2 es abeliano. Clasifica los grupos
de orden p2.

34. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G está contenido en el centro
de G.

35. Todo subgrupo normal no trivial H de un p-grupo G tiene intersección no trivial
con el centro de G; es decir, Z(G)∩H , 1.

36. Si G es un p-grupo no abeliano de orden p3, entonces todo subgrupo normal no
trivial de G contiene al centro.

37. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo, entonces H ,N(H).

38. Prueba que el grupo A4 no tiene ningún subgrupo de orden 6 (aunque su orden
es múltiplo de 6).

39. Determina los subgrupos de Sylow de los grupos simétricos S3, S4 y S5.

40. Determina todos los subgrupos normales de S3, S4 y A4.

41. Si una potencia pr de un número primo divide al orden de un grupo finito G,
entonces G tiene algún subgrupo de orden pr.

42. Todo grupo de orden 100 tiene algún subgrupo normal de orden 25.

43. Sea H un subgrupo de orden pk de un grupo G de orden pnm. Si k < n, entonces
G tiene un subgrupo H′ de orden pk+1 tal que H◁H′.

44. Si H es un p-subgrupo normal de un grupo finito G, entonces H está contenido
en todos los p-subgrupos de Sylow de G.

45. El grupo diédrico Dn (el grupo de los movimientos que dejan invariante un po-
lígono regular de n lados) tiene orden 2n y está generado por dos elementos g y
s tales que gn = s2 = 1, sgs = g−1. Calcula el centro y el grupo de automorfismos
del grupo Dn.
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46. Si p es un número primo, todo grupo no abeliano de orden 2p es isomorfo al
grupo Dp.

47. Si p y q son números primos distintos, entonces

a) Ningún grupo G de orden pq es simple, y si además p < q y q no es con-
gruente con 1 módulo p, entonces G es cíclico.

b) Ningún grupo G de orden p2q es simple.

c) Ningún grupo G de orden p3q es simple.

d) Ningún grupo G de orden p2q2 es simple.

48. Los únicos grupos simples de orden menor que 60 son los de orden primo.

49. Prueba que S7 no contiene ningún subgrupo de orden 15.

50. Si para cada número primo que divide al orden de un grupo finito G éste tiene
un único subgrupo de Sylow, entonces G es isomorfo al producto directo de sus
subgrupos de Sylow.

51. Si un grupo finito G tiene un único p-subgrupo de Sylow para cada número primo
p que divide a su orden, entonces G es resoluble.

52. Clasifica, salvo isomorfismos, los grupos de orden ≤ 10.

53. Clasifica, salvo isomorfismos, los grupos de orden 2p2, con p > 2 primo.

54. Todo grupo de orden menor que 60 es resoluble.

55. Si p y q son números primos distintos, entonces todos los grupos de orden pq,
p2q y p3q son resolubles.

56. Consideremos los subgrupos H1 := 〈(1,2,3,4,5)〉 y H2 := 〈(2,3,5,4)〉 de S5. Prueba
que

a) H2 está incluido en NS5(H1).

b) H1 ·H2 es un subgrupo de S5 de orden 20.

c) H1 es el único subgrupo de orden 5 de H1 ·H2.

57. Halla resoluciones de los grupos cíclicos Z/27Z, Z/18Z y Z/30Z; de los grupos
abelianos (Z/15Z)∗ y (Z/32Z)∗; de los grupos simétricos S2, S3 y S4; y de los
grupos diédricos D3, D4 y D5.
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58. Si n ≥ 5, el único subgrupo propio de Sn de índice menor estricto que n es An.
(Indicación: Si H es un subgrupo de índice d en un grupo G, la acción de G en
G/H define un morfismo G → Sd.)

59. Prueba:

a) Las proyectividades de una recta proyectiva sobre un cuerpo con 5 elemen-
tos definen un subgrupo P de índice 6 del grupo S6.

b) Existe un automorfismo τ : S6 → S6 tal que τ(P) = {σ ∈ S6 : σ(6) = 6}, y éste
es un automorfismo externo (i.e., no es una conjugación) del grupo S6.

60. Consideremos el n-ciclo σ= (1, . . . ,n) ∈ Sn. Prueba que NSn(〈σ〉)≈Z/nZ⋊(Z/nZ)∗.

61. Un subgrupo G ⊆ Sp (p primo) es transitivo6 y resoluble si y solo si contiene un
p-ciclo, σ y G ⊆ NSp (〈σ〉).

6Es decir, si consideramos la operación obvia de G en {1,2, . . . , p} resulta que solo hay una órbita.
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Capítulo 2

Producto tensorial

2.1. Introducción

El lector quizá conozca el cálculo tensorial del Álgebra Lineal y de la Geometría
Diferencial y si es estudiante de Física quizá conozca los tensores que aparecen en
Mecánica de Fluidos, Relatividad, etc. El cálculo tensorial fue introducido por el ma-
temático italiano Gregorio Ricci-Curbastro y su estudiante Tullio Levi-Civita a finales
del siglo XIX. Ambos desarrollaron la teoría de tensores como una extensión del cálcu-
lo diferencial a múltiples dimensiones, lo que resultó fundamental para la formulación
de la relatividad general de Einstein.

En Geometría Algebraica el anillo de funciones algebraicas de un producto directo
de variedades algebraicas es igual al producto tensorial de los anillos de funciones
algebraicas de las variedades algebraicas.

En la Teoría de Galois el producto tensorial será especialmente necesario para el
problema de “pasar” de un cuerpo a un cuerpo algebraicamente cerrado. El estudio
y cálculo de las raíces α1, . . . ,αn de un polinomio p(x) ∈ Q[x], está estrechamente re-
lacionado con el estudio del cuerpo Q(α1, . . . ,αn) ⊂ C y su grupo de automorfismos,
que se identifica con el grupo G de aquellas permutaciones de las raíces que respetan

las relaciones algebraicas que cumplen éstas. Como veremos Q(α1, . . . ,αn)⊗QC ≃
G∏
C,

α⊗1 7→ (g(α))g∈G que es una C-álgebra trivial.

El cálculo tensorial es esencialmente algebraico. En este capítulo definiremos el
producto tensorial de módulos y álgebras y recuperaremos los tensores y el cálculo
tensorial del Álgebra Lineal y la Geometría Diferencial.
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2.2. Producto tensorial de módulos
1. Sean M y N dos A-módulos. Sea M□N el A-módulo libre de base {m□n}(m,n)∈M×N

(con otras palabras: M□N := M×N⊕ A).
Sea R el submódulo de M□N generado por los elementos de la forma

(m+m′)□n−m□n−m′□n
m□(n+n′)−m□n−m□n′

(am)□n−a(m□n)
m□(an)−a(m□n)

para todo m,m′ ∈ M, n ∈ N y a ∈ A.

2. Definición : Llamaremos producto tensorial de M y N sobre el anillo A, al A-
módulo cociente (M□N)/R y lo denotaremos M ⊗A N. Cada clase m□n ∈ (M□N)/R =
M⊗A N la denotaremos m⊗n.

De acuerdo con la definición de R tenemos que

(m+m′)⊗n = m⊗n+m′⊗n
m⊗ (n+n′)= m⊗n+m⊗n′

am⊗n = a(m⊗n)
m⊗an = a(m⊗n)

propiedades que se expresan diciendo “el producto tensorial es A-bilineal”. En reali-
dad, el formalismo seguido, ha sido para llegar a definir “el producto” (⊗) de elementos
de M por N, con estas propiedades y sin más relaciones que las generadas por las
relaciones de M y N y estas propiedades.

Dado que los elementos {m□n}(m,n)∈M×N forman una base de M□N, entonces los
elementos {m⊗n}(m,n)∈M×N forman un sistema generador de M ⊗A N. Por las propie-
dades de bilinealidad recién escritas,

Si M = 〈mi〉i∈I y N = 〈n j〉 j∈J , entonces M⊗A N = 〈mi ⊗n j〉(i, j)∈I×J .

3. Definición : Sea P un A-módulo. Diremos que una aplicación β : M × N → P es
A-bilineal si

β(m+m′,n)=β(m,n)+β(m′,n)
β(m,n+n′)=β(m,n)+β(m,n′)
β(am,n)= aβ(m,n)
β(m,an)= aβ(m,n)
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El conjunto de las aplicaciones A-bilineales de M×N en P se denota BilA(M×N;P).
La aplicación natural π : M×N → M⊗N, (m,n) 7→ m⊗n es bilineal.
El conjunto de morfismos de A-módulos de M en N, se denota HomA(M, N) que

es de modo natural un A-módulo. Si M′ ⊂ M es un submódulo y π : M → M/M′ el
morfismo de paso al cociente, entonces la aplicación

HomA(M/M′, N) → { f ∈HomA(M, N) : f (M′)= 0}
g 7→ g ◦π

es un isomorfismo de A-módulos.

4. Propiedad universal del producto tensorial: Una aplicación β : M×N → P es
bilineal si y solo si existe un único morfismo de A-módulos φ : M ⊗A N → P, de modo
que el siguiente diagrama

M×N
β //

π

��

P

M⊗A N
φ

::

es conmutativo. Con concisión,

HomA(M⊗A N,P)=BilA(M×N;P), φ 7→φ◦π

Demostración. El conjunto de la aplicaciones de M×N en P, Aplic(M×N,P), se iden-
tifica con HomA(M□N,P): Dada una aplicación β : M × N → P, tenemos el morfismo
de A-módulos β̃ : M□N → P, determinado por β̃(m□n) := β(m,n). Dada un morfismo
de A-módulos β̃ : M□N → P, tenemos la aplicación β : M ×N → P, β(m,n) := β̃(m□n).
Luego,

BilA(M, N;P)=
β ∈Aplic(M×N,P) :

β(m+m′,n)=β(m,n)+β(m′,n), β(am,n)= aβ(m,n)
β(m,n+n′)=β(m,n)+β(m,n′), β(m,an)= aβ(m,n)
∀m,m′ ∈ M, ∀n,n′ ∈ N,∀a ∈ A


=

β̃ ∈HomA(M□N,P) :
β̃(m+m′□n)= β̃(m□n)+ β̃(m′□n), β̃(am□n)= aβ(m□n)
β̃(m□n+n′)= β̃(m□n)+ β̃(m□n′), β̃(m□an)= aβ̃(m□n)
∀m,m′ ∈ M, ∀n,n′ ∈ N,∀a ∈ A


=HomA(M⊗N,P).

□
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Este teorema nos dice que definir un morfismo de A-módulos φ : M⊗A N → P,
es asignar a cada m⊗n ∈ M⊗A N un elemento φ(m⊗n) ∈ P de modo que
φ((am+m′)⊗n)= aφ(m⊗n)+φ(m′⊗n) y φ(m⊗ (an+n′))= aφ(m⊗n)+φ(m⊗n′).

Dados dos morfismos de A-módulos f : M → M′, g : N → N ′, inducen el morfismo
en el producto tensorial f ⊗ g : M⊗A N → M′⊗A N ′, ( f ⊗ g)(m⊗n) := f (m)⊗ g(n).

5. Teorema: Existen isomorfismos naturales

1. M⊗A N = N ⊗A M, m⊗n 7→ n⊗m.

2. A⊗A M = M, a⊗m 7→ am.

3. A/I ⊗A M = M/IM, ā⊗m 7→ am.

4. Sea M′ ⊂ M un submódulo y denotemos la imagen del morfismo M′⊗N → M⊗N,
m′⊗n 7→ m′⊗n por M′⊗A N, entonces

(M/M′)⊗A N = (M⊗N)/M′⊗N
m̄⊗n 7→ m⊗n

5. ( ⊕
i∈I

Mi)⊗A N = ⊕
i∈I

(Mi ⊗N), (mi)i∈I ⊗n 7→ (mi ⊗n)i∈I .

6. HomA(M⊗A N,P)=HomA(M,HomA(N,P)), φ 7→ϕ, donde ϕ(m)(n) :=φ(m⊗n).

Demostración. Dejamos al lector que defina los morfismos inversos. □

6. Observación : Igual que hemos definido-construido el producto tensorial de dos A-
módulos, podemos construir el producto tensorial de cualquier familia finita M1, . . . , Mn
de A-módulos, obteniéndose un A-módulo M1 ⊗A · · ·⊗A Mn con una propiedad univer-
sal similar. Para definir un morfismo de A-módulos f : M1 ⊗A · · · ⊗A Mn → P, bastará
definir las imágenes f (m1 ⊗·· ·⊗mn) de modo que

f (m1⊗·· ·⊗(aimi+ni)⊗·· ·⊗mn)= ai f (m1⊗·· ·⊗mi⊗·· ·⊗mn)+ f (m1⊗·· ·⊗ni⊗·· ·⊗mn)

Es decir,
HomA(M1 ⊗A · · ·⊗A Mn,P)=MultlA(M1 ×·· ·×Mn;P)

donde MultlA(M1 ×·· ·×Mn;P) denota el conjunto de las aplicaciones A-multilineales
de M1 ×·· ·×Mn en P.
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7. Teorema: Sean M1, . . . , Mn A-módulos. El morfismo natural

M1 ⊗A · · ·⊗A Mn → (M1 ⊗A · · ·⊗A Mr)⊗A (Mr+1 ⊗A · · ·⊗A Mn)
m1 ⊗·· ·⊗mn 7→ (m1 ⊗·· ·⊗mr)⊗ (mr+1 ⊗·· ·⊗mn)

es un isomorfismo.

Demostración. El morfismo

φ : M1 ⊗A · · ·⊗A Mr →HomA(Mr+1 ⊗A · · ·⊗A Mn, M1 ⊗A · · ·⊗A Mn)

definido por φ(m1 ⊗ ·· · ⊗ mr)(mr+1 ⊗ ·· · ⊗ mn) := m1 ⊗ ·· · ⊗ mn, se corresponde, por el
teorema 2.2.5.6, con el morfismo

(M1 ⊗A · · ·⊗A Mr)⊗A (Mr+1 ⊗A · · ·⊗A Mn) → M1 ⊗A · · ·⊗A Mn
(m1 ⊗·· ·⊗mr)⊗ (mr+1 ⊗·· ·⊗mn) 7→ m1 ⊗·· ·⊗mn,

que es el inverso del dado.
□

Como corolario obtenemos la propiedad asociativa del producto tensorial

(M⊗A N)⊗A P = M⊗A N ⊗A P = M⊗A (N ⊗A P).

8. Proposición : Sean {L i}1≤i≤n A-módulos libres de bases {e i j} j∈I i . Entonces, el A-
módulo L1 ⊗·· ·⊗Ln es libre de base

{e1 j1 ⊗·· ·⊗ en jn}{( j1,..., jn)∈I1×···×In}.

Demostración. Consideremos los isomorfismos L i ≃
I i⊕A,

∑
j i∈I i ai j i e i j i 7→ (ai j i ) j i∈I i . De-

notemos I = I1 ×·· ·× In. Por el teorema 2.2.5, tenemos

L1 ⊗·· ·⊗Ln ≃ (
I1⊕A)⊗A · · ·⊗A (

In⊕A) = I⊕A∑
j1∈I1

a1 j1 e1 j1 ⊗·· ·⊗ ∑
jn∈In

an jn en jn 7→ (a1 j1) j1∈I1 ⊗·· ·⊗ (an jn ) jn∈In 7→ (a1 j1 · · ·an jn )( j1,..., jn)∈I

que aplica la base del enunciado en la base usual de
I⊕A.

□
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2.2.1. Tensores

Sean M1, . . . , Mq, N1, . . . , Np A-módulos. Si M es un A-módulo denotaremos M∗ :=
HomA(M, A). Tenemos un morfismo natural

N∗
1 ⊗·· ·⊗N∗

p ⊗M1 ⊗·· ·⊗Mq → (N1 ⊗·· ·⊗Np ⊗M∗
1 ⊗·· ·⊗M∗

q)∗

w1 ⊗·· ·⊗wp ⊗m1 ⊗·· ·⊗mq 7→ (w1 ⊗·· ·⊗wp ⊗m1 ⊗·· ·⊗mq), donde

(w1⊗·· ·⊗wp⊗m1⊗·· ·⊗mq)(n1⊗·· ·⊗np⊗v1⊗·· ·⊗vq)=w1(n1) · · ·wp(np)·v1(m1) · · ·vq(mq).

9. Proposición: Si los L i, L′
j son A-módulos libres de rango finito entonces el morfis-

mo natural

L∗
1 ⊗·· ·⊗L∗

p ⊗L′
1 ⊗·· ·⊗L′

q → (L1 ⊗·· ·⊗Lp ⊗L′∗
1 ⊗·· ·⊗L′∗

q )∗

es un isomorfismo.

Demostración. Sean L i módulos libres finito generados de bases {e i j} j∈I i , para i =
1, . . . ,n y sean {wi j} j∈I i las bases duales. La aplicación

L∗
1 ⊗·· ·⊗L∗

n → (L1 ⊗·· ·⊗Ln)∗, w1 ⊗·· ·⊗wn 7→ (w1 ⊗·· ·⊗wn), donde

(w1⊗·· ·⊗wn)(e1⊗·· ·⊗en) := w1(e1) · · ·wn(en), aplica la base {w1i1⊗·· ·⊗wnin} en la base
dual de {e1i1 ⊗·· ·⊗ enin}, luego es un isomorfismo. Por último, observemos que si L es
un módulo libre finito generado, el morfismo L → L∗∗, e 7→ (e), donde (e)(w) := w(e) es
un isomorfismo.

□

Sabemos que (N1⊗·· ·⊗Np⊗M∗
1 ⊗·· ·⊗M∗

q)∗ =MultlA(N1×·· ·×Np×M∗
1 ×·· ·×M∗

q ; A),
luego tenemos el morfismo natural

N∗
1 ⊗·· ·⊗N∗

p ⊗M1 ⊗·· ·⊗Mq → MultlA(N1 ×·· ·×Np ×M∗
1 ×·· ·×M∗

q ; A)
w1 ⊗·· ·⊗wp ⊗m1 ⊗·· ·⊗mq 7→ (w1 ⊗·· ·⊗wp ⊗m1 ⊗·· ·⊗mq), donde

(w1⊗·· ·⊗wp⊗m1⊗·· ·⊗mq)(n1, . . . ,np,v1, . . . ,vq)=w1(n1) · · ·wp(np)v1(m1) · · ·vq(mq). Si
los Mi y N j son A-módulos libres de rango finito entonces el morfismo anterior es un
isomorfismo.

Un tensor de tipo (p, q) sobre un A-módulo M es una aplicación multilineal de
M× p· · ·×M×M∗× q· · ·×M∗ en A. Se denota Tq

p(M)=MultlA(M× p· · ·×M×M∗× q· · ·×M∗; A).
Si M es libre finito generado, entonces Tq

p(M)= M∗⊗ p· · ·⊗M∗⊗M⊗ q· · ·⊗M.
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2.3. Cambio de anillo base

1. Definición : Si f : A → B es un morfismo de anillos, se dice que B es una A-álgebra.
Usualmente denotaremos f (a)= a.

2. Ejemplos : C es una R-álgebra del modo obvio.
Todo anillo A es de modo único una Z-álgebra.
Dado un anillo A, A[x1, . . . , xn] es una A-álgebra: A → A[x1, . . . , xn], a 7→ a.
Sea B una A-álgebra. Dado un A-módulo M “por cambio de anillo base” obtenemos

el A-módulo M ⊗A B, que es un B-módulo pues para cada b ∈ B, tenemos el morfismo
b· : M ⊗A B → M ⊗A B,b · (m⊗ b′) := m⊗ bb′. Cada morfismo de A-módulos f : M → N
induce “por cambio de anillo base” el morfismo de B-módulos f ⊗Id: M⊗A B → N⊗A B,
( f ⊗ Id)(m⊗b) := f (m)⊗b.

3. Ejemplo : Si {mi}i∈I es un sistema de generadores de un A-módulo M, entonces
{mi ⊗1}i∈I es un sistema de generadores del B-módulo M ⊗A B: Dado m⊗ b ∈ M ⊗A B,
tenemos que m =∑

i aimi, luego m⊗b =∑
i mi⊗aib =∑

i aib·(m⊗1) ∈ 〈mi⊗1〉i∈I . Luego,
{mi ⊗1}i∈I es un sistema generador del B-módulo M⊗A B.

Si {e i}i∈I es una base de un A-módulo libre L, entonces {e i ⊗1}i∈I es una base del
B-módulo libre L⊗A B: L = ⊕I A, entonces L⊗A B = (⊕I A)⊗A B = ⊕I A⊗A B = ⊕IB, es

un B-módulo libre. Vía estos isomorfismos e i ⊗1 se aplica en (0, . . . ,
i
1, . . . ,0) ∈⊕IB.

Sea f : L → L′ un morfismo de A-módulos entre A-módulos libres Si (ai j) es la
matriz del morfismo f en sendas bases {e1, . . . , en} y {e′1, . . . , e′m} de L y L′, la matriz de
f ⊗ Id: E⊗A B → E′⊗A B en las bases {e1 ⊗1, . . . , en ⊗1} y {e′1 ⊗1, . . . , e′m ⊗1} es (ai j), ya
que ( f ⊗ Id)(e i ⊗1)= f (e i)⊗1=∑

j a ji e′j ⊗1=∑
j a ji(e′j ⊗1).

4. Proposición: Sea B una A-álgebra, M un A-módulo y N, N ′, B-módulos. Entonces,
(M⊗A N)⊗B N ′ = M⊗A (N ⊗B N ′).

Demostración. El morfismo M ⊗A N → HomB(N ′, M ⊗A (N ⊗B N ′)), m⊗ n 7→ (m⊗ n),
donde (m⊗n)(n′) := m⊗(n⊗n′), por el teorema 2.2.5.6 define el morfismo de B-módulos
(M ⊗A N)⊗B N ′ → M ⊗A (N ⊗B N ′), (m⊗n)⊗n′ 7→ m⊗ (n⊗n′). Igualmente, tenemos el
morfismo M⊗A (N⊗B N ′)→ (M⊗A N)⊗B N ′, m⊗(n⊗n′) 7→ (m⊗n)⊗n′. Ambos morfismos
son inversos entre sí.

□

5. Notación : Denotaremos M⊗A B = MB.

6. Proposición : Sean A → B y B → C morfismos de anillos, M y M′ A-módulos.
Existen isomorfismos naturales
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1. (M⊗A M′)⊗A B = MB ⊗B M′
B, (m⊗m′)⊗b 7→ (m⊗b)⊗ (m′⊗1).

2. (MB)C = MC, (i.e., (M⊗A B)⊗B C = M⊗A C, (m⊗b)⊗ c 7→ m⊗bc).

Demostración. 1. MB ⊗B M′
B = (M ⊗A B)⊗B M′

B = M ⊗A (B⊗B M′
B) = M ⊗A M′

B = (M ⊗A
M′)⊗A B.

2. (M⊗A B)⊗B C = M⊗A (B⊗B C)= M⊗A C. □

2.4. Producto tensorial de álgebras

1. Definición : Dadas dos A-álgebras B y C, diremos que un morfismo de anillos
φ : B → C es un morfismo de A-álgebras si φ(a) = a, para todo a ∈ A. Denotaremos
HomA−al g(B,C) al conjunto de todos los morfismos de A-álgebras de B en C.

2. Ejercicio : Prueba que HomA−al g(A[x1, . . . , xn],B)= Bn.

Si B y C son A-álgebras, el A-módulo B⊗A C tiene una estructura de A-álgebra
natural: El producto es el morfismo B⊗A C×B⊗A C → B⊗A C, (b⊗ c,b′⊗ c′) 7→ bb′⊗ cc′

inducido por el correspondiente morfismo B⊗AC⊗AB⊗AC → B⊗AC. Con este producto
B⊗AC es un anillo. Por último, el morfismo A → B⊗AC, a 7→ a⊗1= 1⊗a es un morfismo
de anillos.

Observemos que los morfismos B → B⊗A C, b 7→ b⊗1 y C → B⊗A C, c 7→ 1⊗ c son
morfismos de A-álgebras y que b⊗ c = (b⊗1) · (1⊗ c).

3. Propiedad universal del producto tensorial de álgebras: Sean B,C y D A-
álgebras. Se tiene la biyección

HomA−al g(B⊗A C,D) HomA−al g(B,D)×HomA−al g(C,D)
φ

� // (φ1,φ2), φ1(b) :=φ(b⊗1),φ2(c) :=φ(1⊗ c)
φ(b⊗ c) :=φ1(b)φ2(c), φ

�oo (φ1,φ2)

4. Proposición: Sean B, C A-álgebras y D una C-álgebra. Se tiene la biyección

HomA−al g(B,D) HomC−al g(BC,D)
φ

� // φ′, φ′(b⊗ c) :=φ(b) · c
φ′
|B(b) :=φ′(b⊗1), φ′

|B
�oo φ′
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2.5. Potencia exterior n-ésima de un A-módulo
Queremos definir ahora un producto ∧, con las propiedades multilineales de ⊗ y de

modo que m1 ∧ . . .∧mr es nulo si dos de los mi son iguales.
Sea M un A-módulo. Sea V el A-submódulo de M ⊗A

n· · · ⊗A M, generado por los
elementos

m1 ⊗·· ·⊗m j−1 ⊗m⊗·· ·⊗mk−1 ⊗m⊗·· ·⊗mn

variando mi,m, j,k.

1. Definición : Llamaremos n-ésima potencia exterior de M, que denotaremos por
ΛnM, a

ΛnM := (M⊗A
n· · ·⊗A M)/V

2. Notación: Diremos que Λ0M = A y que Λ1M = M.

3. Notación: El elemento m1 ⊗m2 ⊗·· ·⊗mn ∈ (M ⊗A
n· · · ⊗A M)/V = ΛnM lo denotare-

mos m1 ∧m2 ∧·· ·∧mn.
Observemos que ∧ además de las propiedades de multilinealidad heredadas de ⊗,

cumple que m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ e∧·· ·∧mn = 0.
Si mi es combinación lineal de los {m j} j,i, entonces m1∧m2∧·· ·∧mi∧·· ·∧mn = 0:

mi = ∑
j,i
λ jm j, luego

m1 ∧m2 ∧·· ·∧mn = m1 ∧·· ·∧mi−1 ∧ (
∑
j,i
λ jm j)∧mi+1 ∧·· ·∧mn

= ∑
j,i

λ jm1 ∧·· ·∧mi−1 ∧m j ∧mi+1 ∧·· ·∧mn = 0.

Como

0= m1 ∧·· ·∧ (e+ e′)∧·· ·∧ (e+ e′)∧·· ·∧mn

= m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ (e+ e′)∧·· ·∧mn +m1 ∧·· ·∧ e′∧·· ·∧ (e+ e′)∧·· ·∧mn

= m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ e∧·· ·∧mn +m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ e′∧·· ·∧mn

+m1 ∧·· ·∧ e′∧·· ·∧ e∧·· ·∧mn +m1 ∧·· ·∧ e′∧·· ·∧ e′∧·· ·∧mn

= m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ e′∧·· ·∧mn +m1 ∧·· ·∧ e′∧·· ·∧ e∧·· ·∧mn

obtenemos que

m1 ∧·· ·∧ e
j
∧·· ·∧ e

k
′∧·· ·∧mn =−m1 ∧·· ·∧ e

j
′∧·· ·∧ e

k
∧·· ·∧mn
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Recordemos que toda permutación es producto de transposiciones y que el signo de la
permutación es igual a −1 elevado al número de las transposiciones. Por tanto, dada
una permutación σ, de {1, . . . ,n}, tenemos que

mσ(1) ∧mσ(2) ∧·· ·∧mσ(n) = signo(σ) ·m1 ∧m2 ∧·· ·∧mn

4. ComoΛnM = (M⊗ n· · ·⊗M)/V , dar un morfismo lineal φ : ΛnM → F equivale a dar un
morfismo M⊗ n· · ·⊗M → F, que se anule en V , es decir, equivale a definir φ(m1∧·· ·∧mn)
(para todo m1, . . . ,mn ∈ M) que sea A-lineal en cada factor y de modo que cumpla que
φ(m1 ∧·· ·∧ e∧·· ·∧ e∧·· ·∧mn)= 0.

5. Definición : Una aplicación multilineal H : M × . . .×M → N es una aplicación he-
misimétrica si H(m1, . . . ,mn)= 0 si mi = m j, para un i , j.

Denotaremos HemA(M × m· · · × M; N) al conjunto de todas las aplicaciones lineales
hemisimétricas de M× m· · ·×M en N.

Observemos que si mi es combinación lineal de los demás m j, por la multilineali-
dad y hemisimetría de H, se cumple que H(m1, . . . ,mn)= 0. Por otra parte,

0= H(m1, · · · , e+v, · · · , e+v, · · · ,mn)
= H(m1, · · · , e, · · · ,v, · · · ,mn)+H(m1, · · · ,v, · · · , e, · · · ,mn).

Luego H(m1, · · · , e, · · · ,v, · · · ,mn)=−H(m1, · · · ,v, · · · , e, · · · ,mn) y en general

H(m1, · · · , · · · ,mn)= signo(σ) ·H(mσ(1), · · · ,mσ(n)).

6. Propiedad universal del producto exterior : La aplicación lineal

HemA(M× m· · ·×M; N)→HomA(ΛmM, N), H 7→ H̃,

donde H̃(m1 ∧·· ·∧mn) := H(m1, . . . ,mn), es un isomorfismo.
En particular, HemA(M× m· · ·×M; A)= (ΛmM)∗.

Demostración. Estamos repitiendo lo dicho en 2.5.4. □

La composición (M⊗A
r· · ·⊗A Mr)×(M⊗A

s· · ·⊗A M)→ M⊗A
r+s· · ·⊗A M →Λr+sM factoriza

vía el morfismo

(ΛrM)× (ΛsM) ∧ // Λr+sM
(m1 ∧·· ·mr,mr+1 ∧·· ·∧mr+s)

� // m1 ∧·· ·∧mr+s
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7. Definición : Sea M un A-módulo. Dado w ∈ M∗, diremos que el morfismo

iw : ΛrM →Λr−1M, iw(m1 ∧·· ·mr) :=∑
i

(−1)i−1w(mi) ·m1 ∧·· ·∧ m̂i ∧·· ·∧mr.

es la contracción interior por w.

8. Proposición: Sean Ωr ∈ΛrM, Ω′
s ∈ΛsM y w ∈ M∗. Entonces,

iw(Ωr ∧Ω′
s)= iw(Ωr)∧Ω′

s + (−1)rΩr ∧ iwΩ
′
s.

Demostración. Como iw es una aplicación A-lineal, basta demostrar la proposición
para Ωr = m1 ∧·· ·∧mr y Ω′

s = m′
1 ∧·· ·∧m′

s. Al lector. □

9. Teorema : Sea L un A-módulo libre de base {e i}i∈I , por sencillez consideremos un
orden total en I. Entonces,

{e i1 ∧·· ·∧ e ir }i1<i2<···<ir

es una base de ΛrL.

Demostración. Sabemos que {e i1 ⊗·· ·⊗ e ir }i1,,...,ir∈I es una base de L⊗ r· · ·⊗L. Por tanto,
tomando clases tenemos que {e i1 ∧·· ·∧ e ir }i1,...,ir∈I es un sistema generador de ΛrL. El
producto exterior de r-vectores, con algún vector repetido, es nulo. Además

e iσ(1) ∧ e iσ(2) ∧·· ·∧ e iσ(r) = signo(σ) · e i1 ∧ e i2 ∧·· ·∧ e ir

Por tanto, {e i1 ∧·· ·∧ e ir }i1<i2<···<ir es un sistema generador de ΛrL.
Supongamos que existe una combinación lineal∑

i1<i2<···<ir

λi1,i2,...,ir e i1 ∧·· ·∧ e ir = 0.

Dado j1 < j2 < ·· · < jr, probemos que λ j1, j2,..., jr = 0. Sean {wi ∈ L∗} tales que wi(e j) =
δi j, para todo i, j ∈ I. Entonces,

0= iw j1
◦ · · · ◦ iw jr

(
∑

i1<i2<···<ir

λi1,i2,...,ir e i1 ∧·· ·∧ e ir )=±λ j1, j2,..., jr .

□

10. Proposición : Sea L un módulo libre de rango n. Entonces, e1, . . . , en es una base
de L si y solo si e1 ∧·· ·∧ en es una base ΛnL.
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Demostración. Solo tenemos que probar el recíproco. Sea {vi} una base de L y {wi} la
base dual. Tenemos que

e1 ∧·· ·∧ en =λ ·v1 ∧·· ·∧vn,

con λ ∈ A invertible. Por un lado, iwn◦iwn−1◦· · ·◦iw2(λ·v1∧·· ·∧vn)=±λv1. Por otro lado,
iwn ◦ iwn−1 ◦ · · · ◦ iw2(e1 ∧ ·· · ∧ en) ∈ 〈e1, . . . , en〉. Por tanto, v1 ∈ 〈e1, . . . , en〉. Igualmente,
vi ∈ 〈e1, . . . , en〉. Por tanto, e1, . . . , en generan L. Son linealmente independientes: si∑

i ai e i = 0, entonces a j ·e1∧·· ·∧en =±(
∑

i ai e i)∧(e1∧·· ·∧ ê j∧·· ·∧en)= 0, luego a j = 0,
para todo j. □

11. Si L es un A-módulo libre de base {e1, . . . , en}, entonces ΛnL es un A-módulo libre
de base e1 ∧·· ·∧ en. Dados e′i =

∑
jλ ji e j, para i = 1, . . . ,n, tenemos que

e′1 ∧·· ·∧ e′n = (λ11e1 +·· ·+λn1en)∧·· ·∧ (λ1ne1 +·· ·+λnnen)

= ∑
i1,···,in

λi11 · · ·λinne i1 ∧·· ·∧ e in =
∑
σ∈Sn

λσ(1)1 · · ·λσ(n)n · eσ(1) ∧·· ·∧ eσ(n)

= (
∑
σ∈Sn

signo(σ)λσ(1)1 · · ·λσ(n)n) · e1 ∧·· ·∧ en.

2.5.1. Tensores hemisimétricos
El lector que haya estudiado los tensores hemisimétricos en Álgebra Lineal, la

contracción interior por un vector y, el producto exterior de éstos, encontrará cierta fa-
miliaridad con lo aquí escrito, quizá al menos en las notaciones. Veamos que la relación
con lo que sabe es más estrecha.

Sea M un A-módulo. Tenemos el morfismo natural

ΛnM∗ → (ΛnM)∗, w1 ∧·· ·∧wn 7→ (w1 ∧·· ·∧wn), donde

(w1 ∧·· ·∧wn)(e1 ∧·· ·∧ en) :=∑
σ∈Sn sign(σ) ·w1(eσ(1)) · · ·wn(eσ(n)).

12. Proposición : Si L es un A-módulo libre finito generado, entonces el morfismo
natural ΛnL∗ → (ΛnL)∗ es un isomorfismo.

Demostración. Dada una base en L, hemos definido bases en L∗, ΛnL∗ y ΛnL. Pues
bien, el morfismo definido aplica la base deΛnL∗ en la base dual de la base deΛnL. □

Tenemos el morfismo natural

ΛnM∗ → (ΛnM)∗ =HemA(M× n· · ·×M, A), w1 ∧·· ·∧wn 7→ (w1 ∧·· ·∧wn), donde

(w1∧·· ·∧wn)(e1, · · · , en) :=∑
σ∈Sn sign(σ) ·w1(eσ1) · · ·wn(eσ(n)). Si M es un módulo libre

finito generado, entonces es un isomorfismo, por 2.5.12.
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Si consideremos el morfismo

ΛnM∗ → M∗⊗ n· · ·⊗M∗, w1 ∧·· ·∧wn 7→ ∑
σ∈Sn

sign(σ) ·wσ(1) ⊗·· ·⊗wσ(n).

entonces el diagrama

ΛnM∗ //

��

M∗⊗ n· · ·⊗M∗

��

HemA(M× n· · ·×M, A) �
� //MultlA(M× n· · ·×M, A)

es conmutativo.

13. Por último, dado un A-módulo M tenemos los diagramas conmutativos

ΛrM∗×ΛrM∗ φ //

��

Λr+sM∗

��

HemA(M× r· · ·×M; A)×HemA(M× s· · ·×M; A) ϕ
// HemA(M× r+s· · · ×M; A)

donde φ(w1 ∧·· ·∧wr,v1 ∧·· ·∧vs) := w1 ∧·· ·∧wr ∧v1 ∧·· ·∧vs, ϕ(Hr ×H′
s) := Hr ∧H′

s y

(Hr ∧H′
s)(m1, . . . ,mr+s) := ∑

σ̄∈∈Sr+s/Sr×Ss

sign(σ) ·Hr(mσ(1), . . . ,mσ(r)) ·H′
s(mσ(r+1), . . . ,mσ(r+s))

= ∑
σ∈Sr+s

σ(1)<···<σ(r)
σ(r+1)<···<σ(r+s)

sign(σ) ·Hr(mσ(1), . . . ,mσ(r)) ·H′
s(mσ(r+1), . . . ,mσ(r+s)).

ΛrM∗ im //

��

Λr−1M∗

��

HemA(M× r· · ·×M; A)
im
// HemA(M× r−1· · · ×M; A)

donde (imHr)(m2, . . . ,mr) := Hr(m,m2, . . . ,mr).

2.5.2. Determinante. Matriz inversa

14. Definición : Sea L un A-módulo libre de rango n y T : L → L un endomorfismo
A-lineal. Entonces ΛnL ≃ A y ΛnT : ΛnL →ΛnL es la homotecia por cierto escalar de
A, que llamaremos determinante de T y denotaremos det(T).



MA
NU
AL
ES

UE
X

68

2.5. Potencia exterior n-ésima de un A-módulo. Producto tensorial

Si {e1, . . . , en} es una base de L y la matriz de T en esta base es (λi j)

det(T) · e1 ∧·· ·∧ en = T(e1)∧·· ·∧T(en)= (
∑
σ∈Sn

signo(σ)λσ(1)1 · · ·λσ(n)n) · e1 ∧·· ·∧ en,

luego
det(T)= ∑

σ∈Sn

signo(σ)λσ(1)1 · · ·λσ(n)n.

Denotaremos det(λi j) = ∑
σ∈Sn

signo(σ)λσ(1)1 · · ·λσ(n)n y diremos que es el determinante

de la matriz (λi j).

15. Definición : Dada una matriz cuadrada A = (ai j) denotaremos por Aq
p al determi-

nante de la matriz que se obtiene suprimiendo en (ai j) la columna q y la fila p.

16. Proposición: det(ai j)=∑
q

(−1)q+1aq1A1
q.

Demostración. Sea {e i} una base de un módulo libre L. Entonces

det(ai j) · e1 ∧·· ·∧ en = (
∑
j
a j1e j)∧·· ·∧ (

∑
j
a j1e j)=∑

k
ak1ek ∧ (

∑
j
a j2e j)∧·· ·∧ (

∑
j
a jne j)

= a11e1 ∧ (
∑
j,1

a j2e j)∧·· ·∧ (
∑
j,1

a jne j)+·· ·+an1en ∧ (
∑
j,n

a j2e j)∧·· ·∧ (
∑
j,n

a jne j)

= a11A1
1 · e1 ∧·· ·∧ en +·· ·+an1A1

n · en ∧ e1 ∧·· ·∧ en−1

= (
∑
j
(−1) j+1a j1A1

j ) · e1 ∧·· ·∧ en

y hemos concluido. □

17. Proposición : Sea L un A-módulo libre de base {e1, . . . , en}. Sean e′i =
∑

j a ji · e j,
para todo i. Entonces, {e′i} es una base de L si y solo si det(ai j) es invertible.

Demostración. {e′i} es una base de L ⇐⇒ e′1∧·· ·∧ e′n = det(ai j) · e1∧·· ·∧ en es base de
ΛnL ⇐⇒ det(ai j) es invertible. □

18. Proposición : Sea T : L → L′ un morfismo de A-módulos, entre módulos libres de
rango n. Sea (ai j) la matriz asociada a T, en ciertas bases {e i} y {e′i} de L y L′. Entonces,
T es un isomorfismo si y solo si det(ai j) es invertible.

Demostración. T es un isomorfismo ⇐⇒ {T(e i)} es base de L′ ⇐⇒ det(ai j) es inver-
tible. □
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19. Teorema: det(T ◦T ′)= det(T) ·det(T ′).

Demostración. Se cumple queΛn(T)◦Λn(T ′)= (Λn(T◦T ′): (Λn(T)◦Λn(T ′))(e1∧·· ·∧en)=
Λn(T)(T ′(e1)∧·· ·∧T ′(en))= (T ◦T ′)(e1)∧·· ·∧ (T ◦T ′)(en)=Λn(T ◦T ′)(e1 ∧·· ·∧ en).

Por tanto, multiplicar (en ΛnL = A) por det(T ′) y después multiplicar por det(T) es
igual a multiplicar por det(T ◦T ′). Es decir, det(T ◦T ′)= det(T) ·det(T ′). □

20. Matriz inversa : Sea T : L → L′ un isomorfismo lineal y sea (ai j) la matriz de
T en unas bases {e j} de L y {e′j} de L′. Calculemos la matriz (ai j)−1 = (bi j) de T−1:

T−1(e′i)=
∑
j
b ji e j, luego

T−1(e′i)∧ e1 ∧·· ·∧ ê j ∧·· ·∧ en = b ji e j ∧ e1 ∧·· ·∧ ê j ∧·· ·∧ en = (−1) j−1b ji e1 ∧·· ·∧ en

Aplicando ΛnT a los extremos de las igualdades, obtenemos

e′i ∧T(e1)∧·· ·∧�T(e j)∧·· ·∧T(en)= b ji(−1) j−1 det(T) · e′1 ∧·· ·∧ e′n.

Como e′i ∧T(e1)∧·· ·∧�T(e j)∧·· ·∧T(en)= A j
i · (−1)i−1e′1 ∧·· ·∧ e′n, entonces

b ji =
(−1)i+ j A j

i

det(ai j)
.

21. Proposición : Sea T : L → L un endomorfismo A-lineal de un A-módulo libre de
rango n. Se cumple que det(T)= det(T∗).

Demostración. (ΛnT)∗ : (ΛnL)∗ → (ΛnL)∗ es multiplicar por det(T) porque ΛnT lo es.
La proposición es consecuencia de que el diagrama

ΛnL∗ ΛnT∗
// ΛnL∗

(ΛnL)∗
(ΛnT)∗

// (ΛnL)∗

es conmutativo. □
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2.6. Apéndice: Localización de módulos
Comencemos recordando la definición de localización de anillos. Probaremos que la

localización de un módulo es tensar el módulo por el anillo localizado.

1. Definición : Sea A y S ⊆ A un subconjunto. Diremos que S es un sistema multipli-
cativo de A si cumple

1. 1 ∈ S.

2. Si s, s′ ∈ S entonces s · s′ ∈ S.

2. Ejemplo : Z\{0} es un sistema multiplicativo de Z.
Dados (a, s), (a′, s′) ∈ A×S diremos que son equivalentes cuando existan t, t′ ∈ S de

modo que (ta, ts)= (t′a′, t′s′). La clase de equivalencia de (a, s) la denotaremos a
s .

3. Definición : Sea A un anillo y S ⊂ A un sistema multiplicativo de A. La localiza-
ción de A por S, AS, es el conjunto

AS := {
a
s

, ∀a ∈ A y ∀s ∈ S}.

Recordemos que a
s = a′

s′ si y solo si existen t, t′ ∈ S de modo que (ta, ts)= (t′a′, t′s′).
Es fácil probar la siguiente afirmación:

Sea B un conjunto. Dar una aplicación φ : AS → B es asignar a cada a
s ∈ AS

un elemento ϕ(a, s) ∈ B de modo que ϕ(at, st)=ϕ(a, s) para todo t ∈ S.

Con mayor generalidad, dar una aplicación φ : AS × n· · · × AS → B es asignar a cada
elemento ( a1

s1
, . . . , an

sn
) ∈ AS × n· · · × AS un elemento ϕ(a1, s1, . . . ,an, sn) ∈ B de modo que

ϕ(t1a1, t1s1, . . . , tnan, tnsn)=ϕ(a1, s1, . . . ,an, sn) para todo t1, . . . , tn ∈ S.
Con la suma y producto ordinarios de fracciones (bien definidos)

a
s
+ a′

s′
:= s′a+ sa′

ss′
a
s
· a′

s′
:= aa′

ss′

AS es un anillo. El elemento unidad de AS es la fracción 1
1 . Si s ∈ S entonces la fracción

s
1 es invertible, de inverso 1

s . La fracción 0
s = 0·s

1·s = 0
1 es el elemento nulo de AS.

4. Definición : Al morfismo natural de anillos A → AS, a 7→ a
1 se le denomina morfis-

mo de localización por S.
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Denotaremos a
1 = a, cuando no sea causa de confusión.

5. Definición : Si A es un anillo íntegro, obviamente AA\{0} es un cuerpo y diremos
que es el cuerpo de fracciones de A.

6. Ejemplos : 1. Q=ZZ\{0},

2. Q(x) :=Q[x]Q[x]\{0}

3. k(x) := k[x]k[x]\{0} = {p(x)/q(x) : p(x), q(x) ∈ k[x], q(x) , 0}, o con mayor generali-
dad, el cuerpo de funciones racionales en n-variables con coeficientes en k,

k(x1, . . . , xn) := k[x1, . . . , xn]k[x1,...,xn]\{0} = {p(x)/q(x) :
p(x),0, q(x) ∈ k[x1, . . . , xn]}

7. Proposición: Sea AS la localización de A por S. Entonces,

1. a
s = 0 si y solo si existe s′ ∈ S tal que s′ ·a = 0 (en A).

2. a
s = a′

s′ en AS si y solo si existe un t ∈ S de modo que t · (as′−a′s)= 0.

Demostración. 1. ⇒) 0 = 0
1 = a

s luego existen t, t′ ∈ S tales que t ·0 = t′ ·a (y t ·1 = t′ · s),
luego t′ ·a = 0.

⇐) a
s = as′

ss′ = 0
ss′ = 0

1 = 0.
2. ⇒) 0= a

s − a′
s′ = as′−a′s

ss′ , existe un t ∈ S de modo que t ·(as′−a′s)= 0, por el punto 1.
⇐) Si t · (as′−a′s)= 0, entonces 0= as′−a′s

ss′ = a
s − a′

s′ , entonces a
s = a′

s′ .
□

8. Ejercicio : Sea A un anillo y S ⊆ A un sistema multiplicativo. Entonces, AS = {0}
⇐⇒ 0 ∈ S.
9. Ejercicio : Sea A un anillo íntegro y S ⊆ A\{0} un sistema multiplicativo. Enton-
ces, a

s = a′
s′ en AS si y solo si as′−a′s = 0 (en A).

10. Ejercicio : Pruébese que (Z[x])Z\{0} =Q[x].
Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-módulo. Definamos en el

conjunto M×S la siguiente relación de equivalencia:

(m, s)∼ (m′, s′) ⇐⇒ existen s1, s2 ∈ S tales que (s1m, s1s)= (s2m′, s2s′).

Denotaremos m
s a la clase de equivalencia de (m, s).
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11. Definición : Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-módulo,
denotaremos por MS:

MS = {
m
s

, ∀ m ∈ M, s ∈ S}

y diremos que MS es la localización de M por el sistema multiplicativo S.
Recordemos que m

s = m′
s′ si y solo si existen s1, s2 ∈ S tales que (s1m, s1s)= (s2m′, s2s′).

Para definir una aplicación MS → X , tenemos que asignar a cada m
s ∈ MS un elemento

φ(m, s), de modo que φ(tm, ts) =φ(m, s), para todo t ∈ S. Igualmente, para definir una
aplicación MS × NS → X , tenemos que asignar a cada ( m

s , n
s′ ) ∈ MS × NS un elemento

φ(m, s,n, s′), de modo que φ(tm, ts, t′n, t′s′)=φ(m, s,n, s′), para todo t, t′ ∈ S.
Con las operaciones (bien definidas)

m
s
+ m′

s′
:= s′m+ sm′

ss′
a
s
· m

s′
:= am

ss′

MS tiene estructura de AS-módulo. La aplicación canónica

M → MS, m 7→ m
1

es un morfismo de A-módulos y diremos que es el morfismo de localización.
12. Ejercicio : Pruébese que m

s = 0 si y solo sí existe un t ∈ S de modo que t ·m = 0.
Todo morfismo f : M → N de A-módulos, induce la aplicación (bien definida)

fS : MS → NS,
m
s

7→
def

f (m)
s

,

que es morfismo de AS-módulos.

13. Proposición: Sea S ⊂ A un sistema multiplicativo y M un A-módulo. El morfismo

M⊗A AS → MS, m⊗ a
s
7→ am

s
.

es un isomorfismo.

Demostración. La aplicación M×A AS → MS, (m, a
s ) 7→ am

s está bien definida y es bili-
neal, luego define la aplicación del enunciado. El morfismo inverso es MS → M⊗A AS,
m
s 7→ m⊗ 1

s .
□
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2.7. Biografía de Levi-Civita
LEVI-CIVITA BIOGRAPHY

Tullio Levi-Civita’s father was Giacomo Levi-Civita who was a
lawyer. In fact Giacomo was later, in 1908, appointed as an Ita-
lian senator. Tullio, born into a Jewish family, attended secon-
dary school in Padua where he showed his outstanding abilities.
He then studied for his degree in the Faculty of Mathematics
of the University of Padua where he enrolled in 1890. Two of
his teachers were Giuseppe Veronese and Ricci-Curbastro and
Levi-Civita later collaborated with the latter. He wrote a disser-

tation, which was supervised by Ricci-Curbastro, on absolute invariants but this also
marks the beginning of his use of the tensor calculus.

He graduated in 1892 and his dissertation was published in the following year
after he had made some minor changes to it. He was awarded his teaching diploma
in 1894 and in the following year he was appointed to the teacher’s college which was
attached to the Faculty of Science at Pavia.

Levi-Civita was appointed to the Chair of Rational Mechanics at Padua in 1898,
a post which he was to hold for 20 years. However several times during these twenty
years attempts had been made to have him move to Rome. In particular in 1909 Cas-
telnuovo tried hard to persuade him to move, but Levi-Civita was happy to remain in
Padua. Levi-Civita was a pacifist with firm socialist ideas and it may well have been
that he felt Padua suited his personality better than Rome at the time. Of course he
was an outstanding mathematician with an impressive international reputation so it
was natural for the University of Rome to try to attract him. While teaching at Padua,
Libera Trevisani was one of his pupils and they married in 1914.

After World War I ended, the University of Rome made strenuous efforts to streng-
then both its teaching and research and many leading scientists were attracted there.
Levi-Civita was always very international in his outlook and the ability of Rome to
attract top quality students from abroad must have figured in his reasons to now want
to make the move there. In 1918 he was appointed to the Chair of Higher Analysis at
Rome, and two years later he was appointed to the Chair of Mechanics there.

The years following World War I were difficult for scientists who wanted to colla-
borate with those in all countries on an equal footing. The President of the United
States, Woodrow Wilson, drew up Fourteen Points on 8 January 1917 on which to end
World War I. These had not been agreed by the allies. On 4 October 1918 the Ger-
man government approached Wilson, looking to start peace negotiations and Wilson
presented them with the Fourteen Points. After nearly three weeks of negotiations,
without the other allies being involved, Germany accepted the Fourteen Points on 23
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October. The British and French were certainly unhappy with some of the Fourteen
Points and a difficult period followed. In the middle of all of this, Wilson proposed
another idea to Britain and France, namely that a structure should be put in place to
re-establish international cooperation in science. His proposal was for an Internatio-
nal Research Council which would be organised round International Unions for each
of the various scientific subjects. These International Unions would operate through
National Committees in the countries of the eleven Allied Powers, with these Na-
tional Committees each supported by its National Academy of Science and National
Research Council. The International Unions would have the power to invite neutral
countries to join, but not those countries against whom the Allied Powers had fought.
Wilson’s proposal was accepted and in 1919 the International Research Council was
founded. Germany, Austria, Hungary and Bulgaria could not be members under the
terms of the International Research Council. Levi-Civita was opposed to such ideas as
he made clear in a letter he wrote to Sommerfeld in 1920:

I have always been, and not only in science, a convinced internationalist ... we agree
on an essential point - and I am pleased about it - that scientific relationships and
personal relationships between scientists coming from different countries should not be
perturbed by contingencies or memories of national or state disagreements.

When Von Kármán approached Levi-Civita in 1922 suggesting a scientific meeting
on fluid dynamics he knew that such a meeting could not be an official congress if Ger-
man and Italian scientists were both involved so he proposed an informal one. Levi-
Civita was enthusiastic but when the meeting took place in Innsbruck in September of
that year the only scientists from the Allied Powers to participate were Levi-Civita and
members of his research group. This, however, marked the start of the International
Congresses of Applied Mechanics with the decision taken at the Innsbruck meeting to
include all areas of applied mechanics and the first full congress took place in Delft in
1924.

It was not just the international situation which gave Levi-Civita problems but
also the effect of totalitarianism and anti-Semitism on scientific and university life. He
found the national situation in Italy with the rise of Fascism increasingly difficult. In
1931 all Italian professors were required to sign an oath to Fascism. Volterra refused
to take the oath and was dismissed. Although he was deeply opposed to such ideas,
Levi-Civita felt that for the sake of his family and his research school in Rome he had
to sign despite his strong moral objections. He lectured in the United States in 1933
and in Moscow and Kiev in 1935. In 1936 he returned to the United States, lecturing
at Harvard, Princeton and the Rice Institute. While in Houston he gave an interview
which was seen as critical of Italy and the Italian consul asked for clarification. He was
recalled to Italy but because of his leading international status the Italian government
felt that it should not react too strongly. Later in 1936 the International Mathematical
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Congress was held in Oslo but Levi-Civita, and all other Italian mathematicians, were
forbidden to attend by their government. Despite this Levi-Civita was appointed as a
member of the Commission for awarding Fields Medals.

On 5 September 1938 the Racial Laws were passed which excluded all those of
Jewish background from universities, schools, academies and other institutions. Levi-
Civita was dismissed from his professorship, forced to leave the editorial board of
Zentralblatt für Mathematik, and prevented from attending the Fifth International
Congress of Applied Mechanics in the United States. He wrote to a former student in
May 1939:

I live as a retired person and I do not move; except in summer, however, if my per-
sonal conditions allow me to move. As you maybe know, Jews have been completely
expelled from Italian cultural life; in particular, I will not participate in the "Volta
Congress.and will not be in Rome in September.

In the last years of his life, in spite of his moral and physical depression, Levi-
Civita remained faithful to the ideal of scientific internationalism and helped collea-
gues and students who were victims of anti-Semitism; thanks to him, many of them
found positions in South America or in the USA.

Levi-Civita had very great command of pure mathematics, with particularly strong
geometric intuition which he applied to a variety of problems of applied mathematics.
One of his papers in 1895 improved on Riemann’s contour integral formula for the
number of primes in a given interval. He is best known, however, for his work on
the absolute differential calculus and with its applications to the theory of relativity.
In 1886 he published a famous paper in which he developed the calculus of tensors,
following on the work of Christoffel, including covariant differentiation. In 1900 he
published, jointly with Ricci-Curbastro, the theory of tensors in “Méthodes de calcul
differential absolu et leures applications” in a form which was used by Einstein 15
years later. The paper was requested by Klein when he met Levi-Civita in Padua in
1899 and, following Klein’s wishes, it appeared in Mathematische Annalen.

Weyl was to take up Levi-Civita’s ideas and make them into a unified theory of gra-
vitation and electromagnetism. Levi-Civita’s work was of extreme importance in the
theory of relativity, and he produced a series of papers elegantly treating the problem
of a static gravitational field. This topic was discussed in a correspondence between
Levi-Civita and Einstein.

Analytic dynamics was another topic studied by Levi-Civita, many of his papers
examining special cases of the three-body problem. He began publishing papers on the
subject in 1903, with another important paper appearing in 1906 which strengthened
his earlier results. In 1920 he published a compendium on the three-body problem in
Acta Mathematica. Then near the end of his career he became interested in the n-body
problem.
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He also wrote on the theory of systems of ordinary and partial differential equa-
tions. Levi-Civita was interested in the theory of stability and qualitative analysis of
ordinary differential equations for three reasons: his interest in geometry and geome-
tric models; his interest in classical mechanics and celestial mechanics, in particular,
the three-body problem; and his interest in stability of movement in the domain of
analytic mechanics. He added to the theory of Cauchy and Kovalevskaya and wrote
up this work in an excellent book written in 1931.

Levi-Civita’s interest in hydrodynamics began early in his career with his paper
Note on the resistance of fluids appearing in 1901. He worked later on waves in a
canal and his proof of the existence of irrotational waves was a major contribution to
a long standing open question. In 1933 Levi-Civita contributed to Dirac’s equations of
quantum theory.

After he was dismissed from his post the blow soon told on his health and he deve-
loped severe heart problems. He died of a stroke. Nastasi and Tazzioli write [30]:- He
was one of the most eminent professors in Italy for 40 years and attracted students
coming from all countries, whom he encouraged with patience and nobility. Kindness
and modesty were manifestations of his soul. Many people benefited from his kindness
and retained an ineffaceable memory of his extraordinary personality.

2.8. Cuestionario
1. ¿Si M y N son A-módulos finito generados, es M⊗A N finito generado?

2. Sea m ∈ M y 0 ∈ N. ¿Es m⊗0= 0?

3. ¿Es (am)⊗n = m⊗ (an)?

4. Sea 2⊗ 1̄ ∈Z⊗ZZ/2Z. ¿Es 2⊗ 1̄= 0?

5. ¿Es f : A[x]⊗A A[y]→ A[x, y], f (
n∑

i=1
pi(x)⊗qi(y)) :=

n∑
i=1

pi(x) ·qi(y) un morfismo de

A-módulos bien definido? ¿Es f epiyectivo?

6. ¿Es (M⊗A N)⊗A P isomorfo a M⊗A N ⊗A P?

7. ¿Es An ⊗A A/I isomorfo a (A/I)n?

8. ¿Es R[x]⊗RC isomorfo a C[x]?

9. Sea A = Z/3Z y M = A3 ¿Cuántos elementos tiene el A-módulo M ⊗A M? ¿Es
M⊗A M = {m⊗m′}m,m′∈M?
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10. Calcula (Z/3Z⊕Z/14Z)⊗Z (Z/5Z⊕Z/6Z).

11. ¿Es Q[x]/(x2 +1)⊗QC≃C×C?

12. ¿Es C⊗RC≃C×C? ¿Es C⊗QC≃C×C?

13. ¿Es A{1} = A?

14. Sea s ∈ A invertible y S = {1, s, s2, . . . , sn, . . .} ¿Es AS = A?

15. Sea A un anillo íntegro y S ⊂ A\{0} un sistema multiplicativo ¿Es el morfismo
de localización A → AS inyectivo?

2.9. Problemas
1. Prueba que si 0 → M1 → M2 → M3 → 0 es una sucesión exacta1 de A-módulos y

N es un A-módulo libre, entonces

0→ M1 ⊗A N → M2 ⊗A N → M3 ⊗A N → 0

es una sucesión exacta de A-módulos.

2. Prueba que si M1
f→ M2

g→ M3 → 0 es una sucesión exacta de A-módulos y N es
un A-módulo, entonces

M1 ⊗A N
f⊗Id→ M2 ⊗A N

g⊗Id→ M3 ⊗A N → 0

es una sucesión exacta de A-módulos.

3. Sea E′ un subespacio vectorial de un k-espacio vectorial E. Para todo k-espacio
vectorial V , prueba que (E/E′)⊗k V = (E⊗k V )/(E′⊗k V ).

4. Sea f : E′ → E una aplicación k-lineal, V un k-espacio vectorial y consideremos
la aplicación lineal f ⊗1: E′⊗k V → E⊗k V . Prueba que Im( f ⊗Id)= (Im f )⊗k V y
Ker( f ⊗ Id)= (Ker f )⊗k V .

5. Prueba que A/I ⊗A A/J = A/(I + J).

6. Sean I y J dos ideales de un anillo A. Si I + J = A, demostrar que para todo
A-módulo M, tenemos un isomorfismo natural M/IJM = (M/IM)⊕ (M/JM) .

1Una sucesión de morfismos de A-módulos · · · → Mn
fn→ Mn+1

fn+1→ Mn+2 → ··· se dice que es exacta si
Im fn =Ker fn+1, para todo n.
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7. Prueba que (Z/nZ)⊗Z (Z/mZ) = Z/dZ , donde d =m.c.d.(m,n).

8. Sea B una A-álgebra y M, N dos B-módulos. Sea R el A-submódulo de M ⊗A N
generado por los elementos bm⊗ n− m⊗ bn, variando m ∈ M, n ∈ N y b ∈ B.
Prueba que M⊗B N = (M⊗A N)/R.

9. Si E es un k-espacio vectorial y k ,→ K es una extensión de cuerpos, entonces
dimK (E⊗k K)= dimkE .

10. Sea {e1, . . . , en} una base de un k-espacio vectorial E y k ,→ K es una extensión
de cuerpos. Si (x1, . . . , xn) son las coordenadas de un vector e ∈ E en tal base,
determina las coordenadas de e⊗1 ∈ E⊗k K en la base {e1 ⊗1, . . . , en ⊗1}

11. Si E y F son k-espacios vectoriales y dimk E < ∞, prueba que Homk(E,F) =
E∗⊗k F.

12. Sea A → B un morfismo de anillos. Prueba que A[x1, . . . , xn]⊗A B = B[x1, . . . , xn].

13. Sea A → B un morfismo de anillos. Prueba que(
A[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr)

)⊗A B = B[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr) .

(los polinomios con coeficientes en A, vía el morfismo A → B los consideramos
como polinomios con coeficientes en B).

14. Sea A una k-álgebra. Prueba que A⊗k A es un cuerpo si y solo si A = k.

15. Sea L un A-módulo libre de rango n. Prueba que la aplicación A-lineal natural
c : L⊗ΛnL∗ →Λn−1L∗, c(e⊗h) = ieh es un isomorfismo. Sea T : L → L un endo-
morfismo A-lineal. Prueba que la composición de los endomorfismos de L⊗ΛnL∗,
T ⊗ Id y c−1 ◦Λn−1T∗ ◦ c es igual a multiplicar por det(T).

16. Sea E un k-espacio vectorial de dimensión n < ∞. Prueba que la aplicación
Endk(E)⊗k k[x] → Endk[x](E ⊗k k[x]), T ⊗ p(x) 7→ p(x) · (T ⊗ Id) es un isomorfis-
mo de k[x]-álgebras. Prueba usando el problema anterior el teorema de Cayley-
Hamilton.

17. Sea Ar ,→ As un morfismo de A-módulos inyectivo. Prueba:

a) El morfismo inducido Λn(Ar)→Λn(As) es inyectivo para todo n.

b) r ≤ s.

18. Prueba que el núcleo del morfismo de localización A → AS es el ideal
{a ∈ A : sa = 0 para algún s ∈ S}.
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19. Da un ejemplo en el que el morfismo de localización A → AS no sea inyectivo.

20. ¿Es cierto que el cuerpo de fracciones de Z[x] es isomorfo a Q(x)?

Si α ∈C, ¿es cierto que el cuerpo de fracciones de Z[α] es isomorfo a Q(α)?

21. Sea M un A-módulo y S ⊂ A un sistema multiplicativo. Prueba que M ⊗A AS =
MS. Sea f : A → B un morfismo de anillos y denotemos f (S) := { f (s) ∈ B : s ∈ S}.
Prueba que BS = B f (S).

22. Sean S,S′ ⊂ A dos sistemas multiplicativos, denotemos S ·S′ = {ss′ : s ∈ S, s′ ∈ S′}.
Prueba que (AS)S′ = AS·S′ .
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Capítulo 3

Raíces de un polinomio. Extensiones
finitas de cuerpos

3.1. Introducción

Antes de hablar del cuerpo de los números racionales sumamos, restamos, mul-
tiplicamos y dividimos estos números y después somos conscientes de que estamos
en un ámbito, Q, donde estas operaciones son posibles y frecuentes. Cuando estamos
considerando raíces α1,α2,α3, . . . de un polinomio, las afirmaciones como podrían ser
“α1 = α3

2 −2α1 +1/α3” son posibles porque estamos en un ámbito, los cuerpos, donde
las operaciones anteriores son posibles. Los cuerpos aparecen de modo natural en el
estudio de las raíces de un polinomio.

Cuando a un estudiante de bachillerato se le habla de las raíces de un polinomio
p(x) ∈ Q[x], se le habla de las raíces racionales (o enteras) de p(x), a lo sumo de las
raíces reales. Así, para un niño, x2 + 1 no tiene raíces. Un estudiante de Grado de
Matemáticas dirá que tiene raíces complejas y que todo polinomio p(x) con coeficientes
complejos descompone de modo único en producto de factores simples,

p(x)=λ · (x−α1) · · · (x−αn), λ,α1, . . . ,αn ∈C

Es decir, dirá: “el cuerpo de los números complejos, C, es un cuerpo algebraicamente
cerrado” (teorema que probaremos).

Si consideramos cualquier otro cuerpo, k (por ejemplo, k = Z/3Z), existe un único
cuerpo k̄ (salvo isomorfismos), mínimo conteniendo a k, de modo que todo polinomio
p(x) con coeficientes en k descompone en producto de factores simples

p(x)=λ · (x−α1) · · · (x−αn), λ,α1, . . . ,αn ∈ k̄
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Además, para cada α ∈ k̄ existe un polinomio p(x) ∈ k[x] tal que p(α) = 0. Probaremos
con todo rigor que k̄ es el conjunto de todas las raíces de todos los polinomios p(x) ∈
k[x].

3.2. Polinomios irreducibles

3.2.1. Criterios de irreducibilidad. Lema de Gauss

1. Definición : Diremos que un elemento propio (no nulo ni invertible) de un anillo
íntegro es irreducible si no es producto de dos elementos no invertibles del anillo.

2. Definición : Sea A un anillo. Un polinomio p(x) ∈ A[x] se dice primitivo cuando sus
coeficientes no admiten un divisor común no invertible, es decir, si p(x) = a · q(x) con
a ∈ A y q(x) ∈ A[x], entonces a es invertible.

3. Proposición: Sean A y B anillos íntegros, p(x)=∑n
i=0 ai · xn−i ∈ A[x] un polinomio

primitivo y f : A → B un morfismo de anillos. Si f (a0), 0 y q(x)=∑n
i=0 f (ai)·xn−i ∈ B[x]

es irreducible, entonces p(x) es irreducible.

Demostración. La aplicación F : A[x] → B[x], F(
∑

i cixi) := ∑
i f (ci)xi es un morfismo

de anillos. Supongamos que p(x)= p1(x) · p2(x). Entonces,

q(x)= F(p(x))= F(p1(x)) ·F(p2(x)).

Como q(x) tiene grado n y es irreducible, entonces podemos decir que F(p1(x)) es de
grado cero y F(p2(x)) es de grado n. Por tanto, p1(x) tiene grado cero y p2(x) tiene
grado n. Como p(x) es primitivo, p1(x) es un invertible de A. En conclusión, p(x) es
irreducible.

□

4. Ejercicio : Calcula todos los polinomios de grado dos irreducibles de Z/2Z[x]. De-
muestra que x4 + x3 + x2 + x+1 ∈Z[x] es irreducible.

5. Criterio de Eisenstein : Sea p ∈Z primo y p(x)= a0xn+a1xn−1+·· ·+an ∈Z[x] un
polinomio primitivo. Si

1. a1, . . . ,an son múltiplos de p

2. an no es múltiplo de p2.

entonces p(x) es irreducible en Z[x]
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Demostración. Si p(x) = c(x) · d(x) es una descomposición propia, entonces tenemos
que n > gr c(x), gr d(x) > 0, por ser p(x) primitivo. Sean p(x), c(x),d(x) ∈ Z/pZ[x] las
clases de p(x), c(x) y d(x) módulo p. Por 1., es p(x) = a0xn y, por tanto, c(x) = cn−ixi

y d(x) = d ixn−i (con n > n− i y n > i, es decir, i,n− i > 0). En particular, los términos
independientes de c(x),d(x) son múltiplos de p y, por tanto, el de p(x) es múltiplo de
p2, lo que contradice 2.

□

6. Ejercicio : Demuestra que x4 −2 ∈Q[x] es irreducible.

7. Teorema : Un polinomio p(x) ∈ Z[x] primitivo es irreducible en Z[x] si y solo si es
irreducible en Q[x].

Demostración. Supongamos que p(x) es irreducible en Q[x]. Si p(x)= p1(x) · p2(x), con
p1(x), p2(x) ∈Z[x], entonces como p(x) es irreducible en Q[x], uno de los dos polinomios
p1(x) o p2(x) ha de ser de grado cero, digamos p1(x)= a. Como p(x) es primitivo p1(x)=
a ∈Z es invertible. En conclusión, p(x) es irreducible en Z[x].

Supongamos que p(x) es irreducible en Z[x]. Supongamos que p(x) = p1(x) · p2(x),
siendo p1(x), p2(x) ∈Q[x] polinomios de grados n1,n2 > 0. Sean a1,a2 ∈Z, de modo que
q1(x) := a1 p1(x), q2(x) := a2 p2(x) ∈Z[x], y sea a = a1a2. Entonces,

(∗) ap(x)= q1(x) · q2(x)

donde q1(x), q2(x) ∈ Z[x] y son polinomios de grados n1,n2 > 0. Sea p ∈ Z primo que
divida a a. Entonces, en (Z/pZ)[x], tenemos que

0= q1(x) · q2(x)

Como (Z/pZ)[x] es un anillo íntegro, entonces q1(x) = 0 ó q2(x) = 0. Es decir, todos los
coeficientes de q1(x) son divisibles por p, o todos los coeficientes de q2(x) son divisibles
por p. Dividiendo en (∗) por p, y denotando a2 = a/p, podemos escribir

a2 p(x)= q′
1(x) · q′

2(x)

donde q′
1(x), q′

2(x) ∈Z[x] y son polinomios de de grados n1,n2 > 0. Si a2 no es invertible,
de nuevo podemos dividir a2 por un p ∈Z primo y obtener una igualdad del mismo tipo.
Este proceso es finito y termina cuando obtengamos un an invertible. Hemos llegado
a contradicción. porque resulta que p(x) no es irreducible en Z[x].

□
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8. Definición : Un anillo íntegro se dice que es un dominio de factorización única si
todo elemento propio del anillo es producto de elementos irreducibles, de modo único
salvo orden y multiplicación por factores invertibles.

9. Ejemplos : Z, k[x] y los dominios de ideales principales son dominios de factoriza-
ción única.

DFU significará dominio de factorización única.

10. Proposición: Sea A DFU. Entonces, a ∈ A no nulo es irreducible si y solo si (a)⊂ A
es un ideal primo.

Demostración. Supongamos que a ∈ A es irreducible. Sea b · c ∈ (a). Existe d ∈ A tal
que b · c = a · d. Si consideramos la descomposición en factores irreducibles de b, c y
d, y recordamos que A es DFU, tenemos que a aparece (salvo multiplicación por un
invertible) en la descomposición en producto de factores irreducibles de b o c. Luego,
a divide a b o c. En conclusión, (a)⊂ A es un ideal primo.

Supongamos que (a) es un ideal primo. Si a = bc, entonces bc ∈ (a), luego podemos-
suponer que b ∈ (a), es decir, b = ad, para cierto d ∈ A. Por tanto, a = adc, luego dc = 1
y c es invertible.

□

Dejamos que el lector pruebe los siguientes resultados.

11. Teorema : Sea A un dominio de factorización única con cuerpo de fracciones Σ.
Un polinomio p(x) ∈ A[x] primitivo es irreducible en A[x] si y solo si es irreducible en
Σ[x].

12. Criterio de Eisenstein : Sea A un dominio de factorización única y p ∈ A irre-
ducible. Sea p(x)= a0xn +a1xn−1 +·· ·+an ∈ A[x] un polinomio primitivo. Si

1. a1, . . . ,an son múltiplos de p,

2. an no es múltiplo de p2.

entonces p(x) es irreducible en A[x].

13. Teorema (Gauss): Si A es un dominio de factorización única, entonces A[x] tam-
bién lo es.

Demostración. Sea Σ = AA\{0} el cuerpo de fracciones. Sea p(x) ∈ A[x] y escribamos
p(x) = a · q(x), con a ∈ A y q(x) ∈ A[x] primitivo. Observemos que si q(x) descompone
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como producto de dos polinomios con coeficientes en A, éstos han de ser primitivos.
Argumentando con los grados tenemos que

q(x)= q1(x) · · ·qr(x)

con qi(x) ∈ A[x] primitivos e irreducibles. Descomponiendo a = a1 · · ·as en producto de
irreducibles en A, se obtiene una descomposición de

p(x)= a · q(x)= a1 · · ·asq1(x) · · ·qr(x)

en A[x], por irreducibles.
Unicidad: Si p(x)= b1 · · ·bl p1(x) · · · pt(x) es otra descomposición, entonces cada pi(x)

es irreducible en Σ[x] por el teorema 3.2.11. Por tanto, los polinomios pi(x) (una vez
reordenados) difieren de los qi(x) en invertibles de A. Tachando los términos polinómi-
cos comunes se obtiene, salvo invertibles de A, la igualdad b1 · · ·bl = a1 · · ·as, de donde
salvo permutación de los factores es bi = ai (salvo invertibles de A).

□

Como corolario del teorema anterior, se obtiene el siguiente teorema.

14. Teorema : Los anillos Z[x1, . . . , xn] y k[x1, . . . , xn] (k un cuerpo) son dominios de
factorización única.

15. Ejercicio : Prueba que y4 − x ∈C[x, y] es irreducible

3.2.2. Raíces de un polinomio

16. Proposición: Sea p(x)= a0xn+·· ·+an−1x+an ∈Z[x]. Sean b1,b2 ∈Z primos entre
si. Si p(b1/b2)= 0 entonces b1 divide a an y b2 divide a a0.

Demostración. Si 0 = p( b1
b2

) = a0( b1
b2

)n + ·· ·+ an−1( b1
b2

)+ an, entonces multiplicando por
bn

2 , tenemos que 0= a0bn
1 +·· ·+an−1b1bn−1

2 +anbn
2 . Luego, anbn

2 es múltiplo de b1 (por
tanto, an es múltiplo de b1) y a0bn

1 es múltiplo de b2 (por tanto, a0 es múltiplo de b2).
□

Como los divisores de a0 y an son finitos, esta proposición da un procedimiento
para calcular todas las raíces racionales de p(x) ∈ Z[x] y por tanto de todo polinomio
con coeficientes racionales.

17. Ejercicio : Calcula las raíces racionales de x3 +2x2 − x−1/8.
Demuestre el lector la siguiente proposición.
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18. Proposición : Sea A DFU y p(x) = a0xn + ·· ·+ an ∈ A[x]. Sean b1,b2 ∈ A que no
tengan divisores irreducibles comunes. Se cumple que si p(b1/b2)= 0 entonces b1 divide
a an y b2 divide a a0.

19. Proposición : Sea p(x) ∈ k[x]. Entonces, α ∈ k es una raíz de p(x) si y solo si p(x)
es múltiplo de x−α.

Demostración. Tenemos que p(x) = (x−α) · q(x)+ r, donde r es un polinomio de grado
menor que el de x−α, luego r ∈ k. Por tanto, si α ∈ k es una raíz de p(x), entonces
0 = p(α) = r y p(x) es un múltiplo de x−α. Si p(x) es un múltiplo de x−α, entonces
obviamente p(α)= 0.

□

20. Corolario : Todo polinomio p(x) ∈ k[x] de grado n contiene a lo más n raíces dis-
tintas en k.

Demostración. Si α1, . . . ,αn+1 ∈ k son raíces distintas de p(x), entonces p(x) es divisi-
ble por x−α1, . . . , x−αn+1. Luego es divisible por el mínimo común múltiplo de ellos,
es decir, por (x−α1) · · · (x−αn+1), que es un polinomio de grado n+ 1 y llegamos a
contradicción. □

21. El cálculo de las raíces de un polinomio en función de los coeficientes es problemá-
tico y difícil incluso para polinomios de grado pequeño. Calculemos las raíces de la cú-
bica, las soluciones de x3+a1x2+a2x+a3 = 0. Con el cambio de variable y= x+ a1

3 obte-

nemos y3+py+q = 0, donde p = a2− a2
1

3 y q = a3− a1a2
3 + 2a3

1
27 . Con el cambio, y= z− p

3z , ob-

tenemos z3− p3

27z3 +q = 0 y multiplicando por z3, z6+qz3− p3

27 = 0, luego z3 = −q±
√

q2+ 4p3
27

2 .
Dejamos que el lector obtenga, con todo, las raíces de x3 +a1x2 +a2x+a3.

El primer matemático en resolver la ecuación cúbica fue el italiano Scipione del
Ferro (1465-1526), en 1515. Del Ferro mantuvo su descubrimiento en secreto y solo lo
compartió en su lecho de muerte con su discípulo Antonio Maria Fiore. Años después,
otro matemático italiano, Niccolò Tartaglia (c. 1500-1557), redescubrió una solución.
Tartaglia también mantuvo su método en secreto, pero finalmente fue persuadido de
compartirlo con el matemático Girolamo Cardano (1501-1576). Cardano, impresiona-
do por la solución, prometió no divulgarla, aunque más tarde rompió su promesa al
publicarla en su obra Ars Magna en 1545, atribuyendo el método a Tartaglia y a del
Ferro. Lodovico Ferrero (1522-1565) dio la fórmula general de las raíces de una cuárti-
ca. La imposibilidad de una fórmula general (que use sumas, restas, multiplicaciones,
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divisiones y radicales) para ecuaciones de quinto grado (y superiores) son una conse-
cuencia del teorema de Abel-Ruffini y de la teoría de Galois, que prueba que las raíces
de un polinomio pueden obtenerse por radicales si y solo si el grupo de Galois del
polinomio es resoluble.

22. Fórmula de interpolación de Lagrange: Dados α0, . . . ,αn ∈ k distintos entre sí
y λ0, . . . ,λn ∈ k existe un único polinomio p(x) de grado menor o igual que n tal que
p(αi)=λi, para todo i. Además,

p(x) :=
n∑

i=0
λi · (x−α0) · · ·á(x−αi) · · · (x−αn)

(αi −α0) · · · á(αi −αi) · · · (αi −αn)

Diremos que p(x) es el polinomio de interpolación de α0, . . . ,αn con valores λ0, . . . ,λn.

Demostración. Obviamente, p(x) es de grado menor o igual que n y p(αi) = λi, para
todo i. Si q(x) fuese otro polinomio con las mismas propiedades entonces p(x)− q(x)
sería un polinomio de grado menor o igual que n con n+1 raíces:α0, . . . ,αn. Por tanto,
p(x)− q(x)= 0 y q(x)= p(x). □

3.2.3. Polinomios ciclotómicos

Sea µn := {ek·2πi/n = cos 2kπ
n + isen 2kπ

n ∈C, 0 ≤ k < n} el conjunto de todas las raíces
n-ésimas de la unidad, que es un subgrupo (multiplicativo) de C∗ :=C\{0}, de orden n.
Diremos que Rn = {ε ∈µn tales que εm , 1 para cada m < n} es el conjunto de todas las
raíces n-ésimas primitivas de la unidad.

El morfismo, Z/nZ→ µn, m̄ 7→ em·2πi/n es un isomorfismo de grupos. Vía este iso-
morfismo, el conjunto de generadores de Z/nZ se identifica con Rn. Por la proposición
1.3.4, el conjunto de generadores de Z/nZ es igual a {m̄ ∈Z/nZ, m.c.d.(m,n)= 1}. Ade-
más, el conjunto de generadores de Z/nZ es igual al conjunto de los invertibles de
Z/nZ, (Z/nZ)∗. Luego,

(Z/nZ)∗ ≃ Rn = {em·2πi/n = cos 2mπ
n + isen 2mπ

n , con 0< m < n y m.c.d.(m,n)= 1}.
m̄ 7→ em·2πi/n

23. Definición : Para cada n ∈N se denomina n-ésimo polinomio ciclotómico al poli-
nomio mónico

Φn(x)= ∏
m<n, (m,n)=(1)

(x− em·2πi/n)
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Una raíz n-ésima de la unidad es primitiva si y solo si no es d-ésima para ningún
divisor estricto d de n y, por tanto,

Φn(x)= xn −1∏
d<n,d|nΦd(x)

luego por recurrencia se demuestra que Φn(x) ∈Z[x] (obsérvese que Φ1(x)= x−1).

24. Proposición: Se cumple

1. Φ1(x) = x−1, Φ2(x) = x2−1
Φ1(x) = x+1, Φ3(x) = x3−1

Φ1(x) = x2 + x+1, Φ4(x) = x4−1
Φ1(x)·Φ2(x) =

x2 +1, Φ5(x)= x5−1
Φ1(x) = x4 + x3 + x2 + x+1, Φ6(x)= x6−1

Φ1(x)·Φ2(x)·Φ3(x) = x2 − x+1.

2. Si p > 0 es primo, Φp(x)= xp−1
Φ1(x) = xp−1 + xp−2 +·· ·+ x+1.

3. Si p > 0 es primo, Φpn(x)=Φp(xpn−1
)= xpn−1(p−1)+ xpn−1(p−2)+·· ·+ xpn−1 +1. Tam-

bién, Φpn(x)= xpn−1
xpn−1−1

.

4. Si p > 0 es primo y r no es divisible por p, Φr·pn(x) = Φr(xpn
)

Φr(xpn−1 )
: Las raíces de

Φr(xpn
) son aquellas α ∈C tales que ord(αpn

)= r, es decir, aquellas α ∈C tales que
ord(α)= r · pi, con i ≤ n. Por tanto,

{Raíces de Φr(xpn
)}\{Raíces de Φr(xpn−1

)}= {α ∈C : ord(α)= r · pn}
= {Raíces de Φr·pn(x)}

y hemos terminado.

5. Si r es impar, Φ2r(x) = ±Φr(−x): ord(α) = 2r si y solo si ord(−α) = r, luego las
raíces de Φ2r(x) son las raíces de Φr(−x).

25. Definición : Se dice que φ : N\{0}→N, φ(n) := |(Z/nZ)∗|1 es la función de Euler.
Obviamente, el grado de Φn(x) es φ(n).

26. Si n y m son primos entre sí, entonces φ(n ·m)=φ(n) ·φ(m):

φ(nm)= |(Z/nmZ)∗| = |(Z/nZ×Z/mZ)∗| = |(Z/nZ)∗× (Z/mZ)∗| =φ(n)φ(m).

Si p es primo, los no invertibles de Z/pnZ son ( p̄)= {pm}0≤m<pn−1 , que son pn−1, luego
φ(pn) = pn − pn−1 = pn−1(p−1). Por tanto, si n = pn1

1 · · · pnr
r es la descomposición de n

en producto de potencias de primos, entonces

φ(n)=
r∏

i=1
pni−1

i (pi −1).

1Dado un anillo A, denotamos por A∗ al conjunto de los invertibles de A.
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27. Lema: Para cada q(x) ∈ Fp[x] se cumple la identidad q(x)p = q(xp).

Demostración. Para cada a ∈ Fp es ap = a, por el teorema de Fermat, y por la fórmula
del binomio de Newton (r(x)+ s(x))p = r(x)p + s(x)p, para cada r(x), s(x) ∈ Fp[x], luego

q(x)p = (a0 +a1x+·· ·anxn)p = ap
0 +ap

1 xp +·· ·ap
n(xp)n = q(xp).

□

28. Teorema: Los polinomios ciclotómicos Φn(x) ∈Z[x] son polinomios irreducibles.

Demostración. Sea Φn(x) = p(x) · q(x) con p(x) ∈Z[x], gr p(x) > 0. Como se sabe, si ε es
una raíz primitiva de la unidad, entonces las raíces primitivas n-ésimas de la unidad
son exactamente las de la forma εm con m.c.d.(m,n) = 1; luego m = pn1

1 · · · pnr
r con pi

primos no divisores de n. Por tanto, para ver que p(x) = Φn(x) basta ver que si ε es
raíz de p(x) y p un número primo no divisor de n, entonces εp es también raíz de p(x).
Sea pues ε una raíz de p(x) tal que εp sea raíz de q(x). Entonces, los polinomios p(x)
y q(xp) que tienen en común la raíz ε, no son primos entre sí. Luego, p(x)p y q(xp) no
son primos entre sí. Entonces, en Fp[x], p(x)p = p(x)

p
y q(xp) = q(x)

p
no son primos

entre sí. Luego, p(x) y q(x) no son primos entre sí. Luego, Φn(x) = p(x) · q(x) tiene
raíces múltiples. Sin embargo, Φn(x) tiene las raíces distintas, pues todas las raíces
de xn −1 son distintas ya que es primo con su derivada n̄xn−1 , 0. Hemos llegado a
contradicción. □

3.2.4. Descomposición de un polinomio con coeficientes racio-
nales en producto de factores irreducibles

29. Sea p(x) ∈Q[x] no constante. p(x)= r
s ·q(x), con r, s ∈Z y q(x) ∈Z[x], primitivo. Por

el lema de Gauss, para descomponer p(x) en factores irreducibles basta descomponer
q(x) en factores irreducibles en Z[x]. Basta saber calcular los polinomios qr(x) ∈ Z[x],
con 0 < r = gr qr(x) ≤ (gr q(x))/2 que dividen a q(x). Podemos suponer que q(x) no tiene
raíces enteras. Todo polinomio de grado r, h(x) coincide con el polinomio de interpola-
ción de 0,1, . . . , r con valores h(0), . . . ,h(r). Si q(x)= qr(x) · qs(x), entonces qr(i) divide a
q(i) (observemos que solo hay un número finito de enteros que dividen al entero q(i)).
Sea Y = {(λ0, . . . ,λr) ∈Zr+1 : λi divide a q(i), para todo i}, y para cada y= (λ0, . . . ,λr) ∈Y
sea qy(x) el polinomio de interpolación de 0,1, . . . , r con valores λ0, . . . ,λr. Entonces,
qr(x) coincide con qy(x) para algún y ∈Y (qy(x) debe dividir a q(x)).

30. Para descomponer un polinomio en n-variables con coeficientes racionales en pro-
ducto de factores irreducibles, se procede igual que en el punto anterior, sustituyendo
Z por Z[x1, . . . , xn−1], Q por Q(x1, . . . , xn−1) y Q[x] por Q[x1, . . . , xn].
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3.3. Extensiones de cuerpos algebraicas

1. Definición : Una extensión de cuerpos es un morfismo de anillos k → K , donde k
y K son cuerpos. También se dice que K es una extensión de cuerpos de k o que K es
una k-extensión de cuerpos.

Obsérvese que todo morfismo de anillos k → K (con K , {0}), entre cuerpos, es
inyectivo pues el núcleo es un ideal, que ha de ser el ideal (0) y no el ideal k = (1),
porque el elemento unidad de k se aplica en el elemento unidad de K .

2. Ejemplos : Q ,→R, Q ,→C, R ,→C y Z/3Z ,→Z/3Z(x) son extensiones de cuerpos.

3. Definición : Diremos que una extensión de cuerpos k ,→ K es una extensión finita
de cuerpos si K es un k-espacio vectorial de dimensión finita. Llamaremos grado de K
sobre k al número [K : k] := dimk K .

4. Ejemplo : La inclusión R⊂C es una extensión finita de cuerpos de grado 2.

5. Proposición : Sea A un anillo y q(x) = xn + a1xn−1 + . . .+ an ∈ A[x]. Entonces, la
A-álgebra A[x]/(q(x)) es un A-módulo libre de base {1, x̄, . . . , x̄n−1}.

Demostración. Dado un polinomio p(x) ∈ A[x] existen dos polinomios c(x) y r(x), de
modo que p(x) = c(x) · q(x)+ r(x) y que gr r(x) < gr q(x). Por lo tanto, existe un poli-
nomio r(x) de grado menor que n de modo que p(x) = r(x) en A[x]/(q(x)). Es decir,
{1, x̄, . . . , x̄n−1} generan el A-módulo A[x]/(q(x)). Veamos que son linealmente indepen-

dientes: Si
n−1∑
i=0

bi · x̄i = 0, entonces
n−1∑
i=0

bi · xi = q(x) · c(x), para cierto c(x) ∈ A[x]. Por

ser q(x) mónico, si c(x) , 0, n−1 = gr(q(x) · c(x)) = gr(q(x))+gr(c(x)) = n+gr(c(x)), lo
cual es absurdo. Luego, c(x) = 0 y b0 = ·· · = bn−1 = 0 y {1, x̄, . . . , x̄n−1} son linealmente
independientes.

□

Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y α1, . . . ,αn ∈ K . Denotamos k[α1, . . . ,αn] a la
mínima k-subálgebra de K que contiene a α1, . . . ,αn. Explícitamente,

k[α1, . . . ,αn]= {p(α1, . . . ,αn) ∈ K : p(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]}.

Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y α1, . . . ,αn ∈ K . Denotamos k(α1, . . . ,αn) a la
mínima k-subextensión de cuerpos de K que contiene a α1, . . . ,αn. Explícitamente,

k(α1, . . . ,αn)= {
p(α1, . . . ,αn)
q(α1, . . . ,αn)

∈ K : p(x1, . . . , xn), q(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]

y q(α1, . . . ,αn), 0}.
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6. Definición : Dado una extensión de cuerpos k ,→ K . Diremos que α ∈ K es algebrai-
ca sobre k si existe un polinomio 0, p(x) ∈ k[x] tal que p(α)= 0.

7. Ejemplos :
p

2 ∈ R es un elemento Q-algebraico, porque es raíz de x2 −2 ∈Q[x]. El
número π ∈R no es Q-algebraico, como probó Lindemann en 1882. El número e ∈R no
es Q-algebraico, como probó Hermite en 1873.

Si α ∈ K es algebraica entonces

k[α]= k(α)= k[x]/(p(x)) ,

donde p(x) es el polinomio mónico con coeficientes en k de grado mínimo que anula a
α. En efecto, el núcleo del morfismo φ : k[x] → K , φ(q(x)) := q(α) es el ideal formado
por todos los polinomios que anulan a α y este ideal está generado por el polinomio
p(x) (que podemos suponer mónico) de grado mínimo que anula a α. Además, p(x) ha
de ser irreducible, luego k[x]/(p(x)) es un cuerpo. Por tanto, k[x]/(p(x))≃ Imφ= k[α] es
un cuerpo y ha de coincidir con k(α).

8. Proposición: Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y α ∈ K . Entonces, α es algebrai-
ca sobre k si y solo si dimk k(α)<∞.

Demostración. Si α es algebraica y p(x) es el polinomio mínimo anulador de α, enton-
ces dimk k(α) = gr p(x) <∞ (véase 3.3.5). Probemos el recíproco. Si dimk k(α) = n <∞
entonces 1,α, . . . ,αn son k-linealmente dependientes. Sea

n∑
i=0
λiα

i = 0 (con algún λi , 0),

entonces α es raíz del polinomio
n∑

i=0
λixi. □

9. Corolario: Si k ,→ K es una extensión finita, entonces todo α ∈ K es k-algebraico.

Demostración. Dado α ∈ K , tenemos que dimk k(α)≤ dimk K <∞, luego α es algebrai-
ca. □

10. Proposición : Si k → K es una extensión finita de cuerpos de grado n y K → Σ es
una extensión finita de grado m, entonces k →Σ es una extensión finita de grado n ·m.
En particular, la composición de extensiones finitas es una extensión finita.

Demostración. Consideremos un isomorfismo de K-espacios vectoriales Σ≃ K⊕ m· · ·⊕K ,
y un isomorfismo de k-espacios vectoriales K ≃ k⊕ n· · ·⊕ k, entonces Σ≃ k⊕ n·m· · · ⊕ k y se
concluye. □
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11. Definición : Se dice que una extensión de cuerpos k ,→ K es algebraica si todos
los elementos de K son algebraicos sobre k.

Las extensiones finitas de cuerpos son algebraicas.

12. Proposición: Si k ,→ K y K ,→ K ′ son extensiones algebraicas, entonces k ,→ K ′ es
algebraica.

Demostración. Dado α ∈ K ′, existe un polinomio p(x) = ∑
i
aixi ∈ K[x] tal que p(α) = 0.

Las extensiones k ,→ k(a1, . . . ,an) y k(a1, . . . ,an) ,→ k(a1, . . . ,an,α) son finitas, luego la
extensión k ,→ k(a1, . . . ,an,α) es finita, por tanto, α es algebraica sobre k. □

13. Proposición: Sea k ,→ K una extensión de cuerpos. K es una k-extensión finita si
y solo si existen elementos k-algebraicos α1, . . . ,αn ∈ K tales que K = k(α1, . . . ,αn).

Demostración. Supongamos dimk K = m. Sea α1, . . . ,αm una base de K . Entonces,
α1, . . . ,αm son k-algebraicas y K = k(α1, . . . ,αm).

Si α1, . . . ,αn ∈ K son elementos k-algebraicos entonces k(α1, . . . ,αn) es un extensión
finita de k, porque es composición de las extensiones finitas de cuerpos k ,→ k(α1) ,→
k(α1,α2) ,→··· ,→ k(α1, . . . ,αn). □

14. Observación : Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y α1, . . . ,αn ∈ K elementos
k-algebraicos, entonces k[α1, . . . ,αn]= k(α1, . . . ,αn): Dado 0, p ∈ k[α1, . . . ,αn], conside-
remos la aplicación k-lineal p· : k[α1, . . . ,αn] → k[α1, . . . ,αn], q 7→ p · q. Esta aplicación
es inyectiva, porque si p · q = 0 entonces q = 0, ya que K es íntegro. Por tanto, por di-
mensiones p· es un isomorfismo k-lineal, luego existe q ∈ k[α1, . . . ,αn] tal que p · q = 1.
En conclusión, todo elemento no nulo de k[α1, . . . ,αn] tiene inverso, luego k[α1, . . . ,αn]
es cuerpo y ha de coincidir con k(α1, . . . ,αn).

3.4. Teorema de Kronecker. Cierre algebraico

1. Proposición : Sean k ,→ K y k ,→ K ′ dos extensiones de cuerpos. Entonces, existe
una k-extensión de cuerpos L, de modo que tenemos morfismos de k-álgebras K ,→ L y
K ′ ,→ L.

Demostración. Sea m un ideal maximal de K ⊗k K ′ y sea L := (K ⊗k K ′)/m. L es una k-
extensión de cuerpos y tenemos los morfismos naturales de k-extensiones de cuerpos
K → (K ⊗k K ′)/m, λ 7→λ⊗1, K ′ → (K ⊗k K ′)/m, λ′ 7→ 1⊗λ′. □
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2. Definición : Sea L una k-extensión de cuerpos K ,K ′ ,→ L dos k-subextensiones. El
compuesto de K y K ′ en L es el mínimo subcuerpo de L que contiene a K y K ′, que lo
denotaremos por K ·K ′.
3. Ejercicio : Sean K y K ′ dos k-extensiones algebraicas. Prueba que K ·K ′ es isomorfo
a (K ⊗k K ′)/m, para cierto ideal maximal m⊂ K ⊗k K ′.

4. Teorema de Kronecker: Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio de grado n > 0. Existe una
extensión finita de cuerpos k ,→ K en la que p(x) descompone en factores simples, es
decir, existen α1, . . . ,αn ∈ K tales que

p(x)=λ · (x−α1) · · · (x−αn), λ ∈ k.

Si K ′ es otra extensión de cuerpos k y existen elementos β1, . . . ,βn ∈ K ′ tales que p(x) =
λ · (x−β1) · · · (x−βn), entonces en toda k-extensión L que contenga a K y K ′ se tiene que
αi = βi, para todo i (reordenando las βi si es necesario). Se dice que α1, . . . ,αn son las
raíces de p(x).

Demostración. Procedamos por inducción sobre n. Si n = 1, basta tomar K = k, pues
p(x) = λ(x−α), con α ∈ k. Supongamos que n > 1. Sea p1(x) ∈ k[x] un polinomio irre-
ducible que divida a p(x). Sea K1 = k[x]/(p1(x)) y denotemos x̄ = α1. Obviamente,
p1(α1) = 0, luego p(α1) = 0. Por tanto, en K1[x] tenemos que p(x) = (x−α1) · p2(x).
Por hipótesis de inducción, existe una extensión finita de cuerpos K1 ,→ K de modo
que p2(x) = λ · (x−α2) · · · (x−αn). La extensión k ,→ K es finita porque es composición
de extensiones finitas: k ,→ K1 y K1 ,→ K . Además, en K[x]

p(x)=λ · (x−α1) · · · (x−αn).

Si p(x)=λ·(x−β1) · · · (x−βn) (en L[x]), como 0= p(α1)=λ·(α1−β1) · · · (α1−βn), reor-
denando las βi, podemos suponer que β1 = α1. Dividiendo por x−α1, tendremos que
λ·(x−β2) · · · (x−βn)=λ·(x−α2) · · · (x−αn). Por inducción sobre n, reordenado β2, . . . ,βn,
tendremos que βi =αi, para todo i ≥ 2.

□

5. Definición : Diremos que un cuerpo k̄ es algebraicamente cerrado si todo polinomio
con coeficientes en k̄ tiene todas sus raíces en k̄.
6. Ejercicio : Prueba que un cuerpo k es algebraicamente cerrado ⇐⇒ no existe más
k-extensión finita que la extensión k = k.

7. Teorema: Sea k un cuerpo. Existe una única extensión de cuerpos algebraica k ,→ k̄,
salvo isomorfismos de k-álgebras, tal que k̄ es algebraicamente cerrado. Diremos que k̄
es el cierre algebraico de k.
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Demostración. Para cada 0, p ∈ k[x], sea Kp = k(α1, . . . ,αn), donde α1, . . .αn son todas
las raíces del polinomio p. Para cada conjunto finito {p1, . . . , pn} ⊂ k[x]\{0} considere-
mos la k-álgebra Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn , y para cada inclusión {p1, . . . , pn}⊆ {p1, . . . , pn, . . . , pm}
consideremos el morfismo inyectivo

Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn → Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn ⊗ . . .⊗Kpm , a1 ⊗·· ·⊗an 7→ a1 ⊗·· ·⊗an ⊗1⊗·· ·⊗1.

Identifiquemos Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn con su imagen en cada Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn ⊗ . . .⊗Kpm y sea

A := ⋃
{p1,...,pn}⊂k[x]\{0}

Kp1 ⊗ . . .⊗Kpn

Sea k̄ el cociente de A por cualquier ideal maximal. Obviamente,k̄ es una extensión
algebraica de k, pues está generado algebraicamente por las imágenes en k̄ de las
extensiones Kp. Sea p(x) ∈ k̄[x] y α una raíz de p(x). Tenemos las extensiones alge-
braicas k ,→ k̄ ,→ k̄(α), luego α es algebraica sobre k y existe un polinomio q(x) tal que
q(α)= 0. Kq contiene todas las raíces de q(x) y está incluida en k̄, por tanto, α ∈ k̄. En
conclusión, k̄ es algebraicamente cerrado.

Si k′ es una extensión algebraica de k, entonces (k̄ ⊗k k′)/m, siendo m un ideal
maximal, es una extensión algebraica de k̄ y k′. Por tanto, (k̄⊗kk′)/m= k̄ y ésta contiene
a k′. Si k′ es algebraicamente cerrado entonces k̄ = k′.

□

3.5. Teorema de las funciones simétricas

Sea p(x) = a0xn + a1xn−1 + ·· · + an = c(x−α1) · · · (x−αn). Desarrollando el último
término e igualando coeficientes de los xi se obtiene las fórmulas de Cardano:

a0 = c
a1 =−c · (α1 +·· ·+αn)

· · ·
ai = (−1)i c · ∑

1≤ j1<···< j i≤n
α j1 · · ·α j i

· · ·
an = (−1)nc ·α1 · · ·αn
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1. Definición : Llamaremos funciones simétricas elementales (o polinomios simétri-
cos elementales) en las letras x1, . . . , xn a los polinomios si ∈ Z[x1, . . . , xn] (i = 1, . . . ,n)
definidos por:

s1 = x1 +·· ·+ xn

· · ·
si =

∑
1≤ j1<···< j i≤n

x j1 · · ·x j i

· · ·
sn = x1 · · ·xn

Se cumple la igualdad:∏
i

(x− xi)= xn − s1xn−1 + s2xn−2 +·· ·+ (−1)nsn

y ai = (−1)ia0·si(α1, . . . ,αn), donde seguimos las notaciones del principio de las sección.
Sea Sn el grupo de las permutaciones de n letras. Consideremos la operación de Sn

en A[x1, . . . xn] siguiente:

σ(p(x1, . . . , xn)) := p(xσ(1), . . . , xσ(n))

para cada σ ∈ Sn, p(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . xn].

2. Definición : Diremos que un polinomio p(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . xn] es simétrico cuan-
do σ(P)= P para toda σ ∈ Sn. Al conjunto de las funciones simétricas las denotaremos
A[x1, . . . xn]Sn .

3. Teorema de las funciones simétricas: Se cumple la igualdad:

A[x1, . . . , xn]Sn = A[s1, . . . , sn]

Es decir, un polinomio en x1, . . . , xn con coeficientes en el anillo A es invariante por
todas las permutaciones de las variables si y solo si es un polinomio en las funciones
simétricas elementales.

Demostración. Evidentemente todo polinomio en las funciones simétricas elementales
es invariante por el grupo de las permutaciones. Por tanto, basta probar el recíproco.

Procedemos por inducción sobre el número n de variables. Para n = 1 es trivial.
Sea p(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn]Sn . Descomponiendo p(x1, . . . , xn) en la suma de sus com-
ponentes homogéneas, podemos suponer que p(x1, . . . , xn) es un polinomio homogéneo
de grado m. Haciendo cociente por xn se obtiene que p(x1, . . . , xn−1,0) es un polino-
mio homogéneo de grado m en n−1 variables e invariante por las permutaciones de



MA
NU
AL
ES

UE
X

96

3.6. Aplicaciones. Extensiones finitas de cuerpos

éstas, luego p(x1, . . . , xn−1,0) = q′(s′1, . . . , s′n−1), siendo s′i la i-ésima función simétrica
elemental en las n−1 primeras variables. Observemos que en q′(s′1, . . . , s′n−1) cada su-
mando λm1,...,mn−1 s′m1

1 · · · s′mn−1
n−1 es un polinomio homogéneo en las variables x1, . . . , xn−1

de grado m1 + 2m2 + ·· · + (n− 1)mn−1. Podemos suponer que λm1,...,mn−1 = 0, cuando
m1+2m2+·· ·+ (n−1)mn−1 ,m. Por tanto, q′(s1, . . . , sn−1) es un polinomio en x1, . . . , xn
homogéneo de grado m. Sea h(x1, . . . , xn)= p(x1, . . . , xn)−q′(s1, . . . , sn−1). Se verifica que
h(x1, . . . , xn) es simétrico y homogéneo de grado m y se anula para xn = 0 (ya que si = s′i
mód xn), luego es múltiplo de xn y por ser simétrico es múltiplo de x1 · · ·xn = sn, es
decir, h(x1, . . . , xn) = sn · h′(x1, . . . , xn) y, por tanto, h′(x1, . . . , xn) es simétrico también
y homogéneo de grado gr(h′(x1, . . . , xn)) = gr(h(x1, . . . , xn))− n = gr(p(x1, . . . , xn))− n <
gr(p(x1, . . . , xn)), luego por recurrencia sobre el grado m de p(x1, . . . , xn) se concluye que
h′(x1, . . . , xn) = q̃(s1, . . . , sn). Sustituyendo en la definición de h(x1, . . . , xn) y despejando
se obtiene:

p(x1, . . . xn)= q′(s1, . . . , sn−1)+ sn · q̃(s1, . . . , sn)

con lo que se concluye. □

3.6. Aplicaciones

3.6.1. Teorema Fundamental del Álgebra

1. Teorema fundamental del Álgebra: El cuerpo de los números complejos es un
cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostración. Dado un polinomio cualquiera, 0, p(x) ∈C[x], tenemos que probar que
tiene una raíz en C. Basta probar que todo polinomio con coeficientes reales tiene una
raíz compleja, porque el producto de p(x) por su conjugado, q(x) = p(x) · p(x) es un
polinomio con coeficientes reales y si α es una raíz de q(x), entonces α o su conjugada
es una raíz de p(x). Si q(x) ∈R[x] es un polinomio de grado impar entonces

lı́m
x→+∞q(x)=− lı́m

x→−∞q(x), (y | lı́m
x→+∞q(x)| = +∞)

Luego por el teorema de Bolzano existe un α ∈ R tal que q(α) = 0. Supongamos que
gr q(x) = r = 2n · m, con m impar. Para probar que q(x) tiene una raíz compleja pro-
cedamos por inducción sobre n. Para n = 0 lo hemos probado. Supongamos n > 0.
Sean α1, . . . ,αr las raíces de q(x) y fijado λ ∈ R sean βi j := αi +α j +λαi ·α j. El poli-
nomio h(x) := ∏

i< j(x−βi j) ∈ R[x], porque los coeficientes de h(x) son funciones simé-
tricas en α1, . . . ,αn, luego por el teorema de las funciones simétricas, los coeficientes
de h(x) son polinomios en los coeficientes de q(x). Observemos que h(x) es un polino-
mio de grado

(r
2

)= 2n−1 ·m ·(r−1)= 2n−1 ·m′ con m′ impar. Por inducción sobre n, cierto



MA
NU
AL
ES

UE
X

97

Extensiones finitas de cuerpos. Aplicaciones. 3.6

βrs =αr+αs+λαr ·αs ∈C. Variando el λ fijado (tómese
(r
2

)+1 distintos), existirán λ,λ′,
para los que existen r, s, de modo que

αr +αs +λαr ·αs, αr +αs +λ′αr ·αs ∈C.

Luego a := αr +αs y b := αr ·αs ∈ C. Como αr y αs son las raíces de (x−αr)(x−αs) =
x2 −ax+b, tenemos que αr,αs = (a±

p
a2 −4b)/2 ∈C. □

3.6.2. Fórmulas de Newton y Girard
Sea k[[t]] = {a0 +a1t+ ·· ·+antn + ·· · , ai ∈ k} el “anillo de series formales en t con

coeficientes en k”. Dadas dos series, s1(t)=∑∞
i=0 ai ti, s2(t)=∑∞

i=0 bi ti, se define

s1(t)+ s2(t) := ∑∞
i=0(ai +bi)ti

s1(t) · s2(t) := ∑∞
i=0(

∑i
j=0 a j ·bi− j)ti

y resulta que k[[t]] es un anillo íntegro. Es fácil ver que s(t)=∑∞
i=0 ai ti es invertible si

y solo si a0 , 0. Por tanto, si s(t) = ∑∞
i=m ai ti, con am , 0, entonces s(t) = tm · s̃(t), con

s̃(t) invertible. Luego,

k((t)) := k[[t]]k[[t]]\{0} = {s(t)/tm, m ∈N, s(t) ∈ k[[t]]}

= {
bm

tm +·· ·+ b1

t
+a0 +a1t+·· ·+antn +·· · ,m ∈N,b j,ai ∈ k}

Sea p(x)= a0xn +a1xn−1 +·· ·+an = a0(x−α1) · · · (x−αn) ∈ k[x].

2. Teorema: Sea p′(x) la derivada de p(x) y σi =αi
1 +·· ·+αi

n las potencias simétricas
en las raíces de p(x). Se verifica:

1. p′(x)
p(x) = 1

x−α1
+·· ·+ 1

x−αn
.

2. Fórmula de Girard:

p′(x)
p(x)

= σ0

x
+ σ1

x2 +·· ·+ σi

xi+1 +·· · ∈ k((
1
x

))

3. Fórmulas de Newton: Para cada m,

amm+am−1σ1 +·· ·+a0σm = 0

(donde ai := 0, para todo i > n).
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Demostración. 1. p′(x)=∑
i a0(x−α1) · · ·á(x−αi) · · · (x−αn), luego

p′(x)
p(x)

=
∑

i a0(x−α1) · · ·á(x−αi) · · · (x−αn)
a0(x−α1) · · · (x−αn)

=∑
i

1
x−αi

2. Sustituyendo 1
x−αi

= 1
x

1
1−αi

x
= 1

x
∑

j(
αi
x ) j en la identidad anterior y agrupando en

las potencias de 1
x se concluye.

3. Resulta de igualar coeficientes en las potencias de x en la identidad p′(x) =
p(x) ·∑i

σi
xi+1 .

□

3.6.3. Raíces múltiples. Discriminante de un polinomio
Sea p(x) ∈ k[x] y K una k-extensión que contenga todas las raíces de p(x). Agru-

pando los factores simples con la misma raíz, tenemos (en K[x]) que

p(x)=λ · (x−α1)n1 · · · (x−αr)nr , con αi ,α j para todo i , j

Diremos que ni es la multiplicidad de la raíz αi de p(x). Si ni > 1, se dice que αi es
una raíz múltiple de p(x).

3. Proposición : Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio no nulo y K una extensión de cuerpos
de k. Entonces, α ∈ K es una raíz múltiple de p(x) si y solo si es raíz de p(x) y p′(x) (la
derivada “formal” de p(x)).

Demostración. Tenemos que α es una raíz de p(x), entonces p(x) = (x−α) · q(x) (en
K[x]) y p′(x) = q(x)+ (x−α) · q′(x). Por tanto, α es una raíz de p′(x) si y solo si es raíz
de q(x), es decir, si y solo si α es una raíz múltiple de p(x). □

Consideremos el morfismo de anillos

ϕ : Z→ k, ϕ(n)=


1+ n. . .+1 si n > 0
−ϕ(−n) si n < 0
0 si n = 0

4. Definición : Si Kerϕ= 0, se dice que k es un cuerpo de característica cero. En este
caso, tendremos una inyección canónica Q ,→ k. Si Kerϕ, 0, entonces Kerϕ= pZ, con
p primo, porque Z/pZ es íntegro pues se inyecta en el anillo íntegro k. En este caso se
dice que k es de característica p y tenemos una inyección canónica Z/pZ ,→ k.
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5. Notación : Sea p un número primo. Denotaremos Fp =Z/pZ que es el cuerpo de p
elementos.

6. Proposición : Si α es una raíz de p(x) de multiplicidad m, entonces α es una raíz
de p′(x) de multiplicidad m−1, cuando la característica de k es cero. Si α es una raíz
de p(x) de multiplicidad m, entonces α es una raíz de p′(x) de multiplicidad mayor o
igual que m−1, cuando la característica de k es positiva.

Demostración. Escribamos p(x)= (x−α)m · q(x), con q(α), 0. Entonces, p′(x)= m · (x−
α)m−1q(x)+ (x−α)m · q′(x) = (x−α)m−1 · (mq(x)+ (x−α)q′(x)), que es de multiplicidad
m−1 en característica cero y de multiplicidad mayor o igual que m−1 en característica
prima (observemos que m = 0 ∈ k, si m ∈N es múltiplo de la característica). □

El máximo común divisor de dos polinomios se puede calcular mediante el algorit-
mo de Euclides, por tanto, no cambia si hacemos un cambio de cuerpo base. Considere-
mos una k-extensión de cuerpos K donde p(x) y q(x) descompongan es factores simples,
podemos escribir p(x) = λ · (x−α1)n1 · · · (x−αr)nr y q(x) = µ · (x−α1)m1 · · · (x−αr)mr , con
ni,mi ≥ 0 y αi ,α j, para todo i , j. Entonces

m.c.d(p(x), q(x))= (x−α1)min(n1,m1) · · · (x−αr)min(nr ,mr) ∈ k[x]

Los polinomios p(x) y q(x) son primos entre sí si y solo si no tienen raíces comunes
(estamos considerando todas las raíces de p(x) y q(x) en K).

Un polinomio p(x) no tiene raíces múltiples si y solo si p(x) y p′(x) son primos entre
sí.

7. Definición : Sea p(x)= xn+a1xn−1+·· ·+an = (x−α1) · · · (x−αn) ∈ k[x] un polinomio.
Llamaremos discriminante de p(x), que denotaremos ∆(p(x)), a

∆(p(x)) := ∏
i< j

(αi −α j)2

Observemos que ∆(p(x)) es una función simétrica de las raíces α1, . . . ,αn, luego por
el teorema de las funciones simétricas es un polinomio en a1, . . . ,an, luego pertenece a
k.

Observemos que ∆(p(x))= 0 si y solo si p(x) tiene raíces múltiples.

8. Teorema: Sea p(x)= xn+a1xn−1+·· ·+an ∈ k[x] un polinomio. El discriminante de
p(x) es igual a

∆(p(x))=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ0 σ1 · · · σn−1
σ1 σ2 · · · σn
...

...
...

σn−1 σn · · · σ2(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Demostración. Consideremos el determinante de Vandermonde

V (x1, . . . , xn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
x1 · · · xn
...

...
xn−1

1 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Si hacemos xi = x j (es decir, xi − x j = 0), este determinante se anula, luego V es múl-
tiplo de

∏
i< j(xi − x j). V es un polinomio homogéneo de grado n · (n−1)/2. Además el

coeficiente que acompaña a x0
1 · x1

2 · · ·xn−1
n es igual a 1.

∏
i< j(xi − x j) es homogéneo de

grado n · (n−1)/2 y el coeficiente que acompaña a x0
1 · x1

2 · · ·xn−1
n es igual a ±1. Luego,

V =±∏
i< j(xi − x j). Por tanto, V 2 =∆(p(x)). Ahora bien

V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


1 · · · 1
x1 · · · xn
...

...
xn−1

1 · · · xn−1
n

◦


1 x1 · · · xn−1

1
1 x2 · · · xn−1

2
...

...
...

1 xn · · · xn−1
n


∣∣∣∣∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ0 σ1 · · · σn−1
σ1 σ2 · · · σn
...

...
...

σn−1 σn · · · σ2(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
□

9. Corolario: El discriminante de x2 +a1x+a2 es a2
1 −4a2.

Demostración. Por la fórmula de Girard,∑
i
σi/xi+1 = (2x+a1)/(x2 +a1x+a2)= 2/x−a1/x2 + (−2a2 +a2

1)/x3 +·· ·

Luego,

∆(x2 +a1x+a2)=
∣∣∣∣ 2 −a1
−a1 −2a2 +a2

1

∣∣∣∣= a2
1 −4a2.

□

10. Corolario : El discriminante del polinomio mónico x3 +a1x2 +a2x+a3 es igual a
−4a3

1a3 +a2
1a2

2 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3.

Demostración. Por la fórmula de Girard,∑
i
σi/xi+1 = (3x2 +2a1x+a2)/(x3 +a1x2 +a2x+a3)

= 3
x
− a1

x2 + a2
1 −2a2

x3 + −a3
1 +3a1a2 −3a3

x4 + a4
1 −4a2

1a2 +4a1a3 +2a2
2

x5 +·· ·
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Luego,

∆(x3 +a1x2 +a2x+a3)=
∣∣∣∣∣∣

3 −a1 a2
1 −2a2

−a1 a2
1 −2a2 −a3

1 +3a1a2 −3a3
a2

1 −2a2 −a3
1 +3a1a2 −3a3 a4

1 −4a2
1a2 +4a1a3 +2a2

2

∣∣∣∣∣∣
=−4a3

1a3 +a2
1a2

2 +18a2a1a3 −4a3
2 −27a2

3.

□

11. Teorema: Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio mónico de grado n y p′(x) su derivada. El
determinante de la aplicación k-lineal

p′(x)· : k[x]/(p(x))→ k[x]/(p(x)), q(x) 7→ p′(x) · q(x)

es igual a (−1)(
n
2) ·∆(p(x)).

Demostración. El determinante de p′(x)· y ∆(p(x)) no varían por cambio de cuerpo
base, luego podemos suponer que k contiene todas las raíces de p(x).

Supongamos que todas las raíces α1, . . . ,αn de p(x) son distintas. Consideremos el
isomorfismo k[x]/(p(x))= k× n· · ·×k, q(x) 7→ (q(α1), . . . , q(αn)) y el diagrama conmutativo

k[x]/(p(x))
p′(x)· // k[x]/(p(x))

k× n· · ·×k
(p′(α1), n...,p′(αn))·

// k×·· ·×k

q(x) � //
_

��

p′(x) · q(x)_

��
(q(α1), . . . , q(αn)) � // (p′(α1) · q(α1), . . . , p′(αn) · q(αn))

Entonces,

det(p′(x)·)= p′(α1) n· · ·p′(αn)= (α1 −α2) · · · (α1 −αn) · · · (αn −α1) · · · (αn −αn−1)= (−1)(
n
2)∆(p(x)).

Ahora en general. Sea A := k[x1, . . . , xn], Σ := k(x1, . . . , xn), P(x) := (x− x1) · · · (x− xn) y P ′(x)
la derivada formal de P(x). Basta demostrar que el determinante del endomorfismo A-lineal
P ′(x)· : A[x]/(P(x))→ A[x]/(P(x)) en la base 1̄, x̄, . . . , x̄n−1 del A-módulo libre A[x]/(P(x)) es igual
a (−1)(

n
2)∆(P(x)), porque por cambio de anillo base A → k, xi 7→ αi, obtendremos que el deter-

minante de p′(x)· es igual a (−1)(
n
2)∆(p(x)). El determinante del endomorfismo A-lineal P ′(x)·

coincide con el determinante del endomorfismo Σ-lineal P ′(x)· : Σ[x]/(P(x)) →Σ[x]/(P(x)) y éste
coincide con (−1)(

n
2)∆(P(x)) porque P(x) tiene todas las raíces en Σ y son distintas.

□
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3.7. Biografía de Kronecker
KRONECKER BIOGRAPHY

Leopold Kronecker’s parents were well off, his father, Isidor
Kronecker, being a successful business man while his mother
was Johanna Prausnitzer who also came from a wealthy family.
The families were Jewish, the religion that Kronecker kept un-
til a year before his death when he became a convert to Chris-
tianity. Kronecker’s parents employed private tutors to teach
him up to the stage when he entered the Gymnasium at Lieg-
nitz, and this tutoring gave him a very sound foundation to his

education. Kronecker was taught mathematics at Liegnitz Gymnasium by Kummer,
and it was due to Kummer that Kronecker became interested in mathematics. Kum-
mer immediately recognised Kronecker’s talent for mathematics and he took him well
beyond what would be expected at school, encouraging him to undertake research.
Despite his Jewish upbringing, Kronecker was given Evangelical religious instruction
at the Gymnasium which certainly shows that his parents were openminded on reli-
gious matters.

Kronecker became a student at Berlin University in 1841 and there he studied
under Dirichlet and Steiner. He did not restrict himself to studying mathematics, ho-
wever, for he studied other topics such as astronomy, meteorology and chemistry. He
was especially interested in philosophy studying the philosophical works of Descartes,
Leibniz, Kant, Spinoza and Hegel. After spending the summer of 1843 at the Uni-
versity of Bonn, which he went to because of his interest in astronomy rather than
mathematics, he then went to the University of Breslau for the winter semester of
1843-44. The reason that he went to Breslau was certainly because of his interest in
mathematics because he wanted to study again with his old school teacher Kummer
who had been appointed to a chair at Breslau in 1842.

Kronecker spent a year at Breslau before returning to Berlin for the winter semes-
ter of 1844-45. Back in Berlin he worked on his doctoral thesis on algebraic number
theory under Dirichlet’s supervision. The thesis, On complex units was submitted on
30 July 1845 and he took the necessary oral examination on 14 August. Dirichlet com-
mented on the thesis saying that in it Kronecker showed:

... unusual penetration, great assiduity, and an exact knowledge of the present state
of higher mathematics. It may come as a surprise to many Ph.D. students to hear that

Kronecker was questioned at his oral on a wide range of topics including the theory
of probability as applied to astronomical observations, the theory of definite integrals,
series and differential equations, as well as on Greek, and the history of philosophy.
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Jacobi had health problems which caused him to leave Königsberg, where he held a
chair, and return to Berlin. Eisenstein, whose health was also poor, lectured in Berlin
around this time and Kronecker came to know both men well. The direction that Kro-
necker’s mathematical interests went later had much to do with the influence of Jacobi
and Eisenstein around this time. However, just as it looked as if he would embark on
an academic career, Kronecker left Berlin to deal with family affairs. He helped to
manage the banking business of his mother’s brother and, in 1848, he married the
daughter of this uncle, Fanny Prausnitzer. He also managed a family estate but still
found the time to continue working on mathematics, although he did this entirely for
his own enjoyment.

Certainly Kronecker did not need to take on paid employment since he was by now
a wealthy man. His enjoyment of mathematics meant, however, that when circums-
tances changed in 1855 and he no longer needed to live on the estate outside Liegnitz,
he returned to Berlin. He did not wish a university post, rather he wanted to take part
in the mathematical life of the university and undertake research interacting with the
other mathematicians.

In 1855 Kummer came to Berlin to fill the vacancy which occurred when Dirichlet
left for Göttingen. Borchardt had lectured at Berlin since 1848 and, in late 1855, he
took over the editorship of Crelle’s Journal on Crelle’s death. In 1856 Weierstrass came
to Berlin, so within a year of Kronecker returning to Berlin, the remarkable team of
Kummer, Borchardt, Weierstrass and Kronecker was in place in Berlin.

Of course since Kronecker did not hold a university appointment, he did not lecture
at this time but was remarkably active in research publishing a large number of works
in quick succession. These were on number theory, elliptic functions and algebra, but,
more importantly, he explored the interconnections between these topics. Kummer
proposed Kronecker for election to the Berlin Academy in 1860, and the proposal was
seconded by Borchardt and Weierstrass. On 23 January 1861 Kronecker was elected
to the Academy and this had a surprising benefit.

Members of the Berlin Academy had a right to lecture at Berlin University. Although
Kronecker was not employed by the University, or any other organisation for that mat-
ter, Kummer suggested that Kronecker exercise his right to lecture at the University
and this he did beginning in October 1862. The topics on which he lectured were very
much related to his research: number theory, the theory of equations, the theory of
determinants, and the theory of integrals. In his lectures:

He attempted to simplify and refine existing theories and to present them from
new perspectives. For the best students his lectures were demanding but stimulating.

However, he was not a popular teacher with the average students:

Kronecker did not attract great numbers of students. Only a few of his auditors
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were able to follow the flights of his thought, and only a few persevered until the end of
the semester.

Berlin was attractive to Kronecker, so much so that when he was offered the chair
of mathematics in Göttingen in 1868, he declined. He did accept honours such as elec-
tion to the Paris Academy in that year and for many years he enjoyed good relations
with his colleagues in Berlin and elsewhere. In order to understand why relations
began to deteriorate in the 1870s we need to examine Kronecker’s mathematical con-
tributions more closely.

We have already indicated that Kronecker’s primary contributions were in the
theory of equations and higher algebra, with his major contributions in elliptic fun-
ctions, the theory of algebraic equations, and the theory of algebraic numbers. Howe-
ver the topics he studied were restricted by the fact that he believed in the reduction
of all mathematics to arguments involving only the integers and a finite number of
steps. Kronecker is well known for his remark:

God created the integers, all else is the work of man.

Kronecker believed that mathematics should deal only with finite numbers and
with a finite number of operations. He was the first to doubt the significance of non-
constructive existence proofs. It appears that, from the early 1870s, Kronecker was
opposed to the use of irrational numbers, upper and lower limits, and the Bolzano-
Weierstrass theorem, because of their non-constructive nature. Another consequence
of his philosophy of mathematics was that to Kronecker transcendental numbers could
not exist.

In 1870 Heine published a paper On trigonometric series in Crelle’s Journal, but
Kronecker had tried to persuade Heine to withdraw the paper. Again in 1877 Kronec-
ker tried to prevent publication of Cantor’s work in Crelle’s Journal, not because of
any personal feelings against Cantor (which has been suggested by some biographers
of Cantor) but rather because Kronecker believed that Cantor’s paper was meanin-
gless, since it proved results about mathematical objects which Kronecker believed
did not exist. Kronecker was on the editorial staff of Crelle’s Journal which is why
he had a particularly strong influence on what was published in that journal. After
Borchardt died in 1880, Kronecker took over control of Crelle’s Journal as the editor
and his influence on which papers would be published increased.

The mathematical seminar in Berlin had been jointly founded in 1861 by Kummer
and Weierstrass and, when Kummer retired in 1883, Kronecker became a codirector of
the seminar. This increased Kronecker’s influence in Berlin. Kronecker’s international
fame also spread, and he was honoured by being elected a foreign member of the Royal
Society of London on 31 January 1884. He was also a very influential figure within
German mathematics:
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He established other contacts with foreign scientists in numerous travels abroad
and in extending to them the hospitality of his Berlin home. For this reason his ad-
vice was often solicited in regard to filling mathematical professorships both in Ger-
many and elsewhere; his recommendations were probably as significant as those of his
erstwhile friend Weierstrass.

Although Kronecker’s view of mathematics was well known to his colleagues du-
ring the 1870s and 1880s, it was not until 1886 that he made these views public. In
that year he argued against the theory of irrational numbers used by Dedekind, Can-
tor and Heine giving the arguments by which he opposed:

... the introduction of various concepts by the help of which it has frequently been
attempted in recent times (but first by Heine) to conceive and establish the “irratio-
nals” in general. Even the concept of an infinite series, for example one which increases
according to definite powers of variables, is in my opinion only permissible with the re-
servation that in every special case, on the basis of the arithmetic laws of constructing
terms (or coefficients), ... certain assumptions must be shown to hold which are appli-
cable to the series like finite expressions, and which thus make the extension beyond the
concept of a finite series really unnecessary.

Lindemann had proved that π is transcendental in 1882, and in a lecture given
in 1886 Kronecker complimented Lindemann on a beautiful proof but, he claimed,
one that proved nothing since transcendental numbers did not exist. So Kronecker
was consistent in his arguments and his beliefs, but many mathematicians, proud of
their hard earned results, felt that Kronecker was attempting to change the course of
mathematics and write their line of research out of future developments. Kronecker
explained his programme based on studying only mathematical objects which could be
constructed with a finite number of operation from the integers in Über den Zahlber-
griff in 1887.

Another feature of Kronecker’s personality was that he tended to fall out personally
with those who he disagreed with mathematically. Of course, given his belief that
only finitely constructible mathematical objects existed, he was completely opposed
to Cantor’s developing ideas in set theory. Not only Dedekind, Heine and Cantor’s
mathematics was unacceptable to this way of thinking, and Weierstrass also came to
feel that Kronecker was trying to convince the next generation of mathematicians that
Weierstrass’s work on analysis was of no value.

Kronecker had no official position at Berlin until Kummer retired in 1883 when
he was appointed to the chair. But by 1888 Weierstrass felt that he could no longer
work with Kronecker in Berlin and decided to go to Switzerland, but then, realising
that Kronecker would be in a strong position to influence the choice of his successor,
he decided to remain in Berlin.
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Kronecker was of very small stature and extremely self-conscious about his height.
An example of how Kronecker reacted occurred in 1885 when Schwarz sent him a
greeting which included the sentence:

He who does not honour the Smaller, is not worthy of the Greater.

Here Schwarz was joking about the small man Kronecker and the large man Weiers-
trass. Kronecker did not see the funny side of the comment, however, and never had
any further dealings with Schwarz (who was Weierstrass’s student and Kummer’s son-
in-law). Others however displayed more tact and, for example, Helmholtz who was a
professor in Berlin from 1871, managed to stay on good terms with Kronecker.

The Deutsche Mathematiker-Vereinigung was set up in 1890 and the first meeting
of the Association was organised in Halle in September 1891. Despite the bitter anta-
gonism between Cantor and Kronecker, Cantor invited Kronecker to address this first
meeting as a sign of respect for one of the senior and most eminent figures in German
mathematics. However, Kronecker never addressed the meeting, since his wife was
seriously injured in a climbing accident in the summer and died on 23 August 1891.
Kronecker only outlived his wife by a few months, and died in December 1891.

We should not think that Kronecker’s views of mathematics were totally eccentric.
Although it was true that most mathematicians of his day would not agree with those
views, and indeed most mathematicians today would not agree with them, they were
not put aside. Kronecker’s ideas were further developed by Poincaré and Brouwer, who
placed particular emphasis upon intuition. Intuitionism stresses that mathematics
has priority over logic, the objects of mathematics are constructed and operated upon
in the mind by the mathematician, and it is impossible to define the properties of
mathematical objects simply by establishing a number of axioms.

Article by: J.J. O’Connor and E.F. Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

3.8. Cuestionario
1. Descompón 2x2 +8x+6 ∈Z[x] en producto de irreducibles.

2. ¿Es k[x, y] un dominio de ideales principales?

3. Si A es un dominio de ideales principales ¿Es A[x] un dominio de factorización
única? ¿Es A[x] un dominio de ideales principales?

4. ¿Es Z[i][x] un dominio de factorización única?

5. ¿Es Q ,→C una extensión finita de cuerpos?
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6. ¿Es π ∈R un elemento R-algebraico?

7. ¿Es i ∈C un elemento Q-algebraico?

8. Calcula dimk(k[x]/(x3 +1)⊗k k[x]/(x2 +1))×k[x]/(x2 + x+1)).

9. ¿Es
p

2+8 · p3 · 5p3
2 −15 Q-algebraico? ¿y, Q(

p
2)-algebraico?

10. ¿Es C el cierre algebraico de R?¿Es C el cierre algebraico de Q?

11. Sean α1,α2 y α3 las raíces de x3 − x+1 ∈Q[x]. Calcula α2
1 +α2

2 +α2
3 ∈Q.

12. Expresa x3
1 + x3

2 + x3
3 como polinomio en las funciones simétricas elementales de

las variables x1, x2, x3.

13. Calcula mediante la fórmula de Girard, las potencias simétricas σn de las raíces
de x4 −1, para todo n ∈N.

14. Calcula el discriminante de x4 −1.

15. Si dos polinomios mónicos tienen las mismas potencias simétricas σn, para todo
n entonces ¿son iguales?

16. ¿Tiene x3 −1 ∈Q[x] raíces múltiples?¿Tiene x3 −1 ∈ F3[x] raíces múltiples?

17. Explicitar el isomorfismo de k-álgebras k[x]/(x−α)≃ k.

18. Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y α1, . . . ,αn ∈ K elementos k-algebraicos
¿Es k(α1, . . . ,αn)= {p(α1, . . . ,αn) ∈ K , con p(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]}?.

3.9. Problemas
1. Raíces de una cúbica: Sea ∆ el discriminante del polinomio

p(x)= x3 +a1x2 +a2x+a3,

de raíces distintas α1,α2,α3.

a) Calcula la homografía2 τ(x)= ax+b
cx+d tal que τ(α1)=α2, τ(α2)=α3 y τ(α3)=α1

en función de
p
∆ y los coeficientes del polinomio.

2Una homografía es una proyectividad de la recta proyectiva, (que es, salvo multiplicación por esca-
lares, un isomorfismo lineal del plano).
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b) Sean β1,β2 los puntos fijos de τ y consideramos el cambio de coordenadas
proyectivo y = x−β1

x−β2
(o x = β2 y−β1

y−1 ). Prueba que σ(y) := τ(β2 y−β1
y−1 ) = e

±2πi
3 · y

y que p(x) = y3−µ
(y−1)3 , para cierto µ. Luego, sus raíces son las raíces cúbicas

y= 3pµ y las raíces de p(x) son x = β2 3pµ−β1
3pµ−1 .

2. Sea φ : N∗ →N la función de Euler. Prueba:

a) n = ∑
d|n
φ(d).

b) Un grupo G de orden n es cíclico si y sólo si para cada divisor d de n existe
a lo más φ(d) elementos de orden d.

c) Si K es un cuerpo con un número finito de elementos, entonces (K∗, ·) es un
grupo cíclico.

3. Sea x4+ax2+b ∈ k[x] una bicuadrada. Prueba que es reducible si y solo si a2−4b
es un cuadrado perfecto, o b es un cuadrado perfecto y uno de los dos −a± p

4b
es un cuadrado perfecto.

4. Sea x4+ax3+bx2+ax+1 ∈Z[x] una cuártica recíproca. Prueba que es reducible
si y solo si a2 −4b+8 es un cuadrado perfecto

5. Sea A =Q[x]/(2x3 +4x2 − x−2) y sea α= x̄. ¿Son α+2 y α−2 invertibles en A?.

6. Sea K =Q[x]/(x3 − x−1) y sea α= x̄. Racionaliza 1/(α+2) y determina si (2+α)3

es la unidad. ¿Tiene el polinomio x2−2 alguna raíz en K?. Calcula un polinomio
no nulo con coeficientes racionales que admita la raíz β=α2 +1.

7. Sean a,b ∈ k no nulos (cark , 2). Demuestra que k(
p

a ) = k(
p

b ) precisamente
cuando a/b sea un cuadrado en k.

8. Prueba que Q( np2) tiene grado n sobre Q .

9. Prueba que Q( 3p2) es una extensión de grado 3 de Q. ¿Pertenece
p

2 en Q( 3p2)?

Demuestra que dimQQ( 4p2)= 4. ¿Pertenece 3p2 a Q( 4p2)?

10. Determina si las siguientes igualdades son ciertas:

Q(
4p

2, i
4p

2) = Q(
4p

2, i)

Q(2−1/2, i) = Q(i
p

2)

Q(2−1/2, i) = Q(i+
p

2)
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11. Determina las relaciones de inclusión entre los siguientes subcuerpos de C:
Q , Q(1/2) , Q(

p
2) , Q( 3p2) , Q(i) , Q(i+ p

2) , Q(
p−2)

12. Sea p(x) un polinomio irreducible de grado n con coeficientes en un cuerpo k.
Si el grado de una extensión finita L de k no es múltiplo de n, entonces p(x) no
tiene raíces en L.

13. Demuestra que x3 −3 no tiene raíces en k =Q(
p

2). Concluye que Q(
p

2, 3p3) es
una extensión de grado 6 de Q y halla una base sobre Q.

Sea α = p
2+ 3p3. Prueba que el grado de un polinomio irreducible en Q[x] que

admita la raíz α es [Q(α) : Q] = 1, 2, 3, ó 6. Analizando las relaciones de depen-
dencia lineal entre las sucesivas potencias de α, concluye que α es raíz de un
polinomio irreducible de grado 6 con coeficientes racionales. Calcula tal polino-
mio.

14. Sea K = F2[x]/(x3+ x+1) y sea α= x̄. Prueba que K es un cuerpo con 8 elementos

K = {0, α, α2, α3, α4, α5, α6, α7 = 1}

Calcula las raíces de x3 + x+1 en K , y las raíces de x3 + x2 +1 en K .

15. Construir un cuerpo con 4 elementos y otro con 9 elementos.

16. Calcula el grado (y una base) sobre Q de la extensión que generan las raíces
complejas del polinomio x3 −1. Análogamente para x3 +1, x4 −1, x4 +1, x5 −1,
x5 +1 y x6 −1.

17. Halla el grado (y una base) sobre Q de la extensión que generan todas las raíces
complejas del polinomio x3 −2. Análogamente para los polinomios

x4 −2 , x4 +2 , x4 − x2 +1 , x4 + x2 −2, x3 −4x2 +5

18. Calcula un polinomio irreducible con coeficientes en Q(i) que admita la raíz 4p2.

Análogamente sustituyendo Q(i) por Q(
p

2) y Q( 3p2).

19. Sea K una extensión de grado 2 de un cuerpo k. Si la característica de k no es 2,
prueba que K = k(

p
a) para algún a ∈ k. ¿Es cierto también cuando cark = 2?

20. Halla un polinomio p(x) ∈Q[x] tal que Q( i )⊕Q( 3p2) ≃ Q[x]/(p(x)) .

21. ¿Existe algún polinomio p(x) ∈Q[x] tal que Q( i )×Q( i ) ≃ Q[x]/(p(x)) ?
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22. Sean α1, . . . ,αn raíces complejas de ciertos polinomios no nulos p1(x), . . . , pn(x) ∈
Q[x]. Demuestra que Q(α1, . . . ,αn) es una Q-extensión de cuerpos de grado aco-
tado por el producto de los grados de los polinomios p1(x), . . . , pn(x).

23. Una extensión finita k → L es trivial (i.e., dimk L = 1) si y solo si L⊗k L es cuerpo.

(Indicación: Considera el morfismo natural L⊗k L → L).

24. Sean L,L′ dos k-extensiones de cuerpos de k, de grados n y m respectivamente.
Prueba que si n y m son primos entre sí, entonces L⊗k L′ es un cuerpo.

25. Si L y L′ son dos extensiones no triviales (i.e., de grado mayor que 1) de un
cuerpo k, ¿puede ocurrir que L′⊗k L no sea un cuerpo? ¿y que L′⊗k L sí sea un
cuerpo?.

26. Prueba que toda extensión finita K de C es trivial: C= K .

27. Prueba que toda extensión finita de R es isomorfa a R ó a C.

28. Prueba que el conjunto de los elementosQ-algebraicos de C es el cierre algebraico
de Q.

29. Sea k =Q( 5p5). Prueba que el polinomio mínimo anulador de e
2πi
5 con coeficientes

en k es x4 + x3 + x2 + x+1.

Determina el número de automorfismos de la extensión de Q que generan todas
las raíces complejas de x5 −5.

30. Sea p(x) un polinomio irreducible con coeficientes en un cuerpo. Prueba que p(x)
tiene alguna raíz múltiple si y solo si su derivada p′(x) es nula. Si p(x) tiene una
raíz simple ¿es cierto que todas sus raíces son simples? Si p(x) tiene una raíz
múltiple ¿es cierto que todas sus raíces son múltiples? Si la característica de k
es cero prueba que p(x) no tiene raíces múltiples.

31. Halla las raíces múltiples de los siguientes polinomios con coeficientes raciona-
les, así como sus respectivas multiplicidades ¿y si los coeficientes están en F2? ¿y
en F3? ¿y en F5?

x4 +4x2 +1 , 4x4 −4x3 −3x2 +2x+1

32. Calcula el discriminante de x3+ px+ q usando el teorema de las funciones simé-
tricas.
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33. Sea p(x) = x4 +a1x3 +a2x2 +a3x+a4 ∈ k[x] un polinomio de grado 4 y α1, . . . ,α4
sus cuatro raíces (repetidas o no). Sea θ1 =α1α2 +α3α4, θ2 =α1α3 +α2α4 y θ3 =
α1α4+α2α3. Prueba que “la resolvente cúbica de p(x)”, r(x)= (x−θ1)(x−θ2)(x−θ3),
es un polinomio con coeficientes en k y calcúlalo.

34. Calcula el discriminante de x2 +a1x+a2 usando el teorema 3.6.11.
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Capítulo 4

Álgebras finitas

4.1. Introducción
En el estudio de las raíces de un polinomio aparece de modo natural las extensio-

nes finitas de cuerpos. Ni el producto directo de extensiones finitas de cuerpos, ni (en
general) el producto tensorial de extensiones finitas de cuerpos es un cuerpo. Por ello,
el marco de las extensiones finitas de cuerpos es excesivamente estrecho y es necesario
introducir el concepto de k-álgebra finita.

En Geometría Algebraica, el estudio de las Q-álgebras finitas es equivalente al
estudio de los espacios Q-algebraicos finitos (los sistemas de ecuaciones algebraicos
con coeficientes racionales con un número finito de soluciones complejas).

Cuando consideramos un sistema de ecuaciones Q-algebraico

p1(x1, . . . , xn)= 0, . . . , pr(x1, . . . , xn)= 0

tendemos a pensar en el conjunto de puntos (α1, . . . ,αn) ∈Qn tales que

p1(α1, . . . ,αn)= 0, . . . , pr(α1, . . . ,αn)= 0,

es decir, en el conjunto de soluciones (en Q) del sistema de ecuaciones. También pen-
samos en el conjunto de soluciones en R, en C, inclusive en cualquier anillo A que
contenga a Q. Si añadimos al sistema de ecuaciones una ecuación

p(x1, . . . , xn)=∑
i

ai(x1, . . . , xn)pi(x1, . . . , xn)= 0,

el conjunto de soluciones es el mismo. Por tanto, en realidad estamos considerando no
el sistema de ecuaciones, sino el ideal (p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn)).
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Una funciónQ-algebraica sobre el “conjunto” de soluciones (enQ;R,C, A, etc.) es por
definición una función algebraica q(x1, . . . , xn) restringida sobre el conjunto de solucio-
nes. Con más rigor, diremos que una función algebraica q(x1, . . . , xn) al restringirse a
al conjunto de soluciones es igual a otra r(x1, . . . , xn) cuando q(x1, . . . , xn)−r(x1, . . . , xn) ∈
(p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn)). Se dice que el anillo de funciones Q-algebraicas sobre
el conjunto de soluciones es

A =Q[x1, . . . , xn]/(p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn)).

El conjunto de soluciones sobre Q, S, puede obtenerse a partir de su anillo A de fun-
ciones algebraicas: Puede probarse que un ideal I ⊂ A es Q-racional, es decir, A/I =Q
si y solo si I = (x1 −α1, . . . , xn −αn) con (α1, . . . ,αn) ∈ S. Por tanto,

S = {Ideales Q-racionales m⊂ A}=: SpecQ A

Consideremos el sistema de ecuaciones algebraicas

x = 0
y(x+ y) = 0

La única solución (en Q, R ó C) es x = 0, y = 0, sin embargo el conjunto de soluciones
es igual a los puntos de corte de la recta x = 0, con la unión de rectas y = 0 y x+ y = 0,
y por tanto quisiéramos decir que la solución x = 0, y= 0 aparece dos veces. Queremos
distinguir este sistema de ecuaciones del sistema de ecuaciones x = 0, y= 0. Pues bien,
el anillo Q[x, y]/(x, yx+ y2) no es isomorfo a Q[x, y]/(x, y) y como puede comprobarse

dimQQ[x, y]/(x, yx+ y2)= 2 y dimQQ[x, y]/(x, y)= 1.

Es decir, el estudio del anillo Q[x, y]/(x, yx+ y2) es el estudio del sistema de ecuaciones
x = 0, y(x+ y) = 0 de modo exhaustivo, no se pierde ninguna información como la que
se pierde cuando decimos que las soluciones del sistema de ecuaciones es x = 0, y = 0
(y no decimos nada más).

Consideremos ahora la ecuación x2+1= 0. El conjunto de soluciones (en Q) es vacío,
sin embargo el conjunto de soluciones en C, {i,−i}, es de orden 2 y dimQQ[x]/(x2+1)= 2.
El estudio de las k-álgebras finitas es el estudio profundo de las variedades algebraicas
de dimensión 0 (es decir, de los sistemas de ecuaciones k-algebraicos con un número
finito de soluciones en el cierre algebraico de k).

4.2. Espectro primo de un anillo

1. Notación : Dado un anillo A denotaremos Spec A, que denominaremos espectro
primo de A, al conjunto de los ideales primos de A. Al elemento x ∈ Spec A cuando lo
pensemos como ideal primo incluido en A, lo denotaremos px (o mx si px es maximal).
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2. Ejemplos : SpecZ= {(p), p ∈N primo y (0)}. Speck[x] = {(p(x)), p(x) mónico irredu-
cible y el ideal (0)}. SpecC[x]= {(x−α), α ∈C y el ideal (0)}.

3. Ejemplo : Veamos cómo son los ideales primos de un producto cartesiano de anillos.
Sea A = A1 ×·· ·× An un producto cartesiano de anillos. Denotemos

1i := (0, . . . ,0,
i
1,0, . . . ,0) ∈ A.

Dado a = (a1, . . . ,an) ∈ A = A1 ×·· ·× An observemos que a =∑
i a ·1i. Si denotamos por

I i = {ai ∈ A i : (0, . . . ,0,
i
ai,0, . . . ,0) ∈ I}, entonces I =⊕i I ·1i = I1 ×·· ·× In. Además,

A/I = (A1 ×·· ·× An)/(I1 ×·· ·× In)= A1/I1 ×·· ·× An/In

El producto directo de dos anillos no nulos A1 × A2 nunca es un anillo íntegro
pues (1,0) · (0,1) = (0,0). Si p = I1 × ·· · × In es un ideal primo de A = A1 × ·· · × An,
entonces como A/p = A1/I1 × ·· · × An/In es un anillo íntegro, se ha de cumplir que
p= A1 ×·· ·× A i−1 ×pi × A i+1 ×·· ·× An, con pi ⊆ A i ideal primo, y recíprocamente todo
ideal de esta forma es un ideal primo de A. En conclusión,

Spec(A1 ×·· ·× An) Spec A1
∐ · · ·∐Spec A i

∐ · · ·∐Spec An
A1 ×·· ·× A i−1 ×pi × A i+1 ×·· ·× An

�oo pi

Observemos, además, que A/p= A i/pi .

4. Notación : Dado un ideal I ⊆ A denotamos (I)0 := {x ∈Spec A : I ⊆ px}.

5. Proposición: Se cumple

1. (I)0 =; si y solo si I = A.

2. (
∑
j∈J

I j)0 = ∩
j∈J

(I j)0, donde {I j} j∈J es un conjunto de ideales de A.1

3. (I1 · I2)0 = (I1)0 ∪ (I2)0 = (I1 ∩ I2)0.

Demostración. Solo ofrece alguna dificultad 3. Obviamente (I1)0 ∪ (I2)0 ⊆ (I1 · I2)0. Si
x ∉ (I1)0∪(I2)0, entonces existen f1 ∈ I1 y f2 ∈ I2 de modo que f1, f2 ∉ px, luego f1 · f2 ∉ px
y x ∉ (I1 · I2)0. Luego (I1 · I2)0 ⊆ (I1)0 ∪ (I2)0 y tenemos la igualdad. Con los mismos
argumentos (I1)0 ∪ (I2)0 = (I1 ∩ I2)0. □

1 ∑
j∈J

I j es el mínimo ideal de A que contiene a todos los ideales I j, que es el ideal cuyos elementos

son sumas finitas de elementos de estos ideales.
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6. Definición : La topología de Zariski de Spec A es la topología cuyos cerrados los
subconjuntos (I)0.
7. Ejercicio : Dado x ∈ Spec A, prueba que el cierre de x es (px)0. Prueba que x es un
punto cerrado si y solo si px es un ideal maximal.

Cada morfismo de anillos f : A → B induce el morfismo

f ∗ : SpecB →Spec A, p 7→ f −1(p).

8. Proposición : Sea I ⊆ A un ideal. Consideremos el morfismo de paso al cociente
π : A → A/I. La aplicación, π∗ : Spec A/I → Spec A, q 7→ π−1(q) es inyectiva y de imagen
(I)0, es decir,

Spec A/I = (I)0, q 7→π−1(q)

y la aplicación inversa es (I)0 →Spec A/I, p 7→π(p)= p̄.

9. Ejercicio : Calcula SpecR[x]/((x2 +1) · x).

10. Ejercicio : Calcula SpecZ/(12).

11. Proposición : Sea S ⊆ A un sistema multiplicativo y i : A → AS el morfismo de
localización. Entonces, la aplicación

i∗ : Spec AS →Spec A

es inyectiva y de imagen los ideales primos de A disjuntos con S. Si p es un ideal primo
de A disjunto con S entonces p · AS es el ideal primo de AS tal que i−1(p · AS)= p.
Demostración. Sea q un ideal primo de AS. Entonces, p := i−1(q) = {a ∈ A : a/1 ∈ q}.
Dado a/s ∈ q entonces a/1 ∈ q, luego a ∈ p. Por tanto, p · AS = q. Si s ∈ S pertenece a p,
entonces s/1 ∈ q, luego 1/1 ∈ q y q= AS lo cual es imposible. Por último, dejamos que el
lector compruebe que si p es un ideal primo de A disjunto con S entonces p · AS es el
ideal primo de AS tal que i−1(p · AS)= p. □

12. Definición : Sea A un anillo. Diremos que a ∈ A es nilpotente si existe un número
natural n > 0, tal que an = 0. Llamaremos radical de un anillo A, que denotaremos
rad A, al conjunto de todos los elementos de A que son nilpotentes.

13. Ejercicio : Calcula radQ[x]/(x3).

14. Ejercicio : Prueba que rad A es un ideal.
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15. Proposición: Sea A un anillo y S ⊆ A un sistema multiplicativo. Entonces, AS =
{0} ⇐⇒ 0 ∈ S.

Demostración. Si 0 ∈ S, entonces a
s = 0·a

0·s = 0
0 , para todo a ∈ A y s ∈ S. Luego, AS = {0},

pues solo tiene un elemento.
Si AS = {0}, entonces 1

1 = 0
1 , luego existe s ∈ S tal que s ·1= s ·0, luego 0= s ∈ S.

□

16. Proposición: El radical de un anillo es igual a la intersección de todos los ideales
primos del anillo, es decir,

rad A = ∩
x∈Spec A

px

Demostración. Dado a ∈ A, definamos el sistema multiplicativo S = {1,a,a2, . . . ,an, . . .}.
Entonces, a es nilpotente ⇐⇒ 0 ∈ S ⇐⇒ AS = 0 ⇐⇒ Spec AS = ; ⇐⇒ S∩px , ;
para todo x ∈Spec A ⇐⇒ a ∈ px para todo x ∈Spec A .

□

17. Definición : Se dice que un anillo A es reducido si rad A = 0.

18. Ejercicio : Sea A un anillo. Prueba que A/rad A es un anillo reducido.

4.3. k-álgebras finitas.

1. Definición : Diremos que una k-álgebra A, es una k-álgebra finita, si A es un k-
espacio vectorial de dimensión finita.

2. Ejemplo : Las k-extensiones finitas de cuerpos son k-álgebras finitas.

3. Ejemplo : La k-álgebra A = k[x]/(xn+a1xn−1+ . . .+an) es un k-espacio vectorial de
de base {1, x̄, . . . , x̄n−1}, por la proposición 3.3.5. Por tanto, A es una k-álgebra finita.

4. Proposición: Toda k-álgebra finita e íntegra es cuerpo.

Demostración. Sea A una k-álgebras finita íntegra. Dado a ∈ A no nula, la homote-
cia A ·a→ A, b 7→ b · a es inyectiva, por ser A íntegra. Por tanto, por dimensiones, es
isomorfismo. Luego a es invertible y A es cuerpo. □
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5. Proposición : El espectro primo de una k-álgebra finita A es un número finito de
ideales maximales. Además,

#Spec A ≤ dimk A

Demostración. Si hacemos cociente por un ideal primo obtenemos una k-álgebra finita
íntegra, luego es un cuerpo por la proposición anterior. Por tanto, todos los ideales
primos son maximales.

Sean {m1, . . . ,mn} ideales maximales distintos de A. Como

(m1 + (m2 · · ·mn))0 = (m1)0 ∩ (m2 · · ·mn)0 = {m1}∩ {m2, . . . ,mn}=;,

entonces m1 + (m2 · · ·mn)= A. Por el teorema chino de los restos2

A/(m1 · · ·mn)= A/m1 × A/(m2 · · ·mn)= ·· · = A/m1 ×·· ·× A/mn,

luego dimk A ≥ dimk A/(m1 · · ·mn)=∑n
i=1 dimk A/mi ≥ n y dimk A ≥ #Spec A.

□

6. Definición : Se dice que un anillo es local cuando solo contiene un único ideal ma-
ximal.

Sea p(x) = p1(x)n1 · · · pr(x)nr ∈ k[x] la descomposición en factores irreducibles dis-
tintos. Por el teorema chino de los restos

k[x]/(p(x))= k[x]/(p1(x)n1)× r· · ·×k[x]/(pr(x)nr )

k[x]/(p1(x)n1) es una k-álgebra finita local, porque Speck[x]/(p1(x)n1) = (p1(x)n1)0 =
(p1(x))0 = {(p1(x))}.

7. Teorema de descomposición: Sea A una k-álgebra finita y n = #Spec A. Enton-
ces, A es isomorfa a un producto cartesiano de n k-álgebras finitas locales.

2Teorema chino de los restos: Sean I, I ′ ⊆ A ideales tales que I + I ′ = A. Entonces,

A/(I · I ′)= A/I × A/I ′, ā 7→ (ā, ā)

Demostración. Observemos que I∩ I ′ = (I∩ I ′) · (I+ I ′)⊆ I · I ′, luego I∩ I ′ = I · I ′. El núcleo del morfismo
A → A/I×A/I ′, a 7→ (ā, ā) es I∩ I ′ = I · I ′. Por tanto, el morfismo del enunciado es un morfismo inyectivo.
Sea (ā, ā′) ∈ A/I × A/I ′. En A/I ′, tenemos que

a+ I = a+ I + I ′ = a+ A = A.

Luego existe i ∈ I, tal que a+ i = ā′ ∈ A/I ′. En conclusión, a+ i 7→ (ā, ā′) y el morfismo del enunciado es
epiyectivo.

□
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Demostración. Sabemos que Spec A = {x1, . . . , xn}, donde los idealesmxi son ideales ma-
ximales. Tenemos que mx1 · · ·mxn ⊆mx1 ∩·· ·∩mxn = rad A. El ideal mx1 · · ·mxn es finito
generado, porque es un k-espacio vectorial de dimensión finita. Por tanto, existe m ∈N
tal que 0= (mx1 · · ·mxn)m =mm

x1
· · ·mm

xn
. Como

(mm
x1
+ (mm

x2
· · ·mm

xn
))0 = (mm

x1
)0 ∩ (mm

x2
· · ·mm

xn
)0 = {x1}∩ {x2, . . . , xm}=;

entonces mm
x1
+ (mm

x2
· · ·mm

xn
)= A. Por el teorema chino de los restos

A = A/mm
x1
· · ·mm

xn
= A/mm

x1
× A/mm

x2
· · ·mm

xn
.

Con los mismos argumentos, mm
x2
+ (mm

x3
· · ·mm

xn
) = A, luego por el teorema chino de los

restos A/mm
x2
· · ·mm

xn
= A/mm

x2
× A/mm

x3
· · ·mm

xn
. Repitiendo esta argumentación reiterada-

mente obtenemos que
A = A/mm

x1
×·· ·× A/mm

xn
.

Por último, Spec A/mm
xi
= (mm

xi
)0 = (mxi )0 = {xi}. Luego, A/mm

xi
es una k-álgebra local.

□

Si un anillo es producto cartesiano de anillos, A = A1 × ·· · × An, entonces es fácil
comprobar que rad(A) = rad(A1)×·· ·× rad(An). Por lo tanto, A es reducido si y solo si
A1, . . . , An son reducidos.

Las k-álgebras finitas locales solo tienen un ideal primo que ha de coincidir con el
radical de la k-álgebra finita. Si A es una k-álgebra finita local reducida, entonces solo
tiene un ideal primo y éste es igual al ideal cero, luego A es un cuerpo.

8. Proposición : Sea A una k-álgebra finita. Entonces, A es reducida si y solo si es
producto cartesiano de cuerpos.

Demostración. Si A = K1×·· ·×Kn es producto cartesiano de cuerpos, entonces rad(A)=
rad(K1)×·· ·×rad(Kn)= 0×·· ·×0= 0 y A es reducida.

Supongamos que A es reducida. Sea A = A1 × ·· ·× An la descomposición de A en
producto directo de k-álgebras finitas locales. Como rad(A)= 0, entonces rad(A i)= 0 y
A i es un cuerpo, para todo i. □

9. Ejercicio : Sea p(x)= p1(x)n1 · · · pr(x)nr ∈ k[x], con pi(x) irreducibles y primos entre
sí, la descomposición de un polinomio en producto de factores irreducibles. Prueba que
A = k[x]/(p(x)) es reducida si y solo si n1 = ·· · = nr = 1.

10. Proposición: Sea A una k-álgebra finita y B
i
,→ A una k-subálgebra. Entonces, el

morfismo inducido i∗ : Spec A →SpecB es epiyectivo.
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Demostración. Basta que probemos que si B
i
,→ A es un morfismo inyectivo de anillos,

entonces para todo ideal primo minimal px ⊂ B, i∗−1(x) , ;. Sea S = B\px y i(S) =
{i(s) ∈ A, ∀s ∈ S}. Observemos que SpecBS = {px ·BS}. Es fácil probar que el morfismo
de anillos iS : BS → A i(S), iS( a

s ) := i(a)
i(s) es inyectivo. Evidentemente, i∗S(p)= px ·BS, para

todo ideal primo p de A i(S). Se concluye por el diagrama conmutativo

Spec A i∗ // SpecB

Spec AS
i∗S //

OO

SpecBS

OO q
� i∗ // px

p
� i∗S //_

OO

pxBS
_

OO

□

4.4. k-álgebras finitas triviales y racionales

1. Definición : Diremos que una k-álgebra finita A es trivial si existe un isomorfismo
de k-álgebras

A ≃ k× . . .×k.

2. Proposición : El cociente de una k-álgebra finita trivial por un ideal es una k-
álgebra finita trivial.

Demostración. Dado un ideal I ⊆ k× n· · · × k, tenemos que I = I1 × ·· · × In, donde los
ideales I i ⊆ k o son nulos o iguales a k. Por tanto,

(k× n· · ·×k)/I = (k/I1)×·· ·× (k/In)

es una k-álgebra trivial
□

3. Ejercicio : Prueba que dos k-álgebras finitas, A y B son triviales si y solo si A×B
es trivial.

4. Ejemplo : Si p(x)= (x−α1) · · · (x−αn), con αi ∈ k, para todo i y αi ,α j cuando i , j,
entonces por el teorema chino de los restos

k[x]/(p(x))= k[x]/(x−α1)× n· · ·×k[x]/(x−αn)= k× n· · ·×k

es una k-álgebra trivial.



MA
NU
AL
ES

UE
X

121

Álgebras finitas. k-álgebras finitas triviales y racionales. 4.4

Recíprocamente, si k[x]/(p(x)) es una k-álgebra finita trivial todas las raíces de p(x)
son de multiplicidad 1 y están en k: Sea p(x)= p1(x)n1 · · · pr(x)nr la descomposición en
producto de potencias de irreducibles (pi(x) primo con p j(x), para todo i , j). Como

k[x]/(p(x))= k[x]/(p1(x)n1)×·· ·×k[x]/(pr(x)nr )

es trivial, entonces las k-álgebras k[x]/(pi(x)ni ) son triviales. Luego, ni = 1 porque es
reducida. Como k[x]/(pi(x)) es un cuerpo y es trivial, ha de ser k, entonces los poli-
nomios irreducibles pi(x) son de grado 1. Por tanto, , p(x) = λ · (x−α1) · · · (x−αr), con
αi ∈ k, para todo i y αi ,α j cuando i , j.

5. Proposición: Las subálgebras de una k-álgebra finita trivial son triviales.

Demostración. Sea B ⊆ kn una k-subálgebra. Como kn es reducida, B es reducida,
luego es producto cartesiano de k-extensiones de cuerpos. Escribamos B = K1×·· ·×Kr.

Consideremos la aplicación K i
i
,→ K1×·· ·×Kr, λi 7→ (0, . . . ,0,

i
λi,0, . . . ,0). Sea π j : kn → k

la proyección en un factor j-ésimo conveniente, tal que π j ◦ i , 0. Ker(π j ◦ i) es un ideal
de K i, luego es el ideal 0. Luego π j ◦ i : K i ,→ k es inyectivo, K i = k y B es trivial. □

6. Proposición : Si A es una k-álgebra finita trivial, entonces AK es una K-álgebra
trivial, para toda extensión de cuerpos k → K .

Demostración. En efecto, kn ⊗k K = Kn.
□

7. Proposición: El producto tensorial de dos k-álgebras finitas es una k-álgebra finita
trivial si y solo si son triviales.

Demostración. En efecto, kn ⊗k km = knm.
□

8. Definición : Dada una k-álgebra A, decimos que x ∈Spec A es un punto k-racional
(o simplemente racional) si A/px = k. Diremos que A es k-racional (o simplemente
racional) si todos los puntos de su espectro son k-racionales.

9. Ejemplos : Las k-álgebras triviales son racionales. Q[x]/((x−1)2) es una Q-álgebra
racional. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado entonces toda k-álgebra finita es
racional.

10. Proposición: Una k-álgebra finita es trivial si y solo si es racional y reducida.



MA
NU
AL
ES

UE
X

122

4.4. k-álgebras finitas triviales y racionales. Álgebras finitas

Demostración. Si es trivial, obviamente es racional y reducida. Si es reducida es pro-
ducto directo de cuerpos, si es además racional estos cuerpos han de ser iguales a k,
es decir, el álgebra es trivial. □

11. Proposición: Una k-álgebra finita A es racional si y solo si A/rad A es trivial.

Demostración. Consideremos la descomposición A = A1×·· ·× An en producto de álge-
bras locales y sea mi el ideal maximal de A i. Observemos solo que rad A =m1×·· ·×mn
y que A/rad A = A1/m1 ×·· ·× A/mn.

□

12. Proposición: La k-álgebra k[x]/(p(x)) es una k-álgebra finita racional si y solo si
p(x)= (x−α1) · · · (x−αn), con αi ∈ k (repetidas o no).

Demostración. Sea p(x) = p1(x)n1 · · · pr(x)nr la descomposición en potencia de factores
irreducibles. Entonces, k[x]/(p(x))= k[x]/(p1(x)n1)×·· ·×k[x]/(pr(x)nr ) y

(k[x]/(p(x)))/rad(k[x]/(p(x)))= k[x]/(p1(x))×·· ·×k[x]/(pr(x))

Este álgebra es trivial si y solo si pi(x)=λi(x−αi).
□

13. Proposición : Toda k-subálgebra y cociente de una k-álgebra finita racional es
racional. Dos k-álgebras finitas A y B son racionales si y solo si A⊗k B es racional.

Demostración. Supongamos que A es racional. Dada una subálgebra B ⊂ A el morfis-
mo B/radB ,→ A/rad A, b̄ 7→ b̄ es inyectivo. B/radB es trivial porque A/rad A es trivial,
luego B es racional. Dado un cociente A → B, el morfismo inducido A/rad A → B/radB
es un epimorfismo. B/radB es trivial porque A/rad A es trivial, luego B es racional.

Si A⊗B es racional, entonces la subálgebra A ,→ A⊗B, a 7→ a⊗1 es racional. Supon-
gamos que A y B son racionales. Observemos que rad A⊗k B+A⊗k radB ⊆ rad(A⊗k B).
Como

(A⊗B)/(rad A⊗k B+ A⊗k radB)= (A⊗B/rad A⊗B)/A⊗radB
= (A/rad A⊗B)/(A/rad A⊗radB)= A/rad A⊗B/radB

es trivial, entonces es reducida y

(A⊗B)/rad(A⊗B)= (A⊗B)/(rad A⊗k B+ A⊗k radB),

que hemos dicho que es trivial. Por tanto, A⊗B es racional.
□
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14. Proposición: Si A es una k-álgebra finita local racional y k ,→ K es una extensión
de cuerpos, entonces A⊗k K es una K-álgebra finita local K-racional. Por tanto, si A es
es una k-álgebra finita racional entonces A⊗k K es una K-álgebra finita K-racional y
#Spec A = #Spec AK .

Demostración. Si p ⊂ A es un ideal primo tal que A/p = k, entonces el ideal p⊗k K ⊂
A⊗k K cumple que

(A⊗k K)/(p⊗k K)= (A/p)⊗k K = k⊗k K = K .

Por ser p ⊂ A el único ideal primo de A, sus elementos son nilpotentes. Por tanto, los
elementos de p⊗k K ⊂ A⊗k K son nilpotentes. Luego,

Spec(A⊗k K)= {Ideales primos de A⊗k K que contienen a p⊗k K}= {p⊗k K}.

En conclusión, A⊗k K es una K-álgebra finita local K-racional.
□

Dada la k-álgebra k[x]/(p(x)) y una extensión finita de cuerpos k ,→ K , sabemos que
k[x]/(p(x))⊗k K = K[x]/(p(x)) es una K-álgebra racional si y solo si K contiene todas las
raíces de p(x). Por el teorema de Kronecker, sabemos que tal extensión K existe.

15. Teorema (Kronecker): Sea A una k-álgebra finita. Existe una k-extensión finita
de cuerpos K que racionaliza a A, es decir, tal que A⊗k K es una K-álgebra K-racional.

Demostración. Procedemos por inducción sobre la dimensión de A, siendo el caso de
dimensión uno inmediato. Sea m⊂ A un ideal maximal y π : A → A/m= K el morfismo
de paso al cociente. El núcleo del epimorfismo inducido AK → K , a⊗λ 7→ π(a) ·λ es un
punto K-racional de AK . Por el teorema de descomposición se tiene que AK descompo-
ne

AK = A′× A′′

con A′ una K-álgebra finita local y racional. Ahora,

dimK A′′ < dimK AK = dimk A

luego por inducción existe una extensión finita K → Σ tal que A′′⊗K Σ es Σ-racional.
Entonces A⊗kΣ es Σ-álgebra finita Σ-racional:

A⊗kΣ= (A⊗k K)⊗K Σ= (A′× A′′)⊗K Σ= (A′⊗K Σ)× (A′′⊗K Σ)

que es una Σ-álgebra racional. □
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4.5. Puntos racionales y morfismos de k-álgebras

1. Definición : Llamaremos espectro racional de una k-álgebra A, que denotaremos
por Speck A al conjunto de los ideales primos k-racionales de A.
2. Proposición: Sea A una k-álgebra. Entonces,

Speck A =Homk−al g(A,k)

Demostración. Dado un punto racional x ∈ Spec A tenemos el morfismo de k-álgebras
de paso al cociente A → A/px = k. Recíprocamente, dado un morfismo de k-álgebras
φ : A → k, entonces px :=Kerφ es un punto racional. □

3. Teorema: Sea A una k-álgebra y k → K una extensión de cuerpos. Entonces,

SpecK (A⊗k K)=Homk−al g(A,K).

Demostración. Homk−al g(A,K) 2.4.4= HomK−al g(A⊗k K ,K) 4.5.2= SpecK (A⊗k K).
□

Tenemos las igualdades

Homk−al g(k[x]/(p(x)),K) {α ∈ K : p(α)= 0} SpecK K[x]/(p(x))
φ

� // φ(x̄)
φα(q(x)) := q(α) φα

�oo α
� // (x−α)

4. Proposición: Sean A y B dos k-álgebras. Entonces,

1. Speck(A⊗k B)=Speck A×Speck B.

2. Speck(A×B)=Speck A
∐

Speck B.

Demostración. 1. En efecto,

Speck(A⊗k B)=Homk−al g(A⊗k B,k)=Homk−al g(A,k)×Homk−al g(B,k)
=Speck A×Speck B.

2. Recordemos que los ideales primos de A×B son de las forma p×B o A×q, donde
p es un ideal primo de A y q un ideal primo de B. □
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Evidentemente
#Speck A ≤ #Spec A ≤ dimk A

y #Speck A = #Spec A si y solo si A es racional.

5. Proposición: Una k-álgebra finita A es racional si y solo si

#Homk−al g(A,k)= #Spec A.

Demostración. A es racional si y solo si #Spec A = #Speck A = #Homk−al g(A,k). □

6. Proposición : Sea A una k-álgebra finita, k ,→ K una extensión de cuerpos y k̄ el
cierre algebraico de k. Entonces,

1. #Speck A ≤ #SpecK AK ≤ dimk A.

2. A es racional si y solo si #Speck A = #Spec A k̄.

Demostración. 1. Speck A =Homk−al g(A,k)⊆Homk−al g(A,K) 4.5.3= SpecK AK ⊂Spec AK
y #Spec AK ≤ dimK AK = dimk A.

2. A = B×C, donde B es una k-álgebra finita racional y C es una k-álgebra finita
sin ningún punto racional. Entonces,

#Speck A = #SpecB 4.4.14= #SpecBk̄ ≤ #SpecBk̄ +#SpecCk̄ = #Spec A k̄

y se tiene la igualdad si y solo si C = 0, es decir, A es racional. □

7. Proposición: Sea A una k-álgebra finita y k̄ el cierre algebraico de k. Entonces,

1. A es racional si y solo si Homk−al g(A,k)=Homk−al g(A, k̄).

2. Una k-extensión finita K racionaliza a A (i.e., AK es K-álgebra finita racional)
⇐⇒ Homk−al g(A,K)=Homk−al g(A, k̄).

Demostración. 1. A es racional si y solo si

#Homk−al g(A,k)= #Speck A 4.5.6= #Spec A k̄ = #Speck̄ A k̄
4.5.3= #Homk−al g(A, k̄).

2. El cierre algebraico de K , K̄ , es igual a k̄. AK es K-racional si y solo si

Homk−al g(A,K)=HomK−al g(AK ,K) 1.=HomK−al g(AK , K̄)=HomK−al g(AK , k̄)
=Homk−al g(A, k̄).

□
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8. Teorema de prolongación: Sea A ,→ B un morfismo inyectivo de k-álgebras entre
k-álgebras finitas y k ,→ K una extensión racionalizante de B. Entonces, la aplicación
natural Homk−al g(B,K)→Homk−al g(A,K), f 7→ f|A es epiyectivo.

Demostración. K racionaliza a A porque racionaliza a B. Entonces, la aplicación

Homk−al g(B,K)=SpecKBK =SpecBK →Spec AK =SpecKAK =Homk−al g(A,K)

es epiyectiva, por la proposición 4.3.10. . □

4.6. Extensiones de cuerpos normales

1. Definición : Diremos que una extensión finita de cuerpos k ,→ K es normal si K
racionaliza a K , es decir, K ⊗k K es una K-álgebra racional.

2. Proposición : Sea A una k-álgebra finita, y K una k-extensión de cuerpos que
racionaliza a A y {φ1, . . . ,φm}=Homk−al g(A,K). Entonces,

Σ=φ1(A) · · ·φm(A)

es la mínima k-extensión de cuerpos racionalizante de A y es una k-extensión normal.

Demostración. Observemos que #Homk−al g(A,Σ) = #Homk−al g(A,K), luego Σ racio-
naliza a A, y además es la mínima k-subextensión de K que racionaliza a A. Si K ′ es
otra k-extensión racionalizante de A, consideremos una k-extensión K ′′ que contenga
a K y K ′. La mínima subextensión de K ′′ que racionaliza a A, coincide con la de K y
K ′, luego la mínima subextensión de K ′ que racionaliza a A es isomorfa a Σ.

El morfismo A⊗k · · ·⊗k A →Σ, a1 ⊗·· ·⊗an 7→φ1(a) · · ·φn(a) es epiyectivo. Luego, el
morfismo

AΣ⊗Σ · · ·⊗Σ AΣ = (A⊗k · · ·⊗ A)⊗kΣ→Σ⊗kΣ

es epiyectivo, y Σ⊗kΣ es una Σ-álgebra racional.
□

Sean α1, . . . ,αn las raíces (en k̄) de p(x) ∈ k[x], entonces el cuerpo de descomposición
de p(x), k(α1, . . . ,αn), es la extensión mínima racionalizante de k[x]/(p(x)).

3. Definición : Sea k ,→ A una k-álgebra finita. Denominaremos envolvente normal
de A sobre k, a la extensión mínima de cuerpos racionalizante de A.



MA
NU
AL
ES

UE
X

127

Álgebras finitas. Extensiones de cuerpos normales. 4.6

Si K es una k-extensión de cuerpos, entonces la envolvente normal de K es la
menor k-extensión normal que contiene a K : La envolvente normal de K es normal y
contiene a K . Si Σ es una k-extensión normal que contiene a K , entonces la racionaliza
porque Σ se racionaliza a sí misma, por lo tanto Σ contiene a la envolvente normal de
K .

4. Teorema : Sea k → K una extensión finita de cuerpos. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. K es una k-extensión de cuerpos normal.

2. Siempre que un polinomio irreducible p(x) ∈ k[x] tenga una raíz en K , se cumple
que todas las raíces de p(x) están en K .

3. K es el cuerpo de descomposición de un polinomio.

4. Agujero único en el cierre algebraico: Existe una única inmersión de K en
el cierre algebraico de k, salvo automorfismos de k-álgebras de K .

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea K una k-extensión de cuerpos normal, y sea p(x) ∈ k[x]
un polinomio irreducible que tiene una raíz en K . Dar una raíz equivale a dar un
morfismo

k[x]/(p(x))→ K

necesariamente inyectivo, pues k[x]/(p(x)) es cuerpo, ya que p(x) es irreducible. Ten-
sando por K obtenemos

K[x]/(p(x))= k[x]/(p(x))⊗
k

K ,→ K ⊗
k

K

y como K⊗
k

K es racional K[x]/(p(x)) también, es decir p(x) tiene todas sus raíces en K .

2. ⇒ 3. Como K es una extensión finita, existen α1, . . . ,αn ∈ K de modo que K =
k(α1, . . . ,αn). Sea pi(x) el polinomio mínimo anulador de αi. Todas las raíces de pi(x)
pertenecen a K . Luego el cuerpo de descomposición de p(x) := m.c.m.{p1(x), . . . , pn(x)}
está incluido en K y coincide con K .

3. ⇒ 1. Ya lo hemos probado.
1. ⇔ 4. K racionaliza a K si y solo si Homk−al g(K ,K) = Homk−al g(K , k̄), es decir, si

y solo si existe una única inmersión de K en el cierre algebraico de k, salvo automor-
fismos de K .

□

Tenemos el siguiente esquema de ideas o relaciones.
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p(x) ∈ k[x] k[x]/(p(x)) k-álgebra finita A
p(x) irreducible k[x]/(p(x)) íntegro, cuerpo A íntegra, cuerpo
p(x)= p1(x)n1 · · · pr(x)nr k[x]/(p(x))=∏

i k[x]/(pi(x)ni ) A =∏
i A i, A i locales

Raíz de p(x) en k Punto racional de k[x]/(p(x)) Punto racional de A
Las raíces de p(x) están K K[x]/(p(x)) es K-racional A⊗k K es K-racional
Raíces α1, . . . ,αn de p(x) k(α1, . . . ,αn) Ext. mín. racion. de A

4.7. Biografía de Zariski
ZARISKI BIOGRAPHY

Oscar Zariski’s father was Bezalel Zaritsky and his mother Han-
nah Zaritsky. Oscar, born into this Jewish family, was named As-
cher Zaritsky by his parents. We will comment below on how his
name came to be changed to the now familiar version of Oscar
Zariski.
Oscar’s mother was the one who ensured that her young son had
a good education. A tutor was provided for Oscar from the time
he was seven years old and Oscar, under the guidance of the tu-

tor, showed remarkable aptitude for the Russian language and for arithmetic. When
the fighting associated with World War I reached Belarus, Oscar’s family fled to Cher-
nigov in the Ukraine. It was the first of several moves forced on him by political pro-
blems.

Unable to enter the faculty of mathematics at the University of Kiev as all the
places were full, he chose philosophy instead. He was a student of philosophy at Kiev
from 1918 to 1920. However he was able to pursue his mathematical interests and
studied algebra and number theory in addition to philosophy. However Zariski had
carried out his studies through a period of turmoil in Kiev.

In January 1918 Ukraine had become an independent state with Kiev as its capi-
tal. In the following month minor uprisings by workers in Kiev were suppressed but
Red Army troops entered Kiev to give support to the workers. Kiev was then occu-
pied by the Germans, but with the end of the war in November 1918, an independent
Ukraine was declared again in Kiev. In November 1919 Kiev was briefly taken by the
White armies, soon after to be replaced by the Red Army. There then followed the
Russian-Polish War and, in May 1920, the Polish army captured Kiev but were forced
out in a counterattack. Life for Zariski was just too difficult in this city so devastated
by war, so he decided to go to Italy to continue his studies.

In Rome Zariski came under the influence of the great algebraic geometers Castel-
nuovo, Enriques and Severi. He obtained a doctorate from Rome in 1924 for a doctoral
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thesis on a topic related to Galois theory which was proposed to him by Castelnuovo.
Zariski married in 1924; having met his future wife Yole Cagli in Rome they returned
to Zariski’s home town of Kobin to marry. Returning to Rome he remained there as a
fellow of the International Education Board until 1927.

It was while Zariski was in Rome that Enriques suggested that Ascher Zaritsky,
as he was then called, change his name to the Italian sounding Oscar Zariski. This
was the name which he used on his first publication which was a joint paper with
Enriques. Zariski wrote of how his mathematical interests differed from those of his
supervisors Castelnuovo and Enriques:

However, even during my Rome period, my algebraic tendencies were showing and
were clearly perceived by Castelnuovo who once told me: "You are here with us but
are not one of us."This was said not in reproach but good naturedly, for Castelnuovo
himself told me time and time again that the methods of the Italian geometric school
had done all they could do, had reached a dead end, and were inadequate for further
progress in the field of algebraic geometry.

Zariski had gone to Italy to escape the problems in Belarus and the Ukraine. Ho-
wever, the political situation in Italy began to deteriorate rapidly. In October 1922
Mussolini organized the Fascist “March on Rome” and he was asked to form a govern-
ment. For 18 months he ran the country in reasonably democratic way but, during
the years 1925 to 1927, he removed the right of free speech, and removed opposition
parties and trade unions. The Fascist hatred of Jews made life for Zariski, because of
his Jewish background, particularly difficult.

Helped by Lefschetz, he escaped from the political problems of Italy in 1927 and
went to the United States. There he taught at Johns Hopkins University, being a
Johnston Scholar until 1929 when he joined the Faculty. He became a full professor at
Johns Hopkins in 1937.

Castelnuovo and Severi had encouraged Zariski to view Lefschetz’s topological
methods as being the road ahead for algebraic geometry, so between 1927 and 1937
Zariski frequently visited Lefschetz at Princeton. Zariski wrote:

I owe a great deal to [Lefschetz] for his inspiring guidance and encouragement.
During this period Zariski wrote Algebraic Surfaces which was published in 1935.

He explained how writing this monograph changed the direction of his work:
At that time (1935) modern algebra had already come to life (through the work

of Emmy Noether and the important treatise of BL van der Waerden), but while it
was being applied to some aspects of the foundations of algebraic geometry by van der
Waerden ... the deeper aspects of birational algebraic geometry ... were largely, or even
entirely, virgin territory as far as algebraic exploration was concerned. In [Algebraic
Surfaces] I tried my best to present the underlying ideas of the ingenious geometric
methods and proofs with which the Italian geometers were handling these deeper as-
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pects of the whole theory of surfaces ... I began to feel distinctly unhappy about the
rigour of the original proofs (without losing in the least my admiration for the imagi-
native geometric spirit that permeated these proofs); I became convinced that the whole
structure must be done over again by purely algebraic methods.

At Johns Hopkins University between 1939 and 1940 Zariski carried out his project
of applying modern algebra to the foundations of algebraic geometry. He worked on the
theory of normal varieties, local uniformisation and the reduction of singularities of
algebraic varieties.

An important year for Zariski was 1945 which he spent in São Paolo. There he gave
a lecture course three days each week which was attended by André Weil and nobody
else. Both Zariski and Weil learnt much in discussions, often arguments, about the
material that Zariski was presenting. After spending the year 1946-47 at the Univer-
sity of Illinois, Zariski was appointed to a chair at Harvard where he was to remain
until he retired in 1969. From the late 1970s he suffered from Alzheimer’s disease and
his last few years were difficult ones as his health failed.

In 1981 Zariski was awarded the Steele Prize by the American Mathematical So-
ciety for the cumulative influence of his total mathematical research. The citation for
the prize summarised Zariski’s contributions to mathematics throughout his life:

After beginning his work in Italy in 1924 very much in the style of Ïtalian algebraic
geometry,"Zariski realised that the whole subject needed proper foundations. Thus in
the period 1927 to 1937 he turned first to topological questions and then in 1937 he be-
gan to lay the commutative algebraic foundations of his subject. His topological work
concentrated mainly on the fundamental group; many of the ideas he pioneered were in-
novations in topology as well as algebraic geometry and have developed independently
in the two fields since then.

In 1937 Zariski completely reoriented his research and began to introduce ideas
from abstract algebra into algebraic geometry. Indeed, together with BL van der Waer-
den and André Weil, he completely reworked the foundations of the subject without the
use of topological or analytic methods. His use of the notions of integral independen-
ce, valuation rings, and regular local rings, in algebraic geometry proved particularly
fruitful and led him to such high points as the resolution of singularities for threefolds
in characteristic 0 in 1944, the clarification of the notion of simple point in 1947, and
the theory of holomorphic functions on algebraic varieties over arbitrary ground fields.
The theory of equisingularity and saturation begun by Zariski in 1965 has also been of
great influence and importance.

All of Zariski’s work has served as a basis for the present flowering of algebraic
geometry and the current school uses his work and ideas in the modern development of
the subject.

Zariski’s most famous book is Commutative Algebra, a two volume work written
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jointly with P Samuel. The first volume appeared in 1958, the second in 1960.
The American Mathematical Society played a large role in Zariski’s life and he con-

tributed greatly to the Society over many years. He was vice president of the Society
between 1960 and 1961 and president of the Society from 1969 to 1970.

Zariski played an important role in mathematical publishing after his appointment
as a full professor. He was an editor of the American Mathematical Journal from 1937
to 1941, served as a member of the editorial committee of the Transactions of the
American Mathematical Society from 1941 to 1947, and also served on the editorial
boards of the Annals of Mathematics and the American Journal of Mathematics.

After going to the United States in 1927 Zariski spent considerable periods lectu-
ring at other universities both in the United States and in other countries. We have
already mentioned that he was a visiting professor at São Paulo in 1945 and a visiting
professor at the University of Illinois in 1946-47. Before that, in 1936, he had lectu-
red at the University of Moscow. Later, he lectured at Kyoto (1956), the Institut des
Hautes Études Scientifique (1961 and again 1967), and the University of Cambridge
(1972).

He was awarded many honours for his work in addition to the Steele Prize des-
cribed above. He was awarded the Cole Prize in Algebra from the American Mathe-
matical Society in 1944 for four papers on algebraic varieties, two published in the
American Journal of Mathematics in 1939 and 1940, and the other two in the Annals
of Mathematics also one in 1939 and the second in 1940. He was awarded the National
Medal of Science in 1965.

Many academies and societies have honoured him by electing him to membership,
including the U.S. National Academy of Sciences (1944), the American Academy of
Arts and Sciences (1948), the American Philosophical Society (1951), the Brazilian
Academy of Sciences (1958), and the Accademia Nazionale dei Lincei (1958).

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

4.8. Cuestionario
1. Sea {pi}i∈I el conjunto de los ideales primos minimales del anillo A ¿Es ∩i∈Ipi =

rad A?

2. Sea k ,→ K una extensión de cuerpos y A una k-álgebra finita ¿Es A ⊗k K una
K-álgebra finita?

3. Sea A una k-álgebra finita íntegra y B ⊆ A una k-subálgebra ¿Es B una k-
álgebra finita íntegra?
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4. Sean A1 y A2 dos k-álgebras finitas ¿Es A1×A2 una k-álgebra finita? Si A1 y A2
son dos k-álgebras finitas íntegras ¿Es A1 × A2 una k-álgebra finita íntegra?

5. ¿Es C⊗RC una R-álgebra íntegra?

6. Si A1 y A2 son dos k-álgebras finitas íntegras ¿Es A1 ⊗k A2 una k-álgebra finita
íntegra?

7. Di cuáles de estas álgebras son íntegras, cuáles cuerpos y cuáles son reducidas:
R[x]/(x2 +1), C[x]/(x2 +1), R[x], R[x]/(x+1)3.

8. Sea A =Q[x]/((x−2)(x3 −2))×Q[x]/(x−2). Calcula #Spec A y dimQ A.

9. Descompón Q[x]/(x4−2x3+2x2−2x+1) en producto directo de Q-álgebras finitas
locales.

10. Sean A1 y A2 dos anillos no nulos ¿Puede ser A1 × A2 un anillo local?

11. ¿Existe algún isomorfismo entre las R-álgebras R[x]/(x2) y R×R?

12. Da todos los ejemplos posibles (salvo isomorfismos) de Q-álgebras finitas de di-
mensión 33 que descompongan en producto directo de 33 Q-álgebras finitas loca-
les.

13. ¿Cuáles de las siguientes Q-álgebras son triviales?:

Q[x]/(x3 −1), Q[x]/(x2 −1)×Q[x]/(x−1), Q[x]/((x−1)2 · (x−2)2).

14. Sea A =Q[x]/((x−2)(x3−2))×Q[x]/(x−2). Dar una Q-extensión finita de cuerpos
K , tal que A⊗QK sea una K-álgebra finita racional.

15. Sea A una k-álgebra finita y k ,→ K una extensión de cuerpos tal que A⊗k K sea
una K-álgebra finita racional ¿Si K ,→ Σ es una extensión de cuerpos, entonces
A⊗kΣ es una Σ-álgebra finita racional?

16. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-álgebra finita. ¿Es A una
k-álgebra finita racional?

17. ¿Son reducidas las k-álgebras finitas triviales? ¿Son íntegras las k-álgebras fini-
tas triviales?

18. Sea k un cuerpo de característica p > 0 (p primo). Dados a,b ∈ k ¿Es (a+ b)p =
ap +bp? ¿Cuántas raíces distintas tiene el polinomio xp −a ∈ k[x]?
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19. Sea A una k-álgebra finita y K , K ′ dos k-extensiones de cuerpos. Si K racionaliza
a A y #Homk−al g(A,K ′)= #Homk−al g(A,K), prueba que K ′ racionaliza a A.

20. Considera las siguientes Q-álgebras

Q[x]/(x2 −1), Q[x]/(x2)⊗QQ[x]/(x2)⊗QQ[x]/(x4),
Q[x]/(x−1)×Q[x]/(x2 +1), Q[x]/(x2 +2).

¿Cuáles son cuerpos?¿Cuáles son locales?¿Cuáles son triviales? ¿Cuáles son ra-
cionales?¿Cuáles son Q-extensiones de cuerpos normales?

4.9. Problemas
1. Dado un ideal primo px ⊂ A, denotemos Ax := AA\px . Prueba que Spec Ax =

{Ideales primos p ∈ Spec A : p⊆ px} y que por tanto Ax es un anillo local de ideal
maximal px · Ax.

2. Sean A y B k-álgebras finitas. Prueba que #Spec(A⊗k B)≥ #Spec(A) ·#Spec(B).

3. Sea K una extensión finita de cuerpos de k. Prueba que k(x)⊗k K = K(x).

4. Sean X = {x1, . . . , xn} e Y = {y1, . . . , ym} dos conjuntos. Prueba:

a) Aplic(X ,k), con la suma y productos de funciones usuales y la multiplica-
ción por escalares usual, es isomorfa a la k-álgebra trivial kn.

b) Aplic(X
∐

Y ,k)=Aplic(X ,k)×Aplic(Y ,k).

c) Aplic(X ×Y ,k)=Aplic(X ,k)⊗k Aplic(Y ,k).

5. Prueba que toda C–álgebra finita reducida de grado n es isomorfa a C× n· · · ×C.
¿Es cierto que toda C–álgebra finita es trivial?

6. Prueba que toda R–álgebra finita reducida es isomorfa a R× n· · · ×R×C× m· · · ×C
para ciertos n, m ∈N.

7. Sea A una k-álgebra finita. Prueba que

a) A es una k-álgebra finita trivial si y solo si #Spec A = dimk A.

b) A es una k-álgebra finita trivial si y solo si #Speck A = dimk A .

8. Sea A una k-álgebra finita y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Prueba que
A es racional.
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9. Prueba que k[x, y]/(p(x), q(y)) es una k-álgebra finita racional si y solo si todas
las raíces de p(x) y q(x) están en k (suponemos gr p(x),gr q(x)> 0).

10. Sea k un cuerpo de característica p > 0. Un polinomio p(x) ∈ k[x] mónico tiene
una única raíz (sin contar multiplicidades) en el cierre algebraico k̄ de k, si y solo
si p(x)= (xpn −a)m, con m no divisible por p. Sea A una k-álgebra finita. Prueba
que #Homk−al g(A, k̄)= 1 si y solo si existe n tal que apn ∈ k, para todo a ∈ A.

11. Sea k ,→ K una k-extensión de cuerpos y K1,K2 > dos k-subextensiones normales
de K . Prueba que K1 ∩K2 es normal.

12. Sea k ,→ K una k-extensión de cuerpos normal y Σ ⊂ K una k-subextensión.
Prueba que la mínima k-subextensión de K que contiene a Σ es isomorfa a la
envolvente normal de Σ.
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Capítulo 5

Teoría de Galois

5.1. Introducción
Dado un polinomio p(x) ∈Q[x], consideremos una extensión de cuerpos Q ,→ L, de

modo que p(x)= a0 · (x−α1) · · · (x−αn), con α1, . . . ,αn ∈ L.
¿Pueden obtenerse las raíces α1, . . . ,αn de p(x) mediante expresiones con radicales

de elementos de Q?
Sea Q(α1, . . . ,αn) ⊆ L el mínimo subcuerpo de L que contiene a α1, . . . ,αn (y Q),

que se denomina el cuerpo de descomposición de p(x). Consideremos el epimorfismo
Q[x1, . . . , xn]

φ−→Q(α1, . . . ,αn)⊂ L, φ(q(x1, . . . , xn)) := q(α1, . . . ,αn). Entonces,

Q(α1, . . . ,αn)=Q[x1, . . . , xn]/I,

con I = {q(x1, . . . , xn) ∈Q[x1, . . . , xn] : q(α1, . . . ,αn)= 0}. Los automorfismos de Q-álgebras
de Q(α1, . . . ,αn), han de permutar las raíces de p(x), es más, están en correspondencia
biunívoca con las permutaciones de las raíces tales que si unas cuantas raíces verifi-
can una relación algebraica entonces sus permutadas verifican la misma relación. La
teoría de Galois clásica demuestra que el grupo (de Galois) de los automorfismos del
cuerpo de descomposición de p(x) es resoluble si y solo si las raíces de p(x) se pueden
obtener mediante radicales, y en el caso resoluble da el procedimiento para obtener
las raíces.

Breve reseña histórica: Una tablilla babilónica del 1600 antes de Cristo plan-
tea problemas que se reducen al problema de resolver ecuaciones de segundo grado, y
da métodos para resolverlas, si bien no usaban aún ninguna notación algebraica. Los
antiguos griegos resolvieron ecuaciones de segundo grado por medios geométricos. In-
cluso desarrollaron métodos aplicables a ecuaciones de tercer grado, mediante el corte
de cónicas, de nuevo sin ninguna formulación algebraica.
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Ya en el Renacimiento italiano, parece ser que Scipio del Ferro resolvió las ecua-
ciones cúbicas (ya con notación algebraica). En 1535, en una competición pública, Tar-
taglia frente a Fior (discípulo de Ferro) demostró haber redescubierto el método de
resolución de las ecuaciones cúbicas, pero se negó a contar los detalles. Se los contó
bajo secreto de juramento a Cardano, el cual publicó en su Ars Magna. El Ars Mag-
na contenía también un método, debido a Ferrari, para resolver la ecuación de cuarto
grado, reduciéndola a una cúbica.

A partir de entonces mucho matemáticos intentaron resolver las ecuaciones de
quinto grado. Euler fracasó en el intento de resolverlas, pero encontró nuevos métodos
para resolver las cuárticas. Lagrange en 1770 mostró que el método de resolución de
las cúbicas y cuárticas dependía de encontrar ciertas funciones en las raíces que fue-
ran invariantes por ciertas permutaciones de éstas; y mostró que este método fallaba
con las quínticas. Abel en 1824 probó que la ecuación general de quinto grado no es
resoluble por radicales. Por último, Galois (“desenterrado” para la Historia en 1843
por Liouville), resolvió con éxito el problema de determinar cuándo las raíces de una
ecuación polinómica pueden resolverse por radicales.

5.2. k-álgebras finitas separables

1. Definición : Se dice que una k-álgebra finita A es separable si existe una extensión
cuerpos k ,→ K tal que A⊗k K =∏

i K . En este caso se dice que A es trivializada por K .
Las k-álgebras finitas triviales son k-álgebras finitas separables.

2. Teorema : La k-álgebra k[x]/(p(x)) es separable si y solo si p(x) no tiene raíces
múltiples, es decir, p(x) y p′(x) son primos entre sí.

Demostración. Si k[x]/(p(x)) es separable entonces existe una extensión de cuerpos
k ,→ K de modo que k[x]/(p(x))⊗k K = K[x]/(p(x)) es K-trivial, luego todas las raíces de
p(x) están en K y tienen multiplicidad 1. Luego, p(x) no tiene raíces múltiples.

Supongamos ahora que todas las raíces de p(x) son de multiplicidad 1. Sea K
una k-extensión de cuerpos que contenga a dichas raíces. Entonces, k[x]/(p(x))⊗k K =
K[x]/(p(x)) es K-trivial.

□

3. Proposición: Sea A una k-álgebra finita separable. Si K trivializa a A y K ,→Σ es
una extensión de cuerpos, entonces Σ trivializa a A.

Demostración. A⊗kΣ= (A⊗k K)⊗K Σ= Kn ⊗K Σ=Σn. □
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4. Proposición: Sea A una k-álgebra finita y k → K una extensión de cuerpos. Enton-
ces A es separable sobre k si y solo si AK es una K-álgebra separable.

Demostración. Si A es separable, sea Σ una extensión trivializante de A y Σ′ un com-
puesto de K y Σ, entonces (A⊗k K)⊗KΣ

′ = A⊗kΣ
′ es Σ′-trivial y A⊗k K es K-separable.

Supongamos ahora que AK es K-separable. Sea Σ una K-extensión trivializante de
AK . Entonces, A⊗kΣ= AK ⊗K Σ es Σ-trivial y A es una k-álgebra separable.

□

5. Proposición: Sea A una k-álgebra finita y k̄ el cierre algebraico de k. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. A es separable.

2. AK es reducida, para toda extensión de cuerpos, k → K .

3. A k̄ es reducida.

4. A k̄ es trivial.

Demostración. 1.⇒ 2. Sea B una k-álgebra separable. Sea Σ una k-extensión triviali-
zante de B. B es reducida porque B ,→ B⊗k Σ = Σn es una subálgebra de un álgebra
reducida. Como AK es una K-álgebra separable, entonces es reducida.

2. ⇒ 3. Evidente.
3. ⇒ 4. A k̄ es trivial porque es racional y reducida.
4. ⇒ 1. Evidente.

□

6. Proposición: Se cumple:

1. Toda subálgebra y cociente de una k-álgebra separable es separable.

2. A×B es separable si y solo si A y B lo son.

3. A⊗k B es separable si y solo si A y B lo son.

Demostración. Por cambio de cuerpo base podemos sustituir en el enunciado la pala-
bra separable por trivial, y en tal caso la proposición es conocida.

□

7. Proposición: Sean k ,→ K y K ,→ L extensiones finitas de cuerpos. La extensión de
cuerpos k ,→ L es separable si y solo si k ,→ K y K ,→ L son separables.
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Demostración. ⇒) K es k-separable porque es una k-subálgebra de L. Sea Σ una k-
extensión trivializante de L, entonces L⊗KΣ es una Σ-álgebra trivial porque es cocien-
te de L⊗kΣ, que es trivial. Luego, L es K-separable.

⇐) L⊗k k̄ = L⊗K K ⊗k k̄ = L⊗K
n∏

k̄ =
n∏

L⊗K k̄ =
n∏m∏

k̄, luego L es k-separable.
□

8. Definición : Sea A una k-álgebra finita. Se dice que un elemento a ∈ A es separable
(sobre k) si k[a] es una k-álgebra separable (es decir, si el polinomio anulador mínimo
de a no tiene raíces múltiples).

9. Proposición : Una k-álgebra finita A es separable si y solo si todos sus elementos
son separables.

Demostración. Toda subálgebra de una k-álgebra separable es separable, luego todo
elemento de una k-álgebra separable es separable.

Probemos el recíproco. Sean a1, . . . ,an ∈ A tales que A = k[a1, . . . ,an], entonces A es
un cociente de k[a1]⊗k · · ·⊗k k[an], luego es separable. □

10. Teorema: Sea k un cuerpo de característica cero. Toda extensión finita de cuerpos
es separable.

Demostración. En característica cero las extensiones finitas de cuerpos son separa-
bles, porque todos sus elementos son separables: el polinomio anulador p(x) de un
elemento (no nulo) es un polinomio irreducible, luego primo con su derivada p′(x) (en
característica cero gr p′(x)= gr p(x)−1), luego sin raíces múltiples. □

11. Corolario: Sea k un cuerpo de característica cero. Una k-álgebra finita A es sepa-
rable si y solo si es reducida.

Demostración. Si A es separable es reducida por 5.2.5. Si A es reducida es producto
directo de cuerpos, que son separables y por tanto A es separable. □

12. Proposición: Una extensión de cuerpos k ,→ K trivializa a una k-álgebra finita A
si y solo si

#Homk−al g(A,K)= dimk A
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Demostración. Una k-álgebra finita B es trivial si y solo si #Speck B = dimk B. Por
tanto, AK es una K-álgebra trivial si y solo si

#Homk−al g(A,K) 4.5.3= #SpecK AK = dimK AK = dimk A.

□

13. Teorema: Sea k un cuerpo con infinitos elementos y A una k-álgebra finita sepa-
rable. Existe un elemento a ∈ A tal que A = k[a]. En este caso se dice que A es primitiva
y que a es un elemento primitivo de A.

Demostración. Sea k → K una extensión de cuerpos que trivialice a A. Si dimk A = n,
entonces A tiene n puntos K-racionales. Escribamos {φ1, . . . ,φn} = Homk−álg(A,K).
Consideremos en A los subespacios vectoriales Hi j := Ker(φi −φ j) ⊂

,
A, i , j. Sea

a ∈ A un elemento que no pertenezca a ninguno de dichos subespacios vectoriales.
Entonces, las restricciones de φi y φ j a k[a] son distintas, para todo i , j. Por tanto,
n ≥ dimk k[a]≥ #Homk−al g(k[a],K)≥ n, luego dimk k[a]= n y A = k[a]. □

14. Sea A una k-álgebra separable de grado n, k ,→ K una extensión que trivializa
a A y Homk−al g(A,K) = {g1, . . . , gn}. Explicitemos el isomorfismo A⊗k K = K × n· · ·×K .
Tenemos,

{g1, . . . , gn}=Homk−al g(A,K)=HomK−al g(A⊗k K ,K)=HomK−al g(Kn,K)= {π1, . . . ,πn}

donde πi es la proyección en el factor i. De los diagramas conmutativos

A⊗k K

g i⊗1 ##

Kn

πi~~
K

a⊗1
�

g i⊗1 %%

� // (a1, . . . ,an)/

πiww
g i(a)= ai

se deduce, que el isomorfismo A⊗k K = Kn, asigna a⊗λ en (g1(a) ·λ, . . . , gn(a) ·λ).

5.3. Extensiones de Galois

1. Definiciones : Diremos que una extensión finita de cuerpos k → K es de Galois si
se trivializa a si misma, esto es

K ⊗
k

K ≃ K ×·· ·×K .

Diremos que k → K es una extensión de Galois de grupo G, si es de Galois y G =
Autk−al g K .
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Observemos que K es de Galois si y solo si es separable y normal.
Si k → K es de Galois y dimk K = n, entonces K ⊗

k
K ≃ K × n· · ·×K .

2. Ejemplo : Q[
p

2] es una Q-extensión de Galois, porque

Q[
p

2]⊗QQ[
p

2]=Q[x]/(x2 −2)⊗QQ[
p

2]=Q[
p

2][x]/(x2 −2)

=Q[
p

2][x]/(x−
p

2)×Q[
p

2][x]/(x+
p

2)=Q[
p

2]×Q[
p

2].

Una k-extensión de cuerpos K = k[x]/(p(x)) es de Galois si y solo si todas las raíces
de p(x) son de multiplicidad 1 y están en K . Q[ 3p2] no es una Q-extensión de Galois.

3. Proposición : Una extensión finita de cuerpos k → K es de Galois si y solo si el
grado de la extensión coincide con el número de automorfismos, es decir,

dimk K = #Autk−al g K .

Demostración. Sabemos por la proposición 5.2.12, que K se trivializa a sí misma si y
solo tiene tantos endomorfismos (de k-álgebras) como grado. Como todo endomorfismo
de k-álgebras de K es un automorfismo, se concluye. □

Sea A = k[x]/(p(x)) una k-álgebra separable (todas las raíces de p(x) son de multi-
plicidad 1). Si α1, . . . ,αn son todas las raíces de p(x), la extensión mínima trivializante
de A es k(α1, . . . ,αn). Además, K = k(α1, . . . ,αn) es una extensión de Galois: k(αi) está
trivializada por K , para todo i, luego B = k[α1]⊗k · · ·⊗k k[αn] está trivializada por K ,
luego K que es un cociente de B, está trivializada por K y es de Galois.

4. Teorema: Sea k ,→ A una k-álgebra finita separable. Existe una extensión mínima
de cuerpos que trivializa a A. Además, es única salvo isomorfismos de k-álgebras y es
de Galois.

Demostración. Como A es separable, la extensión mínima trivializante de A coincide
con la extensión mínima racionalizante K , que por 4.6.2 sabemos que existe, es única
salvo isomorfismos y es normal. Nos falta probar que es separable. Si k ,→ Σ es una
extensión que racionaliza a A y {φ1, . . . ,φn} = Homk−al g(A,Σ), entonces la imagen del
morfismo de k-álgebras φ : A⊗k

n· · ·⊗k A →Σ, φ(a1⊗k . . .⊗k an) :=φ1(a1) · · ·φn(an) es K ,
que es separable porque es cociente del álgebra separable A⊗k

n· · ·⊗k A.
□

5. Definición : Sea k ,→ A una k-álgebra finita separable. Denominaremos envolven-
te de Galois de A sobre k, a la extensión mínima de cuerpos trivializante de A.
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6. Definición : Sea A = k[x]/(p(x)), (con p(x) sin raíces múltiple) y k(α1, . . . ,αn) el
cuerpo de descomposición de p(x). Diremos que G = Autk−al g k(α1, . . . ,αn) es el grupo
de Galois de p(x).

Observemos que todo g ∈ G = Autk−al g k(α1, . . . ,αn) queda determinado por los va-
lores g(α1), . . . , g(αn) y que además g ha de permutar las raíces de p(x). Es decir, pode-
mos pensar G como un subgrupo del grupo de permutaciones de las raíces de p(x).

7. Teorema: Sea k → K una extensión finita separable. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. K es una extensión Galois de k.

2. Si un polinomio irreducible (cualquiera) p(x) ∈ k[x] tiene una raíz en K , entonces
todas las raíces de p(x) están en K . (Definición clásica de extensión de Galois).

3. K es el cuerpo de descomposición de un polinomio separable

4. Agujero único en el cierre algebraico: Existe una única inmersión de K en
el cierre algebraico de k, salvo automorfismos de k-álgebras de K .

Demostración. Es consecuencia de 4.6.4, ya que K es normal si y solo si es de Galois,
porque es separable.

□

8. Polinomio mínimo anulador: Sea k ,→ K una extensión finita de Galois de grupo
G, α ∈ K y H := {h ∈ G : h(α) = α} el subgrupo de isotropía de α. El polinomio mínimo
anulador de α con coeficientes en k, es el polinomio

p(x)= ∏
ḡ∈G/H

(x− g(α)).

En particular, G opera transitivamente1 sobre el conjunto de las raíces de p(x).

Demostración. Sea q(x) ∈ k[x] el polinomio mínimo anulador de α. Sean α=α1, ..., αn
las raíces de q(x). Como K es una k-extensión de Galois y q(x) irreducible, entonces
αi ∈ K para todo i. Por el teorema 4.5.8, dado el morfismo k[α] → K , α 7→ αi, existe
g ∈ G, tal que g(α) = αi. Además, para todo g ∈ G, g(α) es una raíz de q(x), ya que
q(g(α))= g(q(α))= 0. En conclusión, las raíces de q(x) son G ·α. □

1Sea X un G-conjunto. Se dice que G opera transitivamente sobre X si X es una sola órbita, es
decir, para toda pareja x, x′ ∈ X existe un g ∈ G de modo que x′ = gx. Diremos que un subgrupo de
permutaciones G ⊂ Sn =Biy{1, . . . ,n} es transitivo si opera transitivamente en {1, . . . ,n}.
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5.3.1. Grupo de Galois del polinomio general de grado n

Sea k un cuerpo y a1, . . . ,an variables libres. Consideremos el cuerpo k(a1, . . . ,an),
y el polinomio con coeficientes en este cuerpo:

p(x)= xn +a1xn−1 +·· ·+an,

que se denomina polinomio general de grado n.
Las raíces α1, . . . ,αn del polinomio general de grado n son k-algebraicamente inde-

pendientes: Dado 0, f (x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn], entonces 0,
∏
σ∈Sn f (xσ(1), . . . , xσ(n)) es

igual a un polinomio no nulo q(−s1, . . . , (−1)nsn) en las funciones simétricas elemen-
tales de x1, . . . , xn. Hagamos xi = αi, para todo i, entonces

∏
σ∈Sn f (ασ(1), . . . ,ασ(n)) =

q(a1, . . . ,an) es no nulo y f (α1, . . . ,αn), 0.
El cuerpo de descomposición de p(x) es k(a1, . . . ,an)(α1, . . . ,αn) = k(α1, . . . ,αn). El

grupo de Galois de p(x) es un subgrupo de Sn. Por otra parte, Sn opera en k(α1, . . . ,αn)
de modo natural permutando las αi, que son automorfismos de k(a1, . . . ,an)-álgebras.
Luego, el grupo de Galois del polinomio general de grado n es Sn.

5.3.2. Extensiones ciclotómicas

9. Teorema : Consideremos la Q-extensión Q(e2πi/n), que es el cuerpo de descomposi-
ción de xn −1. Se cumple que

1. Q(e2πi/n)=Q[x]/(Φn(x)).

2. El grupo de Galois de Q(e2πi/n) es isomorfo a (Z/nZ)∗.

Demostración. 1. Φn(x) es un polinomio mónico irreducible en Z[x], luego por el teore-
ma de Gauss es irreducible en Q[x]. Por tanto, Φn(x) es el polinomio con coeficiente en
Q mínimo anulador de e2πi/n. Luego, Q[x]/(Φn(x))=Q(e2πi/n).

2. Si τ ∈AutQ−al g(Q(e2πi/n)), entonces τ(e2πi/n)= ek·2πi/n, para cierto 0< k < n, cum-
pliendo m.c.d.(k,n) = 1 y τ queda determinado por este exponente k. Es decir, el mor-
fismo de grupos AutQ−al g(Q(e2πi/n)) → (Z/nZ)∗, τ 7→ k̄ es inyectivo. Por órdenes, ha de
ser epiyectivo, luego es un isomorfismo.

□

5.3.3. Cuerpos finitos

10. Definición : Diremos que un cuerpo es finito si tiene un número finito de elemen-
tos.
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Observemos que la característica de un cuerpo finito K es un número primo p > 0:
El morfismo Z→ K , n 7→ n, no puede ser inyectivo, el núcleo ha de ser un ideal pZ, con
p > 0. Además, Z/pZ ,→ K , luego Z/pZ es íntegro y p es primo. Denotemos Z/pZ= Fp.

11. Ejemplo : El conjunto de las raíces (en el cierre algebraico de Fp) de xpn −x ∈ Fp[x]
forman un cuerpo de orden pn, que denotamos Fpn : xpn − x es un polinomio separable,
pues su derivada es −1, que es primo con xpn − x. Dadas dos raíces α,α′ del polinomio
xpn − x, tenemos que

(α+α′)pn =αpn +α′pn =α+α′

(αα′)pn =αpn
α′pn =αα′,

luego α+α′ y αα′ son raíces de xpn − x. Por tanto, Fpn es el cuerpo de descomposición
de xpn − x, y es una Fp-extensión de Galois.

Sea K un cuerpo finito, p su característica y dimFp K = n. Entonces, K es isomorfo
como espacio vectorial a (Fp)n, luego

#K = pn.

Consideremos el grupo conmutativo K∗ = K\{0} con la multiplicación. Como #K∗ =
pn−1, se tiene que para todo α ∈ K∗, αpn−1 = 1. Por tanto, para todo α ∈ K , αpn =α. Es
decir, K coincide con el conjunto de todas las raíces del polinomio de grado pn, xpn − x.

Hemos probado el siguiente teorema.

12. Teorema : Sea p > 0 primo. Los únicos cuerpos finitos de característica p son los
cuerpos Fpn .

13. Proposición: F∗pn := Fpn\{0} es un grupo (multiplicativo) cíclico.

Demostración. Basta ver que existe α ∈ F∗pn de orden pn−1. Basta ver que el anulador
del grupo conmutativo (multiplicativo) F∗pn es pn − 1. Sea d el anulador de F∗pn . Se
verifica que d es un divisor de pn −1 y que αd = 1, para todo α ∈ F∗pn . Por tanto, F∗pn es
un subconjunto del conjunto de raíces de xd −1, luego

#Fpn ≤ d+1≤ pn

y por tanto d = pn −1. □

14. Corolario: Toda extensión finita de cuerpos k ,→ K separable es primitiva.

Demostración. Si k tiene infinitos elementos, este corolario es un caso particular del
teorema 5.2.13. Si k es un cuerpo finito, entonces K también lo es y sabemos que K\{0}
es un grupo multiplicativo cíclico, generado por cierto α ∈ K . Por tanto, K = k[α].

□



MA
NU
AL
ES

UE
X

144

5.4. Equivalencia clásica de Galois. Teoría de Galois

15. Definición : Sea K un cuerpo de característica p > 0. Llamaremos morfismo de
Frobenius al morfismo de Fp-álgebras

F : K → K

definido por F(λ)=λp.

16. Teorema : Sea Fpn ,→ K una extensión finita de cuerpos. El grupo de automorfis-
mos, AutFpn−al g K , es un grupo cíclico generado por la potencia n-ésima del automor-
fismo de Frobenius,

AutFpn−al g K =< Fn >

Demostración. F sobre Fpm es un automorfismo de orden m (para todo m), porque
Fm = Id en Fpm y si F r = Id en Fpm , para r < m, entonces Fpm = Fpr , lo cual es imposible.
Si K es una Fpn-extensión de grado m, #K = (#Fpn)m = pnm. Entonces K = Fpnm . El
orden de Fn (como automorfismo de K) es m, por tanto

#〈Fn〉 = m = dimFpn K

Por tanto, K es una Fpn-extensión de Galois de grupo 〈Fn〉.
□

5.4. Equivalencia clásica de Galois

1. Lema : Sean E y E′ dos k-espacios vectoriales y G ⊆ Autk−l in(E) un grupo de auto-
morfismos lineales de E. G opera en E del modo obvio: g∗ e := g(e), y opera en E⊗k E′

como sigue g∗ (e⊗ e′) := g(e)⊗ e′. Entonces,

(E⊗k E′)G = EG ⊗k E′.

Demostración. E′ =⊕I k como k-espacio vectorial. Es fácil comprobar que

(E⊗k E′)G = (E⊗k (⊕I k))G = (⊕IE)G =⊕IEG = EG ⊗k E′.

□

2. Teorema de Artin: Sea K una k-extensión de Galois y H ⊆ G = Autk−al g(K) un
subgrupo. Entonces, KH = k si y solo si H =Autk−al g(K).
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Demostración. Vía las igualdades K ⊗k K = ∏
G

K = Aplic(G,K), λ⊗ 1 7→ (g(λ))g 7→ f ,

f (g) := g(λ), G opera en el último término de las igualdades como sigue: (g′ ∗ f )(g) =
f (gg′), para todo g′ ∈G y g ∈G. Por tanto,

KH ⊗k K 5.4.1= (K ⊗k K)H =Aplic(G,K)H =Aplic(G/H,K)= ∏
G/H

K .

Luego, KH = k si y solo si H =G. □

3. Proposición : Sea k ,→ K una extensión de Galois y K ′ ⊆ K una k-subextensión.
Entonces, K ′ ,→ K es una extensión de Galois.

Demostración. K es una K ′-extensión de Galois, porque K ⊗K ′ K es una K-álgebra
trivial, porque es cociente de la K-álgebra trivial K ⊗k K (considérese el epimorfismo
K ⊗k K → K ⊗K ′ K , a⊗b 7→ a⊗b). □

4. Teorema clásico de Galois: Sea K una k-extensión de Galois de grupo G. La
aplicación

{Subgrupos de G}→ {k-subextensiones de K} , H 7→ KH

es biyectiva, cuya asignación inversa es la aplicación

{k-subextensiones de K}→ {Subgrupos de G} , K ′ 7→AutK ′−al g(K).

(observemos que AutK ′−al g(K)= {σ ∈Autk−al g(K) : σ(λ)=λ, ∀λ ∈ K ′}⊆G).

Demostración. K ′ ,→ K es una extensión de Galois, por la proposición anterior, de gru-
po AutK ′−al g(K). Por el teorema de Artin, K ′ = KAutK ′−al g(K). KH ,→ K es una extensión
de Galois por la proposición anterior. Por el teorema de Artin, AutKH−al g(K)= H.

Por lo tanto, ambas asignaciones son inversas entre sí.
□

Como, #G = dimk K = dimk KH ·dimKH K = dimk KH ·#H, tenemos que

dimk KH = #G/#H.

5. Teorema de prolongación: Sea K una k-extensión de Galois de grupo G y H ⊆G
un subgrupo. Entonces, la aplicación

G/H →Homk−al g(KH ,K), ḡ 7→ g|KH

es biyectiva.
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Demostración. La aplicación Homk−al g(K ,K)→Homk−al g(KH ,K), g 7→ g|KH es epiyec-
tiva el teorema 4.5.8. Dados g, g′ ∈ G, se cumple que g|KH = g′

|KH si y solo si g−1 g′ es

la identidad sobre KH , es decir, g−1 g′ ∈AutKH−al g(K)= H, o equivalentemente, ḡ = ḡ′

en G/H. Por tanto, la aplicación G/H →Homk−al g(KH ,K), ḡ 7→ g|KH es biyectiva.
□

6. Corolario : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G y H ⊆ G un subgrupo.
Entonces,

1. g(KH)= K gH g−1
, para todo g ∈G.

2. Autk−al g(KH)= NG(H)/H.

3. H es normal en G si y solo si KH es una k-extensión de Galois. Por tanto, el
conjunto de los subgrupos normales de G es biyectivo con el conjunto de las k-
subextensiones de Galois de K .

Demostración. 1. Dado g(λ) con λ ∈ KH , entonces ghg−1(g(λ)) = g(λ), para todo h ∈
H, luego g(KH) ⊆ K gH g−1

. Para probar la inclusión inversa, basta comprobar que
g−1(K gH g−1

)⊆ g−1(g(KH))= KH , ahora bien, g−1(K gH g−1
)= K g−1(gH g−1)g = KH .

2. Consideremos el morfismo de grupos NG(H) → Autk−al g(KH), g 7→ g|KH . Por el
el teorema clásico de Galois, el núcleo del morfismo es el subgrupo H. Cada morfismo
g̃ : KH → KH , componiendo con la inclusión KH ,→ K , define un morfismo g′ : KH → K ,
tal que g′(KH)= KH , que prolonga a un morfismo g : K → K , tal que g(KH)= KH (lue-
go K gH g−1 = KH , entonces por el teorema clásico de Galois gH g−1 = H y g ∈ NG(H))
Además, g|KH = g′. Por tanto, NG(H) → Autk−al g(KH) es epiyectivo y NG(H)/H =
Autk−al g(KH).

3. KH es una k-extensión de Galois si y solo si #G/#H = dimk KH = #Autk−al g(KH)=
#NG(H))/#H, es decir, NG(H)=G. □

7. Corolario : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G y H ⊆ G un subgrupo
normal. Entonces, G/H =Autk−al g(KH), g 7→ g|KH .

5.5. Equivalencia categorial de Galois

1. Definición : Dar una categoría C es dar

1. Una familia arbitraria, cuyos elementos llamaremos objetos de C .
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2. Unos conjuntos HomC (M, N), para cada par de objetos M, N de C , cuyos elemen-
tos f llamaremos morfismos de M en N y denotaremos por el símbolo f : M → N.

3. Una aplicación

HomC (N,P)×HomC (M, N)→HomC (M,P), ( f , g) 7→ f ◦ g

para cada terna M, N,P de objetos de C . Satisfaciéndose

a) ( f ◦ g)◦h = f ◦ (g ◦h).

b) Para cada objeto M de C , existe un morfismo IdM : M → M de modo que
f ◦ IdM = f e IdM ◦g = g para todo morfismo f : M → N y g : N → M.

Un morfismo f : M → N se dice que es un isomorfismo si existe g : N → M de modo
que f ◦ g = IdN y g ◦ f = IdM .

2. Ejemplos : 1. La categoría CCon j de conjuntos finitos, es la categoría cuyos obje-
tos son los conjuntos finitos y los morfismos entre los objetos son las aplicaciones
de conjuntos.

2. La categoría CTop de espacios topológicos, es la categoría cuyos objetos son los
espacios topológicos y los morfismos entre los objetos son las aplicaciones conti-
nuas.

3. La categoría CMod de A-módulos, es la categoría cuyos objetos son los A-módulos
y los morfismos entre los objetos son los morfismos de módulos.

4. La categoría CAl gTrv de k-álgebras finitas triviales, es la categoría cuyos objetos
son las k-álgebras finitas triviales y los morfismos entre objetos son los morfis-
mos de k-álgebras.

5. Sea G un grupo. La categoría CG−con j de G-conjuntos finitos, es la categoría
cuyos objetos son los G-conjuntos finitos y los morfismos entre los objetos son los
morfismos de G-conjuntos.

3. Definición : Sean C y C ′ dos categorías. Dar un funtor covariante F : C⇝C ′ es
asignar a cada objeto M de C un objeto F(M) de C ′, y cada morfismo f : M → N de
C un morfismo F( f ) : F(M) → F(N) de C ′, de modo que se verifique que F( f ◦ g) =
F( f )◦F(g) y F(IdM)= IdF(M).

Análogamente se definen los funtores contravariantes F : C⇝C ′, que asignan a ca-
da objeto M de C un objeto F(M) de C ′, y a cada morfismo f : M → N de C un morfismo
F( f ) : F(N)→ F(M) de C ′, de modo que verifica F( f ◦g)= F(g)◦F( f ) y F(IdM)= IdF(M).
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4. Definición : Sean F,F ′ : C⇝C ′ dos funtores covariantes (o contravariantes). Dar
un isomorfismo θ : F → F ′, es dar un isomorfismo θM : F(M) → F ′(M) para cada objeto
M de C , de modo que para cada morfismo f : M → N el diagrama

F(M)
F( f ) //

θM
��

F(N)

θN
��

F ′(M)
F ′( f ) // F ′(N)

es conmutativo.

5. Definición : Diremos que dos categorías C y C ′ son equivalentes (respectivamente,
anti-equivalentes) si existen dos funtores covariantes (respectivamente, contravarian-
tes) F : C⇝C ′ y F ′ : C ′⇝C tales que F ◦F ′ es isomorfo al funtor identidad Id y F ′◦F
es isomorfo al funtor identidad Id.

6. Teorema : La categoría de las k-álgebras finitas triviales, CAl gTrv, es anti-equiva-
lente a la categoría de conjuntos finitos, CCon j. Los funtores que dan la anti-equivalen-
cia son F : CCon j⇝CAl gTrv, donde F(X ) := Aplic(X ,k), para cada conjunto finito X y
F ′ : CAl gTrv⇝CCon j, donde F ′(A) :=Homk−al g(A,k), para cada k-álgebra trivial A.

Demostración. Tenemos que probar que existen isomorfismo Id
θ≃ F ◦ F ′ y que Id

θ′≃
F ′ ◦F.

El morfismo natural θA : A → (F ◦F ′)(A) = Aplic(Homk−al g(A,k),k), θA(a) := ã, con
ã(φ) := φ(a), para cada φ ∈ Homk−al g(A,k). θA es inyectivo: Dados a = (λ1, . . . ,λn) ∈
kn = A y a′ = (λ′

1, . . . ,λ′
n) ∈ kn = A, si a, a′, existe i, tal que λi ,λ

′
i. Sea φi : A = kn → k,

definido por φi(µ1, . . . ,µn) :=µi. Entonces, θA(a)(φi)=λi ,λ
′
i = θA(a′)(φi), luego θA(a),

θA(a′). Por dimensiones, θA es un isomorfismo.

En conclusión, Id
θ≃ F ◦F ′.

El morfismo natural θ′X : X → (F ′ ◦ F)(X ) = Homk−al g(Aplic(X ,k),k), θ′X (x) := x̃,
donde x̃( f ) := f (x), para cada f ∈ Aplic(X ,k). θ′X es una aplicación inyectiva: Dados
x , x′ ∈ X , sea f : X → k la aplicación nula en todo punto, salvo en x donde f (x) = 1.
Entonces, θ′X (x)( f ) = f (x) = 1 , 0 = f (x′) = θ′X (x′)( f ), luego θ′X (x) , θ′X (x′). Por órdenes,
θ′X es una biyección.

En conclusión, Id
θ′≃ F ′ ◦F.

□

7. Definición : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G. G opera en K de mo-
do obvio. Diremos que una K-álgebra B es una KG-álgebra si G opera en B (como
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morfismos de anillos) de modo que

g(λ ·b)= g(λ) · g(b), ∀ g ∈G, λ ∈ K y b ∈ B

Diremos que una aplicación f : B → B′ entre KG-álgebras es un morfismo de KG-
álgebras si f es un morfismo de K-álgebras y de G-conjuntos.

La categoría cuyos objetos son las KG-álgebras que sean K-álgebras finitas trivial-
es y cuyos morfismos son los morfismos de KG-álgebras la denotaremos CG−Al gTrv.

8. Teorema : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G. La categoría de las KG-
álgebras finitas triviales, CKG−Trv es anti-equivalente a la categoría de G-conjuntos
finitos, CG−Con j. Los funtores que dan la anti-equivalencia son

F : CG−Con j⇝CKG−Trv, F(X ) :=Aplic(X ,K),

donde G opera en Aplic(X ,K) como sigue: (g · f )(x) := g · ( f (g−1 · x)), para toda g ∈ G,
f ∈Aplic(X ,K) y x ∈ X ; y

F ′ : CKG−Trv⇝CG−Con j, F ′(A) :=HomK−al g(A,K),

donde G opera en HomK−al g(A,K) como sigue: (g ·φ)(a) := g · (φ(g−1 · a)), para toda
a ∈ A, g ∈G y φ ∈HomK−al g(A,K).

Demostración. Ya hemos probado en 5.5.6 que F ◦F ′ y F ′ ◦F son isomorfos al funtor
identidad.

□

9. Lema: Sea K una k-extensión de Galois de grupo G. Si B es una KG-álgebra finita.
Entonces, el morfismo natural

BG ⊗k K → B, b⊗λ 7→ b ·λ,

es un isomorfismo.

Demostración. B⊗kK = B⊗K (K⊗kK)= B⊗K
∏K G =∏G B. La operación de G en B⊗kK

en el primer factor se traduce en
∏G B en la operación de G en G (por la izquierda) y la

operación natural en cada factor B. Como (
∏G B)G = {(g(b))g∈G ∈∏G B, con b ∈ B} = B,

entonces

BG ⊗k K = (B⊗k K)G = (
G∏

B)G = B.

□
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10. Teorema : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G. La categoría de las KG-
álgebras finitas triviales, CKG−Trv es equivalente a la categoría de k-álgebras finitas
trivializadas por K , CK /k. Los funtores que dan la equivalencia son

H : CK /k⇝CKG−Trv, H(A) := A⊗k K ,

donde G opera en A⊗kK como sigue: g·(a⊗λ) := a⊗g(λ), para toda g ∈G, a⊗λ ∈ A⊗kK ;
y

H′ : CKG−Trv⇝CK /k, H′(B)= BG .

Demostración. H′ ◦H ≃ Id, porque KG = k y por el lema 5.4.1. H ◦H′ ≃ Id por el lema
5.5.9 □

11. Teorema de Galois : Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G. Denotemos
CK /k la categoría de k-álgebras finitas trivializadas por K , y por CG−con j la categoría
de G-conjuntos finitos. Los funtores

P : CK /k⇝CG−con j P(A) :=Homk−al g(A,K)
P̄ : CG−con j⇝CK /k P̄(Z) :=HomG(Z,K)

establecen una anti-equivalencia entre las categorías CK /k y CG−con j.

Demostración. Tenemos las equivalencias

CK /k
H
⇝CKG−Trv

F ′
⇝CG−con j

CK /k
H′
fCKG−Trv

F
fCG−con j

Observemos que F ′ ◦H = P, porque

(F ′ ◦H)(A)= F ′(A⊗k K)=HomK−al g(A⊗k K ,K)=Homk−al g(A,K)= P(A),

y que H′ ◦F = P̄, porque (H′ ◦F)(X ) = H′(Aplic(X ,K)) = Aplic(X ,K)G = HomG(X ,K) =
P(X ). Recordemos que si X e Y son dos G-conjuntos y consideramos la operación de G
en Aplic(X ,Y ) definida por (g · f )(x) = g · ( f (g−1 · x)), para toda g ∈G, f ∈ Aplic(X ,Y ) y
x ∈ X , entonces

Aplic(X ,Y )G =HomG(X ,Y )

□

12. Corolario : Sea K una k-extensión de Galois de grupo G y H ⊆ G un subgrupo.
Entonces,

Autk−al g(KH)= N(H)/H.

Demostración. Autk−al g(KH)=Homk−al g(KH ,KH)=HomG(G/H,G/H)= N(H)/H.
□
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5.6. Biografía de Galois

GALOIS BIOGRAPHY

Evariste Galois’ father Nicholas Gabriel Galois and his mother
Adelaide Marie Demante were both intelligent and well edu-
cated in philosophy, classical literature and religion. However
there is no sign of any mathematical ability in any of Galois’ fa-
mily. His mother served as Galois’ sole teacher until he was 12
years old. She taught him Greek, Latin and religion where she
imparted her own scepticism to her son. Galois’ father was an
important man in the community and in 1815 he was elected

mayor of Bourg-la-Reine.
The starting point of the historical events which were to play a major role in Galo-

is’ life is surely the storming of the Bastille on 14 July 1789. From this point the mo-
narchy of Louis 16th was in major difficulties as the majority of Frenchmen composed
their differences and united behind an attempt to destroy the privileged establishment
of the church and the state.

Despite attempts at compromise Louis 16th was tried after attempting to flee the
country. Following the execution of the King on 21 January 1793 there followed a
reign of terror with many political trials. By the end of 1793 there were 4595 political
prisoners held in Paris. However France began to have better times as their armies,
under the command of Napoleon Bonaparte, won victory after victory.

Napoleon became first Consul in 1800 and then Emperor in 1804. The French ar-
mies continued a conquest of Europe while Napoleon’s power became more and more
secure. In 1811 Napoleon was at the height of his power. By 1815 Napoleon’s rule was
over. The failed Russian campaign of 1812 was followed by defeats, the Allies entering
Paris on 31 March 1814. Napoleon abdicated on 6 April and Louis XVIII was installed
as King by the Allies. The year 1815 saw the famous one hundred days. Napoleon en-
tered Paris on March 20, was defeated at Waterloo on 18 June and abdicated for the
second time on 22 June. Louis XVIII was reinstated as King but died in September
1824, Charles X becoming the new King.

Galois was by this time at school. He had enrolled at the Lycée of Louis-le-Grand
as a boarder in the 4 th class on 6 October 1823. Even during his first term there was
a minor rebellion and 40 pupils were expelled from the school. Galois was not involved
and during 1824-25 his school record is good and he received several prizes. However
in 1826 Galois was asked to repeat the year because his work in rhetoric was not up
to the required standard.

February 1827 was a turning point in Galois’ life. He enrolled in his first mathe-
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matics class, the class of M. Vernier. He quickly became absorbed in mathematics and
his director of studies wrote

It is the passion for mathematics which dominates him, I think it would be best for
him if his parents would allow him to study nothing but this, he is wasting his time here
and does nothing but torment his teachers and overwhelm himself with punishments.

Galois’ school reports began to describe him as singular, bizarre, original and clo-
sed. It is interesting that perhaps the most original mathematician who ever lived
should be criticised for being original. M. Vernier reported however

Intelligence, marked progress but not enough method.

In 1828 Galois took the examination of the École Polytechnique but failed. It was
the leading University of Paris and Galois must have wished to enter it for academic
reasons. However, he also wished to enter this school because of the strong political
movements that existed among its students, since Galois followed his parents example
in being an ardent republican.

Back at Louis-le-Grand, Galois enrolled in the mathematics class of Louis Richard.
However he worked more and more on his own researches and less and less on his
schoolwork. He studied Legendre’s Géométrie and the treatises of Lagrange. As Ri-
chard was to report:

This student works only in the highest realms of mathematics.

In April 1829 Galois had his first mathematics paper published on continued frac-
tions in the Annales de mathématiques. On 25 May and 1 June he submitted articles
on the algebraic solution of equations to the Académie des Sciences. Cauchy was ap-
pointed as referee of Galois’ paper.

Tragedy was to strike Galois for on 2 July 1829 his father committed suicide. The
priest of Bourg-la-Reine forged Mayor Galois’ name on malicious forged epigrams di-
rected at Galois’ own relatives. Galois’ father was a good natured man and the scandal
that ensued was more than he could stand. He hanged himself in his Paris apartment
only a few steps from Louis-le-Grand where his son was studying. Galois was deeply
affected by his father’s death and it greatly influenced the direction his life was to
take.

A few weeks after his father’s death, Galois presented himself for examination for
entry to the École Polytechnique for the second time. For the second time he failed,
perhaps partly because he took it under the worst possible circumstances so soon af-
ter his father’s death, partly because he was never good at communicating his deep
mathematical ideas. Galois therefore resigned himself to enter the École Normale,
which was an annex to Louis-le-Grand, and to do so he had to take his Baccalaureate
examinations, something he could have avoided by entering the École Polytechnique.
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He passed, receiving his degree on 29 December 1829. His examiner in mathema-
tics reported:

This pupil is sometimes obscure in expressing his ideas, but he is intelligent and
shows a remarkable spirit of research.

His literature examiner reported:

This is the only student who has answered me poorly, he knows absolutely nothing.
I was told that this student has an extraordinary capacity for mathematics. This asto-
nishes me greatly, for, after his examination, I believed him to have but little intelligen-
ce.

Galois sent Cauchy further work on the theory of equations, but then learned from
Bulletin de Férussac of a posthumous article by Abel which overlapped with a part
of his work. Galois then took Cauchy’s advice and submitted a new article On the
condition that an equation be soluble by radicals in February 1830. The paper was sent
to Fourier, the secretary of the Paris Academy, to be considered for the Grand Prize
in mathematics. Fourier died in April 1830 and Galois’ paper was never subsequently
found and so never considered for the prize.

Galois, after reading Abel and Jacobi’s work, worked on the theory of elliptic fun-
ctions and abelian integrals. With support from Jacques Sturm, he published three
papers in Bulletin de Férussac in April 1830. However, he learnt in June that the pri-
ze of the Academy would be awarded the Prize jointly to Abel (posthumously) and to
Jacobi, his own work never having been considered.

July 1830 saw a revolution. Charles 10th fled France. There was rioting in the
streets of Paris and the director of École Normale, M. Guigniault, locked the students
in to avoid them taking part. Galois tried to scale the wall to join the rioting but failed.
In December 1830 M. Guigniault wrote newspaper articles attacking the students and
Galois wrote a reply in the Gazette des Écoles, attacking M. Guigniault for his actions
in locking the students into the school. For this letter Galois was expelled and he
joined the Artillery of the National Guard, a Republican branch of the militia. On 31
December 1830 the Artillery of the National Guard was abolished by Royal Decree
since the new King Louis-Phillipe felt it was a threat to the throne.

Two minor publications, an abstract in Annales de Gergonne (December 1830) and
a letter on the teaching of science in the Gazette des Écoles ( 2 January 1831) were the
last publications during his life. In January 1831 Galois attempted to return to mathe-
matics. He organised some mathematics classes in higher algebra which attracted 40
students to the first meeting but after that the numbers quickly fell off. Galois was
invited by Poisson to submit a third version of his memoir on equation to the Academy
and he did so on 17 January.



MA
NU
AL
ES

UE
X

154

5.6. Biografía de Galois. Teoría de Galois

On 18 April Sophie Germain wrote a letter to her friend the mathematician Libri
which describes Galois’ situation.

.. the death of M. Fourier, have been too much for this student Galois who, in spite
of his impertinence, showed signs of a clever disposition. All this has done so much that
he has been expelled form École Normale. He is without money... . They say he will go
completely mad. I fear this is true.

Late in 1830 19 officers from the Artillery of the National Guard were arrested and
charged with conspiracy to overthrow the government. They were acquitted and on 9
May 1831 200 republicans gathered for a dinner to celebrate the acquittal. During
the dinner Galois raised his glass and with an open dagger in his hand appeared to
make threats against the King, Louis-Phillipe. After the dinner Galois was arrested
and held in Sainte-Pélagie prison. At his trial on 15 June his defence lawyer claimed
that Galois had said

To Louis-Phillipe, if he betrays

but the last words had been drowned by the noise. Galois, rather surprisingly since he
essentially repeated the threat from the dock, was acquitted.

The 14th of July was Bastille Day and Galois was arrested again. He was wearing
the uniform of the Artillery of the National Guard, which was illegal. He was also
carrying a loaded rifle, several pistols and a dagger. Galois was sent back to Sainte-
Pélagie prison. While in prison he received a rejection of his memoir. Poisson had
reported that:

His argument is neither sufficiently clear nor sufficiently developed to allow us to
judge its rigour.

He did, however, encourage Galois to publish a more complete account of his work.
While in Sainte-Pélagie prison Galois attempted to commit suicide by stabbing himself
with a dagger but the other prisoners prevented him. While drunk in prison he poured
out his soul

Do you know what I lack my friend? I confide it only to you: it is someone whom I
can love and love only in spirit. I have lost my father and no one has ever replaced him,
do you hear me...?

In March 1832 a cholera epidemic swept Paris and prisoners, including Galois, we-
re transferred to the pension Sieur Faultrier. There he apparently fell in love with
Stephanie-Felice du Motel, the daughter of the resident physician. After he was relea-
sed on 29 April Galois exchanged letters with Stephanie, and it is clear that she tried
to distance herself from the affair.
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The name Stephanie appears several times as a marginal note in one of Galois’
manuscripts.

Galois fought a duel with Perscheux d’Herbinville on 30 May, the reason for the
duel not being clear but certainly linked with Stephanie.

I beg patriots and my friends not to reproach me for dying otherwise than for my
country. I die victim of an infamous coquette. It is in a miserable brawl that my life is
extinguished.

You can see a note in the margin of the manuscript that Galois wrote the night
before the duel. The note reads

There is something to complete in this demonstration. I do not have the time.
(Author’s note).

It is this which has led to the legend that he spent his last night writing out all he
knew about group theory. This story appears to have been exaggerated.

Galois was wounded in the duel and was abandoned by d’Herbinville and his own
seconds and found by a peasant. He died in Cochin hospital on 31 May and his funeral
was held on 2 June. It was the focus for a Republican rally and riots followed which
lasted for several days.

Galois’ brother and his friend Chevalier copied his mathematical papers and sent
them to Gauss, Jacobi and others. It had been Galois’ wish that Jacobi and Gauss
should give their opinions on his work. No record exists of any comment these men
made. However the papers reached Liouville who, in September 1843, announced to
the Academy that he had found in Galois’ papers a concise solution

...as correct as it is deep of this lovely problem: Given an irreducible equation of
prime degree, decide whether or not it is soluble by radicals.

Liouville published these papers of Galois in his Journal in 1846.
The theory that Galois outlined in these papers is now called Galois theory.
Article by: J.J. O’Connor and E.F. Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/

Biographies/).

5.7. Cuestionario
1. Da un ejemplo de Q-álgebra finita no separable.

2. Da un ejemplo de una Q-álgebra finita separable no trivial.

3. ¿Es Q[x]/(x3−2) una Q-álgebra separable?¿Es F3[x]/(x3−2) una F3-álgebra sepa-
rable?
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4. ¿Son las k-álgebras finitas separables reducidas?

5. Sea A una k-álgebra finita separable y k un cuerpo algebraicamente cerrado.
¿Es A una k-álgebra trivial?

6. Sea A una k-álgebra finita separable y k′ es cierre algebraico de k ¿Es A ⊗k k′

una k′-álgebra trivial?

7. Sea A = Q(
p

2)×Q( 3p2). Calcula HomQ−al g(Q(
p

2)×Q( 3p2),C) ¿Es (
p

2, 3p2) un
elemento primitivo de A?

8. ¿Es Q( 3p2) una Q-extensión de Galois?

9. Calcula AutQ−al g(Q[
p

2]).

10. ¿Es C una R-extensión de Galois?

11. ¿Es Q[e2πi/33] una Q-extensión de Galois?

12. Sea k un cuerpo de característica cero ¿Es toda k-extensión normal, de Galois?

13. Sea K una k-extensión de Galois. Sea K ,→Σ una extensión finita ¿Es el agujero
de K en Σ único?

14. ¿Para qué n > 0 es Q( np2) una extensión de Galois de Q? ¿Es Q( 4p2) una exten-
sión de Galois de Q(

p
2)?

15. ¿Es Q[ 4p2] una Q-extensión de Galois? Dar un ejemplo de extensiones de Galois
k → L′ y L′ → L de grado 2 tales que k → L no sea extensión de Galois.

16. Sea n,m. ¿Es Φn(x) primo con Φm(x)?

17. Calcula Φ1(x) ·Φ2(x) ·Φ3(x) ·Φ4(x) ·Φ6(x) ·Φ12(x).

18. ¿Cuál es el grado de Φ24(x)?

19. ¿A qué grupo abeliano es isomorfo el grupo de Galois de laQ-extensiónQ(e2πi/24)?

20. Sean p(x), q(x) ∈ Fp[x] dos polinomios irreducibles de grado n ¿Son Fp[x]/(p(x)) y
Fp[x]/(q(x)) cuerpos isomorfos?

21. Sea p(x) ∈ Fp[x] un polinomio sin raíces múltiples ¿Existe un n ∈N, tal que p(x)
divida a xpn − x?

22. ¿Cuántos subcuerpos distintos contiene Fp10?
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23. ¿Calcula el grupo de Galois de la F2-extensión de Galois F2[x]/(x4 + x+1)?

24. ¿Cuántos subcuerpos distintos contiene Q(e2πi/9)?

25. Calcula el polinomio mínimo anulador de i+ p
2 con coeficientes en R.

26. ¿Son todas los subcuerpos de Q(e2πi/9) Q-extensiones de Galois?

27. ¿Es el grupo de Galois de x3−2 ∈Q[x] isomorfo a S3? ¿Cuántas Q-extensiones de
Galois contiene el cuerpo de descomposición de x3 −2?

5.8. Problemas
1. Si A =Q( 3p2), halla una extensión finita L de Q tal que A⊗QL =∏n L.

Igualmente cuando A =Q( 4p2) y A =Q(i)⊕Q( 3p2).

2. Sea k un cuerpo de característica positiva p y sea k → L una extensión finita de
cuerpos. Prueba α ∈ L es k-separable si y solo si k(α)= k(αp).

3. Sea k un cuerpo de característica nula. Si A y B son dos k-álgebras finitas redu-
cidas, prueba que A⊗k B también es una k-álgebra finita reducida.

4. Sea k = F2(t) el cuerpo de las funciones racionales en una indeterminada con
coeficientes en F2. Demuestra que polinomio p(x)= x2 − t es irreducible en k[x].

Si α= p
t es una raíz de p(x), prueba que x2 − t = (x−α)2.

Concluye que la extensión finita k → k(
p

t ) no es separable.

5. Sea k un cuerpo de característica p > 0 y k ,→ K una extensión de cuerpos de
grado n. Si n es primo con p, prueba que K es una k-extensión separable.

6. Sea A una k-álgebra separable, K una k-extensión de cuerpos trivializante de
A y {g1, . . . , gn} = Homk−al g(A,K). Dado a ∈ A consideremos el endomorfismo k-
lineal ha : A → A, ha(a′) := aa′. Prueba que N(a) = g1(a) · · · gn(a) es igual al de-
terminante de ha. Prueba que Tr(a) = g1(a)+ ·· · + gn(a) es igual a la traza de
ha.

7. Sea A una k-álgebra finita. Consideremos la métrica simétrica T2 : A × A → k,
T2(a,b) := tr(hab) y sea radT2 := {a ∈ A : T2(a,b)= 0, ∀b ∈ A}. Prueba

a) rad A ⊆ radT2.
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b) El núcleo de la aplicación A →Homk(A,k), a 7→ T2(a,−), donde T2(a,−)(b) :=
T2(a,b) es radT2.

c) A es separable si y solo si radT2 = 0.

Sea A = k[x]/(p(x)) separable y σi las potencias simétricas elementales de las raí-
ces de p(x). Prueba que la matriz asociada a T2 en la base asociada a 1̄, x̄, . . . , x̄n−1

es (ci j), con ci j =σi+ j−2.

8. Demuestra que toda extensión separable k → L de grado 2 es de Galois.

Demuestra que toda extensión de grado 2 de un cuerpo de característica distinta
de 2 es una extensión de Galois.

¿Puede tener un cuerpo de característica 2 una extensión de Galois de grado 2?

9. Determina los automorfismos de los cuerpos Q(
p

2), Q( 3p2), Q( 4p2), Q( 5p2) y
Q( 6p2).

10. Determina los automorfismos de la extensión de Q que generan todas las raíces
complejas de x3 −2. Análogamente para x2 −2, x4 −2.

11. El grupo de Galois sobre C de cualquier polinomio separable con coeficientes
complejos es trivial: G = 1.

12. Determina cuáles de las siguientes extensiones de Q son de Galois y, en caso
afirmativo, determina su grupo de automorfismos:

Q(
p

2,
p

3) , Q(
p

2,
3p

3) , Q(i
p

2,
3p

3) , Q(
3p

2,
p
−3).

13. Sean m1, . . . ,mn números enteros tales que mi , ±a2 (para todo a ∈ Z) y sean
dos a dos primos entre sí. Prueba que Q[

p
m1, . . . ,

p
mn] es una Q-extensión de

cuerpos de Galois de grupo Z/2Z× n· · ·×Z/2Z.

14. Sean k → L′ y L′ → L dos extensiones de Galois. Prueba que todo automorfismo
de k-álgebras de L′ extiende a un automorfismo de L si y solo si k → L es una
extensión de Galois.

(Indicación: Considera el morfismo de restricción Autk−al gL →Autk−al gL′.)

15. Sean L y L′ dos k-extensiones de Galois, de grupos G y G′ respectivamente. Si
L⊗k L′ es un cuerpo, demuestra que es una k-extensión de Galois y que su grupo
de Galois es isomorfo a G×G′.
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16. Sean L y L′ dos k-extensiones de Galois. Prueba que cualquier compuesto L′L
también es una k-extensión de Galois. Concluye que todos los compuestos de L
con L′ son isomorfos, y que L⊗k L′ descompone en suma directa de extensiones
de k isomorfas entre sí.

17. Sea k ,→ K una extensión de cuerpos. Prueba que si L y L′ son k-extensiones de
Galois incluidas en K , entonces L∩L′ es una k-extensión de Galois ¿Depende la
subextensión L∩L′ de L, del cuerpo K escogido?

18. Determina el cuerpo de descomposición L sobre Q del polinomio p(x) = x4 −4 y
su grupo de Galois. Análogamente para el polinomio p(x)= (x2 −2)(x2 +1).

19. Sea p2(x) = ax2 + bx+ c ∈ k[x] un polinomio separable de grado 2. Si p2(x) tiene
alguna raíz en k, entonces su grupo de Galois sobre k es G = {Id}.

Si p2(x) no tiene raíces en k, lo que equivale a que sea irreducible en k[x], enton-
ces su grupo de Galois sobre k es G = S2.

20. Determina el grupo de automorfismos de Q( 8p2, i) sobre Q ¿Es Q( 8p2, i) una ex-
tensión de Galois de Q?

21. Determina el menor subcuerpo de C que contenga a α = p
2+ 3p2 y sea una

extensión de Galois de Q. Calcula su grupo de Galois. Determina el grado del
polinomio irreducible de α sobre Q.

22. Calcula el grupo de Galois del polinomio (x3 +3)(x2 −3).

23. Sea k un cuerpo de característica nula y sea k → L una extensión de Galois de
grupo G. Prueba que la aplicación k-lineal s : L → k, s(α)= ∑

g∈G
g(α) es epiyectiva

24. Prueba que Q[e
2πi
n , e

2πi
m ] =Q[e

2πi
m.c.m(n,m) ]. Si n y m son primos entre sí, prueba que

Q[e
2πi
n , e

2πi
m ]=Q[e

2πi
n ]⊗QQ[e

2πi
m ].

25. Halla todos los subcuerpos del cuerpo de descomposición polinomio x3−2 ∈Q[x].
Análogamente para el polinomio (x2 −2)(x2 +1) y el polinomio x4 −4.

26. Demuestra que
p

3 no está en la extensión Q(i, 4p2).

Determina un polinomio irreducible con coeficientes enQ(
p

3) que admita la raíz
4p2.

27. Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G. Sean H1,H2 dos subgrupos de
G y denotemos 〈H1,H2〉 ⊆ G el mínimo subgrupo de G que contiene a H1 y H2.
Prueba
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a) KH1 ·KH2 = KH1∩H2 .

b) KH1 ∩KH2 = K 〈H1,H2〉.

28. Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G, H ⊂ G un subgrupo y H′ =
∩

g∈G
gH g−1. Prueba que KH′

es la envolvente de Galois de KH .

29. Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G y H ⊂G un subgrupo. Prueba que
la mínima k-subextensión K ′ de KH tal que KH es una K ′-extensión de Galois
es K ′ = K NG (H).

30. Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo isomorfo a Sn. Prueba que K es el
cuerpo de descomposición de un polinomio de grado n.

31. Sea Q→ L una extensión de Galois. Si su grupo de Galois es el grupo de Klein
K4 = (Z/2Z)× (Z/2Z), prueba que L =Q(α,β), donde α2,β2 ∈Q.

32. Sea p(x) = xn +a1xn−1 +·· ·+an el polinomio general de grado n y sean x1, . . . , xn
las raíces de p(x). Consideremos la raíz cuadrada del discriminante

p
∆ de p(x).

Prueba que k(x1, . . . , xn)An = k(a1, . . . ,an,
p
∆).

33. Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G. Sean H1,H2 dos subgrupos de
G y supongamos que H1 es normal en G. Prueba que KH1 · KH2 es una KH2-
extensión de Galois de grupo H2/(H1 ∩H2) y que éste es un subgrupo del grupo
de Galois de la k-extensión de Galois KH1 .

34. Si k → L es una extensión finita separable, prueba que solo hay un número finito
de cuerpos intermedios. (Indicación: Pruébalo para la envolvente de Galois de
L).

35. Sea k un cuerpo infinito. Si una extensión finita k → k(α,β) es separable, prueba
que existen a,b ∈ k tales que k(α+ bβ) = k(α+aβ). Concluye que k(α,β) = k(α+
aβ), y que toda extensión finita separable de k está generada por un elemento.

36. Sea k → L una extensión de Galois de grado n. Si su grupo de Galois es cíclico,
prueba las siguientes afirmaciones:

a) Para cada divisor d de n, existe un único cuerpo intermedio de grado d
sobre k.

b) Si L1 y L2 son dos cuerpos intermedios, entonces L1 ⊆ L2 si y solo si [L1 : k]
divide a [L2 : k].
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37. Artin : Sea K un cuerpo y G ⊆ Autanillos K un subgrupo finito. Prueba que K es
una KG-extensión de Galois de grupo G.

38. Sea k → L una extensión de Galois de grupo G y sean K1,K2 dos cuerpos in-
termedios. Demuestra que si existe un isomorfismo de k-álgebras f : K1 → K2,
entonces existe algún automorfismo σ ∈G tal que σ(K1)= K2.

39. Sea k → L una extensión de Galois de grupo G y sean K1,K2 dos cuerpos inter-
medios. Demuestra que K1 ≃ K2 si y solo si los subgrupos de G correspondientes
a K1 y K2 son conjugados.

40. Si k → L′ y L′ → L son extensiones de Galois, entonces k → L es extensión de
Galois:

L′⊗k L = L′⊗k L′⊗L′ L = (⊕L′)⊗L′ L =⊕L
L⊗k L = L⊗L′ (L′⊗k L)= L⊗L′ (⊕L)=⊕(L⊗L′ L)=⊕(⊕L)

¿Qué parte del razonamiento es falaz?

41. Sea σ el automorfismo de Q(e2πi/5) tal que σ(e2πi/5)= e8πi/5. Prueba que Q(
p

5) es
el cuerpo de elementos invariantes por σ.

42. Determina el grupo de Galois de x6−8 sobre Q, Q(
p

2), Q(e2πi/3), Q( 3p2) y Q( 4p2).

43. Para cada automorfismo τ del cuerpo Q(e2πi/8), calcula el grado sobre Q del cuer-
po de invariantes Q(e2πi/8)τ = {α ∈Q(e2πi/8) : τ(α)=α}.

¿Existe algún automorfismo de Q(e2πi/8) que solo deje fijos los números raciona-
les?

44. Determina el número de extensiones de Q de grado 2 contenidas en Q(e2πi/n) en
los casos 5≤ n ≤ 13. Igualmente para las de grado 3.

45. Determina todas las extensiones de Q contenidas en Q(e2πi/n) en los casos 5 ≤
n ≤ 9.

46. Determina los números racionales b tales que
p

b ∈Q(e2πi/n) en los casos 5≤ n ≤
9.

47. Prueba que el grupo de Galois de L =Q( 4p3,
p

2, i) tiene 11 subgrupos de orden
2, y que Q( 4p3,

p
2) es la única extensión real de grado 8 contenida en L.

Si 8p3 ∈ L, prueba que Q(
p

2, i) = Q(e2πi/8) → L = Q( 8p3,
p

2, i) es una extensión
de Galois de grupo cíclico de orden 4 y obtén la contradicción

p
3 ∈Q(

p
2, i).

Concluye que Q( 8p3,
p

2, i) es una extensión de Galois de Q de grado 32.
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48. Demuestra que
p−3 no pertenece a la Q-extensión Q(

p−2, i) y concluye de ello
que Q(

p−3,
p−2, i) es una Q-extensión de Galois de Q de grado 8.

49. Prueba que el grupo de Galois de L =Q(
p

3,
p

2, i) tiene 7 subgrupos de orden 2,
y que Q(

p
3,

p
2) es la única extensión real de grado 4 contenida en L. Concluye

que 4p3 no está en L y que Q( 4p3,
p

2, i) es una extensión de Galois de Q de grado
16.

50. Demuestra que Q→Q( 8p3, i) no es una extensión de Galois, y que
p

2 no está en
Q( 8p3, i).

51. Calcula todos los subcuerpos de Q[ 4p2, i].

52. Prueba que el grupo de Galois de x5−2 ∈Q[x] es igual a 〈(1,2,3,4,5), (2,3,5,4)〉 ⊂
S5 (ordenando convenientemente las raíces de x5−2). Calcula todos los subcuer-
pos de grado 4 y 5, sobre Q, del cuerpo de descomposición de x5 −2.

53. Expresa con radicales reales una raíz compleja α del polinomio x4+2. Determina
si es cierto que i ∈Q(α) ó si

p
2 ∈Q(α). Más aún, halla todas las extensiones de

Q de grado 2 contenidas en el cuerpo Q(α)

54. Determina si Q(
√

2+ p
2) es una extensión de Galois de Q.

55. Calcula el polinomio mónico mínimo anulador de
p

2+ p
3 con coeficientes en Q.

56. Dada la extensión de Galois Q ,→Q(e2πi/3), calcula N(1+2e2πi/3).

57. Halla un polinomio con coeficientes racionales p(x) que no tenga raíces raciona-
les, pero tal que cada automorfismo τ ∈G de su grupo de Galois deje fija alguna
raíz de p(x). (Indicación: Elegir una extensión de Galois Q→ L cuyo grupo de
Galois G no sea cíclico, y para cada automorfismo τi ∈G elegir αi ∈ L−Q tal que
τi(αi) = αi. El producto de los polinomios irreducibles de estos irracionales αi
sirve).

58. Sea p(x) ∈Q[x] un polinomio irreducible de grado n. Prueba que en su grupo de
Galois G hay un automorfismo que no deja fija ninguna raíz.

(Indicación: Si Hi es el subgrupo de G formado por los automorfismos que dejan
fija la raíz i–ésima, entonces |Hi| = |G|/n y por tanto H1 ∪ . . .∪Hn ,G.)

59. Prueba que el grupo de Galois de p(x) = xn +λ1xn−1 + ·· · +λn es isomorfo a Sn
si y solo si no hay más relaciones algebraicas entre las raíces α1, . . . ,αn que las
generadas por las relaciones si(α1, . . . ,αn)− (−1)iλi = 0 (donde si(x1, . . . , xn) es la
función simétrica elemental i-ésima).
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60. Sea k un cuerpo de característica p > 0. Se dice que una k-álgebra finita A es
puramente inseparable si para cada a ∈ A existe n ∈N tal que apn ∈ k. Prueba

a) Una k-álgebra finita A es puramente inseparable si y solo si A⊗k K es un
anillo local, para todo k-extensión de cuerpos K .

b) A es puramente inseparable si y solo si π0(A) := {a ∈ A : a es separable}= k.

c) Si una k-extensión finita de cuerpos es puramente inseparable entonces es
normal.

61. Sea K una k-extensión de cuerpos normal y G =Autk−al g K . Prueba que

a) π0(K) := {a ∈ K : a es separable} es una k-extensión de Galois de grado #G.

b) KG es una k-extensión de cuerpos puramente inseparable.

c) K =π0(K)⊗k KG .

62. Sea k̄ el cierre algebraico del cuerpo k. Prueba que k̄ es una k-extensión iso-
morfa a k[xp]p∈P /(p(xp))p∈P

/
m (donde P es el conjunto de polinomios mónicos

irreducibles y m es un ideal maximal de k[xp]p∈P /(p(xp))p∈P .

63. Sea q(x) ∈ k[x] un polinomio separable cuyas raíces, en su cuerpo de descomposi-
ción, formen un cuerpo. Demuestra que k es un cuerpo de característica positiva
p y que q(x)= xpn − x para algún número natural n ≥ 1.

64. Calcula las raíces y el grupo de Galois del polinomio x4 − x2 +1 con coeficientes
en F5.

65. Prueba que el producto de todos los polinomios mónicos e irreducibles de grado
≤ 2 con coeficientes en F5 es x25 − x.

66. Prueba que todo polinomio irreducible de grado 2 con coeficientes en Fp tiene
sus raíces en el cuerpo Fp2 , y que todo elemento de Fp2 es raíz de un polinomio
irreducible de grado 1 ó 2. Concluye que el número de polinomios mónicos irre-
ducibles de grado 2 con coeficientes en Fp es (p2 − p)/2. ¿Cuál es el número de
polinomios irreducibles en Fp[x] de grado 2?

67. Halla el número de polinomios mónicos irreducibles de grado 3 con coeficientes
en Fp. Análogamente para los de grado 4, 6 y 8.

68. Sea p , 2 un número primo. Prueba que el núcleo del morfismo de grupos F∗p → F∗p
ā 7→ ā2 es {±1} y concluye que tenemos un isomorfismo de grupos F∗p/F∗2

p = {±1}.
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Prueba que la proyección canónica F∗p → F∗p/F∗2
p = {±1} transforma cada clase ā ∈

F∗p en el símbolo de Legendre
(

a
p

)
y concluye que éste es multiplicativo:

(
ab
p

)
=(

a
p

)(
b
p

)
.

69. Sean p < q dos números primos distintos. Prueba que p es resto cuadrático mó-
dulo q si y solo si p genera en F∗q un subgrupo de índice par.

70. Prueba que el polinomio (x2+1)(x2−2)(x2+2) tiene raíz en Fp para todo número
primo p, aunque carezca de raíces racionales.

71. Sean p, q dos números primos distintos. Prueba que las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) xq −1 tiene alguna raíz x, 1 en Fpn .

b) xq −1 tiene q raíces distintas en Fpn .

c) pn −1 es múltiplo de q.

72. Sean p, q dos números primos distintos. Prueba que p genera el grupo cíclico
(Z/qZ)∗ si y solo si el polinomio xq−1 +·· ·+ x+1 es irreducible en Fp[x].

73. Sea p > 3 un número primo y ε12 una raíz primitiva 12-ésima de 1̄ ∈ Fp. Prueba
que p

3= ε3
12(2ε4

12 +1)= ε3
12 +2ε7

12 ∈ Fp(ε12) .

y concluye (sin usar la Ley de reciprocidad cuadrática) que 3 es resto cuadrático
módulo p si y solo si p ≡ 1 ó −1 mód. 12.

74. Sea q , 2 un número primo y ε4q una raíz primitiva 4q-ésima de la unidad.
Prueba que

pq ∈ Fp(ε4q).

75. Si Fq es un cuerpo finito de característica distinta de 2, prueba que el número de
cuadrados en Fq es (q+1)/2. Concluye que todo elemento a de un cuerpo finito
descompone en suma de dos cuadrados.

(Indicación: Si Q es el conjunto de cuadrados, prueba que Q∩(a−Q) no es vacío).

76. Consideremos la extensión de Galois Fpm ,→ Fpnm . Dado a ∈ Fpnm , prueba que

N(a)= a
pnm−1
pm−1 . Prueba que N : Fpnm → Fpm es epiyectivo.

77. Demuestra que la norma N : F∗pn → F∗p, N(a)= F(a)F2(a) · · ·Fn(a), es un morfismo
de grupos epiyectivo, donde F denota el automorfismo de Frobënius F(α)=αp.

(Indicación: Estudiar el orden del núcleo de la norma).
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78. Sean a,b números enteros y sea p un número primo. Si −4a3 −27b2 no es un
resto cuadrático módulo p, prueba que la congruencia x3+ax ≡ b mód p admite
alguna solución entera.

79. Se dice que un anillo íntegro es formalmente real si sumas de cuadrados no nulos
es no nulo. Prueba:

a) La característica de un anillo formalmente real es cero. Un cuerpo es for-
malmente real si sumas de cuadrados es distinto de −1.

b) Sea X el conjunto de soluciones reales de un sistema de ecuaciones alge-
braico real p1(x1, . . . , xn)= ·· · = pr(x1, . . . , xn)= 0. Sea

I = {p(x) ∈R[x1, . . . , xn] : p(x)= 0, ∀x ∈ X }.

Entonces, R[x1, . . . , xn]/I es una R-álgebra formalmente real.

c) Sea A un anillo íntegro. Dar un subconjunto P ⊂ A tal que A = P ∪−P,
P ∩−P = {0} y P es estable por sumas y productos, es equivalente a dar un
orden total ≤ en A, tal que el conjunto de los positivos es estable por sumas
y productos.

d) K es formalmente real si y solo si existe un orden total ≤ en K tal que el
producto y suma de positivos es positivo.

80. Sea K un cuerpo formalmente real y K̄ su cierre algebraico. Consideremos en K
un subconjunto de positivos P. Consideremos las parejas (L,PL) donde L es una
K-subextensión de K̄ formalmente real y PL un subconjunto de positivos tal que
PL ∩K = P. Diremos que (L,PL) ≤ (L′,PL′) si L ⊂ L′ y PL ⊂ PL′ . Por el lema de
Zorn existe una pareja (R,PR) maximal. Prueba

a) Si r ∈ PR , entonces ±p
r ∈ R.

b) Si p(x) ∈ R[x] es de grado impar, entonces p(x) tiene una raíz en R.

c) K̄ = R[i].
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Capítulo 6

Aplicaciones de la teoría de Galois

En este capítulo supondremos siempre que los cuerpos son de característi-
ca cero. Por tanto, todas las extensiones finitas de cuerpos consideradas serán sepa-
rables.

6.1. Introducción

Sea k ,→ K una extensión de Galois de grupo G (supongamos que las raíces n-
ésimas de la unidad están k, donde n = #G). G es un grupo cíclico si y solo si K = k( npa)
para cierto a ∈ k. Como consecuencia obtendremos que G es resoluble si y solo si todo
α ∈ K se puede expresar usando los símbolos +,−, ·, :, np y los elementos de k. Por
tanto, las raíces de un polinomio p(x) ∈ k[x], se pueden expresar usando de la cuatro
operaciones (+,−, ·, :) y np y elementos de k si y solo si el grupo de Galois de p(x) es
resoluble. Probamos también que las raíces de un polinomio general se obtienen por
radicales si y solo si es de grado menor o igual que cuatro. Con la ayuda de la resolvente
de Lagrange y la fórmula de Lagrange, calcularemos las raíces de los polinomios de
grado menor o igual que cuatro.

El problema de qué puntos del plano se pueden obtener usando la regla y el com-
pás es equivalente al problema de qué números complejos se pueden obtener a partir
de la cuatro operaciones (+,−, ·, :), 2p y elementos de Q. Probaremos que α ∈ C, se
obtiene con regla y compás si y solo si α pertenece a una extensión de Galois de grado
una potencia de 2. Resolveremos los problemas clásicos de la duplicación del cubo, la
cuadratura del círculo y la trisección de un ángulo.
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6.2. Resolución de ecuaciones polinómicas por radi-
cales

6.2.1. Extensiones de Galois cíclicas
Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio y G el grupo de Galois del cuerpo de descomposición

de p(x). El objetivo de esta sección es probar que las raíces de p(x) se pueden obtener
como combinaciones algebraicas y toma de radicales sucesivas de elementos de k si y
solo si G es resoluble.

1. Teorema de independencia lineal de Artin: Sea k → K una extensión de Galois
de grupo Autk−al g(K) = {g1, . . . , gn}. Entonces, g1, . . . , gn ∈ Endk(K) son K-linealmente
independientes.

Demostración. Como k → K es de Galois, K⊗
k

K = K× n· · ·×K . Consideremos el diagrama

conmutativo

Autk−al g(K)
� _

��

HomK−al g(K ⊗k K ,K)
� _

��

HomK−al g(Kn,K)
� _

��
Endk(K ,K) HomK (K ⊗k K ,K) HomK (Kn,K)

Los automorfismos de álgebras de K se corresponden con las proyecciones de K× n· · ·×K
en cada uno de los factores, que son claramente K-linealmente independientes. □

2. Definición : Diremos que una extensión de cuerpos k → K es cíclica si es de Galois
de grupo cíclico.

3. Teorema: Sea k ,→ K una extensión de cuerpos de grado n y supongamos k contiene
todas las raíces n-ésimas de la unidad. Entonces, k → K es una extensión cíclica si y
solo si existe a ∈ k de modo que K = k( npa).

Demostración. Sea ϵ ∈ k una raíz n-ésima primitiva de la unidad.
Si K = k( npa), entonces K es una extensión de Galois porque es el cuerpo de des-

composición del polinomio xn−a. El grupo de Galois, G, de K es un subgrupo de Z/nZ:
Dado g ∈ Autk−al g(k( npa)) = G, tenemos que g( npa) = ϵi npa, para cierto 0 ≤ i < n y la
aplicación G →Z/nZ, g 7→ ī es un morfismo inyectivo de grupos. G es cíclico porque es
un subgrupo de un grupo cíclico.

Supongamos que k ,→ K es una extensión de Galois de grupo cíclico G = 〈σ〉. Si
existe 0,R ∈ K tal que σ(R)= ϵR, entonces:
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1. Rn ∈ k, porque σ(Rn)=σ(R)n = Rn, luego Rn ∈ K 〈σ〉 = k.

2. K = k(R), porque k(R)= KH , donde H = {h ∈G : h(R)= R}= {Id}, luego k(R)= K .

3. Si denotamos a = Rn ∈ k, K = k( npa).

Existe R: Tenemos que demostrar que ϵ es un valor propio de σ. Obviamente xn−1
anula a σ y por el teorema de independencia lineal de Artin, Id,σ, . . . ,σn−1 son lineal-
mente independientes, luego xn −1 es el polinomio mínimo anulador de σ y ϵ es un
valor propio de σ. □

4. Resolvente de Lagrange: En la proposición anterior, surgen dos preguntas: ¿Có-
mo calcular los radicales n-ésimos npa ∈ K? Dado α ∈ K ¿cómo expresar α en términos
de éstos radicales n-ésimos npa ∈ K?

Dado R ∈ K , R = npa, para algún a ∈ k, si y solo si σ(R) = ϵR, siendo ϵ una raíz n-
ésima de la unidad. Tenemos que calcular los vectores propios de σ de valor propio ϵ.
Como σn−Id= 0, K =Ker(σn−Id)= ⊕

ϵ∈Rn
Ker(σ−ϵId) (donde Rn son las raíces n-ésimas

de la unidad) . Observemos que
∏
ϵ′,ϵ

(x−ϵ′)= xn−1
x−ϵ = ϵ−1 +ϵ−2x+·· ·+ϵ−nxn−1, luego

1. Para todo η ∈ Rn distinto de ϵ

(ϵ−1 ·σ0+ϵ−2 ·σ1+·· ·+ϵ−n ·σn−1)(Ker(σ−ηId))= (
∏
ϵ′,ϵ

(σ−ϵ′ Id))(Ker(σ−ηId))= 0.

2. (ϵ−1·σ0+ϵ−2·σ1+·· ·+ϵ−n·σn−1)|Ker(σ−ϵId) = ϵ−1·Id+ϵ−2·ϵId+·· ·+ϵ−n·ϵn−1 Id= n
ϵ
·Id .

Dado α ∈ K , entonces α= ∑
ϵ∈Rn

αϵ, con αϵ ∈Ker(σ−ϵId) y

αϵ = ϵ

n
· (ϵ−1 ·σ0 +ϵ−2 ·σ1 +·· ·+ϵ−n ·σn−1)(α)= 1

n
·

n−1∑
i=0

ϵ−iσi(α).

5. Definición : Supongamos que k ,→ K sea una extensión de Galois cíclica de grupo
G = 〈σ〉. Sea n = dimk K y ϵ ∈ k una raíz n-ésima de la unidad y α ∈ K . Llamaremos
resolvente de Lagrange de α por ϵ, que denotaremos R(α,ϵ), a

R(α,ϵ) :=
n−1∑
i=0

ϵiσi(α)

Recordemos que σ(R(α,ϵ)) = ϵ−1 · R(α,ϵ) y por tanto σ(R(α,ϵ)n) = R(α,ϵ)n, luego
R(α,ϵ)n ∈ k. Por último,

α= 1
n

∑
ϵ∈Rn

R(α,ϵ)

Igualdad que se conoce como fórmula de Lagrange.
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6.2.2. Resolución de las ecuaciones de grados 2, 3 y 4

6. Resolución de la ecuación de segundo grado, x2 +a1x+a2 = 0.
Sea x2+a1x+a2 el polinomio general de segundo grado, de raíces x1, x2. Entonces,

k =Q(a1,a2) ,→Q(x1, x2) = K es un extensión cíclica de grupo S2 =Z/2Z, generado por
la permutación σ= (1,2), σ(x1)= x2. Calculemos x1 ∈ K .

Calculamos las resolventes de Lagrange. Tenemos

R(x1,1)= x1 + x2 =−a1

R(x1,−1)= x1 − x2

y R(x1,−1)2 = (x1 − x2)2 = (x1 + x2)2 −4x1x2 = a2
1 −4a2. Por tanto,

x1, x2 = 1
2

(R(x1,1)+R(x1,−1))=
−a1 ±

√
a2

1 −4a2

2
.

7. Resolución de la cúbica, x3 +a1x2 +a2x+a3 = 0.
Sea x3+a1x2+a2x+a3 el polinomio general de tercer grado, de raíces x1, x2, x3. En-

tonces, k(a1,a2,a3) ,→ k(x1, x2, x3)= K es un extensión de Galois de grupo S3 (tomemos
k =Q[e

2πi
3 ]). Calculemos x1 ∈ K .

S3 es un grupo resoluble: Sea σ = (1,2,3) y τ = (1,2), entonces A3 =< σ >≈ Z/3Z
es un subgrupo normal y S3/A3 =< τ >≈ Z/2Z. La extensión k(a1,a2,a3) ,→ K A3 es de
Galois de grado 2 de grupo S3/A3 =< τ> y la extensión K A3 ⊂ K es de Galois de grado
3 y grupo A3 =<σ>.

Por la fórmula de Lagrange, las raíces x1, x2, x3 ∈ K se expresan en función de radi-
cales cúbicos de elementos de K A3 de la siguiente forma:

x1 = 1
3

(R(x1,1)+R(x1,ε)+R(x1,ε2))

donde ε es una raíz cúbica primitiva de la unidad y

R(x1,1)= x1 + x2 + x3 =−a1

R(x1,ε)= x1 +εx2 +ε2x3

R(x1,ε2)= x1 +ε2x2 +εx3

Basta calcular S1 = R(x1,ε)3 y S2 = R(x1,ε2)3 ∈ K A3 . Observemos que τ(R(x1,ε2))=
ϵR(x1,ε)), luego R(x1,ε) ·R(x1,ε2) es invariante por S3, y R(x1,ε) ·R(x1,ε2) = a2

1 −3a2.
Además, τ(S1)= S2.
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K A3 es una k(a1,a2,a3)-extensión de Galois de grupo 〈τ〉. Aplicando la resolvente
de Lagrange,

S1 = 1
2

(R(S1,1)+R(S1,−1))

Calculando resulta:

R(S1,1)= S1 +τ(S1)=−2a3
1 +9a1a2 −27a3

R(S1,−1)= S1 −τ(S1)= 3
p
−3∆= 3

√
−3(a2

1a2
2 −4a3

1a3 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3)

S2 = 1
2 (R(S2,1)+R(S2,−1)) y observemos que R(S2,1) = τ(R(S1,1)) = R(S1,1) y que

R(S2,−1)= τ(R(S1,−1))= R(S1,−1).
En conclusión, resulta:

xi = 1
3

( −a1 +
3

√
−2a3

1 +9a1a2 −27a3

2
+ 3

2

√
−3(a2

1a2
2 −4a3

1a3 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3)

+ 3

√
−2a3

1 +9a1a2 −27a3

2
− 3

2

√
−3(a2

1a2
2 −4a3

1a3 +18a1a2a3 −4a3
2 −27a2

3) )

(y el producto de las dos raíces cúbicas que aparecen es a2
1 −3a2).

La fórmula de Lagrange se generaliza de forma sencilla al caso en el que el grupo
es producto directo de grupos abelianos.

8. Teorema: Sea K una k-extensión de Galois de grupo G = 〈σ1〉× · · ·×〈σr〉. Sea ni el
orden de cada σi, y εi una raíz ni-ésima de la unidad. Dado α ∈ K , entonces

R(α;ε1, . . . ,εr) := ∑
i1<n1

· · · ∑
ir<nr

ε
i1
1 · · ·εir

r (σi1
1 ◦ · · · ◦σir

r )(α)

es un radical n-ésimo (con n = m.c.m.(n1, . . . ,nr) de elementos de k. Si ε1, . . . ,εr son
raíces primitivas n1, . . . ,nr-ésimas de la unidad, entonces se cumple la fórmula:

α= 1
n1 · · ·nr

∑
j1<n1

· · · ∑
jr<nr

R(α;ε j1
1 , . . . ,ε jr

r )

Demostración. Se cumple que R(α;ε1, . . . ,εr) ∗= R(R(α;ε1,ε2 . . . ,εr−1),εr).
Denotemos R = R(α,ε1, . . . ,εr) y G i = 〈σi〉. Por la igualdad ∗=, Rnr ∈ KGr . Como la

definición de la resolvente R no depende del orden con el que se tomen los σi, tenemos
que Rni ∈ KG i . Por tanto, Rn ∈∩iKG i = K 〈G1,...,Gr〉 = KG = k.
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Finalmente, procedamos por inducción sobre r,

α= 1
n1 · · ·nr−1

∑
j1<n1

· · · ∑
jr−1<nr−1

R(α;ε j1
1 , . . . ,ε jr−1

r−1 )

= 1
n1 · · ·nr−1

∑
j1<n1

· · · ∑
jr−1<nr−1

(
1
nr

∑
jr<nr

R(R(α;ε j1
1 , . . . ,ε jr−1

r−1 ),ε jr
r ))

= 1
n1 · · ·nr

∑
j1<n1

· · · ∑
jr<nr

R(α;ε j1
1 , . . . ,ε jr

r ).

□

9. Resolución de la cuártica, x4 +a1x3 +a2x2 +a3x+a4 = 0.
Sea x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4 el polinomio general de cuarto grado, de raíces

x1, x2, x3, x4. Entonces, k(a1,a2,a3,a4) ,→ k(x1, x2, x3, x4) = K es un extensión de Galois
de grupo S4 (tomemos k =Q[e

2πi
12 ]). Calculemos x1 ∈ K .

Sea K4 = 〈(1,2)(3,4), (1,3)(2,4)〉 ⊂ S4 el grupo de Klein.
KK4 ⊂ K es una extensión de Galois de grupo K4 ≈ Z/2Z×Z/2Z, generado por las

permutaciones σ1 = (1,2)(3,4) y σ2 = (1,3)(2,4).
Apliquemos la fórmula de Lagrange generalizada al caso no cíclico (como es K4).

Las resolventes de x1 respecto de K4 = 〈σ1〉×〈σ2〉 son:

R(x1;1,1)= x1 + x2 + x3 + x4 =−a1

R(x1;1,−1)= x1 + x2 − x3 − x4 = R1

R(x1;−1,1)= x1 − x2 + x3 − x4 = R2

R(x1;−1,−1)= x1 − x2 − x3 + x4 = R3

donde R1,R2,R3 son radicales cuadráticos sobre KK4 , es decir, R2
1,R2

2,R2
3 ∈ KK4 (y ve-

rifican la relación R1R2R3 = −a3
1 +4a1a2 −8a3). Como se puede comprobar es: R2

i =
a2

1 −4a2 +4θi, donde

θ1 = x1x2 + x3x4

θ2 = x1x3 + x2x4

θ3 = x1x4 + x2x3

Por tanto,

xi = 1
4

(−a1 +
√

a2
1 −4a2 +4θ1 +

√
a2

1 −4a2 +4θ2 +
√

a2
1 −4a2 +4θ3)

donde el producto de cada dos de estos radicales cuadráticos determinan el tercero,
pues el producto de los tres es −a3

1 +4a1a2 −8a3.
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Tenemos que calcular θ1,θ2,θ3 ∈ KK4 . El grupo de Galois de KK4 , S4/K4, opera
transitivamente sobre θ1,θ2,θ3. Por tanto, son las raíces de una cúbica con coeficientes
en k, a saber:

(x−θ1)(x−θ2)(x−θ3)= x3 −a2x2 + (a1a3 −4a4)x− (a2
1a4 −4a2a4 +a2

3)

Esta cúbica es a la que se denomina cúbica resolvente. Como hemos resuelto ya las
ecuaciones cúbicas, tenemos calculadas θ1,θ2,θ3.

10. Observación : KK4 = k(θ1,θ2,θ3).

6.2.3. Grupo de Galois de las cúbicas y las cuárticas

Los cálculos anteriores se han realizado para los polinomios genéricos, pero obvia-
mente son válidos para cualquier polinomio.

11. Proposición : Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio separable de grado n. El grupo de
Galois G ⊆ Sn de p(x) está incluido en el grupo alternado An si y solo si el discriminante
∆ de p(x) es un cuadrado en k. Es decir,

G ⊆ An ⇐⇒
p
∆ ∈ k

Demostración. Si α1, . . . ,αn son las raíces de p(x), recordemos que

p
∆= ∏

i< j
(αi −α j) ∈ k(α1, . . . ,αn).

Además, dado σ ∈ G ⊆ Sn, σ(
p
∆) = sign(σ) · p∆. Entonces,

p
∆ ∈ k = k(α1, . . . ,αn)G

⇐⇒ σ(
p
∆)= p

∆, para todo σ ∈G ⇐⇒ sign(σ)= 1, para todo σ ∈G ⇐⇒ G ⊆ An. □

12. Si un polinomio de grado 2, x2 +a1x+a2, es irreducible, su grupo de Galois G es
S2 y, en caso contrario es trivial. G es trivial si y solo si G ⊆ A2, que equivale a que
∆=

√
a2

1 −4a2 ∈ k.

13. Consideremos un polinomio irreducible de grado 3, x3 +a1x2 +a2x+a3. Como el
grupo de Galois, G opera transitivamente sobre el conjunto de las raíces, su orden es
múltiplo de 3, luego G es igual a A3 ó S3. ∆= a2

1a2
2−4a3

1a3+18a1a2a3−4a3
2−27a2

3. Sip
∆ ∈ k entonces G = A3. Si

p
∆ ∉ k entonces G = S3.
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14. Consideremos un polinomio irreducible de grado 4, x4 + a1x3 + a2x2 + a3x+ a4.
Como las cuatro raíces son distintas, es fácil comprobar que las tres raíces de su cúbica
resolvente también son distintas entre sí. G∩K4 son los automorfismos que dejan fijas
las tres raíces, θ1,θ2,θ3 de la cúbica resolvente, luego k(α1, . . . ,α4)G∩K4 = k(θ1,θ2,θ3).
G/(G ∩K4) ⊆ S4/K4 = S3, luego d := |G/(G ∩K4)| = 6,3,2,1. Además, m := |G ∩K4| =
1,2,4 y |G| = d ·m = 4̇ porque G opera transitivamente sobre las raíces de la cuártica.
Consideremos las extensiones de Galois

k
d
,→

G/(G∩K4)
k(θ1,θ2,θ3)

m
,→

G∩K4
k(α1,α2,α3,α4).

Si d = 6 (es decir el grupo de Galois de la cúbica resolvente es S3), entonces |G| =
6̇, 4̇ y es 12 o 24. Si es 12 entonces G = A4 y K4 ⊆G, luego G∩K4 = K4 y |G| = 6 ·4= 24.
En conclusión, si d = 6, G = S4.

Si d = 3 (es decir, el grupo de Galois de la cúbica resolvente es A3), entonces el
orden de G es 12 y G = A4.

Si d = 2 (es decir, el grupo de Galois de la cúbica resolvente es A2, luego una única
θi ∈ k), entonces el orden de G es 4 (cuando G ∩K4 es de orden 2, que no actúa tran-
sitivamente sobre las raíces de la cuártica, luego ésta es reducible sobre k(θ1,θ2,θ3))
y G =Z/4Z, ó el orden de G es 8 luego G = D4 (el grupo diédrico) y contiene a K4 (que
actúa transitivamente sobre las raíces de la cuártica, luego ésta es irreducible sobre
k(θ1,θ2,θ3)).

Si d = 1 (es decir, θ1,θ2,θ3 ∈ k), entonces G = K4.

6.2.4. Resolubilidad del grupo de Galois y resolubilidad por ra-
dicales

15. Definición : Diremos que una extensión k → K es una extensión por radicales de
k si K = k(α1, . . . ,αn) de modo que αmi

i ∈ k(α1, . . . ,αi−1), para cierto mi y todo i. Es decir,
k → K es una extensión por radicales de k si admite una cadena de subextensiones

k → K1 → K2 →···→ Kr = K

tal que K i+1 = K i[ mi
p

ai], para todo i < r.

Por ejemplo, Q[ 3p2,
2
√

5 3p4+ 3p2−7] es una Q-extensión por radicales. Si K es una
k-extensión por radicales y α ∈ K , entonces α puede expresarse con los símbolos +, ·,
m
p y λ ∈ k.

Obviamente el compuesto de extensiones de k por radicales es una extensión de k
por radicales.
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16. Proposición : Si K es una k-extensión por radicales entonces su envolvente de
Galois es una k-extensión por radicales.

Demostración. Sea Σ la envolvente de Galois de K . Recordemos que si k̄ es el cierre
algebraico de k y {φ1, . . . ,φn}=Homk−al g(K , k̄), entonces Σ=φ1(K) · · ·φn(K). Por tanto,
Σ es una k-extensión por radicales.

□

Una k-extensión K está incluida en alguna extensión por radicales si y solo si la
envolvente de Galois de K está incluida en alguna extensión por radicales.

17. Teorema: Sea k → K una extensión de Galois de grupo G de grado n. Supongamos
que k contiene todas las raíces n-ésimas de la unidad. Entonces, k → K es una extensión
por radicales si y solo si el grupo G es resoluble.

Demostración. Observemos que si H1 ⊂ H2 ⊆ G son dos subgrupos, entonces H1 es
normal en H2 si y solo si KH2 ,→ KH1 es una extensión de Galois (de grupo H2/H1):
En efecto, KH2 ,→ K es una extensión de Galois de grupo H2. Por el corolario 5.4.6,
KH2 ,→ KH1 es una extensión de Galois (de grupo H2/H1) si y solo si H1 es normal en
H2.

Sea {Id} = G1 ⊂ G2 ⊂ ·· · ⊂ Gr = G una cadena de subgrupos de G. Entonces, k =
KGr ⊂ KGr−1 ⊂ ·· · ⊂ KG2 ⊂ KG1 = K es una resolución por extensiones radicales de K
si y solo si KG i ,→ KG i−1 es una extensión de Galois de grupo cíclico, para todo i, que
equivale a decir que G i−1 es normal en G i y G i/G i−1 es cíclico, para todo i.

□

18. Teorema de los irracionales naturales de Lagrange1 : Sea k ,→ K una exten-
sión de Galois y k ,→ k′ una extensión de cuerpos y consideremos un compuesto k′ ·K ,
que es una k′-extensión de Galois. Entonces, Autk′−al g(k′ ·K)=Autk′∩K−al g(K).

Demostración. K es el cuerpo de descomposición de un cierto polinomio separable
p(x) ∈ k[x], luego k′ · K es el cuerpo de descomposición del polinomio p(x) ∈ k′[x] y
es una k′-extensión de Galois.

Consideremos la inclusión G′ :=Autk′−al g(k′ ·K) ,→Autk′∩K−al g K , g′ 7→ g′
|K . Obser-

vemos que KG′ = (K ·k′)G
′ ∩K = k′∩K . Luego, G′ =Autk′∩K−al g(K). □

19. Teorema: Una k-extensión finita de cuerpos está incluida en una k-extensión por
radicales si y solo si el grupo de automorfismos de su envolvente de Galois es resoluble.

1Para Lagrange, k =Q (los números racionales) y k′ =Q[e
2πi
n ] son los irracionales naturales.
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Demostración. Podemos suponer que la k-extensión es de Galois, que denotaremos K .
Sea ϵ una raíz n-ésima primitiva de la unidad.
1. Es obvio que K está incluida en una extensión de k por radicales si y solo si K(ϵ)

está incluida en una extensión de k(ϵ) por radicales.
2. K ∩k(ϵ) es una k-extensión de Galois de grupo conmutativo (pues es una subex-

tensión de k(ϵ)), luego es un grupo resoluble. El núcleo del epimorfismo de grupos
Autk−al g(K)→Autk−al g(K∩k(ϵ)), g 7→ g|K∩k(ϵ), es AutK∩k(ϵ)−al g(K)6.2.18= Autk(ϵ)−al g(K(ϵ)).
Por tanto, Autk−al g(K) es un grupo resoluble si y solo si Autk(ϵ)−al g(K(ϵ)) es resoluble.

En conclusión, podemos suponer que ϵ ∈ k.
Si el grupo de Galois de K es resoluble, por el teorema 6.2.17 K es una extensión

por radicales (luego está incluida en una extensión por radicales).
Si K está incluida en una extensión por radicales, K ′, entonces la envolvente de

Galois de K , Σ, está incluida en la envolvente de Galois de K ′, Σ′, que es una extensión
por radicales. Por el teorema 6.2.17, el grupo de Galois de Σ′ es resoluble. El grupo de
Galois de Σ es resoluble, porque es un cociente del grupo de Galois de Σ′.

□

20. Definición : Sea p(x) ∈ k[x]. Diremos que la ecuación polinómica p(x) = 0 es re-
soluble por radicales si todas sus raíces están incluidas en una extensión de k por
radicales.

21. Corolario : Una ecuación polinómica p(x) = 0 es resoluble por radicales si y solo
si el grupo de Galois del polinomio es resoluble.

22. Teorema de Abel-Ruffini: La ecuación polinómica general de grado n es resolu-
ble por radicales para n ≤ 4 y no es resoluble por radicales para n > 4.

Demostración. Se deduce de que el grupo simétrico Sn es resoluble si y solo si n ≤
4. □

23. Observación : El teorema de las funciones implícitas del Análisis nos dice que en
general las raíces de un polinomio se pueden expresar como funciones diferenciables
en los coeficientes del polinomio: Consideremos la función real en n+1 variables

P(x,a1, . . . ,an)= xn +a1xn−1 +·· ·+an

Sea (α1, c1, . . . , cn) ∈ Rn+1 tal que P(α1, c1, . . . , cn) = 0 y que ∂P
∂x (α1, c1, . . . , cn) , 0. Por

el teorema de las funciones implícitas, existe una función diferenciable f (a1, . . . ,an)
definida en un entorno abierto de (c1, . . . , cn) de modo que

P( f (a1, . . . ,an),a1, . . . ,an)= 0
f (c1, . . . , cn)=α1
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En general, para las raíces imaginarias, deberemos considerar P(x,a1, . . . ,an) como
función (compleja) holomorfa y el teorema de las funciones implícitas en el caso holo-
morfo.

6.3. Construcciones con regla y compás

Hemos probado que las raíces de un polinomio se obtienen por radicales si y solo
si su grupo de Galois es resoluble. En esta sección probaremos que las raíces de un
polinomio son resolubles por radicales cuadráticos si y solo si su grupo de Galois es
de orden una potencia de 2 y es resoluble (esta última condición sobra, porque todo
p-grupo es resoluble).

Así tendremos que un número complejo se obtiene por radicales cuadráticos si y
solo si el grupo de Galois de su polinomio mínimo anulador es de orden una potencia
de 2. Este resultado se aplicará de modo inmediato al cálculo de los puntos del plano
(o C) que se pueden construir con regla y compás.

6.3.1. Irracionales cuadráticos

Dado a ∈ k, la extensión k ,→ k(
p

a) tiene grado 1 o 2 según que
p

a pertenezca a k
o no. Recíprocamente, si k ,→ K es una extensión de grado 2, entonces K = k(α), donde
α es una raíz de un polinomio con coeficientes en k, irreducible de grado 2. La bien
conocida fórmula de las raíces de los polinomios de grado 2, prueba que K = k(

p
a),

para cierto a ∈ k.

1. Definición : Diremos que una extensión finita de cuerpos k ,→ K es una exten-
sión por radicales cuadráticos si K = k(α1, . . . ,αn), donde α2

i ∈ k(α1, . . . ,αi−1), para todo
1 ≤ i ≤ n. Con otras palabras, k ,→ K es una extensión por radicales cuadráticos si
existe una cadena de subextensiones k = K0 ,→ K1 ,→ ··· ,→ Kn−1 ,→ Kn = K tal que
dimK i K i+1 = 2, para todo i.

El grado de una extensión por radicales cuadráticos es una potencia de 2.
Si K1 y K2 son extensiones por radicales cuadráticos, entonces K1 ·K2 también.

Si K es una k-extensión por radicales cuadráticos su envolvente de Galois Σ es una
extensión por radicales cuadráticos: Sea k̄ el cierre algebraico de k y {φ1, . . . ,φn} =
Homk−al g(K , k̄), entonces φi(K) son extensiones por radicales cuadráticos, pues son
isomorfas a K , y Σ=φ1(K) · · ·φn(K) es una extensión por radicales cuadráticos.

2. Teorema : Sea k ,→ K una extensión de Galois. K es una k-extensión por radicales
cuadráticos si y solo si es de grado una potencia de 2.
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Demostración. Solo tenemos que probar el recíproco. Sea G el grupo de Galois de la
k-extensión K . Como #G = 2n, entonces G es resoluble y existe una serie normal {1} ⊂
G1 ⊂ ·· · ⊂ Gn = G de factores isomorfos a Z/2Z. Esta sucesión de grupos por toma de
invariantes se corresponde con una sucesión de subcuerpos K ⊃ KG1 ⊃ ·· · ⊃ KGn = k,
cada uno de grado 2 sobre el anterior. Por tanto, KG i = KG i−1(αi), donde α2

i ∈ KG i .
Luego, K = k(α1, . . . ,αn) es una extensión por radicales cuadráticos. □

3. Proposición: Si k ,→ K está incluida en una k-extensión por radicales cuadráticos,
entonces es una k-extensión por radicales cuadráticos.

Demostración. Sea Σ la k-extensión por radicales cuadráticos en la que está K inclui-
da. La envolvente de Galois de Σ es una extensión por radicales cuadráticos. Luego
podemos suponer que Σ es de Galois. Su grupo de Galois G es un 2-grupo. Sea H ⊂ G
tal que ΣH = K . Existe una cadena de grupos H ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ ·· · ⊂ Hn =G de modo que
Hi∆Hi+1 y |Hi+1/Hi| = 2, para todo i (ver demostración del primer teorema de Sylow
1.9.3). Tenemos la cadena k ,→ ΣHn−1 ,→ ··· ,→ ΣH1 ,→ ΣH = K que muestra que k ,→ K
es una extensión de cuerpos por radicales cuadráticos. □

4. Corolario : Una extensión finita de cuerpos k ,→ K es una extensión por radicales
cuadráticos si y solo si su envolvente de Galois es de grado 2n.

Demostración. Si K es una extensión por radicales cuadráticos, su envolvente de Ga-
lois es una extensión por radicales cuadráticos, luego es de grado 2n. Si la envolvente
de Galois de K es de grado 2n, entonces es una extensión por radicales cuadráticos y
K también.

□

5. Ejercicio : Sea K = k(x1, . . . , x4) el cuerpo descomposición del polinomio general de
grado 4. Prueba que el grado de la k-extensión k(x1) es 4 y que la envolvente de Galois
de k(x1) es K que es de grado 24. Prueba que k(x1) no es una extensión por radicales
cuadráticos.

6. Definición : Diremos que un elemento α ∈ K de una k-extensión de cuerpos es un
irracional cuadrático de k, si existe una extensión por radicales cuadráticos de k que
contiene a α.

Por la proposición 6.3.3, α es un irracional cuadrático de k si y solo si k(α) es una k-
extensión por radicales cuadráticos. Con otras palabras, α es un irracional cuadrático
de k, si se puede expresar con los símbolos +, ·, 2p y elementos de k. Una extensión
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finita k ,→ K es una extensión por radicales cuadráticos si y solo si está generada
k-algebraicamente por irracionales cuadráticos.

Si un polinomio es irreducible y una raíz es un irracional cuadrático entonces todas
las raíces son irracionales cuadráticos, ya que si α y β son raíces de p(x), entonces
k(α)= k[x]/(p(x))= k(β).

7. Teorema : Todas las raíces de un polinomio con coeficientes en k son irracionales
cuadráticos si y solo si su grupo de Galois es un grupo de orden una potencia de 2.

Demostración. Si todas las raíces α1, . . . ,αn de p(x) son irracionales cuadráticos, en-
tonces k(α1, . . . ,αn) es una extensión (de Galois) por radicales cuadráticos, luego su
grupo de Galois es un grupo de orden una potencia de 2.

Si el grupo de Galois del polinomio es un grupo de orden una potencia de 2, enton-
ces su cuerpo de descomposición es una extensión por radicales cuadráticos de k y las
raíces del polinomio son irracionales cuadráticos.

□

6.3.2. Construcciones con regla y compás
Consideremos en el plano euclídeo un conjunto de puntos P, de cardinal mayor

o igual que dos. Queremos definir el conjunto C (P) de los puntos del plano euclídeo
constructibles con regla y compás a partir de P. Procedamos:

1. Diremos que los puntos de P son constructibles (con regla y compás).

2. Diremos que las rectas que pasan por un par de puntos constructibles son cons-
tructibles.

3. Diremos que las circunferencias de centro un punto constructible y radio la dis-
tancia entre dos puntos constructibles son constructibles.

4. Diremos que los puntos de corte de dos líneas constructibles (rectas o circunfe-
rencias) distintas son constructibles (con regla y compás).

5. C (P) es el conjunto de todos los puntos constructibles (con regla y compás a
partir de P) mediante la aplicación reiterada (un número finito de veces) de las
construcciones 2., 3. y 4. partiendo de los puntos de P.

Es bien conocido que las siguiente construcciones pueden realizarse con regla y
compás:

- Trazar la perpendicular por su punto medio a un segmento dado.
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- Dados tres puntos no alineados A,B,C, trazar la paralela a la recta BC que pasa
por A.

- Dados tres puntos no alineados A,B,C, trazar la perpendicular a la recta BC que
pasa por A.

- Trazar la circunferencia que pasa por tres puntos no alineados A, B y C

- Trazar la bisectriz de un ángulo dado.

Escojamos dos puntos de P de modo que un sistema de referencia, uno sea el origen
de coordenadas (0,0) y el otro el (1,0). Identifiquemos el plano euclídeo con C. Los
puntos escogidos se corresponden con el 0 y 1 de C. Los puntos de C (P) se corresponden
con ciertos números complejos. A partir de ahora identificamos los puntos del plano
euclídeo con los correspondientes números complejos.

8. Lema: La condición necesaria y suficiente para que un número complejo a+ bi sea
constructible es que lo sean su parte real a y su parte imaginaria b.

Demostración. Es consecuencia directa de la posibilidad de trazar paralelas y perpen-
diculares que pasan por un punto con regla y compás. □
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9. Lema : Los números complejos constructibles C (P), forman un subcuerpo de C, es-
table por toma de raíces cuadradas.

Demostración. La suma y diferencia de dos números complejos constructibles es cons-
tructible: Por el lema anterior, podemos suponer que los dos números dados son reales
y este caso es trivial.

El producto y cociente de dos números complejos constructibles es constructible:
Por el lema anterior, podemos suponer que los dos números dados son reales. En la
siguiente figura construimos el producto y cociente de a y b.

Para concluir hay que demostrar que la raíz cuadrada de cualquier número com-
plejo constructible también lo es. Si el número es real, basta considerar la siguiente
figura:

En el caso de un número complejo arbitrario, se construye la bisectriz del ángu-
lo que determina con el 1 y se traza en ella el segmento de longitud igual a la raíz
cuadrada del módulo del número complejo dado.

□

10. Teorema : Sea k el mínimo subcuerpo de C que contiene a P y sus conjugados
P̄ = {z̄, ∀z ∈ P}. La condición necesaria y suficiente para que un número complejo sea
constructible con regla y compás a partir de P es que sea un irracional cuadrático de k.
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Demostración. C (P)=C (P∪P̄) es estable por conjugación. k es estable por conjugación
y el cuerpo k′ de los irracionales cuadráticos de k también. Un número complejo z ∈
C (P) si y solo si las partes real e imaginaria de z pertenecen a C (P), z ∈ k′ si y solo si
las partes real e imaginaria de z pertenecen a k′.

Si α es un irracional cuadrático, entonces k(α) es una extensión de k por radicales
cuadráticos. Por el lema anterior, α es constructible.

Para demostrar el recíproco, obsérvese que los coeficientes de las ecuaciones de
la rectas y circunferencias son funciones racionales de las coordenadas de los puntos
que las determinan, (según las construcciones 2 y 3). Las coordenadas de los puntos de
intersección de una recta y una circunferencia son obviamente irracionales cuadráticos
de k(a1, . . . ,an), donde a1, . . . ,an son los coeficientes de las ecuaciones de la recta y de la
circunferencia. Los puntos de corte de las dos circunferencias (x−α1)2 + (y−α2)2 = r2,
(x−β1)2+ (y−β2)2 = s2, coinciden con los puntos de corte de la primera circunferencia
(x−α1)2 + (y−α2)2 = r2 con la recta (x−α1)2 + (y−α2)2 − (x−β1)2 − (y−β2)2 = r2 − s2.

□

11. Definición : Se dice que un número primo p ∈ Z es un primo de Fermat si p =
2n +1, para cierto n ∈N.

12. Proposición: Si 2n +1 es primo, entonces n es igual a una potencia de 2.

Demostración. Escribamos n = 2m · m′, con m′ impar. Entonces, 2n +1 = 22m·m′ +1 =
(22m

)m′ +1, que es divisible por 22m +1, porque xm′ +1 es divisible por x+1. Entonces,
si 2n +1 es primo, m′ = 1. □

Los únicos primos de Fermat conocidos son 3 = 2+1, 5 = 22 +1, 17 = 24 +1, 257 =
28 +1 y 65537= 216 +1.

13. Teorema de Gauss-Wantzel: El polígono de n lados es constructible con regla y
compás a partir de P= {0,1}, si y solo si n = 2n0 · p1 · · · pr, con n0 ≥ 0, r ≥ 0 y p1, . . . , pr
números primos de Fermat distintos.

Demostración. El polígono de n lados es constructible con regla y compás si y solo si
e2πi/n es constructible con regla y compás. Por los teoremas 6.3.7, 6.3.10, el polígono de
n lados es constructible con regla y compás si y solo si dimQQ(e2πi/n) es una potencia de
2. Ahora bien, si n = 2m · pn1

1 · · · pnr
r es la descomposición de n en producto de potencias

de primos distintos (con m ≥ 0), entonces,

dimQQ(e2πi/n)= |(Z/nZ)∗| = |(Z/2mZ)∗| · |(Z/pn1
1 Z)∗| · · · |(Z/pnr

r Z)∗|
= 2m−1 · pn1−1

1 (p1 −1) · · · pnr−1
r (pr −1),
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para m > 0, y dimQQ(e2πi/n) = pn1−1
1 (p1 − 1) · · · pnr−1

r (pr − 1) para m = 0; que es una
potencia de dos si y solo si los pi son números primos de Fermat (distintos) y ni = 1,
para todo i. □

14. Ejemplo : Construyamos el pentágono regular. Tenemos que construir ξ = e2πi/5,
que es raíz de

x5 −1
x−1

= x4 + x3 + x2 + x+1.

Q(ξ) es una Q-extensión de Galois de grado 4, de grupo cíclico G = 〈σ〉, σ(ξ) = ξ2. Con-
sideremos las dos extensiones por un radical cuadrático

Q ,→Q(ξ)〈σ
2〉 =Q(ξ+ξ4) ,→Q(ξ).

El polinomio mínimo anulador de ξ+ξ4 es

(x− (ξ+ξ4)) · (x−σ(ξ+ξ4))= (x− (ξ+ξ4)) · (x− (ξ2 +ξ3))= x2 + x−1.

Luego, ξ+ ξ4 = (−1+ p
5)/2. Observemos que si escribimos ξ = a+ bi, entonces 2a =

ξ+ξ4 = (−1+ p
5)/2 y a = (−1+ p

5)/4. Dibujemos el pentágono regular

Comentemos tres problemas irresolubles famosos de la Grecia clásica.

15. Duplicación del cubo (Wantzel 1837): En el año 429 a.C., Pericles, a la sazón
el arconte (gobernador) de Atenas, muere víctima de la peste que atacaba muy seve-
ramente a la ciudad. A raíz de este suceso, algunos de los habitantes deciden ir a la
ciudad de Delfos, para hacer consultas al Oráculo de Apolo y saber cómo poder detener
la epidemia. La respuesta a la consulta del Oráculo fue que debían elaborar un nuevo
altar en forma de cubo cuyo volumen duplicara el del altar cúbico entonces existente.

Si el altar existente es un cubo de lado de longitud a ∈Q, su volumen es a3. Para
construir un altar de volumen 2a3, hay que construir un cubo de lado de longitud
3p2 ·a. Este problema se resuelve con regla y compás si y solo si 3p2 es un irracional

cuadrático sobre Q, que no lo es, pues dimQQ( 3p2)= 3.
Los atenienses construyeron un altar cúbico de arista el doble y las desgracias

continuaron, concluyendo con la rendición de Atenas a Esparta en el 404 a.C..
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16. Cuadratura del círculo (Lindemann 1882): ¿Es posible, dado un círculo, cons-
truir con regla y compás un cuadrado del mismo área (y por tanto ser capaces de “co-
nocer” el área del círculo)? Si el círculo es de radio a ∈Q, su área es a2 ·π. El cuadrado
de área a2 ·π, es el cuadrado de lado de longitud a · pπ. Este problema se resuelve
con regla y compás si y solo si

p
π es un irracional cuadrático sobre Q, que no lo es,

pues como demostró Lindemann, π es trascendente, es decir, dimQQ(π) = ∞ (luego
dimQQ(

p
π)=∞).

17. Trisección de un ángulo (Wantzel 1837): ¿Es posible, dado un ángulo cual-
quiera, dividirlo en tres ángulos iguales, con regla y compás? Dar un ángulo α es dar
el número complejo eα·i y trisecarlo con regla y compás es construir el número com-
plejo e

α·i
3 . Por ejemplo, si consideramos el ángulo π/3, es decir, el número complejo e

π·i
3 ,

entonces e
π·i
9 no es un irracional cuadrático sobre Q(e

π·i
3 ), porque dim

Q(e
π·i
3 )
Q(e

π·i
9 )= 3.

6.4. Biografía de Abel

ABEL BIOGRAPHY

Niels Abel’s life was dominated by poverty and we begin by
putting this in context by looking briefly at the political pro-
blems which led to economic problems in Norway. At the end of
the 18th century Norway was part of Denmark and the Danish
tried to remain neutral through the Napoleonic wars. However
a neutrality treaty in 1794 was considered a aggressive act by
Britain and, in 1801, the British fleet destroyed most of the Da-

nish fleet in a battle in the harbour at Copenhagen.
Despite this Denmark-Norway avoided wars until 1807 when Britain feared that

the Danish fleet might be used by the French to invade. Using the philosophy that
attack is the best form of defence, the English attacked and captured the whole Danish
fleet in October 1807.

Denmark then joined the alliance Britain Britain. The continental powers blocka-
ded Britain, and as a counter to this Britain blockaded Norway. The twin blockade was
a catastrophe to Norway preventing their timber exports, which had been largely to
Britain, and preventing their grain imports from Denmark. An economic crisis in Nor-
way followed with the people suffering hunger and extreme poverty. In 1813 Sweden
attacked Denmark from the south and, at the treaty of Kiel in January 1814, Den-
mark handed over Norway to Sweden. An attempt at independence by Norway a few
months later led to Sweden attacking Norway in July 1814. Sweden gained control of
Norway, setting up a complete internal self-government for Norway with a government
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in Christiania (which is called Oslo today). In this difficult time Abel was growing up
in Gjerstad in south-east Norway.

Abel’s father, Sören Georg Abel, had a degree in theology and philology and his
father (Niels Abel’s grandfather) was a Protestant minister at Gjerstad near Risor.
Sören Abel was a Norwegian nationalist who was active politically in the movement
to make Norway independent. Sören Abel married Ane Marie Simonson, the daughter
of a merchant and ship owner, and was appointed as minister at Finnoy. Niels Abel,
the second of seven children, was one year old when his grandfather died and his
father was appointed to succeed him as the minister at Gjerstad. It was in that town
that Abel was brought up, taught by his father in the vicarage until he reached 13
years of age. However, these were the 13 years of economic crisis for Norway described
above and Abel’s parents would have not been able to feed their family that well. The
problems were not entirely political either for

[Abel’s] father was probably a drunkard and his mother was accused of having lax
morals.

Abel’s father was, however, important in the politics of Norway and, after Sweden
gained control of Norway in 1814, he was involved in writing a new constitution for
Norway as a member of the Storting, the Norwegian legislative body. In 1815 Abel
and his older brother were sent to the Cathedral School in Christiania. The founding
of the University of Christiania had taken away the good teachers from the Cathedral
School to staff the University when it opened for teaching in 1813. What had been a
good school was in a bad state when Abel arrived. Uninspired by the poor school, he
proved a rather ordinary pupil with some talent for mathematics and physics.

When a new mathematics teacher Bernt Holmboë joined the school in 1817 things
changed markedly for Abel. The previous mathematics teacher had been dismissed
for punishing a boy so severely that he had died. Abel began to study university level
mathematics texts and, within a year of Holmboë’s arrival, Abel was reading the works
of Euler, Newton, Lalande and d’Alembert. Holmboë was convinced that Abel had
great talent and encouraged him greatly taking him on to study the works of Lagrange
and Laplace. However, in 1820 tragedy struck Abel’s family when his father died.

Abel’s father had ended his political career in disgrace by making false charges
against his colleagues in the Storting after he was elected to the body again in 1818.
His habits of drinking to excess also contributed to his dismissal and the family was
therefore in the deepest trouble when he died. There was now no money to allow Abel
to complete his school education, nor money to allow him to study at university and,
in addition, Abel had the responsibility of supporting his mother and family.

Holmboë was able to help Abel gain a scholarship to remain at school and Abel
was able to enter the University of Christiania in 1821, ten years after the university
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was founded. Holmboë had raised money from his colleagues to enable Abel to study
at the university and he graduated in 1822. While in his final year at school, however,
Abel had begun working on the solution of quintic equations by radicals. He believed
that he had solved the quintic in 1821 and submitted a paper to the Danish mathema-
tician Ferdinand Degen, for publication by the Royal Society of Copenhagen. Degen
asked Abel to give a numerical example of his method and, while trying to provide
an example, Abel discovered the mistake in his paper. Degen had given Abel some
important advice that was to set him working on an area of mathematics,

... whose development would have the greatest consequences for analysis and me-
chanics. I refer to elliptic integrals. A serious investigator with suitable qualifications
for research of this kind would by no means be restricted to the many beautiful proper-
ties of these most remarkable functions, but could discover a Strait of Magellan leading
into wide expanses of a tremendous analytic ocean.

At the University of Christiania Abel found a supporter in the professor of astro-
nomy Christopher Hansteen, who provided both financial support and encouragement.
Hansteen’s wife began to care for Abel as if he was her own son. In 1823 Abel publi-
shed papers on functional equations and integrals in a new scientific journal started
up by Hansteen. In Abel’s third paper, Solutions of some problems by means of definite
integrals he gave the first solution of an integral equation.

Abel was given a small grant to visit Degen and other mathematicians in Copenha-
gen. While there he met Christine Kemp who shortly afterwards became his fiancée.
Returning to Christiania, Abel tried to get the University of Christiania to give him
a larger grant to enable him to visit the top mathematicians in Germany and France.
He did not speak French of German so, partly to save money, he was given funds to
remain in Christiania for two years to give him the chance to become fluent in these
languages before travelling. Abel began working again on quintic equations and, in
1824, he proved the impossibility of solving the general equation of the fifth degree
in radicals. He published the work in French and at his own expense since he wanted
an impressive piece of work to take with him when he was on his travels. As Ayoub
writes

He chose a pamphlet as the quickest way to get it into print, and in order to save
on the printing costs, he reduced the proof to fit on half a folio sheet [six pages].

By this time Abel seems to have known something of Ruffini’s work for he had
studied Cauchy’s work of 1815 while he was an undergraduate and in this paper there
is a reference to Ruffini’s work. Abel’s 1824 paper begins

Geometers have occupied themselves a great deal with the general solution of alge-
braic equations and several among them have sought to prove the impossibility. But, if
I am not mistaken, they have not succeeded up to the present.
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Abel sent this pamphlet to several mathematicians including Gauss, who he in-
tended to visit in Göttingen while on his travels. In August 1825 Abel was given a
scholarship from the Norwegian government to allow him to travel abroad and, af-
ter taking a month to settle his affairs, he set out for the Continent with four friends,
first visiting mathematicians in Norway and Denmark. On reaching Copenhagen, Abel
found that Degen had died and he changed his mind about taking Hansteen’s advice
to go directly to Paris, preferring not to travel alone and stay with his friends who
were going to Berlin. As he wrote in a later letter

Now I am so constituted that I cannot endure solitude. Alone, I am depressed, I get
cantankerous, and I have little inclination to work.

In Copenhagen Abel was given a letter of introduction to Crelle by one of the
mathematicians there. Abel met Crelle in Berlin and the two became firm friends.
This proved the most useful part of Abel’s whole trip, particularly as Crelle was about
to begin publishing a journal devoted to mathematical research. Abel was encouraged
by Crelle to write a clearer version of his work on the insolubility of the quintic and
this resulted in Recherches sur les fonctions elliptiques which was published in 1827
in the first volume of Crelle’s Journal, along with six other papers by Abel. While in
Berlin, Abel learnt that the position of professor of mathematics at the University
of Christiania, the only university in Norway, had been given to Holmboë. With no
prospects of a university post in Norway, Abel began to worry about his future.

Crelle’s Journal continued to be a source for Abel’s papers and Abel began to work
to establish mathematical analysis on a rigorous basis. He wrote to Holmboë from
Berlin:

My eyes have been opened in the most surprising manner. If you disregard the very
simplest cases, there is in all of mathematics not a single infinite series whose sum had
been rigorously determined. In other words, the most important parts of mathematics
stand without foundation. It is true that most of it is valid, but that is very surprising.
I struggle to find a reason for it, an exceedingly interesting problem.

It had been Abel’s intention to travel with Crelle to Paris and to visit Gauss in
Göttingen on the way. However, news got back to Abel that Gauss was not pleased to
receive his work on the insolubility of the quintic, so Abel decided that he would be
better not to go to Göttingen. It is uncertain why Gauss took this attitude towards
Abel’s work since he certainly never read it - the paper was found unopened after
Gauss’s death. Ayoub gives two possible reasons:

... the first possibility is that Gauss had proved the result himself and was willing
to let Abel take the credit. ... The other explanation is that he did not attach very much
importance to solvability by radicals...
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The second of these explanations does seem the more likely, especially since Gauss
had written in his thesis of 1801 that the algebraic solution of an equation was no
better than devising a symbol for the root of the equation and then saying that the
equation had a root equal to the symbol.

Crelle was detained in Berlin and could not travel with Abel to Paris. Abel there-
fore did not go directly to Paris, but chose to travel again with his Norwegian friends
to northern Italy before crossing the Alps to France. In Paris Abel was disappointed to
find there was little interest in his work. He wrote back to Holmboë:

The French are much more reserved with strangers than the Germans. It is extre-
mely difficult to gain their intimacy, and I do not dare to urge my pretensions as far
as that; finally every beginner had a great deal of difficulty getting noticed here. I have
just finished an extensive treatise on a certain class of transcendental functions to pre-
sent it to the Institute which will be done next Monday. I showed it to Mr Cauchy, but
he scarcely deigned to glance at it.

The contents and importance of this treatise by Abel is described,

It dealt with the sum of integrals of a given algebraic function. Abel’s theorem
states that any such sum can be expressed as a fixed number p of these integrals, with
integration arguments that are algebraic functions of the original arguments. The mi-
nimal number p is the genus of the algebraic function, and this is the first occurrence
of this fundamental quantity. Abel’s theorem is a vast generalisation of Euler’s relation
for elliptic integrals.

Two referees, Cauchy and Legendre, were appointed to referee the paper and Abel
remained in Paris for a few months,

... emaciated, gloomy, weary and constantly worried. He ... could only afford to eat
one meal a day.

He published some articles, mainly on the results he had already written for Cre-
lle’s Journal, then with no money left and his health in a very poor state, he returned
to Berlin at the end of 1826. In Berlin, Abel borrowed some money and continued
working on elliptic functions. He wrote a paper in which

... he radically transformed the theory of elliptic integrals to the theory of elliptic
functions by using their inverse functions ...

Crelle tried to persuade Abel to remain in Berlin until he could find an academic
post for him and he even offered Abel the editorship of Crelle’s Journal. However, Abel
wanted to get home and by this time he was heavily in debt. He reached Christiania
in May 1827 and was awarded a small amount of money by the university although
they made sure they had the right to deduct a corresponding amount from any future



MA
NU
AL
ES

UE
X

189

Aplicaciones de la teoría de Galois. Biografía de Abel. 6.4

salary he earned. To make a little more money Abel tutored schoolchildren and his
fiancée was employed as a governess to friends of Abel’s family in Froland.

Hansteen received a major grant to investigate the Earth’s magnetic field in Si-
beria and a replacement was needed to teach for him at the University and also at
the Military Academy. Abel was appointed to this post which improved his position a
little.

In 1828 Abel was shown a paper by Jacobi on transformations of elliptic integrals.
Abel quickly showed that Jacobi’s results were consequences of his own and added a
note to this effect to the second part of his major work on elliptic functions. He had
been working again on the algebraic solution of equations, with the aim of solving the
problem of which equations were soluble by radicals (the problem which Galois solved
a few years later). He put this to one side to compete with Jacobi in the theory of
elliptic functions, quickly writing several papers on the topic.

Legendre saw the new ideas in the papers which Abel and Jacobi were writing and
said

Through these works you two will be placed in the class of the foremost analysts of
our times.

Abel continued to pour out high quality mathematics as his health continued to
deteriorate. He spent the summer vacation of 1828 with his fiancée in Froland. The
masterpiece which he had submitted to the Paris Academy seemed to have been lost
and so he wrote the main result down again

The paper was only two brief pages, but of all his many works perhaps the most
poignant. He called it only “A theorem”: it had no introduction, contained no super-
fluous remarks, no applications. It was a monument resplendent in its simple lines -
the main theorem from his Paris memoir, formulated in few words.

Abel travelled by sled to visit his fiancée again in Froland for Christmas 1828. He
became seriously ill on the sled journey and despite an improvement which allowed
them to enjoy Christmas, he soon became very seriously ill again. Crelle was told and
he redoubled his efforts to obtain an appointment for Abel in Berlin. He succeeded and
wrote to Abel on the 8 April 1829 to tell him the good news. It was too late, Abel had
already died. Ore [3] describes his last few days:

... the weakness and cough increased and he could remain out of bed only the few
minutes while it was being made. Occasionally he would attempt to work on his mathe-
matics, but he could no longer write. Sometimes he lived in the past, talking about his
poverty and about Fru Hansteen’s goodness. Always he was kind and patient. ...

He endured his worst agony during the night of April 5. Towards morning he beca-
me more quiet and in the forenoon, at eleven o’clock, he expired his last sigh.
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After Abel’s death his Paris memoir was found by Cauchy in 1830 after much sear-
ching. It was printed in 1841 but rather remarkably vanished again and was not found
until 1952 when it turned up in Florence. Also after Abel’s death unpublished work on
the algebraic solution of equations was found. In fact in a letter Abel had written to
Crelle on 18 October 1828 he gave the theorem:

If every three roots of an irreducible equation of prime degree are related to one
another in such a way that one of them may be expressed rationally in terms of the
other two, then the equation is soluble in radicals.

This result is essentially identical to one given by Galois in his famous memoir of
1830. In this same year 1830 the Paris Academy awarded Abel and Jacobi the Grand
Prix for their outstanding work.

Article by: J.J. O’Connor and E.F. Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

6.5. Cuestionario
Recordemos que suponemos que los cuerpos considerados son de carac-

terística cero.

1. ¿Son las extensiones de Galois de grado primo, cíclicas?

2. ¿Son las extensiones de grado dos, extensiones de Galois cíclicas?

3. Dado 1+ p
2 ∈Q(

p
2), calcula R(1+ p

2,−1).

4. Sea k un cuerpo que contiene a las raíces 31-ésimas de la unidad y k ,→ K una
extensión de Galois de grado 31. ¿Es K = k( 31pa) para cierto a ∈ k?

5. Si k es un cuerpo de característica cero que contiene a las raíces 10-ésimas de
la unidad y k ,→ K es una extensión de Galois de grado 10. Entonces ¿k ,→ K es
una extensión por radicales?

6. ¿Es el cuerpo de descomposición de x5 −2 una extensión de Q por radicales?

7. Sea p(x)= x3+a1x2+a2x+a3 ∈ k[x] irreducible y α una raíz de p(x) ¿Es el grupo
de Galois de p(x) de orden 3 si y solo si k(α) es el cuerpo de descomposición de
p(x)?

8. ¿Cuáles son las raíces de x3+ px+ q? Haz un cambio de variable y= x+a conve-
niente para que la cúbica x3+a1x2+a2x+a3 sea de la forma de la cúbica anterior.
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9. Calcula la cúbica resolvente de la cuártica.

10. Si p(x) es una cuártica de grupo de Galois S4 ¿Es el grupo de Galois de su cúbica
resolvente isomorfo a S3?

11. Sea K = k(x1, . . . , x4) el cuerpo descomposición del polinomio general de grado 4
y H = 〈(1,2,3)〉 ⊂ S4. Prueba que el grado de la k-extensión KH es 23 y que la
envolvente de Galois de KH es K , que es de grado 24. Prueba que KH no es una
extensión por radicales cuadráticos.

12. ¿Cuáles de las siguientes Q-extensiones son extensiones de Q por radicales cua-
dráticos?: Q[ 4p2], Q[ 3p2] y Q[

p
2 · p5 · p7+

√p
5+1].

13. ¿Cuáles de las siguientes Q-extensiones son extensiones de Q por radicales cua-
dráticos?: Q(e2πi/3), Q(e2πi/7) y Q(e2πi/15).

14. Sea P = {0,1}. ¿Pertenecen, 33, i y 33+ i al conjunto de puntos construidos con
regla y compás a partir de P?

15. Dibuja con regla y compás
2p1+5i

3 , a partir de P= {0,1}.

16. ¿Es constructible 3p2 con regla y compás a partir de P= {0,1}?

17. ¿Es constructible
2
√

8+ 3p2p
5+ 3p2

con regla y compás a partir de P= {0,1, 3p2}?

18. Dado un heptágono regular ¿Se puede construir con regla y compás un polígono
regular de 56 lados?

19. Dado un heptágono regular ¿Se puede construir con regla y compás un polígono
regular de 168 lados?

20. Dibuja con regla y compás un decágono.

6.6. Problemas
1. Teorema 90 de Hilbert multiplicativo: Sea k → K una extensión cíclica de grado

n y grupo G =<σ>, y sea α ∈ K . Prueba que

N(α)= 1⇔α= β

σ(β)
, para cierto β ∈ K .
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2. Prueba que un número complejo z ∈C es de módulo 1 si y solo existe otro número
complejo z′ de modo que z = z′/z′.

3. Teorema 90 de Hilbert aditivo: Sea k → K una extensión cíclica de grado n de
grupo G = 〈σ〉, y sea α ∈ K . Prueba que

Tr(α)= 0⇔α=σ(β)−β, para cierto β ∈ K .

4. Prueba que si K y K ′ son k-extensiones por radicales entonces todo compuesto
K ·K ′ es una extensión por radicales.

5. Prueba que si k ,→ K es una extensión finita separable por radicales, entonces la
envolvente de Galois es una extensión por radicales.

6. Sea p(x) = x3 +a1x2 +a2x+a3 ∈ C(a1,a2,a3)[x] el polinomio general de grado 3.
¿Es C(a1,a2,a3) ,→C(a1,a2,a3)[x]/(p(x))=: K una extensión por radicales? ¿Es la
envolvente de Galois de K una extensión por radicales?

7. Determinar el grupo de Galois de la cúbica x3 +2x+1 sobre el cuerpo Q(e2πi/7).

8. Si el discriminante de una cúbica p(x) ∈ k[x] (no necesariamente irreducible) es
un cuadrado en k, prueba que el grupo de Galois G de p(x) sobre k es G = A3 ó
G = {1} .

9. Sea K una extensión de Q. Prueba que x3 −3x+1 es irreducible en K[x] o tiene
todas sus raíces en K . (Indicación: El discriminante es ∆= 92).

10. Si el grupo de Galois sobre Q de una cúbica es A3, prueba que tiene tres raíces
reales.

11. Una ecuación cúbica con coeficientes reales tiene una única raíz real cuando el
discriminante es negativo, y tiene todas sus raíces reales cuando el discriminan-
te es positivo.

12. Si ∆ es el discriminante de una cúbica irreducible con coeficientes racionales,
prueba que su cuerpo de descomposición es Q(

p
∆ ,α) donde α es cualquier raíz

compleja.

13. Estudia el grupo de Galois de una cúbica binómica x3 −a sobre un cuerpo k de
característica 0, según que las raíces cúbicas de la unidad estén o no en k.

14. Calcula el grupo de Galois de la cúbica binómica genérica x3−a sobre los núme-
ros racionales (i.e., sobre el cuerpo Q(a) de funciones racionales en una indeter-
minada). ¿Y sobre el cuerpo de los números complejos?
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15. El grupo de Galois sobre Q de una ecuación bicuadrada irreducible x4 +ax2 + b
es

a) El grupo de Klein K4 si b es un cuadrado.

b) El grupo cíclico C4 si b no es un cuadrado, pero a2b−4b2 sí lo es.

c) El grupo diédrico D4 en cualquier otro caso.

16. Sea α una raíz de una cuártica irreducible p(x) ∈Q[x]. Demostrar que no existen
cuerpos intermedios propios entre Q y Q(α) si y solo si el grupo de Galois de p(x)
es el grupo simétrico S4 o el grupo alternado A4.

17. Si una cuártica irreducible tiene exactamente dos raíces reales, prueba que su
grupo de Galois sobre Q es el grupo simétrico S4 o el diédrico D4.

18. El grupo de Galois sobre Q de una recíproca irreducible x4+ax3+bx2+ax+1 es

a) El grupo de Klein K4 si b2 +4b+4−4a2 es un cuadrado.

b) El grupo cíclico C4 cuando b2 +4b+4−4a2 no es un cuadrado, pero sí lo es
(b2 +4b+4−4a2)(a2 −4b+8).

c) El grupo diédrico D4 en cualquier otro caso.

19. Calcula el grupo de Galois de la cuártica bicuadrada genérica x4 +ax2 + b sobre
los números racionales.

20. Calcula el grupo de Galois de la cuártica recíproca genérica x4+ax3+bx2+ax+1
sobre los números racionales.

21. Sea G el grupo de Galois de una cuártica separable p4(x) con coeficientes en un
cuerpo k. Si p4(x) no es irreducible en k[x], prueba las siguientes afirmaciones:

a) Si p4(x) tiene más de dos raíces en k, entonces G = {Id}.

b) Si p4(x) tiene dos raíces en k, entonces G = S2 = {Id, (1,2)}.

c) p4(x) tiene una única raíz en k, entonces G = A3 ó G = S3, según que el
discriminante de p4(x) sea un cuadrado en k o no lo sea.

d) Si p4(x) no tiene raíces en k, entonces G = {Id, (1,2)(3,4)} ó

G = {Id, (1,2), (3,4), (1,2)(3,4)}

22. Calcula el grupo de Galois sobre Q de las cuárticas: x4 − 4x2 + 2, x4 + 6x2 + 1,
x4 − 3x + 1, 2x4 + x3 − x2 + 2x − 1, x4 + 1, 12x4 + 8x2 + 1, x4 − 3x3 + 4x2 − 2x + 1,
x4 −3x3 −3x2 +10x−3.
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23. Halla una cuártica con coeficientes racionales cuyo grupo de Galois sea G =
{Id, (1,2)(3,4)} y otra cuyo grupo de Galois sea G = {Id, (1,2), (3,4), (1,2)(3,4)}.

24. Sea p(x) ∈ k[x] un polinomio irreducible de grado p primo. Prueba que p(x) es
resoluble por radicales si y solo si el cuerpo de descomposición de p(x) está gene-
rado k-algebraicamente por dos raíces (usa los problemas 58 y 59 del cap. I).

25. Sea Q[e
2πi
5 ] ,→ K una extensión de Galois de grupo G. Prueba que si |G| = 5n,

entonces todo elemento α ∈ K , se puede expresar utilizando los símbolos +, ·, 5p
y elementos de Q[e

2πi
5 ].

26. Determina si las raíces de la unidad e
2πi
7 , e

2πi
8 , e

2πi
9 , e

2πi
10 , e

2πi
11 , e

2πi
12 , e

2πi
13 , e

2πi
14 , e

2πi
15

y e
2πi
16 son irracionales cuadráticos sobre Q.

27. Determina si
p

2+ 3p3, 4p2 y 5p2 son irracionales cuadráticos sobre Q.

28. ¿Puede construirse con regla y compás el ángulo de un grado (a partir de P =
{0,1})?

29. Dibuja con regla y compás las tangentes a una circunferencia desde un punto
exterior.

30. Supongamos que tenemos una cuerda (con la que podemos trazar la recta que
pasa por dos puntos, medir la longitud de un arco de circunferencia, dibujar la
circunferencia centrada en un punto y radio la distancia entre dos puntos, etc).
¿Es posible la cuadratura del círculo?¿Es posible la trisección de un ángulo?¿Es
posible construir el ángulo de un grado?
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Solución de los problemas del capítulo primero
P1. a. ⇒ b.) φ(g1 · g2) = (g1 · g2)−1 = g−1

2 · g−1
1 = g−1

1 · g−1
2 = φ(g1) ·φ(g2). b. ⇒ a.) g−1

1 ·
g−1

2 =φ(g1) ·φ(g2)=φ(g1 · g2)= (g1 · g2)−1 = g−1
2 · g−1

1 , luego G es conmutativo.

a. ⇒ c.) φ(g1 g2) = (g1 g2)2 = g1 g2 g1 g2 = g2
1 g2

2 = φ(g1)φ(g2). c. ⇒ a.) g1 g2 g1 g2 =
g2

1 g2
2, luego g2 g1 = g1 g2.

a. ⇒ d.) φ((g1, g2) · (g′
1, g′

2))= g1 g′
1 g2 g′

2 = g1 g2 g′
1 g′

2 = .φ((g1, g2))φ((g′
1, g′

2)).

d. ⇒ a.) g1 g′
1 g2 g′

2 = g1 g2 g′
1 g′

2, luego g′
1 g2 = g2 g′

1.

P2. Lg es una aplicación biyectiva porque su inversa es Lg−1 . Como

Lgg′(h)= gg′h = Lg(Lg′(h))= (Lg ◦Lg′)(h),

entonces Lgg′ = Lg ◦Lg′ y la aplicación definida es un morfismo de grupos. Si
Lg = Id, entonces g = Lg(1) = Id(1) = 1, luego el morfismo de grupos definido es
inyectivo.

P3. Son comprobaciones sencillas.

P4. Si h1,h2 ∈ N(H) entonces τh1h2(H) = τh1(τh2(H)) = τh1(H) = H y h1h2 ∈ N(H).
Si h ∈ N(H), entonces τh(H) = H, luego τh−1(H) = τ−1

h (H) = H y h−1 ∈ N(H). En
conclusión, N(H) es grupo. H ⊆ H′ ⊆ G es normal en H′, si y solo si para todo
h ∈ H′, hHh−1 = H, por tanto H′ ⊆ N(H) y N(H) es el mayor subgrupo de G que
contiene a H como subgrupo normal. Si φ : G →G′ es un isomorfismo de grupos y
H es normal en H′ ⊆G entonces φ(H) es normal en φ(H′). Por tanto, φ(N(H)) =
N(φ(H)). En particular, aN(H)a−1 = τa(N(H))= N(τa(H))= N(aHa−1).

P5. G/H = {1̄, ḡ}, para todo g ∉ H. Entonces, G = H
∐

gH, para todo g ∉ H. Luego,
H g ⊆ gH, para todo g ∉ H. Por tanto, g−1H g ⊆ H, para toda g ∈G y H es normal
en G.
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P6. El automorfismo de G conjugar por g ∈G, τg es igual al automorfismo identidad
si y solo si τg(t)= t, para todo t ∈G, es decir, si y solo si gtg−1 = t, que equivale a
que gt = tg, para todo t ∈G. En conclusión, τg = Id ⇐⇒ g ∈ Z(G), luego el núcleo
del morfismo de grupos G →Autgr(G) que define la conjugación es el centro Z(G)
del grupo G.

Si G/Z(G) = 〈 ḡ〉 entonces dados t, t′ ∈ G, tenemos que t = gnz y t′ = gmz′ (para
ciertos n,m ∈ Z y z, z′ ∈ Z(G)). Por tanto, tt′ = gnzgmz′ = gn gmzz′ = gn+mzz′ y
t′t = gmz′gnz = gm gnz′z = gn+mzz′, luego tt′ = t′t y G es conmutativo.

P7. Sea H el máximo subgrupo incluido estrictamente en G. Sea t ∈G, t ∉ H. Enton-
ces, como 〈t〉 ⊈ H, tendremos que H ⊂

,
〈t〉, luego G = 〈t〉. Por tanto, G ≃ Z/nZ. Si

n = r · s con r y s primos entre sí, entonces G ≃Z/rZ×Z/sZ, que tiene subgrupos
incomparables: 0×Z/sZ y Z/rZ×0. Por tanto, G ≃ Z/pnZ. (Observemos que los
subgrupos de Z/pnZ, que son 〈pi〉, y no existen pares incomparables).

P8. Buscamos el número natural r , 0 mínimo tal que (gm)r = 1. Es decir, r mínimo
tal que mr sea múltiplo de n. Sea d = m.c.d.(n,m). Entonces, m = ds y n = ds′

con s y s′ primos entre sí. Luego, r = s′ = n/d.

De otro modo: Podemos suponer que G =Z/nZ y gm = m̄. Entonces, 〈m̄〉 =Zm+Zn =
〈m.c.d.(n,m)〉 ⊂Z/nZ, que es de orden n/m.c.d.(n,m).

P9. Por el teorema de Lagrange no puede haber más subgrupos de G que G y el
trivial {1}. Por tanto, el subgrupo generado por cualquier elemento distinto de 1
es igual a G.

P10. Dado g ∈G, g, 1, el subgrupo generado 〈g〉 ha de ser G. Por tanto, G es cíclico y
no es Z porque éste contiene subgrupos propios. Luego, G ≃Z/nZ, para n > 0. Si
n no es primo, sea d > 1 un divisor de n. Entonces, 〈d̄〉 es un subgrupo propio de
Z/nZ (de orden n/d). Luego, n ha de ser primo.

P11. Observemos que g2 = 1 si y solo si g = g−1. Si g , g−1, para toda g ∈ G\{1},
entonces G es la unión disjunta de parejas {g, g−1} junto con {1} y su orden sería
impar, lo que contradice las hipótesis.

P12. Dado g ∈G, el subgrupo generado por g ha de ser finito, porque si no es isomorfo
a Z, que contiene un número infinito de subgrupos. El conjunto de los subgrupos
de G generados por un solo elemento (subgrupos cíclicos), es finito digamos que
son {〈g1〉, . . . ,〈gr〉}. Dado g ∈G, para algún i, 〈g〉 = 〈g i〉. Por tanto, ∪r

i=1〈g i〉 =G y
G es finito.
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P13. Observemos que g1H g−1
1 = g2H g−1

2 ⇐⇒ (g−1
1 g2)H(g−1

1 g2)−1 = H ⇐⇒ g−
1 1g∈

2N(H)
⇐⇒ ḡ1 = ḡ2 ∈ G/N(H). Por tanto, el número de conjugados distintos de H es
|G/N(H)|. Como no son disjuntos tenemos que el orden de la unión de todos los
conjugados de H es menor estricto que |G/N(H)||H| ≤ |G/H||H| = |G|, luego existe
algún elemento de G que no está contenido en ninguno de los subgrupos conju-
gados de H.

P14. Sea σ ∈ Sn, σ , Id. Sea a1 tal que a2 := σ(a1) , a1. Sea a3 , a1,a2 y τ = (a2,a3).
Entonces, τστ−1(a1) = a3, luego τστ−1 , σ y σ ∉ Z(G). En conclusión, el centro
del grupo simétrico Sn es trivial cuando n ≥ 3.

P15. a) Sn−1 es el subgrupo de Sn formado por las permutaciones que dejan fijo a n.
Luego, σSn−1σ

−1 es el subgrupo de Sn formado por las permutaciones que dejan
fijo a σ(n). Por tanto, ∩

σ∈Sn
σSn−1σ

−1 es el subgrupo de las permutaciones que

dejan fijo a {1, . . . ,n}, es decir, {Id}.

b) Podemos suponer n > 2. Supongamos que Sn−1 ⊂
,

H. Sea σ ∈ H\Sn−1. Enton-

ces, σ(n), n. Podemos suponer que σ(n)= 1. Entonces, σSn−1σ
−1 es el subgrupo

de las permutaciones que dejan fijo 1 y está incluido en H. Por lo tanto, (i, j) ∈ H,
si (i, j) , (1,n) y (1,n) = (1,2)(2,n)(1,2) ∈ H. Luego, H = Sn y llegamos a contra-
dicción.

P16. El núcleo del epimorfismo de grupos π : H ⋊K → H · K , π((h,k)) = hk, son las
parejas (h,k) tales que hk = 1, luego k = h−1 ∈ H ∩K . Luego, Kerπ = {(h,h−1),
h ∈ H∩K}. Además, la aplicación H∩K → Kerπ, λ 7→ (λ−1,λ) es un isomorfismo
de grupos. Por el teorema de isomorfía (H⋊K)/H∩K ≃ H ·K .

P17. Si existe un elemento de orden 8 entonces el grupo es cíclico luego abeliano. Si
g2 = 1 para todo g entonces el grupo es abeliano. Luego existe un elemento g1 de
orden 4. Como H = 〈g1〉 es un subgrupo de G de índice dos, entonces es normal.
Si g′ ∉ H y es de orden 2, entonces

G = H⋊ 〈g′〉 ≃Z/4Z⋊Z/2Z≃ D4.

Entonces, podemos suponer que no existe más elemento de orden 2 en G, que
z = g2

1. Luego existen 6 elementos de orden 4. Sea g′ un elemento de orden 4 no
perteneciente a H. Sea H′ = 〈g′〉. Obviamente G = H ·H′ y H∩H′ = 〈z〉. Observe-
mos que como G no es conmutativo y H es normal, entonces g′g1 g′−1 = g−1

1 . Por
el problema 16, G ≃ (H⋊H′)/H∩H′ y ha de ser isomorfo a Q.

P18. Consideremos la inclusión obvia S3 ,→ S4. Es claro que S3 ∩K4 = {Id}, luego el
morfismo S3 → S4/K4, σ 7→ σ̄ es inyectivo y por órdenes ha de ser un isomorfismo.K4
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es un subrupo normal de S4 y K4 ∩S3 = {Id}, luego K4⋊S3 es un subrupo de S4;
y son iguales porque tienen el mismo orden.

P19. H ∩ s(G/H) = {1}, porque si s( ḡ) ∈ H ∩ s(G/H), entonces ḡ = π(s( ḡ)) = 1̄ y s( ḡ) = 1.
Además, H · s(G/H) = G, porque dado g tenemos que g · s( ḡ).−1 = h ∈ H, luego
g = h · s( ḡ). Por tanto, H⋊ s(G/H)=G.

P20. Ker r∩H = {1}, porque dado h ∈Ker r∩H, tenemos que h = r(h)= 1. Ker r⋊H =G,
porque dado g ∈ G, tenemos que g · r(g)−1 ∈ Ker r (ya que r(r(g)) = r(g)), luego
g = (g · r(g)−1) · r(g) ∈Ker r⋊H.

P21. Dado un morfismo de grupos φ : G → Biy(X ) definimos la operación de G en X :
g∗x :=φ(g)(x). Dada una operación ∗ de G en X , definimos el morfismo de grupos
G →Biy(X ), g 7→ Lg, donde Lg(x)= g∗ x.

P22. Se tiene que g′ ∈ Ix′ ⇐⇒ g′ · x′ = x′ ⇐⇒ g′ · g · x = g · x ⇐⇒ g−1 · g′ · g · x = x ⇐⇒
g−1 · g′ · g ∈ Ix ⇐⇒ g′ ∈ g · Ix · g−1. Es decir, Ix′ = g · Ix · g−1.

P23. S4 ∗ (x1x3 + x2x4) = {x1x3 + x2x4, x1x2 + x3x4, x1x4 + x2x3}. D4 ⊆ Ix1x3+x2x4 y son
iguales porque |G/D4| = 3= S4/Ix1x3+x2x4 .

P24. (1∗ f )(x)= f (1−1 ∗ x)= f (x), y

((gg′)∗ f )(x)= f ((g′−1 g−1)∗x)= f (g′−1∗(g−1∗x))= (g′∗ f )(g−1∗x)= (g∗(g′∗ f ))(x).

Aplic(X ,Y )G = { f : X → Y : f (g ∗ x) = f (x), ∀g, ∀x}, la aplicación inversa de la
aplicación Aplic(X ,Y )G → Aplic(X /G,Y ), f 7→ f̃ , donde f̃ (x̄) := f (x) es la aplica-
ción Aplic(X /G,Y )→Aplic(X ,Y )G , f̃ 7→ f , donde f (x) := f̃ (x̄).

P25. φ(G · x) = G ·φ(x). El endomorfismo de una órbita es un epimorfismo luego es
biyectivo, luego es un automorfismo.

P26. Si φ : G/H →G/K es un isomorfismo de G-conjuntos, entonces el grupo de isotro-
pía de 1̄ ∈G/H, que es H, ha de ser igual al grupo de isotropía de φ(1̄)= ḡ ∈G/K ,
que es gK g−1. Es decir, H = gK g−1. Recíprocamente, si H = gK g−1, entonces
φ : G/H →G/K , φ(t̄) := tg es un isomorfismo de G-conjuntos.

P27. Denotemos g∗ g′ = g′g−1. Entonces i(gg′)= (gg′)−1 = g′−1 g−1 = g∗ i(g′).

P28. Es inyectiva: Si f (1̄) = f ′(1̄), entonces f ( ḡ) = g · f (1̄) = g · f ′(1̄) = f ′( ḡ), es decir,
f = f ′.

Es epiyectiva: Dado x ∈ X H definamos f ∈HomG(G/H, X ) como sigue f ( ḡ) := g ·x.
Entonces, f está bien definida y f (1̄)= x.
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P29. Todo automorfismo de G-conjuntos φ : G/H → G/H, está determinado por φ(1̄),
ya que φ(t̄)=φ(t · 1̄)= t ·φ(1̄). Tenemos, pues, una aplicación inyectiva

AutG(G/H)
F
,→G/H, φ 7→φ(1̄).

Veamos ahora cuándo φ : G/H → G/H, t̄ 7→ t · ḡ es un morfismo bien definido de
G-conjuntos: tiene que cumplirse que t·H · ḡ = t· ḡ, es decir, H · ḡ = ḡ, que equivale
a decir que H gH ⊆ gH, que equivale a g−1H g ⊆ H. Si además φ es un automor-
fismo entonces φ−1(1̄) = g−1, que estará bien definido si gH g−1 ⊆ H. En conclu-
sión, φ es un automorfismo de G-conjuntos (bien definido) si y solo si g ∈ N(H),
que equivale a decir que ḡ ∈ N(H)/H. La aplicación AutG(G/H) → N(H)/H, φ 7→
F(φ−1) es un isomorfismo de grupos.

P30. En la solución del problema 13 hemos visto que el número de subgrupos conju-
gados de H es #(G/N(H)).

P31. H es normal en G si y solo si N(H) = G, es decir, N(H)/H = G/H, que equivale
a que (G/H)H = G/H, donde H opera por traslaciones a la izquierda en G/H, es
decir, el morfismo φ : H → Biy(G/H), φ(h) (donde φ(h)(t̄) = h · t̄ = ht) es constan-
temente la Id.

Sea |G| = pn1
1 · · · pnr

r , con pi primos y p1 < ·· · < pr. Como Imφ es un subgrupo
del subgrupo de Biy(G/H) formado por las biyecciones que dejan fijo 1̄, entonces
|Imφ| divide a (p1 −1)! Además, |Imφ| divide a |H| (luego a |G|), porque es un
cociente suyo. Luego, |Imφ| = 1.

P32. Sea H un p-subgrupo de Sylow. Consideremos la acción de G en G/H por trasla-
ciones por la izquierda. Entonces, (G/H)G = ;, salvo que G/H = {1̄}. Entonces, o
G es un p-grupo, o bien

|G/H| ≡ 0 mód p

y esta igualdad es imposible (pues |G/H| = |G|/|H| es primo con p).

P33. Z(G) ⊂G es no trivial por la proposición 1.8.15, luego G/Z(G) es de orden 1 o p.
En cualquier caso G/Z(G) es cíclico y, por el problema 6 G es abeliano.

P34. Sea H un subgrupo normal de orden p de un p-grupo G. Consideremos la ac-
ción por conjugación de G en H. Entonces, p = |H| ≡ |HG | (módulo p) y HG = H
(observemos que 1 ∈ HG). Por tanto, H ⊆ Z(G).

P35. Consideremos la acción por conjugación de G en H. Como 1 ∈ HG , entonces
|HG | , 0. Además, pi = |H| ≡ |HG | (módulo p). Entonces, H ∩ Z(G) = HG no es
trivial.
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P36. |Z(G)|, p2 porque en tal caso G/Z(G) es cíclico y G sería abeliano. Luego, |Z(G)| =
p. Por el problema 35, se concluye.

P37. Hagamos operar H en G/H por traslaciones a la izquierda. Entonces, |N(H)/H| =
|(G/H)H | = |G/H| mód p = 0 mód p, luego |N(H)/H|, 1.

P38. Por el teorema de Cauchy existen elementos de orden 3 en el subgrupo G de
orden 6, que podemos decir que es (1,2,3) (tomando en vez del subgrupo consi-
derado un conjugado suyo). Como 〈(1,2,3)〉 es de índice 2 en G, ha de ser normal
en G. Ahora bien, NA4(〈(1,2,3)〉) = 〈(1,2,3)〉, luego NG(〈(1,2,3)〉) = 〈(1,2,3)〉, con-
tradicción.

P39. Los 3-subgrupos de Sylow de S3 son {〈(1,2,3)〉}, los 2-subgrupos de Sylow de S3
son

{〈(1,2)〉,〈(2,3)〉,〈(1,3)〉}.
Los 3-subgrupos de Sylow de S4 son {〈(1,2,3)〉,〈(1,2,4)〉,〈(1,3,4)〉,〈(2,3,4)〉}. Los
2-subgrupos de Sylow de S4, que son 3, son

{〈(1,2,3,4), (1,3)〉,〈(1,3,2,4), (1,2)〉,〈(1,2,4,3), (1,4)〉}.

Los 5-subgrupos de Sylow de S5, que son 6, son

{〈(1,2,3,4,5)〉,〈(1,2,3,5,4)〉,〈(1,2,4,3,5)〉,〈(1,2,4,5,3)〉,〈(1,2,5,3,4)〉,〈(1,2,5,4,3)〉}
Los 3-subgrupos de Sylow de S5, que son 10, son

{〈(1,2,3)〉,〈(1,2,4)〉,〈(1,2,5)〉,〈(1,3,4)〉,〈(1,3,5)〉,
〈(1,4,5)〉,〈(2,3,4)〉,〈(2,3,5)〉,〈(2,4,5)〉,〈(3,4,5)〉}

Los 2-subgrupos de Sylow de S5, son 15: para cada S4 le corresponden 3 2-
subgrupos de Sylow.

P40. El único subgrupo normal propio de S3 es A3 = 〈(1,2,3)〉, porque si el subgrupo
contiene un dos ciclo, los contiene todos, luego es S3.

Si el subgrupo normal de S4 contiene un dos ciclo entonces ha de ser S4. Si con-
tiene, a un producto de dos ciclos disjuntos entonces contiene al grupo de Klein,
K4. Observemos que S4/K4 ≃ S3, que contiene un único subgrupo normal. Luego,
en este caso el subgrupo es K4 ó A4. Si el grupo no contiene ningún elemento de
orden 2, entonces su orden ha de ser primo con 2, es decir, es de orden 3, ha de
ser el grupo generado por un tres ciclo, que no es normal.

El único subgrupo normal propio de A4 es el grupo de Klein.
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P41. G contiene un p-subgrupo de Sylow. Basta ver que todo grupo G de orden pn

contiene un grupo de orden pi (con i ≤ n). Z(G) es un subgrupo propio, abeliano,
entonces contiene un subgrupo H de orden p, que es normal en G. Por inducción
sobre n, G/H contiene un subgrupo, F, de orden pi−1. Si π : G → G/H es el mor-
fismo de paso al cociente, entonces π−1(F) es el subgrupo de orden pi buscado.

P42. El número n de subgrupos de orden 25 es justamente el número de 5-subgrupos
de Sylow. Sabemos que n divide a 4 y n ≡ 1 mód 5, luego n = 1. Por tanto, solo
hay un 5-subgrupo de Sylow, luego es normal.

P43. Léase la demostración del primer teorema de Sylow, teorema 1.9.3.

P44. H está contenido en un p-subgrupo de Sylow. Conjugando obtenemos que H está
contenido en todos los p-subgrupos de Sylow de G.

P45. Observemos que sgrs = g−r. Por tanto, s(sgr)s = sg−r y g(sgr)g−1 = sgr−2. Luego,
si n es impar Z(Dn)= {1} y si n es par Z(Dn)= 〈gn/2〉.
Observemos que (sgr)2 = 1. Por tanto, los elementos de orden n son los genera-
dores de 〈g〉 =Z/nZ. Además, sgr opera por conjugación en 〈g〉 =Z/nZ multipli-
cando por −1 (igual que s). En conclusión,

Z/nZ⋊ (Z/nZ)∗ =Autgr(Dn), (r̄, s̄s) 7→ F(r̄,s̄), donde F(ā,b̄)(s) := sga y F(ā,b̄)(g) := gb

y definimos (ā, b̄)∗ (ū, v̄)= (ā+ b̄ · ū, b̄ · v̄).

P46. Sea |G| = 2p. El número de p-subgrupos de Sylow divide a 2 y es congruente
con 1 mód p. Luego solo hay un p-subgrupo de Sylow y es normal. Sea H el
p-grupo de Sylow, que es de orden p, luego es cíclico. H = 〈g〉, gp = 1. Sea s
un elemento de orden 2. Obviamente, H ∩ 〈s〉 = {1}. Por tanto, H · 〈s〉 = G. Si
s conmuta con g, entonces G sería abeliano y llegaríamos a contradicción. Por
tanto, el automorfismo de H =Z/pZ, conjugar por s, ha de ser de orden 2, luego es
multiplicar por un invertible de Z/pZ que al cuadrado es 1, luego es multiplicar
por −1. En conclusión, sgs = g−1 y el grupo es isomorfo a Dp.

P47. a) Podemos suponer que p < q. Entonces el número de q-subgrupos de Sylow
divide a p y es congruente con 1 mód q, luego solo hay uno y es normal. Si q
no es congruente con 1 módulo p, entonces solo hay un p-subgrupo de Sylow, y
resulta ser normal. Si H es el p-subgrupo de Sylow y H′ el q-subgrupo de Sylow,
tenemos que G = H×H′ =Z/pZ×Z/qZ=Z/pqZ.

b) Si q < p, entonces el p-subgrupo de Sylow es normal. Supongamos p < q. Si
el q-subgrupo de Sylow no es normal, entonces hay p2 q-subgrupos de Sylow
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y p2 ≡ 1 mód q. Por tanto, existen p2 · (q− 1) elementos de orden q. Luego el
complementario de estos elementos ha de ser el único p-subgrupo de Sylow, que
es por tanto normal.

c) Si q < p, entonces el p-subgrupo de Sylow es normal. Supongamos p < q. Si el
q-subgrupo de Sylow no es normal, entonces hay dos casos que considerar:

1. Hay p2 q-subgrupos de Sylow y p2 ≡ 1 mód q. Por tanto, p2−1= (p−1)(p+1)
es divisible por q. Luego, q = p+1. El único caso posible es p = 2 y q = 3. Si un 2-
subgrupo de Sylow no es normal, entonces hay 3 2-subgrupos de Sylow. G opera
sobre el conjunto de los 2-subgrupos de Sylow, es decir, tenemos un morfismo
G → S3. El núcleo de este morfismo es el subgrupo normal buscado.

2. Hay p3 q-subgrupos de Sylow. Luego el número de elementos de orden q es
igual a p3(q−1) = p3q− p3. Luego, solo existe un p-subgrupo de Sylow, y éste
será normal.

d) Podemos suponer que q < p. El número de p-subgrupos de Sylow es 1 o q2.
Si es 1, el p-subgrupo de Sylow es normal. Supongamos que es q2. Sean H y H′

dos p-subgrupos de Sylow distintos. Si H ∩H′ , {1}, entonces NG(H ∩H′) es un
subgrupo que contiene a H y H′, luego o es de orden p2q2 (entonces H ∩H′ es
normal en G) o de orden p2q, luego NG(H∩H′) es normal en G. Si H∩H′ = {1},
para todo H y H′, entonces el orden de la unión de todos los p-subgrupos de
Sylow es 1+(p2−1)q2 = p2q2−q2+1. Por tanto, solo puede haber un q-subgrgupo
de Sylow, que será normal en G.

P48. Si H es un p-grupo de orden pn, con n > 1, entonces existen subgrupos de orden
pn−1 y éstos son normales. Luego los grupos de orden pn, pq, p2q, p3q, p2q2

(n > 1, p, q primos distintos) no son simples. Si |G| = 2·3·5 y G es simple entonces
el número de 3-subgrupos de Sylow es 10 (luego hay 20 elementos de orden 3)
y el número de 5-subgrupos de Sylow es 6 (luego hay 24 elementos de orden 5),
pero 20+24> 30 y llegamos a contradicción. Si |G| = 2 ·3 ·7, entonces solo hay un
7-subgrupo de Sylow, luego es normal.

P54. Si son de orden primo, son cíclicos luego resolubles. Si no son de orden primo con-
tienen algún subgrupo normal propio. Por inducción sobre el orden, el subgrupo
normal y el conúcleo son resolubles, luego el grupo es resoluble.

P49. Si H es un grupo de orden 15 entonces es cíclico por el problema 47 a). Por tanto,
contiene un elemento de orden 15. En S7 no existe ningún elemento de orden
15, porque ninguna permutación se puede escribir como producto de 5-ciclos y
3-ciclos disjuntos.
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P50. Sea |G| = pn1
1 · · · pnr

r la descomposición de |G| como producto de potencias de pri-
mos. Los pi-subgrupos de Sylow, Hi, son normales. Luego, H1 · · ·Hr es un subgru-
po de G y H1 · · ·Hr = H1×·· ·×Hr (procédase por inducción sobre r). Por órdenes,
G = H1 ×·· ·×Hr.

P51. Sea |G| = pn1
1 · · · pnr

r la descomposición de |G| como producto de potencias de pri-
mos. Los pi-subgrupos de Sylow, Hi, son normales. Luego, G = H1×·· ·×Hr. Como
cada Hi es resoluble, G es resoluble.

P52. Los grupos de orden 1,2,3,5,7 son cíclicos. Si |G| = 4, entonces G es conmutativo
por el problema 33. Entonces, G =Z/4Z ó Z/2Z×Z/2Z.

Si |G| = 6, entonces el 3-subgrupo H3 = Z/3Z de Sylow es normal. Sea H2 =
Z/2Z = 〈σ〉 un 2-subgrupo de Sylow. H2 opera en Z/3Z por conjugación. Si la
acción es trivial entonces G =Z/3Z×Z/2Z. Si no, σ opera multiplicando por −1,
en este caso G =Z/3Z⋊Z/2Z= D3.

Si |G| = 8, entonces si es conmutativo es isomorfo a Z/8Z, Z/4Z×Z/2Z ó Z/2Z×
Z/2Z×Z/2Z. Si no es conmutativo existe un elemento, g de orden 4. Entonces,
〈g〉 = Z/4Z es de índice 2, luego es normal. Si existe un elemento, s, de orden 2
no contenido en 〈g〉. La operación por conjugación de s en 〈g〉 =Z/4Z ha de ser la
multiplicación por −1, luego

G = 〈g〉⋊Z/2Z= D4

Si no existe un elemento, de orden 2 fuera de 〈g〉, entonces G contiene 6 ele-
mentos de orden 4, 1 de orden 2 (s2) y el elemento neutro. Sea s′ ∉ 〈s〉. Entonces,
s′ es de orden 4, 〈s〉∩ 〈s′〉 = 〈s2 = s′2〉 y s′ opera por conjugación en 〈g〉 = Z/4Z
multiplicando por −1. Entonces, G es isomorfo a Z/4Z⋊Z/4Z (donde (0, 1̄) opera
en el primer factor multiplicando por −1) cociente el subgrupo normal 〈(2̄, 2̄)〉. (G
resulta ser el subgrupo multiplicativo del álgebra de los cuaterniones formado
por {1,−1, i,−i, j,− j,k.−k}, i2 = j2 = k2 =−1, i j = k =− ji)

Sea |G| = 9. G es conmutativo por el problema 33. Entonces, G = Z/9Z ó G =
Z/3Z×Z/3Z.

Sea |G| = 10. Si G es conmutativo entonces G = Z/10Z. Si G no es conmutativo,
sea H5 =Z/5Z un 5-subgrupo de Sylow (que es normal por ser de índice 2) y H2 =
Z/2Z = 〈s〉 un 5-subgrupo de Sylow. El elemento s opera en H5 por conjugación
multiplicando por −1. Luego, G =Z/5Z⋊Z/2Z= D5.

P53. Sea G un grupo de orden 2p2. Por el tercer teorema de Sylow solo existe un
subgrupo de orden p2, H, que es normal por el segundo teorema de Sylow. Los
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grupos de orden p2 son abelianos. Sea σ ∈ G un elemento de orden 2. Tenemos
que G = H⋊ 〈σ〉.
Supongamos que H ≃ Z/p2Z. En este caso, o bien σ opera conjugando en Z/p2

por la identidad y en este caso G = Z/p2Z×Z/2Z, o bien σ opera conjugando en
Z/p2Z como el automorfismo multiplicar por −1 y escribimos G =Z/p2Z⋊Z/2Z.

Supongamos que H ≃Z/pZ×Z/pZ. Si σ opera conjugando en H por la identidad
tenemos que G = Z/pZ×Z/pZ×Z/2Z. Si existe un subgrupo de orden p, H1, tal
que H2 :=σH1σ

−1 ,H1, entonces G = (H1×H2)⋊ 〈σ〉 = (Z/pZ×Z/pZ)⋊Z/2Z, con
la operación determinada por

(0,0,1)∗ (a,b,0)= (b,a,1)

Si todo subgrupo de orden p es estable por conjugación por σ (y conjugar H
por σ no es la identidad), entonces G = (Z/pZ×Z/pZ)⋊Z/2Z, con la operación
determinada por

(0,0,1)∗ (a,b,0)= (−a,−b,1)

P55. Por el problema 47, contienen un subgrupo normal. El subgrupo y el conúcleo
son de orden una potencia de un primo o un producto de potencias de dos primos
(con exponentes menores que los de partida). Por inducción sobre el orden, son
resolubles, luego el grupo es resoluble.

P56. Denotemos σ= (1,2,3,4,5) y τ= (2,3,5,4). Basta probar que τ ·σ ·τ−1 ∈ H1. Esto
se cumple porque τ ·σ · τ−1 = (τ(1),τ(2),τ(3),τ(4),τ(5)) = (1,3,5,2,4) = σ2. Por la
proposición 1.5.7, H1 ·H2 es un subgrupo de S5, y como H1 ∩H2 = {Id}, entonces
H1 ·H2 = H1⋊H2 y es de orden |H1| · |H2| = 20. Además, H1 es normal en H1 ·H2
y es un 5-subgrupo de Sylow, luego es único subgrupo de orden 5.

P57. 〈0̄〉 ⊂ 〈9̄〉 ⊂ 〈3̄〉 ⊂Z/27Z.

〈0̄〉 ⊂ 〈9̄〉 ⊂ 〈3̄〉 ⊂Z/18Z.

{1̄}⊂ {1̄, 4̄}⊂ {1̄, 2̄, 4̄, 8̄}⊂ (Z/15Z)∗.

{1̄}⊂ {1̄,17}⊂ {1̄, 9̄,17,25}⊂ 〈3̄〉 ⊂ (Z/32Z)∗.

{Id}⊂ S2.

{Id}⊂ A3 ⊂ S3.

{Id}⊂ {Id, (1,2)(3,4)}⊂ K4 ⊂ A4 ⊂ S4.

{Id}⊂ 〈(1,2,3)〉 ⊂ D3.

{Id}⊂ 〈(1,3)(2,4)〉 ⊂ 〈(1,2,3,4)〉 ⊂ D4.

{Id}⊂ 〈(1,2,3,4,5)〉 ⊂ D5.



MA
NU
AL
ES

UE
X

205

Solución de los problemas del capítulo primero

P58. El núcleo del morfismo Sn →Biy(Sn/H)= Sd es un subgrupo normal, luego ha de
ser An (no puede ser Sn, pues Sn no opera trivialmente en Sn/H, ni puede ser {1},
porque |Sn| = n!> d!= |Sd|). La imagen del morfismo es isomorfa a Sn/An =Z/2Z
y es un grupo que opera transitivamente en Sn/H, luego |Sn/H| = 2 y H = An.

P59. La recta proyectiva sobre F5 tiene 6 puntos. Las proyectividades de la recta pro-
yectiva está determinada por la imagen de 3 puntos. Así pues, P es un sub-
grupo de S6 de orden 6 · 5 · 4, que es de índice 6. P no deja ningún punto de
la recta proyectiva fijo, luego no es ninguno de los S5 obvios de S6. Considere-
mos la acción de S6 operando por la izquierda en S6/P. Identifiquemos S6/P con
{1,2,3,4,5,6} de modo que 1̄ se identifique con el elemento 6. Tenemos pues un
morfismo τ : S6 →Biy(S6/P)= S6, que ha de ser un isomorfismo. τ(P) deja fijo 1̄,
es decir, el 6. Por tanto, τ(P) = S5. Por último, τ no puede ser una conjugación,
porque las conjugaciones (y sus inversas) permutan los subgrupos S5 obvios de
S6.

P60. Consideremos el morfismo π : NSn(〈σ〉)→Autgrp (〈σ〉), π(σ′) := τσ (donde τσ′ es el
morfismo conjugar por σ′).

Kerπ= {σ′ ∈ Sn : σ′σσ′−1 =σ}= {σ′ ∈ Sn : (σ′(1),σ′(2), . . . ,σ′(n))= (1,2, . . . ,n)}= 〈σ〉

Autgrp (〈σ〉) φ≃ Autgrp (Z/nZ) = (Z/nZ)∗. Entonces el orden de NSn(〈σ〉) divide a
n · |(Z/nZ)∗|. Identifiquemos {1, . . . ,n} = Z/nZ, m 7→ m̄, luego σ(r̄) = r+1. Dado
m̄ ∈ (Z/nZ)∗, sea σm̄ la permutación definida por σm̄(r̄) := mr. Observemos que
σm̄σσ

−1
m̄ = σm, luego σm̄ ∈ NSn(〈σ〉). Además, H = {σm̄}m̄∈(Z/nZ)∗ es un subgrupo

de Sn isomorfo a (Z/nZ)∗ y H∩〈σ〉 = {Id}. Por órdenes,

NSn(〈σ〉)= 〈σ〉⋊H ≃Z/nZ⋊ (Z/nZ)∗.

P61. ⇐) Los grupos Z/pZ y (Z/pZ)∗ son abelianos luego resolubles, por tanto NSp (〈σ〉)
es resoluble y G, que es un subgrupo, también. es resoluble.

⇒) Observemos que 〈σ〉 es el único subgrupo de orden p de NSp (〈σ〉), ya que
NSp (〈σ〉)/〈σ〉 ≃ (Z/pZ)∗ no contiene subgrupos de orden p.

Si H es un subgrupo normal de G y H , {Id}, veamos que H es transitivo: Basta
ver que todas las órbitas por la acción de H en {1, . . . , p} tienen el mismo orden,
porque p es primo. Basta ver que los todos subgrupos de isotropía tienen el mis-
mo orden. Sea Ix = {g ∈ G : g∗ x = x}, entonces H ∩ Ix es el grupo de isotropía
(de H). Dado x′, sea g ∈ G tal que g∗ x = x′, entonces gIx g−1 = Ix′ . Entonces,
g(H∩ Ix)g−1 = H∩ Ix′ y |H∩ Ix| = |H∩ Ix′ |.
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Sea {Id}⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ ·· · ⊂ Hn =G una cadena de subgrupos de G, tal que Hi∆Hi+1
y Hi+1/Hi es de orden primo. Hn−1 ha de ser transitivo, luego Hn−2 ha de ser
transitivo, ..., H1 ha de ser transitivo. Además, H1 es orden primo, luego H1 =
〈σ〉, donde σ es un p-ciclo. H2 está incluido en NSp (〈σ〉). H1 = 〈σ〉 es normal en
H3, porque h ·H1 ·h−1 ⊂ h ·H2 ·h−1 = H2, para todo h ∈ H3 y H1 es el único sub-
grupo de orden p de H2. Por tanto, H3 está incluido en NSp (〈σ〉). De nuevo, H1
es normal en H4 y recurrentemente H1 es normal en G, luego G está incluido en
NSp (〈σ〉).

Solución de los problemas del capítulo segundo
P1. Dado un conjunto de A-módulos {M j} j∈J y de submódulos {N j ⊆ M j} j∈J , tenemos

el submódulo ⊕ j∈J N j ⊆⊕ j∈J M j, (n j) j∈J 7→ (n j) j∈J . Además, (⊕ j∈J M j)/⊕ j∈J N j =
⊕ j∈J M j/N j, (m j) j∈J 7→ (m̄ j) j∈J .

Dado un conjunto I y un A-módulo M denotemos M(I) =⊕I M. Dado un morfismo
de módulos f : M → N, sea f (I) : M(I) → M′(I), f (I)((mi)i∈I)= ( f (mi))i∈I . Se cumple
que Ker f (I) = (Ker f )(I), Im f (I) = (Im f )(I) y Coker f (I) = (Coker f )(I).

El problema es consecuencia de que si N =⊕I A, entonces M⊗A N = M(I) y dado
un morfismo f : M → M′, entonces f ⊗ Id: M⊗N → M′⊗N se identifica con f (I).

P2. Denotemos M′
1 := Im f . La sucesión de morfismos M′

1
i
,→ M2

g→ M3 → 0 es exac-
ta (donde i es el morfismo de inclusión).. Por el teorema 2.2.5.4, sabemos que

la sucesión M′
1 ⊗A N i⊗Id→ M2 ⊗ N

g⊗Id→ M3 ⊗ N → 0 es exacta. El morfismo de A-
módulos M1 ⊗A N → M′

1 ⊗A N, m1 ⊗n 7→ f (m1)⊗n es epiyectivo. La composición

M1 ⊗A N → M′
1 ⊗A N i⊗Id→ M2 ⊗N es el morfismo f ⊗ Id. Se concluye fácilmente.

P3. Si tensamos la sucesión exacta

0→ E′ → E → E/E′ → 0

por ⊗kV , obtenemos la sucesión exacta

0→ E′⊗k V → E⊗k V → (E/E′)⊗k V → 0

Luego, (E/E′)⊗k V = (E⊗k V )/(E′⊗k V ).

P4. Si tensamos las sucesiones exactas

0→Ker f → E′ → Im f → 0, 0→ Im f → E
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por ⊗kV , obtenemos las sucesiones exactas

0→ (Ker f )⊗k V → E′⊗k V → (Im f )⊗k V → 0, 0→ (Im f )⊗k V → E⊗k V

De las que se deduce que (Im f )⊗k V = Im( f ⊗Id) y que (Ker f )⊗k V =Ker( f ⊗Id).

P5. Si N y N ′ ⊆ M son dos A-submódulos y denotamos N̄ = {n̄ ∈ M/N ′, ∀n ∈ N},
entonces (M/N ′)/N̄ = M/(N + N ′). En efecto, el núcleo del epimorfismo M/N ′ →
M/(N +N ′), m̄ 7→ m̄, es N̄, porque si m̄ = 0 en M/(N +N ′), entonces m ∈ N +N ′,
luego existen n ∈ N y n′ ∈ N ′ tales que m = n+ n′ y m̄ = n+n′ = n̄ en M/N ′.
Por tanto, (M/N ′)/N̄ = M/(N+N ′). Luego, A/I⊗A A/J = (A/I)/J · (A/I)= (A/I)/J̄ =
A/(I + J)

Demos otra demostración. Los morfismos A/I ⊗A A/J → A/(I + J), ā⊗ b̄ 7→ ab y
A/(I + J)→ A/I ⊗A A/J, ā 7→ ā⊗1, están bien definidos y son inversos entre sí.

P6. Por el teorema chino de los restos A/(IJ)= A/I × A/J. Por tanto,

M/IJM = M⊗A (A/(IJ))= M⊗A (A/I × A/J)= (M⊗A A/I)⊕ (M⊗A A/J)
= M/IM⊕M/JM

P7. Z/nZ⊗ZZ/mZ=Z/(nZ+mZ)=Z/dZ.

P8. El morfismo M ⊗A N → M ⊗B N, m⊗ n 7→ m⊗ n se anula en R, luego tenemos
el morfismo (M ⊗A N)/R → M ⊗B N, m⊗n 7→ m⊗ n. El morfismo inverso es el
morfismo M⊗B N → (M⊗A N)/R, m⊗n 7→ m⊗n.

P9. Es consecuencia inmediata del ejemplo 2.3.3.

P10. Las coordenadas del vector e⊗1 en la base {e i⊗1}1≤i≤n son (x1, . . . , xn). En efecto,
e⊗1= (

∑
i xi e i)⊗1=∑

i xi · (e i ⊗1).

P11. Sea I : E∗⊗F →Homk(E,F), el morfismo definido por I(w⊗ f )(e) := w(e) · f , para
todo e ∈ E (y todo w ∈ E∗ y f ∈ F). Sea {e i}i∈I una base de E, {wi}i∈I la base dual
de E∗ y sea { f j} una base de F. Entonces, {wi ⊗ f j}(i, j)∈I×J es una base de E∗⊗F.
Se tiene que I(wi ⊗ f j)(ek)= 0, para k , i y I(wi ⊗ f j)(e i)= f j, para k = i; es decir,
{I(wi⊗ f j)}(i, j)∈I×J es la base estándar de Homk(E,F) (fijadas las bases de E y F).
Por tanto, I es un isomorfismo.

P12. El morfismo A[x1, . . . , xn]⊗A B → B[x1, . . . , xn], p(x)⊗ b 7→ b · p(x) y el morfismo
B[x1, . . . , xn]→ A[x1, . . . , xn]⊗A B,

∑
α bα⊗ xα 7→∑

α xα⊗bα son inversos entre sí.
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P13. Denotemos R = A[x1, . . . , xn]. Entonces,

R/(p1, . . . , pr)⊗A B = (R/(p1, . . . , pr)⊗R R)⊗A B
= R/(p1, . . . , pr)⊗R B[x1, . . . , xn]
= B[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr) ·B[x1, . . . , xn]
= B[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr)

P14. ⇒) El epimorfismo A⊗k A → A, a⊗b 7→ ab ha de ser un isomorfismo. Supongamos
que dimk A > 1. Sea {1,a, . . .} una base del k-espacio vectorial A. Entonces, 1⊗a
y a⊗1 son linealmente independientes, pero a⊗1−1⊗a 7→ 0 y hemos llegado a
contradicción.

P15. Sea {e i} una base de L, {wi ∈ L∗} la base dual, {w1 ∧·· ·∧wn} la base de ΛnL∗ y
{w1 ∧ ·· · ∧ ŵi ∧ ·· · ∧wn} la base de Λn−1L∗. Entonces, {e i ⊗w1 ∧ ·· · ∧wn} es una
base de L⊗ΛnL∗ y c(e i ⊗w1 ∧·· ·∧wn) =±w1 ∧·· ·∧ ŵi ∧·· ·∧wn. Luego, c es un
isomorfismo. Por último,

c−1(Λn−1T∗(c(T ⊗ Id(e⊗w1 ∧·· ·∧wn))))= c−1(Λn−1T∗(c(T(e)⊗w1 ∧·· ·∧wn)))

= c−1(Λn−1T∗(iT(e)w1 ∧·· ·∧wn))= c−1(ieT∗w1 ∧·· ·∧T∗wn)
= e⊗T∗w1 ∧·· ·∧T∗wn = det(T∗) · e⊗w1 ∧·· ·∧wn.

El lector puede comprobar que la matriz de T⊗Id en la base considerada es igual
a la matriz de T. La matriz de c−1 ◦Λn−1T∗ ◦ c es la matriz adjunta transpuesta
de la de T.

P16. Si {e1, . . . , en} es una base de E, entonces {δi j} es una base de Endk(E), donde
δi j(ek) := 0 si k , i y δi j(e i) := e j. Entonces, {δi j ⊗1} es una base del k[x]-módulo
Endk(E)⊗k k[x]. El conjunto {e1 ⊗1, . . . , en ⊗1} es una base del k[x]-módulo libre
E⊗kk[x]. Entonces, {δi j⊗Id} es una base del k[x]-módulo Endk[x](E⊗kk[x]), donde
(δi j ⊗Id)(ek ⊗1) := 0 si k , i y (δi j ⊗ Id)(e i ⊗1) := e j ⊗1. El morfismo del problema
asigna una base en la otra.

Probemos el teorema de Cayley-Hamilton. Dada una matriz cuadrada A con
coeficientes en k, consideremos la matriz con coeficientes en k[x], A − Id ·x, y
consideremos su matriz adjunta transpuesta B, que cumple que

B · (A− Id ·x)= Id ·cA(x).

El álgebra de las matrices con coeficientes en k[x] se identifica (como álgebras)
con el anillo de los polinomios con coeficientes matrices, como acabamos de pro-
bar. Escribamos B = ∑

i Bi · xi, donde los coeficientes Bi son matrices. Tomando
x = A, obtenemos que 0= (

∑
i Bi · A i) · (A− A)= Id ·cA(A)= cA(A).
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P17. a) Procedemos por inducción sobre n. El caso n = 1 se cumple por la hipótesis del
problema. Suponemos que el enunciado es cierto para n−1. Sea {e1, . . . , er} una
base Ar. Sea Ωn ∈Λn Ar no nula (luego n ≤ r). Podemos suponer reordenando la
base que

Ωn = e1 ∧·· ·∧ en−1 ∧ e+ ∑
j1<···< jn
n−1< jn−1

a j1... jn e j1 ∧·· ·∧ e jn ,

con e ∈ 〈en, . . . , er〉 no nulo. Sea w ∈ (As)∗ tal que w(e) , 0. Entonces, iw(Ωn) =
±w(e)e1 ∧ ·· · ∧ en−1 + ·· · , 0. Por hipótesis de inducción, iw(Ωn) es no nula en
Λn−1As, luego Ωn es no nula en Λn As.

b) El morfismo A ≃Λr As →Λr As es inyectivo, luego Λr As , 0, luego r ≤ s.

P18. a
1 = 0= 0

1 en AS si y solo si existe s ∈ S tal que sa = 0.

P19. Sea S = {1̄, 2̄, 4̄} ⊂ Z/6Z. El morfismo de localización Z/6Z→ (Z/6Z)S no es inyec-
tivo, por el ejercicio anterior.

P20. Tenemos la inclusión Z[x] ,→Q(x). La imagen de todo elemento no nulo de Z[x]
es invertible. Por la propiedad universal de la localización tenemos el morfismo
de cuerpos Z[x]Z[x]\{0} →Q(x), p(x)

q(x) 7→ p(x)
q(x) , que ha de ser inyectivo. Es epiyectivo:

Dada una fracción r(x)
s(x) ∈ Q(x), existen n,m ∈ Z tales que r′(x) = n · r(x), s′(x) =

m · s(x) ∈Z[x]. Obviamente, m·r′(x)
n·s′(x) 7→ r(x)

s(x) .

En conclusión, Z[x]Z[x]\{0} =Q(x).

Z[α]⊂C es un anillo íntegro, incluido en Q(α). De nuevo, el cuerpo de fracciones
de Z[α] está incluido en Q(α) y argumentando igual antes se tiene la igualdad.

P21. La aplicación M × AS → MS, (m,a/s) 7→ am/s está bien definida y es A-bilineal.
Tenemos pues el morfismo M ⊗ AS → MS m⊗ a/s 7→ am/s. La aplicación MS →
M ⊗ AS, m/s 7→ m⊗1/s está bien definida. Estas dos aplicaciones son inversas
entre sí.

1. Por la propiedad universal de la localización, el morfismo B → BS, b 7→ b
1 ,

factoriza vía B f (S) → BS, b
f (s) 7→ b

s . Tenemos el morfismo f : B⊗A AS → BS, f (b⊗
a
s )= b

1 · f (a)
f (s) .

Por la propiedad universal de la localización, el morfismo B → B⊗A AS, b 7→ b⊗1,
factoriza vía g : B f (S) → B⊗A AS, g( b

f (s) )= b⊗ 1
s .

Los morfismos f y g son inversos entre sí.
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P22. (AS)S′ = AS ⊗A AS′ . Tenemos morfismos naturales AS → AS·S′ , a
s 7→ a

s y AS′ →
AS·S′ , a

s′ 7→ a
s′ . Sea f : AS ⊗A AS′ → ASS′ , f ( a

s ⊗ a′
s′ ) := a

s · a′
s′ .

Por la propiedad universal de la localización, el morfismo A → AS ⊗A AS′ , a 7→
a⊗1, factoriza vía g : ASS′ → AS ⊗A AS′ , a

ss′ 7→ (a⊗1) · (1
s ⊗ 1

s′ )= a
s ⊗ 1

s′ .

Los morfismos f y g son inversos entre sí.

Solución de los problemas del capítulo tercero

P1. Tenemos α2 = τ(α1)= aα1+b
cα1+d , α3 = τ(α2)= aα2+b

cα2+d y α1 = τ(α2)= aα2+b
cα2+d , es decir,

aα1 − cα1α2 −dα2 +b = 0
aα2 − cα2α3 −dα3 +b = 0
aα3 − cα3α1 −dα1 +b = 0

Cuyas soluciones son

−a =
∣∣∣∣∣∣
1 α1α2 α2
1 α2α3 α3
1 α3α1 α1

∣∣∣∣∣∣ , c =
∣∣∣∣∣∣
α1 1 α2
α2 1 α3
α3 1 α1

∣∣∣∣∣∣ ,d =
∣∣∣∣∣∣
α1 α1α2 1
α2 α2α3 1
α3 α3α1 1

∣∣∣∣∣∣ ,b =
∣∣∣∣∣∣
α1 α1α2 α2
α2 α2α3 α3
α3 α3α1 α1

∣∣∣∣∣∣
Luego, a = 9a3−a1a2−

p
∆

2 , b =−a2
2 +3a1a3, c =−3a2 +a2

1 y d = −9a3+a1a2−
p
∆

2 .

Como τ3 = Id y τ, Id, entonces tiene dos puntos fijos β1, β2 (porque el correspon-
diente isomorfismo lineal de R2 ha de tener dos valores propios distintos, imagi-
narios o no). Como y = 0 si y solo si x = β1, entonces σ(0) = 0 y como y =∞ si y
solo si x = β2, entonces σ(∞) =∞. Por tanto, σ(y) = λ · y. Como σ3 = Id, entonces
λ= e

±2πi
3 . Entonces, x3+a1x2+a2x+a3 = q(y)

(y−1)3 , donde q(y) es un polinomio de raí-

ces y(α1), σ(y(α1))= e
2πi
3 y(α1) y σ2(y(α1))= e

4πi
3 y(α1), es decir, q(y)= y3 − y(α1)3.

P2. a) xn −1= ∏
d|n
Φd(x). Tomando grados, n = ∑

d|n
φ(d).

b) Sea ϕ(d) el número de elementos de orden d de G. Entonces, n = |G| = ∑
d|n
ϕ(d)≤∑

d|n
φ(d) = n y ϕ(d) =φ(d) para todo d. Luego, ϕ(n) =φ(n) y existen elementos de

orden n en G, es decir, G es cíclico.

c) Sea n = |K∗| . Dado d|n, los elementos del grupo multiplicativo K∗ de orden d
son raíces de Φd(x) = xd−1∏

d′<d,d′|d
Φd′ (x)

que es de grado φ(d). Por tanto, el número de

elementos de orden d de K∗ es menor o igual que φ(d), luego K∗ es cíclico.



MA
NU
AL
ES

UE
X

211

Solución de los problemas del capítulo tercero

P3. Si α ∈ k es una raíz, entonces p(x) = (x2 −α2)(x2 +α2 +a) y descompone en pro-
ducto de dos polinomios de grado dos. Luego si p(x) es reducible, descompone en
producto de dos polinomios de grado dos p1(x), p2(x) ∈ k[x]. Sean α,−α,β,−β las
raíces de la bicuadrada p(x)= x4+ax2+b. Si p1(x)= (x−α)(x+α)= x2−α2, enton-
ces p2(x)= x2 −β2 y y2 +ay+b = (y−α2)(y−β2) es reducible, es decir, a2 −4b es
un cuadrado perfecto y recíprocamente si a2−4b es un cuadrado perfecto enton-
ces y2 +ay+b es reducible, luego x4 +ax2 +b también. Si p1(x)= (x−α)(x−β)=
x2+a′x+b′, entonces p2(x)= (x+α)(x+β)= x2−a′x+b′. Como p(x)= p1(x)p2(x),
b′2 = b y a = 2b′− a′2 (luego a′2 = −a′+2b′ = −a′± p

4b) y recíprocamente si se
dan estas igualdades p(x) descompone.

P4. Las únicas raíces racionales posibles de p(x)= x4+ax3+bx2+ax+1 son ±1. Si 1
es una raíz de p(x), entonces p(x)= (x−1)2 ·(x2+(a+2)x+1). Mutatis mutandis, si
−1 es una raíz de p(x), entonces p(x)= (x+1)2 ·q(x). Si p(x) es reducible entonces
es producto de dos polinomios (con coeficientes enteros) de grado 2. Tenemos dos
casos: 1. p(x)= (x2+ cx+1)(x2+ c′x+1), que resultan ser recíprocos Si dividimos
por x2 y denotamos y = x+ 1

x , obtenemos y2 +ay+ (b−2) = (y+ c)(y+ c′). Luego,
p(x) es reducible si y solo si y2 + ay+ (b−2) es reducible, es decir, a2 −4(b−2)
es un cuadrado 2. p(x) = (x2 + cx−1)(x2 + c′x−1), luego si las raíces del primero
son α,− 1

α
, las del segundo con 1

α
.−α. Luego, p(x) = x4 + bx2 +1 y es reducible si

y solo si alguno de b2−4, −b±2 es un cuadrado perfecto. Si b2−4= c2, entonces
b2 − c2 = 4, luego (b+ c)(b− c) = 4 y las únicas soluciones son b = ±2 (y c = 0).
Ahora bien, si a = 0 y b = ±2, entonces a2 −4(b−2) es un cuadrado perfecto. Si
a = 0 y −b + 2 es un cuadrado perfecto, entonces a2 − 4(b − 2) es un cuadrado
perfecto.

P5. α+2 = x+2 ∈Q[x]/(2x3 +4x2 − x−2) = A es invertible, si y solo si (x+2) = A, es
decir, (x+2,2x3+4x2−x−2)=Q[x]. Por tanto, α+2 es invertible en A si y solo si
x+2 y 2x3+4x2−x−2 son primos entre sí, es decir, −2 no es raíz de 2x3+4x2−x−2.
Pero, 2·(−2)3+4·(−2)2−(−2)−2= 0, luego α+2 no es invertible; α−2 es invertible,
porque 2 no es raíz de 2x3 +4x2 − x−2.

P6. Los polinomios x3 − x−1 y x+2 son primos entre sí y tenemos que

−1
7

· (x3 − x−1)+ x2 −2x+3
7

· (x+2)= 1

Tomando clases en K = Q[x]/(x3 − x−1), tenemos que α2−2α+3
7 · (α+2) = 1, luego

1
α+2 = α2−2α+3

7 .

- (2+α)3 = (2+ x̄)3 = x3 +6x2 +12x+8 = 6x2 +13x+9 , 1̄ (pues una base de la
Q-álgebra Q[x]/(x3 − x−1) es 1̄, x̄, x̄2).
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- El polinomio x2−2 tiene alguna raíz en K , si y solo si
p

2 ∈ K , es decir, Q[
p

2]⊆
K . Pero esta inclusión es imposible porque dimQQ[

p
2]= 2 no divide a dimQK =

3.

- Consideremos el endomorfismo Q-lineal K (α2+1)·→ K , µ 7→ (α2+1) ·µ. Resulta que
el polinomio característico de este endomorfismo anula a α2 +1. La matriz de
este endomorfismo es 1 1 0

0 2 1
1 0 2


y su polinomio característico es x3 −5x2 +8x−5.

P7. Supongamos que k(
p

a)= k(
p

b). Si
p

a ∈ k, entonces
p

b ∈ k(
p

a)= k, luego
p

ap
b
∈

k y a/b es un cuadrado en k. Si
p

a ∉ k, entonces
p

b ∉ k. Por tanto, dimk k(
p

a)=
2 y

p
b = c1 + c2 ·

p
a, con c1, c2 ∈ k y c2 , 0. Si elevamos al cuadrado, tenemos

b = (c2
1 + c2

2a)+2c1c2 ·
p

a, luego c1c2 = 0 y c1 = 0. En conclusión,
p

ap
b
= 1/c2 ∈ k y

a
b es un cuadrado en k.

Si a/b = c2, con c ∈ k, entonces
p

a = c · pb y k(
p

a)= k(
p

b).

P8. Por el criterio de Eisenstein, xn −2 es irreducible. Luego, Q( np2)=Q[x]/(xn −2) y
su grado es n.

P9. El polinomio x3−2 anula a 3p2 y es irreducible porque si no lo fuese tendría raíces
racionales. Por tanto, x3 −2 es el polinomio mínimo anulador de 3p2 y Q[x]/(x3 −
2) ≃ Q( 3p2). Por tanto, dimQQ( 3p2) = 3. Q(

p
2) 1 Q( 3p2), porque dimQQ(

p
2) = 2

no divide a dimQQ( 3p2)= 3.

El polinomio x4 −2 es irreducible por el criterio de Eisenstein y anula a 4p2, por
tanto es su polinomio mínimo anulador. Luego, Q( 4p2) ≃Q[x]/(x4 −2), que es un
Q-espacio vectorial de dimensión 4. Q( 3p2) 1 Q( 4p2), porque dimQQ( 3p2) = 3 no
divide a dimQQ( 4p2)= 4.

P10. Q( 4p2, i 4p2) = Q( 4p2, i), porque 4p2, i 4p2 ∈Q( 4p2, i) y 4p2, i ∈Q( 4p2, i 4p2).

Q(i
p

2) = Q[x]/(x2 + 2), porque x2 + 2 anula a i
p

2 y es irreducible. Por tanto,
dimQQ(i

p
2) = 2. Q(2−1/2, i) =Q(

p
2, i) es de grado 4 sobre Q, porque i ∉Q(

p
2) y

tenemos la composición de extensiones Q ,→Q(
p

2) ,→Q(
p

2, i). Luego, Q(i
p

2)⊂
,

Q(
p

2, i).

Una base del Q-espacio vectorial Q(
p

2, i), es 1,
p

2, i, i
p

2. Es obvia la inclusión
Q(i+ p

2) ⊆ Q(
p

2, i). Como (i+ p
2)2 = 1+2i

p
2, entonces, 1, i+ p

2,1+2i
p

2 ∈
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Q(i+ p
2) y son linealmente independientes. Luego, dimQQ(i+ p

2) = 4 porque
dimQQ(i + p

2) ≥ 3 y divide a dimQQ(
p

2, i) = 4. En conclusión, se cumple que
Q(

p
2, i)=Q(i+ p

2).

P11.
Q( 3p2)

Q=Q(1/2) �
� //

� v

((

� q

""

) 	

66

Q(
p

2) �
� // Q(i+ p

2)=Q(i,
p

2)

Q(i)
' �

44

Q(
p−2)=Q(i

p
2)

, �

::

P12. Si α ∈ L es una raíz de p(x), entonces k[x]/(p(x))≃ k(α) ,→ L y el grado de L sería
divisible por el grado de p(x).

P13. Por el problema 12, x3−3 no tiene raíces en Q(
p

2). Por tanto, x3−3 es el polino-
mio mínimo anulador de 3p3 con coeficientes en Q(

p
2) y Q(

p
2) ,→Q(

p
2, 3p3) es

una extensión de cuerpos de grado 3.

Q(
p

2,
3p

3)=Q(
p

2) ·1⊕Q(
p

2) · 3p
3⊕Q(

p
2) · ( 3p

3)2

=Q ·1⊕Q ·
p

2⊕Q · 3p
3⊕Q ·

p
2 · 3p

3⊕Q · 3p
3

2 ⊕Q ·
p

2 · 3p
3

2

Tenemos que

1= 1 ·1+0 ·
p

2+0 · 3p
3+0 ·

p
2

3p
3+0 · 3p

3
2 +0 ·

p
2

3p
3

2

p
2+ 3p

3= 0 ·1+1 ·
p

2+1 · 3p
3+0 ·

p
2

3p
3+0 · 3p

3
2 +0 ·

p
2

3p
3

2

(
p

2+ 3p
3)2 = 2 ·1+0 ·

p
2+0 · 3p

3+·2
p

2
3p

3+1 · 3p
3

2 +0 ·
p

2
3p

3
2

(
p

2+ 3p
3)3 = 3 ·1+2 ·

p
2+6 · 3p

3+0 ·
p

2
3p

3+0 · 3p
3

2 +3 ·
p

2
3p

3
2

(
p

2+ 3p
3)4 = 4 ·1+12 ·

p
2+3 · 3p

3+8 ·
p

2
3p

3+12 · 3p
3

2 +0 ·
p

2
3p

3
2

(
p

2+ 3p
3)5 = 60 ·1+4 ·

p
2+20 · 3p

3+15 ·
p

2
3p

3+3 · 3p
3

2 +20 ·
p

2
3p

3
2

(
p

2+ 3p
3)6 = 17 ·1+120 ·

p
2+90 · 3p

3+24 ·
p

2
3p

3+60 · 3p
3

2 +18 ·
p

2
3p

3
2

Los cuatro primeros son linealmente independientes, luego dimQQ(
p

2+ 3p3)≥ 4
y divide a 6. Por tanto, dimQQ(

p
2+ 3p3)= 6 y Q(

p
2+ 3p3)=Q(

p
2, 3p3). Tenemos
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que 

1 0 2 3 4 60
0 1 0 2 12 4
0 1 0 6 3 20
0 0 2 0 8 15
0 0 1 0 12 3
0 0 0 3 0 20



−1

·



17
120
90
24
60
18

=



−1
36
−12

6
6
0


Luego, el polinomio anulador de

p
2+ 3p3 resulta ser x6−6x4−6x3+12x2−36x+1.

Que lo podemos calcular también así: Escribamos x = p
2+ 3p3, entonces x− 2p2=

3p3, luego 3= (x− p
2)3 = x3−3

p
2x2+6x−2

p
2, luego

p
2(3x2+2)= x3+6x−3 y

2(3x2 +2)2 = (x3 +6x−3)2 y x6 −6x4 −6x3 +12x2 −36x+1= 0.

P14. K es un F2-espacio vectorial de dimensión 3, es isomorfo como F2-espacio vecto-
rial a F3

2, que tiene 23 = 8 elementos. K∗ = K\{0} es un grupo con la multiplicación
de orden 7, luego es cíclico y está generado por cualquier elemento, distinto de 1.
Luego, K∗ = {α,α2, . . . ,α7 = 1}.

P15. F2[x]/(x2 + x+1) y F3[x]/(x2 +1).

P16. Las raíces de x3−1 son {e2πi/3, e4πi/3, e6πi/3 = 1} y Q(e2πi/3, e4πi/3, e6πi/3)=Q(e2πi/3).
Tenemos que x3 −1 = (x−1)(x2 + x+1). El polinomio x2 + x+1 es irreducible de
raíces e2πi/3, e4πi/3. Luego el polinomio mínimo anulador de e2πi/3 es x2 + x+1 y
dimQQ(e2πi/3)= 2.

Observemos que α es una raíz de x3 − 1 si y solo si −α es una raíz de x3 + 1.
Luego, la Q-subextensión de C generada por las raíces de x3 + 1 coincide con
Q(e2πi/3). Q(e2πi/6) es la Q-subextensión de C generada por las raíces de x6 −1.
Luego, dimQQ(e2πi/6)= dimQQ(e2πi/3)= 2.

La Q-subextensión de C generada por las raíces de x4 −1, es Q(e2πi/4). Además,
x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 + 1), x2 + 1 es irreducible y e2πi/4 es raíz de x2 + 1. Luego,
dimQQ(e2πi/4)= 2.

Observemos que x8−1= (x4−1) ·(x4+1). Las raíces de x8−1 son las potencias de
e2πi/8 y e2πi/8 es raíz de x4 +1 (y no de x4 −1). Observemos que Q(e2πi/4) =Q(i) ⊂

,

Q(e2πi/8). Luego, dimQQ(e2πi/8)= 2 ·m, con m > 1. El polinomio anulador de e2πi/8

divide a x4 +1 y es de grado 2 ·m, luego es x4 +1. Por tanto, dimQQ(e2πi/8)= 4.

Observemos que x5−1= (x−1)·(x4+x3+x2+x+1). Además, si hacemos el cambio
de variable x = y+1, obtenemos

(x4 + x3 + x2 + x+1)= x5 −1
x−1

= (y+1)5 −1
y+1−1

= y4 +5y3 +10y2 +10y+5,
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que es irreducible por el criterio de Eisenstein. Por tanto, x4 + x3 + x2 + x+1 es
irreducible y la subextensión de C generada por sus raíces, Q(e2πi/5), es de grado
4.

Observemos que α es una raíz de x5 +1 si y solo si −α es raíz de x5 −1, luego la
subextensión de C generada por sus raíces es Q(e2πi/5)

P17. Las raíces de x3 −2 son 3p2, e2πi/3 · 3p2 y e4πi/3 · 3p2. Luego,

Q(
3p

2, e2πi/3 · 3p
2, e4πi/3 · 3p

2)=Q(
3p

2, e2πi/3)

y dimQQ( 3p2, e2πi/3)= 3 ·2= 6.

La Q-subextensión generada por las raíces de x4−2, es Q( 4p2, i). Como i ∉Q( 4p2),
entonces dimQQ( 4p2, i)= 4 ·2= 8.

La Q-subextensión generada por las raíces de x4 +2, es

Q(e2πi/8 · 4p
2, i)=Q(e2πi/8 · 4p

2,
p

2, i))=Q(
4p

2, i)

que es una Q-extensión de grado 8.

Consideremos el polinomio x4 − x2 +1. Sea y = x2, las raíces de y2 − y+1, son
1±p

3i
2 . Luego las raíces de x4−x2+1 son ±

√
1±p

3i
2 . La Q-subextensión generada

por las raíces de x4 − x2 +1 es Q(
p

3±i
2 ) =Q(

p
3, i) que es una extensión de grado

4.

Tenemos que x4+x2−2= (x−1)(x+1)(x2+2). Luego, la Q-subextensión generada
por las raíces de x4 + x2 −2 es Q(

p−2), que es de grado 2.

Tenemos que x3−4x2+5= (x+1)(x2−5x+5). Luego, la Q-subextensión generada
por las raíces de x3 −4x2 +5 es Q(

p
5), que es de grado 2.

P18. Como i ∉Q( 4p2), entonces Q(i, 4p2) es una Q-extensión de grado 8, luego es una
Q(i)-extensión de grado 4. Por tanto, el polinomio mínimo anulador de 4p2 con
coeficientes en Q(i) es x4 −2.

Q( 4p2) es una Q(
p

2)-extensión de grado 2, luego el polinomio mínimo anulador
de 4p2 con coeficientes en Q(

p
2) es x2 − p

2.

Q( 4p2, 3p2) es una Q-extensión de grado 12, luego es una Q( 3p2)-extensión de
grado 4. El polinomio mínimo anulador de 4p2 con coeficientes en Q( 3p2) es x4−2.

P19. Sea α ∈ K − k. Obviamente, {1,α} es una base del k-espacio vectorial K . Luego,
existen b, c ∈ k tales que α2 = c ·1+b ·α y α= b±

p
b2+4c
2 y K = k(α)= k(

p
b2 +4c).

La Z/2Z-extensión K =Z/2Z[x]/(x2+ x+1), no es extender por un radical cuadrá-
tico de 0 ó 1 ∈Z/2Z.



MA
NU
AL
ES

UE
X

216

Solución de los problemas del capítulo tercero

P20. Los polinomios x2 +1 y x3 −2 son primos entre sí. Por el teorema chino de los
restos

Q[x]/((x2 +1) · (x3 −2))=Q[x]/(x2 +1)×Q[x]/(x3 −2)=Q(i)×Q(
3p

2)

P21. Los polinomios x2+1 y (x+1)2+1= x2+2x+2 son primos entre sí. Por el teorema
chino de los restos

Q[x]/((x2 +1)(x2 +2x+2))=Q[x]/(x2 +1)×Q[x]/(x2 +2x+2)=Q(i)×Q(i)

P22. Resulta del epimorfismo obvio

Q(α1)⊗Q · · ·⊗QQ(αn)→Q(α1, . . . ,αn), 1⊗·· ·⊗αi ⊗·· ·⊗1 7→αi

y de los epimorfismos Q[x]/(pi(x))→Q(αi), q(x) 7→ q(αi).

P23. Consideremos el epimorfismo L⊗k L → L, l⊗ l′ 7→ l · l′. Todo morfismo entre cuer-
pos es inyectivo (o nulo). Por tanto, si L⊗k L es un cuerpo entonces L⊗k L = L.
Entonces, el morfismo L → L⊗k L, l 7→ l⊗1 es un isomorfismo, porque es el mor-
fismo inverso. Ahora bien, si {e1 = 1, . . . , en} es una base del k-espacio vectorial L,
entonces {e i ⊗ e j} es una base de L. Tenemos que {e i ⊗1} es una base de L⊗k L.
En conclusión, L es un k-espacio vectorial de dimensión 1, luego L = k.

Si L = k, entonces L⊗k L = k⊗k k = k, que es cuerpo.

P24. Sea m un ideal maximal de L⊗k L′. Entonces, dimk(L⊗k L′)/m≤ dimk(L⊗k L′) =
n ·m. Por otra parte, (L⊗k L′)/m es una L-álgebra finita, luego su k-dimensión es
múltiplo de dimk L = n. Igualmente, dimk(L⊗k L′)/m es múltiplo de m. Con todo,
dimk(L⊗k L′)/m = n ·m = dimk(L⊗k L′). Luego, (L⊗k L′)/m = L⊗k L′ y L⊗k L′ es
un cuerpo.

P25. Q(
p

2)⊗QQ(
p

2) no es cuerpo y Q(
p

2)⊗Q( 3p2)=Q(
p

2, 3p2) es cuerpo.

P26. C es un cuerpo algebraicamente cerrado, por tanto si C ,→ K es una extensión
finita de cuerpos, toda α ∈ K es algebraico sobre C, luego α ∈C y K =C.

P27. El cierre algebraico de R es C, porque C es algebraicamente cerrado y R ,→ C

es una extensión algebraica (finita). Por tanto, el cierre algebraico de K es C y
tenemos R ,→ K ,→C. Tomando grados tenemos que K es R o C.

P28. Denotemos por Q̄ el conjunto mencionado, que es una Q-extensión de cuerpos
algebraica, incluida en C. Sea Q̄ ,→ K una extensión algebraica. Dado α ∈ K te-
nemos que α es algebraica sobre Q. Sea 0 , p(x) ∈ Q[x] tal que p(α) = 0. Todas
las raíces de p(x) están en C, luego en Q̄, luego α ∈ Q̄. En conclusión, K = Q̄ y Q̄
es algebraicamente cerrado, luego es el cierre algebraico de Q.
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P29. Q( 5p5, e2πi/5) es una extensión de grado 20 sobreQ, luego es unaQ( 5p5)-extensión
de grado 4 y el polinomio mínimo anulador de e2πi/5 con coeficientes en Q( 5p5) es
x4 + x3 + x2 + x+1.

AutQQ(
5p

5, e2πi/5))= {τrs}1≤r≤4;1≤s≤5,

con τrs(e2πi/5)= er·2πi/5 y τrs(
5p5)= es·2πi/5 · 5p5.

P30. Las raíces múltiples de p(x) son las raíces de m.c.d.(p(x), p′(x)). Si p′(x) = 0, en-
tonces m.c.d.(p(x), p′(x)) = p(x) y todas las raíces son de p(x) son múltiples. Si
p′(x) , 0, entonces m.c.d(p(x), p′(x)) es un polinomio de grado menor que el de
p(x), que lo divide y m.c.d.(p(x), p′(x)) = (1), luego p(x) no tiene raíces múlti-
ples. Si la característica de k es cero, entonces p′(x) , 0 y p(x) no tiene raíces
múltiples.

P31. Sea p(x) = x4 +4x2 +1 ∈ k[x], entonces p′(x) = 4x3 +8x = 4x(x2 +2) que es primo
con p(x) si k = Q,F5, luego p(x) no tiene raíces múltiples sobre estos cuerpos.
Sobre F3, x2 +2 = x2 −1 = (x+1)(x−1). Las raíces comunes son el ±1. Luego, ±1
son raíces de p(x) de multiplicidad 2. Sobre F2, p(x)= x4 +1= (x+1)4, luego p(x)
tiene una única raíz, 1, que es de multiplicidad 4.

Sea p(x) = 4x4 − 4x3 − 3x2 + 2x+ 1, entonces p′(x) = 16x3 − 12x2 − 6x+ 2. Sobre
Q y F5 se tiene que m.c.d(p(x), p′(x)) = 2x2 − x− 1 = 2(x− 1)(x+ 1/2), luego 1 y
−1/2 son las raíces múltiples, de multiplicidad 2. Sobre F2, p(x)= x2+1= (x+1)2,
que tiene 1 como raíz múltiple de multiplicidad 2. Sobre F3, m.c.d(p(x), p′(x)) =
p′(x)= x3 −1= (x−1)3 y p(x)= (x−1)4, luego 1 es de multiplicidad 4.

P32. El discriminante de x3 + px+ q es un polinomio homogéneo (simétrico) en las
raíces de grado 6, p es de grado 2 y q de grado 3. Entonces, ∆(x3 + px+ q) =
λ · p3 +µ · q2. Si las raíces son 0,1.−1, tenemos que 22 = λ · (−1)3 +µ ·02, luego
λ=−4. Si las raíces son 1,1,−2, entonces 0=−4 · (−3)3+µ ·22 luego µ=−27. Por
tanto, ∆(x3 + px+ q)=−4 · p3 −27 · q2.

P33. Sea P(x) =
4∏

i=1
(x− xi) y R(x) =

3∏
i=1

(x− θ̄i) = x3 − s1(θ̄1, θ̄2, θ̄3)x2 + . . .− s3(θ̄1, θ̄2, θ̄3),

donde θ̄1 = x1x2 + x3x4, θ̄2 = x1x3 + x2x4, θ̄3 = x1x4 + x2x3 y si son las funciones
simétricas elementales en tres variables. Sean ti(x1, . . . , x4) := si(θ̄1, θ̄2, θ̄3). Toda
permutación σ de x1, . . . , x4 define una permutación τ de θ̄1, θ̄2, θ̄3 y

σ(ti(x1, . . . , x4))= si(τ(θ̄1),τ(θ̄2),τ(θ̄3))= si(θ̄1, θ̄2, θ̄3)= ti(x1, . . . , x4)

Luego, los coeficientes de R(x) son funciones simétricas en x1, . . . , x4, entonces
son polinomios en los coeficientes de P(x) y por tanto r(x) ∈ k[x]. Calculemos R(x).
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Escribamos P(x)= x4+A1x3+·· ·+A4. Evidentemente, s1(θ̄1, θ̄2, θ̄3)= θ̄1+θ̄2+θ̄3 =
A2. Calculemos s3(θ̄1, θ̄2, θ̄3)= θ̄1θ̄2θ̄3. Si hacemos x4 = 0, entonces

(x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)(x1x4 + x2x3)= x2
1x2

2x2
3 = (x1x2x3)2

y (x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)(x1x4 + x2x3)− (x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4)2 =
x1x2x3x4(

∑
i

x2
i −2

∑
i< j

xix j)= x1x2x3x4((
∑
i

xi)2−4
∑
i< j

xix j). Por lo tanto, θ̄1θ̄2θ̄3 es igual

a A2
3+A4(A2

1−4A2). Calculemos s2(θ̄1, θ̄2, θ̄3)= ∑
i< j
θ̄iθ̄ j. Si hacemos x4 = 0, enton-

ces

(x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)+ (x1x2 + x3x4)(x1x4 + x2x3)+ (x1x3 + x2x4)(x1x4 + x2x3)
= x1x2x3(x1 + x2 + x3).

Luego,
∑
i< j
θ̄iθ̄ j − A3A1 = λ · A4. Tomando x1 = ·· · = x4 = 1, obtenemos que λ=−4,

luego
∑
i< j
θ̄iθ̄ j = A3A1 −4A4.

P34. La matriz de (x2 + a1x+ a2)′· = (2x+ a1)· en la base {1̄, x̄} de k[x]/(x2 + a1x+ a2)

es igual a
(
a1 −2a2
2 −a1

)
y su determinante es −a2

1 +4a2. Luego, ∆(x2 +a1x+a2) =
a2

1 −4a2.

Solución de los problemas del capítulo cuarto
P1. Sabemos que Spec Ax se corresponde biunívocamente con el conjunto de los idea-

les primos p⊂ A tales que p∩ A\px =; (según la asignación p 7→ p · Ax), es decir,
p⊆ px Evidentemente, px · Ax es el único ideal maximal de Ax.

P2. Sea n = #Spec A y m = #SpecB. Entonces, A = A1 × ·· · × An, con A i álgebras
locales y B = B1 ×·· ·×Bm, con B j álgebras locales. Luego,

Spec(A⊗k B)=Spec(
n,m∏

i=1, j=1
A i ⊗k B j)=

n,m∐
i=1, j=1

Spec(A i ⊗k B j)

y #Spec(A⊗k B)≥ n ·m = #Spec A ·#SpecB.

P3. k(x)⊗k K = k[x]k[x]\{0}⊗k[x] k[x]⊗k K = K[x]k[x]\{0} ⊆ K(x) es una k(x)-álgebra finita
íntegra, luego es un cuerpo y coincide con K(x).



MA
NU
AL
ES

UE
X

219

Solución de los problemas del capítulo cuarto

P4. a) El morfismo Aplic(X ,k) → kn, f 7→ ( f (x1), . . . , f (xn)) es el isomorfismo de k-
álgebras buscado.

b) Los morfismos Aplic(X
∐

Y ,k) → Aplic(X ,k)×Aplic(Y ,k), f 7→ ( f1, f2), donde
f1(x) := f (x) y f2(y) := f (y) y Aplic(X ,k)×Aplic(Y ,k) → Aplic(X

∐
Y ,k), ( f1, f2) 7→

f , donde f (z) := f1(z) si z ∈ X y f (z) := f2(z) si z ∈Y , son inversos entre sí.

c) El morfismo Aplic(X ,k)⊗k Aplic(Y ,k) → Aplic(X ×Y ,k), f1 ⊗ f2 7→ f , donde
f (x, y) := f1(x) · f2(y) es un isomorfismo: Sea Z un conjunto finito. Dado z ∈ Z,
sea δz ∈ Aplic(Z,k) la aplicación δz(z′) := 0 si z′ , z y δz(z) := 1. Se cumple que
{δz}z∈Z es una base del k-espacio vectorial Aplic(Z,k). La base {δx⊗δy}x∈X ,y∈Y de
Aplic(X ,k)⊗k Aplic(Y ,k) se aplica en la base {δ(x,y)}(x,y)∈X×Y de Aplic(X ×Y ,k).

P5. Toda k-álgebra finita reducida es producto directo de extensiones finitas de cuer-
pos de k. Por tanto, toda C-álgebra finita reducida es trivial. C[x]/(x2) es una
C-álgebra finita con nilpotentes, luego no trivial.

P6. Toda k-álgebra finita reducida es producto directo de extensiones finitas de cuer-
pos de k. Las únicas extensiones finitas de cuerpos de R son R y C. Por tanto,
toda R-álgebra finita reducida es isomorfa a R× n· · · ×R×C× m· · · ×C para ciertos
n, m ∈N.

P7. Por 4.3.7, A es producto cartesiano de k-álgebras finitas locales

A = A1 ×·· ·× Ar ×·· ·× An

donde podemos suponer que A1, . . . , Ar son racionales y Ar+1, . . . , An no son racio-
nales. Entonces, dimk A = dimk A1+·· ·+dimk An, #Spec A = n y #Homk−al g(A,k)=
r.

Por tanto, dimk A = #Spec A si y solo si dimk A i = 1 para todo i, es decir, si y solo
si es trivial.

Si A es trivial, entonces r = n = dimk A. Recíprocamente, si r = dimk A, entonces
n = r y dimk A i = 1 para todo i, es decir, A es trivial.

P8. Si m⊂ A es un ideal maximal, A/m es una extensión finita de k, luego A/m= k.

P9. k[x, y]/(p(x), q(y)) = k[x]/(p(x))⊗k k[y]/(q(y)) es racional si y solo si k[x]/(p(x)) y
k[y]/(q(y)) son racionales.

P10. Sea a la raíz de p(x). Entonces, p(x)= (x−a)pn·m = (xpn−apn
)m con m no divisible

por p. Además, apn ∈ k porque m ·apn ∈ k.
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⇒) Dado a1 ∈ A, consideremos la inclusión k[a1]⊂ A. Como

#Homk−al g(k[a1], k̄)≤ #Homk−al g(A, k̄)= 1,

#Homk−al g(k[a1], k̄) = 1 y el polinomio mínimo anulador de a1 solo tiene una
raíz. Por tanto, apm1

1 ∈ k para cierto m1. Escribamos A = k[a1, . . . ,ar), luego n =
máx{m1, . . . ,mr}.

⇐) #Homk−al g(A, k̄) = 1, porque para cada a ∈ A, solo existe un morfismo de
k-álgebras k[a]→ k̄.

P11. Si un polinomio irreducible tiene una raíz en K1 ∩K2 entonces todas sus raíces
están en K1 y K2, porque éstas son normales, luego tiene todas sus raíces en
K1 ∩K2 y K1 ∩K2 es normal.

P12. Toda k-extensión normal K ′ que contenga a Σ la racionaliza, porque K ′ raciona-
liza a K ′, luego racionaliza a toda subextensión suya. La envolvente normal de
Σ es normal y está incluida en toda extensión normal que contenga a Σ, pues es
la extensión más pequeña que racionaliza a Σ.

Solución de los problemas del capítulo quinto
P1. Sea una extensión de cuerpos k ,→ k(α) separable y p(x) el polinomio mínimo

anulador de α, con coeficientes en k. Entonces, k(α) = k[x]/(p(x)). Si α1, . . . ,αn
son las raíces de p(x), entonces una extensión Σ trivializa a k(x)/(p(x) si y solo si
α1, . . . ,αn ∈Σ.

El polinomio mínimo anulador de 3p2 es x3−2, cuyas raíces son 3p2, 3p2·e2πi/3, 3p2·
e4πi/3. La mínima extensión trivializante de Q( 3p2), es

Q(
3p

2,
3p

2 · e2πi/3,
3p

2 · e4πi/3)=Q(
3p

2, e2πi/3)

El polinomio mínimo anulador de 4p2 es x4−2, cuyas raíces son 4p2, 4p2·e2πi/4, 4p2·
e4πi/4, 4p2 · e6πi/4. La mínima extensión trivializante de Q( 4p2), es Q( 4p2, i).

Si A = A1 × A2 y K1 trivializa a A1 y K2 trivializa a A2, entonces cualquier
compuesto de K1 y K2 trivializa a A. Entonces,

Q(i) ·Q(
3p

2, e2πi/3)=Q(i, e2πi/3,
3p

2)

P2. Supongamos que α es k-separable. Entonces, k(αp) ,→ k(α) es separable. El poli-
nomio xp −αp ∈ k(αp)[x] anula a α, y tiene a α como única raíz (múltiple), pues
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xp −αp = (x−α)p. En conclusión, el polinomio mínimo anulador de α con coefi-
cientes en k(αp), que es separable y divide a xp −αp, ha de ser x−α, es decir,
α ∈ k(αp) y k(αp)= k(α).

Supongamos que k(αp) = k(α). Sea p(x) el polinomio mónico de grado mínimo
anulador de α. Si p(x) tiene raíces múltiples entonces p(x)′ = 0, es decir, p(x) =
q(xp), para cierto q(x) ∈ k[x]. Luego, el polinomio mínimo anulador de αp divide
a q(x), por dimensiones k(αp), k(α) y llegamos a contradicción.

P3. En característica cero, las k-álgebras finitas reducidas coinciden con las separa-
bles. Además, el producto tensorial de k-álgebras finitas separables es separable.

P4. El anillo A = F2[t] es un dominio de factorización única. Por el criterio de Eisens-
tein x2 − t ∈ A[x] es irreducible. Por el lema de Gauss, x2 − t ∈ F2(t)[x] = k[x] es
irreducible.

Tenemos que (x−α)2 = x2−α2 = x2−t. Por tanto, α es una raíz doble del polinomio
irreducible x2 − t ∈ k[x], luego k ,→ k(α)= k[

p
t] no es separable.

P5. Dado α ∈ K , el grado m de k[α] divide a n, luego es primo con p. Por tanto, la
derivada del polinomio mónico de grado mínimo anulador de α no es nula, luego
p(x) no tiene raíces múltiples y α es separable. Por tanto, K es separable.

P6. Por cambio de cuerpo base, ⊗kK , A⊗k K es isomorfo a K × n· · ·×K y la homotecia
por a⊗1 es igual a la homotecia por (g1(a), . . . , gn(a)), cuyo determinante es igual
N(a)= g1(a) · · · gn(a) y cuya traza es igual a Tr(a)= g1(a)+ . . .+ gn(a).

P7. a) Si a es nilpotente, entonces ha es nilpotente, luego las raíces de su polinomio
característico son nulas y tr(ha)= 0. Si a es nilpotente, entonces ab es nilpotente
para todo b ∈ A. Por tanto, rad A ⊆ radT2.

b) Obvio.

c) Sea k ,→ K una extensión de cuerpos. Sea TK
2 la métrica de la traza de la K-

álgebra AK . El núcleo de la aplicación AK →Homk(A,k)⊗k K =Homk(AK ,K) es
rad(TK

2 )= rad(T2)⊗kK . Si radT2 = 0, entonces rad(TK
2 )= 0, luego AK es reducida

(para toda K) y A es separable.

Si A es separable, entonces existe una extensión K , tal que AK = Kn y la matriz
de TK

2 en la base usual de Kn es la matriz Id. Entonces, rad(TK
2 )= 0 y radT2 = 0.

Sea K una k-extensión de cuerpos que trivialice a la k-álgebra k[x]/(p(x)).
Entonces, Homk−al g(k[x]/(p(x)),K)= {g i}, con g i(x̄)=αi (donde α1, . . . ,αn son las
raíces de p(x)). La matriz de T2 en la base 1̄, x̄, . . . , x̄n−1 es (tr(x̄i+ j−2))= (σi+ j−2).
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P8. L⊗k L es una L-extensión separable de grado 2, con un punto L-racional. Por
tanto, L⊗k L = L×L′ y por grados L′ = L. En conclusión, L es de Galois.

Toda extensión de cuerpos de grado n, con n primo con la característica es se-
parable, pues todo el grado del polinomio mínimo anulador de todo elemento
divide a n, luego su derivada es no nula y el polinomio (irreducible) es separable.
Por tanto, toda extensión de cuerpos de grado dos es de Galois, en caracterís-
tica distinta de 2. En característica dos F2(x) ,→ F2(

p
x) no es separable, pero

F2(x) ,→ F2(x)[y]/(y2 + y+ x) es separable, luego de Galois.

P9. Dado un polinomio irreducible p(x) de raíces α1, . . . ,αn, entonces Autk−al g k(α1)=
{αi : αi ∈ k(α1)}, τ 7→ τ(α1).

AutQ−al gQ(
p

2)= {
p

2,−p
2}.

AutQ−al gQ( 3p2)= {Id}, porque e2πi/3 · 3p2, e4πi/3 · 3p2 ∉Q( 3p2).

AutQ−al gQ( 4p2)= { 4p2,− 4p2}, porque ± 4p2 · i ∉Q( 4p2).

AutQ−al gQ( 5p2)= {Id}, porque en·2πi/5 · 5p2 ∉Q( 5p2), para n = 1,2,3,4.

AutQ−al gQ( 6p2)= {± 6p2}, porque en·2πi/6 · 6p2 ∉Q( 6p2), para n = 1,2,4,5.

P10. El cuerpo de descomposición de x3 −2 es Q( 3p2, e2πi/3) = Q( 3p2)⊗QQ(e2πi/3). Sea
τ ∈AutQQ( 3p2, e2πi/3) determinado por τ( 3p2)= 3p2, τ(e2πi/3)= e4πi/3. Entonces,

AutQQ(
3p

2, e2πi/3)=AutQ(e2πi/3)Q(
3p

2, e2πi/3)
∐

AutQQ(
3p

2, e2πi/3)◦τ

Por último, AutQ(e2πi/3)Q( 3p2, e2πi/3)= {σ0,σ1,σ2}, con σ j(
3p2) := e j·2πi/3 · 3p2.

El cuerpo de descomposición de x4 − 2 es Q( 4p2, i) = Q( 4p2)⊗Q Q(i). Entonces,
AutQQ( 4p2, i))= {τrs} 0≤ r ≤ 1

0≤ s ≤ 3
, con τrs(i)= (−1)r · i y τrs(

4p2)= is · 4p2.

P11. Dado p(x) ∈C, todas sus raíces α1, . . . ,αn ∈C, luego C(α1, . . . ,αn) =C, cuyo grupo
de Galois sobre C es G = {1}.

P12. Q(
p

2,
p

3) es el cuerpo de descomposición de (x2 − 2) · (x2 − 3) ∈ Q[x], luego es
de Galois. Además,

p
3 ∉ Q(

p
2), por tanto, Q(

p
2) ,→ Q(

p
2,

p
3) es de grado 2,

luego Q(
p

2,
p

3) es una Q-extensión de grado 4. Luego el grupo G de Galois de
Q(

p
2,

p
3) es de orden 4. Todo τ ∈ G está determinado por sus valores en

p
2 y

en
p

3. Además, se cumple que τ(
p

2)=±p
2 y τ(

p
3)=±p

3. En conclusión,

Z/2Z×Z/2Z≃G, ( ī, j̄) 7→ τ ī j̄, donde τ ī j̄(
p

2) := (−1)i p2, y τ ī j̄(
p

3) := (−1) j p3
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Si k ,→ K es una extensión de Galois, α ∈ K y el polinomio mínimo anulador de
α es p(x) de raíces α1, . . . ,αn, entonces α1, . . . ,αn ∈ K . El polinomio anulador con
coeficientes en Q de 3p3 es x3−3 y e2πi/3 · 3p3 es una raíz de x3−3. Se cumple que
e2πi/3 · 3p3 ∉Q(

p
2, 3p3), luego Q(

p
2, 3p3) no es Galois.

Q(i · p2, 3p3) = K es una Q-extensión de grado 6, porque es un compuesto de las
extensiones Q(i · p2) y Q( 3p3). Si fuese de Galois, entonces e2πi/3 · 3p3 ∈ K , luego
e2πi/3 ∈ K y i · p3 ∈ K . Como i · p3 ∉Q(i · p2), tendríamos que Q(i · p2, i · p3) es
una Q-extensión de grado 4, incluida en K , lo que es contradictorio. Luego K no
es de Galois.

Q( 3p2,
p−3) es el cuerpo de descomposición de x3 −2, luego es de Galois. Es una

Q-extensión de grado 6 y su grupo de Galois es un subgrupo de las permutaciones
de las raíces de x3 −2, luego es isomorfo a S3.

P13. Evidentemente es una extensión de Galois y solo tenemos que probar que es
de grado 2n. Procedemos por inducción sobre n. Sea K i =Q[

p
m1, i. . .,

p
mi]. Por

hipótesis de inducción, K i ,→ K i+1 son extensiones de grado 2, para i < n− 1.
Veamos que Kn−1 ,→ Kn es una extensión de grado 2, es decir,

p
mn ∉ Kn−1: En

caso contrario,
p

mn ∈ Kn−1 = Kn−2[
p

mn−1] y
p

mn = a+ b
p

mn−1 con a,b ∈
Kn−2. Entonces,

mn = (a+b
p

mn−1)2 = (a2 +b2mn−1)+2ab
p

mn−1.

Entonces, ab = 0. Si b = 0,
p

mn = a ∈ Kn−2, lo que contradice la hipótesis de
inducción. Si a = 0, entonces mn = b2mn−1, luego

p
mn−1mn = bmn−1 ∈ Kn−2, lo

que contradice la hipótesis de inducción.

P14. La sucesión
1→AutL′−al gL →Autk−al gL π→Autk−al gL′

es exacta y π es epiyectivo si y solo si #Autk−al gL = #AutL′−al gL ·#Autk−al gL′ =
dimL′ L ·dimk L′ = dimk L, es decir, si y solo si L es una k-extensión de Galois.

P15. (L⊗k L′)⊗k (L⊗k L′)= (L⊗k L)⊗k (L′⊗k L′)= (
∏n L)⊗k (

∏m L′)=∏nm(L⊗k L′), luego
L⊗k L′ es de Galois. Tenemos el morfismo natural inyectivo

G×G′ →Autk(L⊗k L′), (g, g′) 7→ g⊗ g′

Por órdenes de los grupos, concluimos que es biyectivo.

P16. El agujero de L y L′ en el cierre algebraico de k, k̄ es único. Por tanto, El agujero
de L ·L′ en k̄ es único, exactamente es el subcuerpo de k̄ generado por L y L′.
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Por tanto, L ·L′ (que es separable) es de Galois y todo compuesto de L y L′ es
isomorfo al subcuerpo de k̄ generado por L y L′. L⊗k L′ (que es separable) es
producto directo de compuestos de L y L′.

P17. Si un polinomio irreducible tiene una raíz en L∩L′, tiene todas sus raíces en L
y L′, luego en L∩L′; por tanto L∩L′ es una k-extensión de Galois.

Si consideramos otra k-extensión K ′ y K ′′ es un compuesto de K y K ′, entonces
el agujero de L en K se identifica con el agujero de L en K ′′, y éste con el agujero
de L en K ′. Idem con L′. Por tanto, la intersección de L y L′ en K es la misma
que en K ′′, y ésta es la misma que en K ′.

P18. El cuerpo de descomposición del polinomio x4−4= (x2−2)(x2+2) esQ(
p

2,
p−2)=

Q(
p

2, i), que es una Q-extensión de grado 4, y el grupo de Galois es isomorfo a
Z/2Z×Z/2Z.

El cuerpo de descomposición de (x2 −2)(x2 +1) es Q(
p

2, i).

P19. Obvio.

P20. 1/
p

2+1/
p

2i es una raíz octava primitiva de la unidad. Luego, Q( 8p2, i) es el
cuerpo de descomposición de x8 −2, luego es de Galois de grado 16. Por tanto, el
morfismo

Z/8Z⋊Z/2Z→AutQ−al gQ(
8p

2, i), (r̄, s̄) 7→ τ(r̄,s̄)

donde τ(1̄,0̄)(
8p2) = e2πi/8 · 8p2, τ(1̄,0̄)(i) = i, τ(0̄,1̄)(i) =−i y tau(0̄,1̄)(

8p2) = 8p2, es un
isomorfismo. (Consideramos el morfismo de grupos Z/2Z→ Autgr(Z/8Z), s̄ → h s̄,
con h s̄(n̄)= 3sn̄).

P21. Q( 3p2, e2πi/3) es el cuerpo de descomposición de x3−2, que es una Q-extensión de
Galois de grado 6. Sea τ la conjugación compleja. Tenemos que Q( 3p2, e2πi/3)〈τ〉 =
Q( 3p2). Si

p
2 ∈ Q( 3p2, e2πi/3) entonces

p
2 ∈ Q( 3p2, e2πi/3)〈τ〉 = Q( 3p2), lo cual es

imposible. Por tanto,

Q(
p

2,
3p

2, e2πi/3)=Q(
p

2)⊗QQ(
3p

2, e2πi/3)

que es una Q-extensión de Galois de grado 12 y grupo G =Z/2Z× (Z/3Z⋊Z/2Z).
Explícitamente, si denotamos τ ī, j̄,k̄ = ( ī, j̄, k̄) ∈Z/2Z× (Z/3Z⋊Z/2Z), tenemos que

τ ī, j̄,k̄(
p

2)= (−1)i · p2
τ ī, j̄,k̄( 3p2)= e j·2πi/3 · 3p2
τ ī, j̄,k̄(e2πi/3)= e(−1)k·2πi/3
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El subgrupo de G que deja invariante a
p

2+ 3p2 es H = 0×0×Z/2Z. Por tanto,
Q((

p
2+ 3p2) = Q((

p
2, 3p2). Q((

p
2, 3p2) es una Q-extensión de grado 6, que no

es Galois, porque e2πi/3 · 3p2 ∉Q((
p

2, 3p2). Por tanto, su envolvente de Galois es
Q(

p
2, 3p2, e2πi/3).

P22. El grupo de Galois de (x3 +3)(x2 −3) es el grupo de Galois de Q( 3p3, e2πi/3,
p

3) =
Q( 3p3,

p
3, i), que es una Q-extensión de Galois de grado 12. El grupo de Galois

de (x3 +3)(x2 −3) es S3 ×S2.

P23. Considérese la sección de s, k ,→ L, l 7→ 1
#G · l.

P24. Evidentemente Q[e
2πi
n , e

2πi
m ] ⊆ Q[e

2πi
m.c.m(n,m) ]. Sea τ un automorfismo de Q[e

2πi
nm ],

τ(e
2πi

m.c.m.(n,m) ) = er 2πi
m.c.m.(n,m) , luego si a es una potencia de e

2πi
m.c.m.(n,m) , τ(a) = ar. En-

tonces τ(e
2πi
n ) = er 2πi

n = e
2πi
n si y solo si r = 1 mód n, es decir, r−1 es múltiplo de

n. Igualmente, τ(e
2πi
m )= e

2πi
m si y solo si r−1 es múltiplo de m Luego, τ deja inva-

riante a Q[e
2πi
n , e

2πi
m ] si y solo si r−1 es múltiplo de m.c.m.(n,m), es decir, τ= Id.

Por el teorema clásico de Galois, Q[e
2πi
n , e

2πi
m ]=Q[e

2πi
m.c.m(n,m) ].

Si n es primo con m, Q[e
2πi
n , e

2πi
m ] = Q[e

2πi
n ]⊗QQ[e

2πi
m ] porque tienen el mismo

grado.

P25. El cuerpo de descomposición de x3 −2 es Q( 3p2, e2πi/3 · 3p2, e4πi/3 · 3p2), de grupo
de Galois S3. Los subgrupos de S3, son S3,〈(1,2,3)〉,〈(1,2)〉,〈(1,3)〉,〈(2,3)〉 y {Id},
que por toma de invariantes se corresponden con las subextensiones

Q,Q(
p
∆)=Q(

p
3 · i),Q(e4πi/3 · 3p

2),Q(e2πi/3 · 3p
2),Q(

3p
2),Q(

3p
2, e2πi/3)

El cuerpo de descomposición de (x2 − 2)(x2 + 1) es Q(
p

2, i) de grupo de Galois
Z/2Z×Z/2Z. Los subgrupos son Z/2Z×Z/2Z, 〈(1̄, 0̄)〉, 〈(0̄, 1̄)〉, 〈(1̄, 1̄)〉, {Id}, que por
toma de invariantes se corresponden con las subextensiones

Q,Q(i),Q(
p

2),Q(
p

2 · i),Q(
p

2, i)

El cuerpo de descomposición de x4 −4 es Q(
p

2, i).

P26.
p

3 ∉Q( 4p2), porque en caso contrario, Q(
p

3,
p

2) ha de coincidir con Q( 4p2), lo
cual es imposible porque la primera Q-extensión es de Galois y la segunda no.

Por tanto, Q(
p

3, 4p2) es una Q-extensión de grado 8. Como i ∉Q(
p

3, 4p2), enton-
ces Q(

p
3, 4p2, i) es una Q-extensión de grado 16, luego Q(

p
3, 4p2, i),Q( 4p2, i) yp

3 ∉Q( 4p2, i).

Por último, dimQ(
p

3)Q(
p

3, 4p2)= 4 y x4 −2 es irreducible sobre Q(
p

3).
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P27. a) KH1 ,KH2 ⊆ KH1∩H2 , luego KH1 ·KH2 ⊆ KH1∩H2 . KH1 ·KH2 = KH , con H ⊆ H1,H2,
luego H ⊆ H1 ∩H2. Luego, KH1 ·KH2 = KH ⊇ KH1∩H2 y KH1 ·KH2 = KH1∩H2 .

b) K 〈H1,H2〉 ⊆ KH1 ,KH2 , luego K 〈H1,H2〉 ⊆ KH1 ∩KH2 . KH1 ∩KH2 = KH , con H ⊇
H1,H2, luego H ⊇ 〈H1,H2〉 y K 〈H1,H2〉 ⊇ KH = KH1 ∩KH2 . Por tanto, KH1 ∩KH2 =
K 〈H1,H2〉.

P28. La envolvente de Galois de KH es la mínima subextensión de Galois K ′ de K
que contiene a KH . Por el teorema clásico de Galois se corresponde con el mayor
subgrupo normal de G contenido en H, el cual es H′ = ∩

g∈G
gH g−1, es decir, K ′ =

KH′
.

P29. Escribamos K ′ = KH′ ⊂ KH (luego H ⊂ H′). El grupo de Galois de la extensión
K ′ ,→ K es H′, y KH es una K ′-extensión de Galois si y solo si H∆H′. Entonces,
la k-subextensión K ′ de KH más pequeña tal que K ′ ,→ KH es de Galois, se co-
rresponde por la equivalencia de Galois con el mayor subgrupo de G que contiene
a H en el que H es normal, es decir, NG(H). Luego, K ′ = K NG (H).

P30. Vía el isomorfismo Sn ≃ Autk−al g K , podemos suponer que cada σ ∈ Sn es un
automorfismo de K . Sea Sn−1 ⊂ Sn el subgrupo de las permutaciones de {1, . . . ,n}
que dejan fijo a n. El grado de la k-extensión K ′ := KSn−1 es igual a |Sn/Sn−1| = n.
K ′ no contiene ninguna k-subextensión distinta de k = KSn y K ′ = KSn−1 , porque
Sn−1 no está contenido en ningún subgrupo de Sn distinto de Sn y Sn−1. Por
tanto, para toda α ∈ K ′\k, se tiene que K ′ = k(α). Sea p(x) el polinomio mónico
de grado mínimo anulador de α, entonces K ′ = k(α) = k[x]/(p(x)) y gr(p(x)) =
dimk K ′ = n. El cuerpo de descomposición de p(x) coincide con la menor extensión
de Galois KH que contiene a K ′ = KSn−1 , es decir, H es el mayor subgrupo de Sn−1
que es normal en Sn. Por tanto, H = ∩

σ∈Sn
σSn−1σ

−1. σSn−1σ
−1 es el subgrupo de

las permutaciones de {1, . . . ,n} que dejan fijo a σ(n), luego ∩
σ∈Sn

σSn−1σ
−1 = {Id} y

H = {Id} y KH = K .

P31. Sean L1 = LZ/2Z×0 y L2 = L0×Z/2Z son dos Q-subextensiones de grado 2 (de Galo-
is). Luego, L1 =Q(α), con α2 ∈Q, y L2 =Q(β), con β2 ∈Q. Por último,

L = L(Z/2Z×0)∩(0×Z/2Z) = L1 ·L2 =Q(α,β).

P32. k(a1, . . . ,an,
p
∆) es una k(a1, . . . ,an)-extensión de cuerpos de grado 2 incluida en

k(x1, . . . , xn)An que es una k(a1, . . . ,an)-extensión de grado |Sn/An| = 2.
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P33. K es una KH2-extensión de Galois de grupo H2. KH1 ·KH2 = KH1∩H2 y H1∩H2 es
normal en H2, porque H1 es normal en G. Por tanto, KH1 ·KH2 es una KH2 exten-
sión de Galois de grupo H2/(H1 ∩H2). Por otra parte, KH1 es una k-extensión de
Galois de grupo G/H1 y el morfismo H2/(H1 ∩H2)→G/H1, h̄2 7→ h̄2 es inyectivo.

P34. Sea L′ la envolvente de Galois de L. Las subextensiones de L′ son un número
finito, porque se corresponden con los subgrupos del grupo de Galois de L′. Por
tanto, las subextensiones de L, que son subextensiones de L′, son un número
finito.

P35. Si las subextensiones k(α+ aβ) son todas distintas variando a ∈ k, tendríamos
que el número de subextensiones de k(α,β) sería infinito, lo que contradice el
problema 34. Por tanto, existen a , b ∈ k tales que k(α+aβ) = k(α+ bβ). Luego,
(α+aβ)− (α+bβ) ∈ k(α+aβ), β ∈ k(α+aβ), α ∈ k(α+aβ) y k(α+aβ)= k(α,β).

P36. a. Por el teorema clásico de Galois, tenemos que demostrar que Z/nZ solo con-
tiene para cada divisor d′ de n un único subgrupo de orden d′. En efecto, el sub-
grupo es cíclico, luego está generado por un elemento de orden d′. Los elementos
de Z/nZ anulados por d′, son n/d′, 2 ·n/d′, · · · , (d′−1) ·n/d′, los cuales forman un
subgrupo de orden d′. En conclusión, 〈n/d′〉 es el único subgrupo de orden d′ de
Z/nZ.

b. Por el teorema clásico de Galois, tenemos que demostrar que si tenemos dos
subgrupos H1 = 〈r̄〉 ,H2 = 〈s̄〉 de Z/nZ (con r y s divisores de n), entonces H1 ⊆ H2
si y solo si #H1|#H2. Ahora bien, H1 ⊆ H2 si y solo si s divide a r, que equivale a
decir que n/r = #H1 divide a n/s = #H2.

P37. Sean ai ∈ K cualesquiera, para i = 1, . . . ,n. Sea Hi ⊆ G el subgrupo de isotropía
de ai. Entonces, pi(x) :=∏

ḡ∈G/Hi (x− g(ai)) ∈ KG[x]. El cuerpo de descomposición
del polinomio p(x) := m.c.m.(p1(x), . . . , pn(x)),

K ′ := KG[g(ai)]i∈{1,...,n}, ḡ∈G/Hi ⊆ K

es una KG-extensión de Galois, que contiene a KG(a1, . . . ,an). Consideremos el
subgrupo H := {g ∈ G : g(λ) = λ para todo λ ∈ K ′}, entonces K ′G/H = K ′G = KG ,
luego dimKG K ′ = #G/#H ≤ #G. Luego, dimKG K ≤ #G. Por tanto, K es una KG-
extensión de Galois de grado #G y grupo G.

P38. Por el teorema de prolongación, todo morfismo de K1 en K prolonga a automorfis-
mo de K . Sea i : K2 ,→ K la inclusión. El morfismo i◦ f prolonga al automorfismo
σ buscado.
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P39. Denotemos i1 : K1 ,→ L, i2 : K2 ,→ L las inclusiones y σ : K1 ≃ K2 el isomorfismo.
Consideremos el morfismo i2 ◦σ : L1 → L. Por el teorema de prolongación existe
un automorfismo g : L → L, tal que i2◦σ= g◦ i1. Por tanto, g(K1)= K2. Entonces,
si K1 = LH1 , se tiene que LH2 := K2 = g(K1) = LgH1 g−1

. Luego, H2 = gH1 g−1.
Recíprocamente, si H2 = gH1 g−1, entonces K2 = g(K1) y K2 ≃ K1.

P40. Sea G = Autk−al g L′. Dada una extensión L′ ,→ L y g ∈ G, denotemos Lg, la L′-
extensión L′ g≃ L′ ,→ L. L′⊗k L =⊕L como L-álgebras, considerando L′⊗k L como
L-álgebra vía el segundo factor. Si consideramos L′⊗k L = ⊕L como L′-álgebra
vía el primer factor de L′⊗k L y queremos considerar ⊕L como L′-álgebra vía el
isomorfismo L′⊗k L = ⊕L, entonces deberíamos escribir en vez de ⊕L, ⊕g∈GLg.
Por tanto, tenemos (con rigor) que L⊗k L =⊕g∈G(L⊗L′ Lg).

Si L′ = Q(
p

2) y L = Q( 4p2), entonces G = AutQ−al gQ(
p

2) = {Id, g}, con g(
p

2) =
−p

2. Tenemos el diagrama conmutativo

Q(i · 4p2) ∼ // Q( 4p2)

Q(
p

2) ∼
g
//

?�

OO

Q(
p

2)
?�

OO i · 4p2 � // 4p2

p
2 � // −p

2

Luego, Lg = Q(i · 4p2) como Q[
p

2]-álgebra, L⊗L′ Lg = Q( 4p2)⊗Q(
p

2)Q(i · 4p2) =
Q( 4p2, i) y

L⊗k L = (L⊗L′ L)× (L⊗L′ Lg)= L×L×Q(
4p

2, i).

P41. σ2(e2πi/5)= e32πi/5 = e2πi/5, luego σ2 = Id. Por tanto, H = 〈σ〉 es un grupo de orden
2. Como Q ,→Q(e2πi/5) es una extensión de Galois de grado 4, entonces Q(e2πi/5)H

es una Q-extensión de grado 2. Como −1+p
5

2 = e2πi/5+ e8πi/5 ∈Q(e2πi/5)H , entoncesp
5 ∈Q(e2πi/5)H y Q(e2πi/5)H =Q(

p
5).

P42. El cuerpo de descomposición de x6−8 sobreQ esQ(
p

2, e2πi/3)=Q(
p

2)⊗QQ(e2πi/3),
que es una Q-extensión de grado 4, de grupo de Galois Z/2Z×Z/2Z. Sobre Q(

p
2)

es Z/2Z y sobre Q(e2πi/3) es Z/2Z. Q( 3p2,
p

2, e2πi/3) es una Q-extensión de grado
3 ·4= 12, luego es una Q( 3p2)-extensión de Galois de grado 4, de grupo de Galois
Z/2Z×Z/2Z.Q( 4p2,

p
2, e2πi/3)=Q( 4p2, e2πi/3) es unaQ-extensión de grado 4·2= 8,

luego es una Q( 4p2)-extensión de Galois de grado 2, de grupo de Galois Z/2Z.

P43. El grupo de Galois de Q(e2πi/8) sobre Q es (Z/8Z)∗ = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄}, que son todos de
grado dos salvo la identidad. Luego 〈τ〉 es de orden 2, salvo τ = Id. Luego, el
grado de Q(e2πi/8)τ es 4/2= 2, salvo para τ= Id, que 4.
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No hay ningún automorfismo de Q(e2πi/8) que solo deje fijos los números raciona-
les.

P44. El grupo de Galois de Q(e2πi/n) es (Z/nZ)∗. Para n = 3, es Z/2Z que contiene
un único subgrupo de índice dos. Para n = 5 es Z/4Z, que contiene un único
subgrupo de índice dos. Para n = 6, es (Z/3Z×Z/2Z)∗ = (Z/3Z)∗× (Z/2Z)∗ = Z/2Z
que contiene un único subgrupo de índice dos. Para n = 7 es Z/6Z, que contiene
un único subgrupo de índice dos. Para n = 8, es Z/2Z×Z/2Z que contiene tres
subgrupos de índice dos. Para n = 9, es Z/2Z×Z/3Z=Z/6Z que contiene un único
subgrupo de índice dos. Para n = 10, es Z/4Z que contiene un único subgrupo de
índice dos. Para n = 11 es Z/10Z, que contiene un único subgrupo de índice dos.
Para n = 12, es (Z/3Z)∗× (Z/4Z)∗ = Z/2Z×Z/2Z que contiene tres subgrupos de
índice dos. Para n = 13 es Z/12Z, que contiene un único subgrupo de índice 2.

P45. Para n = 5, el grupo de Galois es (Z/5Z)∗ ≃ Z/4Z, que tiene un único subgrupo
propio, H = 〈4̄〉 = 〈τ〉, donde τ es el automorfismo conjugar. Entonces, Q(e2πi/5)H =
Q(e2πi/5 + e−2πi/5) = Q(

p
5). Para n = 6, el grupo de Galois es Z/2Z, que no tiene

subgrupos propios. Para n = 7, el grupo de Galois es (Z/7Z)∗ ≃Z/6Z, que contiene
dos subgrupos propios, H1 = 〈2̄〉 ≃Z/3Z y H2 = 〈6̄〉 ≃Z/2Z. Q(e2πi/7)H1 =Q(e2πi/7+
e4πi/7 + e8πi/7), porque si e2πi/7 + e4πi/7 + e8πi/7 = a ∈ Q, entonces x + x2 + x4 − a
anularía a e2πi/7 (además, si denotamos w = e2πi/7 + e4πi/7 + e8πi/7, entonces su
polinomio anulador resulta ser x2 + x+ 2, luego Q(w) = Q(

p−7)). Q(e2πi/7)H2 =
Q(e2πi/7 + e−2πi/7). Para n = 8, el grupo de Galois es (Z/8Z)∗ = 〈1̄, 3̄, 5̄, 7̄〉 = 〈1̄, 3̄〉×
〈1̄, 5̄〉 = H1×H2. Q(e2πi/8)H2 =Q(eπi/2)=Q(i) y Q(e2πi/8)H1 =Q(e2πi/8+ e6πi/8), (ade-
más, si denotamos w = e2πi/8+ e6πi/8, entonces su polinomio anulador resulta ser
x2 + 2, luego Q(w) = Q(

p−2)). H1 × H2 = Z/2Z×Z/2Z contiene tres subgrupos
propios (de orden 2), nos falta considerar la subextensión Q(

p−2 · i) = Q(
p

2).
Para n = 9, el grupo de Galois es (Z/9Z)∗ = 〈1̄, 2̄, 4̄, 5̄, 7̄, 8̄〉 = 〈8̄〉× 〈4̄〉 = H1 × H2.
Q(e2πi/9)H1 =Q(e2πi/9 + e−2πi/9) y Q(e2πi/9)H2 =Q(e6πi/9)=Q(e2πi/3)=Q(

p−3).

P46. Supongamos que
p

b ∉Q (es decir, que b no es el cuadrado de un número racio-
nal). Entonces, Q ,→ Q(

p
b) es una extensión de grado 2. Para n = 5, Q(

p
b) =

Q(
p

5), luego por el problema 7 del capítulo 3, b = a2 ·5. Para n = 6, Q(
p

b) =
Q(

p−3) y b = −3a2. Para n = 7, Q(
p

b) = Q(
p−7), luego b = −a2 ·7. Para n = 8,

Q(
p

b)=Q(
p−1), luego b =−a2; ó Q(

p
b)=Q(

p−2), luego b =−2 ·a2; ó Q(
p

b)=
Q(

p
2), luego b = 2 ·a2. Para n = 9, Q(

p
b)=Q(

p−3), luego b =−3 ·a2.

P47. El grado de la Q-extensión de Galois L es 16. El grupo de Galois de L es isomorfo
a (Z/4Z⋊Z/2Z)×Z/2Z: σ= (r̄, s̄, t̄) ∈ (Z/4Z⋊Z/2Z)×Z/2Z opera como sigue σ( 4p3)=
ir · 4p3, σ(i)= (−1)s·i y σ(

p
2)= (−1)t· p2. Puede comprobarse que (r̄, s̄, t̄)◦(r̄, s̄, t̄)=
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(r̄+ (−1)s · r̄,0,0), que es cero si s = 1, ó s = 0 y r = 0,2. En total, hay 11 subgrupos
de orden 2. Si L′ es de real, entonces es invariante por H = 0×Z/2Z×0 y L′ ⊆
LH =Q( 4p3,

p
2).

Si 8p3 ∈ L entonces L = Q( 8p3,
p

2, i). El grupo de Galois, G, de la extensión de
grado 4, Q(

p
2, i) → L = Q( 8p3,

p
2, i) es Z/4Z, pues es un subgrupo de Z/8Z, ya

que dado τ ∈ G, τ( 8p3) = er·2πi/8 · 8p3, para cierto r̄ ∈ Z/8Z (y τm( 8p3) = emr·2πi/8 ·
8p3). Por tanto, G = 〈σ〉, con σ( 8p3) = e2πi/4 · 8p3 y el polinomio mínimo anulador

de 8p3 es x4 − p
3. Por tanto,

p
3 ∈ Q(

p
2, i) = Q(e2πi/8), lo cual es falso, por el

problema 46.

P48. Q(
p−2, i) es una extensión de Galois de grupo Z/2Z×Z/2Z que contiene exacta-

mente tres subgrupos de índice 2. Luego, Q(
p−2, i) contiene tres subextensiones

de grado 2: Q(
p−2), Q(i) y Q(

p−2 · i)=Q(
p

2). Ninguna de estas tres contiene ap−3.

P49. L = Q(
p

3,
p

2, i) es una extensión de Galois de grupo Z/2Z×Z/2Z×Z/2Z. To-
dos los elementos de este grupo son de orden 2, salvo el elemento neutro, luego
contiene 7 subgrupos de orden 2. El elemento σ = (r̄, s̄, t̄) ∈ Z/2Z×Z/2Z×Z/2Z,
opera como sigue σ(

p
3) := (−1)r · p3, σ(

p
2) = (−1)s · p2, σ(i) = (−1)t · i. Si L′

es real entonces es invariante por H = 0× 0×Z/2Z y LH = Q(
p

3,
p

2), luego
L′ =Q(

p
3,

p
2). Q( 4p3) es una Q-extensión de grado 4, que no es de Galois, lue-

go no coincide con Q(
p

3,
p

2), por tanto, 4p3 ∉ L′ = L∩R y 4p3 ∉ L. Entonces,
L ,→ L( 4p3) =Q( 4p3,

p
2, i) es de grado 2, luego Q( 4p3,

p
2, i) es una Q-extensión

de grado 16. Además es es el compuesto de dos extensiones de Galois: Q( 4p3, i) y
Q(

p
2), luego es de Galois.

P50. Si Q( 8p3, i) fuese una Q-extensión de Galois, entonces contendría todas las raíces
de x8−3, luego contendría aQ(

p
2, i)=Q(e2πi/8). Por tanto,Q( 8p3, i)=Q( 8p3,

p
2, i)

y llegamos a contradicción con el problema 47.

P51. Q[ 4p2, i] es igual al cuerpo de descomposición de x4−2, Q[ 4p2, i 4p2,− 4p2,−i 4p2],
y es de grado 8. Por tanto, coincide con D4 ⊆ S4. Denotemos α1 = 4p2, α2 = i 4p2,
α3 =− 4p2 y α4 =−i 4p2. Simplificando notaciones

D4 = {(1,2,3,4), (2,4)}
= {Id, (2,4), (1,3), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (1,2,3,4), (1,4,3,2)}
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Todos los subgrupos de D4 son

〈(1,3)〉 � u

((
{Id}
+ �

99

� � //
� s

%%

� n

��

��

〈(2,4)〉 � � // 〈(1,3), (2,4)〉 � � // D4

〈(1,3)(2,4)〉 � � //
) 	

66

� p

!!

〈(1,2,3,4)〉
+ �

99

〈(1,2)(3,4)〉� u

((〈(1,4)(2,3)〉 � � // K4
3�

FF

Denotemos Σ=Q[ 4p2, i]. Entonces, Σ〈(2,4)〉 =Q[ 4p2], Σ〈(1,3)〉 =Q[i 4p2], Σ〈(1,3)(2,4)〉 =
Q[i,

p
2], Σ〈(1,2)(3,4)〉 =Q[ 4p2+ i 4p2], Σ〈(1,4)(2,3)〉 =Q[ 4p2− i 4p2], Σ〈(1,3),(2,4)〉 =Q[

p
2],

Σ〈(1,2,3,4)〉 =Q[i], ΣK4 =Q[i
p

2], Σ{Id} =Σ y ΣD4 =Q.

P52. El cuerpo de descomposición de x5 −2 es igual a

Q[
5p

2, e
2πi
5

5p
2, e

4πi
5

5p
2, e

6πi
5

5p
2, e

8πi
5

5p
2]=Q[

5p
2, e

2πi
5 ],

que es una extensión de grado 20 y cuyos automorfismos viene determinado por
e

2πi
5 7→ e

k·2πi
5 , con k = 1,2,3,4 y 5p2 7→ e

r2πi
5

5p2 con r = 0,1,2,3,4. Luego el grupo de
Galois es G = 〈σ,τ〉, con σ( 5p2) = e

2πi
5

5p2 y σ(e
2πi
5 = e

2πi
5 , τ(e

2πi
5 ) = e

4πi
5 y τ( 5p2) =

5p2. Si denotamos αr = e
(r−1)2πi

5
5p2, entonces σ= (1,2,3,4,5) y τ= (2,3,5,4).

Observemos que Q[ 5p2, e
2πi
5 ]〈σ〉 =Q[e

2πi
5 ] que es de Galois de grado 4, luego 〈σ〉 es

normal en G y es el único 5-subgrupo de Sylow de G. En conclusión, Q[e
2πi
5 ] es

la única subextensión de grado 4. Extensiones de grado 5, tenemos Q[e
k·2πi

5
5p2],

para 0≤ k ≤ 4 y se corresponden con ciertos 2-grupos de Sylow de G. Por el tercer
teorema de Sylow, ha de existir cinco 2-grupos de Sylow en G.

P53. Las raíces de x4 +2 son

4p−2= 4p
2 · 4p−1=

 ± 4p2 · (
p

2
2 +

p
2

2 · i)=±( 1
4p2

+ 1
4p2

· i).
±i · ( 1

4p2
+ 1

4p2
· i).

Si i ∈Q(α), entonces Q(α) es el cuerpo de descomposición de x4 +2, que coincide
con Q( 4p2, i) que es de grado 8 sobre Q, lo cual es contradictorio. Observemos quep−2 ∈Q(α), luego si

p
2 ∈Q(α) entonces i ∈Q(α) y hemos probado que no es así.
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El grupo de Galois deQ( 4p2, i) es G =Z/4Z⋊Z/2Z y los invariantes por H = 〈(1̄, 1̄)〉
es Q(α). Las extensiones de grado 2 son de Galois. Buscamos subgrupos H′ de
orden 4 de G, normales que contengan a H. Por ser normal ha de contener a
(−1̄, 1̄)= (0, 1̄)∗ (1̄, 1̄)∗ (0, 1̄)−1. Luego H′ = 〈(1̄, 1̄), (−1̄, 1̄)〉 y solo hay una subexten-
sión de grado 2: Q(

p−2).

P54. El polinomio mínimo anulador de
√

2+ p
2 es x4−4x2+2, pues anula y es irredu-

cible por el criterio de Eisenstein. Sus raíces son ±
√

2± p
2. Sea α =

√
2+ p

2.
La Q-extensión Q(α) es de Galois si y solo si β =

√
2− p

2 ∈ Q(α). Ahora bien,
α ·β= p

2, luego β= p
2/α ∈Q(α).

P55. Q[
p

2,
p

3] es una Q-extensión de Galois de grupo
p

2 7→ ±p
2,

p
3 7→ ±p

3. Lue-
go, el polinomio mónico anulador mínimo de

p
2+ p

3 es

(x−
p

2−
p

3)(x+
p

2−
p

3)(x−
p

2+
p

3)(x+
p

2+
p

3)= x4 −10x2 +1.

P56. N(1+2e2πi/3)= (1+2e2πi/3)(1+2e4πi/3)= 1+4+2(e2πi/3 + e4πi/3)= 5−2= 3.

P57. Consideremos la extensión de Galois Q ,→ Q(
p

2,
p

3), cuyo grupo de Galois es
Z/2Z×Z/2Z. El polinomio (x2 −2) · (x2 −3) · (x2 −6) cumple lo requerido.

P58. Sea g ∈G− (H1 ∪ . . .∪Hn). Por definición g no deja fija ninguna raíz.

P59. Tenemos que probar que dimk k[α1, . . . ,αn]= n! si y solo si se cumple que

k[α1, . . . ,αn]= k[x1, . . . , xn]/(si(x1, . . . , xn)− (−1)iai)i.

1. Sea xn + a1xn−1 + ·· · + an el polinomio general de grado n y x1, . . . , xn sus
raíces. Denotemos A = k[a1, . . . ,an] y Σ = AA\{0} = k(a1, . . . ,an). Se cumple que
k[x1, . . . , xn] es un A-módulo libre de rango n!: Observemos que A[x1, . . . , xi] es
un A[x1, . . . , xi−1]-módulo generado por 1, xi, . . . , xn−i

i porque q(x) := p(x)
(x−x1)···(x−xi−1)

anula a xi y es mónico de grado n− i+1. Por tanto, k[x1, . . . , xn] es un A-módulo
generado por

{xβ1
1 · · ·xβn

n }β1<n,β2<n−1,...,βn<1

Ahora bien, k(x1, . . . , xn) es un Σ-espacio vectorial de dimensión n!. Luego, los xβ

son Σ-linealmente independientes, luego son A-linealmente independientes.

2. Si tensamos k[x1, . . . , xn] por ⊗A A/(a1 −λ1, . . . ,an −λn) = ⊗Ak, obtenemos un
k-espacio vectorial de dimensión n!. Es decir,

k[x1, . . . , xn]⊗A A/(a1 −λ1, . . . ,an −λn)

= k[x1, . . . , xn]/(a1 −λ1, . . . ,an −λn)= k[x1, . . . , xn]/(si(x1, . . . , xn)− (−1)iλi)i
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es un k-espacio vectorial de dimensión n!.

3. k[α1, . . . ,αn] es un cociente de k[x1, . . . , xn]/(si(x1, . . . , xn)− (−1)iλi)i. Luego,

dimk k[α1, . . . ,αn]= n! ⇐⇒ k[α1, . . . ,αn]= k[x1, . . . , xn]/(si(x1, . . . , xn)− (−1)iλi)i.

P60. a) Dada una k-álgebra finita B, denotemos por k ·Bpn
la k-subálgebra de B ge-

nerada por {bpn
, ∀b ∈ B}. B es una k-álgebra puramente inseparable si y solo si

existe n >> 0 tal que k ·Bpn = k. Observemos que K · (B⊗k K)pn = k ·Bpn ⊗k K y
k · (B1 ×B2)pn = k ·Bpn

1 ×k ·Bpn

2 .

Si A es puramente inseparable entonces es local, porque si A = A1×A2 tenemos
que k · (A1×A2)pn = k ·Apn

1 ×k ·Apn

2 , k. Si A es puramente inseparable entonces
K · (A ⊗k K)pn = k · Apn ⊗k K = K , para n >> 0. Por tanto, si A es puramente
inseparable entonces es local por cambio de cuerpo base. Recíprocamente, como
A⊗k k̄ es local y racional, entonces para n >> 0, k̄ = k̄ · (A⊗k k̄)pn = k · Apn ⊗k k̄ y
k · Apn = k.

b) ⇒) Dado a ∈ A, existe n tal que apn ∈ k, entonces xpn −apn
anula a a y es un

polinomio con una única raíz. Si a es separable, su polinomio mónico mínimo
anulador solo tiene una raíz (sin multiplicidad), luego es x−a y a ∈ k.

⇐) Dado a ∈ A, sea p(x) el polinomio mónico mínimo anulador de a. Escribamos
p(x) = q(xpn

), con n máximo posible. Entonces, q(y) es el polinomio separable
que anula a apn

. luego k[apn
]]⊂ A es separable, luego apn ∈ k.

c) K⊗k K es una K-álgebra local y tiene un punto K-racional, luego es K-racional
y K es una k-extensión normal.

P61. a) Como K ⊗k K es una K-álgebra racional, entonces π0(K)⊗k K es K-racional, y
es reducida porque π0(K) es separable. Por tanto, π0(K)⊗k K es una K-álgebra
trivial isomorfa a Kn. Luego, π0(K)⊗k π

0(K) ⊂ π0(Kn) = π0(K)n y es una π0(K)-
álgebra trivial. En conclusión, π0(K) es una k-extensión de cuerpos de Galois.
Además, K es una π0(K)-álgebra puramente inseparable, porque si un elemento
de a es separable sobre π0(K) lo es sobre k, luego a ∈π0(K). Luego, el epimorfismo
(ver 4.5.8)

G =Autk−al g(K)=Homk−al g(K , k̄)→Homk−al g(π0(K), k̄)=Autk−al g(π0(K))

es inyectivo y dimkπ
0K = #G.

b) Sea a ∈ KG y p(x) ∈ k[x] el polinomio mónico mínimo anulador de a. Sea n má-
ximo tal que p(x) = q(xpn

). Entonces, q(y) es separable y apn ∈ π0(K). Entonces,
apn ∈π0(K)G = k.
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c) π0(K)⊗k KG es una k-álgebra reducida y local, luego es un cuerpo. Por tanto,
el morfismo π0(K)⊗k KG → K , a⊗b 7→ ab es inyectivo. Como

dimk K = dimk KG ·dimKG K = dimk KG ·#G = dimk(π0(K)⊗k KG),

entonces el morfismo es isomorfismo.

P62. Denotemos por K la k-extensión de cuerpos de marras. Obviamente K es una
k-extensión algebraica, luego K ⊆ k̄. Dada α ∈ k̄, sea p(x) el polinomio mínimo
anulador de α y sea k(α1, . . . ,αn) el cuerpo de descomposición de p(x). Sabemos
que k(α1, . . . ,αn) = K1 ·K2, donde K1 es una k-extensión puramente inseparable
y K2 es una k-extensión de Galois. Dado β1 ∈ K1, tenemos que β1 es la única
raíz de su polinomio mínimo anulador, luego β1 ∈ K . Por el teorema del elemento
primitivo K2 es isomorfa a k[x]/(q(x)), luego tenemos un metimiento de K2 en
K , y por el teorema del agujero único K2 está incluida en K . En conclusión,
k(α1, . . . ,αn)⊂ K , luego α ∈ K y k̄ = K .

P63. El cuerpo formado por las raíces es finito. Por tanto, es de característica positiva
p. Luego, el cuerpo es de orden pn, y xpn − x tiene justamente como raíces los
elementos del cuerpo y ha de coincidir con q(x).

P64. Sea α una raíz del polinomio irreducible y2−y+1. Veamos que
p
α ∈ F5(α): Calcu-

lemos a,b ∈ F5 tales que (a+bα)2 =α. En tal caso, a2+b2α2+2abα−α= 0, luego
0= a2+b2(α−1)+2abα−α= (a2+b2)+ (b2+2ab−1)α= 0. Por tanto, a2−b2 = 0
y b2 +2ab−1= 0. Una solución es a = 2 y b =−2. Entonces el cuerpo de descom-
posición de x4 − x2 +1 es F5(α), cuyo grupo de Galois (que está generado por el
automorfismo de Frobenius) es Z/2Z.

Las raíces de y2 − y+1 son 2±3
p

2 y las de x4 − x2 +1, ±(2−2(2±3
p

2))=±(3+
∓p

2).

P65. Sea F25 el único cuerpo con 25 elementos, cuyos elementos son las raíces de
x25−x. Dado un polinomio, p(x) de grado 2 irreducible, entonces F5[x]/(p(x))= F25.
Luego las raíces de p(x) están en F25. Recíprocamente, dada α ∈ F25 −F5, su po-
linomio mínimo anulador es de grado 2. En conclusión, las raíces de todos los
polinomios mónicos e irreducibles de grado ≤ 2 con coeficientes en F5 coinciden
con los elementos de F25, luego el producto de todos los polinomios mónicos e irre-
ducibles de grado ≤ 2 con coeficientes en F5 tiene las mismas raíces que x25 − x,
luego son iguales.

P66. Si p(x) es un polinomio irreducible de grado 2 con coeficientes en Fp, entonces
Fp[x]/(p(x)) es un cuerpo con p2 elementos, luego Fp[x]/(p(x)) = Fp2 , luego p(x)
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tiene una raíz en Fp2 , luego todas las raíces de p(x) pertenecen a Fp2 . Dado α ∈
Fp2 , tenemos Fp(α) ⊆ Fp2 , luego el grado de Fp(α) sobre Fp es 1 ó 2. Es decir, α
es raíz de un polinomio irreducible de grado 1 ó 2. Es decir, Fp2 −Fp son todos
los elementos de polinomio anulador de grado 2 y cada uno de estos polinomios
tiene dos raíces, luego el número de polinomios irreducibles mónicos de grado 2
es igual a

#(Fp2 −Fp)/2= (p2 − p)/2.

Si {pi(x)}i∈I es el conjunto de los polinomios mónicos irreducibles de grado 2,
entonces el conjunto de los polinomios irreducibles de grado 2 es {a·pi(x)}i∈I,a∈F∗p .
Por tanto, el número de polinomios irreducibles de grado 2 con coeficientes en Fp
es (p−1) · (p2 − p)/2= p(p−1)2/2.

P67. Los elementos de polinomio mínimo anulador de grado 3 son los elementos de
Fp3 −Fp (Fp3 no contiene subextensiones propias). Luego el número de los polino-
mios mónicos irreducibles de grado 3 con coeficientes en Fp es igual a

#(Fp3 −Fp)/3= (p3 − p)/3.

Los elementos de polinomio mínimo anulador de grado 4 son los elementos de
Fp4 − Fp2 (Fp2 el la única subextensión propia de Fp4). Luego el número de los
polinomios mónicos irreducibles de grado 4 con coeficientes en Fp es igual a

#(Fp4 −Fp2)/4= (p4 − p2)/4.

Los elementos de polinomio mínimo anulador de grado 6 son los elementos de
Fp6−(Fp2∪Fp3). Luego el número de los polinomios mónicos irreducibles de grado
6 con coeficientes en Fp es igual a

(#Fp6 −#(Fp2 ∪Fp3))/6= (p6 − (p2 + p3 − p))/6.

Los elementos de polinomio mínimo anulador de grado 8 son los elementos de
Fp8 −Fp4 . Luego el número de los polinomios mónicos irreducibles de grado 8 con
coeficientes en Fp es igual a

(#(Fp8 −#Fp4)/8= (p8 − p4)/8.

P68. El núcleo del morfismo de grupos F∗p → F∗p ā 7→ ā2 lo forman las raíces de x2 −1,
que son ±1. Por tanto, la imagen de este morfismo, F∗2

p , es de orden (p− 1)/2.
Luego, F∗p/F∗2

p es un grupo de orden 2, entonces isomorfo a {±1}. Explícitamente,
F∗p/F∗2

p = {±1}, ā 7→ ā(p−1)/2.
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P69. Por el problema 68, sabemos que p es resto cuadrático módulo q si y solo si
p(q−1)/2 = 1 en F∗q, es decir, si y solo si el orden de p en F∗q es (q−1)/(2d), que
equivale a decir, que p genera en F∗q un subgrupo de índice 2d.

P70. Tenemos que ver que F∗2
p ∩{−1̄,−2̄, 2̄},;. En efecto, no puede ser que (−1)(p−1)/2 =

(2)(p−1)/2 = (−2)(p−1)/2 = −1 en F∗p, porque el producto de los dos primeros es el
tercero.

P71. El grupo multiplicativo F∗pn es isomorfo a Z/(pn−1). Por tanto, las raíces q-ésimas
de la unidad se identifica con los elementos de Z/(pn−1) anulados por q, que son
{0} si q es primo con pn −1, ó 〈(pn −1)/q〉 (que son q elementos) si q divide a
pn −1.

P72. Sea εq una raíz de xq−1+ . . .+x+1 ∈ Fp[x], cuyo polinomio mínimo anulador, q(x)
lo divide. Z/qZ es isomorfo al conjunto de las raíces de xq −1 y tenemos que

〈F〉 =AutFp Fp(εq)⊆ (Z/qZ)∗, F 7→ p̄.

Como #AutFp Fp(εq) = gr q(x). Tenemos que p̄ genera (Z/q)∗ si y solo si gr q(x) =
q−1, es decir, si y solo si q(x)= xq−1+. . .+x+1, es decir, si y solo si xq−1+. . .+x+1
es irreducible.

P73. AutFp Fp(ε12) = 〈F〉 ⊆ (Z/12Z)∗ = 〈1̄, 5̄, 7̄,−1̄〉, F 7→ p̄. El polinomio de raíces pri-
mitivas 12-ésimas de la unidad es x4 − x2 +1. Si hacemos el cambio y = x+1/x,
tenemos que x4−x2+1= x2(y2−3). Por tanto, ε12+1/ε12 =

p
3 (y ε5

12+1/ε5
12 =−p

3).
Por tanto,

p
3 ∈ Fp ⇐⇒ F(

p
3)= p

3 ⇐⇒ p̄ =±1̄.

P74. El discriminante δ del polinomio xq −1 es igual a q(q−1)/2 p−q. Entonces, comop−1,δ ∈ Fp(ε4q), tenemos que
pq ∈ Fp(ε4q).

P75. La sucesión 1 → ±1 → F∗q → F∗2
q → 1 es exacta, luego #F∗2

q = (q− 1)/2, luego el
número de cuadrados en Fq es (q+1)/2. Por órdenes, Q y a−Q no pueden ser
disjuntos, luego existen b1,b2 ∈Q tales que a−b1 = b2 y a = b1 +b2.

P76. Sea F el morfismo de Frobenius. El grupo de Galois de Fpm ,→ Fpnm es G = 〈Fm〉.
Por tanto,

N(a)= Fm(a) ·F2m(a) · · ·Fnm(a)= apm+p2m+···+pnm = a
pnm−1
pm−1

P77. F∗pn ≃Z/(pn −1) =Z/((p−1)(pn−1 + pn−2 +·· ·+1)). Vía este isomorfismo la norma
N es igual a multiplicar por p+ p2 +·· ·+ pn ≡ pn−1 + pn−2 +·· ·1, luego el orden
de la imagen es p−1 y N es epiyectivo.



MA
NU
AL
ES

UE
X

237

Solución de los problemas del capítulo quinto

P78. Si x3 + ax− b es irreducible en Fp[x], es decir, x3 + ax ≡ b (módulo p) no admi-
te alguna solución entera, entonces su grupo de Galois sobre Fp es Z/3Z = A3.
En este caso, si δ = (α1 −α2) · (α1 −α3) · (α2 −α3) =

p
−4a3 −27b2, entonces Fp =

Fp(α1)A3 = Fp(
p
−4a3 −27b2) y llegamos a contradicción.

P79. a) n = 12 + n· · ·+12 , 0; a2
1 +·· ·+a2

n = 0 si y solo si (a1/an)2 +·· ·+ (an−1/an)2 =−1.

b) Si
∑

i a2
i = 0 (con ai = qi(x1, . . . , xn)) , entonces

∑
i ai(x)2 = 0, para todo x ∈ X ,

entonces 0 = ai(x) = qi(x) para todo x ∈ X . Luego, qi(x1, . . . , xn) ∈ I y ai = 0, para
todo i.

c) Al lector.

d) ⇐) Los cuadrados son positivos y la suma de positivos no nulos es positivo no
nulo.

⇒) Sea Q el conjunto de los elementos de K que son suma de cuadrados. Consi-
deremos el conjunto X de los subconjuntos de K que contienen a Q, son estables
por sumas y productos y no contienen a −1. Por el lema de Zorn, existe P ∈ X ma-
ximal. Si a ∈ K no pertenece a P, sea P ′ = P+aP. P ′ contiene a Q y es estable por
sumas y productos. Por la maximalidad de P, ha de cumplirse que −1 ∈ P +aP.
Sean m1,m2 ∈ P tales que −1= m1 +am2. Entonces,

−a = 1+m1

m2
= (

1
m2

)2 · (m2 +m2m1) ∈ P

Luego, P ∪−P = K . P ∩ (−P) = {0}, porque si a,−a ∈ P y son no nulos, entonces
−1= −a

a =−a ·a · ( 1
a )2 ∈ P. Diremos que a ≤ b si b−a ∈ P. Es fácil probar que ≤ es

un orden total y que la suma de y producto de positivos (los elementos de P) es
positivo.

P80. a) Supongamos que no. Sea S = R[
p

r] ⊂ K̄ . Sea P = {p1q1 + ·· · + pnqn : pi ∈
PR , qi cuadrado de S y n ∈ N}. P es estable por sumas y productos y −1 ∉ P.
Sabemos que existe PS ⊂ S, que contiene a P, estable por sumas y productos,
que no contiene a −1, tal que S = PS

∐−PS − {0}. Llegamos a contradicción con
la maximalidad de R.

PS := PR ⊕ p
rPR es estable por sumas y productos, PK ⊂ PR ⊂ PS, PS ∩−PS = 0

y PS ∪−PS = S. Por la maximalidad de (R,PR) llegamos a contradicción.

b) Procedemos por inducción sobre gr p(x). Si gr p(x) = 1 la proposición es ob-
viamente cierta. Suponemos que la proposición es cierta para todo polinomio de
grado impar menor que n. Podemos suponer que p(x) es irreducible. Sea α ∈ K̄
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una raíz de p(x), entonces R(α)≃ R[x]/(p(x)), una R-base es 1,α, . . . ,αn−1 y no es
una extensión real formal. Escribamos

0=β2
1 +·· ·+β2

m, (con βi , 0),

y sea qi(x) polinomios de grado menor que n tales que βi = qi(α)2. Entonces,∑
i qi(α)2 = 0 y

∑
i qi(x)2 = p(x) · q(x). Sea d < n el máximo de los grados de los

qi(x), el término en grado 2d del lado izquierdo de la última igualdad es no nulo,
porque es suma de cuadrados. Por tanto, gr(q(x)) = 2d−n < n. Por hipótesis de
inducción existe γ ∈ R tal q(γ)= 0. Entonces,∑

i
qi(γ)2 = p(γ)q(γ)= 0

y R no es un cuerpo formalmente real y hemos llegado a contradicción.

c) Si a+ bi ∈ R[i] operando como lo hacemos con los números complejos obtene-
mos

p
a+bi ∈ R[i]: si m =

p
a2 +b2 ∈ PR , entonces

p
a+bi = p

m
m+a+bi√
(m+a)2 +b2

Sea R → S una extensión de Galois de grupo G. Escribamos |G| = 2km, con m
impar. Sea H un 2-subgrupo de Sylow de G, entonces R ,→ SH es una extensión
de grado m. Por el teorema del elemento primitivo SH = R(α)= R[x]/(p(x)) donde
p(x) es el polinomio mínimo anulador de α, que es de grado m. Por tanto, α ∈ R y
m = 1. Por tanto, |G| = 2k. Por tanto, toda extensión finita de R es de grado una
potencia de 2. Luego toda extensión de Galois T de R[i] es de grado una potencia
de 2. Sea G el grupo de Galois de T, entonces |G| = 2n. Supongamos n , 0. Sea
H ⊂ G un subgrupo de índice 2, entonces TH es una R[i]-extensión de grado 2,
que es imposible. En conclusión, R[i]= K̄ .

Solución de los problemas del capítulo sexto

P1. Si α = β

σ(β) , entonces N(α) = N
(

β

σ(β)

)
= N(β)

N(σ(β)) = 1. Recíprocamente, supongamos
que N(α) = 1. Tenemos que probar que T := ασ tiene algún vector propio β de
valor propio 1, es decir, existe β ∈ K tal que T(β) = β, que equivale a α = β

σ(β) .
T2 = ασ(α)σ2, y así sucesivamente, Tn = ασ(α)σ2(α) · · ·σn−1(α)σn = N(α) = 1.

2Si todos los qi(x) fuesen múltiplos de un polinomio r(x), tomaríamos q′
i(x) := qi(x)

r(x) y en vez de βi,
tomaríamos β′

i = q′
i(α).
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Por tanto, xn −1 anula a T. Es más, por el teorema de independencia lineal de
Artin, 1,T, . . . ,Tn−1 son linealmente independientes, luego xn −1 es el anulador
de T. Como tiene la raíz 1, existe algún vector propio no nulo de valor propio 1.

En particular, observemos que si ϵ ∈ k es una raíz n-ésima primitiva de la unidad
entonces N(ϵ)= 1, luego existe β tal que ϵ= β

σ(β) . Es decir, σ(β)= ϵ−1 ·β y es fácil
deducir, de nuevo, que a =βn ∈ k y K = k[β]= k[x]/(xn −a).

P2. Consideremos la extensión R ,→C. El número complejo z es de módulo 1 si y solo
si N(z) = 1, que equivale a decir por el teorema 90 de Hilbert que existe otro
número complejo z′ de modo que z = z′/z′.

P3. Hay que probar que el núcleo de la traza coincide con la imagen de σ− 1. Se
verifica que σn = 1, y por el teorema de independencia lineal de Artin se concluye
que xn −1 es el anulador de σ. K con el endomorfismo lineal σ, tiene estructura
de k[x]-módulo y es isomorfo a k[x]/(xn −1). Tenemos que xn −1 = (x−1) ·T(x),
donde T(x)= 1+ x+·+ xn−1. Es fácil ver que T(x) · q(x)= 0 ∈ k[x]/(xn −1) si y solo
si q(x) es múltiplo de (x−1). Por tanto, KerTr= Im(σ− Id).

Si car(k)= p (en característica distinta de cero) y n = p, observemos que Tr(1)=
0, luego existe β tal que 1=σ(β)−β, es decir, σ(β)=β+1. entonces a :=βp−β ∈ k
y K = k[β]= k[x]/(xp − x−a).

P4. Si k = K1 ,→ K2 ,→··· ,→ Kr = K y k = K ′
1 ,→ K ′

2 ,→··· ,→ K ′
s = K ′ son dos resolucio-

nes por radicales entonces

k = K1 ,→ K2 ,→··· ,→ Kr ,→ K ·K ′
2 ,→··· ,→ K ·K ′

s = K ·K ′

es una resolución por radicales de K ·K ′.

P5. Sea k̄ el cierre algebraico de k y {g1, . . . , gr}=Homk−al g(K , k̄). Entonces, la envol-
vente de Galois es g1(K) · · · gr(K), que es una extensión por radicales porque lo
son g i(K), para todo i.

P6. Si C(a1,a2,a3) ,→ C(a1,a2,a3)[x]/(p(x)) fuese una extensión por radicales enton-
ces sería radical y por tanto de Galois, que no lo es porque C(a1,a2,a3)[x]/(p(x))
solo contiene una raíz de p(x). La envolvente de Galois de K es una extensión
por radicales porque su grupo de Galois, S3 es resoluble.

P7. El cuerpo de descomposición, K , de x3 +2x+1 sobre Q es una extensión de Ga-
lois de grupo S3, porque la ecuación cúbica es irreducible y su discriminante
es

p−59 ∉ Q. K no contiene subextensiones de Galois de grado 3 y Q(
p−59)

es la única subextensión de grado 2. Q(e2πi/7), es una Q-extensión de Galois de
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grupo Z/6Z, luego todas sus subextensiones son de Galois y contiene una única
subextensión de grado 2, Q(

p−7) (calcúlese el discriminante de x7−1. Por tanto,
K ∩Q(

p−7) =Q y Q((e2πi/7) ,→Q(e2πi/7) ·K es una extensión de Galois de grupo
S3, por el teorema de los irracionales naturales.

P8. El grupo de Galois la cúbica está incluido en A3.

P9. El grupo de Galois de x3 −3x+1 es A3 ó {Id}, por el problema 8. Si es {Id}, en-
tonces el cuerpo de descomposición es K y las tres raíces están en K . Si es A3,
entonces el polinomio mínimo anulador de cualquiera de las raíces es x3−3x+1
y el polinomio es irreducible.

P10. Si tuviese alguna raíz compleja, entonces el automorfismo conjugar sería distin-
to del morfismo identidad, y como pertenece a A3 sería de orden 3, lo cual es
imposible, pues su orden es 2.

P11. Si el discriminante es positivo, entonces es un cuadrado en R, luego su grupo de
Galois es A3 o {Id}. Si alguna raíz fuese compleja, entonces el automorfismo con-
jugar (en el cuerpo de descomposición de la cúbica) sería distinto de la identidad
y de orden 2, lo cual es imposible. Si el discriminante es negativo, entonces el au-
tomorfismo conjugar (en el cuerpo de descomposición de la cúbica) sería distinto
de la identidad, luego una raíz con su conjugada son imaginarias y la tercera
real.

P12. Q(
p
∆ ,α) =Q(α1,α2,α3)H , para cierto subgrupo H del grupo de Galois de la cú-

bica. Si H · p∆= p
∆ entonces H ⊆ A3; y si además H ·α1 =α1 entonces H = {Id}.

Por tanto, Q(
p
∆ ,α)=Q(α1,α2,α3).

P13. Sea ε3 una raíz cúbica primitiva de la unidad. El cuerpo de descomposición de
x3 −a es k( 3pa,ε3). Si ε3 ∈ k, entonces el cuerpo de descomposición es k( 3pa) y el
grupo de Galois es Z/3Z, si 3pa ∉ k ó {Id} si 3pa ∈ k. Si ε3 ∉ k, entonces el cuerpo
de composición es la cúbica es de grado 6, si 3pa ∉ k, luego su grupo de Galois es
S3, ó el cuerpo de descomposición es k(ε3), si 3pa ∈ k, luego su grupo de Galois es
Z/2Z.

P14. Por el problema 13, el grupo de Galois sobre Q(a) es S3 y sobre C(a) es Z/3Z.

P15. La resolvente cúbica de la cuártica es (x− a)(x2 − 4b) y el cuerpo de descom-
posición de la resolvente cúbica es Q(

p
b), de grupo de Galois G/(G ∩ K4). Sip

b ∈ Q entonces G ∩ K4 = G y G = K4. Supongamos que
p

b ∉ Q, luego G =
〈σ = (1,2,3,4),τ = (1,2)(3,4)〉 ó G = 〈σ〉. Las raíces de la cuártica son α,β =
σ(α),−α = σ2(α),−β = σ3(α). Observemos que α2 ∈ Q(α,β)G∩K4 si G = 〈σ〉 y que
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α2 ∉ Q(α,β)K4 si G = 〈σ,τ〉. Es decir, y2 + ay+ b es reducible sobre Q(
p

b) si
G = 〈σ〉 (que equivale a decir que

p
a2 −4b ∈ Q(

p
b), que equivale a decir que

a2 −4b = b · c2, que equivale a decir que ba2 −4b2 es un cuadrado); y y2 +ay+ b
es irreducible sobre Q(

p
b) si G = 〈σ,τ〉 (que equivale a decir que ba2−4b2 no es

un cuadrado).

P16. El subgrupo de S4 que dejan fijo el 1 es S3. Si el grupo de Galois de la cuártica es
S4 tenemos que ver que no existen subgrupos propios entre S4 y S3. Si el grupo
de Galois de la cuártica es A4 tenemos que ver que no existen subgrupos propios
entre A4 y A4 ∩S3 = A3. Si el grupo de Galois de la cuártica es D4 tenemos que
ver que existen subgrupos propios entre D4 y D4∩S3 = {1}. Si el grupo de Galois
de la cuártica es Z/4Z tenemos que ver que existen subgrupos propios entre Z/4Z
y Z/4Z∩S3 = {1}. Si el grupo de Galois de la cuártica es K4 tenemos que ver que
existen subgrupos propios entre K4 y K4 ∩S3 = {1}.

P17. El automorfismo conjugar es una transposición. Los únicos grupos de Galois de
una cuártica que contienen una transposición son S4 y D4.

P18. La resolvente cúbica de la cuártica es (x−2)(x2 + (2− b)x+ a2 −2b) y el cuerpo
de descomposición de la resolvente cúbica es Q(

p
b2 +4b+4−4a2), de grupo de

Galois G/(G ∩K4). Si
p

b2 +4b+4−4a2 ∈ Q entonces G ∩K4 = G y G = K4. Su-
pongamos que

p
b2 +4b+4−4a2 ∉ Q, luego G = 〈σ = (1,2,3,4), τ = (1,2)(3,4)〉 ó

G = 〈σ〉. Las raíces de la cuártica son α,β=σ(α),1/α=σ2(α),1/β=σ3(α). Obser-
vemos que α+1/α ∈ Q(α,β)K4 si G = 〈σ〉 y que α+1/α ∉ Q(α,β)K4 si G = 〈σ,τ〉.
Es decir, y2 +ay+ (b−2) es reducible sobre Q(

p
b2 +4b+4−4a2) si G = 〈σ〉 (que

equivale a decir que
p

a2 −4b+8 ∈ Q(
p

b2 +4b+4−4a2), que equivale a decir
que a2 − 4b+ 8 = (b2 + 4b+ 4− 4a2) · c2, que equivale a decir que (b2 + 4b+ 4−
4a2) · (a2 −4b+8) es un cuadrado); y y2 +ay+ (b−2) es irreducible sobre Q(

p
b)

si G = 〈σ,τ〉 (que equivale a decir que (b2 +4b+4−4a2) · (a2 −4b+8) no es un
cuadrado).

P19. Es D4 por el problema 15.

P20. D4 por el problema 18.

P21. a. El grupo de Galois deja fijas las raíces que están en k. Las permutaciones de
las cuatro raíces que dejan fijas a tres han de dejar fijas las cuatro.

b. El grupo de Galois deja fija dos raíces y no es el grupo trivial. Luego es el
conjunto de permutaciones de las otras dos raíces, G = S2 = {Id, (1,2)}.
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c. p4(x)= (x−a)p3(x), con p3(x) irreducible y a ∈ k. El grupo de Galois de p4(x) es
igual al grupo de Galois de p3(x). El discriminante de p4(x) es igual (comprué-
bese) a p3(a)2 multiplicado por el discriminante de p3(x).

d. Como p4(x) no es irreducible, tenemos que p4(x) = p2(x) · q2(x). Digamos que
α1,α2 son las raíces de p2(x) y que α3,α4 son las raíces de q2(x). Si α3 ∈ k(α1)
entonces, el cuerpo de descomposición del polinomio p4(x) es k(α1)= k(α3), luego
G = {Id, (1,2)(3,4)}. Si α3 ∉ k(α1), entonces el cuerpo de descomposición de p4(x)
es k(α1)⊗k k(α3) y su grupo de Galois es G = 〈(1,2)〉×〈(3,4)〉.

P22. El grupo de Galois de x4 −4x2 +2 es el grupo cíclico Z/4Z, por el problema 15.

El grupo de Galois de x4 +6x2 +1 es el grupo de Klein por el problema 15.

La cúbica resolvente de x4 −3x+1 es x3 −4x−9, cuyo discriminante es 44 −37.
Luego el grupo de Galois de la cúbica es S3 y por tanto el grupo de Galois de la
cuártica es S4.

El grupo de Galois de 2x4 + x3 − x2 +2x−1 = (x−1/2) · (2x3 +2x2 +2) es el grupo
de Galois de x3+ x2+1. El discriminante de x3+ x2+1 es −31. Luego el grupo de
Galois de 2x4 + x3 − x2 +2x−1 es S3.

El grupo de Galois de x4 +1 es (Z/8Z)∗ = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄}=Z/2Z×Z/2Z.

El polinomio 12x4 + 8x2 + 1 = (6x2 + 1)(2x2 + 1) no es irreducible, su cuerpo de
descomposición es Q(

p−6,
p−2) = Q(

p−6)⊗Q (
p−2), luego su grupo de Galois

es Z/2Z×Z/2Z.

El polinomio x4−3x3+4x2−2x+1 es irreducible (porque módulo 2 es irreducible).
Su cúbica resolvente es igual a x3 −4x2 +2x+3 = (x−3)(x2 − x−1) cuyo cuerpo
de descomposición es Q(

p
5). Podemos decir que 3 = α1α3 +α2α4. En este caso

el grupo de Galois es G = 〈(1,2,3,4), (1,3)〉 (y G ∩K4 = K4), ó G = 〈(1,2,3,4)〉 (y
G ∩K4 = 〈(1,3)(2,4)〉). Observemos que (x−α1α3) · (x−α2α4) = x2 −3x+1 y que
α1α3 = (3+ p

5)/2 ∈ Q(
p

5). Por lo tanto, α1α3 es invariante por G ∩K4, luego
G∩K4 = 〈(1,3)(2,4)〉 y G = 〈(1,2,3,4)〉.
El grupo de Galois de x4 −3x3 −3x2 +10x−3 = (x−3)(x3 −3x+1) es el grupo de
Galois de x3−3x+1 (que es irreducible), cuyo discriminante es 92. Luego el grupo
de Galois de x4 −3x3 −3x2 +10x−3 es A3.

P23. Por el problema 21: 1. (x2 +1) · ((x+3)2 +1). 2. (x2 +1) · (x2 +2).

P24. Si el polinomio es resoluble por radicales entonces el grupo G ⊆ Sp asociado es
resoluble (y transitivo). Reordenado las raíces, por el problema 59 del cap. I, G
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está incluido en NSp (〈(1, . . . , p)〉) ⊂ Sp = Biy(Z/pZ). Por la resolución, del proble-
ma 58 del cap. I, NSp (〈(1, . . . , p)〉) = {σi, j}(i, j)∈Z/pZ⋊(Z/pZ)∗ , siendo σi, j la permuta-
ción de Z/pZ definida por σi, j(x) = jx+ i. Dados x , x′ ∈ Z/pZ, entonces σi, j = Id
si y solo si σi, j(x) = x y σi, j(x′) = x′. Por tanto, la extensión generada por dos
raíces cualesquiera solo es invariante por Id, es decir, coincide con el cuerpo de
descomposición de p(x).

Recíprocamente, si el cuerpo de descomposición de p(x) está generado por dos
raíces α1,α2, entonces el orden de su grupo de Galois, G, es dimk k(α1,α2) =
dimk k(α1)·dimk(α1) k(α1,α2)= p·q, con q < p. Entonces el número de p-subgrupo
de Sylow de G, que divide a q y es congruente con 1 módulo p, es 1. Es decir, el p-
subgrupo de Sylow de G, Hp, es normal. Luego, G está incluido en N(Hp) ⊂ Sp.
Por el problema 59 del cap. I, G es resoluble, luego p(x) es resoluble por radicales.

P25. Como G es un 5-grupo es resoluble y existe una cadena de subgrupos {1} = H0 ⊂
H1 ⊂ ·· · ⊂ Hn =G tal que Hi∆Hi+1 y |Hi+1/Hi| = 5. Tenemos la cadena de subex-
tensiones k = KG ,→ ··· ,→ KHi+1 ,→ KHi ,→ ··· ,→ K , donde KHi+1 ,→ KHi es una
extensión de Galois de grupo Hi+1/Hi, luego es extender por 5pa, con a ∈ KHi+1 .

P26. Una extensión de Galois es una extensión por radicales cuadráticos si y solo si
su grado es una potencia de 2. El grado de Q(e

2πi
7 ) es 6, el de Q(e

2πi
8 ) es 4= 22, el

de Q(e
2πi
9 ) es 6, el de Q(e

2πi
11 ) es 10, el de Q(e

2πi
12 ) es 4= 22, el de Q(e

2πi
13 ) es 12, el de

Q(e
2πi
14 ) es 6, el de Q(e

2πi
15 ) es 8= 23 y el Q(e

2πi
16 ) es 8= 23.

P27. Q(
p

2+ 3p3) es una Q-extensión de grado 6, que no es una potencia de 2, luegop
2+ 3p3 no es un irracional cuadrático. Q( 5p2) es una Q-extensión de grado 5,

que no es una potencia de 2, luego 5p2 no es un irracional cuadrático. 4p2=
√p

2,
luego es un irracional cuadrático.

P28. No, porque dimQQ[e2πi/360]= |(Z/360Z)∗| = 22 ·3 ·2 ·4 que no es una potencia de 2.

P29.

Para calcular el punto de tangencia Q, basta calcular la lon-
gitud c del segmento PQ. Con regla y compás es sencillo
construir el triángulo rectángulo con un cateto de longitud
b y la hipotenusa de longitud a

P30. π es constructible con cuerda (pues 2π que es la longitud de la circunferencia es
constructible con cuerda). Q(π) →Q(

p
π) es una extensión de Galois de grado 2,

luego
p
π es constructible con cuerda. Luego la cuadratura del círculo es cons-

tructible. Como 2π es constructible, lo es 2π/n para todo n ∈ N, luego todo arco
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de longitud 2π/n es constructible con cuerda, luego el ángulo de grado uno es
constructible. La trisección de un ángulo es factible con cuerda.
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In[1]:= SetDirectory�

"C:��Archivos de programa�Wolfram Research�Mathematica�8.0"�

Out[1]= C:\Archivos de programa\Wolfram Research\Mathematica\8.0

In[2]:= �� AlgFields.txt

�	�������� ��� ������
�� ��� � ���� � !���� ��� �����
���� �� �"� ��
�������� �	� �#�
	� ���$� ��� ��	

%	��	���&�

In[3]:= PolynomialQuotient�x^2 � x � 1, x, x�

Out[3]= 1 � x

�	�����������������������%���������� ��� �!������������
��������

In[4]:= PolynomialRemainder�x^2 � x � 1, x, x�

Out[4]= 1

'�������
�	�������� ����
�#	���������������

In[5]:= Factor�x^2 � x�

Out[5]= x �1 � x�
�	�������������$���������
���%����������� ������( ��

In[6]:= PolynomialGCD�x^2 � x, x^3 � x�

Out[6]= x

�	�������������$���������
���%������������ ���������(� ��������������
����������	����
���	�

���)�*����

In[7]:= PolynomialExtendedGCD�x^2 � x, x^3 � x, x�

Out[7]= �x, � 1 � x

2
,
1

2
��

+�	�	
�������
�����
���
������,��'�#�
	�����	�����
���
�-.,/	0����
���	�����	1*������(2� (�

In[8]:= FDeclareField�K, �a^3 � a � 3��

����Details of field K����

Algebraic Numbers: �a�
Dimension over Q: 3

Minimal Polynomials: �3 � a � a^3�
Root Approximations: ��1.6716998816571609697�

����
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�	�������������(2� (��
�-/�0�

In[9]:= FFactor�x^3 � x � 3, K�

Out[9]= ��a � x� ��1 � a2 � a x � x2�
�	�������������
%��������	�� !�"�
�-&�

In[10]:= FInvert�a^2 � 1, K�

Out[10]=

4

13
�
3 a

13
�
2 a2

13

3�����#��������	�4� �(5	�(� �	���2�	� �6�

In[11]:= FSimplifyE�a^4 � 3 � a^3 � a^2 � a � 5, K�

Out[11]= �4 � a � 2 a2

�	����������������
������1
����	
��	�������	�� !��
�-�"������������������������
������


�&�

In[12]:= FMinPoly�a^2 � 1, x, K�

Out[12]= �13 � 8 x � 5 x2 � x3

�	�������������$���������
���%����������(2� (������2	����
�-/�0�

In[13]:= FPolynomialExtendedGCD�x^3 � x � 3, x^2 � a^2, x, K�

Out[13]= ��a � x, �� a

3
,
a x

3
��

'�#�
	�����	�����
���
�7.,/	��0���
���	�����	�8������	9��	1*������(�2��� �(���������	�8����
�	9

�	1*��������2���

In[14]:= FDeclareField�L, �a^3 � a � 3, b^2 � 2�, �1, 2��

����Details of field L����

Algebraic Numbers: �a, b�
Dimension over Q: 6

Minimal Polynomials: �3 � a � a^3, �2 � b^2�
Root Approximations:

��1.6716998816571609697, 1.4142135623730950488�
����

'�#�
	�����	�72����
���
�7�.7"�&���
���������	�����
�	��	1*������4�2����� �(�

In[15]:= FDeclareExtensionField�L2, L, �c^4 � c^2 � 3�, �2��

����Details of field L2����

Algebraic Numbers: �a, b, c�
Dimension over Q: 24

Minimal Polynomials: �3 � a � a^3, �2 � b^2, 3 � c^2 � c^4�
Root Approximations:

��1.6716998816571609697, 1.4142135623730950488,

�1.05642103528112248905 � 0.78487285835633190582 ��
����
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'�#�
	������������������������������
������4�2����3��

In[16]:= FDeclareSplittingField�SF, x^4 � 2�

����Details of field SF����

Algebraic Numbers: �r3, r4, r5, r6�
Dimension over Q: 8

Minimal Polynomials:

��2 � r3^4, r3 � r4, r3^2 � r5^2, r5 � r6�

Root Approximations: 	�1.1892071150027210667,

1.1892071150027210667, 0. � 10�21
� 1.18920711500272106672 �,

0. �10�21
� 1.18920711500272106672 �


����

'�#�
	������	�3�2����
���
�������	���������������������������
��������2����3���

In[17]:= FDeclareSplittingExtensionField�SF2, SF, x^2 � 2, �z1, z2��

����Details of field SF2����

Algebraic Numbers: �r3, r4, r5, r6, z1, z2�
Dimension over Q: 8

Minimal Polynomials: ��2 � r3^4, r3 � r4,

r3^2 � r5^2, r5 � r6, r3^2 � z1, �r3^2 � z2�

Root Approximations: 	�1.1892071150027210667,

1.1892071150027210667, 0. � 10�21
� 1.18920711500272106672 �,

0. �10�21
� 1.18920711500272106672 �,

�1.4142135623730950488, 1.4142135623730950488


����

�	���������������������:	��������3��

In[18]:= FGaloisGroup�SF�

Out[18]= ���r3, r4, r5, r6�, �r3, r4, r5, r6��,
��r3, r4, r5, r6�, �r3, r4, r6, r5��,
��r3, r4, r5, r6�, �r4, r3, r5, r6��,
��r3, r4, r5, r6�, �r4, r3, r6, r5��,
��r3, r4, r5, r6�, �r5, r6, r3, r4��,
��r3, r4, r5, r6�, �r5, r6, r4, r3��,
��r3, r4, r5, r6�, �r6, r5, r3, r4��,
��r3, r4, r5, r6�, �r6, r5, r4, r3���

�	����������	��;���	������%�
�������	���$����	���
��	�����������������!�����(��4���
��	���	1������

�	 ���$����	 ���4 �2 ��!��( � ������ �2�(� � ��4� ��������� ��	����	� ��	 ��;���	 ��� ��	1���

�!5�� �(5�4� ��!5�( ��5�4� ��!5�4 ��5�4�"������
�������	
�#���	��������!5�� �(5�4����

3<4&�
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In[19]:= FGaloisResolvent�x1� x2 � x3 �x4, �x1, x2, x3, x4�, x�

Out[19]= x
3 � x2 �2 � �3

2
� x ��1 �3 � 4 �4� � �1

2
�4 � 4 �2 �4

�	����������	��;���	������%�
��������4�2���(� ��5�� �6�

In[20]:= FGaloisResolvent�x1� x2 � x3 �x4,

�x1, x2, x3, x4�, x, x^4 � x^3 � 2� x � 5�

Out[20]= �9 � 22 x � x3

=�����������
�����
��������>�������
�
�%	��	��������������
������
��	��#�
���
������>����	�

�����
�	�����!������
�

In[21]:= FGaloisResolvent�x1^2 � x2^2 � x3^2 � x4^2, �x1, x2, x3, x4�, x�

Out[21]= x � �1
2
� 2 �2

�	��������������������
	
�������	��;���	���
��	��

In[22]:= FGaloisResolvent��x1 � x2�� �x1 � x3� ��x2 � x3�, �x1, x2, x3�, x�

Out[22]= x
2 � �1

2
�2

2
� 4 �2

3
� 4 �1

3
�3 � 18 �1 �2 �3 � 27 �3

2
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Páginas web interesantes
1. Puedes encontrar interesantes biografías de matemáticos en la Universidad de

Saint Andrews. Introduce en el buscador de Google: Saint Andrews y Biographies.

2. Curso online de Álgebra del MIT en www.ocw.mit.edu/courses/mathematics/ Bus-
ca el curso Algebra II.

3. Curso online de Álgebra de Harvard en www.openculture.com/freeonlinecourses/
Busca en sciences, mathematics, Abstract Algebra.

4. Busca en youtube los vídeos:

a) Insólita historia de Évariste Galois.

b) Último teorema de Fermat (documental de la BBC).

c) Universo Matemático 5. Gauss, de lo real a lo imaginario.

d) Universo Matemático 4. Fermat: El margen más famoso de la historia.
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