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Introduccion

El presente texto esta concebido por el autor como manual de referencia de la asig-
natura cuatrimestral Algebra II, del tercer curso del Grado de Matematicas de la UEX.
Esta asignatura es una introduccion a la teoria de variedades algebraicas. Estudia-
mos los anillos noetherianos, la descomposicién primaria y la teoria de la dimension
en variedades algebraicas. Se supone que el lector tiene conocimientos basicos sobre la
teoria de anillos, médulos y productos tensoriales de algebras y médulos. El paso al co-
ciente y la localizacién seran herramientas basicas y ubicuas del curso. Via el espectro
racional y el lenguaje categorial, fundamentaremos geométricamente la introduccion
del espectro primo de un anillo en el estudio de los sistemas de ecuaciones algebraicas.
Por iltimo, introduciremos la resultante de polinomios y las bases de Grobner para la
resolucion de los sistemas de ecuaciones algebraicas.

El manual esta divido en seis temas. En cada tema incluimos un cuestionario, una
lista de problemas (con sus soluciones) y la biografia de un matematico relevante (en
inglés).

Demos una breve explicacion de las ideas claves que dan sentido a esta asignatura.

Simplificando y hablando de un modo algo pedante podriamos decir que el Algebra
es la ciencia que estudia los polinomios y sus raices. En términos matematicos algo
mas amplios, el Algebra estudia los sistemas de ecuaciones algebraicas

pl(xla"'axn): 0
(%)
pr(xly---,xn) :0

y sus soluciones.

Profundicemos en lo que entendemos generalmente por sistemas de ecuaciones
algebraicas. Tendemos a identificar los sistemas de ecuaciones con el conjunto de
sus soluciones. Asi, por ejemplo, si al sistema de ecuaciones anterior le afiadimos
la ecuacién pi(x1,...,x,) = 0 decimos que tenemos un sistema de ecuaciones equi-
valente, o si le afiadimos una ecuaciéon que sea combinacion k[x1,...,x,]-lineal de
pilx1,...,x,),...,pr(x1,...,x,) decimos que tenemos un sistema equivalente de ecua-
ciones algebraicas, porque las soluciones de ambos sistemas son las mismas. En con-
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Introducecion

clusion, cuando consideramos el sistema de ecuaciones (*) estamos considerando el
ideal (p1,...,p,) € klx1,...,x,]. Digamos por definicién, que dar un sistema de ecuacio-
nes algebraicas es dar un ideal del anillo de polinomios.

(Las soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas determinan el sistema, es
decir, el ideal? El conjunto de soluciones reales del sistema

x2+y2+1:O

es vacio, del cual, obviamente, no podriamos deducir que estdbamos planteando la
ecuacién x?+y2+1 = 0. Ahora bien, si consideramos el conjunto de todas las soluciones
complejas de este sistema, se cumple que el ideal de todos los polinomios de Clx, y]
que se anulan en este conjunto coincide con el ideal (x? + y2 + 1). El teorema de los
ceros de Hilbert dice que las soluciones complejas de un sistema de ecuaciones “casi”
determinan el sistema. Expliquemos el “casi” de la sentencia anterior. Veamos el pe-
queio problema con el que nos encontramos. Los dos sistemas de ecuaciones distintos
x =0y x2 =0 tienen las mismas soluciones y (x2) < (x). En general, dado un ideal

IcClx1,...,x,]y f €Clx1,...,x,] tal que f™ € I, las soluciones del sistema de ecuacio-
nes algebraicas definido por I son las mismas que el definido por (Z, ). Denotemos por
r(I)={f €Clxq,...,x,]: existe n e N tal que f" € I}. El teorema de los ceros de Hilbert
afirma que dos sistemas de ecuaciones algebraicas I,J < Clx1,...,x,] tienen el mismo
conjunto de soluciones si y solo si (1) = r(<J).

En el estudio de los sistemas de ecuaciones algebraicas hemos ampliado nuestro
cuerpo de partida R a uno algebraicamente cerrado, C. Si ampliamos aiin mas nues-
tro “marco” es decir, consideramos en vez de C cualquier anillo, se cumple que “las
soluciones (sobre cualquier anillo) de un sistema de ecuaciones algebraicas I determi-
nan el ideal I”. Asi por ejemplo, x = 0 no tiene las mismas soluciones que x> = 0: sea
A =C[z)/(z%), entonces Z € A es una solucién de x2 =0 y no es una solucién de x = 0.

Sea I < k[x1,...,x,] un sistema de ecuaciones algebraicas. Consideremos (para ca-
da anillo) el conjunto de soluciones de este sistema de ecuaciones algebraicas. Consi-
deremos una funcién de este conjunto, es decir, una aplicacion (para cada anillo A)

{Conjunto de soluciones sobre A del sistema I} LZNy\

Existe un dnico p(x1,...,x,) € klx1,...,x2,1/I de modo que pa((a,...,a,)) =pla,...,an,).
Es decir, “el anillo de todas las funciones del conjunto de soluciones del sistema de
ecuaciones algebraicas definido por I es k[x1,...,x,1/I”. Este tipo de anillos se denomi-
nan k-algebras! de tipo finito.

1La palabra 4lgebra es sinénimo de anillo. Decir que un anillo A es una k-algebra, solo significa que
tenemos un morfismo de anillos (inyectivo) £ — A.



Introduccion

Dados dos sistemas de ecuaciones algebraicas I < k[x1,...,x,], J S kly1,...,ymly
una aplicacion (para cada anillo A)

{Sol. con valores en A del sistema I} 94, {Sol. con valores en A del sistema </}

existe un unico morfismo de k-dlgebras f: kly1,...,ymVeJ — klx1,...,xn VI, f(§;) =
fi(x1,...,x,) de modo que

oaat,...,an) =(f1la1,...,an), ..., fm@,...,an).2

La teoria (Geometria) que estudia los conjuntos de soluciones (sobre todo anillo)
de un sistema de ecuaciones k-algebraicas y sus aplicaciones coincide con la teoria
(Algebra) que estudia las k-algebras de tipo finito y sus morfismos de k-algebras.

Sea % el cierre algebraico del cuerpo £ y 7: k = k un isomorfismo de k-dlgebras. Si
a=(ai,...,a,) € k" es una solucién del sistema de ecuaciones k-algebraicas definido
por un ideal I, entonces 1(a) := (7(a1),...,7(a,)) también es una solucién del sistema
de ecuaciones. Sea

V) :={aek™: p(a)=0, Vp(xy,...,x,) €I ~ (a~pBsidr: (a)=p).

y Spec,, .. klx1,...,x,1/1 el conjunto de ideales primos maximales de k[x1,...,x,1/I. El
teorema de los ceros de Hilbert, afirma que la aplicacion

V(I) — Spec,,, 4, klx1,. .., 2, VI, [a]— mpq):={p(x1,...,%,) € klx1,..., 2,1/ : p(a) =0}

es biyectiva. Por ejemplo, el conjunto de las soluciones reales de x2+y2+1 = 0 es vacio,
sin embargo V((x? + y2 + 1)) = Spec, . RIx1/(x? + y2 + 1).

Sea Specklx1,...,x,1/I el conjunto de los ideales primos de k[x1,...,x,]/I y consi-
deremos en este conjunto la topologia de Zariski, cuyos cerrados son los subconjuntos
(J)o = {p € Specklx1,...,x,)/I: J c p}, para cada ideal J < k[x1,...,x,]. Consideremos el
subespacio Spec,,,,, k[x1,...,x,)/I < Specklx1,...,x,1/I y consideremos en V(I) la topo-
logia cuyos cerrados son V(J) :={[a]le VI): f(a)=0,Vf € J}. El teorema de los cerros
de Hilbert afirma que se tienen las siguientes biyecciones

Top. de Specklx1,...,x,)/ I == Top. de Spec,,,, klx1,...,2,)/ I === Top. de V(I)
() ——= (J)onSpec,,q.klx1,....,x, V] +—— V(J)

2Quisiera hacer aqui un comentario marginal: Nos han aparecido en este curso de Geometria Alge-
braica conceptos como “espacio de soluciones” (de un sistema de ecuaciones algebraicas) y “aplicaciones’
(algebraicas) entre los espacios de soluciones. En Algebra Lineal aparecen los conceptos de espacio vec-
torial y las aplicaciones lineales. En Topologia aparecen los conceptos de espacio topolégico y las apli-
caciones continuas. En Geometria Diferencial aparecen las variedades diferenciales y las aplicaciones
diferenciales.
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Via el espectro, la interaccién entre el Algebra y la Geometria es fecunda. Asi los
conceptos algebraicos como morfismo de localizacién, morfismo de paso al cociente co-
ciente y el producto tensorial de algebras se interpretan geométricamente como la
inmersién de un abierto y un cerrado en la variedad algebraica y como el producto
directo de variedades algebraicas.

({Como podriamos definir la dimensiéon de X = Specklxy,...,x,1/I? Dada una va-
riedad lineal afin V, sabemos que todas las cadenas irrefinables de inclusiones de
subvariedades lineales V) ? Vi g ? V.n» =V tienen el mismo numero de eslabones y

este nimero m se dice que es la dimensiéon de V. Supongamos que X es irreducible. Se
cumple que todas las cadenas irrefinables de inclusiones de cerrados irreducibles de X
tienen el mismo numero de eslabones y se dice que este numero es la dimension de X.
Probamos que un cerrado Y c X es irreducible si y solo si py ={f € klx1,...,x,]1: f(y) =
0,Vy €Y} es un ideal primo. Por tanto, la dimensién de X coincide con el niimero de
eslabones de las cadenas irrefinables de inclusiones de ideales primos de k[x1,...,x,1/1.

Un estudio fino de los sistemas de ecuaciones debe distinguir el sistema de ecua-
ciones x = 0,y = 0 del sistema de ecuaciones x = 0,y2 = 0. El ideal (x,y) < Clx,y] es
igual al conjunto de todos los polinomios p(x,y) € Clx, y] tales que p(0,0) =0y (x,y%) =
{p(x,y)eClx,y]: p(0,0)=0y %(0,0) =0}, (x, y?) es el ideal de las funciones que se anu-
lan en (0,0) y cumplen ciertas condiciones infinitesimales en (0,0). Dado un cerrado
irreducible C < C" y el ideal primo p¢ :={p(x1,...,x,) € Clx1,...,x,]1: p(c) =0,V c e C},
se dice que un ideal g es un ideal p¢ primario si g es el ideal de polinomios que se anu-
lan en todos los puntos de C y cumplen ciertas condiciones infinitesimales a lo largo
de C (hablo sin precision). Probamos que dar un sistema de ecuaciones algebraicas es
equivalente a dar ciertos cerrados irreducibles C; (de modo que U;C; es el conjunto
de soluciones complejas del sistema) y ciertas condiciones infinitesimales a lo largo
de cada C;. Con otras palabras, probamos que todo ideal es la interseccion de ideales
primarios.

La pregunta sobre qué es un sistema de ecuaciones algebraicas, nos ha llevado a
hablar de las k-algebras de tipo finito, de su espectro primo, del concepto de dimen-
sién, de la descomposicion de un ideal como interseccion de ideales primarios, etc. Otro
problema de orden distinto es dar los algoritmos necesarios para que las operaciones y
conceptos tedricos introducidos sean efectivamente calculables. En el capitulo 6, estu-
diaremos la resultante de dos polinomios y las bases de Gréobner de un ideal. Con estas
herramientas resolveremos los sistemas de ecuaciones k-algebraicos, los sistemas de
ecuaciones k[x1,...,x,]-lineales, calcularemos la descomposicién primaria de un ideal,
el cierre de la imagen de un morfismo entre variedades algebraicas, etc.



Capitulo 1

Algebras de tipo finito

1.1. Introduccion

Como hemos comentado, el objetivo principal de la Geometria Algebraica es el es-
tudio del conjunto de soluciones de los sistemas de ecuaciones algebraicas

Il
o

p1(x1,...,%p)

Il
o

pr(x1,...,%p)

Un primer resultado afirma que si el sistema de ecuaciones estuviese formado por un
numero infinito de ecuaciones, entonces todas las ecuaciones salvo un numero finito
serian redundantes. Con otras palabras, para cada un ideal I = (p;(x1,...,%,))jes S
klx1,...,x,] existen ji,...,j, € J tales que I = (pj,(x1,...,%,),...,p,(x1,...,%,)). Los
anillos cuyos ideales son finito generados se denominan noetherianos. Estamos afir-
mando que el anillo £[x1,...,x,] es noetheriano.

Como probaremos, Ax = kl[x1,...,x,/(p1(x1,...,%n),...,pr(x1,...,%,)), €l anillo de
funciones algebraicas del conjunto X de soluciones del sistema de ecuaciones anterior,
es noetheriano. Los anillos k[x1,...,x,1/(p1(x1,...,21),...,pr(x1,...,%,)) se denominan
k-algebras de tipo finito. Por tanto, las k-algebras de tipo finito son anillos noetheria-
nos.

En los proximos capitulos mostraremos que el estudio del algebra A x es equivalen-
te al estudio de X y veremos cuadl es el significado geométrico de la localizacién de Ax
por un sistema multiplicativo, del grado de trascendencia del cuerpos de fracciones de
Ax (cuando Ax sea integro), etc.
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1.2. Médulos noetherianos. Algebras de tipo finito

1.2. Modulos noetherianos

Las operaciones basicas como producto tensorial, cocientes etc., se realizan de un
modo mucho mas flexible y claro con los médulos que con los ideales, y muchos de los
objetos usuales en Matematicas tienen estructura de médulo. Sera natural comenzar
estudiando los médulos finito generados, cuyos submoédulos sean finito generados, en
vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados.

1. Definicion: Un A-médulo M se dice que es un A-médulo noetheriano si todo sub-
modulo suyo (propio o no) es finito generado.

2. Definicion: Un A-médulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente
de submoédulos de M
MicMyc---cM,<---

estabiliza, es decir existe » >> 0 de modo que M, =M, ;1 ="---.

3. Proposicion: Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracién. def' = def?: Dada una cadena ascendente de submédulos de M, M; <
Myc---cM,c---,sea M = .OijlMi c M. Como M’ es un submédulo de M, es finito
1=

generado. Escribamos M’ = (m1,...,m,), con m; € M;,. Si r es el maximo de todos los
ij, M'=M,,luego M, =M, 1 ="--.

def? = def!: Sea M’ < M. Sea m; € M' y consideremos el submédulo de M, M; =
(m1). Si M1+ M', sea mg € M'\M;. Consideremos el submédulo de M, My = (m1,ms).
Repitiendo el proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

(my)c{mi,mo) -

que ha de ser finita, porque por la segunda definicién toda cadena estabiliza. Por tanto,
existe un r € N tal que (mq,...,m,) =M.
O

4. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales de dimensién finita son £-mdédulos noetheria-
nos.

5. Teorema: Sea M un A-méduloy N c M un submdédulo. M es un A-moédulo noethe-
riano si y solo si N y M/N son mdédulos noetherianos.

Demostracién. Sea n: M — M/N, n(m) := m el morfismo de paso al cociente.
=) Evidentemente N es noetheriano. Dado un submédulo S ¢ M/N, tenemos que
71~ Y(8) = (m1,...,m,). Por tanto, S = n(nx~1(8)) = (w(m1),...,w(m,)).



Algebras de tipo finito. Anillos noetherianos. 1.3

<) Sea M' ¢ M un submédulo. M' NN es finito generado porque es un submédulo

de N,y M'/(M'nN) es finito generado porque podemos considerarlo como submédulo

de M/N, via el morfismo inyectivo M'/(M' " N)— M/N, m — m. Escribamos M'NN =

(m1,...,m)yM/(M'n\N)={imri1,...,Mmy), entonces M' = (m1,...,m,). En conclusién,
M es un médulo noetheriano.

O

6. Ejercicio: Prueba que M y M’ son médulos noetherianos si y solo si M & M’ es
noetheriano.

1.3. Anillos noetherianos

1. Definicion: Se dice que un anillo A es noetheriano si como A-médulo es noethe-
riano, es decir si todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena
ascendente de ideales estabiliza.

2. Ejemplo: Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[x], son noethe-
rianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la
recta real: Sea I, el ideal de las funciones que se anulan en (—%, %), n € N. Tenemos
que [{cIsc---cl, c--- es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo,
luego no estabiliza. Por tanto, el anillo no es noetheriano.

3. Ejercicio: Da un ejemplo de médulo finito generado que no sea noetheriano.

4. Proposicion : Si A es un anillo noetheriano, todo A-mddulo finito generado es
noetheriano.

Demostracién. Si A es noetheriano, A" es un A-médulo noetheriano, por el ejercicio
1.2.6. Ahora bien, como todo médulo finito generado es cociente de un libre finito ge-
nerado, concluimos que los médulos finito generados son noetherianos.

O

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo médulo finito generado es
noetheriano.

5. Proposicion: Sea A un anillo noetheriano. Todo A-mdédulo finito generado tiene
una presentacion por A-maédulos libres finito generados.

UEX
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1.3. Anillos noetherianos. Algebras de tipo finito

Demostraciéon. Sea M = (m1,...,m,) un A-médulo finito generado. Consideremos el
epimorfismo de A-médulos A” — M, n(a1,...,a,):=aimi+---+a,m,. Kerm es un sub-
modulo de A", luego es finito generado. Escribamos, Kerz = (n1,...,ns) y consideremos
el epimorfismo 7n’': A® — Kern, 7n'(aq,...,as) :=aini1+---+agng. Sea i: Kerm— A" el
morfismo de inclusion y f :=io7n’ y consideremos los morfismos

Aslar iy

Entonces, Imf = i(n'(A%))=Kern y A”/Imf ~ M. Es decir, hemos construido una pre-
sentacion por médulos libres finito generados de M.
|

6. Proposicion: Si A es un anillo noetheriano e I < A es un ideal, entonces A/l es un
anillo noetheriano.

Demostracién. Dadoa’ € Aya e A/l, por definicién a’-d@ = a’a = a’-a. Los A-submédulos
de A/I coinciden con los A/I-submédulos de A/I. A es un A-médulo noetheriano, lue-
go A/I es un A-mdédulo noetheriano, por tanto A/I es un A/I-médulo noetheriano, es
decir, A/I es un anillo noetheriano. O

7. Proposicion : Si A es un anillo noetheriano y S ¢ A un sistema multiplicativo,
entonces Ag es un anillo noetheriano.

Demostracion. Sea I < Ag unideal. Sea J ={a € A: T €I}, que es un ideal de A, luego
J =(ay,...,a,). Se cumple que I =(%,..., %) y hemos concluido.
O

1.3.1. k-algebras de tipo finito

8. Teorema de la base de Hilbert: Si A es un anillo noetheriano entonces Alx] es
un anillo noetheriano.

Demostracién. Sea I c A[x] un ideal. Tenemos que ver que es finito generado:

Sea J ={a € A: existe p(x) =ax*+a1x" 1 +---+a,€I}. J esunideal de A: 0 € J,
luego J # @. Si ag,bg € J, existen p(x) = apx" +---+a,, qx) =box™ +---+b,, € I, por
tanto x" p(x) +x"q(x) = (ag + bo)x" ™ +---€elyag+bogeJ.SiageJ y b €A, entonces
existe p(x)=aox"+---+a,e€l y bp(x)=baox™ +---+ba, €1, luego bageJ.

Por ser A noetheriano, J = (b1,...,b;) es finito generado, y existen pi,...,p, €I
cuyos coeficientes del término de grado maximo son b1,...,b,, respectivamente. Sea
n;=gr(p;(x)) y m =max{gr(p1),...,gr(p,)}
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Queremos probar que
I=(p1,...,pr)Ap] + IN{A+Ax+---+Ax™ 1)

Dado q(x) € I, tenemos que probar que q(x) € (p1,...,0r)Ax] HIN{A+Ax+--- +Ax™ 1),
Procedemos por induccién sobre el grado de q(x). Si gr(g(x)) < m,entonces eviden-
temente q(x) € IN{A+Ax+---+Ax™ 1} S (p1,...,pr A + I N{A + Ax + -+ Ax™ 71}
Si gr(g(x)) = n = m, escribamos q(x) = agx” +---+a,. Sean 1; € A tales que ag =
A1b1 + -+ Arb,. Entonces. q1(x) := g(x) - X Aix" "p; € I y gr(qi(x)) < n. Por induc-
l
cién, q1(x) € (p1,...,pra +1N{A +Ax+---+Ax™ 1}, luego g(x) también.
IN{A+Ax+---+Ax™ 1} es un A-médulo finito generado ya que es submédulo de
{A+Ax+---+Ax™ 1}, que es un A-médulo noetheriano. En conclusién, si escribimos

INfA+Ax+--+Ax™ 1} =(q1,...,qs)a, tenemos que I =(p1,...,0r,q1,---,qs).
O

9. Definicion: Dado un morfismo de anillos f: A — B se dice que B es una A-algebra.

Con abuso de notacién, al elemento f(a) lo denotaremos muchas veces a. Observe-
mos que si A es un cuerpo (y B #0), entonces f es un morfismo inyectivo.

10. Ejemplo: Todo anillo A es de modo natural (y tnico) Z-algebra: Denotemos el
elementode A 1+-"-+1=n,sin>0y (-1)+ -IIL(—l):n sin<0.Z— A, n—n,esel
anico morfismo de anillos de Z en A.

11. Ejemplo: A[xi,...,x,] es una A-algebra de modo natural: tenemos el morfismo
de anillos A — Alx1,...,x,], a — a.

12. Ejemplo: R es de modo natural una Q-algebra. C es de modo natural una R-
algebra.

13. Definicion: Se dice que B es una A-algebra de tipo finito si existen ¢q,...,¢{, €B
que generan A-algebraicamente B, es decir,

.....

Ni,e..,nlp

que equivale a decir que el morfismo

n n
A[xla"'axr]_’Bp Z anl,...,nrxll"‘x;.lr'—’ Z an1,...,nr£11"' ?’"

N1yeeesTlp N1yl

es epiyectivo. Diremos que el morfismo de anillos A — A[¢1,...,¢,] es de tipo finito.

UEX
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14. Corolario: Sea %k un cuerpo. Toda k-dlgebra de tipo finito es noetheriana.

Demostracion. Todo cuerpo es un anillo noetheriano, luego % es noetheriano. Por el
teorema de la base de Hilbert k[x1] es noetheriano. De nuevo, por el teorema de la base
de Hilbert, k[x1,x2] es noetheriano. En conclusion k[x1,...,x,] es noetheriano y todo
cociente k[x1,...,x,]/I también. Luego toda k-algebra de tipo finito es noetheriana.

O

Si A es una k-algebra de tipo finito e I < A es un ideal, entonces evidentemente
A/I es una k-algebra de tipo finito.

15. Proposicion: Sea A una k-dlgebra de tipo finito y a € A. Entonces, A, es una
k-dlgebra de tipo finito.

Demostracion. Escribamos A =k[¢q,...,¢,], entonces A, = A[al] =kl[¢1,...,¢n, al]. O

16. Ejercicio: Sea A un anillo y a € A. Prueba que A, es isomorfo a Alx]/(ax — 1).

Solucion: La aplicacion A[x] — A, p(x) — p(%) es un morfismo de k-algebras epi-
yectivo. Evidentemente, ax — 1 esta en el nicleo del morfismo, luego tenemos el epi-
morfismo Alx)(ax —1) — Aq, p(x) — p(2). El morfismo A, — Alx)(ax—1), & — bx"
esta bien definido y es el morfismo inverso.

17. Definicion: Sean B y C dos A-algebras. Diremos que un morfismo de anillos
¢: B — C es un morfismo de A-algebras si ¢(a) =a para todoa € A.
Si ¢: B — C es un morfismo de A-algebras, a,,,. », €A, b1,...,b, € B, entonces

¢( > anq,..., nrbrlll"'b;r}r): ) An, nr(/)(bl)nl"'(,b(br)nr-

N1,y N1,y

,,,,,

1.4. Extensiones de cuerpos de tipo finito

1.4.1. Extensiones de cuerpos algebraicas

1. Sea k — X una extension de cuerpos. Se dice que dim; X~ es el grado de la k-
extension 2. Si dimy, Z < co se dice que X es una k-extension de cuerpos finita.
Si dim,X =ny X' es una X extension de cuerpos tal que dimy X’ = m, entonces

/ m m n nm
2 =0Z=9a0(ok)= &k, luego

dim ¥’ = dim;, T - dimy X’
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2. Definiciones: Sea & — X una extension de cuerpos. Diremos que a € X es k-
algebraico si existe un polinomio p(x) € £[x] no nulo tal que p(a) = 0. Diremos que
2 es una k-extension algebraica si todo elemento de X es k-algebraico. Diremos que «
es k-trascendente si no es k-algebraico.

3. Ejemplo: Consideremos la extensién de cuerpos Q — C. Entonces, v2 € C es Q-
algebraico y m € C es Q-trascendente.

4. Proposicion: Sea k — X una extension de cuerpos. Entonces, a € Z es k-algebraico
si y solo si dimy, k(a) < oo.

Demostracién. =) Consideremos morfismo de anillos 7: k[x] — k(a), n(p(x)) := p(a).
Tenemos que Kerw = (g(x)) con g(x) no nulo. Ademas, g(x) es irreducible pues k[x]/(q(x))
es integro, ya que k[x]/(q(x)) se inyecta en k(a) que es integro. Por tanto, k[x]/(qg(x)) es
un cuerpo, que contiene a X = a, luego ha de coincidir con £(a). Por tltimo, dim;, k(a) =
dimy, k[x1/(q(x)) = gr(q(x)) < co.

<) Sea dimy, k(@) =n < oo. Los n+1 elementos 1,a,...,a" son k-linealmente depen-
dientes, luego existen Ao,...,A, € & (no todos nulos) tales Ag-1+A;-a+---+A,a"” =0.
Por tanto, a es raiz del polinomio no nulo Ag+ A1 -x+---+ 1,x".

O

5. Sea k — X una extension de cuerpos y ai,...,a, € 2, se define k(a1,...,a,) como el
minimo subcuerpo de X que contiene a k, a1,...,a, y puede comprobarse que

play,...,an)

€X; Vp(x1,...,x),q(x1,...,x,) € Rlx1,...,x,]
klai,...,ay) =X qlay,...,a,)

con q(aq,...,a,)#0.
SiZ=Fk(ay,...,a,) se dice que X es una k-extension de cuerpos de tipo finito.

6. Ejemplo: Sea A =k[aj,...,a,] una k-algebra de tipo finito integra. Entonces A4 _{g; =
k(a1,...,a,)y es una k-extension de cuerpos de tipo finito.

7. Proposicion : Sea k — k(&q,...,¢,) una extension de cuerpos de tipo finito. Las
siguientes condiciones son equivalentes

1. k(q,...,¢&,) es una k-extension algebraica.

UEX

2. &4,...,¢&, son k-algebraicos.

3. k(&4,...,&) es una k-extension de cuerpos finita.

21
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Demostracion. 1. = 2. Es obvio.
2. = 3. Consideremos la cadena de inclusiones

k— k(1) — k(1,82) — - —k(1,...,{n-1) = k(&1,...,E0).

Entonces,

dimy £(¢1,...,¢,) =dimg (1) - dimpe,) B(E1,E2) - -dimpe, ¢, ) R(E1,...,En) <00

3. > 1. Dado a € k({4,...,¢{,), tenemos que dimy, k(a) < dimg k(¢q,...,E,) < oo, luego
a es k-algebraico y k(¢q,...,¢,) es una k-extension de cuerpos algebraica.
O

8. Corolario: Sea k — X una extensién de cuerpos. El conjunto de todos los elementos
k-algebraicos de X es una k-subextension de cuerpos de .

9. Proposicion: La composicion de extensiones de cuerpos algebraicas es algebraica.

Demostracion. Consideremos dos extensiones algebraicas k. — Ky K — X.Dadoa € Z,
existe un polinomio no nulo p(x) = agx™ +---+a, € K[x] tal que p(a) = 0. Las exten-
siones de cuerpos k& — k(ag,...,a,) y k(ao,...,a,) — k(ag,...,a,,a) son finitas, luego
la k-extension k(ag,...,an,a) es finita y a es k-algebraico y Z es una k-extension de
cuerpos algebraica. O

10. Definicion: Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polino-
mio con coeficientes en K descompone en factores simples, es decir, si todas las raices
del polinomio estan en K. Se dice que una k-extension algebraica de cuerpos K es el
cierre algebraico de k, si K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

11. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y K — X es una extension de cuer-
pos algebraica, entonces K = Z, ya que todo a € X es raiz de un polinomio p(x) con
coeficientes en K y todas las raices de p(x) estan en K.

12. Sik— Ky k — K’ son el cierre algebraico de &, sea m c K ®, K’ un ideal maxi-
mal y 2 = (K ®;, K')/m. Entonces, K — X es una extension algebraica, luego K ~ X, e
igualmente K’ ~ X. En conclusién, existe un isomorfismo de k-algebras K ~K'.

13. El teorema fundamental del Algebra afirma que C es un cuerpo algebraicamente
cerrado.

Dado un cuerpo &, sea A := k[x,l,ep/(p(xp))pep, donde P es el conjunto de los po-
linomios moénicos irreducibles. Puede probarse que el cierre algebraico de % es la k-
extension de cuerpos A/m, donde m es cualquier ideal maximal de A.

14. Ejercicio: Prueba que C es el cierre algebraico de R.
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1.4.2. Grado de trascendencia de una k-extension de cuerpos
de tipo finito

15. Definicion: Sea X una k-extension de cuerpos. Diremos que ¢1,...,¢, € Z son k-
algebraicamente independientes cuando cualquier relacién k-algebraica

Y aiy.ié1t... & =0, con coeficientes a;,. i, €k

[1...lpn

implica que todos los coeficientes a;,  ;, son nulos.

Los elementos ¢1,...,¢, € X son k-algebraicamente independientes si y solo si el
morfismo de k-algebras
klxi,...,xp] = 2

p(xl,---,xn)'_’p(fly---;fn)

p(x1,...,xn) — P(fl,-n,fn)

es inyectivo, y en este caso el morfismo k(x1,...,x,) — k(&1,...,¢n), TETES T (T

es un isomorfismo.

16. Definicion: Sea & — X una extension de cuerpos. Diremos que ¢1,...,¢, € Z for-
man una base de trascendencia de X sobre &, si son k-algebraicamente independientes
y 2 es una k({1,...,¢,)-extension algebraica.

17. Lema: Sea k — K una extension de cuerpo y ¢1,...,¢n,¢n+1 € K. Entonces, {,+1 es
k(&1,...,¢Ex)-algebraico si y solo si existe un polinomio p(x1,...,%p+1) € klx1,...,X,+1] tal
que p(€17"'7{n+1) = Oy p(fla"-agnyxn+1) ;é 0'1

Demostracion. <) &,41 es k(&E1,...,E,)-algebraico, porque es raiz de p(¢1,...,¢,,%n+1) €

k(€1’ LY ,fn)[xn+1]-
=) Sea 0 # q(x,4+1) € B({1,...,{n)xp11] tal que q(&,4+1) = 0. Escribamos, q(x,+1) =

Yi % -x% 1. Entonces, r(xn11) = (I1; ¢}(E1,...,0)) - @(n11) € kL&D, Enllxn 1] €8

no nulo y (¢, +1) = 0. Escribamos r(x,+1) = Zipi(g‘l,...,cfn)-xiﬂ. Obviamente, el poli-
nomio p(x1,...,Xp+1):=2; Pi(x1,...,X,) Xn+1 €s el polinomio requerido. O

18. Teorema: Si k(¢q,...,¢.) — K es algebraica, entonces existen bases de k-trascen-
dencia en K.2

IEn Algebra Lineal, sabemos que si ¢1,...,¢&,,&,+1 son vectores de un espacio vectorial E, entonces
¢n+1 es combinacion lineal de los demads si y solo si existe una relacién lineal 111+ +A1,4+1&p+1 =0,
con 1,1 #0.

2En Algebra Lineal, sabemos que si {q,...,¢, generan un espacio vectorial E unos cuantos de ellos
son una base de E.

UEX
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Demostracion. Reordenandolos, si fuera preciso, podemos suponer que ¢q,...,¢, son
k-algebraicamente independientes y que ¢&1,...,¢,,&s son k-algebraicamente depen-
dientes para todo s > n. Luego existe un polinomio p(x1,...,x,,xs) no nulo tal que
p&1,...,En,E) = 0. Escribamos p(x1,...,%n,%s) = X pi(x1,...,%,) %L Si p(E1,...,En, %) =
0, entonces p;(¢1,...,¢,) = 0, para todo i, luego p;(x1,...,x,) = 0, para todo i, lue-
go p(x1,...,%,,xs) = 0 y llegamos a contradiccion. Luego, p(¢q,...,¢,,x5) # 0 y & es
k(&4,...,&y)-algebraico. La composicion de las dos extensiones de cuerpos algebraicas
E(1,...,&n) — k(Eq,...,E) y k(Eq,...,&) — K es algebraica, luego ¢1,...,¢, es una base
de k-trascendencia de K. O

19. Proposicion: Sea k£ — K una extension de cuerpo. Si &1,...,{n, € Ky n1,...,Nm €K
son dos bases de k-trascendencia de K, entonces n = m.

Demostracién. Para cada 0 < i < n, probemos que K es una extensién algebraica de
k(1,...,¢,Mi+1,...,m), reordenando si es preciso los elementos 11, ...,1m,,. Procedemos
por induccién sobre i. Si i =0, k(n1,...,7,) — K es algebraica. Si i = 1, por hipétesis
de induccién ¢&; es k(1,...,¢i-1,Mi,...,Nm)-algebraico. Por el lema, existe un polino-
mio no nulo, de grado minimo, p(x1,...,%;,%i,...,¥Ym) € klx1,...,%i,¥i,...,¥ym] tal que
p1,...,¢i,niy...,nm) =0. Como ¢&q,...,¢; son algebraicamente independientes, alguna
de las variables y; aparece en el polinomio recién mencionado (podemos suponer reor-
denando que j =i). Por tanto, n; es algebraico sobre £(¢1,...,¢;,Mi+1,...,Mm) Y se tienen
las extensiones algebraicas

k(fl,'"7éi—17€i,ni+1a"')nm)‘_) k(gl,"'7éi—176i,ni;ni+1a'"anm)(_)K

luego K es una k(¢1,...,¢;,M0i+1,-..,Nm)-extension de cuerpos algebraica.

3Copio la demostracién del teorema que dice que si éq,...,¢, Y 11,-..,Mm son dos bases de un k-espacio
vectorial E, entonces n = m: Para cada 0 <i < n, probemos que E = (¢1,...,¢;,1i+1,...,Mm), reordenando
si es preciso los elementos 71,...,7,,. Procedemos por induccion sobre i. Sii =0, E = (n1,...,Nn).Sii =1,
por hipétesis de induccién ¢; € E = ({1,...,¢i-1,1i,---,Mm). Por tanto, existe una combinacién lineal

A18r 4+ NG+ i+ + Pl =0

(donde no todos los coeficientes son nulos). Como ¢1,...,¢; son linealmente independientes, alguno de
los pj es no nulo (podemos suponer reordenando que j = i). Por tanto, n; € ({1,...,{;,Mi+1,...,Mm) ¥ s
tiene

©€15-+56i-1,60,Mit 150> Mm) =481,+++56i-1,6i,MisMi+15-- -, Mm) = E.
Ahora, si m fuera menor estricto que n, tendriamos que E = (¢1,...,¢,), contra la hipétesis de que

&1,...,Em,Em+1 son linealmente independientes. Mutatis mutandis, n no es menor estricto que m, luego
n=m.
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Ahora, si m fuera menor estricto que n, tendriamos que K es algebraico sobre
k(4,...,&m), contra la hipétesis de que ¢q,...,&m,ém+1 son k-algebraicamente inde-
pendientes. Mutatis mutandis, n no es menor estricto que m, luegon =m . O

20. Definicion: El nimero de elementos de una base de trascendencia de una ex-
tension de cuerpos £ — Ka se dice que es el grado de trascendencia de X sobre & y se
denota grtry Z.

21. Ejemplo: Sea k un cuerpo. El cuerpo de fracciones polinémicas en n variables
k(x1,...,x,) tiene grado de trascendencia n, porque las funciones x1,...,x, forman cla-
ramente una base de trascendencia sobre k.

22. Ejemplo: Sea p(x1,...,x,) un polinomio irreducible no constante con coeficientes
en un cuerpo k. Sea k(%1,...,X,) el cuerpo de fracciones de k[x1,...,x,1/(p(x1,...,x,)),
que se denomina cuerpo de funciones racionales de la hipersuperficie definida por
la ecuacion p(x1,...,x,) = 0. Se cumple que k(x1,...,X,) tiene grado de trascenden-
cia n — 1 sobre k. En efecto, reordenando las variables, podemos suponer que el grado
de p(xi,...,x,) en x, es = 1; es facil ver entonces que {¥1,...,%,-1} es una base de
trascendencia.

1.5. Apéndice: Localizacion por un sistema multipli-
cativo

1. Definicion: Sea A un anillo y S € A un subconjunto. Diremos que S es un sistema
multiplicativo de A si cumple

1. 1€8S.

2. Sis,s’ €S entonces s-s'€8S.

2. Ejemplos: Z\{0} es un sistema multiplicativo de Z. Si A es un anillo integro, en-
tonces A\{0} es un sistema multiplicativo.

Si p, < A es un ideal primo, entonces A\p, es un sistema multiplicativo. Denota-
remos A, =Ap\p,.

Dadoa€A, S ={1,a,a?,...,a",...} es un sistema multiplicativo. Denotaremos A, =
A{l,a,az,...,a”,...}.

UEX
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Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo de A. Podemos definir en el
conjunto A x S la siguiente relacién de equivalencia:

(a,8)~(a',s’) & existen s1,s9 €S tales que (asi,ss1) = (a'sg,s's9).
Denotaremos % a la clase de equivalencia de (a,s).

3. Definicion: Sea A un anillo y S c A un sistema multiplicativo de A. La localiza-
cion de A por S, Ag, es el conjunto

Ag ::{%,VaeAy VsES}

! . . .
Observemos que % = % siy solo si existen s1,s9 € S tales que as; =a’sg y ss1 =s'sg.
! !
Q _ asy _ a'sy __ a_ . . . .
Luego, ¢ = S51 = Fes = s donde las fracciones del medio tienen igual numerador y

N

denominador. Ahora es facil probar la siguiente afirmacion:

Sea B un conjunto. Dar una aplicacién Ag — B es asignar a cada { € Ag
un elemento ¢(a,s) € B de modo que ¢(at,st) = ¢(a,s) para todo t € S.

Con mayor generalidad, dar una aplicacién Ag x-*-x Ag — B es asignar a cada elemen-
to (%,...,Z—:) € Ag x-"-x Ag un elemento ¢(a1,81,...,an,8,) € B de modo que cumple
que @(t1a1,t181,...,tnan,tnsn) = p(a,s1,...,a,,8y,) para todo ¢1,...,t, €8S.

Con la suma y producto ordinarios de fracciones (bien definidos)

a a s'a+sa’

P ;

s s ss

a a ad
s/ ss’

Ag es un anillo. El elemento unidad de Ag es la fraccién % Si s € S entonces la fraccion
0_0s_0
1-s

7 es invertible, de inverso % La fraccion ; = 7 = 7 es el elemento nulo de Ag.

4. Definicién : Al morfismo natural de anillos A — Ag, a — 7 se le denomina morfis-
mo de localizacion por S.

Denotaremos % =a, cuando no sea causa de confusion.

5. Definicién: Si A es un anillo integro, obviamente A 4\(g; es un cuerpo y diremos
que es el cuerpo de fracciones de A.

6. Ejemplos: 1. Q =7z,

2. Qx) := Qlxlgu\ o)
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3. k(x) := klxlzpno = {p(x)/q(x): p(x),q(x) € klx],q(x) # 0}, 0o con mayor generali-
dad, el cuerpo de funciones racionales en n-variables con coeficientes en k&,
p(x)

R(x1,...,%0) i= kX1, . XLy, 01N 0) = {@ : 0# q(x), p(x) € klxy,..., %01}

7. Proposicion: Sea Ag la localizacién de A por S. Entonces,

1. £ =0siy solo si existe s' € S tal que s'-a =0 (en A).

!

2. £=%en Ag siy solo si existe un t € S de modo que t-(as'—a's) = 0.

Demostracion. 1. =) 0= % = £ luego existen ¢,¢' € S tales que t-0=t"-a (yt-1=1¢"-5s),

luego t'-a = 0.

a_as’ _ 0 _0_
c)g_ss’_ss/’_ll_ ,
2.2)0=92-5 =4"1F existe un t€ S de modo que ¢-(as’—a's) = 0, por el punto 1.
. It / /
<) Sit-(as’'-a's)=0, entonces 0 = 2 = £ — < entonces ¢ = %.

O

8. Ejercicio: Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo. Entonces, Ag = {0}
<~ 0€8S.

9. Ejercicio: Sea A un anillo integro y S € A\{0} un sistema multiplicativo. Enton-
ces, =% en Ag siy solosias’'—a's=0 (en A).
10. Ejercicio: Prueba que (Z[x])z\(0 = Qlx].

a

Observemos que si J < Ag es un ideal de Ag, entonces [ :={a € A: { € J} es un

ideal de A y J =1-Ag. Ahora es facil probar la siguiente proposicion.

1.5.1. Localizacion de modulos

Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-médulo. Podemos definir
en el conjunto M x S la siguiente relacién de equivalencia:

(m,s) ~(m',s") & existen s1,s9 €S tales que (s1m,s1s) = (sam’,s25').
Denotaremos % a la clase de equivalencia de (m,s).

11. Definicion: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-médulo,
denotaremos por Mg:

Mg={Z VmeM, ses)
S

y diremos que Mg es la localizacion de M por el sistema multiplicativo S.
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! . . .
Recordemos que que % = % si y solo si existen si,s9 € S tales que (sim,s1s) =

(sgm/',s9s’). Para definir una aplicaciéon Mg — X, tenemos que asignar a cada % EMg

un elemento ¢(m,s), de modo que ¢(tm,ts) = ¢p(m,s), para todo ¢ € S. Igualmente, para

definir una aplicacion Mg x Ng — X, tenemos que asignar a cada (%, 3) € Mg x Ng un

elemento ¢(m,s,n,s’), de modo que ¢p(tm,ts,t'n,t's’) = p(m,s,n,s’), para todo ¢,t' € S.
Con las operaciones (bien definidas)

m m'  sm+sm/

s s/' !

a m am

s s ss

SS

Mg tiene estructura de Ag-médulo. La aplicacion candnica

M—Ms, m— =

es un morfismo de A-médulos y diremos que es el morfismo de localizacién.
12. Ejercicio: Prueba que *} =0 si y solo si existe un ¢ € S de modo que ¢-m =0.

Todo morfismo f: M — N de A-médulos, induce la aplicacion (bien definida)

que es morfismo de Ag-mdédulos.

13. Proposicién: Sea A un anillo y S € A un sistema multiplicativo. Sean M y M’

dos A-mdédulos. Entonces,
(MeM)s=Mseo Mg

(m,m’)

s s z !
Demostracion. Los morfismos de Ag-médulos (M & M')g — Mg & Mg, ~—— — (%, %
’ li I . .
yMseMyg— (Mo Mg, %,%)H% son inversos entre si. O

14. Ejemplo: Sea A un anillo integro y X = A 4\(9;. Entonces,
(AM)avi0) = Aavo) @7 ® Ao = Z".
15. Proposicion: Sea A un anillo y S c A un sistema multiplicativo. Sea M un A-

médulo y N € M un submdédulo. Entonces, Ng es un submodulo de Mg (es decir, el
morfismo Ng — Mg es inyectivo) y tenemos un isomorfismo natural

Mg/Ng =(M/N)g.
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Demostracién. Elmorfismo Ns — Mg es inyectivo: Dado T € Ng, si T =0 en Mg, existe
un elemento s’ € S de modo que s"-n =0 en M (luego en N), por tanto & =0 en N.
Consideremos el epimorfismo de paso al cociente M — M/N. Localizando por S
tenemos el morfismo Mg — (M/N)g, m/s — m/s que es claramente epiyectivo. Calcu-
lemos el ntcleo: si m/s = 0 entonces existe un elemento s’ € S tal que s'-m =0, es
decir, s'-m € N, es decir, existe n € N de modo que s'-m = n, luego m/s = n/ss’ € Ng.
Reciprocamente, dado n/s € Ng, entonces n/s = 0/s = 0. O

16. Ejercicio: Sea I € A un ideal y S < A un sistema multiplicativo. Prueba que
Ig=1-Ag.

17. Proposicion: Dado un ideal primo p, < A y un A-médulo M, denotemos por M,
la localizacion de M por el sistema multiplicativo A\p,. Entonces,

1. M =0siy solosi M, =0 para todo ideal primo maximal p, C A.

2. Un morfismo de modulos f: M — N es un isomorfismo si y solo si el morfismo
inducido fy: M, — N,, fx(%) = @ es isomorfismo para todo ideal maximal p,
A.

Demostracion. a) <) Sea m € M no nulo y sea Anul(m) :={a € A: a-m = 0}. Sea p,
un ideal maximal que contenga a Anul(m), luego Anul(m)n(A\p,) = @. Por hipétesis
% € M, =0, luego existe s € A\p, tal que s-m =0, es decir, Anul(m)n(A\p,) y hemos
llegado a contradiccién. En conclusion, M = 0.

b) <) Sea m € M no nulo. Supongamos que f(m) = 0. Sea p, un ideal maximal que
contenga a Anul(m) :={a € A: a-m}. Como f,(F) = @ = 0, entonces T = 0 y existe
s € A\p, tal que 0 = s-m, luego s € Anul(m)nN(A\p,) = @, lo cual es contradictorio.
Luego, f es inyectivo y podemos pensarlo como el morfismo de inclusién. Tenemos que
(N/M), =N,/M, =0, para todo ideal maximal p,, luego N M =0y M =N.

O

18. Proposicion : Sea A un anillo y S ¢ A un sistema multiplicativo y M un A-
modulo. El morfismo M ®4 Ag — Mg, m® % — % es un isomorfismo de Ag-médulos.

Demostracion. El morfismo inverso es % —me® %
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1.6. Biografia de Hilbert

HILBERT BIOGRAPHY

David Hilbert’s father, Otto Hilbert, was the son of a judge who
was a high ranking Privy Councillor. Otto was a county judge
who had married Maria Therese Erdtmann, the daughter of
Karl Erdtmann, a Koénigsberg merchant. Maria was fascina-
ted by philosophy, astronomy and prime numbers. Otto Hil-
bert had a brother who was a lawyer and another who was the
director of a Gymnasium. After Otto was promoted to become
a senior judge, he and Maria moved to 13 Kirchenstrasse in

Konigsberg and this was the home in which David spent much of his childhood. He
had a strict upbringing by his father who was a man who lived his life to a standard
pattern, always walking the same way every day and only leaving Konigsberg once a
year for the annual family holiday. David was his parents’ first child and only son. He
was six years old when his sister Elsie was born.

The usual age for someone to begin schooling was six but David did not enter his
first school, the Royal Friedrichskolleg, until he was eight years old. It is almost cer-
tain that his mother taught him at home until he was eight. The Friedrichskolleg, also
known as the Collegium Fridericianum, had a junior section which David attended for
two years before entering the gymnasium of the Friedrichskolleg in 1872. Although
this was reputed to be the best school in Konigsberg, the emphasis was on Latin and
Greek with mathematics considered as less important. Science was not taught at all
in the Friedrichskolleg. The main approach to learning was having pupils memorise
large amounts of material, something David was not particularly good at. Perhaps
surprisingly for someone who was to make a gigantic impact on mathematics, he did
not shine at school. In later life he described himself as a “dull and sill” boy at the
Friedrichskolleg. Although doubtless there is modesty in these words, nevertheless
they probably reflect Hilbert’s own feeling about his school days. In September 1879
he transferred from the Friedrichskolleg to the Wilhelm Gymnasium where he spent
his final year of schooling. Here there was more emphasis on mathematics and the tea-
chers encouraged original thinking in a way that had not happened at the Friedrichs-
kolleg. Hilbert was much happier and his performance in all his subjects improved.
He received the top grade for mathematics and his final report stated:

“For mathematics he always showed a very lively interest and a penetrating un-
derstanding: he mastered all the material taught in the school in a very pleasing man-
ner and was able to apply it with sureness and ingenuity.”

After graduating from the Wilhelm Gymnasium, he entered the University of Ko-
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nigsberg in the autumn of 1880. In his first semester he took courses on integral calcu-
lus, the theory of determinants and the curvature of surfaces. Then following the tra-
dition in Germany at this time, in the second semester he went to Heidelberg where he
attended lectures by Lazarus Fuchs. Returning to Konigsberg for the start of session
1881-82, Hilbert attended lectures on number theory and the theory of functions by
Heinrich Weber. In the spring of 1882, Hermann Minkowski returned to Konigsberg
after studying in Berlin. Hilbert and Minkowski, who was also a doctoral student, soon
became close friends and they were to strongly influence each others mathematical
progress. Ferdinand von Lindemann was appointed to Konigsberg to succeed Heinrich
Weber in 1883 and Adolf Hurwitz was appointed as an extraordinary professor there
in the spring of 1884. Hurwitz and Hilbert became close friends, another friendship
which was important factor in Hilbert’s mathematical development, while Lindemann
became Hilbert’s thesis advisor. He received his oral examination on 11 December
1884 for his thesis entitled Uber invariante Eigenschaften specieller bindrer Formen,
insbesondere der Kugelfunctionen. Lindemann had suggested that Hilbert study in-
variant properties of certain algebraic forms and Hilbert showed great originality in
devising an approach that Lindemann had not envisaged. Minkowski, after reading
the thesis, wrote to Hilbert:

“I studied your work with great interest and rejoiced over all the processes which
the poor invariants had to pass through before they manage to disappear. I would not
have supposed that such a good mathematical theorem could have been obtained in
Konigsberg.”

On 7 February 1885 he defended two propositions in a public disputation. One of
Hilbert’s chosen propositions was on physics, the other on philosophy. This was the fi-
nal stage of his doctorate, which was then duly awarded. He spent the month following
the award of his doctorate taking, and passing, the Staatsexamen so that he was qua-
lified to teach in a Gymnasium, and he also attended Lindemann’s geometry course on
Pliicker’s line geometry and Lie’s sphere geometry, and he also attended Hurwitz’s lec-
tures on modular functions. Hurwitz suggested that Hilbert make a research visit to
Leipzig to speak with Felix Klein. Taking this advice, he went to Leipzig and attended
Klein’s lectures. He also got to know Georg Pick and Eduard Study. Klein suggested
that both Hilbert and Study should visit Erlangen and discuss their research with
Paul Gordan who was the leading expert on invariant theory. However, the visit did
not take place at that time. Klein then told both Study and Hilbert that they should
visit Paris. They both went in early 1886, Hilbert at the end of March. Klein had given
them instructions as to which of the Paris mathematicians they should visit and they
did as he told them, alternately writing to Klein about their experiences. One of the
first mathematicians they visited was Henri Poincaré who returned their visit a few
days later. The two young visitors read their letters to Klein out loud to each other so
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that they would not both tell him the same things. He replied to each in turn, making
clear that he was treating them equally. In Paris, Camille Jordan gave a dinner for
Hilbert and Study to which George-Henri Halphen, Amédée Mannheim and Gaston
Darboux were invited. On this occasion the French mathematicians all spoke German
out of politeness to their German guests who complained to Klein afterwards that
the mathematical conversation had been very superficial. They were also disappoin-
ted with their meeting with Pierre Bonnet who they felt was too old for mathematical
discussions. The mathematician with whom they seemed to get on best was Charles
Hermite. Although they considered him very old (he was 64), he was “extraordinarily
friendly and hospitable” and discussed the big problems of invariant theory. Since they
had found their visit especially useful, they returned to Hermite’s home for a second
visit a few days later. It is clear that Hilbert’s thoughts were entirely on mathematics
during his time in Paris and he wrote nothing of any sightseeing. Towards the end of
his visit he suffered an illness and was probably homesick. Certainly by the spring
of 1886 he was in good spirits as he returned to Germany. On his way back to Ko-
nigsberg he visited Gottingen, where Klein was about to take up the chair, where he
met Hermann Amandus Schwarz. Telling Schwarz that he was next going to Berlin,
Hilbert was advised to expect a cold reception by Leopold Kronecker. However, Hilbert
described his welcome in Berlin as very friendly.

From Berlin, Hilbert continued back to Konigsberg where he prepared to submit
his habilitation paper on invariant theory. He also had to give an inaugural lecture in
the main auditorium of the Albertina and, from the two options offered by Hilbert, he
was asked to deliver the lecture The most general periodic functions. Klein had told
Hilbert that Konigsberg may not be a good place for him to habilitate but Hilbert was
happy to do so. He wrote to Klein:

“I am content and full of joy to have decided myself for Konigsberg. The constant
association with Professor Lindemann and, above all, with Hurwitz is not less interes-
ting than it is advantageous to myself and stimulating. The bad part about Konigsberg
being so far away from things I hope I will be able to overcome by making some trips
again next year, and perhaps then I will get to meet Herr Gordan.”

He was a member of staff at Kénigsberg from 1886 to 1895, being a Privatdozent
until 1892, then as Extraordinary Professor for one year before being appointed a
full professor in 1893. The tour that he spoke about after habilitating at Konigsberg
happened in 1888:

“... he set off in March 1888 on a tour of several leading mathematical centres in
Germany, including Berlin, Leipzig, and Gottingen. During the course of a month, he
spoke with some twenty mathematicians from whom he gained a stimulating overview
of current research interests throughout the country.”

In Berlin he met Kronecker and Weierstrass who presented the young Hilbert with
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two rather different views of the future. Next, in Leipzig, he finally met Paul Gordan:

”... the two hit it off splendidly, as both loved nothing more than to talk about
mathematics.

Hilbert spent eight days in Gottingen before returning to Konigsberg. He married
his second cousin, Kédthe Jerosch, on 12 October 1892; they had one son Franz Hilbert
born on 11 August 1893.

In 1892 Schwarz moved from Goéttingen to Berlin to occupy Weierstrass’s chair
and Klein wanted to offer Hilbert the vacant Goéttingen chair. However Klein failed
to persuade his colleagues and Heinrich Weber was appointed to the chair. Klein was
probably not too unhappy when Weber moved to a chair at Strasbourg three years later
since on this occasion he was successful in his aim of appointing Hilbert. So, in 1895,
Hilbert was appointed to the chair of mathematics at the University of Gottingen,
where he continued to teach for the rest of his career.

Hilbert’s eminent position in the world of mathematics after 1900 meant that other
institutions would have liked to tempt him to leave Goéttingen and, in 1902, the Uni-
versity of Berlin offered Hilbert Fuchs’s chair. Hilbert turned down the Berlin chair,
but only after he had used the offer to bargain with Gottingen and persuade them to
set up a new chair to bring his friend Minkowski to Géttingen.

As we saw above, Hilbert’s first work was on invariant theory and, in 1888, he
proved his famous Basis Theorem. Twenty years earlier Gordan had proved the finite
basis theorem for binary forms using a highly computational approach. Attempts to
generalise Gordan’s work to systems with more than two variables failed since the
computational difficulties were too great. Hilbert himself tried at first to follow Gor-
dan’s approach but soon realised that a new line of attack was necessary. He discove-
red a completely new approach which proved the finite basis theorem for any number
of variables but in an entirely abstract way. Although he proved that a finite basis
existed his methods did not construct such a basis.

Hilbert submitted a paper proving the finite basis theorem to Mathematische An-
nalen. However Gordan was the expert on invariant theory for Mathematische Anna-
len and he found Hilbert’s revolutionary approach difficult to appreciate. He refereed
the paper and sent his comments to Klein:

“The problem lies not with the form ... but rather much deeper. Hilbert has scorned
to present his thoughts following formal rules, he thinks it suffices that no one con-
tradict his proof ... he is content to think that the importance and correctness of his
propositions suffice. ... for a comprehensive work for the ’Annalen’ this is insufficient.”

However, Hilbert had learnt through his friend Hurwitz about Gordan’s letter to
Klein and Hilbert wrote himself to Klein in forceful terms.

“... I am not prepared to alter or delete anything, and regarding this paper, I say
with all modesty, that this is my last word so long as no definite and irrefutable objec-
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tion against my reasoning is raised.”

At the time Klein received these two letters from Hilbert and Gordan, Hilbert was
an assistant lecturer while Gordan was the recognised leading world expert on inva-
riant theory and also a close friend of Klein’s. However Klein recognised the impor-
tance of Hilbert’s work and assured him that it would appear in the Annalen without
any changes whatsoever, as indeed it did.

Hilbert expanded on his methods in a later paper, again submitted to the Mathe-
matische Annalen and Klein, after reading the manuscript, wrote to Hilbert saying:

“I do not doubt that this is the most important work on general algebra that the
’Annalen’ has ever published.”

In 1893 while still at Konigsberg Hilbert began a work Zahlbericht on algebraic
number theory. The German Mathematical Society requested this major report th-
ree years after the Society was created in 1890. The Zahlbericht (1897) is a brilliant
synthesis of the work of Kummer, Kronecker and Dedekind but also contains a wealth
of Hilbert’s own ideas. The ideas of the present day subject of “Class field theory” are
all contained in this work. Rowe describes this work as:

”... not really a Bericht in the conventional sense of the word, but rather a piece
of original research revealing that Hilbert was no mere specialist, however gifted. ...
he not only synthesized the results of prior investigations ... but also fashioned new
concepts that shaped the course of research on algebraic number theory for many
years to come.”

Hilbert’s work in geometry had the greatest influence in that area after Euclid. A
systematic study of the axioms of Euclidean geometry led Hilbert to propose 21 such
axioms and he analysed their significance. He published Grundlagen der Geometrie
in 1899 putting geometry in a formal axiomatic setting. The book continued to appear
in new editions and was a major influence in promoting the axiomatic approach to
mathematics which has been one of the major characteristics of the subject throughout
the 20th century.

Hilbert’s famous 23 Paris problems challenged (and still today challenge) mathe-
maticians to solve fundamental questions. Hilbert’s famous speech The Problems of
Mathematics was delivered to the Second International Congress of Mathematicians
in Paris. It was a speech full of optimism for mathematics in the coming century and
he felt that open problems were the sign of vitality in the subject:

“The great importance of definite problems for the progress of mathematical scien-
ce in general ... is undeniable. ... [for] as long as a branch of knowledge supplies a sur-
plus of such problems, it maintains its vitality. ... every mathematician certainly sha-
res ..the conviction that every mathematical problem is necessarily capable of strict
resolution ... we hear within ourselves the constant cry: There is the problem, seek the
solution. You can find it through pure thought...
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Hilbert’s problems included the continuum hypothesis, the well ordering of the
reals, Goldbach’s conjecture, the transcendence of powers of algebraic numbers, the
Riemann hypothesis, the extension of Dirichlet’s principle and many more. Many of
the problems were solved during this century, and each time one of the problems was
solved it was a major event for mathematics.

Today Hilbert’s name is often best remembered through the concept of Hilbert
space. Irving Kaplansky explains Hilbert’s work which led to this concept:

“Hilbert’s work in integral equations in about 1909 led directly to 20th -century
research in functional analysis (the branch of mathematics in which functions are
studied collectively). This work also established the basis for his work on infinite-
dimensional space, later called Hilbert space, a concept that is useful in mathematical
analysis and quantum mechanics. Making use of his results on integral equations,
Hilbert contributed to the development of mathematical physics by his important me-
moirs on kinetic gas theory and the theory of radiations.”

Many have mistakenly claimed that in 1915 Hilbert discovered the correct field
equations for general relativity before Einstein but never claimed priority.

In 1934 and 1939 two volumes of Grundlagen der Mathematik were published
which were intended to lead to a ’proof theory’, a direct check for the consistency of
mathematics. Godel’s paper of 1931 showed that this aim is impossible.

Hilbert contributed to many branches of mathematics, including invariants, al-
gebraic number fields, functional analysis, integral equations, mathematical physics,
and the calculus of variations. His mathematical abilities were nicely summed up by
Otto Blumenthal, his first student:

”In the analysis of mathematical talent one has to differentiate between the ability
to create new concepts that generate new types of thought structures and the gift
for sensing deeper connections and underlying unity. In Hilbert’s case, his greatness
lies in an immensely powerful insight that penetrates into the depths of a question.
All of his works contain examples from far-flung fields in which only he was able to
discern an interrelatedness and connection with the problem at hand. From these, the
synthesis, his work of art, was ultimately created. Insofar as the creation of new ideas
is concerned, I would place Minkowski higher, and of the classical great ones, Gauss,
Galois, and Riemann. But when it comes to penetrating insight, only a few of the very
greatest were the equal of Hilbert.”

Among Hilbert’s students were Hermann Weyl, the famous world chess champion
Emanuel Lasker, and Ernst Zermelo. But the list includes many other famour names
including Wilhelm Ackermann, Felix Bernstein, Otto Blumenthal, Richard Courant,
Haskell Curry, Max Dehn, Rudolf Fueter, Alfred Haar, Georg Hamel, Erich Hecke,
Earle Hedrick, Ernst Hellinger, Edward Kasner, Oliver Kellogg, Hellmuth Kneser, Ot-
to Neugebauer, Erhard Schmidt, Hugo Steinhaus, and Teiji Takagi.
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In 1930 Hilbert retired but only a few years later, in 1933, life in G6ttingen changed
completely when the Nazis came to power and Jewish lecturers were dismissed. By the
autumn of 1933 most had left or were dismissed. Hilbert, although retired, had still
been giving a few lectures. In the winter semester of 1933-34 he gave one lecture a
week on the foundations of geometry. After he finished giving this course he never set
foot in the Institute again. In early 1942 he fell and broke his arm while walking in
Gottingen. This made him totally inactive and this seems to have been a major factor
in his death a year after the accident.

Hilbert received many honours. In 1905 the Hungarian Academy of Sciences gave
a special citation for Hilbert. He was awarded the Bolyai Prize in 1910 and elected a
fellow of the Royal Society of London in 1928. In 1930 Hilbert retired and the city of
Konigsberg made him an honorary citizen of the city. He gave an address which ended
with six famous words showing his enthusiasm for mathematics and his life devoted
to solving mathematical problems:

“Wir miissen wissen, wir werden wissen - We must know, we shall know.”

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

1.7. Cuestionario

1. (Es Q un Z-médulo noetheriano?
2. (Es Q[x] un Z-médulo noetheriano?;Es Q[x] un anillo noetheriano?
3. (Es Z[x1,x9,x3] un anillo noetheriano?

4. Sea A — B un morfismo de anillos. Si A es un anillo noetheriano y B, que es de
modo natural un A médulo, resulta que es un A-médulo finito generado jes B un
anillo noetheriano?

5. (Es el cociente de un anillo noetheriano por un ideal un anillo noetheriano?

6. Sea M = (m;)jc;r un A-médulo noetheriano. Prueba que existe un subconjunto
finito J < I tal que M = (m ) jcg.

7. Sea Y un conjunto y p;(x1,...,x,) =0, Vi € Y, un sistema de ecuaciones k-
algebraico en n variables. Prueba que salvo un numero finito de las ecuaciones
todas las demas son redundantes.

8. Sea I un ideal de un anillo A y sea S un sistema multiplicativo de A. Prueba
que Ig es un ideal del anillo de fracciones Ag.
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9. (Es el cociente de una k-algebra de tipo finito por un ideal una k-algebra de tipo
finito?

10. ;Toda extensidn finita de cuerpos es una extension de tipo finito?;Toda extension
de cuerpos de tipo finito es una extension de cuerpos finita?

11. Da un ejemplo de extension de cuerpos que no sea de tipo finito.
12. ;Es k(x) una k-algebra de tipo finito?
13. Sea k — X una extension de cuerpos y ¢1,¢9 € Z. Prueba que £(E1)(E2) = k(E1,¢E9).

14. ;Cual es el grado de trascendencia de una extension de cuerpos algebraica?

1.8. Problemas

1. Sea M un A-médulo noetheriano. Prueba que todo endomorfismo de A-médulos
epiyectivo f: M — M es un isomorfismo. (Indicacién: Considera los submédulos
Kerf™.)

., . . . N N . .
2. Define una aplicacion k-lineal epiyectiva Q) — ®Q que no sea isomorfismo lineal.

w

. Sean N y Ny dos submédulos de un A-médulo M. Prueba que N + Ny es un
A-moédulo noetheriano si y solo si N y Ny son A-médulos noetherianos.

S

. Sean N y Ny dos submédulos de un A-médulo M tales que Non N = 0. Prueba
que M es un A-moédulo noetheriano si y sélo si M/N y M/Ny son A-médulos
noetherianos.

5. Sea M un A-moédulo noetheriano y N un A-médulo finito generado. Prueba que
Hom4 (N, M) es un A-médulo noetheriano.

6. Sea M un A-médulo noetheriano e I :={a € A: a-m =0,V m € M}. Prueba que
A/I es un anillo noetheriano.

7. Sea M un A-médulo finito generado y N un A-médulo noetheriano. Prueba que
M ®4 N es un A-médulo noetheriano.

=
=

8. Si A es un anillo noetheriano integro, prueba que A es un anillo de factorizaciéon.

N
9. (Es [1Z un anillo noetheriano?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sea I el ideal de C*°(R") formado por las funciones infinitamente diferenciables
de R" que se anulan en algin entorno del punto x = 0. Demuestra que el ideal 1
no es finito generado y concluye que el anillo C*°(R") no es noetheriano cuando
n=1.

Demuestra que A = Qlx,x1,...,%,,.../((x —n)x,)neny s localmente noetheriano
pero no es noetheriano.

Dado un anillo A, llamaremos radical de A al subconjunto de A formado por
los elementos nilpotentes de A, es decir, si denotamos por rad A al radical de A,
entonces

radA ={a € A:a" =0, para algin n € N}.

Dado unideal I c A, se define r(I):={a € A: a” € I para algin n € N}.
a) Dados a,b€ A, sia” =0y b™ =0, prueba usando la formula del binomio

de Newton que (a + b)"*™ = 0. Demuestra que el radical de un anillo es un
ideal.

b) Prueba que rad(A/rad(A)) =0.

¢) Sea A un anillo noetheriano. Prueba que rad(A)"” = 0 para algin exponente
n.Si I es un ideal de A, prueba que r(I)" < I para algin exponente n.

d) Prueba que r(r(1)) =r().

Sea k — X una extension de cuerpos y ¢1,...,¢, € Z elementos k-algebraicamente
independientes. Sea a € Z. Prueba que ¢4,...,¢,,a € £ son k-algebraicamente
independientes si y solo si a es k(¢q,...,&,)-trascendente.

Sean k — K y K — X dos extensiones de tipo finito. Prueba que

griry X =grtrp K + grtrg Z.

;Cual es el grado de trascendencia de la R-extension de cuerpos R — C(x, y)?
Sea K = C(x% + y? + 22+ 1) c C(x, y,2). Calcula grtrg C(x, y,2).

Sea k — X una extension de cuerpos de tipo finito. Prueba que todo conjunto de
elementos k-algebraicamente independientes de X forma parte de una base de
trascendencia.

Sea k un cuerpo de caracteristica cero y K y K’ dos k-extensiones de cuerpos.
Prueba que K ®; K’ es un anillo reducido.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Propiedad universal de la localizacion: Sea S un sistema multiplicativo del anillo
Ayi:A— Ag,i(a):=7 el morfismo de localizacién . Dado un morfismo de anillos
f: A — B, prueba que existe un morfismo (tnico) g: Ag — B talque f =goisiy
solo si f(s) es invertible para todo s € S.

Sean S y S’ dos sistemas multiplicativos de un anillo A y denotemos S-S’ =
{ss',VseS,Vs' €8'}. Prueba que Ag.g' es un anillo isomorfo a (Ag)g'.

Sea I c A un ideal, S € A un sistema multiplicativo y M un A-médulo. Prueba
que (M/IM)s =Mg/I -Mg.

Sea S c A un sistema multiplicativo y M un A-médulo. Prueba que el morfismo
de localizacion M — Mg es un isomorfismo si y solo si el morfismo de A-médulos
s: M — M, m— s-m es un isomorfismo, para todo s € S.

Lema de Nakayama: Sea @ un anillo local (i.e., con un tnico ideal maximal m) y
M un G-médulo finito generado. Prueba:

a) m-M =M siy solosi M =0.

b) my,...,m, generan M siy sélo si m1,...,m, generan el &/m-espacio vecto-
rial M/m-M.

¢) Si M es un O-médulo libre, m1,...,m, esunabase de M siy sélosimi,...,m,
es una base del &/m-espacio vectorial M/m-M.

Sea €¢(X) el anillo de las funciones reales continuas sobre un espacio topolégico
métrico (X,d) y sea x un punto de X no aislado. Consideremos el ideal maximal
nm, de €(X) formado por las funciones que se anulan en x. Sea @ el anillo de
gérmenes en x de funciones reales continuas.

a) Prueba que m, = m%. (Indicacién: Si f € m,, entonces f = sup(f,0)—sup(—f,0)
y V/sup(f,0), \/sup(—f,0)€my).

b) Prueba que el anillo 6(X) no es noetheriano.

¢) Prueba que ¢(X), — O, g — [f1-[g]"! es un isomorfismo de anillos.

Sea m,, el ideal maximal de €*°(R) formado por las funciones que se anulan en
el punto 0. Prueba que €°*°(R),, es isomorfo al anillo & de gérmenes de funciones
diferenciables en el punto 0. Sea I el ideal de @ formado por los gérmenes cuya
serie de Taylor en 0 es nula. Prueba que xI =1 y concluye que el anillo @ no es
noetheriano.
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1.8. Problemas.

Algebras de tipo finito




Capitulo 2

Espectro primo de un anillo

2.1. Introduccion

El espectro primo de un anillo A, denotado SpecA, es un concepto basico de la Geo-
metria Algebraica y del Algebra Conmutativa. Permite traducir conceptos del Algebra
Conmutativa en términos geométricos, abriendo la puerta a una rica interaccién entre
el Algebra y la Geometria.

SpecA es el conjunto de los ideales primos de A, dotado de una topologia natural
llamada topologia de Zariski. Cada morfismo de anillos f: A — B, define la aplicacion
continua f*: SpecB — SpecA, p— f~1(p). Dados el morfismo de localizacién A — A,
b— %, el morfismo de paso al cociente A — A/I, a — a, la proyeccion en el primer factor
AxB—A,(a,b)—ayelmorfismoA —A®,B,a—a®l (donde A y B son k-algebras)
interpretaremos geométricamente SpecA,, SpecA/I, Spec(A x B), Spec(A ®;, B) y las
aplicaciones continuas inducidas en los espectros por estos morfismos.

Dado un sistema de ecuaciones k-algebraicas

pi1(x1,...,x,) = 0
=0
pr(xl,---,xn) - O

consideremos el conjunto de todas las soluciones del sistema de ecuaciones. En este
capitulo trataremos de justificar que A := k[x1,...,x,1/(p1,...,pr) es el anillo de funcio-
nes algebraicas del conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones, y estudiaremos
en qué sentido Spec A puede identificarse con el conjunto de soluciones del sistema de
ecuaciones anterior.
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2.2.Homy,_q;4(A,B). Espectro de un anillo

2.2. Homk_alg(A, B)

1. Notacion: Sean B y C dos A-dlgebras. Homy _,;4(B,C) denotara el conjunto de los
morfismos de A-algebras de B en C.

2. Proposicion: Las aplicaciones

HomA—alg(A[xla---,xr],B) =—— Bx-"-xB
¢ —— (P(x1),...,¢(x;))
¢a(p(x)) := p(a) o —— a=(ay,...,ar)

son inversas entre Si.

3. Proposicion: Sea B una A-dlgebra. Las asignaciones

p1(b)=0
Homy _q4(Alx1,...,x,(p1,...,0r),B) <— beB":

pr(b):()
- ¢ —— (Px1),...,0xn)
(Pb(q(xl,...,xn)):: q(b17"~9bn)7 (Pb " b:(bl,---,bn)

son inversas entre si.

4. Consideremos un morfismo de k-algebras

f: k[xlr"’xn]/(pl,"'apr)_)k[yla"'7ym]/(q1)"'7q8), f(j:l):fl(ylaaym)

El morfismo f induce la aplicacién

Homk—alg(k[yl,---,ym]/(QI,---,QS),k) f_> Homk—alg(k[xl,---:xn]/(pl,w-,pr),k)
g — 8gof

Si g = ¢, entonces (¢pgo f)X;) = Ppp(fi(y1,...,ym)) = fi(B) y tenemos el diagrama con-
mutativo

Homj—atg(RIy1, ., ¥m @1, ), k) —— Homy_asg(klx, ..., Y(p1, .., ), )

q1(y1,---,Yym) =0 p1(x1,...,x,)=0
Sol. S e - Sol.
q$(y17---,ym)20 pr(x]_,...,xn):O

(ﬂly""ﬁm) === (fl(ﬁly---’ﬁm)a---,fn(ﬁl,---:ﬁm)
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2.3. Espectro racional de una k-algebra

1. Definicién: Sea A una k-algebra. Diremos que un ideal m c A es k-racional (o
simplemente racional) si A/m = k& como k-algebras. Llamaremos espectro k-racional
(o simplemente racional) de A y lo denotaremos Spec; A, al conjunto de los ideales
(maximales) racionales de A, es decir,

Spec;, A := {Ideales maximales m c A tales que A/m = k}.

2. Proposicion: Sea A una k-dlgebra. Entonces, Spec, A = Homyp_q;5(A, k).

Demostracion. Las aplicaciones

Homy_44(A,k) <— Spec, A
¢ —— Kero
¢y: A—Amy, =k, p,(a)=a, ¢, <=— m,

son inversas entre si. O

3. Ejemplo: Spec;, klx1,...,x,]1 = Homy_q;4(k[x1,...,x,],k) = k™. Explicitamente, a ca-
da a € k" le corresponde el morfismo ¢4 : klx1,...,x,]1 = &, ¢pa(p(x)) := p(a), y el ideal
racional Ker ¢, = (x1—a1,...,%, —ay) < klx1,...,x,1].

4. Proposicion: Tenemos las igualdades

p1(a)=0
Specy, klx1,...,x,M(p1,...,pr) =3 @ €R™: =Homy,_q1g(klx1,...,x,M(p1,...,pr), k)
pr(a)=0

F1=a1,.... % —=@p) <~ (A1,...,an)=a +—— ¢o  (Pa(p(x)):= p(a)).

Demostracion. Las aplicaciones definidas son biyectivas como consecuencia de las pro-
posiciones 2.3.2y 2.2.3

= B

LComo p(x) = p(a) + i hi(x)(x; — a;), entonces p(a) =0 siy solo si p(x) € (x1 —a1,...,%, — Ap).
i=1
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2.3. Espectro racional de una k-algebra. Espectro de un anillo

5. Cada morfismo de k-algebras f: A — B induce la aplicacién
f*: Spec, B — Spec, A, f*(m):=f ().

Tenemos el diagrama conmutativo,

*

Spec, A Kerg—— f~(Kerg) =Ker(gof)

| 1

Homk—alg(B,k);Homk_alg(A,k) g—>f*(g):=gof

Spec, B

El lector no debe tener ninguna dificultad en calcular los espectros racionales de una
k-algebra (por 2.3.4), ni en calcular los morfismos inducidos en los espectros racionales
por los morfismos de k-algebras (por 2.2.4).

6. Notaciones: Sera usual que el ideal racional (x1 —ay,...,x, — a,) de la k-algebra
klxi,...,x,/(p1,...,pr) (con pi(ai,...,a,) =--- = py(ai,...,a,) = 0) lo denotemos My,
(con a = (ai,...,a,)), y cuando lo pensemos como elemento o “punto” del conjunto
Specy, klx1,...,x,1/(p1,-...,pr) lo denotaremos por a. En general, dada una k-algebra
A y un ideal racional m, c A, cuando lo pensemos como elemento de Spec; A lo deno-
taremos z.

7. Ejemplo: Consideremos el morfismo de R-algebras

Rlx] — RLx, y)(y? — x), p(x) — p(x).

Specy Rlx, y1/(y? — x) LA Specg Rlx], (a, ) 5 a es el morfis-

»-v9  mo inducido entre los espectros racionales.

2.3.1. Ceros racionales de funciones

8. Sea A =kl[x1,...,x4,]y @ € Spec, A = k™ El morfismo de paso al cociente A — A/m, =
k asigna p(x) a p(x) = p(a).

Sea A = klx1,...,x,/(p1,...,07) Yy @ € Spec, A = {B € k”:_pl(ﬁ) =---=p(p)=0}. El
morfismo de paso al cociente A — A/m, = k asigna q(x) a ¢(x) = g(a).

Sean X un espacio topolégico, €(X) la R-algebra de funciones continuasde X en Ry
p € X. El nicleo del morfismo €(X) — R, f — f(p) es un ideal racional, que denotamos
por m, y se cumple que el morfismo de paso al cociente €(X) — €(X)/m, =R asigna f

af=f(p).
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9. Sea A una k-algebra. Dado z € Spec;, A, seguiremos la siguiente notacién:

A —— Am, =k
a —— a=a(z)

Como A = Homy,_q;4(k[x],A), cada a € A induce una aplicacién en los espectros
racionales (que seguimos denotando por a), que resulta ser la aplicaciéon

Spec, A —*=Fk, z+— a(z)

Dado un morfismo de k-algebras f: A—-ByacA, el diagrama

Spec; B A Spec, A

La
f(a)

k
es conmutativo.

Dados z€ Spec, A, A ek y f,g €A, se cumple que

1. Mz)=A.

2. (f+8)2)=f+g=f+8=f@)+g(2)

3. (f-9)=f-g=Ff8=f(2) g).

10. Definicién: Dada a € A, llamaremos ceros racionales de a, que denotaremos (a)¥,
a
(a)g ={z¢€ SpeckA: ac€ mz} ={ze SpeckA: a(z) = 0}.

Por ejemplo, dada x2+y%—1 € Rlx, y] y (@, B) € Specg Rlx, y] = RZ, (x2+y2 - 1)(a, B)) =
a’+ ,62 -1y

(a2 +y2 - 1)§ ={(a, B) € Specy Rlx, y] = R?: o? + ,32 —-1=0}
Dado un ideal I c A, definimos (I)g :={z€Spec, A: Icm,}= fﬁI(f)g.
€

11. Proposicion: Sea A una k-dlgebra, 1,11,12,1; c A ideales. Se cumple que

UEX

1. (0)k =Spec, Ay (A = o.

2. (Y I)E=n )k
JEJJO jed J70
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2.3. Espectro racional de una k-algebra. Espectro de un anillo

3. Iy Ik =k uda).?
4. (IinI9)f = TV U2,

Demostracién. 1.y 2. son evidentes. En 3., 1a inclusién (I 1)’8 ud 2)’8 c(Iq-1 2)75 es evi-
dente. Probemos la igualdad. Sea z ¢ (I 1)73 ul g)k, entonces existen f1 € I1y fo €Iy

tales que f1(2) #0y fa(z) # 0. Luego, (f1f2)(2) = f1(2)f2(2) #0y z ¢ (I -Ig)lg.
4. se demuestra igual que 3. O

12. Definicién: La topologia de Zariski de Spec;, A es la topologia cuyos cerrados son
los subconjuntos (I)% < Spec A, para todo ideal I C A.

13. Ejemplo: Como es facil de probar, la topologia de Zariski de £ = Spec, k[x] es la
topologia cuyos cerrados son los subconjuntos finitos de &, @ y k.

14. Ejemplo: Sea ¥°°(R") el anillo de funciones infinito derivables de R". Dado p €
R”, el morfismo de R-algebras €*°(R") — R, f — f(p) es epiyectivo y el nicleo es el
ideal m, de todas las funciones infinito derivables que se anulan en p. Por tanto,
E(R")/m, =R. Sea m < €°(R") un ideal racional y consideremos el morfismo de paso
al cociente €°(R") — €*°(R")/m =Ry sean X; = a; € R. Entonces, (x1—a1,...,X,—ay,) C
my por el teorema de Hadamard m, = (x1 — a1,...,%, — a@,) y m =m,. En conclusion,
la aplicacion
¢: R" — Specy €°(R"), p(p) :=m,

es biyectiva. Dada f € ¥°°(R"), se cumple que
A ={peR™: (FHcmyt ={p eR": f(p)=0}

que es un cerrado de R”, luego ¢ es continua. Dada una bola abierta de radio de radio
r centrada en p, B(p,r), sea h una funcién infinito derivable que se anule justamente
en B(p,r)¢. Entonces, ¢(B(p,r)°) = (h)§ que es un cerrado, luego ¢ aplica cerrados en
cerrados y es un homeomorfismo.

Sea f: A — B un morfismo de k-algebras. La aplicacion inducida en los espectros
racionales f*: Spec, B — Spec; A es continua, porque

£* YD = {z € Spec, B: f*(2) € (DF} = {z € Spec, B: I  f~1(m,)}
={z € SpecB: f(I) = m;} = (F();

n
211-12:={Zaibi|aiell,bi€I2,n€l\|}.
=1

1=
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15. Proposicion: Sea A una k-dlgebra, I c A un ideal y m: A — A/I es el morfismo
de paso al cociente. Las asignaciones
Spec,(A/I) ~— (I)’S
m = i)
m =—— m
son inversas entre si, luego (I )g =~ Specy(A/I) (y es un homeomorfismo).

Demostracién. Dados dos ideales I,J c A, observemos que (A/I)/J = A/I+J)y n~1(J) =
I +J. Entonces, m — it — m+I = m y obviamente m’ — 7z~ 1(m’) — m’. Luego 7 es bi-
yectiva, La aplicacién n* es continua. Dado un cerrado (J )g c Spec, A/I, se cumple
que

m*(DE) =z € Spec, A: m, 277 NI} = (L + D = (DEN(E.

que es un cerrado de (I)%, luego 7* es un homeomorfismo. O

16. Dado un cerrado C = (I)g cSpecA,seal¢c:={a€A:a(z)=0, Vze(C}. Obviamen-
te,]cIcyCcUc)f<(DE=C,luego C =)k

17. Proposicién: Sea A una k-dlgebra. Un cerrado C c Spec, A es irreducible® si y
solosi Ic={a€A:a(z)=0, Yz € C}es un ideal primo.
Demostracion. =) Si f-g € I¢, entonces C < (f - g)k = [(f)f n ClU () N C]. Luego,

[(F)ENC=Col(@inC=C,esdecir, felcogel.
<)SiC =C1UCy, entonces I¢c =I¢,NI¢,.Silc gICI,ICQ, entonces existen f1 € I¢,,

fielcyfe€lc, fot¢lcy fife€lc,Nnlc, =Ic y llegamos a contradiccion porque I¢
es un ideal primo. Luego, I¢ =I¢, 0 I¢ = I¢,, es decir, C = C1 o C = Cs. En conclusién
C es irreducible. O

18. Proposicion: Sean A y B dos k-dlgebras, entonces

Spec;, (A x B) = Specy, A | [ Specy, B.

Demostracion. 0xB-Ax0 =0 luego (0 XB)’SU(A XO)]S = Spec,(AxB),y0xB+Ax0=AxB
luego (0 x B)g N(A x O)’S = @. Por tanto,

Specy(A xB) = (0 x B)]S [ JcA x 0)F = Spec (A x B)/(O x B)] [ Spec;,(A x B)/(A % 0)
= Spec, A [ [ Spec;, B.

3Un espacio topolégico C # @ se dice que es irreducible si no es unién de dos cerrados distintos de C.
Equivalentemente, C es irreducible si no existen dos abiertos no vacios disjuntos. Equivalentemente, C
es irreducible si todo abierto no vacio es denso.

UEX
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O

Explicitamente, el ideal racional m c A se corresponde con el ideal racional mx B c
A x B y el ideal racional m’ ¢ B se corresponde con el ideal racional A x m’ c A x B.

19. Ejercicio: Dado (a,b) € A x B, prueba que

(a,b)(a)=ala), Ya € Spec;, A c Spec,(A x B).
(a,b)(B) =b(p), VP e Spec, B < Spec,(A x B).

20. Ejercicio: Sean X e Y espacios topoldogicos y consideremos el espacio topolégico
XI1Y. Demuestra que
C€(X]_[Y) =6(X)x€E€()

Justifica la frase “A x B es el anillo de funciones de SpecA [[SpecB”.
21. Proposicion: Sean A y B dos k-dlgebras, entonces

Specy (A ® B) = Spec, A x Specy, B.
Demostracion. En efecto,

Spec, (A ®; B) = Homk—alg(A ®rB,k) = Homk—alg(A,k) x Homk—alg(B,k)
= Spec A x Spec;, B.

22. Ejercicio: Dado a ®b € A ®; B, prueba que

(a®b)a,p)=ala) -b(p), V(a,p)e Spec, A x Spec;, B = Spec (A ®;, B).

23. El morfismo de k-algebras i: A — A ®; B, i(a) := a®1, induce en los espectros
racionales la aplicacién

Spec;, A x Spec, B = Spec, (A ® B) — Spec, A, (a,p) — a.

En efecto, (¢1,¢2) € Homy_q;4(A, k) x Homy_4;4(B,k) se corresponde con el morfismo

de k-algebras ¢p: A®p B — k, p(a ® b) = ¢p1(a)-p2(b) y la composicién A LA ®r B A k,
es la asignaciéon a — a®1— ¢1(a)-p2(1) = ¢p1(a), es decir, es el morphismo ¢;. Es decir,
i induce la aplicacion

Homk_alg(A,k)xHomk_alg(B,k) = Homk_alg(A®kB,k) l—*> Homk_alg(A,k)
(¢p1,p2) ¢ = $1
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24, Dados dos morfismos de k-algebras f1: A1 — By fo: Ao — B, el morfismo de k-
algebras f1®f2: A1®, A2 — B, (f1® f2)(@1®as) := f1(a1)- fa2(ag), induce en los espectros
racionales la aplicacién

Spec;, B— Spec;,(A1 8, As) = Spec, A1 x Specy, As, a P22 (£} (a), £} (a)).

En efecto, sean i1: A1 > A1 ®, A9, i1(a)=a®1yis: Ao — A1 ®, Ao, i2(a) =1®a.
Observemos que (f1®f2)oi1 = f1y (f1®f2)oia = fa. Si denotamos (f1® f2)*(a) = (B1, B2),
entonces f1(a) =11((f1® f2)" (@) = f1y f; (@) =i5((f1® f2)"(a)) = Pe.

2.4. Espectro primo de un anillo

1. Definicion: Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto SpecA de sus
ideales primos.

2. Ejemplos: SpecR = {(0)}, SpecZ ={(0), (p), para todo nimero primo p}, Speck[x] =
{(0), (p(x)) para todo polinomio moénico irreducible p(x)}.

3. Notaciones: Un ideal primo p, < A lo denotaremos por z cuando lo consideremos
como elemento de SpecA.

Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a los elementos de
SpecA. Diremos que una funcion a € A se anula en un punto x € SpecA cuando a € p,,
es decir, cuando 0 = a € A/p, (suele denotarse a(x) :=a € A/p,).

4. Ejercicio: Prueba que una funcién f € A es invertible si y sélo si no se anula en
ningun punto de SpecA. Prueba que p(x,y) € k[x, y] se anula en el ideal primo racional
Mg p=(x—a,y—p)<klx,ylsiy sélosip(a,p)=0.

Como p, es un ideal primo se cumple:

1. La funcién O se anula en todos los puntos z € SpecA.

[\

. Si dos funciones se anulan en un punto z, su suma también.

3. Si una funcién se anula en un punto z, sus miultiplos también.

™

. Si un producto de funciones se anula en un punto z, algtun factor se anula en z.

UEX

5. Definicion: Sea A un anillo. Si f € A, llamaremos ceros de la funcién f al subcon-
junto ()¢ < Spec A formado por todos los puntos donde se anule f. Llamaremos ceros
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de un ideal I < A al subconjunto de SpecA formado por los puntos donde se anulen
todas las funciones de I y lo denotaremos (1), es decir,

(Do = frg](f)o _ { Ideales primos p, c A }

tales que I < p,

6. Proposicion: Se cumplen las siguientes igualdades:
1. (0)g=SpecAy (A) = .

2. (X 1Ij)o= njo.
jed Jjed

n n
3. (nIj)o= U)o
j=1 Jj=1
4. (I1--Ip)o= U,
J=1

Demostracion. 1.y 2. son evidentes.

3. Obviamente, (I1N1I2)g 2 (I1)9 U(I2)9. Veamos la igualdad: Si x ¢ (I1)o U (I2)o,
entonces existen f1 € I1 y fo € Is que no se anulan en x, luego f1-f2 € I1 NIy no se
anula en x. Por tanto, x ¢ (I1 N 1s)p.

4. Se prueba igual que 3.

O

7. Definicion: Llamamos topologia de Zariski de SpecA, a la topologia sobre Spec A
cuyos cerrados son los ceros de los ideales de A.

La proposicion anterior nos dice que la topologia de Zariski es efectivamente una
topologia.
8. Ejercicio: Determinar los puntos y la topologia de SpecZ.

Dado un punto x € SpecA y un cerrado C = (I), si x ¢ C existe f € I £ A que no se
anula en x, “las funciones de A separan puntos de cerrados en SpecA”.

Dada una inclusion I; € Io de ideales se tiene que (I1)g 2 (I9)g.

Dado un subconjunto Y de SpecA, denotamos por Y el cierre de Y en SpecA.

9. Proposicion: Sea C < SpecA un subconjuntoy Ic ={a € A: a(z) =0,Vz € C}. Se
cumple que C =(I¢).

Demostracion. Si a se anula en todo C, entonces C < (a)o y C c(a)y y a se anula en
todo C. Por tanto, Iz =1Ic. Luego, C =(Ig)o =)o O



Espectro de un anillo. Espectro primo de un anillo. 2.4

10. Corolario : Dado x € SpecA su cierre es ¥ = (py)o. En particular, SpecA es un
espacio topologico Ty (puntos distintos tienen cierres distintos) y un punto x es cerrado
si y sélo si p, es un ideal maximal.

Dado un cerrado C < SpecA, si bien, C = (I¢)o, donde I¢ es el ideal de todas las
funciones que se anulan en C, pueden existir ideales < I tales que C =(I)g=U)o.

Por ejemplo, (4)g = (2)g < SpecZ.

11. Ejemplo: Los ideales primos de k[x] son los ideales (p(x)), con p(x) primo o irre-
ducible y el ideal (0). Si £ = C, los ideales primos de C[x] son my, = (x—a), a € C y (0).
Asi pues, los ideales primos maximales de C[x] se corresponden con los puntos de una
recta afin compleja. De aqui que se siga la notacion SpecC[x] = A1(C). En resumen

Puntos cerrados: @ =(x — a), con a € C.
SpecClx] =

Punto “genérico”: g =(0).

En general, si £ es un cuerpo, diremos que Speck[x] es la recta afin sobre %.

Dado un ideal ((x — a1)"*---(x — @,)"") < C[x], entonces ((x — a1)"*---(x — a,)"" ) =
{aq,...,a,}.Por tanto, los cerrados de la topologia de Zariski de SpecClx], a parte del
vacio y el total, son los conjuntos finitos de puntos cerrados (de la recta afin).

12. Proposicion: C c SpecA es un subespacio irreducible siy solosi Ic ={a € A: a(z) =
0,Vz € C}es un ideal primo de A.

Demostracion. =) Si f-gelc, entonces C c(fg)y=(f)ou(g)y. Luego, C =(CnN(f))U
(Cn(g)g). Por tanto, C=Cn(f)g6 C=Cn(g)y, esdecir, felcb6gelc.

<) Si I¢ = p, es un ideal primo, entonces C =(p,)o =2, que es irreducible. Luego,
C es irreducible. O

13. Proposicion: Cada cerrado irreducible del espectro de un anillo es el cierre de un
tnico punto, llamado punto genérico de tal cerrado.

Demostracién. Si C es irreducible, I es un ideal primo. Denotemos I = p,, entonces
C= (pz )0 =2Z. a

Tenemos, pues, la correspondencia biunivoca
SpecA <—= Conjunto de cerrados irreducibles de Spec A

x —— Xx=(Px)o
fa€A:a(z)=0,VzeC}l=:I¢c ~— C
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2.4. Espectro primo de un anillo. Espectro de un anillo

14. Componentes irreducibles de un espacio topolégico: Si un subespacio to-
polégico es un espacio topolégico irreducible, entonces su cierre es irreducible. Si S
es un conjunto totalmente ordenado, y para cada s € S, C; es un subespacio irredu-

cible de un espacio topolégico X, de modo que Cs < C;, si s < ¢; entonces USCS es un
S€E

subespacio irreducible de X. Con el lema de Zorn, es facil probar que existen subes-
pacios irreducibles maximales (subespacios irreducibles no contenidos estrictamente
en otro subespacio irreducible) en todo espacio topolégico, que han de ser cerrados.
Llamaremos componentes irreducibles de un espacio topoldgico X a los subespacios
irreducibles maximales de X. Como consecuencia del lema de Zorn, todo subespacio
irreducible esta incluido en alguna componente irreducible. Luego todo punto esta en
alguna componente irreducible.

15. Definicion: Diremos que un ideal primo de un anillo es minimal si no contiene
estrictamente a ningtn ideal primo.

16. Proposicion: Las componentes irreducibles de SpecA son los cierres de los puntos
definidos por los ideales primos minimales de A.

Demostracion. C =i es una componente irreducible si y s6lo si no esta incluido estric-
tamente en ningun otro cerrado irreducible C’ = J, es decir, si y sélo si py € py, para
todo y € SpecA, con y # x. Por tanto, C = X es una componente irreducible si y sé6lo si
P, es un ideal primo minimal. O

17. Teorema: El espectro primo de un anillo es un espacio topologico compacto.

Demostracion. Sea Cj=(I)o una familia arbitraria de cerrados de SpecA. SinC;=¢@
J

entonces

@ =n;)o=0_I)
J J

Por tanto, ZIJ- =A. Luego 1 =f1+---+f, para ciertas f1 €1I;,,...,f, €I, . Luego, de
J

nuevo I +---+1; =AYy
Ijon---nj)o=0
es decir, C;, n---NnC;, =@y SpecA es compacto.
O

18. Denotemos por Spec,,,, A el conjunto de todos los puntos cerrados de SpecA, es
decir, el conjunto de todos los ideales primos maximales de A. Consideremos Spec,,,, A
como subespacio de SpecA y denotemos (I)g'** = (I)g NSpec,,,, A. Como consecuencia
de la proposicién 2.4.6, cortando con Spec,,,, A, tenemos que
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1. (0)7'% = Spec,qy A y (A% = @.

2. (ZI‘)max: A (I,)max'
jeq J70 jed J70

n n
3. (jf:Wle)(T)nax — jgl(lj)gwx.

19. Teorema: Spec,,,, A es un espacio topolégico compacto.

Demostracién. Copiese la demostracion de 2.4.17

20. Ejemplo: Sea (X,d) un espacio métrico y 6 (X) el anillo de las funciones conti-
nuas de X en R. Dado un punto p € X, el ideal m, de funciones que se anulan en p es
un ideal racional, porque €(X)/m, =R, f — f(p). Ademds, m, #m,, si p # q, porque la
funcién continua f,(x) := d(p,x) pertenece a m, y no a my. Por tanto, la aplicacién

X — > Specy,q, €(X), i(p)=m,

es inyectiva. Veamos que la topologia de X es la inicial de i, es decir, via i, X es un
subespacio de Spec,,,, 6(X): Dado un cerrado (I)j'** < Spec,,,, €(X), se cumple que

i_l((I)gwx) ={xeX:ITcm}= fﬂl{f = 0}. Luego, i es continua. Dado un cerrado C de
€

X, sea fc(x) :=d(C,x) := inf{d(c,x), Vc € C}. Es facil probar que C = {f¢c = 0}. Por lo
tanto, i ~1(( fo)g ™) = C y hemos concluido.

Por dltimo probemos que i es un homeomorfismo si y solo si X es compacto: Si i
es un homeomorfismo, X es compacto por el teorema anterior. Probemos el reciproco.
Solo tenemos que comprobar que i es epiyectiva. Dado un ideal maximal m c €(X), si
m#m, para todo p € X, entonces para cada p € X existe una funcién f, € m que no se
anula en p, luego tampoco en un entorno U, de p. Como X es compacto, un niimero
finito U, ,...,Up, recubren X. Por tanto, f := fgl +-- -+f§n no se anula en ningtun punto
de X, luego es invertible y f € m, contradiccion.

2.4.1. Espectro primo de un anillo noetheriano

21. Definicion: Se dice que un espacio topoldgico es noetheriano si toda cadena des-
cendente de cerrados estabiliza.

22. Proposicion: 1. Todo espacio topolégico noetheriano es compacto.
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2.4. Espectro primo de un anillo. Espectro de un anillo

2. Todo subespacio de un espacio topoligico noetheriano es noetheriano.

3. Todo espacio topoldgico noetheriano es union de un numero finito de cerrados
irreducibles.

Demostraciéon. Probemos solo 3. Sea X el espacio topoldgico noetheriano. Supongamos
que X no es unién de un namero finito de cerrados irreducibles. En particular, X no es
irreducible, luego es union de dos cerrados propios, X = C;UCy. C1 y Cg no pueden ser
los dos a la vez unién de un nimero finito de cerrados irreducibles. Digamos que C;
no es unién de un numero finito de cerrados irreducibles. En particular, C1 no es un
cerrado irreducible, luego es unién de dos cerrados propios C1 =C11UC12. C11y C12 no
pueden ser los dos a la vez unién de un nimero finito de cerrados irreducibles. Digamos
que C11 no es uniéon de un namero finito de cerrados irreducibles. En particular, C11 no
es un cerrado irreducible, luego es unién de dos cerrados propios C11 = C111UC119. Asi
sucesivamente, vamos construyendo la cadena descendente de inclusiones estrictas

013011301113“'

lo que contradice la noetherianidad de X. En conclusiéon, X es unién de un nimero
finito de cerrados irreducibles.
O

23. Proposicion: Si A es un anillo noetheriano, entonces SpecA es un espacio topo-
logico noetheriano. En particular, Spec A es unién de un niimero finito de componentes
irreducibles y el niimero de ideales primos minimales de A es finito

Demostracion. SeaC12C92---2C,, 2--- una cadena descendente de cerrados. Sean
I; los ideales de funciones que se anulan en C;. Luego (I;)9 = C; y tenemos la cadena

I,clyc---cI,c---

Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m € N de modo que I,, =
Ipi1=--. Luego, Cr, =Crps1=""".
O

Sea A un anillo noetheriano, I < A un ideal y py,,...,Px, los ideales primos mini-
mos conteniendo a I (que se corresponden con los ideales primos minimales de A/I),
entonces

Do =(px)oU...U(Px)o=%1U...UX,.
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2.4.2. Espectro primo y soluciones de un sistema de ecuaciones
algebraicas

24, Teorema: Consideremos un sistema de ecuaciones k-algebraicas

pi(x1,...,x,) = 0
-0
pr(xl,---,xn) = O

y sea k' una k-extension de cuerpos algebraicamente cerrada vy de grado de trascenden-
cia mayor o igual que n. Dadas a = (a1,...,a,),8=(B1,...,Bn) €R'", diremos que a ~
si existe T € Auty_q1g k', tal que

(@) = (1(a1),...,7(a,)) = .

Se cumple que

{aek’n:pl(a):---:pr(a):O}/~ —— Specklx1,...,x,V(P1se. Dy
[al] +—— pq:={p€klxy,...,xn)(p1,...,pr): p(a)=0}

Demostracién. Demos la asignacion inversa.

Dado un ideal primo p, € A, sea k(y) := (A/p,), el cuerpo residual de y. Existe un
morfismo i: k(y) — k' porque el cierre algebraico de k(y) es igual al cierre algebraico
de un cuerpo de funciones racionales en s variables, con s = grtry k(y) <n y k' es igual
al cierre algebraico de un cuerpo de funciones racionales en m = n variables.

Veamos que dado otro morfismo j: k(y) — k' entonces existe 7 € Aut,_qg k' tal que
i =70j. Pensemos i como una inclusién y sea z1,...,2s € k' una base de k-trascendencia
de k(y). Componiendo j con un automorfismo 7’ de 2’ podemos suponer que zg = Jj(z1)
es igual a z;, para todo 1 <[ <s. En efecto, sean zg,1,...,2m €k’ y 2, 4,...,2), € R’
de modo que 21,...,2, ¥ 2},...,2,, sean bases de k-trascendencia de k'. Sea ahora
o: k(2},...,2p,) = k(21,...,2m) el morfismo definido por o(z}) = z;, para todo /. Por toma
de cierres algebraicos, el morfismo o extiende al automorfismo 7’: 2" — &’ buscado. Sea
h: k(y)zs41,...,2m) — k' el morfismo definido por A = j sobre k(y) y h(z;) = z;, para
todo s < ¢ < m. Hemos obtenido el cierre algebraico de £(y)(z5+1,...,2m,) via la inclusion
natural en £’y via h. Por tanto existe un morfismo 7: 2" — k' tal que 7oA es la inclusién
natural k(y)(zs:1,...,2m) — k'. En particular, Toj =i.

Denotemos por 7: A — k(y) el morfismo natural, y sea f =ion: A —k'. A p,le
asignamos [(f(%1),...,f (& )].

Ambas asignaciones son inversas entre si.
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2.5. Aplicacién inducida por un morfismo de anillos. Espectro de un anillo

2.5. Aplicacién inducida en espectros por un morfis-
mo de anillos
Sea j: A — B un morfismo de anillos. Si J es un ideal de B, entonces j 1(J) :=
fa€ A: j(a) € J} es un ideal de A. Es facil comprobar que si p es un ideal primo de B
entonces j~1(p) es un ideal primo de A. Obtenemos asi una aplicacién natural

j*: SpecB — SpecA, j*(p):=j ()

1. Teorema: La aplicacién inducida en los espectros por cualquier morfismo de anillos
es continua.

Demostracion. Consideremos los morfismos

A—' B
SpecA<jTSpecB

Sea (I)y < Spec A un cerrado. Entonces

7" MIo) = {x € SpecB: j*(x) € (1o} = {x € SpecB: j L(p,) 2}
={x € SpecB: p, 2 ()} =((GUI)))o

y concluimos que j* es continua.

2.5.1. Espectro de un cociente

2. Teorema: Sea I un ideal de A. Consideremos los morfismos naturales

A z All, ar'=a
SpecA ~ SpecA/I

Se cumple que n* es un homeomorfismo de SpecA/I con su imagen, que es el cerrado
(I)g. Con concision, (I)g = SpecA/l.

Demostracién. Los ideales primos de A/I se corresponden con los ideales primos de A
que contienen a I. Explicitamente,
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Ideales primos de A )
) —— {Ideales primos de A/I}
que contienen a [
p n(p)
() iy

que es justamente el morfismo

SpecA 2 (I)g =%~—= Spec A/l

Lo que demuestra la biyecciéon buscada. Sabemos que 7n* es continua, para ver que
la biyeccién es un homeomorfismo, nos falta probar que 7* es cerrada. Igualmente,
los ideales primos de A/I que contienen a un ideal J, se corresponden con los ideales
primos de A que contienen a 77 1(J). Es decir, 7*((J)o) = (1~ 1(J))o. Por tanto, 7* es
cerrada.

O

3. Corolario: Spec(A x B) = (SpecA)][(SpecB).

Demostraciéon. Consideremos en el anillo A x B los ideales I = A x0, J =0 x B. Como
I+J =AxBylInd =0,tomando ceros tenemos (I)gN(J)g =@y (I)gU(J)9 = Spec(A xB).
Es decir, Spec(A x B) = (I)g LI(J)o.

Para concluir basta observar que, de acuerdo con el teorema anterior,

(I)g = Spec(A x B)/I = SpecB
(J)o = Spec(A x B)/J = SpecA

O

Explicitamente, los ideales primos de A x B son de la forma p x B 0 A x q, donde p
es un ideal primo de A y g es un ideal primo de B.

2.5.2. Espectro de una localizacion

Nuestro primer objetivo es mostrar que el proceso algebraico de division se va a
corresponder con el proceso topolégico de localizacion.
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2.5. Aplicacién inducida por un morfismo de anillos. Espectro de un anillo

4. Teorema: Consideremos el morfismo i: A — Ag, a — 7, de localizacion por S. La
aplicacion inducida i* : SpecAg — SpecA establece un homeomorfismo de SpecAg con
su imagen, que estd formada por los puntos de SpecA donde no se anula ninguna
funcién de S:

SpecAg = {ideales primos de A que no cortan a S} ={x € SpecA: s(x) #0, Vs € S}.
l*

Demostracion. Las asignaciones

SpecAg =—— {Ideales primos de A que no cortan a S} < SpecA
pl | i i—l(pl)
p-As P

estan bien definidas y son inversas entre si, sin mas que comprobar:

1. Sip esunideal primo de Ag entonces i ~1(p’) es un ideal primo de A que no corta
conSyi l(p) Ag=7.

2. Si p es un ideal primo de A que no corta con S entonces p-Ag es un ideal primo
de Agy i 1(p-Ag)=p.

Para ver que esta biyecciéon es un homeomorfismo basta observar que i*(($)o) =
i*(($)o) = (@)oNImi*. i

5. Ejercicio: Prueba que SpecAgg' = SpecAgs N SpecAg:.

6. Proposicion: Sean S y S’ dos sistemas multiplicativos de un anillo A. Entonces,
SpecAg =SpecAgr siysolosi Ag=Agg =Ag.

Demostracién. =) Si pc A es un ideal primo tal que pnS = @, entonces a € p si y solo
si % SBY -As.

Los elementos de S’ son invertibles en Ag/, es decir, no se anulan en ningin punto
de SpecAg/, luego no se anulan en ningtn punto de SpecAg, es decir, son invertibles
en Ag, luego Ag =(Ag)s = Agg'. Igualmente, Ag = Agg'.

<) SpecAg = SpecAgg’ = SpecAg.
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7. Notaciones: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos A la localizacién de A por el
sistema multiplicativo S = {1, f,f2,...,f",...}. Six es un punto de SpecA, denotaremos
por A, la localizacion de A por el sistema multiplicativo S = A\p,.

Dado f € A, denotaremos Uy = SpecA\(f)o y diremos que es un abierto basico.
Observemos que el conjunto de los abiertos basicos {Ur}rc4 es una base de abiertos de
la topologia de Zariski de SpecA, porque el conjunto de los cerrados basicos {(f)o}rea
es es una base de cerrados de la topologia de Zariski de SpecA.

8. Corolario: E! espectro de A es homeomorfo a Spec A\(f)o:
SpecAr=Uy.

Demostracion. Por el teorema anterior, SpecA se corresponde con el conjunto de los
ideales primos p, de A que no cortan con S = {1,£,72,...,f",...}. Que equivale a de-
cir que SpecAy se corresponde con el conjunto de los ideales primos p, de A que no
contienen a f, es decir, Uy. O

9. Notacion: Dado un abierto U < SpecA, denotaremos Ay := Ag, donde S :={a €
A:alx)#0,VxeU}.

10. Corolario: Se cumple que Ay = AUf.

Demostracion. Las inclusiones Uy < SpecAy, < SpecAr = Uy han de ser igualdades,
luego Ar = Ay,. O

11. Ejercicio: Sea C(R") el anillo de funciones reales continuas sobre R". Sea U un
abierto de R", C(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U y S el sistema
multiplicativo formado por las funciones que no se anulan en ningian punto de U.
Prueba que existe un isomorfismo natural C(R")g = C(U). (Pista: Sea d la funcion

distancia. Dada h € C(U), s(x) = i(j;z;](;)) noseanulaen U, sy f = h-s son restriccién de

funciones continuas de R" y h = é).

12. Proposicion: Los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos de
A contenidos en py. En particular, A, tiene un tinico ideal maximal, que es py - A,.

Demostracion. SpecA, se corresponde con los ideales primos de A que no cortan con
A\p,. Es decir, con los ideales primos de A contenidos en p,. O

13. Definicion: Los anillos con un tnico ideal maximal se les denomina anillos loca-
les.
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2.5. Aplicacién inducida por un morfismo de anillos. Espectro de un anillo

“Podemos decir que el anillo de funciones que consideramos en Uy es Ay, = Ay.
Como es de desear, estamos diciendo que las funciones de Uy, son los cocientes a/b
de funciones de SpecA, donde b es una funcién que no se anula en ningin punto de
Uy. Dado un punto x, es usual no querer fijar la atencién en un entorno dado de x,
sino considerar un entorno lo suficientemente pequeno, luego las funciones que no se
anulan en x pasan a ser invertibles y consideraremos por tanto el anillo A,. Asi pues,
A, recoge la intuicion de funciones en un entorno suficientemente pequeno de x”.

14. Corolario: El radical de un anillo coincide con la interseccion de todos los ideales
primos del anillo:
radA= n .
xESpecApx

Es decir, una funcién es nilpotente si y solo si se anula en todo punto del espectro.

Demostracién. Si f € A es nilpotente, i.e., f/* = 0 para un n € N, entonces f ha de

pertenecer a todo ideal primo de A. LuegoradA<S N p,.
xeSpecA

Sea ahora f € N p,. Por el corolario 2.5.8, SpecAr = @. Por tanto, Ar =0, es

xeSpecA
decir, % = % Luego existe un f™ € {1,f,f?2,...}, de modo que f*-1=0. Entonces, f es
nilpotente. En conclusionradA2> n p, y hemos terminado. |

xeSpecA
Observemos que SpecA = Spec(A/rad A).

15. Definicion: Se dice que un anillo A es reducido si rad A =0.

Dado un anillo A se cumple que A/rad A es reducido: dado a € (A/radA) si a” =0,
entonces a” erad A, luegoaeradA ya =0.

16. Proposicion: Se cumple que r(I)= N p,.
xe(l)g

Demostracién. a € r(I) < existe n € N tal que a” € I <= existe n € N tal que
a"=0€A/l & ae N p, <> a€ N p,.

yeSpecA/l xe(l)g

O

17. Corolario: Sean I,J c A dos ideales. Entonces,

(I)o =(J)g <= r(I) =r(J).
Demostracion. =)r(I)= N pe= N p,=r(J).
xe(l)o x€(J)o
<) I)o =(r(I))o = (r(J)o = (J)o.

O
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Se dice que un ideal I c A es radical si r(I) = I. Por el corolario anterior, tenemos
la biyeccion

{Cerrados de SpecA} —— {Ideales radicales de C}
C —— I¢= mcpx
X€E

I)g =— I

18. Proposicion: Sea A un anillo noetherianoe I g A un ideal radical. Sean p1,...,0,

los ideales primos minimos conteniendo a I (que se corresponden con los ideales primos
minimales de A/l), entonces
I=pin---Nnp,.

Demostracién. Por ser I radical coincide con la interseccion de todos los ideales pri-
mos que lo contienen, que coincide con la interseccion de los ideales primos minimos
conteniendo a I.

O

19. Lema: Dados dos cerrados disjuntos C1,Co < SpecA, existe f € A que se anula en
todos los puntos de C1 y no se anula en ningtin punto de Co.

Demostracién. Sea I; el ideal de todas las funciones que se anulan en todos los puntos
de C;,parai=1,2. Entonces, = C1nCo =UI1)oNI2)g = [ 1+12)9. Porlo tanto, I1+1o =
A y existen f1 € I1y fo € I tales que f1 + fo = 1. Observemos que f1 no se nula en
ningun punto de Cq, porque f2 se anula en todos los puntos de Cy; ademas f; se anula
en todos los puntos de C;.

O

20. Proposicion: Si SpecA =U [V, donde U y V son abiertos de SpecA, entonces el

morfismo

a a
A—’AUXAV,G'—’(I,I)

es un isomorfismo de anillos.
En particular, un anillo no nulo A es producto directo de dos anillos (no nulos) si y
solo si Spec A no es conexo.

Demostracion. U = SpecAy: Evidentemente U € Spec Ay, porque estamos localizando
por funciones que no se anulan en ningun punto de U. Existe f que se anula en todos
los puntos de V y en ningin punto de U. Por tanto, si x € V entonces x ¢ SpecAy y
U =SpecAy.
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2.5. Aplicacién inducida por un morfismo de anillos. Espectro de un anillo

Si x € U, entonces como SpecA, es conexo (pues todo cerrado contiene al tinico
punto cerrado, x) entonces U NSpecA, = SpecA, y VNnSpecA, = @. Por tanto, (Ay), =
A, (porque Spec(Ag ), = SpecAy NSpecA, =SpecA,)y (Ay), =0 (porque Spec(Ay ), =
SpecAy NSpecA, =V NnSpecA, = @). En consecuencia, para todo x € U, tenemos que
A, =(Ay x Ay),. Igualmente, para todo x e V, A, = (Ay x Ay),. Luego, el morfismo
A — Ay x Ay es isomorfismo.

Por 1ultimo, si A = A1 x Ag, entonces (1,0)-(0,1) = (0,0) y (1,0)+(0,1) = (1,1). Por
tanto, SpecA = ((1,0))o [1((0,1))9, luego no es conexo.

O

2.5.3. Formula de la fibra

21. Proposicion : Sea f: A — B un morfismo de anillos y f*: SpecB — SpecA la
aplicacion inducida. Para todo ideal I c A se cumple que

F(fI))o)=U)gN f*(SpecB).

Demostracién. Sea pc B un ideal primo. En efecto, f(I)cpsiysolosiIcf~1(p). O

22, Corolario: Sea I c A unideal y S c A un sistema multiplicativo. Entonces,
Spec(Ag/l-Ag)={xeSpecA: I<p,y p.NS = @}.

Demostracién. Sea A — Ag el morfismo de localizacion y i: SpecAg — SpecA la apli-
cacion inducida. Entonces,

Spec(Ag/T-Ag)=(I-Ag)o = i((I - Ag)o) > 2" (I)o N i(SpecAg)
=[)on{xeSpecA: p,NS =@} ={xecSpecA: I Sp,y p.NS = @}.
O

Dado un morfismo de anillos f: A — B y un sistema multiplicativo S en A, B es un
A-médulo y Bgs = By(s). En particular, dado un ideal primo p, de A, B, = Bra\yp,)-

23. Formula de la fibra : Sea f: A — B un morfismo de anillos y consideremos el
morfismo inducido f*: SpecB — SpecA. Para todo punto x € SpecA se cumple que

£* (%) = Spec(By/p - By).

Si py es un ideal primo minimal, entonces f*_l(x) = SpecB,.
Si v, es un ideal primo maximal, entonces f* (x) = Spec(B/p, - B).
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Demostracion.

£*7(x) = {y € SpecB: f1(ny) = p;}
={yeSpecB: f1(p,) Py px S 1 (py)} (%)
={yeSpecB: f (P, )N(A\P) =2 ¥y p < 1(py)}

={y e SpecB: pyNf(A\p) =@y f(px) Sy}

2022 s hec(Bo/py - By).

Las dos afirmaciones siguientes de la proposicion, se deducen de que en (*) pode-
mos prescindir de una de las dos condiciones, en la primera afirmacion de la segunda
condicion y en la segunda afirmacion de la primera condicion.

O

Observemos que las fibras pueden ser vacias, pues si un anillo C = 0 entonces
SpecC = @.

24. Ejemplo: Calculemos SpecClx,y] usando la férmula de la fibra. Consideremos el
morfismo i: C[x] — Clx,y], p(x) — p(x) y sea i*: SpecClx, y] — SpecClx] el morfismo
inducido en los espectros. Cada punto de SpecClx, y] esta en la fibra de un unico punto
de SpecC[x], asi que vamos a calcular tales fibras.

Los ideales primos de C[x] son el ideal (0) y los ideales maximales m, = (x — a).
Segun la formula de la fibra

i*"Y(a) = SpecClx, y)/m4Clx, y] = SpecClx, yJ/(x — @).
Ahora bien, C[x, yl/(x — a) = Cly], ¥ — a,y — y. Luego,
i*"Ya) = SpecClyl = {(0),(y — B) V € C}

que se corresponden con los ideales primos de Clx,y], {(x — @), (x —a,y— ) VB e C}.
Solo nos falta calcular la fibra de (0) = p,

i*~'(g) = SpecClx, ylcrx1-\0) = Spec C(x)[y]

Los ideales primos no nulos de C(x)[y] estan generados por un polinomio irreduci-
ble con coeficientes en C(x) de grado mayor o igual que 1 en y. Por el lema de Gauss
se corresponden con los polinomios p(x,y) € Clx, y] irreducibles de grado mayor o igual
que 1 en y. Por tanto, i*_l(g) esta formado por los ideales primos (p(x,y)), (0) (donde
p(x,y) es un polinomio irreducible de grado mayor o igual que 1 en y)

En resumen, los puntos de SpecClx, y] o Ag(C) son

(0)
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1. Los puntos cerrados (a, ), es decir, los ideales primos (x — a,y — ).

2. Los puntos genéricos de las “curvas” irreducibles (p(x,y))o, es decir, los ideales
primos (p(x,y)), donde p(x,y) es un polinomio irreducible.

3. El punto genérico del plano afin (0)g = A9(C), es decir, el ideal primo (0).
25. Ejemplo: Calculemos SpecClx,yl/(g(x,y)). Consideremos la descomposicién en

producto de potencias de polinomios irreducibles q(x,y) = q1(x,y)"---q,(x,y)"", que
no difieran en factores constantes. Tenemos que

SpecClx, yl/(q(x,y)) =(q(x,y))o = iL:rJl(qL‘(X,y))O

que son:

1. Los ideales maximales (x —a, y — ) tales que (q(x, y)) < (x—a,y — B). Es decir, con
otras notaciones, los puntos (a, ) tales que g(a,8) =0.

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles (q;(x,y))o, es decir, los ideales
primos (q;(x,y)).

26. Proposicion: Sea f: A — B un morfismo inyectivo de anillos. Entonces, la imagen
de la aplicacion inducida f*: SpecB — SpecA es densa.

Demostracion. Sea x € SpecA el punto genérico de una componente irreducible de
SpecA (es decir, p, es un ideal primo minimal de A). Por la férmula de la fibra f*~1(x) =
SpecB, # @, porque B, # 0, ya que 1+#0 en B,. Por tanto, x € Im f*. Luego,

SpecA = U x<Imf*.

P, minimal

27. Proposicion : Sea f: A — B un morfismo de anillos y f*: SpecB — SpecA la
aplicacion inducida en los espectros. Sea J < B un ideal, entonces

F*()o) = (f 1 D)o.
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Demostracion. Consideremos los diagramas

1& T SpecA SpecB
A/f W (J)——=B/J (f X))o = SpecA/f ~1(J) — SpecB/J =(J)g
(g

Como el morfismo A/f~}(J) — B/J es inyectivo, entonces la imagen de la aplicacién
fiin, es densay £*((Do) = (FH(Do.
O

2.6. Apéndice: Funtor de soluciones de un sistema
de ecuaciones

2.6.1. Categorias
Dar una categoria ¢ es dar
1. Una familia de objetos.

2. Unos conjuntos Hom« (M, N), para cada par de objetos M,N de ¢. Cada elemen-
to f €e Hom¢(M,N) diremos que es un “morfismo de M en N” y lo denotaremos
también f: M — N.

3. Una aplicacion
Hom (N, P) x Hom¢(M,N) — Home(M,P), (f,g)—fog

para cada terna M,N,P de objetos de ¥. Satisfaciéndose

a) (fog)oh=fo(goh).
b) Para cada objeto M de ¥, existe un morfismo Idy;: M — M de modo que
foldy =f eldyog =g para todo morfismo f: M - Nyg: N—-M.

Un morfismo f: M — N se dice que es un isomorfismo si existe g: N — M de modo
que fog=Idyy gof =Iduy.
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2.6. Funtor de soluciones de un sistema de ecuaciones. Espectro de un anillo

1. Ejemplos: La categoria 6c,,; de conjuntos, es la categoria cuyos objetos son los
conjuntos y los morfismos entre los objetos son las aplicaciones de conjuntos.

La categoria de espacios topolégicos es la categoria cuyos objetos son los espacios
topolégicos y los morfismos entre los objetos son los homeomorfismos.

La categoria de las variedades diferenciales es la categoria cuyos objetos son las
variedades diferenciales y los morfismos los morfismos de variedades diferenciales.

La categoria de grupos es la categoria cuyos objetos son los grupos y los morfismos
los morfismos de grupos.

La categoria de los k-espacios vectoriales es la categoria cuyos objetos son los k-
espacios vectoriales y los morfismos las aplicaciones k-lineales.

La categoria de A-médulos, es la categoria cuyos objetos son los A-médulos y los
morfismos entre los objetos son los morfismos de médulos.

La categoria de los anillos es la categoria cuyos objetos son los anillos y los morfis-
mos son los morfismos de anillos.

Categoria de las k-algebras: Sea k£ un cuerpo. La categoria de k-dlgebras 6}, _q,
es la categoria cuyos objetos son las k-algebras y los morfismos los morfismos de k-
algebras.

2.6.2. Funtores representables

2. Definicion: Sean € y €’ dos categorias. Dar un funtor covariante F': € ~» €’ es
asignar a cada objeto M de € un objeto F(M) de €', y cada morfismo f: M — N de
¢ un morfismo F(f): F(M) — F(N) de €¢’, de modo que se verifique que F(fog) =
F(f)oF(g)y F(Idy) = Idru).

Analogamente se definen los funtores contravariantes F: €~~»%’, que asignan a ca-
da objeto M de € un objeto F(M) de €',y a cada morfismo f: M — N de € un morfismo
F(f): F(N)— F(M) de ¢’, de modo que verifica F(fog) = F(g)oF(f)y F(1dyy) = Idpr).

3. Ejemplo: Sea %6;_,..:. 1a categoria de k-espacios vectoriales. Podemos definir el
siguiente funtor contravariante

Cgk—vect. e Cgk—vect
E~E*

fwf”

4. Sea %€ una categoria y N un objeto de €. Un morfismo f: M — M’ induce la aplica-
cién f.: Homg(N,M) — Homy(N,M'), g — f.(g):= fog. Sea Homgx(N,-): €~>6conj
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el funtor covariante de %6 en la categoria de los conjuntos definido por:

Hom«(N,-): € ~> 6con
M ~~»Home (N, M)
fofu
(fog)w(fog)=fio08«

5. Sea € una categoria y N un objeto de €. Un morfismo f: M — M’ induce la apli-

caciéon Home(M',N) A Hom«(M,N), g — f*(g):=gof. Sea Hom¢(—,N): € ~> Econj
el funtor contravariante definido por:

Homcg(—,N): Cg«fv)(gconj
M ~»>Home(M,N)
[ f
(fog)w(fog) =g of”

6. Definiciéon: Sean F,F': € ~» €' dos funtores covariantes (o contravariantes). Dar
un morfismo 0: F — F’', es dar para cada objeto M de la categoria € un morfismo
Oy : F(M)— F'(M), de modo que para cada morfismo f: M — N el diagrama

Fon 2L pavy

L
Fon 292 gy

es conmutativo. Diremos que 6 es un isomorfismo si los 837 son isomorfismos, para
todo objeto M de €.

Hom(F,F') denotara los morfismos de F en F'. Dado un objeto M, denotemos M’ =
Hom (M, -).

7. Teorema: Sea F': € ~> 6conj un funtor covariante y M,N € €. Se cumple que

1. Hom(M ,F)=F(M).

UEX

2. Hom(M ,M"")=Hom¢x(M', M), f*<~—if.

3. M =M"siysélosi M=M'
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2.6. Funtor de soluciones de un sistema de ecuaciones. Espectro de un anillo

Demostracion. 1. Todo morfismo Home (M, —) LA F queda determinado por 83,(Idys) =
x € F(M): No es mas que considerar, dado f € Hom(M,N), el diagrama conmutativo

Home, (M, M)~ F(M) Tdy — o 5
jf* LF(f) If* [F(f)
Homy(M,N) -2~ F(N) e R

2. Es consecuencia inmediata de 1.
3. Es consecuencia inmediata de 2.
Od

Dado un objeto M, denotemos "M = Hom«(—,M). La proposiciéon dual de la ante-
rior es la siguiente.

8. Teorema: Sea F': € ~» 6€conj un funtor contravariante’y M,N € 6. Se cumple que
1. Hom('M,F)=F(M).
2. Hom(M, N)=Hom¢(M,N), f.<—f.
3. M="Nsiysolosi M =N.

9. Definicion: Si F =~ Homg(—, M) (resp. F = Hom« (M, —)) entonces se dice que F es
un funtor contravariante (resp. covariante) representable y que M es el representante
de F' (el cual es tinico salvo isomorfismos, por 2.6.8 3.).

10. Ejemplo: En Matematicas, cuando queremos expresar cual es la propiedad uni-
versal de un objeto M (construido de cierto modo), lo que pretendemos es determinar
Home (M, -) (6 Home(—, M)). Pongamos un ejemplo:

Propiedad universal de la topologia final de una aplicacion: Sea X un espacio topo-
légico, Y un conjunto e f: X — Y una aplicacion de conjuntos. Existe una topologia en
Y de modo que

Homeon(Y,Z) = {g € Aplic(Y, Z): go f € Homeons(X,Z)} (%)

para todo espacio topolégico Z. En efecto, como puede comprobarse, es la topologia de
Y, cuyos abiertos son los subconjuntos U c Y tales que f~1(U) es un abierto de X. La
topologia asi definida en Y se denomina la topologia final en Y definida por f.
Y con la topologia final es el representante del funtor F': 6r,, — 6con; definido
por
F(Z):={geAplic(Y,Z): gof € Hom,,n:(X, Z)}

y se dice que (*) es la propiedad universal de la topologia final en Y definida por f.
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2.6.3. Espacio de soluciones de un sistema de ecuaciones

Consideremos un sistema de ecuaciones k-algebraicas
p1(x1,...,%,) =0

pr(x1,...,%,) =0

Sea 6}_q1 la categoria de k-dlgebras y 6c,n; la categoria de conjuntos. Definamos el

funtor “espacio de soluciones del sistema de ecuaciones algebraica p; =---=p, =0":
Esp(p1=-=pr=0): Craig ~ Cconj
Conjunto de soluciones con
A — valores en el anillo A
del sistema p1=---=p,=0
Al morfismo de k-algebras f: A — B, Esp(p1 =--- = p, =0) le asigna la aplicacién

valores en el anillo A valores en el anillo B
del sistema p1=---=p,=0 del sistema p;1=---=p,=0

(@i,...,an) — (flay),...,f(an))

{ Conjunto de soluciones con } { Conjunto de soluciones con }

Esp(p1 =---=p, =0) es representable ya que el morfismo de funtores
Esp(p1=--+=p,=0)—Homp_qg(klx1,...,x,M(p1,...,Pr), )
definido por Esp(p1 =--- = p, = 0)(A) — Homy,_q;(klx1,...,x,)(p1,...,0:),A), @ — Pqg

(donde ¢ (p(x)) := p(a)) sabemos que es biyectivo.

11. Ejemplo: La recta real es R, la recta compleja es C. Definamos el funtor sobre la
categoria de k-algebras Recta’, como el funtor Recta’'(A) := A. Observemos que Recta’ =
Homy, 14 (k[x],-).

Sea
p1(x1,...,x,) =0

pr(x1,...,x) =0

un sistema de ecuaciones algebraicas. Se cumple que

Hom(Esp(p1 =---=p, =0),Recta’) = Homp_q14(k[x], klx1,...,x,/(P1,...,Pr))
=klx1,...,x,M(p1,...,pr)
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2.6. Funtor de soluciones de un sistema de ecuaciones. Espectro de un anillo

“klx1,...,x,)/(p1,...,p,) es el anillo de todas las funciones universales del conjunto de
soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas p1=---=p, =0"
Explicitamente, dado p(x1,...x,) € klx1,...,x,)/(p1,...,p,) define el morfismo

Esp(p1=---=p,=0) — Recta’
Esp(p1=---=p,=0)A) — Recta(4)=A
(al,...,an) — p(al,...,an)

12. Ejemplo: Sean dos sistemas de ecuaciones algebraicas
{ pl(xly"wxn)zo { CII(yl,---,ym):O

pr(x]_,...,xn):O qs(yl""yym):O
Se cumple que

Hom(Esp(p1 = =p,= 0),Esp(q1 =..=qs= O))
= Homk—alg(k[yly---aym]/(CIl,---,CIs),k[xl,---,xn]/(pl,---,pr))

Explicitamente, el morfismo de k-algebras
f: k[yla"'>ym]/(q17"'7qs)_)k[xla-"7xn]/(p17-"7p7‘)f(:)_}i): r(xla-"7xn)7

define el morfismo

Esp(p1=--=p,=0) i Esp(qg1=---=qs=0)
Esp(p1=-=p,=0)(A) — Esp(qi=---=q5=0)A)

(a1,...,an) — (bi=ri(ai,....,an),....,.b0m=rma,...,an))

13. Teorema: “Dos sistemas de ecuaciones algebraicas (con las mismas variables) tie-
nen el mismo conjunto de soluciones (para todo anillo) si y sélo si los ideales generados
por los polinomios de las ecuaciones de cada sistema coinciden” Con mayor precision,
sean

{ p1(x1,...,x,)=0 { q1(x1,...,x,)=0

pr(xl,--->xn):0 QS(x1>---axn):0

dos sistemas de ecuaciones algebraicas. Se cumple que

Esp(plz...:pr:O):Esp(qI:...:qs:0) — (pl,.“,pr):(ql,“.,qs)
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Demostracion. Decir que Esp(p; =---=p,=0)=Esp(q1 = = qs = 0) quiere decir que
el morfismo
Esp(p1=---=pr=0) — Esp(gi=-=9,=0)
Esp(p1=---=p,=0)A) — Esp(qi=---=¢q5=0)A)

(ai,...,an) — (ai,...,a)

esta bien definido y es un isomorfismo. Es decir, el morfismo

klxi,...,x,0(q1,...,9s) — klx1,...,x,(p1,...,pr), X; — X;,

esta bien definido y es un isomorfismo. Ahora bien, este morfismo esta bien definido

si aplica los g; al cero, es decir (¢1,...,95) € (p1,...,pr). El morfismo inverso para

que exista ha de estar definido por kl[xq,...,x,1/(p1,...,pr) — klx1,...,x,1(q1,...,9s),

X; — X;. De nuevo este morfismo esta bien definido si y sélo si (p1,...,p-) <(q1,...,q5s).
En conclusion,

Esp(p1=---=pr=0)=Esp(q1=--=¢s=0) = (p1,...,pr) =(q1,...,95)
O
2.6.4. Espacio de un anillo de funciones
Hemos probado que el anillo de funciones universales de Esp(p; =---=p, =0) es
la k-algebra klx1,...,x,1/(p1,...,pr) y que
Esp(p1=---=p,=0)=Homp_g4(klx1,...,x,/(p1,...,0r), ).
También denotaremos a Esp(p; = -+ = p, = 0) por Espklxy,...,x,/(p1,...,pr) (v lo

leeremos, espacio de anillo de funciones k[x1,...,x,1/(p1,...,p,)). En general:

14. Definicion: Sea A una k-algebra. Definiremos
EspA =Homy,_q;5(A,-)

y diremos que Esp A es el espacio de anillo de funciones A.
Todo morfismo de k-algebras f: A — B, define el morfismo f*: EspB — EspA,
fr@=gef.

15. Proposicion: Hom(EspA,Recta’) = A.
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2.6. Funtor de soluciones de un sistema de ecuaciones. Espectro de un anillo

Demostracion. Hom(EspA,Recta’) = Homy,_4;4(k[x],A) = A. Explicitamente, a € A, de-
fine el morfismo

EspA — Recta
Homy,_44(A,B)=EspA(B) — B =Recta'(B)
f - fla

O

16. Notacion: Diremos que x € EspA(B) = Homy,_q;4(A,B) es un punto de Esp A (con
valores en B). Dado a € A y x € EspA(B), denotaremos a(x) = x(a).

17. Proposicion: Una funcién a € A es nula si y sélo si a(x) = 0 para todo punto de
EspA.

Sea I < A un ideal. Recordemos la propiedad universal del cociente:
Homani1105(A/I,B) = {f € Homayiii0s(A,B), tales que f(I) = 0}

18. Proposicion: “EspA/I se identifica con los puntos de Esp A donde se anulan todas
las funciones del ideal I”

Demostracién. El epimorfismo natural A — A/I define la inyeccion EspA/I — EspA.
Tenemos que probar que

EspA/I(B) = {x € EspA(B), tales que i(x) =0, para todo i € I}

que es la propiedad universal del cociente por un ideal recién enunciada.

19. Proposicion: Se cumple que EspA x EspB = Esp(A ®;, B).
Demostracién. Tenemos que probar, para toda k-algebra C, que
(EspA xEspB)(C) = Esp(A ®;, B)(C)
lo cual es la propiedad universal del producto tensorial de k-algebras |

Como
Esp(pi(x)=---=pr(x) =0) x Esp(q1(y) =---=qs(y) =0)
=Esp(p1(x)=---=pr(x)=q1(y) =--- = qs(y) = 0),

entonces

klx, yV(pi(x),qj(y)) = klx)(pi(x)) &1 kly1(q ;(¥))
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Dados dos morfismo de funtores f: F'; — F, g: Fo — F se define el producto fibrado
F{ xpFy, como sigue

(F'1 xp Fo)(A) :=F1(A) xpa)Fa(A) = {(x1,%2) € F1(A) x Fo(A) tales que fa(x1) = ga(x2)}

20. Proposicion: Sean C — A y C — B dos morfismos de k-dlgebras. Tenemos pues
los morfismos EspA — EspC y EspB — EspC. Se cumple que

EspA xgspc EspB = Esp(A ®¢ B)
Demostraciéon. Tenemos que probar que

EspA(D) xgspcp) EspB(D) = Esp(A ®¢ B)(D)

para toda k-algebra D. En efecto, tenemos la igualdad

Homj,_q1g(A®cB,D) —— Homp_414(A,D) XHom,_g,(c,0) Homp—q14(B,D)
f —— (fi.f2) fil@):=fl@a®l),fa(b):=f(1®b)
F(a®b):=fi(a) - fa(b), F ~—— (f1,f2)

21. Sea A una k-dlgebra. Dados dos cuerpos K y K' y x € Esp A(K) y x' € EspA(K')
diremos que x ~ x’ si existe un cuerpo X y morfismos i: K — X e i': K/ — X tales
que iox =i’ ox'. Si x" € EspA(K") cumple que x” ~ &/, es decir, existen morfismos
iK' —3yi" K"—7Y tales que i’ ox’ =i" ox", y definimos X" = (X ®x X')/m (donde
m es un ideal maximal de X ®x '), entonces tenemos morfismos naturales j: K — X",
A =i el, K -3 )= iMel=1eiN)y /" K" — 3", j"(1):=1® ")
de modo que jox =j ox'=j"ox", luego x ~ x".

Dado un punto y € SpecA, sea k(y) := (A/p,), el cuerpo residual de y y denotemos

< <. > _aly)
por j € EspA(k(y)) el morfismo natural y: A — k(y), y(a) := 5=,

22, Proposicion: La aplicacion SpecA — || EspA(K)/ ~, y— [¥]es biyectiva.
k-ext. K

Demostracién. Dado x € EspA(K), si denotamos p, = Kerx, entonces [Z] = [x]. Es facil
comprobar que [x] — Kerx es la asignacién inversa. O
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2.7. Biografia de Zariski

ZARISKI BIOGRAPHY

Oscar Zariski’s father was Bezalel Zaritsky and his mother Han-
nah Zaritsky. Oscar, born into this Jewish family, was named As-
cher Zaritsky by his parents. We will comment below on how his
name came to be changed to the now familiar version of Oscar
Zariski.

Oscar’s mother was the one who ensured that her young son had
a good education. A tutor was provided for Oscar from the time
he was seven years old and Oscar, under the guidance of the tu-
tor, showed remarkable aptitude for the Russian language and for arithmetic. When
the fighting associated with World War I reached Belarus, Oscar’s family fled to Cher-
nigov in the Ukraine. It was the first of several moves forced on him by political pro-
blems.

Unable to enter the faculty of mathematics at the University of Kiev as all the
places were full, he chose philosophy instead. He was a student of philosophy at Kiev
from 1918 to 1920. However he was able to pursue his mathematical interests and
studied algebra and number theory in addition to philosophy. However Zariski had
carried out his studies through a period of turmoil in Kiev.

In January 1918 Ukraine had become an independent state with Kiev as its capi-
tal. In the following month minor uprisings by workers in Kiev were suppressed but
Red Army troops entered Kiev to give support to the workers. Kiev was then occu-
pied by the Germans, but with the end of the war in November 1918, an independent
Ukraine was declared again in Kiev. In November 1919 Kiev was briefly taken by the
White armies, soon after to be replaced by the Red Army. There then followed the
Russian-Polish War and, in May 1920, the Polish army captured Kiev but were forced
out in a counterattack. Life for Zariski was just too difficult in this city so devastated
by war, so he decided to go to Italy to continue his studies.

In Rome Zariski came under the influence of the great algebraic geometers Castel-
nuovo, Enriques and Severi. He obtained a doctorate from Rome in 1924 for a doctoral
thesis on a topic related to Galois theory which was proposed to him by Castelnuovo.
Zariski married in 1924; having met his future wife Yole Cagli in Rome they returned
to Zariski’s home town of Kobin to marry. Returning to Rome he remained there as a
fellow of the International Education Board until 1927.

It was while Zariski was in Rome that Enriques suggested that Ascher Zaritsky,
as he was then called, change his name to the Italian sounding Oscar Zariski. This
was the name which he used on his first publication which was a joint paper with
Enriques. Zariski wrote of how his mathematical interests differed from those of his
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supervisors Castelnuovo and Enriques:

However, even during my Rome period, my algebraic tendencies were showing and
were clearly perceived by Castelnuovo who once told me: "You are here with us but
are not one of us."This was said not in reproach but good naturedly, for Castelnuovo
himself told me time and time again that the methods of the Italian geometric school
had done all they could do, had reached a dead end, and were inadequate for further
progress in the field of algebraic geometry.

Zariski had gone to Italy to escape the problems in Belarus and the Ukraine. Ho-
wever, the political situation in Italy began to deteriorate rapidly. In October 1922
Mussolini organized the Fascist “March on Rome” and he was asked to form a govern-
ment. For 18 months he ran the country in reasonably democratic way but, during
the years 1925 to 1927, he removed the right of free speech, and removed opposition
parties and trade unions. The Fascist hatred of Jews made life for Zariski, because of
his Jewish background, particularly difficult.

Helped by Lefschetz, he escaped from the political problems of Italy in 1927 and
went to the United States. There he taught at Johns Hopkins University, being a
Johnston Scholar until 1929 when he joined the Faculty. He became a full professor at
Johns Hopkins in 1937.

Castelnuovo and Severi had encouraged Zariski to view Lefschetz’s topological
methods as being the road ahead for algebraic geometry, so between 1927 and 1937
Zariski frequently visited Lefschetz at Princeton. Zariski wrote :

I owe a great deal to [Lefschetz] for his inspiring guidance and encouragement.

During this period Zariski wrote Algebraic Surfaces which was published in 1935.
He explained how writing this monograph changed the direction of his work:

At that time (1935) modern algebra had already come to life (through the work
of Emmy Noether and the important treatise of BL van der Waerden), but while it
was being applied to some aspects of the foundations of algebraic geometry by van der
Waerden ... the deeper aspects of birational algebraic geometry ... were largely, or even
entirely, virgin territory as far as algebraic exploration was concerned. In [Algebraic
Surfaces] I tried my best to present the underlying ideas of the ingenious geometric
methods and proofs with which the Italian geometers were handling these deeper as-
pects of the whole theory of surfaces ... I began to feel distinctly unhappy about the
rigour of the original proofs (without losing in the least my admiration for the imagi-
native geometric spirit that permeated these proofs); I became convinced that the whole
structure must be done over again by purely algebraic methods.

At Johns Hopkins University between 1939 and 1940 Zariski carried out his project
of applying modern algebra to the foundations of algebraic geometry. He worked on the
theory of normal varieties, local uniformisation and the reduction of singularities of
algebraic varieties.

UEX
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An important year for Zariski was 1945 which he spent in Sdo Paolo. There he gave
a lecture course three days each week which was attended by André Weil and nobody
else. Both Zariski and Weil learnt much in discussions, often arguments, about the
material that Zariski was presenting. After spending the year 1946-47 at the Univer-
sity of Illinois, Zariski was appointed to a chair at Harvard where he was to remain
until he retired in 1969. From the late 1970s he suffered from Alzheimer’s disease and
his last few years were difficult ones as his health failed.

In 1981 Zariski was awarded the Steele Prize by the American Mathematical So-
ciety for the cumulative influence of his total mathematical research. The citation for
the prize summarised Zariski’s contributions to mathematics throughout his life:

After beginning his work in Italy in 1924 very much in the style of Italian algebraic
geometry,”Zariski realised that the whole subject needed proper foundations. Thus in
the period 1927 to 1937 he turned first to topological questions and then in 1937 he be-
gan to lay the commutative algebraic foundations of his subject. His topological work
concentrated mainly on the fundamental group; many of the ideas he pioneered were in-
novations in topology as well as algebraic geometry and have developed independently
in the two fields since then.

In 1937 Zariski completely reoriented his research and began to introduce ideas
from abstract algebra into algebraic geometry. Indeed, together with BL van der Waer-
den and André Weil, he completely reworked the foundations of the subject without the
use of topological or analytic methods. His use of the notions of integral independen-
ce, valuation rings, and regular local rings, in algebraic geometry proved particularly
fruitful and led him to such high points as the resolution of singularities for threefolds
in characteristic 0 in 1944, the clarification of the notion of simple point in 1947, and
the theory of holomorphic functions on algebraic varieties over arbitrary ground fields.
The theory of equisingularity and saturation begun by Zariski in 1965 has also been of
great influence and importance.

All of Zariski’s work has served as a basis for the present flowering of algebraic
geometry and the current school uses his work and ideas in the modern development of
the subject.

Zariski’s most famous book is Commutative Algebra, a two volume work written
jointly with P Samuel. The first volume appeared in 1958, the second in 1960.

The American Mathematical Society played a large role in Zariski’s life and he con-
tributed greatly to the Society over many years. He was vice president of the Society
between 1960 and 1961 and president of the Society from 1969 to 1970.

Zariski played an important role in mathematical publishing after his appointment
as a full professor. He was an editor of the American Mathematical Journal from 1937
to 1941, served as a member of the editorial committee of the Transactions of the
American Mathematical Society from 1941 to 1947, and also served on the editorial
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boards of the Annals of Mathematics and the American Journal of Mathematics.

After going to the United States in 1927 Zariski spent considerable periods lectu-
ring at other universities both in the United States and in other countries. We have
already mentioned that he was a visiting professor at Sao Paulo in 1945 and a visiting
professor at the University of Illinois in 1946-47. Before that, in 1936, he had lectu-
red at the University of Moscow. Later, he lectured at Kyoto (1956), the Institut des
Hautes Etudes Scientifique (1961 and again 1967), and the University of Cambridge
(1972).

He was awarded many honours for his work in addition to the Steele Prize des-
cribed above. He was awarded the Cole Prize in Algebra from the American Mathe-
matical Society in 1944 for four papers on algebraic varieties, two published in the
American Journal of Mathematics in 1939 and 1940, and the other two in the Annals
of Mathematics also one in 1939 and the second in 1940. He was awarded the National
Medal of Science in 1965.

Many academies and societies have honoured him by electing him to membership,
including the U.S. National Academy of Sciences (1944), the American Academy of
Arts and Sciences (1948), the American Philosophical Society (1951), the Brazilian
Academy of Sciences (1958), and the Accademia Nazionale dei Lincei (1958).

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

2.8. Cuestionario

1. Calcula el espectro racional de la R-dlgebra Rlx, y1/(x%+y?+1). Calcula el espectro
racional de la R-algebra Rlx, yl/(x% + y? —1,x — y).

2. Sea A una C-algebra. Si consideramos A como una R-algebra, prueba que

Specr A = @.

3. Seal=(x+y,(x?+y*-1)?) cklx,yl. Caleula (I)F.

4. Sea A un anillo integro. Calcula las componentes irreducibles de SpecA.

5. ;Tiene SpecA tantos cerrados irreducibles como puntos?;Tiene SpecA tantas E
componentes irreducibles como ideales primos minimales hay en A? Si A es

noetheriano ;/SpecA es union de un nimero infinito de componentes irreduci-
bles distintas?
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6. Supongamos que SpecA es irreducible. Prueba que todo abierto no vacio de
Spec A contiene al punto genérico de Spec A. Prueba que todo abierto no vacio de
SpecA es denso.

7. (Es la interseccion de ideales radicales un ideal radical? Prueba que un ideal de
un anillo noetheriano es radical si y sélo si es interseccién de un ndmero finito
de ideales primos.

8. Consideremos el morfismo de anillos i: C[x] — Clx,y)/(xy — 1), i(p(x)) := p(x2) y
la aplicacién i* inducida en los espectros. Calcula un punto z € SpecC[x] tal que
s —1
1" (2)=¢.

9. Calcula el espectro primo y el espectro racional de la C-algebra

Clx,y,z1/(x,x% + y% + 22 - 1).

10. Sea A un anillo,a€ A, I c A un ideal y S c A un sistema multiplicativo.

a) Sip, < A unideal primo que contiene a I y denotamos pz ={¢ € A/I,Vc € p,},
justifica que a(x) = a(x).

b) Sip,NS =@y pz=7py-Ag, justifica que a(x) = 7().

11. Sean I,J c A dos ideales y S,T < A dos sistemas multiplicativos ;Es (I)g N (J)g
biyectivo con (J)y = SpecA/I, donde J = {j € A/I,Vj € J}? ;Es (I)on SpecAg bi-
yectivo con (Ig)g < SpecAg?;Es SpecAg NnSpec At biyectivo con Spec(Ag)7r?

12. Prueba que Hom(Recta',Recta’) = k[x].

2.9. Problemas

1. Sea S'={(a,B) e R%: a® + 2 = 1} y consideremos la aplicacién 7: ST — R, donde
n(p) € R es el numero real tal que la recta que pasa por (2,2) y p pasa por (n(p),0).
Calcula un morfismo de R-dlgebras f: Rlx] — (Rlx, y1/(x? + y% — 1)),_2 tal que la
aplicacion inducida entre los espectros racionales sea igual a 7.

2. Da un ejemplo de R-algebra cuyo espectro racional se identifique con dos puntos
unidos disjuntamente con la interseccién de un plano con un cono.

3. Sea A una k-algebra y S ¢ A un sistema multiplicativo. Prueba que

Spec, As ={z€Spec, A: s(z)#0VseS}
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10.

11.

12.

13.

14.

Sean A y B k-algebras. Prueba que la topologia de Zariski de Spec,(A ® B) =
Spec;, A x Spec;, B es mas fina que la topologia del producto cartesiano.

. Prueba que el conjunto Homg_4;o(€°(R"), €°°(R™)) se identifica con el conjunto

de aplicaciones infinito derivables de R™ en R".

. Consideremos en C la relacién de equivalencia: z ~z' siy solo si 2’ =z 0 2’ = 2.

Define una biyeccion de C/ ~ con el conjunto SpecR[x] — {(0)}.

. Prueba que un anillo A es el producto directo de dos anillos (no nulos) si y solo

si SpecA no es conexo.

. Prueba que un anillo A es integro si y solo si es reducido y Spec A es irreducible.

. Prueba que SpecA es irreducible si y solo si se cumple que si a-b =0 entonces a

o b es nilpotente.

Sea C c SpecA un cerrado y U < SpecA un abierto. Si C € U, prueba que existe
un abierto basico U, = SpecA —(a)y, tal que C< U, < U.

Sean p, < p, dos ideales primos de A. Prueba

a) Si U c SpecA es un abierto e y € U, entonces x € U.

b) Si C cSpecA es un cerrado y x € C, entonces y e C.

Sea A un anillo y a € A. Prueba que todo abierto basico de SpecA, es un abierto
béasico de SpecA.

Dado un morfismo de anillos ~: A — B, h*: SpecB — SpecA la aplicacién indu-
cida y x € SpecB, tenemos el morfismo de anillos

h*: A/pp+(x) — B/py, a(h*(x)) := a — h(a) =: h(a)(x).
Sean f,g: A — B dos morfismos de anillos. Prueba

a) D ={xeSpecB: f*(x)=g*(x)y f* = g*} es un cerrado de SpecB.
b) Si D =SpecB y B es reducido, f =g.

Sea M un A-médulo finito generado. Prueba que U = {x € SpecA: M, =0} es un
abierto de SpecA.

UEX
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea A un anillo reducido y M un A-médulo finito generado. Dado y € SpecA,
denotemos k(y) := A,/p,A, y M(y) := M,/p,M,. Prueba que si dimg,) M(y) =n
para todo y € SpecA, entonces M, es un A,-médulo libre de rango n, para todo
y € SpecA.

Sea I c A un ideal. Prueba que I,, = A, si y solo si x € SpecA\(I)y. Si I c A es un
ideal finito generado tal que I = I?, prueba que (I)) es un abierto de SpecA.

Sea A un anillo. Prueba que si a € A pertenece a un ideal primo minimal enton-
ces es divisor de cero.

Sea A un anillo. Prueba:
a) Dados dos puntos x,x’ € SpecA, existen dos abiertos disjuntos U y U’ tales
que xe U y x' €U’ siy solo si no existe ningin ideal primo py S py, .
b) SpecA es T siy solo sies To.

¢) Sea Spec,,;, A el conjunto de los ideales primos minimales. Prueba que el
subespacio Spec,,,;, A < SpecA es T.

d) SpecA es discreto si y solo si SpecA es finito y T'.

Sea X un espacio compacto Hausdorffy 6(X) el anillo de las funciones continuas
de X en R. Prueba que la aplicacion

i: X — Spec,,,, €(X), i(p) :=m, :={f € €(X): f(p)=0}
es biyectiva.

Sea X un espacio topolégico compacto Hausdorff y 6(X) su R-algebra de funcio-
nes reales continuas. Prueba

a) La aplicacién X — Spec,,,, €(X), p — m, :={f € €(X): f(p) = 0} es un ho-
meomorfismo.

b) Sea Y otro espacio topolégico compacto Hausdorff. La aplicacion
Homeont (X,Y) = Homp_a15(€(Y), €(X)), ¢ — ¢* (donde ¢*(f) := f o).

es biyectiva.

c) SeaY c X un subespacio cerrado e I ={f € €(X): fiy = 0}. Spec,,,, €(X)/1
es homeomorfoa Y.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

Sea X un espacio topolégico y €(X) la R-algebra de funciones continuas de X en
R. Prueba que Specy 6(X) es compacto si y solo si Specy €(X) = Spec,,,,, €(X).

Compactificacion de Stone-Cech: Sea X un espacio topolégico y € *(X) el anillo
de funciones con valores en R continuas acotadas. Prueba:

a) Specg€*(X) = Spec,,, € (X).

b) La aplicaciéon i: X — Spec,,,, € " (X), i(x) = m, es continua de imagen den-
sa. Toda aplicacién continua acotada f: X — R extiende de modo unico a
una aplicacién continua f: Spec,,q, €*(X) — R. Spec,,,. €*(X) es un espa-
cio topolégico compacto T's.

¢) Sea Y un espacio topolégico compacto T's. La aplicacion
Homcont(SpeCmax ((op*(X),Y) - Homcont(X, Y), f — f ol
es biyectiva.

Supongamos que SpecA = {x1,...,x,} es un espacio topolégico discreto (equiva-
lentemente, los puntos x1,...,x, son cerrados). Prueba que el morfismo natural
de anillos A — Ay, x---x Ay, a—(%,...,7) es un isomorfismo.

Sean x1,...,x, € SpecA e I c A un ideal.

a) Sil Spy, U---Upy,, prueba que I € p,,, para algin i.
b) Sea S = A\ .61 Px;. Prueba que SpecAg = CJSpechi. Por tanto, Ag es un
1= l
anillo semilocal* de ideales maximales Py, -Ag (con py, no incluido en P

para ningun j #i).

Prueba que si SpecA es unién disjunta de dos abiertos U y V, entonces estos
abiertos son basicos.

Sea m, < A un ideal maximal y 1+m, :={1+a; Va € m,}. Pruebaque A, = A14p,.
Sea (I)g < SpecA un cerrado. Prueba:

a) Si (I)g esta incluido en un abierto U, existe i € I tal que (I)g cUi4; < U.
b) (I)gcU4; paratodoiel.

¢) SpecAi. 7= N
P 1+ NocU

4Un anillo se dice que es semilocal si solo tiene un nimero finito de ideales maximales.

UEX
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28. Sea M un A-médulo e I < A un ideal tal que IM =0. Si S c A es un sistema mul-
tiplicativo tal que s € A/I es invertible para todo s € S, prueba que el morfismo
de A-médulos M — Mg, m — 7 es un isomorfismo.

29. Calcula SpecZ[x].

30. Calcula SpecR[x, y].

31. Calcula SpecZ[i].

32. Consideremos el morfismo de anillos i : C[x] — C[y,z], i(p(x)) := p(y? + 22).

a) Calcula la aplicacién inducida en los espectros C-racionales.
b) Seai*: SpecCly,z] — SpecClx]la aplicacién inducida por i. Calcula i * ~1(w),
para cada punto w € SpecCl[x].

33. Consideremos el morfismo de anillos i: k[x,y] — klx,z], p(x,y) — p(x,x2) y sea
i*: Specklx,z] — Speck[x, y] el morfismo inducido en los espectros. Prueba:

a) i*"1U,) LN U, es un homeomorfismo.
b) i*71((0,0)) = (x)o
¢) i* My —Ax)) = (z— 1) Ui*1((0,0)).

34. Determina si los siguientes sistemas de ecuaciones con coeficientes racionales
son equivalentes al sistema xZ+ y2 =1, x? y2 =0:

1:x2+y2 lzacz—y2 1=x2—y2
xt = x? 0=x2y? 1=x2+y2
1=x2+y2 1=x2+y2

0=(x+y+1)>2x+y—-1)>2 0=(x+y+1)°2x+y-1)

1:9c2+y2
O=(x+y+Dx+y-Dx—y+Dx-y-1)

35. Prueba que “los puntos de EspAg se identifican con los puntos de EspA donde
el valor de toda s € S es invertible”.



Capitulo 3

Variedades algebraicas

3.1. Introducciéon
El estudio del conjunto X de soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas
pi(x1,...,x,) = 0

pr(x1,...,x,) = 0

es esencialmente equivalente al estudio de “la variedad algebraica” SpecA, donde A =
klx1,...,x,)/(p1,...,pr) es el anillo de funciones algebraicas de X.

La cadena de cerrados irreducibles

{punto p} c {Curva irred. C} c {Superficie irred. S} c--- (de X),
se corresponde con la cadena de ideales primos
Pp 2 Pc2ps D (de A),

donde p, = {p(x) € A: p(p)=0},pc = {p(x) € A: p(q)=0,YqeClyps={p(x)€A: p(q)=
0, Vq € S}. Definiremos la dimension de Krull de A como el namero de eslabones de
la cadena de inclusiones de ideales primos mas larga, que coincide con el nimero de
eslabones de la cadena de inclusiones de cerrados irreducibles de Spec A mas larga.
El resultado principal sera el teorema de normalizaciéon de Noether, que nos dice que
existe un morfismo 7: X — A® de fibras finitas, es decir, en términos de los anillos, exis-
te un morfismo finito inyectivo k[z1,...,2;] — A. Como consecuencia de este teorema
obtendremos los siguientes resultados’:

- El grado de trascendencia de A 4\ es igual al dimension de Krull de A.

- El teorema de los ceros de Krull: Los ceros de toda f € A, no nula y no invertible,
es una hipersuperficie de codimensién 1 de SpecA.

UEX

ISupongamos por sencillez que A es integro.
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- El teorema de los ceros de Hilbert: Los cerrados de SpecA estan determinados
por los puntos cerrados que contiene y éstos dltimos son racionales (cuando . sea un
cuerpo algebraicamente cerrado).

- Todas las cadenas de inclusiones de cerrados irreducibles de una variedad alge-
braica irreducible irrefinables tienen el mismo nimero de eslabones.

-dim(X xY)=dimX +dimY.

-SiY,Y’' son dos subvariedades irreducibles de Speck[x1,...,x,] y Z es una com-
ponente irreducible (no vacia) de Y nY’, entonces

dimZ =dimY +dimY’' —n.

-Si f: X — Y esun morfismo entre variedades algebraicas irreduciblese y € f(X) c
Y es un punto cerrado, entonces dim £ 1(y) = dimX —dimY'.

3.2. Morfismos de anillos finitos

1. Definiciones: Un morfismo de anillos f: A — B se dice que es finito si B es un
A-médulo finito generado, con la estructura natural de A-médulo que define f en B:
a-b:=f(a)-b, para todo a € A y b € B. En este caso, también se dice que B es una
A-algebra finita.

Si A — B es un morfismo de anillos finito, diremos que el morfismo inducido en los
espectros SpecB — SpecA es finito.

2. Ejemplos: Por definicion, una extension de cuerpos £ — K es finita si y solo si el
morfismo de anillos £ — K es finito.

El morfismo de anillos A — A[x)/(x" +a1x" 1 +---+a,) es finito, ya que 1,%,...,%
es una base del A-médulo A[x]/(x" +a1x" 1 +---+a,).

n—1

3. Ejercicio: Prueba que el morfismo Speck[x, y1/(y? — x2 + x3) — Speck[x] que en los
puntos racionales es la asignacion (a, ) — a es un morfismo finito.
4. Proposicion: La composicion de morfismos finitos es finito.

Demostracién. Sean Aﬁ—niOB finito C.Esdecir, B=Ab1+---+Ab, yC=Bci+---+Bcp,.

Entonces,

n,m
C=(Abi+--+Aby)ci+-+(Aby+---+Aby)em = ). Abicj
i=1,=1

En conclusién, A — C es un morfismo finito.
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5. Los morfismos finitos son estables por cambio de anillo base: Si A — B es
un morfismo de anillos finito y A — C un morfismo de anillos, entonces el morfismo de
anillos C=A®4 C — B®4 C es finito.

Demostraciéon. Basta que probemos que si M es un A-médulo finito generado, entonces
M ® 4 C es un C-moédulo finito generado. En efecto, si el A-médulo M esta generado por
mi,...,my, entonces el C-médulo M ® 4 C esta generado por m1®1,...,m, ®1.

O

6. Corolario: Si A — B es un morfismo finito, entonces Ag — Bs y A/I — B/I -B son
morfismos finitos

7. Definicion: Sea A — B un morfismo de anillos. Se dice que b € B es entero sobre
A si verifica una relacion del tipo

b"+a1b" 1 +---+a, =0, cona;€A.

8. El teorema de Cayley-Hamilton para los endomorfismos de espacios vectoriales de

dimension finita también es cierto para los endomorfismos de médulos. Con precision:

Sea M = (mjy,...,m;) un A-médulo finito generado, f: M — M, f(m;)=Ya;jm; un en-
J

domorfismo de A-médulos; si C(aij)(x) = |x-Id —(a;;)| € Alx] es el polinomio caracteristico
de la matriz (a;;), entonces c(,,,)(f) = 0. Basta que probemos que c(,;)((a;;)) = 0. Con-
sideremos la matriz (x;;) de coeficientes variables y el polinomio caracteristico de esta
matriz ¢y, ;)(x) = [x-Id —(x;;)I. ¢(y;;)(x) es un polinomio con coeficientes en Z[x;;] < Q(x;;).
Por el teorema de Hamilton-Cayley c(xij)((xi 7)) =0. Por tanto, tomando x;; = a;;, es de-
cir, considerando el morfismo M, (Z[x;;lo<i j<r) — M,(A), (qrs(x;;)) — (grs(a;;)), obten-
dremos que 0= C(xij)((xij)) — C(aij)((aij)) =0.

9. Proposicion: Sean f: A — B un morfismo de anillos y b € B. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. b es entero sobre A.
2. El morfismo de anillos A — A[b] ={p(b) € B, V p(x) € Alx]} es finito.

3. b pertenece a una A-subdlgebra finita de B. -
=)
Demostracién. 1. = 2. Sea p(x) un polinomio moénico de grado n con coeficientes en
A que anula a b. Entonces A[b] es un cociente de A[x]/(p(x)). Como A[x])/(p(x)) es un
A-médulo generado por 1,...,%"" 1, entonces es finito generado y A[b] también.
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2.= 3. En efecto, b € A[b].
3.=> 1. Sea C < B una A-subalgebra finita tal que b € C. Consideremos el endomor-
fismo de A-moédulos
c X ¢

c — c¢-b

Si (a;j) es una matriz asociada a -b en un sistema generador del A-médulo C, en-
tonces el polinomio caracteristico de (a;;), C(a; (), cumple que C(aij)('b) = 0, luego
0= (c(,;H(-b)(1) = ¢(4;;)(D) y b es entero sobre A.

O

10. Corolario: Un morfismo de anillos A — B es finito si y solo si existen elementos
b1,...,b, € B enteros sobre A tales que B=Alb1,...,b,].

Demostracién. =) B =(b1,...,b,) es un A-médulo finito generado. Los elementos b;
son enteros sobre A, porque pertenecen a la A-algebra finita By B=A[b1,...,b,].
<) El morfismo A[bq,...,b;1— Alb1,...,b;:11=Alb1,...,b;1[b;+1] es finito, porque
bi+1 es entero sobre A, luego sobre A[b1,...,b;]. La composicion de los morfismos fini-
tos
A — A[b1]— Alb1,b2] —---— Alb4,...,b,]1=B

es un morfismo finito. O

11. Proposicion: Sea f: A — B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de
B enteros sobre A forman una A-subdlgebra de B.

Demostracién. Sean b1,b9 € B enteros sobre A. Tenemos que A — A[b1] es un morfis-
mo finito, y A[b1] — Alb1,b2] es un morfismo finito porque si by verifica una relacion
entera con coeficientes en A, en particular la verifica con coeficientes en A[b1]. Por
tanto, por la proposicion 3.2.4, A — A[b1,b2] es un morfismo finito. Por la proposicion
3.2.9, todo elemento p(b1,bg) € Alb1,b2] € B, con p(x,y) € Alx,y], es entero sobre A.

O

12. Definiciones: Se dice que un morfismo de anillos A — B es entero si todo ele-
mento de B es entero sobre A, es decir, si B es union de A-subalgebras finitas.
Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de B formado por todos los ele-
mentos de B enteros sobre A.
Diremos que un anillo integro A es integramente cerrado en su cuerpo de fraccio-
nes 2, si todo elemento de X~ entero sobre A pertenece a A. También se dice que A es
un anillo normal.
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13. Ejercicio: Si A es un anillo normal y S < A es un sistema multiplicativo, prueba
que Ag es normal.

14. Proposicion: La composicion de morfismos enteros es un morfismo entero.

Demostraciéon. Sean A — B y B — C morfismos enteros, tenemos que comprobar que
la composicion A — C es un morfismo entero. Sea ¢ € C. Entonces, ¢ es entero sobre
B y existe un polinomio p(x) = " + b1x" 1 +---+ b, € Blx] tal que p(c) = 0. Entonces,
c es entero sobre A[bq,...,b,] y el morfismo Alb1,...,b,] — Alb1,...,b,]lc] es finito.
Como el morfismo A — A[b1,...,b,] es finito, entonces A — A[b1,...,b,]1lc] es finito y
c es entero sobre A. O

15. Ejercicio: Prueba que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de frac-
ciones es un anillo normal.

16. Ejercicio: Demuestra que Z es un anillo normal. Prueba que los dominios de
factorizacion unica son normales. Prueba que k[x1,...,x,] es un anillo normal.

3.2.1. Teorema del ascenso. Aplicaciones cerradas

17. Proposicion: Toda k-dlgebra finita e integra es cuerpo.

Demostracién. Sea A una k-algebra finita integra. Dado a € A no nula, la homotecia
A2 A, b—b-a es inyectiva, por ser A integra. Por tanto, por dimensiones, es isomor-
fismo. Luego a es invertible y A es cuerpo. m|

18. Proposicion: El espectro de una k-dlgebra finita es un niimero finito de puntos
cerrados.

Demostracion. Las k-algebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un niimero
finito de ideales primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal
obtenemos una k-algebra finita integra, luego es un cuerpo por la proposicion anterior.
Por tanto, los ideales primos minimales son maximales y hemos concluido. O

19. Proposicion: Si f: A — B es un morfismo finito e inyectivo, entonces la aplicacion
inducida f*: SpecB — SpecA es epiyectiva.

Demostracién. Dado x € SpecA, el morfismo A, — B, es finito e inyectivo. Por el lema
de Nakayama, p, B, # By, luego SpecB,/p,B, # @. Es decir, la fibra de x es no vacia,
luego f* es epiyectivo.

O

=
=
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20. Teorema: Sea f: A — B un morfismo de anillos finito. La aplicacion inducida en
los espectros f*: SpecB — SpecA es una aplicacion cerrada de fibras espacios topold-
gicos finitos discretos.

Demostracién. Sea C = (J)¢ un cerrado de SpecB. Debemos demostrar que f*(C) es
un cerrado de SpecA. Consideremos los diagramas

f rr

A B SpecA SpecB
A/f~Y(J)——=BIJ f1(J)o = SpecA/f~1(J) << —SpecB/J =C
IC

Como A/f~Y(J)— B/J es un morfismo finito inyectivo, por 3.2.19 f *|c es epiyectiva y
£ =(f~L()o.

La fibra de un punto x € SpecA es f* !(x) = SpecB,/p.B,. Observemos que si
f *~1(x) £ @ entonces B,/p.B, es una A,/p,A,-algebra finita. Por la proposicion 3.2.18,
concluimos que f* “1(x) es un espacio topoldgico finito discreto. O

21. Sea f: A — B un morfismo de anillos finito, f*: SpecB — SpecA la aplicaciéon
inducida en espectros y (/)¢ < SpecB un cerrado. Entonces,

(Do) = (Do) = (f L.

22. Ejercicio: Prueba que la inclusion natural k[x] — k[x, y]/(xy—1) no es un morfis-
mo finito.

23. Teorema del ascenso: Sea f: A — B un morfismo finito. Sean py, C py C A y
Py © B ideales primos, de modo que f_l(py) = py. Existe un ideal primo p, < B, de
modo que Py <Py y 1 (0y) = Py

Demostracion. La aplicacion inducida f*: SpecB — SpecA es una aplicacién cerrada.
Entonces, f*(y) = f*(y) =% y existe y' € y tal que f*(y') =x' € &.
O

Diremos que la longitud de una cadena de inclusiones (estrictas) Xoc X;c---c X,
es n.
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24, Definicion: Llamaremos dimension (de Krull) de un espacio topolégico X al su-
premo de las longitudes de las cadenas de inclusiones de cerrados irreducibles de X, y
lo denotaremos dim X. Llamaremos dimensiéon de Krull de un anillo A, al supremo de
las longitudes de las cadenas de inclusiones de ideales primos de A, o equivalentemen-
te, a la dimensién (de Krull) de Spec A. Denotaremos dim A la dimensién (de Krull) de
A.

Si X = {x} entonces dim X = 0. Se sigue la convencién dim @ = —oo.

25. Ejercicio: Demuestra que la dimensién de Krull de los anillos Z y k[x] es uno y
la de Clx, y] dos. Prueba que dim&[x1,...,x,] = n.

26. Proposicion: Si f: A — B es un morfismo de anillos finito inyectivo, entonces
dimA =dimB.

Demostraciéon. Dada una cadena estricta de ideales primos p; < pg < --- < p,, de B,
f‘l(pl) c f‘l(pg) c.--C f‘l(pn) es una cadena de ideales primos estricta de A, pues las
fibras del morfismo inducido por f son discretas, por 3.2.20. Por tanto, dimB < dimA.

Sea ahora una cadena estricta de ideales primos q; c g2 <--- < g, de A. Sea p; un
ideal primo de B, tal que f~1(p1) = q1 (existe por 3.2.19). Por el teorema del ascenso,
existe pg O pq tal que f ~L(py) = q9. Asi sucesivamente, obtendremos una cadena estric-
ta de ideales primos p; c pg < --- < p,, de B (de antimagen por f, la cadena de A). Por
tanto, dim A < dim B, luego dim A = dimB. O

27. Notacion: Si f: A — B es un morfismo de anillos finito, diremos que el morfismo
inducido f*: SpecB — SpecA es finito.

28. Corolario: Sea f: A — B es un morfismo de anillos finitoy f*: SpecB — SpecA
la aplicacion inducida.

1. Si C' = SpecB es un cerrado , entonces dimC' = dim f*(C’)
2. Si f* es epiyectivoy C < SpecA es un cerrado, entonces dimC = dim f*~1(C).

Demostracion. 1. Si C' = (I')y, entonces f*(C') = (f~1(I") y el morfismo C' — f*(C")
es el morfismo inducido en espectros por el morfismo de anillos inyectivo y finito
A/f~1I"y— B/I'. Luego, dimC’ = dim A/f ~*(I") = d&imB/I' = dim f*(C").

2. Evidentemente, f*(f*~1(C)) = C. Por 1., dimC = dim f*~1(C).

UEX
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3.3. Teorema del descenso. Aplicaciones abiertas

1. Definicion: Se dice que un morfismo de anillos A — B es plano, si para todo mor-
fismo inyectivo de A-moédulos i: N — M se cumple que el morfismo de B-médulos
N®rB—-M®,B,n®b— i(n)®b es inyectivo.

2. Ejemplos: Si A y B son k-algebras, el morfismo A - A®;, B, a— a®1 es un mor-
fismo plano: Si N — M es un morfismo de A-médulos entonces el morfismo de A ® B-
modulos N®, (A®,B)=N®,B— M®,B=M®4 (A ®;,B) es inyectivo.

Si S c A es un sistema multiplicativo, el morfismo de localizacion A — Ag es plano.

3. Proposicion: La composicién de morfismos planos es plano. Los morfismos planos
por cambio de anillo base son planos.

4. Proposicion: Sean 0y 0’ dos anillos locales de ideales maximales my m' respecti-
vamente. Si i: © — @' es un morfismo plano tal que i~1(m') = m, entonces la aplicacién
inducida i*: SpecO’' — SpecO es epiyectiva.

Demostracion. Si M es un 0-médulo no nulo entonces M ®5 @' es no nulo: Sea m €
M no nulo, entonces (m) ®s @' — M ®5 0’ y basta probar que (m) ®5 @' # 0. Ahora
bien, (m) ~ 0/l y el morfismo O/ ®5 0’ — G/m®s G’ = 0'/mO’ # 0 es epiyectivo, luego
O/l 850" +0.

Dado x € Spec@, i*~1(x) = Spec(0,/p,0, ®5 G') + @ porque O,/p,0, 850’ 0.

5. Teorema del descenso: Sea f: A — B un morfismo de anillos plano, p, < p, dos
ideales primos de A y py, € B un ideal primo tal que f_l(py) = p,. Entonces, existe un
ideal primo p,» < py en B tal que f'l(pyr) =Py

Demostracion. La composcién de morfismos A,» — B,» — B,/ es plana y la antimagen
de p, B, es pyA,. Por la proposicion anterior, la aplicacién SpecB, — SpecA, es
epiyectiva. Luego existe un ideal primo p,s < p, tal que f ‘l(pyr) =Py

O

6. Definicion: Diremos que un subconjunto irreducible Z de un espacio topolégico X
es casi-cerrado si existe una abierto W c X tal que p#WnZ c Z.

7. Proposicion: Si A — B es un morfismo de anillos de tipo finito, entonces el morfis-
mo inducido en espectros SpecB — Spec A transforma casi-cerrados en casi-cerrados.
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Demostracion. Por ser B de tipo finito sobre A, podemos factorizar SpecB — Spec A
como la composicién de una inmersién cerrada SpecB — A" x SpecA y la proyeccion
7 natural A” x SpecA = SpecA. Como el problema es obvio para las inmersiones ce-
rradas, basta probarlo para n. Ahora bien, podemos escribir 7 como composicién de
proyecciones desde rectas afines, asi pues basta comprobar el lema para la proyec-
cién Al x SpecA — SpecA, que denotaremos por f. Para probar que la imagen de un
casi-cerrado Z es un casi-cerrado, podemos suponer que f(Z) = SpecA, sin mds que
considerar la proyeccién Al x f(Z) — f(Z). Tomando reducidos podemos suponer que
A es integro.

En conclusién, podemos suponer que Z = SpecB, f(Z) = f(Z) = SpecA, B = A[x]/p
con A y B integros y A — B inyectivo. Sea U < SpecB un abierto basico no vacio
incluido en Z, con b = Y a;x*. Basta ver que f(Up) contiene un abierto no vacio. Si
p =0, entonces

f(Uyp)=1{z€eSpecA: ze€ f(Uyp)} ={z € SpecA: f_l(z)m Uy # ¢}
={zeSpecA: 0#bek(z)x]l}={z€SpecA: 0+a; ck(z),Vi}= WUy, .

Si p #0, sea a,,x™ +---+a; un elemento no nulo de p. Localizando A y B por aj,
podemos suponer que a), es invertible y el morfismo A — B es finito. Por tanto, b
verifica un polinomio con coeficientes en A, x" +---+a, con a # 0, luego b es invertible
si a lo es; es decir, f~N(U,) € Uy y tendremos que U, = f(f 1 (U,)) < f(Up).

O

8. Induccion noetheriana: Si para demostrar cierto teorema hacemos uso de un
cierto espacio topoldgico noetheriano X # @, y probamos que el teorema se cumple si y
solo si se cumple para un cerrado X1 g X y podemos repetir este argumento con X1y asi

sucesivamente, tendremos por la noetherianidad de X que X, = @, para n > 0, y solo
hay que probar el teorema en este caso (que suele ser trivial). Este modo de proceder se
denomina demostracion por induccion noetheriana sobre X.

9. Teorema: Si A es un anillo noetherianoy A — B un morfismo de tipo finito plano,
entonces el morfismo natural f: SpecB — SpecA es abierto.

Demostracién. Dado que todo abierto basico de SpecB vuelve a ser de tipo finito y
plano sobre A, basta probar que f(SpecB) es un abierto. Mas atn, basta probar que
f(SpecB) contiene un abierto U, porque por induccién noetheriana f(f ~1(U¢)) serd un
abierto de U°¢ :=(SpecA)\U y por tanto f(SpecB) también. Tomando las componentes
irreducibles de SpecA y sus antimagenes por f, podemos reducirnos al caso en que
SpecA es irreducible. Por la proposicion anterior f(SpecB) es unién de un nimero
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finito de casi-cerrados, luego basta ver que es denso en SpecA. Por el teorema del
descenso la imagen de los puntos genéricos de SpecB son el punto genérico de SpecA.
O

3.4. Lema de Normalizacion de Noether

1. Definiciones: Diremos que SpecA es una variedad algebraica (afin) sobre un cuer-
po k, si A es una k-algebra de tipo finito. Los cerrados de las variedades algebraicas
los llamaremos subvariedades algebraicas.

Si A y B son k-algebras de tipo finito y f: A — B es un morfismo de k-algebras,
diremos que el morfismo inducido f*: SpecB — SpecA es un morfismo de variedades
algebraicas.

2. Ejemplo: La variedad algebraica A" := Speck[x1,...,x,] se dice que es el espacio
afin (n-dimensional). Si A es una k-algebra de tipo finito, entonces A = k[x1,...,x, 11y
la variedad algebraica Spec A es isomorfa a la subvariedad algebraica del espacio afin
Specklx1,...,x, /1 =)y < A”.

3. Lema de normalizacion de Noether: Sea A =k[¢q,...,¢,] una k-dlgebra de tipo
finito. Existe un morfismo finito e inyectivo

klxi,...,x,]— A (con r<n).
“Toda variedad algebraica afin se proyecta con fibras finitas en un espacio afin”.

Demostracién. Vamos a hacerlo por induccién sobre n. Para n =0, k= A (y r = 0).
Supongamos que el teorema es cierto hasta n — 1.

Si los {¢;} son algebraicamente independientes entre si, entonces k[¢1,...,¢,] =
klx1,...,x,]. Podemos suponer que existe p(x1,...,x,) € klx1,...,x,], no nulo, tal que
p(&1,...,E,) =0. Si p(&q,...,¢E,-1,%) fuese un polinomio ménico (por un A € & no nulo),
entonces ¢, seria entero sobre k[{q,...,{,-1]. Concluiriamos porque por la hipétesis
de induccién, existe un morfismo finito e inyectivo k[x1,...,x,] — k[¢1,...,&n-1] (con
r<n-1)y la composicién de morfismos finitos

fini fini
BLxtyee o] o RIEL, s 1] o RIEL, e, Ent, En]

es un morfismo finito.

Veamos que mediante un cambio de variables estamos en la situacion anterior.
Consideremos el orden lexicografico en N, es decir, a > f3, si existe i tal que a; =
B1,...,@i-1 = Pi-1y @; > B;. Escribamos p(x1,...,%,) = Aq 2" + X g<q Aﬁxﬁ (con A4 #0).



Variedades algebraicas. Lema de Normalizacion de Noether. 3.4

) ) d dn-
Consideremos el cambio de coordenadas x] = x1 — ", ..., X, | =%,1—%,""", X, = %y,

condi>do>--->d,_1.Seam=dja1+---+d,_1a,_1+ a,. Entonces,

1dq / I1dp-1

_ / Iy _ m / / 1
P(x1,...,x5) =plxy+x, b0, 1 +x, ", x,) = Ag Xy, +Zqi(x1,...,xn_1)xn

i<m

=: q(x'l,...,x;).

Sean ¢! = ¢; ~ &k parai<ny ¢, = &n. Entonces, q(&},...,¢) _1,¢,)=p(1,...,E) =0y
q(&’ ,...,fg_l,x) es un polinomio moénico (por A,. Por tanto, existe un morfismo finito

k[x].’ e ,xr] — k[é‘, R ,fg_lyé‘;] = k[ély .. -,fn—lyén]-
O

4. Observacion: En la demostraciéon hemos probado que si é1,...,¢, no son algebrai-
camente independientes, entonces r <n —1.

3.4.1. Teorema de los ceros de Hilbert

Sea A una k-algebra de tipo finito y p € A un ideal primo. Si A/p es una k-algebra
finita, entonces como es ademas integra, ha de ser un cuerpo, luego p es maximal.
Veamos el reciproco.

5. Forma débil del teorema de los ceros de Hilbert: Sea A una k-dlgebra de tipo
finito. St m c A es un ideal maximal, entonces A/m es una extension finita de k. En
particular, si k es algebraicamente cerrado, entonces k = A/m: “Todo punto cerrado de
una variedad algebraica afin sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es racional”.

Demostracién. Obviamente A/m es una k-algebra de tipo finito sobre k. Por el lema de
normalizacién de Noether, existe un morfismo finito inyectivo

klx1,...,x:] — A/m

Por la proposicion 3.2.26, k[x1,...,x-] ha de tener dimensiéon de Krull cero, luego r =0
y dimz A/m < oo. |

6. Ejemplo: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y

0

p1(x1,...,%5)

0

pr(xl,---axn)
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un sistema de ecuaciones k-algebraicas. Sea A = k[x1,...,x,1/(p1,...,pr). El conjunto
de soluciones del sistema se identifica con Spec;, A = Spec,,,,.A. Por lo tanto el siste-
ma de ecuaciones no tiene soluciones si y solo si Spec,,,, A = @, es decir, A =0, que
equivale a decir que (p1,...,p,) = klx1,...,x,], es decir, 1 € (p1,...,pr).

7. Ejemplo: Consideremos un sistema de ecuaciones k-algebraicas

pi1(x1,...,x,) = 0
= 0
pr(x1,...,x,) = 0

y sea k el cierre algebraico de k. Dadas a = (ay,...,a,),8 = (B1,...,Bn) € k", diremos
que a ~ f si existe T € Aut,_qz k, tal que

(@) == (1(ay),...,7(ay)) = B.

Probemos que la asignacion

{ael%":pl(a):---:pr(a):O}/~ —— Spec,, . klx1,..., 2 V(p1,. ., r)
[a] —— vpg:={pe€klx,...,xn)(p1,...,pr): p(a)=0}

es biyectiva.
El ideal p, es maximal: La imagen del morfismo

A:=klx1,...,x,)(p1,...,pr) = k, p— p(a),

es una k-algebra de tipo finito y algebraica integra, luego es una k-extension finita de
cuerpos. Por tanto, el nicleo, p,, es maximal.

Dado un ideal maximal m c A, K := A/m es una k-extension finita de cuerpos.
Consideremos un morfismo de k-extensiones i: K — k. Para cualquier otro mosfis-
mo j: K — k, existe 7 € Autk_algk tal que j = Toi (porque % es igual al cierre al-
gebraico de K y el cierre algebraico es dnico salvo automorfismos). Se cumple que
a :=(i(X1),...,i(X,)) es una solucién del sistema de ecuaciones. La asignacién inversa
buscada es m— [a].

8. Ejemplo: Sean X =SpecA y Y = SpecB dos variedades algebraicas sobre un cuer-
po algebraicamente cerrado k. Definamos X x; Y := Spec(A ®; B). El conjunto de los
puntos cerrados de X x; Y es igual al producto cartesiano del conjunto de los puntos
cerrados de X y del conjunto de los puntos cerrados de Y:

Spec,, (A ®;, B) = Spec, (A ®;, B) = Spec, A x Spec;, B = Spec,,,,, A x Spec,,,. B.
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9. Proposicion: Si f*: X =SpecB — Y = SpecA es un morfismo de variedades alge-
braicas (afines), entonces la imagen de todo punto cerrado es un punto cerrado.

Demostracion. Si x es un punto cerrado de X e y = f*(x), entonces A/p, — B/m, es
inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/, es una extension finita de &, por
tanto A/p, es una k-dlgebra finita e integra, luego es un cuerpo; es decir, y es un punto
cerrado. O

10. Corolario : Los puntos cerrados de un abierto de una variedad algebraica son
puntos cerrados en la variedad algebraica.

Demostracién. Sea X = SpecA la variedad algebraica. Todo abierto es unién de abier-
tos basicos, luego basta probar el enunciado para un abierto basico U, < X. Ahora bien,
como A es una k-algebra de tipo finito entonces A, = A[%] es una k-algebra de tipo fi-
nito. Luego U, = SpecA, es una variedad algebraica. Se concluye por la proposicion
anterior aplicada a la inclusion U, — X. |

11. Definicion: Diremos que X = SpecA es integro si A es un anillo integro. Diremos
que X = SpecA es reducido si A es un anillo reducido.

12. Nota: De la forma fuerte podemos deducir la débil: Sea k algebraicamente cerrado
y x € SpecA un punto cerrado. Si x no es racional, entonces Spec, A/m, = @, por tanto
1 se anula en todos los puntos racionales de SpecA/m,, luego 1 =0, lo que es absurdo.

13. Forma fuerte del teorema de los ceros de Hilbert: Sea X = SpecA una varie-
dad algebraica. Si f € A se anula en todo punto cerrado de X, entonces es nilpotente.
En particular, si X = SpecA es una variedad algebraica reducida sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado, entonces una funcion es nula si y sélo si se anula en todos los
puntos racionales.

Demostracion. Por el corolario anterior, los puntos cerrados de Uy = X —(f)o, se co-
rresponden con los puntos cerrados de X donde no se anula f. Por tanto, si f se anula
en todo punto cerrado de X, entonces Uy = SpecAr no tiene puntos cerrados, es decir,
Spec,,,. Ar = @,luego Ay =0y f es nilpotente. O

14. De nuevo, concluimos que todo punto cerrado x de una variedad algebraica SpecA
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es racional. En efecto, 1 € A/m, es nulo si es
nulo en todos los puntos racionales de Spec A/m, = {x}, como 1 # 0, en {x} han de existir
puntos racionales, es decir, x ha de ser racional.
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3.4. Lema de Normalizaciéon de Noether. Variedades algebraicas

15. Corolario: Sea SpecA una k-variedad algebraica y consideremos el subespacio
Spec,,,,. A < SpecA. Entonces, las aplicaciones

Conjunto de cerrados de SpecA <— Conjunto de cerrados de Spec,,,, A
C —— CnSpec,,, A
D <—— D

max

son inversas entre si. Dado una variedad algebraica C denotemos por C}, los puntos
racionales de C. Si k es algebraicamente cerrado, las aplicaciones

Conjunto de cerrados de SpecA <— Conjunto de cerrados de Spec, A
C —= C k
D -~—— D
son inversas entre si.

Demostracion. Si Y < X es un subespacio topolégico y D < Y es un cerrado de Y,
entonces D = D NY. Nos falta probar que C = CnSpec,,,,A. Si f € A se anula en
todos los puntos cerrados de C, entonces f se anula en todos los puntos cerrados de
C =(I)y = SpecA/I, luego para cierto n, f* =0, luego f se anula en todos los puntos de
C =SpecA/l y f se anula en todos los puntos de C < SpecA. En conclusién, el ideal de
todas las funciones que se anulan en C nSpec,,,, A coincide con el ideal de todas las
funciones que se anulan en C, luego C = C nSpec,,,, A.

O

16. Observaciones: Estas asignaciones mandan uniones e intersecciones a uniones
e intersecciones, repectivamente.

Sean C,C' c Spec A dos subvariedades algebraicas. C c C’' siy solo si CnSpec,,,, A
C'nSpec,,,, Ay C #C’' siy solo si CnSpec,,,, A#C' nSpec,,,.A. C es irreducible si
y solo si C nSpec,,,, A es irreducible. El ideal de la funciones que se anulan en C
coincide con el ideal de las funciones que se anulan en C N Spec,,,, A.

17. Proposicion: Si f*, g*: X — Y son dos morfismos de variedades algebraicas que
coinciden sobre los puntos cerrados, entonces [* = g*.

Demostraciéon. Si h: X — Y es una aplicacién continua y S < X es un subconjunto,

entonces A(S) = A(S). Dado un cerrado C c X, denotemos C,,4. €l conjunto de los
puntos cerrados de C. Sea x € X, entonces

f*(x):f*(-’z):f*(xmax):g*(xmax):g*(-’z):g*(x)-

Luego, f*(x) = g*(x).
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3.5. Dimension de una variedad algebraica

1. Teorema: La dimension de Krull de klx1,...,x,] es n.

Demostracién. Procedamos por induccion sobre n. El caso n = 1 es obvio.
Sea

Ocpic---Cp,

una cadena de ideales primos de k[x1,...,x,]. Sea p € p1, no nulo e irreducible. Como
klx1,...,x,] es un dominio de factorizaciéon unica, el ideal (p) es un ideal primo. Si
(p) # p1, lo afiadimos a la cadena anterior, con lo que podemos suponer que (p) = p1. Por
el lema de normalizacién de Noether y la observaciéon 3.4.4, existe un morfismo finito
inyectivo k[x1,...,x.] — klx1,...,x,)/(p) =: A, con r < n. Por la hipétesis de induccion,
dim#klxq,...,x-] =r. Como r = dimk[x1,...,x,] 3226 dim A, la longitud de las cadenas de
ideales primos de A es menor o igual que r < n. Haciendo cociente por (p), la cadena
anterior define la cadena de ideales primos en A

O=p1cpec---Chp,

luego m —1 < n — 1. Por tanto, dimk[x1,...,x,] < n. Por otra parte,
0c(x1)c(xq,x02) - c(x1,...,Xp,)

es una cadena de longitud n, luego dimk[x1,...,x,] = n. En conclusion k[x1,...,x,]
tiene dimensién de Krull n. O

2. Teorema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra. La dimension de Krull de A
coincide con el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones.

Demostracién. Por el lema de normalizaciéon de Noether, existe un morfismo finito in-
yectivo k[x1,...,x,] — A, que induce un morfismo finito entre sus cuerpos de fracciones
(pruébese)

k(x1,...,xn) — 2

Luego

dimA *%* dimk[xq,...,xp]=n=grtrk(xq,...,x,) =grtrZ.
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3.5. Dimension de una variedad algebraica. Variedades algebraicas

En general, toda variedad algebraica es union de variedades algebraicas irreduci-
bles y la dimension de la variedad es el maximo de las dimensiones de sus componentes
irreducibles. Observemos que dim A = dim A ,q. Por tanto, la dimensién de una varie-
dad irreducible SpecA coincide con la dimensién de SpecA,eq, que es una variedad
algebraica integra.

3. Proposicion: Sea X una variedad algebraica afin irreducible y U c X un abierto
no vacio. Entonces, dimU = dim X.

Demostracién. SiV <V’ es una inclusién de abiertos, entonces dimV < dimV’. Pode-
mos suponer que X = SpecA es una variedad integra. Sea U, c U un abierto basico, no
vacio. La dimension de U, = SpecA, coincide con la de X = SpecA, porque el cuerpo
de fracciones de A, es igual al de A. Como dimU, < dimU < dimX, todos los < son
igualdades. |

4. Proposicion: Sean X = SpecA, Y = SpecB y X x; Y := Spec(A ®;, B) variedades
algebraicas. Se cumple que

dim(X xzY)=dimX +dimY.

Demostracién. Sean f: klx1,...,x,1— A, g: kly1,...,¥m] — B morfismos finitos inyec-
tivos, entonces

Rlx1,....%n,Y1,--»Yyml = klx1,...,xp1®kly1,...,ym]l — A®B
px) @ q(y) —  f(px))®glq(y))

es un morfismo inyectivo finito y dimX +dimY =n+m =dim(X xY).

5. Proposicion: Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicasy C c X un
cerrado. Se cumple que

dim C = dim f(C).

Demostracion. Podemos suponer que C es irreducible. Denotemos X = SpecB, C =
(p)o = SpecB/p, Y =SpecA y ¢p: A — B el morfismo de k-algebras tal que ¢* = f. En-
tonces, f(C) = f((p)o)) = (¢~ 1(p))o = Spec A/p~1(p). El cuerpo de fracciones de A/p~1(p)
esta incluido en el cuerpo de fracciones de B/p, luego el grado de trascendencia del
primero es menor o igual que el del segundo y dim £(C) < dimC. O
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3.5.1. Teorema del ideal principal de Krull

Probemos que las hipersuperficies de una variedad algebraica son de codimension
1.

6. Teorema del ideal principal de Krull: Sea X = SpecA una variedad algebraica
integra y f € A, no nula ni invertible. Entonces

dim(f)g=dimX —1
Es mds, todas las componentes irreducibles de (f )y son de dimension dimX — 1.

Demostracion. 1. Si X = Speck[xy,...,x,]y descomponemos f = p;-... - ps en producto
de irreducibles, tenemos que (f)y = U(p;)o. Basta probar que dim(p;)9 = n — 1. Ahora
bien, el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones de k[xq,...,x,1/(p;) es n—1,
luego dim(p;)g=n—1.

2. Escribamos ()9 =C1U---UCs como unién de componentes irreducibles. Sea y €
Ci1—-(Cou---uCy) un punto cerrado. Sea U, = SpecA, un abierto basico que contenga
a y disjunto con los C;, para i > 1. Por 3.5.2, dimX = dimU, y dimC{ = dimC1nU,.
Ahora bien, C; nU, coincide con los ceros de f en U,. En conclusion, sustituyendo X
por U,, podemos suponer que (f)o = C1.

3. Por el lema de normalizacién de Noether sabemos que existe un morfismo finito
klx1,...,x,] — A. La inclusién i: k[x1,...,x,][f] — A es un morfismo finito inyectivo.
Ademas, i*_l((f)o) = (f)g, por tanto la dimension de (f)y < Specklx1,...,x,1[f] es la
misma que la de (f)g < SpecA. Por tanto, podemos suponer que A = k[x1,...,x,1[f].

4. Sea p(x1,...,%n,%X,+1) un polinomio irreducible tal que p(x1,...,x,,f) =0. El epi-
morfismo

k[xl)' > 7xn+1]/(p(x1" .. ,xn,xn+1)) - k[xla' . 7xn][f], £n+1 — f

es un isomorfismo, porque k[x1,...,x,+11/(p(x1,...,%n,%X,+1)) €s un anillo de dimensién
n, integro y si hubiese ntucleo la dimensién de k[x1,...,x,1[f] seria menor que n.
En conclusion A = k[x1,...,x,+1)/(p(x1,...,%X0,%n+1)) ¥ f = Xn+1. Por tanto,

dim(f)g =dimA/(f) =dimklx1,...,x,+1/(p(x1,..., %5, Xn+1), Xn+1)
= dimElxy, ..., 6, V(p(xy,...,%0,0) Zn—1.
O
7. Definicion: Una cadena de cerrados irreducibles (resp. con extremos prefijados)

diremos que es maximal si no esta incluida en ninguna otra mayor (resp. con los mis-
mos extremos).
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3.5. Dimension de una variedad algebraica. Variedades algebraicas

8. Corolario: Todas las cadenas maximales de cerrados irreducibles de una variedad
algebraica irreducible tienen la misma longitud, que es la dimension de Krull de la
variedad.

Demostracién. Sea X = SpecA la variedad algebraica irreducible. Podemos suponer
que la variedad algebraica es integra ya que SpecA = SpecA,.q. Demostraremos el
corolario por induccion sobre la dimension de Krull.

Sea X o X; o -+ 2 X, una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f € A
una funcién no nula que se anule en X;. Si (f)g =Y1U---UY, es la descomposicion
de (f)o en cerrados irreducibles, X; es una de las componentes de la descomposicion.
Por el teorema anterior dimX; = dimX — 1, luego por inducciéon sobre la dimension
m-1=dimX; =dimX -1, y por tanto m = dim X. O

9. Definicidon: Se dice que una variedad algebraica es catenaria si todas las cadenas
maximales de cerrados irreducibles con extremos cualesquiera prefijados tienen la
misma longitud.

10. Corolario: Las variedades algebraicas son catenarias.

Demostracion. SeanY oY’ cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Toda
cadena maximal de extremos Y e Y’ induce, adjuntando una cadena maximal de Y,
una cadena maximal de Y, luego tiene longitud dimY —dimY"”’, por el corolario anterior.

O

11. Proposicion: Si X = SpecA es una variedad algebraica irreducible y x € X un
punto cerrado, entonces dimX = dimA,.

Demostracién. La dimension de Krull de A, coincide con la longitud de las cadenas
maximales de cerrados irreducibles de X que pasan por x. Ahora bien, todas las cade-
nas maximales de cerrados irreducibles tienen longitud dim X.

O

12. Proposicion: Sea X = SpecA una variedad algebraica irreducible de dimension
neY c X una subvariedad algebraica irreducible de dimension m. El niimero mini-
mo r para el cual existen r funciones f1,...fr € A tales que una de las componentes
irreducibles de (f1,...,fr)o sea Y es r = n —m (puede imponerse ademds que todas las
componentes sean de dimensién m).
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Demostracion. Es facil probar, aplicando recurrentemente el teorema del ideal princi-
pal de Krull, que todas las componentes irreducibles de (f71,..., f;)o tienen dimension
mayor o igual que n —r. Por tanto, tenemos que probar sélo la existencia de tales fun-
ciones parar=n-—m.

Sea f1 € A que se anule en todo Y y no en todo X. Escribamos (f1)9 = U;C;, donde
C; son cerrados irreducibles de dimensién n — 1. Si m = n — 1, entonces unas de los C;
ha de coincidir con Y y hemos terminado. Existe una funcion f2 € A que se anula en
todo Y y no se anula en todo C;, para todoi:: C; £ Y L: C;, luego existe g; que se

JFL

anula en Y y en todos los C; para j # i, y no se anula en todo C;, entonces fo =3}, g;.
Tenemos que (f1,f2)o es union de cerrados irreducibles de dimension n —2 y (f1, f2)o
contiene a Y. Siguiendo de este modo obtenemos las funciones fi,..., f requeridas.

O

13. Corolario: Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensién ny x € X un
punto cerrado. El nimero minimo de funciones f1,...,f» tales que (f1,...,fr)oNU = {x},
en algtn entorno abierto U de x, es r = n.

14. Corolario: Sea X una variedad algebraica irreducible, f: X — Y un morfismo
entre variedades algebraicas. Si y € f(X) es un punto cerrado, entonces

dim £~ (y) = dim X — dim /(X)

Demostracién. Podemos suponer que f(X)=Y y que X e Y son variedades algebraicas
integras.. Tomando en vez de Y un abierto basico que contenga a y, podemos suponer
que existen g1,...,8, funciones de Y tales que (g1,...,81)0 ={y} yn =dimY . Entonces,
F Xy =(g1of,...,gnof)? y por el teorema del ideal principal de Krull dim f~1(y) =
dimX —-n=dimX —dimY. O

3.6. Variedades algebraicas de dimension cero

1. Sea X = SpecA una variedad algebraica de dimension cero. Por el lema de norma-
lizacion de Noether y la proposicion 3.2.26, existe un morfismo finito 2 — A. Por lo
tanto, dimy A < co. Tenemos que SpecA = {x1,...,x,}, donde los x; son puntos cerra-
dos. El morfismo A — Ay, x---x Ay , a— (%,...,9) es un isomorfismo porque lo es al
localizar en todo punto. Por lo tanto,

dimkA = Z dimk Ax.
xeX

2Con rigor: si ¢: A — B es el morfismo de k-dlgebras tal que f = ¢*, entonces fl(y) =
¢ (g1, -,80)0) = (P(g1), .-, P(gn))o-
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3.6. Variedades algebraicas de dimensién cero. Variedades algebraicas

Diremos que el nimero de puntos de X, contando grados y multiplicidades, que deno-
taremos X* es
X*:=dim, A.

Numero que no varia por cambio de cuerpo base.

2. Dado un punto cerrado x € X, se llama grado de x a dimy A/m, y lo denotaremos
. dim, A, 3 R IR
gr;, x. Diremos que Tmg An, €S la multiplicidad con la que aparece x en X y lo deno-

taremos m,(X). En conclusién,

X*=dimp A=) dimpA,= ) gr,x -mu(X).
xeX xeX

3. Ejemplo: X = SpecR[x]/(x%(x—1)(x®+1)?) = {my, := (&), My, == (x—1),m,,, := &2 +1)}
tiene tres puntos. Denotemos A = R[x]/(x?(x — 1)(x2 + 1)?). Observemos que dimg A =7
y

dimpA,, = dimqu(lR[x]/(xz))Z0 = dimg(R[x)/(x2)) =2 y dimg A/my, = dimg R[x]/(x) = 1.
dimp A, = dimp(R[x]/(x - 1)) =1y dimg A/m,, = dimgR[x]/(x —1) = 1.
dimgA.,, = dimgRlx)/((x% + 1)) =4 y dimgp A/m,,, = dimgR[x]/(x? + 1) = 2.

2+

yX*=7=1-2+1-1+2-2.

4. Definicién: Sea C = SpecA una curva algebraica (es decir, unién de variedades al-
gebraicas de dimension 1). Se dice que un punto cerrado c € C es un punto no singular
si dim gy, me/m2 = 1.

5. Proposicion: Sea C = SpecA una curva algebraica. Un punto cerrado c € C es no
singular si y solo si A. es un dominio de ideales principales.

Demostracion. =) Por el lema de Nakayama m:A. = (f) es un ideal principal. Por
tanto, para todo ge A., g = f" - h, para cierto n, con A invertible. Asi pues, si] c A. es
un ideal y n € N es minimo tal que f" € I, tenemos que I = (f"). Ademas, f" # 0 para
todo n, porque si no dimA, =dimA./radA.=A./m;A.=0.
<) Como m.A. =(f), entonces mc/mf = chc/mgAc =(f) y es de dimensién 1.
O

3Si K es una k-extensioén de cuerpos y E un K espacio vectorial de dimensién n, entonces dimy, E =
dim(K @ " @ K) = dimp K - n = dim; K - dimg E. Sea n tal que myA, = 0. Consideremos la cadena de
inclusiones

0=mfA,c m;“le c-cmAr Ay
n-1 . . n-1 . .

Entonces, dim; A, = Y. dimy m;ch/m;”Ax =dimy A/my- Y. dimgsn, 1n§CAx/m;C+1Ax, luego dimy A/m, di-

i=0 i=0
vide a dimy A,.
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Sea C = (p(x,¥))o < A% una curva plana. Escribamos p(x,y) = pp(x,¥) + -+ pr(x, y)
como suma de polinomios homogéneos y supongamos n > 0.. Entonces, or =(0,0) e C =
Specklx,yl/(p(x,y)) es no singular si y solo si n =1, porque n > 1 siy solo si X y ¥ son
linealmente independientes en m,,/m>2,.

Dado otro punto racional ¢ = (a, f) € C, por cambio de coordenadas podemos supo-
ner que c =(0,0).

6. Proposicion: Sea n: SpecB — SpecA un morfismo finito epiyectivo y supongamos
que SpecB es integra y que A, es un dominio de ideales principales, para todo z €
Spec,,,,. A. El niimero de puntos (contando grados y multiplicidades) de las fibras de n
es constante.

Demostraciéon. Dado z € Spec A, denotaremos “el cuerpo residual de z” k(z) := A,/p,A,.
Nos piden que probemos que el nimero de puntos de 77 1(z) = SpecB,/p,B, es constan-
te, es decir, dimg,)B,/p,B, no depende de z.

Sea z € Spec,,,,A. Como A, es d.i.p., entonces B, = A?’ & T, donde T es un A,-
modulo finito generado de torsién. Como B, es integro, T'= 0. Localizando en el punto
genérico g € SpecA, Bg = Ag y el numero de puntos de 77X(g) =n. B/m,B=k(z)" y el
nimero de puntos de 77 1(z) (contando grados y multiplicidades) es n. |

7. Ejemplo: Sea p(x,y) = ppr(x)y" + pp-1(x)y* 1 +---+ po(x), donde p,(x)# 0. E1 mor-
fismo de anillos C[x] — Clx, yl/(p(x,y)), q(x) — g(x) es finito si y solo si grp,(x) = 0: Si
grp,(x) =0, entonces el morfismo es finito. Si gr(p,(x) #0 y a es una raiz de p,(x) y
mg = (x — @), entonces el nimero de puntos (contando multiplicidades) de i*~1(a) es
igual a dim¢c C[yl/(p(a,y)) <n y si @ no es raiz de p,(x) el nimero de puntos (contando
multiplicidades) de i* X(a) es igual a dimc C[yl/(p(a,y)) = n. Luego, el morfismo no
puede ser finito.

3.6.1. Interseccion de curvas planas

Sean p,q,q' € k[x,y] y supongamos que C = (p)y no tiene componentes comunes
conD =(q)oy D' =(q')o; y seaDuD’ =(qq')y. Entonces,

(Cn[DuD) = nD)Y+(CnD)

Es decir, dimy, k[x, y1/(p,qq’) = dimy, k[x, y1/(p, q) + dimy, k[x, y1/(p,q’). En efecto, si E' c
E es una inclusién de espacios vectoriales, sabemos que dimj E/E’ es igual a la longi-
tud de las cadenas de subespacios vectoriales de E/E’ irrefinables, que coincide con la

UEX

103



UEX

104

3.6. Variedades algebraicas de dimension cero. Variedades algebraicas

longitud de las cadenas de subespacios vectoriales de E irrefinables cuyo primer esla-
bon es E’ y cuyo udltimo eslabén es E. De la composicién de los morfismos inyectivos

Elx, y)(p) < klx, yi(p) & Elx, yV(p)

se deduce que dimy, k[x, y1/(p,qq’) = dimy, k[x, y1/(p,q) + dimy, k[x, y1/(p,q’).

Sean X = SpecA/I e Y = SpecA/J dos subvariedades de Z = SpecAyze X NnY
es un punto cerrado aislado de X NY. Diremos que m (X NY) = dimy(A/I +J),/grz
es la multiplicidad de interseccion en z de X e Y. Podemos probar igualmente que
m,(CN[DuUD'])=m,(CNnD)+m,(CnD’).

Escribamos p(x,y) = pp(x,y)+:--+pn+r(x,y) como suma de polinomios homogéneos.
Consideremos la descomposicién*

Pn(x,y)=x"(pr(1,y/x)) = x"(Ay/x —a)"* - (ylx — as)™) = Ax"0(y — a12)* -+ - (y — asx)™,

con ng+---ng = n. Se dice que las rectas (y —a;x)g (y (x)o si ng # 0) son las rectas
tangentes a C = (p(x,y))o en or =(0,0).

Si “la recta (x)g corta transversalmente a C en el or”, es decir, x no divide a p,(x,y)
y pn(0,y) = Ay™, con A # 0, entonces,

mor(C N(x)o) = dimy (klx, y1/(p(x,y),%))or = dimg (R[y1/(p(0,y) + -+ ppsr(0, ¥)))or
=dimy, k[y)/(y") = n.

Si “la recta (x)o es tangente a C en or”, es decir, x divide a p,(x,y) y pn(0,y) =0,
entonces m,(C N(x)g) > n.

Morfismo de explosién: Consideremos las superficies
S =(y—x2z) y P =(2)y del espacio afin A3(C) y el mor-
fismo n: S — P, (a,B,y) — (a,B,0), que es el morfismo
inducido por el morfismo de C-algebras

N Clx,yl=Clx,y,2/(z2) —— Clx,y,z]/(y —xz) = Clx, y/x]
-~ X X — X
y==y —

&
&

RIR

ST
Rle &

Se dice que 7: S — P es el morfismo de explosion en or
y que F := 171 (or) = (%, 7)o = (x)o es la fibra excepcional
de 7 (ver también el problema 8 del capitulo 4). EIl mor-

4Suponemos por simplicidad que % es algebraicamente cerrado.
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fismo U, LA U, es un homeomorfismo. Ademas, n~1((y — Ax)g —{or}) = (y/x — 1)y que
corta a la fibra excepcional F' en el punto (0, 1), tenemos una correspondencia biunivoca
del conjunto de las rectas que pasan por or (distintas de (x)g) con el conjunto de puntos
racionales de F'.

Dado p(x,y) € Clx,y], p(x,y) =x" - p(x, y/x), con p(x,y/x) € Clx,y/x] no divisible por
x. Sea C := (p(x, y))o, diremos que C := (p(x, y/x))o es la explosién de C en or. Conside-
remos el morfismo de C-algebras Clx, ylI/(p(x,y)) — Clx, y/x1/(p(x, y/x)), q(x,y) — q(x,y)
y el diagrama conmutativo

C= SpecClx, y/x1/(p(x, y/x)) _fe, SpecClx, yl/(p(x,y))=C

S = SpecClx, y/x] T SpecClx,y]=P

donde 7¢ = 7). Como

(x) ) (x7 )+"’+ (x, ) y ~ y
PV PnB T TP Y pu(L, D) % et (L, D)+ 4 paar (1, D) = B, D)
X X X X x X
entonces

nél(or) = SpecClx, y/x1/(x,y, p(x, %)) = SpecCly/x1/(p,(1,y/x))
={my, =@, y/x—a1),...,my, =(x,y/x— as)}

Es decir, nél(or) = FnC se corresponde biyectivamente con las tangentes a C en or
(distintas de (x)g).

Supongamos que (x)y es transversal a C en or. Entonces, x no divide a p(x,y) y
el morfismo de C-algebras Clx, yl/(p(x,y)) — Clx, y/x)/(p(x,y/x)) es inyectivo. Sea A =
(Clx, yV(p(x, ¥)or, luego (Clx, y/x1/(p(x, y/x))or = Aly/x]. E1 morfismo de anillos inyecti-
vo A — Aly/x] es finito y dim¢c A[y/x)/A < oo: Escribamos p,(x,y) = i a;x"'y' (donde

1=0
a,#0).Parar+r'>n,

! _ ! .
y'x" _{ (%)”y’ "x" sir=n.

! .
X" (%)’x”r M osir<n.

Por tanto, f(x, y/x) = 252 = (a,+bo) )" +b1(2)* 1+ -+b,, con b; € A y by € (%, 7). Lue-
g0, a, +bo € A es invertible y A[y/x] es un A-médulo generado por {1, y/x,...,(y/x)" " 1}.
Ademas, x" - A[y/x] < A, por lo tanto, A[y/x]/A es un A/(x"*)-médulo finito, y como
dim¢ A/(x™) < oo entonces dim¢ A[y/x]/A < co.

Calculo de la multiplicidad de intersecciéon de dos curvas planas en un
punto via explosiones: Sea F la fibra excepcional del morfismo de explosion. Sean
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P, y) = pn(x,y)+ -+ ppr(x,5),q(x,¥) = (%, )+ +qms(x, ) € Clx, y1, C = (p(x, y)o,
D =(q(x,y)) y C, D las explosiones de C y D en or. Suponemos que C y D no tienen
componentes comunes y que (x)g es transversal a C en or € CnD. Probemos que

mo(CND)=nm+ Y myCnD)
teFnCnD

Probemos primero que dimc A/(q) = dim¢c Al[y/x)/(q): Del diagrama conmutativo

A—— Aly/x]
q- q-
A—— Aly/x]

se deduce que dimc A[y/x)/A +dimc Aly/x1/(q) = dim¢c A/(q) + dimc Aly/x)/A, y se con-
cluye. Entonces,

5
mor(CND)=dimc A/q) =dimc Aly/x1/(q) = dimc Al y/x)/(x™ §)

6
=m-dimc Aly/x)/(x) + dim¢c Aly/x1/(§) = mn + dim¢c Aly/x1/(§)

7 ~ ~
=nm+ Z m{(CnD).
teFnCnD

Para calcular m,.(CND) debemos calcular los nimeros m(CnD). Para ello repitamos
el proceso reiteradamente.

Si C y D no tienen tangentes comunes en or, es decir, son transversales en or,
entonces m,-(C ND) = nm. En particular, la multiplicidad de interseccién de C con
cualquier recta que que corte transversalmente a C en or es n. Se dice que n es la
multiplicidad de C en or y n =1 si y solo si or € C es no singular.

La multiplicidad de interseccién de C con cualquier otra curva plana D = (g(x,y))o
en or, tal que or es un punto no singular de D y tal que las curvas se corten trans-
versalmente en or, es igual a la multiplicidad de C en or. Se cumple que Aly/x] =
Alx/q,y/ql, es decir, el anillo de la curva explotada no depende del “parametro trans-
versal x escogido™

8Recordemos que g(x,y) = 2™ - §(x, y/x).

“dime Aly/x1/(x) = dimc Cla, y/x1(p(x, y/x),x) = dime Cly/x1/(p, (1, y/x)) = n.

8Spec Aly/x1/(§) = SpecClx, y/xlor NCND =FnCnD.

9E1 morfismo A — A4 esinyectivo y x/q,y/q = y/x-x/q € Aly/x] porque q/x = §(x, y/x) es invertible en
Aly/x]. luego Alx/q,y/q]l < Aly/x]. Como x/q es invertible en A[y/x], entonces es invertible en A[x/q, y/q],
luego y/x = y/q-q/x € Alx/q,y/ql y Aly/x]c Alx/q,y/q].
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3.7. Desingularizacion de curvas por explosiones

1. Teorema: Sea G un anillo integro local noetheriano de dimension de Krull 1. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. O es dominio de ideales principales.

2. O es normal.

Demostracién. 1. = 2. 0 es un dominio de ideales principales, luego dominio de facto-
rizacion unica y es normal.

2. => 1. Sea f un elemento no nulo del ideal maximal m de @. G/f0 es un anillo
local de dimension cero. Por tanto, el ideal maximal m < @ en O/f© es nilpotente. Es
decir, existe un n € N de modo que m”™ < f0. Sea n € N minimo verificando m” € f0.
Sea g € m*~! de modo que g ¢ f@. Basta probar que m = g -0, pues tendriamos que
m es un 0-médulo principal y & un dominio de ideales principales. Se verifica que

%-m c %-m” c0.Si %m # 0, tendremos que %m < m. Por tanto, %- es un endomorfismo

de m, que ha de satisfacer el correspondiente polinomio caracteristico. Luego % es

entero sobre O, asi pues ‘% € 0. Contradiccién porque g ¢ fO.
O

Sea A una k-algebra de tipo finito integra de dimensién de Krull 1, Z=A, 0 y A
el cierre entero de A en .

2. Proposicién: La inclusion A — A es un morfismo de anillos finito.

Demostracion. Consideremos un morfismo finito k[x] — A, luego A es un k[x]-médulo
libre de rango n. Localizando por k[x] — {0}, obtenemos una extension finita de cuerpos
k(x) — Z de grado n. Consideremos el morfismo traza tr: ¥ — k(x), donde tr(b) es la
traza del k(x)-endomorfismo lineal hy: X — X, hp(c) = be y la métrica simétrica de
la traza To: X x X — k(x), To(b,b’) = tr(bd’). Sea {a1,...,a,} una base del k[x]-médulo
libre A. Se define Aaspy) := det((T2(a;,a;)) € klxl. Si {a},...,a,} es otra base de A,
entonces el determinante de la matriz de cambio de base es un invertible de k[x],
luego pertenece a k£ (y es no nulo). Por tanto, det((T2(a;,a;))) = A2-det((T2(a'i,a;.))).
Luego, A/« no depende de la base escogida (salvo multiplicacién de cuadrados no
nulos de k). Si B es una A-subalgebra de X~ y A — B es un morfismo finito. Entonces,
B es un k[x]-médulo libre de rango n (porque al localizar por k[x]— {0}, obtenemos la
k(x)-extension de grado n, X). Existen k[x]-bases en A y B donde la inyecciéon A — B
diagonaliza. Es decir, bases {a1,...,a,} de A y {b1,...,b,} de B, tales que a; = p;(x)-b;.
Entonces, AA/k[x] = AB/k[x] -Hipi(x)2 y (AA/k[x]) = (AB/k[x]) si y solosiA=B.SiA— A1 C
---cA,, c--- es una cadena de morfismos finitos (de A-subalgebras de X), entonces

(Aasklx) € (Daypg) < < (DA ki) <
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3.7. Desingularizacion de curvas por explosiones. Variedades algebraicas

que por noetherianidad ha de estabilizar. Por tanto, el morfismo entero A — A ha de
ser finito.
O

El cociente A/A es un A-médulo finito generado, que es nulo al localizar en el
punto genérico, luego su ideal I < A anulador es distinto de cero. Como la dimensién
de Krull de A/I es cero, dim, A/I < oo, luego dim;, A/A < co y de nuevo podemos probar
que dimy A/(q) = dim A/(q), para todo g € A no nulo.

3. Proposicion: {Puntos singulares de SpecA} =) ={x1,...,%,}.

Demostracién. xe(I)y <= I, #+A, <= (A/A),#+0 <= A, noesnormal <= A, no
es d.i.p. <= «x es singular.
O

Sea 7: SpecA — SpecA el morfismo finito epiyectivo inducido por el morfismo de
anillos A — A. Sea X = {Puntos singulares de SpecA}y Y =n"1(X), entonces

n: SpecA-Y — SpecA-X

es un homemorfismo porque para todo abierto basico U, < SpecA — X, el morfismo
A, — A, es un isomorfismo. Sea S = {a € A: a(x) # 0, Vx € X}, denotemos G = Ag y
0 = Ag, luego Spec,,,,0 = X y Spec,,,,0 =Y. Dado y€e Y, mx-@_’y = m;y -@y, donde
ny,=0siysolosiy¢ n~(x). Por tanto,

< 3
<

me-0= [] m

yer1(x)

Dado f €0 e y €Y, diremos que vy(f)=mysife m;ny vfé¢ m;nyH. Para todo f € my,
vy(f)=n,, para todo y € Y. El morfismo

ny+1

= = n
My -0 — My - O/my -y, =m,”/m,

es epiyectivo. Por tanto, para cada y € Y existe g, € m, tal que v,(g,) = n,. Es mas,
existe g € m, tal que v,(g) = n,, para todo y € Y (suponemos que % tiene infinitos

elementos)'?. Por lo tanto, m, -@ = (g). Observemos que
dimy, 0/(g) = dimj, 0/(g) = dim, 6/m, 0 = Y n,-gryy
yer1(x)
0Escribamos myé_’y = (fy), entonces m'yly/m;,lerl = (f;y) y escribamos gy = pyy -fyn,y' (yy € @/my/).

Existen A, € &, tales que Y., Ay, # 0 para todo y' €Y.
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Numero que se dice que es la multiplicidad de SpecA en x. Escribamos m, = (¢q,...,¢;,),
entonces O := @’[%,..., “1c @ yO < 01, porque i, - 01 = (g) es principal. Observemos

ademas que O, = (01),, para todo x’ # x. Se dice que 0 es el anillo de la explosién de

SpecA, en gérmenes en x. Por noetherianidad por sucesivas explosiones obtendremos
0.

3.8. Variedades algebraicas lisas

En esta seccion queremos mostrar que el concepto de diferencial en un punto y mas
en general el concepto de diferencial de una funcién son conceptos algebraicos. Dada
una variedad algebraica X = SpecA, se cumple que el médulo dual del A-médulo ge-
nerado por todas las diferenciales de las funciones de X es el médulo de derivaciones,
luego derivar es también un concepto algebraico (dicho de otro modo, es una aplica-
cion lineal que cumple la regla de Leibnitz). En Geometria Algebraica las variedades
lisas se corresponden con las variedades diferenciables (algebraicas), y son aquellas
variedades cuyo moédulo de diferenciales es libre (de rango la dimension de la varie-
dad). Desarrollaremos el calculo diferencial en las variedades algebraicas y daremos
criterios diferenciales que caracterizan a las variedades lisas.

3.8.1. Moédulo de las diferenciales de Kihler y médulo de deri-
vaciones

Justifiquemos o introduzcamos la definicion de la diferencial de Kédhler, a partir de
la definicién conocida de la diferencial en Analisis o Geometria Diferencial.

Como es bien conocido, el incremento en un punto a € R, de una funcién real f, se
define A, f := f — f(a). Esta definicion es ampliable a las funciones algebraicas sobre
la recta afin, es decir, para k[x]: Dado p(x) € k[x] y a € k (equivalentemente, el punto
a € Specy, k[x]) se define el incremento de p(x) en @ como A,p(x) := p(x)— p(a). Més en
general, dada una k-algebra A y a € Spec;, A, se define el incremento de una funcién
f €A enel punto a como Ay f :=f — f(a) (donde f(a):=f € A/my = k).

La diferencial de una funcién real infinitamente diferenciable f, en un punto a € R,
se define como d,f = f — f(a) méd (x — a)?. Es decir, si m, es el ideal de las funciones
diferenciables que se anulan en a, entonces

dof :=Naf = f - f(@) € mg/m,

En general, dada una k-algebra A y un punto racional a € Spec, A, se define la di-
ferencial de la funcién f € A en el punto a como dof := Ayf = f — f(a) € mg/m2. El
k-espacio vectorial m,/m2, se le denomina espacio cotangente en a de SpecA.
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El siguiente paso es abstraernos del punto concreto a € R. El incremento de una
funcién diferenciable f(x), en un punto X, cualquiera, lo podemos definir como Af(x) :=
f(x)— f(x) (con precision, Af(x) es la funciéon definida en R x R, cuyo valor en cada
punto (x,%) es f(x)— f(x)). Obviamente, Af(x) se anula sobre la diagonal de R xR y su
restriccion a R x a es A, f. Ademas, si A es el ideal de las funciones diferenciales de
R x R que se anulan en la diagonal, entonces la restriccién de A a R x @ es m,. Puede
demostrarse que la definicion de diferencial de una funcion, en Geometria Diferencial
o Anélisis, es df := Af = f(x)— f (%) € A/AZ. Se dice que A/A? es el €°(R)-médulo de
las diferenciales de las funciones diferenciales de R.

Consideremos el anillo k[x] de las funciones algebraicas de la recta afin Al y el
anillo k[x] ®; k[x] de funciones algebraicas de A; x; A; = Ag. Los morfismos

klx] klx,x], p(x) — p(x), p(x) — p(x)

son obviamente los morfismos k[x] klx]®p klx], p(x) — p(x)®1y p(x) — 1® p(x),
que inducen por tomas de espectros las dos proyecciones naturales de A; x; A1 en
A1. La inmersion diagonal A; — A1 x; A1, a — (a,a) es el morfismo inducido por el

morfismo de anillos k[x]®} k[x] A klx], p(x)®g(x) — p(x)-g(x). El ideal de las funciones
algebraicas que se anulan en la diagonal es Ker ¢.

Mas en general, sea k un anillo y A una k-algebra. Si definimos Spec A x;, SpecA :=
Spec(A ® A), los morfismos A - A®,A,a—a®1ya— 1®a, pueden interpretar-
se como los morfismos que asignan a cada funcién f(x) de SpecA, las funciones de
SpecA x; SpecA f(x)y f(%). Diremos que el morfismo Spec A — SpecA x SpecA, indu-
cido por el epimorfismo de anillos

A®pLA—A, a®b—a-b

es la inmersién “diagonal” de SpecA en SpecA x SpecA.

1. Definicion: Sea £ — A un morfismo de anillos. El nicleo del morfismo
A®,bA—A, a®b—a-b

se denomina ideal de la diagonal y lo denotaremos por A. Dada f € A, llamaremos
incremento de f en un punto cualquieraa f®1—-1Q f € A.

Observemos que A es un A ®; A-médulo, luego es un A = A ® 1-médulo.
2. Proposicion: A es un A-maédulo generado por los incrementos de funciones.

Demostracién. Si Y a; ®b; € A, entonces Y a;b; =0, luego
i i

Zai®bi:Zai®bi_Zaibi®1:Z_ai®1’(bi®1_1®bi)-
i i i i
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3. Definicién: A/A? se denomina médulo de las diferenciales de Kihler de A sobre &
y se le denota por Q4. El morfismo

d:A—Quan

a—a®l-1®a

se denomina diferencial, y sus imagenes da € Q4/; se denominan diferenciales exactas.

Qa/p es un A ®;, A-médulo anulado por A. Por tanto, es un A = (A ®3, A/A)-médulo y
sus estructuras de A ® 1-médulo y 1 ® A-médulo coinciden. Por la proposiciéon anterior,
Qu/ es un A-médulo generado por las diferenciales exactas.

Ay A®,A son A®1l-médulos 6 1 ® A-médulos. La sucesion exacta de A-médulos

0—-A—-A®,A—-A—-0

escinde, pues A - A®,A,a—a®1(6A—A®,A,a— 1®a) es una seccion del epi-
morfismo A®, A — A.

4. Proposicion: Sea m, un ideal de A tal que A/my = k. Se cumple que
A ®A A/ma = mar.

Es decir, “la restriccion a SpecA x a del ideal de las funciones que se anulan en la
diagonal es el ideal de las funciones que se anulan en a”

Demostracién. Dado que la sucesion exacta
0-A—-A®,A—-A—0
escinde, si tensamos por ® 4 A/m, obtenemos la sucesioén exacta
0—-A®pg A/my—>A—-A/my—0

y se concluye que A®4 A/m, =my,. O

5. Corolario: Sea m, un ideal de A tal que A/mgy = k. Entonces

QA/k gA/ma = ma/mi
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Demostracion. Es inmediato de la definicién del médulo de las diferenciales de Kihler
y de la proposicién anterior. O

6. Observacion: Sim, es unideal de A tal que A/m, =k, entonces la composicion de
la diferencial d: A — Q4 con el paso al cociente Qu/, — Qasp %A/ma = ma/m%r, define

un morfismo
. 2
do: A —mg/my,

que se denomina diferencial en a, y que vale d,(f) = f — f(a), donde f(a) es la clase
de f en A/my = k.

7. Proposicion: Si k — k' es un morfismo de anillos, entonces que
Qan k' =Qagr
k k
Demostraciéon. Denotemos Ay el ideal de la diagonal definido a partir de A. Denote-
mos Ay =A®Lk'.
Si tensamos la sucesion exacta
0—-Ay—>A®,A—-A—0
por ®k’, obtenemos la sucesién exacta
0—As®p k' —>Ak/ ®k’Ak’ —>Ak/ -0
Luego, Ay 8z k' = Ay,,. Por tanto, Quj ®4 k' = (Aa/A2) @ k' = (Mg @1 k(A% 84 k') =

2 _
AAk’/AAk/ - QAk//k"
O

Derivaciones

8. Definicion: Sea A una k-algebra y M un A-médulo. Diremos que una aplicacion
D: A — M es una k-derivacion si verifica las siguientes condiciones:

1. D es un morfismo de k-médulos.

2. D(ab)=bD(a)+aD(b) para todo a,b € A.
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Observemos que D(1) =D(1-1) = 1D(1)+ 1D(1) = 2D(1), luego D(1) = 0. Ademas,
dado A€k, D(1)=AD(1) =0.
El conjunto de todas las k-derivaciones de A en M se denota por Dery(A,M). Si
definimos
(D+D)a):=D(a)+D'(a) y (aD)b):=a-Db

tenemos que el conjunto de todas las k-derivaciones de A en M tiene estructura de
A-modulo.

9. Proposicion: La diferencial d: A — Qay, es una k-derivacion.

Demostracién. Si denotamos da =a®1—1®a, es una comprobacion inmediata que
5(ab)=(a®1)-6b+(6a)-(1®b). Haciendo médulo A2 obtenemos d(ab) =adb+bda. O

10. Corolario: Si m, es un ideal tal que A/m, =k, entonces do: A — ma/m%r es una
k-derivacion.

Demostracion. Inmediato. O

11. Proposicion: Sea m un ideal de A tal que A/m = k. Sea M un k-mddulo, luego
A-médulo a través del cociente A — A/m = k. Se cumple que

Dery,(A, M) = Homy (m/m?, M).

En particular,
Dery(A, k) = Homk(m/mz,k)N: (m/m?2)*
ot

Demostracion. Dada una k-derivaciéon D: A — M, define por restriccién un morfismo
Dy m— M, que se anula sobre m2, pues D(m?) € mD(m) = 0 porque M esta anulado
por m. Por tanto, define un morfismo D|m: m/m2 - M. Reciprocamente, cada morfis-
mo de espacios vectoriales w: m/m? — M, define, componiendo con A — m/m?, una
k-derivacion A — M. Dejamos al lector que compruebe que estas asignaciones son in-
versas entre si.

O

12. Teorema: Tenemos el isomorfismo candénico

HOInA(QA/k,M) = Derk(A,M), w—wod.
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Demostracién. Por la proposicion anterior, para todo A-médulo M se cumple que
Dera(A ®, A, M) =Homu(A/A%, M).

Por tanto, basta probar que para todo morfismo de anillos & — &’ y todo A ®;, £’-médulo
M, se tiene un isomorfismo

Derk(A,M) = Derk/(A Qp k,,M)

Dada una k-derivaciéon D: A — M, tenemos la k’-derivacién D': A ®, k' — M, definida
por D'(a®A) = (1®1)-D(a). Reciprocamente, toda &’-derivaciéon D': A®p k' — M, define,
componiendo con A — A ®; k', una k-derivacién de A en M. Una asignacién es la
inversa de la otra. O

13. Proposicion: Sea S un sistema multiplicativamente cerrado de A. Se verifica

da 1
(Qar)s = Qag/r, = 7 da

Demostracion. Empecemos probando que si M es un Ag-médulo entonces Dery(A,M) =
Der;(Ags,M). Basta ver para ello, que toda derivacion D € Der(A, M) extiende de mo-
do tnico a una derivacién de Ag. La tnica derivacién D’ que puede coincidir con D en
A es:

D'(a/s) :=(sDa - aDs)/s2.

Ahora ya, tenemos

Hom ((Qag/k, M) = Derp(Ag, M) = Der(A,M) = Homu (Qa/,, M)
=Homa (((Qa/z)s, M).

Luego (Qa/z)s = Qag/k.

Dejamos al lector que demuestre con el mismo método

14. Proposicion: Que,Byr =(Qan ®rB)®(A®,Qpr), dla®b)—da®b+a®db.

15. Proposicién: Q(AxB)/k =Qua o Qp/z, d((a, b)) = (da,db).

Para terminar estudiemos las sucesiones exactas de diferenciales. Comencemos
para ello con las sucesiones exactas de derivaciones.



Variedades algebraicas. Variedades algebraicas lisas. 3.8

16. Proposicion: Si B es una A-dlgebra y N un B-modulo, la siguiente sucesion es

exacta:
0 — Derg(B,N) — Derp(B,N) — Derp(A,N)
D — D
D — Dy
Demostracion. Es evidente. O

Si B es una A-algebra, el morfismo A — Qp/;, a — da induce por 3.8.12, un morfis-
mo Qa, — Qpr, da — da. De otro modo, con las notaciones obvias, tenemos que Az
esta “incluido” en Apg, luego tenemos un morfismo Q4 = A A/Ai — AB/A% = Qp/;. Por
tanto, tenemos un morfismo natural

Qan®aB— Qpp,da®b— bda

El morfismo B — Qp/a, d — db, es una k-derivacion, porque es una A-derivacion.
De nuevo, por 3.8.12, tenemos el morfismo de B-médulos Qg — Qp/a, db — db, que
es claramente epiyectivo.

17. Proposicion: Si B es una A-dlgebra, la siguiente sucesidn es exacta:
Qam®aB— Qpp, — Qpa—0
Demostracion. Basta probar que para todo B-médulo N, la sucesion

0 — Homp(Qp/a,N) — Homp(Qp/r, N) — Homp(Qa/, ®4 B,N)
I | I
Dery(B,N) Der;,(B,N) Hom 4 (Qa/,N)
Il
Der,(A,N)

es exacta. Lo es por la proposicion anterior.
O

18. Proposicion: Si I es un ideal de A y N es un A/I-médulo, la restriccion a I de
cualquier k-derivacion D : A — N es un morfismo de A-mdédulos. La siguiente sucesion
es exacta

0 — Derp(A/I,N) — Derp(A,N) — Homy(I,N)

Demostracion. Es evidente. O

19. Proposicién: Sea I ¢ A un ideal y consideremos el morfismo I/I? — Qu ® A/l
i1 — di® 1. La siguiente sucesion es exacta

IT* — Qu ®4 AT — Qam — 0

UEX

115



UEX

116

3.8. Variedades algebraicas lisas. Variedades algebraicas

Demostracion. Basta probar que para todo A/I-médulo N, la sucesion

0 — Hom 4/71(Qa/ryk, N) — Hom a1 (Qas, ® 4 (A/I),N) — Homy,1(I/1%,N)
Der,, (A/I,N) HomA(EZA/k N) HomJ(I,N)

I
Der(A,N)
es exacta, luego se termina por la proposicion anterior. O

Calculemos los médulos de derivaciones y diferenciales en algunos ejemplos.
Sea A = k[x1,...,x,] el anillo de polinomios y M un A-médulo. Si una k-derivacion

D: Eklx1,...,x,] - M

se anula sobre los x; entonces D = 0: Por linealidad basta probar que es nula sobre los
monomios x% y para ello procedamos por induccién sobre |a| = a1+...+a,. Supongamos
a1 #0,sea B, tal que f1 =a1 -1y Bi =a;, para i >1 (luego |B| < |a|), entonces D(x%) =
D(x1-xP)=xP -Dx1+x1- Dxﬁ 0+0=0.

Dado m € M, sea m =% a la derivacién definida por m 5 9 (p(x)):= 6” ()

-m. Dada una

derivacién D entonces D = Y.(Dx;) - 2 5. » pues la diferencia entre los dos términos de la
i 12

igualdad es una derivacion que se anula en todos los x;. Ahora ya, es clara la siguiente
proposicion.

20. Proposicion: Der(k[xq,...,x,],M) = M% -0 ML

0xy,"*

21. Proposicion: Qpy, vk = klx1,...,x,1dx1®---@k[x1,...,x,]1d %, dp— }; g—xfidx,-.

Demostracion. Se deduce de las igualdades

0
0xy,
=Homy(y, . x,1(klx1,...,x,]dx1 & - @ R[x1,...,2,]d %y, M)

0
Homppy, .. 2,0 Qp1xy,.. 2, vk, M) = Derg(klx1,...,x,1, M) = Ma e---oM
1

O

22. Proposicion: Sea A = k[x1,...,x,)/(p1,...,pr). Entonces
Qar=(Adx1®---®Adx,)/(dp1,...,dpr)

donde dp; = Zap‘dxj.

Demostracién. Considérese la sucesion exacta 0 — (p1,...,p,) — klx1,...,x, ] = A —0
y apliquese la sucesion exacta de diferenciales 3.8.19. O
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23. Teorema: Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra finita A es separable siy solo Qay, = 0.

Demostracién. Por cambio de cuerpo base podemos suponer que A es racional. Pode-
mos suponer que A es racional y local, de ideal maximal m.

Por el lema de Nakayama, Q4 =0 siy solo si m/m2 = Qup®4 A/m =0, que equivale
a decir que m =0, es decir, que A es separable. |

24. Ejercicios: 1. Sea A = k[x](p(x)). Prueba que Qa,, = klx1/(p,p')dx. Prueba
que Q4 =0 © p(x) tiene raices dobles.

1
2. Sea k=F,(t), K=F,(tr), A=FEklx)/(xP —t)". Calcula Qa, Qak y Q&
3. Sea A una k-algebra finita y racional. Prueba que Q4 =0 A =k x-"- x k.

4. Sea A =k[x], B = klx,y]. Dar la interpretacion geométrica de la sucesién exacta
0 — Ders(B,M) — Dery(B,M) — Derp(A,M) — 0, siendo M = k[x, yl/(x,y).

5. Si B es una A-algebra finita y A es una k-algebra finita, prueba que: B es sepa-
rable sobre £ < A es separable y Qp/a =0.

6. Sea A una k-algebra finita local y racional. Prueba: A tiene un elemento primi-
tivo © Qu/; tiene un generador.

7. Sea A un anillo integro y local y sea B una A-algebra, que como A-médulo es
finito generada y libre. Prueba que B — Homy(B,A), b — tr(b - —) es isomorfismo
siy solo si Qp/a =0.

8. Sea A = k[x)/(p(x)), siendo & de caracteristica cero. Prueba la exactitud de la
sucesion

0— k) — A 2 Qap

Donde nlg(A) es el conjunto de los elementos separables de A. jEs cierto este
resultado si & es de caracteristica p?

9. Sea K — K = K(a) una extensién finita. Prueba:

a) SiK es separable, entonces Otk = Klx].

b) SiK no es separable, entonces Qprayk = Klx]® Kl[x].
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3.8.2. Variedades lisas

25. Definicion: Sea X = SpecA una variedad algebraica. Diremos que un punto ce-
rrado x € X es no singular si dima/m, mx/mg% =dimA,.

Observemos que en general dimay,, m/m2 > dimA,, porque si {f1,...,f,} es una
base de mx/m,%, entonces MyA, =(f1...,fn) y 0=dim(A,/(f1,...,fr)) =dimA, —n.

26. Proposicion : Sea X = SpecA una variedad algebraica. Si x € X es un punto
cerrado no singular, entonces A, es integra.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n = dimgy, my/m2, Si n =0, por el
lema de Nakayama m,A, =0 y entonces A, es un cuerpo. Supongamos n > 0. Dado f €
My, tal que d.f #0, sea A, := A, /(f) y m, la imagen de m, en A,. Entonces, dimA, =
n-1y dimA/mx ﬁlx/ﬁg% < n — 1. Luego, dimA/mx ﬁlx/rﬁ,% =dimA, = n — 1. Por hipétesis de
induccién A, es integro. Por tanto, (f)g < SpecA, es una hipersuperficie irreducible
(que pasa por x), incluida en todas las componentes irreducibles de dimension n y
no contiene, pues, ninguna componente irreducible de SpecA,. Sean g1,g2 € A,. Por
noetherianidad tendremos que g1 = /1" f;" - &, g2 =f1"' - fr" -84, con nj,m; =0,
d.fi #0 y g',8, no divisibles por ninguna f € m,, tal que d.f # 0. Si g1-g2 =0,
entonces (g’1 -g’2)0 = SpecA,. Dada f € m, con d,f # 0, como (f) es primo se cumple
que f divide a g o g5, y hemos llegado a contradiccion.

O

27. Proposicion: Sea X = SpecA una variedad algebraica y x € X un punto no sin-
gular. Sea Y = SpecA/I una subvariedad de X que pasa por x. Entonces, x es un punto
no singular de Y < el ideal I, c A, estd generado por funciones cuyas diferenciales
en x son linealmente independientes.

Demostracién. Sea m, € A el ideal de todas las funciones que se anulan en x, n =
dimA, = dimg, mx/mazc y m, la imagen de m, en A/I.
<) 1, =(f1,...,fr), condyf1,...,dsfr € mx/m?C linealmente independientes. La suce-
sion
0= (dxf1,. .. dxfr) = Mp/mZ — W /M2 — 0

es exacta. Ademads, dim/y, ﬁix/nﬁ?c =n—-rydim(A/I), =n—r. Luego, dim(A/I), =n—r
y x es un punto no singular de Y.
=) Consideremos la sucesién exacta

I/1% — m/m? — v /i — 0
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Sean f1,...,fr € I tales que d.f1,...,dyf sean una base de la imagen de I en mx/mf.
Observemos que n —r = dima/n, ﬁ1x/ﬁ1§ = dim(A/I),. Sea J := (f1,...,fr) € I. Por la
implicacion <), x es un punto no singular de Spec(A/J) y dim(A/J), = n —r. Tene-
mos que dim(A/J), = dim(A/I), y (A/J), es integra. El morfismo de paso al cociente
w: (AlJ), — (A/I), es isomorfismo: Si Kernw # 0, entonces la dimensién de Krull de
(A/I), = (A/dJ)/Kerm seria menor que la de (A/J), y llegariamos a contradiccion. Lue-
g0 (A/S)y =(A/D)y y I = =(f1,...,[r). O

En bien conocido en Geometria Diferencial que si X es una variedad diferencia-
bleeY :={x € X: fi(x) = --- = f(x) = 0} con f; € €>°(X) tales que d,f1,...,d,f son
R-linealmente independientes para todo y € Y, entonces Y es una subvariedad dife-
renciable de X.

28. Definicion: Sea X = SpecA una variedad algebraica. Diremos que un punto ce-
rrado x € X es liso si Q4 es un A,-médulo libre de rango dim A, (también se dice
que X es lisa en x). Diremos que X es lisa si todos sus puntos cerrados son lisos.

29. Ejemplos: El espacio afin A" = Speck[x1,...,x,] es liso.

Todos los puntos cerrados de la cuspide y?—x3 = 0 son lisos salvo el origen: Escriba-
mos A = Clx, y)/(y%2—x3). Para todo punto cerrado a € SpecA, dim A, = 1. Consideremos
la sucesion exacta

0— (3x%dx®2ydy) — Adx®Ady — Qu — 0

Para a = (0,0), Qa/, ®4 A/m, es un A/my-espacio vectorial de dimension 2, luego
(Q4/z)q no es libre de rango 1. Por el lema 3.8.32, para todo a # (0,0), (Qa/z)s €s un
modulo libre de rango 1.

Todos los puntos cerrados del nodo y? — x2 + x3 = 0 son lisos salvo el origen.
30. Ejercicio: Sea k =F(t), C = Specklx, yI/(y? + y3 +x% +¢) y m, = (y,x2 + t). Prueba
que c es un punto no singular de la curva C y que no es liso.

31. Proposicion: Sea X = SpecA una k-variedad algebraica. Si x € X es un punto
racional liso, entonces es no singular.

., .. . . _ 2
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la igualdad Qg4 ® 4 A/m, = my/ms. |

32. Lema: Sea G un anillo local de ideal maximal m, M un ©-mddulo finito generado
y f: M — L un morfismo en un libre finito generado. Si f: M/mM — L/mL es inyectivo,
entonces f es inyectivo y los médulos M y M/Im f son libres.
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Demostracién. Sea my,...,m, € M tales que m1,...,m, € M/mM sean una base. Por el
lema de Nakayama, {m1,...,m,} es un sistema generador de M. Sea {f(m1),...,f(m,),
I1,...,1,} una base de L/mL. Entonces, {f(m1),...,f(m;),l1,...,ls} es una base de L.
Luego, {m1,...,m,} esunabase de M, f esinyectivoy M/Im f es libre de base {l1,...,.s}.

O

33. Teorema: Sea Y una variedad algebraica y x €Y un punto racional. Entonces, x
es liso si y solo si es no singular.

Demostracién. Tenemos que probar que si x es no singular entonces es liso. Escri-
bamos Y = Specklx1,...,x, VI, A = klx1,...,x,] y X = SpecA. Sea m, c A el ideal de
todas las funciones que se anulan en x y 1, el ideal m, en A/I. Por la proposicion
3.8.27, I, esta generado por funciones f7i,...,f, tales que sus diferenciales en x son
A/my-linealmente independientes.

Consideremos la sucesion exacta

LT — (Qan ®4 AIDx — (Qamyr)s — 0
Al tensar por ® 4 A/I obtenemos la sucesion exacta
0 — (dxf1,...,dxfr) = M/m2 — /M2 — 0

Por el lema 3.8.32, (Qa/1)z)x €s un (A/I),-médulo libre de rango n —r. Ademas, obser-
vemos que dim(A/I), =n—r y dimy ﬁ1x/ﬁ1926 =n-r, luego dim(A/I)y =n—r y x es un
punto liso.

O

34. Ejercicio: Sea X = Specklx1,...,x,)/(p1,...,pr) y a =(aq,...,a,) un punto racio-
nal de X. Supongamos que dim X = n—r. Prueba que X es liso en x si y solo si la matriz
(%(O)h,jsn tiene rango r.

35. Proposicion: Sea X = SpecA una k-variedad algebraica y k' el cierre algebraico
de k. Entonces, X es lisa <= X} := Spec(A ®; k') es lisa.

Demostracién. El morfismo A — A ®;, k' es inyectivo, entero y plano. Sea n: X, — X
el morfismo inducido en espectros. Para todo punto cerrado x’ € X}/, dim(A ®; k'), =
dim A (). Ademds la imagen por 7 de un punto cerrado es un punto cerrado y las
fibras de puntos cerrados son puntos cerrados (y no son vacias).

Qua/x es un A-médulo plano siy solo si QAK/K =Qanp @, K=Qa;,94 Ak esun Ag-
moédulo plano, porque A — Ag es un morfismo fielmente plano. Luego, Q4,2 es un
A-moédulo localmente libre de rango n si y solo si Qa,/x = Qan ©r K = Qanp ®4 Ak es
un Ag-moédulo localmente libre de rango n.

O
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36. Criterio jacobiano de lisitud: Sea X = SpecA una k-variedad algebraica lisa.
Sea Y = Spec(A/I) c X una subvariedad. Entonces, Y es lisa si y solo si

1. Qa/nye es localmente libre.
2. La sucesion 0 — I/I?2 — Qup ®4 A/I — Qa/nyre — 0 es exacta.

Demostracion. Por cambio de cuerpo base podemos suponer que % es algebraicamente
cerrado. La cuestion es local, luego podemos suponer que A es local de ideal maximal
ny. Denotemos por 11, la imagen de m, en A/I.

<) Por ser Qa/ryz un médulo libre, la sucesién de 2. escinde. Por tanto, al tensar
por ® 4 A/m, obtenemos la sucesion exacta

0—I/m,l — mx/mgzc — rﬁx/ﬁﬁ -0,

luego I esta generado por un sistema de parametros cuyas diferenciales en x son li-
nealmente independientes. Por 3.8.27, A/I es lisa.

=) SiY es lisa, ya sabemos que satisface la condiciéon 1. Sélo queda probar que la
sucesion de 2. es exacta por la izquierda. Por el lema anterior, basta ver que

I/m,I 4 mx/mi

es inyectivo, que lo es por 3.8.27. |

3.8.3. Modulo de diferenciales de una variedad en el punto ge-
nérico
Queremos probar que las variedades algebraicas integras (sobre un cuerpo alge-

braicamente cerrado) son lisas en un abierto no vacio. Para ello probaremos que el
rango del médulo de diferenciales de Kahler coincide con la dimensién de la variedad.

37. Proposicion: Sea k — K =k(¢q,...,¢,) una extension de tipo finito. Se verifica
dimg Qg = grirpy K

Ademds, la desigualdad es una igualdad si y solo si existe una base de trascendencia
{x1,...,x,} tal que k(x1,...,x,) — K sea una extension separable.

Demostracion. Sea £ — Z(¢) una extension. Se cumple que

dims Qs + 1, si ¢ es trascendente.

di Q =9 I 1 . .
1My (&) 223(E)k { dimy Qy/, 6 dimy Qy/, +1, si es algebraico.
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En efecto: Consideremos Z[x]. Tenemos que
Qspaye = Qseyklak = Qs ®r klx]) & (X ®f Qrpeyr) = Qs @3 Zlx]) @ Z[x]ldx

Localizando en el punto genérico de Z[x],

Qsyr = Qs @5 Z(x)) & Z(x)dx

y se concluye la primera parte. Supongamos ahora que ¢ es algebraico. Asi pues, 2(¢) =
Z[x]/(p(x)). De la sucesion exacta 0 — (p(x)) — Z[x] — Z(¢) — 0, se obtiene la sucesién
exacta de diferenciales

(P (p®x)?) — Qspyk Z%c] 2(&) — Qs — 0
p(x) —  dp(x)

Como
Qe Z‘[XJ’C] 2() = Qs es Z(E)) @ Z(E)dx

se concluye que

dimy Qs/z, sidp(x)#0

dimyz) Qseyr = { dims Qs +1, sidp(x)=0

La primera parte de la proposicion se deduce recurrentemente de lo anterior. En
particular, observemos que si Z; — X3 es una extensién de tipo finito y Qs,/s, =0
entonces X1 — X9 es algebraica, luego finita.

Sea {x1,...,x,} una base de trascendencia de K y K’ = k(x1,...,x,). Si K' — K es
separable, de la sucesion de diferenciales

i*
(%) Qg K — Qg — Qg — 0

I
0

deducimos que i* es un epimorfismo, entonces dimg Qg < dimg' Qg =n =grtrp K,
luego dimg Qg = grtrp K.

Reciprocamente, si dimg Qg = grtrp K = n, sean x1,...,x, € K tales que las dife-
renciales dx1,...,dx, sean una base de Qg/;. De la sucesion (*:*) obtenemos que i* es
epiyectiva, luego Qg = 0. Por tanto, K’ — K es finita y separable y {x1,...,x,} es una
base de trascendencia. O

38. Teorema: Sea k un cuerpo perfectoy K una extension de tipo finito de k. Entonces,

1. dimg Qg = grtrp K.
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2. Dados ¢&4,...,¢, €K, {déq,...,dEL) es una base del K-espacio vectorial Qg <=
{&1,...,&n} es una base de trascendencia de la k-extension K y k(¢4,...,&,) — K es
un morfismo finito separable.

Demostracion. Basta demostrar 2.

=) El morfismo k(¢q,...,¢,) — K es separable, por la sucesion exacta (xx) de la
proposicion anterior. S6lo tenemos que ver que ¢1,...,¢, son algebraicamente indepen-
dientes. Sea p(x1,...,x,) # 0 un polinomio de grado minimo tal que p(¢q,...,¢,) =0.

Entonces, dp(E1,...,én) = X g2 (E1,.,)dE; = 0, luego F(E1,...,¢n) = 0 para todo

i, de donde se deduce que %(xl,...,xn) =0y p(x1,...,x,) = q(xf,...,xfl’). Tenemos

Vpe,...,x0) = §/qxl,...,x) € klxy,...,x,] por ser k perfecto. Ademas, {/p(x1,...,x,)
es un polinomio de grado menor que el de p(xy,...,x,), que anula a ¢;,...,¢,. Contra-
diccién, no existe p(x1,...,x,) # 0 tal que p(&1,...,&,) =0.

<) Por la sucesion exacta (**) de la demostracion de la proposicién anterior, el
morfismo Qg,,...¢, vk ®k(ey,..6) K — Qi es epiyectivo, luego {d¢q,...,d¢,} generan el
K-espacio vectorial Qg/;,. Ademas, como dimg Qg = grtrp, K = grtrp k(¢q,...,&,) =n,
{dé&1,...,d&,} es una base del K-espacio vectorial Qgyp. ]

39. Corolario: Sea k un cuerpo perfecto y K, K' dos k-extensiones de cuerpos. Enton-
ces, la k-dlgebra K ®;, K' es reducida.

Demostracion. K es unién de k-subextensiones K; de tipo finito y la unién de subani-
llos reducidos K; ®; K' es reducido. Podemos suponer que K es una extensién de tipo
finito y, por el teorema 3.8.38, que K es una extension finita separable de k(x1,...,x,).
k(x1,...,x,)® K' es una localizacion de k[x1,...,x,1®9, K' = K'[x1,...,x,], luego es in-
tegro. Sea X el cuerpo de fracciones de k(x1,...,x,)®, K'. Entonces,

K&K =K @y, x,) R(x1,..,20) O, K) S K ®pay.. 1)

ésta ultima es reducida, luego K ®;, K' luego es reducida.

40. Corolario : Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y X, Y dos k-variedades
integras. Entonces, X x, Y es una variedad integra.

Demostracion. X x3Y esirreducible por la problema 17 del capitulo 3. Escribamos X =
SpecA eY =SpecA’, ysean X y X' los cuerpos de fracciones de A y A’ respectivamente.
Como el morfismo A®, A’ — XY es inyectivo, entonces A ®;, A’ es reducida. Por
tanto, X x; Y es una variedad integra. O
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41. Proposicion: Sea X = SpecA una variedad algebraica integra sobre un cuerpo
perfecto. El conjunto de puntos cerrados lisos de X es un abierto no vacio (del conjunto
de puntos cerrados de X).

Demostracién. Sea X el cuerpo de fracciones de A. Sabemos que dimy Qy/, = grtrZ =
dim X. Por tanto, si x € X es un punto cerrado tal que Q4 /. es un A,-médulo libre, su
rango coincide con dim X, como se ve localizando en el punto genérico, luego es liso.
Reciprocamente, si x es liso entonces 4 /. es un A -médulo libre. Como el conjunto de
puntos donde Q4 es libre es un abierto (no vacio porque contiene al punto genérico),
se concluye. O

Sea X el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones k-algebraico en n-
variables, I = {p(x1,...,x,) € klx1,...,x,]: p(x)=0,Vx e X}y A = kl[x1,...,x,)/I. Enton-
ces, X = (I)g = Spec;, A y Spec;, A es denso en SpecA.

42, Proposicion: Sea X una variedad R-algebraica irreducible con un punto racional
liso. Entonces, Xg es densoen X y dimXp =dim X.

Demostracién. Escribamos X = SpecA que podemos suponer integra y sea x € X el
punto racional liso. Sea f € A que se anule en Xy, tenemos que probar que f = 0.
Procedemos por induccién sobre n = dimX. Si n =0, entonces X = SpecR={x}y f =0.
Si n =1, entonces Xy es una variedad diferenciable de dimensién 1 en un entorno de
x, luego tiene infinitos puntos y f solo se anula en un nimero finito salvo que f = 0.
Suponemos n > 1. Sea H una subvariedad irreducible de dimensién n — 1 que pasa por
xy es lisa en x. Como [ es nula en Hy c X, entonces por hipétesis de induccion f es
nula en H. Pero f se anula solo en un ntumero finito de subvariedades de dimensién
n—1, salvo que f =0.

Obviamente, dimXp < dimX y si dimX =0, entonces Xp = {x} y dim X = 0. Supo-
nemos dimX =n > 0. Sea H una subvariedad irreducible de dimension n — 1 que pasa
por x y es lisa en x. Por induccion sobre dim X, dim Xg > dim Hg =dimH =n — 1, luego
dimXp =dimX.

O
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3.9. Biografia de Krull

KRULL BIOGRAPHY

Wolfgang Krull’s father was Helmuth Krull and his mother
was Adele Siefert Krull. Helmuth Krull had a dentist’s practi-
ce in Baden-Baden and it was in that town that Krull attended
school.

After graduating from secondary school in 1919 he entered the
University of Freiburg. It was the custom in those days for stu-
dents in Germany to move around various universities during
their period of study and Krull was no exception. He spent ti-
me at the University of Rostock before moving to Gottingen in
1920.

From 1920 to 1921 he studied at Gottingen with Klein but was most influenced by
Emmy Noether. He attended Klein’s seminar in the session 1920-21 and he then retur-
ned to Freiburg and presented his doctoral thesis on the theory of elementary divisors
in 1922. Ring theory results from this thesis have recently been found important in
the area of coding theory.

Appointed as an instructor at Freiburg on 1 October 1922 he was promoted to
extraordinary professor in 1926. He remained there until 1928 when he moved to
Erlangen. His inaugural address on becoming a full professor at Erlangen was one
which says much of how Krull saw mathematics. He saw the role of a mathematician
as

«

.. not merely ... finding theorems and proving them. He wants to arrange and
group these theorems together in such a way that they appear not only as correct but
also as imperative and self-evident. To my mind such an aspiration is an aesthetic one
and not one based on theoretical cognition”

If Emmy Noether had the greatest influence on the topics which Krull would spend
his life researching, it can be seen from this inaugural address that it was Klein who
had the greatest influence on Krull’s large scale view of mathematics. In 1929 he ma-
rried Gret Meyer and they would have two daughters.

The ten years Krull spent in Erlangen were the most productive period of his ca-
reer. As Schoeneborn wrote:

“The years Krull spent as a full professor in Erlangen were the high point of his
creative life. About thirty-five publications of fundamental importance for the deve-
lopment of commutative algebra and algebraic geometry date from this period.”

At Erlangen he was involved in university life as well as concentrating on his
research, being elected Head of the Faculty of Science.

In 1939 Krull left Erlangen to take up a chair at Bonn. However, his career was
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disrupted by the Second World War which began shortly after Krull was appointed
to the University of Bonn. During the war he undertook war duties, working in the
naval meteorological service. When his war service had ended in 1946, Krull took up
again his post at the University of Bonn and he would remain there for the rest of his
life. In this final period of his career Krull continued his high level of productivity (he
wrote 50 papers in his post-war years in Bonn) and also broadened his mathematical
interests. Schoeneborn wrote:

“... his earlier studies, but also dealt with other fields of mathematics: group theory,
calculus of variations, differential equations, Hilbert spaces.”

Krull’s first publications were on rings and algebraic extension fields. In 1925 he
proved the Krull-Schmidt theorem for decomposing abelian groups of operators. He
then studied Galois theory and extended the classical results on Galois theory of finite
field extensions to infinite field extensions. In passing from the finite to the infinite
case Krull introduced topological ideas.

In 1928 he defined the Krull dimension of a commutative Noetherian ring and
brought ring theory into in new setting in which he was able to show that the princi-
pal ideal theorem held. Perhaps the reason that the idea of the Krull dimension is such
a natural concept is that it encapsulates in an abstract setting the analogues of geo-
metric dimensions. The principal ideal theorem was quickly recognised as a decisive
advance in Noether’s programme of emancipating abstract ring theory from the theory
of polynomial rings. Krull carried his work forward, defining further concepts which
are today central to modern research in ring theory. In 1932 he defined valuations
which are today known as Krull valuations. He then wrote the remarkable treatise
Ideal Theory which remains a beautiful introduction to ring theory but is simply a
theory built from the results that Krull had himself proved. One could say that Krull
had achieved the goal he had in some sense set himself in his Erlangen address and
arranged his theory to be self-evident.

Another major topic in ring theory is the study of local rings, that is rings having
a unique maximal ideal, and they are used in the study of local properties of algebraic
varieties. The concept was introduced by Krull in 1938 and his fundamental results
were developed into a major theory by mathematicians such as Chevalley and Zariski.

He supervised 35 doctoral students, and rather remarkably, 32 of these were stu-
dents whom he supervised after the end of World War II. Gray wrote that Krull’s
papers are

”... marked by the profundity of his ideas, the rigour of his proofs, and also by a
strong aesthetic sense.”

Indeed much of modern ring theory is still following the path which Krull took,
building on the foundations which Emmy Noether had laid.

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
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Biographies/).

3.10. Cuestionario

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(Es B — k[x] un morfismo de anillos finito?

Si a € C es una raiz n-ésima de la unidad, prueba que Q — Q[a] es un morfismo
finito.

Sea A — B un morfismo de anillos y b1,b9 € B. Prueba que A[b11[b2] = Alb1,b2].

. (Es Z - 7[ V2, v/3] un morfismo de anillos finito?
. ¢Es Q[x] — Qlx, y)/(x? + y% — 1), p(x) — p(x) un morfismo de anillos finito?
. (Es lo mismo A-algebra finita que A-algebra de tipo finito?

. Prueba que un morfismo de anillos A — B xC es finitosiy solosiA —-ByA —C

lo son.

. Prueba que k[x] es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

. Prueba que una variedad algebraica es de dimensién cero si y solo si el nimero

de sus puntos cerrados es finito.
(Cual es la dimensién de Krull de klx,y,z, t/(x? + y? + 22 + 12 - 1)?

Pon un ejemplo de variedad algebraica que sea la unién de dos componentes
irreducibles no disjuntas, una de dimensién 2 y la otra de dimensién 1.

Sean U,V dos abiertos de una variedad algebraica X. Prueba que si el conjunto
de puntos cerrados de U es igual al conjunto de puntos cerrados V, entonces
U=V.

Sea X una variedad algebraica y C,C’ dos cerrados. Prueba que si todo punto
cerrado de C es un punto (cerrado) de C’, entonces C < C'.

Sea SpecA una variedad algebraica. Prueba que SpecA es irreducible si y solo
si Spec,,,, A es irreducible.

Sea SpecA un variedad algebraica reducida y a,b € A. Prueba que si a(x) = b(x)
para todo x € Spec,,,,, A, entonces a = b.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sea X una variedad algebraica sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Prueba
que X es irreducible si y solo si X}, es irreducible.

Sea X = SpecA una variedad algebraica sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
doy X x; X := Spec(A ®, A). Prueba que Ay = {(x,x) € X}, x X}, con x € X} es un
cerrado de X, x X, = (X x; X) (Es X}, un espacio topolégico Hausdorff?

Consideremos la variedad R-algebraica X = Spec R[x, yl/(x2(x — 1)? + y%) ;Es X
irreducible? ;Es Spec,,,, Rlx, yl/(x?(x — 1)? + y?) irreducible? ;Es X irreducible?

Sea SpecA una variedad algebraica. Prueba que dim Spec,,,,, A =dimA.

Sea X = SpecR[x, yl/((x*(x — 1)? + y%)?). ;Es X irreducible? ;Es Xp irreducible?
Calcula dimX (Es dimX =dim Xp?

Sea X un espacio topoldgico y X1,...,X, cerrados irreducibles de X tales que
X= leXi. Prueba que dim X = max{dim X;}1<;<n.

1=

Sea X = SpecA una variedad k-algebraicay x € X ;Es dimx = grtry (A, /p,Ax)?

Sea X = SpecA una variedad algebraica irreducible. Prueba que si f € A no es
invertible ni nilpotente, entonces dim(f)g = dimX — 1.

Pon un ejemplo de variedad algebraica X = SpecA de modo que dimX =2 y
exista f € A tal que dim(f) = 0.

Sea X = SpecA una variedad k-algebraica irreducible de dimension n y sean
fl;---:fr €A' Sl (fl)"')fr)();t@, prueba que

dim(fl,...,fr)OZn—r.

(Todas las cadenas maximales de inclusiones de cerrados irreducibles de una
variedad algebraica irreducible tienen la misma longitud? Y si la variedad no es
irreducible ;jtambién?

Sea X = SpecA una variedad algebraica irreducible y x € X. Prueba que dimA, =
dim X —dimx.
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3.11. Problemas

1.

Sean f: A— By f': A’ — B’ dos morfismos de k-algebras finitos. Prueba que el
morfismo de k-algebras fof': A®,A' > B®, B, (fef)a®a'):=f(a)® f'(a’) es
finito.

Sea A un anillo integro y a € A no invertible y no nula. Prueba que el morfismo
de localizacién A — A, no es finito.

Sea f: A — B un morfismo de anillos entero y f*: SpecB — SpecA el morfismo
inducido en espectros.

a) Si f es inyectivo, entonces f* es epiyectivo.

b) f* es cerrado.

c¢) Las fibras f* son de dimensién cero.

. Prueba que un morfismo de anillos A — B es finito si y solo si es entero y de tipo

finito.

Sea k — K una extension finita de cuerpos y X = SpecA una k-variedad al-
gebraica. Prueba que el morfismo natural Xx = Spec(A ®;, K) — X = SpecA de
cambio de base es epiyectivo y cerrado.

Sea B una A-algebra de tipo finito.

a) Dado z € SpecA, si B, es una A ,-algebra finita, prueba que existe a € A tal
que a(z) # 0 y B, es una A,-algebra finita.

b) SiB, esuna A,-algebra finita para todo z € Spec,,,, A, prueba que B es una
A-algebra finita.

Sea i: A — B un morfismo anillos finito e inyectivo. Prueba que a € A es inverti-
ble si y solo si i(a) € B es invertible.

. Ejemplo de Nagata de un anillo noetheriano de dimensién de Krull infinita: Sea

A = k[x1,x3,...,%p,...] el anillo de polinomios en infinitas variables. Sean p,, =
(Xgi,...,%9i+1_1) Yy S =A— _Upri. Prueba:
1€

a) Siunideal I c .upri, entonces existe m € N tal que I < p,,,. Dado un ideal
1€

J no nulo existe solo un nimero finito de : € N tal que J S p,,.

b) SpecAg = _gNSpecAyi.
l
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

¢) Ag es un anillo noetheriano.

d) dimAg =oo.

. Sea X = SpecA una k-variedad algebraica. Prueba que dimX =0 < dim; A <
o0.

Sea X una variedad algebraica. Prueba que dimX > 0 si y solo si el nimero de
puntos cerrados de X es infinito.

Calcula los ideales maximales de Clx1,...,x,], de C[xl,x2,x3]/(x% +x§ +x§ -y
de Clx, yJ/(x® + y2 — 1.x3 + y3 - 1).

Prueba que todo ideal maximal de k[x1,...,x,] esta generado por n polinomios
;Puede estar generado por n — 1 polinomios?

Calcula la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = x2 + 3 con
la curva y2 + x2 = 0. Es decir, calcula dimc(Clx, y1/(y? — 22 — ¥3, y3 + 22)),,, donde
Mor = (Q_C, y ).

Sea X = SpecA una variedad reducida sobre un cuerpo £ de caracteristica cero.
Prueba que para toda extension de cuerpos 2 — K, Xg = Spec(A ®; K) es una
variedad K-algebraica reducida.

Sean X = SpecA e Y = SpecB variedades reducidas sobre un cuerpo % de carac-
teristica cero. Prueba que X x; Y = Spec(A ®;, B) es reducida.

Sean X = SpecB e Y = SpecA variedades algebraicas sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado. Sean f,g: A — B dos morfismos de k-algebras, f*,g*: X - Y
y f; 8, X — Y las aplicaciones inducidas. Prueba:

a) C:={x€ X} tales que f; (x) = g, (x)} es un cerrado de Xj.

b) Sif, =g, entonces f* =g"; si ademds X es reducida, entonces f = g.

Prueba que si X e Y son variedades algebraicas irreducibles sobre un cuerpo
k algebraicamente cerrado, entonces X x; Y es irreducible. (Indicacién: Usa el
teorema de los ceros de Hilbert).

Prueba que si X e Y son variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k&
algebraicamente cerrado de caracteristica cero, entonces X x; Y es integra'l.

1gj cark = p > 0, entonces X x; Y también es integra.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Sea X = SpecA una variedad integra sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado
de caracteristica cero. Prueba que para toda extension de cuerpos £ — K, la
variedad Xx = Spec(A ®;, K) es integra. (Pista: K es union de k-algebras de tipo
finito).

Sea k el cierre algebraico de k. Prueba que dos ideales radicales I = (f;)ier,
J =(g;)jes de klx1,...,x,] son iguales si y sélo si las soluciones en k de los dos
sistemas de ecuaciones {f; = O};¢z, {g; = 0} jcs son las mismas.

Sea A una k-algebra de tipo finito reducida y M un A-médulo finito generado.
Prueba que si dimg/n, M/mM = n para todo x € Spec,,,, A, entonces M, es un
A ,-médulo libre de rango n, para todo y € SpecA.

Sea A = k[x1,...,x,)/1. Prueba que la dimension de Krull de A coincide con el
numero maximo de los elementos X1 ...,%, k-algebraicamente independientes.

Sea X una variedad algebraica irreducible de dimension n =2 e Y < X una
subvariedad algebraica irreducible de dimensién n — 2. Prueba que el nimero de
subvariedades algebraicas de X que pasan por Y es infinito.

Sea k — K una extension de cuerpos. Si X = SpecA es una variedad k-algebraica
irreducible de dimension n, prueba que todas las componentes irreducibles de
X x;, K := Spec(A ®, K) son de dimension n.

Sean A y B k-algebras de tipo finito, f: A — B un morfismo de k-algebras plano
y f*: SpecB — SpecA la aplicacién inducida. Supongamos que SpecA y SpecB
son irreducibles, x € SpecB un punto cerrado e y = f*(x). Prueba que

dim f*~*(y) = dim SpecB — dim SpecA.

Sean X e Y variedades algebraicas irreducibles. Prueba que todas las compo-
nentes irreducibles de X x Y son de dimensiéon dimX + dimY .

Sean Y,Y’ subvariedades irreducibles de A”. Llamemos codimensién de Y en
A" que denotaremos codimY, a n —dimY . Supongamos que Y NY'# @ y sea Z
una componente irreducible de Y NY’. Demuéstrese que

codimZ < codimY +codimY”.

Diremos que a = (a1,...,a,) € Specy, klx1,...,x,1/(p(x1,...,x,)) es no singular si
(g—z(a),..., %(a)) # 0. Prueba que a es un punto no singular <= dimj my/m2 =
n—-1 <= existen fi,...,fp-1 € Ax tales que my-Ax 4 = (f1,...,fn-1), donde

Ax =klxq,...,x,/(p(x1,...,x0)).
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Se dice que en general los puntos racionales de una variedad algebraica, sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado, cumplen una propiedad si existe un abierto
denso de la variedad cuyos puntos racionales cumplen la propiedad. Demuestra
que en general las matrices cuadradas son invertibles. Sean A y B dos matrices
cuadradas de orden n, prueba que c4.p(x) = cp.4(x).

Demuestra el teorema de Cayley-Hamilton siguiendo el siguiente esquema: 1.
Podemos suponer que el cuerpo es algebraicamente cerrado. 2. En general, las
matrices cuadradas son diagonalizables. 3. Como c4(A) = 0 para toda matriz
cuadrada A diagonalizable, entonces c4(A) = 0 para toda matriz cuadrada A.

Sean X e Y variedades k-algebraicas integras y sean Xx, Xy sus respectivos
cuerpos de funciones. Si f: £y — Xx es un morfismo de k-algebras, prueba que
existe un abierto basico U € X y un morfismo g: U — Y de variedades algebrai-
cas, de imagen densa, tal que el morfismo inducido entre los cuerpos de funciones
esf.

Diremos que X e Y son birracionalmente equivalentes si sus cuerpos de funcio-
nes son extensiones de % isomorfas: Zx = Xy. Prueba que X e Y son birracio-
nalmente equivalentes si y solo si existen abiertos basicosUcX yV cY yun
isomorfismo de variedades algebraicas f: U — V.

Sea que X = Spec A una variedad algebraica integra de dimensién n. Prueba que
X es birracional a una hipersuperficie de A™*1.

a) Sea C la cubica plana y? = 22 + x%. Consideremos la aplicacién de Cj, en el
haz de rectas {y = tx} que asigna a cada punto racional de C la recta que pasa
por el origen y el punto racional. Define un morfismo de variedades algebraicas
de un abierto de C en Al, de modo que en los puntos racionales coincide con
la aplicacion definida. Define el morfismo inverso (en un abierto). Calcula la

longitud del “ojo del lazo” definido por la curva y? = x2 + x3.

b) Sea C la cubica plana y2 = x3. Prueba que el haz de rectas y = ¢x define un
morfismo birracional Al — C, x =¢2, y = ¢3.

En la curva plana compleja de ecuacién x? + y? = 9, determina si la funcién
f(x,y)=(y—3)(x—5) divide a la funcién g(x, y) = x(y>+16) ;divide f(x,y) a alguna
potencia de g(x,y)?

Calcula la multiplicidad de corte en (0,0) de las curvas planas C = (y? —x2 + x3),
y D =(y—x+x2+y%).



Capitulo 4

Variedades algebraicas proyectivas

4.1. Introduccion

En Geometria Lineal el marco “afin” pronto se muestra excesivamente estrecho y
es necesario la introduccién de los espacios proyectivos. Lo mismo sucede en Geometria
Algebraica, donde habra que introducir el concepto de variedad proyectiva. Por poner
un ejemplo de esta necesidad, digamos que el teorema de Bézout, que afirma que dos
curvas planas de grados n y m, se cortan en n - m puntos, es un enunciado en el plano
proyectivo, pues es necesario para la validez de este teorema considerar los puntos del
infinito de las curvas.

1. Sea E un C-espacio vectorial de dimensién finita con la topologia usual. En Topo-
logia y en Geometria Proyectiva se dice que P(E) := (E —{0})/ ~ es el espacio proyectivo
asociado a E, donde ~ es la relaciéon de equivalencia: e ~ e’ si y solo si existe A € C tal
que e’ = Ae. Via el morfismo de paso al cociente,

n: E-{0} — P(E), e—lel

las rectas de E (que pasan por el origen) se corresponden biunivocamente con los pun-
tos (elementos) de P(E). La topologia considerada en [P(E) es la topologia final de 7, es
decir, H c P(E) es un cerrado si y solo si 7~ X(H) U {0} es un cerrado de E. Observemos
que si p € 77 1(H), entonces la recta que pasa por p y 0, estd incluida en 7~ (H) U {0}
y diremos que 7~ 1(H) U {0} es homogéneo. Ademas, n(n 1(H))=H y si C cC**! es un
cerrado homogéneo entonces 7~ 1(7(C —{0})) U {0} = C. En conclusién, tenemos la co-
rrespondencia biunivoca entre los cerrados homogéneos de E (distintos de {0}) y los
cerrados de P(E),
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{Cerrados homogéneos de E (#{0})} <— {Cerrados de P(E)}
C —— a(C-{0}H)
Y H)u{0} —— H

2. C*1l-{0}= .Go{xi £0} y P(C™1) = (C**1 = {0})/ ~= .Go{xi # 0}/ ~. Ademas, la compo-
1= 1=

sicion de los morfismos

{r; =1} cfo; #0) —— {a; #0}/ ~
(ag,-...,1,...,a,) — [(@p,..., 1,...,a,)]

es un homeomorfismo, de morfismo inverso

(04 a; a
e 20/ ~ —{x; =1}, [(@o,...,an)]— (=2,... = . 20,
a; a; a;

Luego, {x; #0}/ ~={x; =1} = C".

3. En Geometria Algebraica vamos a proceder de modo similar. A partir del espacio
afin algebraico A”*! = SpecClxy,...,x,] vamos a definir el espacio proyectivo algebrai-
co P,

Diremos que un subconjunto V < C**! es una subvariedad si es el conjunto de so-
luciones de un sistema de ecuaciones algebraicas. Diremos que V es homogénea si
es union de rectas que pasan por el origen. Sea p(xo,...,x,) € Clxg,...,x,] un polino-
mio que se anula en una subvariedad homogénea V c C**!, escribamos p(xy,...,x,) =
ps(x0,...,xp)+ -+ pm(xo,...,x,) como suma de polinomios homogéneos. Si (ao,...,a,)
es un punto de V, entonces también lo es (Aao,...,Aa,), luego

0=p(lay,...,Aa,) = A’pslag,...,an)+ -+ A" pnlag,...,a,), paratodo A.

Por tanto, p;(xg,...,x,) se anula en V, para todo i. En conclusién, V es el conjunto
de soluciones de un ideal generado por polinomios homogéneos. Es facil ver el reci-
proco, es decir, si V es el conjunto de soluciones de un ideal generado por polinomios
homogéneos, entonces V es una subvariedad homogénea de C**1. Sea V una subva-
riedad de C**! (V #{0}) e I el ideal de todos los polinomios que se anulan en V, y
Cy la subvariedad homogénea mas pequeia que contiene a V, entonces el ideal de
todas los polinomios que se anulan en Cy, es SBLI m, donde I,, es el conjunto de todos
los polinomios homogéneos de grado m que se anulan en V. Geométricamente Cvy es
el “cono” formado por todas las rectas que pasan por el origen y un punto de V. Si
V' es otra subvariedad de C**1 (V' #{0}) e I’ el ideal de todos los polinomios que se



Variedades algebraicas proyectivas. Introduccion. 4.1

anulan en V', entonces Cy = Cy» si y solo si @I, = @I} . Recordemos que V es irre-
m m

ducible (en la topologia de Zariski) si y solo si el ideal de todas los polinomios que
se anulan en V es primo; y por lo tanto teniamos una correspondencia biunivoca en-
tre la subvariedades irreducibles de C**! y los ideales primos de C[xy,...,x,] y entre
las subvariedades homogéneas irreducibles y los ideales primos homogéneos’. Si esta-
blecemos en SpecClxo,...,x,]1\{0} la siguiente relacién de equivalencia: p ~ p’ cuando
;’ipm = salp'm y definimos P" = ProjClxy,...,x,] como el conjunto de los ideales primos

homogéneos (# (0)) de Clxo,...,x,], entonces la aplicacion

(A™MTI\{0})/ ~ — P, [p]ngnﬂ

es biyectiva. Sea 7: A1\ {0} — (A"*1\{0})/ ~=P", p — &p,, el morfismo de paso al
m

cociente. Si consideramos en A”*1\{0} la topologia de Zariski, puede comprobarse que
los cerrados de la topologia final de 7, son los subconjuntos de P”, (1 )’(} ={peP": Icph.

4. A™1—(0)= U A"~ (o) y P" = U (A"~ (o)l ~= U (P" - (x))}). Ademis, pro-
i= i= i=
baremos que la composicién

(x; = Do A" —(a;)g — I P™ —(x)}
Pt ;’ipm

es un homeomorfismo, de morfismo inverso
P" - (x))g — (xi—Do, a— (a,2;—1).
Luego, P™ — (a; ) = (x; — 1) = A™.

5. No es dificil proceder en Geometria Algebraica como se procede en Geometria Di-
ferencial, y definir el concepto de variedad algebraica general mediante el uso de un
atlas o cartas de abiertos (que sean variedades algebraicas afines). Las variedades
proyectivas son un buen ejemplo de variedad algebraica no afin.

.Cémo definiriamos P! x P1? Denotemos U;‘L_ =pl- (xi)g. Definiriamos

1 1._77h h h h h h h h
P xPl:i=UL xUL U UL xUP v UP <UL L UL <UL

donde (U2 xUZ)NWUE xU)=ULnUL) x UL NUL).

De modo inmediato surgira la necesidad de definir, para cada abierto U de la varie-
dad algebraica, el anillo de las funciones algebraicas del abierto. Necesitaremos hablar
de los haces de funciones algebraicas, teoria que no abordaremos en esta asignatura.

IEs decir, ideales primos generados por polinomios homogéneos
2Con otras notaciones [py]— Pey -
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4.2. Algebras graduadas

Procedamos ahora con todo rigor y generalidad.
1. Definicion: Sea R un anillo y supongamos que como grupo, con la operacién +,
es suma directa de subgrupos R;, con i € Z. Diremos que el anillo R = GBZR,L es un
ne

adlgebra graduada, si para cadar; € R; y rj € R;, se cample que r; -r; € R; j. Diremos
que r; € R; es un elemento homogéneo de grado i.

2. Ejemplo: k[xq,...,x,] es dlgebra graduada como sigue: Para n =0,
Rlx1,...,%mln = (x%; VaeN™ tal que |a|:= a1+ -+ ay, =n)p.
y klx1,...,%,1, :=0, para n < 0.

3. Si R es un algebra graduada, entonces 1 € R es un elemento homogéneo de grado

n
cero: Escribamos 1 = z fn, con n € Ny f; € R;. Multiplicando en la igualdad por
i=—-n

cualquier g,, € R,,, obtenemos g,, = _ i Em - [n,luego g,, - fi =0 para todo i # 0 y todo

Zm,luego f; =0, paratodoi #0y 1 :7(_)n€ Ry.

4. Definicion: Sea R = ne?ZRn un algebra graduada. Diremos que un ideal I c R de

un algebra graduada es homogéneo, si esta generado por elementos homogéneos.
Dado un ideal I de un algebra graduada R = n?ZR n, denotaremos I,, los elementos

homogéneos de grado n de I, es decir, I, =InR,.

5. Proposicion: Sea R un dlgebra graduada e I c R un ideal. Las siguientes afirma-
ciones sin equivalentes:

1. I es un ideal homogéneo.

2. 1= 91,

ne”zZ
3. Sif=fn+f o1+ +[nim €l (fi €R;), entonces fn,...,fn+m € 1l.

Demostracion. GBZI » €1y esunideal homogéneo de R. Dejamos la demostracion como
ne
ejercicio al lector.
O

6. Ejercicio: Prueba que la intersecciéon de un nimero arbitrario de ideales homogé-
neos es un ideal homogéneo.
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7. Ejercicio: Prueba que un ideal homogéneo p € R es primo si y solo si cumple que
si el producto de dos elementos homogéneos pertenece a p entonces uno de los dos
pertenece a p.

8. Proposicion: Sea R una dlgebra graduada y p < R un ideal primo. El ideal homo-
géneo q:= @an es primo (y es el ideal primo homogéneo mds grande incluido en p). En
ne

particular, los ideales primos minimales de R son homogéneos.

Demostracién. Si f,, - fm € q, entonces [, - fm € b, luego f,, €p o fi, € p, por tanto, [, € g
ofmEnaq.
O

9. Definiciéon: Diremos que un morfismo de dlgebras ¢: R — R’ entre algebras gra-
duadas es graduado (de grado r) si transforma funciones homogéneas de grado n en
funciones homogéneas de grado nr, para todo n € Z.

10. Sil= @& I, esunideal homogéneo de R, entonces R/I es un algebra graduada de

nez
modo natural: [R/I],, :={r,, Vr, € R,}.
En efecto, , R/I = @ZRn/In = @Z[R/I]n. Ademas, sir, €[R/Il, y 7y €[R/I],,, enton-
ne ne

cesrn Tm="n Tm€EIRim.
El morfismo de paso al cociente R — R/I es un morfismo graduado (de grado 1).

11. Ejemplo: Sea a € £""! no nulo, para cierto i, a; # 0. Sea p € k[xo,...,x,] homo-
géneo y escribamos p = Y hj-(x;— Z—fxi) + g(x;). Por tanto, ¢ =0 si y solo si p € pp:=
J#

(ajx; — ajxj)o<j<n. Por tanto, el morfismo k[xo,...,x,1/p[o) — klx;i], X; — Z—le es iso-
morfismo. Luego, o] es un ideal primo homogéneo. El tnico ideal primo homogéneo
que contiene estrictamente a p[,] es el ideal (xo,...,x,), ya que el unico ideal primo
homogéneo de k[x;] que contiene estrictamente a (0) es (x;).

Observemos que (p[a])’(‘; se identifica con los puntos de las recta que pasa por a y el
origen, cuyas ecuaciones son x; — Z—ixl =0, para todo j #i. Si 0# a’ € **! estd en esta

kn+1

recta, es decir, existe A € k tal que @’ = 1-a, entonces Pjg) = Pra1- Si0# B € , no esta

en esta recta, entonces (p[ﬁ])g * (p[a])g Y Pl # Plal-

12. Sea R un algebra graduada y S < R un sistema multiplicativo formado por ele-
mentos homogéneos. Rg es un algebra graduada de modo natural:

[Rsl, := {r;’+’” €RS, V7 mim€Rpim, ¥sm €SNRM.
m
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t +s
En efecto, dados Inim g’”m' € [Rgl,, entonces frim o Enem! _ L/ Frim*Sm&pem! ¢ [Rs],.
m m

’ b, Lot Smit,!

Dado S—ERS, ;:M:ﬁ+@+---+sf—sezms]n. Si Zf’s”ﬂ:O, entonces
m m m n n Smn

Sm Sm Sm
an'fn+mn
n

T =0, con s, = [[ sp, y existe ¢ €S tal que Zt Sn*fn+m, =0. Sea s = ngsmn,

r+n

entonces gr(t-s, - fn+m,) = grt+s+n. Por tanto, ¢-s,, - fr+m, =0, para todo n y == f”*’"” =0,
para todo n. En conclusién, Rg = ¢[Rg],.
n

El morfismo de localizacion R — Rg es un morfismo graduado (de grado 1).

13. Proposicion: Sea R una dlgebra graduada tal que todos sus elementos homogé-
neos de grado no nulo son invertibles. Si existe algiin elemento homogéneo de grado no
nulo, entonces Rg es un cuerpoy R = Rylx, %], donde x es un elemento homogéneo de
grado no nulo Ry-trascendente.

Demostracién. Sea f un elemento homogéneo de grado n > 0, con n el menor posible.
Dado otro elemento homogéneo g de grado m = n, escribamos m =cn+r,con 0 <r <n.
Entonces, ;f”c € R, y esto es contradice que n es minimo, salvo que r = 0. Por tanto,
% =a€Ryyg=af°. Es facil concluir que R = Ro[f, ]. Si existe un polinomio p(x) =
aopx® +---+as € Rolx] (con ag # 0) tal que p(f) =0, entonces aof® = 0 y multiplicando
por f~%, ap =0y hemos llegado a contradiccion.

O

14. Definicion: Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal Ir = ( iOR 2 ER.
n

15. Ejemplo: El ideal irrelevante de k[xg,x1,...,n] es (xg,%1,...,%,).

Si f, € Ry, con n #0, es invertible entonces Ir =R.

16. Sea R una algebra graduada. Consideremos la aplicacion

7m: SpecR —— { Conjunto de los ideales }

primos homogéneos de R
p —— ’?ipm

Si g R es un ideal primo homogéneo que contiene a Ir, entonces
q:"'®R—n®"'@R—1€qu®R1®"'@Rn®"'
y 17 1q) ={q}. Si g R es un ideal primo homogéneo que no contiene a Ir, entonces

7 X q)={peSpecR: q= ®pm}=1{pe SpecR/q: 0= &P} = Spec(R/a)g,
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donde S = ( [] (R/q),) —1{0}. Por la proposicion anterior, (R/q)s = K|x, %], donde K es el

nez

cuerpo de fracciones de [R/qlo = Ro/qo. Luego, 77 1(q) = SpecK[x, %] = A}f —{0}.

4.3. Espectro proyectivo

1. Definicion: Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos Proj R, al con-
junto de ideales primos homogéneos de R que no contienen al ideal irrelevante.

Si R es un cuerpo, entonces todo ideal primo homogéneo esta incluido en GBOR s
n#*

luego ProjR = {x € SpecR : p, homogéneo y p, g iORn}.
n
2. Definicion: Llamaremos espacio proyectivo de dimension n (sobre k) a

P, := Projklxo,...,x,] = {Ideales primos homogéneos p < (x0,...,x,)}.

3. Ejemplo: IF’,(: = Projklxo] ={(0)}, es decir, es un tnico punto.

4. Ejemplo: [F"qlt = ProjClxg,x1]1 = {(0),(p,(x,y)) con p,(x,y) irreducible y homogéneo}.
Como

X1 n X1 n
Palxo,x1) =23 pr(1, =) = [ [(@i=+b;) = [ [(ajx1 + bixo)
X0 i=1 X0 i=1

es irreducible, entonces n =1y

pi_| ©
€7 (ax1+bxg), Y(a,b)eC?-{(0,0)}

Dado un ideal homogéneo J — R, denotaremos (J )g ={x €ProjR: J < p,}.

5. Proposicion: Sea R un dlgebra graduada y consideremos la aplicacion

m: SpecR —(Ir)g —— ProjR, p— & pn,
meZ

1. Sea J c R un ideal homogéneo. Entonces, n((J))g) = (J)SL y n_l((J)g) = (J)o.

2. Sea C c ProjR un subconjunto. Entonces, 17 1(C) es un cerrado de SpecR —(Ir)g
si y solo si C =(J)!, donde J :={f €R: f(x)=0, Vx € C}.
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Demostracién. 1. Un ideal primo p < R contiene a J si y solo si @#p,, contiene a /.
m

2. Si y € C, entonces y € 1~ 1C). Si x € n71(C), entonces n(x) e C y Pr(x) Py Sea I’

el ideal de todas las funciones que se anulan en 77 1(C), entonces I'= N py= N Py
xen~1(C) yeC
y es homogéneo. Se concluye por el apartado 2.

6. Consideremos en SpecR —(Ir)g la topologia de Zariski y en ProjR la topologia final
de 7. Los cerrados de ProjR son los subconjuntos (J/ )g :={xeProjR: J < p,}, para todo
ideal homogéneo /.

Ademas, (J)? = N (f)?. Por tanto, una base de cerrados de ProjR son los
0 fed, homog 0

cerrados (f)?, con f homogéneo; y una base de abiertos de la topologia de ProjR son
los abiertos

U;? = ProjR\(f)f)z ={x €ProjR, f ¢ s}, (f homogéneo).

7. Si C cProjR es un cerrado, entonces I¢c ={f € R: f € p,, Vx € C} es un ideal homo-
génoy C=( c)g. Si C es irreducible, entonces I¢ = p, es un ideal primo homogéneo
y C =i c ProjR. Todo subespacio de un espacio noetheriano es noetheriano. Si R es
noetheriano, entonces ProjR < SpecR es un espacio noetheriano. En particular, ProjR
es union de un numero finito de cerrados irreducibles, luego ProjR =x; U---UX,, sien-
do py,,...,Px, los ideales primos homogéneos minimales de R (que no contengan al
irrelevante).

Un punto x € ProjR < SpecR es cerrado si y solo si p, es un ideal primo homogéneo
maximal (entre los ideales primos homogéneos que no contienen al ideal irrelevante).

8. Ejemplo: Consideremos en C**1 —{(0,...,0)} la siguiente relacién de equivalencia:
a ~ B siy solo existe A € C tal que @ = A8. La aplicacién

c**1-{,...,0)}/ ~ —— {Puntos cerrados de P}
[(@o,...,an)] —— play:=(a;x;—ajx;);;

es biyectiva: Por el ejemplo 4.2.11, nos falta probar que si z € P¢ es un punto cerrado
de PP¢ entonces p, = pq) para algin a. Sea 0 # a € C™*! un punto cerrado de Z = (p,)g €
SpecClxo,...,x,]. El ideal generado por todas las funciones homogéneas que se anulan
en a, contiene a P, luego ha de coincidir con éste; y p., que lo contiene, ha de coincidir
con Prql-
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9. Si¢: R — R’ es un morfismo graduado entonces el morfismo ¢*: SpecR’ — SpecR
inducido, aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Sea C =
( 20¢(Rn))0, tenemos definido un morfismo

n

¢*: ProjR'"\C — ProjR
x = ¢*(x), donde Ppu(x) =P (py).

10. Ejemplo: Sea ¢: klxo,x1,x2] — klxo,x1,%2], ¢(x;) = L. A;jx; un morfismo de k-
J

algebras tal que det(A;;) # 0. Entonces, ¢ es un isomorfismo graduado, que induce
un isomorfismo ¢*: IP% - [P’Z.

11. Proposicion: Sea I un ideal homogéneo de R. El morfismo de paso al cociente
R — R/I es un morfismo graduado que induce un homeomorfismo

Proj(R/I) = (D}

Demostracién. En la igualdad Spec(R/I) = (I)y, los ideales primos homogéneos de R/l
se corresponden con los ideales primos homogéneos de R que contienen a I.
O

12. Ejemplo: Sea X = ProjClxo,...,x,)/(p1(x0,...,X3),...,pr(x0,...,x,)). Establezca-
mos en C"*1 —{0} 1a relacién de equivalencia: @ ~ a' si existe A € % tal que @’ =1-a. La
aplicacién

pi1(a)=0
aeC"1—{0}: /~ —— {Puntos cerrados de X}
pr(@)=0

[ag,...,an)] +—— (a;&;—a;%;)ij

es biyectiva: Sabemos que un polinomio homogéneo p € Clxy,...,x,] cumple que p(a) =
0 si y solo si p € pgy:= (a;x; — ajx;);j. Denotemos I = (p1(xo,...,%n),...,pr(%0,...,X5)).
Tenemos que

{Puntos cerrados de X} = {Puntos cerrados de (I )g} = {pPra1 € ProjClxo,...,x,1: I S proy}
={aeC"™1 —{0}: pi(@)=0,Vi}/ ~.
13. Proposicion : Sea f € R un elemento homogéneo. El morfismo de localizacion

R — Ry es un morfismo graduado que induce un homeomorfismo

ProjRy =U7.
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Demostracion. En la igualdad SpecRy = Uy, los ideales primos homogéneos de R se
corresponden con los ideales primos homogéneos de R que no contiene a f.
O

El conjunto de rectas que pasan por el origen de una variedad
homogénea X, que no yacen en el plano x; = 0, se identifica
el conjunto de los puntos de corte del plano x; —1 =0 con la
variedad homogénea. Ademas,

X —{x; =0} =(X n{x; —1=0}) x (A1 - {0}).
Con rigor y detalle:

14. Proposicion: Sea R una dlgebra graduada. Si existe f € R invertible, entonces

1. ¢: ProjR — SpecRg p— po es un isomorfismo.

2. El morfismo de Ry-dlgebras ¢: Rolx,1/x] — R, x — f es un isomorfismo y tenemos
el diagrama conmutativo

SpecR z ProjR
¢*

4

SpecRolx,1/x] = SpecR

donde w1 es el morfismo obvio.

3. Ro=R/f —1), luego ProjR = SpecRg = SpecR/(f —1)=(f —1)o.

Demostracién. 1.y 2. El morfismo Rylx,1/x] = R, x — [ es un isomorfismo graduado,
porque el morfismo inverso es ;—,’; — ;—’,ﬁ -x™ ™. Podemos suponer que R = Rylx,1/x] y
f=x.

Obviamente ¢ es continua, ya que ¢ 1((I)g) = (I )g. Si g es un ideal primo homogé-
neo de Rylx,1/x], entonces q = %qo -x™. Si p es un ideal primo de R( entonces q := glap-x"
es un ideal primo de Rglx,1/x]y qo = p. Por tanto, ¢ es biyectiva. Es un homeomorfismo
porque aplica cerrados en cerrados. En efecto, ¢((sg -x”)g) = (p((so)g =(s0)o (para todo
so € Rg y n €N). Tenemos el diagrama conmutativo

SpecRolx,1/x]) i ProjRolx,1/x] q— @qj,

n
| RN
SpecRolx, 1/x]

SpecR 90

T
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3. R/(f —1)=Rolx,1/x]/(x - 1) = Ry.

Si R es una algebra graduada, entonces R es un subanillo.
15. Corolario: Sea f € R homogénea de grado 1, entonces
1. ¢: ProjRs — Spec[Rrlo, p— [plo es un homeomorfismo.

2. El morfismo de [Rrlo-dlgebras ¢: [Rrlolx,1/x] — Rf, x — f es un isomorfismo y
tenemos el diagrama conmutativo

TR

SpecR ProjRy

(,b*

‘«p
Spec[R lolx, 1/x] = Spec[Rrlo

donde w1 es el morfismo obvio.
3. [Rrlo=R/f —1), luego ProjRs = Spec[Rf]o = SpecR/(f —1) = (f — 1)o.

Observemos que si A es una k-algebra, entonces Alx,1/x] = A ®;, k[x,1/x], luego
SpecAlx,1/x] = SpecA x; (A —{0}).

4.3.1. Variedades algebraicas proyectivas

16. Definicion: Llamaremos variedad algebraica proyectiva (sobre k) al espectro pro-
yectivo de un algebra graduada del tipo k[¢o,...,¢,]1 = klxo,...,x, VI, siendo I un ideal
homogéneo. Es decir, una variedad proyectiva es un cerrado del espacio proyectivo P} .

Por sencillez, siempre que escribamos k[&g,...,¢,] supondremos que cada ¢; es de
grado 1.

Se cumple que [k[<o,...,¢n)e;Jo = RIE0/E,. .., ¢{n/Ei], donde R[Eo/E;,...,{n/E ] es la k-
subédlgebra de k[, ...,¢n]¢; generada por {o/¢;,...,¢{n/¢;.

Denotaremos el ideal irrelevante m,, = (&,...,&,) < k[&o,...,Enl.

17. Teorema: Se cumple que

1. Projkléo,...,Enl= O UL
=0 &t

2. Ul =Speck[$2, ..., 1= Speckl&, ..., EnV(E - 1.
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3. Sea m: Speckl[lo,...,{n]1—{or}—— Projkl&o,...,En], P— GBNpm. Entonces,
me
n N UL = Uy, = UL x (AT = {0D).

Demostracion. 1. Projkléo,...,En] = _GOUg , ya que _F%O(si){; = (&0, &) = 8.
1= t 1=

2.y 3. son consecuencia del corolario 4.3.15.
O

18. Observacion: Via las iguald. U? = SpecRo[‘(—‘;, e, 5_?] = SpecRyl&o,...,E 1 1),
tenemos

60 fn 50 fn
(@10, rEn)s s @0, ENG N UL = (ql(g,...,g),-n,CIr(Zauwg))O

:(QI(607---,i,'--afn)a'--;Qr(EO;---ai,---,én))o'

19. Un subconjunto C de un espacio topolégico X es cerrado si y solo si dada un
recubrimiento {U;} por abiertos de X, se cumple que U; N C es un cerrado de U;, para
todo i. Sea X = Projkl[¢y,...,¢,] una variedad proyectiva. Si U < X es un abierto y
x € U es un punto cerrado de U, entonces x es un punto cerrado de X: Sea {Ué’i } un

recubrimiento de X, entonces x es un punto cerrado de x € Ué? NU (para todo i, tal que

xe€ Ug ), luego es un punto cerrado de U”. Por tanto, {x}nU ? es un cerrado para todo
i, luego x es un punto cerrado de X.

20. Proposicién: Dos cerrados C,C' de una variedad proyectiva Projk[&,...,¢,] son
iguales si y solo si tienen los mismos puntos cerrados.

Demostracion. Si C tiene los mismos puntos cerrados que C’, entonces C N U? tiene
12

los mismos puntos cerrados que C'n Ué’i, luego Cn U?i =C'nU ?i, para todo i, luego
c=C. m|

21. Proposicion : Si [, € k[&y,...,E,] es una funcién homogénea tal que para todo
punto cerrado z € Projk[Co,...,En]), fm(2) =0 (es decir, f,, € p,), entonces [, es nilpoten-
te.

Demostracién. Como {Conjunto de puntos cerrados de (fm)g} = {Conjunto de puntos
cerrados de Projk[¢o,...,¢,]}, entonces (fm)g = Projk[&o,...,¢n], luego f), pertenece a
todos los ideales primos minimales de k[¢y,...,¢,], luego es nilpotente. O
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22. Size€Z =_SpecA, denotaremos Oz, =A,. SizeU, cSpecA =Z, entonces Oy, , =
A, =0z,. Sea x € Speck E—?,...,E—?] = Ué? c X =Projk[&o,...,¢{,], denotaremos Ox , :=

@U? o SlxeE U?j, entonces U? mU?j = Speck[‘t—‘?,...,‘(—’,‘]:j = Speck[é—‘;,...,‘(—’;]i, luego
i’ l t i g E‘]

@Ug X @Ug nUE x = @Ug,x-
2 12 J J
Diremos que x € U? c X =Projk[éy,...,&,] es un punto racional de X, si el ideal

maximal de Ox , es racional, es decir, si x es un punto racional de U?_ . Si k es alge-
12
braicamente cerrado, los puntos cerrados de X coinciden con los puntos racionales.

23. Ejemplo: Sea X = Projklxo,...,x,)/(p1(x0,...,%1),...,pr(x0,...,%,)) ¥y denotemos
por X}, el conjunto de los puntos racionales de X. Probemos que

p1(a)=0
X, ={ ack™?!, nonulo : N
pr(@)=0
donde a ~ a’ si existe A € k tal que a’ = 1-a. Denotemos al término de la derecha de
la igualdad por S. Sea S; :={[a]l € S: a; # 0}. La aplicacion S — X, [a] — a, donde
pa =(a;%j— ajX;); ;, restringida a cada S; es la aplicacién biyectiva

i
; pl(ao,...,l,...,an):o
S; — (ag,...,1,...,a,)€k™1: :(Ug)k

i
prlag,...,1,...,a,)=0

i
[@o,...,a)] — (&,..,1,...,%)

Ademas, a; =0 si y solo si [(ao,...,a,)] se aplica en un punto (racional) de (¢ i)g.

4.4. Dimension de una variedad proyectiva

1. La dimension del espacio topolégico ProjR coincide con con el maximo de las lon-
gitudes de las cadenas de inclusiones de ideales primos homogéneos de R que no con-
tengan al ideal irrelevante.

2. Sea Xxjc---C X, una cadena de cerrados irreducibles de longitud maxima de Proj R
y U un abierto que contiene a x1. Entonces, x9 € U, porque si x9 € U¢, entonces X9 € U¢
y x1 € UC. Luego, x; € U, para todo i. Entonces, X1 "U c--- c%,, NU es una cadena de
cerrados irreducibles en U. Como la dimensién de un abierto es siempre menor o igual
que la del espacio, entonces dim ProjR = dimU. Por lo tanto,

dimProj &[éo, ..., ¢x] = max{dim U}, Vi}.
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3. Proposicion: Sea X una variedad proyectiva irreducible y U < X un abierto no
vacio. Entonces, dimX = dimU.

Demostracién. Para toda pareja de abiertos V y V' no vacios, VNV’ # @ porque X
es irreducible. Si V < V' entonces dimV < dimV'. Existe un abierto afin V tal que
dimX = dimV. Por la proposiciéon 3.5.3, dim(UNV)=dimV =dimX y dim(UNV) <
dimU =dimX. Por tanto, dimU = dim X. O

4. Proposicion: Sea m,, = (ég,...,&n) < kléo,..., &l el ideal irrelevante. Entonces,
dimProjk[&g,..., 1 =dimEk[ég,...,E]or — 1 = (dim Speck[{o,..., &, D — 1.

Demostracién. Los ideales primos minimales de k[&y,...,¢,] son homogéneos y es-
tan incluidos en m,,. Haciendo cociente en cada uno de estos ideales primos, po-
demos suponer que k[{yp,...,¢,] es un anillo integro. Sabemos que dimk[&y,...,¢,] =
dim£k[&y,...,¢n]or. Todos los abiertos no vacios de Projk[¢y,...,¢,] (igualmente los de
Speckl[¢op,...,¢,]) tienen la misma dimensién. Por el proposicién 4.3.15, se concluye. 0O

5. Proposicion: Sea f € k[,...,{,] una funcion homogénea de grado mayor que cero.
Entonces,

dim(f)? = dim Proj k[&o, ..., &, 11

Demostracién. En efecto,

dim(f)? “£* dim(f) — 1= dim Speck[éo, ..., én1 - 2“2 dim Proj kl¢o, ..., &1 1,

donde > es consecuencia del teorema del ideal principal de Krull, teniendo en cuenta
que todas las componentes irreducibles de Speck[¢q,...,¢,] pasan por or y que f se
anula en or (donde m,, = (&op,...,&L)). |

6. Proposicion: Las variedades proyectivas son catenarias.

Demostracién. Dados dos cerrados irreducibles X1 c X2, sea U un abierto, que sea una
variedad algebraica afin y que contenga a x;. Toda cadena maximal de inclusiones de
cerrados irreducibles de extremos X1 y X9 induce, cortando con U, una cadena maximal
de inclusiones de cerrados dee U (de extremos X1 NU y X9 NU). Se concluye por 3.5.10.

O
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4.5. Teoremas de Bézout y Max Noether

1. Sea X una variedad proyectiva de dimension cero. Llamaremos nimero de puntos
de X contando grados y multiplicidades, que denotaremos (X), a

X*= Z dimy, Ox .
xeX

Dado un punto cerrado x € X, llamaremos grado de x sobre k£ a dimj Ox ,/m,, donde m,
es el ideal maximal de Oy ,; y multiplicidad con la que aparece x € X, que denotaremos

m(X), a my(X) = T2 Tuego, X¥ = ¥yex gry e my(X).

Diremos que C < P" es una curva proyectiva si es de dimensién 1. Diremos que H <
P" es una hipersuperficie si H = ( fn)g y diremos que n es el grado de la hipersuperficie.
Sea C una curva proyectiva del espacio proyectivo P} y H una hipersuperficie que no
contiene ninguna componente irreducible de C. Entonces, CNH = {y1,...,ym} €s un
numero finito de puntos cerrados. Diremos que el niimero de puntos de corte (contando
multiplicidades y grados) de C con H es (C n H)*. Este nimero es estable por cambios

de cuerpo base.

2. Teorema de Bézout: Sean C, C' dos curvas proyectivas planas sin componentes
comunes de grados r,r'. Entonces

cncH=r-r

Demostracién. Podemos suponer, por cambio de base, que el cuerpo es algebraicamen-
te cerrado. Mediante un cambio de coordenadas, podemos suponer que el hiperplano
del infinito xo = 0 no pasa por ninguno de los puntos de interseccion de las curvas C y
C.

Escribamos C = Projk[xo,x1,x2)/(p,(x0,%1,%2)), C' = Projklxo,x1,%2/(p},(x0, %1, %2))-

!
Pr(xo,%1,%2) p’,(x0,x1,%2)

Sea p(x,y) = ey p'x,y)= - Tenemos que probar que
0

dimy, k[x, y)/(p(x, y),p'(x,y))=r-r'.
Denotemos B = klxo,x1,x21/(pr,pl), B' = klx, yl/(p(x,y),p'(x,y)). Se tiene que
B .
B' = [BJE()]O = U_—Z
i xo

Como @ = (a‘co)g = ProjB/(x), entonces dimB/(kg) = 0 y dimy B/(X() < co. Existe m, tal

que (B/(%9)), =0, para todo n = m. La sucesiéon B g, B/(x¢) — 0 es exacta, luego la
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sucesién B, = B,+1 — 0 es exacta, para todo n = m. Por lo tanto, dimj B,,+1 < dimj By,

para todo n = m. Existe m’ > m, tal que dim; B, .1 = dim, B,,, para todo n = m’. Por lo
X B; Bii1

Xo- .
tanto, B, = B,.+1 es un isomorfismo, para todo para todo n = m'. Como x—; S i, se
0

B

concluye que B' = = ~ B, paran >m'.
0
Denotemos A = k[xg,x1,x2]. La sucesion
0 A Ao A A B 0

q—— (), q,~pr-q) q———4g

(q,9)———=pr-q+pl.-q

es exacta. Denotemos por A[—n] al anillo A pero donde dotamos de grado m +n a los
polinomios homogéneos de grado m. Entonces la anterior sucesion exacta se reescribe:

0—A[-r-r'1— Al-rle A[-r'1- A—B—0

y ahora los morfismos conservan la graduacion. Por tanto, se tiene una sucesion exacta
en cada grado y tomando dimensiones

. n+2 n+2—-r—r' n+2-r n+2-r ,
dim; B,, = 9 + 9 - 9 - 9 =r-r

paran=r+r'.
O

Dada una curva proyectiva plana C = (pn(xo,xl,xg))g, un punto cerrado x € C y
un abierto afin que lo contiene, digamos UJ’C‘0 c P?, tenemos que C N Uf}o es la cur-
va del plano afin de ecuacién p,(xo,x1,%2)/x5 = pn(1,x1/x0,%2/%0) = 0. Denotaremos
pe.x = (pa(1,x1/x0,x2/%0)) < klx1/%0,%2/%0], y diremos que es el ideal de gérmenes en
x de funciones del plano que se anulan en C, ideal que no depende del abierto afin
considerado.

3. Teorema de Max Noether : Sean p; € klxy,x1,%9] polinomios homogéneos (i =
1,2,3) y consideremos las curvas proyectivas planas C; = (p i)g. Supongamos que C1,Cy
no tienen componentes comunes. Existe una ecuacion

p3=a-p1+b-ps

con a,b polinomios homogéneos de grados gra = grps —grp1,grb = grps —grpsg, st y
solo si para todo x € C1 N Cq se cumple que pc;, S Pc,, +PCy -
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Demostracion. La necesidad es obvia, veamos la suficiencia.
La hipétesis equivale a que (£2) c (£%) +(£2), para todo i, porque localmente es

asi. Luego la hipétesis se mantiene por cambio de cuerpo base. La tesis es cierta si
lo es por cambio de cuerpo base. Podemos suponer que el cuerpo es algebraicamente
cerrado.

Haciendo un cambio de coordenadas homogéneo, podemos suponer que xo no se
anula en ningdn punto de C1 N Cq, es decir, p1(0,x1,x2) es primo con p2(0,x1,x2). Sa-
bemos que

3 1 2
Py _, P1, P2

3 ni ng
) X o)

P

porque (5733) c(Hp+ (%). Homogeneizando tenemos que

0 xg
xy-p3=a'p1+b'ps.
Sea r minimo en las igualdades de esta forma. Si r > 0, entonces
0=a'(0,x1,x2)p1(0,x1,x2) + b'(0,x1,22)p2(0, x1,x2).

Por tanto, a'(0,x1,x2) = h - p2(0,x1,x2) y '(0,x1,x2) = —h - p1(0,x1,x2). Observemos que
a":=a'—h-payb"”:=b"+h-p; son divisibles por xo; y que x{ - p3 =a"p1+b"p2. Divi-

diendo esta igualdad por x( llegamos a contradiccion, porque r —1 < r. En conclusion,

p3=a-p1+b-ps.
O

La siguiente proposicion sera de utilidad para poder aplicar el teorema de Max
Noether en los problemas.

4. Proposicion: Sea C1 = Specklx,yl/(p1(x,y)) una curva plana y a € C1 un punto
racional no singular (ver el problema 28 del capitulo 3). Sean Co = Specklx, yl/(pa(x,y))
y C3 = Specklx,yl/(ps(x,y)) dos curvas planas que pasan por a. Entonces,

(p1,P3)a S (P1,P2)a == Ma(C1NC3)2mu(C1NCy).

Demostracion. Por el problema 28 del capitulo 3, mg - (k[x, yl/(p1(x,¥)))s = (¢) es princi-
pal. Luego, p; =t™i-inv y tendremos que (p2) S (p3) o (p3) S (p2). Es decir, (p1,p2)q S
(p1,p3)a 0 (p1,P3)a S(p1,p2)q. La primera inclusion se cumple cuando m,(C1NnCs) =
m4(C1NnCy), la segunda cuando m,(C1NCg)=m4(C1NC3). O
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4.6. Biografia de Bézout

BEZOUT BIOGRAPHY

Etienne Bézout’s father was Pierre Bézout who was a ma-
gistrate in the town of Nemours. One might have expected
Etienne to follow the same career, for his grandfather had also
been a magistrate in Nemours. Etienne’s mother was Hélene-
Jeanne Filz.

As we have already indicated the family tradition almost de-
manded that Etienne follow in his father and grandfather’s
footsteps. However the remarkable mathematics of Leonard
Euler proved stronger than his parents wishes, for once Bézout had read Euler’s works
he wished to devote himself to mathematics. In 1756 he published a memoir Dynami-
que. In the following year he published Quantités différentielles and in 1758 Rectifi-
cation des courbes. These latter two papers were investigations of integration.

In 1758 Bézout was appointed an adjoint in mechanics of the Académie des Scien-
ces and, in the same year, as royal censor. He was appointed examiner of the Gardes de
la Marine in 1763, the post being offered to him by the Duke of Choiseul. One impor-
tant task that he was given in this role was to compose a textbook specially designed
for teaching mathematics to the students.

Bézout is famed for the texbooks which came out of this assignment. The first was
Cours de mathématiques a I'usage des Gardes du Pavillon et de la Marine, a four
volume work which appeared in 1764-67.

In 1768 Camus, who was the examiner for the artillery, died. Bézout was appointed
to succeed him becoming examiner of the Corps d’Artillerie. He began work on another
mathematics textbook and as a result he produced Cours complet de mathématiques
a l'usage de la marine et de I'artillerie, a six volume work which appeared between
1770 and 1782. This was a very successful textbook and for many years it was the
book which students hoping to enter the Ecole Polytechnique studied. Grabiner wrote:

“The experience of teaching non-mathematicians shaped the style of the works: Bé-
zout treated geometry before algebra, observing that beginners were not yet familiar
enough with mathematical reasoning to understand the force of algebraic demonstra-
tions, although they did appreciate proofs in geometry. He eschewed the frightening
terms «axiom» «theorems»,«scholium« and tried to avoid arguments that were too close
and detailed”.

As might be expected given this approach aimong at the readership for whom Bé-
zout intended his texts, his books came in for a certain amount of criticism for lacking
rigour. However, despite this they were books which could be understood by those who
needed to use mathematics and as a result were very popular and widely used. Their
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use spread beyond France for they were translated into English and used in North
America. In particular Harvard University adopted them as calculus textbooks.

Returning to give more information about Bézout’s career, we should note that he
was promoted to associé in mechanics at the Académie des Sciences in 1768 and then
further promoted to pensionnaire in 1770.

As we have indicated Bézout is famed for being a writer of textbooks but he is
famed also for his work on algebra, in particular on equations. He was much occupied
with his teaching duties after his 1763 appointments and he took these very seriously
indeed. As a consequence he could devote relatively little time to research and he
made a conscience decision to restrict the range of his work so that he could produce
worthwhile results in a narrow order.

The way Bézout went about his research is interesting since still today it is a good
approach for obtaining results. He attacked quite general problems, but since an at-
tack was usually beyond what could be achieved with the mathematical knowledge
then available, he attacked special cases of the general problems which he could sol-
ve. This approach often leads slowly to more and more understanding of the general
case which may eventually become soluble. Bézout had a name for this approach to
mathematics, namely the "method of simplifying assumptions".

His first paper on the theory of equations Sur plusieurs classes d’équations de tous
les degrés qui admettent une solution algébrique examined how a single equation in
a single unknown could be attacked by writing it as two equations in two unknowns.
He wrote in this paper:

“It is known that a determinate equation can always be viewed as the result of two
equations in two unknowns, when one of the unknowns is eliminated.”

Of course on the face of it this does not help solve the equation but Bézout made
the simplifying assumption that one of the two equations was of a particularly simple
form. For example he considered the case when one of the two equations had only two
terms, the term of degree n and a constant term. Already this paper had introduced the
topic to which Bézout would make his most important contributions, namely methods
of elimination to produce from a set of simultaneous equations, a single resultant
equation in one of the unknowns.

He also did important work on the use of determinants in solving equations. This
appears in a paper Sur le degré des équations résultantes de I'évanouissement des
inconnues which he published in 1764. As a result of the ideas in this paper for solving
systems of simultaneous equations, Sylvester, in 1853, called the determinant of the
matrix of coefficients of the equations the Bézoutiant.

These and further papers published by Bézout in the theory of equations we-
re gathered together in Théorie générale des équations algébraiques which was pu-
blished in 1779. This work includes a result known as Bézout’s theorem:
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The degree of the final equation resulting from any number of complete equations
in the same number of unknowns, and of any degrees, is equal to the product of the
degrees of the equations.

By a complete equation Bézout meant one defined by a polynomial which contains
terms of all possible products of the unknowns whose degree does not exceed that of
the polynomial. One has to understand the problems that faced Bézout for he did not
have our simple suffix notation to denote the unknowns by x1,x2,x3,..., nor could he
even label his equations with a suffix notation. Despite this Bézout, who was prepared
to enter long and difficult algebraic manipulations, proved his theorem with just a
little hand waving over an inductive argument.

In this work Bézout also gave the first satisfactory proof of a result of Maclaurin
on the intersection of two algebraic curves.

Grabiner told us that:

“[Bézout] married early and happily; although he was reserved and somewhat som-
bre in society, those who knew him spoke of his great kindness and warm heart. By
[1763] Bézout had become a father ...”

After his death in 1783 a statue was erected in Nemours, the town of his birth, to
commemorate his great achievements.

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/).

4.7. Cuestionario

1. Prueba que p(xo,...,x,) € klxo,...,x,] €s un polinomio homogéneo de grado m si
y solo si p(txg,...,tx,) =t p(xg,...,x,) en k[t,xq,...,x,].

2. ;Cuadl es el ideal homogéneo minimo de k[x, y] que contiene al ideal (y+7x2+xy)?
3. Descompén el polinomio homogéneo x2 + y2 € C[x, y] en producto de irreducibles.
4. Sean I1,I2 c R dos ideales homogéneos. Prueba que (11 N Iz)g = (Il)g U (Iz)g.

5. Calcula (—x% +x% +x§)g N (—x(z) +x? -+ 2x§)g c IP%.

6. Sea R una algebra graduada y supongamos que ProjR # @. Prueba que ProjR es
irreducible si y solo si SpecR es irreducible.

7. Prueba que toda variedad proyectiva es compacta. Prueba que si R es un anillo
graduado noetheriano, entonces ProjR es un espacio topolégico noetheriano.
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8. Sea f € Ryl¢p,...,¢,] un elemento homogéneo de grado 1 (y gr(¢;) =1, Vi). Prueba
que

60 gn
R yeerln =Ro[—,...,=1
[RolSo,.--,¢nlrlo O[f f]

9. Sea f € Rylép,...,¢n] un elemento homogéneo de grado m. Prueba que Ué‘i N U]}} =
Speck[‘(—‘;,...,‘(”] f

i

10. Da una variedad proyectiva cuyos puntos racionales sean la unién de un cono
(proyectivo) con un plano (proyectivo) que pasa por el vértice del cono.

11. Da una variedad proyectiva con dos componentes irreducibles, una de dimension
2 y otra de dimension 0.

12. ;Pueden ser un hiperplano y una recta de P" disjuntos?;Y un hiperplano y una
recta de A"?

4.8. Problemas

1. Sea R un algebra graduada y f € R, con r # 0. Prueba

a) Si f es invertible, entonces ProjR — SpecR, p — [plg es un homeorfismo.
b) U}i‘ = Spec[R t]o.

c) Si(f )g =ProjR, entonces f es nilpotente.

2. Sea R un algebra graduada. Prueba que ProjR = @ si y solo si todo f, € R, es
nilpotente, para todo n # 0.

3. a) Escribe las ecuaciones “afines” de la curva proyectiva plana
. 2,.2,.2 2
C =ProjClxg,x1,x2)/(xy + x7 +x35) < P¢
en cada uno de los abiertos afines U” (“deshomogeneizar”).
X

b) Define una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la
curva plana “afin” y +x2 = 0. ;Corta la recta x =0, a la curva y +x2 =0, en
alguin punto del “infinito”?

4. Prueba que el morfismo C[x] — Clx,y]/(p(x,y)) es finito si y sélo si la curva
p(x,y) =0 no tiene asintotas verticales.
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5. Calcula las asintotas imaginarias de la circunferencia x? + y2 = 1.

6. Demuestra que la recta tangente a una curva de P? de ecuaciones homogéneas
p(xp,x1,x2) =0 en un punto a = (ag, @1, @2) no singular es

0 0 0
_p(a).xo + _p(a).xl + _p(a).xz =0
axo 6x1 axg

7. Sea
p1(xo,...,x,) =0
pr(xO,---7xn) = 0

un sistema de ecuaciones homogéneas k-algebraicas y X el cierre algebraico de
k(y1,...,yn). En el conjunto X de todas las soluciones sobre Z no nulas establez-
camos la relacion de equivalencia ~: (Ag,...,A,) ~ (Lo,...,U,) Sl existe a € Z y
T € Auty_q14(2) tal que (A,...,A,) =a-(v(uo),...,7(u,)). Prueba que la aplicacién

X/ ~—— Projklxg,...,x, /(p1,...,pr)

que asigna a cada clase [Ag,...,1,] el ideal de funciones que se anulan en -
(Ao,...,An), para todo ¢, es biyectiva.

8. Consideremos la k[x,y]-algebra graduada

A= @ (1, =klx,y]0 @18 05,y 0.

Sea 7: ProjA — Speckl[x, y] el morfismo natural. Prueba

a) 7 (or)=PL

b) 7 1A% -0or) 5 A2 - or es un homeomorfismo.

c¢) ProjAj; = Specklx,y/x] donde & € A es el elemento x € (x,y) = A1, y por tanto
Proj A = Specklx,y/x]u Speckly,x/y].

9. Sean X e Y dos subvariedades proyectivas irreducibles de P", y supongamos
que codimX + codimY < n?. Prueba que X NY # @. Si Z es una componente
irreducible de X NY prueba que

UEX

codimZ < codim X +codimY.

3Se define codim X := dimP" — dim X
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10. Prueba que el conjunto de rectas que pasan por un punto (“haz de rectas”) del
plano afin se corresponde con el conjunto de puntos racionales de una recta pro-
yectiva.

11. Prueba que el conjunto de conicas que pasan por cuatro puntos no alineados del
plano afin se corresponden con los puntos racionales de una recta proyectiva.

12. Prueba que el conjunto de conicas que pasan tres puntos no alineados del plano
afin y es tangente en uno de ellos a una recta fijada que pasa por el punto se
corresponden con los puntos racionales de una recta proyectiva.

13. Prueba que el conjunto de curvas de grado n de P? se corresponden con los puntos
racionales de un espacio proyectivo.

14. Prueba que el conjunto de curvas afines de grado menor o igual que n de A? se
corresponden con los puntos racionales de un abierto de un espacio proyectivo.

15. Prueba que en general las curvas planas afines de grado n son irreducibles.

16. Diremos que (g) puntos del plano proyectivo estan en posicion general si no exis-
te una curva de grado n — 2 que pase por ellos. Prueba:

a) Dados (g) — 1 puntos cualesquiera existe una curva de grado n — 2 que pasa
por ellos.

b) En general, dados ('2‘) — 1 puntos cualesquiera existe una udnica curva de
grado n — 2 que pasa por ellos.

¢) En general, (g) puntos estan en posicion general.

6

17. Parametriza la curva x® — x?y3 — y® = 0. Calcula sus soluciones racionales.

18. Suponemos las curvas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Prueba:

a) Siuna cénica tiene un punto singular, entonces no es irreducible.

b) Si una cubica plana tiene exactamente dos puntos singulares no es irredu-
cible.

c¢) Siuna cuartica plana tiene cuatro puntos singulares entonces no es irredu-
cible.

19. Prueba que los puntos (0,0),(2,0),(0,2) son puntos singulares de la cuartica pla-
na xy(x +y—2)—(x2 + y? — 2x — 2y)? = 0 ;Existen mds puntos singulares? Para-
metrizar esta cuartica (mediante un haz de cénicas).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Justifica por qué las circunferencias x? +y%2 —1=0, x2 + y?>—2 = 0 han de ser tan-
gentes en algun punto del infinito, sin hacer el calculo explicito de sus tangentes
en los puntos del infinito.

Teorema de Pascal: Si un hexagono esta inscrito en una cénica irreducible, en-
tonces los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

Teorema de Pappus: Sean R1,R2 dos rectas; p1,p2,p3s€R1Y q1,92,93 € R (nin-
guno de ellos se encuentran sobre R1NR3). Sea R;; la recta que une p; y q;.
Prueba que los puntos {a,b,c} ={R;; N Rj;};<;} estdn alineados.

Ley de grupo en las cuibicas: Sea C los puntos cerrados de una ctubica plana sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado no singular en todo punto. Fijemos un punto
po € C. Dados dos puntos p,q € C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C
en un tercer punto r. Definamos ¢p: CxC — C, (p,q) — r. Probar que la aplicacién
CxC—-C,(p,q)— ¢(po,d(p,q)) dota a C de estructura de grupo abeliano.

Sean Cg, Cé dos cubicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de mane-
ra que 6 de ellos estan sobre una cénica. Prueba que los tres restantes estan
alineados.

Demuestra que las tangentes a una cubica irreducible plana en 3 puntos alinea-
dos cortan a la cubica en otros 3 puntos alineados.

Demuestra que si un triangulo esta inscrito en una cénica irreducible, entonces
los puntos de corte de cada lado del triangulo con la tangente a la conica en el
vértice opuesto, estan alineados.

Prueba que una recta que pase por dos puntos de inflexién* de una cibica plana
irreducible pasa por un tercer punto de inflexion.

Teorema de Chasles: Prueba que si una cibica pasa por ocho de los nueve puntos
distintos de corte de otras dos ctbicas, entonces también pasa por el noveno.

Teorema de Cayley-Bacharach: Sean C; y C4 dos curvas proyectivas planas de
grados d y d’ que se cortan en dd’ puntos distintos. Sea C};, una curva de grado
k,cond,d' <k <d+d' -3 que pasa por dd’' — (d+d/2_k_1) puntos de C4NCy. Si el
resto de los puntos estan en posicion general, es decir, no existe una curva plana

de grado d +d’' —k — 3 que pase por los (d+dl2_k_1) puntos, entonces Cp pasa por
todos los puntos de C4nCy.

4Es decir, las rectas tangentes a la cibica en los dos puntos cortan a la cibica con multiplicidad 3



Capitulo 5

Desomposicion primaria

5.1. Introduccion

Dado un ideal I, puede parecernos que es siempre mejor considerar su radical r(I)
en vez de I. Pongamos un ejemplo sencillo en el que nos interese el ideal I: Considere-
mos el ideal (x,y% —x) < C[x, y] o el sistema de ecuaciones algebraicas

x=0
y2—x=0

la variedad de soluciones de este sistema de ecuaciones es el punto x =0,y = 0. Tene-
mos que I = (x,y% —x) = (x, y?) y r(I) = (x, ). Podemos pensar la variedad de soluciones
dada, como el conjunto de puntos de corte de la recta x = 0 con la parabola y? —x =0,
y como esta recta es tangente a la parabola nos gustaria afirmar que la variedad de
soluciones es “el origen contado dos veces”. De esta afirmacion “queda rastro” en el
ideal I pero no en r(I), con precisiéon dimg Clx, yl/I = 2, pero dim¢ Clx, yl/r(I) =1 # 2.
En conclusion, cuando estudiamos el sistema de ecuaciones definido por I, si conside-
ramos solo el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones (o equivalentemente,
consideramos solo r(I)) perdemos informacién que puede ser esencial, sobre todo en
una teoria fina de interseccion de variedades.

El ideal (x,y? —x) es el ideal de polinomios p(x,y) tales que p(0,0)=0y g—§(0, 0)=0,
que hemos expresado de modo mas impreciso como ideal de funciones que se anulan
dos veces en el origen. En general, demostraremos que todo ideal I < k[x1,...,x,] es
el ideal de polinomios que se anulan en ciertas variedades algebraicas irreducibles
y cumplen ciertas condiciones infinitesimales (no preciso este concepto) a lo largo de
estas variedades irreducibles. Si llamamos ideal primario al ideal de funciones que
se anula en una variedad irreducible y cumple ciertas condiciones infinitesimales a
lo largo de ella, el resultado fundamental de la teoria de descomposiciones primarias
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5.2.1deales primarios. Desomposiciéon primaria

afirma que todo ideal es interseccion de un nimero finito de ideales primarios. En
conclusion, dar un sistema de ecuaciones algebraicas equivale a dar un nimero finito
de variedades algebraicas irreducibles y ciertas condiciones infinitesimales a lo largo
de ellas.

Demos ahora un punto de vista aritmético. El teorema de Euclides afirma que to-
do nimero natural n es producto de potencias de nimeros primos distintos de modo
anico salvo ordenacion de los factores, n = p'll1 ---pr". En términos de ideales, estamos
diciendo que (n) = (p1)"*Nn---N(p,)" . Puede probarse que un anillo integro es local-
mente dominio de ideales principales si y solo si todo ideal es producto de modo tinico
(salvo ordenacién de los factores) de ideales primos.

Sea ahora A un anillo noetheriano. Dado un ideal primo p, € A denotemos pﬁc’”
el nucleo del morfismo natural 7: A — A,/p? - A,. Puede probarse que A es un anillo
normal si y solo si A es integro y para todo a € A se cumple que

@=p3Vn--nplr

para ciertos ni,...,n, >0y x1,...,%, Unicos, donde p,, € Px; para todo i # j. Se dice
que un ideal q es p,-primario si es la antimagen por 7 de un ideal (distinto del ideal
(1)) de A,/p} - A,. El teorema central de este capitulo afirma que todo ideal de un
anillo noetheriano es interseccion de ideales primarios y veremos en qué sentido esta
descomposicién es dnica.

5.2. Ideales primarios

Queremos demostrar que todo ideal de un anillo noetheriano viene definido por
condiciones infinitesimales en un ndamero finito de puntos del espectro. Comencemos
con los ideales primarios que seran los definidos por condiciones infinitesimales en un
punto.

1. Definicion: Sea A un anillo. Un ideal g < A es primario si todo divisor de cero de

A/q es nilpotente; es decir:

abeq,a¢q > b"eqparaalginn>1.

2. Ejemplos: 1. Los ideales primos son primarios.

2. Si p € Z es un numero primo entonces (p”) es un ideal primario de Z. Igualmente
si p(x) € k[x] es un polinomio irreducible entonces (p(x)") es un ideal primario
de k[x]
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3. Proposicion: El radical de un ideal primario es un ideal primo.

Demostraciéon. En efecto, sea p el radical de un ideal primario q. Siabepy a ¢ p,
entonces (ab)* € g para algan n =1y a” ¢ q para ningun r. Como g es primario, alguna
potencia de b™ ha de estar en q, luego b € p. |

4. Definicion: Sea q un ideal primario y p = r(q) el radical de g. Diremos que g es un
ideal p-primario 6 que p es el ideal primo asociado a q.

En tal caso, si A’ — A es un morfismo de anillos, es sencillo comprobar que A’ Ngq
es un ideal (A’ N p)-primario de A'.

5. Proposicion: Sea m c A un ideal maximal. Entonces, un ideal I c A es m-primario
si y solo si r(I)=m.
En particular, todas las potencias m”", con n > 0, son ideales m-primarios.

Demostracién. Si I es un ideal de radical m, entonces m es el tnico ideal primo que
contiene a I. Por tanto, A/I tiene un unico ideal primo, luego todo elemento de A/I es
invertible o nilpotente; en particular, todo divisor de cero es nilpotente. m|

Si el anillo A es noetheriano, cada ideal contiene una potencia de su radical, asi
que todo ideal m-primario es de la forma 7~1(q) para algin ideal § de A/m” (donde
m: A — A/m” es el morfismo de paso al cociente). En el caso del anillo A = C[x1,...,x,],
si consideramos el ideal maximal m, = (x1 — a1,...,X, — @) y escribimos ¢; = x; — a;,
entonces my = (¢1,...,t,),

. . |Polinomios de grado
Amy, =Cltqy,..., tht1,...,t,) =
<renty,...,ly

y la reduccién médulo m}, de cualquier polinomio coincide con el clésico desarrollo de
Taylor hasta el orden r — 1 en el punto (ay,...,a,). Por tanto, el ideal m,-primario g
esta formado por todas las funciones f € A cuyo desarrollo de Taylor f € A/m’, hasta el
orden r — 1 en el punto a, pertenece al subespacio vectorial g de A/m/,.

Una base del C-espacio vectorial dual de A/m], la constituyen las formas lineales

. - 1]
con = (B1,...,Bn) ¥ Bl = B1+ -+ B < 7, definidas por D s(f) = W(al,...,an).

Por tanto, todo ideal de A/m/, esta definido por un sistema de s-ecuaciones

Z /M’“gDﬁ(f_'):O, 1<i<s.
|Bl<r

=
=
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5.2.1deales primarios. Desomposiciéon primaria

Afnadamos la ecuacion redundante f(aq,...,a,) =0. Los ideales m-primarios son idea-
les generados por las funciones f que verifican un sistema de s-ecuaciones

oflf ~ ‘
0<%|<r/1i’ﬁm(a1""’an)—O, l1<i<s
flag,...,a,)=0

(variando r,s,A; g se obtienen todos los ideales ni,-primarios).

Por tanto, cada ideal m-primario viene definido por ciertas relaciones entre las
derivadas parciales iteradas en el punto (a1,...,a,).

Por ello, en general, diremos: “Los ideales primarios de radical maximal m, son los
ideales definidos por condiciones infinitesimales en el punto cerrado x”.

6. Ejemplo: El ideal primario (x2, y) c C[x, y] es igual al ideal

0
I={f eClx,yl: f(0,0) = 0,%(0,0):0}.

7. Proposicion : Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y sea q un ideal
Py-primario.

1. Sip, corta a S, entonces ¢Ag = Ag.

2. Si p, no corta a S, entonces q0Ag es un ideal p,Ag-primarioy q=AnN(qAg). En
particular:
g=An(qAy).

Por tanto, dos ideales p,-primarios son iguales si son iguales al localizar en x.

Demostracion. 1. Sis e S np,, entonces q contiene alguna s”, que es invertible en Ag;
luego gAg = Ag.

2. Si Snp, =@, entonces p,Ag es un ideal primo de Ag y es facil comprobar que
gAg es un ideal p,Ag-primario. Por dltimo, veamos que = AN(gAg). Si f € An(gAg),
entonces sf € q para algun s € S. Ninguna potencia de s esta en q, luego f € q. Por
tanto, A N(qAg) € q. La inclusién contraria es evidente. O

8. Ejercicio: Prueba la igualdad

{Ideales primarios de Ag} = {Ideales primarios g < A tales que qN S = @}.
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9. Sea A un anillo noetheriano y p, < A un ideal primo. Un ideal g < A es p,-primario
siy solo g-A, es unideal p,-A,-primario, que equivale a que exista un namero natural
r,tal que pLA, S q-A, < A,. En conclusion, q es un ideal p,-primario si y solo si existe

un numero natural r y un ideal (1? A,/p A, tal que

q=7r"1)

siendo 7: A — A,/p,A, el morfismo natural. Por tanto, “los ideales p,-primarios son
los ideales determinados por condiciones infinitesimales a lo largo de x”.

10. Ejemplos: Si un ideal primo p no es maximal, pueden existir ideales de radical p
que no son primarios. Fijemos en un plano afin un punto racional p y una recta r que
pase por él. Sea m,, el ideal de funciones del plano que se anulen en p y p, el ideal de
funciones del plano que se anulen en r. Consideremos ahora el ideal I = m?) NP, que
son los polinomios que se anulan en la recta r y sus derivadas parciales se anulan en
el punto fijado p. El radical de I es

r(I)=r(m2)Nr(p,) =m, Np, = pr

pero el ideal I no es primario: si fuese primario seria p,-primario. Al localizarlo en r,
coincide con la localizacion de p, en r, por tanto I coincidiria con p,, lo cual es falso.

Puede incluso darse el caso de que una potencia de un ideal primo no sea un ideal
primario. Por ejemplo, sea A = k[x,y,z]/(x% + y? — z2) el anillo de las funciones alge-
braicas de un cono de A3 y sea Pgt = (x,y —2) el ideal primo de A definido por una
generatriz. El ideal pﬁ,t no viene definido por condiciones infinitesimales en el punto
genérico de tal generatriz; es decir, pz,t no coincide con A N pztA gt Sino que involucra
ademas condiciones en el vértice del cono, pues las funciones de ert deben cumplir ade-
maés la condicién de estar en m?2, donde m = (x, y, z) denota el ideal maximal del vértice
del cono. En efecto, y—z€ An pi,tAgt (porque (y—2)-(y+2) € pz,tAgt) peroy—z ¢ pzt
porque no pertenece a m?. Luego el ideal pz,t no es primario.

5.3. Descomposicion primaria de ideales

1. Definicion: Diremos que un ideal q de un anillo A es irreducible si no es intersec-
cion de dos ideales estrictamente mayores; equivalentemente, si el ideal 0 de A/q no
es interseccion de dos ideales no nulos.

2. Lema fundamental: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal irreducible q+ A es
primario.
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5.3. Descomposiciéon primaria de ideales. Desomposicién primaria

Demostracién. Sea q irreducible y sea b € A/q un divisor de cero. Sea b: A/q— A/q la
homotecia de razon b. Se tiene que

0% KerbcKerb?2c---cKerb"c---

Como A/q es un anillo noetheriano, Kerb” = Kerb**! para algin n. Por lo tanto,
(Kerb)n(Imb™) =0. Como g es irreducible, debe ser Kerb =0 6 Imb" = 0. Por hipétesis
Kerbd # 0, luego Imb™ = 0 y por tanto b es nilpotente. En conclusion, los divisores de
cero de A/q son nilpotentes y g es primario. O

3. Existencia de descomposiciones primarias: Sea A un anillo noetheriano. Todo
ideal 1 g A es interseccion finita de ideales irreducibles de A. Por tanto, todo ideal 1 g A

es interseccion finita de ideales primarios de A.

Demostracion. Basta ver que si I no es irreducible entonces I = I1 NI’ con Iy irre-
ducible e I g I' (pues con I’ se repite el argumento y asi sucesivamente y se con-

cluye por noetherianidad). Si I no es irreducible, entonces es interseccion de idea-
les estrictamente mayores: I = I1NJ1. Si I es irreducible hemos terminado; si no,
I.=1I11n1I19,luego I =I11NI13NJq. Silainclusion I < I192 N <J7 es estricta, tomamos
Iy =111,J9 =I19NJq; sino, tomamos Is = 119, Jo = J1. En ambos casos obtenemos de
nuevo que I =Isnds , con I i Jo, ademas I g I». Asi sucesivamente, el proceso es

finito por noetherianidad, luego para cierto n, I =1, N, con I, irreducible e < Jn

por construccion. |

4. Definicion: Sea I un ideal de un anillo A. Diremos que una descomposiciéon I =
giN...Nq, como interseccioén de ideales primarios de A es una descomposicion primaria
reducida de I cuando no tenga componentes redundantes (i.e., no puede eliminarse
ninguno de los g; en la igualdad) y r(q;) # r(q;) cuando i # j.

5. Proposicion: Si qy q son dos ideales pi-primarios entonces qNq' es pg-primario.
Demostracion. Al lector. |

Si un ideal de un anillo puede descomponerse como interseccion finita de idea-
les primarios, agrupando los términos de igual radical obtenemos una descomposicion
primaria en que todos los términos tienen radicales diferentes. Eliminando entonces
términos redundantes, si los hubiera, se obtiene una descomposicién primaria reduci-
da. En conclusion, si un ideal admite una descomposicion primaria, entonces admite
una descomposicion primaria reducida.
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6. Unicidad de las componentes no sumergidas : Sea I un ideal de un anillo A y

sea Py el ideal primo de las funciones que se anulan en una componente irreducible de

(I)o. Si I =naq; es una descomposicion primaria reducida, entonces p, es el radical de
l

una componente primaria q; y
q; = An (IAx)

Por tanto, las componentes primarias q; cuyos radicales son minimos (entre los primos
que contienen a I) son tinicas.

Demostracién. (I)g = U;(q;)9 y alguna de las componentes irreducibles de (I)g es (q;)o,
luego p, =r(q;) (y px 2 q;, para j #i). Ahora, si j # i, entonces q;A, = A,, porque r(q;)
corta al sistema multiplicativo A\p,. Por tanto,

n
IAx =N Qij = inx
J=1
y, por 5.2.7, concluimos que q; = AN(q;Ax) =ANUTA,). O

7. Definicion: Sil =nN;q; es una descomposiciéon primaria reducida, las componentes
primarias g; cuyos radicales son minimos se denominan componentes primarias no
sumergidas. Una componente primaria q; se dice que estd sumergida cuando sus ceros
estdn contenidos estrictamente en los ceros de alguna otra componente: (q;)o < (q;)o.

Los ceros de las componentes primarias no sumergidas corresponden biunivoca-
mente con las componentes irreducibles de (1), el radical de una componente primaria
se corresponde el punto genérico de una componente irreducible de (I)y.

8. Corolario: Si los ceros de un ideal I de un anillo noetheriano son puntos aisla-
dos, la descomposicion primaria reducida de I es tinica, salvo el orden de los ideales
primarios.

Las componentes sumergidas no son unicas pero si lo son sus radicales, como va-
mos a demostrar.
Sea a € A e I c A un ideal. Denotaremos

(I:a)={beA:a-bel}.

9. Proposicion: Sea qc A un ideal p-primario. Se verifica

(: a)= A siac€q.
4-a)= q siat¢q, siendo q un ideal p-primario que contiene a q.
Demostracién. Es una sencilla comprobacion. O
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5.3. Descomposiciéon primaria de ideales. Desomposicién primaria

10. Definicion: Diremos que un ideal p es un ideal primo asociado a un ideal I, si
existe una descomposiciéon primaria reducida I = g1 n---Ngq, tal que p = r(q;), para
algun i.

11. Unicidad de los primos asociados a un ideal: Los radicales de los ideales
primarios de las descomposiciones primarias reducidas de I no dependen de la des-
composicion primaria reducida considerada.

Demostracion. Sea I = q;N---Nq, una descomposicion primaria reducida. y sea p; =
r(q;), para todo i.

Sea a € Fw 9i y a ¢ q;. Entonces, (I: a) = (_ﬁlqi: a)= .rr%l(qi: a)=(q;: a) es un ideal
1£] 1= 1=
p;-primario por la proposici(’)n anterior Por tanto, p; =r((I: a)).
Dado be A, (I:b) = ( ﬂ qZ b) = ﬂ (ql b). Por la proposicién anterior, r(I: b) es

interseccion de algunos de los prlmos pl, luego si r((I: b)) = p es un ideal primo enton-
ces p = p;, para algan i (ya que el cerrado irreducible (p)y es igual a la unién de unos
cuantos cerrados irreducibles (p;)o).

O

12. Proposicion: Sea A un anillo noetherianoy y1,..., P, los ideales primos asociados
al ideal (0). Entonces,

S

{Divisores de cero de A} = 'Ulp,-.
1=

Demostracién. Sea (0) = .Pwlqi una descomposicion primaria reducida. Si a es divisor de
1=
cero, entonces existe b no nulo tal que ab =0, luego b ¢ q; para algan i y a € r(q;) = p;.
Sea a € p;. Sea n e N tal que a” € q; y b € Nj%;q; no nulo. Entonces, a"b € _rr%lqi =0y

1=

a es divisor de cero. O

Veamos ahora que los A-médulos A/p,, x € SpecA, son los “ladrillos” de la catego-
ria de los A-mdédulos noetherianos. El significado preciso viene dado por el siguiente
teorema.

13. Proposicion : Sea A un anillo noetheriano. Un ideal primo p € A es un ideal
primo asociado al ideal I < A si y solo si existe a € A tal que (I: a)=7.

Demostracion. Sea=qiN------ N g, una descomposicion primaria reducida y p; = r(q;),
para todo i. Observemos que (/: a) = (.nllwlq,-: a)= .rr%l(qi: a). Si (I: a) = p, tomando ra-
1= 1=

dicales tenemos que p es interseccion de unos cuantos p;, por la proposicién anterior.
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Luego, p ha de coincidir con alguno de los p; (observemos que el cerrado irreducible
(p)g es unién de unos cuantos cerrados irreducibles (p;)o).

Supongamos p = r(q1). Sea a € ﬂ ql y a € q1; por la proposicion ?? (I:a)=(q1: a)y

es un ideal p-primario. Si (q1: a@) ¢ p, sea p” la primera potenma contenida en (q1: a).
Sea bep ! tal que b ¢ (q1: @). Entonces (I: ab) =(q1: ab) = p. O

14. Teorema: Sea M un A-mdédulo noetheriano. Existe una cadena de submddulos
0=MycM,c---cM,=M
tal que M;/M;_1 = A/p;, con p; primo.

Demostracion. Sea m un elemento no nulo de M. Entonces, A/I = (m)c M. Existe a €
A/I cuyo anulador es p1, siendo p; un primo de A/I asociado al ideal 0. Sean: A — A/l
el morfismo de paso al cociente y p; = 7~ 1(p1). Luego A/p1 = (A/I)/p1 = (@) < {m) < M.
Tomando M, = A/p; y repitiendo el argumento para M/M; se obtiene A/py € M/M.
Sea My = gb_l(A/ p2), siendo ¢p: M — M/M; el morfismo de paso al cociente; asi sucesi-
vamente se concluye por noetherianidad.

O

5.4. Descomposicion primaria de submoédulos

Hasta ahora, hemos desarrollado la descomposicion primaria de los ideales de un
anillo noetheriano. De modo totalmente analogo podemos desarrollar la descomposi-
cién primaria en médulos noetherianos. Indiquemos la linea argumental y dejemos al
lector las demostraciones.

1. Definicién: Un submédulo M’ ¢ M diremos que es primario, si los elementos del
anillo que son divisores de cero en M/M’ (es decir, la homotecia definida por el elemen-
to tiene niucleo no trivial) son nilpotentes en M/M’ (es decir, la homotecia definida es
nilpotente).

2. Definiciéon: Un submédulo M’ € M diremos que es irreducible si no es interseccién
de dos submédulos estrictamente mayores de M.

3. Proposicion: Los submddulos irreducibles de un modulo noetheriano son prima-
rios.

4. Teorema: Todo submddulo de un moédulo noetheriano es interseccion de un nimero
finito de submdédulos primarios.
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5.5. Una descomposiciéon primaria canénica. Desomposicién primaria

5. Proposicion: Si M' c M es un submédulo primario, entonces el anulador de M/M'
es un ideal primario.

Si M' es un submédulo primario y p es el radical del anulador de M/M’, entonces
diremos que M’ es un submédulo p-primario y que p es el ideal primo asociado a M.

6. Proposicion: Si M1, Ms son submdédulos p-primarios entonces M1NMs es p-primario.

Por tanto, existen descomposiciones primarias reducidas de los submédulos de un
moédulo noetheriano.
Dados me M y M' c M, denotaremos (M': m)={a € A: am e M'}.

7. Proposicion: Sea M' c M un submdédulo primario. Sea g el anulador de M/M' y p
el radical de q. Se verifica

, A simeM'.
M:m)y=<5 ", . ;. , ) . . .
q simé¢M', siendo o' un ideal p-primario, que contiene a q.

8. Proposicién: Sea M' un submédulo de un médulo noetheriano M y consideremos
una descomposicién primaria reducida M' = Min---NnM,, de M'. Un ideal primo p es
un ideal primo asociado a alguno de los M; si y solo si existe m € M tal que (M': m) = p.

9. Teorema de unicidad de las componentes no sumergidas: Sea M' un submo-
dulo de un médulo noetheriano My M' = M1 n---N M, una descomposicién primaria
reducida. Sea p, el ideal primo asociado a M; y supongamos que es minimal entre los
ideales primos asociados a los M ;. Entonces,

M;=MnM,

10. Ejercicio: Prueba que los ideales primos minimales asociados a un submédulo M’
de un médulo noetheriano M, coinciden con los ideales primos minimales asociados al
ideal anulador de M/M’.

5.5. Una descomposicion primaria candonica

1. Proposicion: Sea I = q1nN---Nq, una descomposicion primaria reducida y P, un
ideal primo. Denotemos J := Ng,cp, q;. Entonces

J=AnlI,.

Por tanto, el ideal J no depende de la descomposicién primaria de I escogida.
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Demostracién. Se deduce de la Proposicion 5.2.7 |

2. Corolario: Sean I =q1N---Nq, = q'1 N---Naqj, dos descomposiciones primarias redu-
cidas de primos asociados r(q;) =r(q;) = Py;. Se cumple que

I=q1N-+N0j—1Na;Na1 NN Ay

para todo j. En consecuencia, st q;’ son ideales py;-primarios, y cada uno de ellos apa-
rece en alguna descomposicion primaria reducida de I, entonces

n 1
I=qin---Nq,.
Demostracion. Reordenando, podemos suponer que q;,q; S px; < i <. Por la propo-

sicién anterior, g1 N---Nq; = q’1 N---N q;.. Denotemos J; = A nIy,. Por la proposicién
anterior, g1 N---Nq;_1 = Nj<;J; =aj NN q}_l. Por tanto,

I I 1 5.5.1
qA---NQgj-10a; =a,N---NQq;_1Nq; = qrN---Nq;
Cortando con q;41N---Nq, concluimos. O
Procedamos a ver que entre las descomposiciones primarias de I hay una candnica.

3. Proposicion: Sea I un ideal de un anillo noetheriano, de ideales primos asociados

- , ~ . n; s . .
X1,...,%r. Sea n; el niimero natural mds pequefio posible tal que p,; estd incluido en
algun ideal py,-primario que aparezca en alguna descomposicion primaria reducida de
1. Denotemos a; :=An( + pzii )x; (a; es el ideal py,-primario mds pequefio que contiene
a p;li‘ y a I). Entonces

I=ain---na,

es una descomposicién primaria reducida de I (y diremos que es la descomposicion
primaria canénica de I).

Demostracién. Observemos que rad(( + pZZ )x;) = Px; Ay, luego es un ideal py; - Ay, -
primario de A, y @; es un ideal p,,-primario. Consideremos una descomposicién pri-
maria reducida I = g1 N---Ng,, tal que pZii c q;, para todo i. Entonces, I + pzii Cq; y por

e
tanto a; = AN+ 9y )y, SANGix, =0 ¥

Ic mgzlai < ﬂleqi =1

luego todas las desigualdades son igualdades.
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5.5. Una descomposiciéon primaria canénica. Desomposicién primaria

Tenemos pues unos numeros n1i,...,n, canéonicamente asociados al ideal I. Deter-
minemos de un modo algo mas algoritmico los nameros n;. Sea I; = Na,cp; @;- Entonces,
n; es el minimo nimero tal que I; ,, N (I + p;’ii))xi =1I,,. Como

i, N+ 92y = LN 05y = T+ T 0Py

n; es el minimo numero tal que (I; Npy))y; S Iy, es decir, (I': I; npy!)y, = A,,. Por tanto,
n; es el minimo numero tal que (I: I; N p,'fii) Z Py,

Del mismo modo obtenemos descomposiciones primarias canénicas para los submo-
dulos de un médulo noetheriano. Las demostraciones de las siguientes proposiciones
se pueden copiar de sus equivalentes en el caso de ideales.

4. Proposicion: Sea M' un submédulo del médulo noetheriano M, M' =Min---NnM,
una descomposicion primaria reducida, y p, un ideal primo. Sea M" la interseccién de
los M; cuyos primos asociados estdn contenidos en p,. Entonces

M'=MnM..
Por tanto, M" no depende de la descomposicién primaria escogida.

5. Corolario: Sean M'=Min---nM, = N1n---nN,, dos descomposiciones primarias
reducidas, de primos asociados py,;. Se verifica que

M’:Mlﬁ---ﬂMj_lﬁNjﬂMj+1ﬁ-'-ﬂMn

para todo j. En consecuencia, si {L;}1<;<n son submodulos p.,-primarios y cada uno de
ellos aparece en alguna descomposicion primaria de M', entonces

M =Lin---nL,.

6. Proposicion : Sea M' un submédulo de un A-médulo noetheriano M. Sea M' =
Min---NnMp, una descomposicion primaria reducida de primos asociados py;. Sea n; €
N tal que pzii estd contenido en el anulador de M/M;. Denotemos por N; el submédulo
Py;-primario antimagen de M', + pZiiMxi por el morfismo de localizacion M — M,,.
Entonces,

M =Min---nN;n---nM,,.

Ahora, argumentando como en el caso de los ideales, obtendremos una descompo-
sicién primaria canénica de M'.
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5.6. Biografia de Emmy Noether

NOETHER BIOGRAPHY

Emmy Noether’s father, Max Noether, was a distinguished
mathematician and a professor at Erlangen but he came from
a family of wholesale hardware dealers. Her mother was Ida
Amalia Kaufmann (1852-1915), from a wealthy Cologne fa-
mily. Both Emmy’s parents were of Jewish origin and the
reader may be surprised at this since Noether is not a Jewish
name. We should explain, therefore, how this came about and,
at the same time, give some information on Emmy Noether’s
ancestors. Max Noethers paternal grandfather was Elias Samuel, the founder of a
business in Bruchsal. Elias had nine children, one being a son Hertz Samuel. In 1809
the State of Baden made the Tolerance Edict which required Jews to adopt Germanic
names. Elias Samuel chose the surname No6ther, becoming Elias Nother, but also chan-
ged the given names of his children, giving Hertz the name Hermann. When he was
eighteen years old, Hermann Nother left his home town of Bruchsal and studied theo-
logy at the University of Mannheim. Then in 1837, together with his brother Joseph,
he set up a wholesale business in iron hardware. Hermann Noéther and his wife Ama-
lia had five children, the third of which was Max. The two children older than Max
were Sarah (born 6 November 1839) and Emil. It is worth noting at this point that
the Nother iron-wholesaling business remained a family firm for exactly one hundred
years, until the Nazis removed Jewish families from their own businesses in 1937.
One other comment is necessary at this point. Although the family name was chosen
to be Nother by Max’s grandfather, Max and his family always used the form Noether
(except on Max’s wedding certificate where the form Nother appears).

Emmy was the eldest of her parents’ four children, the three younger children
being boys. Alfred Noether (1883-1918) studied chemistry and was awarded a docto-
rate from Erlangen in 1909. However, his career was short since he died nine years
later. Fritz Noether (1884-1941) became an applied mathematician. However, as a Jew
he was unable to work and left Germany in 1937. He was appointed as a professor at
the University of Tomsk in the Soviet Union but accused of anti-Soviet acts he was
sentenced to death and shot. He was found not guilty by the Supreme Court of the
Soviet Union in 1988. Gustav Robert Noether (1889-1928) had bad health all his life.
He was mentally handicapped, spent most of his life in an institution and died young.
The first school that Emmy attended was on Fahrstrasse. Auguste Dick wrote:

Emmy did not appear exceptional as a child. Playing among her peers in the
schoolyard on Fahrstrasse she probably was not especially noticeable - a near-sighted,
plain-looking little girl, though not without charm. Her teachers and classmates knew
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Emmy as a clever, friendly, and likeable child. She had a slight lisp and was one of the
few who attended classes in the Jewish religion.

After elementary school, Emmy Noether attended the Stadtische Hohere Tochter
Schule on Friedrichstrasse in Erlangen from 1889 until 1897. She had been born in
the family home at Hauptstrasse 23 and lived there until, in the middle of her time at
high school, in 1892, the family moved to a larger apartment at Nirnberger Strasse
32. At the high school she studied German, English, French, arithmetic and was given
piano lessons. She loved dancing and looked forward to parties with children of her
father’s university colleagues. At this stage her aim was to become a language teacher
and after further study of English and French she took the examinations of the State
of Bavaria and, in 1900, became a certificated teacher of English and French in Bava-
rian girls schools. She was awarded the grade of “very good” in the examinations, the
weakest part being her classroom teaching.

However Noether never became a language teacher. Instead she decided to take the
difficult route for a woman of that time and study mathematics at university. Women
were allowed to study at German universities unofficially and each professor had to
give permission for his course. Noether obtained permission to sit in on courses at the
University of Erlangen during 1900 to 1902. She was one of only two female students
sitting in on courses at Erlangen and, in addition to mathematics courses, she conti-
nued her interest in languages being taught by the professor of Roman Studies and
by an historian. At the same time she was preparing to take the examinations which
allowed a student to enter any university. Having taken and passed this matriculation
examination in Niirnberg on 14 July 1903, she went to the University of Gottingen.
During 1903-04 she attended lectures by Karl Schwarzschild, Otto Blumenthal, Da-
vid Hilbert, Felix Klein and Hermann Minkowski. Again she was not allowed to be
a properly matriculated student but was only allowed to sit in on lectures. After one
semester at Gottingen she returned to Erlangen.

At this point the rules were changed and women students were allowed to ma-
triculate on an equal basis to the men. On 24 October 1904 Noether matriculated at
Erlangen where she now studied only mathematics. In 1907 she was granted a docto-
rate after working under Paul Gordan. The oral examination took place on Friday 13
December and she was awarded the degree 'summa cum laude’. Hilbert’s basis theo-
rem of 1888 had given an existence result for finiteness of invariants in n variables.
Gordan, however, took a constructive approach and looked at constructive methods
to arrive at the same results. Noether’s doctoral thesis followed this constructive ap-
proach of Gordan and listed systems of 331 covariant forms. Colin McLarty wrote that:

... her dissertation of 1908 with Gordan pursued a huge calculation that had stum-
ped Gordan forty years before and which Noether could not complete either. So far
as I know no one has ever completed it or even checked it as far as she went. It was
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old-fashioned at the time, a witness to the pleasant isolation of Erlangen, and made
no use of Gordan’s own work building on Hilbert’s ideas.

Having completed her doctorate the normal progression to an academic post would
have been the habilitation. However this route was not open to women so Noether
remained at Erlangen, helping her father who, particularly because of his own disabi-
lities, was grateful for his daughter’s help. Noether also worked on her own research,
in particular she was influenced by Ernst Fischer who had succeeded Gordan to the
chair of mathematics when he retired in 1911. Noether wrote about Fischer’s influen-
ce:

Above all I am indebted to Mr E Fischer from whom I received the decisive impul-
se to study abstract algebra from an arithmetical viewpoint, and this remained the
governing idea for all my later work.

Fischer’s influence took Noether towards Hilbert’s abstract approach to the subject
and away from the constructive approach of Gordan. Now this was very important
to her development as a mathematician for Gordan, despite his remarkable achieve-
ments, had his limitations. Noether’s father, Max Noether, said of Gordan:

Gordan was never able to do justice to the development of fundamental concepts;
even in his lectures he completely avoided all basic definitions of a conceptual nature,
even that of the limit.

Noether’s reputation grew quickly as her publications appeared. In 1908 she was
elected to the Circolo Matematico di Palermo, then in 1909 she was invited to become
a member of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung and in the same year she was
invited to address the annual meeting of the Society in Salzburg. She gave the lecture
Zur Invariantentheorie der Formen von n Variabeln (On the theory of invariants for
the forms of n variables). In 1913 she lectured in Vienna, again to a meeting of the
Deutsche Mathematiker-Vereinigung. Her lecture on this occasion was Uber rationale
Funktionenkorper (On fields of rational functions). While in Vienna she visited Franz
Mertens and discussed mathematics with him. One of Merten’s grandsons remembe-
red Noether’s visit:

.. although a woman, [she] seemed to me like a Catholic chaplain from a rural
parish - dressed in a black, almost ankle-length and rather nondescript, coat, a man’s
hat on her short hair ... and with a shoulder bag carried crosswise like those of the
railway conductors of the imperial period, she was rather an odd figure.

During these years in Erlangen she advised two doctoral students who were both
officially supervised by her father. These were Hans Falckenberg (doctorate 1911) and
Fritz Seidelmann (doctorate 1916).

In 1915 Hilbert and Klein invited Noether to return to Gottingen. The reason for
this was that Hilbert was working on physics, in particular on ideas on the theory
of relativity close to those of Albert Einstein. He decided that he needed the help
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of an expert on invariant theory and, after discussions with Klein, they issued the
invitation. Van der Waerden wrote:

She came and at once solved two important problems. First: How can one obtain
all differential covariants of any vector or tensor field in a Riemannian space? ... The
second problem Emmy investigated was a problem from special relativity. She pro-
ved: To every infinitesimal transformation of the Lorentz group there corresponds a
Conservation Theorem.

This result in theoretical physics is sometimes referred to as Noether’s Theorem,
and proves a relationship between symmetries in physics and conservation principles.
This basic result in the theory of relativity was praised by Einstein in a letter to
Hilbert when he referred to Noether’s penetrating mathematical thinking. Of course,
she arrived in Gottingen during World War I. This was a time of extreme difficulty and
she lived in poverty during these years and politically she became a radical socialist.
However, they were extraordinarily rich years for her mathematically. Hermann Weyl,
in wrote about Noether’s political views:

During the wild times after the Revolution of 1918, she did not keep aloof from the
political excitement, she sided more or less with the Social Democrats; without being
actually in party life she participated intensely in the discussion of the political and
social problems of the day. ... In later years Emmy Noether took no part in matters
political. She always remained, however, a convinced pacifist, a stand which she held
very important and serious.

Hilbert and Klein persuaded her to remain at Gottingen while they fought a battle
to have her officially on the Faculty. In a long battle with the university authorities to
allow Noether to obtain her habilitation there were many setbacks and it was not until
1919 that permission was granted and she was given the position of Privatdozent.
During this time Hilbert had allowed Noether to lecture by advertising her courses
under his own name. For example a course given in the winter semester of 1916-17
appears in the catalogue as:

Mathematical Physics Seminar: Professor Hilbert, with the assistance of Dr E
Noether, Mondays from 4-6, no tuition.

At Gottingen, after 1919, Noether moved away from invariant theory to work on
ideal theory, producing an abstract theory which helped develop ring theory into a
major mathematical topic. Idealtheorie in Ringbereichen (1921) was of fundamental
importance in the development of modern algebra. In this paper she gave the decom-
position of ideals into intersections of primary ideals in any commutative ring with
ascending chain condition. Emanuel Lasker (who became the world chess champion)
had already proved this result for a polynomial ring over a field. Noether published
Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahlkorpern in 1924. In this pa-
per she gave five conditions on a ring which allowed her to deduce that in such com-
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mutative rings every ideal is the unique product of prime ideals.

In the same year of 1924 B.L. van der Waerden came to Géttingen and spent a
year studying with Noether. After returning to Amsterdam van der Waerden wrote
his book Moderne Algebra in two volumes. The major part of the second volume con-
sists of Noether’s work. From 1927 onwards Noether collaborated with Helmut Hasse
and Richard Brauer in work on non-commutative algebras. They wrote a beautiful
paper joint paper Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie der Algebren which was
published in 1932. In addition to teaching and research, Noether helped edit Mathe-
matische Annalen. Much of her work appears in papers written by colleagues and
students, rather than under her own name.

Further recognition of her outstanding mathematical contributions came with in-
vitations to address the International Congress of Mathematicians at Bologna in Sep-
tember 1928 and again at Zurich in September 1932. Her address to the 1932 Con-
gress was entitled Hyperkomplexe Systeme in ihren Beziehungen zur kommutativen
Algebra und zur Zahlentheorie. In 1932 she also received, jointly with Emil Artin,
the Alfred Ackermann-Teubner Memorial Prize for the Advancement of Mathematical
Knowledge. In April 1933 her mathematical achievements counted for nothing when
the Nazis caused her dismissal from the University of Gottingen because she was Je-
wish. She received no pension or any other form of compensation but, nevertheless,
she considered herself more fortunate than others. She wrote to Helmut Hasse on 10
May 1933:

Many thanks for your dear compassionate letter! I must say, though, that this
thing is much less terrible for me than it is for many others. At least I have a small
inheritance (I was never entitled to a pension anyway) which allows me to sit back for
a while and see.

Weyl spoke about Noether’s reaction to the dire events that were taking place
around her in the address he gave at her funeral:

You did not believe in evil, indeed it never occurred to you that it could play a
role in the affairs of man. This was never brought home to me more clearly than in
the last summer we spent together in Géttingen, the stormy summer of 1933. In the
midst of the terrible struggle, destruction and upheaval that was going on around us
in all factions, in a sea of hate and violence, of fear and desperation and dejection
- you went your own way, pondering the challenges of mathematics with the same
industriousness as before. When you were not allowed to use the institute’s lecture
halls you gathered your students in your own home. Even those in their brown shirts
were welcome; never for a second did you doubt their integrity. Without regard for
your own fate, openhearted and without fear, always conciliatory, you went your own
way. Many of us believed that an enmity had been unleashed in which there could be
no pardon; but you remained untouched by it all.
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She accepted a one-year visiting professorship at Bryn Mawr College in the USA
and in October 1933 sailed to the United States on the ship Bremen to take up the
appointment. She had hoped to delay accepting the invitation since she would have
liked to have gone to Oxford in England but it soon became clear that she had to leave
quickly. At Bryn Mawr she was made very welcome by Anna Johnson Pell Wheeler
who was head of mathematics. Noether ran a seminar during the winter semester of
1933-34 for three students and one member of staff. They worked through the first
volume of van der Waerden’s Moderne Algebra. In February 1934 she began giving
weekly lectures at the Institute for Advanced Study, Princeton. In a letter to Hasse,
dated 6 March 1934, she wrote:

I have started with representation modules, groups with operators ...; Princeton
will receive its first algebraic treatment this winter, and a thorough one at that. My
audience consists mostly of research fellows, besides Albert and Vandiver, but I'm be-
ginning to realise that I must be careful; after all, they are essentially used to explicit
computation and I have already driven a few of them away with my approach.

Noether returned to Germany in the summer of 1934. There see saw her brother
Fritz for what would be the last time, and visited Artin in Hamburg before going on to
Gottingen. In 1980 Artin’s wife recalled Noether’s visit:

Now the one thing I remember most vividly is the trip on the Hamburg Unter-
grund, which is the subway in Hamburg. We picked up Emmy at the Institute, and she
and Artin immediately started talking mathematics. At that time it was Idealtheorie,
and they started talking about Ideal, Fiihrer, and Gruppe, and Untergruppe, and the
whole car suddenly started pricking up their ears. [Each of the German nouns has
both mathematical and political meanings.] And I was frightened to death - I thought,
my goodness, next thing’s going to happen, somebody’s going to arrest us. Of course,
that was in 1934, and all. But Emmy was completely oblivious, and she talked very
loudly and very excitedly, and got louder and louder, and all the time the “Fiihrer”
came out, and the “Ideal”. She was very full of life, and she constantly talked very fast
and very loud.

She returned to the United States where her visiting professorship at Bryn Mawr
had been extended for a further year. She continued her weekly lectures at Princeton
where Richard Brauer had now arrived. After her lectures she enjoyed talking about
mathematics with Weyl, Veblen and Brauer.

Noether’s death was sudden and unexpected. In April 1935 doctors discovered that
she had a tumour. Two days later they operated, finding further tumours which they
believed to be benign and did not remove. The operation seemed a success and for
three days her condition improved. However, on the fourth day she suddenly collapsed
and developed a very high temperature. She died later that day.

Weyl in his Memorial Address said:
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Her significance for algebra cannot be read entirely from her own papers, she had
great stimulating power and many of her suggestions took shape only in the works of
her pupils and co-workers.

Van der Waerden wrote:

For Emmy Noether, relationships among numbers, functions, and operations beca-
me transparent, amenable to generalisation, and productive only after they have been
dissociated from any particular objects and have been reduced to general conceptual
relationships.

Although she received little recognition in her lifetime considering the remarkable
advances that she made, she has been honoured in many ways following her death. A
crater on the moon is named for her. A street in her hometown is named for her and the
school she attended is now named the Emmy Noether School. Various organisations
name scholarships and lectures after Emmy Noether.

Article by: J J O’Connor and E F Robertson (http:/www-history.mcs.st-and.ac.uk/
Biographies/)

5.7. Cuestionario

1. Da todos los ideales primarios de Z.
2. /Son todos los ideales primarios de k[x] irreducibles?

3. Prueba que si A es un anillo integro entonces (0) es irreducible. Prueba que los
ideales primos son irreducibles.

4. Sea A un anillo noetheriano. Si I g A es un ideal irreducible, prueba que (I)g es

irreducible.

5. /Son las descomposicones primarias reducidas de todo ideal < Z Gnicas?

6. Sea I < A un ideal radical de un anilllo noetheriano jExiste una tinica descom-

posicion primaria reducida de I?

7. Calcula los divisores de cero del anillo £[x, yJ/((x) N (y) N (x, y)3).

5.8. Problemas

1. Sea A = k[x,yl/(x,y)?. Escribe el ideal (0) como interseccién de ideales irreduci-
bles ;Es el ideal (0) un ideal primario?
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10.

11.

12.

Sea A un anillo noetheriano e I £ A un ideal. Si I no es irreducible, sean I1 e I
dos ideales que contienen estrictamente a I tales que I =11 nIs. Repitiendo este
proceso con I e I9 y asi sucesivamente, prueba que este proceso termina en un
numero finito de pasos, obteniéndose I como interseccién de un ntmero finito de
ideales irreducibles.

. Prueba que en k[x, y] se cumple que (x) N (x,y)? = (x) N (y,x2) ;Son las descompo-

siciones primarias dnicas?

. Sea nm c A un ideal maximal y p < m un ideal primo tal que p ¢ m? ;Puede ser

pnm? un ideal primario?
Calcula la descomposicion primaria de 60-Z c Z.

Sea qc A un ideal p-primario. Prueba que (q) < A[x] es un ideal (p)-primario.

. Sea A =Ek[x,y,2], 9= (y%,23) c A y p=(y,z) c A. Prueba que q es un ideal p-

primario, q < (y2,xy,2%) c p y que (¥2,xy,2%) no es un ideal primario.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano A. Sea I = q1N---Ng, una descomposicién
primaria reducida y supongamos que r(q1) = nt, es un ideal maximal de A y que
g1 no es una componente primaria sumergida. Prueba que existe r > 0 tal que
O:m_;;cA/(I+m;+1) yentalcaso I =(I+my)NagaN---Nap.

. Calcula la descomposicién primaria de I = (xy, —y +x2 + ) en Clx, y].

Calcula una descomposicién primaria reducida de los ideales

a) I=(x,y)-(x,y—1) en Clx,yl.
b) I =(x) (x,y)-(x,y—1) en Clx, yl.

Halla la descomposiciéon primaria del ideal de Cl[x,y] de los polinomios que se
anulan en los puntos de corte de :

a) un par de rectas y una recta.

b) una recta doble y una recta.

¢) una cénica no singular y una recta.

d) una cénica no singular y un par de rectas.

e) una cénica no singular y una recta doble.

Sean I, dos ideales de un anillo noetheriano A. Prueba
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a) Seam: A — A/l el morfismo de paso al cociente. Entonces, n(: J) =(0: n(J))
y(:J)=7"10: n(J)).

b) Sea S c A un sistema multiplicativo. Entonces, (I: J)s =g: Jg).
) (I: (at,...,an) = ,r’%l(I: ai).
1=

d) Siln(a)=(abq,...,ab,), entonces (I: a)=(b1,...,b,,)+(0: a).
e) Si p1,...,Pp, son ideales primos tales que p; € p;, para todo i # j, entonces
(PLN NP PLN "N Pp) = Prygs1 N2 N Py

f) Si I es un ideal radical, entonces (I: J)y es la unién de la componentes
irreducibles de (I)¢ que no estan contenidas en (/).
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Capitulo 6

Teoria de la eliminacion

El objetivo de este capitulo es proporcionar algoritmos para el calculo efectivo de
diversos objetos definidos a lo largo del curso: el cierre de la imagen de un morfismo
de variedades algebraicas (o teoria de la eliminacion o resolucion de un sistema de
ecuaciones algebraicas), el cierre proyectivo de una variedad afin, la resoluciéon de un
moédulo por médulos libres, la descomposiciéon primaria de un ideal, etc.

Para ello, definiremos la resultante de dos polinomios y las bases de Grobner. Para
el calculo de ambos introduciremos un algoritmo de divisién, que puede decirse que es
la generalizacion en varias variables del algoritmo de division de Euclides.

6.1. Resultante de dos polinomios

Seanag,at,...,a,,b0,b1,...,b, variables Z-algebraicamente independientes y sean
Px):=apx"+a1x" 1+ +a, y Qx):=box™ +b1x™ 1 +---+b,, polinomios genéricos
de grados n y m.

Sean x1,...,x, las raices de P(x) e ¥1,...,ym las raices de @(x). Observemos que
ao,bo,%1,...,%n,¥1,...,¥m son Z-algebraicamente independientes: EI morfismo

Qag,...,an,b0,...,6m) — Qag,b0,X1,...,%n,Y1,--+Ym)

es finito, por tanto grtrg Q(ao,b0,%1,...,%n,¥1,-..,Ym) = grtrg Qao,...,an,bo,...,bm) =
n+m+2, luego ag,bg,x1,...,%n,¥1,--.,¥m son Z-algebraicamente independientes.

1. Definicion: Llamaremos resultante genérica (de dos polinomios de grados n 'y m),

que denotaremos R(P,®), a la resultante de P y @, es decir: E
n m
R(P,Q):=ay'bg H (i — ;).
i=1j=1
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2. Propiedades: 1. R(P,Q)=(-1)""R(Q,P).
2. R(P,@)=af 1, Q(x)).
3. R(P,Q)€ Zlay,...,an,bg,...,bnl.

Demostraciéon. (1)

R(P,Q)=ag by [T}, IT7L (i — yj) = ag bg TT7_ T17% (= Dy — x)
= (=" bgag 17, T2, (vi —xj) = (-1)""R(Q, P).

(2)
n m n m n
RP,Q)=afby [ [[xi-yp)=af []bo[]xi-y))=af [] Q).
i=1j=1 =1 j=1 i=1
(83) Por el apartado anterior se obtiene que R(P,®) es un polinomio en las {b;} y
en ag y simétrico en las {x;}, luego R(P,Q) € Zlao,...,a,,bo,...,0nlq,. De (1) se ob-
tiene por la misma razén que R(P,Q) € Z[ay,...,an,bo,...,b;nlp,. Por tanto, R(P,Q) €
Zlag,...,an,b0,...,0m]. O

Sea A un anillo cualquiera y

Px)=aox" +a1x” 1+ +a, ) o
_ o = YeAlxl, @,bo#0
Q(x)=box™ +b1x™ +---+b,,

3. Definicion: R (1_3,6) € A es el valor obtenido en la resultante genérica R(P,Q) dan-
do a las variables {ag,...,a,,bo0,...,bn} los valores {ag,...,a,,b0,...,bm}.

Estabilidad por cambio de anillo base: Si i: A — B es un morfismo de anillos tal
que i(dg) # 0y i(bgy) # 0, entonces i(R(P,Q)) = R(P',Q’), donde P’ = i(ag)x" + - +i(@y,)
yQ :=i(bo)x™ +---+i(by).

Evidentemente, R(P,Q) = (-1)""R(Q,P).

Esta definicion da sentido a la resultante de polinomios cualesquiera (de grados
positivos) aunque no se conozcan sus raices, incluso sin hacer presuncién de que éstas
existan. Ahora bien, si P = do(x —%1)--(x —%,) y @ = bo(x — ¥1)---(x — ¥,,), entonces

R n m
R(P,Q)=agby [[[1&E:i-5)
i=1j=1
ya que ya si damos a las variables x; el valor &; y a ag el valor @, (luego a a; el valor
d;) y si damos a las variables y; el valor ; y a by el valor by (luego a b; el valor b;),
entonces el valor de R(P,Q) = ag' by [17_ H?‘Zl(xi —y;) es lo requerido.
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Igualmente, si P = @o(x — %1)---(x — X,,), entonces R(ﬁ,@) =ay H?:l Q(%;),
El interés de la resultante lo da el siguiente teorema.

4. Teorema: Sea k un cuerpo. Dos polinomios I_J(x),a(x) € klx], tienen alguna raiz en
comtin siy solo si R(P,Q)=0.

n . m .
5. Proposicion: Sean P(x)= Y a;x" 'y Q(x)= Y b;x"™ " dos polinomios genéricos y
i1=0 =0

n . m .
P.(x)= Y aix*y Q,(x)= Y b;x* los polinomios reciprocos. Entonces,
1=0 =0

R(P,Q)=R(@,P;).

Como consecuencia se tiene que R(P,Q) € (ag, bo).

n
Demostracién. a, =(-1)"ag- [1x; y b =(=1)"by H y] Luego, a;'by, =ag'bg H xXiy;y

i=1

nm 1 n,m
R@Q,,P;)=ayby, H(———)—ambgl_[(xj—yi):R(P,Q).

i?j

Si hacemos ag = by = 0, entonces R(Q,,P,) = 0, porque el cero es raiz comun de
ambos. Por tanto, R(P,Q) =R(Q,,P,) € (agp,by) < Zlao,...,an,b0,...,bm].
O

6. Proposicion: Sean Q1 y @2 dos polinomios de grados m1y mo y supongamos que
gr(Q1Q2) = m1 + mo. Entonces,

R(P,Q1Q2)=R(P,Q1)-R(P,Q2)
R(Q1€2,P)=R(Q1,P)-R(Q2,P)

Demostracién. Podemos suponer que P(x) es el polinomio genérico, de raices x1,...,%x,.
Entonces,

R(P(x),Q1(x)-Q2(x) =a 1*’"21'[Q(xl) a01+’"2HQ1(x,) Qa(x;)

=a8”HQ1(x» aOZHQz(x) R(P(x),Q1(x))- R(P(x),Q2(x)).
=1

UEX
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6.1.1. Métodos de computo de la resultante
Vamos a dar algoritmos explicitos de computo de la resultante.

A. Método directo mediante el algoritmo de Euclides:

En este apartado, supondremos que el anillo de coeficientes de los polinomios es
integro. Este método se basa en la siguiente proposicién.

7. Proposicion: Sean C(x),R(x) polinomios tales que P(x) = C(x)-Q(x)+ R(x). Enton-
ces, se cumple la igualdad

RP,Q)=(-1""b2¢""R@Q,R),

siendo n,m los grados de P, @ respectivamente y b el coeficiente en grado mdximo de

Q.

Demostracion. De la igualdad del enunciado se obtiene P(y;) = R(y;), siendo {y;} las
raices de @, luego:

R(P,Q)=(-D)"™R(Q,P) = (-1)""b21; P(y))
= (-1 [1;R(y)) = (-1)""b2b ¢ “R(Q,R).

O

Con el algoritmo de division de Euclides y la aplicacion reiterada de esta proposi-
cién podemos calcular la resultante de dos polinomios.

B. Resultante de Bézout:

8. Teorema: Sean P(x) = Z?:Oaix"_i , Q) =XYT, b;x™"t polinomios con coeficientes
en un cuerpo k, de grados n y m respectivamente. El determinante del endomorfismo
k-lineal

Q(x): k[x1/(P(x)) — klx]/(P(x)), H(x) — Q(x) - H(x),
multiplicado por ay', es igual a R(P,Q).

Demostracién. Podemos suponer que P y @ son polinomios genéricos y que k es alge-
braicamente cerrado. En este caso, P(x) =ag-(x—x1)---(x —x,). Por el teorema chino de
los restos k[x)/(P(x)) =k x " x k, H(x) — (H(x1),...,H(x,)). Por tanto, Q(x) es igual a
(Q(x1),...,Q(x,)) en k[xl/(P(x)) =k x -"- x k, y el determinante |Q(x)-| = Q(x1)---Q(xy).
Luego, aj - |Q(x)-| = R(P,Q). O
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9. Supongamos que n = m. Consideremos en k[x]/(P(x)) las dos bases siguientes B =
{ag,a0-x+a1,...,a0x" T+~ +a,_1} yB ={x""1,...,x,1}. Observemos que

Qx)-(apx’ +--+a;)—P(x)-(box' +-+b;)= Y cip1 2"/ (*)
j=1

para ciertos ci.1,; € k. Entonces, la matriz de Q(x)- en las bases B, B’ es (¢;;) y el
determinante de la matriz de cambio de base de B a B’ es ay. Luego,

R(P,Q)=(a0)"1Q(x)-|=I(ci))I.

Es facil comprobar que |c;; = Z arbs—agb,|

r+s=i+j-1
r<i,s=i

10. Observacion: Como los coeficientes c;; se obtienen algebraicamente a partir de
los de P y @ es facil ver que la formula R(P,Q) = |(c;;)| es valida para polinomios con
coeficientes en un anillo cualquiera (no necesariamente un cuerpo).

Supongamos que grP(x)=n<m =grQ(x). R(xP,Q)=R(x,Q)-R(P,Q)=0b,,-R(P,Q)
yR(P,xQ)=R(P,x)-R(P,Q)=(-1)"-P(0)-R(P,Q)=(-1)"a,-R(P,Q). Por lo tanto, para
el calculo de R(P,Q), podemos reducirnos al caso a, y b,, no nulos. Entonces, x™ P
y Q tienen grado m y R(x™ "P,Q)=Q(0)" " -R(P,Q)=b"""-R(P,Q).

C. Resultante de Sylvester:

11. Teorema: Sean P(x)= Z?:Oaix”_i , Qx) = Z’izl bix™ly

aO oo oo an

S(P,Q):= ao - o ay
bo -+ - 0 by
bo - 0 o by

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n+m. Podemos suponer que los polino-
mios son genéricos. Como S(P,Q) = (—-1)"""S(Q,P), nos bastaria probar que S(Q,P) =
R(Q,P). Permutando P y @, si es necesario, podemos suponer que n < m. Tenemos

Entonces, S(P,Q)=R(P,Q).

UEX
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Q(x) = Z—gxm_” -P(x) + Q'(x). Escribamos Q'(x) = ngm_l +--+b Sialafilai+m

(para todo i < n) le restamos la fila i multiplicada por Z—g, obtenemos

ao v e an aO o e an
ao cen N an = aO e e an
b -+ - e by 0 by - - b |
bo - o+ - by 0 by - - b
aO oo oo an
~a- @ - o a, |=a0-RP,QYLERP,Q.
b’ b;nl
56 b/m—l

6.1.2. Aplicaciones de la resultante

A. Interseccion de dos curvas planas.

Sean P(x,y),Q(x,y) € klx,y] dos polinomios en dos variables primos entre si y sea
el sistema de ecuaciones:

Px,y)=ao(y)-x"+---+a,-1(y)-x+a,(y)=0

Q(x,y): bo(y)-xm +"'+bm—1(y)-x+bm(y):0 (ao(y),bo(y)io)

que son las ecuaciones de la interseccion de las curvas P(x,y) =0y Q(x,y) =0.

12. Proposicion: Sea R(y) la resultante de P y @ entendidos respectivamente como
polinomios en x con coeficientes en k[yl. Entonces, B es una raiz de R(y) si y solo si
es una raiz comun de aog(y) y bo(y), o existe a tal que (a, ) es un punto de corte de las
curvas P(x,y)=0y Q(x,y)=0.

Demostracion. Por la proposicion 6.1.5, R(y) < (ao(y), bo(y)), luego si B es una raiz de
comun de ag(y) y bo(y) lo es de R(y). Si 8 no es una raiz ag(y), por la resultante de
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Bezout, R(f) = ao(ﬁ)m_grQ("’ﬁ) -R(P(x, B),Q(x, B)). Por tanto, si R(f) = 0, tenemos que
R(P(x,B),Q(x,B) =0y existe a tal que P(a,8) =Q(a, ) =0.
O

Si{(ai,p1),...,(an, Br)} son los puntos de corte de las curvas P(x,y) =0y Q(x,y)=0,
entonces {(a1,...,a,},{P1,...,Bn} son respectivamente raices de R(x) y R(y).

B. Calculo de las raices complejas de un polinomio complejo.

Sea P(z) € C[z] y escribamos z = x +i-y. Entonces, P(z) = U(x,y)+ V(x,y)-i, con
U(x,y),V(x,y) € Rlx]. El1 nimero complejo a + b -1 es una raiz compleja de P(z) si y solo
si (a,b) es una solucion del sistema de ecuaciones reales

U(x,y)=0
Vix,y)=0

Por el apartado anterior, si (a,b) es una solucién real del sistema de ecuaciones, en-
tonces a es una raiz real de la resultante, R(x) = R(U(x,y),V (x,y)), considerados como
polinomios en y; y b es una raiz real de la resultante de R(y) = R(U(x,y),V(x,y)),
considerados como polinomios en x. Para calcular las raices complejas de P(z) basta
calcular las raices reales de R(x) y R(y).

C. Solucion de un sistema de ecuaciones algebraicas

Consideremos un sistema de ecuaciones algebraicas
P1(x1,. .. ,xn) =0
P,(x1,...,2,)=0

Sea R;(x9,...,x,) :=R(P1(x1,...,x,),Pi(x1,...,%,)), para todo 1 < i < n, considerados P
y P; como polinomios en x7. Si (a1,...,&,) es una solucién del sistema de ecuaciones
P{=...=P, =0 entonces (as,...,a,) es una solucion del sistema de ecuaciones Ry =
CECIY = Rn = Oc

D. Discriminante.

1

— A n— e
n-
Sea P(x)=x"+a1x" " +---+a

13. Teorema: Si denotamos por P'(x) = nx 1+ -1Dax* 2+ +a,_1 la derivada
(formal) de P(x), entonces:

AP) = (-1)DR(P,P").

UEX
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Demostracion. Como P(x) = [I\_,(x — x;), entonces P'(x) = X7, [T}, (x —x;) y P'lx;) =
[T}, ;(xj — xi). Por tanto:

R(P,P) = 7:1P’(xj) = H;-Lzl H?ij(xJ' =x;) = [1i< (i —2x)(x; — ;)
= [Ti<; — (i —2)? = (- DO []; ;s — )2 = (- DRAP).

E. Racionalizacion.

Dados P,Q € k[x] primos entre si y dada una raiz a de P se trata de calcular @
como polinomio en a. Observemos que

P P P
@ - a,0) = RE™. Q) Rx - 0, = R(ED

X—a x—a’

R(P,Q)=R( Q) Q(a).

’
X—a

Luego,

1 1 P(x)

= ’R
Q(a) R(P,Q) (x— a’Q)

F. Polinomio de raices una funcion de las raices de otro polinomio.

Sea P(x) € klx] y a1,...,a, las raices de P(x) y, sea f(x) = ‘388 € k(x) una funcién

racional, tal que B es primo con P (para que tenga sentido hacer x = a; en f(x)). Se
trata de calcular otro polinomio Q(x) € k[x] cuyas raices sean f(aq),...,f(ay).
Para ello se considera el sistema de ecuaciones:

P(x)=0
A(x)—B(x)y=0

Las raices del polinomio R(y) := R(P(x),A(x)—B(x)y) son f(a1),...,f(a,): La condi-
cién necesaria y suficiente para que R(f) =0 es que los polinomios {P(x),A(x) — B(x)f}
tengan una raiz comuin a. Esto es que exista a tal que

P(a)=0 }
_Aa)
p= B(a)

es decir, que 8 = f(a) para alguna raiz a de P(x).
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14. Ejemplo: Sea P(x) € k[x] de raices ag,...,a, € K. Sea { una raiz r-ésima primitiva

de la unidad. El polinomio cuyas raices son af,...,a; es:

R(y)=R(P),x" -y =[] PE" /)

i=1

Sir =2, el polinomio cuyas raices son los cuadrados de las de P(x) es

Q(x) = P(Vx)-P(- vx)

(conviene calcular P(z)-P(—z) y después hacer el cambio x = z2.)

6.2. Bases de Grobner

6.2.1. Ordenes monomiales

1. Notaciones: Denotaremos R = k[x1,...,x,] y sera L un R-médulo libre de base
{e1,...,es}. Dado un monomio x% € R, diremos que x%-¢e; € L es un monomio de L. Un
término de L es un monomio multiplicado por un escalar A € k.

Dados dos términos m=1-x%-e;,n = p-x°- e; € L, diremos que m es divisible por n
sii=jyx®es divisible por x?, y escribiremos m/n = %x“‘ﬁ . Definiremos

m.c.d.(x%xP)-e; sii=j.
m.c.d(m,n)= ’ B SLE=J

D, S11#].
2. Definicion: Un orden monomial en L es un orden total > en el conjunto de los
monomios de L, que cumple que “si m1,mg son dos monomios de L, m1>mso y x% es
un monomio de R con a # 0, entonces x%-m1 > x%-mg >msy”.

Por abuso de notacion, diremos que un término es mayor que otro si asi sucede con
los monomios asociados.

3. Ejercicio: Prueba que dar un orden monomial en R es equivalente a dar un orden
< en N" que cumple que si a > 8 entonces a +7y > f+7y > ff para todo y # 0.

Demos algunos ejemplos de érdenes monomiales en R. Dado a = (a1,...,a,;) € N"
denotamos |a| = a1+ -+ a;.

4. Definicién: Diremos que >, es el orden lexicografico en R si x% >, xP si y solo
si a; > B; para el primer indice i que a; # ;.

Diremos que >p/. €s el orden lexicografico homogéneo en R si x% >, xP siy solo
silal>|Blo|al =B8]y a; > B; para el primer indice i que a; # S;.

UEX
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Diremos que >;., es el orden lexicografico inverso en R si x% >jj.. xP si y solo si
lal > |6l o lal =Bl y a; < B; para el dltimo indice i que a; # f;.

Por ejemplo, X122 >jjex X2X3 ¥ X165 >ilex X2X2; X1X2X3 >hiex Xo ¥ X1X2%X3 <ilex Xs.

Si L es un R-médulo libre de base {e1,...,es} y tenemos un orden monomial > en
R, podemos definir un orden monomial en L del modo que sigue: x%e; > xPe jsii<jé
i=jyx®>axP.

5. Lema: Sean z,z1,...,2s términosde L. Si z € (z1,...,25)R, entonces z es divisible por
algin z;.

Demostracion. Se cumple que z =37 , p;-2;, para ciertos p; € R. Por tanto, para algtin
i y algtin término ¢; de p;, z =t; - z; (salvo un escalar). O

6. Proposicion: Todo orden monomial en L es artiniano (es decir, todo subconjunto
de monomios tiene un minimo).

Demostracién. Sea Z un conjunto de monomios de L. El R-submédulo de L generado
por Z esta generado por un numero finito de ellos {z1,...,2s}, pues L es noetheriano.
Por el lema anterior, cada monomio de Z es multiplo de algin z;. Por tanto, el menor
de {z1,...,25} es el minimo de Z. O

Si I es un conjunto ordenado artiniano, toda cadena de desigualdades en I, i1 =
ilg=--->1, =--- estabiliza. Dicho de otro modo, no existen cadenas infinitas de des-
igualdades estrictas i1 >ig>---> 1, > .

7. Definicion: Dado f € L escribamos f =) ; ¢; como suma de términos no nulos (del
modo obvio). Llamaremos término mayor de f al mayor de todos los términos #; y lo
denotaremos max-f (o simplemente max(f)).

Dado un submédulo M < L, denotaremos max-M = {max-f,f € Mypr c L (o0 lo
denotaremos simplemente max(M)).

8. Ejercicio: Sea f € R = k[x1,...,x,] homogénea.
1. Si maxs,,, f €klxs,...,x,] para algin s, entonces f € k[xs,...,x,].
2. Simaxs,, f €(xs,...,x,;) para algin s, entonces f € (xs,...,x).

Dado feLy peR, sean el término de p tal que n-max(f) sea maximo, entonces
max(pf) = n-max(f): sea m un término de f y n’ otro término de p tenemos que
n'-m < n'-max(f) < n-max(f). En particular, max(x®- f) = x* - max(f). Por tanto,
max(M) = (max(f), f € M),.
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9. Definicion: Sea E un k-espacio vectorial e I un conjunto totalmente ordenado
artiniano. Sea para cada i € I, un subespacio vectorial E; € E, de modo que E; C E;/,
si i <i'. Diremos que la cadena de subespacios vectoriales de E, {E;};c;, es filtrante si
UierE; = E. Denotaremos G, E :=E;/U;j<;E; y GE := ®;c;G;E (si 0 € I es el minimo de
I, definimos GoE := Ey).

10. Lema: Si para cada i € I, {e;;}; son vectores de E; cuyas clases forman una base
de G;E entonces los vectores {e;;}; j forman una base de E.

Demostracién. Dado 0 # e € E, sea i minimo tal que e € E;. Entonces, e =} ;1;;é;;
en G,E yseae' =e-)Y;Ajje;;. Sie' #0, sea i’ <i minimo tal que e’ € E;;. Entonces,
sl / = n _ LI

e =3 Ai,j,eirjr en GyE y sea e’ =e' —} yAyjey ;. Por ser I artiniano este proceso
termina en un nimero finito de pasos, con lo que podremos escribir e como combinacion
lineal de los e,;.

Los vectores {e;;}; ; son linealmente independientes: Sea e =3_;; A, e;;, con algin
Airjr # 0. Sea i"” maximal cumpliendo que existe j” tal que A;7;» # 0. Entonces, é =
Y jAinje;nj en GinE, y € es no nulo porque {é;/;}; es la base considerada en G;"E. Por
tanto, e es no nulo.

O

11. Proposicion: Sean {E;}ic; y {E ;}ie 1 dos cadenas filtrantes de dos espacios vecto-
riales E, E' y sea T: E — E' una aplicacion lineal tal que T(E;) € E' para todo i € I.
Tenemos el morfismo natural GT: GE — GE', (€;);e1 — (Tei))id.

Entonces, T es inyectivo (resp. epiyectivo, isomorfismo) si GT : GE — GE' es inyecti-
vo (resp. epiyectivo, isomorfismo).

Demostracién. SiGT esinyectivo entonces T es inyectivo: Dado 0 # e € E sea i minimo
tal que e € E;. Entonces 0 # é € G;E, luego 0+ GT'(é) =T(e) y T'(e) #0.

Si GT es epiyectivo entonces T es epiyectivo: Si T no es epiyectivo, sea i minimo
para el que existe e’ € E; de modo que e’ ¢ ImT. Evidentemente, 0 # e’ € GiE'. Sea
¢ € G,E, tal que GT(é) = ¢'. Entonces, e/ —T(e) = 0 € G;E’', luego existe j < i tal que
e'—T(e)e E; Por tanto, por la eleccién de i, existe v € E tal que e/ — T'(e) = T(v). En
conclusién, e/ = T'(e +v) e Im T y hemos llegado a contradiccién. m|

Sea E espacio vectorial con una cadena filtrante {E;};c; de subespacios vectoriales.
Dado un subespacio vectorial E’ € E tenemos la cadena filtrante de subespacios vecto-
riales de E', {E' N E;};c1. En el espacio vectorial cociente E = E/E’ tenemos la cadena
filtrante de subespacios vectoriales {E;};c;. Se cumple que la sucesién natural

0—GE' -GE—GE -0
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es exacta.

12. Sea I el conjunto de los monomios de L. Para cada m € I, denotemos L,, = {(m); y
consideremos en L la cadena filtrante de subespacios vectoriales

{L<pp = o L;}mer.
i=m
Obviamente, para cada monomio me€ I, G,,L=k-m y GL = L. Sea M < L un submo-
dulo y consideremos en M y L/M las cadenas filtrantes inducidas. Dado f € M, tendre-
mos que f = max(f)+ términos de grado menor, luego f € M<pax(f) := M N L<pmax(r) ¥
f =max(f)e G max(F)M S G max(r)l = k- max(f). Es decir,

max(M)=GM cGL =L.
13. Teorema de Macaulay: Las clases en L/M de los monomios de L que no pertene-
cen a max(M) forman una base de L/M.

Demostracion. De la sucesion exacta
0——max(M)=GM —GL=L—GL/M)——0

obtenemos que las clases de los monomios de L que no pertenecen a max(M) forman
una base de G(L/M). Por el lema anterior, las clases en L/M de los monomios de L que
no pertenecen a max(M) forman una base de L/M.

O

14. Proposicion: Sean N € M < L submddulos. Si max(IN) = max(M) entonces N =
M.

Demostracion. Si GN = max(N) =max(M)=GM, entonces N = M, por la proposiciéon
6.2.11.
O

6.2.2. Criterio de Buchberger

Supondremos siempre que R = k[x1,...,x,] y que L = EBfZIR -e; es un R-mé6dulo
libre con un orden monomial.

15. Definicion: Sea M < L un submédulo. Diremos que un sistema de generadores
de M, {g1,...,8:} es una base de Grobner de M si {max(g1),...,max(g;)} es un sistema
generador de max(M).
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16. Proposicion: Sean f,f1,...,f: € L. Entonces, existe una expresion

f=) pi-fi+f, conp;eR,yf €L
i

de modo que ninguno de los monomios de f' estan en {(max(f1),...,max(f))y max(f)=
max(p;f;), para todo i. Diremos que f' es un resto de f respecto de f1,...,f+ v que la
expresion f =Y ;pi-fi + [ es una expresion estandar de f respecto de los f;.

Demostracion. Sea m el término mayor de f divisible por algin max(f;). Sea f{ =
f —(m/max(f;)): fi, entonces

f =(m/imax(f))-fi +fi

max(f) =2 m = max((m/max(f;))-f;) y el término mayor de f] divisible por algin max(f;)
es menor estricto que m. Por induccion descendente (recuérdese la proposicion 6.2.6),
f1 cumple la proposicién, luego f también.

O

17. Observacion: La expresion f =Y, p;-f; + f' no es unica. Si bien se puede seguir
un proceso para que siempre obtengamos la misma expresion: En la demostracion de
la proposicion anterior, considérese f;, con i minimo tal que max(f;) divida a m.

18. Criterio de Buchberger: Sea M = {f1,...,f:) €L un submdédulo. Para 1<i<j<
t, sea

max(f;) : max(f;) . . . .
fij — m.c.d.(max(fiimax(fj)) fi- m.c.d.(max(f;).max(f;)) 'fJ’ st m.c.d.(max(f;), max(f])) £
0, st m.c.d.(max(f;),max(f;)) = @
y sea
fij=)_pefe+fi
k
una expresion estandar de f;; respecto de f1,...,f;. Entonces, f1,...,f; forman una base

de Grobner de M si y solo si fi’j =0, para todo i < j.

Demostracién. Si f1,...,f; forman una base de Grobner de M, entonces como f i’j =

fij—Xipifi € M, entonces max(fi’j) € max(M) = (max(f1),...,max(f:)) lo que es con-

tradictorio por definicién de expresion estdndar, salvo que max(f i’j) =0, luego fi’j =0.
Supongamos ahora que los fi’j =0.

Sea R’ el R-médulo libre de base {¢1,...,&;:} y consideremos el epimorfismo de R-
médulos 7: R — M, n(&;) = f;.
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6.2. Bases de Grobner. Teoria de la eliminacion

Consideremos en R’ el orden monomial > definido por:

max(x®- f;) > max(xP - fi).
x“-€i>xﬁ-€jsi 0
max(x®- f;) = max(xP - f;) (salvo un escalar) e i < ;.

Sea J el conjunto de todos los monomios de R’. Consideremos en M la filtracién
{M<yay, = n((Rt)sxa.gi Nxa.¢,eg. Evidentemente, Gya.e, M =k -x%- f;. Se cumple que

0, si existe xﬁfj <x%-¢&;: xﬁ-max(fj) =x%-max(f;).

ar. M =
G { #0, en otro caso.

En efecto, supongamos que existen xﬁgtj < x%-¢; de modo que xﬁ-max(fj) =x%-max(f;).
Tomemos el j minimo posible, es decir, xP & 7 es el maximo monomio menor que x%-¢;.
Entonces, Gya.¢;, = MSxa.gi/MSxﬁ{j. Denotemos m;; = m.c.d.(max(f;),max(f;)). De la

igualdad xP - max(f;) = x%-max(f;), se deduce que x* = x" - (max(f;)m;;) y que xP =
xY - (max(f;)/m;;), para cierto monomio x?. Entonces,

2 fi—al - fj =x" - (max(fpimij)- fi = (max(f)imij)- f) =¥ - fij =x"- Y pifr,
2

que pertenece a M <xb.¢; Porque todo término A-x" del polinomio pp, con A # 0, cum-

ple que x7-xY ‘max(fz) < x7-max(prfr) < x7 -max(fi;) < méx(xﬁfj) =xP max(f;). Por lo
tanto, x*-f; e M <xb; Y Gya.e;M = 0. En caso contrario, tenemos un morfismo natural

Gra.e, M — Gramax(f;yM < G ya.max(f,) L, obviamente Gyo.e; M =k -x%- f; y como el morfis-

mo Gra.5; M — Gya.maxs)L aplica x® - f; en x%-max(f;), que es no nulo, concluimos que

x%- f; es no nulo.

Dado f € M, sea x%-¢; el minimo tal que f € M<ya.,. Entonces, 0 # f € Gyoe, M y
f= )L~x“—-fi, para cierto escalar A no nulo, y suimagen en Gya.pmax(f;)M es A-x%-max(f;).
En conclusion, max(M) = (max(f1),...,max(f)).

O

19. Observacion: El criterio de Buchberger nos da un algoritmo para calcular una
base de Grobner. Dado un submédulo M = {f1,...,f:) <L si f1,..., f; no forman una ba-
se de Grébner entonces algtn f; i* 0 (seguimos notaciones del criterio). Sustituyamos
fi,...,ftpor f1,...,f%, fl.’j y repitamos el proceso. Este proceso acaba en un niimero fini-
to de pasos pues las inclusiones (max(f1),...,max(f:)) g (max(f1),...,max(fy), max(fi’j))

son estrictas.



Teoria de la eliminacion. Bases de Grobner. 6.2

20. Ejemplo: Sea pi(x1,...,x,) = -+ = py(x1,...,x,) = 0 un sistema de ecuaciones
algebraicas y supongamos que la variedad de soluciones X es de dimension cero.
Es decir, por el teorema de normalizaciéon de Noether tenemos un morfismo finito
kE — klx1,...,x,)(p1,...,pr) =Ax. Sea (g1,...,85) una base de Grébner de (p1,...,p,).
Las clases en Ax de los monomios x, que no son divisibles por ningin méx(g;), for-
man una base de Ax. Sabemos calcular, pues, (X):=dim; Ax.

21. Teorema de Schreyer: Sea M ={(g1,...,8+) €L un submdédulo generado por una

base de Grobner. Denotemos m;j = m.c.d.(max(g;),max(g;)). Si m;; # @, denotemos
_max(gj)) _ max(g;

L= Tmy; i mi;

) -8, y sea por el criterio de Buchberguer
8ij = Zpkg k
k

una expresion estandar de g;; respecto de g1,...,8%.
Sea R! un mddulo libre de base &1,...,&, m: R — M el epimorfismo de médulos
definido por n(&;)=gi y ¢: A2R? — R el morfismo definido por

0, sim;j=@.
P& NE) =4 maxg)) & — max(g;) ,fj—%pkfk, sim;j#* @.

mij mij

Entonces, la sucesion de morfismos de R-médulos
NRILRIZ M0

es exacta.

Ademds, si en Rt definimos el orden monomial >: x*-&; > xP - {j si max(x®-g;) >
max(xP -gj)omax(x¥-g;)= max(xP -8 ;) (salvo un escalar) y i < j, entonces ¢p(; N&;) es
una base de Grobner de Ker .

Demostracién. Por la proposicién 6.2.11, la sucesién A2R? ?, Rt L M — 0 es exacta si
tomando “graduados” es exacta.

Sea oJ el conjunto de todos los monomios de R! y consideremos el R’ el orden mo-
nomial definido en el enunciado del teorema. Consideremos en M la filtracién

{M<xag = ”((Rt)Sx“-vfi)}x“-fiEJ'
Como vimos en la demostracién del criterio de Buchberger,

si existe xﬁéj <x%-&; tal que xP- max(g;)=x%-max(g;).

0
Gue e M= —
x4 { -x%.g; #0, en otro caso.
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Definamos
(A’R")zay, := &  kxV-&GAE
j>i
Y -max(g Yim; j=x®

Existe x7 (inico) tal que x¥-max(g;)/m;j=x siy solo si max(g;) divide a x%-m;;, que
equivale a que divida a x®-max(g;), que equivale a que existe x? tal que x#-max(g i)=
x%-max(g;). Por tanto, (A2Rt)xa.,§i =0 siy solo si no existe j > i tal que xP- max(g;) =
x%*-max(g;). Consideremos en A2R! la filtracion {(A2R?)<ya., := @xﬁ,fjsxa,éi(A2Rt)xﬁ,5j}.
Por tanto, Gya.; A2R! = (A2R?),a.¢,. Observemos que ¢p((A’R%)<yas,) € (R)<ypa,. Las
sucesiones

Geoe A2R! 4 Gra g R % Gra g, M — 0
son exactas (en la demostracién del criterio de Buchberger probamos que Gye.e; M =
k x“—ﬁ y que es nulo si solo si existen x? y j > i tales que x” - max(g;) =x% -max(g;)).
Luego, GA2R?! — G Kern es epiyectivo. Por la proposicién 6.2.11, tenemos que el mor-
fismo A2R?! — Ker es epiyectivo y concluimos que

AR' LRI Z M —0
es exacta. Por dltimo, como GAZR! = A2R? = ({; A ¢;), entonces
max(Kerm) = GKerm = GH(A’RY) = (GP(E; A &) = (max(Pp(E; AEH))),

y ¢(&; A&;) es una base de Grobner de Ker.
O

22. Observacion: Si M = (f1,...,f;) € L no esta generado por una base de Grob-
ner, mediante el algoritmo de Buchberger completemos a una base de Grobner M =

{f1,...,f#). Consideremos la sucesiéon exacta A2R? ?, R" L. M — 0 del teorema de
Schreyer. Escribamos f; = Z§=1pijfj, para todo 1 <i < ¢ (podemos decir que p;; =9},
para todo i < ¢ y todo j). Sea ¢: R — R" el epimorfismo definido por ¢(¢;) = Yipij€iy
n: R' — M, n(¢;) = f;. Entonces, el diagrama

AZRt’ (l),

Rt

es conmutativo y la sucesién

ARV RI I M 0
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es exacta.
En conclusién, dado un morfismo entre médulos libres R? — L sabemos calcular el
nucleo. Sabemos resolver los sistemas de ecuaciones R-lineales homogéneos.

6.2.3. Aplicaciones
Expresion de un elemento como combinacion lineal de los generadores

Sea M = {f1,...,f:) €L un R-submoédulo. Sabemos calcular por el algoritmo de
Buchberger una base de Grobner g1,...,g (en términos de los f;). Dado f € L, por la
proposicién 6.2.16, sabemos (de modo algoritmico) decidir si f € M y en caso afirmativo
escribir f =Y; p;g;. y por tanto sabemos escribir f =Y, p’f;.

Las clases de los monomios que no a pertenecen max(M) = {(max(g1),...,max(gy))
forman una base de L/M. Dado f € L/M, por la proposicién 6.2.16, obtenemos de modo
algoritmico, f = f’ de modo que f’ es suma de monomios que no pertenecen a max(M).
Es decir, sabemos escribir todo f € L/M como combinacién k-lineal de los elementos de
la base de L/M.

Teoria de la eliminacién

Dado un sistema de ecuaciones p1(x1,...,%-)=0,...,ps(x1,...,%-) = 0 queremos eli-
minar las variables x1,...,x;. Es decir, queremos calcular qué relaciones algebraicas
cumplen

Xst1y---,%r €klx1,...,x-M(p1,...,P¢)

Queremos calcular el nucleo del morfismo k[xg.1,...,%-1 — klx1,...,%: 1/ (p1,...,ps), que
es klxs+1,...,2-1N(p1,...,ps). Este calculo es equivalente a calcular el cierre de la ima-
gen del morfismo

Specklx1,...,x,V(p1,...,p:) — A" "° =Specklxgi1,...,x-), (@1,...,ar) — (As11,...,qr)

En general, dados ¢1,...,qs € klx1,...,x.1/(p1,...,p:) queremos calcular las relacio-
nes algebraicas que cumplen. Observemos que

k[x17'"’xraylr"7y8]/(p1(x)7"')pt(x)uyl _ql(x)7"')ys - (Is(x)) = k[xlr"axr]/(pl,"'apt)

y via esta identificacion, y; = ¢q;. Luego las relaciones que cumplen los ¢; son las rela-
ciones que cumplen las j;. Nos hemos reducido al caso anterior.

De nuevo, este problema es equivalente a calcular el cierre de la imagen de un
morfismo entre variedades afines

X =Specklxi,...,x./(p1,...,pt) — A®=Specklyi,...,ys]
(a1,...,a,) —— (q1(aq,...,ar),...,qs(aq,...,a;))
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Dado un morfismo f: X — Y entre variedades algebraicas afines y una inclusién
i: Y — A% el cierre de la imagen de f es igual al cierre de la imagende io f: X — AS.

23. Lema: Sea f € R = klx1,...,x;]. St maxs,, f € klxs,...,x,] para algiin s, entonces
f€klxs,...,x,]

24, Proposicion : Consideremos el orden lexicogrdfico en klx1,...,x.1y un ideal I <
klx1,...,x,] de base de Grobner g1,...,8+ Si g1,...,8y son aquellos g; en los que no
aparecen las variables x1,...,xs, entonces

klxss1,...,x-. 101 =(g1,...,84), (ideal de klxs41,...,%x:)).

Demostracién. Obviamente, (g1,...,84) S klxgi1,...,2-1N1.

Dado f € klxs+1,...,2-1N1, se tiene que max(f) es un multiplo de un max(g;) y en
él no aparecen las variables x1,...,x5, luego max(f) € (max(g1),...,max(84Nrix,.1,... x,1-
Por tanto, la inclusion (g1,...,84) € klxs+1,...,x-1NI en graduados es epiyectiva, luego
es una igualdad. O

25. Ejemplo: Sea pi(x1,...,x,) =--- = pr(x1,...,%,) = 0 un sistema de ecuaciones k-
algebraicas y supongamos que la variedad de soluciones X es de dimension cero. Cada
X; en kl[x1,...,x,1/(p1,...,p,) es k-algebraico. Calculemos k[x;1N(p1,...,p,r) = (q;(x;)).
Entonces, el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones esta incluido en el con-
junto {Raices de gq1(x1)} x --- x {Raices de g, (x,)}.

26. Proposicion: Sean I,J dos ideales de klx1,...,x,]. Consideremos en kl[t,x1,...,x5]
el ideal (tI +(1—1t)J), que es el ideal generado por los elementos ti + (1 —t)j, para todo
iely jed. Entonces,

Ind=0I+1-t)J)Nklx1,...,x,]

Demostracién. Si felnd, entonces f =tf +(1—t)f € (tl +(1—1t)J). Reciprocamente,
dado g€ (I +(1—-¢t)J)nklx1,...,xn] < klt,x1,...,x,], si hacemos cociente por (¢), tendre-
mos que g € J y si hacemos cociente por (1 —¢) tendremos que g€ l,luegogelInd. 0O

Como consecuencia de las dos proposiciones obtenemos el algoritmo para calcular
la interseccién de dos ideales de R = k[x1,...,x,]. Si R' = RAf1,....fm), 1: R — R’
el morfismo de paso al cociente y I =(g1,...,8,) y J =(&},...,8}) dos ideales de R,
entonces

IﬁJ:7[(7[—1(1)07[—1(0])):(fla"'7f7ﬂ7g1,"'7g7‘)n(f1""7fm,g€|_?"'7gls)'



Teoria de la eliminacion. Bases de Grobner. 6.2

Dado a € R’ = R/I', sabemos calcular (I : d@), porque por el problema 12 del capitulo 5,

I a)=19D . 4-10@

In@ I'n(a)
4 .
a

+I":a)=

Proponemos que el lector generalice estas proposiciones para calcular la intersec-
ci6n de dos submédulos. Dado un morfismo de médulos f: M — M’ y un submédulo
N cM' sean M ={m,f(m)eMeM VmeM}yN =MaeN' cMeM entonces

FANY=MnN', m— (m,f(m)).

27. Proposicion: Sea I cR unidealy f € Ry i: R — Ry el morfismo de localizacion.
Consideremos el ideal (I +(1—tf)) c R[t]. Entonces,

iMIp)=I+1A-tf)NR.

Demostracion. Sabemos que Ry = R[t]/(1-tf). Sea n: R[t] — RI[t]/(1-tf) el morfismo
de paso al cociente. la composicién R — R[¢] = R[t}/(1-¢f) =R £ es el morfismo de
localizacién. Luego i 1(Ip) =771 )nR =T +(1-tf))NR.

O
28. Ejercicio: Sea R'=R/J, I cR' unideal y f € R'. Denotemos i: R’ — R% el mor-
fismo de localizacién. Sigamos las notaciones de la proposicién anterior. Prueba que

i'dp=U+J+1A-tf)HNR.

Cierre proyectivo de una variedad afin

Dado f € kl[x1,...,x,], diremos que el polinomio homogéneo
F= xgrf-f(xl/xo,...,xr/xo) € klxo,...,x,]

es la homogeneizacion de f por xg. Si G € k[xg,...,x,] es un polinomio homogéneo
. .z grG .

cuya deshomogeneizacion por xo, G/x; ', es igual a f(x1/xo,...,%,/x0), entonces G =
xgr(G) - f(x1/xg,...,x/x0), luego G = x%rG_ng -F.

Dado un ideal I < k[x1,...,x,] diremos que J := (F)rc; S klxo,...,x,], donde F

es la homogeneizaciéon de f por xy, es la homogeneizacion de I por xo. Dada X =

Speck[x1,...,x,)/I se dice que Projk[xo,...,x, )/J es el cierre proyectivo de X.!

INo es un concepto intrinseco de X, depende del sistema de generadores algebraicos %1, ...,%, esco-
gido.
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29. Proposicion: Consideremos en klxi,...,x,] el orden >pj.y. Sea I S klx1,...,x.]1un
idealy g1,...,8+ una base de Grobner de I. Entonces, la homogeneizacion de I por xg es
el ideal homogéneo generado por las homogeneizaciones G1,...,G; de g1,...,8: por x.

Demostracién. Sea x,+1 := xo y consideremos el orden lexicografico homogéneo en
klx1,...,x-+1]. Dado f € k[x1,...,x,] y su homogeneizacion F por x,,1, es claro que
max(f)=max(F). Sea J = (F)rer S klx1,...,x-11]. Por tanto,

max(J) =(max(1)) = (max(g1),...,max(g;)) = (max(Gy),...,max(G;))

Luego la inclusion (G1,...,G;) € J es epiyectiva. O

Polinomio de Hilbert

Sea I <€ k[x1,...,x-] = R un ideal homogéneo y consideremos el anillo graduado
S =klx1,...,x:)/I. Queremos calcular la funcién de Hilbert de S:

Hg(n):=dim; S, = La dimensién del subespacio vectorial de S
generado por las clases de los monomios de grado n

30. Proposicion: Consideremos en klx1,...,x,] un orden monomial homogéneo. En-
tonces la funcion de Hilbert de S = klx1,...,x.VI es igual a la funcion de Hilbert de
GS =klx1,...,x:Vmax().

Demostracion. Denotemos [Sl<, = ®,<,[S1], el subespacio vectorial de S formado por
las clases de los polinomios de grado menor o igual que n. Sea M el conjunto de los mo-
nomios de k[x1,...,x,]. La filtracion {S<y« := klx1,...,%rl<ya}racpr refina a la filtracion
{[S1<n}nen (si x® es el mayor monomio de grado n, entonces S<ye =[S]<,). Por tanto,

dimy[S1, = dimy([S1<p/[S1<n-1) = ) dimy,GreS = dim[GS],

lal=n
O

Sea ahora I =(m1y,...,m;) € kl[x1,...,x,] un ideal generado por monomios. Calcule-
mos, por induccion sobre ¢, la funcién de Hilbert de R/I. Sean

I':'=(mag,...,my) eI" :=(ma/m.c.d.(ma,my),...,mim.c.d.(m;,mi))
Es facil comprobar que la sucesién

0—R/I"™2R/II'-R/IT—0
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es exacta. Por induccién conocemos la funcién de Hilbert de R/I' y R/I”, luego la de
R/I, pues por la sucesion exacta anterior

Hp/;(n)=Hg/yp(n)-Hg/p(n—d),

siendo d = gr(m1).

También por induccion obtenemos que Hg/7(n) es un polinomio para n > 0, es decir,
existe un polinomio (dnico) Agr/7(x) € Qlx], tal que Hg/7(n) = hg/7(n), para todo n > 0.
Solo necesitamos observar que

HR(n):(n:r)_(n+:—1):(n:f11)’

que es un polinomio (en n) de grado r — 1 =dimR — 1. En efecto, escribamos x;’” e
(conmi+--+m,=m=<n)asi: y1- Ym, X1 Ym-m,+1""* Ym%r* Ym+1""Yn. Entonces, el
numero de monomios x* de grado menor o igual que n, es igual, al namero de estas
escrituras, que es %

Por la proposicion 6.2.30, Hg/;(x) es un polinomio para n >> 0, para todo ideal ho-
mogéneo I c R, denominado polinomio de Hilbert de R/I y que denotamos Apg/r(x). Si
hg/i(x) =0, entonces (R/I), =0, para todo n > 0, luego %1,...,X, son nilpotentes y el
tnico ideal primo es el ideal irrelevante, y por tanto dimR = 0. Si hg/;(x) # 0, el co-

eficiente del término de grado maximo de Ag/(x) es positivo, ya que r}l’m hri(n) > 0.
—00
Observemos que hg/7(x) = hgr/(x).

31. Lema: Sea I c R un ideal generado por monomios. El grado de hg/(x) es igual a
dimR/I — 1. Es decir, gr(hr/;(x)) = dim ProjR/I.

Demostracién. Escribamos I =(m1,...,m;), m; monomios. Procedemos por induccién
sobre gr(m)+---+gr(m;). Si I =0 sabemos que dimR =r =grhg(x)+ 1. Podemos supo-
ner I # 0. Las componentes irreducibles de SpecR/I = (I)g = N(m ) son interseccion de
hiperplanos (x;)o y (x;;,...,%;,)o es una componente si y solo si m; € (x;,,...,x;,), para
todo j, y para un cierto j y cierto k m; ¢ (x;,,...,%;,,...,%;,). Sea i tal que (x;)9 pasa por
una de las componentes irreducibles de dimensién maxima. Algin m; es multiplo de
X;, porque en caso contrario (my,...,m;) < (x1,...,%i,...,X,) y tomando ceros tendria-
mos que ((x1,...,%;,...,%X,)0 < (x;)0, lo cual es falso. Ademas, dimR/(x;,I) =dimR/I =: n.
Sean m;, = Tk para todo & e I' = (m/,...,m}). Observemos que I c I', luego

m.c.d.(x;,mp)’

(I"Yoc )y y dimR/I' <dimR/I = n. La sucesién obvia
0 R/I' 25 R/T R/(x;,I1)—=0

es exacta, luego HR/I(x) = HR/]r(x) +HR/(xi’1)(x) y hR/[(x) = hR/[/(x) + hR/(xi,I)(x). Por hi-
pétesis de induccién, grig/p(x) =dimR/I'-1<n—-1y grhg/y, n(x) =dimR/(x;,I)-1=
n—1, luego hg/r(x) es un polinomio de grado n — 1.
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O

32. Teorema: Sea I c R un ideal homogéneo. El grado de hg/i(x) es igual a dimR/I—1.
Es decir, gr(hg/(x)) = dimProjR/I.

Demostracién. 1. dimR/I — 1 < grhpg/;(x): Procedemos por induccién sobre el grado.
Si grhag;(x) = —1, es decir, Ag/1(x) = 0, y ya hemos probado que dimR/I = 0. Supon-
gamos, grhg/(x) = 0. Sea Z  SpecR/I una componente irreducible de dimensién n =
dimR/I. Basta probar que dim R/p,—1 = h g/, (x), porque si es asi entonces dimR/I-1 =
dimR/p, —1 < hgp, (x) < hr/1(x). Sea f;s € (R/p,)s un elemento homogéneo no nulo, con
s > 0. Consideremos la sucesion exacta

0—=R/p, —L~ R/p,— =R/ fs,p,)—=0

Entonces, hgy, p,)(n) = hr/p,(n) — hgrsp,(n —s). Por tanto, por inducciéon
n—-1= dimR/(fs, Py) = gth/(fs,pZ)(n) +1< gth/pz(n)

yn—1<grhg, (n).

2. dimR/I = dimGR/I: GR/I = R/max(I) y sea n = dimR/max(I). Por el proble-
ma 22 del capitulo 3, existe un subconjunto {ji,...,j,} €{1,...,r} tal que el morfis-
mo k[x;,,...,x;,1— R/max(I), p(xj,,...,x;,)— p(x;,,...,x;,) es inyectivo. Por tanto, el
morfismo k[x;,,...,x; 1— R/I, p(x;,,...,x;,)— p(xj,,...,x;, ) es inyectivo, porque lo es

al tomar graduados. De nuevo, por el problema 22, dimR/I = n.

2.
3. Tenemos que dimR/I —1=dimGR/I -1 6231 grhgr/i(x) =grhg/;(x). Por el apar-

tado 1., dimR/I — 1 = grhg(x).
m]

33. Corolario: Sea X = Specklx1,...,x.)/I una variedad algebraica afin y
Hx(n):=dimy (p(x1,...,x,) € klx1,..., % VI : gr(p(x1,...,x.) <n)s
Entonces,
1. Si Projklxo,...,x,1/J es el cierre proyectivo de X, Hx(x) = Hp[y,,... x,17(x).
2. Hx(x) es un polinomio de grado dim X, para n > 0.
Demostracién. 1. La aplicacion k-lineal

[R/J], —— (p(x1,...,x)€k[x1,...,x.VI: gr(p(x1,...,x:)) <n)p
pn(xg,..., %) —— pp(1,x1...,x,)
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es un isomorfismo, luego Hx(x) = Hpx, ... x, 17 (%).

2. Por 1., Hx(n) = hi[y,,... x,7(n), para todo n > 0, y sabemos que es un polinomio y
grhpx,...x, v (%) = dim Proj k[xo,...,x,)/J. Projklxo,...,x.)/J es la minima subvariedad
proyectiva de P” cuyo corte con U!}O cP” es igual a X. Por tanto, ninguna componente
irreducible de Projk[xo,...,x,)/J esta incluida en (xo)g y

dim Proj k[xo,...,x.1/J = dimeO NProjklxg,...,x.1/J =dimX

Morfismo de explosion

34. Sea A =klxq,...,x,M(p1,...,pr) el =(4,...,{s) unideal de A. Se define el dilatado
de A por I, que denotamos DA, como sigue

D/A=Aslo---0l"®---=A[é1-t,...,& - t] S Alt]

Luego, D;A = kl%1,...,%r,¢1-t,...,&s -t c Alt] = klx1,...,x,t)(p1,...,pr), que sabemos
calcular porque sabemos calcular las relaciones que cumplen X1,...,%,,¢1-¢,...,¢s - £.
Se dice que ProjD;A es la explosion de SpecA a lo largo de (I)g. Se cumple que

ProjDjA = u; SpecAl1/¢;,...,Es/¢;].

Sabemos calcular A[{1/¢;,...,¢/8] = kl%q1,...,%,,{1/8,...,8s/Ei1 S Ay, = Alyl/(Ei -y = 1),
luego sabemos calcular la explosiéon de una variedad a lo largo de un cerrado.

Calculo de la descomposicion primaria de un ideal

35. Lema : Supongamos por sencillez que k es un cuerpo de caracteristica cero y A
una k-dlgebra finita. Sabemos calcular el radical de A. Si sabemos descomponer to-
do polinomio p(x) € k[x] como producto de polinomios irreducibles entonces sabemos
descomponer A en producto directo de k-dlgebras finitas locales y sabemos calcular la
descomposicion primaria del ideal (0).

Demostracién. El radical de k[x1/(p(x)) es (-—F—n d X ).
Si sabemos calcular el radical de una k- algebra ﬁmta B, sabemos calcular el radical
de B/I, porque rad(B/I) =radB, pues
(B/I/radB = B/(rad B +I) = (B/rad B)/I

es reducido (todo cociente de la k-algebra finita reducida B/rad B es reducido).
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6.2. Bases de Grobner. Teoria de la eliminacion

Si sabemos calcular el radical de B y C, sabemos calcular el radical de B ®; C:
rad(B®,C)=radB®C + B®radC, porque

BoC)(radBeC+B®radC)=(B/radB)®(C/radC)

es reducido.

Toda k-algebra finita es cociente de una k-algebra kl[x1,...,x,1/(p1(x1),...,pr(x,)).
Por tanto, sabemos calcular el radical de toda k-algebra finita.

Sea A una k-algebra finita separable (de dimension n). Todos los elementos de A
son primitivos salvo los que pertenecen a un ndamero (menor que (g))) finito de hi-
perplanos: si & es el cierre algebraico de 2, Homy_4;4(A, k) = {¢1,...,¢,}, entonces si
a ¢ Ker(¢p; — ;) para todo i # j, entonces a es primitivo. Si a € A es primitivo, enton-
ces tenemos isomorfismos explicitos A = k[a] = k[x]/(p(x)), donde p(x) es el polinomio
caracteristico del endomorfismo a-: A — A, b — ab. Como sabemos descomponer p(x)
en producto de polinomios irreducibles sabemos descomponer A en producto directo
de cuerpos.

Por 1ultimo, sea A una k-algebra finita. Tenemos A/radA = K{ x -+ x K,.. Tenemos
que A =[[;A;, con A/radA; = K; y tenemos que calcular los k-algebras finitas locales
A;. Sea m: A — A/rad A el morfismo de paso al cociente. Sea c; € A tal que 7n(c;) =
(0,...,0,11,0,...,0) (tendremos que c; = (c;;) € [[; A;, con c;; € Aj nilpotente si j #i y

c;i invertible). Sea n; > 0 tal que Kerc!"- = Kerc;”H-. Tendremos que A; =c¢;'-A yla
descomposicién primaria del cero es N;(Ag x -+ x0x---xA,).
l
O

36. Lema : Sea I € kl[x1,...,x,] un ideal y S = klx;,...,x,]\{0} con i > 1. Sabemos
calcular Is Nklx1,...,x,].

Con mayor precision, consideremos en el anillo k[x1,...,x,] el orden lexicogrdfico y
sea {g1,...,8s} una base de Grobner de 1. Escribamos g; =Y 4. =..—q,=0QaXx", cOn aq €
klxi,...,x,], sea a tal que max(g;) = max(aq)x® y definamos a; =aq, y a =[I;_;a;.
Entonces, Isnklx1,...,xp]=1sNklx1,...,x,].

Demostracién. Escribamos A = klx;,...,x,]1 y klx1,...,x,]1 = Alx1,...,x;-1]. Conside-
remos la siguiente filtracion en Alxq,...,x;_1] de susbespacios vectoriales de indices
a=(a1,-,ai-1), Eqg :=dy< A .x% . Denotemos con G’ la graduacion por esta filtra-
cién. Obviamente, G| Alx1,...,x;-1] = A -x%, luego G'Alx1,...,xi-1] = Alx1,...,xi-1].
Un refinamiento de esta filtracion es la filtraciéon dada por el orden lexicografico de
klx1,...,x,]: tenemos Ey c E(up) cEq sia’ <a,y Eq = Up=(5,,..5,)E @,p- Por tanto,
G(a,p)Grklx1,...,x,]1= G pklx1,...,x,].

.....
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Consideremos en I la filtracién I, :=E,N1I. Sea g; := ﬁiﬁgf‘; € klx1,...,x;_1]. Vea-

mos que G'T =(a181,...,a:85): Obviamente (a181,...,as8s) € G'I. Ahora bien, GG'I =
GI =(max(g1),...,max(gs)) y por otra parte

(méx(g1),...,max(gs)) = (max(a1)g1,. .., max(as)ds) < Ga1d1,...,asds).

Por tanto, la inclusién (a181,...,as8s) S G'I es epiyectiva, es decir, una igualdad.

Por tanto, el contcleo de la inclusién G'I, = (G'I), = (&1,...,85) < Aglx1,...,x,1]
es un A,-médulo libre. Luego, el morfismo a’-: A,lx1,...,x; 1114 — Aglx1,...,x; 111,
b — a'b es inyectivo para todo a’ € A no nulo, porque en los graduados es inyectivo.
Luego, el morfismo (k[x1,...,x,1/ 1), — (klx1,...,x,)/I)s es inyectivo y

Isnklxq,...,x,]1=Kerlklxq,...,x,]1 — (Rlx1,...,x,1/1)s]
=Kerlklx1,...,x,]1— (Blx1,...,x, VD] =1, 0 k[x1,...,x,].

37. Teorema: Sea I c K[x1,...,x,] un ideal, con K = Q(y1,...,¥m). Sabemos calcular
una descomposicion primaria de 1.

Demostracién. Procedemos por induccion sobre n. Supongamos n = 1. Podemos supo-
ner I #0. Sabemos calcular el maximo comun divisor de dos polinomios luego sabemos
escribir I = (p). Sabemos factorizar todo polinomio en K[x1] en producto de irreduci-
bles, luego sabemos calcular la descomposicion primaria de I. Supongamos n > 1.

Si InKl[x;]1=(p;(x;)) # 0 para todo i, la K-algebra K[x1,...,x,)/I es un cociente de
Klxq,...,x,(p1(x1),...,pn(xy)), luego es una K-algebra finita, luego sabemos calcular
la descomposicion primaria del ideal (0) y concluimos.

Podemos suponer que I N K|[x;] =0, para cierto i. Sea S = K[x;]1\{0}. Observemos
que Ig # Kl[x1,...,x,]s. Sabemos calcular s € S tal que

IsnKlx1,...,x,1=1,nK[x1,...,x,1=:1".

Por induccion sobre n, sabemos calcular una descomposicion primaria de Ig, luego
sabemos calcular una descomposicién primaria de I'. Si I = I’, hemos terminado. Si
I ill’ sea m, tal que I' = (I : s™). Entonces, I =I' n(I +(s™)). Como I §I+(sm), por in-

duccion noetheriana sabemos calcular una descomposicion primaria de I +(s™), luego
sabemos calcular una descomposicién primaria de 1.
O
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6.3. Biografia de Buchberger. Teoria de la eliminacién

La descomposicion de un polinomio en producto de polinomios irreducibles es compu-
tacionalmente elaborado, pero imprescindible para el calculo de descomposiciones pri-
marias. Si queremos calcular el radical de un ideal (p(x)) € k[x], no necesitamos calcu-
lar las raices de p(x), si no que solo tendremos que calcular m.c.d.(p(x), p'(x)).

38. Proposicion : Sabemos calcular el radical de todo ideal I c Klx1,...,x,] con
carK =0.

Demostracién. Procedemos por induccion sobre n. Supongamos n = 1. Sabemos calcu-
lar el maximo comun divisor de dos polinomios luego sabemos escribir I = (p). Enton-
ces, rad(I) = (m). Supongamos n > 1.

Si I nKl[x;] = (p;(x;)) # 0 para todo i, entonces Kl[x1,...,x,)/I es un cociente de
Klxq,...,x,1(p1(x1),...,pr(xy)), luego sabemos calcular su radical, luego rad I.

Podemos suponer que I nKl[x;] =0, para cierto i. Sea S = K[x;1\{0}. Por induc-
cién sobre n sabemos calcular rad I s y sabemos calcular (radIg)NK]x1,...,x,]1=:J. Si
I = n;q; es una descomposicion primaria reducida (de primos asociados p; := rad(q;)),
entonces J = Ny, ns=¢Pi. Reordenando si es necesario, sean p1,..., P, primos minimales
de la descomposicién, disjuntos con S, luego J =nN7" p;. Sea I'=(:J"), parar>>0.
Observemos que I' = Ny, . p.¢p.a;. [ < I'. Por induccién noetheriana sabemos calcular

radI’ y concluimos porque radl =J nradl’.
m]

6.3. Biografia de Buchberger

j BUCHBERGER BIOGRAPHY

~_ Bruno Buchberger (born 22 October 1942) is Professor of Com-
puter Mathematics at Johannes Kepler University in Linz,
~f# Austria. In his 1965 Ph.D. thesis, he created the theory of
. | Grobner bases, and has developed this theory throughout his
career. He named these objects after his advisor Wolfgang Grobner.

Since 1995, he has been active in the Theorema project at the University of Linz.
In 1987 Buchberger founded and chaired the Research Institute for Symbolic Compu-
tation (RISC) at Johannes Kepler University. In 1985 he started the Journal of Sym-
bolic Computation, which has now become the premier publication in the field of com-
puter algebra.

Buchberger also conceived Softwarepark Hagenberg in 1989 and since then has
been directing the expansion of this Austrian technology park for software.
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In 2014 he became a member of the Global Digital Mathematical Library Working
Group of the International Mathematical Union.
[Tomado de 1a Wikipedia, 2025]

6.4. Cuestionario

1

2

3

4

5

6

. Prueba que R(P(x),x — a) = (-1)8"P@. P(q).

n . m .
. Sean P(x) = Y a;x" 'y Q(x) = Y b;x™" dos polinomios genéricos. Prueba que
art ~

1= 1=0
R(P(x),Qx)) € (an,bn) < Zlay,...,an,bo,...,bnl.
. Prueba que >0y ¥ >ijex SOn 6rdenes monomiales.

. Escribe el término mayor de 2x+3y+z+x2—22+x3, para cada uno de los 6rdenes
monomiales >j.., >hiex, >ilex-

. Consideremos los 6rdenes monomiales >;.y, >niex, >ilex Con cudl de ellos hemos
ordenado los monomios (de mayor a menor) del polinomio 7x2y*z—2xy®+x2y2?,Y
del polinomio xy3z + xy222 + x223?,Y del polinomio x*y® + 2x3y?z — 4xy?z4?

. Consideremos un orden monomial en R = k[x1,...,x,]. Dados f,g € R, prueba
que max(f g) = max(f) -max(g) y max(f + g) < max{max(f),max(g)} y si max(f) #
—max(g) entonces max(f + g) = max{max(f’), max(g)}.

6.5. Problemas

1

[\

. Prueba que R(P'(x),Q'(x)) = (—1)8"®)1e"@ . R(P(x),Q(x)) - R(P(x),Q(—x)), donde
P'(x?):=P(x)-P(-x) y Q'(x?) := Q(x)- Q(~x).

1

. Dado un polinomio P(x) € k[x], de raices a;, calcula un polinomio de raices a; + R
. Calcula el polinomio cuyas raices son
2kn
cos?, k=0,1,2,3,4

. Dado un polinomio P(x) € k[x], de raices a;, calcula el polinomio de raices a; — ai
12

. Generalizacion de 2 y 4: Calcula el polinomio de raices aa; + 3, cona,bek.
i
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6.5. Problemas. Teoria de la eliminacion

10.

11.

12.

13.
14.

Sea P(x) € klxly a1,...,a, € k sus raices. Sea F(a, ) = 0 una relaciéon de depen-
dencia algebraica sobre %k entre dos raices @ = a1 y f = ag (es decir, F(x,y) es un
polinomio con coeficientes en k). Calcula a, .

. Prueba que el discriminante de x2 +ax +b es A = a? —4b.

. Prueba que el discriminante de x + px+ ¢ es A = —(4p3 + 27¢?).

Consideremos n aplicaciones lineales w;: Q" — Q linealmente independientes,

n
tales que w; = ) a;jx; cona;; €N, para todo i, j. Prueba que el orden < definido
J=1
por: x® < xP si existe i tal que

wi(a) =wi(P),...,wi—1(a) =w;—1(B) y w;(a) <w;(p),

es un orden monomial.

(,Qué orden monomial definen las aplicaciones lineales x1,...,x,?;Qué orden mo-
nomial definen las aplicaciones lineales x1 + - + x,,%1,%92,...,%X,-1?,Qué orden
monomial definen x1 +---+x,, X1+ - +Xp_1,...,X17

Sea {g1,...,8s} una base de Grobner de un R-médulo M < L. Se dice que es
minimal si {(g1,...,8;,...,85s) < M, para todo i. Se dice que es reducida si ninguno
de los términos de g; —max(g;) pertenece a max(M), para todo i. Prueba
a) Es minimal si y solo si {max(g1),...,max(gs)} es el sistema generador mini-
mo (dnico salvo multiplicacion por constantes no nulas) de max(M).
b) Salvo multiplicaciéon por constantes no nulas solo hay una base de Grobner
minimal y reducida en M.
Sea < un orden monomial en L y M c L un R-submédulo y f € L.
a) Prueba que f se puede escribir de la forma f = g+ r, donde g € M y ningiin
término de r pertenece a maxM.
b) Dadas dos expresiones f = g +r = g’ +r' verificando el apartado a), prueba
queg=g'yr=r.
Calcula el namero de puntos de corte, contando grados y multiplicidades, de las
dos curvas planas afines y3 +xy+x3 =0y y2x +2xy+3 =0.

Sean I = (x2y) y J = (xy?) dos ideales de k[x, y]. Calcula I nJ.

Calcula el polinomio de Hilbert de la variedad afin (zw — y2,xy — 23)) c A%.



Solucion de los problemas del curso

Solucion de los problemas del capitulo primero

P1.

P2.
P3.

P4.

P5.

P6.

Supongamos Ker f # 0. Entonces Ker f < Kerf2:seameKerf nonuloy m' e M,
tal que f(m') = m, entonces m’ € Ker f2 y m’ ¢ Ker f. Igualmente, Ker f2 < Ker f*

y tenemos la cadena de inclusiones estrictas

2 2"
Kerngerfg gKerf g

Lo cual contradice la noetherianidad de M.
La aplicacion (ay,...,a,,...)— (ag,...,an,...).

Si N+Nj es noetheriano, entonces los submaédulos suyos N, Ny son noetherianos.
Si N y Ny son noetherianos entonces N @ N es noetheriano y como el morfismo
NaoNg— N+Ny, (n.ng) — n+ng es epiyectivo, entonces N + N —0 es noetheriano.

Si M es noetheriano, entonces los cocientes M/N y M/N, son noetherianos. Si
M/N y M/Ny, entonces M es noetheriano porque el morfismo M — M/N & M/N,
m — (m,m) es inyectivo

Escribamos N = (n1,...,n,). El morfismo de A-médulos
Homs(N,M)—Meo-*-oM, f — (f(n1),...,f(n,))

es inyectivo. Como M es noetheriano entonces M &---® M es notehriano, luego
Homy (N, M) es noetheriano.

Escribamos M = {(m1,...,m,). El morfismo de A-mdédulos
Al -Me-"-oM,a— (amy,...,am,)

es inyectivo. Luego, A/l es un A-médulo notheriano, luego es un A/I-médulo
noetheriano, es decir, A/I es un anillo noetheriano.
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Solucién de los problemas del capitulo primero

P7.

P8.

P9.

P10.

P11.

Escribamos M = (m1,...,m,) y consideremos el epimorfismon: A" — M, n((a;)) =
Y;a;m;. . Tenemos que N&-"-@ N = N®4 A" es noetheriano y el morfismo
NepsA" - NesM,ne(a;)— nen((a;)) es epiyectivo, luego N ® 4 M es noethe-
riano.

Sea 0 # a € A no invertible. Si a no es producto de un ntimero finito de irredu-
cibles, entonces a = a;-b1, con ai,b1 no nulos, ni invertibles, y uno de los dos
(digamos a1) no es producto de un nimero finito de irreducibles. Observemos
que (a) g (a1), porque si (a) = (a1), entonces a1 =ad =a1b1d, luego 1 =b1d, y

b1 es invertible, contradiccion. Igualmente, a1 = asbs con ag,bs no nulos, ni in-
vertibles, y uno de los dos (digamos ag) no es producto de un nimero finito de
irreducibles. Y procediendo asi de modo reiterado, obtenemos una cadena ascen-
dente de inclusiones estrictas
(@)c(ay)clag)c--clay)c -
# # £ % #

Lo cual es imposible, porque A es noetheriano.

N
Sea I, = {(a1,...,0,,0,...,0,..)c[[Z: Vaq,...,a, € Z}. Tenemos la cadenas de

inlcusiones estrictas de ideales

Iicloc---cl, c---
132227772

N
que muestra que [[Z no es un anillo noetheriano.

Supongamos que I =(f1,...,f). Sea V; el conjunto de puntos donde se anula f;
y B una bola centrada en 0, tal que B < n;V;. Entonces, toda f € I se anula en B,
lo cual es falso. Por lo tanto, I no es finito generado.

Sea p, < A un ideal primo. Si x—n € p,, entonces x—m ¢ p,, param#nyx—m

es invertible en A,. Luego, A, = (Qlx,x,1/((x —n)-x,)), que es noetheriano. Si
X —n ¢ p,, para todo n, entonces A, = Q[x], que es noetheriano.

A no es noetheriano, porque tenemos la cadena de inclusiones estrictas
(xg) c (xg,x1) - < (x0,...,Xz) C -~
0 ” 0,11 ” ” 0> »vn ”

ya que 0 ¢ -’En+1 € A/(x_()) s :Eaxn+2,xn+37 . ) = Q[xvxn+1]/((x - (n + ]-)) : xn+1)-



Solucién de los problemas del capitulo primero

Pi12.

P13.

P14.

a) (@+b)""m =¥, ("™)alb™*™" = 0 porque 0 i = n 0 n+m?i = m. Por tanto, la
suma de dos elementos nilpotentes es nilpotente y obviamente si a es nilpotente

y a’ € A, entonces a’a es nilpotente. En conclusién, rad A es un ideal.

b) Si @ e rad(A/rad A), existe n € N tal que " =a" =0, es decir, a” € rad A. Luego,
existe m tal que (a)™ =0, es decir, ™ =0 y a es nilpotente. Por tanto, @ = 0.

c¢) Escribamos rad A = (a1,...,a,) y sean n; tales que a?i =0.Sean=n1+---+n,,

entonces rad(A)" = (af1 ---af’)ﬁ1+...+ﬁr:n =(0). Sea n: A — A/I el morfismo de
paso al cociente. Se cumple que 7(r(I)) = rad(A/I). Sea n tal que rad(A/I)* =0,
entonces n(r(I)"*) =rad(A/I)" =0, luego r(I)* < I.

d) Si a € r(r(I)), entonces existe n € N tal que a™ € r(I), luego existe m € N tal que
a™ =(a")" eI, luego a € r(I).

Supongamos que ¢1,...,¢,, @ no son k-algebraicamente independientes. Enton-
ces existe un polinomio p(xy,...,x,,y) no nulo con coeficientes en &, tal que
pq,...,&,,a) =0. Con las notaciones obvias escribamos p(x1,...,x,,y) = p(x,y) =
Y aPn(x)-y" (algin p,(x) es no nulo). Entonces, p(¢,y) € k(1,...,¢{x)[y] es no
nulo (porque algiun p,(¢) # 0) y cumple que p(é,a) =0, luego a es k(éq,...,¢&n)-
algebraico.

Supongamos que « es k(¢1,...,{,)-algebraico, entonces existe un polinomio p(y) €
k(1,...,&)[y] no nulo tal que p(a) = 0. Con las notaciones obvias escribamos
p(»)=X, 528 y". Observemos que g(y) := 1, gn(&)- p(y) € k[E1,...,Ex]ly]. Enton-
ces, é1,...,¢u,a no son k-algebraicamente independientes porque q(a) = 0.

Sea ¢1,...,{, € K una base de k-trascendencia de K y 71,...,7,, una base de
K-trascendencia de . Veamos que ¢1,...,¢,,M1,...,7m €8 una base de k-trascen-
dencia de 2.

Son k-algebraicamente independientes: Sea p(x1,...,%,,¥1,...,Ymn) un polinomio
con coeficientes en & tal que p(¢y1,...,¢n,N1,...,Nm) = 0. Escribamos, con las nota-
ciones evidentes, p(x1,...,%n,Y1,---,Ym) = p(x,y) = Z},py(x)-yy (donde los p,(x) €
k[x]) Entonces, p(¢,y) =Y, py(§) -y € K[yl, cample que p(¢,n) =0, luego p,(§) =
0, para todo vy, porque las n son K-algebraicamente independientes, entonces
py(x) =0, porque las ¢ son k-algebraicamente independientes. Luego, p(x,y) =0
v¢i,..,¢n,M1,...,1m son algebraicamente independientes.

El morfismo k(¢,...,¢n,n1,...,Mm) — 2 es algebraico, porque es composicion de
los morfismos algebraicos £(¢1,...,$4,M01,--.,0m) — K(N1,...,0m) — Z.

En conclusioén,
grirpZ=n+m=grtrp K + grtrg Z.
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P15

P16.

P17.

P18.

P19.

P20.

P21.

P22.

P23.

. grirgClx,y) =grtrgC + grtrc C(x,y) =0+2 =2.
x2+y? +22+1 es C-trascendente, luego grtrc K =1y

grirg C(x,y,2z) =grtrc C(x,y,z) —grtrc K=3-1=2.

Sea ¢1,...,¢{, € X k-algebraicamente independientes. Sea 11,...,m7, € £ una ba-
se de k({q,...,¢,)-trasecendencia de Z. En el problema 14 hemos probado que
¢1,..4,¢n,M1,...,Mm €s una base de k-trascendencia de X.

m

Sea Y a; ®b; € K ®, K' nilpotente. Sea X = k(ai,...,a,,). Como el morfismo de
i=1

anillos 2®;,K' — K&, K’ es inyectivo, basta que probemos que Z®,K' es reducido.

Sea x1,...,x, € X una base de trascendencia. Observemos que k(x1,...,x,) ®; K’
es una localizacién del anillo integro k[x1,...,x,19, K’ = K'[x1,...,x,], luego esta
incluido en K'(x1,...,x,). Entonces,

ZoLK =2 ®pxy, 1) BX1s ey xn) O K = 2@y ) K (1., %)
que es reducido porque X es una k(x1,...,x,)-extension finita separable.

Si existe un morfismo g, éste ha de cumplir que g($) = g(‘—1’)~g(%) = f(a)~g(§_1) =
fla)-f(s)™! (luego f(s) es invertible para todo s € S) y el morfismo asi definido
(cuando f(s) es invertible para todo s € S) esta bien definido y cumple lo reque-
rido.

a a
— %y (Ag)s' — Ags/, 5 — <5 estdn bien defini-

’S’

a
’ ss!

Los morfismos ASS’ - (AS)S’
do Yy son inversos entre si.

(M/IM)S :M®AA/I®AAS :M®AAS ®AA/I:M3/I-M5.

Si M = Mg, s- es isomorfismo porque el inverso de s- en Mg es % Reciprocamen-
te, veamos que el morfismo de localizacion M — Mg es isomorfismo. Es epiyecti-
vo: dado %, sea m' € M tal que s-m' =m, entonces m' — ’”’T, =2 Es inyectivo: si
% =0, entonces existe s € S tal que s-m =0, luego m =0.

a) Supongamos que m-M = M. Escribamos M = (n1,...,n,). Podemos suponer
que ninguno de los n; es combinacién lineal de los demas, porque en tal caso
r

quitariamos tal n;. Sir>0,n; e m-M, luegoni = Y a;-n;, con a; € m. Entonces,
i=1

-
(1-ai1)-n1= Y a;-n; ycomo 1—aj € 0 es invertible ya que no pertenece al
i=2
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P24.

P25.

a;
l-a1

r
maximal, tenemos que n; = ) -n; y hemos llegado a contradiccion. Luego
=2
r=0yM=0.

b) <) Sea M = M/{(m1,...,m,), entonces

M/m-M:M/(m-M+(ml,...,mn>):(M/m-M)/(rhl,...,mn):0.
Luego, M =m-M, M =0y M ={(m,...,mp).

c) <) my,...,m, generan M, luego el morfismo n: 6" — M, n(a;) =) ;a;m; es
epiyectivo. Como M es libre, el morfismo 7 tiene seccion, luego 6" = M & Kerr.
Al tensar por ®30/m obtenemos que Kern ®5 0/m = 0, luego m-Kernm = Ker,
Kerr=0y0" =M.

a) f = sup(f,0) - sup(~f,0) = /sup(f,0). — \/sup(—F,0)- € mZ.

b) El ideal m, - 6€(X), de €(X), es no nulo: A(y) := d(y,x) no es cero en ningin
entorno de x y h € m,, luego si g € €(X) no se anula en x entonces no se anula
en ningdn punto de un entorno V de x, luego g-A no es cero en V, luego 0 # % €
Ny - 6(X), € €(X),. Por el lema de Nakayama, m, - €(X), no es un ideal finito
generado y 6(X), no es un anillo noetheriano. Por tanto, ¢(X) no es un anillo
noetheriano.

¢) Es inyectivo: si [f]1-[g]~! = 0 entonces f es cero en una bola

Bs:={yeX: d(y,x)<5}§X.

Sea h(y):=1- %, entonces f-h=0y g = 0. Es epiyectivo: sea f’' una

funcién definida en un entorno U de x y Bs < U, entonces la funcién

f(x)-h(x), six€Bs

f(x)::{ 0, si x ¢ By

es continuaen X y [f'1=[f1.

El morfismo €*°(R),, — O, Lo f1-[g17! es un morfismo de anillos bien definido.

Es epiyectivo: Dada una funcién diferenciable f’ en un entorno abierto U de 0,
B, c U una bola abierta de radio r centrada en 0 y A una funcién diferenciable
en R" que sea 1 sobre B, y nula en B{. Entonces, la funcién diferenciable f en
X, definida por fiy = f'-hjw y fix-u = 0 cumple que é —[f1=[f"].

Es inyectivo: Si [f]-[g]™! = 0, entonces f se anula en un entorno V del cero. Sea
h una funcién diferenciable en X que sea igual a 1 en un entorno WcV de Oy
nula en V¢. Entonces, f-h=0y g =0.
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Solucion de los problemas del capitulo segundo

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

2y2

La recta que pasa por p =(a,pB) y (2,2), es ﬁ 5 ¥ corta a y =0 en el punto
y-2

(a - 2) +2 ,0), luego definimos f(x)—(x 2) + 2.

Rlx, y,2)/((x,y,2) N (x, 5,2 —2) N (x,x% + y2 + 22 - 1)).

Dado un ideal primo p, de una k-algebra B, denotemos k(z) = (B/p,),. Si S < B
es un sistema multiplicativo, p, NS = @ y denotamos p; = p, - Bg, entonces

k(2) =(Bs/v;-Bs); = (B./p;-B;): = k(2).

Observemos ademas que p, < B es racional si y solo si k(z) = k. Ahora ya, el
problema es consecuencia de que SpecAg ={z € SpecA: s(z) #0.Vs € S}.

Dada una k-algebra C y un abierto U c SpecC, denotaremos U* := U n Spec,, C.
Basta probar que para todos los abiertos basicos U‘f cSpec, Ay U llf c Spec, B, se

cumple que Uf x U{f c Spec;, A x Spec;, B = Spec;, (A ®;, B) es un abierto:

U* x U{f ={(a, B) € Spec; A x Spec;, B = Spec,(A ®;, B): a(a) #0y b(p) # 0}
= {(a, B) € Spec;, A x Spec;, B = Spec,(A ®;, B): (a ® b)(a, f) = a(a)-b(p) # 0}
Uk

a®b’
Cada F € Homp_4;4(€¢*°(R"), €¢°(R™)) induce la aplicacion
F*: R™ = Specg € (R™) — Specg € (R") =R",

de modo que goF* = F(g), para todo g € €°°(R"). F* es infinito derivable porque
=(F(x1),...,F(xp)).

Cada aplicacion infinito diferenciable H : R — R" induce la aplicacion
H*: €°[R") — € (R"), H (g)=goH.

Observemos que F**(g)=goF* =F(g),luego F =F**,y goH** =H*(g)=goH,
para todo g € €°(R"), luego H** = H.

La biyeccion asigna a cada [a] € C/ ~ el ideal primo (x —a) cR[x] si a e R y el
ideal primo ((x — a)(x — @)) c R[x] si a € C\R.
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P7.

Ps8.

P9.

P10.

P11.

Pi12.

P13.

SiA=A;xAg, entonces (1,0)-(0,1)=(0,0) y (1,0)+(0,1) =(1,1), luego SpecA =
((1,0))911(0,1))9 y no es conexo.

Supongamos ahora que SpecA es la unién disjunta de dos cerrados C; y Cs. Sea
I; el ideal de las funciones que se anulan en todos los puntos de C;. Sabemos que
(Il -12)0 = (Il)() U(Iz)o = C1 UCg = SpecA, luego Il -Ig cradA y que (Il +12)0 =
I1)oNU2)g=C1NnCo =@, luego I1+1I5=A y existen f1 €11y fo €I tales que
fi+f2=1.Sea neN tal que 0 =(f1f2)" = f{'f5 . Observemos que ((f1') +(f5))o =
(FMon(fo = (FoN(f2)o = (f1) +(f2))o = @, luego (f1)+(f}) = A. Por el teorema
chino de los restos
A=A -(f3) = ANFD) x AKFS.

Si A es integro, entonces es reducido y como el ideal p; = (0) es primo, tenemos
que SpecA =(0)g = £ y es irreducible. Reciprocamente, como SpecA es irreduci-
ble, es el cierre de un punto x, y p, es el tinico ideal primo minimal de A, luego
py=radA =0y A es un anillo integro.

=) SpecA/rad A = SpecA es irreducible y A/radA es reducido, por lo tanto
A/rad A es integro. Sia-b =0, entonces G-b=0en A/radA, luego@=00b=0,
es decir, a es nilpotente o b es nilpotente.

<) A/rad A es integro: si a-b =0, entonces a - b es nilpotente, luego existe n tal
que a™ - b" =0, por tanto a” es nilpotente o b" es nilpotente, en conclusion a es
nilpotente (es decir, @ = 0) o b es nilpotente (es decir, b = 0).

Por tanto, SpecA = SpecA/rad A es irreducible.

Escribamos C = (1) y U¢ = (J)o. Entonces, » = CnNU° = (I)gN(J)g = (I +J)o, luego
I+J=AyexistenielyjedJ tales quei+j=1.Portanto, @ =(i+j)o=(1)oN()o.
Ademés, C =)o S (i)o € ()5 =U; y (D)o = (o, luego U; = (j); < (D) =U.

a) Si x ¢ U entonces x € U¢, que es un cerrado, luego y € (p,)g =x < U° y llegamos
a contradiccion.

b) y € (py)o=%cC.

Sea b = ;‘—L € A,. Probemos que U c SpecA, es un abierto basico de SpecA. En
efecto, Up=Uy yUy =U,NUy =U,yqy'.
1 1

a)xeD < f*(x)=g" )y fla)x) = f¥a) = g*a) = g(a)(x), para todo a € A
<> (f(a)-g(a))x) =0, para todo a € A (para el reciproco tenemos que probar
que f*(x) = g*(x): En efecto, a se anula f*(x) siy solo si f(a)(x) =0, que equivale
a que g(a)(x) =0, que equivale a que a se anula en g*(x). Por tanto, f*(x) = g*(x)).
En conclusion, D = (f(a) — g(a), Va € A)g
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P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

b) SpecB =D =(f(a)—g(a), Va € A)y, luego f(a)— g(a) es nilpotente (luego nula)
para todo a. En conclusion, f = g.

Escribamos M = (m1,...,m,) y supongamos que M, = 0. Entonces, % =0y exis-
te s; € A\p, tal que s;-m; =0. Sea s =[]; s;, entonces s-m; =0, para todo i. Por lo
tanto, para todo y € Us = SpecA\(s)o, se cumple que M, =0, ya que 0 = % eEM,
(pues s-m; =0). En conclusion, U es un abierto.

Sea x € Spec,,,,, A y {m1,...,m,} una base de M/m, M = M,/m,M,. Por el lema
de Nakayama, el morfismo n: A® — M, n(a;) =) ;a;m; es epiyectivo al locali-
zar en x. Por tanto, (M/Im ), = 0, luego existe un abierto basico x € U,, tal que
(M/Imm), =0 para todo y € U, = SpecA,. Cambiando A por A,, podemos supo-
ner que U, = SpecA. Por tanto, 7: A" — M es epiyectivo, porque es epiyectivo al
localizar en todo y € Spec A. Entonces, el epimorfismo inducido A”(y) — M(y) ha
de ser isomorfismo para todo y € Spec A. Luego, el morfismo (A/p,)" — M/p,M es
inyectivo para todo y € SpecA. Por tanto, Kern < p, - A", para todo y € SpecA y

Kerrc n py,-A"= n (pye"-ep)=radAe-"-eradA =0.

yeSpecA Y _yESpecA
Luego, Kerr =0y M = A".

Si I c p,, entonces I, < p, A, g A,. Si I ¢ p,, entonces existe s € IN(A\p,) y
I, =A,, yaque ] €I, es invertible.

Supongamos que I es finito generado y que I = I2. El conjunto de puntos x €
SpecA tal que I, = 0 es un abierto de SpecA, incluido en (I)g. Si x € (I)g, entonces
Icyp ylI,= IJZC, luego I, = pyA,-I,; por el lema de Nakayama, I, = 0. Luego,
(I)g es igual al abierto de puntos x tales que I, = 0. Si denotamos U = (I)g y
V = SpecA\(I)y, via el isomorfismo A — Ay x Ay, el ideal I se identifica con
0 x Ay, ya que asi es localmente.

Sea p, el ideal primo minimal y a € p,. SpecA, = {p, - A}, entonces rad(A,) =
PeAxy “T € p,-A, es nilpotente. Sea n € N minimo tal que “T =0. Existe se A\p,
tal que a”-s = 0. Entonces, a-(a” 's) = 0 y como a" 's # 0 (porque an1_1 #0)
tenemos que a es divisor de cero.

a) Tenemos que probar que SpecA,NSpecA, = @ siy solo si existen dos abiertos
disjuntos U y U’, tales que xe U y x' e U'.
SeaS=A\p,y S’ =A\p,.

=) SpecAggs' = SpecAg N SpecAg = SpecA, NSpecA, = @. Entonces, Agg' =0,
% =0OyexistenseSys €S talesque 0=ss'-1=ss’. Témese U =U, y U' = Uy,.
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P19.

P20.

P21.

<) SpecA, c U = SpecA —(I)o, ya que si x ¢ (I)g y p, < p, entonces y ¢ (I)o.
Igualmente, SpecA,  cU’. Como UNU’ = @, entonces SpecA, N SpecA, = @.

b) =) Todos los ideales primos de A son maximales, luego todos los puntos de
Spec A son cerrados. Por a), SpecA es Tbs.

¢) Es consecuencia inmediata de a).

d) Un espacio topolégico compacto y T'; es discreto si y solo si es finito.

La aplicacion i es inyectiva: Dados dos puntos p y g distintos, se cumple que
m, # my, porque X es un espacio topolégico normal y las funciones continuas
separan cerrados disjuntos, por el lema de Urysohn, en particular existe f € m,
tal que f ¢emy.

La aplicacion i es epiyectiva: Dado un ideal maximal m ¢ €(X), si m # m, para
todo p € X, entonces para cada p € X existe una funcién f, € m que no se anula
en p, luego tampoco en un entorno U, de p. Como X es compacto, un nimero
finito U,,,...,Up, recubren X. Por tanto, f := fgl +- --+f3n no se anula en ningdn
punto de X, luego es invertible y f € m, contradiccion.

a) Por el problema anterior, sabemos que la aplicacién es biyectiva. Dado un ideal
I c€(X) se cumple que I = m,, siy solo si todas las funciones f € I se anulan en
p- (I)g'** se corresponde con los puntos de X donde se anulan todas las funciones
f €1, que es un cerrado. Por tanto la aplicacion es continua. Si C es un cerrado
de X y p ¢ C, entonces existe una funcién continua f tal que fic =0y f(p) #0. Si
Ic ={f € €(X): fic =0}, entonces C se corresponde via la aplicacién con (I¢)j"**.

Luego la aplicaciéon es un homeomorfismo.

b) Cada morfismo de R-algebras A: €(Y) — ¢(X), induce el morfismo natural

X = Spec € (X) N Specg €(Y) =Y. La asignacién A — h* es la asignacién inver-
sa de la dada.

c¢) El morfismo de R-algebras €(X) — €(Y), f — f|y es epiyectivo por el teorema

de extension de Tietze y su ntcleo es I. Por tanto,

Spec,,,,. €(X)/I =Spec,,,, €Y)=Y.

=) Sea m c ¥(X) un ideal maximal. Dados f1,..., f, € m, tenemos que ‘%1(fi)§ =
1=

(f12 +o 4 fs)ﬁ + @ (si fl2 +o 4 f,% no se anula en ningdn punto racional seria in-
vertible). Como Specy € (X) es compacto, @ # fﬂ (f )§ = (m)gz’ luego m es racional.
em
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P22. a) €*(X) es un espacio normado completo con la norma del supremo, |f]| :=

sup{|f(x)], Vx € X}. Ademas, ||f-gll < lIf]l-llgll. Luego el cierre topolégico de todo
ideal de €*(X) es un ideal.

Todo ideal maximal m es cerrado, porque su cierre no coincide con ¥ *(X), ya
que la bola de radio 1/2, B(1,1/2) es un conjunto de funciones invertibles, luego
B(1,1/2)nm = 0. Por lo tanto, ¢*(X)/m es un espacio normado completo con la
norma | f|| :=inf{||f + gll, Vg € m}.

Si A e Rc €*(X), entonces ||A]| =|A|, ya que si g € m, entonces se anula en algtin
puntoy [[A+g| =|Al.

Dada f € 6*(X), f=f"~f "y f*f =0,luego f* €mo f emy f=F* 6.
Ademss, If*1,If I < IIf]l. Sea g € f +m tal que |If] <ligll < | f Il +¢. Tomando g*

0 g~ podemos suponer que g es no negativa, o no positiva. Sea 1g = @ sign(g),

entonces [|f — Aol < llg — Aoll < [0l +€. Luego, If — Aol < |Aol. Sea fi=f -2y
con las notaciones obvias sea 11 = ”le” sign(g1). Observemos que 11| <|A9|/2. De
nuevo, ||[f1— A1l <|A1l. Y procedemos asi sucesivamente. Entonces, la sucesién
n _ 0

Y A; es convergente a f y converge a un namero real A = Y A;. En conclusién,
1=0 1=0

R=%¢"(X)m.

b) Obviamente, i_l((f)gnax) ={x € X: f(x) =0}, luego i es cerrada. i(X) = Dy,
donde I = {f € €*(X): f(x) = 0, Vx € X} = 0, luego i(X) = Spec,,,, €*(X). Sea
a=|fll yseaf:X —[—a,a] la aplicacién obvia, que induce el morfismo de R-
algebras f*: €*([—a,al) - €*(X), g — gof, que induce la aplicacién continua
conocida f**: Specg € *(X) — Specy € *([—a,al) y el diagrama

X f

[-a,al

Specg €*(X) —~ Specy €*([-a,al)

es conmutativo y definimos f := f**. Por otra parte, cada f € €*(X) define un
morfismo continua Specg €*(X) — R, y — f(y) := f € €*(X)/m, =R, que coincide
con f** porque ambos coinciden sobre X.

Dados dos puntos distintos y,y’ € Specg €*(X) = Spec,,,, €*(X), existe f € m,
tal que f ¢ m,,. Luego, f(y) =0y f(y')#0. Por tanto, y € B = f~L(B(0, |F(y")I/2)),
y' € B = fYBf &), 1f(¥)1/2)) y BnB' = ¢. En conclusién, Spec,,,, €*(X) es
separado y compacto.
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P23.

P24.

P25.

P26.

P27.

c) Dada una aplicacién continua f: X — Y, tenemos de nuevo el diagrama con-
mutativo

e f

ji
* 5k

Specg €*(X) L Specy €*(Y)

Y

i

La asignacion f — f** es la asignacion inversa de la dada.

SuecA.  siiz i
PECLx, SIT=J- por o tanto, (Ay,)y; =

@, Sii+].
Ay, sii =7y (Ay)y; =0sii#j. El morfismo es un isomorfismo porque lo es al
localizar en todo punto cerrado.

Spec(Ay;)x; = Spec Ay, N SpecAy; = {

a) Procedamos por reduccién al absurdo. Desechando los ideales primos p,, que
convenga, podemos suponer que I ¢ py, U---UP,, U---UPp,,, para todo i y que
Px; € Py; para todo i # j. Sea f; € I tal que f;(x;) # 0, para todo j # i(y f;(x;) = 0).
Entonces, g; =[] f; cumple que g;(x;) # 0 siy solo si i = j. Por tanto, f =}.; g;
no se anula en ningun x; y f €I, lo que es contradictorio.

b) En efecto,
SpecAg ={xe€SpecA: p, NS =@} ={x€SpecA: p, S U;py,}

9 {x € SpecA: p, S py,, para algun i} = U; SpecA,,.

U y V son también cerrados disjuntos. Sea I el ideal de todas las funciones que
se anulan en todos los puntos de U e Iy el ideal de todas las funciones que se
anulan en todos los puntos de V. Entonces, Iy +Iv)o=Uy)oNnUy)o=UNV =@,
luego Iy +1Iy =1y existe a € Iy y b € Iy tales que a + b = 1. Observemos que
como a se anula en los puntos de U, entonces b no puede anularse en ninguno
de los puntos de U, pues a + b = 1. Igualmente, a no puede anularse en ningin
punto de V. Por tanto, U =U, y V =U,.

Un ideal (primo) p no esta incluido en m, <= p+m,=A < existe pepy
mem, talesque p+m =1 < pn{l+m,}# @. Por tanto, SpecA, = SpecA 14,
y Ax = A1+mx-

a)Si(I)ycU <= (T+J)y=U)gN(J)g=¢ (donde (J)g=U’) < existeniely
Je€J talesquei+j=1=()oN()o=0 = UoN(o=0 = U)o U, (y j =1+(=1)).

UEX

b) i se anula en todos los puntos de (I)g, luego 1+i no se anula en ningin punto
de (I)g, es decir, (I)g € U14;.

c)SpecAi;=nNnUi= n U.
iel (Io<U
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P28.

P29.

P30.

Mg =M®AAS =(M®AA/I)®AAS =M®A(A/I®AA5)=M®A(A/I)S =Meos A/l =
M.

Consideremos la inclusién i: Z — Z[x] y el morfismo inducido en los espectros
i*: SpecZ[x] — SpecZ. Sea p, :=(p) = Z, donde p es un nimero primo. Entonces,

el _ [ O
1" “(p)=SpecZ[x]/(p) = SpeclF,[x] = { (G(x)), @ € Fplx] irreducible.
(p)

(p,q(x)), glx) € Fp[x] irreducible. Sea pg =(0) = Z. Enton-

Por tanto, i* 1(p) = {

ces,

(0)

cx—1 _ _ _
i "(8) =SpecZlxl = SpecQlx] = { (p(x)), p(x) € Z[x] irreducible y gr(p(x)) > 0.

Luego,

(0)
SpecZ[x] = { (p(x), p(x)€ Zlx] irreducible.
(p,q(x)), p primo y q(x) € F,[x] irreducible.

Consideremos la inclusion i: R[x] — R[x,y] y el morfismo inducido en los espec-
tros i*: SpecR[x,y] — SpecR[x]. Sea p, := (p(x)) = Rlx], donde p(x) es un polino-
mio moénico irreducible. Si p(x) = (x —a), Entonces,

(0)

jx—1 = = — = =
1" “(p)=SpecR[x, y)/(p) = SpecR[x]/(x —a)ly] = SpecR[y] { (@), q(y) irred.

Por tanto,

i*_l( )_ (.’)C—(,l)
P)=) (x—a,q(y), g(y) € R[y] mon. irreducible.

Si p(x) = (x2 + ax + b) (con a® — 4b < 0). Entonces,

(0)

cx—1 _ = 2 = =
1" (p) =SpecRlx, yl/(p) = SpecRIx1/(x +ax+b)[y]—SpeCC[y]—{ (y—p), peC

Si a es una raiz de p(x), entonces f = c+d - a, para ciertos c¢,d € R y via el
isomorfismo R[x, yl/(p) =Clyl, y —c —d - x se corresponde con y — f3.
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P31.

Por tanto,
1) = x%+ax+0b)
S S (x?+ax+b,y—c—dx),Ve,deR

Sea pg = (0) < R[x]. Entonces,

0)

=1, N _ _
i* "(g) = SpecRlx, y]l; = SpecR(x)[y] = { (p(x, ), plx, ) irred. y gr,(p(x, y) > 0.

Luego,

(0)

(p(x,y)), p(x,y) € Rlx, y] irreducible.
(x—a,q(y), q(x) € Rlx] mén. irreducible.
(x®+ax+b,y+cx+d), a®>—4b<0, Ve,d €R.

SpecR[x, y] =

Pruebe el lector que Spec,,,, Rlx,y] = C%/ ~, donde (a +bi,c+di) ~ (a—bi,c—di).

Consideremos el morfismo de anillos i : Z — Z[i] = Z[x]/(x% + 1) y el morfismo in-
ducido en espectro i*: SpecZ[i] — SpecZ. Sea p, = (p) € Z, con p nlimero primo.
Por la formula de la fibra

i*"1(p) = SpecZ[il(p) = SpecF, [x]/(x% + 1)

El polinomio x* + 1 tiene raices en F, si y solo si —1 € F}? = {a®,a € F}}. Supon-
gamos p # 2. El nucleo del epimorfismo ), — [F;Q, a — a? es {+1}. Por tanto,
I[F;ZI = (p — 1)/2. Luego, [F;f,2 es un subgrupo de [, de indice 2 y coincide con el
nicleo del epimorfismo Fj, — {1}, a — al%l (el polinomio xpr1 —1€Z/pZ[x] tiene
a lo mas pT_l raices en Z/pZ). Por tanto, —1 € [F;‘,2 si y solo si (—1)1%1 =1, que

equivale a que pT_l sea par, que equivale a que p =1 mod 4.

En conclusién, el polinomio x?+1 no tiene raices en Fp siysolosi p=3 méd4. En
este caso, i*"1(p) = (p). Si p no es congruente con 3 méd 4, entonces (p) < Z[i]
no es un ideal primo y p € Z[i] no es irreducible. Por tanto, p = z1z9, entonces
zi=a+bi,zo=a-biyp= a? +b2, ademas z; y 29 son irreducibles. En este caso
i*1(p) = {(a + bi),(a — bi)}. Por tanto,

(0)
SpecZ[i]=4 (p), p ndmero primo congruente con 3 moéd 4.
(@ +bi),(a—bi), a®+b% = p ndm. primo no congr. con 3 méd 4.

UEX
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P32. a) Specc Cly,z] — Specc Clx], (a, B) — a® + 2.

b) Si my = (x — a), entonces

Sia=0: (y+iz2),(y—i2),(y—B,z-7),
(con B2 +y2=0).

Sia#0: (y?2+22-a),(y—B,z-7),
(con B2 +7% = a).

i*“1(a) = SpecCly,z/(y* + 2% —a) =

La fibra del punto genérico de SpecClx] es

{(p(y,2)), con p(y,z) irreducible que no divide a y2 +22+a (Ya)).

P33. a) i*"1(x)o) = (x)o, luego i* X(U,) = Uy. klx,yly — Elx,zl;, 252 — 2522 tiene

x
px,2)
n

. /. . . :
inverso: — ’%. Concluimos por el diagrama conmutativo

Specklx,z] S A Specklx, y]

U, = Specklx,z], = Specklx,yl, = U,

b) i*71((0,0)) = i*1((x, ¥)0) = (x,x2)0 = (x)o.
¢) i* 7 1((y = Ax)o) = (zx — Ax)o = (2 = Ao U (x)g = .(z — ) U *1((0,0)).

P34. Tenemos que ver si el ideal definido por cada sistema de ecuaciones coincide con
el dado. Podemos suponer que el cuerpo base es C. Las soluciones complejas del
sistema de ecuaciones dado son

{(0,1),(0,-1),(1,0),(-1,0)}.

Por lo tanto, (x2 + y2 - 1,x2y2)0 ={(x,y—1) =m,1),x,y+1) =mg_1),(x —1,y) =
m(,0),(x+1,y) =mq0)}. El segundo y tercer sistema de ecuaciones no tienen las
mismas soluciones complejas que el dado, los demas tienen las mismas solucio-
nes complejas que el dado. Tenemos que ver si el ideal definido por cada sistema
coincide localmente con el dado. Observemos que

@ +y% - 1,220 = @ + 5% - 1,280 = (6* - 1,x%0.1 = (v — 1,%)0.1)

UEX

Calcule el lector la localizacién en los deméas puntos. Veamos qué sucede con el
primer sistema de ecuaciones

@ +y2 - 1at -0y =2+ y2 - 1L,xM0n == - 1L}
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que coincide con el dado. Idem al localizar en los deméas puntos. Veamos qué
sucede con el cuarto sistema de ecuaciones

*®+y*—Lx+y+DAx+y—DHon =& +y* - Lx+y— 1D
=(x?+y?—1,2+2xy — 22 —2¥)0,1)
_ ((x2 +y2 B 1,(y B 1)(_2 + Zx))((),l) — ((x2 + y2 _ 1’(y - 1))(0,1) = (xz,y - 1)(0,1).

que coincide con el dado. Idem al localizar en los deméas puntos. Veamos qué
sucede con el quinto sistema de ecuaciones

@2+ -1, +y+D2x+y -1 =2 +y%2-Lx+y—1)o1)
=((1-y?+y*-Lx+y—-Do1n=@-Lx+y-1o1=y-100

y no coinciden. Veamos qué sucede con el sexto sistema de ecuaciones

(x2 +y2 -Lx+y+Dx+y—-Dx—y+1)x—y—1))0,1)
=@ +y2-1,(x+y-Dx—y+1o1 =62 +y2 - 1,22~ (y - D)1
=2 -1+(y-D%x* - (y -1 =(y— 1,201

que coincide con el dado. Idem al localizar en los demas puntos.

P35. El morfismo de localizacion A — Ag induce un morfismo EspAg — EspA. Tene-
mos que probar que via este morfismo

EspAg(B) ={x € EspA(B): s(x) es invertible, para todo s € S}

que es justamente la propiedad universal de la localizacion de A por S.

Solucién de los problemas del capitulo tercero

P1. Sean bi,...,b,eByb’,...,b, €B' talesque B=Y;A-b; yB'=ZjA’-b;.. Enton-
ces, B®kB/ :Zij(A ®p A/)-bi ®bf]

P2. No es finito, porque el morfismo inducido en los espectros SpecA, = U, — SpecA
no es epiyectivo.

P3. a) Sea z € SpecA tal que @ = f*~1(2) = SpecB,/p,B,. Entonces, v, -B, = B,, luego
existen a1,...,a, €p, ¥ %""’2_: € B, tales que } ;a; - IS’—L_" = 1. Entonces, si consi-

deramos el morfismo finito inyectivo g: A — A[b14,...,b,], a — f(a), tendremos
que g*71(z) = @, lo cual es imposible.

UEX

b) Cépiese la demostracion de este resultado en el caso de que f es finito.
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P4.

P5.

P6.

P7.

P8.

c) Sean p, <P iB dos ideales primos tales que f*(y) = f*(2) = x. Sea b € p,\p,.
El morfismo obvio f': A — A[b] c B es finito. Sea p,» = p,NA[bly v, = p, NA[b].
Tenemos que p, <Py f*(y")=x = f"*(2) 1o cual es imposible, porque las fibras

de f'* son de dimensién cero.

=) Es obviamente entero y existen b1,...,b, € B tales que B =) ;A-b;, luego
B = A[b4,...,b,] y es una A-algebra de tipo finito. <) B = A[b4,...,b,] y los
b; son enteros sobre A, luego son enteros sobre A[b1,...,b;—1] y los morfismos
Alb1,...,b;_11— Alb1,...,b;] son finitos. Como la composiciéon de morfismos fini-
tos es finito, entonces A — B es finito.

Es consecuencia de que el morfismo de anillos A — A ®;, K es finito es inyectivo.

a) Escribamos B = A[¢4,...,{,]. Sea p;(x) € A,[x] mdnico tal que p;(¢;) =0en B,.
Sea a; el producto de los denominadores de los coeficientes de p;(x) y a; € A\p,

tal que anule a a;-p;(¢{;) € B. Sea a =[] a;, entonces pi(x) € Aylxly pi(&;))=0en
o
B,, para cada i. Luego, B, es una Aa-éllgebra finita.

bini
>

b) Sean ay,...,a,, tales que B,, = (b—lil,... 54, ¥ YUy, = SpecA. Entonces,
t 2

B = (b;;)a porque localmente, en todo punto x € Spec,,,, A, son iguales.
La aplicacion inducida i*: SpecB — SpecA es epiyectiva. Entonces,

a es invertible < (a)g= @ < (i(a))g=i*"'((a))o =9 < i(a) es invertible.

a) Sea f € J no nula, entonces existe n tal que f € klx1,...,x2:], luego f ¢ p,,,
para todo m > n. Por tanto, J ¢ p,,, para todo m > n.

Probemos que si un ideal I c ‘Upri, entonces I € p,, , para algin n. Sea f € I no
1€

nula, existe n tal que f € k[x1,...,x09» — 1] = A, luego f ¢ p,, para todo m > n.

Como INA,, & U p,,NAp, existe i <m tal que InA,, < p;, por el problema 24
i<m

del capitulo 2. Existe i tal que I N A, < p,,, para todo m. Por tanto, I < p,,.

b) SpecAg = {z € SpecA: p, c 'Upri} ={z € SpecA: p, c py,, para algin i e N} =
1€

U SpecA,..
ieN P Yi
. ., —~ o — i i+1_
c) A,, es localizacion de k(xl,...,x2i,...,x2i+1_1,x2i+1,---)[x2 ,-o,x2 71, luego es

noetheriano. Sea

I¢---cl,c---
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P9.

P10.

P11.

Pi12.

una cadena de inclusiones de ideales de Ag. Por el apartado a) sabemos que exis-
te m, tal que I ¢ p,,, para todo n > m. Luego, (I1),, =A,, , para todo n >m. Para
cada i <m, existe n; tal que I, y, =I,1+1,, =, porque A, es noetheriano. Sea
n =max{m,ni,...,nn}. Entonces, la cadena estabiliza a partir de n, porque asi
sucede al localizar en todo ideal maximal de Ag. Por tanto, Ag es noetheriano.

d) dimAg = sup{dim A },en = sup{2”},en = 0.

Existe un morfismo finito inyectivo k[x1,...,x,] — A, por el lema de normali-
zacion de Noether. Sabemos que dimA = dim£k[xq,...,x,]=n. Si n =dimA =0,
entonces dimy A <oo. Si n =dimA > 0, entonces dimy A = dimy, k[x1,...,x,] = co.

El nimero de puntos cerrados de A" es infinito si y solo si n > 0. Por el lema de
normalizacién de Noether existe un morfismo X — A" (n = dim X)), epiyectivo de
fibras finitas. Ademas, el conjunto de puntos cerrados de X se epiyecta sobre el
conjunto de puntos cerrados de A", luego el nimero de puntos cerrados de X es
infinito si y solo si el nimero de puntos cerrados de A" es infinito

Los ideales maximales de Clx1,...,x,]1y C[xl,xg,xg]/(x% +x§ +x§ —1) son racio-
nales. Por tanto, Spec,,,, Clx1,...,x,]1 = {(x1 — a1,...,x, —ay),Vai,...,a, €Cl y
SPeC,nqx Clxt, ..., xn (a2 + 22+ 42— 1) = {(x1 — @1,..., %0 — an), Y (a1,...,an) € C", ta-
les que a%+a§+a§—1:0}.

Por ultimo tenemos que calcular los puntos de corte de las dos curvas planas
px,y)=x2+y2-1=0y qx,y) = x> +y3 -1 =0. Vamos a “eliminar” la varia-
ble y. Este ejemplo puede servir como una introducciéon a la teoria de la elimi-
nacién. Consideremos los polinomios como polinomios en x, con coeficientes en
C(y). Por el algoritmo de Euclides, sabemos calcular a’(x),b'(x) € C(y)[x] tales que
a'p+b'q = 1. Multiplicando por un polinomio conveniente ((y?—1)y?) eliminamos
denominadores y obtenemos ap + bg = (y% — 1)y2. Por tanto, si (a, f) es un punto
de corte de las dos curvas, entonces (82 —1)42 = 0. Por tanto, 8 =0 (luego a = 1) o
B =1 (luego a =0). En conclusién,

Spec,, g, Cla, y /2 + y% =143 — y3 — 1) = {(x — 1, ¥), (x,y - 1).

Sea mc k[x1,...,x,] un ideal maximal. Consideremos la inclusién obvia
i: klx1]— klx1,...,x,].

Entonces i 1(m) es un ideal maximal, luego i ~1(in) = (p(x1)) con p(x;) irreduci-
ble. Por induccién sobre n, m c klx1,...,x,1/(p(x1)) = klx11/(p(x1)xs,...,x,] esta
generado por n — 1 elementos, luego m por n. Si m = (f1,...,fn»-1), entonces to-
das las componentes irreducibes de {m} = (m)g = (f1,...,fn-1)o tienen dimensién
mayor o igual que n —(n—1) =1, lo que es absurdo.

UEX
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P13.
P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

P19.

(y2-x2-y3 62+ 93 = (y2,6% + y3) = (y2,42) y dime Clx, y1/(y2,4%) = 4.

Sean pi,...,p, los ideales primos minimales de A. Como N;p; = radA = 0, en-
tonces el morfismo A — [[; A/p;, a — (a,-*-,d) es inyectivo. Como el morfismo
A®,LK —[];A/p; ®, K es inyectivo, basta que demostremos que A/p; ®, K es re-
ducido. En conclusién, podemos suponer que A es integro. Sea X el cuerpo de
fracciones de A. Como el morfismo A ®; K — X ®;, K es inyectivo, basta que pro-
bemos que X~ ®; K es reducido. Se concluye por el problema 18 del capitulo 1 (o
3.8.39).

Sean pi,...,p, los ideales primos minimales de A y qy,...,q, los ideales primos
minimales de B. Como los morfismos A — [[; A/p; y B — []; B/q; son inyectivos,

entonces A ®, B — [[A/p; ® B/q; es inyectivo. Basta demostrar que A/p; ®; B/q;
i

son reducidos. En conclusién podemos suponer que A y B son integros. Sea X el

cuerpo de fracciones de A y K el cuerpo de fracciones de B. Como el morfismo

A®p B — X®; K es inyectivo, basta que probemos que Z ®; K es reducido. Se

concluye por el problema 18 del capitulo 1 (o 3.8.39).

a) Por el problema 13, D ={x e X: f*(x) = g*(x) y f* = g} es un cerrado de X.
Como C =D n X}, entonces es un cerrado de Xj,.

b) Por el parrafo a), D = C =X, = X, luego f* = g*. Dado a € A, (f(a) - g(a))k =
{x € Xp: fla)(x) — gla)(x) = 0} = {x € Xj: a(f}, (x)) —a(g,(x)) = 0} = X},. Luego,
(f(a)—g(a))y =X, f(a)— g(a) es nilpotente, entonces es nulo y f(a) = g(a).

Podemos suponer X e Y integras. Sean f,g € A®; B tales que f-g =0. Para cada
punto a € X, tenemos que f|axy, *glaxy, =0, luego flaxy, =00 gjaxy, = 0. El con-
junto C ={a € X} : flaxy, = 0} es un cerrado de X: Si f|4/xy, # 0, entonces existe
un punto S € Yy, tal que f(a’, ) # 0, luego existe un entorno abierto (basico) U
de a’ tal que para todo a” € U}, se cumple que f(a”, B) # 0; por tanto, f4y, # 0.
En conclusién, C es un cerrado de X. Sea D = {a € X}: gjaxy, = 0}, que es un
cerrado de X} . Tenemos que X, = CuD, lo que implica que X = C (luego f es
nilpotente) o que X =D (luego g es nilpotente). Luego, X xY es irreducible por
el problema 9 del capitulo 2.

Sigamos las notaciones de la solucién del problema 17. Nos falta probar que
A ®p, B es reducido. Sean X = Aa\(0; ¥ 2’ = Bp\{g}.- Como el morfismo de anillos
A ®, B — X®, 2 es inyectivo, basta probar que X ®; X’ es reducido. Se concluye
por el problema 18 del capitulo 1 (o 3.8.39).

Seanf:Ziai@)/li,g:Zja’j@uj€A®kK, tales que f-g=0.Sea B :=k[A;,u;l; ;
K.Como f,gecA®, By f-g=0,entonces f =00 g=0.
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P20.

P21.

P22.

P23.

Sea A = k[x1,...,x,1/I, entonces A ® k = k[x1,...,x,)/(I) y el morfismo
Elxi,...,x, ] = A — Ay, = klx1,...,x,0/I), p(&1,...,%n) — p(E1,...,%n)

es inyectivo. Entonces, p(X1,...,%,) es nilpotente en A (luego nulo) si y solo si
p(%1,...,%,) es nilpotente en A ®; %, que equivale a que se anula en todos los
puntos k-racionales de Spec(A ®, k). En conclusién, p(x1,...,x,) € I siy solo si se
anula en el conjunto de las soluciones del sistema {f; = 0};c7 con valores en %.

Sea x € Spec,,,,A y {m1,...,m,} una base de M/m,M = M,/m,M,. Por el le-
ma de Nakayama, el morfismo n: A® — M, n(a;) =Y ;a;m; es epiyectivo al lo-
calizar en x. Por tanto, (M/Imn), = 0, luego existe un abierto basico x € U,,
tal que (M/Immn), = 0 para todo y € U, = SpecA,. Cambiando A por A,, po-
demos suponer que U, = SpecA. Por tanto, m: A® — M es epiyectivo, porque
es epiyectivo al localizar en todo y € SpecA. Entonces, el epimorfismo inducido
A"/my,A" — M/m,M ha de ser isomorfismo para todo y € Spec,,,, A. Por tanto,
Kerm cm,-A", para todo y € Spec,,,, A y

Kern c N my-A" = N (myeajkeamy):radAéB-'-l-EBradA =0
yESpeC,, 4 A yESpPeC,, 4 A

Luego, Kerr =0y M = A".

Supongamos que A es integro, entonces A g\ (o} = k(X1,...,%,). El nimero maximo
r4 de los elementos ¥1,...,%, k-algebraicamente independientes coincide con el
grado de trascendencia de A 4\(g}, que es igual a la dimensién de Krull de A.

Ahora en general. Para cada primo p, evidentemente r4 =r4/, = dimA/p, luego
ra =dimA. Supongamos que {¥;,,...,X frA} son k-algebraicamente independien-
tes. Reordenando podemos suponer que j; =1,...,j,, =7ra. Como el morfismo
klx1,...,x,,1— A, p(x1,...,%,,) = p(X1,...,%,,) es inyectivo, existe un ideal pri-
mo pc A, tal que pnklxy,...,x,,1=0. Luego, la composicién

klx1,...,%,,1—A — A/lp
es inyectiva, luego r4 <dimA/p <dimA. En conclusion, dimA =r4.

Supongamos que las subvariedades irreducibles de X = Spec A que pasan por Y
son {X,Y,Yq,...,Y,}. Existe f € A que se anula en Y y no se anula en ningtn
Y;: Si n =1 es obvio. Podemos suponer n > 1. Como py; € py, U---U Py, U---py,,
existe f; € Py, que no se anula en ningin Y, para j # i. Entonces, g; := [[ f; no se
J#i
anula en Y; y se anula en Y}, para todo j #i. Luego f =} g; cumple lo requerido.
l
Por tanto, Y es una de las componentes irreducibles de (f)g, y dimY =n -2 =
dim X — 2, lo cual es imposible.

UEX
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P24.

P25.

P26.

No supongamos SpecA irreducible. Por el lema de normalizaciéon de Noether
existe un morfismo finito inyectivo k[x1,...,x,]— A, luego tenemos un morfismo
finito e inyectivo K[x1,...,x,] — A®, K y dimA =n = dim(A ®; K).

El morfismo i: A — A®; K es un morfismo plano. Si p es un ideal primo minimal
de A ®; K, por el teorema del descenso q =i~ 1(p) es un ideal primo minimal de
A.

Supongamos ya que SpecA es irreducible. Podemos suponer que A es integro
(haciendo cociente por los nilpotentes). Sea p < A ®; K un ideal primo minimal.

Supongamos que K es una k-algebra de tipo finito. Sea «x1,...,x, una base de
trascendencia de K. A ® k(x1,...,x,) es integro porque es localizacion del anillo
integro A ® klx1,...,xm] = Alx1,...,xm]. A ®p k(x1,...,xm) — (A®, K)/p es un
morfismo finito e inyectivo, luego dim(p)g = dim(A ®p k(x1,...,%,)) =dimA = n.

Sean p1,...,P, los ideales primos minimales de A®; K . Existe una k-subextensién
de tipo finito £ de K, de modo que q; = p; N(A ®; X) # p; N (A ®, X) = qj, para
todo i # j. Sea U, un abierto bésico incluido en (U;x1(q;)0)° y el morfismo na-
tural 7: Spec(A ®; K) = Spec(A ®;, 2) ®x K — Spec(A ®;, X). Entonces, dim(p1)g =
dim 7~ 1(U,) = dim U, = dim((q1)9) = 7.

El morfismo A — B es plano, luego por el teorema del descenso, f* aplica los
puntos genéricos de las componentes irreducibles de SpecB en puntos genéricos
de las componentes irreducibles de SpecA, luego el cierre de la imagen de cada
componente irreducible de SpecB es una componente irreducible de SpecA. Por
tanto, si f(a) se anula en una componente irreducible C de SpecB, entonces a se
anula en la componente irreducible f(C) de SpecB.

Sea a1 € A que se anule en y € SpecA y no se anule en ninguna componente
irreducible de SpecA, entonces f(a1) se anula en x y no se anula en ninguna
componente irreducible de SpecB. El morfismo A/(a1) — B/(f(a1)) es plano. Sea
ag € A que se anule en y y no se anule en ninguna componente irreducible de
(a1)o, entonces f(ag) se anula en x y no se anula en ninguna de las componen-
tes irreducibles de (f(a1))o. El morfismo de anillos A/(a1,a3) — B/(f(a1),f(as2))
es plano. Asi se procede m = dimSpecA veces. Consideremos un abierto basi-
co U, c SpecA que contenga a y, de modo que (a1,...,an)oNU, = {y}, entonces
£ Xy) = (fla),...,flam)onU f(a) s unién de variedades irreducibles de dimen-
sion dim SpecB — m.

Sea £k el cierre algebraico de k. X x;, k = U;X; es unién de componentes irredu-
cibles de dimensién n =dimX y Y x; k2 = U;Y; es unién de componentes irredu-
cibles de dimensién m = dimY. Entonces, (X xY) x, &k = (X x, k) x3 (Y x3 k) es



Solucién de los problemas del capitulo tercero

P27.

P28.

P29.

P30.

unién de las componentes irreducibles X; x; Y}, que son de dimensién n + m.

Sea X xY =U,Z, unién de componentes irreducibles, con dim Z, = n,. Entonces,
Z,. xpk =UgZ,s, con Z,, es irreducible de dimensién n,, cuyo punto genérico se
proyecta en el punto genérico de Z,. Luego, UysZ,s =U; j(X; xY;)y Z,s =X; xY;
para ciertos i,j,y r =dimZ,; =dimX; xY; =n+m.

Sea A:=(x1—x7,...,%,—x,)o € Specklxy,...,xn,%],...,2,]1 = A" x; A" y considere-
mos el cerrado obvio Y xY' c A" x A", Se cumple que Y NY'=An(Y xY”). Por el
teorema del ideal principal de Krull (por el problema 26 todas las componentes
irreducibles de Y x Y’ son de de dimensién dimY +dimY’), todas las componen-
tes irreducibles Z de Y NY' cumplen dimZ > dim(Y xY')—n =dimY +dimY’'—n
y se concluye.

Por cambio de coordenadas, podemos suponer a =0, luego m, = (%1,...,%,). Escri-
bamos p = p,+---+ pr+s, con p; homogéneos de grado i y p, #0. Como p(a) =0,
entonces r > 0. Sir>1, Ax/m%[ = k[xl,...,xn]/(xixj)lsiJ'Sn y dimy, ma/mi =n.Si
r = 1, entonces AX/m%r = klx1,...,%,)(p1,%;x)1<ij<n y dimy m@/m%r =n-—1. Por
otra parte, (g—gi(a), e %(a)) # 0 si solo si r > 1. Probemos el ultimo «si y solo si».
=) Es consecuencia del lema de Nakayama. <) Sea m = dimy, my/m2. Evidente-
mente, m <n-1.Sim <n-1, entonces (x1,...,%,) =(f1,...,fm,p) S klx1,...,x1]q,
pero todas las componentes irreducibles de (f71,...,fm,p)o < A" son de dimensién
mayor o igual que n—m—1=1, y la que pasa por @ =0 es a, que tiene dimensiéon
0.

El conjunto M de las matrices cuadradas de orden n, con coeficientes en &, se
identifica con Spec;, klx;;l1<i j<n y el de las matrices invertibles con los puntos
racionales de U := Ugety, Py

Si B es invertible entonces cap(x) = cgapp-1(x) = cpa(x). El conjunto P de los
polinomios ménicos de grado n se identifica con Spec;, k[x1,...,x,+1]. El morfismo
c:MxM — P, c(A,B):=cap(x)—cpa(x) es constantemente nulo sobre M x Uy,
luego es constantemente nulo sobre M x M.

2. El conjunto P de los polinomios moénicos de grado n con coeficientes en &
es biyectivo con AZ: (@i,...,an)— x"+a1x" 1 +---+qa,. Consideremos morfismo
T /\Z —P,(ay,...,a,)— (x—aq)---(x—ay), que es el el morfismo inducido por el
morfismo finito k[aq,...,a,] — klx1,...,2,],a; — (=1)} ¥ .x“. Sea C = ig .(xi—xj)lé.
Entonces, 7(C) es un cerrado de P de dimensién n—1 ;Ia{/f: P—-n(C) se cJorrespon-
den con los polinomios ménicos de grado n sin raices multiples. Sea M el conjun-
to de las matrices cuadradas de orden n (M = Specy, k[x;;11<i j<n). Seac: M — P,

UEX

227



UEX

228

Solucion de los problemas del capitulo tercero

P31.

P32.

P33.

P34.

c(A) := calx), entonces W = ¢"1(V) es un abierto incluido en el conjunto de las
matrices cuadradas diagonalizables.?

3. Si la matriz (a;j) es diagonal, es facil comprobar que c(,,((a;;)) = 0. Co-
mo cgap-1(x) = ca(x) y p(BAB™') = Bp(A)B™!, para todo p(x) € k[x], es facil
probar que c(;)((ai;j)) = 0, para toda matriz diagonalizable. Sea ¢: M — M,
¢(A)=cp(A). Como ¢ es nula sobre W, entonces es nula.

Escribamos X = SpecA y Y = Speck[éq,...,¢&,]. Sean f(&;) = % ya' =[l;a). El

a:  aj@,adial) .
o= —1——", induce el mor-
i

morfismo de k-algebras k[¢q,...,{,]1 — Ay, & —
fismo U =U, — Y buscado.

Sea f: Xy — Zx un isomorfismo de k-algebras. Existen abiertos basicos U, c X,
Up cY y morfismos U, = Y y Up — X, de modo que los morfismos inducidos
sobre los cuerpos de funciones son f y L. Es decir, tenemos morfismos B — A,

b— f(b)y A— By, a— f1(a). Luego, (By);-1) = (Ad)p(v).

Por el teorema 3.8.38, existe una base de trascendencia x1,...,x, de Zx, de mo-
do que k(x1,...,x,) — 2Zx es una extension finita separable. Por el teorema del
elemento primitivo

Zx = k(x1,...,x,)() = k(x1,...,x0) [ 1/ (p(x741)).

Podemos suponer que p(x,+1) = q(x1,...,X,+1) € klx1,...,%,+1] (irreducible). Lue-
go, X es birracional a (g(x))y c A®*1.

a) El morfismo inverso de k[x, yl/(y%2 —x? —x%) = k[t], x — =1, y — t3 — ¢, en los
cuerpos de fracciones, es t — % La longitud del lazo es

1 1
f \/x’2+y’2~dt:f VA2 + (312 - 1)2-dt
-1 -1

b) El morfismo inverso es ¢ = 3’—6, entre los cuerpos de fracciones.

Sea A = Clx, yl/(x®+y%—9). Observemos que p(x,y) = q(x, y) si y solo si p(x, y);c =
q(x,y)c. Tenemos que comprobar si g € ( f)c A, o equivalentemente, si 0 = g €
A/(f)=B. SpecB ={(5,-41),(5,41),(0,3)}. Entonces

B = B5,-4i) x B(5 4i) * B(0,3) = (A/(x = 5))(5 —4i) x (A/(x = 5))5 4i) X (A/(y — 3))0,3)
= Clx)/(x®)xCx C

Tenemos que g = (25%,0,0) # 0, pero g2 =0.

2De modo mas abreviado, si A es el discriminante de C(x;)(x), entonces W = ((A)IS)C.
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P35.

x=0es transversal a C en (0,0). C = ((y/x)2 —1+x)9, D = (y/x — 1+ x+x(y/x)?)o y
(x)oNCND = (x,(y/x)? - 1,y/x — 1)g = {(x, y/x — 1) =:m(g,1)}. Luego,

m(o,o)(C NnD)=2-1 +m(0,1)(C'mE) =2+1-1=3,
porque la tangente de C en (0,1) es 2(y/x—1)+x=0ylade D es y/x—1+2x =0.

Solucién de los problemas del capitulo cuarto

P1.

P2.

P3.

a) Veamos que la composicion de los morfismos naturales
ProjR — SpecR — Spec Ry,

que asigna a cada ideal primo homogéneo p c R el ideal primo [plg := pN Ry,
es el homeomorfismo buscado. Observemos que el ideal primo p = R esta deter-
minado por sus elementos homogéneos de grado cero: un elemento homogéneo
g € R de grado m pertenece a p si y solo si g'/f™ pertenece a [p]g. Por tanto,
ProjR — SpecR es inyectivo. Si g € R es un ideal primo, veamos que p := &, Pp,,
donde definimos p,, :={g € R,,|1g" - f~™ € q}, es un ideal primo homogéneo: si
g,8 € Ry son dos elementos homogéneos de grados m y m' respectivamente,
tales que g- g’ € v, entonces (g"/f™)-(g""/f™) = (gg'V'/f™*™ € q, luego g"/f™ 6
g"If m’ pertenece a q, y por tanto g 6 g’ pertenece a p. Observemos que pNRg = q.
En conclusion, ProjR — SpecR es biyectivo. Finalmente, si g € R es homogénea
de grado m, la biyeccién anterior transforma (g)g =(g"/f m)g en (g"/f™)o. Luego
la biyeccion continua dada es un homeomorfismo.

b) U} = ProjRy = Spec[R 1o

c) Spec[Rrly = U]}} = ProjR — (f)h @, luego [Rrlo = 0, entonces Ry =0y f es
nilpotente.

=) Los ideales primos minimales de R son homogéneos, luego han de contener
al ideal irrelevante, luego R, cradR, para todo n # 0.

<) Todo ideal primo homogéneo contiene a toda f, € R,,, para todo n # 0, luego
contiene al irrelevante y ProjR = @.

2 x2
a)CmUh—(x0+x1+x2)hﬁUh—(z—§+—% —% . Es decir, CNU,, =1+x%+y%2=0,

0
X2

conx——ey—xo
h N h 2 2 2

CnU; :(x +x2+x2) nU; —(—+—1 2 Esdecir, CNU,, =x2+1+52=0, con
0771270 of a7l !

:x—lyy_x—l

UEX
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P4.

P5.

P6.

x2 2 2

CAUY, = +af +a)f UL = G+ + 32 - Bs decir, CnUy, =% +5%+1=0,
2 2 20

I _ X0 _El

con x = % Yy =

b) x = xl ey=72 Luego homogeneizando (multiplicando por xO) la curva y + x2

en el plano afm Uh , obtenemos x2x( +x1 0. La recta afin x = 0 es la recta
proyectiva x; =0 (cortada con U" )y la recta del infinito es xo = 0. Entonces, el
punto de corte de xg =0, x1 =0, x2x0 + xl 0 es [0,0,1]. La respuesta es si.

n .
Escribamos p(x,y) = Y pi(x)y* (con p,(x)# 0). Sabemos por el ejemplo 3.6.7 del
/=0

1=
capitulo 3, que el morfismo es finito si y solo si grp,(x) = 0. Veamos que las
asintotas verticales de p(x,y) = 0 son las rectas x — @ = 0, donde «a es raiz de
pn(x): Sea m = grp(x,y). Consideremos las coordenadas homogéneas x¢,x1,x2
(x= jﬁ—(l), y= z—ﬁ). tenemos que calcular las tangentes a x' - p(zé , ﬁz) =0 en el punto

(0,0,1) (distintas de xo = 0). Es decir, las tangentes en (0,0) € U!}z Speck[ig , i;]
de la curva

(—)'" (2, 22y = zm . p(

X0 X0

= " pry)( )i

%H%l
é<2||r—l

>

X0 o o5 X1 4 Zm— Iy =
(donde x = LYY= E)' La parte homogénea de menor grado es ™" - pp(3) =
X" -T1;( — a;x), donde {a;} son las raices de p,(x).
La ecuacién homogénea de la circunferencia es x% +x§—x0 0. Los puntos de corte
con la recta del infinito xg = 0 son x1 = 1 y x9 = +1i, es decir, los puntos (0,1, £1).
Las ecuac1ones afines de la circunferencia en x9 # 0, son x1 +1- x2 0 (donde

X1=2 Sy X2 = 0) La recta tangente a la circunferencia en el punto x; = l. =—-1y

Xo===0,es —2 i(Xx1+1)+2-0-%9 =0, es decir, la recta ¥; +i =0, cuya ecuacion
homogenea es x1 +1x9 = 0, que en coordenadas afines es la recta x+iy=0.La
recta tangente a la circunferencia en el punto X1 = _1 =iyXeo=—=0,es2-i(Xx1—
i)+2:0-x2 =0, es decir, la recta 1 —i = 0, cuya ecuacion homogenea esx1—ixg =0,
que en coordenadas afines es la recta x — iy = 0. Estas son las asintotas.

Supongamos a # 0. Entonces, {p(xo,x1,%2) = 0}NUL = q(x,y) = plom1x) — () (con
0

x= ;C; yy= xz) Observemos que x1 = xxo, luego 5% ap =07t aq e 1gualmente
xg -1 aq . La recta (afin) tangente a la curva en (gl , Zi) es

0q a1 as dq a1 as

—(—,—) & ——) —(— —) (y——)—

0x apg do
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P7.

P8.

P9.

P10.

Multipliquemos por a¢x y obtenemos la ecuacion homogénea de la recta proyec-
tiva tangente

op op
—(a)-(@px1 — a1x0) + — (@) - (@pgx2 — agxp) = 0.
ax1 axz

9p. 9p. 9p _ . 9p. 9p. 9p _
Com(.) X05e T X150, T X235, = gr(p)-p, entor.lces “Oaxo(“) + 15, T a2, = 0. De
esta igualdad obtenemos que la recta anterior es la recta

0 0 0
2P () -0+ L (@) x1 + (@) x5 = 0.
axo axl axz

(ecuacion del plano tangente al cono p(xg,x1,x2) = 0 en a, que pasa por el origen).
Sea X; =1{(1g,...,A4,)eX: 1; #0}y

i i
U, :={(ag,...,qi,...,an) € Z": p1(ag,...,1,...,a,)=pag,...,1,...,a,) =0}

Establezcamos en U, la relacion de equivalencia ~: a ~ § si existe 7 € Aut,_q;4(%)
tal que a = () (donde (uy,...,us) = (T (U1),...,7(Ux)).

Entonces, U; x2* = X;, (ag,...,4;,...,a,),A)— A-(ao,...,i,...,an) es biyectivo y
X/ ~=U;/ ~=U".

a) mYor) = (x,y)g = ProjA/(x,y) = Proj ?N(x,y)”/(x,y)“l = Projk[x,y] = PL.

b) 771(U,) = ProjA, = Proj @NAx = ProjA,[t] = SpecA, = U,. Igualmente, se tie-
ne
ne que ﬂ_l(Uy) =U,.

c) A =rFklx,ylo(x,y)t® - ®(x,y)"t" ®--- c klx,y,t], X = xt y A = klx, yllxt, yt].
Proj A, = Spec A[2] = Specklx, y/xl.

Si V = Projklxg,...,x,1/I denotemos V= Specklxg,...,x, /1. XnY #¢ porque
or e XnY (donde m,, =(xg,...,x,) < klxg,...,x,]). Z es una componente irredu-
cible de X nY, y por el problema 27 del capitulo 3,

codimZ < codimX + codimY .
Se concluye porque dimZ = dimZ + 1, luego codim Z = codim Z.

El conjunto de rectas que pasan por (a, B) es el conjunto de rectas de ecuaciones
Mx—a)+ u(y—p) =0, donde la recta AM(x—a)+u(y —B) =0 es la misma que yAM(x—
a)+yu(y — B) =0 (y no consideramos el caso A = u=0). Asi pues, el haz de rectas
que pasa por (a, ) esta en correspondencia biunivoca con los puntos racionales
de Projk[x, y].

UEX

231
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P11. Si tres de los puntos estan alineados, entonces toda conica que pase por esos
tres puntos contendra a la recta r que pasa por los tres puntos, luego las cénicas
que pasan por los cuatro puntos seran iguales a la recta r unién otra recta que
pasa por el cuarto punto. Luego, el conjunto de conicas que pasan por los cuatros
puntos esta en correspondencia biunivoca con el haz de rectas que pasa por el
cuarto punto.

Supongamos que ninguna terna de puntos de los cuatro estan alienados. Si
polx,y) =0y golx,y) = 0 son dos cénicas distintas que pasan por los cuatro
puntos, y p es un punto punto que no pertence a ninguna de las conicas, en-
tonces existe (A, 1) no nulo, dnico salvo multiplicacion por invertibles, tales que
Ap2+ uqe =0 es una cénica que pasa por el punto p. Ademas existe una tnica
cénica que pasa por los cuatro puntos y p (dos cénicas sin componente comunes
se cortan en cuatro puntos). Asi pues, el haz de cénicas que pasan por cuatro
puntos, se corresponde biunivocamente con el haz de cénicas {Ap2 + g2 = 0} que
es biyectivo con los puntos racionales de Projk[x, y].

P12. Tenemos dos puntos p1,pe y una recta r que pasa por un tercer punto ps. Si r
pasa por pi, entonces toda conica del enunciado ha de contener a r, luego es la
unién de r con una recta que pasa por ps. Luego, el conjunto del enunciado esta
en correspondencia biunivoca con el haz de rectas que pasa por ps.

Podemos suponer que r no pasa ni por pi, ni por ps. Sea r' la recta que pasa
por p1 y pe, r1 la recta que pasa por p1y p3 y rg la recta que pasa por ps y
p3. Tenemos rur’ = pa(x,y) =0y riUrg = go(x, y) = 0. El conjunto del enunciado
es el conjunto de cénicas de ecuaciones Apg + uge = 0, que es biyectivo con los
puntos racionales de Projk[x, yl.

P13. Estamos considerando el conjunto de ecuaciones p(x1,x2,x2) = 0 (salvo multipli-

cacién por escalares), con p(x1,x2,x3) = Y x]'x5°x3°, que es biyectivo con los

lal=n
puntos racionales de Projk[xq]iq)=n.

P14. Sea p(x1,x2) =0 una curva plana de grado menor o igual que n, entonces p(x1,x2) =

Y. aqx%, salvo multiplicacion por escalares y ademas no se cumple que a, =0,
lal=n
para todo a # 0. Luego, el conjunto es biyectivo con Projk[xy]iq|<n — p, donde

p =[(1y)] es el punto de coordenadas 1, =0, para todo a # 0.

UEX

P15. Las curvas planas afines de grado n, p(x1,%2) = X |4)<n @ax® = 0 se corresponden
con los puntos racionales del abierto de Projk[xq]jaj<n, Un := U|a|:nU£’a, que es de

dimensién (";%)-1.8ean=r+r, |pl =7, |f'| =7, a = p+p, Ul cU,y Ui‘ﬁ, =U,

232
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P16.

P17.

P18.

los abiertos obvios. El morfismo U!Z‘ﬁ X Ufﬁ, — U,’}a c Uy, (ay,by) — (cq), donde
Ca = Ly+y'=a @y by, en los puntos racionales, asigna a cada pareja de polinomios
su producto. El cierre de la imagen, Cg g, es de dimensién menor o igual que
("33 -1+ (°1%) =1 < (*?) - 1. Por tanto, U, — Up 5Cp 5 es un abierto no vacio de

2 2
U,, de “curvas irreducibles”

Denotemos m = () — 1.

a) Los puntos racionales de Projkla;;.l;+ +r=n—2 = P™ se corresponden biyecti-
vamente con las curvas planas de grado n —2 o menos. Cada punto p = (a, f3,7)
del plano define el hiperplano H, = (3 alplyka; jr)o de curvas planas de grado
menor o igual que n — 2 que pasa por p. La intersecciéon de m hiperplanos es no
vacia.

b) Tenemos que probar que en general los m hiperplanos considerados se cortan
en un unico punto. Es decir, que sus coordenadas son linealmente independien-
tes. Tomemos todos los puntos, con coordenada y # 0. Los puntos racionales del
abierto Uy (A2)™ cumplen lo requerido, donde

n—-2 n-3 n-3 ...

Xy x7 °y1 Xy 1
n-2 n-3 n-3

X X0 "Ym X, 1

c) Sea g: Ur — P™, la aplicacién que asigna a ¢ = (p1,...,pm-1) € Ur la tnica
curva plana c, = 0 de grado n — 2 que pasa por ellos. Tomando un abierto afin
V c Uy conveniente podemos suponer que gy valora en A™. Sea h: V x AZ - AL
h(q,p) = cq(p). Entonces, U}, es un abierto de ('2’) puntos en posicion general.

Las rectas que pasan por el origen cortan a la curva (llamémosla C) cinco veces
en el origen y en otro punto. Asignemos a cada recta del haz de rectas que pasa
por el origen este otro punto. La recta y = tx corta a la curva en x® —x5¢3 —x5¢% =
xO(x—t3—1°), luego x = t?+ 3 e y = t8+¢%. La aplicacién Al —(¢°+¢2)yg — C—{(0,0)},
t— (t°+13,¢% +¢*) es isomorfismo. Los puntos de C de coordenadas (£° + 2,5 + t4)
son los puntos racionales.

a) La recta que pasa por el punto singular y otro punto, corta a la conica en
al menos tres puntos (contando grados y multiplicidades). Por el teorema de
Bezout, la recta es una componente de la cénica.

b) La recta que pasa por los dos puntos singulares corta a la conica en al menos
cuatro puntos (contando grados y multiplicidades). Por el teorema de Bezout, la
recta es una componente de la cuibica.

UEX
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P19.

P20.

P21.

c) La conica que pasa por los cuatro puntos singulares y un quinto punto corta
a la cuartica en al menos nueve puntos (contando grados y multiplicidades). Por
el teorema de Bezout, la conica es una componente de la cuartica.

Evidentemente (0,0) es un punto singular. Si derivamos respecto de x y por y,
obtenemos

yax+y-2)+xy—-2(x2+y%2—2x—2y)(2x—2)=0
x(y+x—2)+xy—2x2+y%-2x-2y)2y—-2)=0

Los tres puntos son soluciones de este sistema de ecuaciones, luego son singula-
res. La parte homogénea de grado minimo de la cudrtica es —2xy — (2x + 2y)? =
—4x2 —4y% —10xy = —2(2x + y)(x + 2y), luego las rectas tangentes a la cuartica en
(0,0) son x+2y =0y 2x+y = 0. Consideremos el haz de cénicas que pasan por
los puntos (0,0), (2,0) y (0,2) y en el origen son tangentes a la recta x + 2y = 0:

Axy + pux+y—2)(x+2y) = 0}

Cada conica de este haz corta a la cuartica tres veces en (0,0), dos veces en (2,0),
dos veces en (0,2) y en un octavo punto (por el teorema de Bezout). Calculemos
este octavo punto. Calculemos las soluciones de Axy+(x+y—2)(x+2y) =0y
xy(x+y—2)— (% + y2 - 2x — 2y)? = 0. Considéremoslos como polinomios en x y
calculemos el resto de dividir la cuartica por el primer polinomio. El cual es un
polinomio en x de grado 1, podemos despejar (o eliminar) la x y calcular x e y.
Obtendremos siete soluciones conocidas (con repeticiones) y la octava es

_ 3(48+431+1212+13)
- (10+61+12)2

_ —3(24+351+1512+213)
y= (10+61+12)2

X

Las dos circunferencias se cortan contando multiplicidades en cuatro puntos. No
se cortan en ningun punto afin, luego se cortan en uno de los dos puntos del
infinito de x2 + y? — 1 =0 en los dos, y no pueden cortarse transversalmente.

Teorema de Pascal.
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Sea (qg)g = Cy la cénica, p1,...,pg los seis vértices del hexa-
gono, p;p; la recta que pasa por los puntos p; y pj, (C]3)g =
Cs=p1p2Up3spsUpspe y (qp)h =Ch = p1p6 U paps U paps.
Podemos suponer que los vértices del hexdagono estan en el
plano afin UZZO. C3 y Cg se cortan transversalmente en los pun-

tos p1,...,pe. Luego, my Opz , = (Z_g’z_g)l’i' Por el teorema de
’ Max Noether,

q3=a-q3+b-qs.

donde b es un polinomio de grado 1. C3n C; =
{p1,...,p6,q1,q2,q3} = C3 Nn{b = 0} UCQ), de lo que se de-

duce {g1,92,93} = p1p2 N pP3p4s U p2p3 N psps U pipe N P3p4
yacen en {b = 0}.

P22. Teorema de Pappus.

Sea (q2) = R1UR2, (g3)f =C3=R12URs3URs1 y

(qé)g =C5 =R21UR33UR 3. C3y C3 se cortan trans-

versalmente en los puntos P ={p1,p2,p3,91,92,93}.

Luego, m,0ps , = (%,%)p, para todo p € P. Por el
0 0

teorema de Max Noether,

g5=s-q3+t-qa,

donde ¢ es un polinomio homogéneo de grado 1.
P[Jfa,b,c}=C3nC5=Csn({t=0}uUCy),
de lo que se deduce que {a,b,c} yacen en {¢t = 0}.

P23. La operacion, denotemosla *, es conmutativa pg es el elemento neutro. Tenemos
que probar que es asociativa. Denotemos aba’ la recta que pasa por los puntos
a,b € C y donde a’ es el tercer punto de corte de abc con C. Para calcular (a *
b) * ¢, realizamos las operaciones R1 = aba’, Re =a’'poa’, R3=a'ca’”, a" poa"
y (@ *b) x c =a'”. Para calcular a * (b * ¢), realizamos las operaciones S = bcbd’,
So =b'pob”, S3=b"ab"”, b"' pyb"". Tenemos que ver que o’ = b"", luego que
a" =b". Sea C = (p3), Cy = R1UR3U Sz = (p)o y C2 = S1URs = (pa)y. Por el
teorema de Max Noether, pé = Apg+r-p9, donde r es un polinomio homogéneo
de grado 1. Entonces,

a+b+a' +b +po+b"+a"+c+ad"=CinC={r=0uCy)NC
={r=00nC+b+c+b +a'+pg+a”.
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Solucion de los problemas del capitulo cuarto

P24.

P25.

P26.

P27.

Luego, r=0lnC=a+b"+a",{r=0}=Ssya" =b""

Sean C3 = (p3)o, C§ = (p5)o y C2 = (q2)o la cénica. Denotemos
C3nCe=p1+---+pey C3nCi=p1+--+pg+q1+q2+qs.
Por el teorema de Max Noether p’3 =aps+bgs, donde a es
una constante y b es un polinomio homogéneo de grado 1.
Sea R =(b)¢ Como

p1+...+p6+q1+q2+q3:C3ﬁCé:C3ﬁ(RUC2)
=(C3nR)+p1+---+ps,

se deduce que ¢1,99,93 yacen en la recta R.

Sea C3 = (p3)o la cubica. Sea R = (a)y la recta que pasa por los tres puntos ali-
neados p1,pe,p3 de C3. Sea T; = (b;)y la tangente a C3 en p; y Cé =(b1bgbsg)y =
T1UToUT3. Cn(a?)g=2p1+2ps+2p3. Por el teorema de Max Noether, b1b2b3 =
Aps+ba?, donde b es un polinomio homogéneo de grado 1. Entonces,

2p1+2p2+2p3+q1+q2+q3=C3nC5=C3n({b=0}uCy)
:C3ﬁ{b:0}+2p1+2p2+2p3.

Luego q1,92,q93 yacen en la recta b = 0.

Sean R1, Ro, R3 las rectas del triangulo, p; los vértices del triangulo y T; la
tdngente a la conica en p;. Sea C3 = R1UR3UR3 = (p3)o, C5 =T1UT2UT3=(p})o
y Co =(p2)o la cénica. Por el teorema de Max Noether, pg =a p’3 +bpo, donde b
es un polinomio homogéneo de grado 1. Entonces,

2p1+2p2+2p3+q1+q2+q3=C3nC5=C3n({b=0}uCy)
:C3ﬁ{b=0}+2p1+2p2+2p3.

Y ¢1,92,93 yacen en la recta b =0.

Sean p1,ps9 los dos puntos de inflexion, T'; y T las tangentes a la ciibica en p1
y pg respectivamente y R = (a)o la recta que pasa por p; y p2 (y corta en un
tercer punto p3). Sea C3 = (p3)o la cubica, Co =T1UTs =(p2)o ¥y Cé = (a?®)y. Por



Solucién de los problemas del capitulo quinto

P28.

P29.

el teorema de Max Noether, a® = Aps + bps, donde b es un polinomio homogéneo
de grado 1. Entonces,

3p1+3p2+3ps =C3ﬂCé =C3n({b=0luCe)=C3n{b=0}+3p1+3p2
Por tanto, b =0 es tangente a C3 en p3 y corta con multiplicidad 3.

Sea C3 =(p3)o, C§ = (p3)o y C§ = (p3)o las tres cibicas. Sea C5NCY = {p1,...,po}
y {p1,...,p8,9} ©C5NC3. Sea R = (a)g la recta tangente a Cj en pg y C;NR =
2pg9+q'. Por el teorema de Max Noether, ap3 = a'p+a"p3, cona’ y a” polinomios

homogéneos de grado 1. Entonces,

pi+-+ps+q+2pg+q =(CsURINC5=(fa" =0luC5)NCy
=p1+--+pg+{a”"=0InCj.

Luego, {a" = 0}nC} = {q,p,q'} y a” = a (salvo multiplicacién por un escalar),
entonces a’ = a (salvo multiplicacién por un escalar). Por lo tanto, dividiendo por
a, p3 = Ap5+ upjy, con A, constantes. Por tanto, pg € C3.

Escribamos {p1,...,pgq'} = Cq4 N Cq. Denotemos m = (d+d,2_k_1) y segun el enun-
ciado suponemos que Cj pasa por {pm+1,...,P4a'}- Seai <my D =(q)o la curva
de grado d +d’ — k — 3 que pasa por {p1,...,D;,...,Pm}, luego no pasa por p;.
Sea R una recta que pase por p; y corte trnsversalmente a Cy, luego C4NR =
Pi+q1+-+qq-1. Denotemos C; = (pj)g yR= (pl)g. Consideremos la curva
CrUDUR. Por el teorema de Max Noether p,-qg-p1=apqg+bpy, donde b es un
polinomio homogéneo de grado d — 2. Entonces,

pi1t+ -+ pagar+qi+-+qg-1+--=(CrUuDUR)NCyz={b=0nCy+(CynCy)
={b=0InCq+p1+-+paa

Entonces, q1,...,q94-1 € {b =0} y por grados Rn{b =0} = R. Por tanto, p; divide a
b, luego a a y tenemos que p;-q =a’'pg+ b'pg . Por tanto, p; es un punto de Cj,.

Solucién de los problemas del capitulo quinto

P1.

P2.

(0) = (@) N(F), () A es irreducible porque (0) = A/(%) = k[yl/(y?) es irreducible,
igualmente (y) c A es irreducible. El ideal (0) c A es primario porque su radical
es un ideal maximal.

Si el proceso no termina en nimero finito de pasos, entonces no termina en nui-
mero finito de pasos para I o I9. Digamos que para I1. Entonces, I = J1Nd9, con
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P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

Ps8.

J1y Jo dos ideales estrictamente mayores que I1. De nuevo, podemos decir que
el proceso no termina en un nimero finito de pasos para ;. Asi sucesivamente
obtenemos una cadena de inclusiones estrictas infinita I c I{ c J; < ---, lo cual
es contradictorio porque A es noetheriano.

(x) N (x,¥)? = (x) N (x2,xy, y?) = (x2,xy) = (x) N (y, x2). Hemos obtenido dos descom-
posiciones primarias reducidas distintas.

Si I = pnm? fuese primario, entonces los primos asociados a I serian p y m, por
un lado y r(I) por otro. Lo cual es contradictorio.

(60) = (5) N (22)N(3).

Sil c A esunideal, entonces (I)=I0]-X&---dl-x"a--- y Alx)/(I) = A/llx]. Evi-
dentemente, (p) € r((q)) y se tiene la igualdad porque A[x]/(p) = A/plx] es integro.
Tenemos que probar que los divisores de cero de A[x]/(q) = A/qlx] son nilpotentes.
Podemos suponer que g = 0. Entonces, rad(A) = p y rad(A[x]) = (p). Supongamos

n . m .
(X aix")- (X b;x’)=0, con ap,by #0. Como A[x]/(p) es integro, podemos supo-
=0 j=0

ner que gob jxj € (p). Tenemos que probar que .ioaixi € (p). Observemos que
an-bm :JO, luego a, € p. Sea r = 0 maximo tal q;e az-(zibixi) # 0. Entonces,
(éoaixi) . (jgoagbjxj) =0y (ril:i:aixi) . (Jgoagbjxj) = 0. De nuevo, obtendremos que
a,-1€Dp,ete.

Obviamente, r(q) = r(y?,2%) = (y,2) = p. El ideal (y2,23) c k[y,z] es primario por-
que su radical es un ideal maximal, Por el problema 6, q es primario. Eviden-
temente, r((y%,xy,z%) = p y xy € (¥%,xy,2%), x ¢ p e y ¢ (¥%,xy,2°), luego no es
primario.

Sea r tal que m}, < q1. I = q1 4, luego

AN+ = (AT +mE ), = Alare + G AL) = A/ar

y =0 en A/T +m*1),

Sim. =0en Al + mZ*1), entonces m, =mi*1 en A/I, luego en (A/I), = Alar .

Luego, m_,rc = me =0en A,/q1 .. Entonces, M A, c q1,, [+m}), a1,y I+m}; cqy.
Por tanto, I =(I+m)NagaN---Nap.



Solucién de los problemas del capitulo quinto

P9.

P10.

P11.

P12.

(Do = ()0 N (=y +x% +y%)o = [(x)o N (=y + 2%+ ¥%)o] U [(¥)o N (=y +x* + y%)o] =
(o, =y + 22+ y2) Uy, =y + 2 + y%)o = (x, =y + y%)o U (y,2%)o = {(x, ), (x,y — D)}. Por
lo tanto, I = (I +(x,y) )N + (x,y — 1)°). Calculemos

Denotemos A = C[x, yl/(x,y—1)2. Luego, Clx, yJ/I +(x,y—1)? = Al(xy, —y+x2+y?) =
Allx,—y +x% + y?) = Al(x,y(y — 1)) = A/(x,y — 1). Por lo tanto, (x—y—1) =0 en
Clx, yVI +(x,y—1)2?ys=1.

Denotemos A = Clx, y)/(x, y)*. Entonces, Clx, yl/I + (x,y)* = Al(—y +x2 + y%,xy) =
All—y+x2+y2,xy, —yx+x3+xy2, —y2 +yx2 +y2) = Al—y+x2+y2, xy,x3, —y? +y3) =
All—y+x22+y2 xy,—y2 + 3,43, 22y, xy2, ¥%), luego (x,y)3 = 0 en Clx, yV/I + (x, y)* y
r =3. En conclusién, I = (x,y — 1) N + (x, y)3).

a) (x,y)-(x,y—1)=(x,y)n(x,y — 1) porque son iguales al localizar en todo punto
cerrado.

b) (x)- (x,y) = (x2,xy) = (x) N (x, y)?. Igualmente, (x)-(x,y — 1) = (x) N (x,y — 1). Por
tanto, (x)-(x, y)N(x,y—1) = (x2,xy) = ()N (x, y)2 N (x, y — 1)%, porque son iguales al
localizar en todo punto cerrado.

a)(xy)+(x+y+1)=(xy,x+y+1)=(x,x+y+1)n(y,x+y+ 1) porque localmente
son iguales.

b) (x2) + (y) = (x2, y) que es primario.

¢) 2 +y2-1,x)=(y?>-1,x)=(y—1,x)n(y + 1,x) porque localmente son iguales.

d)Z+y?—1,xy) =2 +y? -1, 00N @2 +y2-1,y)=(x,y—Dnx,y+Dn(y,x—1)N
(y,x+ 1) porque localmente son iguales.

e) (2 +y2—1,x2) = (x2,¥%2-1) = (x2, y—1)n(x?, y+1) porque localmente son iguales.

a)b-J=0siysolosib-JclI.

b) Sea  €(I: J)g,conae(l: J)yseS. Entonces,a-Js=(a-J)sclsy $-Js<Is
y % €(lg: Jg). Si % € (Ig: Jg), entonces a-J < Ig, entonces para ciert s’ € S,
s’a-JCI,luegos’ae(I:J)y%:%e(I:J)S.

¢) Es obvio. d) Obviamente, (b1,...,b,)+Kera-< (I : a). Si b € (I: a), entonces
baeln(a)y ba=Y);ab;c;. Luego, a(b—-Y ;b;c;)=0,b-);bic;ie(0:a)y be
(b1,...,6,)+(0: a).

e) Sii <m, entonces (p;: p1N---Np,)=A, Sii>m,observemos que p1N---NP,
p;, porque en caso contrario p; € (P1N---NPplo = Uj<m(p;)o y para algin j <m,
p; € p;. Entonces (p;: p1N---Npy) = p;. Por tanto,

n n
(P1N-NPp: 1IN NPR)= N(P;: P1N-NPR)=_ N P;
i=1 =m+1

1
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Solucion de los problemas del capitulo sexto

f) I =p1n---Np,, donde p; son ideales primos tales que p;  p; para todo i # ;.
Como (p;: J)=A siy solo si S p; (es decir, (p;)g S (J)g) y en otro caso (p;: J) =
p;, entonces

n
T:JDND=n;:J)= N :
AL (020

I:J)= U (p;)o.
y( Jo (PidoL(J)o Pilo

Solucion de los problemas del capitulo sexto

P1. En efecto, tenemos que R(P'(x),Q'(x)) = ((-1)"* -a%)m ((=1)y™. bcz))” . 1_[(xl2 — y?) =
l,J
ag oo Il(x; — y;)-ag by I(x; + y;) = R(P(x),Q(x)) - R(P(x),Q(—x)) - (-1)"™.
1,] L,J

1 _ %41
x  x

P2. Seay=x+ , es decir, x2 — yx + 1 = 0. Consideremos el sistema

P(x)=0
Q(x):xz—yx+1:O

Las soluciones del sistema son x = a;, y = a; + ail Luego las raices de R(y) :=
R(P,Q)sony=a;+ a% Las raices de @(x) son x,1/x (con y = x + 1/x). Luego

1
R(y):P(x)-P(;)

2

haciendo el cambio x + % = y (o sustituyendo x = ”Ty_él y % = VY TR

P3. La ecuacién x° — 1 = 0 tiene por soluciones las raices quintas de 1:

k 2kn 2kn
e =cos +sen
5
con lo que
2k 1, 4, 0 1 4 1
cosT—é(e +E )—§(€ +e_k)
asi que el sistema es
x°-1=0 }
1 1
= — + —
y 2(x x)



Solucién de los problemas del capitulo sexto

P4.

P5.

P6.

P7.

Ps8.

Siguiendo el problema 2, la resultante queda:

1 1
Ry =" - -D=-@a"+=)+2
x X

1

haciendo el cambio 2y = x +x!. Elevando x+x ! a 5 y a 3 y después de un

pequeio calculo se obtiene:

R(y)=16y°-20y3+5y—1
Igualmente sabriamos calcular el polinomio de raices sen 2%”, conk=1,...,5,ya

que sen 28% = L(¢k —¢7*) y se aplica el método del problema 3.
5 21

Es el polinomio R(y) = P(x) -P(—%), haciendo el cambio y = x — % (es decir susti-

v+ y2+4 y 1 _y- \/y2+4)
x 2 :

tuyendo x = 3

b
en los en los problemas 2 y 4, que el polinomio buscado es R(y) = P(x)-P(of’—x)

y+ v y2-4ab y b _ Y- \/y2—4ab)
2a :

haciendo ax + % =y (es decir sustituyendo x = 5a o =

Si x es solucidén de la ecuacion y = ax+ 2, entonces Gf’—x también y se concluye como

Sea R(y) := R(P(x),F(x,y)) considerados P(x) y F(x,y) como polinomios en x (con
coeficientes en k[y]). Igual que en los ejemplos anteriores f es raiz de R(y) y
de P(x), por tanto, x — B es factor comun del m.c.d.(P(x),R(x)). (Si la relacién se
verifica inicamente para las raices a1, a2, entonces f es la inica raiz comun de
P(x),R(x) y, por tanto, el m.c.d.(P,R) = (x— ). Entonces f3 se calcula y a sera una
raiz comun de P(x) y F(x, B) y, por tanto, de m.c.d.(P(x),F(x, 8)).

Conocidas @ = a1 y B = ag se divide P(x) por (x — a1)(x — a2). El cociente P1(x) es
de grado n — 2. (jel grado de dificultad ha bajado en 2 unidades!).

Ro(x) = x® +ax + b, Ri(x) = P'(x) = 2x + @, Ry(x) = P(-%) = _§ +b, luego go =
27:‘:’1:1,gz=0yd0=1,d1=2,d2:—%+b:

2
A=(1G.R@P,P) = (12110, 22—0(—"‘Z +0)10= a2 —4p.

Ro(x) =23+ px+q, R1(x) = P'(x) = 3x® + p, Ra(x) = Zpx + q y por tltimo Rs(x) =

3 52
Ry(-39) = 5% +p, luego g0 = 3,81 = 2,82 = 1,g3 =0y do = 1,d1 = 3,dz =
2, da=3L L.

3p’ 3_22p2+p‘

_ &) " — 32421410 o3-1,2 \2-0,3" ¢ _ 3 9
A=(-1D%-R(P,P)=-(-1) -3 (gp) (;Fﬂ?)——(‘lp +279%).

=
=
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P9.

P10.

P11.

P12.

Sea M el conjunto de los monomios de k[x1,...,x,], la aplicacion M — N*, m —
(wi(m),...,w,(m) es inyectiva, aditiva y el orden heredado en M, por el orden
lexicografico de N" es el orden monomial definido en el problema.

El orden definido por xi,...,x, es el orden lexicografico. El orden definido por
X1+ +%X,,X%1,%2,...,%X,—1 €s el orden lexicografico homogéneo. El orden definido
por x1+-+x,,x1+ - +X,-1,...,x1 €s el orden lexicografico inverso.

a) <g1a"-’gi""’gs> g M’ Si y SOIO Si <méx(g1)a~--agi""’méx(gs)> g méX(M) y

esto sucede si y solo si max(gy),...,max(g;) es el sistema generador minimal de
max(M).

b) Sea g1,...,85s una base de Grobner minimal. Por el algoritmo de division de
Buchberger, g; =3 ;.;pj-g;j+r;, de modo que ningin término de r; es divisible
por ningun max(g;), para j # i y max(r;) = max(g;). Entonces, {r1,...,rs} es una
base de Grobner minimal reducida. Si hubiera otra {r'l, ...,r%}, podemos suponer
max(r’) = max(r;), para todo i, entonces todos los términos de r; —r; € M no
pertenecen a max(M), luego r; — r; =0.

a) f =Y ,t; € L/IM, donde t; son términos que no pertenecen a maxM. Entonces,
f=g+XYt,congeM.

b)0=(g—-g)+(r—r'), entonces g —g' € M y max(g — g') = max(r' — r) ¢ max(M),
esto es contradictorio, salvo que g— g’ =0,luego g=g' yr=r'.

Calculemos la base de Grébner del ideal (y2 +xy+x2, y2x +2xy +3), con la ayuda
del programa Mathematica:

GroebnerBasiS[{y3 +xy+ xs,yzx +2xy + 3}, {x, yH =
(2 +6y8 +12y7 +8y% —3y° —129* - 123 - 27, 9x + y7 + 4% + 4% — 3,3 —6y?}

El polinomio de Hilbert A(n) de Specklx, yl/(y® + xy + x2, y2x + 2xy + 3) coincide
con la funcién de Hilbert de Speck[x, y)/(v?,y”) = Specklx, y1(y?). De la sucesién

exacta
7.

0 — klx,y1% klx,y1 — klx, y)(y7) — 0

se tiene que (1) = hypy y1(n) = hppe y1(n=7) = ("3?) = (*3°) = 67— 9. El polinomio de
Hilbert A(n) de Specklx, y)/(y® +xy+x3, y2x + 2xy + 3) coincide con Rk y e,y =9
y h(n) = dimy, k[x, y1/(y3 + xy + 22, y2x + 2xy + 3) para n > 0. Por tanto, el nimero
de puntos de las dos curvas planas afines Y2 +xy+x% =0y y%x+2xy+3 =0,
contando grados y multiplicidades, es 9 (luego estas dos cubicas no se cortan en

ningun punto del infinito).
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P13.

P14.

Consideramos el ideal (¢ +(1—t)J) c k[t,x, y], entonces por la proposicién 6.2.26,
Ind =({I+(1-¢t)J)nklx,y]. Usando ahora el algoritmo de Buchberger obtenemos
que {tx2y,txy® — xy?,x2y?%} es una base de Grobner de (¢I + (1 —¢)J) respecto del
orden lexicografico donde ¢ > x > y. Luego, por la proposicién 6.2.24, {x?y?} es una
base de Grobner de I N = (¢t1+(1—t)J)Nk[x,y] respecto del orden lexicografico.
Por consiguiente I N = (x2y?).

Con la ayuda del programa Mathematica, con el comando

GroebnerBasis[{zw — yZ,xy - 23}, {x,y,z,wH ={xy— 23,y2 -—wz,wxz — yzs}
obtenemos la base de Grobner del ideal (zw — y2,xy—23). El polinomio de Hilbert
de la variedad coincide con el polinomio de Hilbert A(n) de la variedad algebraica
Specklx,y,z,wll(z3, y2,y2z%) = Specklx, v, z,wl/(z3,y?). De la sucesién exacta

2,
0— k[x,y,z,w]/(z3)y—> Elx,y,z,wl(z®) — klx,y,2,wl(z%,5%) — 0

obtenemos que A(n) = Ay, w123) (M) = Ry y 2 w123 (7 — 2). De la sucesion exacta

3,
0—klx,y,z,wl] R klx,y,z,w] — k[x,y,z,w]/(z3) -0

4 1
obtenemos que Ay, 5 » 113 () = Arlx y,z,wl(M) = Arlx y,z.01(n —3) = (”Z )— (n;’ ). En

conclusion,
4 1 2 -1
h(n)= i I Rl P + " =3n%+2.
4 4 4 4
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