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Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1. Espacio vectorial. Bases

“Un espacio vectorial es un conjunto en el que podemos sumar sus elementos y
multiplicar cada elemento por un escalar, y estas operaciones cumplen propiedades
muy naturales”.

Sea R el cuerpo de los numeros reales (podremos considerar otros cuerpos como Q,
O).

1. Definicion: Un R-espacio vectorial es un conjunto, E, dotado de dos operaciones,
una llamada suma E x E — E y se escribe (e,e’) — e +¢’, y otra llamada producto por
escalares Rx E — E'y se escribe (1,e) — A-e, verificando:

1. (E,+) es un grupo abeliano, es decir,

a) e+(e'+e")=(e+e')+e", para todoe,e’,e’ €E.

b) Existe un elemento que denotamos por 0 tal que O +e =e+0 =e, para todo
ee k.

c) Para cada e € E existe otro elemento que denotamos —e tal que e + (—e) = 0.

d) e+e' =e'+e, paratodoe,e’ €E.
2. A-(e+v)=A-e+A-v,VAER,e,veE
3. A+p-e=A-e+pu-evVA,uecR,eckE
4. A-p)-e=A-(u-e), VA, ueR, eck

5. l-e=e,Ve€kE.



Espacios vectoriales 1.1. Espacio vectorial. Bases

Los elementos de un espacio vectorial se denominan vectores y los de R escalares.
2. Ejemplos: R", con la suma (A;)+(u;) := (1;+ ;) y el producto por escalares A-(1;) :=
(1-1;) es un R-espacio vectorial. R? que es el espacio en el que pensamos que vivimos
es un ejemplo de R-espacio vectorial.

Sea X un conjunto y C(X) = Aplic(X,R). C(X) con la suma estandar de funciones
(f + @)(x) := f(x) + g(x) y producto estandar por escalares (1-f)(x):=A-f(x) es un R-
espacio vectorial.

Dados dos espacios vectoriales E,E’ se define

ExE' ={(e,e'), conecE,e eE'}

E x E' es un espacio vectorial, con la definicién de suma de vectores y producto por
escalares como sigue

(e1,e)+(eg,e5) :=(e1+eg,e+ey), A(er,e)):=(A-e1,A-e)); Veiea€E, e|,ebeE AR
En los espacios vectoriales se cumplen las siguientes propiedades:
1. 0-e=(0+0)-e=0-e+0-e ypor tanto 0-e =0.
2. Sie+e’ =0, sumando —e, obtenemos que e’ = —e.
3. Como0=(1-1)-e=e+(—1)-e, tenemos que (—1)-e = —e.

3. Definiciéon: Decimos que F c E es un subespacio vectorial de E, si f+f €F y
A-feF,paratodo f,f'eFyAeR.

El subespacio vectorial, F', con la suma y producto por escalares es un espacio vec-
torial. Si F'; son subespacios vectoriales de E entonces N;F; es un subespacio vectorial
de E.

Sea C ={c;}ie1, con ¢; € E. Llamamos subespacio vectorial de E generado por C, al
minimo subespacio vectorial de E que contiene a C, y lo denotamos (C). Es facil probar
que

(Cy={eeE|e=A1-c1+ -+ Aucp, c;€C, A, €R, n €N}

Si C ={eq,...,e,} entonces denotamos {eq,...,e,) = (C) y se cumple que (eq,...,e,) =
{A1-e1+--+Arer, 1; €eRL

Se dice que los vectores de C son un sistema generador de E si (C) = E. Decimos
que un espacio vectorial E es finito generado si existen eq,...,e, € E de modo que
(e1,...,ery = E. Se dice que los vectores de C son linealmente independientes si A7 -
c1+--+A,-c, #0sialgan A; #0, para todo n y {c1,...,c,} <C.
4. Definicion: Se dice que los vectores {eq,...,e,} forman una base de E si son un
sistema generador de E y son linealmente independientes.
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1.1. Espacio vectorial. Bases Espacios vectoriales

5. Ejemplo: Los vectores (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0....,1) forman una base de R",
denominada “base estandar” de R™.

Dada una base {eq,...,e,} y un vector e € E, existen 11,...,A, € R tales que
e=Ae1+--+Are,

porque los e; generan E. Ademas, estos A; son unicos, porque sie=Aje1+---+Ae, =
Ajer+---+Aen, entonces (A1 —A)Je1+---+(A,—A) )e, = 0,luego A1 -] =---=1,-1,, =0,
porque los e; son linealmente independientes. Por tanto, 1; = )L;, para todo i.

Escribiremos “e = (14,...,1,) en la base {ey,...,e,}” y diremos que los A; son las
coordenadas de e en la base {eq,...,e,}.

6. Lema: Sea E un espacio vectorial y e,eq,...,e, € E. Entonces, e € {e1,...,e,) SL ¥
sélo si {e,eq,...,en) ={e1,...,en).

Demostracién. Si e € {eq,...,e,), entonces existen 1; € R tales que e =Y ; 1;e;. Dado
V= pe+ e+ + Upe, € {e,eq,...,ey,), entonces v = (U + Ay)er + -+ (U + Apde, €
(e1,...,en). Luego, (e,eq,...,e,) S{e1,...,e,), y como la inclusién inversa es obvia se
tiene la igualdad.
Si{e,eq,...,en) ={e1,...,en), entonces e € {e,eq,...,e,) ={€1,...,en).
O

Los espacios vectoriales que consideremos estaran generados por un numero finito
de vectores, salvo que se diga lo contrario.

7. Teorema de la base: Todo espacio vectorial E # 0 contiene alguna base. Todas las
bases de E tienen el mismo numero de vectores, tal niimero se dice que es la dimension
de E y se denota dimg E.

Demostracién. Supongamos, pues, que E = (eq,...,e,). Sea I c{1,...,n} un subconjun-
to maximo con la condicion de que los vectores {e;};c; sean linealmente independientes.
Obviamente I # @, pues si I = @ entonces e¢; = 0 para todo i y E = 0. Veamos que los
vectores {e;};c; forman una base de E. Tenemos que probar que (e;);c; = E. Dado e},
1=<j<n,sie;¢(e;)cs entonces {ej,e;}jcs serian linealmente independientes, pues si
Aj-ej+3;Aie; =0 entonces: 1. Si 1; # 0 tendremos que e; = —Zi%-ei y ej€{e)iel,
contradiccion. 2. Si 1; =0, entonces }_; 1;e; =0y entonces A; =0, para todo i € I, pues
los vectores {e;};c; son linealmente independientes. En conclusién, 1; = A; = 0 para to-
do 7, luego {e,e;};c; son linealmente independientes. Ahora bien, por la maximalidad
de I, esto es contradictorio. En conclusién, e; € {e;);c1, para todo 1 < j < n. Por tanto,
E={e1,...,en) S(ei)ic1 Yy E ={ei)ier.

Veamos que todas las bases tienen el mismo nimero de vectores.

Sean {eq,...,e,} Li. y {v1,...,un} un sistema generador de E.
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Espacios vectoriales 1.1. Espacio vectorial. Bases

1. Veamos que {eq1,v9,...,U;} es un sistema generador de E, reordenando si es
necesario los vectores {vy,...,u}: e1 = Ajv1 + -+ + A, U, reordenando los v;, pode-
mos suponer que A; # 0. Entonces, vy € {e1,v9,...,U). Por tanto, {(e1,ve,...,vy) =
(e1,U1,V9,...,um) =E.

2. Veamos que {e1,e9,v3,...,U;} €s un sistema generador de E reordenando si es
necesario los vectores {vg,..., v} ea = A1e1 + Agvg -+ A, U, No pueden ser Ag =--- =
An =0, porque e1,e9 son l.i. Reordenando los v;, podemos suponer que Az # 0. Entonces,
vg €{e1,e9,Vs,...,Un). Por tanto, {(e1,e9,vs3,...,U;,) =(e1,e2,V9,...,Um) =K.

3. Asi sucesivamente {e1,...,€;,V;i+1,...,Umnm} son un sistema generador de E.

Ahora sean {eq,...,e,} y {v1,...,Un} dos bases de E. Si n > m, entonces tomando i =
m, tenemos que {eq,...,e,,} es un sistema generador de E, luego e,,.1 es combinacién
lineal de ellos, contradiccion. Luego, n < m. Cambiando el papel de los e; por el de los
v;, tendremos igualmente que m < n, luego n = m.

O

En la demostracion del teorema de la base hemos probado que todo subconjun-
to de vectores de un sistema generador, maximal con la condicién de ser linealmente
independientes es una base. Asi pues, si e1,...,e; son linealmente independientes,
consideremos un sistema generador vy,...,v,, de E. Cualquier subconjunto de vec-
tores de {eq,...,e;,v1,...,Uy} que contenga a {eq,...,e;}, maximal con la condicién de
ser linealmente independientes, formara una base, es decir, hemos obtenido una base
“ampliada” que contiene a {eq,...,e;}.

SiE' g E es un subespacio vectorial entonces dimgE’ < dimp E, porque dada una

base en E’ la podemos ampliar a una base en E, luego las bases en E tienen mas
vectores que las de E'.

8. Proposicién: Sean E y E’ dos espacios vectoriales. Entonces,
dim(E xE') =dimE + dimE’

Demostracion. Sea {ey,...,e,} una base de E y {e',...,e},} una base de E'. Entonces,
{(e1,0),..., (e5,0),(0,€}),...,(0,e},)} es una base de E x E' (al lector). Luego, dim(E x
EY=n+m=dimE +dimE’.

O

Sean E1,E9 dos subespacios vectoriales de E. Se denota por E; + E2 el minimo
subespacio vectorial de E que contiene a E1 y E9. Explicitamente,

E{+Eo={e=e1+eo€E, cone;eFEq,eqcEs}

Se dice que E1 y E2 estan en suma directa si E1NEg9 =0y en este caso E1+Eq lo
denotamos E1 @ E5. Todo vector e € E1 @ E 9 se escribe de modo tinico como suma de un

8



1.2. Aplicaciones lineales. Matrices Espacios vectoriales

vector de £ yotrode Eg:sie=e1+eg= e'1 +e’2, con el,e’1 eE1y ez,e’2 € E5, entonces
0=(e1—e))+(ez—e;), luegoe;—e| =ez—e, € E1NE2 = {0} y e1 = e/, e2 = e},. Ahora ya, si
{e1,...,ep} una base de E; y {e),...,e},} una base de Eg, entonces {ey,...,e,,e],...,e,}
una base de E{ @ E4. Por tanto,

dim(E1 GBEQ) = dimE1 + dimEg

1.2. Aplicaciones lineales. Matrices

Las aplicaciones que conservan la estructura de espacio vectorial son las aplicacio-
nes lineales. Con precision:

1. Definiciéon: Sean E,E’ dos R-espacios vectoriales. Una aplicacién T : E — E’ es un
morfismo de R-espacios vectoriales (o aplicacion R-lineal) si

Te+v)=T)+Tw) y TA-e)=21-T(e)

para cualesquiera e,v € E, 1 € R.
Observemos que T(0)=0: T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0),y sumando —7'(0) en ambos
lados de la igualdad, obtenemos 0 = T'(0).
Dadas dos aplicaciones lineales T',S: E — E’', 1a aplicaciéon T+ S: E — E’ definida
por
(T+8S)e):=T(e)+S(e), VeeE

es lineal. Dada A € R, la aplicacién A-T': E — E’ definida por (A-T)(e) := A-T'(e) es lineal.
El conjunto de las aplicaciones lineales de E en E’, que denotamos Homp(E,E'), es un
R-espacio vectorial.

Es claro que la composicion 710 Ty: E — G de dos aplicaciones lineales Ty: E — F,
Ti: F — @G, es una aplicacion lineal.
2. Definiciéon: Sea T: E — E’ una aplicacién lineal. Se define el nicleo de T, que
denotamos KerT', como sigue

KerT:={e€E: T(e)=0}=T"10)

Se cumple que Ker T es un subespacio vectorial de E.

3. Proposicion: Sea T: E — E' una aplicacion lineal, y e,v € E. Entonces, T(v) = T(e)
si y solo si existe w € KerT de modo que v =e +w.

Demostracion. Evidentemente, dado w € KerT, T(e +w) = T(e)+ T(w) = T'(e). Recipro-
camente, si T'(v) = T'(e), entonces 0 = T(v)-T(e) =T(v—e) y w:=v—e € KerT. Por
tanto, v =e+w. O



Espacios vectoriales 1.2. Aplicaciones lineales. Matrices

4. Proposicion: Una aplicacion T: E — E' es inyectiva si y sélo si Ker T = {0}.
Demostracién. Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior. |

5. Definicién: Sea T: E — E’ una aplicacién lineal. Se define la imagen de T, que
denotamos Im 7', como sigue

ImT :={T(e)eE',ecE})

Se cumple que Im T es un subespacio vectorial de E’. Si E = {eq,...,e,) entonces
ImT =(T(eq),...,T(ey)), pues dado e € E, tenemos que e =Y ; A;e; y T(e) =) ; A;T(e;).

6. Definicion: Una aplicacién lineal T : E — E’ es un isomorfismo si existe otra apli-
cacién lineal S:E' — E tal que ToS =Idg, SoT =Idg.

La aplicacion lineal T' es un isomorfismo de espacios vectoriales si y sélo si es una
aplicacion biyectiva.
7. Proposicion: Sea E un espacio vectorial y {e1,...,e,} una basede E. Sea T: E — E’
una aplicacion lineal. Entonces,

1. T esinyectiva si y sélo si {T'(e1),...,T(e,)} son linealmente independientes.
2. T es un epimorfismo si y sélo si {T(e1),...,T(e,)} generan E’.
3. T es un isomorfismo si y sélo si {T'(eq),...,T(e,)} es una base de E'.

Demostracién. 1. Si T es inyectiva, KerT = 0. Si A1T(e1)+---+ 1,T(e,,) = 0 enton-
ces T(Aie1 +---+ Ape,) =0, luego Aie;+---+Ape, =0y Ay =--- = A, = 0. Por tanto,
{T'(e1),...,T(ey,)} son linealmente independientes. Si {T'(e1),...,T(e,)} son linealmente
independientes entonces dadoe =) ; Aje;,si0=T(e)=Y;1;T(e;) entonces A; =0, para
todoi y e =0. Luego KerT =0y T es inyectiva.

2. Inmediato, porque ImT = (T'(e1),...,T(e,)).

8. Corolario: Si T: E — E' es un isomorfismo lineal, entonces dimpE = dimgE’.

9. Corolario: Sea E un espacio vectorial y {e1,...,e,} una base. Entonces, la aplicacion
lineal T: R® — E, T((A1,++,An)) = A1e1 + -+ Ane, es un isomorfismo lineal.

10. Definicion: Se denomina rango de la aplicacién lineal 7' a la dimension del espa-
cio vectorial ImT'.

11. Proposicion: Sea E un espacio vectorial y {e1,...,e,} una base de E. Sea T: E —
E' una aplicacién lineal. Entonces,

1. T es inyectiva si y sélo si dimE =rgT.

10



1.2. Aplicaciones lineales. Matrices Espacios vectoriales

2. T es un epimorfismo si y sélo si rgT = dimE’.
3. T es un isomorfismo si y sélo si dimE =rgT y rgT = dimE’.
Demostracion. Es consecuencia de[1.2.7 O

Observemos que una aplicacién lineal esta determinada por lo que vale en los
vectores de una base. Efectivamente, si {e1,...,e,} es una base de E, y e € E, ten-
dremos que e = Y ;x;e;, para ciertos x; € R y tendremos que T'(e) = Y ;x; - T'(e;). Si
{e1,...,e,} es una base de E, dados v1,...,v, € E' la aplicacién T': E — E’, definida por
T ;Aie;):=) ;Aijv; es lineal y cumple que T'(e;) =v;.

12. Definicién: Sean E y E’ dos espacios vectoriales, B ={eq,...,e,} unabasede E y
B'={e),...,e},} unabase de E'. Sea T': E — E' una aplicacién lineal. Tenemos que

m
T(ei)= Z/ljie'jf(/hi,---,/lmi), en la base B,
j=1

para ciertas 1;; € R unicas.
Diremos que la caja de nimeros

A1 o A
Aml e Amn
de columnas T'(e;) = (A1;, *+,Ami), es la matriz de T en las bases B y B'. Escribiremos

T =(Aj;).
Si escribimos e = (x1,...,x,) en la base B, T((e) = (x},...,x,,) en la base B, entonces
tenemos que x; =Y 1 Ajix;, que escribiremos de modo reducido

!
xq A1 o A [*

'
Xm Ami 0 Amn Xn

13. Ejercicio: Sean B,B' basesde E y E'. Sea T,S: E — E' dos aplicaciones lineales
de matrices asociadas en las bases B y B', (a;;) y (b;;). Calcular la matriz asociada a
T + S en las bases By B'. Dada A € R, calcular la matriz asociadaa A-T.

Calculemos ahora la matriz de la composicion de dos aplicaciones lineales.

Sean E, E' y E" espacios vectoriales, B ={ey,...,e,} unabasede Ey B ={e],... ,e},}
una base de E' y B" = {e,...,e]} una base de E. Sea T': E — E' una aplicacién lineal
de matriz (1;;) en las bases B, B'. Sea S: E' — E" una aplicacion lineal de matriz (u;)
en las bases B’, B. ;Cual es la matriz (cp;) de SoT: E — E” en las bases B, B"?

11



Espacios vectoriales 1.3. Féormulas de cambio de base

(SoT)e)=SQ_Ajiel) =) AjiS(e) =) ) Aji-trj-ep =2 Hrj-Aji-ey
; ; 7 E

Luego cp; =Y 1<j<m Mrj-Aji (“lafila k de (u,s) por la columna i de (1,,)”), que escribi-
remos de modo abreviado

(eri) = (prj) - (Aji)

1.3. Formulas de cambio de base

1. Definicion: Sea E un espacio vectorial y By ={ejy,...,e,}, Bo ={v1,...,v,} dos bases
de E. Sean e; =} ;aj;v;, para cada i. Se dice que (a;;) es la matriz de cambio de base
defﬁlez.

2. Proposicion : Sea E un espacio vectorial y B1 = {e1,...,e,}, Bo = {v1,...,v,} dos
bases de E. Sean e; =} ;a;;vj, para cada i. Sea e € E, (11,...,A,) las coordenadas de e

en la base B1 y (A,...,A}) las coordenadas de e en la base By. Entonces,
Ay a1 - an\ (M
A; Ain *** Qnnp An

Demostracion. Seald: E — E,la aplicacion lineal identidad. La matriz de Id en las ba-
ses B1,Bz es (a;;), luego si e = (14,...,1,) enla base By, entonces Id(e) =e = (1},...,1})
en la base Bg, de modo que

!
A% aix - a1\ (A1

/
An Aln *°° QAnn An
O

Sea E un espacio vectorial de base B ={e1,...,e,} y Id: E — E la aplicacion lineal
identidad, Id(e) = e. La matriz de Id en las bases B y B es

10 - 0
01 0
Id=|. . .
0o o0 - 1

12



1.4. Aplicaciones lineales equivalentes Espacios vectoriales

Sea T': E — E' es un isomorfismo lineal y (1;;) la matriz de T' en las bases By B'.
Diremos que la matriz de T~!: E' — E en las bases B’ y B es la matriz inversa de (Aij)
y la denotaremos (A; J-)_l, que es la matriz que cumple

1 () ()

0

i)t i) = .
0 0 1

porque T~ 1o T =1d.
3. Proposicién: Sea T: E — E’' una aplicacién lineal. Sean B1 = {e1,...,ep,} y Bg =
{v1,...,v,} dos bases de E y supongamos que v; = ¥ jaj;ej. Sean B} ={e,...,e,} y
By ={v},...,v;,} dos bases de E y supongamos que v, = Zja}ie']..

Si (A;) es la matriz de T en las bases B1, B’l, entonces la matriz (u;j) de T en las
bases By, Bj, es igual a

(uij) =@} )™ (i) (@ij)

Demostracién. Se deduce del diagrama conmutativo

(Ai5)
Bq E —T>E’ Bll
(aij)TId IdT(a/ij)
T ’

_— !
By E~E B,

1.4. Aplicaciones lineales equivalentes

1. Definicién: Diremos que dos aplicaciones lineales T',S: E — E’ son equivalentes
si existen bases B1,Bg de E y bases B|,B;, de E’' de modo que la matriz asociada a T
en las bases B;l,B’1 sea igual a la matriz asociada a S en la bases Bz,B’z.

2. Proposicion: Dos aplicaciones lineales T',S : E — E' son equivalentes <= existen
isomorfismos lineales ¢: E —E y ¢': E' — E’, tales que el diagrama

E-L.p

Lk

E_S. g
es conmutativo.

13



Espacios vectoriales 1.4. Aplicaciones lineales equivalentes

Demostracion. =) Sean By ={ey,...,e,},Ba={v1,...,v,} bases de E 'y B} ={e',...,e},},
B;, = {v},...,v),} bases de E’ de modo que la matriz (a;;) asociada a T' en las bases
B1,B] seaigual ala matriz asociada a S en la bases By, B,,. Sea ¢: E — E, la aplicacién
lineal definida por ¢(e;) := v;, para todo i (de inversa obvia) y ¢': E' — E’, la aplicacién
lineal definida por ¢'(e;) := v;, para todo i (de inversa obvia). El diagrama

(a;;)
—

B, E B

T
(Id)l(b (ﬁ’l(ld)

S / /
B E —>(aij) E B2

es conmutativo.
<)Sean ¢p: E—~E y ¢': E' - E’', tales que el diagrama

E-L. g

.t
E-S-F
es conmutativo. Sea By = {ey,...,e,} una base de E, y B} = {e',,...,e},} una base de E’
y (@;;) la matriz de T en las bases B1,B’. Entonces, Bz := {¢(e1),...,{(e,)} es una base
de E y B, :={¢'(e)),...,¢(e},,)} es una base de E'. Del diagrama conmutativo

(aij)

B, E—>E B
(Id)lqb (P’L(Id)
B, E-2-E B

se deduce que la matriz asociada a S en las bases B, B’2 es (a;;).
O

3. Lema : Sea {e1,...,es} una base de KerT y sea {ei,...,es,...,e,} una base de E.
Entonces, T(eg11),...,T(e;) es una base de ImT.

Demostracion. T(es+1),...,T(e,) generan ImT': Dado T'(e) e Im T, escribamos e = Aieq+
st Ages+ -+ Ape,. Entonces, T(e) = Ag 1T (egi1)+---+ A, T(ey).
Son linealmente independientes: Si g 17T(es+1)+:--+A1,T(e,) =0, entonces T'(Asi1e5+1+
-+ A,e,)=0. Luego, e = Agr1e511+ -+ Ane, €KerT ye=A1e1+:--+Aseq, para ciertos
A; € R. Por tanto,
O0=Ae1+--+Ases—(Agp1e541+- -+ Aneyn)

y A; =0, para todo i. |
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1.4. Aplicaciones lineales equivalentes Espacios vectoriales

4. Proposicion: Sea T: E — E' una aplicacién lineal. Entonces,
rgT =dimE —dimKerT

5. Teorema: Sea T: E — E' una aplicacién lineal. Existen bases B = {eq,...,e,} de E

y B'={e',...,e},} de modo que la matriz asociada a T es la matriz (por bloques)
1 0 0
Id| 0 0 r O
( 00 )  1d=
0 0 1

Ademds, r ha de ser igual al rango de T. Diremos que esta matriz es la matriz reducida
asociada a T.

Demostracién. Sea n =dimE y n—r =dimKerT. Sea e,;1,...,e, una base de KerT
y ampliemos a una base B = {eq,...,e,,...,e,} de E. Sabemos por el lema (1.4.3] que
T(e1),...,T(e;) es una base de Im7T. Ampliemos a una base B’ = {e| = T(e1),... e} =
T(e,),e! 1,...,e,,} de E'. La matriz de T en las bases B, B es la requerida.

Ademas si tenemos una matriz reducida asociada a T, es claro que la dimensién
deImT esr.

O

6. Corolario: Dos aplicaciones lineales T,S: E — E' son equivalentes si y sélo si tie-
nen el mismo rango.

Demostracién. Sitienen el mismo rango, las matrices reducidas asociadas son iguales,
luego T' y S son equivalentes. Si son equivalentes entonces Im7 = Im S, luego tienen
el mismo rango. O

7. Teorema: Sea T: E — E’ una aplicacién lineal y B = {eq,...,e,} una base de E.
Reordenando los vectores de la base de B si es necesario, existe una base B’ de E' de
modo que la matriz de T en las base B,B’ es igual a

( Id | (a;)) )
0 0

De nuevo r ha de ser igual al rango de T. Esta matriz se dice que una matriz escalonada
por filas asociada a T.
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Demostracion. ImT = (T'(eq),...,T(e,)). Cualquier subconjunto de {T(e1),...,T(e,))
maximal con la condicion de ser linealmente independientes es una base de Im7T.
Reordenando los vectores de B ={ey,...,e,}, puedo suponer que T'(e1),...,T(e,) es una
base de ImT. Sea B' = {e| = T'(ey),...,e, = T(e,),e)_,...,e,} una base de E'. Obser-
vemos que T'(e;) € ImT = (T(ey),...,T(e;)), luego existen a;; € R, tales que T(e;) =
Y1<i<raijT(e;), parar < j <n.La matriz de T en las bases B, B’ es la requerida.

O

Expresemos los dos teoremas anteriores en términos meramente matriciales.

8. Definicion: Diremos que dos matrices A,B € M,,«,(R) son equivalentes cuando
existen matrices cuadradas invertibles P € M,,«,(R) y @ € M,,«, de modo que B =
Q-A-P.

9. Teorema: Si A € M,,«,(R) es una matriz de rango r, entonces es equivalente a la

matriz reducida
Id |0
0|0

10. Teorema: Sea A € M,,.,(R) es una matriz de rango r, entonces existe una matriz
cuadrada invertible P € M, « 1 (R), de modo que

Id (aij)

P'A:(o 0

) (reordenando las columnas)

es una matriz reducida por filas.

1.5. Sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales

a11x1+ - +apx, = bi
(*) .................. —

Am1X1+ - +AmpXn = bp

de variables x1,...,x, y coeficientes a;;,b; € R. Queremos calcular las soluciones de
este sistema de ecuaciones, es decir, los valores que han de tomar las x1,...,x, para
que se cumplan las m igualdades.

Podemos escribir el anterior sistema de modo matricial

ailz -+ Qi1p X1 b1

Aml *°° QOmn Xn bm

16



1.6. Calculos Espacios vectoriales

Asi pues, si consideramos la aplicacion lineal T': R* — R™, cuya matriz en las ba-
ses estandar de R" y R™, es (a;;), y consideramos el vector b = (b1,...,b,) € R™, las
soluciones del sistema (x) son aquellos vectores x = (x1,...,x,) € R" tales que T'(x) =b.

Denotemos por vy = T((1,0,---,0)) =(a11,...,Am1),-.., Vp = T((0,---,0,1) =(@1n,---,Amn)
los vectores columnas de la matriz (a;;).

1. Proposicion: El sistema de ecuaciones (x) tiene solucién si y sélo si
dim(b,vq,...,v,) =dim{vy,...,U,).

Demostracion. Elsistema () tiene solucion <= beImT = (vy,...,v,) < (b,U1,...,U,) =
(V1,...,Uy) <= dim(b,vq,...,v,) =dim{vy,...,v,). |

2. Proposicion: Si el sistema de ecuaciones (*) tiene una solucién x', entonces
{Soluciones del sistema ()} ={x'+y, Vy € Ker T}

3. Definicion: Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible si existen solucio-
nes.

4. Proposicion: Supongamos que el sistema de ecuaciones (*) es compatible. Entonces
tiene una tnica solucion <= el rango de (a;;) es igual a n.

Demostracion. El sistema de ecuaciones (*) tiene una unica solucion <= KerT =0
< dimKerT =0 <= rango (a;;)=n—-dimKerT =n. m|

1.6. Calculos

1.6.1. Matriz traspuesta

1. Definicion: Sea A = (a;;) € M, x,(R) una matriz. Llamaremos matriz traspuesta
de A, que denotaremos A’ = (afj) € M, «m(R), a la matriz definida por aﬁj :=aj; (que es
la matriz A’ cuyas filas son las columnas de A).

2. Proposicion: Se cumple que
1. (A-B)!=B!-A!, para todo A € M, n(R) y B € M, n(R).
2. (AH 1 =AY, para toda matriz cuadrada invertible A.

Demostracion. 1. Escribamos A = (a;;), B=(b;;), A-B=C =(c;;), donde c;; =3 ;a; -
bij; Bt-A'=C'= (c;j) donde c’ij =¥ bgl -afj. Tenemos que ver que c’l’.j = c’ij, ahora bien
ci;=cji=XYia; by =cj;.

2. Como A -A~1 =1d, trasponiendo (A~1)- A? =1d’ =1d, luego (A?)"1 = (A1)
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Espacios vectoriales 1.6. Calculos

3. Definicion: Sea A =(a;;) € M, (R) una matriz y
vi=(a11,-.-,am1),---,Un =(@1n,....Amn)

los vectores columna de A. Llamaremos rango de A, que denotamos por rg(A), al ni-
mero maximo de columnas linealmente independientes, es decir, a dimg(v1,...,0,).

Si T: R® — R™ es la aplicacion lineal cuya matriz asociada en las bases estandar
es A, entonces rg(T) = rg(A), porque rg(T) = dim, ImT = dimy{vy,...,v,). Si S: R” —
R™ es un isomorfismo lineal, entonces rg(7T oS) = rg(T'), porque Im(7T o S) = Im(T). Si
S’: R™ — R™ es un isomorfismo lineal, entonces rg(S’ o T') = rg(T), porque S’: ImT —
Im(S’oT) es un isomorfismo lineal, luego dimy, Im 7' = dimIm(S’ o T'). En conclusién, si
BeM,,(R)y B' € M,,xn(R), son matrices invertibles rg(A) =rg(B’- A - B).

4. Proposicién: Se cumple que rg(A) =rg(AY).

Demostracion. Dada A € M,,«,(R), por el teorema [1.4.9, existen matrices invertibles
PeM,.,(R)yQ € M,,(R), de modo que

e (35)

At = Qt . (E‘i) .Pt
0
Por tanto, rg(A) = rg( 181 8 ) =rgA’. O

1.6.2. Transformaciones elementales

Luego,

Sea E un R-espacio vectorial de base {e1,...,e,}. Sea E' = (vy,...,v,) € E un subes-
pacio vectorial y supongamos v; =3 ;a;je;. Siai; #0, sean

a;1a19 a;ial
! )62+'--+(ain— ! z
aii aii

! .
v, :=v;—(a;1/a11)-v1 = (a;2— Je, S{eq,...,ep), paral<i<r.

Observemos que (v1,vs,...,Ur) = (V1,Vj,...,V,). Matricialmente, si

aixz ai2 -+ Qin
a1 Qg2 - Qg
arly Qr2 *° Qrp
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1.6. Calculos Espacios vectoriales

es la matriz de filas vq,...,v,, entonces
a11 a12 Q1n
_a2aa12 | _ @2101n
0 a2——_ a2n = =4
_aria12 | _ @ri@in
0 ap an Arn a1l

es la matriz de filas, v,v, = ve — (a21/a11)-v1,...,0, = v, — (a,1/a11) - v1. Ademas,

1 0 e 0 all a12 oo aln all a12 .o aln
az1a12 ag1a1
—agi/at; 1 - 0] |ag1 ass -+ agp, 0 age-— AT o ag, - AR
—arl/au 0o --- 1 ar1 QArp2 * Qpp 0 aro— ariai2 Qrp — ariQin

ai ail

Siai; =0y algin a;; # 0, definiremos v’1 =v1 +v; y podremos suponer que a1 # 0.
Por tdltimo permutando los vectores de la base {e1,...,e,}, podemos suponer que algin
a;1 # 0 (salvo que todos los a;; sean nulos).

Cuando a una fila de una matriz le restemos otra fila multiplicada por un factor
diremos que hemos hecho una transformaciéon elemental de la matriz. Asi sucesiva-
mente, por transformaciones elementales de filas (salvo reordenacién de las columnas)
obtendremos una matriz triangular

1 e
T |B " s
, T'=: . |, B=(b;j)
0 - Ags
con Ai1,...,Ass no nulos y tendremos que (v1,...,v,) esta generado por las s filas de

(T ‘ B )y que dimg(v1,...,v,) =s.
Si seguimos operando con las filas podemos obtener una matriz

Alc A - O
(0 0)’ A=l i el C=ley)
0 - Ags
. . . AlC
Ademas habremos ido calculando la matriz P tal que P-A = 0o |

Si tenemos un sistema de ecuaciones lineales A -x = b, entonces (reordenando las

variables)
Al C B B o
( 0o )-x—P-A-x—P b=:b
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Espacios vectoriales 1.6. Calculos

!

41 =~ =b;, =0y en este caso las soluciones son

El sistema es compatible si b

/

X1 bl Xs+1
= A_l . — A_l .C-

Xg bl X,

Observemos que para b =0 (luego b’ = 0), estamos calculando Ker A.

5. Observacion: Sea A € M,,,,(R). Mediante transformaciones elementales de A por
columnas (salvo una permutacion de las filas) obtenemos igualmente una matriz

A1 - O

AlO
(ﬂ%) A=l ] C=(ey)

0 - Ags

A
Ademas habremos ido calculando la matriz P € M,,«,(R) tal que A-P = (T‘%)

1.6.3. Determinante de una matriz. Matriz inversa

6. Notacion: Sea N, ={1,2,...,n}, diremos que una biyecciéon o : N, — N,, una es una
permutacion de N,,. El conjunto de todas las permutaciones de N,, lo denotaremos S,,.
7. Definicion: Consideremos el polinomio A(xy,...,x,) = [[;<;(x; —x;). Dada una per-
mutacion o € Sy, tendremos que A(xy(1),...,X0(n) = [1i<j(Xo() = Xo(j)) = £A(x1,...,%n).
Se define signo(o) al nimero real +1, que cumple

Ax5(1),- - -, %o(n)) = 5igno(0) - Alx1,...,x,) ()

Consideremos una permutacion 7 € S,, si en la igualdad (*) sustituimos x; por
X1(j), para todo x;, tendremos A(xX;(5(1)),- - - » X1(0(n))) = 5igN0(0) - A(xX1(1), ..., %1(n)), luego

signo(t o) - A(x1,...,%,) = AX1(51), - - - » X1(0(n))) = S18NO(0) - A(x7(1), - - -, X1(n))

= signo(o) - signo(7) - A(x1,...,%,)

Por tanto, signo(t o 0) = signo(c) - signo(r). Como signo(Id) = 1, entonces 1 = signo(o o
o~ 1) = signo(o) - signo(o 1) y signo(o) = signo(o ).

Dados i,j € N,, distintos, denotaremos o = (i,j) la permutacién que cumple que
o(i)=Jj,0(j)=iyo(k)=F,paratodo k #1,].

Es facil comprobar que signo((1,2)) = —1. Dados i, distintos, sea 0 una permuta-
cién cualquiera tal que o(1) =i y 0(2) = j. Entonces, 0 0(1,2)oo~! = (i, j). Por tanto,

signo((z,j)) = signo(g o(1,2)o0 o= signo(o) - signo((1,2))- signo(a‘l) =-1
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8. Definicion: Sea (a;;)1<; j<n, una matriz “cuadrada”. Llamaremos determinante de
las matriz (a;;), que denotaremos det(a;;) o |a;;|, al niimero real definido por

det(a;;):= )_ signo(0):as(1)1** Co(yn

gesS,
. .. |a b|_
9. Ejercicio: ‘C d'—ad cb.
dy - 0
10. Ejercicio: | : .. :|=di---d,.
0 - d

11. Proposicion: Sea (a;j)1<; j<n Una matriz cuadrada. Entonces,
det((a;;)) = det((a;;)")

Demostracion.
det((a;))) = ) signo(0)- @y gy, = ), Signo(0):a1501)**@notn)

gesS, €Sy,

. . -1
= ) signo(0)-a,-11)1***Co-1mn = 2, SINO(0 ) A y-1(1y1 @ y-1(n)n

geS, €Sy
=det((a;;))

O

Dados n-vectores v; = (a1;,...,a,;) definiremos det(vy,...,v,) = det(a;;).

12. Proposicion: Se cumple que

1. det(vy,...,A-v;,...,v,) = A-det(vy,...,V;,...,Uy), luego det(vq,...,0,...,v,) =0.

2. det(vy,...,v; +v},...,v,) = det(vy,...,v;,...,0,) + det(vy, ..., V],...,v,).

3. det(vy,.t.,viy...,Vj,...,0p) = —det(vy,.t.,0),..., V4, .., Us). En particular, se cum-

ple que det(v1,.t.,v,...,v,...,v,)=0.

4. Siv; es combinacion lineal de los demds v, entonces det(vy,...,v,) =0.

5. det(vy,.t.,vi+2 jx; Ajvj, - ,vn) = det(vy,...,v,).

Demostracion. 1. det(vy,...,A-v;,...,v,) = Y signo(o)-agsm1-A Qg Con = A-
g€eS,

ZS signo(o) a1 @oi)i***Qomn = A-det(vy,...,v;,...,U,).
€S,
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2. det(vy,...,vi +Vly.c,Up)= Y signo(0) - ag(y1 -+ (@o(i)i + @iy Qo

g€esS,

Y signo(0)- g1 Aot Gomn + signo(0) - Ag(y1 -+ Ay - Aotnin
geS, €Sy

!
=det(vy,...,v;,...,v,) +det(vy,...,v;,...,0p)

3. Denotemos la matriz de columnas v1,.%.,v},...,0;,...,Uy, (b;;). Para cada permu-
tacion o sea o' = o o(i, ). Observemos que (¢') = 0. Ademas, signo(c’) = —signo(o). Por
tanto,

signo(0) - o)1 o) *** Qo())j - Go(nyn = —SIgNO(0") - Agr(1)1 QB g'(j)i " Co'(i)j *  Ao'(m)n
—signo(o’)-bgr 1)1+ bor(j)j - bo'ii* botin

Luego, det(vy,.t.,v;,...,Vj,...,0,) = —det(vy,.2.,v),...,0i,...,Up).

1 1.,2. j 3
4. det(Ul,'%',Zj;tiAjvj,"‘,Un) = Zjiidet(vl,.f.,vj,...’vn):O.
O

13. Definiciéon: A = (a;;) una matriz. Llamaremos matriz adjunta rs de A, que de-
notaremos Ad(A),s, a la matriz que se obtiene de eliminar en A la fila r y la columna
s.

14. Proposiciéon: Sea A =(a;;)1<;,j<n una matriz cuadrada. Entonces,
det(A) = a1 det(Ad(A)11) —ag1 det(Ad(A)g1) + -+ (=1)" La,1 - det(Ad(A),1)

Demostracion. Sea B = (b;;) una matriz, tal que los coeficientes de la columna k-ésima
cumplen que b, = 0 para todo j, salvo by, = 1. Es facil ver que para esta matriz que
det(bij) =det(Ad(B)xp).

Sean v; = (a1i,...,@xi), para todo i, es decir, en la base estdandar R", v; =} ;ajie;.
Entonces, det(A) = det(vy,...,v,) =det(Xrarier,ve,...,0n) =2 pary-detlep,ve,...,0,) Y
permutando e, con ve, después con vs y asi k£ — 1 veces, obtendremos que

det(4) =Y (-1 - ap1 -detva, - ep,+,vn) = Y (-DF 1y - det(Ad(A)y)
k k

O

15. Observacion: Hemos calculado el determinate “desarrollando a partir de la pri-
mera columna”, si queremos desarrollarlo a partir de la columna i-ésima observemos
que .

det(vy,vg,...,0;,...,05) = (=1 L-det(v;,v1,v9,...,0,)
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1.6. Calculos Espacios vectoriales

Luego, det(A) = (-1)'"1-(ay; det(Ad(A)1;)—asg; det(Ad(A)g;)+-+(—=1)"La,;-det(Ad(A),;)) =
Y (-1 " a;; det(Ad(A);).

Si queremos desarrollarlo por filas en vez de por columnas recordemos que det(A) =
det(A?). Por tanto, det(A) = ¥ ;(—1)*'a;;det(Ad(A);)).

a b c
16. Ejercicio: Demostrarque |d e f|=aei+dhc+bfg—(gec+dbi+hfa).
g h 1

Si A no es invertible, entonces alguna columna es combinacion lineal de las demas,
luego det(A) = 0. Sea A una matriz cuadrada invertible (es decir, las columnas son
linealmente independientes). Mediante sucesivas transformaciones elementales por
columnas podemos obtener una matriz diagonal

di -+ 0
A=|: - |, di#0,Vi
0 - d,

y tendremos que det(A) =det(A) =d;---d, # 0. Por tanto, una matriz es invertible si y
sélo si su determinante es distinto de cero.

17. Proposicion: det(A -B) = det(A)-det(B).

Demostracién. Si B no es invertible, entonces A -B no es invertible. En tal caso, det(A -
B)=0=det(A)-det(B).
Supongamos que det(B) # 0. Por transformaciones elementales de columnas

di - 0
B=A=[: - :
0 - d,
y por transformaciones elementales de columnas A-B=A-Ay

det(A -B)=det(A-A)=det(A)-dy---d, = det(A) det(A) = det(A)-det(B)
O

18. Proposicién: Si A es una matriz cuadrada invertible, entonces det(A~1) = det(A)™.

Demostracién. 1=det(Id) =det(A-A™1)=det(A)-det(A™1).
O

19. Teorema: Sea A =(a;;) € M,(R) una matriz. Sea B = (b;;) la matriz definida por

bii:= (1" det(Ad(A);;)
Entonces, A-B =det(A)-1d. Por tanto, si A es invertible, A~1 = B/det(A).
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Demostracion. Escribamos (c;j) = A-B. Entonces, ¢;j =Y, ai,-br; = Zk(—l)k+j-aik .
det(Ad(A);z). Luego c;; es el determinante de la matriz igual a A salvo que se ha
sustituido la fila i de A por la fila j de A (y la fila j sigue siendo la fila j). Si una
matriz tiene dos filas iguales su determinante es nulo. Por tanto, ¢;; =0sii#jy
c;; = det(A). En conclusion, (c;;) = det(A)-Id.

O

1.7. Problemas

1. Calcular las coordenadas de un vector de R® respecto de la base
%1 =1{1,2,3), (3,4,0), (1,1,0)}

sabiendo que sus coordenadas respecto de la base %9 ={(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)}
son (1,1,1).

2. Sean % = {e1,e2}, B = {uy,u} y B3 = {v1,va} tres bases de R? tales que u; =
e, ug =2ej+eg, vi =e1 y vy = e +4ey. Usando las matrices de cambio de bases,
calcular las coordenadas del vector u = 2u; + 5ug respecto de la base %s.

3. Dada la aplicacién lineal T : R? — R? definida por f(x,y,z) = (2x + y,y — 2), cal-
cular la matriz asociada a T respecto de:

1. las bases usuales de R? y R?;
2. las bases Z=1{(1,1,1),(0,1,2),(0,2,1)} de R? y &’ = {(2,1),(1,0)} de R.

4. Obtener la matriz asociada a la aplicacién lineal T : R2 — R3 determinada
por la igualdades f(1,2) =(1,1,2), f(2,3) =(2,10,1) respecto de las bases & =
{(1,1),(1,3)} de R? y ' ={(1,0,1),(1,1,0),(0,0,2)} de R3.

5. Calcular el rango de la matriz

2 2 2 1 1 4
-1 -1 -3 0 2 -1
1 2 1 1 1 3
3 1 2 -2 -1 -1
4 -2 -2 -6 0 8

6. Sea E' =((1,2,3,4),(2,3,1,1),(5,8,5,6),(0,0,0,1)) < R*. Calcular una base de E'.

7. Sea T : R?2 — R3 la aplicacién lineal definida como T'(x,y) = (x + y,x + y,x + y).
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8.

9.

10.

1. Hallar la matriz asociada a T en las bases usuales.
2. Calcular bases de ker(7T") e Im(T).

Consideremos la aplicacién lineal T : R? — R* que respecto de las bases usuales
de R? y R* viene dada por

T(x,y,2)=(x+z,y+z,x+2,y+2)

1. Calcular la matriz A de T respecto de las bases usuales de R? y R%.

2. Calcular el rango r de A y determinar matrices P y @ tales que

I,O)

Q_IAP:( 0 0

3. Escribir una base de ker(7T).

4. Escribir una base de Im(7").

En R? consideramos una base 2 fija. Sean T'y S € Endg(R?) tales que sus matri-
ces asociadas respecto de % son A y B, donde

11 2 0 21
1 2 1 1 10

Calcular las matrices asociadas a las aplicaciones SoT y T oS respecto de 2.

Se llama determinante de Vandermonde de unos ciertos escalares (x1,...,x,)
al determinante definido por la igualdad

1 1 ... 1

X1 X2 Xn

2 2 2

Vixy,...,xn)=| *¥1 X2 -0 X
n-1 n-1 n-1

x] X x,

Probar la siguiente relacién de recurrencia:
V(x1,...,x0) = (@p —x1) - (Xp-1—21)-...- (g —x1) - V(x2, ..., %xp).

Concluir de lo anterior la siguiente igualdad: V(x1,...,x,) = [I;<;(x; — x;). Como
consecuencia, el determinante de Vandermonde de unos escalares es igual a 0 si
y s6lo si entre dichos escalares hay dos iguales.
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Espacios vectoriales 1.7. Problemas

Como aplicacién de lo anterior probar que se satisface la igualdad

1 1 1 ... 1

1 2 22 ... ord

1 3 32 ... 3"t |_q1.9..... (n—1).
1 n n?2 ... a*l

11. Sea A € My, «xn(R). Probar las siguientes igualdades y afirmaciones
(AHt=A.

(A +B)t = At + Bt para cualquier matriz B € 4, x,(R).
(A-B)!=Bt-At, para cualquier matriz B € /. ,(R).

Si A es invertible, (A~1)t = (At)~1.

Si A tiene coeficientes reales, entonces A'-A =0 si, sélo si, A = 0.

A

12. Sea A € M,,(R). Probar que
1. (A +A?%) es simétrica y (A — A) es antisimétrica.
2. A=J(A+AY+2(A-AY

3. A puede escribirse, de modo unico,como suma de una matriz simétrica y
otra antisimétrica.

13. Diremos que una matriz N cuadrada de orden n es nilpotente si existe un
numero natural r = 1 tal que N” = 0,,. Probar que si N es nilpotente, entonces la
matriz I, — N es invertible y, ademas:

(I-N)y'=I,+N+N?+...+N"L.

Como aplicacion, calcular la matriz inversa de la matriz siguiente:

=l el ool S
S OO - DIN
S O = DN W
S H N Wk
=N Wk O

14. Probar que A y B son invertibles si, y sélo si, A @ B es invertible. En tal caso
(AeB)y'=A"leB™ L
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15. Consideremos la matriz cuadrada

A1 Ax )
A=
( Ag; Ag )’

con A11 y Ago matrices cuadradas. Probar que si A1; es invertible, entonces

Al =1A11]-|Age — A1 AT{ Aral.
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Capitulo 2

Endomorfismos. Matrices cuadradas

2.1. Maximo comun divisor de dos polinomios

1. Definiciéon: Llamaremos maximo comun divisor de dos polinomios p(x),q(x) #0 €
R[x], que lo denotaremos por m.c.d.(p(x),q(x)), al polinomio ménico de grado maximo
que divide a p(x) y q(x).
Sipx)=a-(x—a)*t---(x—a,)"yqx)=b-(x—a)™---(x—a,)",con nj,m; =0,
entonces
m.c.d.(p(x),q(x)) = (x — ay)Pm) L (x — g, )RR M)

Vamos a desarrollar el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comun divi-
sor de dos polinomios pi(x), pa(x) # 0: Sea p3(x) el resto de dividir p;(x) por pa(x). Es
decir, tenemos que

p1(x) =c1(x)- pa(x) + p3(x),

con gr(ps(x)) < gr(pa(x)) (6 p3(x)=0). Observemos que un polinomio divide a p1(x) y a
po(x) siy sélo sidivide a po(x) y p3(x). Luego, m.c.d.(p1(x), pa(x)) = m.c.d.(pa(x), p3(x)).
Si ps(x) # 0, repitamos la division con pa(x) y p3(x): tenemos

pa(x) = ca(x)- p3(x) + pa(x),

con gr(p4(x)) < gr(ps(x)) (6 p3(x) =0). De nuevo, m.c.d.(pa(x), p3(x)) = m.c.d.(p3(x), pa(x)).

Asi sucesivamente, vamos obteniendo polinomios p1(x), p2(x), p3(x),..., pr(x). Este pro-
ceso termina cuando p,(x) = 0 (recordemos que gr(ps) > gr(ps(x) > gr(ps(x) > ...). Por
tanto,

m.c.d.(p1(x),pa(x)) =m.c.d.(pa(x),p3(x))=---=m.c.d.(pp-1(x),pr(x)) =m.c.d.(p,-1(x),0)

:pn—l(x)-
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Observemos que

m.c.d.(p1(x), pa(x)) = pp—1(x) = pp—3(x) — c—3(x)pp—2(x)
= pn-3(x) = cn-3(x)Pr_a(x) — cp_a(x)pp_3(x))
= —p-3())Pn-a(x)+ (L +cp-3(x)cp-a(®))pn-3(x) == Ux)p1(x) + p(x)pa(x)

2. Ejercicio: Calcular el méximo comun divisor de 3 —3x2 +3x+1y 22— 1.

Se dice que dos polinomios de grados mayor que cero, p(x) y g(x), son primos entre
si si el maximo comun divisor de p(x) y q(x) es 1. Si p(x) y g(x) son primos entre si
existen dos polinomios A(x), u(x) tales que A(x)- p(x) + u(x) - g(x) = 1.

2.2. Aplicaciones

Sea T': E — E un endomorfismo R-lineal.

Dado un polinomio p(x) =a,x" +---+a1x + ag € Rlx], denotaremos p(T)=a, - T" +
ctar-T+ag:=an-(To"-oT)+---+a1-T+ao-1d. Observemos que dados p(x), q(x) € R[x],
si h(x) = p(x)-q(x), entonces A(T) = p(T)oq(T). Ademas, como g(x)-p(x) = h(x), entonces
q(T)o p(T)=h(T)=p(T)oq(T).

1. Proposicién: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Sean p1(x), pa(x) primos entre
sty p(x) = p1(x)- pa(x). Entonces,

Ker p(T) = Ker p1(T) ® Ker po(T)
Demostracién. Sean M(x), u(x) tales que A(x)- p1(x) + (x)- p2(x) = 1. Luego,
Id=MT)- p1(T)+ w(T)- po(T)
Dado e € Ker p(T), entonces
e =1d(e) = (MT) - p1(T) + w(T) - p2(T))e) = MT)p1(T)e)) + (T pa(T)(e))
Ahora bien, M(T)(p1(T')e)) € Ker pa(T), porque po(T)AUT)(p1(T)e))) = MT)(p(T)e)) =
0, e igualmente u(T)(p2(T)(e)) € Ker p1(T). Por tanto, Ker p(T) = Ker p1(T)+Ker po(T).

Por ultimo, Ker p1(T) nKer po(T') = 0, porque si e € Ker p1(T) nKer po(T'), entonces

e=1Id(e)=(MT) - p1(T)+ w(T)-p2(T))e)=0+0=0
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2.2.1. Ecuaciones diferenciales de orden n con coeficientes cons-
tantes

Sea F' el conjunto de todas las funciones de los nameros reales a valores complejos
infinitamente diferenciables. F' es un C-espacio vectorial. Sea D: F — F, D(f(x)) =
f'(x) el operador derivada. Es claro que D es un endomorfismo C lineal de F'.

2. Formula de conmutacion: Sea P(x) € Clx]. Para toda y € F'y a € C, se cumple que
PD)e*™ - -y)=e* -P(D + a)(y)

Demostracion. D(e* -y)=a-e* -y+e®™-D(y)=e*-(D + a)(y).
D2(e%-y) = D(D(e“*-y)) = D(e®*-(D+a)(y)) = e**(D+a)(D+a)(y)) = e“x_-(D+0£)2(y)-
Asi sucesivamente, D" (e®* - y) = e** - (D + a)*(y) y para P(D) =) ;a;D' tendremos
que

PD)(e*-y)= ZaiDi(e“x cy)= Zai ™ .(D +a)(y)=e™-P(D + a)y)

3. Teorema: Se cumple que
1. KerD" ={Polinomios de grado menor que r}.
2. Ker(D — a)" =e®* -{Polinomios de grado menor r}.
3. Si p(x)=(x—ai)**---(x—a,)", entonces

Ker p(D) = e%* - {Pol. de grado menor n1}&---®e** -{Pol. de grado menor n,}

Demostracion. 1. Si p(x) = asx® +as_155 1 +---+ag € Clx] es un polinomio de grado s,
entonces D(p(x)) = (sag)x* 1 +(s—1Das_12° 2 +---+0 es un polinomio de grado s—1. Por
tanto, si p(x) es un polinomio de grado menor o igual que r, D"(p(x)) = 0.

Veamos el reciproco. Procedamos por induccién sobre r. KerD es igual a las fun-
ciones constantes, es decir, a los polinomios de grado menor que 1. Supongamos r > 1.
Dada f(x) € KerD", tendremos que 0 = D" (f(x)) = D" 1(D(f(x)), luego por hipétesis de
induccién D(f(x)) = ar_2x" 2 +---+ayg, para ciertas a;. Luego f(x) = far_zx’_2 +---+ag
que es un polinomio de grado menor que r.

2. D-a)fx)=0 <= 0=D—-a)(e*™-e ™™ . f(x))=e™-D"(e™ ™. f(x)) <
0=D"(e™*:-f(x)) < e - f(x) es un polinomio de grado menor que r <= f(x) es
e multiplicado por un polinomio de grado menor que r.

3. Ess consecuencia de que Ker p(D) =Ker(D —a1)"* & --- @ Ker(D — a,)" y de 2.
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4. Ejercicio: Resolver las ecuaciones diferenciales: y""' —2y"" +2y" =0, y" + y = 0.

Consideremos una ecuacion diferencial P(D)(y) =z, con z € F.. Sea y( una solucion
particular. Entonces, y € F' cumple que P(D)(y) =z si y sélo si

y=1y0+y1, con y; € Ker P(D)

Métodos para calcular soluciones particulares.

1. Queremos resolver una ecuacion P(D)y =z, con z € F, de la que sabemos que
existe un polinomio @(x) primo con P(x) tal que Q(D)z =0:

Sean A(x) y u(x) tales que A(x)- P(x)+ u(x) - @(x) = 1. Por tanto, A(D)-P(D)+ u(D)-
®R(D) =1d. Si aplicamos esta igualdad a z, obtenemos

z=MD)-P(D)(z)=P(D)MD)(2))

Por tanto, una solucién particular es y = A(D)(2).
5. Ejercicio: Resolver la ecuacién y" — y = x”.
2. Vamos a denotar [ f = I%f y en general [-*- [ f = %f.
Sea P(x) =(x—a1)*'---(x — a,)" . Existen polinomios @1(x),...,Q (x) tales que

! L 9w @

(x—a) - (x—a)  (x—a)™  (x—ap)r

Resolvamos la ecuacién diferencial P(D)y = z.

1 D), D)« QD) QDta) .
"D Doap Tt Doaym D a2 oy < f

2.2.2) . n; —a:
= ealx.Qi(D+ai).f..L.fe alx.z
i

y

i i

6. Ejercicio: Resolver y’ —y=senx.

2.2.2. Ecuaciones en diferencias finitas

Sea Suc(C) ={(a,)} el C-espacio vectorial de las sucesiones de nimeros complejos.
Sea el “operador siguiente” V: Suc(C) — Suc(C) la aplicacion C-lineal definida por
V(a,)=(a}), donde a), =a,+1. Sea A =V —1d, el “operador diferencia”.

7. Formulas de conmutacion: Sea P(x) € Cl[x]. Entonces para toda sucesion (a,) €
Suc(C)y a€C, se cumple que

1. P(V)((a™)-(ap)) = (@™)-P(aV)(ay)
2. P(V-a)(a™)-(ay)) =(a™)-P(a-A)a,)
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Demostracion. V((a™)-(a,)) = (@) (an+1) = a-(@®)-V(a,) = (a™)-(aV)(a,).
V2((a™) - (an)) = V(V((@™) - (ay)) = V(@) - (@V)(a,)) = (@) - (aV)(aV)(a,)) = (a™)-
(a@V)*(an).
Asi sucesivamente, V'((a”) - (a,)) = (@™) - (aV) (a,). Por dltimo, si p(x) = ¥, ¢c;x?,
entonces

P(V)(@™)(ap)) = Z ¢;Vi(a™) - (ay)) = Z ¢;-(@™)-(aV)i(ay) = (a™)-P(aV)(a,)

O

8. Lema: Sea T: E — E' una aplicacién lineal y V < E' un subespacio vectorial. En-
tonces, dimT~1(V) < dimV +dimKerT.

Demostracién. Consideremos el morfismo T'p-1y,: T-1(V)-V, T\p-1¢vy(e) = T'(e). Ob-
servemos que KerTjp-1y) = T~ X(V)nKerT = KerT, y ImTjp-1y) = T(T"X(V)) € V.
Luego,

dimV +dimKer T = dimIm Tp-1(y + dimKer Typ-1() = dim T~ 1(V)

9. Teorema: Se cumple que

1. Las sucesiones {(1),(n),...,(n")} son una base de Ker A7+,
2. Ker(V—a)" =(a")-{(polinomios q(n) de grado menor que r)}.
3. Sipx)=(x—a1)*---(x—as)s, entonces

Ker p(V) = (a1™)-{(Pol. q(n) de grado menor rl)}eaf-ea(ag)-{Pol. q(n) de grado menor rg}

Demostracion. 1. A((n®)) = ((n +1)° —n®) que es un polinomio en en n de grado me-
nor que s. Por tanto, si g(n) es un polinomio en n de grado s entonces A(q(n)) es un
polinomio de grado menor que s. Por tanto, ((1),(n),...,(n")) < Ker A™*1.

Ker A son las sucesiones de término general constante, es decir, KerA = (1)) y
dimKerA = 1. Como Ker A1 = A~1(Ker A”), entonces

dimKerA"<KerA"+1<..-<r+1

Por dimensiones, la inclusién ((1),(n),...,(n")) < Ker A”*! es una igualdad.

2. s(n)eKer(V—a) <= 0=(V-a)(s(n)) <= 0=(V-a) ({(a™)-(a™™)-(s(n))) =
(@™)-(aA)Y (@) -(s(n)) <= 0=A"((a™")-(s(n))) < existe un polinomio g(n) de
grado menor que r tal que a ™" -s(n) = g(n), es decir, s(n) = a™ - qg(n).

3. Es consecuencia de que Kerp(V) =Ker(V—-a1)"1 & --- & Ker(V —a,)" y de 2.
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10. Ejercicio: Resolver la ecuaciéon a9 = a,+1 + a,, con las condiciones iniciales
ag=0,a1 =1 (sucesi6n de Fibonacci).

11. Ejercicio: Calcular cuantos nameros de longitud »n se pueden escribir con ceros
y unos, de modo que nunca aparezcan dos ceros seguidos (ejemplo: los nimeros de
longitud tres cumpliendo lo dicho son 010,011,101,110,111, que son cinco distintos).

Consideremos una ecuacion en diferencias p(V)(s(n)) = z(n). Sea (so(n)) una solu-
cién particular. Entonces, (s(n)) es una solucién de la ecuacién en diferencias si y sélo
si

s(n) =sg(n)+t(n), con t(n) € Ker p(V)

Método para resolver una ecuacion en diferencias.

1. Queremos resolver la ecuacion p(V)y = z(n), con z(n), cumpiendo que existe un
polinomio g(x) primo con p(x) de modo que q(V)(z(n)) =0:

Sean A(x) y u(x) tales que A(x)-p(x)+pu(x)-q(x) = 1. Por tanto, A(V)-p(V)+u(V)-q(V) =
Id. Si aplicamos esta igualdad a (z(n)), obtenemos

(z(n)) = AV) - p(V)(z(n)) = p(VIAUV)(2(n)))

Por tanto, una solucién particular es so(n) = A(V)(z(n)).
12. Ejercicio: Resolver a, .2 +2a,.1—6a, =2".

13. Observacion: 1. Dada una sucesion de niumeros complejos (s(n)), si definimos
t(n)= Z’;:_Ol s(1), entonces A((¢(n)) = (¢(n+1)—t(n)) = (s(n)). Se denota %(s(n)) = (Z?z_ol s(2)).
2. Observemos que ((1),(n),...,(n")) = (((g)),(('{)),...,((;‘))). Ademas, A(")) = ((," ).

Por tanto, si escribimos p(n) = Y.I_; A;(?), tendremos que

Ai = A p())in=o
3. 3N =(11)

14. Ejercicio: Calcular Z?:()(i2 +1-3).

2.3. Cambio de base en endomorfismos lineales. De-
terminante

1. Definicion: Una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo se denomina
endomorfismo lineal.

Si B es una base de E y T': E — E un endomorfismo, diremos que la matriz de T
en las bases B, B es la matriz de T en la base B, por brevedad.
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2. Proposicion: Sea T: E — E un endomorfismo lineal. Sean B1 ={e1,...,ep,}y Bg =
{v1,...,vn} dos bases de E y supongamos que e; =} ;jaj;v;. Si (1;;) es la matriz de T en
la base By, entonces la matriz (u;;) de T en la base Bo, es igual a

(i) = (a;;)-Aip)-(@i)!

3. Definicién: Diremos que dos matrices A,A’ € M,(R) cuadradas son semejantes si
existe una matriz cuadrada invertible C € M,,(R), tal que

A'=C-A-Cc7!

4. Proposicién: Dos matrices cuadradas A,A’ € M, (R) son semejantes si son las ma-
trices asociadas a un mismo endomorfismo T : R"® — R" en ciertas bases B y B'.

5. Proposicion: Sea T: E — E un endomorfismo lineal. Sean B,B’ dos bases de E.
Sea A la matriz asociada a T en la base By A’ la matriz asociada a T en la base B'.
Entonces,

det(A) = det(A")

(se dice que det(T') := det(A) es el determinante del endomorfismo lineal T).
Demostracién. Sea C la matriz de cambio de base de B a B’. Por el corolario [2.3.2]
A=C1.A".C

Luego, det(A) =det(C™1-A’-C) = det(C™1)-det(A’)- det(C) = det(A).

2.4. Autovectores y autovalores. Diagonalizacion

1. Definicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Diremos que 0 # e € E es un
autovector de T si existe A € R tal que T'(e) = 1-e, en este caso diremos que A es un
autovalor.

2. Proposicion: Sea T: E — E un endomorfismo lineal. Entonces, A € R es un autova-
lor de T si y solo si Ker(T — A-1d) # 0, que equivale a decir que det(T — A-1d) = 0.

Demostracion. En efecto, 1 € R es un autovalor de T si y s6lo si existe un vector 0 #e €
E tal que T'(e) = A-e, es decir, si y solo si existe un vector 0 # e € E tal que (T'—A-1d)(e) =
0, es decir, Ker(T — A -1d) # 0. O

Notacion: Diremos que A € C es un autovalor imaginario de 7T si det(T'— A-1d) = 0.
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3. Definicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Llamaremos polinomio carac-
teristico de T, que denotaremos yr(x), al polinomio definido por

xr(x) :=det(x-1d-T)

Si A =(a;;) es la matriz de T en una cierta base, entonces

x—aixz —aiz2 -+ —01p
—Qa21 X—agz2 - —Qa2p
xrx)=| . ) . ) =:xalx)
—Qnl —Qp2 *° X—Qnn

que es un polinomio ménico de grado n =dimE. Si A’ es una matriz semejante a A, es
decir, es la matriz asociada a T en otra base, entonces ya/(x) = y7(x) = ya(x).

4. Proposicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Entonces, A € R es un autova-
lor de T si y solo si A es una raiz del polinomio caracteristico de T.

5. Definicion: Se dice que un endomorfismo 7': E — E, es diagonalizable si existe
una base de E, {e1,...,e,} tal que T'(e;) = 1;-e;, para todo i, es decir, si matriz asociada
a T en la base es

Al - 0
T=|": oo
0 - A,
6. Proposicion: Un endomorfismo R-lineal T: E — E es diagonalizable si y sélo si

cumple
1. Todas las raices de y7(x) son reales.
2. Siescribimos yr(x) =(x—a)"---(x—a,)"", con a; # a;j € R, entonces

dimKer(T — a; -1d) = n;, para todo i.

Demostracion. Si T es diagonolizable existe una base en la que la matriz asociada a
T es diagonal, reordenando los vectores de esta base podemos suponer que

a1
ni

a1

S
Il

ar
ni

ar
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con a; # a; € R. En este caso, y7(x) = (x—a1)"* ---(x—a,)"", con a; # aj € Ry dimKer(T -
a;-1d) =n;, para todo i.

Reciprocamente, supongamos y7(x) = (x—a1)"!---(x—a,)"",con a; # a; € Ry dimKer(T—
a;-1d) = n;, para todo i.. Entonces, } ; n; = gr(yr(x)) = dim E. Ademas, los Ker((T'—a; Id)
estan en suma directa, pues

Ker(T—a11d)---(T-a,1d)) =Ker(T —a11d) @ - - - ® Ker(T — a,- 1d)

Por dimensiones, E = Ker(T —a11d)®--- & Ker(T — a, 1d). Si consideramos una base en
cada Ker((T — a; Id), obtendremos una base en la que T diagonaliza.
O

7. Proposicion: Un endomorfismo es diagonalizable si y sélo si todas las raices del
polinomio anulador son reales y de multiplicidad 1.

2.5. Teorema de Hamilton-Cayley

1. Definicion: Diremos que un polinomio p(x) anula a un endomorfismo 7': E — E,
si p(T)=0.

2. Teorema de Hamilton-Cayley: Sea T': E — E un endomorfismo. Entonces, el po-
linomio caracteristico de T anula a T.

Demostracion. Si A € M,(R) es una matriz cuadrada, entonces ya(x) = det(x-Id—A)
y tenemos que probar que y4(A) = 0. Podemos pensar que A es la matriz del corres-
pondiente endomorfismo R-lineal R* — R” en la base estandar, o igualmente, que es la
matriz del correspondiente endomorfismo C-lineal C* — C" en la base estandar, obvia-
mente y4(x), ni y4(A) dependen de ello. En conclusién, podemos suponer que E es un
C-espacio vectorial.

Vamos a proceder por induccion sobre dimE. Si dimE =1, sea {e1} una base de E
y tendremos que T'(e) = A-e, yr(x) =(x—A) y xr(T) = 0. Suponemos el teorema cierto
paradimE <nyn>1.

Sea A € C una raiz del polinomio caracteristico de 7. Sea pues e; € E un vector
propio de valor propio A y {ey,...,e,} una base de E.

Sea
A aip - an
0 age -+ ag
T =
0 an2 - ann
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ag2 * Qg2n 1lc
la matriz asociada a T. Sea S =| : .. : |, entonces T = (ﬂ?) Dado un

Qn2 *° Qnn

_(qWN)| D )
q(T)—(—‘io 7S

Observemos que yr(x) = (x — 1) ys(x). Por tanto,

polinomio ¢(x) se tiene que

XT(T):(T—A)-XS(T):(T_M_()cs(A) D )

0 | xs(S)

“lo|D" 0o |0)"

O

3. Definicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. El conjunto de los polinomios
que anulan a T es un ideal de R[x]. Llamaremos polinomio anulador de 7', que deno-
taremos pg,n(1)(x), al polinomio ménico de grado méas pequerio que anula a 7T'.

Todo polinomio que anule a 7' es multiplo del polinomio anulador de 7'.

El teorema de Hamilton-Cayley nos dice que el polinomio caracteristico es multiplo
del anulador.

4. Proposicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Sea yr(x) = p1(x)*' - p(x)*"
la descomposicion de yr(x) en producto de polinomios irreducibles (con p;(x) primo con
pj(x), para todo i # j). Sea pqn(T)(x) el polinomio minimo anulador de T. Entonces,

1. E=Kerpi(T)Y"" ' &---®Kerp,(T)".
2. dimKerp;(T)" =gr(p;(x)*) =n;-gr(p;(x)).

3. Pan(m(®) =p1(x)™ - pp(x)™, con 0 <m; < n;, para todo i. “El polinomio anula-
dor tiene las mismas raices que el caracteristico, aunque con multiplicidad menor
o igual”.

4. Kerp;(x)™ =Ker p;(T)", para todo i.

Demostracion. Veamos que si gr(g(x)) >0y g(x) divide a y7(x), entonces Kerq(T') # 0:
Sea a € C una raiz de g(x) y escribamos q(x) = (x — a) - g2(x). Observemos que a es una
raiz del polinomio caracteristico, luego 0 = yr(a) = det(ald —T). Entonces,

det(q(T)) = det(T — aId)-det(q2(T)) =0
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2.6. Base de Jordan Endomorfismos. Matrices cuadradas

y Kerq(T) #0.
1. x7(T) =0, luego E =Ker y7(T)=Kerp1(T)"' &---®Kerp,(T)" .
2. Escribamos E; = Kerp;(T)". Si e € E;, entonces T'(e) € E;, porque

pi(TY"(T(e)=T(p;(T)*(e))=0

Denotemos T';: E; — E; a la restriccion de T en E;. Observemos que p;(T;)* =0,
porque p;i(T;)"(e) = p;(T)"i(e) = 0, para todo e € E;. Si y7,(x) = pi(x)™ - q(x), con
q(x) primo con p;(x), como E; = Kerp;(T)" esta en suma directa con Kerq(T};), en-
tonces Kerq(T;) = 0 y q(x) no puede aparecer en la descomposicién de y7,(x). Como
xT(x) = x7,(x)-- ¥7.(%), tenemos que yr,(x) = p;(x)"?, para todo i. Ademas, dimFE,; =
gr(yr,(x)) = gr(p;(x)").

3.y 4. yr(x) es maltiplo de pyy, (1), luego m; < n;. Luego, Ker p;(T)™ < Ker p;(T)":.
Como pgn1)(T) =0, entonces E = Kerp1(T)"' & --- @ Ker p,(T)™", luego Ker p;(T)™ =
Kerp;(T)" ym; >0.

O

2.6. Base de Jordan

En esta seccion T': E — E es un endomorfismo lineal cuyo polinomio caracteristico
es yr(x) = —-a)*---(x—a,)"", con a; en el cuerpo considerado.

Sabemos que E =Ker(T—a1)"*@---Ker(T'—a,)"",que T=T1®---&T,, donde T; es
la restriccion de T a Ker(T — ;)" y y7,(x) = (x —a1)"*.

Queremos dar una base de cada E; = Ker(T — ;)" en la que la matriz de T; sea
sencilla. Asi obtendremos una base de E en la que la matriz de T es sencilla, base que
se llamara base de Jordan.

1. Definicion: Sea E; € E» un subespacio vectorial. Diremos que {eq,...,e,} es una
base suplementaria de E{ en E5 si existe una base {¢;.1,...,e,} de E; de modo que
{e1,...,e,} es una base de Es.

Si{eq,...,e,} es una base suplementaria de E; en E5 entonces
Eg={e1,...,er)®(eri1,...,e5) =(e1,...,e,) B E;

y toda base de E1, junto con {eq,...,e,} es una base de E5.
Si {v1,...,vs} es una base de E; y la completamos a una base {v1,...,v,} de Eq,
entonces {vg+1,...,U,} €s una base suplementaria de £ en Es.

2. Proposicion: Sea 0=E¢<SE; < Ey c--- € E, inclusiones de espacios vectoriales.
Si para cada i, {e;;}; es una base suplementaria de E; en E; 1, entonces {e;j};j es una
base de E,,.
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3. Proposicion : Sea S: E — E un endomorfismo lineal. Sea r = 2. Si eq,...,e5 es

una base suplementaria de KerS™™! en KerS’, entonces existen vectores e'l,...,efS , €

KerS™ ! tales que {S(ey), ... ,S(es),e'l, ... ,e’s,} es una base suplementaria de KerS™ 2 en
KerS™ 1.

Demostracién. 1.{S(eq),...,S(es)} son linealmente independientes: Si 0=);1;S(e;) =
S(Y; A;e;), entonces Y ; Aje; € KerS cKerS" !, luego ¥; A;e; =0y A; =0, para todo i.
2. (S(eq),...,S(es)) NKerS™ 2 =0: Si ¥;1;S(e;) € KerS™ 2, entonces S(X; A;e;) €
KerS™ 2y Y, Adie; e KerS™1, luego A; =0, para todo i.
3. Tenemos que (S(e1),...,S(es)) + KerS"2 c KerS™ 1. Sea vy, ...,v,, una base de
KerS”~2. Entonces, S(e1),...,S(es),v1,...,Um €s una base de

(S(eq),...,S(es)) + KerS™ 2

Sean ef,...,el, € KerS™! tales que S(e1),...,S(es),v1,...,Um,€],...,€,, sean una ba-
se de KerS""!. Entonces, {S(el),...,S(es),e’l,...,e;,} es una base suplementaria de
KerS™2 en KerS™ 1.

O

Sea S: E — E un endomorfismo tal que S™ = 0. Consideremos la cadena de subes-
pacios vectoriales 0 = KerS® cKerS!' c.--cKerS” =E. Sea

{e11,...,e1r}
una base suplementaria de KerS”~! en KerS”. Sea
{ea1 :==S(e11),...,e2r;, =S(e1r,),€2 r1415---,€2 71 +r5}
una base suplementaria de KerS" 2 en KerS" 1. Sea
{es1:=8(e21),...,€3,r14r, =8S(€2,r14r3)s---1€3 r14rg4r3}

una base suplementaria de Ker "2 en Ker S” 2. Procediendo asi sucesivamente, por
la proposicién 2.6.2, {e;;} es una base de E. Ordenemosla por columnas como sigue

KerS™" l €11 | - €1ry
KerS™ 1| [ ear | - | ear, | €2rs1 | | €2rq4r,
U
KerS €nl | """ | €nry | Cnyri+l | 0t | Cnritrg | 0 | €ngritetraont] ‘ ‘ €n,ri++ry
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Observemos que cada columna j (con 0 < j—ri—---—ri_1=<r;){e;j,e;+1,j,...,en,l €s
estable por S y la matriz de S sobre los vectores de esta columna es

n—i+l
0o --- 0
1 0 0

Bi; = y
0 1 0

En la base {e;;}, ordenada como sigue: e;; <e;y# si j<j 6 j=j yi<i', la matriz
J J i'j J y
de S es

n—i+1
0 - --- 0
Bi| 0| O B;; 0 0 1 0 0

S=| o o |, Bi= 0 oril o |, Bii= .
0|0 |B, 0 0 B;; 0 1' 0

Observemos que los numeros r; (hay r; columnas de altura n —i + 1), determinan
S. Si denotamos s; := dimKerS”~/, para 0 < j < n, el lector puede comprobar que
Sj-1—8j=ryt+--+ry, luego rj =(Sj_l—Sj)—(Sj_z—Sj_1)=2-8j_1—(8j+8j_2).

Por 1ltimo, si T: E — E es un endomorfismo tal que (T'— A -1d)"* = 0, entonces
S=T-A-1d cumple que S =0y T =S + 1-1d. En la base escogida para S, la matriz
de T es

n—i+1
A .- 0
Bil 0] o0 B;;| 0 0 1 0
T=| o 0 |» Bi=| o | .| o [, Biu= ..
0| o0|B, 0 0 |Bj 0 1’ 1

4. Teorema: Dos matrices cuadradas A,A’ € M,,(C) son semejantes siy sélo si

1 xa(x)=ya(x).
2. Siescribimos ya(x) =(x—a1)™ - (x —a,)", con a; # a;, entonces se cumple que
rg((A — a; -1dY) = rg((A’ - a; - 1))
para todo i y todo j <n;.
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2.7. Problemas

1. Un banco nos presta un capital K, a devolver en N ainos, a un tipo de interés
anual I. /Cuanto dinero D deberemos pagar al aiio, de modo que todos los afios
paguemos la misma cantidad y en los N afios hayamos saldado nuestra deuda
con el banco?

Resolucion: Sea i, el dinero que pagamos en el afio n por los intereses del capital
que tenemos prestado durante el afio n y a, el dinero que amortizamos en el ano
n por el capital prestado. Entonces D =a, +i,. Ademas, i, = I-(K—Zf;ll a,). Por
tanto, D =a, +1 - (K — Zf;ll ar). Si aplicamos el operador diferencia A entonces
0=Aa,)-I-a,=(V-(1+I))a,)=0.Por tanto, a,, =(1+1)"-1. Sin =1, entonces

D=a1+IK=1+DA+IK

Tenemos que calcular A. Nos falta decir que amortizamos la hipoteca en N afios,
es decir

N
K= Zar
r=1

Calculemos b, Z"_ll a,. Tenemos que (V—-1)(b,)=A(b,)=a, y V—-(1+1) anula
V-1 _ V-(1+I)

a (ap). Como 7= — ~—5— =1 tenemos
V-1 V—(1+I)
(V=1)(bp) =(a,)=( T )(an)—( )(an)
Luego b, = —” + . Como bg = a; tenemos que a; = % + U, es decir, (1+1)A =

(1+I)2 A+DNH) (1+m
T

Uy ==+ 1+I ‘A.Luego K =by, =" +pu=
1K
A+DNI=(1+D)"

y despejando

obtenemos A= Por tanto,

IK

-1
1+DN

D=1+DA+IK="---=

2. Un préstamo de K = 10° euros se quiere devolver durante N = 20 afios, pagando
cada afio n una anualidad d,, de modo que d,, = d,_1 + 103. Se suponen que nos
prestan el dinero a un tipo de interés anual del I =5%. Determinar d;.

Resolucion: Sea i, es el dinero que pagamos en el ano n como pago de los intere-
ses del capital que tenemos prestado durante el afio n y a, el dinero que amorti-
zamos en el afio n. Entonces, d, =i, +a,. Tenemos que i, = I-(K—Zf:_lla,). Por

tanto,
n—1
dp=a,+1- (K- Z ar).
r=1
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Si aplicamos el operador diferencia A entonces 102 = Alap)—I-a, = (V-(1+
D)a,)=0. Por tanto, a,, =(1+1)*-1+ =—. Si n =1, entonces

3

-10
di=a1+IK=1+1A+ +IK

Tenemos que calcular A. Nos falta decir que amortizamos la hipoteca en N afios,

es decir,
N
= Z a,
r=1
n 3
Tenemos que b, Zr 1ar = (1+p A_ 10 '(In_l) + . Como by = a1 tenemos que
2 3 3 _ N+1 3.
(1+§) /1_%_'_#:(1_’_1)/1_% y,U: A(}+I) LuegOK bN 1= (1+I)I 11 _ 101N+
M y despejando obtenemos que A = % Por tanto,
~103 IK + A0 103
di=(1+DA+ +IK_# —
A+DN

3. Dado el endomorfismo T : R> — R? definido por T'(x,y) = (x + y,x — y), obtener
su matriz respecto de la base usual de R%. Obtener también las matrices de los
endomorfismos 72 —Idgz y T3 =T oToT.

4. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon 2 y sea 7' un endomorfismo de V no
nulo y nilpotente (se dice que un endomorfismo es nilpotente si existe un nu-
mero natural p > 1 tal que T? =0, donde TP es T'o---oT p veces). Probar que
1 .

0 0 ).Aph-

car lo anterior al endomorfismo del C-espacio vectorial C2 cuya matriz asociada

existe una base de V respecto de la cual la matriz asociada a T es (

. i 1
respecto cierta base es ( 11 i )

5. Sean Aq,...,A, matrices tales que A; € ./, ,(R), i =1,...,r. Probar que si los
autovalores de A; son A;1,...,4;5,, i =1,...,r, entonces los autovalores de A; &
®A,son{A;;li=1,...,r; j=1,...,s;}

6. Sea yr(x)=apo+aix+...+ an-1x""1+x" el polinomio caracteristico de un endo-

morfismo 7' de un R -espacio vectorial V de dimensién finita n > 0. Probar que el
determinante de T es igual a (—1)"ay.
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10.

11.

12.

Sea V un R -espacio vectorial de dimensién finita n >0y T € Endr(V) tal que la
suma de las entradas de cada una de las filas de su matriz asociada A € .4, (R)
respecto de alguna base de V es igual 1 (es decir, A es una matriz estocastica).
Probar que 1 es un autovalor de 7'.

Sean V un R -espacio vectorial de dimensién finita y T € Endr(V) biyectivo, es
decir, T' es un automorfismo de V. Probar que A es un autovalor de T si y sélo si
A#0y A~ es autovalor de T~ 1.

Comprobar que si {11,...,1,} son los autovalores de una matriz A, entonces

1. Los autovalores de @A (siendo a # 0) son {al,...,aA,}. Un vector v es au-

tovector de A asociado a A; si, y sélo si v es autovector de @A asociado a
a/li.

2. A es invertible si, y solo si, 0 ¢ {A1,...,A,} y en este caso, los autovalores de
A lson{A7L..., /1;1}. Un vector v es autovector de A asociado a A; si, y sélo
si v es autovector de A1 asociado a /1;1.

Probar que si A1,...,A, € C son todos los autovalores (no necesariamente distin-
tos) de una matriz A € #,,(C), entonces

1. |[Al=2A1---Ay.
2. trtA)=A1+...+ 4,

Sean V =R* y T € Endg(V) tal que su matriz asociada respecto de la base usual
de R* es

-1 -2 3 2 100 1
0 110 010 0
@] 5 94 9] @100 1 -1
0 00 2 003 5

Estudiar si T es diagonalizable.

Sean V =R3? y T € Endg(V) tal que su matriz asociada respecto de alguna base

de V es
a -1 1 1 a b 5 00
(@] 0 1 31, b)) 0 2 ¢ |, )| 0 -1 b
0o 2 2 0 01 3 0 a

con a,b y c € R. Estudiar (segin los valores de a,b y c € R) si T es diagonalizable.
Resolver el mismo problema pero con V = C3.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sean V =R* y T € Endg(V) tal que su matriz asociada respecto de alguna base
de V es

1 -1 00
-4 1 00
1 0 -1 0
0 a 1 3

Estudiar, segun el valor de a € R, si T es diagonalizable, y calcular, cuando sea
posible, una base de V respecto de cual la matriz de T sea diagonal.

Sean V=R3y T y T' € Endr(V) tales que T'(v1,vs,v3) = (U1 + vg + v3, 201 + Bug +
2v3,—2v1 — bve — 2v3) y T'(v1,v9,v3) = (—2v9 — 2v3,0,2v9 + 2v3), para cada v =
(v1,ve,v3) € R3. Hallar, si es posible, sendas bases de V respecto de las cuales
las matrices de T'y T’ sean diagonales.

Sea V un R -espacio vectorial de dimension finita n > 0 y T € Endr(V) tal que
Id+7?2 = 0. Probar que T no tiene autovalores reales.

Sean T'y T’ dos endomorfismos de un C-espacio vectorial V de dimensién finita.
Probar que si Ty T' conmutan, entonces 7'y T' tienen autovectores comunes.

Sea V un R -espacio vectorial de dimension n y T' € Endgr(V) nilpotente. Probar
que yr(x) =«x". Concluir que los autovalores de un endomorfismo nilpotente son
todos nulos. jEs cierto el reciproco?

Sean V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K y T un endo-
morfismo de V. Probar que

1. Si K =C y V no tiene subespacios invariantes por T distintos del cero y el
total, entonces la dimensién de V es 1.
2. Si K =Ry V no tiene subespacios invariantes por T' distintos del cero y el

total, entonces la dimension de V es menor o igual que dos.

Sean T'y S dos endomorfismos de un R -espacio vectorial V de dimensioén finita.
Probar:

(a) Si T es diagonalizable, entonces para todo subespacio L de V que es inva-
riante por 7' el endomorfismo 7'|7, también es diagonalizable.

(b) Los endomorfismos 7' y S son simultdneamente diagonalizables (esto es,
existe una base de V formada por autovectores de los dos endomorfismos)
siy solo si T'y S son diagonalizables y conmutan.
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20. Clasificar los endomorfismos de un C-espacio vectorial de dimensién 4.

21. Dadas las matrices

1 -1 3 123 110
A=l0 21|, B=lo 20| y c=[0 2 3],
0 0 2 00 2 00 2

;representan todas al mismo endomorfismo?

22. Calcular la forma candnica y la base de Jordan de los siguientes endomorfis-
mos cuyas matrices respecto de la base candnica del correspondiente C-espacio
vectorial son:

3 -2 0 -14 1 12 -1 2 -1
(a)(—Z 30), (b)(—13012), (c)(—23—2)

0 05 17 1 15 2 2 -1
100 1 3 45 37 -9
010 0 2 12 8 -5

@Dlgoq1 1| © 2 24 -1 4
003 5 3 33 26 -8

3 67 59 -9 3 17 9 -9

2 -16 -20 -5 2 16 12 -5

O o 98 31 4" @ 2 _12 9 4|

3 31 24 -8 3 17 10 -8
3 45 37 -9 3 31 23 -9
2 10 6 -5 . 2 7 3 -5

M1 5 o0 1 4 D 9 1 o 4
3 32 25 -8 3 21 14 -8

3 42 34 -9

. 2 -29 -33 -5

W -2 38 41 4|
3 7 0 -8
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Capitulo 3

Potencias de matrices

3.1. Potencias de matrices cuadradas

Dado una matriz cuadrada A, queremos calcular A" del modo mas sencillo y rapido
posible.
A1 - 0 AP0
Si la matriz A fuese diagonal A=| : .. : |esclaroque A" =] : R B
0 - A, 0 - A
Si A es la matriz asociada a un endomorfismo diagonalizable, sabemos que A es

semejante a una matriz diagonal, es decir, existe una matriz B (la matriz formada
por los vectores en los que el endomorfismo diagonaliza) tal que A = B-D-B~!, con

A - O
D=]|: -.. :|yportanto
0 - A,
AR 0
A"=B-D-BY=B.-D".-B'=B-|: -.. :|[.B7!
0 AT

En general, A € M,(C) no es diagonalizable. Si B = {v1 =(b11,...,0671),.-.,Ur =(b1r,..., b}
es una base de Jordan del endomorfismo asociado a A y JJ es la matriz asociada al en-
domorfismo en la base de Jordan, entonces A=B-J-B7ly

A"=B.J".B71
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El problema es calcular J", que se reduce al problema de calcular 7" cuando

S

A - 0
1 2 0
T= )
0 1 A
Ahora bien, T =A-1Id+N, con
S
0 --- --- 0
1 0 0
N =
0 --- 1 0

Como A-Id y N conmutan y N* = 0 entonces, 7" = (A-Id +N)" = Yo<;<p s (;)A"F N, es
decir,

A 0 0 0
(Par—t o an 0 o0
1 (e

G et an
3.1.1. Exponencial de una matriz

1. Definicion: Dada una matriz cuadrada A € M,(C), llamaremos exponencial de A,
que denotaremos e4, a la matriz cuadrada

ed=Td+A + A%+ + AMnl+---= Y AV/i
=0

-1 . ! ’
Se cumple que B-e-B 1 =¢B4B™ ygi Ay A’ conmutan eA*4 =ed.e4',

Sigamos notaciones anteriores. A = B-J-B~1, entonces e = B-e/-B~1. El problema
de calcular e” se reduce al problema de calcular €, cuando

A .- 0
1 2 0
C= )
0 1 2
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Ahora bien, C = 1-Id+N, con

0 -+ - 0
1 0 0
N = .
0 1 0

Como A-Id y N conmutan y N° = 0 entonces, e€ = et-eN = et - Id+N + N2/2 +--- +
Ns71/(s - 1)), es decir,

1 o o0 -0

1 1 0 - 0

eC:eA ]_/2 ]_ 1 e O
U(s-1)! -~ 1/2 1 1

Calculemos e€* = A% . oN¥ — oA (Id+N -2+ N2 - x2/2+ -+ N L. 25" 1(s = 1)), es
decir,

1 o o0 --- 0

X 1 0 0

eC-x — e/l-x . x2/2 x 1 - 0
o s=-1) - x/2 x 1

Sea B = {f: R — C, infinitamente derivables}. Buscamos yi(x),...,y,(x) € B tales
que

Y1 = aiuryito+ainyn
ee = e aiJ-EC
! —_
Yo = Qp1-Yy1t--+Qun-Yn
Es decir,
/
Y1 ai1z - Qin Nt
/
Yn Anl *°° Qnun Yn

Que podemos denotar de modo reducidoY' = A-Y,0DY = A-Y. Es decir, (D-A)Y)=0.

Las soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales lineal con coeficientes
constantes son {Y = e4*.C, con C € C"}: Observemos que D(eA*W) = e4%(D + A)W).
(D-A)Y)=0siysélosi0=(D-A)eA* e 42.Y) = eA*D(e™4*.Y), siy s6lo si e A%.Y =
C, con C € C", es decir, Y =e4*.C.
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Sea B = {s: N — C} el C-espacio vectorial de las sucesiones de numeros complejos.
Buscamos si(n),...,s,(n) € B tales que

V(s1) = aii-si+--+ai, sy
oo = e alJEC
V(Sr) = Qr1-S1t+--+ap-Sy
Es decir,
V(s1) ail 0 air) [s1
V(s;) ar1r - Qpr Sr

Que podemos denotar de modo reducido VS = A - S. Es decir, (V- A)(S) = 0. Las solu-
ciones de este sistema son S =A"-C,con CeC".

3.2. Comportamiento asintético de las potencias de
una matriz

Supongamos que A € M, (R) tiene un autovalor real p > 0 de multiplicidad 1 y de
modo que todo otro autovalor A € C cumple que |A| < p. Sea ya(x) = (x — p)- q(x) el
polinomio anulador de A y E' =Kerq(A) y (v) = Ker(A — p). Se cumple que

. !
%gn (Am/pm)(e):{ 02 sieelk

vl, sie=0'

Efectivamente, existe una base B = {v,eq,...,e,.}, donde {es,...,e,} es una base de E’,
de modo que si P es la matriz de cambio de base de B a la usual entonces tenemos la
descomposicién de Jordan,

Es facil probar que lim (B;']‘./pm) =0 (pues |1;| < p) y que
m—0o0

1

lim (A™/p™)=P - 0 .p1
p™)=P . P

m—00
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Luego, lim (A™/p™) se anula sobre E' y (n%im (Am/pm))(vt) =v!. Con lo que se concluye.
m—00 d®.®)
Por tanto, Im lim (A™/p™) = (v’). Sea w € R" tal que w-e’ =0 para todo e€ E’ y
m-—00

w-v' =1, entonces

lim (A™/p™) =v"-w.
m—0o0

3.3. Matrices no negativas irreducibles

Buscamos condiciones suficientes para que podamos afirmar que una matriz A €
M, (R) tiene un autovalor real p > 0 de multiplicidad 1, de modo que todo otro autovalor
A € C cumple que || < p.
1. Definiciéon: A = (a;;) € M,(R) diremos que es no negativa si a;; = 0 para todo i, ;.
Lo denotaremos A > 0. Diremos que A es positiva si a;; > 0, para todo i, j. Se denotara
A>0.

2. Definicion: Diremos que A es irreducible si no existe una matriz de permutacion
(de vectores de la base) P € M, (R) tal que

A Ap

PAP = (
0 Ay

), (P71 =ph

Es decir, si A es la matriz de un endomorfismo T en cierta base {eq,...,e,}, entonces
A es irreducible si los subespacios vectoriales generados por unos cuantos vectores de
la base no son invariantes por T', salvo que los cojamos todos.

3.3.1. Teorema de Perron-Frobenius

3. Lema: Sea A € M,(R) no negativa e irreducible. Para todo v = (vy,...,0,) =0 (es
decir, v; = 0, para todo i) no nulo se cumple que:

(Id+A)" vt >0
Demostracién. Observemos que
Id+A)w! =vl+Avi=vi =0

Supongamos que v tiene r entradas positivas y las demdas son nulas. Veamos que
(Id+A)v? tiene al menos r + 1 entradas positivas: Permutando los vectores de la ba-
se, puedo suponer que
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con 0 <u € R". Escribamos

A A12)
A=
(A21 Ago

con Aq1 € M.(R), no negativa y A1 no nula (pues A es irreducible) y no negativa.

Entonces,
t Aqut ut+A11ut
Id+A! = vt + Avt = [© |+ [0 | =
( )v v v 0 A21ut A21ut

Como u’+A11u’ >0y 0+ Ag1u’ =0, entonces (Id+A)v’ tiene al menos r + 1 entradas
positivas. Por tanto, (Id +A)?v? tiene al menos r + 2 entradas positivas. En conclusién,
(Id+A)* 1! tiene todas las entradas positivas. |

4. Definicion: Sea A € M,(R) no negativa. Sea N ={x e R": x = 0,x # 0}. Dado x € N,
definimos p(x) := max{A € R: (A — pId)x! = 0}.

Obviamente p(x) > 0.
5. Lema: Sea A € M,(R) no negativa y x € N. Entonces,

Yhta;x;
———:x;#0,i=1,...,n}

Xi

p(x) =min{

Demostracién. Es inmediata. |
6. Proposicion: Sea A € M,(R) no negativa e irreducible. Existe v > 0 tal que
p(v) = mdx{p(x): x € N}

Demostracion. Sea M ={x e N: x% +---+x2 = 1}. Observemos que p(1-x) = p(x), para
todo A >0y x € N. Por tanto,

max{p(x): x € N} = max{p(x): x € M}

Si p fuese continua en M, que es compacto, tendriamos que existe w € M tal que
p(w) es maximo. Obviamente, p es continua en N\ U; {x; = 0}. Por el lema anterior,
(Id+A)"IM c N\ U; {x; = 0}, y es un compacto, pues (Id+A)*~! es continua. En con-
clusién, p es continua en (Id+A)" M y existe v € (Id+A)""'M donde p alcanza un
maximo.

Observemos que si x € M e y' = (Id+A)" 1x! entonces p(x) < p(y):

(A-p(x)y’ =(A - p)Ad+A)" 1xt = (I1d+A) 1A - p(x)x’ = 0

por el Lema ya que (A — p(x))x! = 0. Por tanto, p(y) = p(x).
En conclusién, “Maximo de p en M < Méximo de p en (Id+A)" 1M < Maximo de
p en N”. Como “Maximo de p en M = Maximo de p en N”, entonces “Maximo de p en
(Id+A)" M = Maximo de p en N”. Luego, p alcanza el maximo en v > 0.
O
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7. Definiciéon: Sea A € M,(R) no negativa e irreducible. Denotaremos p = max{p(x), x €
N}y diremos que v = 0 es extremal si p(v) = p.

8. Lema: Sea A € M,(R) no negativa e irreducible.

1. Si u es extremal entonces es un autovector de autovalor py u > 0.

2. Si A€ C es un autovalor de A entonces |A|<p, si |AMl=py u=(ui,...,u,)€C" es
un autovector de A de autovalor A entonces |u|:=(u1l,...,|lunl) es extremal.

Demostracion. 1.Si(A—p)u’ #0, entonces 0 < (Id+A4)* 1 (A—p)u’) = (A—p)((Id +A)* 1u?)
. Si denotamos x = Id+A)"uf, (A—p)x >0y p < p(x), contradiccién. Como 0 <
(Id+A)* 1ul =1+ p)" lul se tiene que u > 0.
2. Sea u € C"® un autovector de autovalor 1. Tomando valores absolutos A|uf| =
|Au®| = |A-ul| =|Al|lu’], luego |A| < p. Si A = p, entonces |u| es extremal.
O

9. Teorema de Perron-Frobenius: Sea A € M,(R) no negativa e irreducible. Enton-
ces,

1. p es un autovalor de A de multiplicidad 1.
2. Si A€ C es un autovalor de A, entonces || < p.

Demostracion. Por el lema |3.3.8| s6lo nos falta ver que la multiplicidad del autovalor
pes 1.

Supongamos que existen dos autovectores linealmente independientes de autova-
lor p, v1,ve. Sean A y u tales que u = Av; + uvg tengan alguna entrada nula. Por Lema
|u| es extremal, lo cual es contradictorio porque tiene entradas nulas. Por tanto,
en la matriz de Jordan asociada a A sé6lo aparece un bloque asociado a p.

Para concluir que la multiplicidad de p es 1, tenemos que probar que no existe w
tal que (A — p)w’ = v’ es extremal: Si A es no negativa e irreducible entonces A’ es no
negativa e irreducible. Como los autovalores de A y A’ son iguales, por 2. el p asociado
a A coincide con el asociado a A’. Sea z > 0 extremal de A?, entonces 0 = (z-(A —p))w! =
z2-(A-p)w'’=2z-v>0, contradiccién.

O

10. Definicion: Sea A € M,,(R) no negativa e irreducible. Al tnico v = (vy,...,v,) €R?
tal que (A — p)(v%) =0y tal que v1 +---+v, = 1 se le denomina autovector de Perron. A
o se le denomina autovalor de Perron.

11. Proposicion: Sea A € M, (R) no negativa e irreducible. Si A = (a;;) tiene una fila
J de entradas no nulas y A es un autovalor de A distinto de p, entonces || < p.
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Demostracién. Sea u un autovector de autovalor A. Si |A| = p entonces, por Lema|3.3.8
Alu'| = plu'| = |Aut| = |Aut|. Entonces, Y alu;| = X0 ul, luego |ui| = u; (o |u;| =
—u;) paratodoiy p=A. |

12. Definicién: Diremos que una matriz cuadrada A = (a;;) = 0 es primitiva si existe
m €N tal que A™ > 0.

Si A es primitiva entonces es irreducible: Si

(A Ax m_ (AT, Al
A‘(o A22) =AT =1 An

que no es positiva.

13. Teorema: Sea A primitiva. Existe un tinico autovalor real p >0 de multiplicidad
1y de modo que todo otro autovalor A cumple que || < p.

Demostracién. Si Ai,...,A, son las raices del polinomio caracteristico de A entonces
AT,..., Ay son las raices del polinomio caracteristico de A™. Por el teorema de Perron-
Frobenious y el autovalor de Perron de A™, pam, que podemos decir, que es
/15” cumple que Mg‘l,l...,l/lnml < /1;”. Por tanto, |Agl,...,|A,] < |A1] y ademas A1 es el
autovalor de Perron de A. O

14. Proposicion: Sea A € M,(R) primitiva y v > 0 el autovector de Perron de A. Para
todo vector no negativo q € R, se cumple que

. Amqt ¢
lim ATt =0
m—oo [A™q*|y

Demostracion. Si A es primitiva entonces A’ también lo es. El autovalor de Perron de
A coincide con el de A?. Sabemos que lim (A™/p™)=v!-w, donde v > 0 es el autovector
m—oo

de Perron de A y por simetria w > 0 es el autovector de Perron de A’ (salvo por un
factor multiplicativo).

. Amqt . Am/pm(qt) vt-w-qt Ut ;
lim ————— = lim = = =0
m—oo||AMqt||y m=oo||A™/p™(g)1 (1,---,D-vtw-qt (1,---,1) v
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3.3.2. Matrices de Leslie

Dividamos la poblacién de hembras de una misma especie en distintos grupos de
edad G1,Go,..., G,, donde cada grupo tiene la misma amplitud. Asi, si la vida mas
larga se estima en L afios, la amplitud de cada grupo de edades es de L/n aios. El
grupo G1 esta formado por los individuos cuya edad esta en el intervalo [0,L/n) es
decir, que tienen menos de L/n anos. El siguiente grupo por edades GG1, lo forman los
individuos cuya edad esta en el intervalo [L/n,2L/n). El siguiente grupo lo forman los
individuos con edad en [2L/n,3L/n), y asi, hasta llegar al ultimo grupo formado por los
individuos cuya edad esta comprendida en el intervalo [(n — 1)L/n,L].

Supongamos que los censos de poblacion se realizan en intervalos de tiempo igua-
les a la amplitud de los grupos de edades, y consideremos las tasas de fecundidad y
supervivencia: denotamos por f; el nimero promedio de hijas de cada hembra del gru-
po G; (esto es la tasa de fecundidad especifica del grupo G;). Llamamos s; a la fraccion
de individuos del grupo G; que sobreviven al intervalo entre censos y pasan a formar
parte del grupo G; 1.

Si p;(m) es el namero de hembras de G; en el instante m, entonces se sigue que

pim+1) = pim)fi+pe(m)fi+...+pp(m)fy

. 3.3.1
pi(m+1) pi-1(m)s;—1; parai=2,...,n. ( )

Ademas,
pi(m)

P; =
(m) pom)+pi(m)+...+ pr(m)

es la proporcion de poblacion en G; en el instante m.

El vector P(m) = (P1(m),Ps(m),...,P,(m))! representa a la distribucién de edades
de la poblacién en el instante m, y, suponiendo que existe, P* = lim,, ..o P(m) es la
distribucion de edades de la poblacién a largo plazo.

Las ecuaciones (3.3.1) constituyen un sistema de ecuaciones lineales en diferencias
homogéneo que se puede escribir en forma matricial como

fi fo o fa1 fa

st 0 ... 0 O
p(m)=Ap(m—-1), donde A=| 0 s2 ... 0 0 |e #,[® (3.3.2)
0 0 Sp1 O

y p(m) = (p1(m),...,pn(m))!, para todo m = 0. De modo que p(m) = A™p(0) para todo
m>0.
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La matriz A se llama Matriz de Leslie en honor de P.H. Leslie que introdujo este
modelo en 1945.

La matriz A es una matriz no negativa, pues s; =0, i =1,...,.n—-1y f; =0, i =
1,...,n. Ademaés, sin>2y fr-1:fn ¥y S1---Sp—1 son no nulos, entonces A es primitiva
(ejercicio [20). En este dltimo caso, por P* es el autovector de Perron de A, es
decir, el autovector de Perron es la distribucion de edades de la poblacién a largo plazo.

3.3.3. Cadenas de Markov

15. Definicién: Sea P = (p;;) € /,(R) tal que p;; €[0,1], 7,7 =1,...,n. Se dice que
P es una matriz estocastica cuando sus columnas suman 1. Diremos que es doble-
mente estocastica cuando sus columnas y filas suman 1.

Nos centraremos en el caso en que las columnas suman 1. No es raro encontrar
textos donde esta condicién se supone sobre las filas, pero los resultados son semejan-
tes.

De esta forma una matriz estocastica tiene como columnas a vectores de probabili-
dad. Nétese que las matrices estocasticas son no negativas.

16. Definicién: Un vector no negativo p = (p1,...,pn)! € R™ se dice que es de pro-
babilidad si ||pll; := Z?zlpi =1.

17. Proposicion : Si A € M,,(R) es una matriz estocdstica y p € R™ es un vector de
probabilidad, entonces A -pt es un vector de probabilidad.

18. Proposicion: Si A € M, (R) es una matriz estocdstica, entonces 1 es un autovalor
de A y cualquier otro autovalor A € C, cumple que || < 1.

Demostracion. El vector (1,---,1) es un autovector de A?, de autovalor 1. Por tanto, 1
es un autovalor de A.

Sea A € C un autovalor de A, tal que |A| > 1. Para todo vector de probabilidad p’ se
cumple que 0 < p'/|A|™ < (1/|A|™,...,1/|A|™). Por tanto,

Iim ((A™/A™)(p) =0

para todo vector de probabilidad p. Como la base estandar esta formada por vectores
de probabilidad, tenemos que ”lLl'm (A™/A™) = 0. Por otra parte si v es un autovector de
— 00

autovalor A, tenemos que lim ((A"/A™)v) =v y hemos llegado a contradiccion.
m—-o0
O

19. Teorema : Sea A € M,(R) una matriz estocdstica primitiva. Entonces p = 1 es
el autovalor de Perron de A. Si v es el autovector de Perron, para todo vector p de
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probabilidad nlll_I)Il (A™pY) =l es decir,

lim A™ = (v%,.2.,0).
m—00

Supongamos que estamos observando algin fenémeno aleatorio a lo largo del tiem-
Po, y que en cualquier punto concreto del tiempo nuestra observacién puede tomar uno
de los valores, a veces llamados estados, a1,a9,...,as. En otras palabras, tenemos una
sucesion de variables aleatorias X, ; para periodos de tiempo m =0,1,...,n donde cada
variable puede ser igual a a1,a9,...,as. Si la probabilidad de que X,, se encuentre en
el estado a; sélo depende del estado en que se hallase X,,_1 y no en los estados de pe-
riodos anteriores de tiempo, entonces el proceso se dice que es una cadena de Markov.
Si la probabilidad tampoco depende del valor de m; entonces la cadenas de Markov se
dice que es homogénea, y si el numero de estados es finito, como es nuestro caso, la
cadena de Markov se dice finita. En el caso de las cadenas de Markov homogéneas y
finitas, la probabilidades de cualquier periodo de tiempo se pueden calcular a partir
de la probabilidades iniciales

En el caso de las cadenas de Markov homogéneas y finitas, la probabilidades de
cualquier periodo de tiempo se pueden calcular a partir de la probabilidades iniciales
de los estados y lo que se conoce como probabilidades de transicion. Denotaremos

Po=|
Py
al vector de probabilidades iniciales, donde p(io) es la probabilidad de que el proceso
comience en el estado a;. La matriz de transicion de probabilidades es la matriz
P € M(R) cuya entrada (i, j)-ésima, p;;, da la probabilidad de que X, se halle en el
estado a; supuesto que X,,_1 se hallaba en el estado a ;. Por consiguiente, si
4
Pm =

(m)

Pa,

siendo pg'f 'a probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado a; en el instante

m, entonces, por el teorema de la probabilidad total se tiene que

p1=Ppo,
p2 =Pp1=PPpo=P?p,,
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y en general,
Pm =P"po.

Notese que P es una matriz estocastica pues su columna j-ésima nos indica la pro-
babilidad de los posibles estados en un determinado instante cuando en el instante
inmediatamente anterior el estado sea a;.

Si tenemos una poblaciéon considerable de individuos sujetos a este proceso alea-
torio, entonces pfl’?) se puede describir como la proporciéon de individuos en el estado
a; al instante m, mientras que p(l.o) seria la proporcion de individuos que comienzan
en el estado a;. De modo natural nos podemos hacer las siguientes preguntas ;qué
ocurre con estas proporciones cuando m aumenta? Es decir, ;jpodemos determinar el
comportamiento limite de p,,? Nétese que la respuesta depende del comportamiento
asintético de P™, y que P es una matriz no negativa ya que cada una de sus entradas
es una probabilidad. Por consiguiente, si P es primitiva, sabemos que el autovalor de
Perron de P es 1 y que si p es el autovector de Perron de P, entonces ”ltl_rgo Pm =P

Por tanto, el sistema se aproxima a un punto de equilibrio en que las proporciones de
los distintos estados vienen dadas por las entradas de p. Ademas, el comportamiento
limite no depende de las proporciones iniciales.

3.3.4. Sistemas de seguridad

Consideremos un sistema que tiene dos controles independientes, A y B, que pre-

viene que el sistema sea destruido. El sistema se activa en momentos discretos ¢1, t9, t3,...

y el sistema se considera bajo control si alguno de los controles A o B funciona en el
momento de la activacion. El sistema se destruye si A y B fallan simultaneamente.
Por ejemplo, un automovil tiene dos sistemas de frenado independientes, el freno de
pedal y el freno de mano. El automévil esta bajo control si al menos uno de los siste-
mas de frenado esta operativo cuando intentamos parar, pero choca si ambos sistemas
fallan simultaneamente.

Si uno de los controles falla en un punto de activacion pero el otro control funcio-
na, entonces el control defectuoso es reemplazado antes de la siguiente activacion. Si
un control funciona en el momento ¢ entonces se considera fiable en un 90% para la
activacion ¢+ 1. Sin embargo, si un control falla en el instante ¢, entonces su recambio
no probado se considera fiable en un 60% para ¢+ 1.

La pregunta que nos planteamos es: jPuede el sistema funcionar indefinidamente
sin ser destruido? Si no, jcuanto tiempo se espera que el sistema funcione antes de la
destruccion?
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Este problema se puede modelizar con una cadena de Markov con cuatro estados,
definidos por los controles que funcionen en un momento de activaciéon. Podemos poner
entonces que el espacio de estados es el conjunto de pares (a,b) tales que

[ 1 siA funciona, b= 1 si B funciona,
“T1 0 siAfalla, 10 siB falla.

El estado (0,0) es absorbente, es decir, si se llega a él no se puede salir.
Por simplicidad, escribiremos 1,2,3 y 4 en vez de (1,1), (1,0)(0,1) y (0,0), respecti-
vamente. De este modo la matriz de transicion es

0,81 0,54 0,54
0,09 0,36 0,06
0,09 0,06 0,36
0,01 0,04 0,04

= o O O

La cuarta fila de matriz P es positiva. El autovalor de Perron es 1, que es de multi-
plicidad 1, el autovector de Perron es v = (0,0,0,1) y cualquier otro autovalor A € C,
cumple que |1] < 1. Entonces, existe el limite lim,,_.o, P", y es igual a

0 00O
0 00O
0 00O
1111

Esto significa que el estado absorbente se alcanza siempre, partamos de donde par-
tamos. Asi que tenemos respondida a la primera pregunta: el sistema se destruira,
a la larga, con probabilidad 1. La segunda cuestion que plantedbamos es en cuantos
procesos de activacion llegaremos al desastre.

Partamos de un estado concreto, por ejemplo (1,0,0,0). La probabilidad m, de que
en el momento del proceso n no estemos en estado de desastre es

m, =(1,1,1,0)-P"-(1,0,0,0)!

Sea P11 la submatriz de P formada por las tres primeras filas y columnas, P =
( Py (1) ) Escribamos u =(1,1,1). Entonces, m, =u- P}, -(1,0,0)’.

P12
Por tanto, nuestra esperanza de vida es

m=1+u-P11-(1,0,00 +---+u-P};-(1,0,00 +--- =u-(Id+P11 + -+ P}y +---)-(1,0,0)
=u-(Id-P11)""-(1,0,0)
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En nuestro caso,

44,615 41,538 41,538
Id-Py)t=| 69231 8,022 6,5934 |,
6,9231 6,5934 8,022

u-(Id—P1) "' = ( 58,462 56,154 56,154 ).

Interpretemos los resultados. El tiempo medio para fallo si partimos con los dos
controles probados es algo mas de 58 pasos, mientras que el tiempo medio para fallo si
partimos con uno de los controles no probado esta alrededor de los 56 pasos. La dife-
rencia no parece significativa, pero vamos a considerar qué ocurre usamos solamente
un control en el sistema. En este caso, solamente hay dos estados en la cadena de
Markov: 1 (control que funciona) y 2 (control que no funciona). La matriz de transicién

queda
0,9 0
d ‘( 0,1 1)

por lo que el tiempo medio de fallo es unicamente de u(Id—P11)~! = 10 pasos ;Qué
ocurrira si usamos tres controles independientes?

3.4. Problemas

1. a) Sea X’ = AX un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales, siendo A
una matriz cuadrada de coeficientes constantes. Probar que e4?-C son las
soluciones del sistema, siendo C una matriz columna de constantes.

b) Sea X' = AX + B(¢) un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Calcular
la matriz columna C(¢) tal que e4?- C(¢) sea una solucién del sistema.

2. Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

dx

Gi=x—3y+3z d—’t‘:3x—y %:—llx—4y
%:—Qx—6y+13z —§:x+y %:15x+6y
92 = _x—4y+82 g—¥:3x+5z—3u

T =4x—y+3z-u

3. Sea P(x) € R[x] un polinomio de grado n. Probar que la ecuacién diferencial
P(D)y = f(x) es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes de primer orden de n variables.
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4.

a) Sea P(x) € R[x] un polinomio moénico de grado n. Sean s1(x),...,s,(x) solu-
ciones, linealmente independientes, de la ecuacion diferencial P(D)y = 0.
Probar que si ¢1(x),...,c,(x) cumplen las ecuaciones

c1(x)s1(x)+...+cp(x)s,(x)=0
.c.l.(x)’sl(x)”_m Foten(x) s, P =0
c1(x)s1(x)* V. +epx) s, ()" = fx)

entonces c1(x)s1(x)+...+ c,(x)s,(x) es una solucién particular de P(D)y =
f(x).

b) Pruébese este resultado como caso particular de (1] (b).

. Sea A una matriz con coeficientes en k[D]. Probar que mediante las transfor-

maciones elementales, el problema de resolver los sistemas A(X(¢)) = Y (¢), se
reduce al problema de resolver ecuaciones P(D)f (t) = h(¢).

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

" —x+y =e

" +2x +x+y"=¢e'

Sea
011
B=|111
1 11

Los autovalores de esta matriz son A; = 1+ v/3, A3 =1— v/3 y A3 = 0. El autovalor
de mayor médulo es 11. Asociado a este autovalor tenemos el autovector v =
(v3-1,1,1) de componentes estrictamente positivas.

Para un vector cualquiera b, comprobar que el producto B™b se aproxima, pa-
ra valores grandes de m a c)Vl"vl, donde ¢ es una cierta constante y v; es un
autovector asociado a 11.

Sean V un R-espacio vectorial de dimension n >0y T € Endr(V') diagonalizable.
Dado r € Z,, diremos que S € Endr(V) es una raiz r-ésima de 7' si S" =T
Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que existan raices r-ésimas
de T.

Sean V =R? y T € Endg(V) tal que su matriz asociada respecto de la base usual
de R3 es

8 -6 4
-6 9 -2
4 -2 4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar, si es posible, la matriz asociada a la raiz cuadrada de T respecto de la
base usual de R3.

Sean V =R3 y T € Endr(V) tal que su matriz asociada respecto de la base usual
de R3 es

0 01 5 00
(@1 0 0|, |10 -11
0 10 3 0 2

Hallar la matriz asociada T™ respecto de la base usual de R?

Dado el sistema de ecuaciones en diferencias u,, = Au,,_1, siendo

2

0 a2 0 0
1 0 0 0
A_010a2
0 01 0

1. Obtener la expresion general de u,,.

2. Calcular uyg, dado el vector inicial ug =(0,2,0,2).

Dadas (a;;),(b;;) € A,(R) diremos que (a;;) = (b;;) si a;; = b;j, para todo i,;.
Supongamos que (a;;) = (b;;). Probar que si (b;;) es no negativa entonces (a;;)
es no negativa. Probar que si (b;;) es no negativae irreducible entonces (a;;)
es no negativa e irreducible. Probar que si (b;;) es primitiva entonces (a;;) es
primitiva.

Sean A € /,(R) y € > 0. Probar que si A es no negativa e irreducible, entonces
(el +A)"1>0.

Sea A = (a;;) € #,(R) una matriz no negativa e irreducible. Si a;; # 0, para todo
i=1,...,n, entonces A es primitiva. [Témese € = min{a;; | i = 1,...,n}, comprué-
bese que B = A — €l,, es no negativa e irreducible, y usese el ejercicio para
concluir que A =¢l,, + B es primitiva.

Verificar que si P es una matriz de primitiva de orden n, cuyas filas suman todas
uno, entonces su vector de Perron tiene todas sus componentes iguales a 1/n.

Sea A € #,(R) una matriz positiva e irreducible. Probar que si la suma de las
entradas de toda fila (o columna) es p, entonces el autovalor de Perron de A es

p.
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16.

17.

18.

19.

Comprobar el teorema de Perron-Frobenius calculando los autovalores y auto-

vectores de la matriz
7 2 3
A= ( 1 8 3 )
1 29

Encontrar el autovalor y el autovector de Perron de A.

Calcular el autovalor y el autovector de Perron de la matriz

A= 0)

010
A= 3 0 3 |[.
020

1. Probar que A es irreducible.

dondea+fB=1conay f>0.

Sea

2. Hallar el autovalor y el autovector de Perron de A.
Demuestre que el polinomio caracteristico de la matriz
fi f2 fs
A= S1 0 0
0 S92 0

es igual a
xa(x) =det(xI —A) = x3 - f1x2 —fos1x — f35189.

Demuestre que el polinomio caracteristico de la matriz

fi fa fz3 fa
|ss 0 0 o0
A= 0 s9 0 O
0 0 s3 O

esigual a
xa(x)=det(xI —A) = xt - f1x3 - f231x2 —f35189x — f481S283.
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Dada la matriz de Leslie

fl f2 fn—l fn

s1 0 ... 0 O
A: O S92 e 0 O
0 0 ... sp-1 O

intente deducir una férmula para su polinomio caracteristico.

20. Sea A € ./,(R) una matriz de Leslie tal que f,—1-f» #0y s1:--s,-1 # 0. Probar
que

1. A esirreducible.

2. Sifi1=...=f,—2=0, entonces
A" =81""Sp-2fn-1A+81--Sp_1fnln.

Usando esta igualdad concluir que es no negativa e irreducible y, por el
ejercicio que es primitiva.

3. Engeneral A" =s1---sp_ofn-1A+81: -Sp—1fnl,+B para cierta matriz B no
negativa. Usando esta igualdad concluir que es no negativa e irreducible y,
por el ejercicio[13] que es primitiva.

21. Un estudio ha determinado que el sector de ocupacion de un nifio, cuando sea
adulto, depende del sector en que trabaje su padre, y esta dada por la siguiente
matriz de transicién, con los sectores de producciéon P = sector primario, S =
sector secundario, T = sector terciario.

Sector del padre
T S P
T 0,8 0,3 0,2
Sector del hijo S 0,1 0,5 0,2
P 0,1 0,2 0,6

Asi, la probabilidad de que el hijo de alguien que trabaja en el sector terciario
también lo haga en ese sector es 0,8.

1. ;Cual es la probabilidad de que el nieto de un trabajador del sector terciario
trabaje en ese sector?

2. A largo plazo, jqué proporcion de la poblacion trabajara en el sector secun-
dario?
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22. Para la matriz de transicién

0,4 05
P= ( 0,6 0,5 )’
(m) _ o[ 1.
1. calcular x' paran=1,2,3,4,5,six"” = L
2. probar que P es una matriz primitiva y calcular el vector de estado estacio-

nario.

23. Consideremos la matriz de transicién

05 0
P‘(0,5 1)'

1. Probar que P no es primitiva.

2. Probar que cuando m — oo, P"x9 se aproxima a ( ), para cualquier

1
vector de probabilidad inicial x©@.

24. Probar que la matriz de transicién

DO DO|—

P=

NI= NIk O
N O N

0

es primitiva, y aplicar el ejercicio 23| para calcular su vector de estado estaciona-
rio.

25. Consideremos la sucesiéon de matrices de transicion {Pg, P3,Py,...}, con

. 00 3
py=| 0 2 P o 11
2= 1] 3~ 2 3 |»
12 111

2 3

0000 3

00 0} .
0 o 1 1 OOOZB
Py= 3 4| p=loo L 11
o L 1 1 3 3 4 5
T 11 03 3 13
1§§Z 1 1 1 1
1335415

y sucesivamente. Probar que estas matrices de transicién son regulares, y de-
terminar los vectores de estado estacionarios x,, tales que P,Xx,, = X,,, para
m=2,3,...,n.
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Capitulo 4

Espacio vectorial euclideo

4.1. Aplicaciones bilineales

Sea V un R-espacio vectorial.
1. Definicion: Una aplicacion T9: V x V — R diremos que es una aplicacion bilineal
sobre V su cumple:

1. To(Avy +vg,v3) = AT9(v1,v3) + To(v1,v3), para todo vi,ve,v3€V y L€R.

2. To(vs,Avy+v9) = AT9(vs,v1) + To(vs,v2), para todo vi,ve,v3€V y LeR.

Diremos, ademas, que Ty es simétrica si To(v,v’) = To(v',v), para todo v,v’ € V.
Diremos que es antisimétrica si To(v,v’) = =T (v',v), para todo v,v' € V.
2. Definicion: Sea B = {vq,...,v,} una base de V. Se llama matriz asociada a T9
respecto de la base B a la matriz A = (a;;) € M,(R), definida por

aij:: T2(vi7vj), Vl7.]

3. Proposicion: Sea V un R-espacio vectorial, B ={v1,...,v,} una base de V, Ty una
aplicacion bilineal en V y A = (a;;) la matriz asociada a Ts en la base B. Dados v,v' € V
de coordenadas (x1,...,x,) e (y1,...,Y,) respecto de la base B, entonces

X1
To(v,v") = (x1,...,2,) - (a;ij)-
Yn
Demostracion.
Mgl
To(v,v) = Tz(zxivi,zijj) = inijz(vi,vj) = inaijyj =(x1,...,%,) (@j;)-
i j ij ij Y
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Por tanto, la aplicacion bilineal queda determinada por su matriz asociada.
Reciprocamente, sea B = {v1,...,v,} una base de V. Dada una matriz (a;;) si defini-

mos
Y1

To(v,v") = (x1,...,%0) (@ij)-
Yn

donde (x1,...,x,) e (¥1,...,y») son las coordenadas de v,v’ respecto de la base B, enton-
ces T es una aplicacion bilineal de matriz asociada (a;;) en la base B.

4. Ejemplo: Sea V =R".

Ty: R” x R™ - R
((xl,--~,xn),(y1,~--,yn)) — X1y1+...+xnyn

es una aplicacion bilineal. En la base usual de R", 1a matriz asociada a T es

1
T =
1

Si definimos T2((x1,...,%,),(¥1,...,¥2)) := X;ja;;x;y;, entonces la matriz asociada a Ts
en la base usual de R" es (a;;).

5. Proposicion: Sea V un R-espacio vectorial, B ={v1,...,v,} una base de V, Te una
aplicacion bilineal en V' y A =(a;;) la matriz asociada a T's en la base B. Entonces, To
es simétrica si y solo si (a;;) es simétrica.

Demeostracion. Si Ty es simétrica entonces a;; = T2(v;,v;) = Te(vj,v;) = a;; y la matriz
(aij) es simétrica.
Supongamos ahora que (a;;) es simétrica. Sea v = (x1,...,%,) ¥y V' = (¥1,...,¥»), €n-
tonces
!/ !
To,v") =) xiyjaij =Y xiyjaji = To@',v)
iy ij

Luego Ty es simétrica. O

6. Proposicion: Sea V un R-espacio vectorial, B = {v1,...,v,} una base de V, Te una
aplicacion bilineal en V' y A = (a;;) la matriz asociada a T3 en la base B. Sea B' =
{v],...,v ) otra basede Vy A’ = (a’l.j) la matriz asociada a Tg en la base B'. Si P = (p;;)
es la matriz de cambio de base de B' a B entonces

A =Pl.A.-P
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Demostracién. Se tiene que
a;j = Tz(vé,v}) =To()_piivs,)_prjvi) =Y piipr;To(i,v) =) priawpr;
! v LU Ll
= Z(PtA)il’pl’j = (PtAP)ij
ll
Por tanto, A’ =P!.A-P. ]

7. Definicién: Dadas A,A’ € M,,(R) se dice que A’ es congruente con A si existe una
matriz invertible P € M, (R) tal que

A'=P!'AP

Es decir, A y A’ son congruentes si son las matrices asociadas a una aplicacién
bilineal T en dos bases B y B’ (si P es la matriz de cambio de base de B’ a B, entonces
A'=P'AP).

4.2. Producto escalar

1. Definicién: Diremos que una aplicacion bilineal T3: V xV — R es definida positiva
si To(v,v) > 0, para todo v # 0. Diremos que es semidefinida positiva si T'2(v,v) = 0, para
todo v #0.

2. Definicion: Si Ty es una aplicacién bilineal, simétrica, definida positiva diremos
que T'9 es un producto escalar y diremos que la pareja (V,T5) es un espacio vectorial
euclideo.

3. Ejemplo: Sea V =R". La aplicacion bilineal

Ty: R™ x R™ - R
((xly---;xn),(yl,---,yn)) — x1y1+...+xnyn

es simétrica, pues la matriz asociada en la base usual de R” es la identidad, que es
simétrica, y es definida positiva, ya que

To((x1,...,%n),(X1,...,%n)) = Zx? >0
i

si(x1,...,x,)# 0.
Se dice que T'5 es el producto escalar usual del espacio vectorial euclideo R”.

4. Notacion: Si (V,Ts) es un espacio vectorial euclideo también se suele denotar
(V,Te)=(V,)y Te(w,v)=v-v.
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5. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo. Diremos que los vectores no
nulos {e1,...,e;} € E son ortogonales si e;-e; = 0, para todo i # j. Diremos que son
ortonormales sie; -e; =§;;, para todo i, j.

Probaremos que en espacios vectoriales euclideos siempre existen bases ortonor-
males de vectores. Una base {e1,...,e,} € E es ortonormal si y sélo si la matriz asociada
al producto escalar, T2, en esta base es la matriz identidad.

6. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo y e € E un vector. Llamaremos
modulo o norma de e y lo denotaremos ||e]| a:

llell = Ve-e
Llamaremos distancia de e a e/, que denotaremos d(e,e’) a:
d(e,e'):=le—¢ll
Observemos que |[A-e||= V(A-e)-(A-e) = VA2-(e-e) = |A|-]|le]|, para todo LER y
e € E. Por tanto, dado un vector no nulo e, se cumple que v = ¢/||e|| es un vector de
norma lyv-v=1.
4.3. Método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Sea {e1,...,e,} un conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio
vectorial euclideo (E,-). Vamos a definir n vectores ortonormales {vq,...,v,} de modo

que {eq,...,e;) =(v1,...,0;), para todo i < n, mediante el proceso de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt:
Sea v1 = —=-. Observemos que v1-v1 = 1. Ademas, (e1) = (v1).

[le1ll*
Sea v, = eg — (v1-eg)-v1, se cumple que vy -v, =0y ademas (e1,ez) = (v1,v5). Por

tanto, si definimos vg = v’z/llv'2|| tendremos que {v1,v2} son ortonormales y (e1,e2) =
(v1,V2).

Sea vy = ez —(v1-e3)-v1 —(v2-e3)- vz, se cumple que v1-v; =0y v2-v; =0y ademas
(e1,e2,e3) = (v1,V2,v5). Por tanto, si definimos v = vi/||vg|| tendremos que {v1,v2,v3}
son ortonormales y {e1,e9,e3) = (v1,V2,V3).

Asi sucesivamente vamos construyendo {vq,...,v,}.

1. Teorema: En todo espacio vectorial euclideo existen bases ortonormales.
Demostracién. Sea {e7...,e,} una base del espacio vectorial euclideo E. Por el proceso

de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal {vy,...,v,}.
O
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2. Proposicion: Sea Ty una aplicacién bilineal simétrica de un R-espacio vectorial E
y A € M,(R) la matriz asociada en una base. Ty es un producto escalar <= todos los
menores principales de A son positivos.

Demostracién. =) Sabemos que existe una base ortonormal. Si P es la matriz de cam-
bio de base, entonces

A:P. .Pt
1

y Al = IP|?2 > 0. Por tanto, el determinante de toda matriz asociada a un producto
escalar es positivo.

La aplicacion bilineal T'5 restringida a {e1,...,e;) es un producto escalar y su matriz
asociada es la submatriz de A = (as), (ars)r s<;. Por tanto, [(a,s)r s<;| > 0. Es decir, todos
los menores principales de A son positivos.

<) Procedemos por induccién sobre n. Si n =1 entonces A =(1) y |A) = 1> 0, luego
T5 es un producto escalar.

Supongamos que el teorema es cierto para matrices de orden <n — 1.

Si A = (a;j) es la matriz asociada a T's (en la base usual B ={ey,...,e,} de R") en-
tonces la matriz asociada a la restriccion de T a {e1,...,e,—1) €s (@,s)r s<n—1. Todos los
menores principales de (a,s), s<,-1 son positivos. Por hipétesis de induccién la restric-
cion de Ty a {e1,...,e,—1} es definida positiva. Por tanto, existe una base {e’l,...,e’n_l}
de {(e1,...,e,—1) tal que

M

T2|(e1,-.-,€n—1) =
An—l

Ta(en,e!) .
conAy,...,Ap_1>0.Seae), =e,—Y; A’; “e'. Lamatriz de Tz enlabase B’ = {e],..., e}

es

M
1235 A
n-1
To(e),,e))

Si @ es la matriz de cambio de base de B a B’ tenemos que
M
Q| Q=A
An—l

To(e!, e})
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yO<|A|=A1---Ay_1-Tole),e!)-1Q|?. Luego, Ta(e!,, e’ ) >0y Ty es un producto escalar.
O

3. Descomposicion de Cholesky: Siguiendo las notaciones observemos que e; €
(e1,...,e;) =(v1,...,0;). Luego la matriz de cambio de base R de {e1,...,ep} a {v1,...,0,}
es triangular. La matriz asociada al producto escalar en {v1,...,v,} es Id. Por tanto, si
A es la matriz de asociada al producto escalar en la base {e1,...,e,} tendremos que

A=R!1d-R=R'‘R

(con R triangular).
Luego toda matriz simétrica definida positiva se puede escribir como el producto de
una matriz triangular por su transpuesta.

Supongamos ahora que tenemos dos bases ortonormales B = {eq,...,e,} y B’ =
{el,...,e},} y sea @ = (¢;;) la matriz de cambio de base de la base B’ a B. Entonces

Id=Q'-1d-Q

por tanto, @°-@ = Id (las matrices cuadradas que cumplen esta igualdad se denominan
matrices ortogonales).

Reciprocamente, sea @ una matriz ortogonal que sea la matriz de cambio de base
de una base ortonormal B ={e,...,e,} en otra base C = {vq,...,v,}. Entonces la matriz
asociada al producto escalar en la base C es C =(Q 1)!Id-Q ! =Q-Q ! =Id. Luego, la
base {vq,...,v,} es ortonormal.

En conclusién, las matrices ortogonales estan caracterizadas por aplicar bases or-
tonormales en bases ortonormales.

4. Factorizacion QR: Sea B ={eq,...,e,} la base ortonormal usual de R". Sea A €
M, (R) una matriz invertible. Sea C = {v1,...,v,} las columnas de A (A es la matriz de
cambio de base de C a B). A partir de C, por el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, definamos la base ortonormal C' = {v,...,v,,}. Sea R la matriz triangular de
cambio de base de C a C' y @ la matriz ortogonal de cambio de base de C' a B entonces

A=Q R

5. Observacion: Observemos que si A = QR entonces la descomposicién de Cholesky
de A’A es

A'A =(R'QHYQR =R'R
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4.4. Subespacio ortogonal y proyeccion ortogonal

1. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo. Dado un subespacio vectorial
L € E se define el ortogonal de L, que denotaremos L* como

Lt:={e€E:e-1=0,V]eL}

L+ es un subespacio vectorial de E: Dados v1,vs € L+, entonces (v1 +vg)-l =vy-1 +
ve-1 =0, para todo ! € L, luego v{ +vg € L*. Dados A€ Ry v e L', entonces (A-v)-1 =
A-(v-1)=0paratodoleL,luego A-veL™'.

2. Proposicion: Se cumplen las siguientes propiedades:
1. E-t={0}y {0}t =E.
2. Si L <L’ entonces L:2L'*.
3. (LH*t=L.
4. E =LeL" (en particular, LN L+ = {0}).
5. dimE =dimL +dim L.
6. (L+L)-=L*+*nL*y@LnL)=L++L"

Demostracién. 1. Sie € E+ entonces e-e =0, luego e =0 y E+ = 0. Obviamente, {0} =
E.

2. Obvio.

3.4.y5.Sea{eq,...,e,) una base ortonormal de L. Ampliando, sea {(e1,...,e,, e'l, syl
una base de E. Por el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, obtenemos una
base ortonormal

{el,...,en,e'l',...,e’,:l}
de E. Ahora ya es claro que Lt = e],...,em)y (LYt =<(eq,...,en) =L.
Ademss, E =L & L' y tomando dimensiones

dimE = dimL + dim L+

6. Obviamente, (L+L')t =L+nL". Por 3., (L2 nL'Y)t = L+L'. Denotemos, N = L+

y N’ = L't. Entonces, tenemos que (N N N')t = N+ + N't. Hemos terminado, porque
todo subespacio es ortogonal de un subespacio (efectivamente, de su ortogonal).

O
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Dado un espacio vectorial euclideo (E,-) y un subespacio L < E sabemos que E =
LeL*. Por tanto, dado e € E tenemos que e = e +e9 de modo tnico con e; € Ly eg € L*.
La aplicacién lineal

E=LelLt % L
e=e1teg — €1

se dice que es la proyeccién ortogonal de E sobre L. Es claro que Kerw = L y 7, =1d
y que estas dos igualdades determinan 7.
Sea {l1,...,l,,} una base ortonormal de L. E1 morfismo

¢:E—L,pe)=) (e-1)l;

12

coincide con 7: Sea v =) ;(e-l;)l;. como (¢p(e)—v)-l; =e-l;j—v-l; =0, para todo i, entonces
Pple)—v=0y ¢e)=v.

3. Proposicion: Sea n: E — L la proteccion ortogonal de E en L. Dado e € E se cumple
que n(e) € L es el vector de L mds cercano a e.

Demostracién. Tenemos que e = e +eg, e1 € L, es € LT y 71(e) = e;. Podemos escribir
L = (e1) ® (e1)* (denotamos por (e1)T el subespacio de L ortogonal a (e1)). Dado [l € L
tendremos que [ = e + 13, con Is € {(e1)". Entonces,

d,e))=(-e)-(l—e)=((A-1Dey +Ilz—es)-(A—1e1 + 1z —e3)
=(A-1)%-(e1-e))+lg-la+eg-ea=eg-ex=d(ey,e)’

yd(l,e)=d(eq,e),siysolosi A=1yls=0, es decir, ] =ej. O

Sea B ={e1,...,e,} una base de E y A la matriz asociada al producto escalar en la
base B. Sea B’ ={l1,---,l,,} una base ortonormal de L y @ la matriz cuyas columnas
son las coordenadas de los vectores {/;} respecto de B. Calculemos la matriz de la
proyeccién ortogonal a L, en las bases B,B’: Dado e € E, n(e) = Y;(e-1;)-1;. Si e =
(x1,...,x,) en la base B,

A((x1,..., %)) = (X1,...,%0) A Q=1,..-,Ym)

en la base B'. Es decir, 1a matriz de 7 en las bases B,B’ es Q! - A.
Por tanto, la matriz P de la composicién,

ELLLE
enlabase B,esP=Q-Q!-A.
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Sea ahora B’ = {e,...,e),} una base de L y @ € M,,.,(R) la matriz cuyas columnas
son las coordenadas de los vectores e'i en la base B, es decir, @ es la matriz asociada
asociada a la inclusién L — E en las bases B’ y B.

Calculemos la matriz P asociada a la aplicacion lineal 7: E — L en las bases B y
B':
Dado v € E sabemos que v —n(v) € LT, o dicho de otro modo,

v-l=n()-l,VleL
Sea v =(x1,...,x,) enlabase Byl =(y1,...,yn) en la base B'. Entonces

Wt
v-l=(x1,...,%6,)-A-Q

Yn

Por otra parte, 7(v)! =@Q -P - (x1,...,x,)’ en la base B. Por tanto,

Y1
a)-1=(x1,...,%,)P'Q'AQ
Yn
Luego, AQ = P!Q'AQ, luego P! = AQ(Q'AQ)™! (Q'AQ es la matriz asociada al pro-
ducto escalar de L en la base B) y la matriz de la composicién E - L — E en la base

B es
P=(Q'AQ) 1(Q'A).

La matriz de la composicién E = L <& E en la base B es

RQ'AQ) N Q'A).

4.5. Inversas generalizadas

Sea T': R" — R™ una aplicacién lineal (entre espacios vectoriales euclideos). R* =
(KerT)t e KerT yR?"=ImT & (Im T)+ y con esta descomposicion

[Ty 0
T‘(o 0)

donde T: (KerT)* =ImT, es la restriccién de T' a (Ker T')*.

1. Definicion: Se dice que T : R™ — R” es una inversa generalizada de T siy solo si
TT~ eslaidentidad sobre Im T, es decir, TT"T =T.
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0 O

Ty O _
)entoncesT —( C D

T;' B
Siguiendo notaciones, si T = ( 1 ), con B,C,D cuales-

quiera.

2. Definicién: Se dice que T7: R™ — R” es una inversa de minimos cuadrados de T
si TT" es la identidad sobre Im T y es nulo sobre Im T, es decir, sélo si TT2T =Ty
T((ImT) ) cKerT.

Con la descomposicién, R” = (KerT)* @ Ker Ty R =ImT & (Im T)*,

T 0
O_["1
=" o)
3. Definicion: Diremos que 7" : R”™ — R" es la inversa de Moore-Penrose de T si
+ -1 + —
Ty =T1" Y Ty =0-
Con la descomposicién, R” = (KerT)* @ Ker Ty R =ImT & (Im T)*,
TP o
+_[*1
(' 9

4.6. Aplicacion a sistemas de ecuaciones lineales
Dados A € M, «,(R) y b € R™ consideremos el sistema de ecuaciones lineales
Ax=b

1. Proposicion : Sea A~ una inversa generalizada de A. El sistema de ecuaciones
Ax =b es compatible siy sélo si AA™b = b, en cuyo caso A™b es una solucién particular
del sistema de ecuaciones.

Demostracion. Obviamente si AA™b = b entonces A~ b es una solucion particular del
sistema de ecuaciones y el sistema es compatible.
Si el sistema es compatible entonces b = Ac para cierto c. Luego, AA"b=AA"Ac=
Ac=b.
O

2. Lema: Sea A € M,,«x»(R) una matrizy A~ € M,«xn(R) una inversa generalizada.
Entonces,

KerA ={(Id-A"A)y, Yy eR"}

Demostracion. KerA c{(Id—A~A)y: y € R"}: Dado y’' € Ker A tenemos que Id-A~A)y’ =
vy, luegoy e {Id-A"A)y: ye R*}.{Id-A"A)y: yeR"} cKerA:Dadoy' =(Id-A"A)y,
tenemos que Ay’ =(A-AA A)y=(A-A)y =0, luego y' € KerA. O
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3. Teorema: Si el sistema Ax = b es compatible y A~ es una inversa generalizada de
A, entonces

{Soluciones de Ax=b}={A"b+(Id-A"A)y, VyeR"}

Demostracién. {Soluciones de Ax = b} = {Sol. particular+KerA}. Como A~ b es una so-
lucion particular y Ker A = {Id—A~A)y: y € R*}, hemos concluido. O

4. Definicion: Se dice que % € R” es una solucion aproximada minimo cuadratica del
sistema de ecuaciones Ax =b si d(Ax,b) <d(Ay,b), para todo y € R™.

5. Proposicién: Sea AS € M, »(R) una inversa minimo cuadrdtica de A € M, ,(R)
y b € R™. Entonces APb es una solucién aproximada minimo cuadrdtica del sistema

Ax=05b.

Demostracién. R™ =ImA @ (ImA)* y b =b1+bg, con by =AceImA y by € ImA)*.
Observemos que b1 € ImA, es el vector de Im A mas cercano a b. Por tanto, d(b1,b) <
d(Ay,b), para todo y € R”. Sabemos que AP(b) = AP(b1)+ AP(by) y AP(b2) € KerA.
Por tanto, A(AP(b)) = AAP(b1) = AAPA(c) = Ac = b;. Por tanto, AP(b) es una solucién
aproximada minimo cuadratica de Ax = b. O

6. Teorema: Si el sistema Ax = b es compatible y AP es una inversa minimo cuadrd-
tica de A, entonces

{Soluciones aproximadas minimo cuadrdticas de Ax = b} = {APb+(Id-APA)y, Vy e R"}

Demostracién. AS(b) es una solucién minimo cuadratica, luego A(AP(b)) =: by es el
vector de Im A mas cercano a b. El vector e € R" es otra soluciéon minimo cuadratica
siy sélo si A(e) = by = A(AD(b)), es decir, si y sélo si A(e — AP(b)) = 0. Por tanto, el
vector e € R” es otra solucién minimo cuadratica siy sélo si e — AP(b) € Ker A, es decir,
e € AP(b) + Ker A. Hemos concluido porm m|

7. Definicion: Se dice que x™ € R" es la solucién éptima minimo cuadratica del sis-
tema de ecuaciones Ax = b si es la solucién aproximada minimo cuadratica de norma
(euclidea) minima.

8. Proposicion: Si el sistema Ax = b es compatible, entonces x* = A*(b) es la solucion
aproximada éptima minimo cuadrdtica del sistema Ax = b.

Demostracion. A*(b) es una solucién minimo cuadratica. Por el teorema anterior y
cualquier otra solucién minimo cuadrética es de la forma e = A*(d) +d, con
d € KerA. Como A*(b) € (KerA)* tenemos que ||e||? = ||[AT(D)||2 + ||d||?. Luego A*(b)
es la solucion aproximada 6ptima minimo cuadratica del sistema Ax = b. O
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4.7. Calculo de la inversa de Moore-Penrose

Sea T': R” — R™ una aplicacion lineal (entre los espacio vectoriales euclideo usua-
les) de matriz asociada A. Queremos calcular la matriz A" asociada a T™.
Observemos que (Ker T')* esté generado por las filas de A: El vector (x1,...,x,) € R?
pertenece a KerT siy sélo si
A-(x1,...,x,)'=0

es decir, si y sélo si (x1,...,x,) es ortogonal a las filas de A. En conclusion,
(KerA): =TmA*

Es decir, Ker T es el espacio ortogonal al espacio generado por las filas de A.

Searelrangode T'y {ai,...,a,} r filas de A linealmente independientes. Sea Ar la
matriz de columnas los vectores {a1,...,a,}. Una base de ImT es {a'1 =T(a1),...,a, =
T(a,)}. Sea {l1,...,l,} una base ortonormal de ImT (obtenida, por ejemplo por Gram-
Schmidt). Sea R la matriz de cambio de base de {I1,...,l,} a{a),...,a} yQ =A-Ar-R
la matriz de columnas las coordenadas de los vectores /; en la base usual de R™.

La matriz de la proyeccion de R en Im7", R — ImT,v— ) ;(v-1;)-1;, en las bases
lausualde R™ y {I1,...,l;} deImT es Q°, enlabase {T(a1) =a/,...,T(a,) =a,} es R-Q".
Por tanto, la matriz de T en las bases usuales de R™ y R" es

A"=Ar-R-Q"=(Ar-R)-(Ar-R)"- A’

4.8. Matrices hermiticas

Sea E un C-espacio vectorial (por ejemplo, E = C").

1. Definicién: Diremos que una aplicacion Ty: E x E — C es una forma hermitica si
para todo u,u’,v,v' € E y A € C, cumple que

1. To(u+u',v)=To(u,v)+To(u',v).

2. To(u,v+v")=To(u,v)+To(u,v’).

3. To(Au,v) = AT9(u,v) (A es el nimero complejo conjugado de A).
4. To(u,Av) = AT9(u,v).

5. Ta(u,v) =T, u).
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(que es el concepto equivalente en espacios vectoriales complejos al concepto de apli-
cacion bilineal simétrica que dabamos en espacios vectoriales reales).

Observemos que To(u,u) = To(u,u), luego To(u,u) € R.

Sea B ={eq,...,e,} una base de £ y A = (a;;) la matriz asociada a T en esta base

ajj:=Tsej,e;)

Si T es hermitica, entonces a;; = Ta(ej,e;) = Ta(e;,e;) = aj;. Es decir, (a;;) = (a;;) =:
(a;;)*. Es decir, (a;;) es una matriz hermitica.
Dadose=Y;x;e; =(x1,...,xp)y e =Y ;vie; =(y1,...,yn), entonces
y1
To(e,e') = Tg(inei,Zyjej) = Zo‘ciijg(ei,ej) = Za‘ciaijyj =(x1,...,x,)a;;)
i J ij ij
Yn

Sea B' ={e'},...,e},} otra base de E y P = (p;;) la matriz de cambio de base de B a
B. Sea (a’ij) la matriz asociada a T's en la base B’. Entonces

0
a;j=Tz(e'i,e'j)=(0,-?-,1,---,0)(pij)t(aij)(pij) 1|=(P*AP);;
0

Luego, A'=P*AP.
2. Definicion: Diremos que la forma hermitica 7’9 es un producto escalar si To(u,u) €

R*, para todo u # 0. De nuevo denotaremos T's por - y diremos que (E,-) es un espacio
vectorial complejo unitario.

C" con el producto escalar usual (x1,...,x,)-(y1,...,¥2) = 2; X;¥; €S un espacio vec-
torial complejo unitario. La base usual de C" es una base ortonormal.

Del mismo modo que en espacios vectoriales euclideos, tenemos el proceso de orto-
normalizacion de Gram-Schmidt en espacios vectoriales complejos unitarios. Por tan-
to, en todo espacio vectorial unitario existen bases ortonormales.

3. Definicion: Diremos que (a;;) € M,(C) es una matriz unitaria si
*
(a;;) (a;j)=1d
Sea L: C" — C" una aplicacién lineal de matriz asociada (a;;). De nuevo, (a;;) es
unitaria si y sélo si 7' aplica bases ortonormales en base ortonormales (es decir, con-
serva distancias).

Del mismo modo que en espacios vectoriales euclideos, toda matriz (a;;) tiene su
descomposicion UR, es decir, es el producto de una matriz unitaria por una triangular.
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4. Factorizacion de Schur: Sea A € M,,(C). Entonces, existe una matriz unitaria
U e M, (C) tal que
U*AU =T, (T triangular).

Demostracién. Existe P € M,(C) tal que
PlAP= J, (J matriz de Jordan).
Sea P = UR una descomposicion UR. Entonces,

J=(UR) 'A(UR)=R (U 'AU)R
Luego, U"YAU =T, (con T = RJR ! triangular). O

4.9. Problemas

1. Sobre R? consideramos una aplicacién bilineal T's : R? x R3 — R cuya matriz aso-
ciada respecto de la base usual de R es A € #3(R). Determinar si T's es simétrica
cuando A es:

-1 2 3 11 -1 1 2 3
(a)( 2 4 1), (b)( 1 2 1), (c)(2 5 6).
315 -11 6 11 4

2. Hallar la matriz respecto de la base usual R? de la métrica simétrica T : R3 x
R3 — R definida por

To(ui,u;) = 5; Te(ur,ug) = 0; Te(ur,uz) = -1;
To(ug,ug) = 1; Te(ug,uz) = 4
To(us,uz) = 0

donde u; =(1,2,1), ug =(-1,2,0) yug =(1,0,1).

3. Sean V un R-espacio vectorial de dimensién n > 0 y T2 una aplicacién bilineal
sobre V. Probar que si 9 = {v1,...,v,} es una base de V tal que T2(v;,v;)=6,;,
donde §;; es la funcién Delta de Kronecker, entonces T es un producto escalar
sobre V.

4. Sean V un espacio vectorial euclideo y L <V un subespacio de V. Probar que
la restricciéon del producto escalar de V a L dota a este ultimo de estructura
de espacio vectorial euclideo; es decir, todo subespacio vectorial de un espacio
vectorial euclideo hereda una estructura natural de espacio vectorial euclideo.
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5. Aplicar el método de Gram-Schmidt para calcular bases ortonormales, a partir
de la bases dadas en los siguientes espacios vectoriales euclideos:

1. {(1,1,1),(0,1—-1),(0,2,0)} en R3, con el producto escalar usual.

2. {1,x,x%} en el espacio V de los polinomios de R[x] con grado menor o igual
que 2, y el producto escalar T2(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

3. {1,x,x%} en el espacio V de los polinomios de R[x] con grado menor o igual
que 2, y el producto escalar To(P,Q) = folP(x)Q(x)dx.

6. En el R-espacio vectorial R? consideramos la aplicacién

Ty:RZxRZ2 — R
((e1,¥1),(x2,52)) —  Tal(x1,y1),(x2,y2)) = x1x2 + x1Y2 + X2¥1 + 2Y1Y2.

1. Probar que T2 es un producto escalar.

2. Obtener una base ortonormal del espacio vectorial euclideo (R?, T).

7. Sobre R3 se considera la aplicacién bilineal T cuya matriz en la base usual es

3 2 -1
2 2 0.
-1 0 2

1. Probar que T es un producto escalar.
2. Hallar una base ortonormal del espacio vectorial euclideo (R3, T’).
3. Calcular el médulo de v=(1,3,—-2) y el angulo que forman los vectores u; =

(1,-2-2) yug =(2,1,0) para el producto escalar T's.

8. Sobre R? consideramos la aplicacién bilineal T cuya matriz en la base % usual

es
311
A=|1 2 0
1 01

1. Probar que T es producto escalar.
2. Hallar una base ortonormal del espacio vectorial euclideo (R3, T).

3. Calcular el médulo del vector v € R de coordenadas (1,0,2) respecto de 2.
Calcular el angulo que forman el vector v con el vector u de coordenadas
(1,0,0) respecto de %.

9. Sea V el espacio vectorial de las matrices simétricas reales de orden dos.

81



Espacio vectorial euclideo 4.9. Problemas

1. Hallar una base de V.

2. Probar que la aplicacién

VxV — R
(A,B) — A-B=tr(AB)

es un producto escalar sobre V y obtener su matriz en la base hallada en el
apartado (a).

3. Calcular una base ortonormal de V para el producto escalar anterior.
10. Consideremos en R? el producto escalar T que en la base B ={vy =(1,1,0),vg =
(1,0,1),v3 =(0,1,1)} tiene matriz
1 0
2 V2
V2 3

1. Calcular una base ortonormal para T's.

A=

S H

2. Escribir la matriz de T en la base usual de R3.

3. Calcular las ecuaciones, en la base B, del subespacio ortogonal al plano =
que en la base usual tiene ecuacion z = 0.

4. Calcular la distancia de vy a 7.
11. Consideremos en R* el producto escalar euclideo
Tolx,y) =4x1y1 +x1Y2 + X2y1 + 2x2y2 + X3Y3.

Calcular la proyeccion ortogonal del vector v = (0,1,0) sobre el subespacio L =
((1,0,0), (0,0,1)) y determinar la distancia de v a L.

12. Sean V un R-espacio vectorial de dimension 4, 4 = {vy,vg,Vv3,v4} una base de V.
Consideramos el producto escalar definido por

vi'vy = 7, vivg = 3; virvy = 35 virvg = -1
vg've = 25 vgrvy = 1; vgevy = 0

v3:-vy = 2; vy'vy = —1;

V4-Vyq4 = 1,

que dota a V de estructura de espacio vectorial euclideo. Dado el subespacio L
de V generado por los vectores u; = vo+vy, ug =2v;+vVe+V3 yug =v3—2vy—Vs,
obtener una base de L.
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13.

14.

15.

Sean V = R?*, 2 la base usual de R* y T la aplicacién bilineal simétrica cuya
matriz respecto de & es

1 001
0110
0110
1 0 01

Si L es un subespacio de V, definimos
Lt={veV | To(v,u)=0, YueL}.

1. Probar L* es un subespacio de V.
2. Hallar una base de V*.

3. Sea L el subespacio de V definido por {(x1,x9,%3,%x4) | x1 —x4 = x2 —x3 = O}.
Comprobar que (LY)t #L.
4. ;Contradicen los apartados anteriores a las propiedades vistas para el subes-

pacio ortogonal de un subespacio de un espacio vectorial euclideo? Justificar
la respuesta.

Sea B ={v1 =(1,1,0),vs =(1,0,1),vs = (0,1,1)} una base de R3. Sobre R? conside-
ramos el producto escalar cuya matriz respecto de & es

1 0

2 V2

V2 3

A=

O

que lo dota de estructura de espacio vectorial euclideo.

1. Calcular una base ortonormal de R3.
2. Calcular la matriz del producto escalar respecto de la base usual de R3.
3. Dado el subespacio L = {(x,y,z) e R® | z =0}, calcular L.
Sobre V = />(R), esto es, el espacio vectorial de las matrices reales de orden 2,

se considera el producto escalar dado por la igualdad A - B :=tr(AtB), para cada
Ay B € M (R).

1. Calcular el ortogonal del subespacio L formado por las matrices diagonales
de 4> (R).

2. Determinar la proyeccion ortogonal de cada matriz C € .#2(R) sobre L.
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16. Sean % ={uy,...,u,} una base ortonormal de un espacio vectorial euclideo V, L
un subespacio de V, {vy,...,v,} una base de L y A € .4,«,(R) la matriz cuyas
columnas son las coordenadas de vy,...,v, respecto de %.

1. Probar que la matriz A'A es invertible.
2. Dado un vector v =A1u; +---+ A,u,, demostrar que las coordenadas de la
proyeccion ortogonal de v sobre L respecto de %8 son
M
A(AtA)IAY
An

3. Aplicar lo anterior para calcular, en R* con su producto escalar usual, la
proyeccion ortogonal de (-1,2,—-3,—-1) sobre L =((1,3,-2,0),(3,2,0,0)).

17. Sea A € M,,«»(R) una matriz de rango r. Probar que existen matrices B € M,.(R)
invertible, y P € M,(R), @ € M,,(R) ortogonales de modo que

o lafi)e

Probar que las r primeras columnas de P son una base (ortonormal) de (Ker A)*,
las n —r dltimas columnas son una base (ortonormal) de Ker A, las r primeras
columnas de @ es una base (ortonormal) de ImA y las m —r columnas de @ es
una base (ortonormal) de (Im A)*. Probar que

B1l|o
+ _ t. .
A‘P(o O)Q

18. Sea A € M, (R). Probar

a) (A-A)r=171.4%

b) (A*) =(AH".

c) (AT =A.

d) AT =A"1si A es invertible (y cuadrada).
e) (AA")"=AATy(ATA)" =ATA.

f) ATA =1d siy sélo si rg(A) =n.

g) AT =(A'A) 1Al sirg(A) =n.
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19. Sea A € M« (R). Probar que
a) AT =(ATA)TAL.
b) La proyeccién ortogonal de R™ en ImA esigual a AAT = A(ATA)TAL.
c) AP=(AA)" AL

20. Usar el ejercicio [18(g) para calcular la inversa de Moore-Penrose de

N OO -
R
R = WS

011
21. SeaA—(O 1 0).Probarque(A2)+¢(A+)2.

000
1 -1 2
A= 0 -1 2 |.
3 2 -1

1. Calcular la inversa generalizada de Moore-Penrose de AA!, y usar la pro-
posicién [18(g) para hallar A™.

2. Usar A" para calcular la matriz de proyeccion ortogonal de R” sobre im(A)
y de R™ sobre im(AY).

22. Consideremos la matriz

23. Sea A € .4, (R). Probar que si A es simétrica, entonces

1. At es simétrica.
2. AAT=A%A.

24. Sea A € Mpxn(R). Probar que si rg(A) = 1, entonces A™ = a A, donde a =
tr(A*A).

25. Sea A € My xn(R). Probar que

1. AB=0s5i,ysélosi, B"A" =0, con B € Mpxp(R).
2. A*B=0si,y s6losi, A'B=0, con B € Mpp(R).

26. Sea A € Myxn(R) simétrica y de rango r. Probar que si A tiene un autovalor A
no nulo de multiplicidad r, entonces A* = 172A.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Sean A € M, xn(R) y B € My, p(R). Probar que si B tiene rango pleno por filas (es
decir, rg(B) = n), entonces
AB(AB)" = AA™.

Sean A € Mymxn(R) y B € My m(R). Probar que (AB)" = B'A*' si A'ABB!' =
BBYAtA.

Calcular la inversa de Moore-Penrose de

S OO+ N
S OO+
O == OO
S N DNO O
B O O O O

Consideremos la matriz diagonal A = diag(0,2,3).

1. Hallar una inversa generalizada de A de rango 2.
2. Hallar una inversa generalizada de A de rango 3 y que sea diagonal.

3. Hallar una inversa generalizada de A que no sea diagonal.

Sea A € /,(R) una matriz divida por bloques de la siguiente manera

A1r Ax )
A= ,
( Ag1 Ao

con A11 € 4, (R). Probar que si rg(A11) =rg(A) =r, entonces

Al o
0 0

es una inversa generalizada de A.
Sean A € My, «xn(R) y A™ una inversa generalizada de A. Probar que:

1. AA",A"A, I,-A"Ael,,—AA™ sonidempotentes.
2. rgl,—A"A)=n-rg(A)yrg(l,,—AA")=m —rg(A).

Sean A € My, xn(R) y B € My, xp(R). Probar que B~ A~ serd una inversa generali-
zada de AB para cualquier eleccion de A~ y B~ si rg(B) =n.
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34. Sean A € Mpxn(R) y B € Myxp(R). Probar que para cualquier eleccion de A™ y
B~, B"A™ es una inversa generalizada de AB si, y sélo si, A”BB™~ es idempoten-
te.

35. Probar que la matriz B es una inversa generalizada de A si, y solo si, AB es
idempotente y rg(A) = rg(AB).

36. Sean A € My xn(R) Yy B € Myxm(R). Probar que B es la inversa de Moore-Penrose
de A si, y sélo si, B es una inversa minimo cuadratica de A y A es una inversa
minimo cuadratica de B.

37. Sea Ax =b un sistema de ecuaciones compatible. Probar que si B es una inversa
generalizada de A, entonces x = Bb es una solucién, y para cualquier solucién X,
existe una inversa generalizada B de A, tal que X = Bb.

38. Consideremos el sistema de ecuaciones Ax = b, donde A € #4x3(R) es la matriz

de ejercicio [20]y
1
3
b=l _ 1
0

1. Probar que el sistema es compatible.
2. Hallar una solucion de este sistema de ecuaciones.
3. /Cuantas soluciones linealmente independientes hay?

39. Consideremos el sistema de ecuaciones AXC = B, donde X € #3(R) es una ma-
triz de incégnitas y

1 -1
131 4 2
A‘(321)’ ¢= (1) (1) yB‘(z 1)'

1. Probar que el sistema de ecuaciones es compatible.

2. Hallar la expresion de la solucién general de este sistema.

40. Sea A € Mpymxn(R) y b € R™. Probar que X es una solucién aproximada minimo
cuadratica del sistema Ax = b si, y sélo si, X forma parte de una solucién del

sistema ampliado
I, A y) (b
At 0 x/] |0
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41.

No es extrano encontrar problemas de minimos cuadrados en los que la matriz A
es muy grande pero contiene muchos ceros. Para esta situacion, el anterior sis-
tema ampliado contendra menos entradas no nulas que el sistema de ecuaciones
normales, y evitara los problemas de memoria que suelen dar los algoritmos de
resolucién. Ademas, se evita el calculo de A'A que puede producir problemas de
mal condicionamiento.

Consideremos el problema de calcular la solucién de norma minima del problema
de minimos cuadrados min ||Ax — 5|2, donde

(58] 5 (3]

Probar que
1. la solucién % = (1,0)".
2. Consideremos la perturbacion de A

0 o
El:(o 0)

donde 6 es un numero positivo pequefio. Resolver la version perturbada
del problema anterior min|A1y — b||?, donde A1 =A +E;. {Qué le ocurre a
|%X —yll cuando § se aproxima a cero?

3. Ahora consideremos la perturbacién de A

0 0
Ez‘(o 5)

donde § es un numero positivo pequefio. Resolver la version perturbada
del problema anterior min|Agz—b I2, donde Ag = A +Es. {Qué le ocurre a
%X —z| cuando 6 se aproxima a cero?
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Capitulo 5

Clasificacion euclidea de
aplicaciones lineales y formas
cuadraticas

5.1. Matrices simétricas reales

1. Definicion: Sea (R",-) el espacio euclideo usual. Diremos que un endomorfismo
lineal T': R” — R" es simétrico si T'(x)-y =x-T(y) para todo x,y € R".

2. Proposicion: T: R" — R" es simétrico si y solo si la matriz asociada a T en la base
usual de R" es simétrica.

Demostracién. Sean x = (x1,...,X,) Y ¥ = (y1,...,¥,) en la base usual de R” y A la
matriz asociada a T en la base usual. Entonces

Mgl
(Tx)-y=(A-x")-Id-y’ = (x1,...,%x,) - Al-
yn
Y1 Y1
x-(Ty)=(x1,...,x,) - Id-A-| : | =(x1,...,xp) A"
Yn Yn

Luego T'(x)-y=x-T(y), para todo x,y € R” siy s6lo si A es simétrica.
O

3. Lema: Sea (R",-) el espacio euclideo usual y T: R" — R" un endomorfismo lineal
simétrico. Entonces, para todo x,y € R" se cumple que
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Clasificacion euclidea 5.1. Matrices simétricas reales

1. (T"x)-y=x-(T™y), para todo m € N.
2. (p(Mx)-y=x-(p(T)y), para todo polinomio p(z) € R[z].

Demostracién. 1. Usando la proposicién anterior, tenemos que (T2x)y = (Tx)-(T'y) =
x-(T?y), ete. . | |
2.(CiAiT)x) -y =L Lil(T"x) - y) = 25 Aioe - (T y)) = - ((X; A T y).
O

4. Teorema: Sea (R",-) el espacio euclideo usual y T : R* — R" un endomorfismo lineal
tal que su matriz asociada A € M, (R) en la base usual es una matriz simétrica. Enton-
ces, existe una base ortonormal en la que T diagonaliza. Es decir, existen una matriz
ortogonal P y una matriz diagonal D tales que

A=P.-D-P!

Demostracién. a) Los autovalores de T son reales. Tenemos que ver que las raices
del polinomio caracteristico de 7', yr(x) son reales. Sea a = a + bi, con b # 0 una raiz
compleja de yr(x). Entonces yr(x) =(x—a)-(x —a)-q(x) = (x — a)? +b2)- g(x). Entonces
existe v € R?, no nulo, de modo que 0 = (T —a)? + 5%)v = (T — a)?v + b%v, de donde

0=(T-a)v+b%v)-v=(T-a) (T -a)+(bv) (bv)>0

Hemos llegado a contradiccién.

b) T es diagonalizable. Tenemos que ver que si A € R es un autovalor de T entonces
Ker(T — A) = Ker(T — 1)? (es decir, todos los bloques de Jordan son de rango 1). Sea
v € Ker(T — 1)2. Entonces

0=(T-1)?v)-v=(T-A)-(T-A)v)
luego (T —A)v =0y veKer(T - 1).
¢) Si u,v son dos autovectores de autovalores A # u, entonces son ortogonales:
Aw)-v=Tw)-v=u-(Tv)=u-(u)=pu-v

Luego, u-v =0.

Entonces R*" =Ker(T —A1)®---®Ker(T — A,), donde Aq,...,A, son los autovalores de
T. Consideremos una base ortonormal en cada Ker(7T — 1;). Todas juntas forman una
base B ortonormal de R" (por ¢)), en la que T diagonaliza. Sea P la matriz ortogonal
de cambio de base de B a la base ortonormal usual de R*. Se cumple que

A1
A=P. . .P?
Ar
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5.2. Descomposicion en valores singulares Clasificacion euclidea

Del mismo modo que el caso real, en el caso complejo tenemos:

5. Proposicion: Si A € M, (C) es hermitica entonces todos sus autovalores son reales
y existe una matriz unitaria U de modo que U* - A -U es una matriz diagonal real D,
luego

A=U-D-U*

Demostracién. En primer lugar hay que demostrar que todos los coeficientes del poli-
nomio caracteristico son reales y después se continida como en el caso real. O

6. Teorema: Sea (R",-) el espacio euclideo usual y Te una forma bilineal simétrica de
R™. Entonces, existe una base ortonormal para -, ortogonal para Ts.

Demostracion. Sea A la matriz (simétrica) asociada a T'9 en la base usual. Por[5.1.4]
existen una matriz ortogonal P y una matriz digonal D tal que

A=P-D.P!

Es decir, si B es la base (ortonormal para -) formada por las columnas de P, entonces
la matriz asociada a T'9 en B es D. Es decir, B es una base ortogonal para T's.
O

5.2. Descomposicion en valores singulares

1. Teorema: Sean (E,-)y (E',-) dos espacios vectoriales euclideos. Sea T: E — E' una
aplicacién lineal. Entonces, existen bases ortonormales B, B' de E y E' en las que T
“diagonaliza’.

Demostracion. Sea Ty la forma bilineal simétrica de E definida por
To(e,e'):=T(e)-T(e'), Ve,e'cE

Por |5.1.6, existe una base ortonormal de E, B = {eq,...,e,}, ortogonal para Ts. Por
tanto, T'(e;)-T'(e;) = T'2(e;,ej) = A; - 6;j. Reordenando la base, podemos suponer que
A1,...,A, son positivos y que A,+1 =--- = A, = 0. Por tanto, T'(e1),...,T'(e,) son vectores
no nulos ortogonales entre siy T'(e,+1) =---=T(e,) =0. Sea B' = {e| = T(e1)/ VA1,"-- ,e}. =
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Clasificacion euclidea 5.2. Descomposicion en valores singulares

T(e,) /1r,e’r+1,~-~ ,e,.} una base ortonormal de E’. La matriz asociada a T en las ba-
ses B, B es
VA1
Vi
T= 0

2. Observacion: Dados e = (x1, -+ ,x,),e' = (y1,...,y,) € R,
Tole,e')=T(e) - T(e') = (x1,...,xp) A" - A-(y1,...,v,)

Luego la matriz asociada a Te = A’A. Recordemos que A1,...,A, son los autovalores
no nulos de la matriz A’A y que B = {e;} es una base ortonormal de autovectores de
A'A. Observemos ademaés que e,;1,...,e, es una base de Ker T, luego e1,...,e, es una
base de (Ker T')*. Por A%timo, {e] =TT DIl,...,e, =T(e,)|T(e,)ll} es una base

ortonormal de ImT y {e’ ,,...,e},} es una base ortonormal de (Im T)*.

3. Descomposicion en valores singulares: Sea A € M, «,(R) de rango r. Existen
matrices ortogonales P € M,,(R) y @ € M,,(R), tales que

Vi

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema anterior, donde 7': R* — R™ es
una aplicacién lineal de matriz asociada A, en las bases usuales de R" y R™, @ es la
matriz de cambio de base de la base B a la base usual de R" y P es la matriz de cambio
de base de la base B’ a 1a base usual de R™. O

4. Definicion: Se dice que VA1,::-, VA, son los valores singulares de A y la descom-
posicion (*) se llama la descomposicion en valores singulares de A.
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5.2. Descomposicion en valores singulares Clasificacion euclidea

Los valores singulares de A no dependen de la descomposicién en valores singu-
lares de A: Si A =P -D-Q?, con P,Q matrices ortogonales y D una matriz diagonal
con coeficientes no negativos entonces A’A = @ - D?-Q*. Por tanto, los coeficientes de
la diagonal de D son las raices cuadradas de los autovalores de A’A.

5. Descomposicion en valores singulares corta: Sigamos las notaciones de
Sea Q1 € M, «»(R) la matriz formada por las r-primeras columnas de Q y P1 € M, «, la
matriz formada por las r primeras columnas de P y A € M,(R) la matriz diagonal de
coeficientes en la diagonal \/A_l Entonces

A=P1-A-Q)  (x%)

Ademds, por ser las columnas de P y @ vectores ortonormales se tiene que Pi -P1=1dy

Ql-Q=1d

Demostracion. Con las notaciones obvias P =(P1,P2), @ = (Q1,Q2)y

A 0) (@] A-Q!
A:(Pl,Pz)'(O 0)'(Q£)=(P1,P2)'( 01):P1'A-Q§

O

6. Definicion: Se dice que la descomposicién (**) es la descomposicién en valores
singulares corta de A.

Calculemos la descomposicién en valores singulares de T'*.
Existen unas bases ortonormales {e1,...,en}, {e1,...,e,} base de Ker T)* y {e+1,...,en}
base de (KerT)) y {e,...,e},} ({e],...,e,} base de ImT) y {e’ .,el } base de Im T)1)

r+loce
de modo que T'(e;) = /A; -e’i, sii<ryT(;)=0sii>r.Lamatriz asociada a T en

estas bases es la diagonal, D

A O
D‘(o 0)’

VAar

La inversa de Moore-Penrose 7 esta definida por T'(e’,) = (1/ VA)-ei,siisry T(e)) =
Osii>r.

Si A es la matriz asociada a T' en la bases usuales de R" y R™ teniamos la descom-
posicion en valores singulares

wor ) gho
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Clasificacion euclidea 5.3. Formas cuadraticas

Por tanto, la matriz asociada a T" en las bases usuales es

A1 0
+_0n. . pt
A_Q(O O)P

Si consideramos la descomposicion en valores singulares corta tenemos que
_ t + _ -1 _pt
A=P;-A-Q;, A"=Q1-A""-P;
Por ultimo,

_ Al B Al 0
A :Q.(C D).pt y AD:Q.(C D).pt

5.3. Formas cuadraticas

1. Definicion: Una forma cuadratica en R es un polinomio homogéneo de grado dos
en n-variables,
rR* L R
(x1,...,25) — qx)= Y a;xix;
i<j
2. Proposicion : El conjunto de formas cuadrdticas de R" estd en correspondencia
biunivoca con el conjunto de matrices simétricas de orden n (o equivalentemente con el

conjunto de formas bilineales simétricas).

Demostracion. Asignemos a la matriz simétrica A = (a;;), la forma cuadratica

X1

i 2
q(xX1,...,%0) = (x1,...,x5)-A-] : :Zaijxixj:Zaiixi +Z2aijxixj
x ij i i<j
n

Asignemos a la forma cuadratica, q(x1,...,%,) = X;<;b;;x;x; la matriz A = (a;;)
donde a;;=a; = bij/2 Sii <jyaii = bi.
Ambas asignaciones son inversas entre si. |

Dada una forma cuadratica

X1
q(x1,...,x) = ) bijaix; = (x1,...,%) (@ij)-

i) x,
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5.3. Formas cuadraticas Clasificacion euclidea

y un cambio de coordenadas

X1 xl

N .

: (a; ;)| :

Xn X,

se tiene que
X1 x}
) t
qx1,.. %) = (1, 00)@) | 1 [ =@, x)a@ ) (@) (a))

Xn x),

Sabemos que existe un cambio de coordenadas (a’l.j) ortogonal (de columnas una

base ortonormal donde la matriz (a;;) diagonaliza) tal que (a'ij)t (a;;)- (a;j) =D esuna
matriz diagonal de coeficientes 11,...,1,. Luego,

2
q(x1,...,0,) =) bijxixj =) Aix]

i<j i

5.3.1. Clasificacion afin euclidea de cuadricas

Consideremos un polinomio de grado dos p(x1,...,%,) = ¥;<;@ijX; - Xj+3;a;x; +a
(estamos pensando en la cuddrica };<;a;jx; - x; + Y ;a;x; + a = 0). Por un cambio de
coordenadas (a’ij) ortogonal

X1 1
!
= (aij)
Xn Yn

podemos conseguir que } ;<;a;;x;ix; = bly% +-- 4 bryg (con b; #0). Por tanto,

p(x1,...,%,) = blyf+~--+bry3+zb’iyi +b'
i

. b’ . .
Por la traslacion y; = (z; — 53-), para todo i <r, y; = z; para todo j > r, tenemos que

2 2 "
p(x1,...,x,)=b12]+-+ b2, +bry12, 41+ +brz, +b

bri1zri1t+bnzy

V X bg+i ,

Por otro cambio de coordenadas ortogonal (u1 = z1,...,ur =25, Upsy1 =

etc.) obtenemos
2 2
p(x1,...,x5)=bruj+---+byu;+c-ups1+d

Si ¢ =0, entonces
2 2
p(x1,...,6,)=bruj+---+b,u;+d
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Clasificacion euclidea 5.3. Formas cuadraticas

(aqui hay que distinguir dos casos d =0y d #0).
Si ¢ # 0, por traslacién podemos suponer que

2 2
p(x1,...,x,)=bruj+---+b,u;i+c-urs1

Vamos a considerar p(x1,...,x,) equivalente a A - p(x1,...,x,), A € R. Médulo un factor
multiplicativo podemos suponer que ¢ o d son iguales a —1. Reordenando las r pri-
meras variables, si es necesario podemos suponer que b; >0, parai<sy b; <0 para
s < j<r. En conclusién, por cambio de coordenadas afin euclideo

2 2 2 2
1 oajxi+-+asxs—asi1-x;,,— - —ap-x7—-1
0
_ 2 2 2 2
plxy,...,xn) = 2. a1x]+ o+ asXg — Qg1 X~ — A Xy
0
2 2 2 2
3. a1x]+ Ay A5yl X ]~ T Qr Xy — Xl
(conai,...,a,>0)

3. Observacion: El caso 3. p(x1,...,x,) = alx%+-~-+asx§—as+1~x2 -~~—ar-x3—xr+1,

s+1°
a; > 0 es equivalente (multiplicando p(x) por —1, haciendo el cambiando x,1 por —x,+1
y reordenando las r primeras coordenadas) a blx% +---+b ,._sxf_ s—br_s+1 -xf_ a4l
b, x? —%r+1,b;>0(con b; =agyj,parai<r—-syb,_s.; =a;, para i <s).

Igualmente, el caso 2. p(x1,...,x,) = a1%>

1+ et agX? — gy 'xfﬂ ——a, &2 es
equivalente a blx% +e b,«_sx?_s —br_si1 -xf_sH —o=by-xz.

En conclusion, en los casos 2. y 3., podemos suponer que s es menor o igual que la
parte entera de /2 (pues 6 s =r/2y r—s =r/2, 6 sélo uno de los dos es menor que la
parte entera de r/2).

4. Ejemplo: Clasificacion afin euclidea de las cénicas. Es decir, clasificacién afin eu-
clidea de los polinomios en dos variables de grado dos (salvo un factor multiplicativo).
Sigamos notaciones anteriores (a,b > 0),

1. r=2,s=0: ax®> +by? -1 =0, (elipse); ax? + by? = 0 (dos rectas imaginarias no
paralelas).

2. r=2,s=1:ax2-by?—1 =0 (hipérbola); ax?-by? = 0 (par de rectas, no paralelas).
3. r=2,s=2: —ax?—by? —1=0 (elipse imaginaria).

4. r=1,s =0: ax? -1 =0 (dos rectas paralelas), ax? = 0 (recta doble), ax®—y =0
(parabola).

5. r=1,s =1: —ax? -1 =0 (dos rectas imaginarias paralelas).
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5.4. Problemas Clasificacion euclidea

6.

r=0: -1=0 (el vacio), 0 =0 (todo el plano), —x = 0 (una recta).

5. Ejemplo: Clasificacién euclidea afin de las cuddricas de R®. Es decir, clasificacién
afin euclidea de los polinomios en tres variables de grado dos (salvo un factor multi-
plicativo). Sigamos notaciones anteriores (a,b,c > 0),

1.

2.

10.

r=3,s=0:ax?+by?+cz2—1=0 (elipsoide), ax?+by?+cz? = 0 (cono imaginario).
r=3,s=1:ax?+by?—cz?—1=0 (hiperboloide reglado), ax?+by?—cz? = 0 (cono).
r=3,s=2:ax?—by?—cz?—1=0 (hiperboloide no reglado).

r=3,s=3: —ax?—by?—cz2—1=0 (elipsoide imaginario).

.r=2,5=0: ax?+by?—1 =0 (cilindro eliptico), ax? + by? = 0 (dos hiperplanos

imaginarios no paralelos), ax? + by? —z = 0 (paraboloide).

. r=2,s=1: ax? - by? -1 =0 (cilindro hiperbélico), ax? — by? = 0 (dos hiperplanos

no paralelos), ax® — by? — z = 0 (paraboloide reglado).

. r=2,5=2: —ax? - by? —1=0 (cilindro imaginario).

r=1,s=0: ax?—1=0 (par de planos paralelos), ax? = 0 (plano doble), ax?>—y =0
(cilindro parabdlico).

r=1,s=1: —ax?—-1=0 (par de planos imaginarios paralelos).

r=0: —1=0 (vacio), 0 = 0 (todo R3), —x = 0 (un plano).

5.4. Problemas

1.

2.

Calcular la descomposicion en valores singulares (larga y corta) de la matriz

122 1
A‘(111—1)‘

Sea A € My xn(R).

1. Probar que los valores singulares de A son los mismos que los de A*.

2. Probar que los valores singulares de A son los mismos que los de UAV, si
Uen(R)yV € M, (R) son matrices ortogonales.
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3. Si a #0 es un escalar, ;como son los valores singulares de ¢ A en compara-
cién con los de A?

3. Sea A € Mmxn(R). Si A tiene rango r y su descomposicion en valores singulares

(larga) es
_ A0 ¢
A_P( ; O)Q,

probar que, si v; y u; denotan, respectivamente, la columna i-ésima de P y @,
entonces, v; = (1/0;)Atw;, i=1,...,r.

4. Sean V un R-espacio vectorial de dimension 3,28 una base de V y T la forma
bilineal sobre V cuya matriz respecto de 28 es

2 2 3
2 3 4
3 4 6

Hallar una base de V respecto de la cual la matriz de Ty sea diagonal.
5. Probar las siguientes afirmaciones:
1. Si A € /4,(R) es simétrica y P es una matriz invertible, entonces A es (se-

mi)definida positiva si, y sélo si, lo es P*AP.

2. Si Si A € 4,(R) es simétrica, entonces A es definida positiva si, y sélo si,
existe una matriz P invertible tal que P'AP =1,,.

3. Si A € /,(R) es simétrica, entonces A es definida positiva si, y sé6lo si, existe
una matriz @ invertible tal que A = Q'Q.

4. Si A€ Mpyn(R),las matrices A'A y AA® son semidefinidas positivas.

5. Si A € Mpmxn(R), entonces el rango de A es m si, y sélo si, la matriz AA® es
definida positiva.

6. Si A € My .n(R), entonces el rango de A es n si, y sélo si, la matriz A'A es
definida positiva.

7. Si A € 4,(R) es simétrica de rango r, entonces existe una matriz B € 4, «,(C)
de rango r tal que A = BB*. Ademas, si A es semidefinida positiva, entonces
B puede tomarse real.

6. Aplicar los distintos criterios para determinar si las siguientes formas cuadra-
ticas son definidas positivas (negativas) o semidefinidas positivas o negativas.
Escribir también la forma reducida de cada una de ellas.
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5.4. Problemas Clasificacion euclidea

q1(x,y,2) = 3x2 + 16y + 13922 + 12xy + 30xz + 92y=.
golx,y,2) = —4x% - 5y2 — 222+ 4xz.

gs(x,y,z)= x2+ 4y2 —4xy.

qa(x,y,z,t) = —4x2 +dxy — y2 — 922 + 62¢ — 2.
q5(x,y) = xy.

qe(x,y,2,t) =2xt +2yz.

S T o

110
7. DadalamatrizA=| 1 2 0 |,
0 0 3

a. Escribir una matriz ortogonal P tal que P"'AP sea una matriz diagonal D.

b. Escribir una matriz ¢, que pueda expresarse como producto de matrices
de transformaciones elementales del tipo permutar dos filas y sumar a una
fila A-veces otra fila, tal que Q'AQ sea una matriz diagonal D

c. Escribir, si es posible, una matriz R, que pueda expresarse como producto
de matrices de transformaciones elementales, tal que R*AR = I.

Sea T la forma bilineal simétrica que, en la base usual de R? tiene matriz A y
sea g la forma cuadratica asociada a T'.

d. Comprobar que T5 es un producto escalar.

e. Las columnas de P forman una base ortonormal para el producto escalar
usual de R3. Comprobar que dichas columnas forman una base ortogonal
para T.

f. Comprobar que las columnas de @ forman una base ortogonal para Ty y
que las de R forman una base ortonormal para T'.

g. Escribir la expresion de q en coordenadas para las bases dadas por las co-
lumnas de P,de @ y de R.

8. Sean A € Mpyxn(R) y B € Mpyxn(R) simétricas y semidefinidas positivas tales
que A — B también es semidefinida positiva. Probar que B* — A" es semidefinida
positiva si, y sélo si, rg(A) = rg(B).
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