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Capitulo 0

Introduccion

El saber matematico, como todo saber discursivo, se conoce y aclara en su propio desarrollo y
despliegue. Por eso, toda introduccién cuya pretensién sea dar una idea iltima de lo que se estudia
es intrinsecamente falsa. Ahora bien, parafraseando al filésofo y pedagogo Gaos, la ensenanza es el
conjunto de mentiras que hay que contar para que la verdad sea comprendida. Comencemos, sin més
reservas, con la introduccion.

En la Geometria Algebraica confluyen la Matematica Griega con el estudio de los cuerpos geométri-
cos, y la Matematica Renacentista-Descartesiana con el calculo de las soluciones de los sistemas de
ecuaciones. Simplificando, podemos decir que la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones
de los sistemas de ecuaciones algebraicas en el espacio afin o proyectivo, es decir, el estudio de las
variedades algebraicas. Asi pues, el objetivo fundamental de la Geometria Algebraica es la clasificaciéon
de las variedades algebraicas.

La teoria de haces nos permitird comprender las variedades algebraicas como variedades diferen-
ciales, cuyos anillos de funciones serdn anillos de funciones algebraicas (las dlgebras de tipo finito).
Mediante cartas y la teoria de haces, como en Geometria Diferencial, definiremos los esquemas, que
son variedades que localmente son variedades algebraicas afines.

Los esquemas son el marco mas idéneo para el desarrollo de la Geometria Algebraica y de una
Teoria de Interseccién, sin embargo, el uso de anillos con nilpotentes exige un conocimiento pro-
fundo del Algebra Conmutativa. Quizds una de las sorpresas mayores del Algebra Conmutativa es
cémo los conceptos de funcién (algebraicas), derivada, diferencial, variedad (algebraica), superficies
de Riemann, Riemann-Roch, residuo, etc., son conceptos algebraicos.

Una aproximacién a la clasificacién de las variedades algebraicas es la clasificacién birracional. Dos
variedades algebraicas se dicen que son birracionales si son isomorfas en un abierto denso. Veremos
que a toda curva se le puede asignar un unico modelo birracional proyectivo no singular, que po-
dra obtenerse mediante explosiones, estudiadas en Algebra Local, y anadiendo los puntos necesarios
para que sea proyectiva.

Introduciremos también el grupo de Picard de una curva, que es otro invariante intrinseco de la
curva (que puede asociarse también, en general, a los esquemas). Esencialmente, el teorema de Torelli
afirma que la variedad de Picard de una curva determina la curva (no lo veremos). La variedad de
Picard de una curva es el conjunto de los fibrados de linea de la curva, médulo isomorfismos. Los
fibrados de linea seran esenciales para la formulacién del teorema de Riemann-Roch, la teoria de
dualidad, la construccién de las inmersiones de las curvas en espacios proyectivos, etc.

La asignacién de invariantes numéricos a las variedades algebraicas permite una primera aproxi-
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macion a la clasificacion “discreta” de éstas. Quizas la técnica moderna més importante para la intro-
duccién de invariantes numéricos es la cohomologia. Existen muchas teorias cohomoldgicas, nosotros
desarrollaremos la cohomologia de los haces coherentes, introducida por Serre. Asi pues, a un esquema
le podemos asociar los grupos de cohomologia de sus haces de funciones algebraicas. La cohomologia
es una técnica muy util para comprender y expresar resultados importantes, como el teorema de
Riemann-Roch. Definiremos los haces de médulos de diferenciales de un esquema, que se corresponden
con los fibrados cotangentes de la Geometria Diferencial, y permiten introducir invariantes numéricos
como la dimensién del espacio vectorial de todas diferenciales “holomorfas” del esquema. En el estu-
dio de las curvas, en la Teoria de Dualidad, este espacio vectorial serd determinante para definir un
morfismo canoénico de cada curva en un espacio proyectivo.

El teorema central del curso sera el teorema de Riemann-Roch. Por una parte exigird la intro-
duccién de los haces de linea, cohomologia, teoria de dualidad, y por otra dard las relaciones entre
los distintos invariantes, género geométrico, género aritmético, longitud del conductor, grado de un
divisor, grado del divisor canénico. Ademas, posibilitara la demostracion del teorema de Hurwitz, de
la existencia de haces linea muy amplios, etc. Haremos una introduccién a la clasificacién de las curvas
proyectivas. Por ejemplo, clasificaremos la familia de las curvas elipticas.

Muchas de las nociones y demostraciones adoptadas (por ejemplo aciclicidad de los grupos de
cohomologia de los esquemas afines, acotacién cohomolégica, etc.) serdn generalizables a variedades
proyectivas de dimensiéon mayor que uno y asi lo haremos. Creemos que un curso de la Geometria
Algebraica de la Curva es una buena introduccién a la Geometria Algebraica Global, porque en él se
introducen muchas de las técnicas generales de la Geometria Algebraica Global en una situacién no
excesivamente compleja.



Capitulo 1

Esquemas

1.1. Introduccién

La teoria de variedades algebraicas estudiada hasta este curso padece de una grave deficiencia. No
tenemos una nocion clara de cudles son, localmente o no, las funciones algebraicas sobre una variedad
algebraica no afin. Asi pues, dado un abierto de una variedad algebraica, no sabemos quién es su anillo
de funciones algebraicas. Asi, por ejemplo, no sabemos cudl es el anillo de funciones algebraicas, del
espacio proyectivo. Cualquiera que sea la nocién de funciones algebraicas tendran que verificar que
vienen determinadas localmente, como sucede en variedades diferenciales.

H. Cartan expresé la analogia entre variedades algebraicas y analiticas afirmando que en todos los
casos se trataban de espacios anillados. Serre introdujo la teoria de haces y la cohomologia de haces
en el estudio de las variedades algebraicas abstractas. Finalmente, Grothendieck presenté la definicién
de esquema como espacio anillado que localmente es un esquema afin. Los esquemas son los objetos
bésicos de estudio de la Geometria Algebraica Abstracta actual.

1.2. Haces

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio topolégico. Un prehaz de conjuntos sobre X, es una ley que
asigna a cada abierto U C X un conjunto P(U) de modo que verifica que

1. SiV esun abierto contenido en otro abierto U, se tiene un morfismo de restriccién: ¢,y : P(U) —
P(V'). Es usual escribir, para s € P(U), ¢u,v(s) = sjy.

2. Para cada abierto U, ¢y,y = 1d.
3. Si W CV C U son abiertos entonces ¢y,w = ¢v,w © ¢y,v, es decir, (sjv)jw = sjw-

Dicho de otro modo: Sea 7x la categoria cuyos objetos son los abiertos de X y cuyos morfismos
entre objetos son la inclusién natural (cuando exista) y sea Cconj la categoria cuyos objetos son los
conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones de conjuntos. Un prehaz de conjuntos sobre X no
es sino un funtor de 7x en Cconj-

Anélogamente se definen los prehaces de grupos, de grupos abelianos, o anillos sin més que sustituir
Cconj Por la categoria de grupos, de grupos abelianos o anillos, respectivamente. Si A es un prehaz de

7
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anillos, se llama prehaz de médulos sobre el prehaz de anillos A, a todo prehaz P de grupos abelianos
que verifique:

1. Para cada abierto U, P(U) es un A(U)-médulo.
2. SiV C U, entonces (a-s)y = ayy - sy, paraa € A(U)y s € P(U).

Ejemplo 1.2.2. 1. Sea G un grupo abeliano. Sea P(U) = G para todo abierto U C X. Si tomamos
como morfismos de restriccion la identidad, entonces P es un prehaz de grupos abelianos en X.

2. Sea P(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U C X. Si tomamos como morfismos de
restriccién la restriccién de funciones, entonces P es un prehaz, “el prehaz de funciones continuas
sobre X”.

Andlogamente, si X es una variedad diferenciable, se definen los prehaces de funciones diferen-
ciales, de campos diferenciales, tensores, etc.

3. Sea X = R? — {0}. Poniendo P(U) = [I-formas exactas en U] y tomando como morfismos de
restriccién los evidentes, se define el prehaz de 1-formas exactas.

4. Sea A un anillo y X su espectro. Asociando a cada abierto U C X el anillo Ay = {¢, cona € A
y s € A de modo que s no se anule en ningin punto de U} y tomando como morfismos de
restriccién los de localizacion, se obtiene un prehaz de anillos.

5. Si M es un A-mddulo, asociando a U el Ay-médulo My = M ® 4 Ay se define un prehaz de
moédulos sobre el anterior prehaz de anillos.

A los elementos de P(U) se le denominan secciones de P en U, y alguna vez denotaremos P(U) =
(U, P).

1.3. Gérmenes de secciones
Queremos definir el concepto de germen de secciones en un punto. Hablemos primero del concepto

de limite inductivo: Sea un diagrama conmutativo de morfismos (de conjuntos, de grupos, de anillos
o de médulos, etc.)

Suponemos que dados M; y M; cualesquiera, “mas adelante”, existe un M), donde siguiendo el rio de
flechas se aplican M; y M;. Denotemos ¢;;: M; — M; a los morfismos del diagrama (que cumplen
¢ii =1d y ¢rs 0 dir = ¢is). Se suele decir que {M;, ¢;j }ier es un sistema inductivo.
Se define

lim M; = [ [ Mi/ ~

izI i€l
donde m; € M; es equivalente a m; € M; si existe un k tal que ¢;r(m;) = @jr(my). Tenemos
morfismos naturales ¢;: M; — 1iin M;, ¢;(m;) = m;, que cumplen ¢; o ¢;; = ;.

iel
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Es facil ver que lim M; cumple la siguiente propiedad universal: Si f;: M; — N son morfismos
iel
tales que f; o ¢;; = f;

Afyr " ) % g
S
N

entonces existe un tnico morfismo f: lim M; — N (f(m;) := fi(m;)) de modo que f; = f o ¢;.
il
Si los M; son médulos dejamos que el lector pruebe que (lim M;)s = lim (M;)s.
iel el

Dados dos sistemas inductivos {M;, ¢;; }ier, {M], (bij}ief y morfismos ¢;: M; — M (cumpliendo

que ¢;j ©g; = g; © ¢;j, para todo 7, j), entonces tenemos un morfismo natural g: liin M; — 1i£n M,
iel iel

m; — g;(m;). Dejamos que el lector pruebe que si

0— M; - M - M/ —0
son exactas tomando limites inductivos tenemos que

0 — lim M; — lim M — lim M/ — 0
iel iel iel
es exacta.
Dado un prehaz P sobre X y un punto z € X, la fibra P, de P en x se define del siguiente modo:

P, = lim P(U)
def —
zeU

es decir, P, = [] {s € P(U)}/ ~, donde dados s € P(U) y s’ € P(U’) cumplen que s ~ s’ si y s6lo
zeU

si existe un abierto V, tal que x € V. C U NU’, de modo que s, = siv. También se dice que P, son

los gérmenes de secciones de P en zx.

Dado s € P(U) denotaremos § = s, € P.

Ejercicio 1.3.1. Sea P el prehaz definido en 5. sobre Spec A. Dado = € Spec A, entonces
P, = M,.

Resolucion: P, = lim My. Como tenemos morfismos naturales My — M., tenemos un morfismo
—

zeU
natural P, — M,. Dejamos al lector que compruebe que es un isomorfismo.

Ejercicio 1.3.2. Los gérmenes del prehaz de funciones reales continuas de R™, en un punto x € R"
coinciden con C(R™), (donde m, es el ideal maximal de las funciones que se anulan en x y C(R"),
la localizacién en este ideal primo).

Definicién 1.3.3. Un morfismo de prehaces f: P — P’ sobre X es un morfismo de funtores, es
decir, una colecciéon de morfismos fir: P(U) — P(U’) (para cada abierto U) que conmutan con los

morfismos de restriccién. Denotaremos por Hom (P, P’) al conjunto de morfismos de prehaces de P en
P
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Todo morfismo f: P — P’ de prehaces induce un morfismo f,: P, — P, fi(sz) = f (s)lﬂ

Definicién 1.3.4. Un haz sobre un espacio topoldgico X es un prehaz F' tal que para cada abierto
U C X y cada recubrimiento {U,} por abiertos de U, la sucesién

F(U) > HF(Ua)piHF(Ua NUs)
a P2 a8

donde p1([[sa) = [[sajv.nu, v p2(llsa) = H55|U v, €S exacta. Es decir, J es inyectivo y su
« a, [eY o, «

imagen son las secciones de [[F'(U,) donde coinciden p; y ps, que equivale a decir:
[0}

1. Si dos secciones de F' sobre U tienen las mismas restricciones a cada U, ambas coinciden.

2. Dada una familia de secciones s, € F(U,) cuyas restricciones a las intersecciones coinciden
(Sa|vanus; = 8|u, ﬂUg) existe una seccién s € F(U) de modo que su restriccién a cada U, es Sq.
[e3

Supondremos ademds que F(()) es un conjunto con un unico elemento.

Ejercicio 1.3.5. Sea U y U’ dos abiertos disjuntos de un espacio topolégico X y F un haz en X.
Probar que F(UUU’) = F(U) x F(U").

Ejemplo 1.3.6. 1. Los prehaces del caso 2 del ejemplo son haces. El del caso 1, lo serd cuando
el espacio topolégico X considerado verifique que todo par de abiertos no vacios tenga intersec-
cién no vacia.

2. Sea X = R? — {0}. El prehaz de 1-formas exactas no es haz, pues d(arctany/x) es localmente
exacta, pero no globalmente porque su integral a lo largo de la circunferencia unidad es diferente
de cero.

Dado un prehaz P se le puede asociar de modo natural un haz P:

P(U) o { (Sz)zeU, Sz € Py: Para cada x € U existe un entorno

VCUdexzys €P(V)demodo que s; = s, para todo y € U

Dejamos al lector que pruebe:

1. P es un haz.

2. El morfismo natural P — P definido por los morfismos P(U) — P(U), s + (54)zer €s un
isomorfismo si y sélo si P es un haz.

3. Para todo z € X, P, = P,.

Dado un morfismo de prehaces f: P — P’ define de modo natural un morfismo f: P — P’ entre
los hacificados ((sz)zer — (fz(52))zev)-

Proposicion 1.3.7. Sean P un prehaz y F un haz. Se cumple el isomorfismo

Hom(P, F) = Hom(P, F), f+ f

LCon miés rigor, debiéramos escribir fr;(s)y si s € P(U), en vez de f(s)z.
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Demostracion. No es méas que considerar el diagrama conmutativo

O

Ejercicio 1.3.8. Sea P un prehaz sobre un espacio topoldgico X. Sea P = ][ P, la unién disjunta
reX
de las fibras de P. Consideremos la proyeccién natural P — X, s, — z. Cada elemento s € P(U)

define una seccién s: U — P, x — s,. Consideremos en P la topologia cuya base de abiertos son los
conjuntos §(U). A P con esta topologia se le denomina espacio etale asociado al prehaz P. Probar

1. P — X es un homeomorfismo local.

2. El haz Homx (—, P) de secciones continuas de la proyeccién P — X, sobre abiertos de X, es
justamente el haz asociado a P.

3. La categoria de los espacios localmente homeomorfos a X es equivalente a la categoria de los
haces sobre X.

Proposicién 1.3.9. Un morfismo f: F — F' de haces es un isomorfismo si y sélo si fr: Fp — F.
son isomorfismos para todo x € X.

Un morfismo f: F — F' de haces de grupos es el morfismo cero si y sélo si f, = 0 para todo
x € X. En particular, un haz es cero si y sélo si lo es en fibras.

Demostracion. Veamos sélo la suficiencia de la primera afirmacién. Supongamos pues, que f,: F, —
F! son isomorfismos para todo z € X. Dados s,s' € F(U) si fu(s) = fu(s'), entonces f,(sy) =
fu(8)e = fu(s)e = f2(s),). Luego s, = s}, para todo zy s = s'.

Asf pues, los morfismos fy: F(U) — F'(U) son inyectivos. Dada una seccién s’ € F'(U), por
ser los f, epiyectivos, existird un recubrimiento {U,} de U y secciones s, € F(U,) de modo que
fu.(sa) = si v, - Ademds las s, coinciden sobre las intersecciones por la inyectividad de los morfismos
fu., luego definen una seccién s € F'(U), tal que s;y = so. Luego fu(s) = s', pues localmente sobre
los U, coinciden. Con todo hemos concluido que los fyy son isomorfismos.

En cuanto a la segunda afirmacién. Dado s € F(U), fu(s) = 0 siy sblo si fu(s)y = fz(sz) =0
para todo « € U. Ahora es sencillo concluir. O

Ejercicio 1.3.10. Sea G un haz y F' — G un prehaz. Demostrar que el prehaz F’ definido por
F'(U):={se GU): s, € Fy, para todo x € U} es el haz asociado a F.

Resolucion: Veamos que F’ es haz: Obviamente F’ es un subprehaz de G. Sea {U;} un recubrimiento
por abiertos de U. Si s; € F'(U;) coinciden sobre las intersecciones, por ser G haz, existe una tinica
seccién s € G(U) cuya restriccion a cada U; es s;. Ademds s, = (s;), € F, para todo x € U; y todo
i, luego s € F'(U).

El morfismo F — F' induce un morfismo F — F’. Como F. = F,, el morfismo anterior es
isomorfismo porque en fibras lo es.
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Dado un morfismo f: F — F’ de haces de grupos, se cumple que el prehaz Ker f definido por
Ker f(U) = Ker[F(U) — F'(U)] es un haz. Sin embargo, Im f definido por Im f(U) = Im[F(U) —
F'(U)] no es en general haz. En el contexto de haces, denotaremos por Im f al hacificado del prehaz
imagen recién definido. Igualmente, Coker f definido por Coker f(U) = Coker[F(U) — F'(U)] no es
en general haz. En el contexto de haces, denotaremos por Coker f al hacificado del prehaz contcleo
recién definido.

Proposicién 1.3.11. Dado un morfismo F — F’ de haces (o prehaces) de grupos, se cumple
1. (Ker f), = Ker f,, para todo z € X.
2. (Im f), =Im f,, para todo x € X.

Demostracion. Recordemos que el limite inductivo es un funtor exacto.

1. (Ker f), = lim Ker fy = Ker f,
zcU

2. (Im f), = lim Im fy = Im f,
zeU

Definicién 1.3.12. Una sucesién de morfismos de haces de grupos

In frt1
R L S A e S
diremos que es una sucesion exacta de haces, si se cumple la igualdad de haces Ker f,, 11 = Im f,.

Corolario 1.3.13. Una sucesion de morfismos de haces de grupos

F R T R,

es una sucesion exacta de haces si solo si

fng.- fn+1w
By = P, & Fago, — -

es una sucesion exacta de morfismos de grupos, para todo x € X.

Demostracion. Silm f,, = Ker f,11, entonces (fr410 fn)z = fati1, © fny = 01luego fri1 0 fr, = 0.
Por tanto, tenemos un morfismo Im f,, — Ker f,+1, que en fibras sobre x es isomorfismo, luego

Im f,, = Ker fr41.
Reciprocamente, si Im f,, = Ker f,41, en fibras Im f,,, = Ker fp41,. O

Ejercicio 1.3.14. Si0 — F/ — F — F” — 0 es una sucesién exacta de haces de grupos demostrar
que para todo abierto U, la sucesién 0 — F'(U) — F(U) — F"(U) es exacta.

Ejercicio 1.3.15. Sea X =R? — {0}, F = C¥ y F’ el haz de las uno formas cerradas de X. Probar
que el morfismo d: F — F’, g — dg, es un epimorfismo de haces pero d: F(X) — F'(X) no es
epiyectiva.

Sea f: X — Y una aplicacion continua de espacios topolégicos.

Definicién 1.3.16. Dado un prehaz P sobre X se define la imagen directa, f,P, de P por f, como
el prehaz £, P(U) = P(f~1(U)).

Es facil comprobar que si F' es un haz sobre X, entonces f,F es un haz sobre Y.
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1.4. Espacio anillado

Es obvio que cuando miramos una esfera no estamos viendo simplemente un conjunto de pun-
tos sino que ademds estamos anadiendo una estructura topoldgica. Es decir, vemos la esfera como
un conjunto con una topologfa (un espacio topoldgico). Si ademds consideramos que la esfera no
es “deformable suavemente” al cubo, estamos anadiendo una estructura extra. Localmente estamos
identificando “suavemente” la esfera con el plano, es decir estamos dando unas coordenadas, estamos
indicando las funciones u “observaciones” sobre la esfera “suaves o adecuadas”. Con més precision,
estamos diciendo que la esfera es un espacio topolégico junto con el anillo de funciones diferenciables,
la estamos viendo como una variedad diferenciable con su anillo de funciones diferenciables.

Cuando hemos definido una variedad algebraica los tinicos conjuntos que “observamos” son los
definidos a partir de las funciones algebraicas. Es decir, cuando escribiamos Spec A, en realidad siempre
tenfamos presente la pareja (Spec A, A)El Asi pues, un espacio es un espacio topolégico junto con cierto
anillo de observaciones, que estan definidas o determinadas localmente.

Definicién 1.4.1. Un espacio anillado es una pareja (X, Ox) formada por un espacio topolégico X
y un haz de anillos Ox sobre X.

Si (X,Ox) es un espacio anillado nos referiremos a X como al espacio topoldgico subyacente y a
Ox como el haz estructural. Por brevedad diremos que X es un espacio anillado.

Definicién 1.4.2. Se llama espacio anillado en anillos locales a todo espacio anillado cuyas fibras
sean anillos locales.

Ejemplo 1.4.3. Las variedades diferenciales y las variedades topoldgicas son espacios anillados en
anillos locales.

Definicién 1.4.4. Un morfismo de espacios anillados (X, Ox) — (Y, Oy) es una pareja formada por
una aplicacién continua f: X — Y, y un morfismo de haces de anillos ¢: Oy — f,Ox.

Dado un morfismo de espacios anillados (f, ¢): (X,0x) — (Y, Oy), para cadapuntoy = f(z) € Y,
se tienen morfismos naturales Oy, ¢(5) — (f*ox)f(l.) — Ox .

Definicién 1.4.5. Un morfismo (X, Ox) — (Y, Oy) de espacios anillados entre espacios anillados en
anillos locales se dice que es un morfismo en anillos locales, si los morfismos naturales Oy, ¢,y — Ox
son locales, es decir, aplican el ideal maximal del primer anillo dentro del ideal maximal del segundo.

Ejemplo 1.4.6. Sea f: X — Y es una aplicacién diferenciable entre variedades diferenciales. Para
cada abierto U C Y, tenemos un morfismo de anillos C5°(U) — CL(f~1(U)), g — go fiF1w)-
Morfismos que definen un morfismo de haces de anillos Cy° — f.CS. En gérmenes tenemos el
morfismo Cy° Fa) ™ C% .o [9] = [go f], que aplica el ideal maximal de las funciones que se anulan en
f(x), de C’;‘: Fa)r €1 el ideal maximal de las funciones que se anulan en f(z), de CF . En conclusién,
todo morfismo f: X — Y, induce de modo natural un morfismo de espacios anillados en anillos locales
entre los espacios anillados.

2Desde un punto de vista epistemolégico las observaciones del espacio son previas a toda concepcién del espacio y
éste se obtiene como objetivacién de aquellas. El problema de como puede haber observaciones sin tener previamente el
espacio, aqui queda desdibujado pues no nos encontramos con ninguna dificultad al definir A sin tener Spec A, si bien,
para definir A siempre necesitaremos de los conjuntos o al menos del conjunto N
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1.4.1. Haz de localizaciones en abiertos de Spec A

Dado un anillo A, consideremos en Spec A el prehaz definido, para cada abierto U C Spec A, por

U~ AU) &= Av = As

g_ { Sistema multiplicativo de las }

funciones que no se anulan en U

Definicién 1.4.7. Denotaremos por A al haz en Spec A asociado al prehaz U ~» Ay. Diremos que A
es el haz de localizaciones en abiertos de Spec A.

Proposicién 1.4.8. La fibra en un punto x € Spec A del prehaz de localizaciones en abiertos de
Spec A, coincide con la localizacion, A, del anillo A en x. En particular A, = A,.

Demostracion. Ejercicio [1.3.1 O
Asi pues, (Spec A, fl) es un espacio anillado en anillos locales.

Lema 1.4.9. Sea U un abierto bdsico de Spec A. Si {U;}i=1,...n €s un recubrimiento finito de U por
abiertos bdsicos, la siguiente sucesion es exacta

n n
Ay — © Ay, & Avinu;
1=1 i,]
“El prehaz de localizaciones es un haz en la base de abiertos bdsicos”

Demostracion. La exactitud de la sucesién es una cuestién local, luego localizando en Uy, tenemos
que ver que la sucesion
b1

i n N n
AUk - ,@1AUkmUz‘ - @ AUk,ﬁUiﬁUj
= P2 1,3

es exacta. Obviamente, i es inyectiva porque i(s) = (sjy,nv,)i ¥ 8ju,nv, = s- Dado (s;) € ,E_%lAUmUu
si p1(si) = pa(si) entonces s;|y, nv,nU, = Sk|U.NULNU, - LUEEO S = Sk|u, AU, » 1-€., 1(SK) = (SS O
Teorema 1.4.10. Si U C Spec A es un abierto bdsico distinto del vacio entonces

AU) = Ay
En particular, A(Spec A) = A.

Demostracion. Tenemos que ver que el morfismo natural Ay — fl(U) es isomorfismo.

1) Es inyectivo: Dada s € Ay, si s — 0 entonces existe un recubrimiento {U;} de U por abiertos
basicos, tal que sy, = 0 (Ay — Ay,,s — sjy,). Por la compacidad de U podemos suponer que el
recubrimiento es finito. Por el lema, el morfismo Ay — @Ay, es inyectivo. Luego s = 0.

2) Es epiyectivo: Dada s € A(U) existe un recubrimiento por abiertos bésicos {U;} v s; € Ay,
de modo que por los morfismos Ay, — fl(Ul) se cumple que s; — s|y,. Observemos que s;|y,ny, —
8j1vnU; = 0 ya que sjy,nv, — 8|u,nv; = 0y el morfismo Ay,ny, — fl(Uz NUj) es inyectivo por 1). Por
el lema, sabemos que existe s’ € Ay tal que s'|;, = s;. Entonces en el morfismo Ay — A(U) tenemos

que s’ — s, porque en los U; asi sucede.
O



1.4. Espacio anillado 15

Ejercicio 1.4.11. Sea B una base de abiertos de un espacio topoldgico X. Sea F' un prehaz en X.
Supongamos que F es haz para B, es decir, para cada U € B, cada recubrimiento {U;} de U por
abiertos U; € By un recubrimiento {U;;x} de U; N U; por abiertos U,j, € B la siguiente sucesion es
exacta

FU) - [[Fw) —Z [ FWin)
i i3,k
Demostrar que el haz asociado a F' coincide con F' sobre B.

Ejercicio 1.4.12. Sea A un anillo integro. Demuéstrese que A = Sﬂ AAm y en general que A(U) =
resSpec

ﬂUAm. (obsérvese que A < ¥, siendo ¥ = Ay_g, y recuérdese [1.3.10)).
xTE

Proposicién 1.4.13.
Morfismos de espacios anillados Morfismos de anillos
en anillos locales =
(Spec B, B) — (Spec A, A) A—B

Demostracién. Un morfismo (f, ¢): (Spec B, B) — (Spec A, A) de espacios anillados en anillos, induce

un morfismo } 3 3
¢a: A= A(Spec A) — f.B(Spec A) = B(Spec B) = B.

Tenemos el diagrama conmutativo,

A o4 B

| l

Afwy = Afe) —> B, = B,

Como Ajf,) — B, es local, se deduce que si ¢7% es el morfismo inducido en los espectros por ¢4
entonces ¢% (z) = f(x), es decir, ¢% = f. Ademds, ¢ estd determinado por ¢4: Dado un abierto
basico U, C Spec A, entonces f~1(U,) = Upa(a) y el diagrama

A o4 B

| |

~ v, =~
Ay, = Ae — Bu, ) = Bsa(a)

es conmutativo, luego ¢r, estd determinado por ¢4, y en conclusién ¢ también.
Reciprocamente, dado un morfismo f: A — B, induce un morfismo continuo f*: Spec B — Spec A
y por localizaciones morfismos
AU — Bf*fl(U)

que define un morfismo f: A — (f*),B. En fibras sobre f*(z), define el morfismo
Apeioy = ((F)+B) po() — Ba

inducido por f, que es local.
El morfismo f4 definido por toma de secciones globales es precisamente f. Con todo concluimos.
O
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1.5. Esquemas

Las variedades “anilladas” en Geometria Algebraica se denominan esquemas:

Definicién 1.5.1. Un espacio anillado (X, Ox ), diremos que es un esquema si existe un recubrimiento
{U;} de X de modo que (U;, Oy,) ~ (Spec 4;, A;). Diremos que es un esquema afin si es isomorfo a
un esquema (Spec A, A).

Ejercicio 1.5.2. Probar que un abierto de un esquema es un esquema. Demuéstrese que As — {0} no
es un esquema afin (Pista: probar que I'(As — {0}, O4,_q0y) = k[z,9]).

Ejemplo 1.5.3. Obviamente (Spec A, fl) es un esquema.

Definicién 1.5.4. Los morfismos de espacios anillados en anillos locales, entre esquemas se denominan
morfismos de esquemas.

Definicién 1.5.5. Un esquema X se dice que es reducido si para todo abierto U C X, Ox(U) es un
anillo reducido.

Proposicién 1.5.6. Un esquema X es reducido si y sélo si para todo x € X, Ox 5 es un anillo
reducido.

Demostracion. Si X es reducido entonces Oy , es reducido porque dada @ € Ox 4, a € Ox(U) si

a”™ = 0 entonces a™ = 0 en un entorno abiertode z, V C U, luego a = 0 en V' y @ = 0. Reciprocamente,

si Ox . son anillos reducidos para todo z € X, dado un abierto U tenemos el morfismo inyectivo

Ox(U) — [] Ox 4, luego Ox(U) es un anillo reducido. O
zeU

Definicién 1.5.7. Un esquema se dice que es irreducible cuando no es unién de cerrados propios, es

decir, cuando el espacio topoldgico subyacente es irreducible.

Ejercicio 1.5.8. Demostrar que un espacio topoldgico es irreducible si y sélo si no contiene dos
abiertos no vacios disjuntos.

Definicién 1.5.9. Un esquema X se dice que es integro si para todo abierto U C X se verifica que
Ox(U) es integro.

Proposicion 1.5.10. Un esquema es integro < es irreducible y reducido.

Demostracion. =) Obviamente, X es reducido. Si X = C;UC5 es unién de cerrados propios, entonces
X—(Cl ﬂOQ) = (Cl —(Cl ﬁCQ)) H(Cg— (01 ﬂCg)). Denotemos U = X—(Cl ﬂCQ), U1 = 01 —(Cl ﬁCQ)
y Uy = Cy — (C1 N Cy). Se verifica Ox (U) = Ox(Uy) x Ox(Us), que no es integro. Asi pues, hemos
llegado a contradiccién por suponer que X no es irreducible.

<) Dado un abierto U C X, sean f,g € Ox(U), tales que f-g =0.

Sea
_J @ € Utales que fenOx, —
"7 ] pertenezca al ideal maximal p,O X,z | Not 0
Ca = (9)o
Idem

Es facil ver que C; U Cy = U. Por tanto, X = [(X —U)U C1] U [(X — U) U Cy], luego por ser X
irreducible podemos suponer que X = [(X — U) U (4], es decir C; = U. Asi pues, f es nilpotente en
cada abierto afin incluido en U. Luego por ser X reducido, f es nulo en cada abierto afin incluido en

U, es decir, f es nulo. Luego Ox (U) es integro.
O
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Si X esirreducible y U C X es un abierto afin, sabemos que existe un punto p € U, tal que su cierre
en U es U. Tendremos que X = pUU¢, luego p = X. Dado un abierto V' C X, si p ¢ V, entonces
P C Ve luego V = ). Como consecuencia, p es el dnico punto cuyo cierre es X, pues localmente
afinmente p es tnico. Diremos que p es el punto genérico de X. Si un esquema X es integro y p, € X
es el punto genérico, llamaremos cuerpo de funciones de X a Ox j_, que es el cuerpo de fracciones del
anillo de funciones de cualquiera de sus abiertos afines. Denotaremos X x = Ox j, -

1.6. Ejemplos de esquemas

1.6.1. Variedades algebraicas. Variedades proyectivas

En el capitulo 1 hemos definido el espectro proyectivo de un anillo graduado, queremos ahora
precisar qué funciones algebraicas estamos considerando en el espectro proyectivo. La pregunta so-
bre cuédles son las funciones del haz de anillos del espectro proyectivo de un anillo graduado es una
pregunta esencialmente de naturaleza local, nos preguntamos cudles son las funciones localmente.

Para fijar ideas, consideremos P,, = Proj k[zo, ..., z,]. Las funciones de P,, — (z;)? han de ser fun-
ciones algebraicas f € k[zg,...,Zn]s; homogéneas de grado cero, pues sélo consideramos funciones
que no distinguen un punto (ap,...,a,) de (Aag,...,Aa,). Es decir, las funciones de P, — (x;)h
son (k[zg,...,Tnlz,)0 = k[xo/xiy. .., 2n/x;]. Como ademds P, — (z;)h = Specklxo/x;, ..., Tn /7]

tendremos que IP,, con las funciones “adecuadas” es un esquema.
Procedamos con toda generalidad y rigor. Recordemos, que dado un anillo graduado R, denotamos
por Ry los elementos de grado cero de R.

Definicién 1.6.1. Definimos el haz de localizaciones homogéneas R, en Proj R por el haz asociado
al prehaz

U~ (Rs)o, S = {

Sistema multiplicativo de las funciones}

homogéneas que no se anulan en U
para cada abierto U de Proj R.

Por sencillez supondremos, a partir de ahora, que R = Ry[&, . .., &), donde cada &; es de grado 1.
Teorema 1.6.2. (Proj R, R) es un esquema.

Demostracion. Recordemos que Proj R = z’QoUghi’ donde U = Proj R — (&) Sabemos, ademés, que
tenemos un homeomorfismo ng Spec Roléo/&, - - -,&n/&i], de modo que a través de esta identifi-
cacién, (f,)f en Ufhi es igual a (f,,/&")o en Spec Ro[&o/&i, - - -, &n /il

Nos falta ver que A]%’Vw?i = Ro[go/g/iif,gn/gi]:

Sea f, € R, C R. Veamos que las secciones del prehaz de localizaciones homogéneas sobre
Ug —(fa)b = Ug ﬂU}Ln coincide con las secciones de Ry [fo/g\._./., &n/&i] en Spec Rol&0/&iy - -+, €n/&i] —

(fn/&i")o-
Observemos que Ry, nu,, = Re, .1, = (Re,)y, e Por tanto,

(RUgi NUy,, )0 = [(Rfi)fn/ff]o = [(Rﬁi)o]fn/ff’ = Ry [50/527 cee agn/gz}fn/gf’

—_~—

Luego, los prehaces que definfan a R, ur ¥ Ro[&o/&, - - -, &n/&] son isomorfos en abiertos béasicos

y concluimos que los haces son isomorfos.
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O

Definicién 1.6.3. Diremos que un esquema X es un k-esquema si existe un morfismo prefijado X —
Spec k de esquemas. Diremos que un k-esquema es una variedad algebraica si existe un recubrimiento
finito {U; = Spec A;} por abiertos afines de X de modo que los A; son k-dlgebras de tipo finito.

Ejemplo 1.6.4. Las variedades algebraicas afines Spec k[1, . .., &,] son variedades algebraicas.

Si R = k[&,...,&,] es una k-dlgebra graduada, (Proj R, R) es una variedad algebraica. A este
tipo de variedades se las llama variedades proyectivas. Asi pues, el espacio proyectivo y las curvas
proyectivas planas son ejemplos de variedades algebraicas.

Definicién 1.6.5. Llamaremos dimensién de un esquema X a la maxima longitud de las cadenas de
cerrados irreducibles de X.

Proposicion 1.6.6. Si X es una variedad algebraica integra entonces la dimension de X coincide
con el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones Ox p, .

Demostracion. Si U es un abierto afin de X no vacio. Sabemos que dimU es igual al grado de
trascendencia de Yy = Xx.
Si Cy ; Cy ; % C,, es una cadena de cerrados irreducible de X y U es un abierto afin que

corta con C7, entonces U N C1 ; UNCy ; . ; U N C,, es una cadena de cerrados irreducibles de U

(recordemos que U N C; = C;). Por tanto, dim X < sup{dim U, abiertos afines}, luego dim X es menor
o igual que el grado de trascendencia de ¥ x. Por otra parte, si Dy C Dy C ... ; D,, es una cadena

de cerrados de un abierto affn, entonces D; C Do % ... C D,, es una cadena de cerrados irreducibles
de X, luego dimU < dim X, luego el grado de trascendencia de ¥ x es menor o igual que dim X.

O
Ejercicio 1.6.7. Probar que las variedades algebraicas son catenarias.

Definicién 1.6.8. Diremos que una variedad algebraica es una curva si es de dimension 1.

1.6.2. Variedad de Riemann

Anillos de valoracién

Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m y dimensién de Krull 1. Se dice que O es
un anillo regular (de dimensién 1) si m = ().

Ejercicio 1.6.9. Sea O la localizacién de k[x,y]/(azx + by + cz? + dzy + ey? + - -+ ) en el origen. O es
un anillo local regular si y sélo si a o b son no nulos.

Supongamos que O es regular. Dada f € O, tendremos que o bien f es invertible o f =t f1, en
este ultimo caso tendremos que fi es invertible o f; = t - fo, luego f = t2 - f,. Este proceso acaba
porque vamos obteniendo las cadenas de inclusiones estrictas (f) C (f1) C (f2) C ---. Por tanto,
existe un n € N tal que f =t" - f,, con f, invertible. Observemos que O ha de ser un anillo integro:
Si f-g=0,sean n,m € N talesque f=t"- f, y g =t" - gm, con f, y gn invertibles. Si f-g =10
entonces t"T™ = (), luego las funciones de O son invertibles o son nilpotentes, luego O es un anillo
de dimensién cero, contradiccién. Sea X el cuerpo de fracciones de O. Dado f € X tendremos que
f =a/b, con a,b € O. Escribamos a = t" - a,, y b = t™ - b, con ay,,b, elementos invertibles de O.
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Tendremos que f = t"~"- f' con f’ un elemento invertible de O.Si f =¢"-f' =t*- f"conr,s€Zy
/', 1" elementos invertibles de O entonces r = s: Supongamos que r > s entonces f/ =t""°- f' em
contradiccién.

Asi pues, podemos definir una aplicaciéon

Um: X — {0} > Z

vm(f) =7, s f =t f siendo f’ un elemento invertible de O. Dejamos que el lector pruebe que vy,
no depende del generador ¢ considerado en m.

Observemos que O = {f € ¥ — {0}: vn(f) 20} U{0} ym={f € ¥ —{0}: vn(f) > 0} U{0}.
Se cumple que v (f - 9) = va(f) + vm(g). Ademés v (f + ¢g) > min{vn(f),vm(g)}: Escribamos
f=t"-fyg=t"- g, siendo [’y ¢’ elementos invertibles de 0. Supongamos que m < n, entonces
fHg=t"-""" f+4¢)yvalf+9) =val™) +tou""" f+4)>m+0=m.

Sea ahora X un cuerpo. Una aplicacién epiyectiva v: ¥ — {0} — Z diremos que es una valoracién
discreta si v(f - g) = v(f) +v(g) y v(f +g) > min {v(f), v(g)}.

Sea O, ={f € X: v(f) >0} uU{0}.

O, es una anillo: v(1) =v(1-1) =v(1) + v(1), luego v(1) =0y 1 € O,. Si f,g € O, es obvio que
f+gaf'g€ O,.

O, es un anillo local de ideal maximal p, = {f € X: v(f) >0} U{0}: 0 =v(1) = v(f- f7!) =
v(f)+v(f1), luego v(f 1) = —v(f). Asf pues los elementos valor cero, que estan en O, son invertibles
en O,. Reciprocamente un elemento de O, es invertible si su valor es cero. Para ver que O, es local
s6lo tenemos que probar que p,, el complementario de los invertibles, es un ideal, lo cual es una
sencilla comprobacién.

El cuerpo de fracciones de O, es ¥: dado f € X entonces v(f) > 0o v(f~!) > 0 luego f € O, o
f~! € O, (esta propiedad, junto con la noetherianidad, caracteriza los anillos O,, pero no lo vamos
a comprobar).

El ideal p, es principal: Sea t € p,, tal que v(t) = 1. El ideal p, estd generado por t, pues si f € p,
entonces v(f) > 1, luego v(f/t) >0y f/t € O,y f € (¢).

O, es un anillo noetheriano, pues los ideales de O, son p? = (¢™), con n > 0.

La dimensién de Krull de O, es cero o uno, cémo es inmediato por el parrafo anterior. Si es cero,
entonces O, es un cuerpo, que ha de ser X, luego v(X — {0}) = 0, contradiccién.

Tenemos una correspondencia biunivoca entre anillos locales regulares de dimensiéon 1 de cuerpo
de fracciones Y y valoraciones discretas de 3.

Diremos que O, es un anillo de valoracion discreta.

Si un anillo local O — ¥, de ideal maximal m, domina a O, es decir, O, — O y p,, — m, entonces
O=0,:5ifecO-0,entonces f~ € O, y no es invertible en O,, luego f~! € p, y f~! € m. Esto
tdltimo implica que f~! no es invertible en O, lo cual es contradictorio. (Esta propiedad junto con la
noetherianidad caracteriza los anillos de valoracién discreta).

Por tltimo veamos la equivalencia entre los anillos de valoracion discreta y los anillos locales de
dimension 1 integramente cerrados en su cuerpo de fracciones

Definicién 1.6.10. Diremos que un anillo A integro, es integramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones X, si cumple que si una funcién f € ¥ es entera sobre A entonces f € A. También se dice que
A es normal.

Sea A — B un morfismo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de B formado
por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de fracciones
es un anillo integramente cerrado.
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Proposiciéon 1.6.11. Un anillo integro es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones si y solo si
es localmente integramente cerrado. En particular, si A es integramente cerrado, entonces Ag también,
para todo sistema multiplicativo S.

Demostracion. Sea A integramente cerrado. Dado x € Spec A veamos que A, es integramente cerrado:
Sea f € ¥ entero sobre A,. Existe una relacién entera

ffHai/si "4 an/s, =0 cona;,s; € Aysi(z) #0

Sea t = s1--- 8, (luego t(x) # 0). Multiplicando la relacién anterior por "™ obtenemos una relacién
entera de tf con coeficientes en A, luego tf € Ay f € A,.

Reciprocamente, supongamos que A es localmente integramente cerrado. Sea f € ¥ entero sobre A.
El morfismo A — A[f] es finito, luego localmente es finito; es mds, localmente es isomorfismo (porque
A es localmente integramente cerrado). Por tanto, A = A[f] y f € A, es decir, A es integramente

cerrado.
O

Proposicion 1.6.12. Los dominios de factorizacion unica son integramente cerrados en su cuerpo
de fracciones.

Demostracion. Sea A un dominio de factorizacién tinica y ¥ su cuerpo de fracciones. Sea § € ¥ una
fraccién de modo que b sea primo con a. Si § es entero sobre A verifica una relacién

(%>” + a1<%)”‘1 +otap=0

Multiplicando por ™ tendremos a” + b=0. Luego, como b es primo con a, habra de ser invertible y
a/b € A. En conclusién, los tinicos elementos enteros de X sobre A son los de A.
O

Ejemplo 1.6.13. Z, k[z], k[z1, ..., z,] son anillos integramente cerrados en sus cuerpos de fracciones.
Proposicion 1.6.14. Los anillos de valoracion son integramente cerrados en su cuerpo de fracciones.

Demostracion. Sea O, un anillo de valoracién y ¥ su cuerpo de fracciones. Sea f € ¥ entero sobre
O,. Por tanto, verifica una relacién entera

fn+a1fn_1+"'+an:07 aieov

Si f~1 € O,, entonces f = —ay; —asf t—---— f17m € O,. Si f~t ¢ O, entonces f € O,, pues O,
es un anillo de valoracién. En conclusion, O, es integramente cerrado en su cuerpo de funciones.
De otro modo: nv(f) = v(f") = v(—a1 f* 1 —...—a,) > min{v(—a " 1),...,v(—an_1f),v(—ay)} >

min{(n — 1)v(f),...,v(f),0} de lo que se deduce que v(f) > 0.
O

Si consideramos el nodo C = y? — 22 + 23 = 0 y consideramos la curva C que se obtiene de
“despegar” las dos ramas y el morfismo natural C—C “pegar” | resulta que este morfismo fuera del
nodo es isomorfismo (birracional) y es un morfismo finito. Parece claro intuitivamente que para las
curvas regulares en todo punto, no existen mas morfismos birracionales finitos que los isomorfismos.
En términos matematicos precisos:
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Teorema 1.6.15. Sea O un anillo integro local noetheriano de dimension 1. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. O es regular.
2. O es un anillo de valoracion.
3. O es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones X.

Demostracion. Sélo nos falta probar (3 = 1).

Sea f un elemento no nulo del ideal maximal m de 0. O/fO es un anillo local de dimensién
cero. Por tanto, el ideal maximal m en O/ fO es nilpotente. Es decir, existe un n € N de modo que
m" C fO. Sean € N minimo verificando m™ C fO. Sea g € m"~! de modo que g ¢ fO. Basta probar
que m = 5 - O, pues tendriamos que m es un O-mdédulo principal y O un anillo regular. Basta probar,

pues, que % -m = O. Se verifica que % -m C % -m"™ C O. Si % -m # O, tendremos que % -m C m. Por

tanto, % es un endomorfismo de m, que ha de satisfacer el correspondiente polinomio caracteristico.
Luego % es entero sobre O, asi pues % € O. Contradiccién porque g ¢ fO.

O

Sea A una k-algebra de tipo finito integra de cuerpo de fracciones ¥ y ¥ — ¥/ es una extensién
finita de cuerpos. Sea A el cierre entero de A en Y. El morfismo de A < A es finito. Si dim A = 1
entonces dim A = 1. Si = € Spec A es un punto cerrado entonces A, es un anillo integramente cerrado
de dimensién 1, luego un anillo de valoracién discreta. Reciprocamente, si un anillo O, de valoracién
discreta contiene a A, entonces como es integramente cerrado contiene a A. Tenemos A — O, y sea
pe = p, N A. El morfismo A, — O, es dominante y A, es de valoracién, entonces O, = A,. A como
todo anillo integro es igual a la interseccién de sus localizados. En conclusién,

A= n 0O,
ACO,

donde los O, son los anillos de valoracién discreta de X/ que contienen a A (o equivalentemente a A).
Variedad de Riemann

Sea X una variedad algebraica integra y O, un subanillo de ¥ x de valoracién, trivial sobre k.
Se dice que O, tiene centro en un punto x € X, cuando la imagen del morfismo de localizacién
Ox 5 — Xx es un anillo local dominado por O,,.

Definicién 1.6.16. Diremos que una variedad algebraica integra es completa si todo anillo de valo-
racion de su cuerpo de funciones, trivial sobre k, tiene centro en un tinico punto de la variedad.

Teorema 1.6.17. Las variedades algebraicas integras proyectivas son completas.

Demostracion. Sea X = Proj k[, ..., &,] una variedad proyectiva integra. Sea @, C ¥ x un anillo de
valoracién trivial sobre k.
Sea g— € Y x la funcién de valor maximo para todo i, j € {0,...,n}. Se verifica que k:[%o, ce 2—"] C
J J J

Oy, porque si v(g) < 0 para algin r, entonces v(g—) < v(g—) + v(%) = v(g— . g—’
J ™

£ . L. = U(g—) y llegamos
J J J r ™
a contradiccién. Asi pues, O, centra en el punto x, donde p, es el corte del ideal de valoracién con

HE, .. )

Por ultimo, dado un punto y # x, existe un abierto afin que contiene a x e y, luego el anillo de
valoracién centra en x y no puede centrar en y.

&r

O
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Proposiciéon 1.6.18. Sea C una curva proyectiva integra no singular. Ezxiste una correspondencia
biunivoca entre los puntos de C y las valoraciones de X, triviales sobre k.

Demostracion. En el teorema hemos visto que todo anillo de valoracién k C O, C X¢ centra
en un tnico punto z € C, es decir, O¢, C O, (y Pz C py). Ahora bien, O¢ , es un anillo local regular
de dimensién 1, o es X, luego es de valoracién. Por tanto, como los anillos de valoracién no admiten
morfismos dominantes, ha de cumplirse que O¢ , = O,,. Ahora facilmente concluimos. O

Sea k un cuerpo y ¥ una extensiéon de cuerpos de k, de tipo finito de grado de trascendencia 1, es
decir, existe un ¢t € ¥ trascendente de modo que k(t) <— X es una extensién finita de cuerpos.

Definicién 1.6.19. Llamaremos variedad de Riemann de ¥ al espacio anillado (X, Ox), donde

1) X es el conjunto de valoraciones discretas de X triviales sobre k, junto con X, dotado de la
siguiente topologia: los cerrados propios son los subconjuntos finitos de X que no contienen a la
valoracién ¥ (que serd, por tanto, el punto genérico de X).

2) Ox es el haz de anillos definido por Ox (U) = 1)QUOU7 para cada abierto U C X.

Teorema 1.6.20. La variedad de Riemann X de X es una curva completa y no singular sobre k cuyo
cuerpo de funciones es X.

Demostracion. Sea t € X trascendente. Sea U el conjunto de anillos de valoracién que contienen a ¢
y U’ el conjunto de anillos de valoracién que contienen a t~!. Se cumple X = U UU’. Sea B el cierre
entero de k[t] en ¥ y B’ el cierre entero de k[t~!] en X.

Se verifica que U = Spec B (y por simetria, que U’ = Spec B’): En efecto, B es un anillo integra-
mente cerrado en ¥, de dimensién 1 (pues el morfismo k[t] — B es finito) cuyo cuerpo de fracciones
coincide con ¥ (porque es {ntegramente cerrado en X y contiene a k(t)). Por tanto, dado « € Spec B,
B, es un anillo de valoracién discreta que contiene a t. Reciprocamente, dado un anillo de valoracién
discreta O, que contenga a t, tendremos que B — O, (pues B es la interseccién de los anillos de
valoracién que contienen a k[t]). Por tanto, si p, = BNp, (donde p, es el ideal de valoracién de O,),
tendremos que B, = O,, porque B, es de valoracion y los anillos de valoraciéon no admiten morfismos
dominantes. Por ultimo, observemos que por ser B un anillo de dimensién 1, la topologia de Spec B
coincide con la de U.

Se verifica que U es un abierto de la variedad de Riemann (y por simetria, que U’ es un abierto
de la variedad de Riemann): En efecto, los subanillos de valoracién de ¥ que no contienen a ¢, se
corresponden con los anillos de valoracién cuyo ideal irrelevante contiene a ¢!, es decir con los
ideales primos de B’ que contienen a (t~1), que son un ntmero finito (distintos del punto genérico),
porque B’ es de dimensién 1. En conclusién, X — U es un ndmero finito de anillos de valoracién
(distintos del punto genérico), luego es un cerrado y U un abierto.

Observemos que Ox restringido a U ({dem para U’) coincide con B, porque por ser B integro se
verifica que B(V) = IQVBJC =0x(V).

Por tiltimo, si O, es un anillo de valoracién, entonces contiene a t (o a t~1), por tanto, contiene
a B (o B') y como hemos visto O, = B,, donde z € U es la valoracién correspondiente a v. En
conclusién, O, centra en v.

Hemos concluido porque la variedad de Riemann es la unién de los dos abiertos U,U’, que son
esquemas afines no singulares de cuerpo de funciones ¥ y toda valoracion centra en un punto y sélo
uno de U UU".

O

Ejercicio 1.6.21. La variedad de Riemann de k(z) es la recta proyectiva P;.
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Definicién 1.6.22. Un morfismo de esquemas f: X — Y diremos que es un morfismo afin si existe
un recubrimiento {U;} de Y por abiertos afines de modo que f~!(U;) sean abiertos afines de X.
Diremos ademds que es finito si los morfismos de anillos Oy (U;) — Ox (f~(U;)) son finitos.

Definicién 1.6.23. Un morfismo entre esquemas integros diremos que es birracional si el morfismo
inducido entre los cuerpos de fracciones es un isomorfismo.

Observemos que el cuerpo de funciones de toda curva integra es una extensién de tipo finito de
grado de trascendencia 1.

Teorema 1.6.24. Sea C' una curva completa sobre un cuerpo k y C la variedad de Riemann del cuerpo
de funciones ¥ de C. Ezxiste un epimorfismo natural m: C — C finito y birracional de esquemas que
es isomorfismo si y solo si C' es no singular.

Demostracion. Se define m: C' — C como sigue: 7(v) es el centro en C de la valoracién O,. Sea un
abierto afin U C C'y sea por el lema de normalizacién de Noether un morfismo finito k[t] — O¢(U).
Se verifica que m~*(U) = Spec B, donde B es el cierre entero de k[t] (o Oc(U)) en X¢: Spec B se
identifica con los anillos de valoracién que dominan a O¢(U) (o k[t]), que se identifica con los anillos
de valoracién que centran en U, es decir, con m~1(U). Si recordamos la construccién de los abiertos
afines por los que recubrfamos la variedad de Riemann, 7~1(U) = Spec B es un abierto, luego 7 es
continuo. Es claro, ademds, que el morfismo 7-1(yy: 7~ Y(U) — U es el inducido por la inclusién
O¢c(U) — B.

Entre los haces de anillos, tenemos las inclusiones naturales O¢(U) — Og((7~1(U)) = ﬂl(U)OU.
veT—

Tenemos, pues, definido un morfismo de espacios anillados 7: C' — C, que cumple las condiciones del

teorema, como se comprueba afinmente con -1 (y): 7 Y U)—U. O

Teorema 1.6.25. La categoria de las curvas completas no singulares sobre un cuerpo k (cuyos mor-
fismos no sean constantes), es equivalente (contravariantemente) a la categoria de las extensiones de
tipo finito de k de grado de trascendencia 1.

Demostracion. Sea F' el funtor que asigna a cada curva C su cuerpo de funciones Y. Dado un
morfismo f: C — C’, no constante, es decir, f aplica el punto genérico g de C, el punto genérico
g’ de C’, tenemos definido un morfismo X¢v = Oc¢r o — O, = X, que por definicién serd F(f).
Obviamente, F(f og) = F(g) o F(g).

Sea G el funtor que asigna a cada extensién X de grado de trascendencia 1, su variedad de
Riemann V. Dado un morfismo i: ¥ — ¥’ sea G(i): V' — V el morfismo definido entre las variedades
de Riemann de ¥’ y X, del siguiente modo: Entre los espacios topoldgicos, G(i)(v’) = siendo

0O, =X N0O,.Dado t € 3, sea B el cierre entero de k[t] en ¥ y B’ el cierre entero de B (o k[t]) en
3. Sean U = Spec B y U’ = Spec B’, que son abiertos de V y V’. Se cumple que G(i)~1(U) = U’
y que G(i)jy el morfismo inducido por la inclusién B — B’. Por iltimo, entre los haces de anillos,

para cada abierto W, las inclusiones Oy (W) = N O, — N O, inducen un morfismo
vEW v EG(H) 1 (W)

Oy — G(i).Oy. De nuevo, el morfismo de espacios anillados definido sobre U’, es el inducido por el
morfismo de anillos B — B’.

Para terminar, tenemos que ver que Go F ~Id y F o G ~ Id. Efectivamente, §: C' — G(F(C)) =
Var. de Riemann de ¢, © — O¢,; y entre los haces de anillos Oy (U) = UQU(’)U = N Oc¢g=

z€0-1(U)
Oc(671(U)); define el isomorfismo G o F ~ Id. Por tltimo, F o G(X) = X.
O
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Ejercicio 1.6.26. Dado un morfismo 7: ¢/ — C entre curvas completas no singulares (no constante),
demostrar que el niimero de puntos de las fibras es constante y coincide con el grado entre los cuerpos
de funciones.

Resolucién: Sea x € C'y U = Spec A C C un abierto afin que contenga a x. Sea A el cierre entero
de A en Y¢v, sabemos que 71 (U) = Spec A, y que 7~ }(U) = Spec A — U = Spec A es el morfismo
inducido A — A. A, es un anillo de ideales principales y A, es un A,-médulo finito sin torsién. Por
tanto, A, = (A;)™. Sea g el punto genérico de C, A, es un A, = L¢-algebra finita integra, luego es un
cuerpo, que ha de ser X¢v. Si localizamos la igualdad anterior en g tenemos X = Ag = (A4y)" = X
Ahora ya tenemos

dimy, /m, A/m A= (A,)" /m (A,)" = dim g, /m, (Az/m;)" =n

dimy, Xcr =n

n§ de puntos de 7! (x)

Ejercicio 1.6.27. Sea m: C’ — C un morfismo entre curvas afines no singulares. Demostrar que 7 es
un morfismo finito si y sélo si el nimero de puntos de las fibras es constante.

Ejemplo 1.6.28. Sea Y el cuerpo de funciones de una curva C' completa no singular y f € Yo
trascendente. Consideremos el morfismo k(z) — X¢, p(x) — p(f), que induce un morfismo entre las
variedades de Riemann
f :C— Py
Si k[r] — k[z], z = f es el morfismo de cierre entero, el morfismo inducido en espectros es
fif7-1w)- Sea mq C kfz] un ideal maximal racional y f(a) = f € klx]/m,. Es facil comprobar que
()

mq Nk[z] = (x — f(a)). Por tanto, f(a) = f(). Por otra parte, f~1(0) = Spec k[z]/fk[x]. Por tanto,
si fklr] =m2--.m? £71(0) son los puntos x; con multiplicidad n; y el niimero de los puntos de la

T Ty

fibra de 0 es > n; grz;.
i

1.6.3. Recollement de esquemas

Recollement de espacios topolégicos

Sea X un espacio topoldgico. A veces, para “aprehender” X, es més facil definir un recubrimiento
{U;} por abiertos de X y “aprehender” cada uno de los abiertos U;. Por ejemplo, en el estudio de
la superficie terrestre, se construyen una coleccién de mapas locales, llamémoslos {U;}. Ahora bien,
dados dos mapas locales, se estan identificando ciertos puntos entre los dos mapas. Ademds esta
identificacién ha de estar bien hecha, es decir, si € U; se identifica con 2’ € U; y &’ con 2" € Uy,
entonces x se identifica con z”. Obviamente si sélo dispusiésemos de los “mapas locales” {U;}, con las
identificaciones entre ellos bien hechas, tendriamos reconstruida la superficie terrestre. Este va a ser
el método de recollement, de construccién de un espacio topologico a partir de unos “datos” locales.

Definicién 1.6.29. Unos datos de construccién consisten en una familia { X; } de espacios topoldgicos,
para cada X; un recubrimiento X; = UX;; por abiertos, y una familia de homeomorfismos 0;;: X;; —
J

X tales que

L 0 =05"y 0;; =1d.
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2. eij‘Xiijik ¢ X5 N X, >~ X N Xy y se verifica un diagrama conmutativo:
Xij N Xk Xji N X
Oik Ok
Xij N X

para cualesquiera ¢, j, k. Es decir, se cumple la condicién de “cociclo” ;1 0 8;; = Qikﬂ

Definicién 1.6.30. Unos datos de construccion se dicen que son efectivos si existe un espacio topologi-
co X, un recubrimiento por abiertos X = UU; y unos homeomorfismos ¢g;: U; ~ X; de modo que los
3

diagramas
9gi |[U;NU;

9i|u;nu;
Uj NU; AN in
son conmutativos. Se dird que X es un descenso de los datos de construccién.
Teorema 1.6.31. Todo dato de construccion es efectivo y los descensos son unicos salvo isomorfismos.
Demostracion. Sea {X;,6;;} unos datos de construccién. Consideremos en [[X; la relacién ~: dados
i

z; € X; y xj € X; entonces x; ~ x; si x; = 0;;(x;). La relacién ~ es de equivalencia porque el dato
de construccién cumple la condicién de cociclo.
Sea pues [ [X; — [[X;/ ~ el morfismo de paso al cociente y consideremos en [[X;/ ~ la topologia
i i i

cociente. Es facil comprobar que los morfismos naturales X; — J[X;/ ~ son inmersiones abiertas,
i

denotemos X; el abierto imagen de X;. Es facil comprobar que X; N X ; es la imagen precisamente de
Xij y que tenemos el diagrama conmutativo

Luego [[X;/ ~ es un descenso y el dato de construccién es efectivo.
i

Sea X = UU; otro descenso, con homeomorfismos g;: U; ~ X;, verificando los diagramas conmu-
K3

tativos
Jiju;nu;

U, N Uj - Xij

Gij
9i|u;nu;,

U,nt; N4>in

3Puede comprobarse que esta segunda condicién implica la primera.
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¢ s — gi o . . .
La composicion g; de morfismos U; =~ X; ~ X, verifican el diagrama conmutativo

Jiju;nu;

Uint;Xij*N>Xiij

9i|u;nu;

UjﬂUi;Xﬁ%XjﬂXi
Luego los homeomorfismos g; coinciden sobre las intersecciones, luego definen un homeomorfismo
global g: X — [[X;/ ~.
i
O

Recollement de esquemas

El recollement de haces puede ser entendido esencialmente como un caso particular del recollement
de espacios topoldgicos, sin mas que considerar, en vez de los haces, los espacios etale asociados. Puede
verse después que en la categoria de los haces el recollement “deja estable” las subcategorias de los
espacios anillados, y la de esquemas. Podriamos asi desarrollar esta seccién. Sin embargo, conviene
para la comprensién de la teoria del descenso fielmente plano, mas adelante estudiada, proceder de
otro modo, igualmente natural.

Definicién 1.6.32. Unos datos de construccidn, en la categoria de esquemas, es una familia { X;, Ox, }
de esquemas, para cada X; un recubrimiento X; = UX;; por abiertos, y una familia de isomorfismos
J

0;;: Xij — Xj; de esquemas tales que

1. 6;; =063" y 0;; = 1d.

2. eij\Xi,ij“c ¢ X5 N Xk ~ X3 N Xy, y se verifica un diagrama conmutativo:
0”'
Xij ﬂXik inﬂXjk
Oik 0k
Xij N Xy

para cualesquiera ¢, j, k. Es decir, se cumple la condicién de “cociclo” 0;300;; = 6;,. Observemos,
que de hecho, la condicién 1. es consecuencia de la condicién 2.

Definicién 1.6.33. Unos datos de construccion se dicen que son efectivos si existe un esquema X,
un recubrimiento por abiertos X = UU; y unos isomorfismos g;: U; ~ X; de esquemas de modo que
K3

los diagramas
9i| U;NU;

UiﬂUj;Xij
9i|u;nu; i]

son conmutativos. Se dird que X es un descenso de los datos de construccién.
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Teorema 1.6.34. Todo dato de construccion es efectivo y los descensos son unicos salvo isomorfismos
de esquemas.

Demostracion. Por la seccidon anterior, podemos suponer a nivel topoldgico, que los X; son abiertos
del espacio topolégico X = [[X;/ ~, de modo que X;; = X; N X, y los morfismos 6;; a nivel del

K3
espacio topoldgico son los morfismos identidad.
Es decir, tenemos un espacio topoldgico X, un recubrimiento (X;, Ox,) de X por abiertos que son
esquemas e isomorfismos 6 : OXi| xinx; ~ Ox, X,0X, verificando la condicién de cociclo 0, 0 0;; =
0ix. Tenemos que ver que existe un haz Ox de anillos, e isomorfismos g;: Ox|x, ~ Ox, de modo que

gi\x,imxj

OXlXiﬂXj —— OX'L ‘Xian

93 |x;nx;

Ox|x;nx: —= 9% 1x,nx,

son conmutativos.

Sea i: X; — X la inmersién natural y sigamos denotando Ox, = i.Ox;, es decir Ox, (V) =
Ox, (VN X;). Igualmente denotemos Ox,nx; el haz sobre X definido por Ox,x,(V) = Ox, (VN X;N
X;). Tenemos dos morfismos

dy
—
I |0Xi ; | IOX,-ij
i

Oods i.j

definidos por di(s;) = (si|x,nx;,)i; ¥ 0 0 da(s;) = (eji(sj\xjmxi))ivj' Definimos Ox como el ntcleo
de estas dos flechas, es decir, como el haz cuyas secciones son las secciones locales sobre los X,
que coinciden (a través de las identificaciones 6;;: Ox, | x,x, =~ Ox, XN ) sobre las intersecciones.
i J j i
Dejamos al lector la rutina de probar que existen isomorfismos naturales g;: Ox|x, = Ox, y que los
diagramas
9i|x;nx;

Ox|x;nx; — Oxi|x,nx,

9i|x;nx;

Ox|x;nx: —= 0% x,nx,

son conmutativos.
Veamos la unicidad, salvo isomorfismos de Ox. Sea otro haz de anillos O’ sobre X, e isomorfismos
gs: Ogﬂx ~ Ox, de modo que
g ;

’
9i1x;nx;

, N
OX|Xij I OXi\Xij

JIx;nx;

/ 2
OX|XJﬂXi —0x; |X,;NX;

i

son conmutativos.
Por tanto tenemos un diagrama
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’
9i|xmx7. 9i1X,;nxX;

, N N
X|X;NnX; — OXi|XiﬂX]» I — OXIXij

I|X;NX; 9i|1x;nx;

p 2 2
OX\ijXi —0x; |X;NX; < Oxx;nx,

. -1 Y -~ . . .
Por tanto, los isomorfismos g; o g;: OXI xinx; = Ox|x,nx, coinciden sobre las intersecciones, luego
existe un isomorfismo global 0% ~ Ox.

O

Ejemplo 1.6.35. Podemos construir P, como un recollement de esquemas. Sean X; = Spec k[i—‘z, s, ]

)’y 1
T

Sean X;; = X; —(3%)y = Spec k[ﬁ—‘j, ol 9;—7]3:, recubrimientos de cada X;. Sea 6;;: X;; — X,; el mor-

Zi i

fismo inducido por el morfismo de anillos

T
o T T T
K[, ..., 2] — k[—,... 21 - oL
£Ej ’Jlj Tj xT; X = IL‘j —

Zo T

Pues bien, los 6;; cumplen la condicién de cociclo y el recollement de los X; es IPy,.

Ejemplo 1.6.36. El producto de esquemas. Sean f: X — Y, f: X’ — Y morfismos de esquemas,
queremos construir mediante recollement X xy X’. Por definicién, X xy X’ es un esquema sobre Y,
con un par de Y-morfismos 7m1: X xy X' — X y my: X xy X' — X', de modo que

Homy (Z, X xy X') = Homy (Z, X) x Homy (Z, X"), f+ (m 0 f,ma0 f)

Dado que el representante de un funtor es unico, es decir, si existe otro representante, es isomorfo de
modo tnico con el primero, tendremos que X Xy X' asi definido es nico, si existe.

Si X = SpecB, X' = SpecB’ e Y = Spec A son esquemas afines tenemos que X xy X’ =
er.

Spec(B ®4 B’), porque

Homy (Z, X xy X') = Homa(B ®4 B',0z(Z)) = Homa(B,0z(Z)) x Homa(B',0z(Z))
= Homy (Z, X) x Homy (Z, X")

Sea V = Spec A C Y un abierto afin. Sean U = Spec B C X y U = Spec B’ C X’ abiertos afines
tales que 1 (U) CV y mo(U’) C V. Se cumple que U xy U' = U xy U’ = Spec(B ®4 B')

En general, dado X xy X’ y abiertos U C X, U’ C X' se cumple que U xy U’ = 77 Y(U) Ny H(U).

Sea {V;} un recubrimiento por abiertos afines de Y, {U;;} un recubrimiento por abiertos afines de
wfl(Vi), {U/,.} un recubrimiento por abiertos afines de W{l(‘/;). Sea X;ji = Ui; Xy U/}, miji la com-
posicién de la proyeccion de X, en Uy, con la inclusién U;; — X, y o451 la composicion de la proyec-
cién de X, en U, con la inclusién U, — X. Sea X,k irjrk = Xijk‘W;‘;’k(U’iiji/j’)mﬂ;@;k(U;an,i//kl).
Entonces,

Tenemos

! !
Xijkijr = (Uig NUpjr) Xy (Uge NUjrps) = Xirjowt i

Por recollement, obtenemos un esquema que resulta ser X xy X'.
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1.7.

. Sea (X,Ox) un esquema. Sea Ox reqd €l prehaz de anillos sobre X definido por Ox yeq(U) =

®© N>

10.

11.

Problemas

Ox(U)/Rad(Ox (U)). Probar que (X, Ox red) €5 un esquema.

Sea (X,Ox) un espacio anillado, Aut(X) el grupo de los automorfismos de espacio anillados
globales de X y G un subgrupo de Aut(X). Sea X/G el espacio topoldgico cociente de X por la
relacién de equivalencia definida por G en X. Sea 7: X — X/G el morfismo de paso al cociente y
Ox ¢ el prehaz definido por Ox /¢ (U) = Ox (771 U))¢ = {s € Ox (7~ 1(U)), tales que gs = s,
para todo g € G}.

a) Probar que (X/G,Ox/q) es un espacio anillado.

b) Supongamos (X,0x) = (Spec A, A) y que G es un grupo finito probar que (X/G, Ox/a)

= (Spec A%, AG).
¢) Si G es finito y X es una variedad algebraica afin, probar que X/G también lo es.

Probar que C' es un cerrado irreducible de un esquema si y sélo si existe un dnico punto = € C,
tal que z = C.

Probar que Op, (1) (P, (k)) = k. Probar que P, (k) no es un esquema afin.

Sea X = Aq(k) —{(0,0)}. Probar que Ox(X) = k[z,y]. Probar que X no es un esquema afin.
Sea X = Ag(k) — (,y)o no es un esquema afin.

Probar Homegq(Z, Spec A) = Homyg (A4, Oz(Z)).

Se dice que un punto z de una k-variedad algebraica es racional si k = Ox ,/p,. Probar que si
f: X — Y es un morfismo entre k-variedades algebraicas, entonces f aplica puntos racionales
en puntos racionales. Probar que f aplica puntos cerrados en puntos cerrados.

Definir el morfismo de esquemas Az—{0} — Ps, que sobre los puntos racionales aplica (ag, a1, ag)
en (g, a1, aa).

Probar que una curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es isomorfa
a la recta proyectiva si y solo si existe un funcién con un tnico polo en un punto, de orden 1.

Probar que toda curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es birra-
cional a una curva plana.
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Esquemas




Capitulo 2

Moddulos cuasicoherentes y
coherentes

2.1. Haces cuasicoherentes sobre un espacio anillado

En el capitulo anterior, hemos definido los esquemas como aquellas estructuras que localmente
son (Spec A, A). Anteriormente, hemos definido y estudiado los A-médulos. El objetivo principal de
este capitulo es la definicién en la categoria de esquemas del concepto de médulo, es decir, de haz de
modulos cuasicoherentes.

Posteriormente estudiaremos los médulos es los esquemas proyectivos. Acabaremos con el estudio
de los haces de linea, y demostraremos el teorema de Bézout.

Definicién 2.1.1. Sea (X, Ox) un espacio anillado y M un haz, diremos que es un Ox-mdédulo si
para cada abierto U C X M(U) es un Ox(U)-médulo y estas estructuras son compatibles con los
morfismos de restriccion.

Ejemplo 2.1.2. Sea (X, C¥) una variedad diferenciable y Derx el prehaz que definido por Derx (U) =
Derg(C¥ (U)). Se cumple que Dery es un haz de C¥-mddulos.
Del mismo modo se definen los haces de C'-médulos de r-formas diferenciales, etc.

Sea X es un espacio topoldgico, Ox un prehaz de anillos y M un prehaz de Ox-modulos. Si
denotamos con ~ los hacificados, se cumple M es un haz de Ox-médulos: En efecto, consideremos los
morfismos M x M 5 M, Ox x M = M que dotan a M de estructura de Ox-médulo. Hacificando,
obtenemos los morfismos M x M -5 M, Ox x M = M, que cumplen las condiciones que dotan a
M de estructura de Ox-médulo (como se comprueba en fibras).

Sean P y P’ dos prehaces en un espacio topoldgico X. Se define el prehaz de homomorfismos de
P en P’, que denotaremos Homx (P, P’), como el prehaz

Homx (P, P")(U) = Homy (Py, P)

Si Py P’ son haces se puede comprobar que Homx (P, P’) es un haz. Igualmente, si M, M’ son haces
de Ox-mdédulos, se define el haz de los morfismos de Ox-mddulos de M en M’, que denotaremos
Homeo, (M, M), como el haz de Ox-mddulos

Homo (M, M')(U) = Homo,, (M7, M{y;)

31
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Sean M y M’ haces de Ox-mddulos, se define el producto tensorial de M por M’, que denotaremos
M@0, M’ como el haz de Ox-mddulos asociado al prehaz

U~ M(U) @0y )y M'(U)
Ejercicio 2.1.3. Sean M, M’, M"” haces de Ox-mddulos. Probar que
Home, (M ®0, M';M") =Homo,, (M, Homo, (M’ M"))
Ejercicio 2.1.4. Sean M, M’ haces de Ox-médulos y x € X. Probar que
Mo, M)y =M, @0y, M,

Sean P; un sistema inductivo de prehaces. Se define el limite inductivo de los prehaces P;, que
denotaremos li_r)n P;, como el prehaz
l U ~ lim [P (U)]
h
que resulta ser el limite inductivo de los prehaces en la categoria de prehaces. Si los P; son haces y X
es un espacio topolégico noetheriano, entonces liin P; es haz: Como todo abierto de un espacio noethe-

i
riano es compacto, todo recubrimiento por abiertos de un abierto de X contiene un subrecubrimiento
finito. Asi, un prehaz F' sobre X serd haz si verifica que para todo abierto U y recubrimiento finito
por abiertos {U; }1<i<n, la sucesién

n

FU) — HF(Ui)::ﬁF(UiﬁUj)

i=1 ij

es exacta. Como las sucesiones

—>HP HP (U:NU;)

Q.5
son exactas y la toma de limites inductivos es exacta entonces la sucesién
n n
lim P, (U) — [ [ tim P, (Us) ——Z [ [ tim P (Us N U;)

— —
m =1 m .3 m

es exacta y lim P, es un haz.
—
m
Si ademas, los P, son Ox-mddulos, lim P, es un Ox-mddulo.
—

En fin, dejamos ya que el lector defina @ M;, [[ M; de Ox-mddulos M,.

Definicién 2.1.5. Sea (Spec A, A) un esquema afin y M un A-médulo. Llamaremos haz de localiza-
ciones de M, que denotaremos por M, al haz de A-médulos asociado al prehaz sobre Spec A

sistema multiplicativo de las funciones
U~ M U M S =

de A que no se anulan en U
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Proposicién 2.1.6. Sea x € Spec A, entonces M, = M,.

Demostracion. Es consecuencia de [[L3.11 O
Proposicién 2.1.7. Sea X = Spec A un esquema afin y M un A-mddulo. Se verifica para todo
abierto basico U, que T'(Uy, M) = M,. En particular, T(X, M) = M.
Demostracion. Se argumenta como en y

O

Nuestro objetivo ahora, es probar que si un haz de A-médulos localmente es la localizacién de un
modulo, entonces lo es globalmente. El concepto de haces que son localizaciones en abiertos de un
modulo, serd un concepto local, luego definible en esquemas. Con precision demos la definicién y el
teorema siguientes.

Definicién 2.1.8. Se dice que un Ox-médulo, M, es cuasicoherente, si existe un recubrimiento por
abiertos afines {U;} de X de modo que My, = M(U;) (recuérdese .

Teorema 2.1.9. Sea X = Spec A un esquema afin. Si M es un haz cuasicoherente entonces

M= M(X).

Por tanto, la categoria de Ox-mdédulos cuasicoherentes es equivalente a la categoria de A-mddulos.
Luego, Homp , (M, N') = Homyu (I'(X, M), T'(X,N)).
Demostracion. Dada f € A, f es invertible en Uy, por tanto, el morfismo de restricciéon M(X) —
M(Uy) define localizando por f un morfismo M(X); — M(Uy). En conclusién, tenemos un morfismo
natural I'(X, M) — M. Veamos que es isomorfismo.

Sea {U;}i=1,....n un recubrimiento de X por abiertos bésicos, tales que My, = M(U;).

Consideremos la sucesién exacta

(X, M) —>€BF(U17M) EBI‘(U nU;, M)
Sea Uy un abierto bésico. Localicemos por f
F(X,M)fH@F(U,',M)f @F(U ﬂUJ,M)

||por * ||por =
U, M) — e'(U;nUys, M) eI'(U;nU;nUs, M)
7 1,7

De esta sucesion exacta obtenemos que I'(X, M) = I'(Uy, M). Por tanto, M coincide con I'(X, M)

en abiertos basicos Uy luego M = Fm)
Lo demaés al lector.
O

Corolario 2.1.10. Sobre un esquema afin X = Spec A el producto tensorial y el limite inductivo
de maodulos cuasicoherentes es cuasicoherente y estas operaciones conmutan con la toma de secciones
globales, es decir,

F(X>M ®Ox N) = F(X7M) XA F(X?N)a F(Xa lll)an) = h_I)IlF(X,MZ)

% %
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Demostracion. El prehaz de localizaciones en abiertos de Spec A de M ® 4 N es el producto tensorial
de los prehaces de localizaciones en abiertos de Spec A de M y N, porque (M ®4 N)s = Mg ®a, Ns.
Por tanto, el producto tensorial de médulos cuasicoherentes es cuasicoherente. Ademés, M ®@p, N =

M(X) @4 N(X). Por el teorema [2.1.9

(M @oy N)(X) = M(X) @4 N(X)

Arguméntese igual con el limite inductivo.
O

Corolario 2.1.11. Sobre un esquema afin X = Spec A, la sucesion de mddulos cuasicoherentes
0> M - M — M"— 0 es exacta si y sélo si 0 — T'(X,M') - T(X,M) — T(X,M") — 0 es
exacta.

Demostracion. 0 - M’ - M — M"” — 0 es exacta <— 0 — M/ — M, — M”, — 0 es exacta,
para todoz € X <= 0—-T'(X,M'), - T'(X,M), — (X, M"), — 0 es exacta, para todo z € X
= 0—-T(X,M)—->T(X,M)—-T(X,M")— 0 es exacta.

O

Ejercicio 2.1.12. Sea X un esquema y fi,..., fn € ['(X,Ox). Denotemos Xy, por el abierto de X
formado por los puntos de X donde f; no se anula. Supongamos que (fi,..., fn) = T'(X,0x) v que
los Xy, son esquemas afines. Probar que X es un esquema afin. (Cépiese el método de demostracién

deZL9)

Ejercicio 2.1.13. Demuéstrese que toda curva afin menos un nimero finito de puntos cerrados es
afin.

Ejercicio 2.1.14. Demuéstrese que si un morfismo de esquemas es afin la anti-imagen de todo abierto
afin es afin. (Utilicese el ejercicio [2.1.12)

Proposicién 2.1.15. Sea f: X — Y un morfismo afin de esquemas. Si M es un médulo cuasico-
herente en X entonces f.M es un mddulo cuasicoherente en 'Y .

Demostracion. El problema es local en Y y observemos que (fuM)jy = (fj-1w))«Ms-1 . Por

tanto, podemos que X = Spec B e Y = Spec A son afines y M = M. Dejamos que el lector compruebe
que f.M = M, entendido ahora como haz de localizaciones en Y (es decir, consideramos el B-médulo
M como A-médulo). O

Proposicién 2.1.16. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Sea M un mddulo cuasicoherente
enY. Sea f*M el haz asociado al prehaz
U lim  M(V') ®o, (v/) Ox(U)
VIO f(U)
SiU =SpecB C X yV =SpecA CY son abiertos afines tales que f(U) C V entonces (f* M)y =
M(U) ® 4 B. Por tanto, f*M es un mddulo cuasicoherente.

Demostracion. Sea V' C V' = Spec A tal que f(U) C V'. Veamos que M(V')®0, (v B = M(V)®4B:
Tenemos que ver que el morfismo de B-médulos M(V) ®4 B — M(V') ®0,, (v+) B es isomorfismo.
Lo cual basta verlo localmente. Para todo x € Spec B,

MV)®AB)y = M(V)®4 By = M(V), ®4, B
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donde y = f(x). E igualmente
(MV') @0y vy B)e = M(V')y @0y (v, Be

Basta ver, pues, que M(V),, = M(V’),. El germen de M en y es M(V),,. Tenemos, pues, los morfismos
MV)y = MV, — M(V),. Entonces M(V'),, — M(V), es epiyectivo. Veamos la inyeccién: si el
germen de m € M(V’) en y es cero entonces en cierto abierto basico U, = Spec A, que contiene a y
la seccién m es nula. Luego el soporte de m estd incluido (a)g luego para cierta n, a™ - m = 0, luego
m en M(V"), es nula.

Por tanto, P(U) = lim MV @0y vy Ox (U) = M(V)®a B. Igualmente P(Uy) = M(V)®4

V'O f(U)
By = (M(V)®4DB)y. Es decir, P en U coincide sobre los abiertos bésicos con el prehaz de localizaciones
de M(V) ®a B. Luego (f*M);y = M(U) ®a B. O

2.1.1. Haces coherentes

Definicién 2.1.17. Diremos que un esquema X es noetheriano si existe un recubrimiento abierto
finito {U; = Spec A;} de X, con A; noetherianos.

Observemos que los esquemas noetherianos son espacios topoldgicos noetherianos.
Proposicién 2.1.18. (Spec A, A) es noetheriano si y solo si A es un anillo noetheriano.

Demostracion. Veamos que si (Spec A, fl) es noetheriano entonces A es un anillo noetheriano.
Existe un recubrimiento abierto finito {U; = Spec A;} de Spec A, con A; noetherianos. Sea una
cadena I; C --- C I, C ... de ideales de A. La restriccién de esta cadena de ideales a los abiertos
U;, define una cadena de ideales de A;, que estabiliza a partir de un n;. Si n es el maximo de los n;,
para todo i, tenemos que la cadena de ideales de partida estabiliza a partir de n, porque asi sucede
localmente. En conclusién, A es noetheriano.
O

A partir de ahora, por sencillez, supondremos que los esquemas considerados son noetherianos.

Definicién 2.1.19. Sea X un esquema noetheriano. Diremos que un Ox-mdédulo M es coherente si

existe un recubrimiento por abiertos afines {U;} de X de modo que My, = M(U;) y M(U;) es un
Ox (U;)-médulo finito generado.

Teorema 2.1.20. Sea X = SpecA un esquema afin. La categoria de Ox-mddulos coherentes es
equivalente a la categoria de A-mddulos finito generados.

Demostracion. Por el teorema dado un médulo M coherente, sélo nos falta probar que I'(X, M)
es un A-médulo finito generado. Sea {U,, } un recubrimiento finito de Spec A por abiertos bésicos, de
modo que I'(U,,, M) = T'(X, M),, es un A,,-médulo finito generado. Escribamos

mi1 Min,

1T

[(X, M)a; =

>Aa7; —mod

conm; ; € I'(X, M).Sea M = (m; ;)i; CT'(X, M). Se verifica que M = I'(X, M), pues las inclusiones
M,, CT(X, M),, son epiyectivas. O
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Sea M es un A-médulo de presentacion finita (es decir, si A es noetheriano, M es un médulo finito).
Sea S C A un sistema multiplicativo. Sabemos que Hom4 (M, N)s = Hom(Mg, Ng). Por tanto, por
si X es un esquema noetheriano, M un médulo coherente y A/ un mddulo cuasicoherente
entonces Homo, (M, N) es un médulo cuasicoherente.

Corolario 2.1.21. Sea X un esquema noetheriano. Se verifica que:

Los nicleos y conicleos de un morfismo entre haces coherentes (resp. cuasicoherentes) es coherente
(resp. cuasicoherente).

Si M y N son coherentes, entonces M @0, N, Homo, (M, N) son coherentes.

Demostracién. Podemos suponer que X = Spec A es afin y M = M, N'= N son A-médulos finitos.
Obviamente M ®4 N es un A-médulo finito generado. Sea un epimorfismo A™ — M, entonces tenemos
una inyeccién Hom 4 (M, N) < Hom4 (A", N) = N™. Por tanto, Hom 4 (M, N) es un A-médulo finito,
pues es un submdédulo de un A-médulo noetheriano. O

2.2. Haces cuasicoherentes sobre un esquema proyectivo

Definicién 2.2.1. Sea R= ®& R, y M = & M, un R-mddulo graduado. Definimos el médulo M
nez nez

de localizaciones homogéneas sobre (Proj R, R) como el haz asociado al prehaz

m € My, conm e My f € R homogéneos
U~ (MU)U = f
del mismo grado y f no se anula en U

Por sencillez, supondremos que R = Ry[1, ..., &, ] con & de grado 1. Igual que vefamos para el
haz estructural de Proj R tenemos

—_~—

M\Uihl = (Mﬁi)o

Luego M es cuasicoherente.

Notacién 2.2.2. Si M es un R-mdédulo graduado y n € Z denotaremos por M(n) al R-médulo
graduado cuya componente de grado r es la componente de grado n+r de M. Denotaremos por O(n)

~ov

al haz R(n).

Se cumple la igualdad

M ®0 O(n) === M(n)
h . my Ps+n Ps+nMr
Ue.: g O e g
Uh . Mrin ® fn Myfn
& §;+n i <— 3

A~~~ o .5:”

En particular, O(n)®@0O(m) = R(n)®@0O(m) = R(n + m) = O(n+m). Observemos que O(n)wg &
O - 1
ot
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Dado un médulo M cuasicoherente denotaremos M(n) = M ®p O(n). Denotemos U; = U, Eh y por
My, el haz My, (U) = M(U; NU), “puede pensarse My,, como el haz de secciones meromorfas de
M que son regulares en U;, pero pueden tener polos en & = 0”.

Consideremos el morfismo

() M(n) s Mo,
U;: M(U;) ®ow,) OU;) - & — My, (U;) = M(U;)
U, M(U;) ©ow,) OU;) - €~ (£)7"M(U;) € M(U) ¢, = My, (U;)

Si bien, el morfismo M(n) < My, no es inyectivo, “esencialmente” lo es para n >> 0, mds abajo
lo vemos. Lo que permite pensar M(n) como el haz de secciones meromorfas de M regulares en U; y
con polo de orden < n, en & = 0.

Proposicion 2.2.3. Consideremos los diagramas conmutativo obvios

—n—1

£
M(n + 1) > MUi
.EzT /
M(n)
Se tiene que lim M(n) = My,, “la unidn, para todo n, de las secciones meromorfas de M regulares

n
en U; con polos de orden menor que n en & = 0, son las secciones meromorfas de M regulares en
U;”.
Demostracion. Por el diagrama (x), tenemos que probar que lim M(n)(U;) — My, (U;) = M(Uj) ¢,

n
es un isomorfismo, denotémoslo por ¢. La imagen de ¢ es claramente la unién de (5)~"M(U;)

|
<.

- &
que es M(Uj) ., luego el ¢ es epiyectivo. Nos falta ver la inyeccién. Si m@f? € Ker¢ entonces
&
0= (%)7"771 € M(Uj)e,; . Luego existe un r € N, tal que (%)’”m — 0, entonces 0 = (? yrm ®§§H_T _
J fj : :
m® &) Por tanto, m @ £ = m ® €7 = 0. -

Hemos definido morfismos M (n) & M(n + 1), luego tenemos definidos morfismos M (n)(X) i

M(n+1)(X) (X =Proj R). En conclusién, & M(n)(X) es un R = Ry[&o, ... ,&,]-médulo graduado.
neN
Proposiciéon 2.2.4. Todo un mddulo M cuasicoherente en Proj R = X es la localizacion homogénea
del médulo graduado & M(n)(X).
neN

Por tanto, todo haz de mddulos cuasicoherente en un esquema proyectivo es el haz de localizacion
homogénea de un mddulo graduado.
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Demostracion.
& M0 = UMD 2 i (M) (X)) = i MO)(X) = Mo, (X) = M(O)
* My [EF — M. O

Proposicién 2.2.5. Dado un mddulo M cuasicoherente en (Proj R, R = O) existe una resolucidn
®0(n;) » @0(nj) = M —0
I J

(si M es coherente pueden tomarse 1,J finitos).

Demostracion. Por la proposicion anterior, M es la localizacién homogénea de un R-médulo graduado.
Ahora bien, todo R-médulo graduado es el cociente graduado de una suma directa &R(n,). Luego M
es un cociente de 0(n;) y argumentando igual con el nicleo, concluimos. ’

Si M es cohereJnte y ?O(nj) — M es un epimorfismo, puede tomarse un subconjunto J’ finito
de subindices de J, de modo que @,O<nj> — M sea epiyectivo en cada abierto Ufhi . Argumentando
igual con el ntcleo de @O(nj) —>JM, que es coherente, demostraremos la tltima afirmacién de la
proposicién. !

O

Ejercicio 2.2.6. Demuéstrese que todo haz coherente sobre (Proj R, R) es la localizacién homogénea
de un R-moédulo graduado finito generado.

2.3. Divisores y haces de linea

Sea C' una curva completa no singular, sobre un cuerpo k y ¥¢ su cuerpo de funciones.

Definicién 2.3.1. Un divisor sobre C' es una suma formal finita D = Y n, -z, n, € Z.

Tr=x
Diremos que D =Y ng, -x < D' =3 n, -2’ cuando n, < n, para todo z. Llamaremos soporte
de un divisor, D = > n, - x, al cerrado |D| de los € C tales que n, # 0. Se dice que D = > n, -z
T=T

es un divisor efectivo si n, > 0, para todo z.

Definicién 2.3.2. Definimos grado de un divisor D = Y n, -z por grD = > n, - gr(z), siendo
gr(z) = dimg(Oc/my).

Sea x € C' un punto cerrado y v, la valoracién definida por el anillo de valoracién O¢ ;. Dada
f € X sea ng = v.(f). Si ny > 0 se dice que f tiene un cero de orden n, en z, y si n, < 0 se dice
que f tiene un polo de orden —n, en z.

Veamos ahora como toda funcién f € Y define un divisor:

Definicién 2.3.3. Llamaremos divisor de ceros y polos de f al divisor D(f) definido por D(f) =
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Para que esta definicién sea correcta el sumatorio escrito ha de ser finito. Necesitamos, pues, la
siguient