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Capitulo 0

Anillos y médulos

0.1 Introduccion

Desde un punto de vista aritmético, los anillos son las estructuras que recogen las operaciones de suma
y producto, como las que tenemos en Z. Ahora bien, los anillos pueden entenderse geométricamente
como anillos de funciones continuas de un espacio.

Intentemos justificar la introduccién de los anillos desde un punto de vista geométrico.

Un fisico, como cualquier ser vivo, estudia el universo con unos instrumentos, que le van dando
informacion. Es decir, el fisico cuenta con unas funciones, con el algebra definida por esas funciones.
El espacio se obtiene del anillo o dlgebra de funciones.

De hecho, “el mirar moderno” del espacio es coordenandolo. Imaginamos tres ejes de coordenadas
y todo punto del espacio viene definido por tres coordenadas. Los puntos vienen determinados por
los valores de las funciones coordenadas en ellos. Ademés los objetos del espacio, por ejemplo un
paraboloide, los solemos definir en implicitas. Dos objetos seran iguales si no los sabemos distinguir,
es decir, con nuestra terminologia, si no existe una funcién que valore distintamente en los dos objetos.

Dependiendo de las funciones que consideremos como “admisibles”, el espacio serd de una forma u
otra. Por ejemplo, dado R3, si consideramos que cualquier aplicacién de conjuntos de R? en R es una
observacion o funcién admisible, estaremos considerando nuestro espacio como un conjunto discreto.
Si consideramos sélo las funciones continuas, lo estaremos considerando como espacio topoldgico. Si
consideramos el anillo generado algebraicamente por las tres coordenadas, lo consideraremos como
espacio algebraico.

En este tltimo caso, los objetos vienen definidos por el lugar geométrico definido por ecuaciones
(compatibles) del tipo

p1($1,$2,$3) 207"'7p1“(‘r17x27x3) =0 (*)

Objetos que denominaremos subvariedades algebraicas. Como es obvio, si al sistema anterior le
afadimos una ecuacién del tipo >, fi - pi(21,z2,23) = 0 ésta es redundante. Asi pues, el sistema
de ecuaciones definido por los polinomios py (21, za, 23), ..., pr(21,22,23) es equivalente al definido
por el ideal (p1(z1,x2,23),...,pr(21,22,23)). Tenemos, pues, una correspondencia biunivoca entre
los ideales y las subvariedades. Los puntos son las subvariedades més pequenas, luego se correspon-
derdn con los ideales maximales de R[xy,z2, 23] (nuestro anillo de funciones “admisibles”). Como
veremos, las subvariedades irreducibles (es decir, las que no son unién de dos subvariedades propias)
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8 Capitulo 0. Anillos y médulos

se corresponden con los ideales primos. Asi pues, el conjunto de los ideales primos de R[z1, x2, 3] se
corresponde con el conjunto de las subvariedades irreducibles de R3.

Diremos, por razones obvias, que un polinomio p(z1, z2, z3) se anula en el lugar geométrico defini-
do por el sistema (x): cuando p(xy,zs,23) € I = (p1(x1, 22,23),...,pr (21,22, 23)), es decir, cuando
p(x1, w2, x3) pertenezca al ideal definido por el sistema de ecuaciones. Ademds, dos polinomios cuales-
quiera definirdn la misma funcién algebraica sobre el lugar geométrico cuando difieran en un polinomio
perteneciente al ideal. Es decir, el anillo de funciones algebraicas de la subvariedad algebraica definida
por el sistema (x) es R[x1, 2, x3]/1.

El lugar geométrico de un sistema de ecuaciones, como conjunto de soluciones del sistema, no
recoge toda la informacion geométrica deseable, pero que sin embargo, si que esta en el anillo de
funciones del objeto que define (o en el ideal definido).

Por ejemplo, si consideramos el sistema

24l -1=0,2,-1=0

podriamos decir que el lugar geométrico definido es el punto (1,0). Sin embargo, dirfamos que el
punto (1,0) estd “contado” dos veces. Concepto, por ahora, impreciso. Ya veremos que este hecho
estd relacionado con la igualdad dimg R[z1, z]/(2? + 25 — 1,21 — 1) = 2.

Aunque el anillo de funciones algebraicas del lugar geométrico definido por un sistema de ecuaciones

pr(x1, 2, 23) = 0,...,pr(T1,22,23) =0 (%)

es un concepto del todo claro, paradéjicamente el propio lugar geométrico no es un concepto claro.
Por ejemplo, si consideramos en el plano la ecuaciéon

i+ 23 +1=0, “elipse imaginaria”

podemos decir que el lugar geométrico definido es el vacio, si consideramos R (y no C). Sin embargo,
podemos hablar del anillo de funciones algebraica de la subvariedad definida por esta ecuacién, que
como hemos dicho es R[x1, x2]/(2? +2%+1). Ademas, los ideales primos maximales de R[z1, z2]/ (2% +
x3 + 1) verifican que al hacer cociente por ellos obtenemos C, y se corresponden con las soluciones
imaginarias de la ecuacién (ya se verd).

La interseccién de variedades algebraicas son variedades algebraicas. La Geometria Algebraica,
con los anillos, es el marco adecuado para el desarrollo de la Teoria de la Interseccién.

Redundando en lo mismo, demos otro punto de vista. Observemos que las soluciones del sistema
de ecuaciones (), con valores en una R-dlgebra A, se corresponden con los morfismos de R-algebras
R[Q?h o, $3]/I — A:

p1(@, w2, 23) = = pr(21,22,23) =0
(a1,a2,a3) — @:T;—a;

Soluciones (aj,as,as) del sistema
{ ( —  Hompg_ag(R[z1, 22, 23]/1, A)

Si A es R, se verifica que

Ideales maximales deR|x1, xo, x3]/1
Homp_aig(Rlz1, 2, 23]/I,R) = . [ 1/
de cociente R
% — Ker ¢

Si A es C, se verifica que médulo conjugacién, los morfismos de R-dlgebras de Rlzy, 22, 23]/I en C
se corresponden con los ideales maximales de R[z1, zo,x3]/I (no lo vemos ahora). De nuevo, vemos
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la relacién estrecha entre los ideales maximales de R[xy, za, 23]/ v el lugar geométrico de los puntos
del sistema de ecuaciones (x).

En este capitulo iniciaremos la comprensién geométrica de cualquier anillo conmutativo A, aso-
cidandole un espacio cuyos puntos se corresponden con los ideales primos de A. Espacio que denota-
remos por Spec A y denominaremos espectro primo de A.

Tomamos como espacio todos los ideales primos y no sélo los maximales, por razones que se
aclararan a lo largo del capitulo. Digamos ahora sélo que los ideales primos recogen mejor el concepto
de primo (en el sentido del Lema de Euclides), que toda morfismo de anillos induce un morfismo
entre los espectros (lo que no sucederia en general si sélo tomamos los ideales maximales) y que
si una funcién se anula en todo primo entonces es nilpotente (lo que no sucede en general si sélo
tomamos los ideales maximales). Ademds, hay una razén de indole topoldgica: Asi como todo espacio
topoldgico puede suponerse Ty, es decir, puede asignérsele, de modo natural, un espacio T, también
a todo espacio topoldgico puede asignarsele un espacio topoldgico en el que cada cerrado irreducible
(cerrados que no son unién de dos cerrados) es el cierre de un punto. Esto tltimo es lo que hacemos
en Geometria Algebraica cuando consideramos Spec A y no sélo el conjunto de los ideales primos
maximales.

La teoria de ideales inicia el cumplimiento del suefio de Kronecker: la unificacién de la Aritmética y
la Geometria. Desde esta perspectiva los elementos de cualquier anillo conmutativo pueden entenderse
como funciones sobre el espectro primo del anillo. Asi, por ejemplo, los niimeros enteros, los enteros
de Gauss, etc., son verdaderas funciones y podemos aplicarles intuiciones y recursos geométricos.
Los nimeros primos podran ser interpretados geométricamente como los puntos o subvariedades
irreducibles de un espacio, etc.

Las dos operaciones o procesos basicos estudiados en este capitulo, seran la localizaciéon y paso
al cociente en anillos y médulos. Estos dos procesos pueden ser entendidos geométricamente como
los dos procesos de restricciéon a abiertos y restriccién a cerrados. También estudiaremos el producto
tensorial, que geométricamente representa el producto de variedades algebraicas.

0.2 Anillos. Ideales

Comencemos con una revision réapida de la definicién y propiedades elementales de los anillos.

1. Definicién: Un anillo A es un conjunto con dos operaciones A x A & A, (a,d') — a+d,
Ax A A, (a,d') — a-a'l, que denominamos suma y producto, tales que

1. A es un grupo abeliano con respecto a la suma (luego, tiene un elemento cero, que se denota
por 0, y cada a € A tiene un opuesto que se denota por —a).

2. La multiplicacién es asociativa ((a-b)-c=a- (b-c)) y distributiva (a- (b+¢)=a-b+a-c).

Ademas sélo consideraremos anillos conmutativos con unidad, es decir, verificando

3. ab = ba, para todo a,b € A.
4. Existe un elemento 1 € A tal que al = la = a, para todo a € A.

A lo largo del libro entenderemos anillo por anillo conmutativo con unidad. Ejemplos de anillos son
Z, el anillo de funciones reales continuas C'(X) de un espacio topolégico X, los anillos de polinomios
Clz1, ..., 2], los anillos de series formales C[[z1, ..., z,]], etc.

1Ser4 usual utilizar la notacién a - a’ = aa’
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2. Definicién: Diremos que un anillo es un cuerpo si para cada a € A no nulo, existe el inverso

respecto de la multiplicacién, que denotaremos a~*!.

Los anillos Q, R, C son cuerpos.

3. Definicién: Una aplicacién f: A — B entre los anillos A y B, diremos que es un morfismo de
anillos si cumple

1. fla+4d') = f(a)+ f(da'), para toda a,a’ € A.
2. f(aa’") = f(a)f(a'), para todo a,a’ € A.
3. f(1) =1

4. Ejemplo: La aplicacién C[z] — C, p(x) — p(33), es un morfismo de anillos. Dada una aplicacién
continua ¢: X — Y entre espacios topoldgicos, la aplicacién ¢: C(Y) — C(X), f +— fo¢ es un
morfismo de anillos.

La imagen Im f es un subanillo de B, es decir, un subconjunto de B que con las operaciones de B
es anillo. La composicién de morfismos de anillos es un morfismo de anillos.

5. Definicién: Un subconjunto I C A diremos que es un ideal de A si es un subgrupo para la suma
y cumple que a - € I, para todo a € Ay todo i € I.

La interseccién de ideales es un ideal. Dado un subconjunto F C A, denotaremos por (F) al

ideal minimo de A que contiene a F' (que es la interseccién de todos los ideales que contienen a F).
n

Explicitamente (F) = {a € A:a = > a;f; con f; € Fya; € Ay n € N variables}. Dado a € A,

=0
también notaremos (a) = aA.

Como I es un subgrupo de A, podemos considerar el grupo cociente A/I, donde
A/l ={a, a€ A, demodoque a=a <= a—ad €I}

Ahora bien, el producto @ - o’ =a a’ dota a A/I de estructura de anillo (compruébese) y es la
€

unica estructura de anillo que podemos definir en A/, de modo que el morfismo de paso al cociente
A — A/I, a — a, sea un morfismo de anillos.
Dado un morfismo f: A — B de anillos, el niicleo de f, Ker f = {a € A: f(a) = 0}, es un ideal.

Si J C A es un ideal incluido en Ker f, entonces existe un tinico morfismo de anillos f: A/J — B

(definido por f(a) = f(a)) de modo que el diagrama

A ! B
A
A/

es conmutativo, siendo 7 el morfismo de paso al cociente, 7(a) = a.
La antiimagen por un morfismo de anillos de un ideal es un ideal. Es inmediata la proposicién
siguiente.
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6. Proposicién: Sea I C A un ideal y m: A — A/I, a — @ el morfismo de paso al cociente. Se
verifica la correspondencia biunivoca

{ Ideales de A que

contienen a I

} —— {Ideales de A/I}

J w(J)

7= HJ) J’'

7. Definicién: Un ideal p ; A, diremos que es un ideal primo de A, si cumple que si ab € p entonces
acpobenp.
Un elemento a € A, diremos que es un divisor de cero, si existe b € A, no nulo tal que ab = 0.

Diremos que un anillo es integro si el 1inico divisor de cero es el cero. Por ejemplo, los cuerpos son
anillos integros.

8. Proposicion: Un ideal p % A es un ideal primo si y sdlo si A/p es un anillo integro.

Demostracién. Supongamos que p C A es un ideal primo. Si @-a’ = 0 en A/p entonces a-a’ = 0,

luego a - a’ € p. Por tanto, o a € p o a’ € p, luego o a =0 o @’ = 0. En conclusién A/p es integro.
Reciprocamente, supongamos que A/p es integro. Si a-a’ € p, entonces a-a’ = 0 en A/p. Por
tanto, a-a’ = 0, luegoo @ =00 @ = 0. Es decir, 0 a € p o @’ € p. En conclusién, p es un ideal primo.
O

9. Definicién: Diremos que un ideal m C A es maximal si los tinicos ideales que contienen a m son
£
my A

10. Proposicién: En todo anillo A # 0 existen ideales mazimales.

Demostracion. Esta es una aplicacién tipica del lema de Zorn (que puede evitarse en anillos noethe-
rianos, més tarde estudiados). Sea X el conjunto de los ideales de A, distintos de A. En X podemos
definir una relacién de orden: decimos que un ideal I es menor o igual que otro I’ cuando I C I’
Observemos que toda cadena de ideales, distintos de A tiene una cota superior: la unién de los ideales
de la cadena (que es distinto de A, pues el 1 no estd en ninguno de ellos, ni por tanto en la unién).

El lema de Zorn nos dice que existen elementos de X maximales, es decir, existen ideales maximales.
O

11. Ejercicio: En todo anillo A # 0 existen ideales primos minimales.

12. Corolario: Todo ideal I % A estd incluido en un ideal maximal.
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Demostracion. Sea m: A — A/I el morfismo de paso al cociente. En la correspondencia biunivoca

Ideales de A
que contienen a [

} = {Ideales de A/I}

J w(J)

() <——J

los ideales maximales de A que contienen a I se corresponden con los ideales maximales de A/I, que
no es vacio por la proposicién anterior. O

Un elemento a € A es invertible si y sélo si (a) = A (suponemos A # 0). Por tanto, a € A es
invertible si y s6lo si no estd incluido en ningiin ideal maximal. En particular, un anillo es un cuerpo
si y sélo si los tinicos ideales del anillo son el (0) y todo el anillo.

13. Proposicién: Un ideal m ; A es mazimal si y sdlo si A/m es un cuerpo. En particular, los

1deales maximales son ideales primos, por la proposicion 0.2.8.

Demostracion. A/m es cuerpo si y sélo si el inico ideal maximal es el (0). Que equivale a decir que
el tnico ideal maximal que contiene a m es m, es decir, que m es maximal. O

14. Definicién: Sea k un cuerpo. Sii: k — A es un morfismo de anillos diremos que A es una

k-algebra. Seguiremos la notacién i(\) o A. Si Ay B son k-algebras, diremos que un morfismo

¢: A — B de anillos es un morfismo de k-algebras si ¢(\) = A, para todo A € k.

15. Definicién: Diremos que un ideal m de una k-dlgebra es racional si A/m ~ k (como k-dlgebras).
En particular, los ideales racionales son maximales.

16. Proposicién: Un ideal m de k[x1,...,x,] es racional si y sélo si m = (x1 — aq,..., Ty — Qp),
a; € k para todo 1.

Demostracion. Sea m = (1 — aq,...,T, — Q). Veamos que m es racional. El nicleo del morfismo
de k-algebras k[z1,...,x,] — k, p(z1,...,2,) — p(a1,...,q), es m (como puede comprobarse).
Ademés el morfismo es epiyectivo, luego k[xy, ..., z,]/m ~ k.

Reciprocamente, sea un isomorfismo ¢: k[z1,...,z,]/m ~ k de k-dlgebras. Consideremos la com-
posicién

[
k[, .. an] = klzy, ..., o, /m =k

donde 7 es el morfismo de paso al cociente. Sean a; = ¢(Z;). Por tanto, ¢ o m(p(x1,...,2,)) =
p(ai,...,a,). Porunlado, como hemos visto més arriba, se cumple que Ker(gom) = (1 —aq, ..., 2,—

ay). Por otro lado, Ker(¢ o) = (¢ o m)~1(0) = 77 1(¢71(0)) = 7#~1(0) = m. En conclusién,
m= (1‘1 —01,...,Tp —Ozn).
O
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Asf pues, existe una correspondencia biunivoca entre los ideales racionales de k[z1,...,2,] y los
puntos (a1, ...,a,) del espacio afin A, (k). Es decir, si “pensamos” k[z1,...,z,] como las funciones
algebraicas del espacio afin A, (k), el modo de recuperar A, (k) a partir de k[z1, . .., x,] es considerando
sus ideales racionales. En general, por las razones esbozadas en la introducciéon, dado un anillo
consideraremos el espacio formado por el conjunto de todos los ideales primos (y no sélo los ideales
racionales).

17. Ejercicio: Probar que los ideales racionales de k[z1, ..., 2]/ (p1(21, .- s Zn)s oy Dr(T1, - -, T0)),
se corresponden biyectivamente con los (aq,...,a,) € A, (k) tales que p;(a1,...,a,) = 0, para todo
7.

0.3 Espectro primo de un anillo

1. Definicién: Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto Spec A de sus ideales primos.

Notacién: Un ideal primo lo denotaremos por x cuando lo consideremos como punto de Spec A4,
y por p, cuando lo consideremos como ideal de A.

Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a los elementos de Spec A. Diremos
que una funcién a € A se anula en un punto = € Spec A cuando a € p,,, es decir, cuando 0 = a € A/p,
(suele denotarse a(z) =a € A/p,). Como p, es un ideal primo se verifica:

1. La funcién 0 se anula en todos los puntos de Spec A.
2. Si dos funciones se anulan en un punto x, su suma también.
3. Si una funcién se anula en un punto x, sus multiplos también.

4. Si un producto de funciones se anula en un punto z, algiin factor se anula en z.

2. Definicién: Sea A un anillo. Si f € A, llamaremos ceros de la funcién f al subconjunto
(f)o C Spec A formado por todos los puntos donde se anule f. Llamaremos ceros de un ideal I C A
al subconjunto de Spec A formado por los puntos donde se anulen todas las funciones de I y lo
denotaremos (I)g, es decir,

| Ideales primos p, C A

(Io= N (f)o =

ferl tales que I C p,

3. Ejercicio: Probar que una funcién f € A es invertible si y s6lo si no se anula en ningin punto
de Spec A. Probar que p(z,y) se anula en el ideal primo m, g = (x — a,y — 3) C klz,y] si y slo si

p(a, B) = 0.

4. Proposicién: Se verifican las siguientes igualdades:
1. (0)g = Spec A y (A)o = 0.

2. (%Ij)o = jQJ(IJ’)O-
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Demostracion. Todas las igualdades son de demostraciéon inmediata, salvo quizas la 3. Para ésta,
basta probar que (I3 N I2)g = (I1)o U (I2)o. Vedmoslo:
Obviamente, (I1 N1I2)g 2 (I1)o U (I2)o. Veamos la otra inclusién: Sea x € (I1NIz)o. Six ¢ (I1)oy
x ¢ (I2)o, entonces existe f1 € Iy y fa € Is que no se anulan en x, luego fi - f2 no se anula en x. Pero
como fy - fo € I1 N I3 llegamos a contradiccién con que x € (I N I)o. Por tanto, z € (I1)o U (I2)o ¥
(I1 N I3)o € (I1)o U (I2)o-
O

5. Ejercicio: Demostrar que (I1 - I2)o = (I1)o U (I2)o, donde denotamos por Iy - Is = {> a;b; | a; €
Il, bz S 12}.

6. Definicién: Llamamos topologia de Zariski de Spec A, a la topologia sobre Spec A cuyos cerrados
son los ceros de los ideales de A.

La proposicién anterior nos dice que la topologia de Zariski es efectivamente una topologia.
7. Ejercicio: Determinar los puntos y la topologia de Spec Z.

Observemos que los cerrados de la topologia de Zariski son intersecciones arbitrarias de ceros de
funciones. Por tanto, una base de abiertos de la topologia de Zariski de Spec A esta formada por los
complementarios de los ceros de funciones, es decir, por los abiertos

Ur =Spec A — (f)o={x € Spec A: f no se anula en z}

llamados abiertos basicos. Obsérvese que
Ufg = Uf n Ug

Dado un punto z € Spec A y un cerrado C = (I)g, si ¢ C existe f € I C A que no se anula en
x, “las funciones de A separan puntos de cerrados en Spec A”.

Obviamente dada una inclusién I; C I de ideales se tiene que (I1)g 2 (I2)o. Dado un cerrado C
se verifica que C' = (I)o, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C: Obviamente
C C (I)g. Por otra parte C = (J)o para algtin ideal J C A. Tenemos que las funciones de J se anulan
en C, luego J C I. Por tanto, C = (J)o 2 (I)p. Hemos concluido.

Si bien, C = (I)p, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C, pueden existir
ideales J ; I tales que C' = (I)g = (J)o. Por ejemplo, (4)g = (2)o C SpecZ.

Dado un subconjunto Y de Spec A, denotamos por Y el cierre de Y en Spec A.

8. Proposicién: Dado x € Spec A se verifica que T = (pz)o-
En particular, Spec A es un espacio topoldgico Ty (puntos distintos tienen cierres distintos) y un
punto x es cerrado si y solo si P, es un ideal maximal.

Demostracion. El cierre de x, T serd de la forma & = (I)g, para cierto ideal I C A. Obviamente,
como x € T, tenemos que I C p,. Por tanto, (p,)o € (I)p. Ahora bien, (I)y es el menor cerrado que
contiene a . y & € (pz)o, luego (p)o = (o = Z.

O

9. Definicién: Diremos que un espacio topoldgico es irreducible cuando no pueda descomponerse
como unién de dos cerrados estrictamente menores. Llamaremos componentes irreducibles de un
espacio topologico a los subespacios irreducibles maximales de X, es decir, los subespacios irreducibles
no contenidos estrictamente en otro subespacio irreducible.
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El cierre de un subespacio irreducible es irreducible, en particular las componentes irreducibles de
un espacio son cerradas.

10. Proposicién: Cada cerrado irreducible del espectro de un anillo es el cierre de un inico punto,
llamado punto genérico de tal cerrado. En particular, las componentes irreducibles de Spec A son los
cierres de los puntos definidos por los ideales primos minimales de A.

Demostracion. Sea C' un cerrado irreducible. Sabemos que C' = (I)g, donde I es el ideal de todas las
funciones que se anulan en C.

Basta ver que I es primo, porque si I = p, entonces (I)g = Z. Si f-g € I, es decir, f - g se anula
en C, entonces

C=Cn(fg)o=Cn((floU(g)o))=(CN(f)U(Cnig)o)

luego, o bien f se anula en C, o bien g, porque C' es irreducible. Es decir, o bien f € I, o bien g € I.
O

11. Ejercicio: Calcular las componentes irreducibles de Spec k[x, y]/(zy).

12. Ejemplo: Los ideales primos de k[x] son los ideales (p(z)), con p(z) primo o irreducible y el
ideal (0). Si k = C, los ideales primos de C[z] son m, = (x — a), a € C y (0). As{ que los ideales
primos maximales de C[z] se corresponden con los puntos de una recta afin. De aqui que se siga la
notacién Spec Clz] = A1(C). En resumen

Puntos cerrados: « = (z — «), con « € C.

Punto “genérico”: g = (0).

SpecClz] = {

En general, si k es un cuerpo, diremos que Spec k[z] es la recta afin sobre k.

Dado un ideal (p(z)) los ceros de (p(x)) se corresponden con las raices de p(z), salvo cuando
p(z) = 0, en este caso los ceros es todo el espectro. Por tanto, los cerrados de la topologia de Zariski
de SpecC[x], a parte del vacio y el total, son los conjuntos finitos de puntos cerrados (de la recta
afin).

13. Ejemplo: Sea X = [0,1] C Ry C(X) el anillo de funciones reales continuas definidas sobre
X. Dado un punto p € X, el ideal m,, de funciones que se anulan en p es un ideal maximal, porque
C(X)/m, =R, [ [(p).

Veamos el reciproco: dado un ideal maximal m C C(X), si m # m, para todo p € X, entonces
para cada p € X existe una funcién f, € m que no se anula en p, luego tampoco en un entorno U, de
p. Como X es compacto, un ntimero finito Up,,,..., U, recubren X. Por tanto, f = fgl 4+ 4 5ﬂ
no se anula en ningin punto de X, luego es invertible y f € m, contradiccién.

Si denotamos por Spec,, A el subespacio de Spec A formado por los ideales primos maximales, es
facil comprobar que la biyeccion

X =—— Spec,, C(X), p—m,

es un homeomorfismo. Dado un ideal I, denotemos (I)§* = (I)p N Spec,, A. Bien, a través de la

igualdad anterior, se cumple que {x € X, tales que f(z) =0, para toda f € I} = (I)§".

14. Teorema: El espectro primo de un anillo es un espacio topoldgico compacto.

Demostracion. Sea C; = (I;)o una familia de cerrados de Spec A. Si NC; = () entonces
j

0= Q(Ij)o = (ij)o
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Por tanto, > I; = A. Luego 1 = f1 + --- + f,, para ciertas fi € I;,,..., f, € I;, . Luego, de nuevo
J
L+t D, = Ay
(L )oN--N(Z,)o =0
es decir, Cj, N---NC;, =0y Spec A es compacto.

n

O

Sea j: A — B un morfismo de anillos. Si J es un ideal de B, entonces j~1(.J) = {a € A: j(a) € J}
€

es un ideal de A. Es facil comprobar que si p es un ideal primo de B entonces j~!(p) es un ideal
primo de A. Obtenemos asi una aplicacién natural

j*: Spec B — Spec A, j*(p) =7 ""(p)

15. Teorema: La aplicacion inducida en los espectros por cualquier morfismo de anillos es continua.

Demostracion. Consideremos los morfismos

A EN
-

SpecA &~ SpecB

Sea (I)p C Spec A un cerrado. Entonces
77N ()o) = {z € Spec B: j*(z) € (I)o} = {x € Spec B: j~}(ps) 2 1}
={z €SpecB: p, 2 j(I)} = ((I(1)))o

y concluimos que j* es continua.

O

16. Ejercicio: Sea X = [0,1] C Ry C(X) el anillo de las funciones reales continuas definidas en X.
Probar que la aplicacién

Homcont.(XvX) - Homealg(C(X% C(X))a ¢ = ¢*: f e f o (b

es biyectiva (usar el ejemplo 0.3.13 y que todo morfismo C(X) — C(X) induce un morfismo entre los
espectros).

17. Teorema: Sea I un ideal de A. Consideremos los morfismos naturales

A N A/I ar—a

SpecA & Spec A/I

Se verifica que T es un homeomorfismo de Spec A/I con su imagen, que es el cerrado (I)o.

Demostracion. Los ideales primos de A/I se corresponden con los ideales primos de A que contienen
a I. Explicitamente,
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Ideales primos de A
que contienen a [

} = {Ideales primos de A/I}

p m(p)

T (p') p’

que es justamente el morfismo

Spec A D (1) == Spec A/T

Lo que demuestra la biyecciéon buscada. Sabemos que 7* es continua, para ver que la biyeccién es
un homeomorfismo, nos falta probar que 7* es cerrada. Igualmente, los ideales primos de A/I que
contienen a un ideal J, se corresponden con los ideales primos de A que contienen a 7—1(J). Es decir,
7*((J)o) = (7=(J))o. Por tanto, 7* es cerrada.

O

18. Ejercicio: Sea Y un subespacio cerrado de un espacio topoldgico X. Probar que el subconjunto,
del anillo de funciones reales continuas C'(X) de X, formado por las funciones que se anulan en YV’
es un ideal. Si X es un espacio topoldgico normal probar que C(X)/I ~ C(Y) (recuérdese que el
teorema de extension de Tietze afirma que toda funcién continua sobre un cerrado Y admite una
extension continua a todo X).

19. Corolario: Spec(A x B) = (Spec A) [[(Spec B).

Demostracion. Consideremos en el anillo A x B los ideales I = Ax0, J =0x B. Como [+J = Ax B
y I NJ = 0, tomando ceros tenemos (I)g N (J)g = 0y (I)o U (J)o = Spec(A x B). Es decir,
Spec(A x B) = (I)o [1()o-

Para concluir basta observar que, de acuerdo con el teorema anterior,

(I)o = Spec(A x B)/I = Spec B
(J)o = Spec(A x B)/J = Spec A

Explicitamente, los ideales primos de A x B son de la forma p x B o A x g, donde p es un ideal
primo de A y q es un ideal primo de B.
O

20. Ejercicio: Sean X e Y espacios topolégicos y consideremos el espacio topolégico X [[Y. De-
mostrar que

cx[[y)=cx)xcy)

Justificar la frase “A x B es el anillo de funciones de Spec A ][ Spec B”.
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0.4 Localizacion. Formula de la fibra

Nuestro primer objetivo es mostrar que el proceso algebraico de division se va a corresponder con el
proceso topolédgico de localizacién.

Sea S un sistema multiplicativo de A (es decir, 1 € Sy sis, s’ € Sentonces s-s’ € S). Consideremos
la localizacion de A por S, Ag, es decir,

!/

a a a
As={-,a€AyseS: —=— siexisteun s” € S tal que s"(as’ —a’s) = 0}?

s s s

Con la suma y producto ordinarios de fracciones Ag es un anillo.

Dado un morfismo de anillos j: A — B, cuando no cause confusién, seguiremos las siguientes
notaciones: Dado un ideal J de B, escribiremos j~1(J) = J N A, dado un ideal I de A escribiremos
() =3jl)-B=1I-B.

1. Teorema: Consideremos el morfismo j: A — Ag, a — ¢, de localizacion por S. La aplicacion
inducida j*: Spec As — Spec A establece un homeomorfismo de Spec Ag con su imagen, que estd
formada por los puntos donde no se anula ninguna funcion de S':

Spec Ag = {ideales primos de A que no cortan a S}
=

Demostracion. Consideremos el morfismo de localizacién j: A — Ag.
Las asignaciones

Spec Ag {Ideales primos de A que no cortan a S} C Spec A
p’ - p'nA
p-As p

estan bien definidas y son inversas entre si, sin mas que comprobar:

1. Si p’ es un ideal primo de Ag entonces p’ N A es un ideal primo de A que no corta con S y
(p'NA)-Ag=yp".

2. Si p es un ideal primo de A que no corta con S entonces p - Ag es un ideal primo de Ag y
(p-As)NA=p.

Para ver que esta biyeccién es un homeomorfismo basta observar que j*((%)o) = j*(({)o) =
(a)o NIm j*.
O

Notacién: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos Ay la localizacién de A por el sistema
multiplicativo S = {1, f, f2,..., f*,... 1.

Si z es un punto de Spec A, denotaremos por A, la localizacién de A por el sistema multiplicativo
S=A-p,.

2 m _ m s m _ m' m _ m s m o om/ m! _ m” m o __
Observemos que “* = ™, que si * = - entonces - = ', y que si ©t = - y - = " entonces T+ = .
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2. Corolario: El espectro de A es igual Spec A — (f)o:
Spec Ay = Uy

Demostracion. Por el teorema anterior, Spec A se corresponde con los ideales primos p, de A que
no cortan con S = {1, f, f%,..., f",...}. Que equivale a decir que Spec A se corresponde con los
ideales primos p, de A que no contienen a f, es decir, Uy. O

3. Ejercicio: Sea C(R") el anillo de funciones reales continuas sobre R™. Sea U un abierto de
R™, C(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U y S el sistema multiplicativo formado por
las funciones que no se anulan en ningin punto de U. Probar que existe un isomorfismo natural

C(R™)g = C(U). (Pista: Sea d la funcién distancia. Dada h € C(U), s(z) = % no se anula en

U, sy f =h-s son restriccion de funciones continuas de R" y h = f)

4. Corolario: Los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos de A contenidos en
pz. En particular, A, tiene un dnico ideal maximal, que es p, - A.

Demostracion. Spec A, se corresponde con los ideales primos de A que no cortan con A — p,. Es
decir, con los ideales primos de A contenidos en p,. O

5. Definicion: Los anillos con un dnico ideal maximal se les denomina anillos locales.

Observemos que el anillo de funciones que consideramos en Uy es Ay. Como es de desear, cuando
nos pasamos a Uy, hacemos invertibles las funciones que no se anulan en ningtin punto de Uy. Dado
un punto x, es usual no querer fijar la atencién en un entorno dado de x, sino considerar un entorno
lo suficientemente pequeno, luego las funciones que no se anulan en x pasan a ser invertibles y
consideraremos por tanto el anillo A,. Asi pues, A, recoge el concepto impreciso de funciones en un
entorno suficientemente pequenio de x.

6. Definiciéon: Dado un anillo A, llamaremos radical de A al ideal formado por el conjunto de los
elementos nilpotentes de A, es decir, si denotamos por rad A al radical de A, entonces

rad A= {a € A: " =0, para algin n € N}

7. Corolario : FEl radical de un anillo coincide con la interseccion de todos los ideales primos del
anillo:
dA= n .
ra xGSpecAp"L

Es decir, una funcion es nilpotente si y solo si se anula en todo punto del espectro.

Demostracion. Si f € A es nilpotente, i.e., f = 0 para un n € N, entonces f ha de pertenecer a todo
ideal primo de A. Luegorad AC N p,.

zrESpec A
Sea ahora f € Sﬂ Apm. Por el corolario anterior, Spec Ay = (). Por tanto, Ay = 0, es decir,
respec
1 =Y. Luego existe un f" € {1, f, f%,... }, de modo que f"-(1-1—0-1) = 0. Entonces f* =0y f
es nilpotente. En conclusién rad A D N p, y hemos terminado. O
x€Spec A

Dado un morfismo de anillos j: A — By un sistema multiplicativo S C A, escribiremos Bj(g) =
Bgs. Igualmente, dado un ideal primo p, de A, escribiremos Bj4_p,) = Be.
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*

8. Teorema férmula de la fibra Sea j: A — B un morfismo de anillos y j*: Spec B — Spec A el

morfismo inducido. Dado un punto x € Spec A se verifica
5" (x) = Spec By /ps - Be
Si p, es un ideal primo minimal se verifica
7 (x) = Spec B,
Si p, es un ideal primo mazximal se verifica
j* 7' (x) = Spec B/p, - B
Demostracion.

j*fl(x) ={yeSpecB:p,NA=p,}
={y€SpecB:p,NACp,yp, Cp,NA} (%)
={y €SpecB: (py N A) N (A —ps) =0y ps Cpy NA}
={y € Spec B, : p, C p, N A} = Spec B, /p, - B,

Las dos afirmaciones siguientes de la proposicién, se deducen de que en (*) podemos prescindir
de una de las dos condiciones, en la primera afirmaciéon de la segunda condicién y en la segunda

afirmacién de la primera condicién.
O

9. Ejemplo: Calculemos Spec C[z,y]. Consideremos el morfismo i: C[z] — C[z,y],p(z) — p(z) y
sea i*: SpecClz,y] — Spec C[z] el morfismo inducido en los espectros. Cada punto de Spec C[z, ]
estd en la fibra de un tnico punto de Spec Clz], asi que vamos a calcular tales fibras.
Los ideales primos de C[x] son el ideal (0) y los ideales maximales m,, = (z — a). Segin la férmula
de la fibra
i* ") = Spec Clz, y]/maClz, y] = Spec Clz, y]/(x — )

Ahora bien, Clz,y]/(z — a) =~ Cly|, z — «a,y — y. Luego,
i*"(@) = SpecCly] = {(y = ), (0) con g € C}

que se corresponden con los ideales primos de Clz,y], (z — a,y — 8), (x — ).
Sélo nos falta calcular la fibra de (0) = p,

* ' (g) = Spec Cz, y]c(z)— (o) = Spec C(z)[y]

Los ideales primos no nulos de C(x)[y] estan generados por un polinomio irreducible con coeficientes
en C(x) de grado mayor o igual que 1 en y. Por el Lema de Gauss se corresponden con los polinomios
p(x,y) € C[z,y] irreducibles de grado mayor o igual que 1 en . Por tanto, i*~*(g) estd formado por
los ideales primos (p(z,y)), (0) (donde p(x,y) es un polinomio irreducible de grado mayor o igual que
leny)

En resumen, los puntos de Spec Clz, ] =, As(C) son

1. Los puntos cerrados (a, (), es decir, los ideales primos (z — a,y — ().
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2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles (p(z,v))o = p(z,y) = 0, es decir, los ideales
primos (p(z,v)), p(z,y) irreducible.

3. El punto genérico del plano afin (0)g = A2(C), es decir, el ideal primo (0).

10. Ejemplo: Calculemos SpecC[z,y]/(¢(x,y)). Consideremos la descomposicién en producto de
polinomios irreducibles ¢(x,y) = ¢1(z,y)™ - - - q-(x,y)™, que no difieran en factores constantes. Te-

nemos que Spec Clz, y]/(q(z,y)) = (q(z,y))o = iél(qi(x, ¥))o que son:

1. Los ideales maximales (x — a,y — [3) tales que (¢(x,y)) C (x — a,y — ). Es decir, con otras
notaciones, los puntos (a, 3) tales que ¢(«, 3) = 0.

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles g;(z,y) = 0.

0.5 Mobdulos

Los espacios vectoriales son el ejemplo més sencillo y usual de espacio geométrico. Muchos problemas
se resuelven linealizdndolos, lo que permite aplicarles ademés la intuicién geométrica. Anadamos, en
esta breve justificacion de la introduccién de los espacios vectoriales, que muchas de las estructuras
usuales en Matematicas son estructuras de espacios vectoriales.

Si I es un ideal de un anillo A, es un grupo conmutativo respecto de la suma de A y el producto
de A define una aplicacién A x I — I que verifica todos los axiomas de espacio vectorial, salvo la
condicién de que los escalares formen un cuerpo; lo que resumiremos diciendo que I es un A-mdédulo.
En esta seccion iniciaremos el estudio de la estructura de médulo sobre un anillo A y veremos que casi
todas las definiciones del Algebra Lineal (submddulos, cocientes, sumas y productos directos, producto
tensorial, etc.) pueden generalizarse para los A-mdédulos; aunque la frecuente existencia de médulos
que no admiten bases introduzca grandes modificaciones en la teoria de médulos. La posibilidad de
efectuar muchas operaciones (cocientes, sumas directas, productos tensoriales, etc.) que carecen de
sentido en los ideales hace que la teoria de mdédulos sea mucho més flexible y natural, que una teoria
restringida Unicamente a los ideales. Esta generalidad no complica las demostraciones, sino que la
posibilidad de usar las operaciones béasicas del Algebra Lineal las aclara y simplifica.

Los médulos aparecen también con frecuencia en Matemaéticas. Ya veremos que los grupos abe-
lianos y los espacios vectoriales con un endomorfismo lineal son ejemplos de médulos, y que su clasi-
ficacion es la clasificacién de la estructura de médulos.

Hablando sin precisién ni rigor, el estudio de los mddulos equivale al estudio de los fibrados
vectoriales m: E — X, es decir, de los epimorfismos continuos, de fibras espacios vectoriales. El
estudio de 7 serd equivalente al estudio del C'(X)-médulo de las secciones de 7. La extensién del
concepto de espacio vectorial (sobre un punto) a un espacio topoldgico es el concepto de fibrado
vectorial, o el concepto de médulo. Mas adelante, profundizaremos en lo que en este parrafo apenas
hemos esbozado.

1. Definicién: Sea A un anillo y M un conjunto. Diremos que una operacion M x M & M,
(m,m’) = m +m' y una aplicaciéon A x M — M, (a,m) — a - m definen en M una estructura de
A-médulo cuando cumplen

1. (M,+) es un grupo conmutativo.

2.a-(m+n)=a-m+a-n,paratodoa € Ay m,née M.
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3. (a+b)-m=a-m+b-m,para todo a,b€ Ay m e M.
4. (ab)-m=a-(b-m), para todo a,be Ay me M.
5. 1-m = m, para todo m € M.

Es decir, dada una aplicacién A x M — M, (a,m) — a - m, cada elemento a € A define una
aplicacién a-: M — M, m — a-m. El segundo punto expresa que a- es morfismo de grupos. Los tres
ultimos puntos expresan que la aplicacién ¢: A — End(M), ¢(a) = a-, es morfismo de anillos (donde
End(M) son los endomorfismos de grupos del grupo conmutativo M). Reciprocamente, si M es un
grupo conmutativo, cada morfismo de anillos ¢: A — End(M) define una estructura de A-médulo en
M tal que a-m = ¢(a)(m).

2. Ejemplo: 1. Todo ideal I C A es un A-médulo, pues con la suma definida en A y con el
producto por los elementos de A ya definido en A, I tiene estructura de A-médulo. En particular,
A es un A-moédulo.

2. Si A es un cuerpo, entonces los A-médulos son los A-espacios vectoriales.

3. Si G es un grupo abeliano, entonces es un Z-médulo de modo natural: n-g = g+ .7. + g si
neNt n.-g=(—g)+ "+ /(—g) si —n € Nt y definimos 0 - g = 0. Reciprocamente, si G es
un Z-médulo, en particular es un grupo abeliano.

4. SiT: E — FE es un endomorfismo de k-espacios vectoriales entonces E tiene estructura natu-
ral de k[z]-médulo: (3 N\;z?) - e = S A\iT%(e). Reciprocamente, dado un k[z]-médulo E, la

aplicaciéon T: E — E definida por T'(¢) = x - e, es un endomorfismo de k-espacios vectoriales.

5. Sea {M,}ier una familia de A-mddulos con indices en un conjunto I. Su producto directo se

denotard [] M;, mientras que @ M; denotard el subconjunto de [] M; formado por los elementos
iel iel i€l
(m;) que tienen todas sus componentes nulas salvo un nimero finito de ellas, y se llamara suma
directa de los {M; };cr. Tanto [[ M; como & M, son A-mddulos con la siguiente suma y producto
il el
por elementos de A:
(mi)ier + (mi)ier = (mi +mg)ier
a-(mi)ier = (a-mi)ier
def
3. Definicién: Un subconjunto N de un A-médulo M, decimos que es un submédulo si con la
operacién + de M y con la multiplicacién - por elementos de A, es un A-médulo.
Notacion: Alguna vez, escribiremos am en vez de a - m por sencillez de escritura.
4. Definicién: Una aplicacién f: M — M’ entre A-médulos M, M’, diremos que es un morfismo
de A-modulos si cumple

1. f(m+n) = f(m) + f(n), para todo m,n € M.
2. f(am) =af(m), paratodoa € Ay me M.

El conjunto de los elementos de un médulo M, que por un morfismo de A-mdédulos f: M — M’
van al cero, se denomina nucleo de f y denota por Ker f. Se cumple que Ker f es un submodulo de
M y que f es inyectiva si y solo si Ker f = 0. El conjunto de los elementos de la imagen, Im f, forman
un submédulo de M’. Cuando f sea biyectiva diremos que f es un isomorfismo de A-mdédulos.
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Denotaremos por Hom4 (M, N) al conjunto de morfismos de A-médulos de M en N. Con las
definiciones de suma de morfismo y producto por elementos de A naturales:

(f +g)(m) = f(m) +g(m)
(af)(m) = a(f(m))

tenemos que Hom 4 (M, N) es un A-médulo.
Si N es un submodulo de M entonces es un subgrupo conmutativo de M. Por tanto, podemos
considerar el grupo cociente M /N, donde

M/N = {m, m € M de modo que m =m’ <= m—m' € N}

El producto a - m = am dota a M/N de estructura de A-mddulo (compruébese) y es la tunica
()

estructura de A-mddulo que podemos definir en M /N, de modo que el morfismo de paso al cociente

M — M/N, m +— m, sea un morfismo de médulos.

5. Ejercicio: Dado un epimorfismo 7: M — M’ de A-mddulos, si 7 tiene seccidn (es decir, existe

s$: M’ — M de modo que 7wos =1d) entonces M ~ Kerm @& M'. (Pista: Los morfismos Ker v & M’ —

M, (m,m’)— (m+s(m’))y M - Kerm® M, m— (m— s(m(m)), 7(m)) son inversos entre si).
Dado un morfismo i: N — M inyectivo, si ¢ tiene retracto (es decir, existe r: M — N de modo

que r oi = Id) entonces M ~ N & M/N. (Pista: Los morfismos M — N & M/N, m +— (r(m),m) y

N& M/N — M, (n,m) — n+ (m —r(m)) son inversos entre si).

6. Teorema: Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Sea N C Ker f un A-submddulo. Eziste

un tinico morfismo f: M/N — M’ (que vendrd definido por f(m) = f(m)) de modo que el diagrama

M d M
N A
M/N

es conmutativo, siendo m el morfismo de paso al cociente.

7. Teorema de isomorfia Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Se cumple que el diagrama

M——M

™ i

M/KerfLImf

donde w(m) = m, f(m) = f(m) (que estd bien definida) y i(m') = m/, es conmutativo, f es un
isomorfismo, ™ es epiyectiva e i inyectiva.
Demostracion. Al lector. O

Dado un conjunto {M; };c; de submdédulos de M denotaremos
ZMi:{meM:m:Zmi
iel i€l
con m; € M; nulos para casi todo i € T}
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que es el menor submodulo de M que contiene a los submédulos M;. Diremos que dos submédulos
My, Ms de M estan en suma directa si M1 N My = 0, que equivale a decir que el morfismo My ® My —
M+ My, (mq1,ma) — mq+ms es un isomorfismo. Se dice que M es la suma directa de dos submédulos
My, My si My N My =0y My + My = M, que equivale a decir que el morfismo My & My — M,
(m1,m2) — my + Mz es un isomorfismo.

Dado un conjunto {m;};c; de elementos de un médulo M, denotaremos por

(miYier ={m € M:m = E a;ms,
iel
con a; = 0 para todo ¢ salvo un niimero finito}

que es el menor submédulo de M que contiene a {m;};c;. Diremos que {m;};c; es un sistema
generador de M si (m;);e; = M. Evidentemente, todo médulo tiene sistemas generadores, por
ejemplo el formado por todos los elementos de M. Si I es ademas finito diremos que el médulo es de
tipo finito. Diremos que un conjunto de elementos {m;};c; es base de M, si es un sistema generador

y si > a;m; = 0 entonces a; = 0 para todo i.
i
Denotaremos M) = @ M;, siendo M; = M. Se dice que un médulo es libre si es isomorfo a AU,
iel
Si denotamos 1; = (a;) € AWM donde a; = 0 para todo i # j y a; = 1, entonces {1,};cr forma una
base de AU). Los morfismos de AY) en un A-médulo M se corresponden con conjuntos {m;}ier de
M. Sea {m;};cr un conjuntos de elementos de M, y definamos el morfismo

¢: Al — M, (ai)iel = Zaimi
il

Se cumple que ¢ es epiyectivo si y s6lo si {m;};cs es un sistema generador de M, ¢ es inyectivo si
y s6lo si {m;};er son linealmente independientes. Por tanto, ¢ es isomorfismo si y s6lo si {m;}ics es
una base de M. En consecuencia, todo médulo es cociente de un libre y un médulo es libre si y sélo
si tiene bases.

El lema de Nakayama nos va a permitir calcular, mediante Algebra Lineal, sistemas generadores.

Si M es un A-médulo e I C A es un ideal, denotaremos por I - M ={m € M: m =) a;m;, con
a; € I ym; € M}, que es un A-submédulo de M. Se cumple que el A-médulo M/T - M es de modo
natural un A/I-médulo: a-m = a-m. Es obvio que M’ C M/IM es un A-submédulo de M/IM,
si y sélo si es un A/I-submdédulo, y que myq,...,m, € M/IM es un sistema A-generador de M/IM
si y sélo si es un sistema A/I-generador de M /IM. En el caso de que I = m sea un ideal maximal,
tendremos que My, ...,m, € M/mM es un sistema A-generador de M/mM siy sélo si es un sistema
generador del A/m-espacio vectorial M/mM.

8. Lema de Nakayama Sea O un anillo local de ideal mazimal m y M un mddulo finito generado.
Denotemos mM = {m € M:m = > a;m;, con a; €Em ym; € M}. Se cumple que

mM=M <— M=0

Como consecuencia se obtiene que mq,...,m, € M es un sistema generador de M, si sus clases

my,...,my en M/mM son un sistema generador.

Demostracion. Sea nq, ...,n, un sistema generador de M con el menor niimero posible de elementos.
T T

Si mM = M tendremos que ny = Y a;n;, con a; € m. Entonces (1 —aj)n; = > a;n;. Como (1 —ay)
i=1 i=2
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a;in;
no se anula en el tnico ideal maximal de O, es invertible. Por tanto, n; = "’:12_% ,y (ng, ... ) =M,
lo que es contradictorio salvo que r = 0, es decir, M = 0.
Veamos la consecuencia. Si (mq,...,m,) = M/mM entonces M = (myq,...,m,)+mM. Haciendo
cociente por (myq,...,my) y denotando M = M/{m1,...,my,), tenemos M = 0+ mM. Por tanto,
M =0, es decir, M = (mq,...,my,). O

0.5.1 Longitud de un médulo

El concepto de longitud de un médulo se corresponde con el concepto de dimensiéon en espacios
vectoriales. Usualmente, se define la dimension de un espacio vectorial, como el niimero de vectores de
sus bases. Pero esta definicién no es la mas natural o intuitiva. Siintuimos que R? es de dimensién 3 es
porque observamos la cadena de inclusiones irrefinable: punto, recta, plano, espacio. Puede definirse
la dimensién de un espacio vectorial, como la longitud de las cadenas irrefinables de subespacios
vectoriales. El concepto de base es mas elaborado, si bien es muy préactico en espacios vectoriales.
En los A-médulos pueden no existir bases, e incluso existiendo, el nimero de vectores de las bases no
coincidird con la longitud de las cadenas irrefinables de submédulos.

9. Definicién: Diremos que un A-médulo M # 0 es simple cuando sus inicos submddulos son los
triviales: 0 y M.

Si M es un A-médulo simple entonces M = (m), luego M ~ A/ Anul(m). Ahora bien, los
submédulos de A/ Anul{m) se corresponden con los ideales de A que contienen a Anul(m). Por tanto,
M es simple si y sélo si Anul(m) es un ideal maximal, es decir, M es simple si y sélo si M ~ A/m,
donde m es un ideal maximal de A.

10. Definicién: Diremos que una cadena de submédulos 0 = My € M; C --- C M, = M es
una serie de composicién si los cocientes sucesivos M;/M;_1 son A-médulos simples. Diremos que la
longitud de esta serie de composicién es n.

Como los submddulos de M;/M;_; se corresponden biyectivamente con los submddulos de M; que
contienen a M;_1, el que M;/M;_; sea simple equivale a que no existe una cadena M;_; % N ; M;.

Por tanto, que una cadena de submoédulos 0 = My C M; C --- C M,, = M sea simple equivale a decir
que no podemos anadirle més “eslabones”.

11. Definicién: Llamaremos longitud de M a la minima longitud de todas sus series de composicién.
Si no existe ninguna serie de composicién diremos que la longitud de M es infinita. Denotaremos a
la longitud de un médulo M por I(M).

Sobre espacios vectoriales el concepto de longitud coincide con el de dimensién.

12. Proposiciéon: Todas las series de composicion de un mddulo tienen la misma longitud.

Demostracion. Sil(M) = oo la proposicién es obvia. Supongamos que [(M) = n < co.

Dado un submédulo propio N € M se cumple que I(N) < I(M): Sea 0 = My C My C --- C
M,, = M una serie de composiciéon de longitud minima de M. Sien 0 = MogNN C My NN C---C
M, "N = N quitamos los términos repetidos obtenemos una serie de composicién en N, porque
M;N"N/M;_1 NN — M;/M,;_q, luego M; "N N/M;_1 "N = M;/M;_; pues M;/M;_; es simple. Por
tanto, [(N) <I(M). Sil(N) =1(M) entonces M; N N/M;_1 N N # 0 para todo i. Entonces, M; NN
contiene estrictamente a My N N = 0 y estd incluido en My, luego M1 N N = M;. Sigamos, My N N
contiene estrictamente a My NN = M; y esta incluido en Ms luego Ms N N = M, Recurrentemente,
N =M,NN =M, =M, lo que es contradictorio.
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Asf pues, dada una serie de composicién 0 = M) C My C --- C M}, = M, tenemos que (M) >
(M), _y) > >1U(M]), luego I(M) > m. Como m >n = I(M), tenemos que m = n.

O

Observemos que hemos demostrado que si un médulo es de longitud todo submddulo suyo es de
longitud finita. Si un mdédulo es de longitud finita todo cociente suyo también lo es, pues toda serie
de composicién define por paso al cociente una serie de composicién (eliminando las igualdades que
aparezcan en la serie).

13. Proposicién: La longitud es una funcién aditiva, es decir, dada una sucesion exacta 0 — M’ 4

M 5 M" — 0 se cumple que (M) = 1(M") +1(M").

Demostracion. S10=MjC M{ C---C M), =M y0=M{C M C---C M, =M" son series
de composicién de M’ y M" entonces

0=i(My)) Ci(M])C---Ci(M,,)=iM)=r"*(M)cr ' (M) C---Ccra " (M) =M

n

es una serie de composiciéon de M, luego [(M) =n' +n" =1(M") + 1(M"). O

En particular, si consideramos la sucesién exacta

0 - M — MeM' — M — 0
m' - (m,0)

(ml, m/l) —s m//

tenemos que {(M' @& M") =1(M') +1(M").
La sucesion de morfismos de mdédulos

0—-My— - — sflngfilMs+l—>-~-—>Mn—>() (*)

. , . . fs+1 ’ . .,
es exacta si y sélo si son exactas las sucesiones 0 — Im f; — My "= Im fs11 — 0. Asi, si la sucesién

* es exacta, tendremos que [(Im fs) — (M) + I(Im fs11) = 0 y haciendo el sumatorio para todo s
tenemos

I(Mo) = I(My) + -+ (=1)"I(M,) =0

14. Ejercicio: Sea M = My O My O My O --- D M, una cadena de A-submédulos de M. Probar
que l(M/Mn) = Zl(Mz—l/Mz)
i=1

0.5.2 Localizacion de modulos

Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-mddulo, denotaremos por Mg:

MS:{%, m € M,s € S de modo que

/

m m ..
— = —-si existe uns” € Stal ques”(s'm — sm') = 0}3
s s
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Con las operaciones (bien definidas)

m m s'm + sm
-+ o /
S s’ def Ss

a m am

s ' def ss’

Mg tiene estructura de Ag-médulo y diremos que es la localizacién de M por S. La aplicacién
candnica

M — Mg, mH%

es un morfismo de A-mddulos y diremos que es el morfismo de localizaciéon. Dado un morfismo
f+ M — N de A-médulos, induce de modo natural la aplicacién (bien definida)

fs: Mg — Ng, m — f(m)
S def S

que es morfismo de Ag-mddulos. Es inmediato comprobar que la localizacién de morfismos conserva
composiciones y combinaciones A-lineales:

(fog)s=fsogs
(af +bg)s = afs +bgs

15. Proposiciéon : Dado un morfismo f: M — N de A-mddulos y S un sistema multiplicativo de

A, se cumple que
(Ker f)s = Ker fs y (Im f)s =1Im fs

Demostracion. El morfismo (Ker f)s — Mg, = +— ™ valora en Ker fs, pues fs(=) = f(;n) = % =0
(para m € Ker f y s € §). Tenemos que comprobar que el morfismo (Ker f)g — Ker fg, = +— = es
un isomorfismo. Inyectivo: Si % = 0 en Ker fg € Mg entonces existe un s’ € S de modo que s'm = 0,
luego ™ = 0 en (Ker f)s. Epiyectivo: Dado % en Ker fg, entonces fs(™) = 0, luego L:”) = 0.
. . ’

Por tanto, existe un s’ € S de modo que s'f(m) = 0, es decir, f(s'm) = 0. Luego ™ = 2% con
s'm € Ker f y concluimos la epiyectividad.

Dejamos como ejercicio el probar que (Im f)s = Im fg. O
16. Definicién: Diremos que una sucesién de morfismos de A-mddulos

fn fn+1
s n—1_>Mn—>Mn+1—>"'

es exacta cuando Im f,, = Ker f,11 para todo n.

Casos concretos:

1. 0 — N 5 M es una sucesién exacta si y sélo si i es inyectiva.

2. M 5 M" — 0 es una sucesién exacta si y sélo si m es un epimorfismo.

3.0 M 5 M5 M — 0 es exacta si y s6lo si i es inyectiva, 7 es epiyectiva y Ker 7w = Im .

3El lector avisado se dard cuenta que hay que comprobar que o= quesi T = ':—,/ entonces Z—L,l = T,y que si

’ ! " "
m _ m m. _ m m _ m
s = o Y o 577 entonces S pat
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Dado un médulo M tenemos un epimorfismo 7: A — M, igualmente dado Kern podemos
definir un epimorfismo AY) — Kerm. Componiendo este tltimo morfismo con la inclusién natural
Kerm — AU tenemos un morfismo natural s: A) — AU de modo que la sucesién

A 2 A T

es exacta. Es decir M es isomorfo a Coker s, por tanto, el estudio de M se reduce al estudio de s, que
es una aplicacién A-lineal entre médulos libres.

17. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativo de A y sea
p 74 )
VRS VaERy Vi
una sucesion evacta de A-mddulos. Entonces es evacta la sucesion
M's 55 Mg 85 Mg

y : f g ./ .
Demostracion. Si M’ = M = M" una sucesién exacta de A-mdédulos entonces Kerg = Im f. Por

tanto, Kergs = (Kerg)s = (Im f)s = Im fg (explicitamente, = — =) y M'g Is Mg 25 M"g es

S

exacta. O
18. Ejercicio: Probar

1. (M/N)s = Mg/Ns.

2. (M®N)s = Mg @ Ng.

-
-
3. (M + N)s = Mg+ Ns.
- (

4 MﬂN)S:MsﬂNs.

Uno de los procesos geométricos mas basicos es el de localizar la atencién en un entorno de un
punto. Una propiedad es local cuando sélo depende del comportamiento en un entorno de cada
punto. Por ejemplo, la continuidad de las funciones consideradas en Topologia, la derivabilidad de las
funciones consideradas en Anélisis, la conexion local o compacidad local de los espacios topoldgicos,
etc., son propiedades locales. Por el contrario, una propiedad es global cuando no es local, es decir,
depende de todo el espacio considerado. Por ejemplo el concepto de funcién acotada no es local, ni el
de espacio compacto o conexo.

Un resultado central de este capitulo serda demostrar que la anulacién de un médulo es una cuestién
local y que por tanto, también son locales todos los problemas que puedan reducirse a la anulacién
de un médulo.

19. Definiciéon: Sea M un A-médulo, llamaremos anulador de M al ideal

Anul(M) = {a € A: am =0, para todo m € M}

Dicho de otro modo, el anulador de M es el nicleo del morfismo de estructura A — End(M),
a — a-. Se dice que M es un A-médulo fiel si Anul(M) = 0, es decir, si el morfismo A — End(M) es
inyectivo. Todo A-médulo M es de modo natural un A/ Anul(M)-mddulo fiel (donde a - m = am).

ef
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Dado un elemento m € M, llamaremos anulador de m € M al ideal anulador del médulo (m) =
{am,a € A}. Es decir, el ideal anulador de m es

Anul(m) = {a € A: am = 0}

El epimorfismo de A-médulos A — (m), a — am, tiene de nicleo el ideal anulador de m. Por tanto,
por el teorema de isomorfia A/ Anul(m) ~ (m).

Igual que haciamos para los anillos, dada f € A denotaremos My a la localizacién de M por el
sistema multiplicativo S = {1, f, f2,...}. Dado un ideal primo p, C A denotaremos por M, a la
localizacién de M por el sistema multiplicativo S = A — p,.

20. Definicién: Llamaremos soporte de un A-mdédulo M, al subespacio de Spec A formado por los
puntos z donde M, # 0 y lo denotaremos por Sop(M), i.e.,

Sop(M) = {z € Spec A: M, # 0}

21. Teorema: El soporte de un A-mdédulo finito generado coincide con los ceros de su ideal anulador,
i.€.,

Sop M = (Anul M),

Como consecuencia se tiene que la condicidon necesaria y suficiente para que un mddulo M (finito
generado o no) sea cero es que M, = 0, para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. Empecemos probando que si M = (mq,...,m,) es un A-médulo finito generado,
entonces Mg = 0 si y sélo si existe un s € S de modo que sM = 0: Si Mg = 0 entonces 4+ = 0 para
todo i, luego existen s; € S de modo que s;m; = 0. Por tanto, s = s ---s, € S cumple que sM = 0.
Reciprocamente, si existe s € S de modo que sM = 0, entonces + = 0 para todo %+ € Mgy Mg = 0.

Ahora ya, dado x € Spec A, tendremos que M, # 0 si y s6lo si Anul(M) N (A — p,) = 0, es decir,
Anul(M) C p,. Luego Sop(M) = (Anul M)o.

Por 1ltimo, veamos la consecuencia. Probemos sélo la suficiencia. Si M, = 0 para todo punto
cerrado x € Spec A, entonces para todo submédulo (m) C M se cumple que (m), = 0. Por tanto,
el (Anul{m))o, no contiene ningin punto cerrado de Spec A, es decir, Anul{m) no estd contenido en
ningin ideal maximal. En conclusién, Anul({m)) = A, luegom=1-m =0y M = 0.

O

22. Proposicién: 1. Una inclusion N C M de mddulos es una igualdad si y solo si N, = M,,
para todo punto cerrado x € Spec A.

2. Dos submddulos N,N' de un mddulo M son iguales si y sélo si N, = N., para todo punto
cerrado x € Spec A.

Demostracion. 1. N =M <= M/N =0 < (M/N), = 0, para todo punto cerrado = € Spec A
<= M,/N, = 0 para todo punto cerrado € SpecA <= M, = N,, para todo punto cerrado
x € Spec A.

2. Veamos s6lo que si N, = N., para todo punto cerrado x € Spec A, entonces N = N’.
Tendremos que N, = N, + N/, = (N + N’),, para todo punto cerrado x € Spec A. Luego por el punto
1. N =N+ N’, es decir, N’ C N. Del mismo modo obtenemos la inclusién inversa y concluimos la
igualdad.

O
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f g . . Lo
23. Teorema : Sea M' — M = M" una sucesién de morfismos de A-mddulos. Las siguientes
condiciones son equivalentes

f g .,
1. M' = M =5 M" es una sucesién ezacta.

2. M. EL M, % M es exacta para todo punto x € Spec A.

3. M. s M, 25 M es exacta para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. La implicacién 1 = 2 es un caso particular de 0.5.17. La implicacién 2 = 3 es evidente.

Veamos que 3 = 1. Si la sucesién es exacta en todo punto cerrado = entonces Ker g, = Im f.
Luego (Kerg), = (Im f),. Por tanto, por la proposicién anterior, Kerg = Im f y la sucesién del
punto 1. es exacta. O

Como corolario, dado que los morfismos inyectivos y epiyectivos son casos concretos de sucesiones
exactas, tendremos que un morfismo es inyectivo (o epiyectivo) si y sélo si lo es localmente, para todo
punto cerrado del espectro del anillo.

Si U es un abierto de Spec A, denotaremos por Ay la localizacién de A por el sistema multiplicativo
de las funciones que no se anulan en ningin punto de U.

24. Proposiciéon: Si Spec A es la union disjunta de dos abiertos Uy, Uy entonces A = Ay, X Ay,.

Demostracion. Observemos que Spec Ay, = U; (igualmente Spec Ay, = Us). En efecto, Uy C
Spec Ay, , porque las funciones del sistema multiplicativo por las que localizamos no se anulan en
ningun punto de U;. Por otra parte, como Uy, Us son cerrados, si denotamos I; al ideal de funciones
que se anulan en U; tenemos que (I1)g N (I3)g = 0, por tanto (I1 + Iz)g =0 y I + I = A. Asf pues,
existen f; € I;, tales que f1 + fo = 1. En conclusién, fo =1 — f; es una funcién que se anula en todo
los puntos de Us y no se anula en ningtn punto de Uy, por tanto Spec Ay, C Uy y Spec Ay, = Us.
Consideremos el morfismo natural
a a
1’ 1)
Vamos a probar que este morfismo es isomorfismo. Por el teorema anterior, basta verlo localmente.
Dado x € Uy, tenemos que (Ay,)s = (Ay)u, = Az porque el sistema multiplicativo de las funciones
que no se anulan en Uy, estd incluido en el sistema multiplicativo de las funciones que no se anulan
en z. Por otra parte, Spec(Ay,), = 0, porque Uy N {y € Spec A: p, C py.i.e.,x € y} = 0, luego
(Ay,)z = 0. En conclusién, A, = (Ay, X Ay, ). si @ € Uy, e igualmente si « € Uz. Hemos terminado.
O

A—>AU1><AU2, CL'—>(

25. Corolario: Si Spec A = {z1,...,z,}, donde x1,...,x, son puntos cerrados, entonces
A=Ay X x Ay,
Llamamos radical de Jacobson de un anillo al ideal que es la interseccién de todos los ideales
primos maximales del anillo.

26. Corolario: Sea A un anillo e I C A un ideal incluido en el radical de Jacobson de A. Sea M
un A-mddulo finito generado. Se cumple que

M=IM < M=0

Demostracion. M = IM <= M, = I, M, para todo punto cerrado x € Spec A4, e igualmente
M =0 <= M, = 0. Ahora bien, I, C p,A, y por el lema de Nakayama concluimos trivialmente
que M, = I,M, < M, =0. Con todo, hemos terminado. O



0.5. Moédulos 31

0.5.3 Categorias. Funtor de homomorfismos
Dar una categoria C es dar
1. Una familia arbitraria, cuyos elementos llamaremos objetos de C.

2. Unos conjuntos Home (M, N), para cada par de objetos M, N de C, cuyos elementos f llamare-
mos morfismos de M en N y denotaremos por el simbolo f: M — N.

3. Una aplicacién
HomC(va) X HOmc(M,N) - HOmc(M,P), (f)g) = f °g
para cada terna M, N, P de objetos de C. Satisfaciéndose

(a) (fog)oh=fo(goh).
(b) Para cada objeto M de C, existe un morfismo Idy : M — M de modo que foldy = fy
Idps og = g para todo morfismo f: M — Ny g: N — M.

Un morfismo f: M — N se dice que es un isomorfismo si existe g: N — M de modo que fog = Idy
y go f=1dy.

La categoria Cconj; de conjuntos, es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y los morfismos
entre los objetos son las aplicaciones de conjuntos. La categoria Cproq de A-médulos, es la categoria
cuyos objetos son los A-mdédulos y los morfismos entre los objetos son los morfismos de médulos.

27. Definicién: Sean C y C’ dos categorias. Dar un funtor covariante F': C ~ C’ es asignar a cada
objeto M de C un objeto F(M) de C’, y cada morfismo f: M — M de C un morfismo F(f): F(M) —
F(N) de C’, de modo que se verifique que F(f o g) = F(f) o F(g) y F(Idy) = Idpr)-

Andlogamente se definen los funtores contravariantes F': C ~ C’, que asignan a cada objeto M de
C un objeto F(M) de C', y a cada morfismo f: M — N de C un morfismo F(f): F(N) — F(M) de
C’, de modo que verifica F'(f og) = F(g) o F(f) y F(Idax) = Idp(ar).

Un morfismo f: M — M’ induce la aplicacién
Home (N, M) & Home (N, M'), g f.(9) = fog

Estamos diciendo que Home (N, —) es un funtor covariante de C en la categoria de los conjuntos
Cconj » €s decir,
Home (N, —): C ~ Coonj
M ~» Home (N, M)
[~ [
(fog)~(fog)e=fiog.
Un morfismo f: M — M’ induce la aplicacién

Home(M', N) & Home (M, N), g~ f*(g) = go f

Luego Home(—, N) es un funtor contravariante
Home(—, N): C ~> Cconj
M ~» Home (M, N)
[ fF
(feg)~(fog) =g of
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0
28. Definicién: Dos funtores F, F’: C ~»(’ se dicen que son isomorfos, y escribimos F' ~ F”, si para
cada objeto M de C tenemos isomorfismos 0y, : F(M) ~ F'(M), de modo que para cada morfismo
f: M — N el diagrama

F(f)
_—

F(M) F(N)

On On

F/(M)

) iy

es conmutativo.

29. Proposicién: FEl funtor Home (M, —) es isomorfo al funtor Home(M', —), si y sélo si M ~ M’.

.. . . . . 0
Demostracion. Veamos sélo la suficiencia. Empecemos observando que si tenemos Home (M, —) ~ F,
entonces este isomorfismo queda determinado por 8y, (Idys) = g: No es més que considerar el diagrama

Home (M, M) =2 F(M) Iy —2 ~g
f fx —‘Vf* “Vf*
on On
Home (M, N) F(N) f====fdg)=foy

Asf pues, si tenemos un isomorfismo Home (M, —) 2 Home (M', —) y denotamos 0y (Idpr) =g y
0,7 (Idas) = f tendremos que

0 00
Idy g % go(f) =go f=1dy

0"
Tda 25 f %% f.(g) = fog=Idar
O

30. Teorema: La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de A-mdédulos
i p ¢ ..
0> M — M = M" sea exacta es que para todo A-mddulo N sea exacta la sucesidon

0 — Homu (N, M) 5 Homu (N, M) %5 Hom 4 (N, M”)
“Se dice que Hom4 (N, —) es un funtor exacto por la izquierda”.

Demostracion. Es sencillo comprobar la necesidad de la condiciéon. En cuanto a la suficiencia, basta
tomar N = A, pues para todo A-médulo M tenemos un isomorfismo natural Hom (A, M) = M,

f— f(l) O
También se tiene el teorema “dual” del anterior:

31. Teorema: La condicidn necesaria y suficiente para que una sucesion de morfismos de A-mddulos

i P . .
M — M = M" — 0 sea exacta es que para todo A-mddulo N sea exacta la sucesion

0 — Homa(M”, N) % Homu (M, N) 2 Homu (M’, N)

“Se dice que Hom(—, N) es un funtor exacto por la derecha”.
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Demostracion. Es sencillo comprobar la necesidad de la condicién. Veamos la suficiencia. Sea N =
M"/Imp,y m: M"” — N la proyeccién candnica. Tenemos que p*(w) =mop =0, luego r =0y p es
epiyectiva. Si tomamos ahora N = M"”| entonces 0 = (p* 0 i*)(Id) = p o 4, luego Imi C Kerp. Por
ultimo, si N = M/Imiy m: M — M/Imi es la proyeccién canénica, entonces i*(n) = w o4 = 0.
Luego existe un morfismo f: M” — N tal que f op = p*(f) = m y concluimos que Kerp = p~1(0) C
(fop)~t(0) = 7~ 1(0) = Im. O

0.5.4 Producto tensorial

Sean M y N dos A-médulos. Consideremos el A-médulo libre AM*N) Dado (m,n) € M x N,
denotemos (m,n) = (a;)icmxn al elemento de AM*N) definido por a(y »1y = 0 si (m/,n') # (m,n)
Y Gm iy = 1si (m',n’) = (m,n). Es decir, estamos identificando los elementos de M x N con la
base estandar de AM*N)

Sea R el submédulo de AM*N) generado por los elementos de la forma

32. Definicién: Llamaremos producto tensorial de M y N sobre el anillo A, al A-médulo cociente
AMXN) /R v 1o denotaremos M ®4 N. Cada clase (m,n) € AM*N) /R = M @4 N la denotaremos
m®n.

De acuerdo con la definicién de R tenemos que

(m+m)@n=men+m' @n
mn+n)=men+men
am®@n = a(m@n)
m®an = a(men)

propiedades que se expresan diciendo “el producto tensorial es A-bilineal”. En realidad, el formalismo
seguido, ha sido para llegar a definir “el producto” (®) de elementos de M por N, con estas propiedades
y sin mas relaciones que las generadas por las relaciones de M y N y estas propiedades.

Dado que los elementos {(m,7n)}(m n)emxn forman una base de AMXN) entonces los elementos
{m & n}(mnyemxn forman un sistema generador de M ®4 N. Por las propiedades de bilinealidad
recién escritas, si {m;} y {n;} son sistemas generadores de M y N, entonces {m; ® n;} es un sistema
generador de M ®4 N.

Sea P un A-médulo.

33. Definicién : Diremos que una aplicacion f: M x N — P es A-bilineal si

f(m+m/an) :f(mvn)+f(m,vn)
m,n+n') = f(m,n)+ f(m,n’)

El conjunto de las aplicaciones A-bilineales de M x N en P se denota Bil4(M, N; P). La condicién
de que una aplicacién f: M x N — P sea A-bilineal expresa que la aplicacién f,,,: N — P, f,(n) =
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f(m,n), es un morfismo de A-médulos para cada elemento m € M. Obtenemos asf, un isomorfismo
natural

Bila(M, N; P) = Homy (M,Hom4 (N, P))

El morfismo natural 7: M x N — M ® N, (m,n) — m & n, es bilineal.

34. Teorema Propiedad universal del producto tensoriat Si f: M x N — P es una aplicacion
bilineal, entonces existe un inico morfismo de A-mddulos ¢p: M ® 4 N — P, de modo que f = ¢ o .
Reciprocamente, dado un morfismo de A-mdédulos ¢p: M QN — P entonces f = ¢porm es una aplicacion
bilineal de M x N en P. Con concision,

Homu (M ®4 N, P) = Bilo(M,N;P), ¢+ dpor

Demostracion. Sea f: M x N — P una aplicacién A-bilineal, entonces el morfismo de A-mddulos
P AGIXN) P, @(Zai(mi,ni)) = Zaif(miani)

se anula sobre los generadores del submoédulo R, anteriormente definido. Por la tanto, induce el
morfismo de A-médulos ¢: M ®4 N — P, m®n — f(m,n). Este morfismo cumple que f = ¢or
y si un morfismo ¢’ cumple esta igualdad entonces ¢'(m ® n) = f(m,n) y coincide con ¢, pues los
elementos m ® n generan M ® N.
Por 1ltimo, es una simple comprobacién ver que dado un morfismo de A-médulos ¢: M ® N — P
entonces f = ¢ o 7 es una aplicacion bilineal de M x N en P.
O

Asi pues, este teorema nos dice que definir un morfismo de A-médulos ¢: M ® N — P, es asignar

acadam®n € M®4 N un elemento f(m®n) de modo que flam+m')®@n) = af(men)+ f(m' @n)
y f(m® (an+n)) =af(m@n)+ f(m e n').
35. Observacién: Andloga construccion se puede hacerse para cualquier familia finita M, ..., M,
de A-médulos, obteniéndose un A-médulo M7 ® 4 -+ ® 4 M,, con una propiedad universal similar.
Para definir un morfismo de A-médulos f: M} ®4 --- ®4 M,, — P, bastard definir las iméagenes
flm; ® -+ ® my,) de modo que

Fmi® - ®@ami+n® ) =aif(m @ - @mi® )+ flm® - @n @)
36. Teorema: FEuxisten isomorfismos naturales

1. MR@AN)@4aP=MQs Ny P, ((m@n)®@p—maenQgp.

2 MRIUN=NRQIA M, mRn—nQm.

3. AQM =M, a®m— am.

4. (?MZ) ®AN:?(MZ-®N), (m;) @ n— (m; @n).

5. M®aAs=Ms, m® < — &7

S

6. M®a A/l =M/IM, m® a+— am.
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Demostracion. Dejamos al lector que defina los morfismos inversos. Veamos, sélo, que el morfismo de
1. estd bien definido: Para cada p el morfismo M@ N xp — M Q@4 (N®aP), (m®n)xp — m(n®p)
estd bien definido. Luego tenemos un morfismo (M ®4 N) x P — M ®4 (N ®4 P), que es bilineal e
induce el morfismo definido en 1. O

Si f: A — B es un morfismo de anillos entonces B es de modo natural un A-médulo. Se dice
que B es una A-édlgebra. Cada elemento b € B define un endomorfismo 1 ® b: M ® 4 B — M ®4 B,
m®b — m® bb. Podemos definir asi, una estructura de B-mddulo en M ® 4 B que viene dada por

def

el siguiente producto
Se dice que el cambio de base de M por A — B es M ®4 B.
Notacién: Denotaremos M ® 4 B = Mp y usualmente denotaremos f(a) = a.

37. Proposicién : Sean A — B y B — C morfismos de anillos y M, M’ A-mddulos y N un
B-mddulo. Ezisten isomorfismos naturales

1. Mp@g N=M®s N, (m®b)@n— m bn.
2. M @aM)®aB=Mp®p Mg, (m@m')@b— (meb)® (m ®1).
3. (Mp)c = Mg, (ie., M@ B)@pC=M®4C), (m®b)®crm® bc.

Demostracion. Definanse los morfismos inversos. 0
38. Proposicién: Sea M/ — M — M"” — 0 una sucesion exacta y N un A-mddulo. Se cumple que
M @AN—->M@sN—-M'@4N—0

es una sucesion exacta. Es decir, “— ®4 N es un funtor ezacto por la derecha”.
Demostracion. Sea M la sucesion exacta inicial. De acuerdo con 0.5.31
Hom, (M, Hom4 (N, P)) = Bila(M',N; P) = Homs(M ®4 N, P)

es una sucesién exacta para todo A-médulo P. De nuevo 0.5.31 nos permite concluir que la sucesiéon
M ®4 N es exacta. O

Ahora, nuestro objetivo es definir el producto tensorial de A-algebras.

Si By C son A-dlgebras, el A-médulo B ® 4 C' tiene una estructura de A-dlgebra natural: El
producto es el morfismo BR4 C X B4 C — B4 C, (b®c, b/ @) — b ® ¢ inducido por el
correspondiente morfismo B4 C R B4 C — B®4 C. Con este producto B® 4 C es un anillo. Por
dltimo, el morfismo A - B4 C,a— a®1=1® a es un morfismo de anillos.

39. Proposicién: Sean B,C y D A-dlgebras. Se cumple el isomorfismo

HOInA_alg(B R4 C, D) ES HOI’IlA_alg(B, D) X HOInA_alg(C, D)
¢ ——————— (¢1,02) 1(0) = (b ®1),02(c) = d(1®c)
¢: (b®c) = ¢1(b)ga(c) (¢1,¢2)
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Consideremos el sistema de ecuaciones
p1(x1,...,2,) =0
p'l‘(xla s 7$n) =0

Sea I = (p1(z1,...,Zn)s..,pr(T1,...,2,)) y lamemos A = Clxy,...,z,]/I el anillo de funciones de
la variedad de soluciones del sistema de ecuaciones anterior. Ya veremos que los puntos cerrados de
Spec A se identifica con esta variedad y diremos que A es el anillo de funciones de Spec A. Observemos
que Home_q14(A, C) se identifica con los puntos de la variedad de soluciones del sistema de ecuaciones
anterior.

Dada otra variedad de ecuaciones

pi(x1,...,2,) =0
pi(z1,...,2,) =0
denotemos I' = (pi(x1,...,Zn)s-..,ps(x1,...,2n)) y A" = Clz1,...,2,]/I'. La proposicién anterior

nos dice que Homg_414(A ®@c A’, C) es el producto de la variedades de soluciones de los dos sistemas
de ecuaciones anteriores. Este hecho justificard la definicién Spec A x Spec A’ = Spec(A ®@c A’).
€

40. Proposiciéon: Sean B y C A-dlgebras. Se cumple el isomorfismo
Hom 4 (B, (') === Hom¢ (B¢, C)

¢ ——¢": ¢ (b®c)=¢(b)-c

/
B ¢’

41. Ejercicio: Calcular Homg(C, C).

0.5.5 Modulos planos y proyectivos

42. Definicién: Diremos que un A-mdédulo P es plano, si para toda sucesién exacta 0 — N’ —
N — N” — 0, la sucesion 0 - N'®@4 P - N®4 P — N”" ®4 P — 0 es exacta. Es decir, por la
proposicién 0.5.38, si para toda inyeccion N < M entonces N ® 4 P — ® 4 P también es inyectiva.

Dado que N @4 AU) = N es ficil comprobar que AU)-es un A-médulo plano. Como N ® 4
(P®P)=(N®4sP)®d(N®aP), es ficil comprobar que una suma directa de médulos es plana si
y sélo si cada sumando es plano.

43. Proposiciéon: Si P es un A-mddulo plano y A — B es un morfismo de anillos, entonces Pg es
un B-mddulo plano.

Demostracion. Para todo B-médulo M tenemos que Pp ®p M = P ® 4 M, asi que la exactitud del
funtor Pp ®p (—) es consecuencia de la exactitud del funtor P ®4 (—). O

44. Proposicién : La condicion necesaria y suficiente para que un A-mddulo P sea plano, es que
P, sea un Az-mddulo plano, para todo punto cerrado x € Spec A.
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Demostracion. Denotemos toda sucesion exacta 0 — N’ — N de A-mddulos por N°. P es plano <=
para toda sucesion exacta N* entonces N' ®4 P es exacta <= para todo punto cerrado = € Spec A
la sucesién (N° ®4 P), = N, ®a4, P, es exacta <= P, es un A,-mddulo plano para todo punto
cerrado x € Spec A O

45. Lema : Sea M un mddulo finito generado sobre un anillo local O. Si el morfismo natural
I ®a M — M, i®m+— im, es inyectivo para todo ideal finito generado I C A, entonces M es un
O-mddulo libre.

Demostracion. Sea myq,...,m, un sistema de generadores de M, obtenido por Nakayama (es decir,
de modo que my,...,m, sea una base de M/mM, donde m es el ideal maximal de ). Dada una
relacién aymy + -+ + a,m, = 0, consideremos el ideal I = (aq,...,a,). Por hipdtesis el morfismo

natural I ® o M — M es inyectivo, asi que a3 ® mj + - - - + a, ® m, = 0. En el O/m-espacio vectorial

(I®o M)/m(I®o M)=1®0M)R0O0/m=(I®00/m)@0/m(MeoO/m)
= [/mI®@/m M/mM

tendremos que a1 ® m1 + --- + a,m, = a1 @my + --- + a, ® m, = 0. Pero mq,...,m, es una base
de M/mM, por tanto a; = --- = @, = 0. Luego I/mI = 0 y por Nakayama I = 0. En conclusién,
mq,...,m, es una base de M y M es libre. O

46. Teorema: Un mddulo finito generado es plano si y sélo si es localmente libre.
Demostracion. Es consecuencia del lema y proposicion anteriores. O

47. Teorema Criterio del ideal de platitud Sea M un A-mddulo finito generado. Si el morfismo
natural I ® 4 M — M es inyectivo para todo ideal I C A, entonces M es un A-mdédulo plano.

Demostracion. En cada punto cerrado x € Spec A tenemos que el morfismo natural
I, @a, My =(I®a M)y — M,

es inyectivo. Como cada ideal finito generado de A, es localizacién de un ideal finito generado de A,
el lema anterior permite concluir que M, es un A;-mddulo libre y, por tanto, plano. Luego, M es un
A-médulo plano. O

48. Definicién: Se dice que un médulo M es fielmente plano, si cumple que toda sucesién es exacta
si y sdlo si lo es al tensorializarla por el médulo M.

49. Proposicién: Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. M es un A-maodulo fielmente plano.
2. M es un A-mddulo plano y cumple que M ®4 N =0 <= N =0.

3. M es un A-mddulo plano y M /m,M # 0 para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. 1 = 2) Si M es fielmente plano, es plano. Ademds, la sucesién 0 — N — 0 es exacta
siysélosi0— M ®4 N — 0 es exacta. Es decir, N =0 < M ®,4 N =0.
2 = 1) Sea

NL N LN x
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una sucesion y consideremos la sucesién

NoaM B N o, M 8" N' o, M «x

Si M es plano entonces Im f @4 M =Im(f ® 1), Ker f' @4 M =Ker(f' ®1) y
[(Ker f/+Im f)/Im fl@aM=Kerf @1+Imf®1)/Imf®1

Asf pues, tendremos que (Ker f'+Im f)/Im f =0si y sélosi (Ker f/ @1+ Imf®1)/Imf®1=0.
Igualmente, (Ker f' 4+ Im f)/Ker f' = 0 si y s6lo si (Kerf/®@1+Imf®1)/Kerf'®1 = 0. En
conclusién, * es exacta si y sélo si x* es exacta.

2=3) A/my #0, luego A/m; @4 M = M/mz;M # 0.

3=2)Si N #0,sea0#n¢e N. Secumple que (n) ~ A/ Anul(n). Sea m, C A un ideal maximal
que contenga a Anul(n). El epimorfismo A/m, — A/ Anul(n) induce el epimorfismo A/m, ® 4 M —
A/ Anul(n)®4 M, es decir, un epimorfismo M/m, M — (n)®4 M. En conclusién, como M /m,M # 0,
entonces (n) @4 M # 0y N ®4 M, que contiene a (n) ®4 M, es distinto de cero. O

50. Definicién : Diremos que un morfismo de anillos f: A — B es plano si B es un A-mdédulo plano.
Diremos que un morfismo de anillos f: A — B es fielmente plano si B es un A-médulo fielmente
plano.

51. Proposicién: Un morfismo f: A — B de anillos es fielmente plano si y sélo si es plano y el
morfismo inducido en los espectros es epiyectivo.

Demostracion. Por la férmula de la fibra, el morfismo f*: Spec B — Spec A es epiyectivo si y sélo si
B, /p.B, # 0 para todo = € Spec A. Asi pues, por la proposicién anterior, si f: A — B es plano y el
morfismo inducido en los espectros es epiyectivo, entonces f es fielmente plano.

Reciprocamente, la fielplatitud es una propiedad local. De nuevo por la proposicién anterior y la
férmula de la fibra probaremos que las fibras de un morfismo fielmente plano son no vacias, luego el
morfismo inducido en los espectros por un morfismo fielmente plano es epiyectivo. O

52. Definicién: Se dice que un A-médulo P es proyectivo, si para todo epimorfismo w: M — M"”
entonces m,.: Homa (P, M) — Homu (P, M") es un epimorfismo. Es decir (por el teorema 0.5.30), P
es proyectivo si el funtor Hom 4 (P, —) conserva sucesiones exactas (es decir, “Hom 4 (P, —) es un funtor
exacto”).

Como Hom (A, M) = [[M es facil demostrar que los A-médulos libres son proyectivos.
I
53. Proposicién: Un A-mddulo es proyectivo si y sélo si es sumando directo de un libre.

Demostracidn. Supongamos que P es un A-médulo proyectivo. Consideremos un epimorfismo w: A7) —
P. Si consideramos el morfismo Id: P — P sabemos que levanta a un morfismo s: P — AU tal que
som = 1Id, por ser P proyectivo. Por el ejercicio 0.5.5, AY) = Kern @ P.

Reciprocamente, sea M es un sumando directo de un libre, es decir, AD = M & M. AD
es un médulo proyectivo, por tanto M @ M’ es proyectivo. Ahora bien, como Hom (M & M’ —) =
Hom 4 (M, —)xHom 4 (M', —) es facil probar que una suma directa de médulos es un médulo proyectivo
si y sdlo si lo es cada sumando. En conclusion, M es proyectivo. O

54. Proposicion: Los maodulos proyectivos son planos.

Demostracion. Los moédulos proyectivos son sumandos directos de un libre, que es plano, luego los
moédulos proyectivos son planos. O
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55. Definicién: Un A-mdédulo M se dice que es de presentacion finita si existe una sucesion exacta
de la forma A™ — A™ — M — 0.

Si A es un anillo noetheriano (més adelante estudiados) un A-médulo es de presentacién finita si
y solo si es finito generado.

56. Ejercicio: Los mdédulos proyectivos finito generados son de presentacién finita.

57. Proposicion: Sea M un A-mddulo de presentacion finita y S C A un sistema multiplicativo.
Entonces para todo A-mddulo N se cumple que

HomA(M, N)S = HomAs (MS, NS)
Demostracion. Si un A-médulo L ~ A" es libre entonces Homa(L,N)s = (N")s = (Ng)" =
HomAS (Ls, Ns)
Por hipdtesis tenemos una sucesién exacta A™ — A™ — M — 0. Tomando Hom4(—, N) obtene-
mos la sucesién exacta
0 — Homa (M, N) — Homu4 (A", N) — Hom(A™, N)

Localizando por S tenemos la sucesién exacta

0 — Homy (M, N)s —= Hom 4 (A", N)s — Hom(A™, N)g

0 Ker HOHIAS AS,Ns) —>H0mAS AS 7]\/vs)

Ahora bien, tomando Homag(—, Ng) en la sucesién exacta AY — A% — Mg — 0, concluimos que
Ker = Hom 44 (Mg, Ng) y terminamos.
O

58. Teorema: Un mddulo P de presentacion finita es proyectivo si y sélo si es localmente proyectivo.
Es decir, P es un A-mddulo proyectivo si y sélo si P, es un Az-mddulo proyectivo, para todo punto
cerrado x € Spec A.

Demostracion. Denotemos la sucesién exacta 0 — N/ — N — N” — 0 por N'. Digamos que un
modulo P es proyectivo si y sélo si para toda sucesién exacta N' de A-mddulos entonces la sucesion
Homy (P, N') es exacta. Con estas convenciones tenemos: P es proyectivo <= para toda sucesién
exacta N' de A-médulos Hom 4 (P, N') es exacta <= para toda sucesion exacta N' de A-mdédulos
Homu(P,N"), = Homgu,_(P,,N,) es exacta para todo punto cerrado z € SpecA <= P, es un

A,z-médulo proyectivo (pues toda sucesién exacta de A,-médulos N’ es localizacién de una sucesién
exacta de A-médulos, explicitamente (N''), = N''). O

59. Teorema: Sea M un mddulo de presentacion finita. Las condiciones de ser plano, localmente
libre y proyectivo son equivalentes.

Demostracion. Si M es plano, por 0.5.46, es localmente libre.

Si M es localmente libre entonces es localmente proyectivo. Como la propiedad de ser proyectivo
es local sera proyectivo.

Si M es proyectivo, por 0.5.54, es plano. O
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60. Proposicién: Un modulo M finito generado es proyectivo si y solo si existe un recubrimiento
finito {U,, } por abiertos bdsicos de Spec A, de modo que M,, es un A,,-mddulo libre.

Demostracion. Sea M proyectivo. Dado x € Spec A existe un isomorfismo
A, @ DA, = M,

Por tanto, existe un entorno U, = Spec A, de x, donde tenemos definido un morfismo 7,: A, H -+ P
A, — M,, que localizado en z es isomorfismo. (Coker 7, ), = 0, por tanto existe un entorno U, C U,
de x, de modo que (Cokerm,), = 0. Es decir, podemos suponer que 7, es epiyectivo. Como M, es
un A,-médulo proyectivo, m, tiene seccién, luego Ker 7, es un cociente de A, & --- ® A, y es finito
generado. (Kerm,), = 0, por tanto existe un entorno U, C U, de z, de modo que (Kerm,), = 0. Es
decir, podemos suponer que 7, es un isomorfismo. As{ podremos construir para cada punto x € Spec A
un entorno béasico donde M es libre. Como Spec A es compacto, podremos construir el recubrimiento
finito buscado.

Si existe un recubrimiento finito {U,,} por abiertos basicos de Spec A4, de modo que M,, es un
Ag;-moédulo libre, obviamente M es localmente libre. Sélo nos falta probar que es de presentacién
finita. Sea

T AD- - DA—- M

un epimorfismo. M,, es libre, luego proyectivo. Por tanto, al localizar por a;, 7 tiene seccién y
(Kerm),, es finito generado. Si escribimos (Kerm),, = (—*,...,—*%), entonces Kerm = (m;,),
porque asi es localmente. En conclusion, Ker 7 es finito generado (cociente de un libre finito generado)

y M es de presentacion finita. O

0.5.6 Limites proyectivos e inductivos

Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante decreciente si para cada par i, j € I existe algiin
k € I que cumple que k <iy k < j.

61. Definicién: Sea I un conjunto filtrante decreciente. Un conjunto de objetos {M;};cr de una
categoria C, junto con morfismos f;;: M; — M;, para cada ¢ < j, diremos que es un sistema proyectivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. fi = 1d, para todo 1.
2. firfij = fir siempre que ¢ < j < k.

Sin tanto formalismo, un sistema proyectivo de objetos {M;}ics es un “rfo de flechas”

M, M, My, M;

N

M, M;

N

M,

62. Definicién : Sea {M;};cr un sistema proyectivo de objetos. Diremos que M (si existe) es el limite
proyectivo de este sistema proyectivo, y lo denotaremos lim M;, si cumple una igualdad funtorial

3

Home (N, lim M;) = {(f;) € [[Home (N, M;) | f; = fi; fi para todo i < j}

K2



0.5. Moédulos 41

Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home (lim M;, lim M;) define morfismos ¢;: lim M; —

i
M;, de modo que
1. ¢; = fijoi

2. Dados {(f;) € [[Hom¢(N,M;) | f; = fi;jfi paratodoi < j}, entonces existe un morfismo
f: N — lim M;, de modo que f; = ¢;f.

Se tiene también el reciproco, si existe un objeto M, y morfismos ¢;: M — M;, verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim M;.
—

i
Intuitivamente lim M; es “la fuente del rio de flechas, la cota inferior maxima”
—
i

lim M; . "

- i \f\ M;
N PN
.

63. Teorema: FEn la categoria de conjuntos los limites proyectivos existen, explicitamente

lim M; = {(m;) € HM, | fij(mi) =m; para todo i < j}
i i
y ¢ im M, — M;, ¢;((m;)) =m,.

Demostracion. Denotemos M = {(m;) € [[M; | fij(m;) = m; para todoi < j}. Dados {(f;) €

[THom(N, M;) | f; = fi; fi; para todo ¢ < j}, entonces la aplicacién f: N — M, f(n) = (fi(n)) esta

K3
bien definida y cumple que f; = ¢;f.

Reciprocamente, dado f: N — M, las aplicaciones f; = ¢;f cumplen que f; = f;; f; para todo i <
i

Estas asignaciones son inversas entre si, luego hemos concluido. O
64. Teorema: En la categoria de A-mddulos los limites proyectivos existen, explicitamente

lim M; = {(m;) € HM’ | fij(m;) =m; para todo i < j}
y @i Hm M; — M;, ¢;((my)) = m,.

Demostracion. Repitase la demostraciéon anterior. O

Dado un sistema proyectivo {M;, f;;}icr de objetos de una categoria C y un objeto N € C, entonces
ome (N, M;), fij, }ier forma un sistema proyectivo de conjuntos.
H N, M;), fi;, f ist tivo d junt
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65. Proposicién: Home (N, lim M;) = lim Home (N, M;)
i i

Demostracion. Tenemos

Homc (N, lim M;) = {(f;) € [ [ Home(N, M;) | f; = fi;f; para todo i < j}
= lim Home (N, M;)

?

donde la primera igualdad es por la definicion de limite proyectivo, y la segunda igualdad por la
construccién del limite proyectivo de conjuntos. O

66. Definicién: Un morfismo f entre dos sistemas proyectivos de objetos {M;, fi;} v {Ni, 9i5},
con el mismo conjunto ordenado de indices, es una familia de morfismos f;: M; — N, tales que
Iifij = gij fi, cuando @ < j.

Todo morfismo f entre dos sistemas proyectivos induce morfismos liin M; — N;, que induce un

3
morfismo f: lim M; — lim N;, que explicitamente, en la categoria de conjuntos o de médulos, esta
b T
definido por F((my)) = (fi(m:)).
67. Definicién : Diremos que una sucesién de morfismos de sistemas proyectivos de médulos { M/} —
{M;} — {M]'} es exacta, si lo es la sucesién M — M; — M/, para todo i.
68. Proposicion : La toma de limites proyectivos es exacta por la izquierda. FEs decir, si 0 —
{M!} — {M;} — {M!'} son sucesiones exactas de sistemas proyectivos de A-mddulos, entonces la
sucesion de A-modulos
0— lgnMZ/ — IEnMi — IEnMi”
K3 1 1

es exacta

Demostracion. Es una sencilla comprobacién, conocida la construccion explicita de los limites pro-
yectivos de moédulos. O

69. Ejercicio: Sea {k[z]/(2™)} el sistema proyectivo de k[z]-mddulos, de morfismos k[z]/(z"*!) —
k[z](z™) los morfismos naturales de paso al cociente. Probar que lim k[z]/(z™) = k[[z]].
i

Pasemos ahora a la definicién del limite inductivo, que es el concepto dual de limite proyectivo.

Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante creciente si para cada par ¢,j € I existe
algin k € I que cumple que k > iy k > j.
70. Definicién: Sea I un conjunto filtrante creciente. Un conjunto de objetos {M;};c; de una
categoria C, junto con morfismos f;;: M; — M, para cada ¢ < j, diremos que es un sistema inductivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. f;; = 1Id, para todo i.

2. firfij = fir siempre que ¢ < j < k.
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71. Definicién: Sea {M;};c; un sistema inductivo de objetos. Diremos que M (si existe) es el limite
inductivo de este sistema inductivo, y lo denotaremos lim M;, si cumple una igualdad funtorial
Home (lim M;, N) = {(f;) € ®Home(M;, N) | fi = f; fij para todo i < j}
- i
Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home (lim M;, lim M;) define morfismos ¢;: M; —
lim M;, de modo que
1. ¢ = ¢jfij
2. Dados {(f;) € ®Hom¢(M;,N) | fi = f;fi; paratodoi < j}, entonces existe un morfismo
f: lim M; — N, de modo que f; = f¢;.

Se tiene también el reciproco, si existe un objeto M, y morfismos ¢;: M; — M, verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim M;.
=

i
Intuitivamente lim M; es “la desembocadura del rio de flechas, la cota superior minima”
—

%

72. Teorema: En la categoria de conjuntos los limites inductivos existen, explicitamente

lim M; = {HMZ/ ~:m; ~my; si existe un k de modo que fir(m;) = fir(m;)}
Yy ¢j: Mj — lll}’le, (bj(mj) = mj.
Demostracion. Denotemos M = [[M;/ ~. Dados {(f;) € [[Hom(M;,N) | f; = f;fi; para todo i <

j}, entonces la aplicacién f: M — N, f(m;) = fi;(m;) estd bien definida y cumple que f; = f¢;.
Reciprocamente, dado f: M — N, las aplicaciones f; = f¢; cumplen que f; = f; fi; para todo i <
j}

Estas asignaciones son inversas entre si, luego hemos concluido. O
73. Teorema: En la categoria de A-mddulos los limites inductivos existen, explicitamente

lim M; = {HMz/ ~:m; ~my; si existe un k de modo que fip(m;) = fjr(m;)}

7 ?

Y ¢)jt Mj — hi)nMi’ (bj(mj) = ’ﬁ’lj.

3
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Demostracion. Repitase la demostraciéon anterior y pruébese que los conjuntos definidos son A-
modulos y los morfismos de A-mddulos. O

Dado un sistema inductivo {M;, fi;}icr de objetos de una categoria C y un objeto N € C, entonces
{Hom¢(M;, N), fi;* }ier forma un sistema proyectivo de conjuntos.
74. Proposicién: Home(lim M;, N) = lim Home (N, M;)

7 2

Demostracion. Tenemos

Home (lim M;, N) = {(f:) € HHomC(MZ-,N) | fi = f;fij para todo i < j}
= lim Home(M;, N)

?

donde la primera igualdad es por la definiciéon de limite inductivo, y la segunda igualdad por la
construccién del limite proyectivo de conjuntos. O

75. Definicién: Un morfismo f entre dos sistemas inductivo de objetos {M;, fi; } y {N:, gi;}, con el
mismo conjunto ordenado de indices, es una familia de morfismos f;: M; — N; tales que f; fi; = gi; fi,
cuando i < j.

Todo morfismo f entre dos sistemas inductivos induce morfismos M; — lim N;, que induce un
—

i

morfismo f: lim M; — lim N;, que explicitamente, en la categoria de conjuntos o de médulos, esta
i i

definido por f(m;) = fi(m;).

76. Definicién : Diremos que una sucesién de morfismos de sistemas inductivos de médulos { M/} —

{M;} — {M]'} es exacta, si lo es la sucesién M — M; — M/, para todo i.

s s s L, . . . . fi gi
77. Proposicién : La toma de limites inductivos es exacta. Es decir, si 0 — {M[} = {M;} =
{M!'} — 0 son sucesiones exactas de sistemas inductivos de A-mddulos, entonces la sucesion de
A-mddulos

0 — lim M/ 5 Tim M; % lim MY — 0

es exacta

Demostracion. 1. (gf)(m}) = g(fi(m})) = g:(fi(m})) = 0.

2. Si g(m;) = 0 entonces g;(m;) = 0. Por tanto, existe un k, de modo que 0 = f/,(g:(m;)) =

) =

9r(fik(m;)). Luego, fix(m;) = fi(m},), para cierto mj, € M;. Por tanto, m; = fr(m},) = f(m},).

3. Obviamente g es epiyectiva: Dado m} € lim M/, entonces existe m; tal que g;(m;) = m} y
i

4. Por tltimo, f es inyectiva: si 0 = f(/m}) = f;(m}) entonces existe un k, tal que fir(fi(m})) = 0.

Por tanto, f;(fl.(m})) =0y fl,.(m}) =0, porque f; es inyectiva. Luego m} = 0.
O
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78. Proposicién: FEl limite inductivo conmuta con el producto tensorial. Es decir,

(limMi) ®a N = lim(MZ- ®Ra N)

% i

Demostracion.

Homy ((lim M;) @ 4 N, R) = Hom 4 (lim M;, Hom4 (N, R)) = lim Hom 4 (M;, Hom4 (N, R))
= lim Homy (M; ® 4 N, R) = Hom 4 (lim (M; ®4 N), R)

% %

0.6 Problemas

10.
11.
12.

13.

14.

. Demostrar que C[z,y]/(z) ~ Cly]. Probar que C[z,y,2]/(y — 2%,vy> + 2%) ~ Clx, 2]/ (25 + 23).

. Sea A un anillo y S C A un sistema multiplicativo de A. Los elementos de S son invertibles en

A siy sélo si el morfismo de localizacién A — Ag es un isomorfismo.

Sea f: A — B un morfismo de anillos y S C A un sistema multiplicativo. Si f(S) son elementos
invertibles de B entonces existe un tunico morfismo fg: As — B tal que f sea la composicion

de los morfismos A — Ag s B.

. Probar que (Ag)s = Ag.gr, donde S-S5 = {s-s'|s€S, seS}

textdef

. Probar que k[z,y]/(zy — 1) ~ k[x]1 442,

Probar que Clz]g[;—o =~ C(z).

Probar que el morfismo de localizacién i: A — Ag es un isomorfismo si y sélo si i*: Spec Ag —
Spec A es un homeomorfismo. Pruébese que si Spec Ag = Spec Ag: (en Spec A) entonces Ag =
Agr.

Calcular Spec Z/6Z, Spec(C[z, y]/(y? — 23))..

Calcular Spec Z[z], Spec Z[\/5)].

Calcular Spec Rz, y].

Si Spec A es la unién disjunta de dos abiertos Uy, Us probar que Uy = Spec Ay, .

Sean I,I' C A dos ideales. Probar que (I)g = (I')g si y sélo si r(I) = r(I’), donde denotamos
r(I)={a € A: a" € I para cierto n € N}.

Probar que los elementos de los ideales primos minimales de un anillo son divisores de cero
(Pista: localicese en los ideales primos minimales).

Probar que si f: A < B es un morfismo de anillos inyectivo, entonces f*: Spec B — Spec A es
una aplicacién continua densa.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

Probar que la interseccién de dos rectas paralelas (ax + by +¢)o, (ax +by+c')o (¢ # ') es vacia.

Dado i: C[z] — Clz,y]/(y* — 22 + 23), calcular el morfismo i*: Spec C[z,y]/(y? — 2? + 23) —
Spec C[z], calcular las fibras de i*.

Calcular el morfismo f: C[z,y]/(x — 1) — C[z,y]/(y — 2*) que en espectros aplica cada punto
(cerrado) (a, 3) de la ctibica y = 2 en el punto de la recta z = 1 que se obtiene como corte de
la recta que pasa por el origen y (o, 3), con la recta x = 1.

Sea I C A un ideal y M un A-médulo probar que IM = {meM:m=> am; cona; €Iy
€
m; € M} es un A-médulo.

Si M’ es otro A-médulo probar que I(M & M') =IM & IM’. Si M y M’ son submdédulos de
un médulo probar que I(M + M') =IM + IM’.

Sean N C M y N’ C M’ submédulos. Probar que N @& N’ es un submédulo de modo natural
de M & M’', de modo que (M & M')/(N@® N')=M/N & M'/N'.

Si N, N’ son submdédulos de un médulo M probar que
(N + N")/N'=N/(NnN")
Si denotamos por N = {n € M/N': n € N}, probar que
(M/N')/N = M/(N +N')
Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Sean Nj, Ny dos submdédulos de M probar que

F(N1 + No) = f(Ny) + f(N3) (denotamos por f(N) = {f(n) € M’, con n € N}). Sea I un
ideal, probar que f(I-Ni)=1- f(Ny).

Sea f: M — M’ un morfismo de A-médulos y m’ = f(m). Probar que f~!(m’) = m+Ker f =
{m +n con n € Ker f}. Sea N un submédulo de M, probar que f~*(f(N)) = N + Ker f.

Probar la igualdad Hom4(A/I, M) = {m € M: Im = 0}. Probar que Hom (A", M) = M &
e M.

Calcular los siguientes Z-médulos: Homy(Q, Z), Homg(Zy,, Z), Homz(Z,,Q) y Homz(Q/Z,Z).

Probar que si un endomorfismo f: M — M, cumple que f? = f entonces M = Ker f @ Ker(f —
Id).

Probar que el anulador del A-médulo A/I es I.
Probar que si M es un A-médulo libre entonces Anul(M) = 0.

Sea el Z-médulo M = @ Z/nZ. Probar que Anul M = (0) ;Existe algiin m € M de modo
0#n€EZ
que Anul((m)) = 0?7

Probar que si M ~ My @ --- @& M, entonces Anul(M) = N Anul(M;). Calcular el ideal anulador
del Z-médulo Z/3Z ® Z/6Z & Z./15Z.



0.6. Problemas 47

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.

40.
41.

42.
43.

Sea 0 — My — My — M3 — 0 una sucesién exacta de A-mddulos. Demostrar que Anul(Ms) D
Anul(My) - Anul(Ms).

(Es Z/4Z un Z-médulo libre? ;jEs un Z/4Z-mdédulo libre? Definir un sistema generador de
Z./47 como Z-médulo.

Sea M = {gx,a € Z,n € N} C Q. Probar que M es un Z-submddulo de Q y que no es finito
generado.

Probar que todo cociente de un moédulo finito generado es finito generado. Probar que la suma
de dos submodulos finito generados es finito generado.

Sea C(R) el anillo de todas las funciones reales continuas de variable real. Demostrar que el
conjunto de las funciones reales continuas de variable real que se anulan en algtin entorno del
cero forman un ideal de C'(R), que no es finito generado.

Probar que todo Z-submodulo finito generado de @ no nulo, es libre generado por un elemento.
Probar que Q 2 Z.

Hallar una base (si existe) de Z[z] como Z-médulo.
Probar que todo epimorfismo de un médulo en un libre tiene seccion.

Sea i: N < M un morfismo inyectivo de A-mdédulos. Sir: M — N es un retracto de 4, es decir,
roi=1d, probar que M ~ N @ Kerr (definase N & Kerr — M, (n,n’) — i(n) +n’).

Sea m: M — M’ un epimorfismo de médulos, de modo que exista una seccién s de 7, es decir,
mos =1d. Probar que M ~ Kerm & M.

f g ./ ) . ./
Sea 0 — M’ = M = M" — 0 una sucesién exacta de A mdédulos. Se dice que la sucesién
exacta rompe o estd escindida si existe un diagrama conmutativo

0 My 0
» ; »
0——=M ——>M &M —— M'"—0

donde ¢ es un isomorfismo, i(m’) = (m/,0) y w(m’,m”) =m".

Probar que si r: M — M’ es un retracto de f, i.e., 7o f = Id entonces la sucesién exacta rompe.
Probar que si s: M"” — M es una seccién de g, i.e., g o s = Id, entonces la sucesién exacta
rompe.

Probar que (Anulg(M))s = Anuly, (Ms).

Sea f: A — B un morfismo de anillos. Sea S C A un sistema multiplicativo. Sabemos que B
es de modo natural un A-mdédulo, por tanto, podemos definir Bg. Por otra parte, f(S) C B es
un sistema multiplicativo. Demostrar que Bg = By g).

Sea I C A un ideal y p, C A un ideal primo. Probar que I, = A, siy sélo si z ¢ (I)o.
Probar que (I - M)g =1g-Mg=1-Msg.
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44. Sea A un anillo {ntegro, e I # 0 un ideal. Probar que I es libre si y s6lo si I = aA (a # 0).

45. Sea M un A-moédulo finito generado y S C A un sistema multiplicativo de A. Probar que si
Mg = 0 entonces existe un s € S tal que s-m = 0 para todo m € M.

46. Sea I C A un ideal y M un A-médulo finito generado. Probar que IM = M <= M7 = 0.

47. Probar que si un endomorfismo 7: M — M de un A-médulo finito generado es epiyectivo
entonces es un isomorfismo.

48. Demostrar que Z" es un Z-modulo isomorfo a Z™ si y sélo si n = m.

49. Demostrar que A™ es un A-médulo isomorfo a A™ si y sélo si n = m.

50. Sea M un A-médulo finito generado. Probar que si M ~ M & N entonces N = 0 ;Es siempre
cierto este resultado si M no es finito generado?

51. Sea my,...,ms un sistema generador de un A-mdédulo libre A™. Probar que s > n.

52. Probar que todo sistema de n generadores de un médulo libre A™ es base.

53. Sean M y M' dos A-médulos de tipo finito. Sea f: M — M’ un morfismo de A-médulos.
Probar que si los morfismos f,: M/m, M — M'/m,M’, m — f(m) son epiyectivos, para todo
punto cerrado x € Spec A, entonces el morfismo f es epiyectivo.

54. Demostrar que si existe un morfismo A™ <— A" inyectivo de A-mdédulos entonces m < n.

55. Demostrar que la longitud del k[z]-médulo k[z]/(z™) es n.

56. Sea A — B un morfismo de anillos. Sea A el niicleo del morfismo B® 4 B — B, b® b — bb'.
Probar que A es un ideal de B4 By que A= (b®1—1®b)pep.

Si M y M’ son B-médulos, probar que
M ®p M~ (M XA M/)/A . (M XA M’)

57. Probar que R[z]/(p(z)) @& C = Clz]/(p(x)).

58. Probar que (A[z1,...,2,]/I) ®4 B = B[r1,...,2,|/I - Blz1,. .., %)

59. Probar que C ®g C = C x C como C-élgebra.

60. Probar que Homy_4 (A, k) es igual al conjunto de ideales primos maximales de A, de conticleo
k.

61. Sea A integro y M un A-mdédulo finito generado. Probar que existe un abierto U C Spec A no
vacio tal que My es un Ay-mdédulo libre.

62. Sea A un anillo integro y M un A-mdédulo plano. Probar que T'(M) = 0.

63. Probar que si M y N son A-médulos planos, también lo es M ® 4 N. Probar que si B es una
A-algebra plana y M es un B-mdédulo plano, entonces M es un A-médulo plano.

64. Sea A — B un morfismo de anillos fielmente plano. Sea M un A-mddulo. Probar que si M ® 4 B

es un B-mdédulo finito generado, entonces M es un A-médulo finito generado.
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65.

66.

67.

68.
69.

70.

71.

72.
73.

4.

75.

76.

7.

Probar que k[z,y]/(x) no es un k[z,y]-médulo plano. Sea k[z] — klx,y]/(y*> — ) el morfismo
natural, probar que k[x,y]/(y?> — x) es una k[z]-4lgebra plana.

Sea A un dominio de ideales principales y M un A-mdédulo sin torsién. Probar que M es unién
de médulos libres finito generados.

Si I es un conjunto filtrante creciente e ¢ € I es méximo, probar que lim M; = M;.
JjeI
Demostrar que todo médulo es el limite inductivo de sus submédulos finito generados.

Probar que todo anillo es limite inductivo de Z-algebras de tipo finito. Probar que todo anillo
es limite inductivo de subanillos noetherianos.

Sea M un A-médulo de presentacién finita. Probar Hom 4 (M, lim N,,) = lim Hom4 (M, N,,).

n

Sea M un A-médulo y a € A. Probar que lim Homu((a™), M) = M,.

n

Demostrar que el limite inductivo de mdédulos planos es plano.

Sea x € Spec A y M un A-médulo. Demostrar que M, = lim M,.
{z€Ua}

Sea x un punto de un espacio topolégico X. Sea I el conjunto de entornos abiertos de =z,
ordenados del siguiente modo: U <V si U C V. Sea C(U) las funciones reales continuas sobre
U, tenemos un sistema inductivo de anillos {C(U)}, donde los morfismos C(U) — C(V) son
los de restriccién. Probar que lim C(U) es el anillo de gérmenes de funciones continuas en z.
ng
Supongamos ahora que X es un espacio normal. Sea C'(U) = C(X)g,, donde Sy es el sistema
multiplicativo de las funciones que no se anulan en ningtin punto de U. Si U C V consideremos
el morfismo natural C(V) — C(U), % — f Probar que lim C(U) es el anillo de gérmenes de

zeU
fun01ones continuas en x.

Sea Ng D Ny D Ny D--- DO N, D --- una sucesién decreciente de A-submédulos de Ny. Probar
que lim N, = NN,,.

— n

n
Sea I un conjunto filtrante decreciente y J C I un subconjunto con la propiedad de que dado
i € I existe j € J tal que j < i. Sea {M,};c; un sistema proyectivo de objetos. Probar que
icl jed
Probar que lim (M; x N;) = (lim M;) x (lim N;), en la categoria de A-mddulos, por ejemplo.

i€l i€l i€l
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Capitulo 1

Variedades algebraicas

1.1 Modbdulos noetherianos

En Geometria Algebraica los espacios estudiados son objetos definidos por un ntimero finito de ecua-
ciones (la finitud es una condicién natural). Es decir, los ideales que se consideran son los generados
por un numero finito de funciones. Los anillos cuyos ideales son finito generados se denominan noet-
herianos. Como veremos los anillos que usualmente aparecen en Geometria Algebraica y la Aritmética
son noetherianos, de forma que estos anillos proporcionan el marco natural para desarrollar su estudio.

Serd natural comenzar estudiando los médulos finito generados, cuyos submddulos sean finito
generados, en vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados. Las
operaciones basicas como producto tensorial, cocientes etc., se realizan de un modo mucho mas flexible
y claro con los médulos, y muchos de los objetos usuales en Matematicas tienen estructura de médulo.

1. Definicién: ! Un A-médulo M se dice que es un A-médulo noetheriano si todo submédulo suyo
(propio o no) es finito generado.

2. Definicién: 2 Un A-médulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente de submédulos
de M

Ml gMQ g Mng
estabiliza, es decir existe m >> 0 de modo que M,,, = M1 =---.

3. Proposicion: Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. def' = def?: Sea una cadena ascendente de submédulos de M, M; € My C --- C
M, C---.
o0
Sea M' = ‘UlMi C M. Como M’ es un submédulo de M, es finito generado. Escribamos
i=
M'" = (my,...,m;), con m; € M;,. Sea m el méximo de todos los i;. Entonces trivialmente se
obtiene que M’ = M,,,, luego M, = My 11 =---.
def? = def': Sea M’ C M. Sea m; € M’ y consideremos el submédulo de M, M; = (m;). Si
My # M', sea my € M’ — M;. Consideremos el submédulo de M, My = (mj,m2). Repitiendo el
proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

<m1> C <m1,m2> cC -

que ha de ser finita, porque por la segunda definicién toda cadena estabiliza. Por tanto, existe un
m € N tal que (my,...,m,) =M.

ol



52 Capitulo 1. Variedades algebraicas

4. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales de dimensién finita son k-moédulos noetherianos.
5. Proposicién: Todo submddulo de un mddulo noetheriano es noetheriano.

6. Proposicion: Todo cociente de un modulo noetheriano es noetheriano.

Demostracion. Sea M noetheriano y m: M — ]\4_/N un cociente. Dado un submédulo M € M/N,
tenemos que 7~ tM = (mq,...,m,). Por tanto, M = (m(my),...,n7(m,)). O

7. Proposicién: Sea
0> M, — My S My —0

una sucesion exacta de A-mddulos. Se verifica que My es noetheriano < My y M3 son noetherianos.

Demostracion. =) Esto es lo que afirman las dos proposiciones anteriores.
<) Sea M’ C M,. El diagrama siguiente es conmutativo y las filas son exactas:

0 —— M'NM; M’ (M) —— 0
N N N
O — M1 M2 M3 —_— 0

K

Tenemos que M’ N My = (mq,...,m;) y que m(M') = (m(n1),...,m(ns)). Por tanto, tenemos la
igualdad M’ = (mq,...,myp,n1,...,Ng).
O

8. Ejercicio: Probar que M y M’ son noetherianos si y sélo si M & M’ es noetheriano.

1.2 Anillos noetherianos

1. Definiciéon: Se dice que un anillo es noetheriano si como A-mdédulo es noetheriano, es decir si
todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena ascendente de ideales estabiliza.

2. Ejemplo: Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[z], son noetherianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la recta real:

Sea I, el ideal de las funciones que se anulan en (—%, %), n € N. Tenemos que Iy C I, C --- C
I, C -+ es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo, luego no estabiliza. Por tanto, el

anillo no es noetheriano.

3. Corolario: Si A es noetheriano entonces todo A-mddulo finito generado es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano A™ es un A-médulo noetheriano, por el ejercicio que sigue a
la proposicién 1.1.7. Ahora bien, como todo médulo finito generado es cociente de un libre finito
generado, concluimos que los médulos finitos son noetherianos.

O

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo médulo finito generado es noetheriano.

4. Ejercicio: Si A es noetheriano Ag es noetheriano

5. Ejercicio: Demostrar que Q[z,z1,...,Zy,...]/((z — n)2n) nem es localmente noetheriano pero
no es noetheriano.
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6. Proposicién: Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec A es un espacio topoldgico noetheriano.
(Un espacio topoldgico se dice que es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados estabiliza,).

Demostracion. Sea C1 O Cy O --- D (), D --- una cadena descendente de cerrados. Sean I; los
ideales de funciones que se anulan en C;. Luego (I;)o = C; y tenemos la cadena

LCLC---CL,C---

Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m € N de modo que I, = I;p41 = -.
Luegoa Cm =Umt1=""".
O

7. Ejercicio: Demostrar

1. Todo espacio topolégico noetheriano es compacto.
2. Todo abierto de un espacio topolégico noetheriano es noetheriano.

3. Llamemos cerrado irreducible a todo cerrado que no es unién de dos cerrados propios. Todo
espacio topoldgico noetheriano es unién de un ntimero finito de cerrados irreducibles.

8. Ejercicio: Probar que en un anillo noetheriano el nimero de ideales primos minimales es finito.

1.3 Morfismos finitos

1. Definicién: Un morfismo de anillos f: A — B se dice que es finito si B es un A-médulo finito,
con la estructura natural de A-médulo que define f en B (a-b = f(a)-b). En este caso, también se
€

dice que B es una A-élgebra finita.
2. Ejemplo: R — C es un morfismo finito.
3. Proposicién: La composicion de morfismos finitos es finito.

finito finito

Demostracion. Sean A — B — C. Es decir, B = Aby +---+ Ab, y C = Becy; + -+ -+ Bey,. Luego,

C=(Aby + -+ Aby)er + -+ (Aby + -+ Abp)em = Y Abic
i=1,j=1

En conclusién, A — C' es un morfismo finito.

O

4. Proposicién: Sea A — B un morfismo finito y A — C un morfismo de anillos. Se verifica que
C=A®sC — B®sC esun morfismo finito.
5. Corolario: Si A — B es un morfismo finito entonces As — Bs y A/I — B/I - B son morfismos
finitos
6. Definicién: Sea A — B un morfismo de anillos. Se dice que b € B es entero sobre A si verifica
una relacién del tipo

b 4+ ab" - 4a, =0, cona; € A
7. Proposicién: Sean f: A — B un morfismo de anillos y b € B. Denotemos A[b] = {p(b) € B,
para p(x) € Alx]}. El morfismo A — A[b] es finito < b es entero sobre A.
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Demostracion. =) Sea by,...,b, un sistema generador del A-médulo A[b]. Consideremos el endo-
morfismo de A-médulos
Alb] -2 Ay
c—c-b
Sea (a;;) una matriz asociada -b en el sistema generador bq,...,b,. Sea p.(z) = |(a;; —x - Id| =

2" +arz" t+- - +ay,, con a; € A. Se verifica que p.(-b) = 0, luego p.(b) = p.(-b)(1) = 0 y b es entero
sobre A.

&) Sea p(x) = 2" +a12" '+ +ayn, con a; € A, tal que p(b) = 0. El epimorfismo A[z]/(p(z)) —
Afb], g(x) — q(b) estd bien definido. Por tanto, sélo tenemos que demostrar que Afz]/(p(x)) es un
A-médulo finito generado.

Veamos que 1,%,...,7" 1 es un sistema generador de Alx]/(p(x)) (de hecho, es una base):

Kl

"= (" tan) € (1,7, ., 3T
(

" = (a1 7"+ ...+ anT) € (I, 7,

O

Observacién: Para la demostracién de =) sélo es necesario suponer que A[b] estd incluido en
una A-algebra finita.

8. Definicion: Dada una extensién de cuerpos k — K y a € K, decimos que « es algebraico sobre
k, si es entero sobre k, que equivale a decir que « es raiz de un polinomio con coeficientes en k.

9. Ejemplo: Si « es una raiz n-ésima de la unidad, entonces Q — Q(«) es un morfismo finito.

10. Ejemplo: El morfismo Speck[z,y]/(y* — 2% + 23) — Spec k[z] definido por (a, 3) — « es un
morfismo finito.

11. Proposicién: Sea f: A — B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de B enteros
sobre A forman una A-subdlgebra de B.

Demostracion. Sean by,ba € B enteros sobre A. Tenemos que A — A[by] es un morfismo finito, y
Alb1] — Alb1, b2] es un morfismo finito porque si by verifica una relacién entera con coeficientes en A,
en particular la verifica con coeficientes en A[by]. Por tanto, por la proposicién 1.3.3 A — A[by, bs] es
un morfismo finito. Luego, por la observacién anterior, todo elemento p(by,b2) € Alby,bs] € B, con
p(z,y) € Alx,y], es entero sobre A. Hemos concluido.

O

12. Lema: Sea k un cuerpo. Las k-dlgebras finitas integras son cuerpos.

Demostracidn. Sea A una k-algebras finita integra. Dado a € A no nula, la homotecia A % A, b— b-a
es inyectivo por la integridad de A. Por tanto, por dimensiones, es isomorfismo. Luego a es invertible
y A es cuerpo.

O

13. Lema : Sea k un cuerpo. El espectro de una k-dlgebra finita es un nimero finito de puntos
cerrados.
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Demostracion. Las k-dlgebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un nimero finito de ideales
primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal obtenemos una k-algebra finita
integra, luego es un cuerpo por el lema anterior. Por tanto, los ideales primos minimales son maximales

y hemos concluido.
O

14. Corolario: Sea A una k-dlgebra finita y {x1,...,z,} = Spec A. Se cumple que el morfismo
natural

A— Ay X X Ay,

es un isomorfismo. Luego toda k-dlgebra finita es un producto de un numero finito de k-dlgebras
finitas locales.

Demostracion. Para probar que un morfismo es isomorfismo basta verlo localmente. (A, X --- X
Az, )z, = Az, Porque (Ag, ), =0sii# jy (Ag, )z, = Ag,. Se concluye inmediatamente. O

15. Lema: Si f: A — B es un morfismo finito e inyectivo, entonces el morfismo inducido
f*: Spec B — Spec A es epiyectivo.

Demostracion. Dado x € Spec A, el morfismo A, — B, es finito e inyectivo. Por Nakayama, p, B, #
B,, luego Spec B, /p, B, # (). Es decir, la fibra de x es no vacia, luego f* es epiyectivo. O

16. Definicién: Llamaremos dimensién de Krull de un anillo A al supremo de las longitudes de las
cadena de ideales primos de A, o equivalentemente al supremo de las longitudes de las cadenas de
cerrados irreducibles de Spec A. Denotaremos a la dimensién (de Krull) de A por dim A.

17. Ejercicio: Demostrar que la dimensién de Krull de C|z, y] es dos.

18. Teorema: Si f: A — B es un morfismo finito entonces el morfismo inducido f*: Spec B —
Spec A es una aplicacion cerrada de fibras de dimension cero y finitas.

Demostracion. Sea C' = (J)o un cerrado de Spec B. Debemos demostrar que f*(C') es un cerrado de
Spec A. Consideremos los diagramas

A 1 . B Spec A A Spec B

! ! I I

e
AJJNA —— B/J (JNA)g=SpecA/JNA < SpecB/J=C

Basta ver que f* | es epiyectiva. Ahora bien, como A /JN A < B/J es un morfismo finito inyectivo,

por el lema anterior concluimos que f* |- es epiyectiva.

La fibra de un punto z € Spec A es f*~!(x) = Spec B, /p.B,. Observemos que si f*~'(x) # 0
entonces B, /p, B, es una A, /p,-adlgebra finita. Concluimos por el lema 1.3.13 O

19. Ejercicio: Probar que la inclusién natural k[z] — k[z,y]/(zy — 1) no es un morfismo finito.

20. Teorema del ascensa Sea f: A — B un morfismo finito. Sean p, C py C A yp, C B
ideales primos, de modo que f’l(py) = pg. Existe un ideal primo p,» C B, de modo que py C py ¥y
FHpy) = par-

Demostracion. Por el teorema anterior f*: Spec B — Spec A es una aplicacién cerrada. Por tanto,
f*(g) = z. Luego como z’ € Z, existe un y' € g tal que f*(y') = 2/. Es decir, p, C py vy
fﬁl(py/) = Pg. O
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21. Corolario: Si f: A — B es un morfismo finito de modo que f*: Spec B — Spec A es epiyectivo
(por ejemplo, si [ es inyectivo) entonces dim A = dim B.

Demostracion. Dada una cadena estricta de cerrados irreducibles §; C 9o C -+ C ¥, de Spec B,
f*(y1) C f*(y2) C -+ C f*(yn) es una cadena de cerrados irreducibles estricta de Spec A, pues las
fibras son de dimensién cero (1.3.18). Por tanto, dim B < dim A.

Sea ahora una cadena estricta de cerrados irreducibles ; C Zo C -+ C T, de Spec A. Sea y, €
Spec B, tal que f*(yn) = z,,. Por el teorema del ascenso, existe y,—1 € ¥, tal que f*(yn—1) = Tp_1.

Asi sucesivamente, obtendremos una cadena estricta de cerrados irreducibles 41 C go C -+ C g, de
Spec B (de imagen por f*, la cadena de Spec A). Por tanto, dim A < dim B, luego dim A = dim B.
O

22. Proposicién: Sea G un grupo finito de automorfismos de un anillo B. Se verifica que
Spec BY = (Spec B) /G

donde B¢ = {b € B: g(b) = b, para todo b € B} y (Spec B)/G es el espacio topoldgico cociente
de Spec B por la relacion de equivalencia x ~ ', si existe un g € G tal que ' = gz (es decir,
b = g(p.)):

En consecuencia, el morfismo natural m: Spec B — Spec BE es abierto, y el morfismo B¢ — B
cumple el teorema del descenso de ideales: dados dos ideales primos p,s C p,; C BC, y un ideal primo
p. C B tal que p, N BS = p,,, entonces existe un ideal primo p,r C p, tal que pr N BE =p,.

Demostracion. Empecemos observando que dada f € B, el polinomio [] (z — ¢g(f)) es un polinomio
geG

ménico con coeficientes en BY. Por tanto, B¢ < BF[f] es un morfismo finito. Por tanto, B¢ < B
es un morfismo entero, luego epiyectivo y cerrado en espectros.
Sélo nos falta ver que las fibras del morfismo Spec B — Spec B¢ son érbitas por la accién de G.
G actia transitivamente sobre las fibras del morfismo Spec B — Spec BS: Obviamente, dado un
ideal primo p, C B, g(p,) corta a BS en el mismo ideal primo que p,. Es decir, G actiia en las fibras.
Sea p, es un ideal primo de B distinto de g(p,) = Pg(z) Para todo g € G. Supongamos que x,z’

tienen la misma imagen por el morfismo Spec B — Spec B¢, digamos y. Sabemos que p, no esta
incluido en ninguno de los g(p,), luego existe una f € B que se anula en x y no se anula en ninguno

de los g(z'). Entonces N(f) = [T 9(f) € BY se anula en z y no se anula en ninguno de los g(z').
cl ge@

Llegamos a contradiccién, porque por un lado N(f) ha de anularse en y y por el otro no.
Vayamos con la consecuencia. Sea U C Spec B un abierto. Se cumple que V = UGg(U ) es
ge

un abierto y que 7~ 1(7w(U)) = V, luego m(U) es un abierto. Por tltimo, sea z” € Spec B tal que
7(2") = 3. Hemos dicho méds arriba que 7 es un morfismo cerrado, por tanto, w(z”) = y'. Luego
existe x1 € 2", tal que 7(x1) = y. Como las fibras de 7 son érbitas, tenemos que z = gx1, para cierto
g € G. Ahora es facil ver que w(gz”) =y’ y © = g1 € gz’ i.e., pgy es el ideal p,s buscado.

O

23. Teorema Descenso. Cohen-Seidenberg Sea A un anillo integramente cerrado en su cuerpo
de fracciones .. Sea ¥ — Y/ una extension finita de cuerpos y A’ el cierre entero de A en Y. El
morfismo Spec A' — Spec A es abierto y A — A’ cumple el teorema del descenso de los ideales.
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Demostracion. Sea X" la envolvente normal de Y, sobre X. Sea A” el cierre entero de A en Y.
Observemos los morfismos

A— A — A", SpecA «+ Spec A’ «— Spec A”

Los morfismos inyectivos enteros, como los finitos, son epiyectivos en espectros. Por tanto, si Spec A” —
Spec A es abierto entonces Spec A’ — Spec A es abierto. Igualmente, si A < A” cumple el teorema
del descenso de ideales, entonces A < A’ también.

En conclusién, podemos suponer que ¥ — X’ es una extensién normal, digamos de grupo de
Galois G. Sea A el cierre entero de A en X'¢. Es facil ver que A=A’ ¢ Por la proposicién anterior,
se cumple Cohen-Seidenberg para el morfismo A = A’ ¢ < A'. Para concluir, basta demostrar
Cohen-Seidenberg para

A—— 4

|

E(—> E/G

Y es puramente inseparable, sobre X, luego para todo b € b G, existe unn € N de modo que wex
(donde 0 < p = carX). Por tanto, para todo b € A, existe un n € N de modo que e A (pues be"
es entero sobre A). Se concluye, pues ha de verificarse que Spec A = Spec A, con las asignaciones

Spec A =——=Spec A
p———=p' ={bc A: " cp}

pPNA<——yp’

1.4 Lema de normalizacion de Noether. Ceros de Hilbert

Entendamos ahora variedad y subvariedad desde un punto de vista puramente geométrico, es decir,
como el conjunto de soluciones sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, de un sistema de ecuaciones
algebraicas. En esta seccién probaremos el teorema fuerte de los ceros de Hilbert, que dice que hay una
correspondencia biunivoca, “salvo nilpotentes”, entre los ideales del anillo de funciones algebraicas de
una variedad algebraica y las subvariedades de las variedad algebraica. La descomposicién primaria
en anillos noetherianos, nos permitird decir con todo rigor, que los ideales del anillo de funciones
algebraicas de una variedad se corresponden con los conjuntos de funciones del anillo que se anulan en
ciertas subvariedades algebraicas de la variedad y verifican ciertas condiciones infinitesimales a lo largo
de un numero finito de subvariedades de las subvariedades. En conclusién, tenemos una comprension
geométrica acabada de los ideales, es decir, de los sistemas de ecuaciones algebraicas.

1. Definicién: Sea A una k-algebra. Diremos que las funciones &1, ...,&, € A son algebraicamente
independientes sobre & cuando el morfismo de k-dlgebras k[x1, ..., 2,] — A, p(21,...,2,) = p(&1, ..., &n)
sea inyectivo; es decir, cuando cualquier relacion algebraica Zilmin ai, .., &' ... & = 0, con coefi-

cientes en k, tenga todos sus coeficientes nulos.
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2. Lema de normalizacién de Noether Sea A = k[y,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito.
Supongamos que k tiene un nimero infinito de elementos'. Existe un morfismo finito inyectivo

kElxy,...,2,] — A
“Toda variedad algebraica afin se proyecta de modo finito en un espacio afin”.
Demostracion. Vamos a hacerlo por induccién sobre n. Para n = 0, no hay nada que decir (k = k).

Supongamos que el teorema es cierto hasta n — 1.
Sea r el nimero méximo de {&;} algebraicamente independientes entre si. Si r = n, entonces

k&1, ..., &) = k[z1,...,2,]). Podemos suponer entonces que &, es algebraico sobre k[¢1,...,&n—1].
Luego existe un p(z1, ..., x,) € k[z1,...,zy], donde la variable x,, aparece, de modo que p(&y,...,&,) =
0.

Escribamos p(x1,...,2,) = ps(®1,. . .y Zn) + Ds—1(X1,e ., Zn) +...+ po(x1,...,2,) como suma de
polinomios p;(z1,...,z,) homogéneos de grado i. Sean x; = x + \;x,, entonces

p(wll + Almna o '3x;z—1 + Anflxnvmn) = ps(>\1> ey )\nfla 1)xf1+

polinomio en x,...,z,,_;,z, de grado en z,, menor que s

Asi pues, si eligimos Aj,...,A\,—1 € k de modo que ps(A1,...,An—1,1) # 0, tendremos que &, es

entero sobre k[¢], ..., & _4]. Por tanto, la composicién
finito ’ ’ finito , /
k[xlv"wxr] (_> k[gla"'agn—l] — k[flw"7£n—15§n]:k[£17'-'7571,—175%]
Hip.ind.
es el morfismo finito buscado. O

3. Definicién: Sea A una k-dlgebra, diremos que x € Spec A es un punto racional si A/p, = k.

4. Proposicién: Sea A = klz1,...,zp])/T e I = (p1(x1,.. -, Zn), .-y Dm(T1,...,2pn)). Se cumple
que los puntos racionales de Spec A se corresponden biyectivamente con las soluciones del sistema de
ecuaciones

pr(x1, .. 2n) =0, pm(@r, .., 20) =0

Demostracion. Sea x € Specklxy,...,x,]. Si k[z1,...,2,]/ps = k, entonces T, = «; € k. Por tanto,
x; —a; € p, y se cumple que p, = (x1 — a1,...,Z, — ap). Ademds, se cumple la inclusién I =
(p1(z1, -y @n)y ooy Pm(T1, -y 2n)) C Py siy sélo si pr(ag,...,an) =0,...,pm(a,...,a,) =0. En
conclusién, como los puntos racionales de A, se corresponden con los puntos racionales de k[z1, . .., zy]
que contienen a I, los puntos racionales de A se corresponden biyectivamente con las soluciones del
sistema de ecuaciones

pr(x1, ..y 20) =0, pm(@r, .., 20) =0
O

5. Teorema de los ceros de Hilbert Sea k[1,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito y m un ideal
mazimal. Entonces k[&1,...,&y]/m es una extensidn finita de k. En particular, si k es algebraicamente
cerrado k = k[&1,...,&]/m. “Todo punto cerrado de una variedad algebraica afin sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado es racional”.

1Esta hipétesis no es necesaria, sélo la imponemos porque la demostracién del lema es algo més sencilla.
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Demostracion. Obviamente k[&q,...,&,]/m es una k-dlgebra de tipo finito sobre k. Por el lema de
normalizacién de Noether, existe un morfismo finito

k[l’l,...,.’ﬂr] — k[§177£n]/m

Por tanto, el término de la izquierda de la flecha ha de tener dimensién cero, luego » = 0 y concluimos.
O

6. Ejercicio: Calcular los ideales maximales de C[z1, ..., ,] y los de C[z1, xo, z3]/(2? + 23+ 22 —1).

7. Ejercicio: Sean X = Spec A y Y = Spec B dos variedades algebraicas sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k. Definamos X XY = Spec A®y, B. Probar que los puntos cerrados de la variedad
€

algebraica X X Y son el producto cartesiano de los puntos cerrados de X pos los de Y.

8. Proposicién : Sea f*: X = SpecB — Y = Spec A un morfismo entre variedades algebraicas
afines. La imagen por f* de un punto cerrado es un punto cerrado.

Demostracion. Dado un punto cerrado z € X y f*(z) = y, tenemos que p, = f~'p,, luego el morfismo
A/p, — B/p, es inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/p, es una extensién finita de k,
por tanto A/p, también, luego es un cuerpo. Es decir, f*(x) = y es un punto cerrado. O

9. Corolario: Sea U C X un abierto de una variedad algebraica afin. Los puntos cerrados de U se
corresponden con los puntos cerrados de X que yacen en U.

Demostracion. Sea z € U un punto cerrado, sea U, = Spec A, C X = Spec A un abierto basico
conteniendo a z, tal que U, C U. Obviamente x es un punto cerrado de U,. A, = A[%] es una
k-algebra de tipo finito, luego U, = Spec A, es una variedad algebraica. Por la proposicién anterior
aplicada a la inclusiéon U, C X, tenemos que x es un punto cerrado de X. Hemos concluido. O

10. Corolario forma fuerte de los ceros de Hilbert Sea k[&1,. . .,&,] una k-dlgebra de tipo finito
y f € k[&,....&]. Si f se anula en todo ideal maximal entonces es nilpotente. En particular, si
una funcion se anula en todos los puntos racionales de una variedad algebraica afin integra, sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado, entonces es nula.

Demostracion. Por el corolario anterior, el conjunto de los ideales maximales de k[&1,...,&,]f, se
corresponde biyectivamente con el conjunto de los ideales maximales de k[1, . . ., &,] que no contienen
a f. Como este ultimo conjunto es vacio, tenemos que k[{1, ..., &,]r = 0, es decir, f es nilpotente. [

11. Definicién: Diremos que X = Spec A es integra si A es un anillo integro.
12. Corolario: Las subvariedades algebraicas integras estdn determinadas por sus puntos cerrados.

Demostracion. Sea X = Spec A una variedad algebraicay Y C X una subvariedad algebraica integra.
Sea p el ideal primo de las funciones que se anulan en Y. Basta ver

Obviamente el primer término de la igualdad estd incluido en el segundo. Haciendo cociente por p,
tenemos 0 C N m, en A/p. Por el corolario anterior N m, son los nilpotentes. Ahora bien A/p es
T=T T=x

integra, luego 0 = N m,. Hemos concluido.
r=x
O
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1.5 Descomposiciéon primaria

Queremos demostrar que todo ideal de un anillo noetheriano viene definido por condiciones infinitesi-
males en un nimero finito de puntos del espectro. Resultado que puede entenderse aritméticamente
como el teorema de Euclides para anillos noetherianos. Comencemos con los ideales primarios que
seran los definidos por condiciones infinitesimales en un punto.

1. Definicién: Sea A un anillo. Un ideal q # A es primario si
ab€q, ag¢q = V" €qparaalginn > 1
Es decir, cuando en A/q todo divisor de cero sea nilpotente.
2. Ejemplo: 1. Los ideales primos son primarios.

2. Sip € Z es un ntimero primo entonces (p™) es un ideal primario de Z. Igualmente si p(z) € k[z]
es un polinomio irreducible entonces (p(x)™) es un ideal primario de k|x]

3. Definicién: Dado un ideal I C A, llamaremos radical de I, que denotaremos r(I), a
r(I) ={a € A: a™ € I para cierto n € N}

Observemos que si m: A — A/I es el morfismo de paso al cociente, entonces 71 (rad(A/1)) = r(I).

El radical de un ideal primario es un ideal primo. En efecto, sea p el radical de un ideal primario
q.- Siab € pyad¢p, entonces a™b™ € q para algin n > 1. Como a” ¢ q, se sigue que alguna potencia
de b™ ha de estar en g, lo que implica que b € p = r(q).

Sea g un ideal primario. Diremos que q es un ideal p-primario 6 que p es el ideal primo _asociado a
q cuando p es el radical de q. En tal caso, si B — A es un morfismo de anillos, es sencillo comprobar
que BN q es un ideal (B N p)-primario de B.

Sea m un ideal maximal de un anillo A. Los ideales m-primarios de A son los ideales de radical
m. En efecto, si m es el radical de un ideal I, entonces es el tnico ideal primo de A que contiene a
I. Se sigue que el anillo A/I tiene un tnico ideal primo; luego todo elemento de A/I es invertible
o nilpotente y concluimos que en A/I todo divisor de cero es nilpotente. En particular, todas las
potencias m™ son ideales m-primarios.

Si el anillo A es noetheriano, cada ideal contiene una potencia de su radical, asi que todo ideal
m-primario es de la forma 7~1(g) para algin ideal g de A/m" (donde m: A — A/m" es el morfismo de

paso al cociente). En el caso del anillo A = C [z, . .., x,], si consideramos el ideal maximal m formado
por todos los polinomios que se anulan en cierto punto racional (aq,...,a,) y ponemos t; = z; — a; ,
entonces

Afa” = Cltr, o 1]/ (b1, o) = Polinomios de grado
<renty,...,ty
y la reduccién moédulo m” de cualquier polinomio coincide con el clasico desarrollo de Taylor hasta
el orden r — 1 en el punto (ai,...,a,). Por tanto, el ideal m-primario q estd formado por todas
las funciones f € A cuyo desarrollo de Taylor f € A/m”, en el punto definido por m, satisface las
relaciones impuestas por cierto ideal g de A/m”. Por lo que diremos que los ideales primarios de

radical maximal m, son los ideales definidos por condiciones infinitesimales en el punto cerrado x.
. . . . lal
Una base del C-espacio vectorial dual de A/m", la constituyen las formas lineales {w, = m,

. . 7 le] .
a1 + -+ a, < r}, que vienen definidas por w (f) = m(al, ..., ay). Por tanto, todo ideal

de A/m" estd definido por un sistema de s-ecuaciones
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Es decir, los ideales m-primarios son ideales formados por las funciones f que verifican un sistema de
s-ecuaciones

ol ¢ |
Z)\i,am(ala...,an) =0, 1<i1<s
«
(variando s,)\; o se obtienen todos los ideales m-primarios)
Por tanto, cada ideal m-primario viene definido por ciertas relaciones entre las derivadas parciales
iteradas en el punto (aq,...,a,).

4. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y sea q un ideal p,-primario.

1. Sip, corta a S, entonces ¢As = Ags .

2. Sip, no corta a S, entonces qAg es un ideal p, Ag-primario y q = AN (qAs) . En particular:

qg=AnN(q4z)

Por tanto, para que dos ideales p,-primarios coincidan es suficiente que coincidan al localizar en
x.

Demostracion. 1. Si s € SN p,, entonces q contiene alguna s™, que es invertible en Ag; luego
qAs = As.

2. Si SNp, = 0, entonces p,Ag es un ideal primo de Ag y es facil comprobar que qAg es un
ideal p, Ag-primario. Por dltimo, veamos que q = AN (qAg). Si f € AN(qAg), entonces sf € q para
algiin s € S. Ninguna potencia de s estd en g, por tanto, f € g. Concluimos que AN (qAs) C q. La
inclusién g € AN (qAgs) es evidente. O

En general, sea p, el ideal primo de un punto x € Spec A. Los ideales de A, de radical p, = p, A,
son precisamente los ideales p,-primarios, porque p, es un ideal maximal de A, (ideales que deben
llamarse ideales de condiciones infinitesimales en el punto x, pues en el caso noetheriano vienen
determinados por los ideales de los anillos A,/p"t1A4,). Por tanto, si q, es uno de estos ideales,
AN g, es un ideal p,-primario de A. Denotamos 7: A — A, /pl A, por el morfismo natural, como
hemos dicho, si A es noetheriano, todo ideal p,-primario es de la forma 7=1(g), donde g es un ideal
de A, /pLAs.

5. Ejemplo: Si un ideal primo p no es maximal, pueden existir ideales de radical p que no son
primarios. Fijemos en un plano afin un punto racional y una recta que pase por él. Sea m el ideal
maximal del punto y p el ideal primo del punto genérico de la recta. Consideremos ahora el ideal
I = m?Nyp formado por los polinomios que se anulan en el punto genérico de la recta y sus derivadas
parciales se anulan en el punto fijado. El radical de I es

r(I) =r(m?) Nr(p) =mnp=p

pero el ideal I no es primario: el producto de la ecuacion de la recta fijada por la de otra recta que
pase por el punto, estd en I; la ecuacion de la recta fijada, no estd en I y la ecuacién de la otra recta
no estd en p = r(I). Esto se debe a que el ideal I no estd definido por condiciones infinitesimales en
un solo punto del espectro sino en dos: en el punto fijado y en el punto genérico de la recta dada.

Incluso puede darse el caso de que una potencia de un ideal primo no sea un ideal primario. Por
ejemplo, sea A = k[z,vy,2]/(2? + y? — 2?) el anillo de las funciones algebraicas sobre un cono en Az y
sea p, = (z,y — 2z) el ideal primo de A definido por una generatriz.
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El ideal p,2 no viene definido por condiciones infinitesimales en el punto genérico de tal generatriz;
es decir, p,2 no coincide con ANp,2A, sino que involucra ademds condiciones en el vértice del cono,
pues las funciones de p,2? deben cumplir ademés la condicién de estar en m?, donde m denota el
ideal maximal del vértice del cono. En efecto, la ecuacién del plano tangente al cono a lo largo de la
directriz, y — 2 = 0, estd en ANp,2A,; pero no estd en p,2 porque no pertenece a m2. Luego el ideal
p.2 no es primario.

6. Definicién: Sea I un ideal de un anillo A. Diremos que una descomposiciéon I = q; N ... N gy,
como interseccién de ideales primarios de A es una descomposicién primaria reducida de I cuando
no tenga componentes redundantes (I #q1N...NG; N...Ngy, para todo 1 <4 < n) ni componentes
asociadas a un mismo ideal primo (r(q;) # r(q;) cuando ¢ # j).

7. Proposicién: Si q y q' son dos ideales p,-primarios entonces qN q’ es p,-primario.
Demostracion. Al lector. O

Si un ideal de un anillo puede descomponerse como interseccion finita de ideales primarios, agru-
pando los términos de igual radical, obtenemos una descomposicién primaria en que todos los términos
tienen radicales diferentes. Eliminando entonces términos redundantes, si los hubiera, se obtiene una
descomposicién primaria reducida: si un ideal admite una descomposicion primaria, admite una des-
composicion primaria reducida.

8. Definicién: Diremos que un ideal q de un anillo A es irreducible si no es intersecciéon de dos
ideales estrictamente mayores; es decir, si el ideal 0 del anillo cociente A/q no es interseccién de dos
ideales no nulos.

9. Lema Fundamental Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal irreducible q # A es primario.

Demostracidn. Para ver que g es primario, tenemos que probar que los divisores de cero de A/q son
nilpotentes. Sea b € A/q divisor de cero. Consideremos los nicleos de los morfismos de A-mddulos

i AJqg — Alq:
0#£ Kerb CKerb?> C --- CKerd” C ---

Como A/q es noetheriano, Ker b = Ker b" 1! para algtin exponente n. Luego (Ker b)N(Imb") = 0.
Por ser q irreducible y Kerd # 0 Imb™ es nulo. Entonces 0 = b™ -1 = b™ y b es nilpotente en A/q.
Concluimos que el ideal q es primario. O

10. Teorema de existencia Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal I # A es interseccion finita
de ideales primarios de A; es decir, estd definido por condiciones infinitesimales en un nimero finito
de puntos de Spec A.

Demostracion. SiI no es un ideal primario, por el lema anterior, no es irreducible. Entonces I = I1N.J;
con I C I1,J;. Queremos demostrar que puede tomarse I; primario. Si I; no es primario, de nuevo,
existirzn I, Jy talesque I = IbNJycon Iy C Io, oy I =1oN(JaNJy). SiJyNJy # I, tenemos
I como interseccién propia de los dos ideales 7;2, (JanJy)y I ; I,. Si J, N J; = I, redenotaremos
Jo = I y de nuevo tenemos I = I N Jy, con I; C Is. Si I no es primario repetimos el proceso. Asf
tendremos una cadena .

Lclhhcly3c...Ccl1,
Z220 77

que por noetherianidad ha de ser finita. Luego, para n >> 0, I,, es primario.
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En conclusién, podemos escribir I = Iy N Jy con [ % 1, Jy, e Iy primario. Si J; no es primario,
de nuevo, J; = I, N Jy con Jy g 15, Js, e Iy primario. Por tanto, I = Iy N I, N Js, con Iy, I3 primario

y I % Ji % J>. Repitiendo este proceso, obtenemos la cadena
IcJicJdyC...CJ,
£ # £ #

que ha de ser finita, por noetherianidad. Luego, para n >> 0, J, es primarioy I = I1N---NI,_1NJ,,
que es una interseccion de ideales primarios.

Demos otra demostracion, menos algoritmica, pero argumentalmente mas simple. De acuerdo con
el lema anterior, bastard probar que todo ideal I de A es interseccién finita de ideales irreducibles.
Si I no es interseccién de un ntmero finito de ideales irreducibles entonces I = Iy N Iy con I g Iy,

I % I, y I 6 I (digamos I1) no es interseccién de un ntdmero finito de ideales irreducibles. De nuevo,
I =L1NIiscon Iy Cly, I) Clsy Iy 6 I12 (digamos I77) no es interseccién de un ntimero finito

de ideales irreducibles. Obtenemos asi una cadena de inclusiones estrictas

LchiyCclijppC---
# # #

lo que contradice la noetherianidad de A. Luego I es interseccién de un nimero finito de ideales
irreducibles.

O

11. Corolario: Sea A un anillo noetheriano. Spec A es union de un nimero finito de componentes
irreducibles. En particular, A tiene un numero finito de ideales primos minimales.

Demostracion. Basta considerar una descomposicién primaria reducida del ideal 0:
Spec A= (0)o = (a1 N...Ndn)o = (q1)o V... U(an)o = (r(q1))oU... U (r(dn))o
O
12. Teorema de unicidad de las componentes no-sumergidas Sea I un ideal de un anillo

A y sea p, el ideal primo de una componente irreducible de (I)g. Si I admite una descomposicion
primaria reducida I = N;q;, entonces P, es el radical de alguna componente q; y

Luego tal componente q; no depende de la descomposicion elegida.

Demostracion. Cuando j # i, tenemos que q;A, = A,, porque r(q;) corta al sistema multiplicativo
A — p, por el que localizamos. Luego

TA, = N qjA, = g4,
Jj=1

y, por 1.5.4, concluimos que q; = AN (q;4z) = AN (IAz). O
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Sea I = N;q; una descomposicién primaria reducida de un ideal I de un anillo A. Segin 1.5.12,
si un ideal primo p es minimal entre los ideales primos de A que contienen a I, entonces p es el
radical de alguna componente q; y diremos que ¢; es una componente no sumergida. Es decir, una
componente q; estd sumergida cuando sus ceros estan contenidos estrictamente en los ceros de alguna
otra componente: (q;)o C (¢;)o . Las componentes no-sumergidas corresponden a los puntos genéricos

de las componentes irreducibles de (I)g, mientras que las componentes sumergidas estdn asociadas a
puntos més pequetios de (I)o.

13. Corolario: Si los ceros de un ideal I de un anillo noetheriano son puntos aislados, la descom-
posicion primaria reducida de I es inica salvo el orden.

Las componentes sumergidas no son unicas pero si lo son sus radicales, como vamos a demostrar.
Sea a € Ae I C A un ideal. Denotaremos

(I:a)={bcA:a-bel}

14. Proposiciéon: Sea q C A un ideal p-primario. Se cumple que

v J A siaceq
(qa)_{q/ Sia%q

siendo q' un ideal p-primario, que contiene a q.
Demostracion. Es una sencilla comprobacién. O

15. Proposicién: Sea I = q1N---Nq, una descomposicion primaria reducida de I. Un ideal primo
p es un ideal primo asociado a la descomposicion primaria de I siy sélo si existe a € A de modo que
(I:a)=rp.

En particular, los primos asociados a dos descomposiciones primarias reducidas de un ideal, son
los mismos.

Demostracion. Observemos que (I: a) = (ﬁlqi: a) = ﬁl(qi: a). Ahora por la proposicién anterior,
= =

es facil concluir que si (I: a) = p entonces p ha de ser un ideal primo asociado a la descomposicién
primaria.

Supongamos p = r(q;). Sea a € 4%2111 y a ¢ q1 , por la proposicién anterior (I: a) = (q1: a) y es

1=

un ideal p-primario. Si (q1: a) # p, sea p” la primera potencia contenida en (q1: a) y sea b € p" 1,
b ¢ (q1: a). Se cumple que (I: ab) = p. O

16. Definicion: Sea A un anillo noetheriano. Llamaremos ideales primos asociados a un ideal I a
los radicales de las componentes de cualquier descomposicién primaria reducida de 1.

Veamos que los A-médulos A/p,, x € Spec A, son los “ladrillos” de la categoria de los A-médulos
noetherianos.

17. Teorema: Sea M un A-mddulo noctheriano. Existe una cadena 0 =My C My C ---C M, =M
de submddulos tal que M;/M;_1 ~ A/p.,, con x; € Spec A, para todo i.

Demostracion. En efecto, sea A/a ~ (m) C M. Existe a € A/a cuyo anulador es py, siendo p; un
primo asociado a «. Luego A/p; C M. Tomando M; = A/p; y repitiendo el argumento para M /M,
se obtiene A/py C M/M;. Sea My = w~1(A/ps),7: M — M /Mj; asi sucesivamente se concluye por
noetherianidad.

O
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1.6 Variedades proyectivas

En Geometria Lineal el marco “afin” pronto se muestra excesivamente estrecho y es necesario la
introduccién de los espacios proyectivos. Lo mismo sucede en Geometria Algebraica, donde habra que
introducir el concepto de variedad proyectiva. Por poner un ejemplo de esta necesidad, digamos que
el teorema de Bézout, que afirma que dos curvas planas de grados n y m, se cortan en n - m puntos,
es un enunciado en el plano proyectivo, pues es necesario para la validez de este teorema considerar
los puntos del infinito.

Del modo maés simple, podemos decir que la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones
de un sistema de ecuaciones polinémicas en un espacio proyectivo, es decir, el estudio de las variedades
algebraicas proyectivas.

En Geometria lineal se define el espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial como el conjunto
de rectas del espacio vectorial (que pasan por el origen). En Geometria Algebraica vamos a definir de
modo equivalente, a partir de A,, = Spec C[z1, ..., x,], el espacio proyectivo. Las tinicas subvariedades
V' que queremos considerar en A,, son las variedades homogéneas, es decir, las que contengan para
todo punto cerrado p € V' las rectas que pasan por p y el origen. Asi, las subvariedades homogéneas
de dimension menor seran las rectas que pasan por el origen, que se corresponderan con los puntos
cerrados del espacio proyectivo que queremos asociarle a A,,.

Si p(z1,...,2,) € k[z1,...,2,] es una funcién que se anula en la variedad homogénea V', escri-
bamos p(x1,...,2n) = ps(T1, .-, Zn) + - + pm(x1,...,2,) como suma de polinomios homogéneos.
Tendremos que

pAZ1, .., AT) = Nps(z1, .. xn) + - + A pm(21,...,2,) =0 en V, para todo A

Por tanto, p;(z1,...,2,) = 0en V, para todo i. En conclusién, V = (I)q, donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos. Es ficil ver el reciproco, es decir, si V' = (I) donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos, entonces para todo punto cerrado p = (aq,...,a,) € V las rectas que

pasan por p y el origen estan contenidas en V. En particular, las subvariedades homogéneas V C A,,
minimales son las rectas que pasan por el origen.

Diremos que el espacio proyectivo P,,_1 = ProjClxy,...,x,] asociado a Clz1,...,x,] es el sub-
conjunto de A, de los ideales primos de C[zy,...,z,] generados por polinomios homogéneos. Si
consideramos en P,,_; la topologia inducida por A,, tendremos que los puntos cerrados de P,,_1 se
corresponden con las variedades homogéneas de A,, de dimensién mas pequena, que son justamente
las rectas de A,, que pasan por el origen.

En Geometria Proyectiva se demuestra que P, _1 estd recubierto por los subconjuntos U;”i = {rectas
de C" = {(x1,...,2,) | z; € C} que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano z; = 0} y que
éstos se corresponden con los puntos del espacio afin A,,_;, del modo siguiente: El morfismo

An*{xz :0} *)An—h (ala"'aan) = (%73%)
(€73 ;
tiene por fibras las rectas que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano z; = 0, es decir, induce
la igualdad

Ul = {rectas Aay,...,ap) | a; # 0} =—=A,,1

i

Mag, ..., an) (&,..., %)
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En Algebra Conmutativa, se prueba que Uﬁi ={ 2z € ProjClzy,...,z,] que no yacen en (x;)o} se
identifica con Proj Clxy, ..., Tnls,; v la composicién de los morfismos morfismo

Ul —— Ay — (21)0 — Ay

(a1w~~a0¢n)4)(%ﬂ”'7i?)

Clz, ..., xple, <—C[2, ..., 28]

’Ii

Zn

induce un homeomorfismo U,;Li = ProjClwz1, ..., 2]z, =~ SpecC[Z*, ..., Z2]. Ademas se prueba que
Pp_1 =UU!.
K3
Procedamos con todo rigor y generalidad.

1. Definicion: Diremos que un anillo R = & R,, es un &dlgebra graduada, si los R; son subgrupos
nez

de R con la suma y si para cada r; € R; y r; € R, entonces r; - 7 € R
Diremos que r; € R; es un elemento homogéneo de grado 1.

2. Definicién: Sea R = & R, un algebra graduada. Diremos que un ideal I C R de un &lgebra
neZ

graduada es homogéneo, si estd generado por elementos homogéneos, es decir, I = (i;);es con i; €
Ry,

3. Ejercicio: Probar que un ideal I C R es homogéneo si cumple que si f = fo+ fso1+--+ fn €1
(fi elemento homogéneo de grado ¢) entonces f; € I para todo .

Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal ( 2 R,). .
n#0

4. Definiciéon: Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos Proj R, al conjunto de
ideales primos homogéneos que no contienen al ideal irrelevante.

Evidentemente Proj R C Spec R. Consideraremos Proj R como espacio topoldgico con la to-
pologia inicial heredada de la topologia de Zariski de Spec R. Si denotamos ( f)’(} a los ideales
primos homogéneos que contienen a f € R y escribimos f = f, + fat1--+ + fm, €s obvio que
(B = (fr, s f)h = (f)EN -0 (f)l. Por tanto, una base de abiertos de la topologia de Proj R
son los abiertos

U}l ={r €ProjR, f ¢ p,}, (f homogéneo)

Si fm € Ry, es un elemento homogéneo, entonces Ry, es una algebra homogénea, diciendo que el
grado de J?? € Ry, esn—mr, para cada g, € R,.

5. Definicién : Diremos que un morfismo de dlgebras ¢: R — R’ graduadas es un morfismo graduado
de grado m € N, si para cada f, € R, entonces ¢(f,) € R,

nm:

Si ¢: R — R’ es un morfismo graduado entonces el morfismo inducido ¢*: Spec R’ — Spec R,
aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Si suponemos que la imagen del
ideal irrelevante por ¢ no estda contenido en més ideal primo homogéneo que los que contengan al
irrelevante, tenemos definido un morfismo

¢*: Proj R’ — Proj R,z — ¢*(x), donde py.(z) = ¢~ ' (pz)
6. Ejemplo: Sea ¢: k[zg, z1,z2] — klzo, 21, 2], ¢(z;) = D Nijx;, de modo que |X;;| # 0. Se cumple
J

que ¢ es un isomorfismo graduado de grado 1, que induce un isomorfismo ¢*: Py — P5. Diremos que
¢ es un cambio de coordenadas homogéneo.
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Dejamos que el lector demuestre

7. Proposicién : 1. Se cumple que R — Ry, es un morfismo de grado uno y

U =ProjRy,

2. Si I es un ideal homogéneo de R entonces R/I es un dlgebra graduada homogénea, de modo que
el morfismo R — R/I es un morfismo graduado de grado uno y

Proj(R/I) = (1)}

Dada un algebra graduada R denotaremos por Ry a la subdlgebra de R formada por los elementos
de grado cero de R.
Por sencillez supondremos a partir de ahora que R = Ry[p, . - ., &), donde cada &; es de grado 1.

8. Teorema: Se verifica
1. ProjR = }L_TBO(Proj R—(&)h).

2. (Proj R — (&)%) ~ Spec RO[%, cee %], donde ~ es un homeomorfismo.
Demostracion. 1. Proj R = ‘GOUEhi’ ya que ﬁo(@»)g = (£0,---, &) =0 (pues (&, ..., &) es el ideal
1= 1=
irrelevante).
2. Hemos sobrentendido que Ry[&o/&;, - .., &n/&] es el subanillo obvio de Ro[&o, ..., &nle, = @ &~
nez

RO[&O/&ZH s 75’1@/52]

La composicién de los dos morfismos naturales Proj Ro[{o, ..., &nle, — Spec Rol&o, ..., &nle, —
Spec Ro[€0 /&, - -, &n/&i]s p— (P N Rol&0/&is - - -, En/&i]), va a ser el homeomorfismo buscado.

Es obvio que todo primo homogéneo p de Ry[&,. .., )¢, estd determinado por sus elementos
homogéneos de grado cero, es decir, por pNRy[€0/&i, - .., En/&]. Es facil comprobar que dado un ideal
primo q C Ro[&o/&, - - ., &n /&) entonces q - Ro[&o, . .., &nle, = ®E - q es un ideal primo homogéneo de
Ro[&o, .-, &nle,- Con lo que obtenemos una biyeccién

PI‘Oj RO[&Oa te. 7571}51 — SpeC R0[£0/§i7 e 7€n/§i]
p——pN Ro[&0/&i, -, En/Ei]

qRO[&Ovagn]f@ q

A través de esta identificacion (fn)l = (fn/EME = (fn/EM)o en Spec Ro[€o /&, - . ., €n/Ei]. Es decir,
= es un homeomorfismo.

O

Diremos que UgL es un abierto afin de Proj R.

9. Ejercicio: Demostrar que Ro[g—‘i’, e %] ~ Ro[&o,---,&n]/(& —1) ¥y que por tanto, Ughi ~ (& —1)o-
Probar que Ug X (Ay —{0}) = Ug,. Dar una interpretacién geométrica de estos resultados.
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10. Ejercicio: Demostrar que el conjunto de puntos cerrados de P,(C) = ProjClzo,...,x,] es
biyectivo con el conjunto C"*1/ ~ donde (g, ...,an) ~ (af), ..., al) si (ah,...,al) = (N-ag,..., A
Q).

11. Ejercicio: 1. En cada uno de los abiertos “afines” de la curva proyectiva compleja plana

Proj C[zg, 1, z2]/ (23 + 22 + 22) complementario de los cerrados (z;)%, escribir las ecuaciones
de la curva (“deshomogeneizar”).

2. Demostrar que el epimorfismo Clzg, x1, 2] — Clxg, 1, 22]/(22 + 22 4+ 23) define una inmersién
cerrada Proj Clzg, 1, 2]/ (23 + 23 + 23) — P

3. Definir una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la curva plana “afin”
y+ 2?2 =0. ;Corta la recta x = 0, a la curva y + 22 = 0, en algiin punto del “infinito”?

12. Ejemplo: Py, Py, P,, = Projk|xo,...,2,]. En general, Proj k[xo, ..., 2,]/I, donde I es un ideal
homogéneo; recordemos que (I){ = Proj k[zo, ..., z,]/I.

1.7 Problemas

1. Probar que si A es un anillo integro entonces (0) es irreducible. Probar que los ideales primos
son irreducibles.

2. Probar que en k[z,y] se cumple que (z) N (z,y)?> = (z) N (y,2?) ;Son las descomposiciones
primarias tinicas?

3. Seam C A un ideal maximal y p C m un ideal primo tal que p Z m? ;Puede ser p N'm? un ideal
primario?

4. Probar que los ideales primos asociados al ideal cero de un anillo noetheriano A, son los ideales
primos de A que coinciden con el anulador de algin elemento de A.

5. Sea O un anillo noetheriano local de ideal maximal m. Sea I C O un ideal tal que r(I) = m.
Probar que m” C I precisamente cuando m” C I en O/m"+1,

6. Calcular la descomposicién primaria de I = (zy, —y + 22 + y?) en Clz, y].
7. Calcular una descomposiciéon primaria reducida de los ideales
(a) I =(z,y)(z,y—1) en Clz,yl.
(b> I= (.’L’) ' (.’E,y) : (I?y - 1) C1 C[l‘,y}
8. Hallar la descomposicién primaria del ideal generado en C[z,y] por las ecuaciones de:

(a
(b

) Un par de rectas y una recta.

)
¢) Una cénica no singular y una recta.
(c) gular y

)

)

Una recta doble y una recta.

(d) Una conica no singular y un par de rectas.

(e) Una cénica no singular y una recta doble.

9. Calcular la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = 22 + 3® con la curva
y3 + 22 = 0. Es decir, calcular dim¢(Clz,y]/(y? — 2% — y3, 3% + 22)),, donde x es el origen.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Definir el grupo multiplicativo G,, de los elementos no nulos de un cuerpo k, como variedad
algebraica sobre k, asi como los morfismos G,, x G,, — G, vy G, — G, correspondientes al
producto y paso al inverso. Andlogamente para el grupo aditivo G, de los elementos de k& con
la operacién de la suma de k.

Sea pg = Spec k[z]/(x% — 1) el grupo de las raices sextas de la unidad sobre un cuerpo k. Deter-
minar si es una variedad integra o reducida, y calcular el nimero de componentes irreducibles
cuando k = Q,R, C,Z/2Z, Z/3Z, Z/5Z.

Definir los morfismos g X g — g, g — g correspondientes a la nocién intuitiva de producto
y paso al inverso en este grupo. Definir el concepto de morfismo de grupos pg — e y del nicleo
del mismo. Probar entonces que 1: pug — pig, @ — a2, es morfismo de grupos y calcular el
ntcleo.

Sea X una variedad algebraica afin integra. Si dos morfismos de X en otra variedad algebraica
afin coinciden en un abierto no vacio de X, probar que coinciden en X.

Poner un ejemplo de variedad algebraica que sea la unién de dos componentes no disjuntas, una
de dimensién 2, la otra de dimensién 1.

Sean X, Y variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k y sean X x, Xy sus respectivos
cuerpos de funciones racionales. Si ¢: Y — X es un morfismo que transforma el punto genérico
de Y en el punto genérico de X (lo que equivale a que tenga imagen densa), induce un morfismo
de k-algebras Yx — Xy. Diremos que ¢ es un morfismo de grado n cuando Xy sea una
extension finita de grado n de ¥ x. Los morfismos de grado 1 se llaman morfismos birracionales.
Diremos que X e Y son birracionalmente equivalentes si sus cuerpos de funciones racionales son
extensiones de k isomorfas: ¥ x ~ Yy . Las variedades algebraicas birracionalmente equivalentes
a un espacio afin se llaman racionales. Es decir, una variedad algebraica sobre k es racional si
su cuerpo de funciones racionales es isomorfo a un cuerpo de fracciones racionales k(x1, ..., z,)
con coeficientes en k.

(a) Sea C'la cibica plana y? = 22 +23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C,z=1t>—-1,y=1t>—t. Calcular el drea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? = 22 + 28,

(b) Sea C' la ctibica plana y? = z3.

A —C,z=12 y=1.

El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional

Supéngase conocido el siguiente resultado:“Si k — K es una extensiéon finita de cuerpos de
caracteristica cero, entonces existe un £ € K de modo que K = k(£)”. Demostrar que toda
variedad algebraica integra, sobre C, es birracionalmente isomorfa a una hipersuperficie de un
espacio afin.

Sea k — K una extension finita de cuerpos y X = Spec A una k-variedad algebraica. Probar
que el morfismo natural Xx = Spec A ®; K — X = Spec A de cambio de base es epiyectivo y
cerrado.

Sea A un anillo integro y a € A no invertible, ni nula. Probar que el morfismo de localizacién
A — A, no es finito.
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18. Sea A — B un morfismo de anillos de modo que B = UB;, donde B; son A-dlgebras finitas (es
decir, “A — B es un morfismo entero”). Probar que el morfismo Spec B — Spec A es cerrado
de fibras de dimensién cero.

19. Sean p(z,y) y q(x, y) polinomios de k[x, y] sin factores comunes. Demostrar que k[z, y]/(p(z,v), ¢(z,y))
es una k-algebra finita.

20. Sea m C k[z1,...,z,] un ideal maximal. Probar que m estd generado por n funciones ;Puede
estar generado por n — 1 funciones?

21. Sea m: X = Spec A — A; = Spec k[z] un morfismo finito y supongamos que X es una variedad
algebraica integra (de dimensién 1). Probar que el niimero de puntos de las fibras de 7 es
constante.

22. Probar que el morfismo k[z] — k[z,y]/(p(z,y)) es finito si y sélo si la curva p(x,y) = 0 no tiene
asintotas verticales.

23. Calcular las asintotas imaginarias de la circunferencia x2 4 y% = 1.

24. Probar que el conjunto de rectas que pasan por un punto (“haz de rectas”) del plano afin se
corresponde con el conjunto de puntos racionales de una recta proyectiva.

25. Probar que el conjunto de cénicas que pasan por cuatro puntos no alineados del plano afin se
corresponden con los puntos racionales de una recta proyectiva.

26. Probar que el conjunto de coénicas que pasan tres puntos no alineados del plano afin y es tangente
en uno de ellos a una recta fijada que pasa por el punto se corresponden con los puntos racionales
de una recta proyectiva.

27. Probar que el conjunto de curvas de grado n de P; se corresponden con los puntos racionales
de un espacio proyectivo.

28. Probar que el conjunto de curvas afines de grado menor o igual que n de Ay se corresponden
con los puntos racionales de un abierto de un espacio proyectivo.

29. Se dice que en general los puntos de una variedad algebraica irreducible cumplen una propiedad
si existe un abierto de la variedad cuyos puntos cumplen la propiedad. Probar que en general
las curvas planas afines de grado n son irreducibles.

30. Demostrar que en general las matrices cuadradas son invertibles. Sean A y B dos matrices

cuadradas de orden n, probar que ca.5(x) = c¢p.a(z).



Capitulo 2

Completacion

2.1 Introduccion

Vamos a iniciar el estudio local, en un entorno de un punto, de las variedades algebraicas. Es decir,
del estudio del anillo local de los gérmenes de las funciones algebraicas de una variedad en un punto.

En las siguientes secciones abordamos la completaciéon de un anillo en un punto. Esta técnica
consiste en tomar los desarrollos de Taylor de las funciones en el punto. Asi, el proceso de comple-
tacién puede entenderse como una aproximacién algebraico-analitica al estudio de las variedades. El
completado del anillo de funciones algebraicas de una variedad en un punto reflejara las propiedades
locales de la variedad en el punto. Si bien el proceso de completaciéon es mas drastico que el de
localizacion. Por ejemplo, los anillos locales de una recta afin y los de una ctbica plana sin puntos
singulares no son isomorfos pues no lo son sus cuerpos de funciones, sin embargo, los completados de
sus anillos locales si son isomorfos (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado).

Demostraremos, mediante Artin-Rees, que el morfismo de completaciéon A — A es plano. La
estructura de A es mds sencilla que la de A. Asi, gracias a la platitud del morfismo de completacion,
muchos problemas se pueden simplificar estudidndolos en A.

Nuestros objetivos seran demostrar las propiedades de exactitud de la completacién, que la com-
pletacién de un anillo noetheriano es noetheriano, que el morfismo de completacién es plano y el
teorema de Cohen. El teorema de Cohen es un teorema de estructura de los anillos completos. Afir-
ma que, en general, la completacién de un anillo local noetheriano es un cociente de un anillo de series
formales, como sucede con los anillos de funciones de las variedades algebraicas.

2.2 Completaciéon

1. Definiciéon: Una filtracién de un A-médulo M es una cadena de submddulos
M=MyDM  D2M>;2---2M,2...

Dada una filtracién {M;} podemos definir una topologia en M: Una base de entornos de cada
m € M es {m+ M,}.
Esta topologia viene definida por la seudométrica d:

{ e™™ simp—me € M,, ymi —mae & M,y

d(mi, ma) = 0 si my — mo € M, para todo n

def

71
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Una vez que hemos definido d, podemos hablar de sucesiones convergentes, de sucesiones de Cauchy
y la completacién de M por d.

2. Definicién: Se define la completaciéon de M respecto de la topologia definida por una filtracién
como el A-médulo M

M= {Méd. de sucesiones de Cauchy}/{Méd. de sucesiones converg. a cero}

3. Proposicién: M = lim M/M;.
JEN
Demostracion. Sea (m;) € lim M/M; (luego m;i, = m; en M/M;). La sucesién (m;) es de Cauchy,
J
porque dado e entonces d(m,., ms) < e™?, para todo r, s > j. Asi pues, tenemos definido el morfismo
lim M/M; — M, (m:) = [(m:)]
J
Dejamos como ejercicio la comprobacién de que esta bien definido.
Reciprocamente. Sea (m;) una sucesién de Cauchy. Dado e/, existe n; € N de modo que
d(m,,mg) < e~7, para todo 7,5 > n;. Bs decir, m, —ms € M; para todo 7,5 > nj, i.e., m, = M, €

M /M; para todo r,s > n;.
Observemos que el morfismo

{Méd. de sucesiones de Cauchy} — M/M;, (m;) — My,

no depende del n; >> 0 escogido. En particular, dada una sucesién (m;) convergente a cero, se tiene
que my; = 0. Por tanto, los morfismos

M — M/Mja [(ml)] = mnj
estan bien definidos y definen el morfismo
M — 1im M/M;, [(my)] v ()
J
Dejamos como ejercicio la comprobacién de que estas asignaciones son inversas entre si.
O

4. Observacion: Un ejemplo de sucesién de Cauchy lo constituyen las series Zmz (m; € M;). Es

mas, toda sucesion de Cauchy es equivalente a una serie de esta forma: Por la proposmlon anterior,
basta verlo para la sucesién de Cauchy (n;), con (7;) € im M/M; (ny1 = n; € M/M;). Tenemos que

i
Ni41 — Ny = My € Mz Por tanto, nyp = Mmo; N = M +ny =my +mg; N3 = Mo +n9 = mog +m +mg,
etc. Asi pues,
(oo}
M ={ g m;, m; € M;}/{Series converg. a cero}
i=0

5. Proposicién: M con la filtracion {M,} es separado <~ ﬂNMn =0 < M M.
ne
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Demostracién. El niicleo del morfismo M — M = lim M /M; es ONMn = 0. Luego, ﬂNMn =0
— ne ne
i
<~ M — M.
Si M es separado, dado m € M existe un entorno M, del cero que no contiene a m, es decir,
m ¢ M,. Luego ﬁNMn =0.
ne

Si ﬁNMn = 0, entonces d es una distancia, porque si d(m, m’) = 0 esto significa que m —m' € M,
ne
para todo n, es decir que m —m’ € ﬂNMn =0, luego m = m/. Luego M es separado. O
ne
Dadas dos filtraciones de A-médulos {M;} v {N;} de M y N respectivamente, un morfismo de

filtraciones es un morfismo de A-médulos f: M — N tal que f(M,) C N,. Evidentemente un
morfismo f: M — N de filtraciones induce un morfismo

f: M = lim M/M; — N = lim N/N;

K2 K2

6. Teorema: Sea 0 — M’ — M 5 M" — 0 una sucesion exvacta de A-mddulos y {M;} una filtracion
de M. Si se consideran en M' y M" las filtraciones inducidas {M' N M;}, {w(M,)}, la sucesion de
completados

OHM\'HM\iJ/\T'HO
es exacta. “Completar conserva sucesiones exactas”.
Demostracion. Tenemos las sucesiones exactas de sistemas proyectivos
0— M'/M' NM; — M/M; = M"/x(M") — 0
Por tanto, como el limite proyectivo es exacto por la izquierda tenemos la sucesién exacta
0— M —MZ M

(o]
Sélo nos falta ver la epiyectividad de 7: Dada una serie Y m/, con m} € w(M;), sean m; € M,
~
(o] o0 !
tales que m(m;) = m{. Es obvio que 7(>_m;) = Y ,m}, luego por la observacién anterior hemos
i=0 i=0
concluido. 0O

7. Corolario: ]\//.Tn es un submddulo de M Yy J\/I\/]\//fn = M/M,, para todo n € N.

Demostracion. Por el teorema M,, — M y M\/]/W\ = (]\7/—]\7”) Ahora bien, (Wn) = lim (M/M,)/[M;] =

7

lim (M/M,,)/[M;] = lim M/M,, = M/M,, con lo que concluimos. O
i>n 1>n

8. Corolario: M es completo y separado, respecto de la topologia definida por la filtracion {M\n},
es decir, M=M.

Demostracion. Es una consecuencia directa del corolario anterior y 2.2.5. O

9. Definicién : Se define el graduado de M por la filtracién {M,, } como el médulo GM = % M; /M.
i=0
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10. Corolario: Si consideramos en M una filtracion {M,} y en M la filtracién {Z/W\n}, se verifica
que GM = GM.

Demostracion. Completando 0 — M,11 — M, — M, /M, 11 — 0 obtenemos que Mmﬂ =
Mn/]/\in_l’_l. Como M, /M,+1 = M, /M,+1, tenemos que M, /M,+1 = ]\ZL/]/W\,H_L En conclusién,
GM = GM. O

2.3 Ejemplos de completaciones y graduados

1. Ejemplo: lim C*(R)/m? = R[[z — «]], donde el m,, es el ideal de funciones diferenciables que se

neN
anulan en a € R. El morfismo natural C*°(R) — lim C*°(R)/m? = R[[x — «]] asigna a cada funcién
neN
su desarrollo de Taylor en a.
2. Ejemplo: lim k[z]/(z)" = k[[z]]. El morfismo k[x] — lim k[z]/(z)™ = k[[z]], es el morfismo que

neN neN
considera cada polinomio como una serie.

3. Ejemplo: Numeros p-adicos = Zp = Um Z/p"Z ={ > anp™, 0 < a; < p}. El morfismo natural
ot et — neN
neN

N— lImZ/p"Z ={>_ a,p™, 0<a; < p} asigna a cada nimero natural su desarrollo como suma de

neN neN

potencias de p.

El espacio tangente a una variedad diferenciable en un punto es un concepto intrinseco, que no
depende de la inmersion de la variedad diferenciable en un R™. El espacio tangente a una variedad en
un punto se define en términos de su anillo de funciones diferenciables. Ya sabemos que la diferencial
de una funcién en un punto y los médulos de diferenciales de Kéhler son conceptos algebraicos. En esta
seccién, dado un anillo local, definiremos el espacio tangente en el punto cerrado. Sera trivial observar
que si el anillo local es noetheriano su espacio tangente es una variedad algebraica. Mas adelante,
con la ayuda imprescindible del polinomio de Samuel, desarrollaremos la teoria de la dimensién de los
anillos locales noetherianos, a través de sus espacios tangentes.

Comencemos con un ejemplo sencillo. Consideremos el nodo en el plano afin y? — 22 + 23 = 0. El
cono tangente en el origen del nodo es aquella variedad homogénea que mejor se aproxima al nodo.
El nodo “infinitesimalmente” en el origen es equivalente a % — 22 = 0. Asf pues, diremos que el cono
tangente a y2 — 22+ 23 = 0 en el origen es y? — 2 = 0. En general, si una subvariedad X C A,,, viene
definida por los ceros de un ideal I C k[x1,...,x,], entonces el cono tangente C, X en el origen es la
variedad definida por el ideal I, = (f,)ser, donde f, es la parte homogénea de grado més pequenio
de f. Es decir, si pensamos que X es la interseccién de las variedades f = 0, con f € I, entonces el
cono tangente es la interseccién de las variedades homogéneas f, = 0.

. Cémo construir I,? Consideremos el ideal maximal m, = (z1,...,z,) C k[z1,...,2,]/I de las
funciones de X que se anulan en el origen. Se verifica que

m? /m’ ! = {Polinomios homogéneos p(z1,...,z,) de grado r}/{fr}f=f 4+ +fcr

Por tanto, &m’ /m’ ! = k[xq,...,2,]/I;. Hemos llamado a Spec ®m’, /m’*! el cono tangente de X
T T
en .

IDebemos advertir que debemos tomar todas las f € I y que no basta con tomar un sistema generador
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Demos ahora las definiciones con toda precisién y mayor generalidad.
4. Definicion: Sea m, C A un ideal maximal, se define el cono tangente en x de Spec A = X, como
(oo} . .
C.X = Spec GA = Spec @ m{ /mitt.
i=0

5. Ejemplo: El cono tangente de un espacio afin en el origen es isomorfo al espacio afin.

6. Ejemplo: El cono tangente en el origen de la curva Speck[z,y, z]/(y + z + 23 + y*,y — x + 22)
es la recta Speck[z,y, z]/(y + z,y — x) = Ay

7. Ejemplo: El espacio tangente de la interseccion de dos hipersuperficies transversales es la inter-
seccion de los espacios tangentes. Con méas precision:

Consideremos en el espacio afin Az = Spec k[z1, 2, x3] las superficies fi(z, ..., 23) =0, fo(z, ..., 23) =
0. Sea fi ., f2,m las componentes homogéneas de grado menor de fi1, fa. Si fim ¥ f2,m son primos
entre si, entonces el cono tangente, en el origen, de la interseccién de las superficies es la interseccién
de los conos tangentes de las superficies (véase 5.3.3).

2.4 Topologia [-adica. Completacion [-adica

Todos los ejemplos de completacién que hemos dado son casos particulares de completacion I-adica.
Restrinjamonos a esta situacion.

Sea I un ideal de un anillo A y {M,} una filtracién de un A-médulo M. Diremos que {M,} es
una I-filtracién si se verifica IM,, C M, 1 para todo n € N. Diremos que la [-filtracion es I-estable
si existe un h € N tal que para todo n > h se verifica que IM,, = M, 1.

1. Proposicién : Todas las filtraciones I-estables de un A-mddulo M definen la misma topologia.
Es mds, se verifica que dadas dos filtraciones { M}, {M],} I-estables de M, existe un h tal que

{ M, € M para todo n

M}, € M, para todon

Demostracion. Sea h € N de modo que para todo n > h se verifique que IM,, = My, 41y IM,; = M]
Entonces, My = I"My CI"M C M) y M, =1"M; CI"M C M,. O

2. Definicion: Dado un ideal I C A y un A-médulo M, diremos que la filtracién I-estable M O
IMDI?M D ---DI"M D ... es la filtracién I-adica.
La topologia definida por cualquier filtracién I-estable se denomina la topologia I-adica.

De ahora en adelante, completar se entenderd que es completar respecto de la topologia I-adica.
3. Proposicion: Sil es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano, entonces
I"M =1"M.
Demostmczon Sabemos que M - M por 2.2. 7 Veamos que mM - I"M: Dado b € "y
ZmJ € M, con m; € IM, entonces b - ij = mej e I"M.

Jj=0 J=0 Jj=
Nos falta probar I"M C I"M: Tenemos que I"M = {ij, m; € I"M}. Como I es finito
ji>n
generado entonces I™ es finito generado Escribamos I™ = (by,--- ,b;). Luego dado m; € M =
I"[’="M tendremos que m; = bym}; + - -+ bmj,, con mj; € I’""M. Por tanto,

o0 o [e9) -
ij = b1Zm’jl + 4 bTngr el"M

jzn Jjzn jzn
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y hemos concluido. 0

4. Corolario : Si I es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano, el
completado de un modulo por la topologia I-ddica es completo y separado para la topologia I-ddica,

i.e., M = M. Ademds, M/I"M = M/I"M y GM = GM.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la proposicién anterior y 2.2.7, 2.2.8, 2.2.10. O

2.5 Artin-Rees

El teorema de Artin-Rees serd fundamental para demostrar que la completaciéon I-ddica es exacta
(para médulos finito generados), para demostrar que el morfismo de completacién es plano y en la
teorfa de la dimensién para demostrar, mediante el polinomio de Samuel, el teorema del ideal principal
de Krull.

1. Definicién: Dado un ideal I C A, llamaremos
DA=AolIal*...

“dilatado de A por I o anillo de Rees en I”. En general dado un A-médulo M y una [-filtracién
{M,}, lamaremos dilatado de M por la I-filtracién a DM =M ® M1 ® Mo & ... ..
2. Definicién: Diremos que A = @& A, es un anillo graduado si los A; son subgrupos aditivos de
neN
Ay para cada a; € A; y a; € A; entonces a; - aj € Ajtj.
Observemos que DA es un anillo graduado. Si A es noetheriano entonces I = (£1,...,¢&,) es finito
generado. El morfismo

Alzq,...,z;] — DA=A®lo---dI"a...
Z; — &i

es epiyectivo, luego DA es noetheriano.

3. Definicién: Sea A = & A, un anillo graduado. Diremos que un A-médulo M = & M, es un
neN neN

A-médulo graduado si para cada a; € A; y m; € M; entonces a;m; € M, ;.
Observemos que DM es un D A-médulo graduado.

4. Lema: Sea A noetheriano, M un A-mddulo finito generado y {M,} una I-filtracion. La filtracion
es I-estable <= DM es un DA-mddulo finito generado.

Demostracion. =) Supongamos que {M,} es I-estable, i.e., existe un r € N tal que {M,} =
{My,...,M,,IM,, I?M,,...}. Observemos que el DA-submédulo de DM generado por M @& M; &
- ®M, CDMes MM &--- &M, SIM,®I°M,&.... Por tanto, DM =< M &M, & --- B M, >
es finito generado, porque M ,My, ..., M, son A-mdédulos finito generados.

<) Reciprocamente. Supongamos que DM =< ny,...,ns > es finito generado. Podemos suponer
que los n; son homogéneos. Sea r = max{grn;, 1 <1i < s}. Entonces
DM =<nq,....ng>=<M&M &--- &M, >=MM & - &M, SIM, ®I*’M, ®.... Luego la
filtracién es I-estable.

O
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5. Teorema de Artin-Rees Sea A noetheriano, M un A-mddulo finito generado y M' C M un
submddulo. Consideremos en M la topologia I-ddica. Se verifica que la topologia inicial de M', por
la inclusion M' C M es la topologia I-ddica de M'. Es mds, la filtracion {M’' N I"M?} es I-estable.

Demostracion. Consideremos en M’ la I-filtracion {M' N I"M} y en M la I-4dica. DM’ es un
D A-submédulo de DM, donde DA es noetheriano y DM es finito generado, por el lema anterior.

Entonces DM’ es finito generado y de nuevo, por el lema anterior, {M' N I" M} es [-estable.
O

6. Corolario: Sea A noetheriano. La completacion I-ddica de sucesiones exactas de A-mddulos
finito generados es exacta, i.e., si

0—-M —-M-—M"—0
es una sucesion exacta de A-mddulos finito generados entonces

0— M —M— M'"—0
es exacta.

Demostracidn. Sabemos que si completamos M’ por la filtracién {M’' N I"M}, M por la filtracién
{I"M} y M" por la filtracién {I"M"}, entonces la sucesién completada es exacta. Ahora bien, por
Artin-Rees la filtracién {M’'NI™M} es I-estable, luego completar por ella es completar por la I-ddica
y hemos terminado. O

7. Ejercicio: Consideremos en el anillo k[x,y]/(y?> — 22 + 23) el ideal maximal (Z,%). Probar que

klz,y]/(y? — 22 + 23) = k[[x,y]]/(y* — 2% + 23). Probar que y? — 2% + 2® descompone en producto de
dos series (“ramas”), que se corresponden con los dos ideales primos minimales del anillo completo
considerado.

8. Ejercicio: Calcular la completacion de klz1,...,2,]/(p1(x1,... &n),...,0r(21,...,2p)) por el
ideal (z1,...,2n).

9. Corolario: Sea A noetheriano y M un A-mddulo finito generado,
M@y A=M
Demostracion. Si M es finito generado existe un epimorfismo
Ao " ®@A=A"5M—0

Ker 7 es un submédulo de A™, luego es finito generado y existe un epimorfismo A™ — Kerm — 0. En
conclusién, existe una sucesién exacta

A" —- A" - M —0 (%)
Tensorializando por ® AA\ tenemos la sucesién exacta
Am®A/T:A\m—>A”®AA\=A\"—>M®AA\—>O
Ahora bien, como la completacién de () es la sucesién exacta
Am =A™ — An = A" — M — 0

obtenemos que M ® 4 A=1M. O
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10. Corolario: Si A es noetheriano, el morfismo A — A es plano.

Demostracion. Tenemos que ver que dada una sucesién exacta de A-mddulos
0—-M —-M-—-M'—-0

entonces
O—>M’®AA—>M®AA—>MN®AA—>O

es exacta. Como tensorializar es exacto por la derecha, sélo tenemos que ver que dada la sucesion
exacta 0 — M’ — M entonces 0 — M' @4 A M ®a A es exacta.

Si M’ y M fuesen finito generados, lo tendriamos demostrado, por el corolario anterior, porque
® AE es completar.

M= li_I)Il M, siendo M; los submddulos finito generados de M. Tenemos que M’ = liin (M'NM;),

pues M’ N M;, son los submédulos (con repeticiones) finito generados de M’. Tenemos que 0 —
M'NM; — M; es exacta, con M'NM; y M; finito generados. Entonces 0 — (M'NM;)@4 A — M;®@4 A
son exactas. Luego 0 — lim (M'NM;) @4 A) — hm (M; ®4 A) es exacta. Por la conmutacién del

i
limite inductivo con producto tensoriales concluimos que

0— Hm(M' NM;)@aA=M @4 A— imM, @1 A=M®@, A

es exacta. Hemos terminado. O

11. Corolario Krult Sea M un anillo A-médulo noetheriano y I C A un ideal incluido en el radical
de Jacobson de A. Se verifica que M es separado para la topologia I-ddica, i.e., ﬂNI"M =0.
ne

Demostracion. Sea N = ﬂNI"M C M. Por Artin-Rees sabemos que la filtracién {N N I"M = N}
ne
es I-estable. Por tanto, IN = N y por Nakayama N = 0. 0

2.6 Completacién y noetherianidad

Queremos probar que el completado de un anillo noetheriano es noetheriano. Un anillo noetheriano
y su completado tienen el mismo graduado y éste es noetheriano. Probaremos que si el graduado
de un anillo completo y separado es noetheriano el anillo es noetheriano y asi obtendremos que el
completado de un anillo noetheriano es noetheriano.

Un teorema basico en Andlisis y Geometria Diferencial, es el teorema de la funcién inversa. Toda
aplicacién diferenciable f: X — Y entre variedades diferenciales, induce una aplicacién entre los
anillos C*°(Y) — C*(Y) y los espacios cotangentes f*: mf(x)/m?(x) — m,/m2. El teorema de la
funcién inversa afirma que si f* es un isomorfismo entonces f es un isomorfismo en un entorno de z.
Ahora bien, f* es un isomorfismo si y sélo si el morfismo inducido entre los graduados G, - C>®(Y)—
Gm,C(X) lo es. Analfticamente, si el morfismo G, ,,C*(Y) — G, C*(X) es un isomorfismo

entonces el morfismo Cfo-(?) — C’EB() es un isomorfismo. Hablemos ahora en Algebra y con toda
precision.
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1. Teorema formal de la funcién inversa Sean {M,} y {M]} filtraciones de M y M’ respec-
tivamente. Supongamos que M y M’ son completos y separados. Sea T: M — M’ un morfismo
de filtraciones y consideremos el morfismo GT: GM — GM' inducido. GT es isomorfismo (resp.
epiyectivo, inyectivo) entonces T: M — M’ es isomorfismo (resp. epiyectivo, inyectivo).
Demostracion. Supongamos que GT' es epiyectivo.

Sea m’ € M'. Como M/M, =N M'/M] es epiyectivo existe mg € M, tal que m’ = T(mg) + m],
con m), € M. Como M, /My 5> M/ /M} es epiyectivo existe my € My, tal que m/, = T(my)+ml, con

o0

mb € M. Es decir m’ = T(mg) + T(m1) + m),. As{ sucesivamente, obtenemos una serie m = > m;,

=0
con m; € M;, de modo que la serie T(m) = T(> . m;) = >.T(m;) converge a m’. Como M’ es
i=0 i=0

completo, T'(m) =m' y T es epiyectivo.
Supongamos ahora que GT es inyectivo.
Sea m € M. Como M es separado existe r € N de modo que m € M, y m ¢ M,,,. Entonces
0#m € M,/Myy1. GT(m) =T(m) # 0, porque GT es inyectivo. Luego T'(m) # 0 y T es inyectivo.
En particular, si GT es isomorfismo, T' es isomorfismo.

O

2. Lema: Sea A un anillo completo y separado por la topologia I-ddica definida por un ideal I C A.
Si GA es noetheriano entonces A es noetheriano.

Demostracion. Dado un ideal ¢ C A tenemos que ver que q es finito generado.
Consideremos en q la filtracién {q N I"}. Entonces tenemos una inclusién natural

Ga=o@nI")/(qnI"t) — @1/t
n n

Observemos que Gq es un ideal de GA de modo natural: Dado g € (qNI™)/(qNI" ™)y pe I™/ImHL
entonces pg = Pg € (g 1™y /(g N [mtntl),
Como G A es noetheriano, tendremos que Gq estd generado por un nimero finito de elementos.
Escribamos Gq = (fy,, - -, fa, ), donde puedo suponer que los f,,, € (qNI")/(qN I+,
Consideremos en A la siguiente filtracién para cada i: A D A D " D ADIDI?>D.... El
graduado de A por esta filtracion es GA[—n;] = ©I"/I"T! que es igual al anillo GA, pero decimos

que los elementos de grado n de GA[—n;] son los elementos de grado n —n; de GA. De modo natural
definimos una filtracién en la suma directa A @ .7.® A. Definamos el morfismo, de filtraciones,

As.r.o4 5 g
(1,0,...,0) —  fu,
(0,0,...,1) +— fn,
Tomando graduados, obtenemos que el morfismo
GA[-ni]®.7.® GA[-n,] < Gq
(1,0,...,0) = [ €(@NI™)/(@N I C Gy
(0,0,...,1) = fa, €@NI™)/(qN ™) C Gq

es epiyectivo. Por el lema anterior, T:A®--®A— q es epiyectivo. Ahora bien, como q es separado,
porque es un subespacio de A, que es separado, tenemos que el morfismo de completacién i: ¢ — q
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es inyectivo. Por tanto, T" ha de ser epiyectivo porque T=ioT es epiyectivo. En conclusion, q es
finito generado. O

3. Teorema: Si A es noetheriano entonces A es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano y I C A es un ideal, entonces I = (&1,...,&,) es finito generado.
El morfismo
(A/D[z1,...,2,] — GA=A/[lel/Po---aI"/I"Mo...

€T; — i

es epiyectivo, luego G A es noetheriano.

Por 2.4.4 tenemos que GA = GA. Por el lema anterior, A es noetheriano. O
4. Corolario: Si A es noetheriano entonces Al[z1,...,xy]] es noetheriano.
Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert, si A es noetheriano entonces A[zq,...,z,] es
noetheriano. Completando Alxy,...,z,] por el ideal I = (z1,...,z,) C Alz1,...,2,], tenemos por el
teorema anterior que A[[z1,...,z,]] es noetheriano. O

2.7 Teorema de Cohen

1. Teorema Coherx Sea O un anillo local de ideal mazximal m, completo y separado por la topologia
m-ddica. Si O contiene un cuerpo, existe una seccién del morfismo natural O — O/m.

Demostracidn. a) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteristica cero. Por tanto, Q C O.
Consideremos el diagrama

O:@—>-~-—>O/m3—>(’)/m2 —0/m
|| Not
K

Vamos a ir levantando el morfismo K = O/m a O/m?, posteriormente a O/m3, y asf sucesivamente
hasta O = O.
Sea K7 una Q-subextension de K maximal con la condicién de que exista un diagrama conmutativo

O/m?> —">0/m=K

Ky
Veamos que K; = K:

Dado a € K, entonces a es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre Ki. Si a es trascendente,
entonces sea a € O/m? tal que 7(a) = a. El morfismo K;(a) — O/m?, @ +— a estd bien definido. Luego
por la maximalidad de K1, @ € K7. Sia es algebraico sobre K7, sea p(z) € K;[z] su polinomio minimo
anulador. Sea a € O/m? tal que 7(a) = a. Para definir bien el morfismo Kj(a) — O/m?, @ — a, es
necesario que p(a) = 0. Sea h € m/m? C O/m?2. Desarrollando por Taylor obtenemos

pla+h) =p(a) +p'(a)h+c- h* = p(a) + p'(a)h
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Observemos que 7(p(a)) = p(a@) = 0, luego p(a) € m/m?, Observemos también que p’(a) es invertible,
porque (p(z),p'(z)) = (1) luego (p(a),p’(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p’(a) es invertible. En
conclusion, si escribimos h = —p(a)/p’(a) entonces h € m/m?, w(a+h) =ay p(a+h) = 0. Asf pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K;(a) — O/m?, @ +— a estd bien definido. Por la
maximalidad de K1, a € K;.

En conclusién, K1 = K.

Sea ahora K; una Q-subextension de K maximal con la condiciéon de que exista un diagrama
conmutativo

O/m? L/>O/m2

IL
Veamos que K; = K:

Dado a € K, entonces a es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre Ki. Si a es trascendente,
entonces sea a € O/m3 tal que n'(a) = a. El morfismo Ki(a) — O/m3, @ — a estd bien definido.
Luego por la maximalidad de K7, a € K;. Si a es algebraico sobre K7, sea p(z) € Ki[x] su polinomio
minimo anulador. Sea a € O/m? tal que 7/(a) = a. Para definir bien el morfismo K;(a) — O/m3, @ —
a, es necesario que p(a) = 0. Sea h € m?/m3 C O/m3. Desarrollando por Taylor obtenemos

pla+h) =pla) +p'(a)h+c-h? =pla) +p'(a)h

Observemos que 7'(p(a)) = p(a) = 0, luego p(a) € m?/m3, Ademds, p/(a) es invertible, porque
(p(x),p'(z)) = (1) luego (p(a),p'(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p’(a) es invertible. En conclu-
sién, si escribimos h = —p(a)/p'(a) entonces h € m?/m3, w(a +h) = @y p(a+ h) = 0. Asi pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K;(a) — O/m3, @ — a estd bien definido. Por la
maximalidad de K1, a € K;.

Asi sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K — O/m™, que por paso al limite proyectivo
define el morfismo K — O = O buscado.

b) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteristica p > 0.

Procedamos del mismo modo que en el apartado a).

Consideremos el diagrama
O/m? —— O/m

|
K

Sea L el maximo subcuerpo de 7= 1(K) = O/m? con la condicién de contener a (7~1(K))P. Observe-
mos que 7~ }(K) = 7~ 1(K — 0) Ur~1(0), donde los elementos de 7=1(K — 0) son invertibles porque
no son nilpotentes, y 7=(0) = m/m?2. Por tanto, (7~ *(K))? = 7~ 1(K — 0)? U0, que es un cuerpo.
Luego el epimorfismo 7: (77 !(K))? — KP es un isomorfismo.

Probemos que 7: L < K es un isomorfismo. Dado a € K, sea a € 7~ (K), tal que m(a) = a. Se
verifica que a? € L. Consideremos el epimorfismo

Lixl/(@? - a”) — Lla], 2 = a
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Si {/aP ¢ L entonces aP — a? es irreducible en L[x], luego L[z]/(zP — aP) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradiccién porque L es méximo y L C Lla]. Si {/a? € L entonces w(¥/aP) = a.
Luego 7 es un isomorfismo.

-1
Tenemos el morfismo K = L — O/m? buscado.
Consideremos ahora, el diagrama

O/m? L/>(’)/mQ

|

K

De nuevo, sea L el maximo subcuerpo de 7'~ ' (K) con la condicién de contener a (7'~ (K))?. Ob-
servemos que 7' (K) = #' "' (K — 0) Un’~"(0), donde los elementos de 7'~ ' (K — 0) son invertibles
porque no son nilpotentes, y @'~ ' (0) = m2/m3. Por tanto, (7'~ (K))? = '~ (K —0)? U0, que es un
cuerpo. Luego el epimorfismo 7/ (7'~ (K))? — KP es un isomorfismo.

Probemos que 7’: L < K es un isomorfismo. Dado a € K, sea a € 7'~ ' (K), tal que 7/(a) = a.
Se verifica que a? € L. Consideremos el epimorfismo

L{z]/ (2P — a?) — Lla], x — a

Si {/aP ¢ L entonces aP — a? es irreducible en L[x], luego L[z]/ (2P — aP) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradiccién porque L es méximo y L C Lla]. Si ¢/a? € L entonces 7’'({/aP) = a.
Luego 7’ es un isomorfismo.

r—1
Tenemos el morfismo K "= L — O/m? buscado.
Asf sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K — O/m™, que por paso al limite proyectivo
define el morfismo K — O = O buscado.
O

2. Corolario : Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazximal m, completo por la topologia
m-ddica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O ~0/m[[&1, ..., &

Demostracion. Por el teorema de Cohen, existe una seccién O/m <— O del cuerpo residual de m. Sea
&1, ...,&, un sistema generador de m. El morfismo

O/m[[xy,...,z5]] = O, s(x1,...,2n) — (&1, -, &n)

es un epimorfismo porque en los graduados lo es. Por tanto,

O=0/m[&,...,&]

2.8 Problemas

1. Sea -+ — X, —» -+ = X9 — X; — X una sucesion de aplicaciones de entre conjuntos finitos
no vacios. Pruébese que lim X; es no vacio.
=

i
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10.

11.

12.

. Sea p(x) € Z[x] y p € Z. Probar que la condicién necesaria y suficiente para que p(x) tenga una

raiz en Z, es que tenga alguna raiz en cada Z/p"Z, para todo n > 0.

Probar que Spec(lim A;) = lim Spec A;. Probar que si A < B es un morfismo entero (es decir,
i i

B es limite inductivo de subélgebras finitas sobre A) entonces la aplicacién Spec B — Spec A es

epiyectiva y dim B = dim A.

Calcular el inverso de 1+ x en k[[x]]. Probar que el inico ideal maximal de k[[z]] es (z) {Existe
la raiz cuadrada de 1+ x en k[[z]]?

. Sea I un ideal de un anillo noetheriano A, probar que

Spec,,.. A = Spec,,.. (A/I)

max max (

Sea x € Spec A un punto cerrado. Probar

(a) El completado es un concepto local: El completado m,-ddico de A coincide con el comple-
tado m,A.-ddico de A,.

(b) El cono tangente es un concepto local: Gy, A = G, 4, Axs.

(a) Demostrar que la completacién I-ddica de M coincide con la completacion I-ddica de M.

(b) Probar que Spec,,, A14+1 = Spec, . A/

max

Supongamos que A es un anillo noetheriano y M es finito generado. Probar que el nicleo del
morfismo M — M coincide con el nicleo del morfismo M — My ;.

Sea A un anillo noetheriano integro, I C A un ideal propio. Probar que A es separado con la
topologia I-adica.

Sea A un anillo noetheriano. Probar N m} = 0.

z,n

Sea A un anillo noetheriano y M un A-mdédulo finito generado. Probar que M = 0 si y sdlo si
sus completaciones en todo punto cerrado de Spec A son nulas.

Sean A y B dos k-algebras y « € Spec A = X, y € Spec B =Y dos puntos racionales. Probar
que

C(zﬁy)(X Xk Y) = CmX Xk ny
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Capitulo 3

Teoria de la dimension local

3.1 Introduccion

A continuacién estudiamos el concepto de dimensién para anillos locales noetherianos, que incluye
tanto a los anillos locales de las funciones de variedades algebraicas, como sus completaciones (por
ejemplo los anillos de series formales). El concepto de dimensién es esencialmente local.

Geométricamente decimos que una superficie tiene dimensién 2 porque observamos la cadena de
cerrados irreducibles punto, curva, superficie. Cadena que tiene dos eslabones y no podemos conseguir
una cadena de cerrados irreducibles con mas eslabones. En términos del anillo de las funciones
algebraicas de la superficie, estamos diciendo que en este anillo las cadenas de ideales primos maés
largas son de longitud 2. Por otra parte, para determinar un punto de la superficie como los ceros de
n funciones, necesitaremos de dos funciones algebraicas, por lo menos.

Llamaremos dimensién de un anillo local noetheriano al supremo de las longitudes de las cadenas de
ideales primos y veremos que coincide con el nimero minimo de parametros necesarios para determinar
el punto cerrado.

En general, el espectro Spec A de un anillo noetheriano no es una variedad algebraica, pero se
puede definir el espacio tangente a Spec A en un punto y éste es una variedad algebraica. Variedad
a la que asociaremos el polinomio de Samuel, que nos permitira desarrollar con éxito la teoria de la
dimensién local en anillos locales noetherianos.

Por ultimo aplicaremos la teoria de la dimensién en anillos locales noetherianos a las variedades
algebraicas.

3.2 Funcion de Hilbert

Sea A = Ry[&1,. .., &) un anillo graduado, Ry un anillo de longitud finita (de grado cero) y los &; de
grado 1. Por ser Ry un anillo de longitud finita es noetheriano y por tanto A también es noetheriano.

Sea M = @M, un A-médulo graduado finito generado. Obsérvese que el A-submddulo de M
generado por M, es finito generado, por la noetherianidad de M. Por tanto, M,, es un Ryp-mddulo de
finito generado. Como Ry es de longitud finita, M,, es un Ryp-mddulo de longitud finita.

1. Definicién: Se llama funcién de Hilbert de M a Hps(n) = I(M,,).

n—1
2. Definicién: Se llama funcién de Samuel de M a Sys(n) = ;)Z(MZ)

85



86 Capitulo 3. Teoria de la dimensién local

Observemos que ASy;(n) = Sy (n+1) — Sy (n) = Hy(n).

3. Proposicién: Sea Ry un anillo de longitud finita y consideremos el anillo graduado Rolz1, -+ , ).
Se cumple que
n+r—1
Stufree) = 00 (" 7Y
Demostracion. Es un problema de combinatoria: Considérese variables {z1,..., 2.}, {y1,.. ., Yn—1}

y escribamos (monomios con las = ordenadas y las y ordenadas)

i1 G2 —11 G — 1

Y1 Y 1Y +1 0 Yo X2 Trlip 410" Yn—1 = Ty Ty Ty
El nimero de todas las combinaciones posibles es ("+:_1). Como Rolzr1,---,zr]/(@1, - ,2,)" =
@ Ry xillxg"_“ <oz T obtenemos SRolwr, 20 (1) = I(Ro) - ("+:_1).

1r<n

O

4. Lema: Dada una funcion f: N — Q denotemos por Af(n) la funcion Af(n) = f(n+1) — f(n).
Si Af(n) es un polinomio para n > ng entonces f(n) es un polinomio para n > ng.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el grado de A f(n). Sigamos la convencién gr0 = —1.
SigrAf(n) = —1 para n > ng, es decir Af(n) = f(n+1) — f(n) = 0 para n > ng, entonces f(n)
es constante para n > ng y hemos terminado.
Supongamos que gr Af(n) = r, para n > ng. Es decir, f(n) = apn” + ain"~! +--- + a,, para
n > ng, con ag # 0. Se verifica que

Af =

%WH)(”) =Af(n)— r?l((n + 1)r+1 _

= Af(n) — [apn” + pol. de grado menor que r|

Por tanto, A(f — T"%W"H)(n) es un polinomio de grado menor que r, para n > ng. Luego, por
hip6tesis de induccién, f(n) — Taﬁn”‘l es un polinomio, para n > ng y concluimos que f(n) es un
polinomio para n > ng. O

5. Teorema: Para n suficientemente grande, la funcidn de Hilbert es un polinomio en n (polinomio
que llamaremos polinomio de Hilbert).

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre el nimero de generadores de A.

Sir =0, como M es finito generado M,, = 0 para n > ng, con ng >> 0. Por tanto, Hy;(n) = 0
para n > ng y concluimos.

Supongamos cierto el teorema para A = Rg[¢1,...,&-—1] v consideremos las sucesiones exactas

0 — Ker,, —» M, &y My +1 — Cokerpy1 — 0
0 — Ker = ®Ker,, - M & M — Coker = @ Coker,, — 0

Como &, anula a Ker y Coker, ambos son Ry[¢1, ..., & —1]-mddulos finitos graduados. Por tanto, por
hipétesis de induccion

AHpy(n) = Hy(n+1) — Hy(n) = Hooker(n + 1) — Hker (1)

es un polinomio para n > ng. Por tanto, Hy;(n) es un polinomio para n > ng, por el lema anterior.
O
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La funcién de Samuel es es un polinomio para n >> 0, ya que ASy;(n) = Hpr(n) (polinomio que
denominaremos polinomio de Samuel).

3.3 Dimensién en anillos locales noetherianos

1. Proposicién: M es de longitud finita < M es noetheriano y Sop(M) es un ndmero finito de
puntos cerrados.

Demostracion. =) Recordemos que los médulos simples son isomorfos a A/m, siendo m un ideal
maximal. Si m, es un ideal maximal y p, es un ideal primo distinto de m, entonces (A/m, ), = 0.
Ahora ya, dada una serie de composicién

O0=MycCcM,C---CM,=M

tenemos que M; /M;_1 ~ A/m,,, siendo m,, ideales maximales. Por tanto, (M;/M;_1), ~ (A/my,), =
0, para todo punto x € Spec A distinto de los x;. Luego M, = (M), = --- = (Mp), = 0, para
todo punto x € Spec A distinto de los x;. En conclusién, el soporte de M es subconjunto de {z;}.
Ademds, M;/M;_1 ~ (m;), para todo i. Luego M = (m,) + M,—_1 = (my,) + (mp_1) + M1 =

- = (Mp,...,mq1). Luego M es finito generado. Como todo submédulo de M es de longitud finita
entonces es finito generado. En conclusion, M es noetheriano.
<)M = (mq,...,my), luego M es un cociente de (m1) - --@ (m,). Siprobamos que los (m;) son

de longitud finita entonces M es de longitud finita. Tenemos que (m;) son A-mddulos noetherianos,
con soporte en un numero finito de puntos cerrados, por ser submédulos de M. En conclusion,
podemos suponer que M = (m). Es decir, M = A/I. Como Spec A/I = Sop A/I es un nimero
finito de puntos cerrados {z1,...,x,}, tenemos que A/I = (A/I)y, X -+ X (A/I)z,. Tenemos que
probar que (A/I),, son A-médulos de longitud finita. Sea m,, C A el ideal maximal correspondiente
a x;. Tenemos que my, - (A/I),, es el tnico ideal primo del anillo noetheriano (A/I).,, por tanto, es
nilpotente. Tenemos pues una cadena

Observemos que m, (A/I),, /mitt(A/T),, es un A/m,, espacio vectorial de dimensién finita, luego
son A-médulos de longitud finita. En conclusidn, (A/I);, es un A-médulo de longitud finita.
O

Supondremos que O es un anillo local noetheriano de ideal maximal m, e I un ideal m-primario.

Si I es un ideal m-primario, entonces Spec O/I = {m}, y I(O/I) < oo, por 3.3.1. Escribamos
I=(&,...,&). El graduado de O por I, G;O = O/I[¢y,. .., &,] es un anillo graduado, con O/I de
longitud finita y & de grado 1.

Sea M un O-médulo finito y consideremos en él una filtracién I-estable, {M,,}. Sabemos que el
dilatado DM es un D;O = @I™-mdbdulo finito. Por tanto, el graduado GM de M por la filtracién es
un D;O-mobdulo finito, luego es un GyO-mdbdulo finito.

Denotaremos

2. Proposicion : El grado y el primer coeficiente de Spr(n) no depende de la filtracion I-estable
considerada en M.
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Demostracién. Sean {M,} y {M,} dos filtraciones I-estables de M. Denotemos por Sy (n) =
I(M/M,)y Siz(n) =1(M/M,,). Por 2.4.1 sabemos que existe un h tal que

My 1n C Mn por tanto, SI\/I(n + h) > SM(TZ)

M,y € M, por tanto, Syz(n-+h)> Sy (n)

con lo que se concluye la demostracion
O

3. Proposicién: El grado de Sy;(n) no depende de la filtracidn I-estable considerada en M, ni del
tdeal m-primario I.

Demostracion. Consideremos las filtraciones {I"M} y {m"M}. Basta probar, por la proposicién
anterior, que Sy y(n) =I(M/I"M} y Syrm(n) = 1(M/m™M) tienen el mismo grado. Existe un k, tal
que mkF C I. Por tanto,

Sarm(kn) = U(M/m* M) > U(M/I"M) = Sy,1(n), Sar(n) = U(M/I"M) 2 [(M/m" M) = Sarm(n)

De donde se deduce que Sps,7(n) y Sarm(n) son dos polinomios de igual grado.
O

La siguiente proposicién hara las veces del teorema del ideal principal de Krull.

4. Proposicién: Sia € O no es divisor de cero en M, entonces gr Syr/qnr(n) < gr S (n).

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta
T
0—-aM —-M—-N=M/aM — 0

La filtraciones {aM N M, }, {m(M,)} inducidas en aM y N por la filtracién M,, I-estable de M, son
por el teorema de Artin-Rees I-estables. De la sucesion exacta

0—aM/aM N M, - M/M, — N/x(M,) — 0

se deduce que Sy/qn(n) = Sn(n) = Sy(n) — Sanmr(n). Ahora bien, como M ~ aM porque a no
es divisor de cero, por 3.3.2, el grado y primer coeficiente de Sys(n) es igual al de S,pr(n). Luego
gr Sarjanr(n) < Sar(n).

O

5. Definicion: Llamaremos dimensién de Krull de un anillo al maximo de las longitudes de sus
cadenas de ideales primos.

6. Ejemplo: Z y k[z] son anillos de dimensién de Krull 1. C[x,y] es un anillo de dimensién de Krull
2.

Como los ideales primos de un anillo A se corresponden con los cerrados irreducibles de Spec A,
tenemos que la dimensién de Krull de A es igual a la maxima longitud de las cadenas de cerrados
irreducibles de Spec A.

7. Definicién: Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Diremos que f1,..., f, € O
es un sistema de pardmetros en O si (f1,..., fn)o = {m}.

Denotaremos que So ;(n) = {(O/I"™). Diremos que Sp(n) = {(O/m") es el polinomio de Samuel
de O.
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8. Teorema : Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazimal m. Los siguientes nimeros son
iguales

1. Dimension de Krull de O.
2. Numero minimo de pardmetros de los sistemas de pardametros de O.

3. Grado del polinomio de Samuel de O.

Demostracion.

a) Dimensién de Krull de @ > Ndmero minimo de pardmetros de los sistemas de pardmetros de O:

Sea f; un elemento no invertible de @ que no se anule en ningin ideal primo minimal (existe:
si {p;} son los ideales primos minimales de O y g; se anula en todos los p; salvo en p;, entonces
fi=7>",9i). Por tanto, dim O > dim O/(f1). Sea ahora fs otro elemento que no se anula en ningin
ideal primo minimal de O/(f1), entonces dim O > dim O/(f1) > dim O/(f1, f2). Asi sucesivamente,
obtenemos una cadena

0C (fi)C (fi,fa) T - C(f1,- -y fn) T ...
dim O > dim O/(f1) > dim O/ (f1, fo) > -+ >dimO/(f1, ..., fn) > ...

que ha de finitizar para un n, por la noetherianidad de O, y lo hard cuando O/(f1,..., f») sea de
dimensién cero. Por tanto, tenemos que (f1,. .., f») es un sistema de pardmetros y dim O > n.

b) Ndmero minimo de pardmetros de los sistemas de pardmetros de O > grado del polinomio de
Samuel de O:
Sea (f1,...,fr) = I un sistema de pardmetros. Tenemos que

(O/D[z1,...,2,] —=GO=0/I®I/I*&® -

Ti fi

es un epimorfismo. Luego So ;(n) < (O/I[x1,...,z.]/(x1,...,2,)") = (O/I) - dim{polinomios en r

variables de grado menor que n} 523 L(O/I)- ("771). Observemos que ("*/~*

grado r, luego gr So m(n) = grSo,r(n) < r. Hemos concluido.

) es un polinomio de

¢) Grado del polinomio de Samuel de O > dimensién de Krull de O:

Procedamos por induccién sobre gr So(n). Si grSo(n) = 0 entonces I(O/m™) es constante. Por
tanto, [(m™/m"T1) = 0, es decir m"™ = m"*1. Por Nakayama m" = 0, luego dim O = 0.

Supongamos ya que gr So(n) > 0. Sea p; C pa C -+ C p,, una cadena de ideales primos de O.
Sea f € pa — p1. Tenemos

3.3.4
grSo(n) > grSosp, (n) > grSo/p, pnn)=>m—1

donde la ultima desigualdad es debido a la hipétesis de induccién y a que ps C --- C p,,, €s una cadena
de ideales primos de O/(p1, f). Por tanto, gr So(n) > m y concluimos.
O

9. Ejercicio: Probar que el anillo local de k[x1,...,x,] en el origen es un anillo de dimensién de
Krull n.
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10. Corolario : La dimension de Krull de un anillo local noetheriano es finita y coincide con el
grado del polinomio de Samuel.

No es cierto que si un anillo es noetheriano, pero no local, su dimensién de Krull sea finita.

11. Corolario ideal principal de Krult Sea f € O no invertible. Se verifica
dim(f)o > dimO — 1

Ademds, si f no es divisor de cero entonces
dim(f)p = dim O — 1

Demostracion. Sea (f1,..., fm) un ideal m-primario de O/(f), generado por el nimero minimo de
pardmetros. Por el teorema anterior dim O/(f) = m. Por otra parte, (f, f1,..., fm) es un ideal m-
primario de O, luego dim O < m+1=dim O/(f)+1 = dim(f)o+ 1. Por tanto, dim(f)g > dim O — 1.

3.4
Si f no es divisor de cero, entonces dim O/(f) = gr So,(5)(n) 32 gr So(n) = dim O y se concluye.
O

12. Corolario : Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazimal m. Sea O la completacion
m-ddica de O. Se verifica

dim O = dim O
Demostracién. Sabemos que O/m"™ = O/@", por tanto Sp(n) = S5(n) y dim O = dim 0. O
13. Ejercicio: Probar que dim k[[z1,- - ,z,]] = n.

3.4 Teoria de la dimension en variedades algebraicas

1. Proposicién: Para todo ideal mazimal m, C k[z1,...,2,], se cumple que dim k[xy,. .., 2], = n.
En particular, dim k[zq, ..., 2,] = n.

Demostracion. Por 1.4.5 k[z1,...,2,]/m,; es una k-extensién finita de k. Por tanto, el morfismo
i klx1] — k[z1, ..., 2,])/ms, i(p(x1)) = p(x1) tiene de nicleo un ideal primo no nulo Keri = (p(x1)).
Ahora ya,

dimk[z1, ..., 25)s S3 dim klzy, ..., znle/(p(21))+1 = dim k[z1]/(p(21))[22, - - -, Tnlet+1 = (n—1)+1
donde la dltima igualdad se obtiene por induccién sobre n. O

2. Teorema: La dimension de Krull de una k-dlgebra A de tipo finito integra es igual al grado de
trascendencia de su cuerpo de funciones. “La dimension de una variedad algebraica integra coincide
con el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones”.

Demostracion. Sea A una k-algebra de tipo finito integra. Por el lema de normalizacién de Noether,
existe un morfismo finito kfz1,...,2,] — A. Luego dim A = n. Localizando tenemos el morfismo
finito k(w1,...,70) — Aglz,,... 20]—{0}- Por tanto, Az, . 2.1—foy s una k(zy,...,x,)-dlgebra finita
integra, luego es un cuerpo que ha de ser A4_;oy. Por tanto, el grado de trascendencia de A4_(oy es
n.

O
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Observemos que dim(A/rad A) = dim A. Por tanto, para calcular la dimensién de una variedad
irreducible Spec A, basta calcular la dimensién de Spec(A/rad A), que es una variedad algebraica
integra. En general, toda variedad algebraica es uniéon de variedades algebraicas irreducibles y la
dimension de la variedad es el maximo de las dimensiones de las componentes irreducibles de la
variedad.

3. Proposicién: Sea X = Spec A una variedad algebraica irreducible y x € X un punto cerrado. Se
cumple que dim X = dim A,,.

Demostracion. Haciendo cociente por los nilpotentes, es decir, por el ideal primo minimal, podemos
suponer que A es un anillo integro.

Por el lema de normalizacién de Noether existe un morfismo finito k[z1,...,z,] < A. Tenemos
que dim X = dimk[z1,...,2,] = n. Sea my = k[z1,...,2,] N m,. Sélo nos falta ver que dim A, =
dim k[z1,...,2,], = n: Dada una cadena de ideales primos m, ;) pr D - ;) Pm, entonces my, ;)

klz1,...,zn] NP1 2 e 2 klz1,...,2n] N Ps, es una cadena de ideales primos de inclusiones estrictas,

porque en los morfismos finitos las fibras son de dimensién cero. Luego, dim A, < dim k[z1,...,zy],.
Dada una cadena de ideales primos m,, 2 ph 2 2 p., por el teorema de descenso podemos

construir una cadena m, 2 p1 2 2 pm de modo que p, = k[x1,...,2,] N p;. Luego, dim A, >
dim kfz1, ..., 2]y y dim A, = dimkfz1, ..., 2]y O

4. Teorema del ideal principal de Krult Sea X = Spec A una variedad algebraica integra. Sea
f € A, no nula y no invertible. Se verifica que la dimension de toda componente irreducible de (f)o
es dim X — 1.

Demostracion. Escribamos (f)o = C1 U -+ U Cs como unién de componentes irreducibles. Sea y €
Cy — (C2U---U ) un punto cerrado. Observemos que Spec(A/fA), son puntos x € X tales
que z € (f)oy y € . Luego Spec(A/fA), son los puntos z € Y, tales que y € z. Por 3.4.3,
dimY; =dim(A/fA)y =dimA, —1=dimX — 1. O

5. Definicién: Una cadena de cerrados irreducibles diremos que es maximal si no estd incluida en
ninguna otra mayor.

6. Corolario: Toda cadena de cerrados irreducibles mazimal de una variedad algebraica irreducible
tiene la misma longitud.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica irreducible. Sea x el punto genérico de X.
Obviamente X es homeomorfo como espacio topolégico a Spec A/p,. Por tanto, podemos suponer
que la variedad algebraica es integra. Demostraremos el corolario por induccién sobre la dimensién
de Krull.

Sea X D X1 D - D X,, una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f € A una funcién no
nula, que se anule en X;. Sea (f)o = Y1 U---UY, la descomposicién de (f)o en cerrados irreducibles,
obviamente X; es una de las componentes de la descomposiciéon. Por el teorema anterior dim X; =
dim X — 1, luego por inducciéon sobre la dimension m — 1 = dim X; = dim X — 1, y por tanto
m = dim X.

O

7. Definicién: Se dice que una variedad algebraica es catenaria si toda cadena de cerrados irredu-
cibles maximal con extremos cualesquiera prefijados tiene la misma longitud.

8. Corolario: Las variedades algebraicas son catenarias.
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Demostracion. Sean Y O Y’ cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Sea Y’ D Y/ D
-+ DY, una cadena de cerrados irreducible maximal de Y’. Toda cadena de cerrados irreducibles
maximal de extremos Y,Y’, junto con esta cadena, define una cadena maximal de Y “ampliada”.
Como las cadenas “ampliadas” son todas de la misma longitud, por el corolario anterior aplicado a
Y, concluimos que toda las cadenas maximales de cerrados irreducibles de extremos Y,Y”, tienen la
misma longitud.

O

3.5 Problemas

1.

Sea M = My O M; O My O --- O M, una cadena de A-submédulos de M. Probar que

. Sea A =k[&,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito y sea O = A,, donde x € Spec A es un punto

cerrado. Probar que si M es un O-médulo de longitud finita entonces es un k-espacio vectorial
de dimensién finita y

dimy M = 1(M) - dimy, O/m,
Sea A un anillo integro y f,g € A no nulas. Probar que

1a(A/(f9)) = La(A/(f)) + 1a(A/(9))

Probar que si A es un anillo con un nimero finito de elementos, entonces es un anillo noetheriano
de dimensién cero.

. Escribamos el polinomio p(x,y) = pn(x,y) +pn+1(z,y)+. . .+ pm(x, y) como suma de polinomios

homogéneos p;(x,y) de grado i. Sea O = (k[z,y]/p(,y))s,, con my, = (z,y). Demostrar que
Gu,, O = k[z,y]/(pn(2,y)). Calcular el polinomio de Samuel de O.

Sea O un anillo local noetheriano. Probar que la dimensién de Krull de O es igual a la dimensién

del cono tangente GO = &m™/m"*! en el origen (que es el ideal maximal & m"/mntl).
n 1

n=

Sea A un anillo noetheriano. Probar que dim Afz] = 1 4 dim A (Obsérvese que si p C A es un
ideal primo entonces pA[z] es un ideal primo de A[z]).

Sea O un anillo local noetheriano de dimensién de Krull 2. Probar que el conjunto Spec O tiene
infinitos puntos.

Sea A = k[x1,x9,...,Zy,...] un anillo de polinomios de infinitas variables. Sean p; = (i, .. ., Tgit1—

)y S=A-Up.

(a) Probar que Spec,,,., As = {p; - As}:.

(b) Probar que toda funcién no nula de Ag pertenece a un nimero finito de ideales maximales.
)
)

(c

(d) Probar que dim Ag = co. (Nagata)

Probar que Ag es un anillo noetheriano.
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10.

11.

12.

Sean X,Y variedades algebraicas. Probar que
dim(X xY)=dim X +dimY
(Utilicese el Lema de Normalizacién de Noether).
Sean Y, Y subvariedades irreducibles de A™. Supongamos que Y NY’ # (). Demuéstrese que

codimY + codim Y’ > codim(Y NY")

Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea y € f(X) un punto
cerrado. Demuéstrese que

dim 7' (y) > dim X — dim f(X)
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Capitulo 4

Anillos locales regulares

4.1 Introduccién

Los anillos de funciones algebraicas de la ctspide y? — 2% = 0, el nodo y? — 22 + 23 = 0, el cono
2% 4+ y? — 22 = 0 son no regulares en el origen y regulares en cualquier otro punto.

El objetivo de este capitulo es caracterizar localmente los anillos de funciones de las variedades
algebraicas sin singularidades. Diremos que una variedad algebraica de dimensién n es regular en
un punto si y sélo si existen n hipersuperficies que se cortan transversalmente en el punto (contando
multiplicidades). Estd definicién equivaldrd a que el cono tangente a la variedad sea un espacio afin
y a que la completacién del anillos funciones algebraicas en el punto sea un anillo de series formales.
Daremos también criterios diferenciales que caractericen la regularidad.

Por 1ltimo, para el problema de la “regularizacién” de una variedad introduciremos los anillos de
valoracién. El procedimiento de regularizacién de las curvas por explosién, se estudiara en el siguiente
capitulo.

4.2 Anillos locales regulares

1. Definicién : Diremos que un anillo O local noetheriano de ideal maximal m es regular, si dim O =
dime /m m/m2. A m/m? se le denomina espacio cotangente de Zariski.

En Geometria Diferencial, si V' es una variedad diferenciable, x € V y m, es el ideal de las
funciones diferenciables que se anulan en z, entonces m,/m2 = TV es el espacio cotangente a V en
x. Si bien, el anillo de gérmenes de una variedad diferenciable no es un anillo noetheriano, se cumple
que la dimension de la variedad diferenciable coincide con la dimensién del espacio cotangente en todo
punto. En este sentido se puede decir que las variedades diferenciables son regulares en todo punto.
2. Definicién : Diremos que X = Spec A es regular en z € X si A, es un anillo local regular.

3. Ejemplo: Los anillos integros locales de ideales principales son anillos regulares. Por tanto, las
localizaciones de Z en sus puntos cerrados son anillos regulares.

Recordemos que dado f € m decimos que es un parametro. Observemos que para todo anillo O
local noetheriano dim O < dime /n m/m?, porque si dime m/m? =ny fi,..., f, es un sistema de
parametros obtenido por Nakayama, sabemos que dim O < n. Por tanto,

Oes regular < dim O > dime /n, m/m?

95
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4. Proposicion : Un anillo O local noetheriano de dimension n, es reqular si y solo si existe un
sistema de pardametros f1,..., fn que generan el ideal mazimal m de O.

Demostracion. Si O es un anillo regular entonces n = dimO = dimgp/n m/m2. Si fi,...,fn es
un sistema generador de m obtenido por Nakayama, éste serd el sistema de pardmetros busca-
do. Reciprocamente, si fi,..., f, es un sistema de pardmetros que generan m entonces dim O >
dime /m) m/m?, luego O es regular. O

Aunque no hayamos definido la multiplicidad de interseccién, digamos que esta proposicién se
interpreta geométricamente del siguiente modo: “Una variedad algebraica irreducible X = Spec A de
dimensién n, es regular en un punto cerrado x € X si y sélo si existen n hipersuperficies, f; = 0, que
se cortan con multiplicidad 1 en z”.

5. Proposicién: FEl anillo local de k[x1,...,z,] en el origen es un anillo regular de dimension n.

Demostracion. Denotemos m, = (x1,...,2,). Por 3.4.1, dimk[zy,...,z,], = n. Por la proposicién
anterior, k[z1,...,2,], es regular. O
6. Ejercicio: Probar que para todo ideal maximal m, C k[z1,...,z,], entonces k[z1,...,2,], es

regular. “El espacio afin es regular en todo punto”.

7. Teorema: O es regular si y solo si GuO = O/m|x1,...,x,]. “O es regular si y sélo si el cono
tangente en el punto cerrado es isomorfo a un espacio afin.”

Demostracion. Antes empezar con la demostracion, observemos que el graduado de GO = O/m @
m/m? ®m2/m3 @ .- en el ideal definido por el ideal maximal m/m? & m?/m3 @ --- es isomorfo a
GnO. Como por Samuel, la dimensién de un anillo local O viene determinada por su graduado GO,
tendremos que la dimensién de Krull de G, O localizado en el ideal maximal m/m? @ m?/m3 @ -
escribamos simplemente dim G, O, es igual a dim O.

Si O es un anillo regular de dimensién n, existe un sistema de parametros fi,..., f, que genera
el ideal maximal m de O. Consideremos el epimorfismo graduado

o/mlzy,....z,] — GO =0/md m/m*om?/m3e...

Veamos que es un isomorfismo: O/m[zy,...,2,] es un anillo de dimensién n en el origen. Si hubiese
nucleo, la dimensién del anillo imagen, es decir la de G, O, en el punto definido por el ideal maximal
m/m? ®m?/m3 @ .. serfa menor que n = dim O. Contradiccién.

Reciprocamente, si GO = O/m[xy,...,x,], entonces dim GO = n, luego dim O = n. Ademas,
tenemos también que

dime /m m/m* = dime /m (21, ..., 20) /(215 .., 20)2 =1

Luego, dim O = dime /i m/m? y O es regular.
O

8. Corolario: Sea O un anillo local noetheriano, de ideal marimal m. Sea O el completado m-ddico
de O. Se cumple que O es reqular si y solo si O es reqular.

Demostracion. El corolario es consecuencia del teorema anterior y de que GO = G 0O. 0

9. Proposicién: Si O es un anillo regular entonces es integro.
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Demostracion. Sean f,g € O. Sea m el ideal maximal de O. Recordemos que ﬂNm" = 0. Por tanto,
ne

existen 7,5 € N de modo que f € m", f ¢ m"t!, g e m®y g ¢ m*+t!. Es decir, f € m"/m"+! y
g € m®*/m**! son no nulas.

Si O es regular entonces GO = O/m(xy,...,z,]. O/m[zy,...,2,] es un anillo integro. Por lo
tanto, f-g = fg € m"**/m"***+1 no es nulo. Luego f - ¢ no es nulo y O es integro. O

10. Proposicién : Sea O un anillo local regular de ideal maximal m, completo por la topologia
m-ddica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O~ O/m[[z1,...,2,]]

Demostracion. Por el teorema de Cohen, existe una seccién O/m — O del cuerpo residual de m. Sea
&, ..., &, un sistema generador de m obtenido por el Lema de Nakayama. El morfismo

O/m|[z1,...,2a]] = O, s(x1,...,2n) — $(&1,. .., &)

es un isomorfismo porque en los graduados lo es (recuérdese 3.2.7). Por tanto,

O ~0O/m[z1,..., ]

O
Escribamos m = m, y sea f € m,. Denotaremos a f € m,/m2 como d,f, y diremos que d,f es
la diferencial de f en z. Por ejemplo, si consideramos p(x1,...,T,) € My = (T1 — 1, ..., Tp — Qy) C
klz1,...,2n], entonces por desarrollando por Taylor en (aq,. .., a,), tenemos que
dp dp
dep(T1,. .., Tn) = 8—{31(@1, coap)dexy o+ Txn(al, ey )Ty

En el caso de que el anillo A una k-dlgebra y A/m, = k, dado f € m,, se define d,.f = f — f(z) €
m,/m2, donde f(z) = f € A/m, = k.
11. Teorema: Sea O un anillo local regular de ideal mazimal my. Sea I C O un ideal. O/I es

un anillo reqular < I estd generado por un sistema de pardmetros de diferenciales en x linealmente
independientes.

Demostracion. Denotemos por m,, la clase de m,, en O/I.
<) Sabemos que I = (f1,..., fr) de modo que {d,f1,...,d.fr} son linealmente independientes
en m,/m2. Consideremos la sucesién exacta

I—m, —-m, —0
Tensorializando por ®»O/m,, obtenemos la sucesién exacta
0— I/m,I — m,/m2 —m,/m2 — 0

que es exacta por la izquierda, porque fi,...,f. es un sistema generador de I/m,I linealmente
independiente en m,/m2. Por tanto,

dimo /m, Mg/M2 = dimem, Mme/m> —r =dim O —r < dim O/1

Luego O/I es regular (de dimensién dim O — r).
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=) O/I es regular. Escribamos dim @ = n y dim O/I = n — r. Consideremos la sucesién exacta
I—m, -m; —0
Tensorializando por ® oO/m, obtenemos la sucesién exacta
I/m,I — m,/m2 —m,/m2 =0

Sean pues fi,..., f, € I, de modo que fi,..., f. sea una base del nticleo del epimorfismo m,/m?2 —
m, /m2.

El epimorfismo O/(f1,..., fr) — O/I es un isomorfismo: O/(f1,..., fr) es un anillo regular por
<), de dimensién n — r. Si hubiese nicleo, la dimensién de la imagen serfa menor que n — r, porque
O/(f1,..., fr) es integro por ser un anillo regular. Por tanto, la dimensién de O/I serfa menor que
n — r, contradiccion.

Por tanto, I = (f1,..., fr) con d f1,...,d, fr linealmente independientes.

12. Ejercicio: Calcular los puntos regulares de Clz,y]/(y* — 2% + 23).

Los anillos locales de la Geometria Diferencial, si bien no son noetherianos, pueden considerarse,
si no somos rigurosos, como anillos regulares, pues sus completados son anillos de series formales. En

Geometria Diferencial, es conocido que dada una variedad diferenciable X y {f1,..., fr} € C>*(X),
si dgf1,...,dsfr son linealmente independientes para todo = € {f; =0,..., f, = 0} entonces {f; =
0,..., fn =0} es una subvariedad diferenciable de X.

4.3 Anillos locales regulares de dimension 1 y anillos de valo-
racion

Los anillos locales regulares de dimension cero son los cuerpos. En la teoria de Galois, se ha pro-
fundizado en su estudio. Nuestro objetivo es el estudio de los anillos locales regulares de dimensién
uno. Los anillos de dimensién uno de la Geometria Algebraica son los anillos de funciones algebraicas
de las curvas. En la clasificacién de la curvas algebraicas es fundamental el caracterizar los puntos
singulares (los puntos no regulares) de las curvas y la regularizacién o desingularizacién de éstas.
Como veremos, los anillos locales regulares de dimensién uno son los anillos de valoracién discreta, y
la interseccién de los anillos de valoracién que contienen a un anillo es su cierre entero, en el caso de
anillos de curvas es el anillo de su desingularizacién.

1. Teorema: Sea O un anillo local noetheriano de dimension 1. Se verifica que O es regular si y
solo si O es un anillo de ideales principales.

Demostracion. =) Si O es regular de dimension 1, su ideal maximal estd generado por un pardmetro

t € m. Si f es un elemento no nulo de O, entonces f =t" -7, con ¢ € O invertible para un n € N. Por

tanto fO = ¢"O. Dado un ideal I, tendremos que I = ¢™O con m = min{n : fO =t"O, con f € I}.
<) Tenemos que dimm/m? < 1. Luego dim O > dimm/m? y O es regular.

O

2. Definiciéon: Sea ¥ un cuerpo. Una valoracién discreta de X es una aplicacién epiyectiva v: ¥ —
{0} — Z que verifica

L w(fg) = v(f) +v(9).
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2. v(f +g) > min{v(f),v(g)}

Dado un anillo O local regular de ideal maximal m y cuerpo de fracciones X, podemos definir una
valoracién discreta en ¥ (la valoracion m-adica): Dada f € X tenemos que f = ¢, con a,b € O. Sea
t un generador de m. Se verifica que a =t -7y b =¢" -4’ donde 7,4’ son invertibles de O. Entonces
f=t""".¢" con i’ invertible de O. Pues bien, si definimos v(f) = n — m, es facil comprobar que v
es una valoracién discreta. Ademds O coincide con las f € ¥ de valor mayor o igual que cero.

Reciprocamente, veamos que dada una valoracién discreta v entonces O, = {f € ¥ : v(f) > 0} es
un anillo local regular de dimensién 1 de cuerpo de fracciones 3.

Sea v: ¥ — {0} — Z una valoracién. Observemos que v(1) =v(1-1) = v(1) + v(1) luego v(1) = 0.
Por tanto, 0 = v(1) = o(f - f71) = v(f) + o(f 1), luego v(f ') = —v(f).

Cada ideal I C O, estd generado por un elemento de valor minimo: Sea f € I de valor minimo,
dado g € T tenemos que v(g) > v(f) luego v(g/f) = v(g) —v(f) > 0. Luego g/f € O, vy g=g9/f - f,
es decir T = (f).

Asi pues, O, es un anillo de ideales principales, luego noetheriano. O, es un anillo local que no
es un cuerpo, porque los invertibles son precisamente {f € O, : v(f) = 0} y el ideal maximal es
po = {f € O, : v(f) > 0}. Por tanto, O, es un anillo local regular de dimensién 1. Ademds, para
toda f € ¥ o bien f € O, o bien f~! € O,, es decir, v(f) > 00 v(f~1) = —v(f) > 0 (esta propiedad
junto con la noetherianidad va a caracterizar los anillos de valoracién discreta O,). Por tanto, el
cuerpo de fracciones de O, es 2.

Hemos obtenido la siguiente proposicion.

3. Proposicién : La correspondencia que asigna a cada valoracion discreta v de X el anillo O, =
{f €X:v(f) >0} es una correspondencia biunivoca entre el conjunto de valoraciones discretas y los
subanillos locales regulares de dimension 1 de ¥ de cuerpo de fracciones 3.

Dada una valoracion discreta v diremos que O, es un anillo de valoracion discreta.

4. Definicién: Sea ¥ un cuerpo, diremos que un subanillo O, C ¥ es de valoracién si verifica que
para todo f € ¥ o bien f € O, o bien f~! € O,.

Todo subanillo de valoracién de ¥ es integro y su cuerpo de fracciones es 3. Diremos que X es el
anillo de valoracion trivial de X.

5. Proposicion: Sea O, un anillo de valoracion y I, Iy ideales de O,. Entonces Iy C I o Iy C I4.
Demostracion. Si Iy € Io y Is € I, entonces existen f1 € I, f1 ¢ Iy y fo € Lo, fo ¢ I;. Sabemos que
fi/f2 € O, (o equivalentemente fo/f1 € O,). Por tanto, fi = f1/fa2 - fa € I, contradiccién. O
6. Corolario: Todo anillo de valoracion es local.

Al ideal maximal se le denota p,, y se le denomina el ideal de valoracién.

7. Proposicion: Si O, es un anillo noetheriano de valoracion, no trivial, entonces O, es un anillo
local reqular de dimension 1.

Demostracion. Si O, es noetheriano, todo ideal es principal, pues dado I = (f1,..., f,) tenemos
que (f1) C (f2) (o reciprocamente), luego I = (fa,..., fn). Recurrentemente obtendremos que I es
principal. Por tanto, si O, no es trivial, es un anillo local regular de dimensién 1. O

Dado un anillo de valoraciéon O, de ¥, denotemos por Oy el grupo de los invertibles de O,. La
relacién definida en el grupo X*/O% por f > gsi f-g~! € O,, es una relacién de orden total.
Denotemos por v: ¥* — ¥*/O% el morfismo de paso al cociente. Se verifica que

1. v(fg) = v(f) +v(g) (denotamos la operacién de 3*/O} aditivamente).
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2. v(f +g) > min{v(f),v(g)}

Reciprocamente, dado un grupo G aditivo totalmente ordenado y v: ¥* — G una aplicacién verifi-
cando las dos condiciones anteriores, O, = {f € ¥ : v(f) > 0} es un anillo de valoracién.

4.4 Cierre entero y anillos de valoracién

El objetivo principal del resto del curso es el estudio de la desingularizacién de las curvas. Resulta que
la desingularizacién C' de una curva C es un morfismo C' — C finito y birracional (las fibras son finitas
y en un abierto es isomorfismo) y C' no admite a su vez tales morfismos (salvo los isomorfismos). Es
decir, si escribimos C' = Spec A y C = Spec A, resulta que A — A es un morfismo finito y birracional
y A no admite tales morfismos (salvo los isomorfismos). Como veremos los anillos de valoracién estan
caracterizados por no admitir morfismos birracionales “dominantes” y A coincide con la interseccién
de los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones de A que contienen a A.

1. Definicién: Diremos que un anillo A integro, es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
3, si cumple que si una funcién f € ¥ es entera sobre A entonces f € A. También se dice que A es
normal.

Sea A — B un morfismo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de B formado
por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de fracciones
es un anillo integramente cerrado.

2. Proposicién : Los dominios de factorizacion unica son integramente cerrados en su cuerpo de
fracciones.

Demostracion. Sea A un dominio de factorizacién tinica y 3 su cuerpo de fracciones. Sea { € ¥ una
fraccién de modo que b sea primo con a. Si  es entero sobre A verifica una relaciéon

gn gn—l _
(b) +a1(b) +...4+a,=0

Multiplicando por b™ tendremos a™ + b=0. Luego, como b es primo con a, habra de ser invertible y
f € A. En conclusioén, los tinicos elementos enteros de 3 sobre A son los de A.
O

3. Ejemplo: Z, k[z],k[z1,...,x,] son anillos integramente cerrados en sus cuerpos de fracciones.

4. Lema: Los anillos de valoracion son integramente cerrados en su cuerpo de fracciones.

Demostracion. Sea O, un anillo de valoracién y 3 su cuerpo de fracciones. Sea f € 3 entero sobre
O,. Por tanto, verifica una relacién entera

f7l+alfn_1+"'+a'n:07 aieov

Si f~' € O,, entonces f = —a; —asf 1 —---— fI"" € O,. Si f~1 ¢ O, entonces f € O,, pues O,
es un anillo de valoracién. En conclusién, O, es integramente cerrado en su cuerpo de funciones.
De otro modo: nv(f) = v(f™) = v(—a1 f"1—...—a,) > min{v(—a1 f*71),...,v(=an_1f),v(—an)} >

min{(n — 1)v(f),...,v(f),0} de lo que se deduce que v(f) > 0.
O
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Si consideramos el nodo C = y? — 22 + 23 = 0 y consideramos la curva C' que se obtiene de

“despegar” las dos ramas y el morfismo natural C—C “pegar”, resulta que este morfismo fuera del
nodo es isomorfismo (birracional) y es un morfismo finito. Parece claro intuitivamente que para las
curvas regulares en todo punto, no existen mas morfismos birracionales finitos que los isomorfismos.
En términos matematicos precisos:

5. Teorema: Sea O un anillo integro local noetheriano de dimension 1. Las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. O es regular.
2. O es un anillo de valoracion.
3. O es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones X..

Demostracion. Sélo nos falta probar (3 = 1).

Sea f un elemento no nulo del ideal maximal m de O. O/fO es un anillo local de dimensién
cero. Por tanto, el ideal maximal m en O/ fO es nilpotente. Es decir, existe un n € N de modo que
m" C fO. Sea n € N minimo verificando m"® C fO. Sea g € m"~! de modo que g ¢ fO. Basta

probar que m = L. O, pues tendriamos que m es un O-moddulo principal y O un anillo regular. Basta

g
probar, pues, que % -m = O. Se verifica que % -m C % -m™ C 0. Si % -m # O, tendremos que
% -m C m. Por tanto, % es un endomorfismo de m, que ha de satisfacer el correspondiente polinomio
caracterfstico. Luego % es entero sobre O, asf pues % € 0. Contradiccién porque g ¢ fO.

O

6. Definicién: Un anillo A se dice que es un dominio de Dedekind si es noetheriano de dimensién
1 e integramente cerrado.

7. Lema: Un anillo A integro, es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones si y solo si es
localmente integramente cerrado.

Demostracion. Sea A integramente cerrado. Dado x € Spec A veamos que A, es integramente cerrado:
Sea f € ¥ entero sobre A,. Por tanto, existe una relacién entera

ffrai/si " dan/s, =0 cona;,s; € Aysi(z) #0

Sea t = s1--- sy (luego t(x) # 0). Multiplicando la relacién anterior por t" obtenemos una relacién
entera con coeficientes en A de tf, luego tf € Ay f € A,.

Reciprocamente, supongamos que A es localmente integramente cerrado. Sea f € X entero sobre
A. El morfismo A — A[f] es finito, luego localmente es finito, es mds es isomorfismo (porque A es
localmente integramente cerrado). Por tanto, A = A[f] y f € A, es decir, A es integramente cerrado.

O

8. Proposicién: Si A es un dominio de Dedekind e I C A un ideal no nulo, entonces I se escribe
de modo unico como producto de ideales primos.

Demostracion. Sean {x1,...,2m} = (I)o. Sabemos por el teorema y lema anteriores que A,, es un
anillo de ideales principales. Por tanto, I, = pyiA.,, para cierto n; € N tnico. El ideal

nl DR TL/'YL
Pa, Tm

es igual localmente a I, luego son iguales globalmente. Evidentemente los exponentes n; estan deter-
minados porque lo estan al localizar. O
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9. Definicién: Un morfismo @ — O’ inyectivo entre anillos locales de ideales maximales m,m’ se
dice que es dominante si m’ contiene a m, es decir, sim’ N O = m.

10. Lema: Sea A un anillo integro y ¥ su cuerpo de fracciones. Se verifica que & € X es entero
sobre A si y sélo si € € A[E71].

Demostracion. Si € es entero sobre A entonces existe una relacién entera
"+ 4+ aré+ag =0, cona; € A
Multiplicando por £ ~"*1 obtenemos ¢! + a, 1 + -+ + apf "t = 0. Luego ¢ € A[¢71].
Si ¢ € A[¢~1] entonces & = iai(f_l)i. Multiplicando por £” tendremos

1=0
e —agf" — - —a, =0

Es decir, & es entero sobre A.
O

11. Proposicién: Un anillo O local integro, de cuerpo de fracciones X2 es de valoracion si y solo
st el inico anillo local O' C X que contiene a O de modo que la inclusidn O — O’ sea un morfismo
dominante es O.

Demostracion. Supongamos que O es de valoracién. Sea O C ¥ un anillo local que contenga estric-
tamente a O y sea £ € O’ — O. Entonces 7! € O, por ser O de valoracién. Es més, €1 pertenece al
ideal maximal m de O, porque ¢ ¢ O. En particular, £~ € O, luego £~! no puede pertenecer a su
ideal maximal m’, pues £ € O’. En conclusién, 7' e my ¢~ ¢ m’, luego O’ no domina a O.
Supongamos ahora que en X no hay anillos locales que dominen a O. Sea £ € X. Si € es entero sobre
O, entonces el morfismo O — QJ¢] es finito. Sea m, un ideal maximal de O[¢] tal que m, N O = m,
que existe porque los morfismos finitos inyectivos inducen una epiyeccién entre los espectros (1.3.15).
Entonces el morfismo O — O[¢], es dominante, luego O = O[¢], y € € O. Si £ no es entero sobre
O, por el lema anterior ¢ ¢ O[¢71], luego (£71) g O[¢71]. Es més, como O[¢71]/(¢71) = O/I,

(m,£71) = m, es un un ideal maximal de O[¢71]. El morfismo O — O[¢71], es dominante, luego

O=0 ", y¢cteo. O

12. Teorema: Sea A un anillo integro y ¥ un cuerpo que contiene a A. Sea A el cierre entero de
A en X. Entonces B
A= n O,
ACO,

donde O, son subanillos de valoracion de Y.

Demostracion. a) A C N cmo O,: Dado £ € A es entero sobre A, luego es entero sobre cualquier

=YV

anillo O, que contenga a A. Ahora bien, los anillos de valoracién son integramente cerrados, luego &
pertenece a todo anillo O, que contenga a A, es decir, £ € N Cﬂ O,.

=Y

b) A D Jras O,: Si & € ¥ no es entero sobre A, entonces por el lema anterior, £ "L A[¢ 1] ; A[E7Y.

Por tanto, existe un ideal maximal m, C A[¢~!] que contiene a ¢~!. Consideremos el anillo local
A[¢7Y,. Sea O, un anillo local maximal con la condicién de que domine a A[¢™1], (que existe por
el lema de Zorn). O, es un anillo de valoracién porque no admite morfismos dominantes. Se verifica
que £t € p,, donde p, es el ideal de valoracién de O,, luego € ¢ O,. En conclusién, Acmo 0, C A.

O
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13. Ejercicio: Sea A un subanillo de un cuerpo K y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea
[+ A — k un morfismo de anillos. Existe un subanillo O, de valoracién de K que contiene a A y un
morfismo f': O, — k, de modo que f’ es una extensién de f y Ker f/ = p,.

Resolucidn: Sea A’ un anillo local cumpliendo las propiedades exigidas a O, y no dominado por
ningun otro anillo local cumpliendo las propiedades.

Pruébese que A’ es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Sea £ € K. Si ¢7! ¢ A’ entonces no es entero sobre A’. Por tanto, por el lema, £A’[¢] # A'[¢].
Por tanto, (A'[¢] N A’ estd incluido en el ideal maximal de A’ y tenemos el diagrama conmutativo

Al A’[¢] A'[E]/(EATE]) == A"/ (EAT[] N A')
-

k

Con lo que llegaremos a contradiccion, por la definicién de A’, salvo que £ € A’. En conclusién, A’ es
de valoracion.

4.5 Finitud del cierre entero

1. Lema: Sea A un anillo noetheriano integro, integramente cerrado en su cuerpo de fracciones 3.
Sea . — X una extension finita separable de cuerpos. Entonces el cierre entero A de A en X es un
A-mddulo finito.

Demostracion. Consideremos el diagrama

A— A
n N

>y — 5

¥ es el cuerpo de fracciones de A: Dado f € 3, verifica una relacién algebraica con coeficientes en ¥,
digamos 2" +byz" "t +- - -+b,, con b; € ¥. Escribamos b; = a;/al, con a;,a; € Ayseaa =a}-----al,.
Es facil comprobar que a’ - f es entero sobre A, es decir a’ - f € A. Por tanto, f pertenece al cuerpo
de fracciones de A y concluimos.

Consideremos en ¥ la métrica T de la traza, T (f, g) = tr(f - g).

Recordemos que tr(h) es la traza de la homotecia multiplicar por h en 3, que tr(h) = > g(h),
geG

donde G = Homk,élg(i,i) y Y es la envolvente de Galois de ¥. Recordemos también que ¥ es
separable si y sélo si T3 es no singular.

Sea @1,...,a, € A una base del T-espacio vectorial £. Sea wq,...,w, € X* la base dual de
ai,...,0a,. A través del isomorfismo
_ iT. _ _
S 2 £ = Homg(%,X)

h +— ihTy: KW — To(h,h')=tr(h- 1)

se verifica que iTh: A — Aw; + - - -+ Aw,: Dado h € A, escribamos iT5(h) = A\jwy + - - - 4+ A\wy,, con
A € X. Tenemos que ver que \; € A. Se tiene que

A= ZTQ(h)(ELl) = tI‘(l’L . di) = Zg(h . ai)

geG
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Ahora bien, h - a; € A, luego g(h - a;) € A, luego \; = >_ g(h-a;) € A. Recordemos que \; € ¥y A
geG
es {ntegramente cerrado, luego \; € A.

En conclusién, A estd incluido en un A-médulo finito, luego por la noetherianidad de A, es un
A-modulo finito. O

2. Ejercicio: Probar que Z[v/5] no es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

3. Ejercicio: Demostrar que el cierre entero de Z[v/5] en Q[v/5] es finito sobre Z[v/5]. (Pista:
7 — Z[¥/5] es finito y Z es Mtegramente cerrado en su cuerpo de fracciones).

4. Teorema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra de cuerpo de fracciones 3. Sea 3 — ¥ una
extension finita de cuerpos. Entonces el cierre entero A de A en 3 es un A-mddulo finito, de cuerpo
de fracciones X.

Demostracion. Sea por el lema de normalizacién de Noether un morfismo finito k[xy,...,z,] — A.
Como el cierre entero de A en ¥ coincide con el cierre entero de k[x1,...,z,] en ¥, podemos suponer
que A = Kk[zq,...,2,).

Sea X la envolvente normal de 3. El cierre entero de A en 3 contiene a A. Luego si demostramos
que el cierre entero de A en ¥ es un A-médulo finito tendremos que A también lo es. Asi pues,
podemos suponer que ¥ es una extensién normal de X.

Sea G el grupo de Galois de . Sea ¥ los elementos de ¥ invariantes por G. Denotemos por A’
al cierre entero de A en . A coincide con el cierre entero de A’ en 3, luego A es un A’-médulo finito
por el lema anterior, pues ¢ < ¥ es una extensién separable (de Galois). Asf pues, para demostrar
que A es un A-médulo finito basta ver que A’ es un A-médulo finito. Observemos que ¥ — X< es un
morfismo puramente inseparable.

En conclusién, podemos suponer que A = k[zy,...,7,] y que ¥ < ¥ es una extensién finita
puramente inseparable de cuerpos.

Sea cark = p > 0 y escribamos & = X[¢,...,&]. Existe m >> 0 de modo que ffm ey =

k(x1,...,x,), para todo i. Escribamos 7" = p;/q;, con p; = Z)\ixi € klx1, ...,z y i = Zuixi €
3 (3

klwy, ... 2] Sea k! = k(" Ai, »V/i)i y X' =K (7@, ..., »/Zn). Se verifica que & = *\/pi/q; €
3, luego ¥ C Y. De nuevo, podemos suponer para demostrar el teorema que ¥ = X’. Ahora
bien, el cierre entero kf[zy,...,x,] en X' es K'[»3/z1,..., »\/Zy], pues K'[?/Z1,..., »\/Z,] es un
klx1,...,2zs]-médulo finito y es fntegramente cerrado (porque es un anillo de polinomios). Hemos
concluido.

O

5. Definicion: Diremos que Spec A es una curva integra afin si A es una k-dlgebra de tipo finito
integra de dimension 1.

6. Ejemplo: La recta afin A; = Spec k[z], la circunferencia Spec k[z,y]/(2? + y* — 1).

Los cerrados propios de la topologia de Zariski de una curva integra son los conjuntos finitos de
puntos cerrados. El punto genérico es el tiinico punto denso.

7. Definicién : Diremos que un punto cerrado z € Spec A es no singular si A, es un anillo regular.
Diremos que es singular si A, no es regular.

8. Ejemplo: Speck[z,y]/(y?> — x3) tiene un tinico punto singular, el origen.

9. Teorema: El niumero de puntos singulares de una curva integra es finito.
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Demostracion. Sea C' = Spec A la curva integra y ¥ el cuerpo de fracciones de A. Sea A el cierre
entero de A en X, que como sabemos, es un A-médulo finito, de cuerpo de fracciones ¥. Consideremos
la sucesion exacta

0—-A—A—A/A—-0

Localizando en el punto genérico de la curva, tenemos que A/A es cero. Luego A/A es cero al localizar
en todos los puntos salvo en un nimero finito de puntos cerrados. Por tanto, A = A al localizar en
todos los puntos salvo un nimero finito de puntos cerrados. Por el lema 3.4.7, dado x € Spec A,
A, = A, siysolosi A, es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones, es decir si y s6lo si A,
es regular, es decir, si y sélo si z es no singular. En conclusién, los puntos singulares de C' = Spec A
coinciden con los puntos del soporte de A/A, que es un nimero finito de puntos.

O

4.6 Problemas

1. Calcular el polinomio de Samuel de un anillo local regular de dimensién 2.

2. Probar que un anillo local noetheriano O es un anillo regular de dimensién r si y sélo si So(n) =
(”Jr:*l). Para la suficiencia seguir los pasos:

(a) O es regular siy sélo si GO es un anillo regular en el origen.

(b) Si A =E[&,...,&] es una k-dlgebra y my = (§1,...,8n) ¥ k es el cierre algebraico de £,
probar que A es regular en m, si y sélo si A ®j k es regular en m, ®x k.

(¢) Si A =k[&,...,&] es una k-dlgebra graduada, con gr&; = 1 y k con infinitos elementos,
demostrar que existe un morfismo graduado finito k[z1,...,z,] — A.

n+r71) )

(d) Probar que el morfismo anterior es isomorfismo si y sélo si S4(n) = ("7

3. Sea O un anillo local noetheriano, e I = (f1,..., fr) C O un ideal tal que O/I es un anillo
regular de dimensién de Krull dim O — r. Probar que O es un anillo regular.

4. Probar que la localizacién de Z[x] en cualquier punto es un anillo regular.

5. Probar que un anillo noetheriano A es regular en todo punto si y sélo si A[z] es regular en todo
punto.

6. Calcular los puntos de Z[+/5] en los que no es regular.

7. Sea my = (1,...,2,) y O = (k[x1,...,2,]/(P1,-..,Pr))z. Supongamos que dim QO = n — 7.

Probar que O es regular si y sélo si rg(ggf (0)) =r.
J

8. Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y x € X e y € Y dos puntos racionales regulares.
Probar que X x; Y es regular en (x,y).

9. Sea A un anillo incluido en un cuerpo ¥. Probar que f € ¥ es entero sobre A si y sélo si es
entero sobre A[f~1].

10. Calcular los anillos de valoracion de Q.

11. Calcular los anillos de valoracién de C(z), que contengan a C.
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12. Consideremos el morfismo Clz,y] — C[[0]],  — 0,y — senf. Demostrar que O, = C(z,y) N
C[[0]] es un anillo de valoracién discreta, tal que O, /p, = C.

13. Sea O, un subanillo de valoracién del cuerpo . Pruébese

(a) Si B es un subanillo de valoracién de ¥ contenido en O,, entonces existe un ideal primo
p, de B de modo que O, = B,.

(b) Si p, es un ideal primo del anillo de valoracién B, entonces B/p, es un subanillo de
valoracién de su cuerpo de fracciones.

(c) Seam: O, — O,/p, el morfismo de paso al cociente. Si B es un subanillo de valoracién de
0O, /p, entonces 7~ 1(B) es un subanillo valoracién.

(d) Existe una correspondencia biunivoca entre los subanillos de valoracién contenidos en O,
y los subanillos de valoracién de O, /p,.

14. Sea O, un anillo de valoracién discreta de C(x,y) trivial sobre C.

(a) Demostrar que O, contiene a C[z,y], 0 a C[, %], 0 a (C[%, 2.

(b) Si O, contiene a Clz,y] y p, N Clz,y] = p, es una curva, demostrar que O, = C[z, y]..

(¢c) Si O, contiene a Cx,y] y p, N Clz, y] = m, es un ideal maximal, por ejemplo m, = (x,y),
demostrar que O, contiene a Clzy,y1] con 2y =z, y1 =2 oz = 57 Y =9.

(d) Con las notaciones obvias a partir del apartado anterior. Supongamos que p, NC[z,,, Y] es
un ideal maximal para todo n € N. Demostrar que existe un m € N, de modo que v(x,,) (o
v(Ym)) es minimo entre todos los v(zy,), v(yn). Demostrar que O, = lim O, /(p’) = Cl[z]]

K2

y que por tanto O, /p, = C.

15. Sea Z x Z con el orden lexicografico. Fijemos ¢(z,y) € C[z,y]. Consideremos la aplicacién
v: Clz,y] — {0} — Z x Z, definida por, v(p(z,y)) = (n,m), donde p(z,y) = q(z,y)" - r(z,y)
(r(z,y) no divisible por g(x,y)) y m es la multiplicidad de p(z,y) en un punto ¢ de g(z,y),
dado. Demostrar que v extiende a una valoracién de C(z,y).

16. Sea o un nimero irracional positivo. Demostrar que la aplicacién v: Clz,y] — Z + Za, definida
por v(} cnmx"y™) = min{n + malcy,m # 0} extiende a una valoracién de C(x,y).

17. Sea ¥ un cuerpo. Un valor absoluto en ¥ es una aplicacién f: ¥ — RT satisfaciendo los
siguientes axiomas

(a) f(z) =0siysdlosiz=0.

(b) Flay) = F(x)f(y), para todo 2,y € 5.
(c) flz+y) < Cmax{f(x), f(y)} para todo x,y € ¥ y cierto C € R*.!

1En Bourbaki, Commutative Algebra, puede verse: Se verifica que C > 1. Si C < 2 la condicién tercera, supuestas
las dos primeras, equivale a f(z +y) < f(z) + f(y). Todo valor absoluto define la topologia donde la base de entornos
de un punto z € ¥ es {y € 3| f(z — y) < €}, para e € RT. Si identificamos dos valores absolutos si definen la misma
topologia, podremos suponer que C = 1 o C = 2 (tomando f®, para cierto o € R*), denominado valor absoluto
“arquimediano”. Asi puede verse que los valores absolutos de Q estdn en correspondencia con el conjunto de nimeros
primos positivos junto con el valor absoluto “arquimediano” estdndar de Q. El teorema de Gelfand-Mazur, dice que si
Y es una R-extensién de cuerpos, y posee una norma compatible con la estructura de dlgebra de X, entonces X es R o
C. El teorema de Ostrowski dice que si f es un valor absoluto arquimediano, entonces ¥ es una subextensiéon densa de
R o Cy f es equivalente al valor absoluto estandar.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Pruébese que existe una correspondencia biunfvoca entre los valores absolutos con C' =1 (“no
arquimedianos”) y las valoraciones de ¥ con valores en R. (Pista: Dado un valor absoluto f,
pruébese que log(—f) es una valoracién.)

Sea C = C]Joo. Impongamos —oo = 00, 0~! = 00, co™! = 0; a 4+ 0o = 00 + a = oo, para todo
a€C;00-a=a-00 =00, para todo a € C. Sea K un cuerpo. Sea f: K — C una aplicacién
tal que

fle+y)=f@)+f) flz-y) = flz) fly), f1) =1
siempre que los términos escritos tengan todos sentido. Demostrar que los x € K tales que
f(x) # oo (es decir, valor finito) forman un subanillo de valoracién de K. 2

Sea A una k-dlgebra de tipo finito de dimensién de Krull 1,integra de cuerpo de fracciones ..
Sea A el cierre entero de A en X. Probar que el conjunto de anillos de valoracién de ¥ que
contienen a A es biyectivo con Spec A.

Pruébese que el anillo local de k[z,y] en el origen es integramente cerrado pero no es un anillo
de valoracion.

Sea O un anillo local integro. Probar que el cierre entero de O en su cuerpo de fracciones es la
interseccién de los anillos de valoracion del cuerpo de fracciones que dominan a O.

Sea A un anillo noetheriano fntegro de dimensién 1. Sea A el cierre entero de A en su cuerpo de
fracciones. Dado a € A no nulo, probar que [4(A/aA) > 14(A/aA). Probar que A es un anillo
noetheriano de dimensién 1.

Sea @ un anillo local noetheriano integro, ¥ el cuerpo de fracciones de O y m = (aq,...,a,) su
ideal maximal. Probar

(a) Si O, es un ideal de valoracién de ¥ que domina a O, para algin i, O, contiene a
O[gt, ..., ¢, a;] = B. Ademds, m - B es un ideal principal propio de B.

(b) Existe un anillo local noetheriano de dimensién 1, en X, que domina a O.

(¢) Existe un anillo de valoracién discreta en Y que domina a O.

(d) Elcierre entero de O en su cuerpo de fracciones es la interseccién de los anillos de valoracién
discreta que lo dominan.

Sea A un anillo integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones.

(a) Si0# I C A es un ideal, definir inclusiones naturales, A < Homa (I, ) — A.
(b) Si 0% I C A es un ideal radical, probar que Hom4 (I, A) N A = Homa(I, I).
Sea A un anillo noetheriano integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones. Sea

Y C Spec A el conjunto de los puntos z, tales que A, no sea integramente cerrado en su cuerpo
de fracciones. Sea I un ideal radical no nulo que se anule en todo Y.

(a) Dada h = % € A, probar que (Anul(hA/(hAN A)))g = {x € SpecA: h¢ A,} CY.
(b) Probar que existe n € N de modo que I"™ C Anul(hA/(hAN A).

(¢) Probar que si A = Homy4 (I, ) entonces A es integramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones.

2Sea K es el cuerpo de funciones meromorfas sobre una variedad analitica compleja de dimensién 1. Entonces

f+ K — C, g+ g(20), siendo zp un punto de la variedad, es un ejemplo del parrafo anterior.
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Capitulo 5

Desingularizacion de curvas

5.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos las singularidades de una curva. Probaremos que toda curva es birra-
cional a una curva sin puntos singulares. Estudiaremos el proceso denominado de explosién que nos
permitird desingularizar las curvas. Definiremos la multiplicidad de una variedad en un punto. Cal-
cularemos la multiplicidad de interseccién de una curva y una hipersuperficie en un punto. Veremos
que el nimero de ramas analiticas de una curva en un punto coincide con el niimero de puntos en los
que desingulariza la curva en el punto. Por tdltimo, en el caso de una Unica rama introduciremos el
desarrollo en serie de Puiseux, que parametriza analiticamente la curva.

Fuera del estudio local de las variedades, probaremos el teorema de Bézout, que dice que dos curvas
planas proyectivas de grados n y m se cortan en n - m puntos, contando grados y multiplicidades de
interseccién. Probaremos también el lema de Max Noether, que nos permitird probar como ejercicios,
los teoremas de Pascal y Pappus.

5.2 Explosion en un punto y desingularizacion

1. Definicién: Sea A un anillo y p C A un ideal. Se llama dilatado de A en p, o anillo de Rees de
A en p, al anillo graduado

DyA=Acpop’e - opo---

El morfismo natural Proj Dy A — Spec A, q — qN A se denomina morfismo de explosién (o transfor-
macién cuadritica cuando p sea maximal), centrada en (p)o.

2. Proposicién: Sea m, C A un ideal mazimal. El morfismo de explosion de Spec A en x
7m: Proj Dy, Z A — Spec A
verifica
1. 7 (Spec A — ) = Spec A.

2. 77 Y(z) = ProjGw, A. “La fibra de x es igual al espacio tangente en x de Spec A”.

109
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Demostracion. 1. Consideremos el morfismo A — A m, @ ---. Dado £ € m,, tenemos que

7' (Ue) = Proj(A@m, @ - )¢ = Proj(A¢ ®mye & -+ )
=Proj(A: ® A¢ & - --) = Proj A¢[t] = Spec A¢ = Ug

Ahora bien, como Spec A — x = ¢ U Ug obtenemos el punto 1.
€Emg

2. Por ser = € Spec A cerrado sabemos que

7 Hx) =Proj[(A@m, @---)/m(ADm, &---)]
= Proj [(A@mm@"’)/(mr@mi@"')]
= Proj(A/m, ®m,/m2 @ ---) = Proj Gy, A

O

Observaciones: Dado y € Spec A distinto de z, 7! (y) se corresponde con el punto de Proj Dy,, A
de ideal p, & (p, Nm;) & (p, Nm2) & - - -, pues éste es un ideal primo homogéneo cuya imagen por
es y.

Seam, = (§1,...,&n). Dn,A=A®m, ®... es una dlgebra graduada generada por sus elementos
de grado uno. Es decir, tenemos la igualdad A[§1,...,§n~] =Aom®..., & — (0,51'_,...). Dado
¢ € m,, hemos probado que Proj Dy, A — (é)g = Spec A[%7 . %] Se cumple que A[%}, ol 5?I‘] es
isomorfo, con el isomorfismo obvio, al anillo A[%, e %], que es el subanillo obvio de Ag.

3. Ejercicio: Sea x € A, el “origen”. Probar que el morfismo de explosién de A, en x
7 Proj Dm, Oa, — A,
verifica
Lo A, —2) Z A, —2.

2. 77 1(x) =P,_1. “La fibra de z es igual a la proyectivizacién del cono tangente en x de A,,, que
coincide con el conjunto de direcciones en z”.

Dada una subvariedad C' <> A,, se tiene un epimorfismo natural Dy O, — Dn,Oc, luego el

cuadrado conmutativo y

C = Proj Dy, Oc < Proj Dy, Op, = A,

L lm

c < A,
Probar que si C es una recta, que pasa por el origen, entonces C = C'y i'(m~1(x)) se identifica con
la, direccién definida por C. Probar que sin = 2 y C es la curva nodal 32 — 22 + 23 = 0, entonces
i'(m71(x)) se identifica con las dos direcciones definidas por las tangentes de C' en x.

4. Teorema: Sea A un anillo semilocal (i.e., con un nimero finito de puntos cerrados), noetheriano,
integro, de dimensién 1. Sea m, un ideal mazimal de modo que A/m, tenga infinitos elementos. Se
verifica

Proj Dy, A = Spec A,

(anillo Ay que especificaremos).
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Demostracion. Escribamos m, = (£1,...,&,). Consideremos el isomorfismo graduado

def =~ =~

A[flv"wfn]

DpA=Adm, om2@---

& &

Sabemos que dado & € m, Proj Dw, A~ (§)f = U = Spec A[61/€, ..., & /€] = Spec A[E1 /€, ..., &u/€].

Para demostrar el teorema, basta encontrar £ € m, tal que (f )& = (), es decir §~ no se anula en ningin
punto cerrado de Proj Dy, A. Por la proposicién anterior (y observaciones) buscamos £ € m,, de modo
que

1. € no se anule en ningin punto cerrado de Proj Dy, A — 77 Y(z) = Spec A — z. Es decir, si
denotamos por y1,...,y, los puntos cerrados de Spec A distintos de z, buscamos § ¢ m, Nmy,
para todo i. “Geométricamente, buscamos un parametro que pase por x y no por los y;”.

2. € no se anule en ningtin punto cerrado de 77 () = Proj G, A. Ahora bien, Gy, A es un anillo
que en el “origen” tiene la misma dimensiéon que A en x, que es 1. Por tanto, como los ideales
primos homogéneos de Gy, A estan incluidos estrictamente en el ideal de funciones que se anulan
en el “origen” (ideal irrelevante), son ideales minimales, luego un ndmero finito. En conclusidn,
siguiendo las notaciones de las observaciones anteriores, si denotamos p,, = 0@ Py, ; PP P -+
los ideales primos homogéneos de Gy, A, buscamos ¢ € m, de modo que ¢ ¢ Paiq g m, /m2.

“Geométricamente, buscamos un parametro que pasa por x transversalmente”.

Sea &€ € m;/m2 C A/m?2 tal que € ¢ p,,, para todo i (existe porque la unién de los subespacios
propios p,,; no puede ser todo m,/m2, ya que A/m, tiene infinitos elementos). Consideremos ahora
el morfismo

¢ A— Ajm2 x A/my, x - x Ajm, aw— (a,a,...,a)

que es epimorfismo, como se comprueba localmente. Si € € m,; es tal que ¢(&) = (e,1,...,1), entonces
es el parametro buscado.
O

Observaciones: El anillo A; = A[£1/€,...,&,/¢] del teorema no depende de la eleccion del
parametro &: Dado &' tal que (€)% = () en Proj Dy, A, entonces (£//€)o = () en Spec A[¢1/€, ..., &, /€]
Luego ¢'/€ es invertible y A[&1/¢', ..., 860 /&1 C A[61/E, ... &n/Elerje = Al61/E, .. En/E]. Por simetria
tenemos la inclusion A[€1 /€, ..., &, /8] C A[&1/€, ..., &, /€] inversa, con lo que concluimos la igualdad.

El ideal mxAl = (61, . ,gn) . A[£1/§7 e 75%/6] = §A1
5. Definicién: El anillo A; del teorema anterior se llama anillo de la transformacién cuadrética. o
anillo de la explosién (en z).

6. Lema: Con las notaciones e hipdtesis del teorema anterior, se verifica que A = Ay < el punto
cerrado x en el que estamos explotando es no singular.

Demostracion. =)m, = m, A;, el cual es principal.
<) Proj conmuta con localizaciones. En el complementario de z, A y A; son isomorfos. Locali-
cemos en x, m, = (£). Entonces Proj D, A = Ué‘ = Spec A[¢/€] = Spec A, luego A; = A.
O
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7. Lema: Si O, es un anillo de valoracién que contiene a A entonces A1 C O,. Por tanto, el
morfismo A — A1 es finito.

Demostracion. Escribamos m, = (&1,...,&,) y D, A = A[gh e ,én] Tenemos que Proj Dy, A =
USpec A[€1/&i,...,&n/&]. Sea & € m, de modo que Proj Dy, A = Spec A[§1/€, ..., & /€], es decir,

Ay = A& /€, ... & /E]. Observemos que

A[§1/§i, S agn/fz] o/ i:nvert. A[fl/fi, S agn/gi]i/ﬁi = A[El/g) <o 7571/5]51'/5
= Aig, /e

Asi pues, si O, contiene a algin A[£1/&;,...,&,/&] contiene a Aj.

Sea £;/&; tal que v(§;/&;) sea méxima para todo 4,j. Entonces v(£x/§;) > 0 para todo k: Si
v(&k/&) <0 = v(&/&) > 0= v(§/&) <v(§/&) +v(&/&) =v(&/& - &/&k) = v(&;/&), lo que es
contradictorio.

Por tanto, A[&1/&;,...,6n/&] C O, v A1 C O,. Como consecuencia, el morfismo A < A es
entero y como Ay = A[£1/¢,...,&, /€] el morfismo es finito.

]

8. Teorema: Sea A un anillo semilocal, noetheriano, integro, de dimension 1. Si el cierre entero de
A en su cuerpo de fracciones es un A-mddulo finito, entonces dicho cierre entero se alcanza por un
numero finito de explosiones en puntos cerrados.

Demostracion. Sea x un punto singular de Spec A. Por el lema 5.2.6, sabemos que A estd incluido
estrictamente en A;. Por el lema 5.2.7 sabemos que 7Al estd incluido en el cierre entero A de A en su
cuerpo de fracciones. Asi pues, tenemos A ; Ay C A

Procediendo del mismo modo con A, tendremos A g Ay g Ay C A. Como A es un A-médulo

finito y A es noetheriano, este proceso es finito y terminara cuando A, = A.
O

9. Definiciéon: La fibra en el morfismo de explosién del punto por el que se explota se denomina
fibra excepcional. En las condiciones y notaciones del teorema anterior si consideramos la cadena

Spec A = Spec A,, — Spec A,,_1 — --- — Spec A; — Spec A
Tn Tn—1 1

a la cadena correspondiente de fibras excepcionales es un orden finito arbolado que se conoce como
arbol de explosién de A.

5.3 Multiplicidad de un punto singular

1. Definicidon: Se llama multiplicidad de un anillo local noetheriano O, de dimension r, al coeficiente
de mayor grado de su polinomio de Samuel multiplicado por el factor r!. Lo denotaremos m,(O,).

2. Ejemplo: Los anillos locales regulares son de multiplicidad 1: Si O es un anillo local regular de

ideal maximal m,, sabemos que G, O = O/my[z1,...,2y] y el polinomio de Samuel es Sp(n) =
("t = Lpm 4+ Por tanto, my(0) = L -ml = 1.

3. Proposicién: Sea I C A un ideal y f € I" — I"'. Denotemos por f, = f € I"/I"T" € GA. Si
fr es no divisor de cero en Gy A entonces
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1L (fynIm=f.-I"".
2. Gi(A/(f)) = (GrA)/(f), donde I es el ideal I en A/(f).

Demostracion. 1. Es claro que f-I™™" C (f) N I™. Probemos la inclusién inversa. Si h € (f) NI,
entonces h = f-g, con g € A. Sea s € N méximo con la condicién de que g € I°—I°T1. Tenemos que ver
que s > n—r. Escribamos 0 # g, = g € I°/I°T!. Entonces, por las hipdtesis, 0 # f,-gs € 1"+ /1751
luego h = f - g ¢ I"t*T1. Por tanto, r + s+ 1 < n, es decir, s >n —r.

2. Del diagrama conmutativo

0—= BN NI el I el T

1) /

EBIn—r/]n—r+1

obtenemos que G7(A/(f)) = (G1rA)/(fr). -

4. Ejemplo: Sea X es una hipersuperficie de A,, definida por un polinomio p(z1,...,Tm) =
pr(x1, .o Zm) + -+ + ps(x1, ..., Zm) que escribimos como suma de polinomios homogéneos. Por
la proposicién anterior, la sucesién

0= Gkt o am] 75" Gkl @im] — G Ox — 0

es exacta. Por tanto, el polinomio de Samuel de X en el origen 0 es

Soxyo(n):<m+n—1>_(m+n—1—r>:Tnm—l_,___,

m m

Luego la multiplicidad de X en el origen es igual 7.
En el caso particular de que X sea una curva plana entonces

r(r—1
SOX,O(TL) =7r-n— %
siendo r la multiplicidad de X en el origen.

Supongamos ahora que O, es un anillo local noetheriano de multiplicidad m,(O;). Sea f € O,
tal que f € m” —m!Tly f. = f € m”/m’*! no sea un divisor de cero en Gy, O,. Se cumple que
me(OL/(f)) =7 my(Oy): Consideremos la sucesién exacta

0= G, Oy L5 G, Op — G (01 /(f) — 0

Por tanto, So, /(f)(n) = So,(n) — So,(n — ) y un sencillo célculo demuestra lo requerido.

5. Lema de estabilidad del ideat Sean A, m,, A; como en el teorema 5.2.4, y A — A el
morfismo de explosion. Para todo s >> 0 se verifica mj = m;, - A;.

Demostracion. Sea my = (&1,...,&,) v € € m, tal que Ay = A[§1/€,...,&,/€]. Un sistema generador

X1, gan
de A; como A-médulo lo forman los elementos de la forma éjﬁii”an Como A; es un A-médulo

finito, para un s >> 0 tendremos que A; = {17(5167 ps polinomios homogéneos de grado s}.
Observando que m, - A; = €Ay, tendremos que mj - A; = &°A; Cmj. O



114 Capitulo 5. Desingularizacién de curvas

Observacion: Si A es el anillo local de una curva plana en un punto racional, puede tomarse s
igual a la multiplicidad de A menos uno (véase).

Sea A — B un morfismo finito de anillos y m: Spec B — Spec A el morfismo inducido en los
espectros. Dado un punto # € SpecA, 7~ !(z) = Spec B/m,B es un nimero finito de puntos

cerrados, digamos {yi,...,y,}. Sabemos que B/m;B = [[(B/m,B),,. Se dice que y; apare-
i

ce con multiplicidad m; en 7—1(z) si lg((B/m;B),,) = m;. Observemos que l4((B/m;B),,) =

Ip((B/myB),,) - dimy/m, B/m,,, pues los factores de toda serie de composicién de (B/m),, como

B-médulo son isomorfos a B/m,,, que son A-médulos de longitud dim 4y, B/m,,. Se llama grado
de y; sobre x a dimy /y, B/m,,. Con todo, tenemos que

la(B/m;B) ZZA (B/myB)y,) Zmz dim g /m, B/my,

6. Teorema: Sean A, m, y Ay como en el teorema 5.2.4. FEl coeficiente de grado uno del polinomio de
Samuel de A, es decir, la multiplicidad de A en x es igual al nimero de puntos de la fibra excepcional
(contando multiplicidades y grados). El coeficiente de grado cero del polinomio de Samuel de A es
igual a —l4(A1/A).

Demostracion. Por el lema de estabilidad para n >> 0 se tiene la sucesién exacta
0—A/m} - A /mlA; — A1 /A—0

Tomando longitudes tenemos Sy4,(n) = la(A1/mIPA1) — la(A1/A) = la(A1/mzA1)n — 1a(A1/A),
porque m,A; es principal. Por tanto, m,(A) = [4(A1/m,A1) = dimy/m, a(A1/mzA1) y Sa,(0) =
—la(A1/A). O

7. Corolario: Sea A como en el teorema 5.2.4. Sea A su cierre entero en su cuerpo de fracciones.
Supongamos que A es finito sobre A. Sea A — Ay — -+ — A, = A, la cadena de las sucesivas
explosiones; digamos que A;y1 es la explosion de A; en y;. Se cumple

Ia(AJA) =~ > Sa,, (0)- dimym, (Aiy,/my,)

yi€drb.expl.

Demostracion. 14(A/A) es el ntimero de eslabones de las series de composicién de A-médulo que
comienzan en A y terminan en A. Si consideramos la sucesion A — A; — -+ — A, = A, tendremos

que [4(A/A) = 2la(Aiv1/A:).

Observemos que 1a(Aiy1/Ai) = la,(Aiz1/A;) - dimyjm, (Asy, /my,), porque los factores de toda
serie de composicién de A;11/A4; como A;-mddulo son isomorfos a A;/m,, que es un A-médulo de
longitud dim 4/, (Asy, /My, ).

Ahora ya,

A(A/A) = ZZA (Aiy1/4) ZIA (Ait1/Ai) - dimaym, (Aiy, /my,)

= Z SAi,yi (O) ’ dlmA/mT (Ai,yi /myl)

y€Earb.expl.

donde la tltima igualdad es consecuencia de la proposicién anterior. O
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8. Corolario: Si A es el anillo local de una curva plana sobre un, entonces

La(A/A) = %'dimzﬁl/mzmw/my)

yEadrb.expl.
donde denotamos por my la multiplicidad del punto y.

Demostracion. Los anillos locales de los puntos del arbol de explosién de A son anillos locales de
curvas planas. Ahora ya, se concluye por el teorema y corolario anterior, y el cdlculo del ejemplo
anterior.

O

5.4 Multiplicidad de interseccién de una curva con una hiper-
superficie

1. Lema: Sea A — B un morfismo de anillos integros, tal que B/A es un A-mddulo de longitud finita.
Sia € A es tal que AJaA y B/aB son A-mddulos de longitud finita entonces la(A/aA) =14(B/aB).

Demostracion. Empecemos observando que el morfismo B/A % aB/aA, b — ab, es un isomorfismo.
Por tanto, l4(aB/aA) =14(B/A). Si consideramos el cuadrado conmutativo

aA—— A

(

aB~—— B

tendremos que l4(aB/aA) + la(B/aB) = la(B/aA) = la(B/A) + la(A/aA), y por lo tanto que
la(AJaA) =14(B/aB).
O

2. Definicién: Si X es una curva de un espacio afin A,,, y H = p(x1,...,x,,) = 0 una hipersuperficie

que no pasa por ninguna componente de X, entonces X N H es un nimero finito de puntos. Se llama

multiplicidad de interseccién de X con H en un punto x de X al ntimero (XNH), = loxmn.(OxnH.e)
€

(que coincide con el polinomio de Samuel de Oxnp,z).

Observemos que dimy Oxnp,s = (X N H), - dimg Ox /m,, porque los factores de toda serie de
composicién de Oxnm » como Oxnp y-mbédulo son isomorfos a Ox /m,, luego la dimensién de Oxnp o
es igual a su longitud por dimy Ox /m,. Denotamos grx = dimg Ox /m,. Si m, es racional entonces
dimy, OXOH,x = (X N H)z

Llamaremos nimero de puntos de corte de C' con H, contando multiplicidades y grados al nimero
(CNH) = dimy, Oxng. Tenemos

(CNH)=dimy Oxng = Z dimy Ocnp,e; = Z (CﬂH)xi grx;
z,€ECNH z;ECNH

3. Teorema : Sea C una curva y H una hipersuperficie de un espacio afin A,, sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. La multiplicidad de interseccion de C' y H en un punto x es el producto de
las multiplicidades de C' y H en x mads las multiplicidades de interseccion en los puntos de la fibra
excepcional de las explosiones de C' y H.
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Demostracion. Consideremos el diagrama de las variedades explotadas en x

C A, H
ol
c An "

Supongamos que z es el “origen”. Sea { un pardmetro transversal a C' en x. Sabemos que Cc
Spec Oy, [x1/€, ... xn /€] = Ug CA,ysiH=p=p.+--+p, = 0 (con p; polinomios homogéneos de

grado ) la ecuacién de fIﬂUg esp =p/E" =pr(x1/&, ..., xn/E)+ -+ Tps(x1/E, ... 0 /E) = 0.
Si denotamos por O; al anillo de la explosién de O¢ , en x, tenemos
(CNH), = 1(O0/) = U0 /() = (O (E 7))
= UOE) +UOYY) 5, malll) )+ 30 (CNED,
y€Eciclo.exc.
=r—1(x)

O

4. Corolario: La multiplicidad de interseccion, de una curva con una hipersuperficie en un punto,
es mayor o igual que el producto de sus multiplicidades en dicho punto, siendo igual precisamente si
sus espacios tangentes no tienen parte comun en dicho punto. En este caso, se dice que se cortan
transversalmente y, en el otro, que son tangentes en el punto.

Demostracion. Sigamos las notaciones de la demostracion anterior. Consideramos los morfismos

T,C =ProjGn, Oce — T.A, — T.H
I Il Il
Projk[&1,...,6n] 7= 1(x)=Proj k[z1,...,xx] Proj k[z1,...,wn]/(pr)

Tenemos por la formula final de la demostraciéon anterior que la multiplicidad de interseccién, de una
curva con una hipersuperficie en un punto es igual al producto de sus multiplicidades en dicho punto

si y sélo si > (C~' N I—:T)y = 0, que equivale a que T,CNT,H es vacio. En caso contrario, la mul-

y€ciclo.exc.
=r—1(2)

tiplicidad de interseccién, de una curva con una hipersuperficie en un punto, es mayor estrictamente
que el producto de sus multiplicidades en dicho punto.
O

5. Corolario: La multiplicidad de una curva en un punto es igual a la multiplicidad de interseccion
de la curva explotada con el ciclo excepcional. La multiplicidad de una curva en un punto es mayor
o0 igual que la suma de las multiplicidades de los puntos de la fibra excepcional de la curva explotada,
y es igual si y solo si el ciclo excepcional es transversal a la curva explotada en todos los puntos de
corte.

Demostracion. Sea A el anillo local de la curva en el punto dado, digamos x. Sea A; el anillo de
la explosion de la curva. Sea £ un pardmetro regular transversal a la curva en el punto. Tenemos
que A/(&) es el anillo de la interseccién de la curva con la hipersuperficie £ = 0, y su longitud es
justamente la multiplicidad de la curva. A;/(€) es el anillo de la interseccién de la curva explotada
con el ciclo excepcional. Ahora ya, como [(A/(§)) = 1(A1/(€)), concluimos.

O
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5.5 Teoremas de Bézout y Max Noether

Si C es una curva proyectiva del espacio proyectivo P, (k) y H es una hipersuperficie que no pasa
por ninguna componente de C, entonces C' N H es un numero finito de puntos. Existe, por tanto,
un hiperplano H’ que no pasa por esos puntos. Asi pues, C N H estd incluido en el espacio afin,
A, =P, — H’'. Deshomogeneizando tenemos que C'N H = Spec A. Diremos que el nimero de puntos
de corte de C' con H, que denotaremos (C'N H), es el nimero dimy, A. Nimero que no depende de la
elecciéon de H' y es estable por cambios de cuerpo base.

1. Teorema de Bézout FEl nimero de puntos de corte, contando multiplicidades y grados, de dos
curvas proyectivas planas, sin componentes comunes, de grados r,r’ esr-r'.

Demostracion. Podemos suponer que el cuerpo es algebraicamente cerrado. Podemos suponer que
el hiperplano del infinito g = 0 no pasa por ninguno de los puntos de la interseccién de las curvas,
llamémoslas C, C".

Escribamos C' = Proj k[xo, z1, 22|/ (pr (20, 1, 22)), C' = Proj k|zg, x1, x2]/(pr (z0,21,22)). Sea

Pl y) = Pzl y pl (o y) = P50 Tenemos que probar que dimy ke, y)/ (p(e. ). 2/ (2. )) =

ror.

Denotemos S = k[xg, z1,22]/(pr, ). Sabemos que (Zg)o = {(Zo,Z1,Z2)} en SpecS. Por tanto,
existe un m >> 0 de modo que (Zg, T1,T2)™ C (Zo). El ideal I de funciones de S que son anuladas
por xp, es un ideal homogéneo, digamos que generado por los elementos de grado menor o igual que
m’. Por tanto, Iim = (To, T1,T2)" I C To- I =0. Sea n > m +m’, ahora ya

Si Sy
k[‘r?y]/(p(x7y)ap/(l"y)) = [Szolo = U—=— Sn
L) )
y obtenemos que dimy, k[x, y]/(p(z,y),p' (x,y)) = dimy S,.
Denotemos A = k[xg, 1, x2]. La sucesién
0 A Ao A A klzo, w1, 22]/(pr, pr) —0
¢ —(pr - ¢, —pr - q) ¢ ——>7

((Lq/) —>Dr - q+ Dy 'q/

es exacta. Si denotamos A[—n] por el anillo k[zg,z1,22], pero donde decimos que un polinomio
homogéneo de grado m, p,,(xo,x1,z2) tiene grado m + n, entonces podemos escribir la anterior
sucesién exacta como la siguiente sucesién (la misma salvo la nueva convencién en los grados), de
modo que los morfismos aplican elementos de grado m en elementos de grado m:

0— Al-r —1'] = A[—r] & A[-"] = A — k[zo, 21, 22]/(Pr, prv) — 0

Grado a grado la sucesion es exacta. Por tanto,

dimy, (K[zo, 21, 22]/(pr prr))m) = (m; 2) + (m+ 2 . Tl) - (m +22 - r) - (m +§ - Tl) — ey

param > 71+ 71’
O
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Ahora vamos a demostrar el teorema de Max Noether, con el que se podrdn resolver multiples
problemas geométricos, como los teoremas de Pascal y Pappus.

Dado un ideal homogéneo (p,(zo, r1,2)) C k[zg, z1,72] y un punto x € Py — (x;)? denotaremos
[pn (0, 1, 22)]x o (pn(xo/Ti, 21 /25, 22/%i)) e C k[xo/Ti, 21/, T2/ x;)x. Puede comprobarse que si

T e Pg—(xj)g, entonces k[xo/x;, €1/, 2/ xi]e = klxo/2j, x1/2), 2/ xj]a y (Pn(®o/Ti, 21/Ti, T2/ 25)) 0 =
(pn(@o/j, 21/ 25, 22/ T;))o-
2. Teorema Max Noether Sean p; € k[xg,x1,x2] polinomios homogéneos (i = 1,2,3). Consi-
deremos las curvas proyectivas planas C; = p; = 0. Supongamos que C1,Co no tienen componentes
comunes. Eriste una ecuacion

p3=a-p1+b-po

con a,b polinomios homogéneos de grados gra = grps — grp1,grb = grps — grps, st y solo si para
todo x € C1 N Cy se verifica que [ps]z C [p1]z + [P2le-

Demostracion. Es obvio que si p3 = a - p1 + b - py entonces [ps]. C [p1]s + [p2].. Veamos con el
reciproco.

Por cambio homogéneo de coordenadas, podemos suponer que xg = 0 no pasa por ningin punto
de C1 N Cy, es decir, p1(0,z1,x2) es primo con p(0, z1, z2). Sabemos que

DP3 b1 D2
T =q - + .

3 ni no
0 Lo Lo

Tenemos homogeneizando que zj) - p3 = a’p; + V'p2. Sea r minimo en las igualdades de esta forma.
Sir > 0, entonces 0 = a’(0,z1,22)p1(0, 1, z2) + V' (0, x1,x2)p2(0, 21, 22). Por tanto, a’(0,21,29) =
h-p2(0,21,22) y V/(0,21,229) = —h - p1(0,21,23). Luego @’ = a’ — h-py, b = b — h-py son divisibles
por xo y - ps = a”’p1 + b”'pe. Dividiendo en esta igualdad por zy llegamos a contradiccién, porque
r—1<r.

En conclusién,

p3=a-p1+b-po

En cuanto a los grados de a y b es facil demostrar que se puede suponer que cumplen lo requerido.
O

3. Proposicién : Sean C; curvas proyectivas planas definidas por polinomios homogéneos p; €
klzo,x1,22] (i = 1,2,3). Supongamos que Cy,Co no tienen componentes comunes. Supongamos el
cuerpo base k es algebraicamente cerrado. Cs verifica las condiciones de Noether en un punto cerrado
x € C1 N Cy, es decir, [ps)z C [p1]e + [p2]e st

1) C1 y Cy son simples en x, se cortan transversalmente en x y x € Cs.

2) El punto x es un punto simple de Cy y (C1 N C3), > (C1 NCy), (es decir, la multiplicidad de
interseccion de Cs con Cp en x es mayor o igual que la multiplicidad de interseccion de Cy con Cy
en x).

3) C1 y Cs poseen tangentes distintas y my(Cs) > m;(C1) + my(C2) — 1.

Demostracion. Como la proposicién es local, podemos suponer que las curvas C; son curvas planas
afines de ecuaciones p;(x,y) = 0.

1) Por las hipétesis (k[x,y]/(p1,p2))z = k. Por tanto, si denotamos m, el ideal maximal de las
funciones que se anulan en x, tenemos que m, = (p1,p2)., luego (p3). C (p1,P2)z-

2) Si z es un punto simple de C1, entonces m, = (t) en (k[z,y]/(p1(x,y))).. Ademads, (pi(z,y)) =
(t(C:N)=). Por tanto, (ps(z,y)) € (p2(z,y)), luego (ps)x C (p1,p2)a-
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3) Vamos a usar del lema de estabilidad para curvas planas, que dice si O¢, o — @Cl,w es el
morfismo de explosién en el punto x entonces m;“(cl)*1 = m;n’”(cl)*1 . @Cl,x

Por otra parte, si £ es un pardmetro transversal a C7 en x, por el que explotamos, tenemos que
p2(2,y) - Oc, w = P/ (€/6,y/€) - §m=(92) - O, o, = £m=(@2) . O, , porque Cy y Cy no tienen tangentes
comunes en x. Por tanto, pa(z,y) - Oc, » = miye(©2) Oc, -

Con todo,

ps(z,y) € m;nJ(C’s) c m;nac(cl)""mm(C?)_l — m;nm(@) .m;n:c(cl)_l

= mg"bw(CQ) : m;nw(CI)71 : @Cl,m = p2($7y) : mgﬁbw(Cﬂil : écl,m

(C1)-1

= po(z,y) - my= C p2(z,9)0c, 2

por lo que (p3). C (p1,p2)= € Eklx,y].

5.6 Ramas analiticas

Sea O un anillo noetheriano integro local de dimensién 1, de modo que el cierre entero en su cuerpo
de fracciones sea un O@-médulo finito. Denotemos m, su ideal maximal.

1. Definicion: Se llaman ramas analiticas de O en x a los ideales primos minimales del completado
O de O para la topologia m,-adica.

2. Teorema: Sea O el cierre entero de O en su cuerpo de fracciones . Denotemos por yi,...,Ys
los puntos cerrados de Spec O. Se verifica que

0®0 0 = @ (lim(Oy,/m},))

n

s
i=1

Por tanto, existe una correspondencia biunivoca entre el espectro minimal de 0 =0 4] y el
espectro mazimal de O.

Demostracion. Se tiene que

— e % i=1
= @ (lim (O, /m},))

donde la tltima igualdad se debe a que para s >> 0 m; C m;O,,.
Ahora bien, O, es un anillo local regular de dimensién 1, luego lim (O, / my. ) también. Por tanto,

n
este ultimo, tiene un sélo ideal primo maximal y un sélo ideal primo minimal. Hemos concluido.
O

__ Considerese la sucesién exacta 0 — O — O — C — 0. Completando se obtiene 0 — 0O—0—
C — 0. Se verifica que C = C ya que C es un O-médulo finito de soporte x. En particular, si p, es un

~

ideal primo minimo de (5, entonces Cy = 0, luego 6y = @y.
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3. Teorema: Hay una correspondencia biunivoca entre las ramas analiticas y valoraciones de ¥ que
dominan a O, esto es, entre el espectro minimal de O y el mazimal de O.

Demostracion. Sl py esun ideal prlmo minimal de (9 la fibra de y por el morfismo Spec (9 — Spec O es

el espectro de (’)y /py y = (’)y /py y por el comentario anterior. Luego, la fibra de y es un sélo punto
que habra de ser minimal. Por tanto, el espectro minimal de O esté en correspondencia biunivoca

con el espectro minimal de (9 Por el teorema anterior, se sigue que hay una correspondencia entre el
espectro minimal de 4} y el maximal de O. O

4. Ejemplo: Sea C una curva plana p(z,y) = 0 y x el origen. Se tiene que Oc¢, = k[z,y]/(p) ¥y
Oc,» = K[z, y]]/(p).

Se sabe que k[[z, y]] es un anillo de factorizacién tinica (como todo anillo local regular). Por tanto,
p descompone en producto de series irreducibles p = f; --- f,., diferentes entre si porque O no tiene

nilpotentes porque O, que es producto de anillos regulares, no los tiene.
Asi pues, las ramas analiticas pueden ser interpretadas como las series en las que p factoriza.

5.7 Puntos cuspidales y contacto maximal

1. Definicién: Un punto de una curva se llama cuspidal si el cierre entero @ del anillo local O de
la curva en el punto es un anillo local.

2. Teorema : Sea C una curva plana sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y x € C un punto
cuspidal. FEziste un numero natural c, > 0, llamado contacto maximal con la curva C en la cuspide
x, con las siguientes propiedades:

1. La multiplicidad de interseccion en x de la curva con otra curva regular en x, no excede al
contacto mazimal, i.e., (CNC"), < ;.

2. La igualdad se verifica si y sélo si (CNC"), no es miltiplo de la multiplicidad v de la curva en
x.

Demostracion. Como el anillo de la explosion O; es local, y la multiplicidad de O en x es la multi-
plicidad de interseccién de la fibra excepcional con O;, tenemos que la multiplicidad de O es mayor
estrictamente que la de O si y sélo si la fibra excepcional es tangente a la explosién de la curva (en

Asi pues, si O, es el primer anillo de la cadena de dilataciones, cuya multiplicidad r’ es menor
estrictamente que la de O, se tienen dos posibilidades:

1. Para algin ¢ < n, las explosiones i-esimas C; y C; de C'y C’ no se cortan. En este caso,
(CNC", =1-r, siendo [ el primero de tales indices.

2. En otro caso, (CNC"), =n-r+(C,NCJ),. Ahora bien, C,, es tangente a la fibra excepcional,
pues la multiplicidad ha descendido. Por otra parte, C! no puede ser tangente a la fibra
excepcional, pues C/,_; es regular (porque C’ es regular) y la multiplicidad no puede descender
al explotar. En conclusién, C,, y C/ son transversales y (CNC"), =n-r+1'.

Por tltimo, sea C’ aquella curva que al explotar n-veces es una curva C) regular en el punto
considerado y corta transversalmente a C,, (existe).
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Tenemos que C’ es regular en x: la explosién de C),_;, C/, es transversal a la fibra excepcional,
pues lo es a Cp, luego CJ_; es regular. Por otra parte, C/, para i < n — 1 es tangente a C;, luego
transversales a las fibras excepcionales correspondientes. Por tanto, C/ es regular.

Ademds (CNC")y=n-r+7'.
Con todo, n - r + 7' es el contacto maximal y verifica las propiedades exigidas. O

Sea O el anillo local de una curva en un punto cuspidal de multiplicidad m. Supongamos que el
cuerpo base es algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Como O es local entonces O = K[[t]], siendo t un pardmetro de O. Si f € m —m? es transversal
entonces m = [(O/(f)) = (O/(f)) = L(O/(f)). Por tanto, f = X - t™, siendo A una serie formal
invertible. Por las hipdtesis hechas sobre el cuerpo A tiene rafz n-ésima p en o= E[[t]]. Si definimos

t = p -t se verifica que = E[[t] y f=1t". Asi pues, todo elemento de %) (v por tanto de O) admite
un desarrollo en serie formal en £ = {/f conocido como desarrollo de Puiseux de dicho elemento.

En particular, si O = k[Z;,...,T,], donde x; = 0 es transversal a Spec O, cada T; admite un
desarrollo de Puiseux Z; = " a;({/Z1)?, con a; € k.
j=0

5.7.1 Desingularizacién de curvas planas via el contacto maximal

Para demostrar que las curvas desingularizan mediante un nimero finito de explosiones, el argumento
principal ha sido la finitud del cierre entero. En este apartado vamos a demostrar, dada una curva
plana, la existencia de curvas de “contacto maximal”. Es decir, dada una curva y un punto de ella,
existe una curva regular, que pasa por el punto, con multiplicidad de corte con la curva dada, en el
punto dado, maxima. Esta curva, verificard que pasa por el punto y los puntos de las sucesivas fibras
excepcionales siempre que no bajen de multiplicidad. Como la multiplicidad de corte de dos curvas es
finita (siempre que no tengan componentes comunes) obtendremos que la multiplicidad de una curva
en un punto habréd de bajar después de un numero finito de explosiones. Asi podremos demostrar la
desingularizacién de las curvas planas por un numero finito de explosiones.

La razén fundamental de la introduccion de este apartado es que las técnicas e ideas aqui desarro-
lladas para la desingularizaciéon de curvas planas seran basicamente las que utilizaremos més tarde
para la desingularizacion de superficies.

En este apartado supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

3. Lema: Sea p(z,y) = 0 una curva de multiplicidad m en un punto p y sea D: klz,y] — k[x,y]
una deriwacion. Entonces la curva Dp(x,y) = 0 tiene multiplicidad mayor o igual que m — 1.

Demostracion. Denotemos C = p(x,y) = 0, m,(C) = m siy sélo si p(z,y) € m}’ m;”“ Por tanto,

p(z,y) =3 fi, -+ fi,,, con fi;, € my. Asipues, Dp(x,y) = > fi, ---Dfi, - fi,, € myt L. Con lo que
concluimos. O

4. Observacién: El lema sigue siendo cierto para operadores diferenciales de orden 1, es decir, para
D = h+ Dy, D(p) = h-p+ Dop (con h € klz,y] y Doy derivacion).
()

5. Lema : Con las notaciones anteriores, existe una derivacion D, tal que Dp(x,y) = 0 tiene
multiplicidad m — 1 en p.
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Demostracion. Podemos suponer que p es el origen de coordenadas, es decir, m, = (x,y). Escribamos
p(z,y) como suma de polinomios homogéneos

m
P(2,y) = Pm (2, Y) + Pmgr (@,9) + -+ pu(@,y)  pmlz,y) =D Aa"y™ "
r=0
Como m > 1, en la expresion de p,,(z,y), parece x o y. Supongamos que aparece y, es decir, A, # 0

para algin r # m. Entonces

m

0
—p(z,y) = Z(m —r)A2"y™ "' +monomios de grado mayor o
ay r=0
igual que m
m
Como Y (m —r)\.2"y™ "~ # 0, concluimos que Dp(x,y) = 0 tiene multiplicidad m — 1. O
r=0

Denotemos A = k[z,y]. Sabemos que la explosién de A, = Spec A en el origen, esta recubierto
por los abiertos afines Spec A[%, ¥], con t = x,y. Denotemos A = A[%, ¥].

6. Lema fundamentat Sea D: A — A un operador diferencial de orden 1. Existe un operador
diferencial de orden 1 D: A — A tal que para todo P € A (de multiplicidad m en el origen) se verifica
DP _ P
= D(=
tm—1 (tm )

“La transformada propia de la derivada es la derivada de la transformada propia”.

Demostracion. Todo operador diferencial de orden 1 es la suma de una homotecia y una derivacién.
Basta demostrar el lema para cuando D sea una homotecia y para cuando sea una derivacion.

1. Sea D = h una homotecia, i.e., DP = h-P. Tomando D = t-h se cumple la igualdad requerida.
2. Sea D una derivaciéon. Tenemos que

tgi = (tD)(%)Jr(th)(t%) :D(t%)

donde D = m-Dt+tD. Observemos que D es un operador diferencial de orden 1 porque m - Dt
es una homotecia y tD es una derivaciéon de A; que deja estable a A, pues D(%)=Dx— 3Dty
D(%) =Dy - YDt.

O

7. Observaciéon: La férmula del lema fundamental demuestra, directamente, para curvas planas,
que la multiplicidad no aumenta después de una explosién: Si C' es de multiplicidad 1 en p, entonces
la curva explotada es isomorfa a C'y no hay nada que decir. Si C = P = 0 es de multiplicidad m > 1,
podemos suponer que DP es de multiplicidad m — 1, luego por induccién sobre la multiplicidad,
podemos suponer que DP/t™~! es de multiplicidad menor o igual que m — 1 (en los puntos de la fibra
excepcional). Por tanto, D(P/t™) es de multiplicidad menor o igual que m — 1 (en los puntos de la
fibra excepcional). Por los lemas anteriores, P/t™ es de multiplicidad menor o igual que m (en los
puntos de la fibra excepcional).
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8. Definicion: Sea p € C y C, — .T. — (C una sucesion de transformaciones cuadraticas. Los
puntos de 7~ 1(p) se les llamara “puntos de la curva C infinitamente préximos” a p.

9. Teorema de existencia de curvas de contacto maximal Sea p un punto de multiplicidad m
de una curva plana C. Ezxiste una curva plana C' regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos de C infinitesimalmente proximos a p de multiplicidad m.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre la multiplicidad m de C' = P =0 en p.

Sim =1 la propia C es una curva de contacto maximal.

Supongamos que m > 1. Consideremos un operador diferencial D de orden 1 tal que DP = 0
tenga multiplicidad m — 1 en p. Por el lema fundamental todo punto de C' infinitamente préximo a p
de multiplicidad m es un punto de C' = DP = 0 infinitamente préximo a p de multiplicidad m — 1:
Sigamos las notaciones del lema fundamental. La explosiéon de C' = P = 0 en p tiene de ecuaciones
P/t™ = 0, la explosién de C' = DP = 0 en p tiene de ecuaciones DP/t™~! = D(P/t™) = 0. Por
tanto, si un punto de la explosién de C' = P = 0 en p tiene multiplicidad m, éste serd un punto de
la explosién de C = DP = 0 en p de multiplicidad mayor o igual m — 1. Como la multiplicidad no
aumenta después de una explosién, tendremos que si un punto de la explosion de C = P =0 en p
tiene multiplicidad m, éste serd un punto de la explosién de C = DP = 0 en p de multiplicidad m — 1.
Argumentando del mismo modo con las curvas explotadas P/t™ = 0y DP/t™~1 = D(P/t™) = 0
concluimos.

Por hip6tesis de induccidn, existe una curva C’ regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos infinitamente préximos a p € C=DP=0de multiplicidad m — 1. Por tanto,
C' pasa (sus transformadas propias) por todos los puntos de C' infinitesimalmente préximos a p de
multiplicidad m.

O

En caso de una rama analitica sabemos, por la subseccién anterior, que la curva del teorema es la
curva de méaxima multiplicidad de interseccién.

10. Corolario: Toda curva plana reducida desingulariza mediante un nimero finito de transforma-
ciones cuadrdticas.

Demostracion. Escribamos la ecuacién de la curva 0 = p; - - - p, (con p; irreducibles y p; # p; cuando
i # j, pues la curva es reducida). Explotando hasta separar las componentes, podemos suponer que
la curva viene definida por los ceros de un polinomio P = 0 irreducible.

Consideremos una curva P’ = 0, regular en p, que pase por todos los puntos infinitesimalmente
proximos a P = 0, de multiplicidad m. Como la multiplicidad de interseccién de éstas dos curvas es
finita, por 5.4.3, tenemos que después de un numero finito de explosiones la multiplicidad de C' ha de
bajar estrictamente. Féacilmente concluimos.

O

5.8 Problemas

1. Probar que los anillos de valoracién de C[z,y]/(x? +y? — 1), que contienen a C, se corresponden
con los puntos de la circunferencia en el plano proyectivo.

2. Probar que las C-algebras C[z,y]/(z? + y* — 1), C[z] no son isomorfas aunque sf son birracio-
nalmente isomorfas.

3. Calcular el cierre entero de Z[v/5].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Desingularizar la curva 4> — 27 = 0. ;Es esta curva birracional a la recta afin?

. Calcular los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones de Cx, y]/(y? —22+2?), que contengan

a C.

. Calcular la multiplicidad de interseccién de y? — 23 4+ y* = 0 con yx + 23 + 3> = 0 en el origen.

. Definir una curva plana que pase por el origen cuyo arbol de explosién en el origen sea

3/1 1
~.,
\1

. Probar que el morfismo k[z,y]/(y* — 2 +2°) < [k[z, 2]/((£)* =1+ )]x _; no es un morfismo

finito.

. Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y z € X e y € Y dos puntos racionales. Probar que

Mz,) (X Xk Y) = mg(X) - my(Y)

Probar que las ctibicas proyectivas y? — 2% —1 = 0y y? — 2% — 2 = 0 se cortan en un tinico punto
con multiplicidad 9.

6

Parametrizar la curva 2% — 22y® — ¢® = 0. Calcular sus soluciones racionales.

Probar el Teorema de Pascal: Si un hexdgono estd inscrito en una coénica irreducible, entonces
los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

Probar el Teorema de Pappus: Sean Ry, Ry dos rectas; p1,p2,p3 € R1 ¥ q1,G2,93 € Ry (ninguno
de ellos se encuentran sobre Ry N Ry). Sea R;; la recta que une p; y ¢;. Probar que los puntos
pij = Rij N Ry; (i < j) estan alineados.

Ley de grupo en las cibicas. Sea C' una ctbica plana no singular. Fijemos un punto py € C.
Dados dos puntos p,q € C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C en un tercer punto 7.
Definamos ¢: CxC — C, (p,q) — 7. Probar que la aplicaciéon CxC — C, (p, q) — ¢(po, &(p,q))
dota a C de estructura de grupo abeliano.

Sean C5, C% dos cibicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de manera que 6 de ellos
estan sobre una cénica. Probar que los tres restantes estan alineados.

Demostrar que las tangentes a una cubica irreducible plana en 3 puntos alineados cortan a la
ctibica en otros 3 puntos alineados.

Demostrar que si un tridngulo esta inscrito en una cénica irreducible, entonces los puntos de
corte de cada lado del tridngulo con la tangente a la conica en el vértice opuesto, estan alineados.

Probar que una recta que pase por dos puntos de inflexién de una ctbica plana irreducible pasa
por un tercer punto de inflexion.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.
27.

28.

29.

Probar que si una cibica pasa por ocho de los nueve puntos distintos de corte de otras dos
ctibicas, entonces también pasa por el noveno.

Sea C'3 una cuibica plana y x € C3 un punto de inflexién. Probar que los puntos y € C5 para
los que existe una cénica que que cumpla mg(C3 N Cy) = my(Cs N Cz) = 3, son las terceras
intersecciones de las rectas que unen los puntos de inflexién con z.

Teorema de Cayley-Bacharay: Sea C,,,—3 una curva plana de n+m — 3 que pasa por n-m — 1
de los puntos de interseccién de dos curvas de grados n y m. Probar que C,4.,,—3 pasa por el
punto restante.

Si una curva Cpym—~ de grado n+m — (v > 3), pasa por n-m — W de los n-m
puntos distintos en los que se cortan dos curvas de grados n y m, entonces pasa también por los
restantes puntos siempre que dichos puntos no estén en una curva de grado v — 3.

(a) Sea C'la cibica plana y? = x? +23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C,z=1t?>—-1,y=1t3—t Calcular el drea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? = 22 + 28,

(b) Sea C' la ctibica plana y? = z3.
A —C,z=12 y=1t.

El haz de rectas y = ta define un morfismo birracional

Probar que si una cénica tiene un punto singular entonces no es irreducible.
Probar que si una ctbica plana tiene dos puntos singulares entonces no es irreducible.
Probar que si una cudrtica plana tiene cuatro puntos singulares entonces no es irreducible.

Probar que (0,0), (2,0), (0,2) son puntos singulares de la cuartica plana zy(z +y — 2) — (2% +
y? — 22 — 2y)? = 0 ;Existen més puntos singulares? Parametrizar esta cudrtica (mediante un
haz de cénicas).

Justificar por qué las circunferencias z? + y?> — 1 = 0, 22 + y?> — 2 = 0 han de ser tangentes en
algun punto del infinito, sin hacer el cdlculo explicito de sus tangentes en los puntos del infinito.

Calcular la multiplicidad de interseccién de las ciibicas proyectivas planas y?> — 2 = 0 con

y? — a3 — 1 = 0, en todos los puntos de interseccién. Poner un ejemplo de dos ciibicas planas

afines irreducibles, cuyos puntos de corte estén alineados.
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Introduccion

El saber matematico como todo saber discursivo se conoce y aclara en su propio desarrollo y despliegue.
Por eso toda introduccion es intrinsecamente falsa. Ahora bien, parafraseando al filésofo y pedagogo
Gaos, la ensenanza es el nimero de mentiras que hay que contar para que la verdad sea comprendida.
Mintamos para llegar a ser sinceros.

En la Geometria Algebraica confluyen la Matematica Griega con el estudio de los cuerpos geométricos,
y la Matematica Renacentista-Descartesiana con el calculo de las soluciones de los sistemas de ecuacio-
nes. Del modo més simple, podemos decir que la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones
de los sistemas de ecuaciones algebraicas en el espacio afin o proyectivo, es decir, el estudio de las va-
riedades algebraicas. Asi pues, el objetivo fundamental de la Geometria Algebraica es la clasificaciéon
de las variedades algebraicas.

La teoria de haces nos permitird comprender las variedades algebraicas como variedades diferen-
ciales, cuyos anillos de funciones serdn anillos de funciones algebraicas (las dlgebras de tipo finito).
Mediante cartas y la teoria de haces, como en Geometria Diferencial, definiremos los esquemas, que
son variedades que localmente son variedades algebraicas afines.

Los esquemas son el marco mas idéneo para el desarrollo de la Geometria Algebraica y de una
Teoria de Interseccién, sin embargo, el uso de anillos con nilpotentes exige un conocimiento pro-
fundo del Algebra Conmutativa. Quizds una de las sorpresas mayores del Algebra Conmutativa es
c¢émo los conceptos de funcién (algebraicas), derivada, diferencial, variedad (algebraica), superficies
de Riemann, Riemann-Roch, residuo, etc., son conceptos algebraicos.

Una aproximacion a la clasificacion de las variedades algebraicas es la clasificacién birracional. Dos
variedades algebraicas se dicen que son birracionales si son isomorfas en un abierto denso. Veremos
que a toda curva se le puede asignar un tnico modelo birracional proyectivo no singular, que podra
obtenerse mediante explosiones, estudiadas en Algebra Local, y anadiendo los puntos necesarios para
que sea proyectiva.

Introduciremos también el grupo de Picard de una curva, que es otro invariante intrinseco de la
curva (que puede asociarse también, en general, a los esquemas). Esencialmente, el teorema de Torelli
afirma que la variedad de Picard de una curva determina la curva (no lo veremos). La variedad de
Picard de una curva es el conjunto de los fibrados de linea de la curva, médulo isomorfismos. Los
fibrados de linea seran esenciales para la formulacién del teorema de Riemann-Roch, la teoria de
dualidad, la construccién de las inmersiones de las curvas en espacios proyectivos, etc.

La asignacién de invariantes numéricos a las variedades algebraicas permite una primera apro-
ximacion a la clasificacion “discreta” de éstas. Quizas la técnica moderna més importante para la
introduccién de invariantes numéricos es la cohomologia. Existen muchas teorias cohomoldgicas, no-
sotros desarrollaremos la cohomologia de los haces coherentes, introducida por Serre. Asi pues, a un
esquema le podemos asociar los grupos de cohomologia de sus haces de funciones algebraicas. La coho-
mologia es una técnica muy util para comprender y expresar resultados importantes, como el teorema
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de Riemann-Roch. Definiremos los haces de médulos de diferenciales de un esquema, que se corres-
ponden con los fibrados cotangentes de la Geometria Diferencial, y permiten introducir invariantes
numéricos como la dimensién del espacio vectorial de todas diferenciales “holomorfas” del esquema.
En el estudio de las curvas, en la Teoria de Dualidad, este espacio vectorial serd determinante para
definir un morfismo canénico de cada curva en un espacio proyectivo.

El teorema central del curso sera el teorema de Riemann-Roch. Por una parte exigira la intro-
duccién de los haces de linea, cohomologia, teoria de dualidad, y por otra dara las relaciones entre
los distintos invariantes, género geométrico, género aritmético, longitud del conductor, grado de un
divisor, grado del divisor candnico. Ademds, posibilitard la demostracién del teorema de Hurwitz,
de la existencia de haces linea muy amplios, etc. Haremos una introduccion a la clasificacién de las
curvas proyectivas. Por ejemplo, clasificaremos la familia de las curvas elipticas.

Muchas de las nociones y demostraciones adoptadas (por ejemplo aciclicidad de los grupos de
cohomologia de los esquemas afines, acotacién cohomolégica, etc.) serdn generalizables a variedades
proyectivas de dimensién mayor que uno y asi lo haremos. Creemos que un curso de la Geometria
Algebraica de la Curva es una buena introduccién a la Geometria Algebraica Global, porque en él se
introducen muchas de las técnicas generales de la Geometria Algebraica Global en una situacién no
excesivamente compleja.



Capitulo 6

Esquemas

6.1 Introduccion

La teoria de variedades algebraicas estudiada hasta este curso padece de una grave deficiencia. No
tenemos una nocion clara de cudles son, localmente o no, las funciones algebraicas sobre una variedad
algebraica no afin. Asi pues, dado un abierto de una variedad algebraica, no sabemos quién es su
anillo de funciones algebraicas. Asi, por ejemplo, no sabemos cudl es el anillo de funciones algebraicas,
del espacio proyectivo. Cualquiera que sea la nociéon de funciones algebraicas tendran que verificar
que vienen determinadas localmente, como sucede en variedades diferenciales.

H. Cartan expreso la analogia entre variedades algebraicas y analiticas afirmando que en todos
los casos se trataban de espacios anillados. Serre introdujo la teoria de haces y la cohomologia de
haces en el estudio de las variedades algebraicas abstractas. Finalmente, Grothendieck presenté la
definicién de esquema como espacio anillado que localmente es un esquema afin. Los esquemas son
los objetos béasicos de estudio de la Geometria Algebraica Abstracta actual.

6.2 Haces

1. Definicion: Sea X un espacio topologico. Un prehaz de conjuntos sobre X, es una ley que asigna
a cada abierto U C X un conjunto P(U) de modo que verifica que

1. SiV esun abierto contenido en otro abierto U, se tiene un morfismo de restriccién: ¢y,v: P(U) —
P(V'). Es usual escribir, para s € P(U), ¢u,v(s) = sjy.

2. Para cada abierto U, ¢y,y = 1d.
3. Si W CV C U son abiertos entonces ¢y,w = ¢v,w © ¢y,v, es decir, (sjv)jw = sjw.

Dicho de otro modo: Sea 7x la categoria cuyos objetos son los abiertos de X y cuyos morfismos
entre objetos son la inclusién natural (cuando exista) y sea Cconj la categoria cuyos objetos son los
conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones de conjuntos. Un prehaz de conjuntos sobre X no
es sino un funtor de 7x en Cconj-

Anélogamente se definen los prehaces de grupos, de grupos abelianos, o anillos sin més que sustituir
Cconj Por la categoria de grupos, de grupos abelianos o anillos, respectivamente. Si A es un prehaz de
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anillos, se llama prehaz de médulos sobre el prehaz de anillos A, a todo prehaz P de grupos abelianos
que verifique:

1. Para cada abierto U, P(U) es un A(U)-médulo.
2. Si V C U, entonces (a-s)y = ay - sy, paraa € A(U) y s € P(U).

2. Ejemplo: 1. Sea G un grupo abeliano. Sea P(U) = G para todo abierto U C X. Si tomamos
como morfismos de restriccion la identidad, entonces P es un prehaz de grupos abelianos en X.

2. Sea P(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U C X. Si tomamos como morfismos de
restriccién la restriccion de funciones, entonces P es un prehaz, “el prehaz de funciones continuas
sobre X”.

Andlogamente, si X es una variedad diferenciable, se definen los prehaces de funciones diferen-
ciales, de campos diferenciales, tensores, etc.

3. Sea X = R? — {0}. Poniendo P(U) = [l-formas exactas en U] y tomando como morfismos de
restriccién los evidentes, se define el prehaz de 1-formas exactas.

4. Sea A un anillo y X su espectro. Asociando a cada abierto U C X el anillo Ay = {%, con
a € Ay s € Ademodo que s no se anule en ningtin punto de U} y tomando como morfismos
de restriccién los de localizacién, se obtiene un prehaz de anillos.

5. Si M es un A-mddulo, asociando a U el Ay-médulo My = M ® 4 Ay se define un prehaz de
modulos sobre el anterior prehaz de anillos.

A los elementos de P(U) se le denominan secciones de P en U, y alguna vez denotaremos P(U) =
(U, P).
Dado un prehaz P sobre X y un punto z € X, la fibra P, de P en x se define del siguiente modo:

P, = lim P(U)
xzeU

es decir, P, = [] {s € P(U)}/ ~, donde dados s € P(U) y s’ € P(U’) cumplen que s ~ s’ si y s6lo
zeU
si existe un abierto V, tal que x € V.C UNU’, de modo que sy = siv. También se dice que P, son

los gérmenes de secciones de P en zx.
Dado s € P(U) denotaremos § = s, € P.

3. Ejercicio: Sea P el prehaz definido en 6.2.2 5. sobre SpecA. Dado = € Spec A, entonces

Resolucion: P, = lim M. Como tenemos morfismos naturales My — M., tenemos un morfismo
zeU

natural P, — M,. Dejamos al lector que compruebe que es un isomorfismo.
4. Ejercicio: Los gérmenes del prehaz de funciones reales continuas de R™, en un punto x € R”
coinciden con C(R™), (donde m, es el ideal maximal de las funciones que se anulan en x y C(R"),
la localizacién en este ideal primo).
5. Definiciéon: Un morfismo de prehaces f: P — P’ sobre X es un morfismo de funtores, es decir,
una coleccién de morfismos fyy: P(U) — P(U’) (para cada abierto U) que conmutan con los morfismos
de restriccién. Denotaremos por Hom(P, P’) al conjunto de morfismos de prehaces de P en P’.
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Todo morfismo f: P — P’ de prehaces induce un morfismo f,: P, — PL, fu(sz) = f(8)z.!

6. Definicién: Un haz sobre un espacio topolégico X es un prehaz F' tal que para cada abierto
U C X y cada recubrimiento {U,} por abiertos de U, la sucesién

F(U) [1Fw.) iHF(Ua NUg)
a P2 a8

donde p1([[sa) = [lsajv.nus ¥ P2(Ilsa) = HSﬁ\UQmUﬁv es exacta. Es decir, 0 es inyectivo y su
(o3 (e}

a,f Q,
imagen son las secciones de [[F (U, ) donde coinciden p; y ps, que equivale a decir:
(e}

1. Si dos secciones de F' sobre U tienen las mismas restricciones a cada U, ambas coinciden.

2. Dada una familia de secciones s, € F(U,) cuyas restricciones a las intersecciones coinciden
(Sa|vanus = SB|u nUB) existe una seccién s € F(U) de modo que su restriccién a cada U, es Sq.
[e3

7. Ejemplo: 1. Los prehaces del caso 2 del ejemplo 6.2.2 son haces. El del caso 1, lo sera cuando el
espacio topoldgico X considerado verifique que todo par de abiertos no vacios tenga interseccion
no vacia.

2. Sea X = R? — {0}. El prehaz de 1-formas exactas no es haz, pues d(arctany/z) es localmente
exacta, pero no globalmente porque su integral a lo largo de la circunferencia unidad es diferente
de cero.

Dado un prehaz P se le puede asociar de modo natural un haz P:

P(U) = H {(sa) € HF(UQ): Saz = 8g, para todo x € Uy N Ug} / ~

ef
{UUa=U}
donde ~ es la siguiente relacién de equivalencia: (sq) ~ (sh/) si Sa, = s, para todo x € Uy N Uy

Dejamos al lector que pruebe:

1. P es un haz.

2. El morfismo natural P — P definido por los morfismos P(U) — P(U), s — 5 (jU es un
recubrimiento de U y s es una seccién de tal recubrimiento!) es un isomorfismo si y sélo si P es
un haz.

3. Para todo z € X, P, = P,.

Dado un morfismo de prehaces f: P — P’ define de modo natural un morfismo f: P — P’ entre
los hacificados ((sq) — (fu,(sa)))-

8. Proposicion: Sean P un prehaz y F un haz. Se cumple el isomorfismo

Hom(P, F) = Hom(P, F), f+ f

LCon miés rigor, debiéramos escribir fyr(s)y si s € P(U), en vez de f(s)z.
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Demostracion. No es méas que considerar el diagrama conmutativo

f
P——F
P——F
f
O
9. Ejercicio: Sea P un prehaz sobre un espacio topolégico X. Sea P = ][] P, la unién disjunta

zeX
de las fibras de P. Consideremos la proyeccién natural P — X, s, — z. Cada elemento s € P(U)
define una seccién §: U — P, x — s,. Consideremos en P la topologia cuya base de abiertos son los
conjuntos §(U). A P con esta topologia se le denomina espacio etale asociado al prehaz P. Probar

1. P — X es un homeomorfismo local.

2. El haz Homx(—, P) de secciones continuas de la proyeccién P — X, sobre abiertos de X, es
justamente el haz asociado a P.

3. La categoria de los espacios localmente homeomorfos a X es equivalente a la categoria de los
haces sobre X.

10. Proposicién: Un morfismo f: F — F’ de haces es un isomorfismo si y sdlo si f: Fp — F.
son isomorfismos para todo x € X.

Un morfismo f: F — F’ de haces de grupos es el morfismo cero si y sélo si fo = 0 para todo
x € X. En particular, un haz es cero si y sélo si lo es en fibras.

Demostracion. Veamos solo la suficiencia de la primera afirmacién. Supongamos pues, que f,: F,, —
F! son isomorfismos para todo z € X. Dados s,s" € F(U) si fu(s) = fu(s’), entonces fy(sz) =
fu(8)e = fu(s)e = f2(s),). Luego s, = s, paratodo z y s = ¢'.

Asi pues, los morfismos fy: F(U) — F'(U) son inyectivos. Dada una seccién s’ € F'(U), por
ser los f, epiyectivos, existird un recubrimiento {U,} de U y secciones s, € F(U,) de modo que
fu.,(sa) = sf v, - Ademds las s, coinciden sobre las intersecciones por la inyectividad de los morfismos
fu., luego definen una seccién s € F(U), tal que s|yq = sq. Luego fy(s) = s', pues localmente sobre
los U, coinciden. Con todo hemos concluido que los fyy son isomorfismos.

En cuanto a la segunda afirmacién. Dado s € F(U), fu(s) = 0 siy sélo si fy(s)s = fz(s2) =0
para todo x € U. Ahora es sencillo concluir. O

Dado un morfismo f: F — F’ de haces de grupos, se cumple que el prehaz Ker f definido por
Ker f(U) = Ker[F(U) — F'(U)] es un haz. Sin embargo, Im f definido por Im f(U) = Im[F(U) —
F'(U)] no es en general haz. En el contexto de haces, denotaremos por Im f al hacificado del prehaz
imagen recién definido. Igualmente, Coker f definido por Coker f(U) = Coker[F'(U) — F'(U)] no es
en general haz. En el contexto de haces, denotaremos por Coker f al hacificado del prehaz contcleo
recién definido.

11. Proposicién: Dado un morfismo F — F' de haces (o prehaces) de grupos, se cumple

1. (Ker f), = Ker f,, para todo x € X.
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2. (Im f), =Im f,, para todo x € X.
Demostracion. Recordemos que el limite inductivo es un funtor exacto.

1. (Ker f), = lim Ker fy = Ker f,
zeU

2. (Im f), = lim Im fy =Im f,
zeU

12. Definicién: Una sucesién de morfismos de haces de grupos

N IR AN L Sl SR

diremos que es una sucesion exacta de haces, si se cumple la igualdad de haces Ker f,, 11 = Im f,,.

13. Corolario: Una sucesion de morfismos de haces de grupos

R IR TR

es una sucesion exacta de haces si solo si

Jn Srt1
an—g: n+lg _>an+21—>"'

es una sucesion exacta de morfismos de grupos, para todo x € X.

Demostracion. Silm f,, = Ker f,11, entonces (fr41 0 fn)z = fat1, © fny = 01luego fri1 0 fr, = 0.
Por tanto, tenemos un morfismo Im f,, — Ker f,4+1, que en fibras sobre x es isomorfismo, luego

Im f, = Ker f,+1.
Reciprocamente, si Im f,, = Ker f,41, en fibras Im f,,, = Ker f,, 1. O

14. Ejercicio: Si0 — F/ — F — F” — 0 es una sucesion exacta de haces de grupos demostrar que
para todo abierto U, la sucesién 0 — F'(U) — F(U) — F"(U) es exacta.

15. Ejercicio: Sea X = R? — {0}, F = C¥ y F’ el haz de las uno formas cerradas de X. Probar que
el morfismo d: F — F’, g — dg, es un epimorfismo de haces pero d: F(X) — F’(X) no es epiyectiva.

Sea f: X — Y una aplicacién continua de espacios topolégicos.
16. Definicion: Dado un prehaz P sobre X se define la imagen directa, f,P, de P por f, como el
prehaz f.P(U) = P(f~Y(U)).

Es facil comprobar que si F' es un haz sobre X, entonces f,F es un haz sobre Y.
17. Definicién: Dado un prehaz Q sobre Y, se define la imagen inversa, f~1Q, de Q por f, como
el prehaz f~1Q(U) = lim Q(V).

f=r(v)2u

Si @ es un haz, el hacificado de f~'Q lo denotaremos, cuando no cause confusién, f~1Q, y diremos

que es la imagen inversa de Q. Es facil ver que (f~1Q), = Qf(z)-

18. Ejercicio: Sea F' un haz sobre Y y denotemos por P su espacio étale asociado. Probar que el
espacio étale asociado a f~'F es P xy X.
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6.3 Espacio anillado

Es obvio que cuando miramos una esfera no estamos viendo simplemente un conjunto de puntos sino
que ademas estamos anadiendo una estructura topolégica. Es decir, vemos la esfera como un conjunto
con una topologia (un espacio topoldgico). Si ademds consideramos que la esfera no es “deformable
suavemente” al cubo, estamos anadiendo una estructura extra. Localmente estamos identificando
“suavemente” la esfera con el plano, es decir estamos dando unas coordenadas, estamos indicando las
funciones u “observaciones” sobre la esfera “suaves o adecuadas”. Con mas precision, estamos diciendo
que la esfera es un espacio topoldgico junto con el anillo de funciones diferenciables, la estamos viendo
como una variedad diferenciable con su anillo de funciones diferenciables.

Cuando hemos definido una variedad algebraica los tinicos conjuntos que “observamos” son los
definidos a partir de las funciones algebraicas. Es decir, cuando escribiamos Spec A, en realidad
siempre tenfamos presente la pareja (Spec A, A)2. Asf pues, un espacio es un espacio topolégico junto
con cierto anillo de observaciones, que estdn definidas o determinadas localmente.

1. Definicién: Un espacio anillado es una pareja (X, Ox) formada por un espacio topolégico X y
un haz de anillos Ox sobre X.

Si (X, Ox) es un espacio anillado nos referiremos a X como al espacio topoldgico subyacente y a
Ox como el haz estructural. Por brevedad diremos que X es un espacio anillado.

2. Definicién: Se llama espacio anillado en anillos locales a todo espacio anillado cuyas fibras sean
anillos locales.

3. Ejemplo: Las variedades diferenciales y las variedades topolégicas son espacios anillados en
anillos locales.

4. Definicién: Un morfismo de espacios anillados (X,0x) — (Y,Oy) es una pareja formada por
una aplicacién continua f: X — Y, y un morfismo de haces de anillos ¢: Oy — f.Ox.

Dado un morfismo de espacios anillados (f,¢): (X,0x) — (Y, Oy), para cada punto y = f(x) €
Y, se tienen morfismos naturales Oy, f(z) — (f+Ox)f(@) — Ox,a-

5. Definicién: Un morfismo (X,Ox) — (Y,Oy) de espacios anillados entre espacios anillados en
anillos locales se dice que es un morfismo en anillos locales, si los morfismos naturales Oy, y(,) — Ox »
son locales, es decir, aplican el ideal maximal del primer anillo dentro del ideal maximal del segundo.

6. Ejemplo: Sea f: X — Y es una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciales. Para
cada abierto U C Y, tenemos un morfismo de anillos C{*(U) — CE(f1(U)), g — g o fif-1v)-
Morfismos que definen un morfismo de haces de anillos C5° — f.C¥. En gérmenes tenemos el
morfismo C;;f’ Fa) C% .o [9] = [go f], que aplica el ideal maximal de las funciones que se anulan en
f(x), de C;’,ff(z), en el ideal maximal de las funciones que se anulan en f(z), de CY,. En conclusién,
todo morfismo f: X — Y, induce de modo natural un morfismo de espacios anillados en anillos locales
entre los espacios anillados.

2Desde un punto de vista epistemoldgico las observaciones del espacio son previas a toda concepcién del espacio y
éste se obtiene como objetivacion de aquellas. El problema de cémo puede haber observaciones sin tener previamente el
espacio, aqui queda desdibujado pues no nos encontramos con ninguna dificultad al definir A sin tener Spec A, si bien,
para definir A siempre necesitaremos de los conjuntos o al menos del conjunto N
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6.3.1 Haz de localizaciones en abiertos de Spec A

Dado un anillo A, consideremos en Spec A el prehaz definido, para cada abierto U C Spec A, por

UWA(U) == AU = AS

g Sistema multiplicativo de las
Not def o

funciones que no se anulan en U

7. Definicién: Denotaremos por A al haz en Spec A asociado al prehaz U ~ Ay. Diremos que A es
el haz de localizaciones en abiertos de Spec A.

8. Proposicién: La fibra en un punto x € Spec A del prehaz de localizaciones en abiertos de Spec A,
coincide con la localizacion, A;, del anillo A en x. En particular Ay = A,.

Demostracion. Ejercicio 6.2.3 O

Asf pues, (Spec A, ;1) es un espacio anillado en anillos locales.

9. Lema: Sea U un abierto bdsico de Spec A. Si {U;}i=1,..n es un recubrimiento finito de U por
abiertos bdsicos, la siguiente sucesion es exacta

n n
Ay — @ Ay, @ Ay,nu,
i=1 > i
“El prehaz de localizaciones es un haz en la base de abiertos bdsicos”

Demostracion. La exactitud de la sucesién es una cuestiéon local, luego localizando en Uy, tenemos
que ver que la sucesién
) p1
i n — s n
Ay, — i@lAUkﬁUi - g Avnuinu;
= p2 >

n
es exacta. Obviamente, 4 es inyectiva porque i(s) = (s|u,nv, )i ¥ S|u.nu, = - Dado (s;) € © Ay,nu;,
' i=1

si p1(si) = pa2(si) entonces 8i|y, (v, AU, = Sk|UuNULNU; - LUEEO 8i = Sk|u,nw;s 1., 1(8k) = (54). O
10. Teorema: Si U C Spec A es un abierto bdsico distinto del vacio entonces

AU) = Ay
En particular, A(Spec A) = A.

Demostracion. Tenemos que ver que el morfismo natural Ay — fl(U) es isomorfismo.

1) Es inyectivo: Dada s € Ay, si s — 0 entonces existe un recubrimiento {U;} de U por abiertos
bésicos, tal que sjy, = 0 (Ay — Ay,,s — S|Ul.). Por la compacidad de U podemos suponer que el
recubrimiento es finito. Por el lema, el morfismo Ay < @Ay, es inyectivo. Luego s = 0.

2) Es epiyectivo: Dada s € A(U) existe un recubrimiento por abiertos bésicos {U;} y s; € Ay, ,
de modo que por los morfismos Ay, — A(Uz) se cumple que s; — sy, Observemos que s;jy,ny; —
Siv,nu; = 0 ya que sjy,nu, — Sju,nu, = 0y el morfismo Ay,ny;, — A(U; N U,) es inyectivo por 1). Por
el lema, sabemos que existe s’ € Ay tal que s'|y, = s;. Entonces en el morfismo Ay — fl(U) tenemos

que s’ — s, porque en los U; asi sucede.
O
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11. Ejercicio: Sea B una base de abiertos de un espacio topoldgico X. Sea F un prehaz en X.
Supongamos que F' es haz para B, es decir, para cada U € B, cada recubrimiento {U;} de U por
abiertos U; € By un recubrimiento {U;;x} de U; N U; por abiertos U, € B la siguiente sucesion es
exacta

FU) - [[Fw) —Z [ FWir)
Demostrar que el haz asociado a F' coincide con F' sobre B.

12. Ejercicio: Sea A un anillo integro. Demuéstrese que A = Sﬂ AA’C y en general que A(U) =
resSpec

N A,.

xeU

13. Proposicion:
Morfismos de espacios anillados Morfismos de anillos
en anillos locales =
(Spec B, B) — (Spec A, A) A—B

Demostracién. Un morfismo (f, ¢): (Spec B, B) — (Spec A, A) de espacios anillados en anillos, induce

un morfismo } R 3
¢pa: A= A(Spec A) — f.B(Spec A) = B(Spec B) = B

Tenemos el diagrama conmutativo,

[

Afwy = Afe) —> B, =B,

Como Ajf,) — By es local, se deduce que si ¢ es el morfismo inducido en los espectros por ¢4
entonces ¢* (z) = f(z), es decir, ¢ = f. Ademds, ¢ estd determinado por ¢4: Dado un abierto
bésico U, C Spec A, entonces [~ (U,) = Uy, () y €l diagrama

A o4 B

~ U, =~
Ay, = As —> Bu, () = Bsa(a)
es conmutativo, luego ¢r, estd determinado por ¢4, y en conclusién ¢ también.
Reciprocamente, dado un morfismo f: A — B, induce un morfismo continuo f*: Spec B — Spec A
y por localizaciones morfismos
AU — Bf*fl(U)

que define un morfismo f: A — (f*)+B. En fibras sobre f*(z), define el morfismo
Af*(w) - ((f*)*B)f*(m) — By

inducido por f, que es local.
El morfismo fa definido por toma de secciones globales es precisamente f. Con todo concluimos.
O
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6.4 Esquemas

Las variedades “anilladas” en Geometria Algebraica se denominan esquemas:

1. Definicién: Un espacio anillado (X, Ox), diremos que es un esquema si existe un recubrimiento
{U;} de X de modo que (U;, Oy,) =~ (Spec 4;, A;). Diremos que es un esquema afin si es isomorfo a
un esquema (Spec A, A).

2. Ejercicio: Probar que un abierto de un esquema es un esquema. Demuéstrese que Ay — {0} no
es un esquema afin (Pista: probar que I'(Ay — {0}, Oa,_103) = K[z, 9]).

3. Ejemplo: Obviamente (Spec A4, fl) es un esquema.

4. Definicién: Los morfismos de espacios anillados en anillos locales, entre esquemas se denominan
morfismos de esquemas.

5. Definicién: Un esquema X se dice que es reducido si para todo abierto U C X, Ox(U) es un
anillo reducido.

6. Proposicién: Un esquema X es reducido si y solo si para todo x € X, Ox 5 es un anillo reducido.

Demostracion. Dado un abierto U y un recubrimiento {U;} de U por abiertos afines, tenemos el
morfismo inyectivo Ox (U) — [[Ox (U;). Por tanto, X es reducido si y sélo si para todo abierto V'

K3
afin Ox (V) es reducido. Ahora bien, un anillo es reducido si y sélo si es localmente reducido, ya que
el nilradical localiza. En conclusién, un esquema X es reducido si y sélo si para todo z € X, Ox , es

un anillo reducido.
O

7. Definicién: Un esquema se dice que es irreducible cuando no es unién de cerrados propios, es
decir, cuando el espacio topoldgico subyacente es irreducible.

8. Ejercicio: Demostrar que un espacio topologico es irreducible si y sélo si no contiene dos abiertos
no vacios disjuntos.

9. Definicién: Un esquema X se dice que es integro si para todo abierto U C X se verifica que
Ox(U) es integro.

10. Proposicién: Un esquema es integro < es irreducible y reducido.

Demostracion. =) Obviamente, X es reducido. Si X = C7;UC5 es unién de cerrados propios, entonces
X—(ClﬁC’g) = (Cl *(Cl QCQ)) H(CQ*(Cl ﬂCQ)). Denotemos U = X*(Cl ﬂCQ), U1 = 01 *(Cl ﬂCz)
y Uz = Cy — (C1 N Cy). Se verifica Ox (U) = Ox(U1) x Ox(Uz), que no es integro. Asi pues, hemos
llegado a contradiccién por suponer que X no es irreducible.

<) Dado un abierto U C X, sean f,g € Ox(U), tales que f-g =0.

Sea
_J @ € Utales que fenOxg — )
' pertenezca al ideal maximal p,Ox Not /70
Ca = (9)o
Idem

Es fécil ver que C4 UCy = U. Por tanto, X = [(X —U)UC1]U[(X — U) U Cy], luego por ser X
irreducible podemos suponer que X = [(X — U) U C}], es decir C1 = U. Asi pues, f es nilpotente en
cada abierto afin incluido en U. Luego por ser X reducido, f es nulo en cada abierto afin incluido en

U, es decir, f es nulo. Luego Ox(U) es integro.
O
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Si X es irreducible y U C X es un abierto afin, sabemos que existe un punto p € U, tal que su
cierre en U es U. Tendremos que X = pU U¢, luego p = X. Dado un abierto VC X, sip ¢ V,
entonces p C V¢, luego V = (). Como consecuencia, p es el tinico punto cuyo cierre es X, pues
localmente afinmente p es Unico. Diremos que p es el punto genérico de X. Si un esquema X es
integro y p, € X es el punto genérico, llamaremos cuerpo de funciones de X a Ox , , que es el cuerpo

de fracciones del anillo de funciones de cualquiera de sus abiertos afines. Denotaremos Xx = Ox . -

6.5 Ejemplos de esquemas

6.5.1 Variedades algebraicas. Variedades proyectivas

En el capitulo 1 hemos definido el espectro proyectivo de un anillo graduado, queremos ahora pre-
cisar qué funciones algebraicas estamos considerando en el espectro proyectivo. La pregunta sobre
cuales son las funciones del haz de anillos del espectro proyectivo de un anillo graduado es una pre-
gunta esencialmente de naturaleza local, nos preguntamos cudles son las funciones localmente. Para

fijar ideas, consideremos P,, = Projk[zo,...,z,]. Las funciones de P,, — (z;)? han de ser funcio-
nes algebraicas f € k[xo, ..., x,]|,, homogéneas de grado cero, pues s6lo consideramos funciones que
no distinguen un punto (ag,...,a,) de (Aag, ..., Aa,). Es decir, las funciones de P, — (x;)% son
(k[zo, - Tnlz;)o = k[zo/Ti, - . ., Tn/2;]. Como ademds P,, — (x;)h = Spec k[xg/z;, ..., T, /z;] tendre-

mos que P, con las funciones “adecuadas” es un esquema.
Procedamos con toda generalidad y rigor. Recordemos, que dado un anillo graduado R, denotamos
por Ry los elementos de grado cero de R.

1. Definicién: Definimos el haz de localizaciones homogéneas R, en Proj R por el haz asociado al
prehaz

Sistema multiplicativo de las funciones
U~ (RS)07 =

homogéneas que no se anulan en U

para cada abierto U de Proj R.

Por sencillez supondremos, a partir de ahora, que R = Ry[&, . . ., &,], donde cada &; es de grado 1.

2. Teorema: (ProjR, R) es un esquema.

Demostracion. Recordemos que Proj R = .QOUQ, donde Uh = ProjR — (fi)g. Sabemos, ademads, que
tenemos un homeomorfismo Ughiz Spec Roléo/&:, - -, €n/&i], de modo que a través de esta identifica-
cién, (fn)l en Ugh es igual a (f,/&M)o en Spec Rol€o/&i, - - -, &n/&il-

Nos falta ver que RlUél_ = Rol&0/&,- -, &n/&):

Sea f, € R, C R. Veamos que las secciones del prehaz de localizaciones homogéneas sobre

Ughl_ —(fn)b = Ughi ﬂU}}n coincide con las secciones de Ry [ﬁo/f/i,_i, &n/&) en Spec Ro[€0/&iy -+, En/&] —

(Fn/&i")o-
Observemos que Ry, nu,, = Re, .1, = (Re,)y, ¢n- Por tanto,

(Rue,nuy, o = [(Re,) p/enlo = [(Be,)ol g, ser = Rolo/Sis - - - s 6n /&l 1 en

—_~—

Luego, los prehaces que definfan a R, ur ¥ Ro[&o/&, - - -, &n /&) son isomorfos en abiertos bésicos

y concluimos que los haces son isomorfos.
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O

3. Definicién: Diremos que un esquema X es un k-esquema si existe un morfismo prefijado X —
Spec k de esquemas. Diremos que un k-esquema es una variedad algebraica si existe un recubrimiento
finito {U; = Spec A;} por abiertos afines de X de modo que los A; son k-dlgebras de tipo finito.

4. Ejemplo: Las variedades algebraicas afines Spec k[&1, . . ., §,] son variedades algebraicas.

Si R = k[&o,...,&n] es una k-algebra graduada, (Proj R, R) es una variedad algebraica. A este
tipo de variedades se las llama variedades proyectivas. Asi pues, el espacio proyectivo y las curvas
proyectivas planas son ejemplos de variedades algebraicas.

5. Definicion: Llamaremos dimensién de un esquema X a la maxima longitud de las cadenas de
cerrados irreducibles de X.

6. Proposicién: Si X es una variedad algebraica integra entonces la dimension de X coincide con
el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones Ox p, .

Demostracion. Si U es un abierto afin de X no vacfo. Sabemos que dimU es igual al grado de
trascendencia de Xy = XX
Si C4 ; Cy ; % C,, es una cadena de cerrados irreducible de X y U es un abierto afin que

corta con C7, entonces U N C} % UnaOy g g U N C,, es una cadena de cerrados irreducibles de

U (recordemos que UNC; = C;). Por tanto, dim X < sup{dim U, abiertos afines}, luego dim X es

menor o igual que el grado de trascendencia de ¥ x. Por otra parte, si D; ; Dy C ... g D,, es una
cadena de cerrados de un abierto afin, entonces D g Dy % ; D,, es una cadena de cerrados

irreducibles de X, luego dim U < dim X, luego el grado de trascendencia de ¥ x es menor o igual que
dim X.
O

7. Ejercicio: Probar que las variedades algebraicas son catenarias.
8. Definiciéon: Diremos que una variedad algebraica es una curva si es de dimensién 1.

Sea X una variedad algebraica integra y O, un subanillo de Y x de valoracién, trivial sobre k.
Se dice que O, tiene centro en un punto x € X, cuando la imagen del morfismo de localizacion
Ox,z — Xx es un anillo local dominado por O,,.

9. Definicién: Diremos que una variedad algebraica integra es completa si todo anillo de valoracion
de su cuerpo de funciones, trivial sobre k, tiene centro en un tnico punto de la variedad.

10. Teorema: Las variedades algebraicas integras proyectivas son completas.

Demostracion. Sea X = Projkl[&o,...,&,] una variedad proyectiva integra. Sea O, C Yx un anillo
de valoracion trivial sobre k.

Sea % € Y x la funcién de valor méximo para todo 7, j € {0,...,n}. Se verifica que k[g—“, ce %] C

J J J
O,, porque si v(%) < 0 para algiin r, entonces v(%) < v(g—’) + v(g—f) = v(g—’ . 2—3) = v(g—’) y llegamos
J J J T J s r
a contradiccién. Asi pues, O, centra en el punto x, donde p, es el corte del ideal de valoracién con
k[g2,..., 5]
&2

Por tltimo, dado un punto y # z, existe un abierto afin que contiene a = e y, luego el anillo de
valoracién centra en x y no puede centrar en y.
O
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11. Proposicion : Sea C una curva proyectiva integra no singular. FEziste una correspondencia
biunivoca entre los puntos de C y las valoraciones de X, triviales sobre k.

Demostracion. En el teorema 6.5.10 hemos visto que todo anillo de valoracién k C O, C ¢ centra
en un dnico punto x € C, es decir, Oc 4 C O, (v p» C py). Ahora bien, O¢ ,, es un anillo local regular
de dimensién 1, o es X, luego es de valoracién. Por tanto, como los anillos de valoracién no admiten
morfismos dominantes, ha de cumplirse que O¢ , = O,. Ahora facilmente concluimos. O

6.5.2 Variedad de Riemann

Sea k un cuerpo y Y una extension de cuerpos de k, de tipo finito de grado de trascendencia 1, es
decir, existe un ¢t € ¥ trascendente de modo que k(t) <— X es una extensién finita de cuerpos.

12. Definicién: Llamaremos variedad de Riemann de ¥ al espacio anillado (X, Ox), donde

1) X es el conjunto de valoraciones discretas de X triviales sobre k, dotado de la siguiente topologia:
los cerrados propios son los subconjuntos finitos de X que no contienen a la valoraciéon X (que seréd,
por tanto, el punto genérico de X).

2) Ox es el haz de anillos definido por Ox (U) = vQUO”’ para cada abierto U C X.

13. Teorema: La variedad de Riemann X de ¥ es una curva completa y no singular sobre k cuyo
cuerpo de funciones es X.

Demostracion. Sea t € X trascendente. Sea U el conjunto de anillos de valoracién que contienen a t
y U’ el conjunto de anillos de valoracién que contienen a ¢t ~!. Se cumple X = UUU’. Sea B el cierre
entero de k[t] en ¥y B’ el cierre entero de k[t~!] en X.

Se verifica que U = Spec B (y por simetria, que U’ = Spec B’): En efecto, B es un anillo
integramente cerrado en ¥, de dimensién 1 (pues el morfismo k[t] — B es finito) cuyo cuerpo de
fracciones coincide con ¥ (porque es integramente cerrado en X y contiene a k(t)). Por tanto, dado
r € Spec B, B, es un anillo de valoracién discreta que contiene a t. Reciprocamente, dado un anillo
de valoracién discreta O, que contenga a t, tendremos que B — O, (pues B es la interseccién de
los anillos de valoracién que contienen a k[t]). Por tanto, si p, = B Np, (donde p, es el ideal de
valoracién de O,), tendremos que B, = O,, porque B, es de valoracién y los anillos de valoracién no
admiten morfismos dominantes. Por ultimo, observemos que por ser B un anillo de dimensioén 1, la
topologia de Spec B coincide con la de U.

Se verifica que U es un abierto de la variedad de Riemann (y por simetria, que U’ es un abierto
de la variedad de Riemann): En efecto, los subanillos de valoracién de ¥ que no contienen a t, se
corresponden con los anillos de valoracién cuyo ideal irrelevante contiene a ¢!, es decir con los ideales
primos de B’ que contienen a ('), que son un nimero finito (distintos del punto genérico), porque
B’ es de dimensién 1. En conclusién, X — U es un nimero finito de anillos de valoracién (distintos
del punto genérico), luego es un cerrado y U un abierto.

Observemos que Ox restringido a U ({dem para U’) coincide con B, porque por ser B integro se
verifica que B(V) = IQVBJC =0x (V).

Por 1iltimo, si O, es un anillo de valoracién, entonces contiene a t (o a t~1), por tanto, contiene
a B (o B') y como hemos visto O, = B,, donde = € U es la valoracién correspondiente a v. En
conclusién, O, centra en v.

Hemos concluido porque la variedad de Riemann es la unién de los dos abiertos U, U’, que son
esquemas afines no singulares de cuerpo de funciones ¥ y toda valoraciéon centra en un punto y sélo
uno de U UU".

O
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14. Ejercicio: La variedad de Riemann de k(z) es la recta proyectiva Py.

15. Definiciéon: Un morfismo de esquemas f: X — Y diremos que es un morfismo afin si existe un
recubrimiento {U;} de Y por abiertos afines de modo que f~!(U;) sean abiertos afines de X. Diremos
ademds que es finito si los morfismos de anillos Oy, — Of-1(y,) son finitos.

16. Definicién: Un morfismo entre esquemas integros diremos que es birracional si el morfismo
inducido entre los cuerpos de fracciones es un isomorfismo.

Observemos que el cuerpo de funciones de toda curva integra es una extensién de tipo finito de
grado de trascendencia 1.

17. Teorema: Sea C una curva completa sobre un cuerpo k y C la variedad de Riemann del cuerpo
de funciones 3 de C'. Existe un epimorfismo natural w: C' — C finito y birracional de esquemas que
es isomorfismo si y solo si C' es no singular.

Demostracion. Se define : C' — C como sigue: 7(v) es el centro en C de la valoracién O,. Sea un
abierto afin U C C'y sea por el lema de normalizacién de Noether un morfismo finito k[t] — O¢(U).
Se verifica que 7~!(U) = Spec B, donde B es el cierre entero de k[t] (0 Oc(U)) en T¢: Spec B se
identifica con los anillos de valoracién que dominan a O¢(U) (o k[t]), que se identifica con los anillos
de valoracién que centran en U, es decir, con 7~ 1(U). Si recordamos la construccién de los abiertos
afines por los que recubrfamos la variedad de Riemann, 7=1(U) = Spec B es un abierto, luego 7 es
continuo. Es claro, ademés, que el morfismo 7-1(y): 7~ YU) — U es el inducido por la inclusién
Oc¢(U) — B.

Entre los haces de anillos, tenemos las inclusiones naturales O¢(U) — Og((r=1(U)) = ﬂl( )OU-
ver— (U

Tenemos, pues, definido un morfismo de espacios anillados 7: C' — C, que cumple las condiciones del

teorema, como se comprueba afinmente con 7| -1 (y): 7 Y U) - U. O

18. Teorema: La calegoria de las curvas completas no singulares sobre un cuerpo k (cuyos morfismos
no sean constantes), es equivalente (contravariantemente) a la categoria de las extensiones de tipo
finito de k de grado de trascendencia 1.

Demostracion. Sea F el funtor que asigna a cada curva C su cuerpo de funciones ¥¢. Dado un
morfismo f: C — C’, no constante, es decir, f aplica el punto genérico g de C, el punto genérico
g’ de C’, tenemos definido un morfismo X¢v = O¢r o — Ocy = E¢, que por definicién serd F(f).
Obviamente, F(f og) = F(g) o F(g).

Sea G el funtor que asigna a cada extension X de grado de trascendencia 1, su variedad de Riemann
V. Dado un morfismo i: ¥ — ¥') sea G(i): V! — V el morfismo definido entre las variedades
de Riemann de ¥’ y X, del siguiente modo: Entre los espacios topoldgicos, G(i)(v') = siendo

O, =XN0O,. Dado t € 3, sea B el cierre entero de k[t] en ¥ y B’ el cierre entero de B (o k[t]) en
Y. Sean U = Spec B 'y U’ = Spec B’, que son abiertos de V y V’. Se cumple que G(i)"1(U) = U’
y que G(i))y el morfismo inducido por la inclusién B < B’. Por tltimo, entre los haces de anillos,

para cada abierto W, las inclusiones Oy (W) = n O, — N O, inducen un morfismo
veWw v EG(I) (W)

Oy — G(4)+Oy-. De nuevo, el morfismo de espacios anillados definido sobre U’, es el inducido por el
morfismo de anillos B — B’.
Para terminar, tenemos que ver que Go F ~1d y F o G ~ Id. Efectivamente, §: C — G(F(C)) =

Var. de Riemann de X¢, * — O¢; y entre los haces de anillos Oy (U) = ﬂUOU = eml(U)OC’z =
veE rel—

Oc(0~1(U)); define el isomorfismo G o F' ~ Id. Por ltimo, F o G(X) = X.
O
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19. Ejercicio: Dado un morfismo 7: C’ — C' entre curvas completas no singulares (no constante),
demostrar que el niimero de puntos de las fibras es constante y coincide con el grado entre los cuerpos
de funciones.

Resolucién: Sea x € C'y U = Spec A C C un abierto afin que contenga a x. Sea A el cierre entero
de A en Y¢v, sabemos que 71 (U) = Spec A, y que 7~ }(U) = Spec A — U = Spec A es el morfismo
inducido A < A. A, es un anillo de ideales principales y A, es un A,-médulo finito sin torsién. Por
tanto, A, = (A,)". Sea g el punto genérico de C, flg es un A, = Yc-dlgebra finita integra, luego es un
cuerpo, que ha de ser Y. Si localizamos la igualdad anterior en g tenemos Yo = A, = (A4,)" = X2.
Ahora ya tenemos

n§ de puntos de 7T_1(£L') =dimg, /m, AjmgA = (A)" /my(A)" = dimy, /m, (Az/mz)" =n
dimgc EC’ =N

20. Ejercicio: Sea 7: C' — C un morfismo entre curvas afines no singulares. Demostrar que 7 es
un morfismo finito si y sélo si el nimero de puntos de las fibras es constante.

21. Ejemplo: Sea Y¢ el cuerpo de funciones de una curva C completa no singular y f € Yo
trascendente. Consideremos el morfismo k(z) — X¢, p(z) — p(f), que induce un morfismo entre las
variedades de Riemann

f:C—-P

Si k[z] < k[z], x — f es el morfismo de cierre entero, el morfismo inducido en espectros es

fif-1w)- Sea mq C k[z] un ideal maximal racional y f(a) = f € k[z]/m,. Es facil comprobar que

mq Nk[z] = (z — f(a)). Por tanto, f(e) = f(e). Por otra parte, f~1(0) = Spec k[z]/fk[z]. Por tanto,

si fklz] =mZ? - mZ7, f71(0) son los puntos z; con multiplicidad n; y el ndmero de los puntos de la

fibra de 0 es > n; grz;.

6.5.3 Recollement de esquemas

Recollement de espacios topolégicos

Sea X un espacio topolégico. A veces, para “aprehender” X, es mas facil definir un recubrimiento
{U;} por abiertos de X y “aprehender” cada uno de los abiertos U;. Por ejemplo, en el estudio de
la superficie terrestre, se construyen una coleccién de mapas locales, llamémoslos {U;}. Ahora bien,
dados dos mapas locales, se estan identificando ciertos puntos entre los dos mapas. Ademads esta
identificacién ha de estar bien hecha, es decir, si € U; se identifica con 2’ € U; y 2’ con 2" € Uy
entonces x se identifica con z'/. Obviamente si sélo dispusiésemos de los “mapas locales” {Ui}, con las
identificaciones entre ellos bien hechas, tendriamos reconstruida la superficie terrestre. Este va a ser
el método de recollement, de construccién de un espacio topoldgico a partir de unos “datos” locales.

22. Definicién: Unos datos de construccién consisten en una familia {X;} de espacios topolégicos,
para cada X; un recubrimiento X; = UX;; por abiertos, y una familia de homeomorfismos 6;;: X;; —
J

Xj; tales que

L 0 =05"y 0;; =1d.
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2. eij‘Xiijik : X5 N X, >~ X N Xy y se verifica un diagrama conmutativo:
9“
Xy N Xig Xji N Xk
Oik 0k
Xij N X

para cualesquiera i, j, k. Es decir, se cumple la condicién de “cociclo” 05, 0 0;; = 0;;,.
23. Definicién: Unos datos de construccion se dicen que son efectivos si existe un espacio topoldgico
X, un recubrimiento por abiertos X = UU; y unos homeomorfismos g;: U; ~ X; de modo que los
K3

diagramas
Jilu;nu;

U;NU; ;>Xij

\91']'

9iu;nu;

U,NnU; ——= Xj;
son conmutativos. Se dird que X es un descenso de los datos de construccién.

24. Teorema: Todo dato de construccion es efectivo y los descensos son unicos salvo isomorfismos.

Demostracion. Sea {X;,6;;} unos datos de construccién. Consideremos en [[X; la relacién ~: dados
i

z; € X; y x; € X; entonces z; ~ x; si x; = 0;;(x;). La relacién ~ es de equivalencia porque el dato
de construcciéon cumple la condicién de cociclo.
Sea pues [ [X; — [[X;/ ~ el morfismo de paso al cociente y consideremos en [[X;/ ~ la topologia

cociente. Es fécil comprobar que los morfismos naturales X; — [[X;/ ~ son inmersiones abiertas,
i

denotemos X; el abierto imagen de X;. Es facil comprobar que X; N X ; es la imagen precisamente de
X;j y que tenemos el diagrama conmutativo

Xij 4N>XiﬂXj

Xji —=X; N X;

Luego [[X;/ ~ es un descenso y el dato de construccién es efectivo.
i

Sea X = UU; otro descenso, con homeomorfismos g;: U; ~ X;, verificando los diagramas conmu-
3

tativos
gi|u;nu;

U; N Uj N4>Xij

97;J

9i|u;nu;

3Puede comprobarse que esta segunda condicién implica la primera.
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. es = gi o . . .
La composicién g; de morfismos U; ~ X; ~ X; verifican el diagrama conmutativo

giju;nu;

UiﬂUj;XijéXiﬁXj

Q.J\Uiji

Uiji;inAXjﬂXi
Luego los homeomorfismos g; coinciden sobre las intersecciones, luego definen un homeomorfismo
global g: X — [[X;/ ~.
i
O

Recollement de esquemas

El recollement de haces puede ser entendido esencialmente como un caso particular del recollement
de espacios topoldgicos, sin més que considerar, en vez de los haces, los espacios etale asociados. Puede
verse después que en la categoria de los haces el recollement “deja estable” las subcategorias de los
espacios anillados, y la de esquemas. Podriamos asi desarrollar esta secciéon. Sin embargo, conviene
para la comprensién de la teoria del descenso fielmente plano, mas adelante estudiada, proceder de
otro modo, igualmente natural.

25. Definicién: Unos datos de construccion, en la categoria de esquemas, es una familia {X;, Ox,}
de esquemas, para cada X; un recubrimiento X; = UX;; por abiertos, y una familia de isomorfismos
J

0;;: Xij — Xj; de esquemas tales que
2. oij\XijﬁXik 1 X N X, >~ X5 N Xy y se verifica un diagrama conmutativo:

Xij N Xk J

in ﬂXjk

Oik Ok
ij N Xg;

para cualesquiera 7, j, k. Es decir, se cumple la condicién de “cociclo” ;;008;; = 0;;,. Observemos,
que de hecho, la condicién 1. es consecuencia de la condicién 2.

26. Definicién: Unos datos de construccién se dicen que son efectivos si existe un esquema X, un
recubrimiento por abiertos X = UU; y unos isomorfismos g;: U; ~ X; de esquemas de modo que los
1

diagramas
Jiju;nu;

U, N Uj - Xij

Gij

9i|u;nu;,

UNnU; ——= X

son conmutativos. Se dird que X es un descenso de los datos de construccion.
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27. Teorema: Todo dato de construccion es efectivo y los descensos son unicos salvo isomorfismos
de esquemas.

Demostracion. Por la seccion anterior, podemos suponer a nivel topoldgico, que los X; son abiertos
del espacio topolégico X = [[X;/ ~, de modo que X;; = X; N X, y los morfismos 6;; a nivel del

3
espacio topoldgico son los morfismos identidad.
Es decir, tenemos un espacio topoldgico X, un recubrimiento (X;, Ox,) de X por abiertos que son
esquemas e isomorfismos §;; : OXil xinx, = Ox, X,0X, verificando la condicién de cociclo 6, 0 8;; =
0ix. Tenemos que ver que existe un haz Ox de anillos, e isomorfismos g;: Ox|x, ~ Ox, de modo que

9i|x;nx;
OX'XiﬁX]‘ —— OX’L ‘XiﬂXj
0”-
Qj\xjmxi

OX|XjﬂXi > OXJ’|XJ-OX1-

son conmutativos.

Sea i: X; — X la inmersién natural y sigamos denotando Ox, = i.Ox,, es decir Ox, (V) =
Ox,(V N X;). Igualmente denotemos Ox,x, el haz sobre X definido por Ox,nx, (V) = Ox,(V N
X; N X;). Tenemos dos morfismos

dy
H 4>H
OXi S OXimX]‘
i

00d2 i,j

definidos por di(s;) = (si|x,nx;,)ij ¥ 00 da(si) = (eji(sj\xjmxi))ivj' Definimos Ox como el niicleo
de estas dos flechas, es decir, como el haz cuyas secciones son las secciones locales sobre los Xj,
que coinciden (a través de las identificaciones 6;;: OXi| xinx; ~ Ox; 1,0 Xl) sobre las intersecciones.
Dejamos al lector la rutina de probar que existen isomorfismos naturales g;: Ox|x, = Ox, y que los
diagramas

9i|x;nx;

OX|X,-ij —_— OXi\Xij
9i|x;nx;

Ox|x;nx: — 0% x,nx,

son conmutativos.
Veamos la unicidad, salvo isomorfismos de Ox. Sea otro haz de anillos O sobre X, e isomorfismos
9i+ O |x, = Ox, de modo que
k2
’
Ji|x;nX;

’ ~
X|X;NnX; > OXl‘X7r‘|X7

Oij

’
g%
JIx;nx;

p 2
O |X;NX, — > Ox; |X;NX;

son conmutativos.
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Por tanto tenemos un diagrama
’
9i|x;nX; 9i|x;nX;
p L L
OX\Xij I OXHXij D OX|X,-ij

9i|x;nx;

’
g,
JIx;nx;

’ ~ ~
X‘X]‘ﬁXi _— OXj ‘XjﬁXi < OXlXjﬂXi

. —1 I -~ o . .
Por tanto, los isomorfismos g; = o g;: OXI xXinx; = Ox|x,nx, coinciden sobre las intersecciones, luego
existe un isomorfismo global O% ~ Ox.

O
28. Ejemplo : Podemos construir P, como un recollement de esquemas. Sean X; = Speck[?2,. .., Z=].
Sean X;; = X; — (%)0 = Speck[32,..., Z2]=; , recubrimientos de cada X;. Sea 0;;: X;; — Xj; el

morfismo inducido por el morfismo de anillos

Ty
Zo T To T Tk T;
k[7777]7—1_>k[7777]ﬂ7 7'_)#
Ij CCj T 5 iz Xr; =; xj -

Pues bien, los 0;; cumplen la condicién de cociclo y el recollement de los X; es P,,.

29. Ejemplo: El producto de esquemas. Sean f: X — Y, f': X’ — Y morfismos de esquemas,
queremos construir mediante recollement X Xy X’. Por definicién, X Xy X’ es un esquema sobre Y,
con un par de Y-morfismos m: X Xy X' - X y my: X xy X/ — X', de modo que

Homy (Z, X xy X') = Homy (Z, X) x Homy (Z, X"), f+ (m 0 f,ma0 f)

Dado que el representante de un funtor es tinico, es decir, si existe otro representante, es isomorfo de
modo tnico con el primero, tendremos que X Xy X’ asf definido es nico, si existe.

Si X = SpecB, X' = SpecB’ e Y = Spec A son esquemas afines tenemos que X xy X’ =
er.

Spec(B ® 4 B’), porque

Homy (Z, X xy X') = Homa(B ®4 B',0z(Z)) = Homa(B,0z(Z)) x Homa(B',0z(Z))
= Homy (Z, X) x Homy (Z, X")

Sea V = Spec A C Y un abierto afin. Sean U = Spec B C X y U = Spec B’ C X’ abiertos afines
tales que 1 (U) CV y mo(U’) C V. Se cumple que U xy U’ = U xy U’ = Spec(B ®4 B')

En general, dado X xy X'y abiertos U C X, U’ C X’ se cumple que U xy U’ = 7y *(U) N7y H(U').

Sea {V;} un recubrimiento por abiertos afines de Y, {U;;} un recubrimiento por abiertos afines
de 7 1(V;), {U!,} un recubrimiento por abiertos afines de 7, *(V;). Sea X, = Ui; Xy Uly, ik la
composicién de la proyecciéon de Xj; en U;j, con la inclusién U;; — X, y 7o, la composicién de la

proyeccién de X;jx en U], con la inclusién U], — X. Tenemos

_ . . / !
Xijk|7r;b.§,€(Ul-jmU,;,j,)mw;i;k(ngng,k,) = (Uij NUuyr) xy (Ui O Ujpr)

= X’i/j’k' ‘71—*1

—1
Mljlkl(UijﬁUi’j/)ﬂﬂ' ,,,,k,(U;kﬂU/ )

24’ j§ i’ k!

Por recollement, obtenemos un esquema que resulta ser X xy X'.
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6.6 Problemas

1. Consideremos en N la topologia cuyos abiertos son los subconjuntos de U,, = {m € N: m < n},
ademas del vacio y el total.

(a) Demostrar que los haces de grupos abelianos M en N se corresponden con los sistemas
proyectivos {M,, = M(U,,) }nen de grupos abelianos.

(b) Probar que un haz de grupos abelianos M en N es flasco si y sélo si los morfismos M,, 11 —
M, son epiyectivos.

(c) Mediante teorfa de haces probar que si 0 — M, — M,, — M]] — 0 es una sucesién exacta
de sistemas proyectivos y los morfismos M’ , — M/ son epiyectivos, entonces la sucesién
proyt y n+1 n pLy )
0 — lim M], — lim M,, — lim M]) — 0
— — —
n n n
es exacta.

2. Sea G un haz de anillos constante, y F' C G un subprehaz de anillos. Demostrar que el prehaz
F, definido por F(U) = ﬂUFI, es un haz de anillos y coincide con el hacificado de F.
re

3. Sea (X,0x) un esquema. Sea Ox req €l prehaz de anillos sobre X definido por Ox yea(U) =
Ox(U)/Rad(Ox(U)). Probar que (X, Ox red) €5 un esquema.

4. Sea (X,Ox) un espacio anillado, Aut(X) el grupo de los automorfismos de espacio anillados
globales de X y G un subgrupo de Aut(X). Sea X/G el espacio topoldgico cociente de X por
la relacién de equivalencia definida por G en X. Sea m: X — X/G el morfismo de paso al
cociente y Ox/¢ el prehaz definido por Ox,¢(U) = Ox (=1 (U))¢ = {s € Ox(x~1(U)), tales
que gs = s, para todo g € G}.

(a) Probar que (X/G,Ox/q) es un espacio anillado.

(b) Supongamos (X, Ox) = (Spec A, A) y que G es un grupo finito probar que (X/G, Ox/c)
= (Spec A%, AG).

(¢) Si G es finito y X es una variedad algebraica afin, probar que X/G también lo es.

5. Probar que C es un cerrado irreducible de un esquema si y sélo si existe un tnico punto x € C|
tal que z = C.

6. Probar que Op, (1) (P, (k)) = k. Probar que P, (k) no es un esquema afin.

7. Sea X = As(k) — {(0,0)}. Probar que Ox(X) = k[z,y]. Probar que X no es un esquema afin.
8. Sea X = A3(k) — (x,y)o no es un esquema afin.

9. Probar Homesq(Z, Spec A) = Homye (A4, Oz(2)).

10. Se dice que un punto x de una k-variedad algebraica es racional si k = Ox . /p,. Probar que si
f: X — Y es un morfismo entre k-variedades algebraicas, entonces f aplica puntos racionales
en puntos racionales. Probar que f aplica puntos cerrados en puntos cerrados.
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11. Definir el morfismo de esquemas Az—{0} — Pa, que sobre los puntos racionales aplica (ag, a1, a2)
en (ap, a1, as).

12. Probar que una curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es isomorfa
a la recta proyectiva si y sélo si existe un funcién con un tnico polo en un punto, de orden 1.

13. Probar que toda curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es birra-
cional a una curva plana.



Capitulo 7

Moédulos cuasicoherentes y
coherentes

7.1 Haces cuasicoherentes sobre un espacio anillado

En el capitulo anterior, hemos definido los esquemas como aquellas estructuras que localmente son
(Spec A, fl) Anteriormente, hemos definido y estudiado los A-mdédulos. El objetivo principal de este
capitulo es la definicién en la categoria de esquemas del concepto de médulo, es decir, de haz de
médulos cuasicoherentes.

Posteriormente estudiaremos los médulos es los esquemas proyectivos. Acabaremos con el estudio
de los haces de linea, y demostraremos el teorema de Bézout.

1. Definicién: Sea (X,Ox) un espacio anillado y M un haz, diremos que es un Ox-mdédulo si
para cada abierto U C X M(U) es un Ox(U)-médulo y estas estructuras son compatibles con los
morfismos de restriccion.

2. Ejemplo: Sea (X, CS) una variedad diferenciable y Derx el prehaz que definido por Derx (U) =
Derg(C¥(U)). Se cumple que Derx es un haz de C¥-médulos.

Del mismo modo se definen los haces de C'-médulos de r-formas diferenciales, etc.

Sea X es un espacio topologico, Ox un prehaz de anillos y M un prehaz de Ox-médulos. Si
denotamos con ~ los hacificados, se cumple M es un haz de O x-médulos: En efecto, consideremos los
morfismos M x M =5 M, Ox x M — M que dotan a M de estructura de Ox-médulo. Hacificando,
obtenemos los morfismos M x M M, Ox x M 5 M, que cumplen las condiciones que dotan a
M de estructura de Ox-médulo (como se comprueba en fibras).

Sean P y P’ dos prehaces en un espacio topoldgico X. Se define el prehaz de homomorfismos de
P en P’, que denotaremos Homx (P, P’), como el prehaz

IiO?’Tlx(f)7 P/)(U) = HOI’I’lU(P|U, f)IIU)
Si Py P’ son haces se puede comprobar que Homx (P, P’) es un haz. Igualmente, si M, M’ son haces
de Ox-mddulos, se define el haz de los morfismos de Ox-mddulos de M en M’, que denotaremos
Homeo, (M, M), como el haz de Ox-mddulos
Homo (M, M")(U) = Homo,, (M, MfU)

149
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Sean M y M’ haces de O x-mddulos, se define el producto tensorial de M por M’, que denotaremos
M ®@o, M’ como el haz de Ox-mddulos asociado al prehaz

U~ MU) @0 @) M (U)
3. Ejercicio: Sean M, M’ M" haces de Ox-mddulos. Probar que

Homp, (M ®0, M';M") =Homo,, (M, Homo, (M', M"))
4. Ejercicio: Sean M, M’ haces de Ox-médulos y 2 € X. Probar que
(M Rox M/)Z =M, ®0x,s M;:

Sean P; un sistema inductivo de prehaces. Se define el limite inductivo de los prehaces P;, que
denotaremos lim P;, como el prehaz
i
U ~ lim [P;(U)]
i
que resulta ser el limite inductivo de los prehaces en la categoria de prehaces. Si los P; son haces,
entonces lim P; es haz, por las propiedades de exactitud del limite inductivo de conjuntos y la definicién

i
de haz. El limite inductivo de haces resulta ser, de nuevo, el limite inductivo de haces en la categoria
de haces. Si ademas, los P; son Ox-médulos, lim P; es un Ox-mddulo.

i
Sean P; un sistema proyectivo de prehaces. Se define el limite proyectivo de los prehaces P;, que
denotaremos lim, como el prehaz

i
U ~> lim [P;(U))
i
que resulta ser el limite proyectivo de los prehaces en la categoria de prehaces. Si los P; son haces,
entonces lim P; denotard el hacificado del limite proyectivo de los prehaces P;. De nuevo, lim P; serd

i i
el limite proyectivo de los haces P; en la categoria de los haces. Si los P; son Ox-mddulos, entonces
lim P; es un Ox-mddulo.

En fin, dejamos ya que el lector defina @ M;, [[ M; de Ox-mdbdulos M;.

5. Definicién: Sea (Spec A, fl) un esquema affn y M un A-médulo. Llamaremos haz de localizacio-
nes de M, que denotaremos por M, al haz de A-médulos asociado al prehaz sobre Spec A

U~ My d:f Ms

sistema multiplicativo de las funciones
~ | de A que no se anulan en U

6. Proposicién: Sea z € Spec A, entonces M, = M,.
Demostracion. Es consecuencia de 6.2.3. O

7. Proposicién: Sea X = Spec A un esquema afin y M un A-mddulo. Se verifica para todo abierto
basico U, que T'(U,, M) = M,. En particular, T(X,M) =M.
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Demostracion. Se argumenta como en 6.3.9 y 6.3.10.
O

Nuestro objetivo ahora, es probar que si un haz de A-médulos localmente es la localizacién de un
médulo, entonces lo es globalmente. El concepto de haces que son localizaciones en abiertos de un
modulo, serd un concepto local, luego definible en esquemas. Con precision demos la definicién y el
teorema siguientes.

8. Definicién: Se dice que un Ox-mddulo, M, es cuasicoherente, si existe un recubrimiento por

—_—~—

abiertos afines {U;} de X de modo que My, = M(U;) (recuérdese 7.1.7). !
9. Teorema: Sea X = Spec A un esquema afin. Si M es un haz cuasicoherente entonces

P

M = M(X).

Por tanto, la categoria de Ox-mddulos cuasicoherentes es equivalente a la categoria de A-mdodulos.
Luego, Homp, (M, N') = Hom 4 (I'(X, M), (X, N)).

Demostracion. Dada f € A, f es invertible en Uy, por tanto, el morfismo de restriccién M(X) —
M(Uy) define localizando por f un morfismo M(X); — M(Uy). En conclusién, tenemos un morfismo

natural I'(X, M) — M. Veamos que es isomorfismo.

. . . s . * -
Sea {U;}i=1,....n» un recubrimiento de X por abiertos bdsicos, donde My, = M(U;).
Consideremos la sucesién exacta

F(X,M) H@F(Uv“./\/l) @F(UZQU],M)

,J
Sea Uy un abierto bésico. Localicemos por f
I'(X, M)y — &L'(Ui, M) o L(U:NU;, M)y

f— s
2y

||por ||por
rUs, M) — e'(UsNUs, M) Zael(UNU;NU;pM)
[ 2,3

—_~—

De esta sucesién exacta obtenemos que I'(X, M) = I'(Uy, M). Por tanto, M coincide con I'(X, M)

en abiertos bésicos Uy luego M =T'(X, M).
Lo demaés al lector.

O

10. Corolario : Sobre un esquema afin X = Spec A el producto tensorial y el limite inductivo de
modulos cuasicoherentes es cuasicoherente y estas operaciones conmutan con la toma de secciones
globales, es decir,

F(X>M Rox N) = F(X7M) XA F(XvN)a F(Xa lll)an) = h_I)IlF(X,MZ)

K2 3

1M4s en general, en espacios anillados, se dice que un O x-médulo, M, es cuasicoherente, si existe un recubrimiento
por abiertos {U;} de X de modo que My, es el conticleo de un morfismo ©Ox |y, — ®Ox |y, -
I J .
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Demostracion. El prehaz de localizaciones en abiertos de Spec A de M ® 4 N es el producto tensorial
de los prehaces de localizaciones en abiertos de Spec A de M y N, porque (M ®4 N)s = Mg®a4 Nsg.
Por tanto, el producto tensorial de médulos cuasicoherentes es cuasicoherente. Ademds, M ®p, N =

—~

M(X) @4 N(X). Por el teorema 7.1.9

(M &0y N)(X) = M(X) @4 N(X)
Arguméntese igual con el limite inductivo.

O

Observacién: Sea X un esquema, {U;} un recubrimiento finito de X por abiertos afines y {U;;x}
recubrimientos finitos por abiertos afines de cada U; N U;. Recubrimientos que pueden encontrarse
si X es un esquema noetheriano o X es un esquema proyectivo. Sea {M;} un sistema inductivo de
haces cuasicoherentes. Tenemos la sucesién exacta

M(X) — eM(U;) EBk M (Usjr)

_— .
1.7,
Como la toma de limites inductivos es exacta, obtenemos por el corolario anterior,

lim (My(X)) — & lim My (U;)
l l

D lim Ml(Uijk)

~ ik 7
Por tanto, lim (M;(X)) = lim M,;(X).
! l

11. Corolario: Sobre un esquema afin X = Spec A, la sucesion de mddulos cuasicoherentes 0 —
M = M — M" =0 es exacta si y sélo si 0 - T( X, M) = T(X, M) = T'(X,M") = 0 es exacta.

Demostracion. 0 - M’ - M — M” — 0 es exacta < 0 — M/ — M, — M", — 0 es exacta,
para todoz € X <= 0—-T'(X,M'), - T'(X,M), — I'(X,M"), — 0 es exacta, para todo z € X
= 0-TX,M)->T(X,M)—-T(X,M")— 0 es exacta.

O

12. Ejercicio: Sea X un esquema y fi,..., f, € I'(X,0x). Denotemos Xy, por el abierto de X
formado por los puntos de X donde f; no se anula. Supongamos que (f1,..., f,) =T'(X,0x) v que
los Xy, son esquemas afines. Probar que X es un esquema afin. (Cépiese el método de demostracién
de 7.1.9)

13. Ejercicio: Demuéstrese que toda curva afin menos un niimero finito de puntos cerrados es afin.

14. Ejercicio: Demuéstrese que si un morfismo de esquemas es afin la anti-imagen de todo abierto
afin es afin. (Utilicese el ejercicio 7.1.12)

7.1.1 Haces coherentes
15. Definicién: Diremos que un esquema X es noetheriano si existe un recubrimiento abierto finito
{U; = Spec A;} de X, con A; noetherianos.

Observemos que los esquemas noetherianos son espacios topolégicos noetherianos.

16. Proposicién: (Spec A4, A) es noetheriano si y sdlo si A es un anillo noetheriano.
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Demostracion. Veamos que si (Spec A, fl) es noetheriano entonces A es un anillo noetheriano.
Existe un recubrimiento abierto finito {U; = Spec A;} de Spec A, con A; noetherianos. Sea una
cadena I; C --- C I, C ... de ideales de A. La restriccién de esta cadena de ideales a los abiertos
U;, define una cadena de ideales de A;, que estabiliza a partir de un n;. Si n es el méximo de los n;,
para todo 7, tenemos que la cadena de ideales de partida estabiliza a partir de n, porque asi sucede
localmente. En conclusién, A es noetheriano.
O

A partir de ahora, por sencillez, supondremos que los esquemas considerados son noetherianos.

17. Definicién: Sea X un esquema noetheriano. Diremos que un Ox-médulo M es coherente si

—_~

existe un recubrimiento por abiertos afines {U;} de X de modo que My, = M(U;) y M(U;) es un
Ox (U;)-médulo finito.?

18. Teorema : Sea X = Spec A un esquema afin. La categoria de Ox-mddulos coherentes es
equivalente a la categoria de A-mddulos finito generados.

Demostracion. Por el teorema 7.1.9, dado un médulo M coherente, sélo nos falta probar que I'( X, M)
es un A-médulo finito generado. Sea {U,, } un recubrimiento finito de Spec A por abiertos bésicos, de
modo que I'(U,,, M) = T'(X, M),, es un A,,-médulo finito generado. Escribamos

mi Mg n,

DX, M)q, = 1’ v T

>A“z‘ —mod

con m; ; € I'(X,M). Sea M = (m,;)i; € I'(X,M). Se verifica que M = I'(X, M), pues las
inclusiones M,, C I'(X, M),, son epiyectivas. O

Sea M es un A-médulo de presentacion finita (es decir, si A es noetheriano, M es un médulo finito).
Sea S C A un sistema multiplicativo. Sabemos que Hom 4 (M, N)s = Hom(Mg, Ng). Por tanto, por
7.1.9, si X es un esquema noetheriano, M un mddulo coherente y N un mdédulo cuasicoherente
entonces Homo, (M, N) es un médulo cuasicoherente.

19. Corolario: Sea X un esquema noetheriano. Se verifica que:

Los niicleos y condicleos de un morfismo entre haces coherentes (resp. cuasicoherentes) es coherente
(resp. cuasicoherente).

St M y N son coherentes, entonces M ®@o N, Homo (M, N') son coherentes.

Demostracién. Podemos suponer que X = Spec A es afin y M = M, N'= N son A-médulos finitos.
Obviamente M ® 4 N es un A-médulo finito generado. Sea un epimorfismo A™ — M, entonces tenemos
una inyeccién Hom 4 (M, N) — Homy (A™, N) = N™. Por tanto, Hom 4 (M, N) es un A-mddulo finito,
pues es un submédulo de un A-mddulo noetheriano. O

2Més en general, en espacios anillados, se dice que un Ox-médulo M es coherente si existe un recubrimiento por

n; mg
abiertos {U;} de X de modo que My, es el conticleo de un morfismo ®Ox |y, — ® Ox |y, -
J J
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7.2 Haces cuasicoherentes sobre un esquema proyectivo

1. Definicién: Sea R= & R, y M = & M, un R-mddulo graduado. Definimos el médulo ]\7 de
n>0 nez

localizaciones homogéneas sobre (Proj R, R) como el haz asociado al prehaz

m € My, con m € My f € R homogéneos
U ~ (MU)[) = f

del mismo grado y f no se anula en U

Por sencillez, supondremos que R = Ry[&1,...,&,] con & de grado 1. Igual que vefamos para el
haz estructural de Proj R tenemos

Luego M es cuasicoherente.

2. Notacién: Si M es un R-médulo graduado y n € Z denotaremos por M (n) al R-mdédulo graduado
cuya componente de grado r es la componente de grado n + r de M. Denotaremos por O(n) al haz

R(n).
Se cumple la igualdad

~v

h. my Ps+n PstnMr
ng . 57- ® gs —— 5;-4»5
Uh . Mr4n ® gn Mytn

T ;e -
5: n 7 5«:

i

~ v

En particular, O(n) @ O(m) = R(n) ®» O(m) = R(n+m) = O(n + m). Observemos que

5:"
O(n)‘Ushb ~ O|U€hz
Dado un médulo M cuasicoherente denotaremos M(n) = M ®p O(n). Denotemos U; = Ughi y
por My, el haz My, (U) = M(U; NU), “puede pensarse My,, como el haz de secciones meromorfas

de M que son regulares en U;, pero pueden tener polos en &; = 0”.
Consideremos el morfismo

(+) M(n) e My,
Ui M(U;) @0, OU) - €8 —— e My, (Us) = M(U3)
U, M(U;) @,y OWU;) - €0~ (£)7"M(U;) € M(U;) &, = My, (Uj)

&
. v*’VL

Si bien, el morfismo M(n) < My, no es inyectivo, “esencialmente” lo es para n >> 0, més abajo

lo vemos. Lo que permite pensar M(n) como el haz de secciones meromorfas de M regulares en U;

y con polo de orden < n, en &; = 0.
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3. Proposicion: Consideremos los diagramas conmutativo obvios

—n—1

./\/l(n + 1) 5l—:—./'\/lUl

M(n)
Se tiene que lim M(n) = My,, “la unidn, para todo n, de las secciones meromorfas de M regulares

n
en U; con polos de orden menor que n en & = 0, son las secciones meromorfas de M regulares en
U,”.

Demostracion. Por el diagrama (x), tenemos que probar que lim M(n)(U;) — My, (U;) = M(Uj) ¢,
— 3

es un isomorfismo, denotémoslo por ¢. La imagen de ¢ es claramente la unién de (%)’"M(UJ)

que es M(Uj)¢, , luego el ¢ es epiyectivo. Nos falta ver la inyeccién. Si m ® €} € Ker¢ entonces
]

0= (é)—"m € M(U])% Luego existe un r € N, tal que (%

J
m® E7EF. Por tanto, m @ £ = m @ €} = 0.

)"m = 0, entonces 0 = (E—)Tm ® g;‘” =
J

Hemos definido morfismos M (n) & M(n + 1), luego tenemos definidos morfismos M (n)(X) %
M(n+1)(X) (X = Proj R). En conclusién, ® M(n)(X) esun R = Ry[&o, - . . ,&n]-médulo graduado.
neN

4. Proposicion: Todo un modulo M cuasicoherente en ProjR = X es la localizacion homogénea
del médulo graduado & M(n)(X).
neN

Por tanto, todo haz de mddulos cuasicoherente en un esquema proyectivo es el haz de localizacion
homogénea de un mdédulo graduado.

Demostracion.
& MEO) = U i (v(0) (3)) = tan M) () = Mo (X) = M(U)

n n

Donde tenemos que hacer observar que el limite inductivo conmuta con toma de secciones por la
observacién a 7.1.10. O

5. Proposicién: Dado un mddulo M cuasicoherente en (Proj R, R = O) existe una resolucion

?O(nz) — ?O(nj) - M—=0

(si M es coherente pueden tomarse I,J finitos).

Demostracion. Por la proposicion anterior, M es la localizacién homogénea de un R-médulo graduado.
Ahora bien, todo R-médulo graduado es el cociente graduado de una suma directa @R(n;). Luego
J

M es un cociente de 0O(n;) y argumentando igual con el nicleo, concluimos.
J
Si M es coherente y ®O(n;) — M es un epimorfismo, puede tomarse un subconjunto J’ finito
J

de subindices de J, de modo que @O(n;) — M sea epiyectivo en cada abierto Ugh,. Argumentando
J' :
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igual con el nicleo de ®O(n;) — M, que es coherente, demostraremos la ultima afirmacién de la
J/
proposicién.

O

6. Ejercicio: Demuéstrese que todo haz coherente sobre (Proj R, R) es la localizacién homogénea
de un R-moédulo graduado finito generado.

7.3 Comportamiento de los haces cuasicoherentes y coheren-
tes por imagen inversa y directa

1. Definicién: Sea f: X — Y un morfismo de esquemas y M un Oy-mddulo. Definimos la imagen
inversa de M por f y lo denotamos por f*M como el Ox-médulo f*M = fTIM @410, Ox.

2. Proposicion: Sea f: Spec B — Spec A un morfismo entre esquemas afines. Sea M un A-mddulo
y N un B-mddulo (en particular es A-mddulo). Se verifica que

1. f*M =M ®4 B.
2. f,N =N.

Demostracién. 1. Dado un haz F en Spec A, tenemos el morfismo natural F'(Spec A) — f~'F(Spec B) —
f~YF(Uy). Los morfismos naturales (M ® s B)y, = M ®4 By — f~M(Uy) ® -1 i(rr,) Bo definen

un morfismo M ®4 B — f*M, que es isomorfismo porque lo es en fibras.

2. Si consideramos el morfismo f*: A — B, N es un A-médulo definiendo a - n = f*(a) - n; y
tenemos que Ny = Ny« (4). Observemos que f~1(U,) = Up« (4. Por tanto,

FeN(Ua) = N(fHUa)) = N(Up+(a)) = Np+(a) = No = N(Ua)
O

3. Ejemplo: En esquemas afines, la categoria de A-mdédulos es equivalente a la categoria de los
modulos cuasicoherentes sobre Spec A. Expresémonos, pues, en la categoria de los A-mddulos. Si

C = SpecA/I J, M, tenemos que M|c Not f*M=M®y A/T = M/IM. En particular, si C =z =
Spec A/m, entonces M|, = M/m,M. Por ejemplo, (Q4/1)|» = m,/m2, para todo punto x racional,
es decir, “la restriccion del modulo de diferenciales a un punto son las diferenciales en el punto”. Si

U, = Spec A4, KN M, tenemos que My, et ffM=M®®sA, =M,.

4. Teorema: Si f: X — Y es un morfismo de esquemas entre esquemas noetherianos entonces
1. La imagen directa e inversa de un haz cuasicoherente es cuasicoherente.
2. La imagen inversa de un haz coherente es coherente.

3. Si f es finito, la imagen directa de un coherente es coherente.
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Demostracion. Para las iméagenes inversas, la cuestién es local en Y y X. Por tanto, en este caso,
podemos suponer que Y y X son afines y concluimos por la proposiciéon anterior.

Para las imédgenes directas, la cuestion es local en Y, luego podemos suponer que Y es afin.

En el caso 3. X sera también afin y concluimos de nuevo por el lema anterior.

Sélo nos falta probar que la imagen directa de un cuasicoherente es cuasicoherente. Y es afin.
Sea {V;} un recubrimiento finito de X por abiertos afines. Sea {Vj;x}x un recubrimiento finito por
abiertos afines de cada V;NV;. Dado un abierto W C X denotemos My, = i, (i~' M), explicitamente

K3

My (U) = M(UNW). Ademés, por ser W un abierto, i =1 = i*.
Dado el médulo cuasicoherente M sobre X consideremos la sucesién exacta

M — EBMW;) EBMVijk

Tomando imégenes directas por f (que es exacto por la izquierda), obtenemos la sucesién exacta

feM — & f. My, . D f*M‘/ijk

Ahora bien, los f, My, = f.(i.(i"M)) son cuasicoherentes porque foi: V; — Y es un morfismo entre
esquemas afines y por el lema anterior concluimos. Por la misma razén f. My, son cuasicoherentes.
Con todo f.M es cuasicoherente.

O

7.4 Divisores y haces de linea

Sea C' una curva completa no singular, sobre un cuerpo k y ¢ su cuerpo de funciones.
1. Definicién: Un divisor sobre C' es una suma formal finita D = >  n, -z, n, € Z.
=T

Diremos que D = > n, -x < D' =3 ny -2’ cuando n, < n,s para todo x. Llamaremos soporte

de un divisor, D = )" ny - x, al cerrado |D| de los z € C tales que n, # 0. Se dice que D = > ng, -z
T=T

es un divisor efectivo si n, > 0, para todo =x.
2. Definicién: Definimos grado de un divisor D = Y n, -« por grD = Y n, - gr(z), siendo
gr(z) = dimg (O¢/m,).

Sea x € C un punto cerrado y v, la valoracién definida por el anillo de valoracién O¢,. Dada
f € 3¢ sea ng = v (f). Sing >0 se dice que f tiene un cero de orden n, en x, y si n, < 0 se dice
que f tiene un polo de orden —n, en x.

Veamos ahora como toda funcién f € Y define un divisor:

3. Definicién: Llamaremos divisor de ceros y polos de f al divisor D(f) definido por D(f) =
Para que esta definicién sea correcta el sumatorio escrito ha de ser finito. Necesitamos, pues, la

siguiente proposicién.

4. Proposicién: Una f € X¢ no tiene mds que un numero finito de ceros y polos.

Demostracion. Dado un abierto afin U = Spec A C C, tendremos que f = ¢, a,b € ¥¢. Es claro

que los ceros de f en U estdn incluidos en (a)o y que los polos de f en U estdn incluidos en (b)o,

que son un nimero finito de puntos. Como C' esta recubierto por un niimero finito de abiertos afines

concluimos que f no tiene més que un numero finito de ceros y polos. O
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5. Proposicién: I'(C,O¢) = k, siendo k el cierre entero de k en X¢.

Demostracion. T'(C,O¢) = ﬂC(’)v = { cierre entero de k en ¢} =k O
veE

Asi pues, k son las tnicas funciones f € Y sin polos. Como k es un cuerpo, tendremos también
que k coincide con las funciones f € ¥ sin ceros.

6. Teorema: Fl grado del divisor de ceros y polos de f, D(f) es cero. Es decir, “el nimero de ceros
de f es igual al numero de polos de f”.

Demostracion. Si f € k entonces no tiene ni ceros ni polos, y en este caso el teorema se verifica
trivialmente.
Sea pues, f € Y¢ es trascendente. El morfismo k(z) — X,  — f define un morfismo finito entre
las variedades de Riemann
f:C—P, am f(a)

Es facil comprobar que la fibra del “origen” es igual al divisor de ceros de f y la fibra del “infinito”

es igual al de divisor de polos de f. Es decir, D(f) = f~1(0) — f~1(c0). Por el ejercicio 6.5.19,
gr(D(f)) = 0.

O

7. Ejemplo: Sea Py (k) = Projk[zo, 1] y Zp, (1) = k[$1]. Calculemos los ceros y polos de la funcién

a?, x = $L. Tenemos que Pi(k) = Speck[z] U Spec k[2] = Speck[z] U oo, me = (%) C k[2]. En

x
Spec k[z] se cumple que (z2)y = {mp = (z)}. Por tanto, en Speck[z], 2% no tiene mas ceros que el
origen y no tiene polos, ademéds vg(z?) = 2. Por ltimo, vs(2?) = veo((2)72) = —2. En conclusién,
D(z*) =2-0-2"cc.
8. Ejercicio: Calcular el divisor de ceros y polos de x sobre la variedad de Riemann del cuerpo de
fracciones de k[z,y]/(y? — z3).

Dados dos divisores D = > n, -z, D' = > n! -z definimos la suma por D+ D' = > (n, +nl,) - .
El conjunto de todos los divisores de una curva completa no singular es un grupo abeliano libre que
denotaremos Div C'.

9. Definicién: Se dice que dos divisores son linealmente equivalentes si difieren en el divisor de una
funcién.

Obviamente, la equivalencia lineal es una relacién de equivalencia. Ademads, el conjunto de las
clases de divisores linealmente equivalentes, con la suma de divisores, es un grupo abeliano.

10. Definicién: Dado un esquema X se dice que un Ox-moédulo L es un haz de linea si existe un

recubrimiento {U;} por abiertos de X tal que Ly, ~ Oy, .

11. Notacién: Dado un divisor D = Y n, -2 y un abierto U C C, denotaremos Dy = > n,-x.
Not ,e|D|nU

12. Ejemplo: 1. Si X = Projk[&,...,&,] entonces Ox(n) es un haz de linea en P, (k) puesto

que tenemos los isomorfismos Ox (n)lU? ~ OX‘UEh .

2. Sea C' es una curva completa no singular y € C' es un punto cerrado. Sea m, el subhaz de
O¢, definido por m,(U) = {f € Oc(U): f(x) = 0}, donde entendemos que m,(U) = Oc(U) si
x ¢ U. Siz ¢ U, entonces my iy = Ox|y. Siz € U, empequeneciendo U, si es preciso, existe
t, € ¥, de modo que v, (t,) = 0, para todo y € U—=x, y v.(t,) = 1. Entonces my |y = t,-Ox y.
También se denota m, = L_,.
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T
3. Sea C es una curva completa no singular y D = » ‘n,, - x; un divisor. Sea m_ " ---m_ " = Lp
i=1
el subhaz de ¥¢ definido por Lp(U) = {f € E¢ tales que (Df)y + Dy > 0}. Veamos que Lp
($)
es un haz de linea: Evidentemente Lp es un Oc-moédulo. Tenemos que ver que localmente es
isomorfo a O¢. Dado z € |D| sea U un abierto afin, tal que U N |D| = x. Empequenieciendo U,
si es preciso, podemos suponer que existe una funcién, ¢, € ¢, tal que (Dt,)y = z. Se sigue
trivialmente que Lp |y =t,"* - Oc|y-

Observemos que dados dos haces de linea L, L', su producto tensorial L ®p, L’ es un haz de
linea. El conjunto de clases de isomorfia de los haces de linea, con el producto tensorial, es un grupo
abeliano donde:

1. El elemento neutro es Ox.

2. El inverso del haz de linea L es Homo, (L, Ox): el morfismo L ®p, Home, (L,Ox) — Ox,
e®w — w(e) es un isomorfismo, como puede comprobarse localmente, en abiertos donde L sea libre.

13. Teorema : FEl grupo de las clases de los divisores linealmente equivalentes es canonicamente
isomorfo al grupo de las clases de isomorfia de los haces de linea, sobre una curva no singular C'. El
isomorfismo viene dado por

[D=> ns-a]— Lp: Lp(U) ;f{f € X¢ tales que (Df)u + Dy = 0}
Demostracion. Si D' = D + Dg entonces Lp ~ Lp por el isomorfismo
Lp =% Lp, Lp/(U) % Lp(U)
La asignacion D — Lp es de grupos, pues tenemos un morfismo natural
Lp ®o. Lo — Lp+pr, Lp(U) ®ocw) Lo/ (U) = Lp1p/(U), f@g— [-g

que localmente es el isomorfismo: ;" - Oc |y ®o. t;n; -Ocy = t;nz*n; -Ocyu-

Reciprocamente, asignemos a cada haz de linea L un divisor D: Dado un haz de linea L, fijemos un
isomorfismo ¢,: L, ~ Y de Y-espacios vectoriales. Este isomorfismo define un morfismo inyectivo
L — 3¢, que podemos suponer que es una inclusién, simplificando notaciones. Sea U un abierto
afin sobre el que L sea libre, entonces L(U) = fu - Oc¢(U) para cierta fy € Y. Observemos que
D(fu)uv no depende del fy escogido, porque cualquier otro escogido es A - fiy, con X invertible en U
y DA+ fu)u = D(fu)u.

Asignamos a L el divisor Dy, definido localmente por (Dp)y = —D(fv)u, para cada abierto afin
U sobre el que L es libre.

17) Se verifica que Dy, estd bien definido, es decir, (Dp,)y coincide con (Dp)ys sobre UNU’, porque
las restricciones de fy y fur difieren en un invertible de O (U NU’).

2’) Si¢': L, — ¥¢ es otro isomorfismo, serd ¢’ = g- ¢ para alguna funcién g € X¢. Se sigue que
si D es el divisor construido a partir de ¢" entonces D} = Dy, — Dg.

Para concluir, observemos que el haz de linea asociado a Dy, es L, una vez que hemos identificado
L con un subhaz de X, es decir, una vez que prefijamos un isomorfismo L, ~ Y. Reciprocamente, el
divisor asociado a Lp es D.

O

14. Definicion: El grupo de las clases de isomorfia de los haces de linea de X se denomina grupo
de Picard de X.
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15. Proposicién: El grupo de Picard de la recta proyectiva es isomorfo a Z, es decir

PicPy =Z - L

1
x
Sea p(x) = apx™ + - - - + a,, € k[z] un polinomio irreducible de grado n. Denotemos por p el punto
de Spec k[z] definido por el ideal maximal (p(z)) C k[z]. Observemos que

Demostracion. Py es la variedad de Riemann de k(z) y P; = Spec k[z] U Spec k[+] = Spec k[z] U co.

)

ay [e2% _
o = Voo ™) = 0o —_— e —_—) . (= n :O — _
vnopl@) = v (B2 ) = (a0 + D4 2 () = 04 () =
Luego D(p(x)) =1-p—mn-o00, es decir 1 -p ~ grp- oo y en general > n;p; ~ (D n;grp;) - oo. Asi

pues, el morfismo
PicP; = {Divisores de P1}/ ~ — Z - 00, [D]+ gr(D) - o0
es un isomorfismo. O

16. Proposicién: Si C es una curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
tal que PicC = Z entonces C = P!:

Demostracion. Si D es un divisor de grado 1, y D ~ nD’, ha de cumplirse que gr D' = +1 y n = F1,
como se comprueba tomando grados en la equivalencia anterior. Por tanto, si PicC' = Z, podemos
decir que PicC = Z - p, siendo p cualquier punto cerrado de C'. En consecuencia, dado otro punto
cerrado ¢, se cumple que p — ¢ es linealmente equivalente al divisor de ceros y polos de una funcién
f € ¥¢. Luego el morfismo f: C' — P! o+ f(a), es un morfismo de grado 1, es decir, un isomorfismo.

O

17. Ejercicio: Probar que si gr D < 0 entonces I'(C, Lp) = 0.

18. Ejercicio: Consideremos la recta proyectiva P;. Probar que Op, (n) es un haz de linea isomorfo
a Ly o0, donde el isomorfismo es

O]PI(TL) T, Lnoo
U;Lo: {p(ﬂ)}mg ;IL_T: {p(ﬁ)}
To o
ot BC )

19. Proposicién: Sea C' una curva completa no singular y L un haz de linea en C. Sea g el punto
genérico de C y s € Ly ~ Oc,4. Definamos vy (s) =n sis € mlL, y s ¢ m* "L, Se cumple que el

haz de linea asociado a D(s) = > v, (s)x es L.

Demostracién. El morfismo Lp ) 2 L, f— f-s es un isomorfismo. O

Si D' =D(s)+D(f), f € ¢, entonces D' = D(f-s). Por tanto, médulo k, las secciones de L, se
corresponden biyectivamente con la clase de divisores equivalentes a D(s). Observemos que D(s) es
un divisor efectivo si y sélo si s € I'(C, L). Por tanto, P(I'(C, L)) = {Divisores efectivos equivalentes

a D(s)}.
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Hemos hablado de divisores en curvas, los cuales se obtienen localmente como ceros y polos de
funciones. El grupo de Picard de una curva es un invariante importante en el estudio de la geometria
intrinseca de la curva.

En variedades algebraicas de dimension mayor, los ceros y polos de funciones son hipersuperficies
y los divisores serdan sumas formales de hipersuperficies.

7.5 Teoremas de Bézout y Max Noether

Dado un ideal homogéneo I C k[xo, ..., x,] consideremos el morfismo de paso al cociente
klxg, ..., xn] — klxo,...,zn]/1
Tomando espectros proyectivos, define el morfismo i: X = Proj k[zo, ..., z,]/I — Projk[zo,...,z,] =

P,, que establece un homeomorfismo X = (I )6‘ La localizacién homogénea del morfismo de anillos
anterior
O[pn — i*OX

hace que el morfismo i: X — P, sea un morfismo de espacios anillados en anillos locales, es decir,
un morfismo de esquemas. Es sencillo comprobar que dado U = P, — (z;)i entonces i *(UL) =
X — (7)) = U}}i y el morfismo entre los anillos es el morfismo natural de paso al cociente

Lo T1 T2
R 7} - k[

) -
Ty XTi Tg Ly

@7 ﬂ, ﬁ] = OC(U:£L7)

Ti X

Op, (UL) = kI

Obviamente, el morfismo i: X — P, es una inmersién cerrada. El ntcleo del morfismo
O]pn — i* O X

diremos que es el haz de ideales de funciones de P, que se anulan en X y lo denotaremos px.
Observemos que px es el haz de localizaciones homogéneas de I.

Si C, C5 son dos subesquemas cerrados de IP,, definidos por los ideales I, Is, denotaremos C; NCso
al subesquema cerrado de P,, definido por I; + I3, que topoldgicamente es la interseccién de C7 y Cs.
Si CiNnCy = {x1,...,x,} es un ndmero finito de puntos cerrados de P,, entonces diremos que el
numero de puntos de corte de C; con Cs, que denotaremos (C7 N Cy), es

dimg Oc,ne, (Cl N 02)
Se cumple

dimy, Og,nc, (C1 N Co) = > dimy, O, ncs.a,

Diremos que log, ¢, ., (Ocincs,,e;) es la multiplicidad de interseccién de Cy con Cz en z; y se denota
(C1 N Cy)y,. Asi pues, si denotamos gra = dimy, O¢ z /Ps, tenemos

(Cl n 02) = Z (Cl n CQ)T grx

zeC1NCy

1. Ejercicio: Sea C = ProjClzg, z1,z2]/(2d + 22 —23) y f = 2L € ¥¢. Calcular el divisor de ceros
y polos de f e interpretarlo geométricamente.
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2. Teorema Bézout Sea C una curva proyectiva integra.

1) Para cada hiperplano H que no contenga a C, el nimero de puntos de corte de H con C es un
numero natural que no depende del hiperplano H, que se llama grado de la curva C'.

2) Si C es de grado n y H es una hipersuperficie de grado m (es decir definida por un polinomio
de grado m) que no contiene a C se cumple que el nimero de puntos de corte de H con C esn-m.

Demostracion. El nimero de puntos de interseccién queda estable por cambio de cuerpo base. Pode-
mos suponer que el cuerpo base es algebraicamente cerrado.

1) Sea H' un hiperplano que no pase por ningin punto de CN H. SeaU =P, — H'. H'y H' son
los ceros homogéneos de sendos polinomios homogéneos de grado 1, que denotaremos por H y H’,
también. Consideremos la funcién f = £ € Oc(U) = A. Se cumple que C N H = Spec A/fA y

(CNH) = dimg(4/(f))

Denotemos por C' la desingularizacién de C, 7: C' — C' el morfismo de desingularizacién y B =
Og(m=1(U)). Del isomorfismo B/A ~ fB/fA y el diagrama conmutativo

fA—— fB

A——B

se deduce que dimy(A/(f)) = dimy(B/(f)), que coincide con el grado del divisor de ceros de f en C.
Por tanto,

H _
(CNH) = grado del divisor de ceros de la funcién 7 en C

H _
= grado del divisor de polos de la funciéon id en C

!
= grado del divisor de ceros de la funcién 7 o C

(CnH

Sean H y H' dos hiperplanos cualesquiera que no contienen a C, sea H' un hiperplano que no
pase por ningin punto de C'N H ni de C' N H”. Entonces, (CNH)=(CNH')=(CNH").

2) Podemos suponer que o = 0 no pasa por ningtin punto de C N H y que ;1 = 0 no pasa
por ningin punto de {zg = 0} N C, ni de C N H. Tomando f = io tenemos, como en el apartado

anterior, que (C N H) = grado del divisor de ceros de f = grado del divisor de polos de f = grado

H
if): (Cn{zg=0}) =m-n.

del divisor de ceros de % = = grado del divisor de ceros de a% = m - ( grado del divisor de ceros de
1

O

3. Ejercicio: Sean p1,ps € k[z,y| polinomios primos con p € k[z,y]. Demostrar que la sucesién

es exacta. Si denotamos por C,C’,Cy y Cs las curvas planas definidas por p=0,p; -p2 =0,p1 =0y
p2 = 0 respectivamente, demostrar que (CNC’"), = (CNCL), + (CNCy),.
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4. Corolario: Sean C = p.(xg,x1,22) =0 y C' = py(xo, 21, 22) = 0 dos curvas proyectivas planas
sin componentes comunes. El niimero de puntos de corte de las dos curvas es r-r’.

Demostracion. En primer lugar podemos suponer las curvas son integras por el ejercicio 7.5.3.

Por el teorema anterior, sélo tenemos que comprobar que si p,.(xg,x1,22) = 0 es una curva C
proyectiva plana entonces r coincide con el grado de C, es decir, con el nimero de puntos de corte C
con una recta R: Si C' es una recta es claro que su grado es uno. Ahora ya,

(CNR)=(RNC)=r-gradode R=r
O

Ahora vamos a demostrar el teorema de Max Noether, con el que se podrdn resolver multiples
problemas geométricos, como los teoremas de Pascal y Pappus.

5. Teorema: Sean p; € k[xg, x1, z2] polinomios homogéneos (i = 1,2,3). Consideremos las curvas
proyectivas planas C; = p; = 0 y los haces po, de ideales de funciones de Py que se anulan en C;.
Supongamos que Cy,Cy no tienen componentes comunes. Fxiste una ecuacion

p3=a-p+b-p2

con a,b polinomios homogéneos de grados gra = grps — grp1,grb = grps — grps, st y solo si para
todo x € C1 N Cy se verifica que pes. SPcy, +PC,.-

Demostracion. La necesidad es obvia, veamos la suficiencia.
Tenemos que pe, + pc, = Po, + Po, + Pes, pues lo es localmente para todo punto x € Py por la
hipétesis. Por tanto,

poy, Che, +pc, C O, *

Por cambio homogéneo de coordenadas, podemos suponer que xg = 0 no pasa por ningin punto
de Cy N Cy, es decir, p1(0,x1,x2) es primo con ps(0, z1, z2). Sabemos que

D3 P1 D2
ns =a- ni + : na
Lo o o

Tenemos homogeneizando que ) - p3 = a’p; + V'p2. Sea r minimo en las igualdades de esta forma.
Sir > 0, entonces 0 = a’(0,z1,22)p1(0, 1, z2) + V' (0, 1, x2)p2(0, 21, 22). Por tanto, a’(0,21,22) =
h-p2(0,21,22) y U/ (0,21,22) = —h - p1(0,21,22). Luego a”’ = a’ —h-py, b = b — h-py son divisibles
por xo y - ps = a”’p1 + b”'pe. Dividiendo en esta igualdad por zy llegamos a contradiccién, porque
r —1 < r. En conclusion,

ps=a-p1+b-po

Es facil concluir.
O

6. Proposicién : Sean C; curvas proyectivas planas definidas por polinomios homogéneos p; €
klxg,z1,22] (i = 1,2,3). Supongamos que Cy,Cy no tienen componentes comunes. Supongamos el
cuerpo base k es algebraicamente cerrado. Cs verifica las condiciones de Noether en un punto cerrado
x € C1NCy, es decir, o, , S pe,, +Pc,, S

1) C1 y Cy son simples en x, se cortan transversalmente en x y x € Cs.
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2) El punto x es un punto simple de Cy y (C1 N C3)y > (C1 NCy), (es decir, la multiplicidad de
interseccion de Cs con C1 en x es mayor o igual que la multiplicidad de interseccion de Cy con Cy
en x).

3) Cy y Cy poseen tangentes distintas y m,(Cs) > m,(C1) + m,(Cy) — 1.

Demostracion. Como la proposicién es local, podemos suponer que las curvas C; son curvas planas
afines de ecuaciones p;(x,y) = 0.

1) Por las hipétesis (k[x,y]/(p1,p2))z = k. Por tanto, si denotamos m, el ideal maximal de las
funciones que se anulan en z, tenemos que m, = (p1, p2)z, luego (p3)z C (P1,P2)z-

2) Si z es un punto simple de C1, entonces m, = (t) en (k[z,y]/(p1(x,v)))s. Ademads, (pi(z,y)) =
(t@N)=). Por tanto, (pa(z,y)) C (p2(w,y)), luego (p3)x C (p1,p2)a- i

3) Vamos a usar del lema de estabilidad para curvas planas, que dice si O¢, o — Oc, .o €s €l
morfismo de explosién en el punto = entonces me(C0=1 _ ma (GO @Chw

Por otra parte, si £ es un parametro transversal a C; en x, por el que explotamos, tenemos que
pa(,y) - Oc, o = p'(x/€,y/E) - €M(C2) . Op, , = £m=(C2) . O, , porque Cy y Cy no tienen tangentes
comunes en z. Por tanto, pa(z,y) - @Cl,r = m;n”(cg) . @Cl,z~

Con todo,

p3(CL‘, y> c m;nz(cs) C m;"m(cl)-i-mm(cz)—l — m;nm(CQ) .m;nz(cl)_l

= mglw(cz) : m;nz(CI)il : @Cl,x = p2($7y) : m?w(01)71 : @Cl,m
= p2(z,y) 'mgn“(cl)_l C p2(2,y)Ocy =

por lo que (p3), C (p1,p2)e € k[z,y].

7.6 Problemas

1. Probar el Teorema de Pascal: Si un hexagono estd inscrito en una cénica irreducible, entonces
los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

2. Probar el Teorema de Pappus: Sean R;, R dos rectas; p1,p2,ps € R1 ¥ q1, 92,93 € Re (ninguno
de ellos se encuentran sobre R; N Ry). Sea R;; la recta que une p; y g;. Probar que los puntos
pij = Rij N Rj; (i < j) estén alineados.

3. Ley de grupo en las cibicas. Sea C' una ctbica plana no singular. Fijemos un punto py € C.
Dados dos puntos p,q € C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C' en un tercer punto 7.
Definamos ¢: CxC — C, (p,q) — 7. Probar que la aplicaciéon CxC — C, (p, q) — ¢(po, &(p,q))
dota a C' de estructura de grupo abeliano. (Pista: Utilicese la teorfa de divisores en C).

4. Sean C3, C4 dos cubicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de manera que 6 de ellos
estan sobre una cénica. Probar que los tres restantes estan alineados.

5. Demostrar que las tangentes a una ctbica irreducible plana en 3 puntos alineados cortan a la
ctiibica en otros 3 puntos alineados.

6. Demostrar que si un tridngulo esta inscrito en una cénica irreducible, entonces los puntos de
corte de cada lado del tridangulo con la tangente a la cénica en el vértice opuesto, estan alineados.
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10.

11.

12.

Probar que una recta que pase por dos puntos de inflexién de una cibica plana irreducible pasa
por un tercer punto de inflexion.

Probar que si una cibica pasa por ocho de los nueve puntos distintos de corte de otras dos
ctibicas, entonces también pasa por el noveno.

Sea C3 una cubica plana y € C3 un punto de inflexiéon. Probar que los puntos y € C3 para los
que existe una cénica que cumpla m, (C3NCs) = m,(C3NCs) = 3, son las terceras intersecciones
de las rectas que unen los puntos de inflexién con x.

Teorema de Cayley-Bacharay: Sea C,4,,—3 una curva plana de n+m — 3 que pasa por n-m —1
de los puntos de interseccién de dos curvas de grados n y m. Probar que Cj,4,,—3 pasa por el
punto restante.

Si una curva Cpqy,—~ de grado n+m — v (y > 3), pasa por n - m — W de los n-m
puntos distintos en los que se cortan dos curvas de grados n y m, entonces pasa también por los
restantes puntos siempre que dichos puntos no estén en una curva de grado v — 3.

Probar que todos los ideales maximales racionales de Rlx,y]/(2? + y? — 2y) no son ideales
principales. Probar que (z,y) C Clz,y]/(2? + y? — 2y) es un ideal principal.
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Capitulo 8

Cohomologia

8.1 Introduccion

Comencemos con una justificacién muy sucinta, sin detalle ni rigor, de la introduccién y definicién de
los grupos de cohomologia de un haz.
En la construcciéon de un poliedro y en su clasificacién topoldgica, es fundamental qué caras
pegamos entre si, a través de las aristas, y qué aristas pegamos entre si, a través de los vértices.
Consideremos un poliedro r-dimensional de n vértices {a1,...,a,}. Una arista viene definida por
un par de vértices I/ = {a;, a;}, una cara por tres vértices C% = {a;, a;, a)}, en general, un simplice
de orden p por p + 1 vértices S5 = {aiy,...,ai,}, a = {io,...,ip}. Denotemos por M, =3 Q- Sy el

Q-moédulo libre generado por todos los simplices Sp* de orden p, del poliedro considerado. O];Tl modulo
T
M =& M, = -Sg)® - - Sy
pejo P (Ea(@ 0)® @(Ea@ )

es el modulo graduado diferencial de cadenas sobre el poliedro con la diferencial de grado —1, definida
como sigue

dp{aiov"'aaip}: Z (_l)j{ai(ﬁ"wd.l;a"'aaip}
{aig, @i, a0, }
Se cumple que d,41 0 d, = 0. Los grupos de homologia del complejo diferencial de cadenas sobre
T
el poliedro es por definicién, H.(M.) = & Kerd,/Imd,41.
p=0
No es extrano que los grupos de homologia, del médulo diferencial de las cadenas del poliedro,
sean invariantes topoldgicos esenciales en la clasificacion topolégica del poliedro. Por ejemplo, si un
poliedro estd inscrito en una esfera, entonces

2

Si el poliedro estd inscrito en un toro de g asas, entonces x(M.) = 2 — 2g.
Si una superficie X compacta de R? la triangulamos, tendremos que es homeomorfa al correspon-
diente poliedro. Asi en la clasificacién topoldgica de la superficie serd fundamental la homologia del

167
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poliedro considerado. Si en vez de tomar los tridngulos de la triangulacién de la superficie considera-
mos entornos abiertos “muy aproximados” a cada tridngulo, tendremos un recubrimiento {U;} de la
superficie, de modo que los abiertos U; NU; seran entornos muy aproximados a las aristas y los abiertos
U; NU; N Uy, serdn entornos muy aproximados a los vértices. Dado un abierto U <X , denotemos
Qu = i,i~'Q, explicitamente Qy (V) = Q(UNV). Si U C U’, tenemos un morfismo natural de haces
Qu — Qu de restriccién de secciones (Qu (V) = QU N'V) QU n V) = Qu+(V)). Se verifica la
sucesién exacta de haces

Q— HQUi = HQUmUj = HQUmUijk — ...
i

4, 0,5,k
~ def , . .
para s € Qu, n..nu;, (V) (dS)fig,emsigsitsonsin} = (—1)jS\Uioﬁ---ﬁUijﬁUi/ﬁ...Uik~ Sea M el complejo
definido por M* = ] @Uioﬁ"'”vak (X)= @ Q, de diferencial la definida por las dj. Pues bien,
io,...,ik 20+ ylk

este complejo es esencialmente el complejo diferencial de cadenas del poliedro asociado a la superficie.
Con més generalidad, sea X un espacio topolégico y {U;} un recubrimiento por abiertos de X. Se
verifica que la sucesién de haces

~ <~ d ~ d ~ d
Q - HQU’ _0) HQUiﬁU]‘ _1) HQUiﬂUjﬁUk _2) e
i 4,J i,k
es exacta. Se llama grupos de cohomologia Cech de X asociada al recubrimiento {U;}, a los grupos
de cohomologia del complejo M, definido por M* = ] QUioﬂ”'ﬂUik (X), de diferencial la definida
80 ye- ek
por las dy.
Sea R =]JU; y 7: R — X el morfismo natural. Dado un haz F' en X denotemos R°F = w7~ 'F.

Se cumple que R°Q = H@U” RO(RO(@) = H@UiﬂUj' Asi tendremos una sucesién exacta de haces
i i

Q@ — R'Q % RO(R°Q) & ...

Tomando secciones globales y cohomologia obtendremos los grupos de cohomologia Cech de X, aso-
ciada al recubrimiento {U;}.

Si queremos independizarnos del recubrimiento {U;} tendremos que tomar sucesivos refinamientos
del recubrimiento {U;}, y considerar el limite inductivo de los sucesivos grupos de cohomologia Cech
obtenidos. Si queremos hacer esto de una sola vez de modo dréstico, consideraremos el recubrimiento
de X formado por el conjunto discreto de todos sus puntos: Dado un espacio topoldgico X considere-
mos la aplicacién 7: X — X, siendo X el espacio topolégico cuyos puntos son los de X y de topologia
la discreta, y 7 la aplicacién identidad. Dado un haz F en X denotemos C°F = 7,7~ ! F. Pues bien,
se tiene una sucesién exacta de haces

Q- Q% co(c°Q) S ... (%)

Tomando secciones globales y cohomologia obtendremos los llamados grupos de cohomologia de X.
Por ltimo, el teorema de De Rham (més adelante enunciado) afirmard que es equivalente, para
el cdlculo de los grupos de cohomologia de X, a tomar la resolucién de Godement (mds adelante
definida) en vez de la resolucién () considerada. Ademds, puede considerarse en vez de el haz Q,
cualquier haz F', y en tal caso se hablara de los grupos de cohomologia de X con valores en F.
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8.2 Cohomologia de haces

Sea F' un haz sobre un espacio topologico X. Sea X el conjunto X dotado de la topologfa discreta y
m: X — X la identidad, que es continua.

Como X tiene la topologia discreta, entonces 7 'F(U) = [[ (#7'F), = [] F.. Denotemos
zeU zeU
e 'F = COF. Se tiene una inyeccién natural F' — COF, s+ (s;)zev (s € F(U)).
Denotemos F; = C°F/F. El haz cociente F se inyecta a su vez en C1F = C'Fy = m,n~1F;. Sea
(S)
Fy = C'F/Fy, que se inyecta en C2F = C°F;. Reiterando el proceso se obtiene una sucesién exacta

def
larga de haces:

0—>F—CF—-C'F—C*P — ...

que se conoce como resolucion de Godement del haz F.
Las secciones globales C"F(X) de la resolucién de Godement forman un complejo diferencial de
grupos abelianos:

COFX) B ' F(X) L CPRx) S

1. Definicién : Se definen los grupos de cohomologfa, H!(X, F'), de X con valores en el haz F, como
los grupos de cohomologia del complejo diferencial formado por las secciones globales de la resolucién
flasga de Godement de F, es decir, H(X,F) = H(X,C F(X)) = Kerd;/Imd;_1.

2. Proposicién: H(X,F)=T(X,F)
Demostracion. Las sucesiones
0— F(X)— C'F(X) — F1(X)
0— F(X) — C°F(X) = C'F(X)
son exactas, luego el nicleo del morfismo COF(X) — C'F(X) es justamente F(X). O

3. Teorema: La toma de los grupos de homologia es funtorial. Dada una sucesion exacta 0 — F' —
F — F"” — 0 de haces de grupos abelianos, se tiene una sucesién ezacta larga en cohomologia

0— H°X,F')— H'(X,F) —» H*(X,F") — H'(X,F’)
— HYX,F) - H'(X,F") - H*(X,F') — ...

Demostracion. Dado un morfismo f: F — G de haces, para cada x € X tenemos un morfismo
F, — G, tenemos pues un diagrama conmutativo

F——d

C'F —= (G

Por tanto, tenemos un morfismo F; — (G entre los contcleos. Reiterando el proceso tenemos un
morfismo C'F — C"G, que conmuta con las diferenciales. Tomando secciones globales, obtenemos un
morfismo f: H(X,F) — H (X,G). Obviamente Id' =Idy (fog) = f og".

Dada la sucesién exacta 0 — F' — F — F” — 0 de haces, para cada z € X la sucesién de grupos

0—F, —F,—F/—0
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es exacta, luego es exacta la sucesion de grupos

0— C'F'(X) - C'F(X) — C°F"(X) —0
y es exacta la sucesién de haces

0—CF' - C'F - CF' -0
Por tanto, por el lema de la serpiente (tomando fibras), es exacta la sucesién
0—F —F —F'—0

Reiterando se obtiene una sucesién exacta de complejos diferenciales

0—-CF(X)—>CFX)—-CF'(X)—0
de donde se obtiene la sucesién exacta larga de cohomologia

0— H'X,F')— H'(X,F) — H*(X,F") — H' (X, F’)
— HY(X,F) - HY(X,F") —» H*(X,F') — ...
O

4. Definicién: Se dice que un haz F' sobre X es flasgo cuando para cada pareja de abiertos V C U
el morfismo de restriccién F(U) — F(V) es epiyectivo.

Obviamente dado un haz F, entonces C°F es un haz flasgo.

. % p ., .
5. Teorema: Si0 — F' — F — F"” — 0 es una sucesidon exacta de haces sobre X y si F' es flasco,
para cada abierto U la sucesion

0— F'(U) S FU) 2 F'(U) =0
es exacta.

Demostracion. Sélo hay que ver que p es epiyectiva. Sea s” € F”(U). Consideremos la familia
formada por las parejas (V, sy ), donde V es un abierto contenido en U, y sy es una seccién de F en
V' cuya imagen por p es Silv
Como para cada x € U, el morfismo p,: F,, — F. es epiyectivo, dicha familia no es vacfa. Como
estd claramente ordenada y es inductiva, por el lema de Zorn tiene un elemento maximal (V, sy ). Si
V = U hemos acabado. Si no fuera asi, sea x € U — V. Existe un entorno abierto W C U de x y una
seccién § € F(W) de modo que p(s) = Sﬁ/v Por tanto, p(sjwnv) = p(5jwnyv) y existe una seccion
Sy € F'(WNV) de modo que i(syyqy) = Swnv — Swnv. Como F' es flasco existe una s’ € F(W)
que restringe a siy,~y. Entonces 5+ i(s’) es una seccién de F' sobre W que se aplica por p en Sﬁ/v v
que coincide con sy sobre W N V. Luego, existe una secciéon de F sobre V U W cuya restriccion a V'
es sy y que se aplica por p a sﬁ/uw, lo que contradice la maximalidad de (V, sy ).
O

6. Corolario: Sea 0 — F' — F — F” — 0 una sucesion de haces. Si F' y F son flasgos, también
lo es F".
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Demostracion. Sea V' C U una inclusién de abiertos. Por el teorema anterior, el diagrama

0 ——> F'(U) —> F(U) —> F"(U) —>0

’
r

r "

3

0—> F'(V) —= F(V) —= F"(V) —=0

es de filas exactas. Por ser F' flasgo r es epiyectiva y por el lema de la serpiente r”’ es epiyectiva, luego
F" es flasgo.
O

7. Definicién: Se dice que un haz F es aciclico si H'(X, F') = 0 para todo i > 0.

8. Teorema: Los haces flasgos son aciclicos.

Demostracion. Si F es flasgo, la sucesién 0 — F(X) — C°F(X) — F;(X) — 0 es exacta. Como F' y
CYF son flasgos entonces Fy lo es y de nuevo 0 — F1(X) — C°F(X) = C'F(X) — F»(X) — 0 es
exacta. Reiterando, se sigue que C"F(X) es una sucesién exacta, luego su cohomologfa es nula. [

Sea M. = @MZ y supongamos definidas dos diferenciales d.: M} — Mijﬂ, d: M — M que
i,

conmutan entre si, entonces diremos que es un bicomplejo diferencial. En M. podemos definir una
graduacién y una diferencial del siguiente modo:

M,= & M, dm!=dm!+(=1)'d'm!, param! e MJ
i+j=n

9. Ejemplo: Si M" = ®M; y N' = ®N;, son mddulos diferenciales graduados, entonces M" ® N°
i J

es un bicomplejo: (M™ ® N)f = M; ® N; con las diferenciales d. = d® 1, dPunto = 1 ® d. Asf pues
M ® N es un médulo diferencial graduado. También Hom(M', N') es un bicomplejo diferencial:
Homy (M, N')} = Homu(M_;, N;), d-(¢) = pody d (¢) = do ¢.

10. Teorema: Sea el bicomplejo diferencial

1]

1 1 1
O, — n+14>Cn+24>”'

]

0 0 . 0
~-4>Cn4> n+14>cn+24>'“

A A A
i
d. \
4)5%4)6:14’,1%—07714’,2%

0 i#0

) . Entonces H'(C:) =
C, i=0

P . i . _
y supongamos que las columnas son aciclicas, es decir, H'(C,,) = {

Hi(C.)
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Demostracion. Denotemos i: C; — C? a las inclusiones del teorema. El morfismo ¢: H(C.) —

Hi(C:), & + i(c;) esta bien definido: dado un borde d.c;_1, se verifica que id.c;_1 = d.ic;_1 = d.ic;_1
es un borde para d.. Ademds, si ¢; es un ciclo para d., entonces ic; es un ciclo para d., ya que
d.ic; = d.ic; = id.c; = 0. Veamos que ¢ es un isomorfismo. Veamos sélo la epiyectividad, pues
la inyectividad es mas sencilla. Sea ¢}, + cil + -+ 4+ 0, un ciclo para d.. Ha de verificarse
que d'c¢t, = 0, luego existe ¢! € C:~1 tal que d'¢;”! = (—1)"Tlc¢!. Entonces, en cohomologia,

e 4l =de v e+ = (de e )+ o+, Argumentando asf

sucesivamente obtendremos que ¢}, +c¢i 7 4. 40 +i = &4 en cohomologfa. De nuevo tendremos que
existe ¢4 € Cpyg tal que icy 4y = 69L+Z- y se verifica que d.c,,; = 0, porque id.cp4; = d.icpq; = d.E?lﬂ-,
que es cero ya que d.c0 +; = 0. Hemos concluido entonces que

i i—1 0 _ =
C% + Cn+1 + -+ Cn+i - QO(C'rrH')

En tres graficos, hemos escrito

0

4

o — | 0 0 0

A A

(=D Est g 7 0 Cy+de ! 7
i =0 Chi =0 i >0
A
Cnr+i

11. Corolario: Sea el bicomplejo diferencial

cl-->Cj Ci C3
C0-->Cf c? c3
A A A
CO Cl C2

de filas y columnas aciclicas. Entonces H'(C") = H(C:) = H*(C.).
12. Teorema De Rhamx Sea R. una resolucion de F por haces aciclicos, es decir una sucesion

exacta J J J
Ro2 R 23Ry 3 ...
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de modo que cada R; es aciclico y Kerdy = F. Se cumple que la cohomologia de X con valores en F
es la cohomologia del complejo de secciones globales de R, es decir, H'(X,F) = H'(X, R.(X)).

Demostracion. Consideremos el bicomplejo de grupos abelianos C"R.(X) = ®C%(R;)(X) y el diagra-
0.

ma diferencial

b

C'F(X)— —>C'Ry(X) —=C'Ry(X) —=C'Ry(X) ——> -+

T T T

COF(X)— —>C°Ro(X) —=C'Ry(X) —> CRy(X) ——> - -
A A A

Ro(X) Ri(X) Ry(X)

que es de filas aciclicas, porque el funtor I'(X,C"(—)) sobre la categoria de haces es exacto, y de

columnas aciclicas por ser los R, aciclicos.
Por el teorema 8.2.11, HY(X, R.(X)) = H/(X,C'F(X)) = H'(X, F). O

8.3 Aciclicidad de los haces cuasicoherentes sobre esquemas
afines

Nuestro objetivo, en esta seccién, es demostrar que los haces cuasicoherentes, en esquemas afines,
son aciclicos. Probaremos primero esta afirmacién en esquemas afines de dimensién uno, porque la
demostracién es menos aparatosa, pero contiene ya todos los elementos de la demostracién general.

1. Definicion: Dado un haz F sobre un espacio topologico X, llamaremos soporte de F' y lo

denotaremos Sop F', a
SopF ={ze€X: F, #0}

Diremos que F estd concentrado en Y C X si Y = Sop F. Denotaremos dim F' = dim Sop F.

2. Proposicién: Sea M un haz cuasicoherente de modo que dim M = 0. Se cumple

1. M({U)= & M,. Por tanto, M es un haz flasco.
xelU

2. Para todo haz de linea L, M ®@p, L ~ M.

Demostracion. El soporte de una seccién s € M(U) es un cerrado. Por tanto, como dimM = 0, los
puntos & € U donde el germen s, es no nulo es un nimero finito de puntos cerrados. Asi pues, para
toda s, € M, y abierto U que contiene a z, existe una seccién s € M(U) de modo que la fibra de s
en z es s, y es nula en cualquier otro punto. Es fécil concluir que M(U) = @U/\/lm.

x€

Observemos que si dimM = 0 entonces dim(M ®p, L) = 0. Ademds, para cada x podemos
definir un isomorfismo (M ®o L), = M, ®o,., Ly ~ M,. Por tanto,

MU )= e My~ & (M®Ro, L)z = (M@0, L)(U)
zelU zelU
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O

3. Proposiciéon: Sea X = Spec A un esquema afin integro de dimension 1 y M un A-mddulo. Se

cumple que
, . M i=0
H'(X,M) = {0 i£0

Demostracion. Sea X = Ay_10y y Ms = My_{oy. Sea el morfismo de localizaciéon ¢: M — My, m +—
7. Obviamente, ¢ es un isomorfismo en el punto genérico, por tanto, dim Ker ¢ < 1y dim Coker ¢ < 1.

Luego Ker ¢ y Coker ¢ son flascos por 8.3.2.
Consideremos la sucesién exacta

OHI@MMZ/HC/O—I{\ér/(bHO

Como Mvg es constante, es flasco. Tomando secciones globales, de la sucesién exacta larga de coho-
mologfa y 7.1.7, obtenemos que H*(X,Im ¢) = 0, para i > 0.
Ahora, de la sucesién exacta

0—>R‘e\riq§<—>],\\/f—>la/¢—>0

tomando secciones globales, de la sucesién exacta larga de cohomologia y 7.1.7, concluimos.
O

4. Teorema: Sea X = Spec A un esquema afin noetheriano de dimensionn < co y M un A-mddulo.
Se verifica

L M i=0
HZ(X7M)—{O i 20

Demostracion. Denotemos dim M = dim Sop M. Vamos a demostrar el teorema por inducciéon sobre
la dim M.

Si dimM = —1 entonces M = 0 y en este caso el teorema es trivial. En general, sean {z;}
los puntos minimales del Sop M. Consideremos el morfismo de localizacion A — A,,, que induce
la inclusién ¢: Spec A,, — Spec A. Sop i*M = Sop M N Spec Az, = x;, luego por la proposicién
8.3.2, i* M es flasco y i,i* M = M,, es flasco. Por tanto, @]\7[3;1. es flasco. Consideremos el morfismo

K2

natural ¢: M — @®M,, (observemos que el soporte de cada m € M es un cerrado, que sélo puede
1

contener un nimero finito de los x;). Se verifica que dim Ker ¢ < dim M y dim Coker ¢ < dim M,
pues ¢ es un isomorfismo en los puntos x;. Por tanto, por induccién sobre la dimensién tenemos que

Hi(X, Coker $) =0y H(X, Ker ¢) = 0 para i > 0. De la sucesién
0—Im¢ — EB]\;[Z — Coker ¢ — 0
K3

la proposicién 7.1.7 y la sucesién exacta larga de cohomologfa, obtenemos que H*(X, Im ¢) = 0 para
i > 0. De la sucesién

OHKGNI'QZ)—)MHIH;(JSHO

la proposicion 7.1.7 y la sucesién exacta larga de cohomologia obtenemos la demostracién del teorema.
O
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5. Corolario: Sea m: X — Y un morfismo afin de esquemas y M un haz cuasicoherente en X. Se
verifica que

HY(X,M)=H(Y,7.M).

Demostracion. Sea M — Cy(M) — C1(M) — ... una resolucién de M por haces flascos. Se
verifica que T, M — 7,Co(M) — m.C1(M) — ... es una sucesién exacta, porque para cada abierto
afn U C Y, H(T(U,7,C.(M)) = H(T(x=*(U),C.(M))) = H(T (7= (U), M)) e34 0. Ademis, la

imagen directa de un haz flasco es flasco. Por tanto,

HY(Y, M) = H(T(Y,7.C.M)) = H(T(X,C.M)) = H(X, M).
O

6. Teorema: Sea X un esquema noetheriano de dimension n < oo. Sea M un haz cuasicoherente.
Se verifica que
HY (X, M) =0, para i > dim M

Demostracion. Se argumenta igual que en el teorema anterior. O

7. Ejercicio: Consideremos en la recta proyectiva los abiertos Uy = Py — {0} y U; = P; — {o0}. Si
V C Py es un abierto denotemos Oy el haz sobre Py definido por Oy (U) = Op, (U N V). Demostrar
que la sucesién

0— Op, — OUO & Oy, — OUOﬁUl — 0

de morfismos obvios es exacta. Probar que H'(Py,Op,) = 0.

8.4 Caracterizaciéon cohomolégica de la recta proyectiva
Sea C una curva completa no singular. Consideremos la sucesién exacta
OHOC%Eclzc/OCHO *

donde ¢ es el haz constante Y. La fibra de ¥¢/O¢ en el punto genérico es cero, luego el soporte de
toda seccién de X/O¢ es un nimero finito de puntos. Por tanto, ¥c/Oc = & X¢/Oc¢ ;. Dado un
zeC

punto cerrado x € C' denotemos por m, el haz de ideales de funciones que se anulan en x. Tenemos

que en x (Mg); = ty - Oc,e, luego (Ocz):, = Le. Por tanto, dada f € X¢, se verifica que f = &,

n
paraunn € Ny un a € O¢,. Siz es un punto racional, sabemos que a = Y a;t’, +bt?, cona; €ky
i=1

n
b€ Oc,. En conclusién, f = > -2 mod O¢ 4, luego
i=1

n—1
tCIJ

Yc/Oce = {Z%, nvariable, a; € k}
i=1

= {partes princ. del desarrollo de Laurent en el punto = de f € ¢}

El morfismo 7 asigna a cada f € ¥¢ = ¢ (U) sus partes principales del desarrollo de Laurent en
cadaz € U.
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1. Ejercicio: Si el punto cerrado € C no es racional, entonces

Yc/Oc = {Z%, nvariable, a; € O¢ /my}

i=1 %

(Pista: Recordar que por el teorema de Cohen el morfismo de paso al cociente @C,x — @C,x / mm@qw =
Oc¢,»/myOc,; tiene seccidn).

2. Teorema: Una curva C completa y no singular es isomorfa a la recta proyectiva < FExiste un
punto racional x € C y H(C,O¢) = 0.

Demostracion. =) Tomemos la sucesién exacta larga de cohomologia asociada a la sucesién exacta
*x, con C =P

Sp, = [(P1,Zp, /Op,) = S?PZPI/OPl,y—’Hl(PhOPl)—’Hl(Pl,EPl):O
yel

n;
Dada s € I'(Py, Xp, /Op,) entonces s = (Y (Tf(i)J) ! Las funciones —— tienen sélo polo en el
j=1 ’ '

Qajj
(I—()L,‘,)j

n;
punto a € Py, por tanto, la imagen por w de f(z) = >.>" es s. En conclusién, 7 es epi y
i j=1

1
H'(Py,O0p,) =0.
<) Consideremos de nuevo, la sucesién exacta larga, asociada a x

Yo = T(C,3c/0c) = @ So/Ocy = H'(C,0c) =0
ye

Sea s = (0,...,7,...,0) € I'(C,2¢/O¢), donde entendemos que (M), = t, - Oc. Por la

) 57
sucesion exacta *x existe una f € X sin polos en C, salvo en x donde tiene un polo de orden 1. Por
tanto, el morfismo

c Lp
EC — ]C(l‘)
f —

es de grado 1, es decir C' ~ P;.

3. Ejercicio: Sea C la curva del plano proyectivo real de ecuacién afin 22 4+ y? = 0. Demostrar
1. El cierre entero de R en X es C.
2. T(C,0¢) =R.
3. La desingularizacién de C' es isomorfa a la recta proyectiva compleja.

4. El origen es un punto racional de C'y dimy, H'(C,O¢) = 0.

1El desarrollo de Laurent en el punto del infinito es un polinomio en z, sin coeficiente constante.
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8.5 Finitud de la dimensién de los grupos de cohomologia

8.5.1 Cohomologia de los haces coherentes sobre la recta proyectiva

Notacién: Dado un k-esquema X y un haz cuasicoherente M denotaremos h'(X, M) = dimy, H*(X, M).

1. Teorema:

1. Sin>0 h°(Py,0p,(n)) =n+1 y h'(Py,Op, (n)) = 0.

2. Sin <0 h%(Py,0p,(n)) =0y h'(P1,0p,(n)) = —(n+1).
Demostracion. Consideremos la sucesion exacta
0— Op,(-1) 28 0p, - C — 0, ie. 0—>me —Op, =C—0

donde C es un haz coherente de torsién concentrado en oo, de modo que su fibra en 0o es Op, /Moo =
k. Por tanto, C es un haz flasco y I'(P1,C) = k.
Tensorializando por Op, (n) obtenemos las sucesiones exactas

0—O0p,(n—1)— Op,(n) = C—0

De estas sucesiones exactas, se concluye utilizando

1) La sucesién exacta larga de cohomologia.

2) Induccién sobre n. Paran =0, h°(P1,Op,) = 1, h}(Py, Op,) = 0.
3) Para n < 0, h°(Py, Op, (n)) = 0.

2. Teorema: Si M es un haz coherente sobre P, entonces
1. HO(Py, M) y HY(Py, M) son k espacios vectoriales de dimensidn finita.
2. H(Py,M) =0 parai>1

Demostracion. Por el teorema 8.3.6, sélo tenemos que demostrar 1.
Por 7.2.5, sabemos que existe una sucesién exacta

0 — Ker — gl(’)pl (nj)) > M—0
1=

Tomando la sucesién exacta larga de cohomologia obtenemos que h'(P;, M) < co. En particular

h'(Py,Ker) < co. De nuevo, por la sucesién exacta larga de cohomologia h®(Py, M) < oo.
O

Demos otra demostracion de este teorema.
3. Definicién: Sea X un esquema integro, de punto genérico p,. Dado un haz M cuasicoherente
sobre X consideremos el haz constante M, . Llamaremos parte de torsién de M y denotaremos
T(M), al nicleo del morfismo natural M — M, . Diremos que M es de torsién si M = T(M).
Diremos que M es libre de torsién si T'(M) = 0, es decir, si el morfismo M — M, es inyectivo.
Llamaremos rango de un médulo coherente M a dimo, , Mp, .

Por ejemplo, los haces de linea sobre un esquema integro son médulos coherentes libres de torsién
de rango 1.
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4. Lema: Sea C una curva integra.

1. Sea M # 0 un haz coherente libre de torsion. Eziste un haz L coherente libre de torsion de
rango 1 y un morfismo inyectivo L — M, tal que M /L no tiene torsion.

2. Sea M un haz cuasicoherente libre de torsion. Eziste un haz de ideales L de rango 1, es decir,
no nulo y un morfismo inyectivo L — M.

Demostracion. 1. Sea s € M, . Consideremos el haz constante M, . Tenemos que el haz constante
¥¢ - sy M son subhaces de M,, . Sea L = X¢ - s N M el “haz de ceros y polos de s”. Se verifica

a) L es coherente sin torsién porque M lo es.

b) L es de rango 1 porque L,, = Xx -s N M, =3¢ -s.

¢) L estd incluido en M, (M/L),, = M, /Yc sy el nicleo de M — (M/L),, es L, luego
M/L — (M/L)y,.

Con todo, hemos concluido.

2. Dada s € M, no nula, témese L = O¢ - s N M.

O

5. Teorema bis Si M es un haz coherente sobre P entonces H°(Py, M) y H*(Py, M) son k-espacios
vectoriales de dimension finita.

Demostracion. Demostrémoslo por induccién sobre el rango de M.

Si M es de rango 0, es decir de torsién, su soporte es un numero finito de puntos cerrados

T1yeooy Xy MU) = EBUMM. Por tanto, M es flasco. Ademads, para cada abierto afin U, M(U) es
;€

un Op, (U)/ Anul(M(U))-médulo finito. Ahora bien, Op, (U)/ Anul(M(U)) es un k-espacio vectorial

de dimensién finita porque Anul(M(U)) # 0, luego M(U) es un k-espacio de dimensién finita y por

tanto M(P;) también.

Si M es de rango n > 0, sea por el lema L = Op, (n) un subhaz de linea de M. Consideremos
la sucesién exacta 0 — L — M — M/L — 0 Por induccién sobre los rangos, tomando la sucesién
exacta larga de cohomologia, concluimos el teorema por el cdlculo de la cohomologia de los Op, (n).

O

8.5.2 Cohomologia de los haces coherentes en curvas

6. Teorema: Sea C una curva completa y M un haz coherente en C'. Se verifica
1. HY(C,M) y HY(C, M) son k-espacios vectoriales de dimensién finita.
2. H(C,M) =0 para i > 1.

Demostracion. Sea m: C' — C' el morfismo de desingularizaciéon de C. Sea el morfismo natural M —
.M. Consideremos la sucesién exacta

0— Keri —- M — m,m*M — Coker: — 0

Coker i y Ker i tiene el soporte concentrado en los puntos singulares de C', luego es flasco y sus secciones
son un k-espacio vectorial de dimensién finita (argumentando como en el teorema anterior). Asi pues,
basta demostrar el teorema para m,m* M. Ahora bien, H (C, m,n*M) = H (C,n* M) porque T es un
morfismo afin, y éstos “conservan” la cohomologia por 8.3.5. En conclusion, como 7m* M es coherente
por 7.3.2, podemos suponer que C' es no singular.

Sea ¢: C' — P; un morfismo finito en la recta proyectiva. Se verifica que H (C, M) = H (Py, ¢ M).
Luego basta demostrar el teorema para la recta proyectiva y hemos concluido. O
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8.5.3 Cohomologia de los haces coherentes en variedades proyectivas

7. Proposicién: I'(P,., Op, (n)) = {Polinomios homogéneos p(xo, ..., x,) de grado n}.

Demostracion.

(.. O {8; € T(U,,,Op.(n)) = klxo/xsy ... ,xn/x;] - 2L }4, tales que
(Pr, O, (n)) = s; = sjenT(Uy, NU,,, Op, (n)) = klxo/i, ... ,xr /T3], - @

zj/®i"

={Pol. hom. p(xg,...,z,) de grado n}

donde la tltima igualdad es una sencilla comprobacién.

La sucesion exacta de médulos graduados

0 — k[zo,...,zn)[n — 1] 2 k[zo, ..., xn][n] — k[z1,...,2,][n] — 0
define la sucesion exacta de haces
0—Op, (n—1) 28 0p (n) —i,0p,_,(n) =0

donde P,_; <i> P, es el hiperplano xy = 0. Denotemos por U = P,. — P,._; y por Oy al haz en P,
definido por Oy (V) = O(U NV), para cada abierto V C P,.

8. Teorema:

. (n‘i"f'):(n-i-’[") ..... (n+1)‘220n>022rn<0
h' (Pr, Op, (n)) = r 7 o 7

0 en los demds casos.

Demostracion. Conocemos ya, por 8.5.7, h°(P,.,Op, (n)). Por induccién sobre r obtenemos, de la
sucesion exacta larga de cohomologia asociada a la sucesién *:
1) Para n >0, H(P,, Op,(n)) = H (P,,Op, (n + 1)) para i > 0. Por tanto,

) ) 2 )
H'(P.,O0p.(n)) = lim H(P,,Op,.(m)) = H (P, lim Op,(m))
m>n m>n

= Hi(Pr,OU) = HZ(PT — PT*I; OP’!'7P7'—1) =0

2) Para n < 0 se demuestra el teorema por induccién descendente sobre n (observemos que el caso
n = 0 ha sido resuelto en el caso anterior).
O

9. Teorema: Sea X = Projk[éo,...,&,] una variedad algebraica y M un haz coherente en X. Se
cumple que h'(X, M) < oo para todo i.

2En espacios topoldgicos noetherianos la cohomologia conmuta con limites inductivos.
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Demostracion. Sea k[zo,...,xs] — k[&o,...,&] el epimorfismo graduado obvio, que induce una in-
mersién cerrada i: X — P,. Por ser i un morfismo finito, h*(X, M) = h*(X,i,M) y i,M es un
haz coherente en P,,. Basta demostrar el teorema para X = P,. Por 7.2.5, sabemos que existe una
sucesion exacta

0 — Ker — %Opn(ni)HMHO
i=1

Tomando la sucesién exacta larga de cohomologia obtenemos que h"™(P,, M) < oo. En particular
h™(P,,Ker) < oo. De nuevo, por la sucesién exacta larga de cohomologia h"~1(P,, M) < co. En
particular A"~ 1(P,,, Ker) < co. Por induccién descendente concluimos.

O

10. Proposicién: Sea i: C — Py la curva proyectiva plana definida por un polinomio homogéneo
Pn (20,71, 22) = 0, entonces h'(C,Oc) = ("71)2&

Demostracion. Toémese la sucesion exacta larga de cohomologia asociada a la sucesién

‘Pn(T0,T1,T2
’Vl( K bl ) OPQ

0 — pc = Op,(—n) — 1,0c — 0

donde p¢ es el haz de ideales de funciones que se anulan en C.
O

11. Corolario: Si C es una curva proyectiva plana integra, de grado n, sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado entonces el género geométrico g = h*(C,O¢) es

n—1)-(n—2 my - (my, — 1
MRS TURE N S S MUy

2
z€Sing C y€ay

donde ay es el drbol de explosion asociado a la desingularizacion de x, y my es la multiplicidad en el
punto y.

Demostracion. Sea m: C' — C' el morfismo de desingularizaciéon. Consideremos la sucesién exacta

0—-0¢—-mm0s— & @C,q;/oc,w —0
x€Sing C

Como k es algebraicamente cerrado, tenemos que I'(C, O¢) = I'(C, 7.05) = T'(C, Of) = k, luego

g=h'(C,0s) =h'(C,0c) — dim, @ C@c,m/oc,z

r€Sing

Sabemos quedimy, @& Oc./Oc.= Y, > W Por la proposicién anterior h!(C, O¢) =
z€Sing C z€Sing Cy€ay

("_1)2& y concluimos. -
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Teoria de la dualidad en curvas
algebraicas

9.1 Introduccion

Si X es una variedad diferenciable compacta orientada, tenemos el isomorfismo H*(X,R) ~ H" (X, R)*,
w; — w;: wi(wp—;) = f « Wi AN wy—;. El objetivo de la teoria de la dualidad es dualizar la cohomo-
logia. Ahora en Geometria Algebraica, sea C' es una curva completa y consideremos el funtor sobre
la categoria de Oc-mdédulos coherentes

M~ HY(C, M)*

Este funtor es exacto por la izquierda, por el teorema de representabilidad sera representable por
un Oc-médulo cuasicoherente we. Es decir,

Homg(M,we) = H(C, M)*

Probaremos que si C' es no singular entonces we = Q¢ Ademads, el morfismo Id: Q¢ — Qo
se corresponderd por dualidad con un elemento Res € H(C,Q¢ /k)%, que es el residuo del andlisis
complejo.

La teoria de dualidad, junto con el Riemann-Roch fuerte permite el cdlculo de la dimensién de
los espacios de las funciones con polos en determinados puntos de 6rdenes prefijados. Célculo que
resuelve muchos problemas de tipo geométrico. Veremos diversas aplicaciones de la teoria de dualidad:
Teorema de Hurwitz, clasificacién de las curvas elipticas e hiperelipticas, inmersién canénica de una
curva en un espacio proyectivo, etc.

9.2 Teorema de Riemann-Roch débil

Sea C' una curva completa y z1,...,x, puntos cerrados no singulares de C. Dado D = Y n; - z;,
i
denotaremos Lp, al de haz de linea sobre C', determinado por

] Oc(V) siVCU’
ED(V)_{ {fCGEC:in(f)Z—nZ—wZ-EV} siVCU
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donde U es el abierto de puntos no singulares de C 'y U’ = C — {;};.

1. Teorema Riemann-Roch débilt Sea C' una curva completa y Lp el haz de linea definido por
D. Se verifica

x(C,Lp) = x(C,0¢) +gr D

Demostracion. Dado un punto cerrado € C' no singular, consideremos la sucesién exacta

0—-L_—0c—k(z)—0

donde k(z) es un haz concentrado en x, de modo que h°(C, k(z)) = dimy, k(z) = gr x. Tensorializando
por Lp resulta
0—Lp_yw—Lp—k(x) =0

Luego x(Lp) = x(Lp—z) + 1. Asf pues, el teorema de Riemann-Roch se verificard para Lp si y sélo
si se verifica para Lp_,. Por tanto, por suma y resta de puntos a D, el teorema de Riemann-Roch se
verificard para Lp siy solo si se verifica para O¢, y en este caso es obvio.

O

La siguiente proposiciéon nos sera util en teoria de dualidad.

2. Proposicion : Sea C' una curva completa y x € C un punto no singular. Sea M un mddulo
coherente de rango r. Denotemos My, = M ®o, Lna. Entonces,

1. R (C, M) = cte para todo n >> 0, y h%(C, M) =7r-grx-n+ cte. para todo n >> 0.

2. WY (C,M_,;) =7 -gra-n+ cte para todo n >> 0, y h°(C, M_,,) = cte’ para todo n >> 0.

Demostracion. 1. Si M es de rango cero, entonces M,, = M, H°(C,M,,) = H°(C,M) y
H'(C, M) = 0. Se concluye.
Sea T'(M) la torsién de M. Consideremos la sucesién exacta

0—-TM) > M- M/T(M)—0

Tensorializando por L,,, obtenemos la sucesién exacta 0 — T (M) — My — (M/T(M))pe — 0.
Por tanto, h?(C, M,,;.) = h®(C, T(M))+h°(C, (M/T(M))nz) y R (C, M) = RH(C, (M/T(M))pz)-
En conclusién, podemos suponer que M no tiene torsién.

Consideremos la sucesion exacta

0— Lipn-1)e = Lne — k(x) =0
Tensorializando por ®o,M, la sucesién
0= Mu—1)s > Mps = M 80, k(z) =0

es exacta, es decir i es inyectiva. En efecto, en C' — x obviamente lo es, y en gérmenes en z lo es
porque i es multiplicar por un parametro de la curva que pase por .

Tomando cohomologia, tenemos el epimorfismo H*(C, M(n—1)z) = HY(C, M), luego b (C, M,,,) <
hY(C, M(,—1)z) y para todo n >> 0 h'(C, My,) = cte. Ahora, para todon > N, h'(C, My,) = cte'y
R(C, M 41)z) = h°(C, Mya) +h°(C, M@0, k(z)). Ahora bien, M ®op, k(z)(C) = (M@0, k(z)), =
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M/m, M, que es un k(x)-espacio vectorial de dimensién r, porque M, es libre de torsién de ran-
go r, luego libre de rango r. En conclusién, h?(C, M, 41),) = h(C, Mye) + 1 - gra, y en general
RO(C, Mpe) = h°(C, M)+ (n—N)-r-gra=r-grx-n+ cte.
2. Pruébese primero que se puede suponer que M no tiene torsién y a continuacién considérese
la sucesion exacta 0 — M(_,_1)y — M_pe — M ®p,, k(x) — 0.
O

3. Proposicién : Sea C' una curva completa y © € C un punto no singular. Sea M wun haz
cuasicoherente. Si h°(C, My,,) < r-gra-n+ cte., para todo n >> 0 entonces M es un mddulo
coherente de rango menor o igual que r.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre r.

Consideremos la sucesién exacta natural 0 — T'(M) — M. Tensorializando por L., tenemos
0 — T(M) — M,,. Por tanto, h°(C,T(M)) < co. Ahora bien, H°(C,T(M)) = EBCT(M)QC. Luego

fAS

s6lo para un ndmero finito de puntos cerrados T(M), # 0 y éstos son k-espacios vectoriales de
dimensién finita. En consecuencia, T'(M) es un médulo coherente de rango cero.

Haciendo cociente por T(M) podemos suponer que M no tiene torsion.

Sea L coherente de rango 1 y una inclusion L — M. Consideremos la sucesion exacta

Por la sucesiéon exacta larga de cohomologia e induccién sobre r, M/L es coherente de rango menor
o igual que r — 1. Luego M, es coherente de rango menor o igual que 7. O

4. Ejercicio: Sea C una curva completa no singular y x € C' un punto cerrado. Se verifica que C' —z
es una curva afin.

Resolucién: Por 9.2.2 h°(C, Lini1yz) # hO(C, L) para n >> 0, luego existe una funcién f € Y¢
con un unico polo (de orden n + 1) en z. Por tanto, el morfismo afin definido por f

f: C — Pl
verifica que f~1(c0) = (n + 1)z, luego C — x = f~1(P; — o), que es affn.

9.3 Teoremas de dualidad y Riemann-Roch fuerte

Sea C' una curva completa sobre k. Por los teoremas de finitud del capitulo anterior sabemos que
H?(C, M) = 0 para todo haz cuasicoherente M. Por tanto, el funtor, H!(C, M)* definido en la
categoria de médulos coherentes, que asigna a cada haz coherente el dual sobre k de su primer grupo
de cohomologia, es exacto por la izquierda.

1. Definicién : Al haz cuasicoherente, que denotaremos por wc, representante del funtor H'(C, —)*,
que existe por 9.8.6, se le denomina haz dualizante de C. Por tanto, para todo médulo coherente M
se verifica

HY(C, M)* = Homp, (M, we).!

1De hecho, como el funtor H'(C, —)* y Homo, (—,wc), transforman limites inductivos en limites proyectivos, y
todo médulo cuasicoherente es limite inductivo de médulo coherentes, la igualdad también es cierta si suponemos M
cuasicoherente.
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2. Teorema Riemann-Roch fuerte Sea C una curva completa, {x;} puntos no singulares de C,
D =3, niz; y Lp el haz de linea asociado a D. Se verifica que

h(C, Lp) — h°(C,we ®o, L-p) = Xx(C,O0c¢) + gr D

Demostracion. H'(C,Lp)* = Homo, (Lp,wc) = Homo, (Oc, we @0y L-p) = T(C,we @0y L-D).
Luego h!(C, Lp) = h°(C,wc®o0, L—p). Ahora ya, por el Riemann-Roch débil se concluye el teorema.
O

3. Proposicion: FEl haz dualizante we es un haz coherente de rango 1 sin torsion. En particular, si
C' es una curva completa no singular, we es un haz de linea.

Demostracion. Probemos que el dualizante no tiene torsién: Sea 7" un mddulo coherente incluido en
la torsién de we, se verifica Homo. (T, we) = HY(C,T)* = 0 porque T es flasco. Luego, T =0y w¢
es libre de torsion.

Nos falta ver que el rango de wc es 1. Sea x € C no singular. Tenemos que H°(C, (w¢)nz) =
Homo,, (Oc, we ® Liny) = Home, (£_pe, we) = HY(C, L_p,)*. Por 9.2.3, h%(C, (we)ns) = gra-n+
cte, para n >> 0. Por 9.2.2, we es de rango 1. O

4. Definicién: Sea C una curva completa. Denominamos género aritmético, g,, de C a h'(C,O¢)
y género geométrico, g, al género aritmético de su desingularizacién.

5. Proposicion: Sea C una curva completa.

0 _pl _ g L
1. B (C,we) = h' (C,0¢) t;fgenem amtmetzco@t Ja

2. Supongamos que C' es no singular, entonces h'(C,wc) = h°(C,O¢).

Demostracion. 1. H°(C,wc) = Homo, (Oc,wec) = HY(C,Oc)*. Luego, h°(C,wc) = h*(C, O¢).
2. Hl(C, wc)* = Homoc (’wc,wc) = HOHI(Qc ((907 Oc) = HO<C, Oc).
O

6. Definicién: Sea C una curva completa no singular. Llamaremos divisores candnicos a los divisores
cuyo haz de linea asociado sea el haz dualizante.

7. Proposicién: Sea C una curva no singular y Lx = we el haz dualizante. Se verifica que gr K =
2x(C,O¢). En particular, si k es algebraicamente cerrado en Y¢, y denotamos por g = h'(C,0¢) al
género geométrico de C tenemos que

grK =2g—2

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Riemann-Roch débil para Lx y la proposicién
anterior. O

8. Ejercicio: Sea C' una curva completa sobre un cuerpo k integramente cerrado en c. Probar
que h(C,we) = 1.

9. Ejercicio: Si L es un haz coherente libre de torsién de rango 1 sobre una curva completa C, de
modo que h°(C,L) = g, y h*(C, L) = h°(C, O¢), entonces L es isomorfo al haz dualizante.

10. Ejercicio: Sea C' <> P, una curva proyectiva plana de grado n. Demuéstrese que Oc(n — 3) =
($)

i*(Op,(n — 3)) es el haz dualizante de C. (Pista: Tensorialicese por Op,(n — 3) la sucesién exacta
0 — Op,(—n) — Op, — i.Oc — 0 y utilicese el ejercicio anterior).
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9.4 Dualizante de una curva lisa

1. Definicién: Sea X un k-esquema. Denotamos por {2x/, y lo denominamos haz de diferenciales
de Kahler de X, al haz asociado al prehaz

U~ Qo wy/k para cada abiertoU C X

Con toda generalidad,

2. Definicién: Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Sea §: X — X Xy X el morfismo diagonal
v A es el niicleo del morfismo Ox «, x — 9.O0x. Se define, el haz de médulos de diferenciales relativas
de X sobre Y, que denotaremos Qy,y, por

Qx/y = A

Si V CY es un abierto afin y U C X es un abierto afin tal que f(U) C V, entonces Qx /vy (U) =
Qo) /0y (v)-
3. Ejercicio: Sea P; la variedad de Riemann de k(x). Calcular el divisor de ceros y polos de
dx € Qyy(z)/k- Demostrar que Qp, /1, ~ Op, (—2).

Sea C' una curva no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea U = Spec A C C un
abierto afin. Consideremos la sucesién exacta

Tenemos que 7 es un epimorfismo de un anillo regular de dimensién 2 en un anillo regular de dimensién
1. Por tanto, A 4 es un ideal de A® A localmente principal. Luego A4 /A% = Qc/k(U) es un A-médulo
localmente principal. Hemos demostrado la proposicion siguiente.

4. Proposicién: Si C es una curva no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces
Qcyi es un haz de linea.

Preambulo: Sea C' una curva no singular, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean U; =

Spec By = C — y1, Uy = Spec By = C' — y, dos abiertos afines, que recubren C. Sea U = Spec A co
un abierto afin, de modo que A = (B1)p, = (B2)b,-

Dado un haz de k-médulos M, denotamos M ®j A como el haz sobre C' definido por (M ®; A)(V) =
M (V)®y, A. Es sencillo probar que H*(C, M ®;, A) = H*(C, M)®;, A. Ademés, si M es cuasicoherente
entonces M ®;. A también lo es.

Denotemos i, (M) = M. Sea A al haz cuasicoherente nticleo del morfismo 7: Oc®r A — Oy,
ot

o' ®ar— a-a’. Sea A; el niicleo del morfismo B; ® B; — B;,b®b +— bb'. Consideremos las sucesiones
las sucesiones exactas
0—>A(Ui)—>Bi®kA1>A—>O
0—>Ai—>Bi®kBil>Bi—>0
Obviamente A(U;) = (A;)10b, -
A(U;) es un B; ® A-médulo localmente principal, porque A; es un B; ® B;-mddulo localmente

principal. Es una sencilla comprobacion (en los abiertos U;) que dado un haz coherente M, se verifica
que (M ®; A)/A(M @) A) = My. También es facil ver (en los abiertos U;) que A/A? = (Qcyy)u-

5. Teorema: Sea C una curva no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Se verifica que

we = QC/k
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Demostracion. Sea x € C' un punto cerrado. Se verifica la sucesion exacta

0 —wc LHomoC (Mg, we) i>Hom(gC (mx/mi7wc/mch) —0

w  — i(w):ar—a-w

f — w(f):a f(a)

Observemos que Homo, (my, we) = Homo, (L_z,we) = Homo, (Oc,we @op Li) = we @0y L.
Tomando la sucesién exacta larga de cohomologia obtenemos:

Homo,, (m, /m?2, we /mawe) 9 HY(C,we) — HY(C,we ® L) = H(C, L_,)
—0

. . O .
Por tanto, por dimensiones Homo,. (m,/m2, we/mywe) = HY(C,we). Asf pues, tenemos que dado
¢ € HY(C,w¢) no nulo, un isomorfismo canénico

05 1(€): mg/mE = we /mywe

Tomando en vez de x un “punto general” obtendremos el isomorfismo Q¢ >~ w:
Siguiendo las notaciones del predmbulo, consideremos la sucesién exacta

0 — we A— Homoc®kA(A, wWo Sk A) — Hom@c®kA(A/A2,wU) — 0

Por paso a fibras en el punto z € U = Spec A, tenemos el diagrama conmutativo

0—— we @ A— Homo g, a(A, we @ A) ———= Homop g, A(A/A% wy) —— 0

2
0 we Homo, (Mg, we) —— Home, (M, /m2, we /mywe) —= 0
Asi pues, tomando la sucesién exacta larga de cohomologia, tenemos el diagrama conmutativo

Hom g, 4(Qcyx(U), we (U)) 5 HY(C,we @, A) = HY(C,we) @, A
1 !
Homo,, (M, /m2, we /mawe) 2 HY(C,we)

De modo que, § es un morfismo entre A-mddulos localmente principales que en fibras sobre z, es
isomorfismo. Luego ¢ es un isomorfismo y 6 7(£): Q¢ (U) — we(U) es un isomorfismo que en fibras
sobre x es 6, ' (£ ® 1). Luego existe un isomorfismo global Q¢ — we (que en fibras es 6, 1(¢)). O

9.5 Residuo y morfismo traza

Sea C' una curva completa y (we, R) un dualizante. Sabemos que we es un haz de médulos sin
torsién. Consideremos la sucesién exacta

— —_ N
0 — we = weyp, = Wep, /we — 0
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Obviamente, (wc,,, /we)p, =0, luego (wep, /we)(U) = g]wc,pg/wc,ac y
x
H'(C,wc) = L& wep,/weal/wep, y B[ & wep,/weal/wep, =k

. ., R
Si denotamos la composicién wWe,p, — WC,p, Jwe,s — HI(C7 we) — k, Ry, tenemos que dada w =

@w, € H'(C,wc) entonces R(Gw,) = YRy (w,) y dada w € weyp,
T x x

0=R(w) = > Ra(w)

T

Por definicién, si w, € we,., Re(wz) = 0. Veamos que dada w € we,p,, si Re(Oc,e - w) = 0, para
todo z € U, entonces w € we(U). Sea w’ el O¢-mdbdulo coherente definido por ser el subhaz de u/@;
tal que w"U =wow+O0u-wy wl’ch = wo|c—y- Por la definicién de w’, tenemos w;g = we,p,, una

inclusion we — w' y el morfismo R': H*(C,w') — k, que hace conmutativo el diagrama

[IEGBCU’C,pg /wC,z]/wC,pg e [IEGBCwCypg /w;’}/wcvpg

1/
R/

Es decir, por el morfismo i*: H*(C,w')* — H'(C,w¢)*, i*(R') = R. Por definicién, de dualizante
existe un morfismo j: w’ — w de modo que por el morfismo j*: H*(C,wc)* — H(C,w')*, j*(R) =
R'. Por tanto, por dualidad, joi = Id y por ser we y w’ médulos de rango uno sin torsién, la inclusién
i:w— w', es la identidad. En conclusién, v’ = we y w € we(U).

En 9.4.5, hemos probado que we = ¢/p. En el isomorfismo canénico antes definido

§: Homoy, (Qcn, Qi) ~ H'(C, Qe )

existe un tnico R € H*(C, Q¢ ), tal que R(6(Id)) = 1. Este R lo denotaremos Res y lo llamare-
mos residuo. El residuo estd definido canénicamente. La pareja (Qc/x, Res) representa al funtor
Hl (Ca _)* .

Observemos que Qs /k/Qoq, /k = { aidty
i>0

t

, a; € k}. Veamos que Resw(%) =1

En el isomorfismo antes definido
Og: HOIIl(gc (mw/mi, QC/k RoOc Oc/mx) ~ Hl(C’, QC/k)

vimos que 6, (d,) = 6(Id), donde dy: m,/m2 — Q¢ ®o, Oc/my,, esté definido por d,(a) = d,a, es
decir, via la identificacién canénica Q¢ ®o. Oc /m, =m,/m2, d, es el morfismo identidad. En con-

clusién, Res(0.(dz)) = 1. Observemos que Homo, (Mz, Qo/k)e = (’)C’mdi:', Homog (We, Qo/p)jc—a =

7
‘it—;] Observemos que Qc/k[dt—’]pg =Qx /pyenel

te
morfismo natural Homo,, (W, Qc/k)e — Homog (Mg /m2, Qo @0 Oc/my)
Del diagrama conmutativo

Qc/k\C—x' Denotemos Homo (Mz, Qe i) = Loyl

= % se aplica en d.
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0 Qo Qi8] — Homoy, (my/m2, Qo /ma Qo) —= 0

0 QC/k ch/k ch/k/QC/k—>0

es inmediato comprobar, Resm(%) = Res(0,(d;)) = 1.
Sean z = 0 € Py, mg = (t) C Op, 0, ¥ €l automorfismo hy: P; — Py, hy(a) = A - a. Entonces

Reso(cé&(_i‘)'fl)) = Reso(%) y Reso(%) = 0, para n > 1. Veamos que en curvas el residuo valora de
modo similar. Para ello vamos a proyectar la curva sobre una recta proyectiva y compararemos el

residuo en la curva con el residuo en la recta proyectiva.

Morfismo traza

Sea m: C' — C’ un morfismo finito entre curvas completas. Observemos que Home, (M, we) =
HY(C,M)* = HY(C", 7. M)* = Home,, (.M, wcr). Asi pues, Id: we — wc, se corresponde con
un morfismo, denotémoslo Tr, Tr: m,we — wer. Cada morfismo ¢: M — we, se corresponde
biunivocamente con Tr o m,(¢): meM — wer. En particular, dado el morfismo tr: m,m*wer =
wer ®o,, TO0c — wer, tr(w @ a) = tr(a) - w, tenemos un morfismo ¢: 7*wer — we y el diagrama

conmutativo

TLWC Ir wer

tr
7 ()

wer @o,, ™O0c

1. Teorema: Sea w: C — C' un morfismo finito entre curvas completas. Se cumple que
m.we = Homo,, (m.0c, wer)

Demostracion.

Home, (M, mawe) = Homo,, ("M, we) = H' (C,7*M)* = H' (C', mom* M)*
= Homop,, (m.:7*M,wcr) = Homo_, (M ®o_, 7.0c, we)
= Homop,, (M, Homo,, (7.Oc,wcr))

O

Si denotamos por ¢: m.we = Homo,, (m:Oc,wer), el morfismo identidad del teorema 9.5.1,
entonces ¢(w)(a) = Tr(a - w) (compruébese).

Si (we, Re) y (wer, Rer) representan los funtores H(C,—)* y H'(C',—)* respectivamente, el
morfismo Tr: m,we — wer transforma Rer en Re, es decir, Tr*: HY(C',wer)* — HY(C!, mawe)* =
HY(C,we)* cumple

’TT*(RC’):RC‘

Sean g y ¢’ los puntos genéricos de C'y C’. Tenemos el diagrama
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TeWC,g T (W0 g /we)
l l
0= mwe — (7T*’U)C)g’ e (W*wc)g’/ﬂ'*wc -0 F(C’ @TQ/wC)/wc’g
&
Tr Tr Tr Tr k
1 ) =T
00— wer — wer,g — > ’wC/ygf/’LUC/ —0 P(C/, wc/’g//wcr)/’wc/’g/
Ademés, we g/m(we)s = & we,g/We,a,, como puede comprobarse localmente, luego
w(x;)=x

Ry(Tr(w)) = 3 R (w)

w(x;)=x

Supongamos ahora que C'y C’ son curvas no singulares sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
y 7 un morfismo separable (entre los cuerpos de funciones). Sabemos que we = Q¢ y wer = Qe g
Determinemos 7. Observemos que Homo _, (T.we, wer) = HY(C,we)* =k, luego Homo,, (mswe, wer) =
k-Tr.

Consideremos la sucesién exacta
0 — Qo i R, TxO0c — Tleyk — Tloycr — 0
Si U =SpecA C C" y n~}(U) = Spec B, tomando secciones en U, tenemos la sucesién exacta
0— Qas®aB—Qp/— Qp/a—0

Se cumple que Qg = Qa/, ®4 B+ (b"db | b € B,n € N)4, pues completando en cada punto
B = A[z]/(z™). Sea X la envolvente de Galois de la extensién S¢v — ¢ y {07} = Homs_, (X¢, X).
Recordemos que tr(b) = ) o;(b), para cada b € B. Consideremos los morfismos o;: Qg — Qs

0i(bdb’) = 0i(b)do;(b'). Se verifica que Im(3_0;) C Q4 Efectivamente, consideremos la Z-dlgebra
J

Zlz,,], el grupo G = {o;} y la accién 0;(z,,) = Zo,.,. Sea x = x14, tenemos que >, o3 (2P ™) =
(32, i(z™)P" + p* - inv., donde inv. € Z[z,,]%, p es un niimero primo y m es primo con p. Por
tanto, formalmente se tiene la igualdad ), ai(mwpn'm_ldx) => ai(dzpp;m) = d(”(rm)ppjpn‘m”') =
tr(z™)P" ~Ldtr(z™) + dinv.. Si consideramos el morfismo Z[z,,] — ¥, x,, — 0;(b), facilmente tendre-

mos que » o3 (b"db) € Qsenp)/k = La/k- En conclusién, tenemos el morfismo

Qi — Qask
w =) oi(w)

Asi pues, Tr = X - Zai, A € k*. Sea wm(x) = 2/ € C’, un punto que no sea de ramificacién.
Escribamos m, = (t')l C Oc¢r 4. Pensemos el morfismo ¥¢r — ¥ como una inclusién. Sea w =
o,..., %, ...,0)e HY(C, Qc/r), tenemos que
xr
dt’ dt’

1= Resx(7) = Resc(w) = Resc/(Tr(w)) = Resg(my(A-—-) = A

2
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Por tanto, Tr = ) 0.
i

2. Proposicion: Sea C' una curva no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, x € C y
m, = () € O¢,z. Se cumple que

Resw(‘%’) =0

para n > 1.

Demostracion. Consideremos el morfismo 7: C — Pq, inducido por la inclusién k(t,) — Y. Sea
w=(0,...,%= . 0)eH(C, Qc/k), tenemos que

) by )
T

dty dt, ,
Resx(t—n) = Resc(w) = Resp, (Tr(w)) = Res,r(x)(t—n) =0sin>1

x

O

Concluyamos esta seccién con la formulacién clasica del teorema de Riemann-Roch. Por dualidad
HO(C, Qcyr) = Homo, (Oc, Qo i) = H'(C,0O¢)*. Explicitamente, dado w € H°(C, Q¢/i) define el
morfismo O¢ — Q¢yi, f+— f-w,y este morfismo define la composicién de morfismos

HY(C,0c) — HY(C.Qcp) 5 k
f — f-w —  Res(f-w)

con f € T(C,X¢/Oc). Asi pues, si {wy,...,w,} es una base de H°(C, Qcyk), lo es de HY(C,0¢)* y
tenemos

H'(C,0c) = ko.9. ®k
f —  (Res(f-w1),...,Res(f wgy))
3. Teorema: Sean xz1,...,x, € C puntos cerrados y f; = Z atn desarrollos de Laurent, de drdenes
n=1 "
m; prefijados, en los puntos x;. Sea {w1,...,wy} una base de H°(C, Qcyi). Existe una f € Y¢,

cuyos unicos polos son los x;, con desarrollos de Laurent los prefijados si y solo si

iResm(fi cwp) =0
i=1

ZT:Reswi(fi ~wg) =0

=1

Demostracion. Sea D = m;x;. Consideremos la sucesion exacta
i

0—>Oc—>£D—>,CD/Oc—>0

Observemos que I'(C, Lp/O¢) = {g = ®gi = @ Z bt",;"} y el morfismo I'(C, Lp) — T'(C, Lp/O¢)
i in=1 '

asigna a cada g € X¢ tal que D(g) + D > 0, sus desarrollos de Laurent en los puntos x;. Ex-
plicitamente, tenemos en cohomologia la sucesién exacta

F(C,ﬁp) - F(C,ED/Oc) - Hl(C,Oc)
g — g=(Res(g-wi),...,Res(g-wy))

I
y recordemos que Res(g-w;) = > Res,,(gi - wj). Facilmente se concluye. O
i=1
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9.6 Dualizante de curvas singulares

’
o e, ™ s . .
1. Proposicién: Sean C — C’' — C" morfismos finitos entre curvas completas. Con las notaciones
obuias, se cumple que el siguiente diagrama es conmutativo

TTC’/C
ﬂ-;wC/ — W

™ (TTC/C')T /
c/C

(7" o m)swe
Demostracion. Sea (we, Re) un dualizante de C, etc. Sabemos que
Tréyon(Ron) = Re y  (Treren omi(Treyor)) (Ren) = (me(Troyer))(Ror) = Re
por dualidad concluimos la conmutatividad del tridngulo. O

Dado un morfismo finito 7: C — C’, m,we = Homo,, (1.Oc,wcr). Si 7 es ademds un morfismo
birracional, localizando en el punto genérico ¢’ de C”, tenemos que we,g = wer o Considerando m,we
y wer como subhaces del haz constante wc 4, tenemos que el morfismo m,we — wer es la inclusion.
Ademids tenemos el diagrama conmutativo

L& weq/(mwo)wl/vey —s [ & weg/werwl/weg

aec z'eC
R
R/
k
Como we g/ (Mewe)y = &  We,q/We,,, tenemos que R, (w) = 5>, Ry, (w), para w € we 4.
7(x;)=xa’ w(x;)=x'

Si C' es lisa, entonces we = Q¢ y tenemos que
wer(U) ={w € Uz /it Riy(a-w) = Z Resg,(a-w) =0, para todo 2’ € U, y a € O¢r ,}
w(z;)=x'

El estudio de las curvas planas es importante porque toda curva lisa es birracional a una curva
plana.

2. Proposicién : Sea C = {p,(xg,x1,21) = 0} < Py una curva proyectiva plana irreducible, de
grado n. Se verifica que
we = Oc(n —3)

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta
0—0 Zo ,Oc — 0
p,(—n) = Op, — i.0c —
tensorializando por Op,(n — 3) obtenemos la sucesién exacta

0— Op,(—=3) 2% Op,(n—3) = i.0c(n —3) — 0
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De la sucesién exacta larga de cohomologia y el cdlculo de la cohomologia de los Op,(n), obtenemos
que h'(C,0c(n — 3)) = 1. Tenemos pues, un morfismo no nulo, luego inyectivo, Oc(n — 3) — we.
Morfismo que es un isomorfismo porque h°(C, Oc(n—3)(n)) = h°(C, Oc(2n—3)) = h* (C,Oc(—n)) =
h(C,we(n)), donde dejamos que el lector compruebe *, para todo n.

O

Deshomogeneizando, x = %7 Yy = i—i, sea p(z,y) = 0 la ecuacién de la curva C en coordenadas
afines. Supongamos que 0y (p(x,y)) = py(x,y) es un polinomio de grado n — 1. La proyeccién vertical
de la curva C' en la recta y = 0 es separable, es decir, el morfismo k(z) — Y¢ = k(x,7), p(x,y) =0,
es separable. Denotemos 7: C' — Py, tal morfismo. Sabemos que mwc = Homo, (m.Oc,wp,) =
Homo, (1.0¢,Op,) @0, wp,. Sea U = Speck[z] y V = n~'(U). Por ?? (donde no es necesario
que el dominio B sea de Dedekind), Homy,)(Oc(V), k[z]) = (5 (; T potE g)> -tr. Por tanto,
we (V) = {pi((xf;) dx: q(x,y) es de grado menor o igual que n— 1 en y}. Efectuando un cédlculo similar
en el abierto U’ = Spec k‘[%] se llega a que

—n—1

we(C) = {Mdm: q(z,y) es de grado menor o igual que n — 3}
py(2,9)
n—3,
cuya dimensién ha de coincidir con 2'(C, O¢). Explicitamente, tenemos que w¢ o Oc(n - 3) -
%. Por ltimo, si 7: C' — C es el morfismo de desingularizacién de C' y « el ideal anulador de
y (T,
7.05/O¢, sabemos que

Twe = Homo, (m.00¢,we) = Homo, (1.0¢, Oc)®0, = a - we

De la sucesion exacta

0 TR W we we /Tws ——> 0

0——a wc=a 0c(n-3) —=0c(n-3) —=0c(n—-3)/a-Oc(n—-3) —=0

obtenemos que

Q@/k(C') =wa(C) ={ a(z, ) dx: q(z,y) es de grado menor o igual que n—3, y pasa por el conductor}

py(z,9)

9.7 Aplicaciones de la teoria de dualidad

9.7.1 Teorema de Hurwitz

1. Definicién: Un morfismo f: X — Y de esquemas, se dice que es plano si para todo z € X,
existen entornos afines U de z y V de y, con f(U) C V, de modo que el morfismo Oy (V) — Ox(U)
es plano.

Es fécil ver que f es plano si y sélo si para todo x € X, el morfismo Oy, y,;) — Ox . es plano. Se
dice que f es fielmente plano si es plano y epiyectivo.

Sea m: C' — C’ un morfismo finito entre curvas completas no singulares sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k. El haz de funciones de C’ es localmente un anillo de ideales principales, y los
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anillos de secciones de O¢ no tienen torsién, por lo tanto 7 es un morfismo plano. En conclusién,
para cada abierto affn U C C’, 7=1(V) — V es un revestimiento.

Las nociones que ahora vamos a definir (en esquemas) son esencialmente una repeticién de las ya
vistas en el capitulo 9.

Se dice que un punto cerrado y € C' es un punto de ramificacién de 7, si dimy (Oc/m,Oc), =7 > 1,
donde z = 7(y) 2. A r se le denomina el indice de ramificacién y coincide con la multiplicidad con
que aparece y en la fibra de x. Los puntos de ramificacion coinciden con los puntos donde el haz de
diferenciales relativas Q¢ ¢/ son no nulas: (Q¢/cr), es un Og,,-mdédulo finito nulo si y sélo si, por
Nakayama, lo es

Qcycr)y @0, Oc /My = Qo /m,00), /k
que es cero si y sélo si (Oc/m;Oc¢)y = Ocr/m, = k.
2. Proposicién : Sea w: C — C’ un morfismo finito, entre curvas completas no singulares. Sea

D =3 "n, -z un diwisor en C' y Lp el haz de linea asociado. Se verifica que 7™*Lp = L.-1p, con
71D =Y n, -7 Yx) (donde 7~*(z) son los puntos de la fibra de x, contando multiplicidades).

Demostracion. Sea t, € ¢ un generador de m, en un entorno de z. Sabemos que Lp en un
entorno U afin de z, tal que Djy_n,z, es igual a t;"= - Oy. Sea y € C tal que 7(y) = x, sea V
un entorno affn de y, contenido en 7= !(U). En el morfismo inducido entre los anillos de funciones

myy: Oc(U) — Oc(V), se verifica que (73 (t2)) =t - Oc(V) = myl ---myr, donde y,...,y, son
los puntos de la fibra de x en V' y nq,...,n, son la multiplicidad con que aparece cada uno.
Se verifica

(7" (L)) =mvu((Lp)v) = myyt," - Ov) =t," - Oy ®o,, Ov

= (my! ---myr)"" = (Lr-1p)v

con lo que se concluye.
O

3. Definicién: Diremos que un morfismo finito ¢ — C’ es separable si el morfismo inducido
Y.cr — X es separable.
4. Teorema Hurwitz Sean: C — C' es un morfismo separable entre curvas completas no singulares
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Se cumple que el mdédulo de las diferenciales relativas Q¢ e
es de torsion y

29 —2=grm- (29 —2) + dim(Qc/cr)

donde g y g’ son los géneros de C' y C' respectivamente.
Demostracion. Sea pgy el punto genérico de C, entonces (¢ /¢ )p, = Qs /5., =0 por ser Yo — Yo
separable. Por tanto, como {2¢/cs es un haz coherente cuya fibra en el punto genérico es cero, es de

torsiomn.
Consideremos la sucesién exacta

Qe = Qe — Qejer — 0

El morfismo 7* ha de ser inyectivo, porque todo morfismo entre haces de linea que es isomorfismo en
el punto genérico es inyectivo.

2Si el cuerpo no es algebraicamente cerrado, la condicién serfa que (B/mgB)y no fuese una A/m,-algebra separable.



194 Capitulo 9. Teor{a de la dualidad en curvas

Si denotamos por K y K’ los divisores canénicos de C' y C”, tenemos la sucesién exacta
O — Eﬂ'_lK’ — ﬁK — QC/C/ — 0

Tomando caracteristicas, tenemos x(Lx) = x(Lr-1k) +dimy Qe /v, que por el Riemann-Roch equi-
vale a gr(K) = gr(n ' K') + dimy, Q¢/cr. Ahora ya, dado que gr(m~'K’) = gr(w) - gr K’, deducimos
la férmula de Hurwitz.

O

Diremos que un morfismo 7: C — C’ finito es un revestimiento no ramificado si es separable y no
tiene puntos de ramificacién.

5. Corolario: La recta proyectiva no tiene revestimientos no ramificados, salvo los isomorfismos (se
dice que Py es simplemente coneza,).

Demostracion. Dado un revestimiento 7: C' — P; no ramificado, por Hurwitz tenemos 2g — 2 =
grm-(2-0—2). Luego g=0y grm = 1. O

6. Corolario Liiroth Toda subextension de k(z) es igual a k(p(x)), para cierto p(x) € k(z).
Supongamos cark = 0.

Demostracion. Sea L C k(z) una subextensién. Consideremos el morfismo inducido entre las varie-
dades de Riemann, 7: Py — C. Por el teorema de Hurwitz, 2-0—2 = gr7- (29c — 2) + dimg(Qp, /).
Por tanto, g0 =0y C =Py. Es decir, L = k(p(x)).

O

9.7.2 Morfismos en espacios proyectivos

Vamos a ver que toda variedad de Riemann es una curva proyectiva.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, por sencillez de exposiciéon. Sea C una curva completa
y £ un haz de linea en C. Dado un punto cerrado z € C' y un isomorfismo £/m, L ~ k, para cada
s € T'(C, L) podemos definir el valor de s en x, “s(x)”:

L—L/m,L~Ek

s 8 = s(x)
El valor s(z) depende del isomorfismo £/m,L ~ k, luego esta definido para toda s € I'(C, £), salvo un
factor A € k. Ahora bien, si tiene sentido decir si s(x) = 0 o no. Ademds, los puntos donde s(x) = 0,
que denotaremos (s)g, es un cerrado de C. Recordemos que el divisor de ceros (no hay polos) de
s € I(C, L), es un divisor efectivo cuyo haz de linea asociado es £. Por tanto, (s)g es el soporte del
divisor D(s), asociado a s.

Sea {sq,...,8,} una base de V. C I'(C, £) sin puntos base, i.e., ,%O(Si)o = (). Definamos “puntual-

mente” el morfismo
def

C— P, x (so(x),...,8.(x))
Defindmoslo ahora esqueméticamente (no necesitaremos que k es algebraicamente cerrado):
Dados dos secciones s;,s; € I'(C, L) entonces s; = f;; - s, para una f;; € X¢, de modo que
D(s;) = D(fij) + D(s;). Por tanto, f;; no tiene polos en U; = C' — (s;)o, es decir, f;; € Oc(U;).

Escribiremos f;; = 2*.
J



9.7. Aplicaciones de la teoria de dualidad 195

Sea U; = C — (s;)o. Los morfismos

T T
U; — Speck[=2, ..., =]
ZLj Lj
ZTo xr
Oc(UZ‘) <—/<i[f, ey l]
xX; xZ;
S; xZ;
2,
S Lj
nos definen el morfismo
C - P,

antes definido “puntualmente”.

El morfismo C' — P,, definido por el haz de linea L, y el subespacio V' C I'(C, L), depende de la
eleccién de una base de V. Obviamente, si se considera otra base el nuevo morfismo definido diferira
del primero en una proyectividad de P,,. Asi pues, L si consideramos todo I'(C, L) y suponemos que
no hay puntos base, define un tinico morfismo de C' en un espacio proyectivo, salvo proyectividades.

Reciprocamente, todo morfismo 7: C' — P,,, de modo que Im 7 no yace en ningtin hiperplano (“C
es alabeada”), es el definido por un subespacio vectorial de las secciones de un haz de linea de C: Sea
L = 7*Op, (1), el morfismo natural 7*: H°(P,,, Op, (1)) — H°(C,Op, (1)) y V = Im7*. Pues bien,

7 es el morfismo definido por el haz de linea £ y V', como puede comprobarse.
def

Por tltimo, si H = Y a;x; = 0 es un hiperplano de P,,, entonces H N C = 7~ (H) = DY a;s;).
i i
Los hiperplanos cortan a C' en los divisores efectivos asociados a £. En el caso de que 7 sea una
inmersién cerrada el grado de la curva C' es igual al grado de los divisores asociados a L.

7. Definicién: Se dice que las secciones globales de £ separan los puntos de C', cuando para cada
par de puntos x,z’ existe una seccién tal que s(x) =0y s(z’) # 0.

8. Definicién: Se dice que las secciones globales de £ separan puntos infinitesimalmente préximos,
cuando para cada punto cerrado x € C, las secciones globales de £ que se anulan en = generan m, L.
Es decir, para cada punto cerrado z € C, existe s € HY(C, L) tal que v,(s) = 1.

9. Definiciéon: Un haz de linea se dice que es muy amplio cuando sus secciones globales generan
la fibra en cada punto del haz de linea (es decir, no tienen puntos base), separan puntos y separan
puntos infinitesimalmente préximos.

sTL
Sea I'(C, L) = (so,...,8y). Sobre U; = C — (s;)o tenemos el isomorfismo Ly, 2~ Oyp,. Dados
z,y € Uj, que las secciones globales de £ separen x de y, equivale a decir que las funciones (f;; =
si/s;)i separen x de y, es decir, existe f € (fi; = s;/s;); tal que f(x) =0y f(y) # 0. Que las secciones
globales que se anulan en z generan m;L, equivale a decir que las funciones de (f;; = s;/s;); que se
anulan en x generan m,.

10. Teorema : El morfismo definido por una “serie lineal completa” (sg,...,sn) = I'(C, L), sin
puntos base,
i: C =Py, x— (so(x),...,80(x))

es una inmersion cerrada, si y solo si L es un haz de linea muy amplio.

Demostracion. En coordenadas, tenemos localmente

To X
K] 7 7 7
7 s s
€T; Si Si
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Sn

Tenemos que probar que las inclusiones *: k[i—f, e ;] — O¢(U;) son isomorfismos si y sélo si
L es muy amplio.

El morfismo ¢* es finito: Siv,(s;/s;) > 0 paratodo j, y & € (s;)o entonces vy (s;) = v5((s5/8:)-8:) =
vz (85/8:) + vz(s;) > 0, para todo j. Es decir, « serfa un punto base, que no existe. Luego x € U.
Por tanto, O,, contiene a Oc(U;), y Oc(U;) es el cierre entero de k[52,..., %] = B.

Por ser +* un morfismo finito, en espectros es epiyectivo, y todo ideal maximal m, C B es m, =
m, N B, para cierto ideal maximal m, C O¢(U;).

La inclusién B < Oc(U;) es un isomorfismo si y sélo si para todo ideal maximal m, C B, el
morfismo B/m, — Oc(U;)/m,Oc(U;) es un isomorfismo. Es decir, si y sélo si myOc(U;) = my,,
donde m; N B = m,. Ahora bien, m,O¢c(U;) = m, si y sélo si las secciones globales de £, que se
anulan en x no se anulan, todas a la vez, ni en otro punto ni dos veces en .

Concluimos que 4 es una inmersiéon cerrada si y sélo si £ es muy amplio.

O

11. Ejercicio: Demuéstrese que la condiciéon de que las secciones separen puntos equivale a que %
sea inyectiva y la condicién de que las secciones separen puntos infinitesimalmente préximos equivale
a que ¢ sea inyectiva a nivel tangente.

12. Lema: Sea C una curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

1. La condicion necesaria y suficiente para que la serie lineal T'(C,Lp) no tenga puntos base es
que h°(C,Lp_,) < h®(C,Lp), para todo x € C.

2. La condicidn necesaria y suficiente para que la serie lineal T'(C,Lp) separe puntos es que
hO(C, Lp—y—y) < h°(C,Lp—s) para todo x #y € C.

3. La condicién necesaria y suficiente para que la serie lineal T'(C, Lp) separe puntos infinitesi-
malmente proxzimos es que h°(C,Lp_o2,) < h°(C,Lp_), para todo x € C.

Demostracion. 1. Observemos que Lp_, = Lp Qo Lz = m, - Lp, que estd incluido naturalmente
en Lp. Asf pues, las secciones globales de Lp_, se identifican con las s € T'(C, Lp) tales que en
gérmenes pertenezcan a Lp_,. Es decir,

H(C,Lp ) ={s€ H(C,Lp): s, €my(Lp).} = {s € H*(C,Lp): s(x) =0}

Luego, h°(C, Lp_.) < h°(C, Lp) si y sélo si existe s € HY(C, Lp) tal que s(z) # 0, es decir, si y sélo
si £ no es un punto base.

2. Observemos que Lp_z—y = My - my - Lp, que estd incluido naturalmente en Lp. Asi pues, las
secciones globales de Lp_,_, se identifican con las s € I'(C, Lp) tales que en gérmenes pertenezcan
a Lp_p—y. Es decir,

HO(C, CD,zfy) = {S S HO(C, L:D)Z Sy € mm(ﬁp)x Y 8y € my(ﬁp)y}
={sc H(C,Lp): s(x) =0y s(y) = 0}

Luego, h°(C, Lp_n—y) < h°(C,Lp_;) siy sélo si existe s € H*(C, Lp), tal que s(z) =0y s(y) # 0,
con lo que se concluye.

3. Observemos que Lp_o, = mi - Lp, que estd incluido naturalmente en Lp. Asi pues, las
secciones globales de Lp_s, se identifican con las s € T'(C, Lp) tales que en gérmenes pertenezcan a
Lp_o,. Es decir,
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HY(C,Lp_9,)={s€ H°(C,Lp): s, € M2(Lp).} = {s € H'(C,Lp): vi(s) > 2}

Luego, h°(C,Lp_2,) < h°(C,Lp_,) si y sblo si existe s € H°(C, Lp), tal que v,(s) = 1, con lo que
se concluye. O

13. Proposicion: Si D es un divisor de grado mayor que dos veces el género geométrico, entonces
Lp es muy amplio.

Si D es un divisor de grado mayor o igual que el género geométrico, entonces las secciones globales
de Lp no tiene puntos base.

Demostracion. Por ser D un divisor de grado mayor que el canénico h'(C, Lp) = h°(C,Lx_p) = 0.
Lo mismo decimos D — z, D — 2x, D — x — y. Por tanto,

h(C, Lp) = x(C, Lp) = x(C,Oc) + grD

h(C,Lp—2) = X(C, Lp—s) = X(C,0¢) + grD — 1
RO(C, Lp—_2z) = x(C,Lp_22) = x(C,O¢) + grD — 2
hO(C,Lp—z—y) = X(C,Lp—2—y) = X(C,O0c) + grD — 2

Ahora es facil concluir la tesis primera utilizando el lema anterior. Para la segunda afirmacién se
procede igual.
O

14. Teorema : Toda curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es una
curva proyectiva.

Demostracion. Si D es un divisor de grado 2¢g + 1, entonces por la proposicién anterior Lp es muy
amplio. Por el teorema anterior £p define una inmersién cerrada de la curva en un espacio proyectivo.
O

Sea C' es una curva completa no singular de género mayor que 1, y K es un divisor canénico. 3K
es un divisor muy amplio, es decir, w?é = we ®o, o, we es un haz de linea muy amplio. Luego w?é
define una inmersién cerrada, canénica de C' en Ps,_g), salvo proyectividades de modo que C' es una

curva alabeada de grado 6g — 6 y los hiperplanos cortan a C' en divisores linealmente equivalentes a
3K.

9.7.3 Curvas elipticas e hiperelipticas

Sea C' una curva completa no singular, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Supondremos que
cark # 2.

15. Proposiciéon: En las curvas de género menor o igual que dos el dualizante no es muy amplio.

Demostracion. Si el género es dos y el dualizante es muy amplio, entonces el dualizante define una
inmersion cerrada de la curva en la recta proyectiva, luego la curva seria la recta proyectiva que es de
género cero, contradiccion. Si el género es 1 o cero es obvio.

O

16. Definicion: Las curvas de género mayor o igual que dos tales que su haz dualizante no sea muy
amplio se denominan curvas hiperelipticas. Las curvas de género 1 se denominan curvas elipticas.
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Asi, si C es una curva de género mayor que uno no hipereliptica el dualizante define una inmersién
candnica C' — Py_; que identifica C' con una curva no singular de grado 2g — 2.

17. Proposicién: La condicion necesaria y suficiente para que un haz de linea Lp sea muy amplio
es que para cada par de puntos x,y € C (distintos o no), se verifique h*(C, Lp_z—y) = h*(C,Lp).
Demostracion. Por la sucesion exacta larga de cohomologia asociada a

OHED’—m(_)’CD’ —)C*}O

donde C esta concentrado en x y h°(C,C) = 1, se tiene que

B{(C, L) W(C, Lpr) 1
1 _ ’ 0 _ ’
(G Lpr—s) —{ WO Lp)+1 PO LD=) = hoic )

La condicién h'(C,Lp) = h'(C, Lp—,—y) equivale a que h*(C, Lp) = h*(C,Lp—_,) y h'(C,Lp_z) =
h'(C,Lp—s—y), que equivalen a h°(C,Lp) > h°(C,Lp_,) y h°(C,Lp_s) > h°(C,Lp_s—,). Por el
lema 9.7.12, se concluye.

O

18. Corolario: Una curva de género mayor que cero es eliptica o hipereliptica si y solo si admite
un morfismo de grado dos en la recta proyectiva.

Demostracion. C es eliptica o hipereliptica < Existen dos puntos z, y de modo que h'(C, Lx_y—y) <
h'(C, LK) WS hO(C, Ly1y) > hP(C,0c) = 1 & Existe una f € Y¢ cuyo divisor de polos es z +y
ualidas

(si el divisor de polos fuese de grado 1 entonces la curva serfa la recta proyectiva, contradiccién) <

Existe un morfismo f: C' — Py de grado dos. O
19. Corolario: Toda curva eliptica o hipereliptica es birracionalmente isomorfa a una curva plana
2g+1
de ecuaciones y* = [] (x — «;), donde g es el género de la curva. Supongamos cark # 2.
i=1

Demostracion. Sea C' — P; un morfismo de grado dos de la curva en la recta proyectiva.

Se cumple que Yo = Yp, (€), de modo que £2+sE+t = 0, con s,t € k(z) = Xp,. Cambiando & por
£+ %, podemos suponer que {2 +u = 0, con u € Yp, = k(x). Es decir, £* = %, con p(x),q(z) € k[z].
Sustituyendo, & por € - g(x), podemos suponer que £2 = p(z), con p(x) € k[z]. Sustituyendo, & por
¢ (x —a)™ (para n conveniente), podemos suponer que las raices de p(z) son simples.

Por Hurwitz, el niimero de puntos de ramificacién es 2g + 2, y todos ellos han de ser distintos de
indice de ramificacién 2. Ademaés, podemos suponer que el punto del infinito es de ramificacion.

Con todo tenemos que C' es birracionalmente isomorfa a la curva plana y? = p(z) y la proyeccién
2g+1
a la recta afin tiene 2¢g + 1 puntos de ramificacién luego p(z) = [] (z — ay).
i=1

O

El dualizante de una curva hipereliptica no tiene puntos base: H°(C,L,) = H°(C,O¢), porque
si no C' = Py, luego por el Riemann-Roch fuerte H(C, Lx_,) < H°(C, Lx). Asi pues, wo define un
morfismo candénico, que no es inmersion cerrada,

m: C — Py
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La imagen esquemadtica de 7, C’, es una curva proyectiva integra alabeada. Consideremos la sucesién

de morfismos ¢ 5 ¢’ <& P,_1. Tenemos que grC - grm = 2g — 2. Como grm > 2, entonces
grC’ < g — 1. Ahora bien, toda curva alabeada de P,_; de grado menor o igual que g — 1, es una
curva de grado g — 1 isomorfa a la recta proyectiva: témense g —2 puntos de C’ y un (g — 3)-plano que
pase por ellos. El haz de hiperplanos que pasa por el (g — 3)-plano es isomorfo a la recta proyectiva.
Considérese el morfismo C/ — IP1, que asigna a cada punto de C’ el hiperplano del haz que pasa por
ese punto. Es ficil concluir que este morfismo ha de ser grado 1 y que C’ ha de ser de grado g —1. Asf
pues, C' = P; y el morfismo 7 es el definido por el haz de linea asociado a un divisor de grado g — 1,
es decir, por Op, (g — 1) = L(4_1)s, para cualquier punto € C’. Ademds, grm = 2 y por Hurwitz
7 tiene 2g + 2 puntos (distintos) de ramificacién. Observemos que p € C' es de ramificacién si y sélo
si todo divisor canénico efectivo K, que pasa por p pasa por 2p. Tales puntos se denominan puntos
hiperelipticos de C' . Un punto p serd hipereliptico si y s6lo si

h(C,Lyp) =3 —g+h°(C,Lx—2p) =3—g+h®(C,Lx_p) =3—g+g—1=2

y s6lo las curvas (de género mayor que 1) hiperelipticas tienen puntos verificando esta condicién. El
morfismo C — C’" =P es el definido por el haz de linea L), siendo p cualquier punto hipereliptico. En
conclusién, sélo existe un morfismo de grado dos de una curva hipereliptica en P, salvo proyectividades
de Py. Por la proposicion 9.7.19, “La clasificacién de curvas hiperelipticas de género g es la misma
que la de los subconjuntos (divisores) de 2¢g + 2 puntos distintos de 1, médulo proyectividades”.
Observemos que si p € C' es un punto hipereliptico, entonces (¢ — 1) - 2p es un divisor candnico.

20. Proposiciéon: Fl grupo de automorfismos de una curva eliptica actia transitivamente sobre los
puntos racionales de la curva.

Demostracion. Sean x,y € C dos puntos racionales. El haz de linea £,,, no tiene puntos base, por
9.7.13. Ademds, h°(C, Ly4,) = 2, por Riemann-Roch fuerte. Luego, £, define un morfismo finito

mC —P

Las fibras de los puntos de IP; son los divisores efectivos linealmente equivalentes a z+y. En particular,
m(x) = w(y). El morfismo 7 define un morfismo Yp, = k(z) — X¢ de grado 2. 3¢ es una extension
separable, luego de Galois, de k(x), incluso en caracteristica 2, porque si no X¢ = k(&) y C serfa
de género cero. Sea o el generador de Auty,)(X¢) = Z/2Z. El morfismo ¢: C' — C inducido por
o, conmuta con 7, luego deja estables las fibras de w. Es més, o intercambia los dos puntos de cada
fibra: Se debe al hecho de que C/{o) = P1, pero demos una demostracién ad hoc. Sea 7(z) =7(y) y
f €Xc conun ceroen xz ynoeny. Sio(x) =2y o(y) =y entonces f-o(f) € k(z) tiene un cero en
2y no en y, luego esta funcién por un lado se anula en 7(z) y por el otro no se anula en 7 (y) = w(x).
En conclusién, o(x) = y.

O

21. Proposicién: Sea C' una curva eliptica y w1, ms: C' — Py dos morfismos de grado dos. Existen
isomorfismos 7: C — C, 0: P; — Py de modo que el diagrama

C——=C

es conmutativo.
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Demostracion. Por Hurwitz sabemos que 7 y 7y ramifican en cuatro puntos. Sea x un punto de
ramificacién de 71, y un punto de ramificacién de w9 y o un automorfismo de C' tal que o(x) = y.
El morfismo 75 es el morfismo definido por el haz de linea Ly, y el morfismo m; o o también es el
morfismo definido por el haz de linea Ly,. Por tanto, m2 y 7 o o difieren en un automorfismo 7 de
P,.

O

En la proposicién 9.7.19 probamos que si 7: C' — P; es un morfismo de grado dos y escribimos
Yp, = k(x), existe y € X¢, de modo que ¢ = k(z,y), y°> = (x — ag) - (x — a1) - (x — az), donde
00, (v, a1, g € Py resultan ser los puntos (distintos) donde ramifica 7. Los puntos donde ramifica 7
es invariante por automorfismos de C. Componiendo con una proyectividad, podemos suponer que
ap=0ya; =1ytendremos que C =y?> =z-(z—1)-(x—\). Ademés, C =y? =x-(x—1)-(z—N),
si y s6lo si existe una proyectividad o tal que {c0,0,1, N} = {o(0),0(0),0(1),0(N)}, que permutara
los puntos {00,0,1} y queda determinada por cémo lo haga. El grupo de las proyectividades que
permutan los puntos {oo, 0, 1}, es isomorfo al grupo simétrico de las permutaciones de tres letras, Ss.
En conclusion,

{Curvas elipticas} = k — {1,0}/S5

Sea o la proyectividad que permuta el co con el 0, y deja fijo el 1, entonces o(A) = % Sea o’
la proyectividad que permuta el 1 con el 0 y deja fijo oo, entonces o’/(\) = 1 — A. Se cumple que

S5 = (0,0"). Sea j(\) =28 %7 3 se cumple que

pues j(\) es Sz-invariante y la inclusién k(j(\)) — k() es de grado 6, porque el divisor de ceros de
j(A) es de grado 6. Por tanto, P1/S3 = P1, P; — {00,0,1}/S3 = P; — 0o y el morfismo de paso al
cociente es
Py — Pl/SZS =P
Ae i)
Con todo,
{Curvas elipticas} =——= A,

Y’ =a(z—1)(@ - ) —=3j()

22. Teorema: Sea C' una curva eliptica sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y PicO(C) el grupo
de los divisores de C de grado cero mdodulo el grupo los divisores principales. Fijemos un punto cerrado
x € C. Se cumple que la aplicacion

{ Puntos cerrados de C'} — Pic’(0)
y = Ly,

es biyectiva.

Demostracion. Veamos que la aplicacion es inyectiva: si L,_, ~ L,/ _, entonces L,_,» ~ O¢, luego
existe una funcién f € X¢ tal que D(f) = v —y. Siy' # y esta funcién define un isomorfismo
f: C — Py, contradiccion.

3El factor 28 se introduce, a pesar de lo que pueda parecer, para que en caracteristica 2 todo vaya bien
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Veamos que la aplicacion es epiyectiva: Sea D un divisor de grado cero. Por Riemann-Roch fuerte
h°(C, Lp+.) = 1, dado que los divisores canénicos tienen grado cero (de hecho we = O¢). Por tanto,
D + z es linealmente equivalente a un divisor efectivo de grado 1, digamos y, luego D es linealmente
equivalente a y — x.

O

Dado que PicO(C) tiene estructura de grupo abeliano, tenemos que el conjunto de los puntos
cerrados de C' tiene estructura de grupo abeliano: y + 3y’ = y” si el divisor (y — z) + (v — x) es
linealmente equivalente a y” — x, es decir, y + ¢y — z — y” = D(f) es un divisor principal. Sabemos
por 9.7.19 que C es isomorfa a una ciibica proyectiva plana, y?> — z - (x — 1) - (x — \) = 0, para cierta
A€ k—{1,0}. Sea r la ecuacién de la recta que pasa por y e y’, sea z’ el tercer punto de corte de la
recta con la cibica, y sea 7’ la ecuacién de la recta que pasa por z y x’, sea 2"’ el tercer punto de corte
de la recta r’ con la ctibica. Se cumple que D(%5) =y +y' —x —a”. Por tanto, D(% - f~1) = y" —a”
y como el género de C no es cero y” = z”. En conclusion, si denotamos ¢: C x C — C el morfismo
que asigna a cada pareja (y,y') el tercer punto de corte de la recta que pasa por y e y' con C, tenemos
que el morfismo

CxC—C, (y,y)— ¢o(o(y,y), x)

en los puntos racionales es la ley de grupo recién definida en C.

9.7.4 Curvas en P;

23. Definicién: Se dice que un divisor D es especial si h%(C, Lk _p) > 0. En caso contrario, se dice
que D es no especial.

El teorema de Riemann-Roch da un calculo exacto de h°(C, Lp) si D es no especial. El teorema
de Clifford nos dard una acotacién de este nimero.

24. Lema: Sean D, D’ divisores efectivos en una curva. Se cumple que
h(C, Lp) +h°(C,Lp) < h(C, Lpyp) +1
Demostracion. Consideremos el morfismo

P(H(C, Lp)) x P(H(C, L)) ——=P(H(C, Lp4p))

(E,E") E+E

donde E y E’ son divisores efectivos linealmente equivalentes a D y D’ respectivamente. ® es el
morfismo inducido de la aplicacién bilineal

H°(C,Lp) x H(C,Lp)) — H*(C,Lpip), (f,9)— f-g

Observemos que las fibras de ® son finitas, porque todo divisor efectivo se escribe como suma de
divisores efectivos de un nimero finito de modos. Por tanto, la dimensién de Im ® coincide con la
dimension de la variedad inicial y se obtiene el lema.

1 O
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25. Teorema Clifford Sea D un divisor especial de una curva C. Entonces
1
no(C, Lp) < B deg D +1

Ademds, la igualdad se verifica si y sélo si D es linealmente equivalente a 2r - x, donde x es un punto
hipereliptico.

Demostracion. Por el lema anterior, h®(C, Lp)+h°(C, Lx_p) < h%(C, Lk)+1 = g+1. Por Riemann-
Roch, h®(C,Lp) — h°(C, Lk _p) = deg D + 1 — g. Sumando estas dos expresiones obtenemos

1
h°(C, Lp) < B deg D + 1

Demostremos la segunda afirmacién del teorema. Six € C es hipereliptico entonces h°(C, Lo,) = 2.
Escribamos HY(C, La,) = (1, f), con v, (f) = 2. Entonces {1, f,..., f"} son linealmente independien-
tes y pertenecen a I'(C, La;.;). Por la desigualdad anterior, h%(C, La;y.5) = 5 deg(2r - z) + 1.

Reciprocamente, sea D un divisor especial que cumpla la igualdad, que debera tener grado par
2r. Se cumple que h°(C,Lp_,) < h(C,Lp), por Riemann-Roch si D — y no es especial, por la
desigualdad del teorema si D — y es especial. Por tanto, Lp define un morfismo de C en P,.. Ahora
ya, igual que haciamos para los divisores canénicos de las curvas hiperelipticas, se tiene que D es
linealmente equivalente a 2r - x, con x hipereliptico.

O

Dada una curva C' C P3 = Projk[z,...,23]. Qs = (d%,d%,di—i). Supongamos Qs =
(di—é) Por tanto, el morfismo k(i—;) — Y es separable. Sea Py el haz de hiperplanos que pasan por
la recta xp = 0,1 = 0. Consideremos morfismo C' — P1, que asigna a cada punto de C' el hiperplano
del haz que pasa por ese punto. Este morfismo es el inducido por la inclusiéon de cuerpos anterior en
sus variedades de Riemann. Este morfismo ramifica en los hiperplanos del haz tangentes a la curva.
Por Hurwitz, casi todos los hiperplanos del haz no son tangentes a la curva.

Diremos que una recta es una secante de la curva C C P3 si corta a la curva en dos puntos
distintos. Se dice que una recta es una multisecante de la curva C C P3 si corta a la curva en mas
de dos puntos (contando multiplicidades). Veamos que si la curva es alabeada existen secantes que
no son multisecantes. Probemos primero que si todas las secantes son multisecantes entonces todas
las tangentes a la curva pasan por un mismo punto. Sea p € C'y H un hiperplano que no contenga
ap. Sea ¢: C — H la proyeccién de C desde p en H. Sea C/ =Im¢ y r > 2 el grado del morfismo
¢: C — (C'. Sea R una secante no tangente a C' que pase por p, que existe sin méas que considerar
cualquier secante incluida en cualquier plano no tangente a C, que pase por p. Dado g € RNC, ¢
proyecta la tangente a C en ¢, en la tangente a C’ en ¢(g). Para cada tangente en ¢(q) existen r
puntos en RN C, cuyas tangentes se proyectan por ¢ en la tangente dada. Proyectando desde otro
punto de R N C' llegamos a la conclusién de que todas las tangentes de los puntos R N C, incluido
p, son coplanarias. Ahora bien, como la condicién de que la tangente en un punto sea coplanaria
con la tangente en p es cerrada, variando R obtenemos que todos los puntos de C' tienen tangentes
coplanarias con la de p. Variando p, obtenemos que todas las tangentes son coplanarias. Sip’ € C es
un punto no alineado que no yace en el plano que contiene a p € C'y g € C' y sus tangentes, entonces
la tangente a p’ corta a la tangente en p y a la tangente en ¢ en un mismo punto. En conclusién,
todas las tangentes a C' pasan por un mismo punto.

Proyectemos C' en un hiperplano desde un punto que no yazca en las tangentes a C, yazca en
un hiperplano H no tangente a C, y no yazca en ninguna de las secantes de C' que estan en el
hiperplano H. La proyeccién es un morfismo de grado 1, de imagen una curva plana C no singular,
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cuyas tangentes pasan todas por un punto x. Sea y ¢ C, distinto de x. La proyeccién desde y,
m: C — P; = R, en una recta, sélo ramifica en los puntos de recta R’ que une z e y, es decir, si
' = RN R, en m~'(z'). Luego el niimero de ramificacién (dimy Qs /p,) serd menor o igual que
#r~1(2') = gr C = n. Por Hurwitz,

296 —2<mn-(2g9p, —2)+n=-n

luego go = 0 y n es 1 o 2. Por tanto, el grado de C, que coincide con el de C, es 1 0 2, y C no es
alabeada (ademds gc = g& = 0).

26. Teorema Castelnuova Sea C' una curva de grado d y género g en Ps3, alabeada. Entonces,
d>3y

< %dQ—d—Fl si d es par
9= 1@ =1)—d+1 sid es impar

Si una curva verifica tal igualdad yace sobre una cuddrica (la igualdad se alcanza por ciertas curvas
para todo d > 3).

Demostracion. Existe un hiperplano H de P3 que corta a la curva en los puntos {p1,...,pq}, de
modo que tres cualesquiera de ellos no son colineales: Sea X el “conjunto” de las rectas de P3. Sea
U={(a,b,c,r) eCxCxCxX:a#b#cabcer} Seanm:Y — C la primera proyeccién. Sea
q € C un punto tal que toda cuerda es multicuerda. Sea p € C, por el que pase alguna cuerda que no
sea multicuerda. Proyectando C desde p, por Hurwitz obtendremos que por p sélo pasa un nimero
finito de multicuerdas. Los puntos de C' que no yacen en estas multicuerdas cumplen, como p, que
por ellos sélo pasan un numero finito de multicuerdas. Ahora es fdcil probar que las fibras de 7 son
de dimensién cero, salvo quizds para un nuimero finito de puntos para los que es de dimensién 1. Por
tanto, dimY = 1. Proyectando Y en X, tenemos que el “conjunto” de rectas que son multicuerdas
es de dimensiéon 1. Luego el “conjunto” de hiperplanos que contienen a alguna multicuerda es de
dimensién 2, luego existe un hiperplano que no contiene multicuerdas.

Sea D = p1 + ...+ pg, luego Lp = Op,(1)|c.

Para cada ¢ = 1,2,...,min(d,2n + 1), p; no es un punto base de I'(C, L,p—p,—..—p,_,): Sea H;
un plano que pase por p; y pz y no pase por ningin otro p;. Sea Hy un hiperplano que pase por ps
Yy p4 y Do pase por ningin otro p;. Asi hasta H[%]. Para [%] < 7 < n, consideramos planos que
no pasen por los p; (si i — 1 es impar, consideramos H%, que pasa sélo por p;—1). La unién de los H;
corta a C en un divisor linealmente equivalente a nD que pasa por pi,...,p;—1 y 1O POr p;.

Por tanto, tenemos min(d, 2n + 1) desigualdades h°(C, Lop—p,—...—p: 1) > h°(C, Loup—pr—..—p;) ¥

r(C, L,p) — hO(C,ﬁ(n_l)D) > min(d,2n + 1)
Sumando estas desigualdades desde 1 hasta n >> 0, obtenemos
RY(C, Lop) > r(r+2)+(n—r)d+1 *

con = [3(d—1)].
Por otra parte, para n >> 0, nD es no especial, luego por Riemann-Roch

BO(C, Lop) = nd — g+ 1
Combinando las dos férmulas, obtenemos

g<d—r(r+2)
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que es la férmula del teorema, escrita de modo conciso.
Si se cumple la igualdad, entonces las inecuaciones de * son igualdades. En particular, tendremos
que h%(C, Lap) < 9. De la sucesién exacta

0—=pc—Op, > Oc —0

obtenemos la sucesién exacta 0 — H°(C, pc(2)) — HO(P3, Op,(2)) — H°(C, L2p), que nos dice existe
una cuadrica que pasa por C.
O

9.7.5 Integracién por funciones elementales (J.A.Navarro)

27. Definicién: Diremos que un cuerpo K, con una (ley de) derivacién es un cuerpo diferencial.
Denotaremos la ley de derivacién por ’. Diremos que a € K es una constante si a’ = 0. Diremos que
i: K — L es una extensién diferencial si I es un cuerpo diferencial e 7 es un morfismo de anillos que
conmuta con las derivaciones.

C serd el cuerpo de constantes de todos los cuerpos diferenciales.
La “derivacién logaritmica” cumple:

/
u v
28. Definicién: Cuando v/ = «'/u, diremos que v = Inu es el logaritmo de u, 6 que u = e¥ es la

exponencial de v.
Diremos que una extension diferencial K — L es una extensiéon por funciones elementales si

L = K(uy,...,u,) donde cada funcién w; verifica una de las siguientes condiciones:
1. w; es algebraico sobre K(uq,...,u;i—1).
2. u; es la exponencial de algin elemento de K (uq,...,u;—1).
3. u; es el logaritmo de algin elemento de K (uq,...,u;—1).

y diremos que f € K es integrable con funciones elementales si existe alguna extensién L por funciones
elementales y u € L tal que v’ = f.

Nota: Las funciones elementales de una variable en sentido clasico son los elementos de las
extensiones por funciones elementales del cuerpo de funciones racionales C(x), contenidas en el cuerpo
de funciones meromorfas en un abierto del plano complejo (que jugaria el papel de un cierre algebraico).
Las funciones trigonométricas (incluso hiperbdlicas) y sus inversas son elementales: se expresan con
exponenciales y logaritmos.

En principio, la integracién con funciones elementales en sentido cldsico seria un concepto mas
restrictivo (pues no hemos probado que toda extensién de C(z) por funciones elementales pueda
sumergirse en un cuerpo de funciones meromorfas); pero el teorema de Liouville mostrard que las
funciones integrables con funciones elementales también lo son en el sentido clasico, por lo que ambos
coinciden:
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29. Teorema Liouville Si una funcion f € K es integrable con funciones elementales, entonces
existen funciones h,gi,...,gn € K y constantes ci,...,c, € C tales que

/fdac:h—i—cllngl—i—...—i—cnlngn

Demostracion. Si f admite una primitiva elemental en K(u,us,...,u,), por induccién sobre r y
considerando la extensién diferencial

K(u) — K(u,ug,...,u)

podemos suponer que existen g(u),p1(u),...,pn(u) € K(u) tales que
i /

f=qlu) + LR 1)

p1(u) Pn(u)

y hemos de hallar una descomposicion similar en K.

Caso algebraico: La derivacién de K se extiende de modo inico a cada extension finita (porque
ésta es separable). Luego tal extensién es compatible con cualquier morfismo y, por tanto, con trazas
y normas. Ademsés tr(p’/p) = N(p)'/N(p):

[K(u): K]- f=tr(f)=(trq) + &1

Caso trascendente:
(1) Si u es una exponencial: « = g’u . En este caso (fu") = (f'+ng")u™, asi que disponemos

de una "traza”tr(}_ fiu') := fo que también es compatible con las derivaciones de K y K (u), y se
concluye de igual modo que en el caso algebraico, ya que si v = fu™ + f,p1u™Tt 4+ ..., entonces

v I
tr— = (ng) + =2
— = (ng) T
(2) Si v es un logaritmo: «' = ¢’/g . Descomponiendo las funciones racionales p;(u) en factores

irreducibles podemos suponer que son polinomios ménicos irreducibles o constantes. Descomponiendo
q(u) en fracciones simples tenemos:

% _ sj(u) ' Cpl(u)’ . Dn (1)
) f—Z(qj(u)r) T T T )

Segtin el lema 9.7.30, la derivada p(u)’ de un polinomio es otro polinomio de igual grado, 6 baja
en una unidad si el coeficiente de mayor grado es constante. Luego las fracciones p;(u)’/p;(u) son
simples y vemos que no hay términos con r > 1 en la descomposicién de g(u), porque

(2 ) s g’

q(u)" qu)r

Es decir, los polinomios p;(u) € K y g(u) es un polinomio tal que

!

+...
y q(u) no divide a s(u) - g(u)’.
q(u) € K; luego q(u) = cu+ h por el lema, ¢ € C, h € K, y concluimos que f = h' + ¢(¢'/g) +
c(py/p1) + -+ cn(Ph/Pn)- O
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30. Lema: Siu es trascendente y v’ = g € K, el grado de p(u)’ coincide con el de p(u), salvo que
el primer coeficiente sea constante, caso en que el grado baja en una unidad.

Demostracion. (fou™ + fru™=t +...) = fou™ + (nfog + f1)u"~! + ... sélo baja de grado cuando
6 =10, caso en que 0 = nfog + f| = (nfou + f1)" contradice el cardcter trascendente de u. O

Queda por averiguar cuando una funcién elemental satisface la condicién del Teorema de Liou-
ville. Cuando al cuerpo de funciones racionales C(z) se le adjunta una exponencial o un logaritmo
(trascendentes) puede decidirse descomponiendo f en fracciones simples y usando el lema 9.7.30 en
el caso de un logaritmo y el lema 9.7.31 en el de una exponencial:

31. Lema: Siu es trascendente y v = gu, g € K, entonces la derivada de cualquier monomio
hu™ # 0 es un monomio no nulo de igual grado, y la derivada p(u)’ de un polinomio sélo es miltiplo
de p(u) cuando éste es un monomio.

Demostracion. (hu™)" = (b’ + nhg)u™, y su anulacién implica que hu™ es constante y contradice el
cardcter trascendente de u. Ademds, sin >my

h' +nhg  f' +mfg
I

entonces (n —m)(u' /u) = (f'/f) — (W' /h) vuelve a contradecir el cardcter trascendente de w. O

32. Ejemplo: Vamos a estudiar si la integral ff(x)eg(ﬂdm es elemental, donde f(z) y g(z) son
funciones racionales. En este caso K := C(x,e9), y pondremos u := €9, de modo que v'/u = ¢'. Si
g(x) no es constante, entonces u es trascendente sobre C(z):

u" + fr(@)u" T L+ fu(2) = 0
(ng)u" + (ff + (n = 1) frg )" "+ ...+ f, =0
ng/ = frlL/fn

y como f//f, es nula o descompone en suma de fracciones con denominadores lineales, concluimos
que ¢’ = 0. ( O bien €9 es trascendente porque tiene una singularidad esencial en cualquier polo de
g). Ahora, si

pi(uw) Pn(w)’

p1(u) Pn(u)

descomponiendo ¢(u) en fracciones simples, el lema 9.7.31 permite obtener que p;(u) = u é estd en
C(x),y que q(u) = 3,5 hi(z)u’. Luego q(u) = z(z)u para alguna funcién racional z(x), y concluimos
que fu= (2’ + ¢’z)u. Es decir, la ecuacién diferencial

fu=qu) +c +...t+cy

Z/+g/22f

tiene alguna solucién racional z(z) € C(x). Reciprocamente, si z(z) es una de tales soluciones, la
integral f feddxr = ze9 es elemental. La existencia de soluciones racionales de esta ecuacién puede

decidirse descomponiendo en fracciones simples: [ e* dz origina la ecuacién z’+2xz = 1, cuya solucién
ha de ser un polinomio, lo que es imposible. Tal integral no es una funcién elemental. f zte® dx

origina la ecuacién z’ + z = x~!, que claramente no tiene solucién racional. No es una funcién
elemental.
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Con el cambio y = e* obtenemos que [ l‘fl—yy no es una funcion elemental. Como esta integral se
obtiene al integrar por partes [ In(Inz)dz, ésta tampoco es una funcién elemental.
33. Ejercicio: [z !'senzdz no es una funcién elemental.

Veamos ahora el

Caso algebraico: K = C(z,y) donde y es algebraico sobre C(z). Dada una 1-forma diferencial

w = f(z,y)dx, consideramos una base {r1,...,rs} del grupo generado por sus residuos y los divisores
Dq,...,D,, donde el coeficiente en D; de un punto p es el coeficiente de r; en el residuo de w en p.
Si la integral f w es elemental, entonces los divisores D1, ..., D definen elementos de torsion en

la variedad jacobiana, m;D; = D(g;), y existe una funcién meromorfa h € K tal que

S

w:dh-i-z

m: a:
i1 i i

i dgi

En efecto, de acuerdo con el Teorema de Liouville tenemos
dh;
w:dh—&—;cjh—jj , ¢ eC

y considerando una base {r1,...,rs,a1,...} del Q-espacio vectorial que generan los residuos y las
constantes c; tendremos:

™y nij
Cj:<g jri)+7ja1+...
— m; ni

3

omie () e (SRR
v J

J

i dg; d
_an Y Tl adv
f m; gi ny v

Considerando el residuo de w en cualquier cero de v, vemos que éstos no existen:

i dgs

m; gi

w = dh +

s
i=1

y al observar que el residuo de (df)/f en un punto p es precisamente el coeficiente de p en el divisor
D(f), concluimos que
D(g:)

m;

D; =

Nota: Aunque aparentemente este resultado sélo sea una condicién necesaria para que una integral
| w sea elemental, realmente es una caracterizacién, y permite averiguar el cardcter elemental de [ w
(siempre que se sepa decidir cudndo un elemento de la jacobiana es de torsién):

Primero se calculan los residuos de w y los correspondientes divisores D;. Si alguno no es de
torsién, la integral no es elemental. Si todos son de torsién, m;D; = D(g;), consideramos la forma

diferencial
S

i dg;
O ey

m. a:
pe L 9i
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y el resultado anterior afirma que 6 es exacta precisamente cuando la integral [w es elemental. Esta
forma diferencial # ya tiene residuo nulo en todo punto asi que las partes principales de sus polos
pueden integrarse y obtenemos unos desarrollos de Laurent 6,. Podemos decidir si tales desarrollos de
Laurent son los de alguna funcién meromorfa h € K (pues tal condicién equivale a que Zp res, (dpw;) =
0 para toda forma diferencial regular w;). Si no existe tal funcién h, la integral no es elemental. Si
existe, es unica salvo la adicién de una constante, y la integral [ w es elemental si y s6lo si § = dh.

34. Ejemplo: Si w es regular, ya tiene residuo nulo en todo punto. En tal caso § = w; luego
los desarrollos de Laurent &, son idénticamente nulos y h = 0. Concluimos que la integral [w es
elemental si y s6lo si w = 0. Ninguna forma diferencial regular no nula tiene integral elemental.

En particular, las integrales elipticas

c#0,1

no son elementales.

9.8 Apéndice: Teorema de representabilidad

Es bien conocido que los funtores representables F' = Home, (—, M) son exactos por la izquierda.
Queremos demostrar el reciproco. Para construir el representante M del funtor contravariante
por la izquierda F', vamos a caracterizar los submédulos ANV de M, en términos de F, para concluir
demostrando que M es el limite inductivo de los submédulos A
Un submddulo de M es un haz coherente Ny un morfismo pu: N — M inyectivo, es decir, un
morfismo p que verifica que para todo diagrama conmutativo

N~ M
)

i
Nl

si ¢ es un epimorfismo, § ha de ser un isomorfismo.

1. Definicién: Dado un funtor contravariante F' llamamos pareja a un Ox-médulo coherente N y
un elemento p € F(N). Llamamos morfismo de parejas (N, ) — (N, 1’) a un morfismo 6: N — N’
tal que F(§): F(N') — F(N) aplica i/ en pu. Diremos que (N, ) es una pareja minima si todo
epimorfismo (N, u) — (N, ') de parejas es isomorfismo.

Pues bien, las parejas minimas de un funtor contravariante representable se corresponderan con
los submédulos del representante del funtor.

2. Lema: Todo morfismo de parejas de una pareja minima en otra pareja es inyectivo.

Demostracion. Sea ¢: (N, ) — (N7, ') un morfismo de parejas, siendo (N, ) minima. Seai: Im ¢ —
N la inclusién natural y i = F(i)('). El morfismo de parejas natural (A, u) — (Im ¢, j1) es un epi-
morfismo de parejas, luego N = Im ¢ y ¢ es inyectivo. O

3. Lema: Sea X un esquema noetheriano, F' un funtor contravariante sobre la categoria de Ox -
mddulos coherentes y (P, ¢) una pareja de F. Exziste un morfismo de parejas de (P, $) en una minima.
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Demostracion. Si (P,¢) es una pareja minima hemos concluido. Si no, existe un epimorfismo de
parejas (P, ¢) — (Py, ¢1), que no es isomorfismo. Si (Py, ¢1) es minima hemos acabado. Si no, existe
un epimorfismo de parejas (P1, ¢1) — (P2, ¢2), que no es isomorfismo. Este proceso finitiza, porque
la cadena Ker ¢; C Ker(¢; o ¢2) C -+ ha de ser finita por la noetherianidad de X. O

4. Corolario: Sea X un esquema noetheriano, F un funtor contravariante exacto por la izquierda y
(P, @), (P',¢") dos parejas de F. Eziste un morfismo de parejas de estas dos parejas en una misma
pareja minima.

Demostracion. Observemos en primer lugar que F', por ser exacto por la izquierda, es aditivo, i.e.,
FMaeM)=FM)®FM): De la sucesién exacta 0 - M — M d M — M’ — 0 se deduce
la exactitud de la sucesiéon 0 — F(M’) - F(M & M’) — F(M). Ahora bien, como el morfismo
M — M & M’ tiene retracto, entonces F(M G M') — F(M) tiene seccién y con todo F(M e M') =
F(M)® F(M').

Por tanto, podemos considerar la pareja (P @® P’, ¢ @® ¢'). Por el lema anterior, existe un morfismo
de esta pareja en una pareja minima. Como tenemos morfismos naturales de (P,¢) y (P’,¢’) en
(P® P',¢® ¢') concluimos el corolario.

5. Lema : Si F es un funtor contravariante exacto por la izquierda, dos morfismos de parejas

u,v: (N, 1) (N, 1) en una pareja minima coinciden.

Demostracion. Consideremos el contcleo de los dos morfismos u, v, es decir sea Coker(u — v) y deno-
temos por m: N — Coker(u — v) el morfismo de paso al cociente.

Como u,v son morfismos de parejas se verifica que F(u)(p) = F(v)(p) = p/. Como F es un
funtor exacto por la izquierda, existe un 6 € F(Coker(u — v)) de modo que F(7)(d) = . Por tanto
m: (N, n) — (Coker(u — v),d) es un epimorfismo de parejas que ha de ser isomorfismo porque (N, p)
es minima. Luego u = v.

O

6. Teorema de representabilidad Sea X wun esquema noetheriano. La condicion necesaria y
suficiente para que un funtor contravariante, sobre la categoria de Ox-mddulos coherentes, sea repre-
sentable por un haz cuasicoherente es que sea exacto por la izquierda.

Demostracion. La necesidad es bien conocida. Probemos que un funtor F' contravariante y exacto
por la izquierda es representable.

Por 9.8.3, 9.8.4 y 9.8.5, podemos definir el limite inductivo de las parejas minimas, denotémoslo
por R. Veamos que F' = Hom(—, R):

Si M es un médulo coherente se define o: F(M) — Hom(M, R) asi: Dado & € F(M), por el
lema 9.8.3 existe un morfismo u: (M, €) — (N, ) en una pareja minima. Sea i: N — R el morfismo
natural de NV en el limite inductivo. Definimos a(£): M — R, por a(£) =i ou. Es ficil comprobar
que « estd bien definido y es funtorial en M.

Si M es un médulo coherente se define 5: Hom(M, R) — F(M) asi: Dado ¢ € Hom(M, R),
factoriza a través de un morfismo ¢: M — (N, 1) en una pareja minima. Se define 5(¢) = F'(¢)(p).
Es facil comprobar que § esta bien definido y es funtorial en M.

Comprobando que ao 8y o« son la identidad sobre sus respectivos dominios se concluye. O
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9.9 Problemas

Supondremos siempre que el cuerpo base es algebraicamente cerrado y que las curvas consideradas
son completas no singulares, salvo mencién expresa contraria.

1.

6.

8.

Sea k de caracteristica cero. Sea C' una curva proyectiva plana no singular de grado n. Probar
que el ntmero de tangentes que se pueden trazar desde un punto p ¢ C del plano proyectivo
a la curva es 2n + 2g — 2, siendo n el grado de la curva y g el género de la curva. Calcular el
nimero de tangentes que se pueden trazar desde un punto p € C.

. En el ejercicio anterior admitamos que C' tenga puntos singulares de multiplicidad 2 que desin-

gularizan con la primera explosion. Entonces el numero de tangentes es 2n+2g — 2 — K, siendo
K el nimero de cuspides de C.

Sea C' C Py una curva proyectiva plana no singular de grado d, sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero. Para cada punto z € C, sea T,C' la recta tangente a C' en .
Consideremos 7,C como un punto del plano proyectivo dual P5. El morfismo ¢: C — P35,
¢(x) = T, C, define un morfismo de C en su curva dual C*. Calcular el grado de C*. Calcular
el numero de puntos de inflexién de C, considérese para ello el morfismo C — R, x — T, CNR,
donde R es cualquier recta de Ps.

Sea m: C — C’ un revestimiento de Galois entre curvas, sobre un cuerpo de caracteristica cero.
Sea G el grupo de Galois de m y n = #G. Sean p1,...,ps un conjunto maximal de puntos de
ramificacién de C' cuyas imagenes por m sean distintas. Sean r; = ep, los indices de ramificacion
de los p;. Probar que

2g —2

- 1
=290 — 2+ (1- -)
i=1 v

S
Probar que si g¢ > 2 el valor minimo de 2gcr —2+ Y (1— %) es - y concluir quen < 84(gc—1).
i=1 ‘
Probar que el orden del grupo de automorfismos de una curva de género g mayor o igual que
dos es menor igual que 84(gc — 1).

Probar que la condicion necesaria y suficiente para que una curva tenga estructura de grupo es
que sea de género 1.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Sea C' una ciibica proyectiva
plana no singular. Probar que cada par de puntos de C es un par de los tres puntos de contacto
de cuatro cénicas tritangentes a C.

Sea C' una cénica irreducible del plano proyectivo. Probar que todo automorfismo de C' levanta
a un automorfismo del plano proyectivo.

Probar que la inclusion de una curva no singular plana proyectiva de grado 4 en el plano
proyectivo es la inmersion canénica.

2g+1
Sea C la curva hipereliptica birracional a y> = T[] (x — ;). Probar que T'(C, Qo) =
g—1

{> N2 yd”” }. Expresar en coordenadas el morfismo candnico de C.
i=0
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Sea C' una ctibica proyectiva plana. Probar que desde un punto p (que no sea de inflexién) de
la cubica se pueden trazar cuatro tangentes. Demostrar que la conica que pasa por los cuatro
puntos de tangencia y p, es tangente a la ciibica en p.

Sea C' una curva completa no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Probar que si existe una funcién f € ¥, de modo que f y df sélo tienen tinico polo y un
tinico cero en lo mismos puntos, entonces C = Py .

Sea C' una curva de género g y © € C. Probar que existen exactamente g niimeros naturales
0 <n <...<ng < 2g de modo que no existe una funcién meromorfa con un tnico polo,
de orden n; en x. Se dice que x es de Weierstrass si y solo si ng # g. Demostrar que x es de
Weierstrass si y sélo si existe una diferencial holomorfa con un cero de orden g en x.

Probar que toda curva se puede meter como una curva cerrada en un espacio proyectivo Ps.

Sea C' una cibica alabeada de P3. Sea C' otra curva y ¢: C — C' un morfismo de grado 3.
Demostrar que cada fibra de ¢ es la interseccion de C' son cada uno de los planos de un haz de
planos.

Sea C' una curva plana de ecuacién z* + y* — 1 = 0. Demostrar que 4 puntos de la curva son el
divisor de ceros de una diferencial holomorfa si y sélo si estdn alineados. (cark # 2).

Sea C' la desingularizacién de y° + 3xz*y + 22 + 2y = 0. Dados 4 puntos arbitrarios de la curva
existe una diferencial holomorfa que tiene ceros en esos cuatro puntos. Existe una diferencial
holomorfa con ceros en 8 puntos si y sélo si los 8 puntos yacen en una conica que pasa por el
origen.

Toda cuartica de género 1 en P3 es interseccion de dos cuadricas.
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