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Capitulo 1

Algebra Lineal Tensorial

Estas notas son provisionales.

El calculo diferencial tensorial es una de las teorias mas hermosas que aparecen
en toda la Matematica. En ella conviven en perfecta armonia el Algebra, el Analisis,
la Geometria Diferencial y la Fisica.

1.1. Definiciones. Construcciones

El punto de partida de las Matematicas son los niimeros naturales, a partir de ellos
vamos definiendo y construyendo toda la Matematica, “Dios nos dio los nimeros natu-
rales, el resto de las Matematicas la hicimos los hombres” (creo que dijo Kronecker). La
piedra clave de las definiciones y construcciones en Matematicas es la palabra “sea”, y
a los matematicos nos parece bien (jcomo en el Génesis!). Demos algunos ejemplos.

1. Los matematicos sabemos sustituir con todo rigor la palabra equivalente por la
palabra igual, sabemos identificar una cosa con sus equivalentes. En efecto, conside-
remos una relaciéon de equivalencia en un conjunto X. Un elemento de X y todos sus
equivalentes, los podemos identificar, hacerlos todos una misma cosa, diciendo simple-
mente: “Sea el subconjunto de X formado por un elemento x y todos sus equivalentes.
Denotemos este subconjunto por . Del mismo modo dado un elemento y € X, sea el
subconjunto de X formado por y y todos sus equivalentes y denotemos este subconjun-
to por y. Ahora tendremos que x es equivalente a y si y solo si ¥ es igual a y. Llamemos
X el conjunto que se obtiene al identificar en X cada elemento con sus equivalentes,
es decir,

X :={x, xe X}.

Donde % = y si y solo si x es equivalente a y. Mision cumplida”.

Terminologia: A ¥ (que es x y todos sus equivalentes), se le denomina clase de
equivalencia de x; y se dice que x es un representante de la clase de equivalencia x. X
se dice que es el conjunto cociente de X por la relacion de equivalencia. Si la relaciéon
de equivalencia se denota ~, entonces suele denotarse X := X/ ~.

7



8 Algebra Lineal Tensorial

1.1 Dado el anillo de nimeros naturales N, definamos o construyamos el anillo de
los ntimero enteros Z. Para ello, en Matematicas, no podremos hablar de grados bajo
cero ni de deudas como se hace con los nifios pequeios. Antes de empezar a construir
Z, diré que tengo en mente: sé que todo nimero entero es diferencia de dos naturales y
sé decir, usando la operacion +, cuando n—m esigual an’—m' (con n,m,n’,;m’ €N), en
efecto, son iguales cuando n + m’ = m + n/. Basta con esto. “Consideremos el conjunto
N x N de parejas de nimeros naturales y consideremos en él la siguiente relacion de
equivalencia: diremos que (n,m) ~ (n’,m’) cuando n + m' = m + n’. Denotaremos la
clase de equivalencia de (n,m) por n —m (léase “n guién m”). Por tanto, n—m =n'—m/’
siy solosin+m' =m+n'. Sea Z el conjunto cociente de N x N por esta relacién de
equivalencia, es decir,

Z:={n—m, con n,meN},

donde n—m =n'—m' si y solo si n+m' = m +n’'. Definido queda Z. Seguiremos la
siguientes notaciones n =n —0, —-m = 0—m y es facil probar que

Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

En N tenemos la relaciéon de orden <. Definamos la relacién de orden en Z: n —m <
n'—m' cuandon+m’' <m+n'. Tenemos {... < -3<-2<-1<0<1<2<3,...} ;Cémo
definimos la suma en Z? Asi: (n—m)+(n' —m') := (n +n’) — (m + m’). Pruebe el lector
que (Z,+) es un grupo abeliano ;Cuanto vale —(n — m)? Defina el lector el producto en
z.

1.2 Si establecemos en Z la relaciéon de equivalencia n = m si y solo si n —m es
multiplo de 5, tendremos que 7 = m si y solo n —m es multiplo de 5. Si identificamos
en Z cada entero con sus equivalentes, tenemos solo cinco elementos distintos, es decir,
7=1{0,1...,4}.

1.3 Sea A un anillo. Dado un ideal I c A, establezcamos la siguiente relacion de
equivalencia: a € A es equivalente a a’ € A siy solo si a —a’ € I, es decir, si y solo si
existe algtn i € I de modo que @ =a’+i. En este caso, A :={a, a € A, de modo que @ = a’
siy solo si a —a’ € I} se denota A/I. Resulta que A/I tiene una estructura natural de
anillo, definiendo la suma y el producto como sigue

a+b:=a+bya-b:=a-b.

el elemento neutro para la suma es 0 y para el producto 1.

2. Hemos definido ya el anillo de los nimeros enteros Z, definamos el cuerpo de los
numeros racionales Q. En Matematicas no podemos hablar de pasteles y porciones de
pasteles, como se habla a los nifos. Pero antes de empezar a construir QQ, sabriamos
decir cuando % es igual a %’, (n,m,n',m' € Z) y sabemos sumar nimero racionales
y multiplicarlos. No necesitamos nada maés, salvo la palabra “sea”: Consideremos en
Z x (Z —{0}) la relacién de equivalencia (n,m) ~ (n’,m’) cuando nm’ = mn’. Denotemos
a la clase de equivalencia de (n,m) por --. Sea Q :=(Z x Z—{0})/ ~, es decir

n , n n .y ,
Q={—,conneZym €Z-{0}, donde — = — siysolosinm =mn}.
m m m
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{C6mo definimos la suma en Q? - + %, = % Defina el lector el producto. Tenemos
el morfismo de anillos Z — @, n— 7, que es un morfismo de anillos inyectivo. Suele
denotarse 7 = n.

2.1 Sea A un anillo y S € A, un subconjunto que cumpla 1€ S y si s,s' € S en-
tonces s-s’ € S. Queremos definir el anillo (que denotaremos por Ag) formado por las
fracciones a/s, a € A, s € S. Obviamente, queremos que se cumpla que $ = i—‘;‘, para
todo # € S. No hay mayor problema, digamos que son equivalentes y a los equivalentes

hagamoslos iguales:

!/
a a a | . .
Ag:={=,conacAyseS|—=— siexisten t,t' € S tales que las fracciones
s s s

ta !.!
s y Te tienen el mismo numerador y denominador }
s s

{Cémo definimos la suma? ¢ + % = % ¢Y el producto? < - % = %.

3. Hemos definido @, definamos ahora R. Aqui a los nifios se les habla de los nu-
meros reales de un modo muy aproximado a lo que hacemos en Matematicas (la cons-
truccién de nimero real en Matematicas es la objetivacion formal de la experiencia
fisica de aproximacion (interminable)). Se les dice algo asi como: Vamos a ver cuan-
to mide media circunferencia. Mido y veo que es casi 3, pero si preciso mas es 3,1,
si preciso mas es 3,14 y asi sucesivamente nos va saliendo que mide 3,141592... con
infinitas cifras decimales. Asi, nos decian que los nimeros reales son los nimeros con
infinitas cifras decimales (después nos decian que 0,999999999.... era el mismo nu-
mero que 1 jIdentificAbamos dos nimeros equivalentes!). La construcciéon que damos
en Matematicas de los numeros reales es esencialmente la misma que la que damos
para completar cualquier espacio métrico (como la construcciéon de Q a partir de Z, es
la misma esencialmente que la que damos para construir Ag a partir de A y S). Tene-
mos claro cuando una sucesién de nimeros racionales se aproximan a algo !, es decir,
definimos primero qué es una sucesién de Cauchy. Tenemos claro también, cuando dos
aproximaciones son iguales o equivalentes (cuando la diferencia de las dos sucesio-
nes de Cauchy se aproximen a 0). Asi pues, dar un nimero real equivale a dar las
aproximaciones a €él, siempre que identifiquemos estas aproximaciones. Nos basta con
esto para definir R, salvo la palabra sea: “Sea R el conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy, donde diremos que dos sucesiones de Cauchy son iguales si son equivalentes”.
Definido queda R (véase la secciéon 2.1 para un desarrollo mucho mas detallado).

4. Construyamos el cuerpo de los nimeros complejos. A los nifios pequerios se les
dice que no existe ningtin nimero (real) que sea solucién de la ecuacién x> +1 =0,
porque todo numero (real) al cuadrado es positivo. Mas mayores, se les dice que si

L Aunque ese algo no sea un nimero racional. En realidad, lo real, real de verdad son las aproxima-
ciones, que éstas se aproximen a algo realmente existente es otra cuestion. Este algo es una abstraccion,
sin embargo suele pensarse que es muy real y que la aproximacién es una abstraccién matematica, pero
esto es otro tema...
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tiene solucién: el nimero imaginario i ;Cémo vamos a proceder? Obviamente x € R[x]
no cumple que x2+1 = 0. En 1.2 podiamos haber dicho que 5 # 0, pero ... 5 = 0. Vamos a
proceder aqui de modo parecido. Consideremos el polinomio x? + 1 y el ideal (x% +1) :=
{p(x)-(x? + 1), Vp(x) € R[x]}. Sea C := R[x]/(x% + 1), que es un anillo. Consideremos el
morfismo de anillos R — R[x]/(x? + 1), r — 7, sigamos las notaciones 7 =: r (para todo
reR)y x =:i. Entonces, i2 = %2 = x2 = —1 = —1. Veamos que dado p(x) € R[x)/(x% + 1),
existen a,b € R tnicos de modo que M =a+bx=a+b-i. En efecto, existen polinomios
q(x),a + bx € R[x] tales que p(x) = q(x)-(x? + 1) + (ax + b), por tanto % =a+bx. Si
p(x)=a’'+b'x, entonces

O=px)—px)=a+bx—a'+b'x=(a-a')+(b-b")-x

Lo que implica que (a —a') + (b —b') - x es multiplo de x2 + 1, que es absurdo salvo que
a—a' =0y b-5b"=0. En conclusién,

C={a+b-i,Va,beR}

Nota: El cuerpo de los nameros complejos C es un conjunto importante en Mate-
maticas. El teorema de D’Alambert dice que si p(x) = agx™ + a1 L+ +a,_1x+a,
es un polinomio con coeficientes complejos de grado n (es decir, a; € C para todo i y
ao # 0) entonces existen aq,...,a, € C unicos (que se denominan las raices de p(x)) de
modo que

px)=ag-(x—ai)-(x—ag)---(x—ay).

Por ejemplo, x2 + 1 no tiene raices reales pero si complejas: x2 +1 = (x — i)(x + i); con
otras palabras, vV-1=ie€Cy v—-1¢R. Los nimeros complejos son muy utilizados en
Algebra, Analisis, Electromagnetismo, Mecanica Cuantica, Quimica Cuantica, etc.

El conjugado de z = x + yi es el nimero complejo Z := x — yi. Algunas propiedades
de la conjugacion:

ztu=z+u, zu=zu, z==z.
El médulo de z = x + yi es el nimero real |z| := vVz-Z = y/x2+y2 = 0. Algunas
propiedades del médulo:

lzl=12], 12|=02=0, lzul=I|z|-lul, |z+ul=<|z]+]ul.

Para demostrar la ultima propiedad, basta ver que |z + u|? < (|z] + |u|)?: Para ello,
empecemos observando que si w = ¢+ di es un nimero complejo entonces w +w = 2¢ <
2lcl =2Ve2+d? =2|w|. Sea w := zii. Entonces,

|z+u|2:(z+u)(z+u):(z+u)(é+ﬂ):|z|2+|u|2+zﬁ+éu
=1z +lulP+za+za =22+ ul? +w+w

2 2 2 2 2 — 2 2
(Iz] + 1w = |21+ ul® + 2|z] - |u| = 12|° + [ul” + 2|2| - |@] = |2]* + |u]® + 2|w].
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Luego, |z + ul? < (12| + |ul)?.
. . . . !
Sea z =x + yi un niimero complejo no nulo y 2’ = x’ + y'i. Calculemos Z:
!/ !

2 2z (x-yy+@y+yni wx-yly wy+yx

z  zZ x2 + y2 x2+y2  x2+y2

. 1_ y_
En particular, 3 = Ziy? T Bl

1.2. Espacios vectoriales

“Un espacio vectorial es un conjunto en el que podemos sumar sus elementos y
multiplicar cada elemento por un escalar, y estas operaciones cumplen propiedades
muy naturales”.

Sea k un cuerpo (ejemplos: £ =Q,R 6 C).

1. Definicion: Un k-espacio vectorial es un conjunto, E, dotado de dos operaciones,
una llamada suma E x E — E y se escribe (e,e’) — e + €', y otra llamada producto por
escalares k x E — E y se escribe (A,e) — A e, verificando:

1. (E,+) es un grupo abeliano, es decir,

a) e+(e'+e”")=(e+e')+e”, para todo e,e’,e” € E.

b) Existe un elemento que denotamos por 0 tal que O +e =e+0 = e, para todo
eck.

c) Para cada e € E existe otro elemento que denotamos —e tal que e +(—e) =0.
d) e+e'=e'+e,paratodoe,e’ €E.

2. A-(e+v)=A-e+A-v,VA€ek,e,veEE

3. A+w-e=A-e+u-evVA,uck,eck

4. A-w)-e=A-(u-e), VA,uck,eck

5. 1-e=e,VecekE.

Los elementos de un espacio vectorial se denominan vectores y los de & escalares.

2. Ejemplos: 1. k", con la suma (A;) + (y;) := (A; + ;) y el producto por escalares
A-(1;):=(1-1;) es un k-espacio vectorial. R? que es el espacio en el que pensamos que
vivimos es un ejemplo de R-espacio vectorial.

2, Sea X un conjunto y C(X) = Aplic(X, k). C(X) con la suma estandar de funciones
(f + 2)(x) := f(x)+ g(x) y producto estandar por escalares (1-f)x):=A-f(x) es un k-
espacio vectorial.
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3. Dado un conjunto de espacios vectoriales {E;};cs, el conjunto [];c; E; es de modo
natural un espacio vectorial:

(e)icr +(e)icr:=(e;+€)ier  A-(ep)icr :=(A-ep)icr

Diremos que []; E; es el producto directo de los espacios vectoriales E;.
Definimos la suma directa de los espacios vectoriales E;, que denotamos ®;c1E;,
como

®;crE; ={(e;)ier € HEi : todos los e; salvo un numero finito son nulos}
iel
Si #I < oo entonces ®;crE; =[l;er E;.

Observemos que 0-e=(0+0)-e=0:-e+0-e y por tanto 0-e = 0. Observemos que si
e+e’ =0 sumando —e, obtenemos que ¢/ = —e. Como 0=(1-1)-e =e+(—1)-e, tenemos
que (—1)-e =—e.

Las aplicaciones que conservan la estructura de espacio vectorial (“los morfismos
de la categoria de k-espacios vectoriales”) son las aplicaciones lineales. Con precision:
Sean E,E’ dos k-espacios vectoriales,

1.3. Aplicaciones lineales

1. Definiciéon: Una aplicacion T : E — E' es un morfismo de k-espacios vectoriales (o
aplicacion k-lineal) si

Te+v)=T()+Tw) y TA-e)=A1-T(e)

para cualesquiera e,v e E, L€ k.

2. Ejemplos: Si E un k-espacio vectorial y A € k£ un escalar, entonces la homotecia de
razéon A, hy: E —E, h)(e) = A-e es una aplicacion lineal.

El giro R? — R2, (x,y) — (cos(8) - x —sen() - y,sen(0) - x + cos(0) - y) de 0 radianes es
una aplicacién R-lineal.

Es claro que la composicion 710 Ty : E — G de dos aplicaciones lineales Ty: E — F,
T:i: F — @G, es una aplicacion lineal.

3. Definicion: Una aplicacién lineal T : E — E’ es un isomorfismo si existe otra apli-
cacién lineal S:E' — E tal que ToS =Idg, SoT =Idg.

T es un isomorfismo de espacios vectoriales si y solo si es una aplicacién biyectiva
(lineal).

Denotaremos por Homy(E,E’) al conjunto de aplicaciones lineales de E en E’, que
es un espacio vectorial de modo natural, con la suma y producto por escalares siguien-

tes:
(T+Te):=T)+T'(e) y (A-T)e):=A-T(e)
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4. Definicion: Decimos que F c E es un subespacio vectorial de E si f+f € F y
A-feF,paratodo f,f' e FyAc€k.

F con la suma y producto por escalares es un espacio vectorial y la inclusion F c E
es una aplicacion k-lineal. Si F; son subespacios vectoriales de E entonces N;F; es un
subespacio vectorial de E.

Si F,F' son dos subespacios vectoriales de E se denota F +F' como el minimo
subespacio vectorial que contiene a F' y F'. Es fécil probar que

F+F ={f+f'cE, feF,f eF'}.

El morfismo natural FeF' — F+F', (f,f')— f +f' es epiyectivo, y es inyectivo si
y solo si FNF' = 0. Se dice que E es la suma directa de dos subespacios F,F’ si y
solosi FNF' =0y F+F' =E, es decir, el morfismo FoF' —E, (f,f)— f+f esun
isomorfismo, es decir, todo vector e € E se escribe de modo tinico como suma de un
vector f € F y otro vector f' € F'.
La aplicacion
[ [Hom(E,E}) — Homy(E, [ [E}), (T)ie1 — T, T(e) := (Ti(e))ier
iel i
es un isomorfismo lineal de morfismo inverso T — (7; 0 T');c1, donde 7;: HJE;. — E’i,
mi(e')jer) ==,
La aplicacion

[ [Homy(E;,E") — Homp(®ierE;, E"), (Ti)ier — T, T((ei)ier) := ) Ti(e;)

es un isomorfismo lineal de morfismo inverso T — (T';);e1, T;(e;) := T((0,... ,éi, ...,0)).

5. Cociente por un subespacio vectorial: Sea E un espacio vectorial y F' c E un
subespacio vectorial. Consideremos la relacion de equivalencia que dice que dos vec-
tores e1,e9 € E son equivalentes si y solo si e; —eg € F. En particular, los vectores
de F' son equivalentes a 0. Si identificamos cada vector de E con sus equivalentes,
obtenemos el conjunto que denotamos E/F, que es el siguiente

E/F :={e|ecE, de modo que é1 =ég < e1—eg € F}
Observemos que ¢ =0 siy solosie€F y que é =0 siy solo si existe un vector e’ € F
talquev=e+e'. L
E/F es de modo natural un espacio vectorial: e+ :=e+v y A-&:= 1-e. El morfismo
natural n: E — E/F, n(e) := & es una aplicacion lineal epiyectiva.

6. Definicién: Dada una aplicacién lineal T': E — E’, se denomina nicleo de la apli-
cacion lineal T', que denotamos por KerT', a

KerT:=T"1(0):={e€ E|T(e) =0}
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Es facil comprobar que KerT es un subespacio vectorial de E. T'(e) = T'(v) si y solo
siT(e)-T(w)=T(e—v)=0,es decir, e—v € KerT. Es decir, T'(e) = T'(v) si y solo si existe
un e’ € KerT tal que v = e +¢’. Por tanto, T es inyectiva si y solo si KerT = 0.

La aplicacién T': E/KerT — E', T(é) := T(e), est4 bien definida, pues si & = i existe
un e’ € KerT tal que v =e+e’ y T(v) = T(e)+ T(e') = T(e) (luego T(%) = T'(é), como
ha ser si hablamos con sentido). Ademas, la aplicacién 7': E/KerT — E' es inyectiva:
0=T()=T(e)siysolosieecKerT, es decir, si y solo si ¢ =0.

7. Definicién: Definimos la imagen de 7', que denotamos por Im 7' como

ImT:=T(E):={T(e)eE’, ec E}

Es ficil comprobar que Im T es un subespacio de E’.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

E—L FE  e—=T(e)

PR I

E/RerT —2~ImT ¢— T(&) = T(e)

Donde la flecha horizontal inferior es isomorfismo porque es epiyectiva e inyectiva.

1.4. Sistemas de generadores. Bases

1. Definicion: Sea C = {c;};c; un conjunto de vectores de un espacio vectorial E. Lla-
mamos subespacio vectorial de E generado por C al minimo subespacio vectorial de E
que contiene a C, y lo denotamos (C).

Es facil probar que
(Cy={eeE|e=A1-c1+--+Ancp, c;€C,A; €k, neN}

Si C ={ey,...,e,} entonces denotamos (eq,...,e,) = (C) y se cumple que (eq,...,e,) =
{A1-e1+---+Are,, /1i€k}.

2. Definiciones: Se dice que los vectores de C son un sistema generador de E si
(C) = E. Decimos que un espacio vectorial E es finito generado si existen eq,...,e, € E
de modo que (eq,...,e,) = E. Se dice que los vectores de C son linealmente indepen-
dientes si A;-c1+---+ A, ¢, #0 si algan A; # 0, para todo n y {c1,...,c,} < C. Se dice
que los vectores de C forman una base de E si son un sistema generador de E y son
linealmente independientes.

Los vectores (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0....,1) forman una base de £, denomi-
nada “base estandar” de &".
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3. Observacion: Hasta aqui no hemos necesitado en esta seccion, ni en las anteriores
(secciones 1.2, 1.3) que % sea un cuerpo, podria haber sido anillo, en las definiciones y
en los resultados obtenidos. Ahora bien, cuando £ es un anillo y E cumple las propie-
dades exigidas en la definiciéon 1.2.1, diremos que E es un k-médulo.

4. Teorema de la base: Todo espacio vectorial E # 0 contiene alguna base. Todas las
bases de E tienen el mismo numero de vectores, tal niimero se dice que es la dimension
de E y se denota dimy E.

Demostracién. Voy a suponer que E es finito generado, para no embarullar al lector
con la teoria de cardinales, lema de Zorn, etc.

Supongamos, pues, que E = {eq,...,e,). Sea I c {1,...,n} un subconjunto maximo
con la condicion de que los vectores {e;};c; sean linealmente independientes. Obvia-
mente I # @, pues si I = @ entonces e; = 0 para todo i y E = 0. Veamos que los vec-
tores {e;};c; forman una base de E. Tenemos que probar que (e;);e; = E. Dado e},
1=<j<n,sie;¢{e;)ic entonces {ej,e;}ic; serian linealmente independientes, pues si
Aj-ej+Y;Aie; =0 entonces: 1. Si A; # 0 tendremos que e; = —Zi%-ei y ej€feiiel,
contradiccion. 2. Si A; =0, entonces }_; A;e; =0y entonces A; =0, para todo i € I, pues
los vectores {e;};c; son linealmente independientes. En conclusién, A; = A; = 0 para to-
do 7, luego {e},e;};c; son linealmente independientes. Ahora bien, por la maximalidad
de I, esto es contradictorio. En conclusion, e; € {e;);es, para todo 1 < j < n. Por tanto,
E =(e1,...,en) S{ei)icr Yy E =(ei)ier.

Veamos que todas las bases tienen el mismo nimero de vectores. Sea n el nimero
de vectores de una base (hay muchas) con el minimo nimero de vectores. Voy a pro-
ceder por induccion sobre n. Si n = 1, entonces E = (e) para cierto vector no nulo e.
Dados dos vectores no nulos cualesquiera e, e;, tendremos que e} =11-eye,=13-¢,
con 11,19 # 0, entonces %1 ce1+ 1—21 -eg =e—e =0, luego e/ y e}, no son linealmente in-
dependientes. En conclusién, las bases de E han de estar formadas todas por un tnico
vector.

Supongamos que el teorema es cierto hasta n — 1 < 1, veamos que es cierto para n.
Sea ahora fey,...,en} y {e],...,e),} dos bases de E. Tenemos que e1 = }; A;e’, reorde-
nando la base {e'l, ...,e, .}, podemos suponer que A1 # 0. Pruebe el lector que {és,...,é&,}
y {€5,...,€,,} son bases de E/(e1) (le costara un poco mas ver que la segunda lo es).
Obviamente, el numero de vectores de una base de E/{e1) con el nimero minimo de
vectores es menor que n. Por induccién sobre n, tendremos que n —1 =m — 1, luego
n=m.

O

Si £ es un anillo (y no un cuerpo) no es cierto en general que los 2-médulos tengan
bases. Por ejemplo el Z-médulo Z/57 no tiene bases, pues para todo 72 € Z/5Z,5-1n =0.
Los k-médulos que tienen bases se denominan k2-médulos libres. 2" es un k-médulo
libre y una base de él es la base estandar.
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Si {e;};er son linealmente independientes y {¢};cs es una base de E/{e;);c; enton-
ces {e;,ej}ier,jes €s una base de E: Son linealmente independientes, pues si }_; A;e; +
> jAjej =0 entonces 0 =3 ;dje; +) jAje; =3 ;A;é;, luego A; = 0, para todo j, luego
>iAie; =0y A; =0 para todo i. Generan, pues dado e € E, tendremos que ¢ =3 ;;¢;,
luegoe=Y ;Aje;+e,cone €(e;)ics, esdecir,e' =Y Lie; ye=Y Aje;j+X;Aje;.

Como consecuencias tenemos que si F' es un subespacio vectorial de E entonces
dimE =dimF +dimE/F, y todo sistema de vectores linealmente independiente se pue-
de ampliar a un sistema de vectores que formen base.

Un conjunto de vectores {e;};c; de E es un sistema generador de E si y solo si el
morfismo

®ictk = E, Ni)ier— Y_Ai-e;
i

es epiyectivo; son linealmente independientes si y solo si es inyectivo, y son una base
si y solo si es un isomorfismo. Por tanto, todo espacio vectorial es isomorfo a un ®;¢s%,
pues siempre existen bases.

5. Proposicion: Una aplicacién lineal T: E — E' es inyectiva si y solo si aplica una
(o toda) base en un sistema de vectores linealmente independientes. T es epiyectiva siy
solo si aplica una base (o toda) en un sistema generador. T es un isomorfismo si y solo
st aplica una base (o toda) en una base.

1.5. Coordenadas. Matrices

Fijada una base {e;};c; de un espacio vectorial y dado un vector e = ) ; 1;e; suele
escribirse de modo abreviado e = (1;);c7 (es decir, tenemos un isomorfismo E = [[; %,
e — (Aj)ier). Se dice que (A;);c; son las coordenadas del vector e en la base {e;};cs.

Sea {e;};e; una base de E. Toda aplicacién lineal T: E — E’, esta determinada
por los valores T'(e;), i € I, pues dado e € E entonces e =) ;dje; y T(e) =Y ;1;T(e;).
Reciprocamente, dados v; € E’, i € I, la aplicacién lineal S: E — E’ definida por S(e) :=
Y, Aiv;, parae =) ; Ad;e;, cumple que S(e;) =v;. Formalmente,

Homy(E,E') =Homp(®c1k,E') = [ [Homp(k,EN=[[E', T — (T(ei))ie1

1el el

Si {e’j} es una base de E’, entonces T'(e;) = ¥ ; /ljie;., para ciertos A;; € £ (fijado i,
todos los Aj; son nulos salvo un nimero finito) y existe una correspondencia biunivoca
entre T' y las uplas de escalares (1j;); j)erxJ, “caja” de nimeros que es denominada
matriz asociada a T en las bases {e;} y {e’j} de E y E' respectivamente.

“Asi pues, T, que es una transformacion de un espacio en otro que supera facil-
mente nuestra capacidad de ideacion geométrica, esta determinada por unos cuantos
escalares 1;; € k”.

Fijadas unas bases {e1,...,e,} y {e/,...,e),,} en E y E’ (por sencillez, suponemos
que dimE =n <ocoy dimE’ = n' < 00), escribamos e = (11,...,4,) y T(e) = (1},...,A},).
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Ahora bien, T(e) = T(X; Aie;) = X AiT(ei) = X; Li(Xj Ajie),) = X 5(X; Ajidide’;, luego A, =
>.iAjiAi, para todo j. Ecuaciones que escribimos de modo abreviado

Ay A o A (A
A;n Aml Amn /1n

Si T': E — E’' es una aplicacién lineal de matriz asociada (4;;), entonces la matriz
asociada a A-T es (1-1;;). Escribiremos

A-(Aji)=(A-Aj;)

y diremos que es el producto de una matriz por un escalar.
Si T,T': E — E' son dos aplicaciones lineales de matrices asociadas (1;;) y ()L;.i)
entonces la matriz asociada a T'+ 71" es (A; + /l;.i). Escribiremos

)+ (A =i+ A%)

y diremos que es la suma de matrices.

SeaT:E—E'yS:E'—E" dos aplicaciones lineales. Sea {e }icr, {e/}jes ¥ {e}trek
bases de E,E’ y E" respectivamente. Sea (1;;) y (u;) las matrices respectivas de T' y
S. Calculemos la matriz (cg;) de SoT: (SoT)(e;) = S(}; )Ljie’j) =Y; AjiS(e'j) =Y iAji
Xk trjel) = Xp(Xjurj-Aji)-e). En conclusion, cz; = ¥ uz;-Aji- Seguiremos la notacién,

(urj)o(Aji) = (cp;)

y diremos que (cg;) es el producto de las matrices (uz;) y (A;).

1.6. Espacio vectorial dual

1. Definicion: El conjunto de las aplicaciones lineales de un k-espacio vectorial E en
k se denomina espacio vectorial dual de E y se denota E*, es decir,

E* :=Homy(E,k)

Los vectores w € E* se denominan formas lineales.

2. Proposicion: Si E es un espacio vectorial de dimension finita, de base {e1,...,e,}
entonces las formas lineales {w1,...,w,}, determinadas por w;(e;) = §;; forman una
base de E*. Se dice que {w1,...,w,} es la base dual de {eq,...,e,}.
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Demostracion. Dada w € E* se tiene que w = w(e1) w1 +...+w(e,) w,, porque ambas
formas lineales coinciden sobre los vectores e; de la base de E. Si ) ; 1;w; = 0 entonces
0=(Q;Ajw;)ej) = A;, para todo j. En conclusion, {w1,...,w,} son un sistema generador
de E* y son linealmente independientes, es decir, son una base. |

3. Teorema de reflexividad: Sea E un espacio vectorial de dimension finita. La apli-
cacion lineal candnica
E—(E"" e—eé, é(w):=wle)

es un isomorfismo.

Demostracién. Sea {e1,...,e,} una base de E y {w1,...,w,} la base dual. Es inmediato
que {é1,...,€,} es la base dual de {w1,...,w,}. La aplicacién canénica aplica la base
{e1,...,ep} enla base {é1,...,é,} ¥ es un isomorfismo. O

Sera usual escribir E =(E*)* ye=¢.

4. Matriz transpuesta: Dada una aplicacién lineal T: E — E' sea T*: E'™* — E* la
aplicacion lineal definida por T*(w') := w'oT. Se dice que T es el morfismo transpuesto
deT.

Si {e1,...,en} y {e),...,e},} son bases de E y E' y (Aj;) es la matriz asociada a
T en estas bases, calculemos la matriz (A;‘J.) de T*, en las bases duales {w1,...,wy},
{wi,...,wy,k: T*(w}) =Y /lfjwi. Entonces,

Ajj =T led) = wj(TCe) = w)(Y Auie}) = Ay

que se expresa diciendo que la matriz de T™ es la transpuesta de la matriz de T.

1.7. Producto tensorial

Queremos definir o construir el producto tensorial de dos espacios vectoriales E,
E'. Veamos qué cosas queremos y c6mo queremos que operen.

Quiero un “producto” que denotaré ®, entre los vectores de E (que escribiré en
primer lugar) y los de E' (en segundo lugar). Dados e € E y e’ € E’, quiero construir
e ®e’'. Quiero sumar cosas de éstas, quiero cosas de la forma e1 ® e’1 +---+ep,®e), con
eieEy e’l. € E'. Por ultimo quiero que el producto verifique las siguientes propiedades
(Iineales):

(e1+e9)®e’'=e1®e’ +eg®e’
! Iy ! !

e®(e;tey,)=e®e;+te®e,

Me®e)=le®e =e® Le’

y no quiero imponer ninguna condicion mas (salvo las que se deriven de estas condi-
ciones). Esto es muy facil, con la palabra sea.
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Hablemos con todo rigor. Sean E y E’ dos k-espacios vectoriales. Sea M el k-espacio
vectorial de base {e ® €'}, ocr. Es decir,
M= o Fk-eve
ecE e'eE’
“lo escrito en negrita es mera notacion".
“Queremos identificar (e; +ez)®e’ cone;®e’' +ex®e’; 1-(e®e’) con le®e’ y con
evle’;ye®(e;+tey)coneve] +e®e,”
(e1+ez)®e —e;®e —ex®e’
SeaN:=( ex(e,+e)—-e®e’' —ex®e (%)
1 2 1 2 €E,e ¢ e, cE' Aek
A-(eve)-le®e, leve —e® e = LT 10 R

1. Definicion: Llamaremos producto tensorial del espacio vectorial E por el espacio
vectorial E’, que denotaremos por E ®, E’, a

E®kE/ :=M/N.

2. Notacion: Dado e® e’ € M, denotaremos e®e' € M/IN =E®E' pore®e’.

Pues bien, E ® E’ es un espacio vectorial y estda generado por los vectores e ® e/,
variando e € E y e’ € E’ (porque los vectores e®e’ generan M y E®E’ = M/N). Tomando
clases en () se tienen las igualdades

(e1+eg)®e’'=e1®e’'+eg®e’
e®(e|+ey)=e®e|+ewel (%)
lewe =e® e’

Calculemos las aplicaciones lineales de E ® E’ en otro espacio vectorial V. Como
E®E' = M/N, dar una aplicacién lineal ¢: E ® E' —V equivale a dar una aplicacién
lineal ¢: M — V que se anule en N (de modo que ¢(e ® e') = ¢p(e ® €')). Ahora bien, M
es un es un espacio vectorial de base {e ® €'}.cg o/ck', asi pues, ¢ estd determinado por
Pp(e®e’) (variando e€ E,e' € E') y se anula en N si y solo si

P((e; +ez)®e’)=Pple1®e') + Pp(ez ®e’)

Pp(leve)=ped le') = Ape®e’)

ple®(e] +e,) =dlede])+plede,)
En conclusién, dar una aplicacién k-lineal ¢: E ®, E' — V, equivale a definir ¢(e ® e’)
(para todo e€ E,e’ € E’) de modo que se cumpla

p(le1+eg)®e)=@ple;®e)+plea®e’)
p(lewe’)=gple® le') = Ape®e’)
ple®(e] +ey))=plede))+ple®el)
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3. Definiciéon: Se dice que una aplicacién : ExE’' —V es k-bilineal si f(1-e1+eg,v) =
A-Ble1,v)+pP(eg,v)y Ble,A-v1+v2)=A-B(e,v1)+ B(e,v2). Al conjunto de las de todas las
aplicaciones bilineales de E x E’ en V lo denotaremos por Bil,(E,E’; V).

Se dice que una aplicacion u: E1 x--- x E,, =V es k-multilineal si

/ /
pule,...,A-ej+e,,...,ep) =A-uley,...,e;,...,e,) +uley,...,e;,...,ex).

Al conjunto de las de todas las aplicaciones multilineales de E1 x---x E, en V lo deno-
taremos por Multly(E,...,E,;V).

Hemos probado la siguiente proposicién.

4. Proposicion: Tenemos la igualdad

Hom,(E®LE',V) = Bil,(E,E;V)
¢ —— Po, Byle,e):=¢pese’)
pplexe’):=ple,e), pg ~—— P

Dadas dos aplicaciones lineales T': E — V, T': E' — V' podemos definir el morfismo
E®E - VeV e®e — T(e)®T'(e'), morfismo que lo denotaremos por T® T".

5. Propiedades del producto tensorial: 1. E®,E' =E'®,E.
2. (EeE)®,V=(Ee,V)e(E'®,V).

3. (oE;)®,V=aE;aV).
1el i

4 ke,E=E.

Demostracién. 1. Tenemos el morfismo E®E' — E'®E, e®e’ — e’ ® e y su inverso
E'®9E —-EQ®E' e'®e—ew®e.
2. Tenemos el morfismo (E®E )@V - (EeV)a(E'®V), (e,e')ov— (e®v,e'®0V) Yy
el inverso (E®V)e(E'®V)—(EeoE)®V,(e®v,e'®0V)—(e,0)®v +(0,e)®0’.
3. Idem que 2.
4. Tenemos el morfismo A QFE — E, A®e— Aeyelinverso E - k®E,e— 1®e.
O

6. Teorema: Si E es un espacio vectorial de base {e;};c1 y E' es un espacio vectorial de
base {e'j} jeg entonces E ®, E es un espacio vectorial de base {e; ® e'j}iel, jed-

Demostracién. Tenemos que E = @7k, Y;Ai-e; — (A;) y E' = a4k, Zj/lj-e’j — (4;).
Estamos afirmando que

(e1k)®r (@ gk) =01k @) (B k) = ®1(© k) = B k.
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7. Proposicion: Sea E' un k-espacio vectorial de dimension finita. Entonces
E” ®, E =Homy(E' E).

Demostracién. Si E' = k es obvio. Supongamos E’' = k. Como Homy(—,E) y —®,L E
conmutan con sumas directas finitas, hemos concluido.
Explicitamente, la aplicacién lineal E™* ®, E — Hom(E',E), w ® e — (w ® ), donde
(w®e)e'):=w(e')-e, es un isomorfismo.
O

8. Proposicién: Homy(E &, E',E") = Homy(E,Homy(E',E")).

Demostracién. Asignamos a ¢ € Homy(E ®, E',E"), ¢ € Homy(E,Hom(E',E")), defi-
nido por ¢(e) := ¢(e ® —), donde ¢(e ® —)(e’) := (e ® e’). Reciprocamente, asignamos al
morfismo ¢ € Homy(E,Hom,(E',E")), » € Homy(E ®, E',E"), definido por @¢(e ® e’) :=
(p(e))(e’). O

Del mismo modo que hemos definido el producto tensorial de dos espacios vec-
toriales podriamos haber definido el producto tensorial de tres espacios vectoriales,
e igualmente dar una aplicacion lineal ¢: E1 ®, Eo ®;, E3 — V equivale a definir los
Pple1®eg®eg), paratodo e € Eq,e9 € Eg,e3 € E3, de modo que sea k-lineal en cada uno
de los tres factores, es decir, Homy(E1 ®; Eo ®, E3,V) = Multl,(E1,E9,E3 : V). Igual-
mente podemos definir el producto tensorial de n-espacios vectoriales.

9. Proposicién: (E1®k"'®kEn)®k(E,1®k"'®kE;n):E1®k'"®kEn®kE,1®k"'®kE,m-
Demostracion. El morfismo
¢€H0mk(E1®k---®kEn, Homk(E'1®k---®kE;n, E1®k---®kEn®kE,1®k---®kElm))

definido por (e ®---®e,)(e|®---®e) ):=e1®---®e, ®e ®---®e),, define por la pro-
posicion anterior, el morfismo

(E1®k"'®kEn)®k(E/1®k"'®kE;n)_’E1®k"'®kEn ®kE/1®k"'®kE/

m»

definido por (e1®---®e,)®(e]® --®e) ) —e1® - ®e,®e]® - ®e.
El morfismo E1®;---®,E, @, E|®;-- 9, E), = (E1®;---®, Ep)®r(E| ®1 -0 E})),
e1®---®e,®e|® -®e; —(e1®--®e,)®(e® --®e) es el morfismo inverso.
m|

Hemos demostrado, ademas, la propiedad asociativa del producto tensorial, pues
facilmente tenemos que

E1®,(Eg®rE3)=E1®,E20,E3=(E1®,E3) e, E3.
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10. Definiciéon: TE :=keoE e (Ec®E)e---¢(E®-"-®E)®..., con la suma, +, y con el
producto, ®, se dice que es el algebra tensorial asociada a E.

11. Teorema: Sean E; k-espacios vectoriales de dimension finita. La aplicacion lineal

E’l‘ ®k...®kE:‘lﬂ(E1 ®r - ®pE,)" =Multl,(Eq,...,E,;k)
wi®---Qw, — (W1® --’w,)

con (W1® - wy)e1® --®ey,):=wiler) --wnyley), es un isomorfismo lineal.

Demostracion. Sea {e;;}; una base de E; y {w;;}; la base dual. Por tanto, una base de
Ei®,---®rE, es{w;;1® - ®Ww;,n}i;,..i,, que resulta ser via ¢ la base dual de la base
{ej; 19 ®ej,ntiy, i, de E1®p - ®, K.

O

12. Notacion: Por abuso de notacion suele denotarse (w1 ® - ® w,) por wi® -+ Wy,
Reciprocamente, w1®---®@w, € E]®---®E;, suele pensarse como la aplicacion multilineal
(w1®---wy,).

13. Ejercicio: Dadas T, € E{®---®E, y Sy € F{®---®F,, (con dim; E;,dim;, F'; < c0),
prueba que

(Tn®Sm)(ely---,en,fla---afm): Tn(eL---;en)'Sm(fly---,fm)-

1.8. Potencia exterior n-ésima de un espacio vecto-
rial

“Queremos definir ahora un producto A, con las propiedades multilineales de ® y

de modo que v A---Av, sea cero siy solo vy,...,v, € E no son linealmente dependientes.

Basta imponer solo que v1 A... A v, es nulo si dos de los v; son iguales”.
Sea V el k-subespacio vectorial de E ®, -"- ®;, E, generado por los vectores

e1®:--®e;_109e® - ®e_19e@ -®e,
variando e;,e, j, k.
1. Definicion: Llamaremos n-ésima potencia exterior de E, que denotaremos por

A"E, a
A"E = (E ®p U ®p E)/V

2. Notacién: Diremos que A\°E =k y que A'E =E.
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3. Notacién: Denotaremose ®eq® - -®e, € (E®-"-®,E)V = A"E por eiAesA---Aey,.
Observemos que A ademas de las propiedades de multilinealidad heredadas de ®,
cumple que e;A---AeA---AeA---ANe, =0. Si e; es combinacién lineal de los {e;};+;,

entonces ey AegA---ANe;jA---Ne, =0:e;= ) Ajej, luego
J#i

ei1NegN---Ney =el/\---/\ei_ll\(Z/ljej)/\eiH/\---/\en
J#i
=) AjelA---Aei_lAejAei+1A---Aen =0
J#i

ComoO=ejA---Ale+e)A---A(e+e')A---Ne, =e1A---NeA---Ale+e')A---Ne,+e1A---Ne'A
cAe+e)A---Ne, =e1A---NeN---NeA---Ne,+e1A---NeN---Ne'N---Nep,+e1A---Ne A---A
en---Nept+eiA--Ae'A--Ne'A-Ney =er A AeA---Ne' N Aepter A Ne A NenAey
obtenemos que

el/\.../\e./\.../\gl/\.../\en:—el/\.../\e.,/\.../\]ee/\.../\en
J J

Recordemos que toda permutacion es producto de transposiciones y que el signo de la
permutacion es igual a —1 elevado al nimero de las transposiciones. Por tanto, dada
una permutacion o, de {1,...,n}, tenemos que

g Neg2) N " Negn) :signo(a)-ell\eg/\--~/\en

4. Como A"E =(E®-"-®E)/V, dar un morfismo lineal ¢: A"E — F equivale a dar un
morfismo E®-"-® E — F, que se anule en V, es decir, equivale a definir Pler A= Nep)
(para todo eq,...,e, € E) que sea k-lineal en cada factor y de modo que cumpla que
PlerA---NeN---NeA---Nep)=0.

Dada una aplicacién lineal T': E — E’ induce el morfismo A"T: A"E — A"E’, defi-
nido por A"T(e1A---Nep):=T(e1)N---AT(ey).

5. Ejercicio: La composicién del morfismo

H:\N'E—E®"-®FE, He1A---Ney):= Y sign(0o)-es1)® * ®eqn)

gesS,
con el morfismo natural de paso a cociente 7: E ® -"-® E — A"E es igual a n!-Id.

6. Teorema: Sea E un espacio vectorial de base {e;};c], por sencillez consideremos un
orden total en I. Entonces,

lei, N Nejtij<ig<<i,

es una base de N"E.
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., r
Demostracion. Sabemos que {e;, ®---®e; };; i1 esunabasede E®---®E. Por tanto,
tomando clases tenemos que {e;; A---Ae; };i, e s un sistema generador de A"E.
Si en el producto exterior de r-vectores aparecen vectores repetidos entonces es nulo.
Ademas

iy NCigey N Nej ., =signo(o)-e;; Nej, A=+ Nej,

Por tanto, {e;; A---Ae; }i <iy<..<i, €s un sistema generador de A"E.
Supongamos que existe una combinacion lineal

Y Ainig,.iseiy A Ae, =0.

11<i9<:<Ip

probemos que A;, i, ;. =0.Sean {w; € E*};c; tales que w;(e;)=0sii#1yw;(e;)=1
Consideremos la aplicacién lineal

w: \N'E—E, viN-- ANV, — Z signo(0) - w;i,(Ve)) - Wi, W)

geS,

Se cumple que 0 = w( Y Aihiz,'",ireil JARERNAY eir) = A’il,m,ir'
11<i9<-<ip

O
7. Corolario: vq,...,v, € E son linealmente independientes si y solo si vi A---Avy, #0.
Demostracion. Sivi,...,v, € E son linealmente independientes entonces forman parte

de una base, luego vi A---Av, forma parte de una base de A"E y es distinto de cero. O

Si E es un espacio vectorial de dimension n y base {eq,...,e,} entonces A"E es un
espacio vectorial de dimensién 1 de base e; A--- Ae,. Dados vy, ---,v, € E, con v; =

Z/li jej, tendremos que
J

VIA-- AUy =(Ar1er+--+Aiep) A A(Aprer + -+ Aynep)

Z A’lll : nznell rNej, = Z Ala(l) nU(n) s N " Negn)
11 Fip gesS,

=( Z signo(o)A151) " Anon)) €1 A - Aep.

gesS,

1.8.1. Aplicaciones multilineales hemisimétricas

8. Definicion: Una aplicacion multilineal H: E x... x E — V es una aplicaciéon hemi-
simétrica si H(e1, -,e,)=0sie; =ej, paraun i # j.
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Observemos que si e; es combinacién lineal de los demas e, por la multilinealidad
y hemisimetria de H, se cumple que H(e1,...,e,) =0. Por otra parte,

O:H(el’...’e+v’...’e+v’...’en):H(el,...,e’...’U’...,en)+H(el’...’U’...’e,...,en)

Luego H(ey,:--,e,---,v, -+ ,e,)=—H(e1, -+ ,v,-+-,e,---,e,) y en general

Denotemos Hem(E x --- x E,V), el conjunto de todas las aplicaciones hemisimétri-
casde Ex---xEenV.

9. Proposicion: La aplicacion lineal
Hem(E x ™ x E,V)— Hom;(A™E,V), H— H,

donde H(e1A---Ney):=H(eq,...,ep), es un isomorfismo.
En particular, Hemy(E x - x E k) = (A™E)*.

Demostracién. Estamos repitiendo lo dicho en 1.8.4. O

10. Proposicion: Sea E un espacio vectorial de dimension finita. El morfismo natural

AmE* — (A™E)*
WA A0y — (WIAANop),

donde (W1 A ANWp)V1L A AVy):= Y signo(o) w1(Vea)): OmVem)), es un isomor-
geSy,

fismo.

Demostracion. Si ey,...,e, es una base de E y wi,...,w, la base dual, entonces ¢
aplica la base {w;; A---Aw;, }i;<..<i,, de A™E* en la base dual de la base {e;; A+ A
eim}i1<'“<im de A™E. O

Con las dos proposiciones anteriores obtenemos la siguiente proposicion.

11. Proposicion: Sea E un espacio vectorial de dimensién finita. Entonces

ATE* = Hemp(E x ™ xE,k)
WA AWy — (WiA--ANwy)

donde (Wi A~ ANwy)et,...,en) = % sign(o)-wileq1)) - wmeom))-
g€eS,,
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12. Proposiciéon: Sea T: E — E’' una aplicacion lineal y T*: E'™* — E* el morfismo
inducido en los duales. El diagrama

AnE/* (AnE/)*
A”T*l L(A" T)*
A'E* ——= (A"E)*
es conmutativo.

Demostracion. En efecto,

[AnT*(w'l/\---/\w;L)](el A---Nep)= [T*w'1 /\---/\T*w;l)](el A---Ney)
=wiA-Aw, (TN AT(e,)=wiA-- Aw,(A"T(e1 A+ Ney))
=[(A"T) Wi A Aw)ler A=+ Nep).

1.8.2. Producto exterior y contraccion interior

Si un morfismo ¢: E®E’ — E" se anula sobre los elementos v®e’ para todov eV c
E y e’ € E' entonces factoriza via el morfismo ¢: (E/V)®E' —E", p(é®e') := (e ®e’).
La composicién de morfismos

(E®"oE)9(E® " ®E)=E®" " 9E — A""™E
(e1®--®e,)®(e11®®epim)—€1 A ANepim
factoriza via el morfismo

AN'E®AN"E — AN"""E, (e1 A Nep)®(eps1 A" ANepsm) — 1A " ACnim,

que llamaremos “producto exterior de coformas”,

13. Proposicion: El producto exterior de coformas es asociativo: Es decir, se cumple
que (Q AQ)AQr = Q AQy AQ,), con Q; € A'E.

El producto exterior de coformas es anticonmutativo: Q, AQy, = (1) Q AQp,
para toda Q, € N"E y Q,, € N"E.

Demostracién. La asociatividad es clara, en cuanto a la anticonmutatividad digamos
solo que

(e1 A Nep)A(eps1 A ANepim)=(=1)""(ent1 A Nepim)A(e1 A= Ney)
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14. Definicién: Se dice que AE :=keE & (A2E)®---®(A"E)®..., con la suma, +, y
con el producto, A es el algebra exterior asociada a E.

El epimorfismo TE — AE,e1®---®e, — e1 A---Ae, es un morfismo de algebras (=
de anillos).

15. Ejercicio: Sean w, € A"E* y w), € A"E*, que podemos pensar como aplicaciones
multilineales hemisimétricas. Prueba que

n
Y (ir-r)
! !
wp Aw,,(e1,...,en4em) = Z (-1)r=1 ‘wpley,...,ei,) wpylej,...,ej. ).
1<---<ip,

J1<<Jm
(suponemos que {i,, js},s ={1,...,n+m}).

16. Dado w € E* consideremos la contraccion interior hemisimétrica por w

2 -1 2 | — N
iy E® " 9E -E®""'QF, lw(e1®~~®en)::Z(—1)‘ l-w(ei)~e1®~--®ei®---®en
i

que llamaremos contraccién interior hemisimétrica, que es la suma de la contracciéon
interior por w en cada factor afectada de un signo.

17. Proposicion : La contraccion interior hemisimétrica es una antiderivacién del
dlgebra tensorial, es decir, dadas T, e (E®-"-®E)y T,, € (E ® *-® E), entonces

t(Th®Tp) =G wTn)® T+ (=1 Ty, ® (11, T'y).

. .. _ .y ,
Demostracién. Basta demostrar la proposicion para Ty, =e1®---®e, y T, =€ ®---®e,.
Ahora bien, la suma de las contracciones interiores por w en cada factor (afectado por
un signo) es contraer primero en los n-primeros factores mas contraer después en los
ultimos m factores. La cuestion del signo se la dejamos al lector. O

La contraccion interior hemisimétrica en el algebra tensorial define por paso al
cociente un aplicacion lineal que denominaremos “la contraccion interior” en el algebra
exterior. En efecto, si v; =v; (i < j) entonces

fw(v1®-~~®vr):
= (=" W) v1 A AD A AU A AU+ (1Y T w() v A AU A AD A A,

= (D7 + (-1 (1Y T Dw g A A G A AV A Ay = 0.

Tenemos pues el morfismo

iw: NE—NTE, iy,01A-Av) = i,01 8 80,) = Y (1) w(;)-v1 A ADi A+ Av,

1
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18. Corolario: La contraccion interior es una antiderivacion del dlgebra exterior, es
decir, dadas Q, € A"E y Q,, € N E, entonces

Lw(Qn A Q) =G Q) AQp +(=1)"Qy A Q).

19. Las n-formas se identifican con aplicaciones hemisimétricas de orden n. Dado
e1€eEyQ,=wiA---ANw, € A"E* =Hem(E x .”. x E, k) (con dim, E < co), entonces

(Lo, Qn)eg,...,en) =W A Awy))eg,...,e,)

= (Z(—l)i'lwi(el)wl A AW A ANwp))es,...,e,)

2Y Y (-1 lsigno(0) - wileo) - wiler) - wle o)

i UESn_l

2
=wiA---ANwyleq,e9,...,en)=Qu(e1,e9,...,ep)

1 Consideramos S n—1 como el subgrupo de S,, formado por las permutaciones que
dejan el 1 fijo.

2 si 7; € S, es la permutacion que transforma {1,...,n} en {2,...,i —1,1,i,...,n},
entonces signo(t;) = (-1)" 1y S, =S,_1-7111---11Sn-1- 7, (porque S,_1-7; son las
permutaciones que transforman el i en el 1).

1.9. Potencia simétrica n-ésima de un espacio vecto-
rial

“Queremos definir ahora un producto conmutativo, con las propiedades multilinea-
les de ®”.
Sea V el k-subespacio vectorial de E ® -*- ® E, generado por los vectores

e19)-8ej® - ®e,® - ®e,—e1®-®e,®-®e;j®--®e,
variando e;, j, k.
1. Definicion: Llamaremos n-ésima potencia simétrica de E, que denotaremos por

S"E, a
S"E :=(E®-"-®E)V

2. Notacién: Denotaremos e1® ---®e, € (E®-"-®E)V =S™E por ey---e,.
Observemos que - ademas de las propiedades multilineales heredadas de ®, cumple
que
€1 "€n=E€g(1) " "€a(n)

para todo o € S,,.
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3. Como S™E = (E ®-"-® E)/V, dar un morfismo lineal ¢: S"E — F equivale a dar
un morfismo E ® -*-® E — F que se anule en V, es decir, equivale a definir Pler---eyn)
(para todo ey,...,e, € E) que sea k-lineal en cada factor y de modo que ¢(e;---e,) =
P(es1) - eq(n)) Para todo o € S,,. Es decir,

Hom(S"E,F)={T e Multl,(E x -*- x E,F) | T(e1,-** ,en) = T(es1),"** »eo(n)), YT € Sp}
= Aplic. n-mult. simétricas de E en F =: Simy(E x -"- x E,F)

4. Ejercicio: La composicién del morfismo

S:SnE—>E®-r'L'®E, S(e1---ep):= Z e5(1)® - ®egn)

gesS,
con el morfismo natural de paso a cociente 7: E®-"-® E — S™E es igual a n!-Id.

5. Teorema: Sea E un k-espacio vectorial y {e;}ic; una base de E. Por sencillez consi-
deremos un orden total en 1. Entonces, {e;,--e; }i,<..<i, es una base de S"E.

Demostracion. Sabemos que {e;, ®---®e; };; i 7 esunabasede E® .".® E. Por tanto,

tomando clases tenemos que {e;, ---e; }i;, .i.er s un sistema generador de S"E. Como

ej; rej, =ej e, paratodo o € S,, tendremos que {e;, ---e;,};; <..<i, €s un sistema
generador de S"E.

Nos falta probar que {e;,---e; }i,<..<;, son k-linealmente independientes. Sea ¢ =

Y Aiy,.i€iorei, = 0. Sean {w; € E*} tales que w;(e;) =0sii#jy w;ile;) =1.

i1<-<i,
Dado iy <---<i, sea J ={(j1,...,Jr) € I" tales que exista 0 € S, de modo que i) =

Jio--nlory=Jriyseaw= Y w; ®---®w; € Homy(S"E,k). Entonces,
(1seesdr)ES

Aiy,..ir =w(t)=0.
O

S, opera de modo natural en E ® -*-® E permutando los factores: dada 0 € S, y
e1®--®e,,0(e1®-®ep):=eyz1)® - ®ey(n). Sea

(E®"®E)" :={TeE®-"-®@E|a(T)=T para todo o € S}
La composiciéon de morfismos

(E®o " 9E)9(E® " oE)=E®"""9E — S""E

(e1® - ®ep)®(ep41® " ®epim)—e1 " "Cnim

factoriza via el morfismo, que llamaremos producto simétrico de tensores simétricos,
+ —.
S"E®S™E — S"""E,(e1--ep)®(ent1  €nim)— €1 enim =:(e1--en)(eni1 - Cpnim).
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6. Proposicion: El producto simétrico de tensores simétricos es asociativo: Es decir,
(Tp-Tp) Tr=Tyn (Tp-T,), con T; € S'E.

El producto simétrico de tensores simétricos es conmutativo: Ty, - Ty, = Ty, - Ty, para
toda T, e S"Ey T,, € STE.

S'E:=keE®(S2E)e---&(S"E)®..., con la suma, +, y con el producto, -, se dice que
es el algebra simétrica asociada a E. El epimorfismo TE — S'E,e1®---®e,—e1---e,
es un morfismo de algebras (= de anillos). Denotaremos S°E =% y S'E =E.

7. Ejercicio: Sean s, € S"E* y s, € S"E*, que podemos pensar como aplicaciones
multilineales simétricas. Prueba que

/ !
Sn-Spe1,...,entm) = Z sn(eiy,...,e;,) S(ej,...,ej ).
1<<ip
jl <-e- <jm

(suponemos que {i, js},s ={1,...,n+m}).
8. Sea w € E*, llamaremos al morfismo

T -1 s N
v E®e"9E—-E®" " ®FE, Lw(el®---®en)::Zw(ei)-e1®---®ei®---®en
i

contraccion interior simétrica, que es la suma de la contraccién interior por w en cada
factor.

9. Proposicion: La contraccion interior simétrica es una derivacion del dlgebra ten-
sorial, es decir, dadas T, e (E®-"-®E)y T, € (E ® ™ ® E), entonces

Lw(Tn®Tm) =@ 0wTn)® T +Tn®@wTh)

Demostracion. Basta demostrar la proposicién para T, =e1®---®e, y T, = € ®---®e].
Ahora bien, la suma de las contracciones interiores por w en cada factor es contraer
primero en los n-primeros factores mas contraer después en los dltimos m factores. O

La contraccién interior simétrica en el algebra tensorial define por paso al cociente
un aplicacion lineal que denominaremos “la contraccién interior” en el algebra simé-
trica. En efecto, el morfismo

iw: SI'E_,ST—].E, iw(vl...vr):: Zw(vi).vl...ﬁi...vr
i

esta bien definido.

10. Corolario : La contraccion interior es una derivacion del dlgebra simétrica, es
decir, dadas T, € S"E y T,, € S™E, entonces

iw(Tn : Tm) = (Lan) Tm + Tn (Lme)
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11. Los tensores simétricos de orden n se identifican con aplicaciones multilineales
simétricas de orden n. Dadoe1 € Ey T, =w1---w, € S"E* =Sim;(E x .». x E, k) enton-
ces

(ie,Th)es,...,e,) =(lo(w1---wp))eg,...,en)

= (Zwi(el)'wl'“wi"'wn)(ez,---,en)

- Z Z wilege) --wile1) - wnlegm))

1 0eS,-1

2
:wl'“wn(elan"",en): Tn(elae2,--~,en)

1 Consideramos S,-1 como el subgrupo de S,, formado por las permutaciones que
dejan el 1 fijo.

2 7; € S, es la permutacion que transforma {1,...,n}en{2,...,i-1,1,i,...,n}, en-
tonces S, =S,-1-T1[]---1ISsr-1 T, (porque S, _1-7; son las permutaciones que trans-
forman el i en el 1).

1.10. Aplicaciones
1.10.1. Determinante de un endomorfismo lineal

1. Definicion: Sea E un espacio vectorial de dimensiéon n y T': E — E un endomorfis-
mo lineal. Entonces A"E =k y A"T: A"E — A"E es la homotecia por cierto escalar de
k, que llamaremos determinante de 7' y denotaremos det(T').

Si {e1,...,e,} es una base de E y la matriz de T en esta base es (1;;), entonces

tenemos que T'(e1)A---AT(e,)=( Y signo(d)Aiga)Anom)) €1+ Aep, luego
ogeS,

det(T) = Z signo(o) 151y " Anon)-

o€es;,

Denotaremos det(A;;) = Y signo(o)Aig(1) - * Ano(n) ¥ diremos que es el determinante
ogeS,

de la matriz (4;;).

2. Proposicion : Sea E un espacio vectorial de dimensién finita. T: E — E es un
isomorfismo si y solo si det(T') # 0.

Demostracion. Sealeq,...,e,tunabasede E. T es un isomorfismo <= T'(eq),...,T(e,)
son linealmente independientes <= T(e1)A---AT(e,) #0 < det(T) #0. m|

3. Teorema: det(T o T')=det(T)-det(T").
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Demostracion. Se verifica que A"(T)oA™(T') = A™(ToT"): (N (T)o A™(T"))e1A---Nep) =
ATXT (e A AT (ep))=(ToT'Ner)A---A(ToT')en) = A (ToT)e1 A+ Nep).

Por tanto, multiplicar (en A"E = k) por det(T") y después multiplicar por det(T) es
igual a multiplicar por det(T o T”). Es decir, det(T o T") = det(T') - det(T"). |

4. Definicion: Dada una matriz A = (a;;) llamaremos menor pqg de la matriz, que
denotaremos por AZ, al determinante de la matriz que se obtiene suprimiendo en (a; 7)
la columna q y la fila p.

5. Proposicion: det(a;;) = Y(-1)?"a 1A},
q
Demostracion. Sea {e;} una base. Entonces
det(a;j)e1 A --Ney :(Zajlej)/\-w/\(Zajlej):% apiep A(Zajgej)A~--A(Zajnej)
J J J J

=ape1AN(Xajpej)A---AN(YX ajej)+--+apniepa A(X ajoej) A---A( Y ajpe;)

J#1 J#1 JjEn Jj#En
:allA%-el/\---/\en+--~+an1A,1L-en/\el/\---/\en_l

=(X(-1V"ajA)) e1 A Aey
J
y hemos concluido. O
6. Proposicion: Sea dimp E =n<ocoy T: E — E un endomorfismo lineal. Se cumple
que det(T') = det(T").
Demostracion. A"T es una homotecia de factor det(7), luego (A"T)* también y como

coincide con A”T*, que es una homotecia de factor det(7*) concluimos. O

7. Matriz inversa: Sea T: E — E’ un isomorfismo lineal y sea A = (a;;) la matriz
de T en unas bases {ej} de E y {e’j} de E'. Calculemos la matriz B = (b;;) de A™L:

T‘l(e'i) = %bjiej, luego
T He)AerA---NEjn--Nep=bjiejNerA-—-NEjN--Ney=(=1)*bjier A Aey
Aplicando AT, obtenemos
e AT(e) N ANT(e)A--AT(en)=bji(~1) 1 det(T)-e/, A---nel,.
Como e’ /\T(el)/\--'/\m/\---/\ T(e,) :A{-(—l)i“e’1 A---Ne, entonces
J

b= (_1)i+J’L
It det(aij)'
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1.10.2. Rango. Regla de Cramer

Sea T: E — E’' una aplicacién k-lineal entre k-espacios vectoriales de dimensién
finita.

8. Definicion: Se llama rango de T, que denotaremos rango7', a la dimension de
ImT.

Como E/KerT =ImT, é— T(e), se tiene que rangoT =dimIm7 = dim E—-dim KerT'.

9. Si{ey,...,e,} es una base de E, entonces Im7T = (T'(eq),...,T(e,)) y hemos definido
rango T como el nimero maximo de 7'(e;) que son linealmente independientes entre si.
Si (1;) es una matriz asociada a T entonces rango T' es el nimero maximo de columnas
linealmente independientes entre si.

Sea {v1,...,v,} una base de un espacio vectorial V' y u; =} ;1;jvj, 1 <i <s. Tendre-
mos que

ULA-AUs=D Ajy . jUjs Ao AU,

Calculemos A;, ;. Seai:(uy,...,us) —V,lainclusibny n: V — (v;,,...,v;,) tal que
n(;)=0sij#{j1,...,Jst y n(v;;) =vj,, para 1 <i < s. Entonces

det(moi)-vj, A...Avj, = AN°(moi)ur A Aug) = A°(m) w1 A ANug)
_AS —1. . .
=N°n(} Aj WU N AU ) = Ay iUy A AU

En conclusioén,

Ajrnje = detCA; e, ja)

Recordemos que u1,---,us son linealmente independientes si y solo w1 A---Aug # 0,
luego u1,...,us son linealmente independientes si y solo si algin A;, ; #0.

10. Proposicién : Sea (1;;) una matriz asociada a T: E — E'. El rango de T es el
mdximo de los érdenes de los menores de la matriz (A;;) no nulos.

Demostracion. Sea{ey,...,e,} unabasede E y {e,...,e},} una base de E' de modo que
Te)=Y%; itije’j. El rango de T es el nimero maximo de los T'(e1),...,T(e,) linealmente
independientes. O

11. Corolario: El nimero mdximo de columnas linealmente independientes de una
matriz coincide con el niimero mdximo de filas linealmente independientes.

Dada una aplicacién lineal T: E — E’', ¢’ € E', se cumple que e’ € ImT si y solo
si dimImT = dimImT + (e’). Asi pues, si {e1,...,e,} es una base de E, {e,...,e},} es
una base de E’, T'(e;) = Zj/lije’j ye'=Y%; bje’j, tendremos que e’ € ImT si y solo si el
rango de la matriz (1;;) es igual al rango de la matriz (A;;) ampliada por la columna
(b1,...,bm).
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Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

/111x1+ s +An1xn = bl
/11mx1+ +7anxn = bm

Sea T': R* — R™ la aplicacién lineal de matriz asociada (1;;) en las bases estandar y
e’ =(b1,...,b,). Las soluciones del sistema de ecuaciones lineales se corresponden con
los vectores e = (x1,...,x,) € R" tales que T'(e) = e'. Por tanto, el sistema de ecuaciones
tiene solucién si y solo si el rango de la matriz (1;;) es igual al rango de la matriz (4;;)
ampliada por la columna (b1,...,b,,).

Supongamos que el sistema de ecuaciones lineales tiene solucién. Supongamos que
el menor M obtenido de las columnas {i1,...,i,} y filas {j1,...,j,} de la matriz (1;;) es
de determinante no nulo (r = rangoT). Por tanto, las filas ;' ¢ {j1,...,/,} dependen
linealmente de las filas ji,...,j, y para calcular las soluciones del sistema las pode-
mos quitar. Pasemos las variables x;/, con i’ ¢ {i1,...,i,} al otro lado de la igualdad.
Tendremos que

xiy bj —Xiretin,....iny Mitji Xir Xi, bji = Yitgliy,...isy it jr X
M-|:|= : > |=M" :

xi, bj, = Yirgtiy,...ijy Airj, %ir X, bj, —Xirgtiy,...i,) Airj, Xir

1.10.3. Polinomio caracteristico. Diagonalizacion

Sea T': E — E un endomorfismo k-lineal. Nuestro objetivo es encontrar (si existe)
A

una base B ={eq,...,e,} de E tal que T'(e;) = A;-e;, es decir, T = .
An
12. Definicion: Sea T: E — E un endomorfismo k-lineal. Diremos que 0 # e € E es

un autovector de T si T'(e) = A -e, para cierto A € k, en este caso diremos que A es un
autovalor de T' (“el autovalor asociado al autovector e”).

Sea A la matriz asociada a T en una base B ={eq,...,e,}. Entonces, e = (x1,...,x,
es un autovector de 7' de autovalor A si y solo si

Diremos que (x1,...,x,) es un autovector de A de autovalor A.
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13. Ejemplo: Calculemos los autovectores del giro de a radianes alrededor del origen
de R? (en sentido antihorario). La matriz del giro en la base usual es

cosa sena
—sena cosa

Buscamos vectores (x, y) € R? no nulos tales que T'(x, y) = A-(x, y). Tenemos que T'(x, y) =
(xcosa—ysena,xsena+ ycosa). Entonces,

xcosa—ysena=A-x
xsena+ycosa=A-y

Es decir,
x-(cosa—A)—y-sena=0
x-sena+y-(cosa—1)=0
El sistema es compatible y (x,y) = (0,0) es una solucién. Tiene mas soluciones si y solo

si
_|cosa—A  sena

—sena cosa—A

Es decir, si y solo si A = 2¢sat ”24“’5“_4 € R. Lo cual solo sucede si @« = 0,7. Si a =
0, entonces todos los vectores (no nulos) son autovectores de autovalor 1. Si a« = 7
todos los vectores (no nulos) son autovectores de autovalor —1. Para a # 0,7 no hay
autovectores.

:/12—(2cosa)-)t+l

14. Ejercicio: Sea T': R? — R3 el endomorfismo lineal de matriz en la base usual

110
T=12 2 0
11 2

Comprueba que los vectores (1,-1,0) y (0,0,1) son autovectores de T'.

15. Proposicion: Sea T': E — E un endomorfismo k-lineal. Entonces,

1. Si A€k es un autovalor de T, entonces
{Autovectores de autovalor A} = Ker(T — A -1d)\{0}

2. A€k esun autovalor de T si y solo si det(T'— A-1d) = 0.

Demostracion. 1. En efecto, 0 # e € E es un autovector de autovalor A siy solo si T'(e) =
A-e, que equivale a (T'— A -1Id)(e) = 0, es decir, si y solo si e € Ker(T — 1 -1d).

2. En efecto, A € k£ es un autovalor de T si y solo si existe un autovector 0 #e € E
de autovalor A, es decir, Ker(T — A -1d) # 0. Ahora bien, Ker(T'— A1-1Id) = 0 si y solo si
rango(T—A-Id) = dim E y esto sucede si y solo si det(T'—A-1d) # 0. Luego, Ker(T'—A-1d) #
0 siy solo si det(7'— A-1d) = 0 y hemos concluido. |
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Si A = (a;;) es una matriz cuadrada, definimos

ail—x aig A1n
asi agg—x - aon
ca(x)=det(A—x-Id) = .
ani an2 t Qpp—X

que es un polinomio ménico de grado n =dimE. Si A’ =C-A-C™1, entonces

cax):i=1A"—=x-1d|=C-A-C ' —x-1d|=|C-(A—x-1d)-C" L= |A —x-1d| = ca(x).

16. Definicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal, cuya matriz asociada en una
cierta base sea A. Llamaremos polinomio caracteristico de T', que denotaremos cr(x),
al polinomio definido por

cr(x):=ca(x) =det(A —x-1d)

(que no depende de la base escogida).

17. Proposicion: Sea T: E — E un endomorfismo lineal. Entonces, A € k es un auto-
valor de T siy solo si A es una raiz del polinomio caracteristico de T.

18. Ejemplo: Calculemos los autovectores y autovalores del endomorfismo lineal del
ejercicio 1.10.14: Calculemos primero el polinomio caracteristico de T

1-x 1 0

-2 2-x 0
1 1 2-x

cr(x) = = —(x3 = 5x? + 6x) = —x(x — 2)(x — 3).

Los autovalores son las raices 0,2,3 de c7(x).
Calculemos los autovectores de autovalor 0, es decir, Ker T,

KerT = {(x,y,z) e R?: T'(x,y,2) = (0,0,0)}
={(x,y,2) € R3: (x+y,2x+2y,x+y+22)=(0,0,0)} = ((1,-1,0)).
Calculemos los autovectores de autovalor 2, es decir, Ker(T —21d),
Ker(T - 21Id) ={(x,y,2) € R3: (T - 21d)(x,y,z) =(0,0,0)}
={(x,y,2) ER3: (—x +,2x,x +y) = (0,0,0)} = ((0,0,1)).
Calculemos los autovectores de autovalor 3, es decir, Ker(7T' — 31d),

Ker(T —31d) = {(x, y,2) € R3: (T — 31d)(x, y,2) = (0,0,0)}
={(x,y,2) €R%: (—2x+ y,2x— y,x + y—2) =(0,0,0)} = (1, 2,3)).
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La matriz de T en la base B ={(1,1,0),(1,0,-1),(1,1,0)} es igual a

0 00O
0 2 0].
0 0 3

Buscamos bases en las que la matriz asociada a un endomorfismo lineal sea muy
simple.

19. Definicion: Se dice que un endomorfismo lineal T: E — E es diagonalizable si
existe una base de E, B={eq,...,e,}, tal que T'(e;) = A; -e;, para todo i, es decir, si la
matriz asociada a T en la base B es igual a

A - 0
0 - A,

Demos condiciones computables que caractericen los endomorfismos diagonaliza-
bles.

20. Proposicion: Sea T': E — E un endomorfismo R-lineal y escribamos el polinomio
caracteristico cr(x) = £(x —a1)"' ---(x —a,)"", con a; # aj € C si i # j. Entonces, el endo-
morfismo lineal T es diagonalizable < a; € Ry n; = dimKer(T — a; -1d), para todo
L.

Demostracion. =) Si T es diagonalizable existe una base en la que la matriz asociada
a T es diagonal, reordenando los vectores de esta base podemos suponer que

a1
ni

a1

~
M

nr

ar

con a; # @; €R, si i # j. En este caso, c7(x) = £(x —a1)"'---(x —a,)"", con a; # a; € R,
parai # j,y dimKer(T — a; -1d) = n;, para todo i.

<) Observemos que ) ; n; = gr(cr(x)) = dimE. Ademas, los Ker((T — a; Id) estan en
suma directa, pues

Ker(T—a11d)---(T—a,1d)) =Ker(T —a11d) & - - - ® Ker(T — a, 1d).

Por dimensiones, E = Ker(T —a11d)®--- & Ker(T — a,- 1d). Si consideramos una base en
cada Ker((T — a; Id), obtendremos una base de E en la que T diagonaliza.
O
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21. Proposicion: Sea T: E — E un endomorfismo R-lineal. Si el polinomio caracteri-
stico de T tiene todas sus raices en R y son distintas, entonces T diagonaliza.

Demostracion. Tenemos cr(x) = +(x—a1)---(x—ap), cona; # a; parai# jyn=dimk.
Por tanto, dimKer(T — a;Id) = 1 y por dimensiones tenemos que

Ker(T—a1-1d)---(T—a,1d)=Ker(T—a1-Id)®--- o Ker(T — a, Id) = E.

Si consideramos una base en cada Ker(T — a; Id), obtendremos una base de E en la que
T diagonaliza.

O
05 0'4 0'6

22. Ejemplo: Comprobemos si la matriz A = [0'3 04 03| diagonaliza. Tenemos
02 02 01

que ca(x) = —(x—1)-(x—0"1)-(x+0'1), luego diagonaliza (en una base de autovectores).
Calculemos la base.

Ker(A —1d) = ((16,11,6)), Ker(A—-0'11d)=((1,-1,0)), Ker(A+0'11d)=((1,0,-1)).

1 11
23. Ejemplo: Comprobemos si la matriz A = |0 1 1| diagonaliza. Tenemos que
0 01

calx)=—(x—1)3 y Ker(A —Id) = ((1,0,0)). Por la proposicién 1.10.20, no diagonaliza.

1.10.4. Orientacion. Forma de volumen

Hablemos, primero sin rigor, de orientacién de un R-espacio vectorial, para ligar la
intuicién vaga que tenemos de orientacion con la definicién matematica de orientacién
que daremos mas adelante.

“Decimos que un espacio vectorial £ de dimension 1 (una recta) lo tenemos orien-
tado, si sabemos decir qué esta a la derecha del cero y qué esta a la izquierda del cero.
Para esto es necesario y suficiente con que tengamos un vector no nulo e € E, de modo
que diremos que un punto e’ € E distinto de 0, esta a la derecha de 0 si e’ = 1-e, con
A >0, diremos que esta a la izquierda si A < 0. Otro vector, v define la misma orien-
tacion que e si y solo si v = ue, con u > 0. En conclusion, dar una orientacién en E,
equivale a dar un e € E (o cualquier otro Ae, con A > 0).

Sea ahora E un plano. Decimos que en el plano E estamos orientados, si siempre
que tengamos una recta (pongamos que pasa por el origen) orientada sabemos decir
qué esta a la derecha de la recta o qué esta a la izquierda de la recta. Asi si tenemos
una recta orientada r = (¢) c E (donde e orienta la recta), dado e’ (que no yazca en la
recta) sabemos decir si esta a la derecha o a la izquierda de la recta. Ademas, si e’ estd
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a la derecha de la recta, entonces los puntos de la derecha son de la forma Ae + ue’, con
i > 0. Asi si fijamos la recta orientada r = (e) y decimos que e’ esta a la derecha de r,
definamos e A e’ que es una base de A?E, entonces v = ae + Be' esta a la derecha de r,
siysolosieAv=p-ene con f>0.En conclusién, dada una dos coforma cy € A%E,
tenemos una orientaciéon en E: Dada una recta orientada r = (¢) (donde e, o Ae con
A > 0, orienta la recta) diremos que e’ estd a la derecha de la rectar, siene’ = f-co,
con B > 0. Asi pues, dar una orientacién en E, es dar una cs € A2E (o cualquier otra
A-ca, con A >0).

Sea ahora E un R-espacio vectorial de dimensién 3. Decimos que estamos orienta-
dos en E, si dado un plano orientado sabemos decir qué esta a su derecha y qué esta
a su izquierda. Dar un plano V c E orientado, es dar una dos coforma cs € A2V (o
cualquier otra Acs, con A > 0). Asi si tengo, una tres coforma cs € A3E (o cualquier otra
A-c3, con A >0), dado e’ € E, diré que esta ala derechade V sicone’ =a-c3, con a > 0.
Observemos, que sie” = pe’+v,con u>0yconv eV, entonces cane” = pu-cone’ = ules.
En conclusién, dar una orientacién en E, es dar una c3 € A3E (o cualquier otra A-cs,
con A >0)”.

24, Definicion: Dar una orientacién en un R-espacio vectorial E de dimensién n,
es dar una n-coforma no nula ¢, € A"E. Decimos que dos orientaciones ¢, y ¢}, son
iguales si ¢, =A-c), con 1> 0.

Como A"E =R, en E solo podemos dar dos orientaciones, “una y su opuesta”.

Dada una orientacion ¢, € A"E existe una unica w, € A"E*, salvo un factor multi-
plicativo positivo, de modo que wy,(c,) = 0. Equivalentemente, dada una n-forma w,,
salvo un factor multiplicativo positivo, tenemos definida una orientacion.

Sea E un R-espacio vectorial de dimension n orientado, y e; A...Ae, € AE una
n-coforma que orienta E (o equivalentemente una n-forma w, que orienta E).

25. Definicién : Diremos que una base ordenada {e],...,e},} estd positivamente orien-
tadasie|A---Aej, =A-e;A---Aep, con A >0 (0 equivalentemente si wy(e],...,e),) > 0).

26. Proposicion: Sea e’ = Y A;je;. Entonces {e),...,e,} estd positivamente ordenada
J
st y solo st det(A;;) > 0.

Demostracion. e A---Ae), =det(A;;)-e1 A+~ Ney. O

27. Forma de volumen: “Sea E un R-espacio vectorial de dimension n, con una orien-
tacion. Fijemos una unidad de volumen, es decir, digamos que el paralelepipedo con
vértice en el origen y aristas (con origen el origen) e1,...,e, tiene volumen 1. La funcion
F:.Ex---xE — R que asigna a n vectores el volumen del parelelepipedo de aristas los n
vectores, multiplicado por —1 si los n vectores no estdn positivamente orientados, es una
aplicacion lineal hemisimétrica. Observemos que N"E* = (F) y que F estd determinado
por la igualdad F(eq,...,e,)=1."
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28. Definicion: A los vectores no nulos de A"E* se les llama formas de volumen.
Dada una forma de volumen Q, € A"E*, llamaremos volumen del paralelepipedo de
aristas vq,...,v, al numero real |Q2,,(v1,...,v,)l.

29. Proposicion: Sea T': E — E un endomorfismo lineal. Entonces, T manda paralepi-
pedos de volumen V a paralelepipedos de volumen |det(T)|-V.

Demostracion. Sea (2, una forma de volumen. Observemos que

Qn(T(vy),...,T(y) =[A"T*(Q)v1,...,v,) =det(T) - Q, (v1,...,vp).

30. Siv; = Z_/lijej, tendremos que
J

Quwi A Avy) =Qp(det(A;;)-e1 A--- Aey) =det(A;)Qn(e1 A--- Aep).

Es decir, el volumen del paralelepipedo de aristas v1,...,v, es |det(A;;)| por el volumen
del paralelepipedo de aristas ej,...,e,.

31. Definiciéon: Dada una forma de volumen (2, € A"E*, llamaremos coforma de vo-
lumen ¢, € A"E, a la tnica coforma tal que Q,(c,) = 1.

Evidentemente, 2, y ¢, se determinan mutuamente. Dados vy,...,v,, tenemos que
UVIA-- AU, =Qpv1,...,05) Cp
como se observa aplicando (2, a ambos términos de la igualdad.

32. Ejemplo: Dada una base {eq,...,e,} y un vector v =) ; 1;e;, tenemos que
3 i
AietAN---Nep=ei1A---ANUA---Ne,=Qp(e1,...,0,...,ep) Cp
AietAN--Ne,=1;Qu(e1,...,en) Ch

o Quenyben) o Qulelyebren)
Luego, AL - Quleq,....en) yuv= Zl Qnleq,....en) €i.

1.11. Meétricas

Uno de los conceptos dificiles de definir en la ensenanza béasica es la nocién de an-
gulo. Se dice algo asi como que el angulo entre dos semirectas concurrentes es la region
que hay entre las dos rectas ;Qué es la region? ;Es un numero? jPero la region es muy
grande! Para sortear esta objeccidn, se considera la circunferencia de radio 1 centrada
en el punto de corte de las dos semirectas. Entonces el angulo (medido en radianes) es
la longitud del arco de esta circunferencia comprendida entre las dos semirectas , o si
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se quiere el area multiplicada por 2 del sector circular comprendida entre los dos se-
mirectas. Procedamos de otro modo: Consideremos vectores vi,ve de médulo uno sobre
cada semirecta. Calculemos la proyeccion ortonormal A-v9 de v sobre (v9). El niimero
real N(v1,v2) := A nos dara una idea exacta del angulo. Esta asignacion de un nime-
ro a cada par de semirectas concurrentes, puede extenderse a una asignacion de un
numero a cada par de vectores. En efecto, dados dos vectores eq,e9 sean |e1| y |ea| sus
médulos y consideremos e = I% yey,= IZZI' Sea N(e1,e2) =le1|-lea|-N(e,e}). Resulta
que N: ExE — R, (e1,e2) — N(eq1,e2) es una aplicacion bilineal. En conclusién, la no-
cién de angulo en un espacio euclideo estéd estrechamente relacionada con la nocién de
aplicacion bilineal. Veremos como a partir de una aplicacién bilineal definimos lo que

es espacio euclideo, angulo y médulo.

1. Notacion: En esta seccion E sera un espacio vectorial de dimension finita, eq,...,e,
una base de E y w1,...,w, € E* la base dual.

2. Sabemos que Bil,(E x E, k) = Homy(E,E*). Explicitamente, dada T's € Bil,(E x E, k)
tenemos la aplicacién lineal E — E*, denominado la polaridad asociada a Te y que lo
denotamos también por T'9, definido por

Ta(e)e') :=Tale,e').

Reciprocamente, dado una aplicacion lineal Ty: E — E*, podemos definir una aplica-
cién bilineal que seguimos denotando T, Ta(e,e’) := T'a(e)(e’).
Sabemos que
Bil,(E xE,k)=E* @, E*

Una base de E* ®; E* es {w; ®w;}. Dada una aplicacién bilineal T's € Bil,(E x E, k),

tendremos que Ty =Y A, ;w; ®w; y
i,J

Tole,e') =) Ajjwie) wjle)
i

En particular, To(e;,e;) = A;;. Se dice que (A;;) es la matriz asociada a T en la base
{e;}. La polaridad asociada cumple que

Ts(e) := Z/lij-wi(e)-wj.

ij
Luego la matriz de la polaridad T es (1;;)’. Sie =3 ;x;e; y ¢’ =Y x\e;, entonces

Ta(e,e) = Zlijxix} = (%15, %) - (Aij) - (2], ..., 20"
i,J
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3. Dada una aplicacién lineal ¢p: E' — E y una aplicacién bilineal T en E, denotamos
por ¢*T la aplicacion bilineal de E’ definida por

¢ Tale',v"):= Ta(p(e"), p")).

Si{e’}y {ei} son bases de E' y E respectivamente, (b;;) es la matriz de ¢ en estas bases
y (ars) la matriz asociada a T'9, entonces la matriz asociada a ¢p* T es

(brs)t '(aij)'(brs)

porque el diagrama

E—2 . F

(P*Tzl sz
El* d) E*

es conmutativo, pues

(9" 0T 0p)e)v') = (¢ 0 T2)p(e))(W") = Ta(pleHN(P")
= Ta(p(e"),p(") = (¢ Ta)e',v") = (¢ Ta2)(e) V).

Se dice que un isomorfismo lineal ¢: (E,Tg) — (E',T}), e — ¢(e) es una isometria si
¢*Ty="Ts.

4. Definicion: Se dice que T'9 es no singular si la polaridad asociada Ty: E — E* es
un isomorfismo (es decir, det(4;;) # 0).

SiTy: E — E* es un isomorfismo, entonces T2 := (T9)"1: E* — E es un isomorfismo.
Por tanto, T2 define una aplicacién bilineal en E* (pues E = (E*)*). Si la matriz de
Tg es (A;;) la matriz de T2 es (AY) := (xlij)'l. Si Ty =3;jAijw; ®wj, entonces T? =
Y.ijAYe;®ej. Por tltimo observemos que si w = T'y(e) y w' = Ta(e’) entonces

T%(w,w') = T*(w)w') = T*(Ta(e)(Ta(e") = e(Ta(e")) = Ta(e')e) = Ta(e',e).

5. Ortogonalidad. Dado un subespacio V € E diremos que V* :={e € E | To(v,e) =0
para todo v € V} es el espacio ortogonal de V. Denotaremos *V :={e € E | To(e,v) =0
para todo v € V}.

Dado un subespacio vectorial V < E diremos que V°:={w € E* | w(v) = 0 para todo
v € V} es el subespacio (de E*) incidente de V. Si tomamos una base {e1,...,e,} de V yla
ampliamos a una base {e1,...,e,} de E y consideramos la base de E* dual {w1,...,w,}
entonces {w,+1,...,wy} es una base de V. Por tanto, dimV? = dimE — dim V..

Via el teorema de reflexividad, dado W c E* se tiene que W° = {e € E | w(e) = 0 para
todo w € W}. Dado V € E se tiene que

V9i={e€cE|0="Ts,e)=Ts()e) para todoveV}= T2(V)0
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6. Sidefinimos Té(e, e'):=Ty(e’,e), entonces la matriz asociada Té es la matriz trans-
puesta de T y el ortogonal a V por T%, V1t esigual a 1V;igualmente 'V =V+.

7. Proposicion: Si T es una métrica no singular de un espacio vectorial de dimension
finita E y V € E es un subespacio vectorial entonces dimV~+ = dimE — dimV. Ademds,
tvh=v.

Demostracion. dimV+=dimT3(V)?=dimE* —dimTy(V)=dimE —dimV.

(VHL =V. Siv' € V* entonces To(v',v) = 0 para todo v € V. Por tanto, V < +(V1).
Por otra parte, *(V1)=dimE —dimV* = dimE — (dimE — dim V) = dim V. Por dimen-
siones, T(V1)=V. O

Dos subespacios E',E" de E, se dicen que son ortogonales entre si si Ta(e’,e”) =
To(e",e') =0 para todo e’ € E' y ¢” € E". Se dice que E es la suma ortogonal de dos
subespacios E’' y E” si son ortogonales entre si y E es la suma directa de los dos
subespacios. En este caso escribiremos E = E' LE”. Observemos que

! [/ " / / no_n

para todo e}, e, €E' y e/, el € E".
Si E'y E” son dos espacios vectoriales con sendas métricas T, y Ty entonces pode-
mos definir en E = E' @ E” 1a métrica

Toe'+e",v"+v"):= T’ ,v')+ T (", v"
Obviamente, E es la suma ortogonal de E' y E”'.

8. Definicion: Se denomina radical de T'9, que denotaremos Rad 79, al ntucleo de la
polaridad T, es decir,

RadTs:={e € E|Ty(e,e’) =0 para todo e’ € E}.

T2 es no singular si y solo si Rad T's = 0.
La restriccion de T9 a Rad T'9 es 1a métrica nula.
En general, si E = E'LE" entonces Rad T's = Rad T’y |z ® Rad T .

9. Definicién: Se dice que T es una métrica simétrica si To(e,e’) = Ty(e',e), para
todo e,e’ € E. Se dice que T es una métrica hemisimétrica si To(e,e’) = —To(e’, e), para
todo e,e’ € E.

Si Ty es simétrica entonces A;; = Ta(e;,e;) = Ta(ej,e;) = Aj;. Reciprocamente, si
Aij = Aji, para todo i,j, entonces Ta(e,e’) = To(e,e) para todo e,e’ € E. Es decir, T
es simétrica si y solo si la polaridad T's coincide con su morfismo transpuesto T';. Si
T3 es hemisimétrica entonces A;; = T'o(e;,e;) = —Ta(ej,e;) = —Aj;. Reciprocamente, si
Aij = —Aji, para todo i, j, entonces Ta(e,e’) = —Ta(e’,e) para todo e,e’ € E. Es decir, T
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es hemisimétrica si y solo si la polaridad T coincide con su morfismo transpuesto T';,
multiplicado por —1.
Si T'9 es simétrica o hemisimétrica entonces

RadTy={ec€E|Ts(e,e’)=0paratodo e’ € E}={e € E | Ts(e’,e) = 0 para todo e’ € E}

e induce sobre E/Rad T la métrica Ty definida por To(é,é’) := To(e,e’). Ademas, T es
no singular porque si T9(¢,¢é’) = 0 para todo &', entonces T9(e,e’) = 0 para todo e’, luego
e€RadTyy é=0. SiE’ es un suplementario de Rad T2, entonces el morfismo

(E',Top) — (E/Rad T9,Ts), e — €
es una isometria. Por ultimo,
E =RadT91E ~RadTylE/RadTs.

10. Definicion: Sea T'9 una métrica simétrica. Se dice que una base {e,...,e,} de E
es ortonormal si T'a(e;,e;) =0sii#jy Taoe;,e;)=+1.

11. Teorema de Sylvester: Sea E un R-espacio vectorial de dimensién finitay To una
métrica simétrica no singular en E. Entonces existe una base ortonormal {e1,...,e,} de
E, luego la matriz asociada a Ts en esta base es

+1 0 O
o . 0
0 0 =1

Demostraciéon. Veamos en primer lugar que si T2(e,e) = 0 para todo e € E entonces
Ty =0: Sean e,e’ € E, 0 = To(e +e',e +e') = Toe,e) + Tole,e’) + Tao(e',e) + Toe,e’) =
2Ty(e,e’), luego Ty = 0.

Sea, pues, e € E tal que Ta(e,e) # 0. Sea E’ = (e)*. Se tiene que (¢) NE’ = 0, por
tanto, por dimensiones, E = (¢) LE'. La restriccién de T9 a E’ es no singular, pues
0 =RadTse =Rad Ty, ® RadTsg. Por induccién sobre la dimensién, existe una base

ortonormal {es,...,e,} en E’. Si consideramos e = ﬁ-e tenemos que {eq,...,e,}
9(e,e

es una base ortonormal de E.
O

Reordenando la base, podemos suponer en el teorema anterior que

1

Ty
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Veamos que el nimero p no depende de la base escogida: para todo e € E' = (ey,...,ep),
no nulo, se tiene que T'y(e,e) > 0; del mismo modo para todo e € E” = (ep11,...€,) no
nulo se cumple que T9(e,e) < 0. Supongamos que existe un subespacio vectorial V tal
que para todo v € V no nulo Ty(v,v) > 0. Obviamente VNE" =0, luego dimV < dimE —
dimE"” = dimE' = p. En conclusién, p es la dimensién méaxima de los subespacios
E' cE, tales que Ty(e’,e’) >0, para todo e’ € E’. Se dice que T tiene signatura (p,q).

Si2#0en ky Ty es hemisimétrica, entonces T9(e,e) = 0 para todo e € E, ya que
To(e,e) =—To(e,e).

12. Teorema : Sea E un R-espacio vectorial y To una métrica hemisimétrica en E.
Entonces, dimE —dimrad Ty es un niimero par. Si Ts es no singular (luego dimFE es
par), entonces existe una base {e1,...,ean} tal que Ta(e;,e;) = 0 para todo i,j, salvo
i=2r—1y j=2r (para todo r) en los que To(eg,—1,e9,) = 1.

Demostracién. Sea E' un suplementario de RadT5. Entonces, E = RadTyLE’ y To
restringido a E’ es no singular. Podemos suponer que E = E' y que T2 es no singular.
Dado e € E no nulo, sea e’ € E no nulo tal que Ta(e,e’) # 0, que existe porque dim{e)* =
dimE 1. Sea eg := 7,2(‘#'(2,) La dimension del subespacio vectorial {(e1,e2) es dos, porque
si eg = Aleq entonces T9(e1,1e1) =0 y se tiene que T9(e1,e2) = 1. Ademas, la restriccion
de T a (e1,e2) es no singular. E1 subespacio (e1,e2)" es ortogonal a (e1,es) y (e1,e2) N
(e1,e9)’ = 0. Por dimensiones, E = (e1,e2)L{e1,e2)’. La restriccion de Ty a (e1,eq)™
es no singular, luego es facil concluir el teorema procediendo por induccién sobre la
dimension. O

1.11.1. Espacio vectorial euclideo

Comencemos con la definicion de producto escalar y la definicion de espacio vecto-
rial euclideo.

13. Definiciones: Un producto escalar en un R-espacio vectorial E es una aplicacion
bilineal simétrica T's tal que T'2(e,e) > 0 para todo vector no nulo e € E. Denotaremos
To(e,v)=e-v 6 (e|v).

Un R-espacio vectorial E con un producto escalar - se dice que es un espacio vec-
torial euclideo, también diremos “(E,-) es un espacio vectorial euclideo”.

14. Ejemplos: 1. El producto escalar usual en R? es
(x1,%2) - (y1,¥2) := x1Y1 + X2y32.
2. El producto escalar usual en R3 es

(x1,22,x3) - (y1,¥2,¥3) :=x1y1 + X2y2 + X3Y3.
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3. El producto escalar usual en R” es

(X1,..,%) V1,0, Yn) = X1Y1+ ... + X Yn.

4. Un producto escalar en el espacio vectorial C([0,1],R) ={f: [0,1] — R, continuas}
es

1
(flg) = fo F)g(o)dx.

15. Ejercicio: Calcula en el ejemplo segundo anterior (1,2,3)-(1,—1,—2). Calcula en
el ejemplo cuarto anterior (x|x2 + 1).

Si (E,-) es un espacio vectorial euclideo y W € E es un subespacio vectorial, enton-
ces en particular tenemos en W un producto escalar, luego W es de modo natural un
espacio vectorial euclideo.

16. Definicion: El moédulo de un vector e € E es el numero real |e| := + /e-e.

Observemos que lel2=e-e.

17. Proposicion: Se cumple que ||A-e| =|A|-|e].

Demostracion. En efecto,

IA-ell = V(Ae)-(Ae) = VA2(e-e) = Al lell.

Por tanto, ﬁ (con e #0) es un vector de médulo 1.
18. Teorema de Pitagoras: Sea (E,-) un espacio euclideo y e,v € E. Entonces,
ev=0 < [e+vl*=llel®+ v
Demostracién. Como [e+v]|%2=(e+v)-(e+v)=e-e+v-v+2(e-v)=[el?+[v]?+2(e-v),

es facil concluir el teorema. O

19. Definicion: Diremos que dos vectores e,v € E son ortogonales cuando e-v = 0.

20. Ejercicio: Calcula un vector de R? ortogonal a (1,2).

21. Proyeccion ortogonal de un vector e sobre (v): Suponemos que v # 0 y quere-
mos expresar e = e +eg de modo que e; sea ortogonal a vy eg = 1-v, para cierto 1 € R.
Diremos que e es la proyeccion ortogonal de e sobre la recta (v).
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Calculemos e9 o0 equivalentemente A:
e-v=(e1+A-v)v=er;-v+AMv-v)=Av- V).

Por tanto, A = 2% y eg = £--v. Si definimos

v er:=e—22-v, tenemos que e;-v =0y

|

e—=eq+tes.

22. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |e-v|<|e]|-|v].
Demostracion. Escribamos e =e{+ A-v, con e1-v =0. Entonces,
le-vl=l(e1+A-v)-v| = A@-V) =] [l

lell-llvll = V(er+A-v)-(e1+A-v)- vl = \/eF + A2 -v)- vl = VA2(@-v)-|lv]|

2
=AMl lvll® = le-vl.

O
23. Desigualdad triangular: |e+v| <|el +|v].
Demostracién. Basta probar que |le + vl2 < (el + llvl)?. Tenemos
||e+v||2:(e+v)-(e+v):e-e+v-v+2-e-v:||e||2+||v||2+2-e-v
< llell®+ vl +2lelllvll = (el + llv])?.
O

24. Definicion: La distancia entre dos puntos p,q € E es d(p,q) :=1llq —p]l.
25. Ejemplo: Calculemos la distancia entre (1,2,3) y (1,1,1):
d((1,2,3),(1,1,1) = (1,1,1) - (1,2,3)l = 0,-1,-2) = V1+4= V5.

Observemos que d(p,q) =llg—pl =Illp —ql =d(q,p).
Por la desigualdad triangular tenemos que

d(p,q)+d(q,r)=llg—pl+lr-ql=lr-pl=d(p,r).

26. Ejercicio: La configuracion espacial del ion hexaacuocobre Cu(H20)g es la de un
octaedro regular de vértices las moléculas de agua y centro el atomo de cobre. Si la
longitud de los enlaces Cu — OHs es 167 pm (pm= 10"12m), calcula la distancia entre
los atomos de oxigeno de dos moléculas de agua adyacentes.
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27. Definicion: Cuando e,v # 0 tenemos que —1 < m <1, y diremos que el coseno
del angulo @ que forman e y v es

e-v
cosq = —,
lell-llvll
de modo que (la medida en radianes de) el angulo a esta bien definido entre 0 y 7, y
@ = 5 justo cuando e-v = 0.
El angulo que forman 3 puntos distintos a, b, ¢ se define como el angulo que forman
los vectores ba:=a—-bybc:=c—b.

28. Ejercicio: Sean e y v dos vectores de médulo 1y a el angulo que forman. Prueba
que la proyeccion ortogonal de e en v es igual a (cosa) - v.

I

29. Ejercicio: La molécula de metano CHy tiene la
siguiente configuracion espacial: El atomo de carbono
esta situado en el centro de un cubo y los atomos de
hidrégeno estan localizados alternativamente en los
vértices del cubo. Puede pensarse también, que los ato-
mos de hidrégeno son los vértices de un tetraedro de
centro el atomo de carbono. Calcula el angulo que for- ,
man H,C,H. !

30. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo y W €V un subespacio. Dire-
mos que e € E es ortogonal a W, si e-w =0 para todow e W.

31. Ejercicio: Calcula un vector de R® perpendicular al plano x; + 2xs + 5x3 = 0 (el
plano x1 + 2x9 + 5x3 = 0 es el subespacio vectorial de R3 formado por los (x1,x9,x3) € R3
tales que x1 +2x9 + 5x3 =0.)

32. Proyeccion ortogonal sobre un subespacio: Sea (E,-) un espacio vectorial
euclideo y W € E un subespacio. Sea {w1,...,w,} una base ortogonal de W y e € E un
vector. Diremos que

e-wi e wy

Wi+ +
wi1-wi Wp-Wn

w= Wy.

es la proyeccién ortogonal de e sobre W.
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Observemos que (e—w)-w; =0, para to-
do i, luego e —w es ortogonal a W. Por
ultimo, w es el vector de W mas cer-
canoae:Dadow’' e W,seaw”" =w'-we
W. Entonces, w' =w +w" y

d(e,w)? = lle-w'I* = (e —w) + (~w")|?

2 "2 2 "2
=lle—wll”+llw"[“ =d(e,w)” + |lw"|“.

Wy

Luego, d(e,w’) = d(e,w) y d(e,w’) =

cwn d(e,w) si y solo si w” = 0, es decir,
wy - Wy b wl =w

Wy

33. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo. Dado un subespacio vectorial
L ¢ E se define el ortogonal de L, que denotaremos L, como

Lt:={ecE:e-1=0,VieL}.

L+ es un subespacio vectorial de E: Dados v1,vs € L+, entonces (v1 +vg)-l =vy-1 +
ve-1 =0, para todo ! € L, luego v{ +ve € L*. Dados A€ Ry v e L', entonces (A-v)-1 =
A-(v-1)=0paratodoleL,luego A-veL™'.

34. Propiedades del ortogonal: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo y L.L' € E
subespacios vectoriales. Entonces,

~

. Et={0}y {0} =E.
2. Si L<L' entonces L* 2 L'

(LYt =L

o

4. E=LeL+*(E=L+L*yLnL*={0}.
5. dimE = dimL + dimL"'.
6. (L+L)-=L+*nL*y@LnL)=L++L"

Demostracién. 1. Sie € E+ entonces e-e =0, luego e =0 y E+ = 0. Obviamente, {0} =
E.

2. Obvio.

3. 4.y 5. Sea (eq,...,e,) una base ortonormal de L. Ampliando esta base, sea
{el,...,en,e’l,...,e’m} una base de E. Por el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, obtenemos una base ortonormal

1 1
{e1,...,en,e7,...,e,}
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de E. Ahora ya es claro que L+ = (e,...,em)y (LYt =<(eq,...,en) =L.
Ademas, E =L & L* y tomando dimensiones

dimE =dimL + dim L™+

6. Obviamente, (L+L') = L-nL'*. Veamos la otra igualdad. Sea N =L+ y N’ = L'-.
Entonces sabemos que (N + N')t = N+ A N't. Tomando ortogonales, por 3. obtenemos

N+N =(N*nNHt =@ nLH*.
Luego, L* + L't =(LnL")*.

35. Ejemplo: Consideremos el plano IT de R? definido por la ecuacién
3x1+x9—5x3=0.
Es decir, IT = {(x1,x2,x3) € R? tales que 3x; + x2 — 5x3 = 0}. Sea v :=(3,1,-5), entonces
()t = {(x1,x9,x3) € R? tales que v - (x1,x9,x3) = 0}
={(x1,x9,x3) € R? tales que 3x1 +x9 —5x3 =0} =1I.

Por tanto, ITt= ((v) 1)+ = (v) = ((3,1,-5)).

Calculemos la distancia de p =(1,1,-1) € R3 a I, d(p, I1). Se define d(p,II) como la
distancia de p al punto de II mas cercano a p, es decir, a la proyeccion de p sobre II.
Consideremos la proyeccion de p sobre (v),

p-v 9
P - 23,1,-5).
P1 oo v 35( )
Entonces, la proyeccion de p sobre [Tes pa=p—-p1y
9 9 ar__9
d M) =d = — = =[—=(@3,1,-5) = —= V35 = :
(p,IT1) =d(p,p2)=lp—p2ll=lp1l ||35( ,1,=5)|l 35 /35

36. Ejemplo: Consideremos ahora la recta R de R? definida por las ecuaciones
3x1+x9—5x3=0
x1+x9+x3=0

Es decir, R =[1;NIly, donde I1; es el plano 3x1+x2—5x3 =0y [ es el plano x1+x9+x3 =
0. Por tanto,
R* =y nTlp)* =TIy + 15 = ((3,1,-5),(1,1,1)).

37. Ejemplo: Dados dos vectores (3,1,-5),(1,1,1) € R3, calculemos ((3,1,-5),(1,1,1))*.
Observemos que ((3,1,-5),(1,1,1)) es el plano de ecuacion

X1 X9 X3
3 1 -5|=0.
1 1 1

Es decir, ((3,1,-5),(1,1,1)) es el plano de ecuacién 6x; — 8xg + 2x3 = 0. Por lo tanto,
((3,1,-5),(1,1,1))* = ((6,-8,2)).
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1.11.2. Isometrias. Matrices ortogonales

38. Notacion: Supondremos en esta seccién que E y E’ son espacios vectoriales eucli-
deos y que T': E — E’ un isomorfismo R-lineal.

39. Definicion: Diremos que T es una isometria si “conserva distancias”, es decir,

d(T(e),T(v))=d(e,v), paratodoe,v € E.

40. Ejemplo: Sea B = {e1,...,e,} una base ortonormal de E. La aplicacién R-lineal
E — R" e— ep es una isometria.

41. Proposicion: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es una isometria.
2. ||T(e)|l =llel, para todo e € E.
3. “T conserva el producto escalar”: T(e)-T(v)=e-v, para todo e,v € E.

Demostracion. Observemos que d(T(e),T(v)) = [|[T(e)—TW@)|| = |T(e—v)| y d(e,v) =
le—v]|l. Por tanto, T conserva distancias siy solo si |T'(w)| = |w], para todo w € E, que
equivale a decir que T(w)-T(w) =w -w.

Si T conserva distancias, entonces como

Te+v)-Te+v)=(T()+TwW)) - (T()+Tw)=T()-TE)+Tw)-Tw)+2T(e)-T(v)
T(e+v)-T(e+v)=(e+v)-(e+v)=e-e+v-v+2e-v

entonces, T'(e)- T'(v) = e-v. Reciprocamente, si T'(e)-T'(v) = e v, para todo e,v € E,
entonces T(w)-T(w) =w -w, para todo w € E y T conserva distancias.
O

42, Proposicion: Sea {e1,...,e,} una base ortonormal de E. T es una isometria si y
solo si {T'(e1),...,T(e,)} es una base ortonormal.

Demostracion. =) T(e;)-T(e;)=e;-e; =1, para todo iy T'(e;)-T(e;)=e;-e;=0, para
todo i # j, luego {T'(e1),...,T(e,)} es una base ortonormal.
<)Dadoe=x1e1+---+x,e,, tenemos que T(e) =x1T(e1)+:--+x,T(e,) y

e'e:x%_{_..._;.x%:T(e)'T(e)-
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43. Corolario: Sean B = {ey,...,e,} y B' = {e),..., e} bases ortonormales de E y E’,
repectivamente. Sea A la matriz asociada a T en dichas bases. Entonces, la aplicacion
lineal T es una isometria < A'A =1d.

Demostracién. La columna i de A es el vector T(e;)B. A’A =1d si y solo si el producto
escalar de la fila i de A’ con la columna j de Al es Osii#jyes1sii=j. Es decir,
A'A =1d si y solo si T(ej)p -T(ej)p =0sii+#jyT(ej)p - T(ej)pr=1sii=j. Lue-
go, A'A =1d si y solo si {T'(e1),...,T(e,)} es una base ortonormal. Por la proposicién
anterior A’A =1d si y solo si T es una isometria.

O

44. Nota: Las matrices A € M, (R) que cumplen que A’-A =1Id se las llama matri-
ces ortogonales. Si A es ortogonal, entonces det(A)? = det(A’A) = det(Id) = 1, luego
det(A) = £1. Por tanto, si T: E — E es una isometria det(7") = +1.

45. Ejemplo: Los giros del plano alrededor del origen son isometrias: La matriz de
un giro g, : R2 — R2 de dngulo «, en la base usual, es

cosa —sena
sena cosa

Como

t
(cosa —sena) (cosa —sena)

cosa —sena cosa sena) (1 O
sena cosa sena cosa - ’

sena cosa —sena cosa 01

Zq es una isometria. Observemos que det(g,) = 1.

46. Ejemplo: Sea S: R? — R? la simetria respecto del eje OX. La matriz de S en la

0 -1 0 -1/ \0 -1 0 1
Observemos que det(S) = —1.

¢
base usual es (1 0 ) Como (1 0 ) -(1 0 ) = (1 0) entonces S es una isometria.

47. Ejemplo: Dado un hiperplano H < R" (que pasa por el origen) sea e un vector
perpendicular a H y {vy...,v,-1} una base ortonormal de H. La aplicacion lineal S
definida por S(e) = —e y S(e;) = e; para todo i, es una isometria, denominada simetria
respecto del hiperplano plano H. Observemos que S = S~!. Una isometria que sea la
identidad sobre un hiperplano H, pero que no sea igual a Id: R” — R", es justamente
la simetria respecto del hiperplano H.

Toda isometria 7': R” — R”" es igual a composicion de n simetrias o menos respecto
de hiperplanos: Sea {e1,...,e,} la base usual de R". Veamos que componiendo con cierta
simetria S respecto de un plano (o con S1 = Id) probemos que S10T(e1) =e1.Si T(e1) =
e1 no hay nada que probar. Si T(e1) = —e1, entonces S es la simetria respecto del
hiperplano H = (e1)*. En los demas casos S es la isometria respecto del hiperplano H =
(%) @ (e1,T(e1))*. Entonces, (S10T)({e)) = (e)*. Por induccién sobre n, existen
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Sy, ..., S, simetrias de (e)* tales que Sho---0S), =(S107T),.. La aplicacién lineal
S; tal que Si(e1) =e1y S (ot = S’i es una simetria. Ademas, Sgo---S,, =S10T y
T=810---08,.

48. Definicion: Sea (E,-) un espacio vectorial euclideo Diremos que un endomorfismo
lineal T': E — E es autoadjunto si T'(e)-v =e-T(v), para todo e,v € E.

49. Proposicion : Sea (E,:) un espacio vectorial euclideo y B = {e1,...,e,} una base
ortonormal de E. Un endomorfismo R-lineal T: E — E es autoadjunto si y solo si la
matriz A asociada a T en la base B es simétrica, es decir, A = A.

Demostracién. Sea ep = (x1,...,%,) € vg = (¥1,...,yn). Entonces, T'(e)-v=e-T(v) siy
solo si
(x1>--->xn)At(y1>--->yn)t :(xlw"?xn)A(yl"”ayn)t

es decir, Al = A. ]

50. Teorema de descomposicion espectral : Sea (E,-) un R-espacio vectorial eucli-
deo de dimension finita y sea T: E — E un endomorfismo autoadjunto. Entonces, todos
los autovalores de T son reales y existe una base ortonormal de E donde T diagonaliza.

Demostraciéon. Consideremos el C-espacio vectorial E¢c = C®r E, la aplicacién C-lineal
Tc: Ec—Ec, Tc(A®e):= 18T (e) y el producto “escalar hermitico *” en E¢ definido por
(Xidi®e)*(Xju;® e;.) =2 Aifkj-e; -e’j (dado z € C, denotamos su conjugado por 2)..
Sea {e;} una base ortonormal, dadov =) ;1; ®e; € Ec, tenemos que v *v =) ; 1N;i12=0
y es cero si y solo si v = 0. Es facil comprobar que T'c(v) * v’ = v * T¢(v'), para todo
v, v eEc.

Sea a € C un autovalor de T (es decir, de T'¢c) y e € E¢c un autovector de autovalor
a. Entonces,

a-(exe)=Tcle)xe=exTc(e)=ex(ae)=a-(ex*e),

luego a = @, es decir, a € R.

Veamos que existe una base ortonormal donde T diagonaliza. Si dimgE =1 la
afirmacion es obvia. Supongamos que la hemos probado para cuando dimgE =1,...,n—
1. Tenemos que probarla cuando dimp E = n.

Sea e; € E un autovector de 7', de médulo 1, de autovalor @ € R. Sea E' = (e1)*.
Observemos que para todo e’ € E’ se cumple que T'(e') € E', ya que

T')-e1=e' -T(e1)=e'-(aey)=a(e'-e1)=0.

T':E' —E' T'(e') := T(e') es obviamente autoadjunto. Como dimgE’ = n — 1 entonces
existe una base ortonormal {es,...,e,} de E’ en la que T’ diagonaliza. Obviamente,
{e1,eq,...,e,} es una base ortonormal de E y T diagonaliza en ella.

O
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51. Proposicion: Sea E un espacio vectorial euclideo y B ={e1,...,e,} una base orto-
normal de E. Sea S: E — E un endomorfismo lineal. Existen isometrias P,P': E — E
y un endomorfismo lineal D: E — E que diagonaliza en la base B, de modo que S =
P'oDoP.

Demostracion. Sea A la matriz del endomorfismo lineal S en la base B y consideremos
el endomorfismo lineal T: E — E de matriz A’A, que es simétrica, en la base B. Por
tanto, existe una base ortonormal B’ = {e',...,e},} de E en la que T'(e}) = u;-e;, de
modo que 0 #u; eRsii<ryu; =0sii>r. Escribamos e'i =(xi1,...,%in) en la base B.
Entonces,

0, sii#].
S(e'i)-S(e’J-) = (i1, -, Xin) AT A(xj1, ..., xj0) =€ -T(e’j) =e '(llj'elj) = { W, sii=j.
Observemos que S(e’)-S(e}) =0si i >r, luego S(e}) =0 si i >r, ademas S(e),...,S(e})

, S(e) S(e’)
1
son ortogonales entre si. Sea B" = {v] = —\/lTll,...,vr = —W:,Ur+1,...,vm} una base orto-

normal de R™. Entonces, si P es la isometria que aplica la base B’ en B, P’ la isometria
que aplica la base B en B" y D: E — E, esta definida por D(e;) = \/li; - e;, entonces
S =P'oDoP, porque coinciden sobre la base B'.

O

52. Nota: Recordemos que las isometrias son composicion de simetrias, luego S es
composicion de simetrias y D.

1.11.3. Forma de volumen. Producto vectorial

Toda métrica en E extiende de modo natural a A™E: Dar una métrica T9 en E,
equivale a definir “la polaridad” Ty: E — E*, Ta(e)(e’) := Ty(e,e’). La polaridad To
define el morfismo, A"Ty: A"E — A™E*, e1 A---Ne,y, — Tole1) A--- ATs(e,,). Ahora
bien, A"E* = (A™E)*, luego tengo un morfismo A™E — (A™E)*, luego una métrica
A™Ty en A™E definida por

A"Toler A+ Nem ey A-+-nely) =(Tale) A~ ATalem))ey A Nely)

= Z signo(o‘)-Tz(el)(ela(l))'"Tz(em)(eg(m))

geS,,

= ) signo(0)-Ta(e1,e,) - Talem, e,y

geS,,

Si T's es una métrica simétrica en E, entonces ATy también es una métrica simé-
trica, porque (A" T2)* = ATy = A" Ts.
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53. Definicion: Sea E un R-espacio vectorial orientado de dimensién n, con una mé-
trica simétrica no singular T'9. Llamaremos coforma de volumen de E, a la tinica co-
forma c¢,, tal que A"Ts(c,,c,) = +1 y tal que la orientaciéonde de E es la que define
Cn.

Seaeq,...,e, una base ortonormal orientada de E. Entonces, {e;, A---Ae;, }ii<..<i,,
es una base ortonormal de A™E. La coforma ¢, =ej1 A---ANe, € A"E, es la coforma de
volumen de E. Si wq,...,w,, es la base dual de eq,...,e, entonces la forma de volumen
es (0, =w1iA---Awy,. Recordemos (1.10.30) que si {vy,...,v,} esunabase y v; =3 ; u;je;,
entonces

Qp1,...,0,) = QpV1 A~ AVy) = Qn(det(l'l’l,]) e1h-Ney)= det(,ulj)
Si{v1,...,vn} es una base orientada de £ y T = (1;;). Entonces,
AN'To(i A Avp,v1 A AvR) = (To(w1) A+ ATo(V)) V1 A+ Avy)
= det(Aij)-wl AN Awp(VIA---Avp) = det(/lij)

1

V/Idet(A;)l

Q, = \/Idet(/lij)l-w'l/\---/\w;”

donde {w},...,w),} es la base dual de {v1,...,v,}. Ademas,

Q,v1,...,0) = \/ |det(A’l‘])|

Para los ejercicios que siguen observemos que dado un subespacio vectorial V C E,
tomando duales tenemos el morfismo “de restriccion” E* — V*, w — wyy (wyy(v) :=
w(v), para toda v € V), y los morfismos A'E* — A'V* wiA---Aw;j— WiA-A Wi =
wiyv N Awqy.

Asi pues, la coforma de volumen es -U1 A -+ Av,. Por tanto, la forma de volu-

men es

54. Ejercicio: Sea E un espacio euclideo orientado de dimensién n y E’ € E un hi-
perplano. Sea N un vector normal a E’ de médulo 1. Sea Qg la forma de volumen de
E.

1. Probar que i yQp restringida a E’ es igual a la forma de volumen Qg de E’ que
lo orienta, de modo que si eq,...,e, es una base positivamente orientada de E’
entonces N,eq,...,e, es una base positivamente orientada de E.

2. Dadoe€E, (i.Qp) g =Ta(e,N)-Qp.

55. Ejercicio: Sea (E,Ts) un espacio vectorial euclideo y R < E un subespacio vec-
torial de dimension 1. Sea r un vector de R de médulo 1 que oriente a R y sea wg la
forma de “longitud” de R. Dado e € E probar que (i,T2)|gr = T2(e,r) - wg.
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56. Definicion: Sea E un R-espacio vectorial orientado de dimensién 3, con una mé-
trica simétrica no singular T y forma de volumen Qg. Dados dos vectores vi,v9 € E,
llamamos producto vectorial de v por ve, que denotamos por v{ x vg, al determinado
por

To(v1 x vg,e) =Qg(v1,vg,e), Ve€ek.

Observemos que v x vg es ortogonal a v y ve. El producto vectorial, x, es multili-
neal hemisimétrico.

Si eq,eq,e3 es una base ortonormal orientada de E y en esta base vy = (x1,x2,x3) ¥y
ve = (y1,y2,y3), entonces se puede comprobar que

€1 €2 €3
U1 XV2= X1 X2 X3
yir y2 )3

57. Proposicion: Sea (E,T5s) es un espacio vectorial euclideo orientado de dimension
3. Sean v1,ve € E dos vectores linealmente indedependientes. Entonces, vy X vy es el
vector ortogonal a v y ve, de modo que v1,v2,01 X Ug estdn positivamente orientados, y
[lvy x val| es igual al drea del paralelogramo de vectores con vertices en el origen v1 y Us.

Demostracion. La base de vectores v1,v9,v1 x vg esta positivamente orientada porque
Q3(v1,vg,v1 X v2) = Te(vy x vg,v1 x V2) > 0.

Sea V = (v1,v9). La forma de areade V es Qy =i v1xvs Qpy
[lvg xvall

. V1 X Vg 1
Qy(v1,v2) =1 vixvy Qp(v1,v2) = Qp(———,v1,v2) = ——— - Qg(v1,02,01 X V2)
oy =gl [lv1 x vall [lv1 x vall
1
= ————To(v1 x v2,v1 X V2) = |lv1 x V2l.
[lvg x vall

1.11.4. Relatividad Especial

Hipétesis del espacio-tiempo newtoniano

Un espacio-tiempo newtoniano es un R-espacio vectorial de dimensién 4, junto con
una métrica Ty de signatura (1,0), denominada métrica del tiempo, junto con un pro-
ducto escalar en E' := Rad(T).

Sea v € E tal que T'2(v,v) = 1. Consideremos la aplicacion

t: E—R, t(p):=Tsp,v),
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que no depende de la eleccién de v (salvo la multiplicacién por —1, porque To(v',v') =1
siy solo si v’ € +v+Rad T9?), que llamaremos la funcién tiempo. Dado p € E, se dice
que p + E' es el espacio simultdneo a p, porque

{geE: (@)=t} =p+ () =p+E".

Obsérvese que el tiempo ¢ y el espacio E’ son datos absolutos del espacio-tiempo new-
toniano.

Diremos que un observador (o mévil) es una aplicacién diferenciable o: R — E, tal
que To(o'(¢),v) = 12 (es decir, t(o(s)) = s + cte.). Diremos que las rectas {e+¢-¢’, Vt € R}
(con Ty(e’,v) = 1), son observadores inerciales.

Un sistema de referencia inercial (en el origen) es una base eg,eq,e9,e3 de E tal
que Ta(eg,v) = 1* y e1,e9,e3 es una base ortonormal de E’. Es decir, es dar un ob-
servador inercial {t-eg, V¢ € R} (con Ts(eg,eq) = 1) y una base ortonormal en E’. Si
(¢,x1,x9,x3) son las coordenadas de e € E en el sistema de referencia inercial, enton-
ces t(e) = To(e,eq) =t y se dice que (x1,x9,x3) son las coordenadas espaciales de e
en el sistema de referencia inercial. Dado un observador y: R — E, tendremos que
y(t) = (¢,x1(2),22(2),x3(¢)) y diremos que (x](£),x5(¢),x5(¢)) es el vector (espacial) de ve-
locidad de y medido por el observador inercial, cuyo médulo respecto de la métrica

espacial es \/ ()% + x4,(2)? + x4(£)2. Es facil comprobar que la longitud del arco de cur-
va y entre y(a) y y(b), medido por T, es fab VTo(y'(t),y'(t))-dt = fab 1-dt=b-a.

Hipotesis del espacio-tiempo de la relatividad especial

El espacio-tiempo de la relatividad especial es un R-espacio vectorial E de dimen-
sién 4 junto con una métrica simétrica no singular T'9 de signatura (1,3), métrica que
denominaremos métrica del tiempo.

Nos falta orientar el tiempo. Necesitamos probar antes el siguiente lema.

Definicion : Diremos que e € E es un vector tipo tiempo si T'2(e,e) > 0.

Lema: Sean vq,ve,v3 € E vectores tipo tiempo y supongamos que T9(vi,v2) > 0. En-
tonces, T9(v1,v3) >0 < To(vg,v3) > 0.

Demostracion. Por simetria, solo tenemos que probar la implicacion directa. Dividien-
do v; por /To(v;,v;), podemos suponer que T9(vi,v;) = 1, para todo i. Sea E' = (e1)*.
Entonces, E' con la métrica - = —T'3 es un espacio euclideo. Escribamos vy = Avy + v'2
y vg = pv1 +vg (donde A,u >0y vy,v; € E'). Entonces, 1 = Ta(vg,v2) = A2 - Uy Uy Y
1="Ty(v3,vg) =2 — vy -vg. Luego

2Afiadamos esta hipétesis: el tiempo esta orientado, hemos escogido 7 que es uno de los dos vectores
de médulo uno de E/Rad Ts. Diremos que e € E esta positivamente orientado si Te(e,v) > 0.

30 equivalentemente To(c"(£),0"(¢)) = 1y 0”(t) esta positivamente orientado

40 equivalentemente, T9(eg,eq) =1y e esta positivamente orientado.
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To(ve,v3) = Au—vg-vg> VAZ=1-/p2—1—vj vy = \/v'z-v’z- \/vé-vé—v'2~v§320.

O

Definicion : Fijemos un vector tiempo v (o cualquier otro v’ tal que T (v,v’) > 0). Di-
remos que un vector de tipo tiempo w esta positivamente orientado si To(v,w) > 0.

Un observador es una aplicacién diferenciable o: [a,b] — E, tal que To(c'(¢),0'(2)) >
0, para todo ¢ (reparametrizando, podemos suponer que T9(0’(£),0'(¢)) =1y que o'(¢)
esta positivamente orientado). Por sencillez, como estamos en Algebra Lineal, las cur-
vas estaran formadas por segmentos. Diremos que la longitud del arco de la curva o
entre dos puntos, medida con la métrica del tiempo, es el tiempo absoluto transcurrido
a lo largo del arco de curva. Las rectas e + R-e’ (con Te(e’,e’) =1y To(v,e’) > 0) dire-
mos que son observadores inerciales. Consideremos un punto p en la curva o y sea
vg el vector tangente a la curva en p (con T'9(vg,vo) =1y vg positivamente orientado).
Consideremos el observador inercial p + R-vg. El observador inercial tiene un modo
particular de medir el tiempo

toy: E—R, tvo(e') :=To(e’,vo).

Diremos que p+(vg)™ es el espacio simulténeo a p, para el observador inercial y para el
observador o (pues consideramos que cerca de p las observaciones de o y el observador
inercial son muy parecidas, luego en p ambos observan el mismo espacio simultaneo).
Se cumple que (vo)" con la métrica —c2T5 es un espacio euclideo, La métrica —c2Ts
se llama métrica espacial porque (restringida a (vo)" mide los conceptos espaciales
(distancias, angulos, etc.). Sea g otro punto de la curva o y v1 un vector tangente a o
enq.Sip ep+ o)t yq' €q+(v1)t, son puntos de la curva o, entonces el observador
o dira que la distancia temporal entre p’ y q’ es igual a la longitud del arco de curva
de o entre pyq.

Observemos que no hay nocién absoluta de espacio . Observemos que hay un tiem-
po absoluto: T2, por otra parte cada observador mide el tiempo de un modo particular
o relativo.

58. Sistema de referencia inercial: Llamaremos sistema de referencia inercial
(en el origen) a una base ortogonal eg,eq,e9,es tal que To(eg,eq) = 1, To(eg,v) >0y
Tole;,e;) = ;—21, para todo i > 0. Es decir, es dar un observador inercial {t-eg} (con
To(eo,e0) =1y Ta(v,eq) > 0) y una base ortonormal en (eo)" (que es euclideo con la
métrica So = —c2Ty). Si (¢,x1,%9,x3) son las coordenadas de un vector e en un sistema
de referencia inercial entonces Ts(e,e) = t2 — xiﬂ;ﬁ Diremos que las trayectorias de

los rayos de luz son las rectas p + R-e, con e isétropo (T2(e,e) = 0). El conjunto de los
2 2 2
rayos de luz que salen del origen es el cono 2 — % =0. Sie=(tx1,x2,x3) en-

tonces se dice que t = Ty(v,e) y (0,x1,%2,%3) = e — To(e,v) - v € (v)* (0 abreviadamente
(x1,x2,x3)) son el tiempo y posicién de e medidos por el observador inercial.
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Dada una curva y: [a,b] — E (suponemos T3(v,y'(#)) > 0, para todo ¢), reparametri-
zando podemos suponer que y(t) = (t,x1(¢),x2(¢),x3(t)). Diremos que (x}(£),x5(t),x5(t))
es el vector (espacial) de velocidad de y medido por el observador inercial, cuyo médulo

respecto de la métrica espacial es \/ x) (8)2 + x(8)? + x5 ()2

59. Velocidad maxima: Siy es un observador entonces
0 < To(y'@®),y' () = Ta((1,x7(8), x5(2), x5(2)), (1,27 (8), x5(2), x5(2)))

I 2 / 2 ! 2
xl(t) +x2(t) +x3(t)
c? ’

luego el médulo de la velocidad de y medido por el observador inercial es menor que c.

60. Velocidad de 1a luz: Si y(¢) es un rayo de luz entonces

0 = To(y'(8),y' () = T2((1,x1(2), x5(2), x5(2)), (1, x (8), x5(£), x5(£)))
xh (8)% + ()% + x(2)>
2 b

c

luego el médulo de la velocidad del rayo de luz medido por el observador inercial es
igual a c.

61. Paradoja de los gemelos: Sean vi,v9,v3 € E vectores tiempo positivamente
orientados, tales que v1 = vg + v3. Entonces,

vV Ta(v1,v1) = \/T2(va,v2) + /Ta(v3,v3)

y se da la igualdad si y solo si vg € (v1). En efecto, E = (v1) LE’, donde T(e’,e’) <0,
para todo e’ € E' no nulo. Entonces, vy = Avy +e’ y vg = uv1 — €/, donde e’ € E' no nulo,
A-u>0y A+ pu=1(luego, |A|+ |ul = 1). Entonces,

VT2(v2,v9) + /Ta(v3,v3) < /Ta(Avy, Avy) + /Ta(pvy,v1)
=(Al+uD - vV Te(v1,v1) = V/Ta(v1,01).

y se da la igualdad si y solo si vg € (v1). Sean vy,...,v, € E vectores tiempo positiva-
mente orientados, tales que vy =vg +--- +v,. Puede probarse inductivamente que

n
VTo(v1,v1) = Y VTo(vi,v;)
i=2

y se da la igualdad si y solo si v; € (v1), para todo i.

Como consecuencia el camino (poligonal) mas largo que une dos puntos p y q (con
To(p —q,p —q) > 0), recorrido por un observador, es la linea recta. Es decir, un ob-
servador que coincide en p y q con un observador inercial, dirda que el tiempo que ha
transcurrido (en su viaje) es menor que el tiempo que dice el observador inercial que
ha trancurrido (en su viaje). Ademas un observador no puede viajar al pasado, porque
tendriamos un camino en E que une un punto consigo mismo, de longitud (temporal)
menor que cero.
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62. Contraccion de longitudes: Consideremos

una varilla de longitud [/, en reposo en un siste-

Lo U ma de referencia inercial eg, e1, e9, es, y calcule-

mos su longitud !’ para un observador inercial que

se mueve con velocidad v en la direccion de la va-

o) rilla (digamos e1). Consideremos el sistema de re-
ferencia inercial

1 1

eg=————-(eg+v-e1),e) = ——
J1-@p J1-@p

El extremo (superior) de la varilla sigue la recta le + {(e¢) (y el extremo inferior la
recta {(eg)). El punto de corte de le1 + {(eg) con (e'0>l es l'e|. Entonces, l'e} = leq + Aey,
donde

v ! /
(Tgreoten),eg=es ez =es.

l
O:Tg(le1+/leo,e0+vel):/l——z.
c
Luego,)tzi—'gy
! 2 P 2 1 v
I"'=-=c*To(l'ej,e1)=—c Tz(le1+iteo,—~(—2-eo+el))
1-(22 ¢

_ l M 7 /1_(2)2.
J1-@2 L 1-p ¢

1.12. Apéndice

1.12.1. Cambio de cuerpo base

En la definicién de producto tensorial hemos supuesto que £ es un cuerpo, pero pue-
de suponerse que k es un anillo. Todas las proposiciones son igualmente validas, ahora
bien, si en alguna proposicién deciamos que E es un k-espacio vectorial de dimension
finita, tendremos que decir en cambio que E es un k-méddulo libre finito generado.

Dado un morfismo de anillos A — B y un A-médulo, denotaremos Mg = M ® 4 B.

1. Proposicion: Sea A — B un morfismo de anillosy M y N dos A-mdédulos. Se cumple
que

1. Aea M =M.
2. M®sN)g=Mp®Np.

Demostracion. 1. Los morfismos A9M - M,a®@m—am, M - A, M, m— m®1 son
inversos entre si.

2. Los morfismos de B-médulos (M ® s N)g — Mp®pNpg,(meon)®b— (meb)e(n®l)
yMpe®gNp—>(Me®sN)g,(meb)®(n®b’)— (men)®bb’ son inversos entre si. O
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2. Proposicion: Sean A — By B — C morfismos de anillos y M un A-médulo. Enton-
ces, Mo = (Mp)c (es decir, Mo, C=(M o4 B)®gC).

3. Proposicion: Sea A — B un morfismo de anillos y M un A-mddulo. Se cumple que

1. TXM@AB = TgMB.
2. N'M®e,B=ALMp.

3. SgM@AB :S?_}MB.

Demostracion. Que el lector explicite los morfismos y sus inversos. |

Dado un ideal I c A y un A-médulo M se denota por I-M el minimo submédulo de
M que contiene a los elementos {i - m};c; mem, de modo mas explicito

I'-M={i;- mi+-+ip, mp;Vijel, mje M,neN}

4. Proposicion: Sea I c A un ideal y M un A-médulo. El morfismo natural
Al a4 M —-M/I-M, a®m—a-m
es un isomorfismo.

Demostraciéon. El morfismo inverso es la asignacién rm — 1® m. |

5. Proposicion: Sea N c M un A-submdédulo y A — B un morfismo de anillos. Deno-
temos la imagen del morfismo N®aB — M®,B, n®b — n®b, abusando de la notacion,
por N ® 5 B. Entonces,

(M/N)®4sB=(M®4B)(N ®4 B).

Demostracién. Tenemos el morfismo M/N®4B -~ M ®,B/IN®4s B, m®b— m&b. El
morfismo M ®4 B — M/N®, B, m®b— m®b, se anula sobre N ® 4 B, luego factoriza
via el morfismo M® s B/N®4B — M/N®4B, m®b — m®b. El primer morfismo y este
altimo son inversos entre si.

O

Sea S c A un sistema multiplicativo y M un A-médulo. Definimos la localizacién
de M por el sistema multiplicativo S, que denotaremos por Mg, a

!
Mgs:={—,conmeMyseS|—=— siexisten t,t' € S tales que las fracciones
s s s

tm t'm’
ts y t's!

tienen el mismo numerador y denominador }
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+ % = “t;“—tbs .Y el producto por elementos de Ag?

{Cémo definimos la suma? 7
am
st *

Si N € M es un A-submédulo, entonces el morfismo natural Ng — Mg, % — % es

inyectivo, porque si % =0 = % en Mg, existen ¢,t' € S talesque tn =t'-0y ts = '1, luego
2 =0en Ng.

s —

a.m._
S

6. Proposicion: Sea S c A un sistema multiplicativoy M un A-médulo. El morfismo

a am
MeopAs —> Mg, m® —— —
S S

es un isomorfismo de Ag-maédulos.

Demostracién. El morfismo inverso es la asignacién % —me® %

7. Corolario: Sea N c M un A-subméduloy S c A un sistema multiplicativo. Enton-
ces, Ng es un Ag-modulo de Mg y

(M/N)s =Mg/Ng.

1.12.2. Modulos proyectivos

8. Lema: Sea n: M — N un epimorfismo de A-mdédulos. Si s: N — M es una seccion
de 7, es decir, mos =1d, entonces M ~Kerm & N.

Demostracion. El morfismo N ® Kerm — M, (n,n') — s(n) + n’ es un isomorfismo: Es
inyectiva, porque si s(n)+n' = 0, aplicando 7 tenemos que n = 0 y por tanto n’ = 0.
Es epiyectiva, porque dado m, tenemos que m —s(n(m)) € Kern y m = s(m(m)) + (m —
s(m(m))). O

9. Definicion: Se dice que un A-médulo P es proyectivo si es sumando directo de un
A-moédulo libre.

10. Proposicion: P es un médulo proyectivo siy solo si todo epimorfismo M — P tiene
seccion.

Demostracién. =) Tenemos que Po@ = &7A y dado el epimorfismo 7: M — P conside-
remos el epimorfismo 7eld: MeQ — PoQ, nold(m.q) = (nm(m),q). Como P o @ es libre,
entonces 7 @ Id tiene una seccion s: Pe@Q — M & @, s(p,q) = (s1(p,q),q). El morfismo
P— M, p— s1(p,0) es una seccion de 7.
<) Consideremos un sistema generador {p;};c; de P. El morfismo n: ;A — P,
n((a;)) =) ;a;-p; es un epimorfismo, luego tiene secciony ®7A = Kern e P.
O
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SiM=M e&M" y M es un A-médulo finito generado entonces M’ es un A-médulo
finito generado: Consideremos la inclusién M" — M, m" — (0,m") y denotemos la
imagen de esta inclusién M". El morfismo M' — M/M", m' — (m’,0) es un isomorfismo.
M/M" es finito generado porque lo es M, entonces M’ es finito generado.

11. Proposicion: Sea P es un médulo proyectivo finito generado. Entonces,
1. P* es un mdédulo proyectivo finito generado.
2. El morfismo natural P — P**, p — (p) (donde (p)(w) := w(p)) es isomorfismo.

3. El morfismo natural P*® M — Homu(P,M), w®@m — (we®m) (donde (wem)(p) :=
w(p)-m) es isomorfismo.

Demostracién. 1. PeP' = A", entonces P* e P  =(PeP)* =(A")* = A",
2. Se deduce del diagrama conmutativo

PoP' A"

|

(P@P)** :P** eaPl** :(An)**

1.6.3

3. Se deduce de las igualdades

(P*eM)a(P*oM)=(PaP')* e M =(A") @ M "L  Hom, (A", M)
=Homyu (P,M)®Homu (P',M).
O

12. Proposicion: Sean P y @ mddulos proyectivos. Entonces, P®Q, AN"P y S"P son
proyectivos. Si P y @ son ademds finito generados, entonces (P®Q)* =P*®Q*, (AN"P)* =
AN'P*y (STP)* =S"P*.

Demostracion. Tenemos PeP' =o;A, Q9Q' = o sA. Entonces
O gA=0A® 0 jA=(PoP)es(QeQ)=Pe@)e(PeQ)e(P' 2Q)e(P' eQ"),

luego P ® P’ es proyectivo

Obsérvese que si la composicién de dos morfismos de A-médulos P = @;A 5 P es
el morfismo identidad, entonces la composicion AP — A" &7 A — A" P es la identidad.

Igualmente, si P es proyectivo entonces S™P es proyectivo.

Consideremos una morfismo i: P — A", con una seccién s: A" — P. Tomando dua-
les tenemos los morfismo i*: (A")* - P*ys*: P* - (A")* yi*os* =(soi)* =1d. Los
diagramas

A"P* —— (A"P)* A"P* —— (A"P)*
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son conmutativos. Como A"i* o A"s* = Id, tenemos que A"i* es epiyectivo y A"s* es
inyectivo. Por el primer diagrama el morfismo A"P* — A"P* es epiyectivo, por el se-
gundo es inyectivo.

O

13. Proposicion: Sea A — B un morfismo de anillos. Si P es un A-médulo proyectivo
entonces Pg es un B-maodulo proyectivo.

Si P es un A-mdédulo finito generado proyectivo, entonces (P*)g = (Pg)* (denoto
(Pp)* =Homp(Pp,B)).

Demostracion. Tenemos que P®P' = @A, entonces PpePy = (P®P')p =(®;A)p = ®1B
y Pp es un B-moédulo proyectivo.

Sea @ tal que Po @ = A". Es facil probar que ((A")g)* = B" =((A")*)g. Del diagra-
ma conmutativo

PHpe@)p=P Q" )p—((A")")p

| |

(P)* @ (@) =(PpoQp)" ——=((A")B)"
se deduce que (P*)g = (Pp)*.

1.13. Problemas

1. Calcular las ecuaciones de las cénicas (no singulares) con foco en el origen, en
coordenadas polares.

Solucion: Sea F = (0,0) un foco de la conica. Existe una recta L (una directriz de
la conica) y un nimero e > 0 (excentricidad de la cénica), tal que la conica es el
conjunto de de los puntos (x,y) tales que

o 11Ce, I
d((x,y),L)

Girando un angulo a (es decir, estoy haciendo el cambio de variable 6’ = 0 + a)
podemos suponer que la directriz es la recta y = a (con a > 0). Entonces,

L Ml p
h y—a  psenf —a
es decir,
ae
=— (p>0)
P= i1 veseno” p
(si e < 1 entonces p = 7= ¥ la conica es una elipse, si e = 1, entonces p =

Treeg ¥ s una pardbola, si e > 1 es una hipérbola).



Capitulo 2

Espacio topoloégico. Aplicacion
continua

2.1. Cuerpo de los numeros reales

2.1.1. El orden en Q)

Dados dos nimeros enteros z,z’' € Z se dice que z <z’ si 2’ —z € N. Se define |z| := 2
sizeNy |z|:=-z siz¢N. No aburriremos al lector con la enumeracién y prueba de
las propiedades de <y || en Z, que el lector conoce perfectamente.

. ! . . .
1. Definicién : Diremos que ;- < -5 (supongamos m,m' > 0) “si multiplicados por mm'

se mantiene la desigualdad”, es decir (con precisién) si nm' <n'm.

Dejamos que el lector pruebe que < asi definido esta bien definido y que pruebe:

n n
n - n
1 <l
! . ! . . .
2. O <75, 0bien -5 < -+ y si se dan estas dos desigualdades entonces son iguales
3. SiZ <yl < entonces X <
. m = Yo7= 7 m = m"

Denotamos por

@*;:{£€@|£>0}:{£€@|n¢0y sign(n) = sign(m)}.
m m m

2. Proposicién: Sean Z€Qy 2—/, € Q*. Se cumple que

li li
n n —n —n . —n —n
1. ><15 < —t=—% (esdecir, .- <-1)
! !
n n n C n C
—_< = = _ << L
2. PS> St gS oty
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;\
Q\

IA
3=
|a
IA

|

I

3=
3=
&
S\
&

3. Definicion: Dado ;- € Q se define el médulo de -, que denotaremos |;-| como sigue:

n { 2, osi %E@:.
—_n . n
— S1 Ee@ .

4. Proposicion: Se cumple que

1 |z=1

|m|*
!
= 2] 2.

! /
3 g+l slgl+igl

- . . n _ ny_ Inn/l _ Inln/| _ yny 0
Demostracion. 1. es inmediato. 2. |5l = i = ] = e RN o Probemos 3.
Multiplicando ambos términos de la desigualdad por |mm/'|, solo tenemos que probar

que |[nm'+n'm| < |nm'| + |n'm|, desigualdad bien conocida de Z. |

5. Ejercicio: Dado % € Q, prueba que existe un tnico numero entero z € Z tal que
z< - <z+1

2.1.2. Sucesiones de Cauchy

6. Definicién: Una sucesion de elementos del conjunto X es una aplicacion N — X,
n — x,. Usualmente esta aplicacion la denotaremos {x,},cn (0 abreviadamente {x,}).

7. Definicion: Diremos que una sucesién de niimeros racionales {q,} es convergente
(en Q), si existe un nimero racional ¢ € Q tal que para cada ¢ € Q* existe n. € N de
modo que si n = n, entonces |q, —q| <e€.

8. Proposicion : Si la sucesion {q,} es convergente, entonces existe un unico q € Q
cumpliendo la definicién anterior.

)
Demostracion. Sean q,q’ € Q distintos cumpliendo la definicién anterior. Sea ¢ = lg Zq l

y ne tal que si n = n. entonces |¢g, —q| <€y |g, —q'| <e. Entonces,

lg—q'l lg—4q'l
+ =lg—q'l

lg—q'I<lg—qnl+lgn—q'I<e+e= 5 5

y hemos llegado a contradiccién.
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9. Definicion: Si una sucesién de nimeros racionales es convergente, al tinico nu-
mero racional g que cumple la definiciéon 2.1.7 se le llama limite de la sucesién {q,} y
escribiremos g = lim gq,.

n—oo

10. Ejercicio: Prueba que lim % =0.
n—00

11. Proposicion: Sean {a,}y {b,} dos sucesiones de ntimeros racionales convergentes.
Entonces,

1. La sucesion {a, + by} es convergente y hm (an +b,)= hm n an + lim b,.
n—oo

2. La sucesion {a, - by} es convergentey lim (a,-b,)= lim a, - lim b,.
n—.oo n—.oo n—.oo

Demostracion. Sean a = hm 0 any b= lim b,.
n—00

1. Dado € > 0, sea ng tal que |la, —al,|b, —b| < §, para todo n = ng. Entonces, se
cumple que |a, +b, —(a+b)|<|a,—al+1b,—b| < §+§ =¢, para todo n > ny.

2. Dado € > 0, sean ¢’ = min{ﬁ,l}, e = min{ﬁ,%} y no tal que |a, —al <€y
|b, —b| <€”, para todo n = ng. Luego,

la,b,—abl=|(a,—a+a) (b, —b+b)—ab| =l(a,—a)b,—-b)+(a,—a)b+a(b, —b)|
€

€
<e'e” +¢'1b] + |ale” <S80 8 ¢
3 3 3

para todo n = ng.

O

12. Definiciéon: Diremos que una sucesién de numeros racionales {g,} es de Cauchy,
si para cada € > 0 existe m de modo que para todo n = m se cumple que |a, —a,,| <e€.

13. Proposicion: Toda sucesion de niimeros racionales convergente es de Cauchy.
Demostracion. Sea {q,} una sucesion de numeros racionales convergente a q. Dado

€ >0, existe m de modo que |g, —¢q| < %, para todo n = m. Entonces,

€
- < + <= +—— €,
gn —qml <lgn—ql+1q—qml 5tg

para todo n = m.
O

14. Proposicion: Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de niimeros racionales de Cauchy.
Entonces, las sucesiones {a, +b,} y {a, -b,} son de Cauchy.

Demostraciéon. Se demuestra igual que 2.1.11, sustituyendo en la demostraciéon a y b
POTr @y Y by O
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Por tanto, el conjunto de todas las sucesiones de numeros racionales de Cauchy, S,
es un anillo. Dado ¢ € ) denotemos por {g} la sucesién {a,} tal que a, = g para todo n.
La aplicacion Q — S, g — {gq} es un morfismo (inyectivo) de anillos. Entonces, S es una
Q-algebra.

15. Lema: Si {a,} es una sucesion de niimeros racionales de Cauchy, entonces existe
K € Q tal que |a,| <K para todo n.

Demostracion. Existe m, tal que |a, —a,,| < 1, para todo n = m. La cota buscada es
K =max{lail,lasl,...,lamn-1l,lamn|+1}.
O

16. Proposicion : El conjunto I c S de todas las sucesiones convergentes a 0 es un
ideal de S.

Demostracién. Nos falta probar que {a,} es una sucesiéon convergente a 0 y {b,} es una
sucesion de Cauchy, entonces {a, -b,} es una sucesion convergente a 0. En efecto, sea
K una cota de {b,}. Dado ¢, existe ng tal que |a,| < I%, para todo n = ny. Entonces,

la byl <la,|l-K <e.

para todo n = ny.

2.1.3. Construccion de R

17. Definicion: Sea S el conjunto de todas las sucesiones de numeros racionales
de Cauchy y ~ la siguiente relaciéon de equivalencia en S: diremos que {a,} ~ {b,}
si lim |a, —b,,| =0. Diremos que

h—00

R:=S/~

es el cuerpo de los nameros reales.

Observemos que {a,} ~ {b,} siy solo si {a, — b,} converge a 0.
Por lo tanto, R=S/I y R es una Q-algebra.

18. Lema: Si {a,} es una sucesién de Cauchy no convergente a 0, entonces existe un
niimero racional € >0y m tal que |a,| > € para todo n > m.

Demostracion. Si para cada r € N, existe n, > n,_; tal que |a,, | < %, entonces la su-

cesion {a,, }ren €S una sucesion convergente a 0, equivalente a {a,}, luego {a,} es con-
vergente a 0, contradicciéon. Por tanto, existen r y n, tal que |a,,| > %, para todo

m>n;,. i
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19. SiseResnonula, entonces s ={a,} €S es una sucesion de Cauchy no convergente
a 0. Existe ¢ >0y m tal que |a,| >¢ paratodon>m.Sea b;=1,parai<my b, =a,
para n = m. La sucesion {b,} es una sucesiéon de Cauchy equivalente a {a,}. Veamos
que t = {%} es una sucesién de Cauchy: Dado ¢’ > 0, existe ng de modo que |a, —a,,| <
e2¢’, para todo n = ng. Por tanto, para todo n = max{ng, m} se cumple que

1 1 lan —an €%

By = byl = |~ —1 = <So-e
Qp  Qp, |an||an0| €

En conclusién, §-£=s-£=1y R es un cuerpo.

20. Definicion: Dados dos numeros reales {a,},{b,} € R, diremos que {a,} < {b,} si
{a,}=1{b,} o {a,}#1{b,} y existe ny de modo que a, < b,, para todo n = ny.

Veamos que la definicion no depende del representante de la clase de equivalencia
escogido. Supongamos que {a,} # {b,}. Por tanto {b,,—a,} no converge a 0y existen € > 0
y ny €N de modo que b, —a, > ¢, para todo n = ng. Si{a},} ~ {a,} y {b},} ~ {b,}, entonces
{a}, —a,} ~ {0} y {b), — by} ~ {0}. Luego, existe ng € N, de modo que |a;, —a,l,b), —b,| < §,
para todo n = ng. Por tanto,

para todo n = max{ng,ng,ng}.
21. Proposicion: Sean a,b,c € R. Se cumple
1. a<a.
O a <b, o bien b <a;y si se cumplen ambas desigualdades a = b.
Sia<byb<c, entonces a <c.
a<b < —a=-b(esdecir, —b<—a).
a<b < a+c<b+c.

Sic>0, entoncesa<b < a-c<b-c.

N S O A b

Q=

Si0<a<b, entonce30<%s

Demostracion. Escribamos a = m, b= @ y ¢ ={cn}.

1. Es evidente.

2. Supongamos a # b. Entonces, {a,, — b,} es una sucesion de Cauchy no convergen-
te a 0. Luego existen € >0y ng €N, de modo que |a, —b,| > €, para todo n = n(. Existe
m > ng, de modo que |a, —anm| <5y |bp —bnl < §, para todo n 2 m. Si ap — by >¢,
entonces ¢

€
an—bnzam—é—bm+§:am—bm—e>0,
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para todo n = m. Igualmente, si b,, —a,, > €, entonces b,, —a, >0, para todo para todo
n=m. En conclusién, a <b o0 b <a y no pueden darse las dos desigualdades.

3. 4.y 5. son faciles de probar.

6. Sean ng € Ny ¢ > 0, tales que ¢, > ¢, para todo n = ng. Si a < b, sea mg e N
tal que a, = b,, para todo n = mg. Por tanto, (a, —b,)c, > (a, — by)e = 0, para todo
n =max{ngy,mo}, luego ac < be.

Obviamente, % > 0. Por tanto, si ac < bc entonces multiplicando por % se tiene que
a<b.

7. Multipliquese por ﬁ >0y usese 6.

O

22. Fijemos r € R. Sea z¢ € Z maximo tal que zg < r. Por tanto, zo <r <z¢+1.Seaz;€Z
maximo tal que z1 <10-r<z1+1, y en general sea z, € Z, tal que z,, <10" - r <z, + 1.
Obviamente,

10-2,.1<2,<10" - r<z,+1<10z,_1+10,

luego la sucesion {%} es creciente y

0< Zn _ Zn-1 _Zn= 10z,,_1 - 10z,,_.1+10-10z,_1 _ 1
—10m 1071 10" h 107 1071
Ademas, 0 < % —r <107". El lector puede probar que
=0

Si es escribimos los enteros z,, en base 10, {%} es la escritura de r en base 10.

23. Definicion: Dado r € R se define |r|:=rsir=0y |r|:=-rsir<0.

Obviamente |r|=|—r|.

24. Proposicion: Sean r,r' € R, entonces
1. |r+r1<|rl+ 17
2. \r-r'I=|r|-I7].

Demostracién. 1. Sir+r' =0, entonces [r+r'|=r+r'<|r|+|r'|. Sir+r' <0, entonces
r+r'|l=-r—-r'<|=r|l+|=-r|=|r|+]|r].
2. Al lector.
O

25. Definiciones: Diremos que una sucesion de nimeros reales {r,} converge a r € R,
si para cada numero real € > 0, existe ng tal que |r —r,| <e, para todo n = ng. Se dice
que {r,} es una sucesion de Cauchy, si para cada namero real ¢ > 0, existe m tal que
|r, —rml <€, para todo n = m.
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26. Proposicion: Toda sucesién de niimeros reales convergente es de Cauchy.

Demostracién. Arguméntese como en 2.1.13.

27. Teorema: Toda sucesion de niimeros reales de Cauchy es convergente.

Demostracién. Sea {r,} una sucesion de nimeros reales de Cauchy. Escribamos r, =
{rumtmen. Sea ng tal que |r, —r,, | < #, para todo n = ng; y sea mg tal que |rp , —
Tngm,| < 1—%)5, para m = ms. El lector puede comprobar que la sucesién {r,_, }sen es de
Cauchy y que

lim r, = {rnsms}sel\l-
n—00

28. Proposicion : Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de niimeros reales convergentes.
Entonces,

1. La sucesion {a, + by} es convergente y lim (a, +b,)= lim a, + lim b,,.
n—oo n—00 n—00
2. La sucesion {a, - by} es convergente y lim (a,-b,)= lim a,- lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Demostracion. Se demuestra como la proposiciéon 2.1.11.
O

Se llama supremo de un subconjunto de un conjunto ordenado a la menor de las
cotas superiores del subconjunto, cuando exista.

29. Teorema: Sea C c R un conjunto superiormente acotado. Entonces, existe el supre-
mo de C.

Demostracién. Dado n € N, denotemos por n-C ={n-c,Vc € C}. Sea zy el minimo nu-
mero entero que sea cota superior de C. Obviamente zo — 1 no es cota superior de C,
luego existe cg € C, tal que zg—1 < ¢g < z9. En general sea z,, el minimo nimero entero

que sea cota superior de 10" - C (luego % es cota superior de C). Obviamente, z, — 1

no es una cota superior de 10" -C y existe ¢, € C, tal que z,—1< 10" -¢, < z,. Tenemos
que z,+1 < 10z,, luego
z 1 z z
n < n+1 < fn

107 107 =71l = 10m

La sucesién de nimeros racionales {%} es de Cauchy y {1‘%} es el supremo de C.
O

30. Ejercicio: Demuestra que todo subconjunto de R inferiormente acotado tiene in-
fimo.
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2.2. Espacios métricos
1. Definicion: Sea X un conjunto. Diremos que una aplicacién d: X x X — R es una
distancia en X si para todo x,y,z€ X,

1. d(x,y)=0yd(x,y)=0sisisolosix=y.

2. d(x,y)=d(y,x).

3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,2),
En este caso diremos que (X, d) (o simplemente X) es un espacio métrico.

2. Ejemplo: d: RxR — R, d(x,y) := |x — y| es una distancia: 1. d(x,y)=|x—y| =0y
d(x,y) =0 siy solosi|x—y|=0, es decir, x—y =0, que equivale a x = y. 2. d(x,y) =
lx—yl=1-(x=y=ly—xl=d(y,x). 3. dx,y) +d(y,2) = lx —y|+|y—zl<lx -y +y—z| =
lx—z| =d(x,2).

3. Ejemplo: Si (X,d)y (X',d’) son espacios métricos, entonces (X x X',d xd') es un
espacio métrico, donde d x d'((x,x'),(y,y")) :=d(x,y)+d'(x',y’), como puede comprobar-
se.

o o . . . ., Not. .
4. Definicion: Sea E un R-espacio vectorial. Una aplicacién E — R*, e —" ||e|| dire-

mos que es una norma en E si cumple
1. |le]| =0 < e=0.
2. ||1A-e||=]A]-|lell, paratodo A eRye€cE.

3. |le+e€'l|<|lel|+]le'|l, para todo e,e' € E.

5. Ejemplos: Supongamos E = R" y consideremos la norma ||||; definida por
HAL, -5 Al = leg |+ - + xp .

Otra norma que podemos definir en R” es ||||2 definida por

Az, Al = A2+, + A2

Otra norma que podemos definir en R” es ||||o, definida por
(A1, Ao := max{|x1],...,|x,1}.

Sea C el conjunto de las aplicaciones de R en R acotadas. C es de modo obvio un
R-espacio vectorial y tenemos la norma

f1l = sup{lf(x)l, Vx € R}.
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Se dice que (E,|||| ) es un espacio normado. La aplicacion
d:ExE —R,d(ee'):=|le—éll

define una distancia en E, pues cumple que d(e,e’) =0 <= e = ¢’ (por la propiedad
1.), que d(e,e’) = d(e’,e) (por la propiedad 2.) y que d(e,e”) < d(e,e’)+d(e’,e") (por la
propiedad 3.).

6. Definicion: Diremos que una sucesion de puntos {x,} de (X,d) converge a x € X.
si para cada € > 0 existe ng de modo que d(x,x,) <€, para todo n = ng; y escribiremos

lim x, = x.
n—oo
Si lim x, = x y lim x, = y, entonces x = y: Dado ¢ > 0, existe ng de modo que
n—oo n—oo

d(x,x,) <eyd(y,x,) <e, para todo n = ng. Por tanto, d(x,y) < d(x,x,) + d(y,x,) < 2¢,
luego d(x,y) =0y x=y.

7. Definicion: Diremos que un subconjunto Y de un espacio métrico X es cerrado
cuando toda sucesién convergente (en X) de puntos de Y converge a un punto de Y.
Diremos que un subconjunto U de X es abierto si su complementario (en X) es cerrado.

8. Definicion: Sea (X,d) un espacio métrico. Dado x € X y r > 0, diremos que
B(x,r)={yeX:d(y,x)<r}
es la bola (abierta) de radio r y centro x.

9. Proposicion: Un subconjunto U c X de un espacio métrico es un abierto si y solo
si U es union de bolas.

Demostracion. =) SiU no es abierto, existe x € U de modo que ninguna bola con centro
en x esta contenida en U. Sea x, € B(x,%) tal que no pertenezca a U. La sucesion
{x, e U°} es convergente a x € U, lo cual contradice que U° es un cerrado.
<) Sea {x, € U} una sucesion convergente (en X) y x = ’}1_{{.10 xXn. Six & U°®, es decir,
x €U sea B(x,r) cU (r #0), entonces existe ng € N de modo que x, € B(x,r) c U, para
todo n # ng, lo cual es absurdo. Por tanto, x € U¢, U¢ es cerrado y U es abierto.
O

Obviamente, la unién de abiertos es abierto. Por tanto, el intervalo (a,b) := {r €
R: a <r < b} es un abierto. El intervalo [a,b]:={r e R: a <r < b} es cerrado.

10. Proposicion: La interseccion de dos abiertos es abierto.

Demostracion. Dados abiertos U y V y x €e UNYV, existen dos bolas B(x,e) c U y
B(x,e’) <V, luego
B(x,min{e,e’}) = B(x,e)nB(x,e)cUNV

Luego, U NV es abierto.
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11. Definicion: Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy
es convergente.

12. Ejemplo: R con la distancia usual (d(x,y) = |[x—2y]|) es un espacio métrico completo,
por el teorema 2.1.27.

Si(X,dq),...,(X,,d,) son espacios métricos completos entonces el espacio métrico
(X1 % xX,,dyx---xdy) (donde dy x --- xdp((x1,...,%n),(¥1,---,¥n)) =d1(x1,y1) +--- +
dn(x,,¥,)) es completo.

13. Complecion de un espacio métrico: Sea (X,d) un espacio métrico y S el

conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de X. Dadas dos sucesiones de Cauchy

{x,},{y,} € S diremos que {x,} ~ {y,} cuando nh’m d(xy,yn) =0. La relacion ~ es de equi-
—00

valencia y diremos que el conjunto
X=X/~
es la complecién de X. Dados [{x,}],[{y,}] € X, definimos

d([{xn}], Hyn}l = lim d(xn, yn)

El lector puede comprobar que tal limite existe y que no depende de los representan-
tes de las clases de equivalencia escogidos. Puede comprobar también que d es una
distancia de X. La aplicacién X — X, x — [{x}] (donde {x} es la sucesién constante de
término general x) es inyectivo y la restriccién de d a X es igual a d.

14. Teorema: (X,d) es un espacio métrico completo.

Demostracién. Sea {r,} una sucesion de Cauchy de X. Escribamos 75, = [{rnm}men].
Sea ng tal que d(r,,r,,) < 1—%)5, para todo n = ng; y sea mg tal que d(r, ;m,"n,m,) < 1—%)3,
para m = m;. El lector puede comprobar que la sucesién {r, ,_ }sen de X es de Cauchy

y que

lim r, = [{rnsms}seN]-
n—oo

2.2.1. Aplicaciones continuas

15. Definicién: Una aplicacién f: X — X' entre espacios métricos se dice que es
continua en x € X, si para toda sucesion {x,} convergente a x se cumple que

f(lim x,)= lim f(x,).
n—oo h—00

16. Ejemplo: Las aplicaciones
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1. siRxR—-R, s(x,y)=x+y,
2. p:RxR—R, p(x,y)=xy,

3. i: R\{0} — R\{0}, i(x) = %

X

son continuas
Veamoslo:
1. Sean {(x,, y»)}nen una sucesién de R x R convergente a (x,y). . Entonces,

s(lim (xp,yn)) = s(x,y) =x +y = lim (x, +y,) = lim s(xp, yn)-
n—o0 n—oo n—0o0

donde = se debe a que el limite de la suma de dos sucesiones de niumeros reales conver-
gentes es la suma de los limites de cada una de las sucesiones (ver 2.1.28). Por tanto,
s es continua.

2. Se prueba de modo similar a 1.

3. Sea {x,} una sucesién de nimeros reales no nulos convergente a x # 0. Tenemos
que probar que la sucesion {%} converge a % Existe € > 0y m tal que |x,| > ¢ para todo

n >m. Dado € > 0, existe ng de modo que |x, — x| < €2¢/, para todo n = ng. Por tanto,
para todo n = max{ngy,m} se cumple que

1 1, x,-x €%
|———I= |<—-=¢€.
€

n X Xn

17. Ejercicio: Sea f: (X,d) — (X',d’) una aplicacién contractiva entre espacios mé-
tricos, es decir, tal que d'(f(x),f(y)) < d(x,y), para todo x,y € X. Prueba que f es con-
tinua.

18. Proposicion: Sean f: X - Y y g: Y — Z aplicaciones entre espacios métricos. Si
f es continua en x y g es continua en f(x), entonces go f es continua en x.

Demostraciéon. Observemos que

(gof)(lim x,)) = g(f(lim x,)) = g(lim £ (x,) = lim (g(f () = lim (g0 f)xn).

19. Definicion: Una aplicacion f: X — Y entre espacios métricos se dice que es con-
tinua si es continua en todo x € X.

La composicion de aplicaciones continuas es continua.

20. Proposicion: Una aplicacion f: X — Y entre espacios métricos es continua Si y
solo si la antimagen de todo abierto de Y es un abierto de X.
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Demostracién. =) Sea V cY un abierto. Si f~1(V) no es un abierto, entonces existe un
punto x € f~1(V) tal que ninguna bola centrada en x estd incluida en f~X(V). Sea x, €
B(x, %) que no pertenezca a f~1(V). La sucesién {x,} converge a x y la sucesién {f(x,)}
no converge a f(x) € V, porque f(x,) ¢V, para todo n y dada una bola B(f(x),r)cV se
tiene que f(x,) ¢ B(f(x,),r)y d(f(x,),f(x)) = r, para todo n. Por tanto, f no es continua
en x y llegamos a contradiccion.
<) Sea {x,} una sucesion convergente a x € X. Si {f(x,)} no converge a f(x), enton-
ces existe una bola B(f(x),r) de modo que para cada n existe un m, >n tal que f(x,,,) ¢
B(f(x),r). Por tanto, x,,, ¢ f~YB(f(x),r)). Dada una bola B(x,s) c f1(B(f(x),r)), los
Xm, € B(x,s), luego la sucesién {x,} no converge a x.
O

2.3. Espacios topolégicos

1. Introduccion: Introducimos aqui el concepto de topologia de modo intuitivo (y
riguroso). A partir de 2.3.2 procederemos como en la mayoria de los textos de topologia.

En general, sin la ayuda de una distancia, definamos abstractamente el concepto
de puntos cercanos a uno dado: Sea X un conjunto y x € X. Se dice que una familia (no
vacia) de subconjuntos de X, B,, es una base de entornos abiertos de x si x € U, para
todo U € By, y si U,V € B, entonces UNV € B,. Se dice que W es un entorno de x si
existe U € B, tal que U < W.

Si (X,d) es un espacio métrico y x € X, entonces {B(x, %)}neN es una base de entor-
nos abiertos de x.

Se dice que dos bases de entornos abiertos de x son equivalentes si tienen los mis-
mos entornos de x. El lector puede probar que dos bases de entornos abiertos de x, B,
y B!, son equivalentes si y solo si para cada U € B, existe U' € B, tal que U' c U y
para cada V' € B, existe Ve B, tal que Vc V'

Se dice que X es un espacio topolégico si para cada x € X tenemos una base B, de
entornos abiertos de X de modo que si y € U € B,, entonces U es un entorno de y'.
Se dice que U < X es un abierto de X si es entorno de todos sus puntos, o equivalen-
temente, para cada x € U existe U, € B, tal que U, c U. Observemos que: @ y X son
abiertos, si U y V son abiertos entonces entonces U NV es abierto y si {U;};cs es una
familia de abiertos entonces iLEJIUi es abierto.

En la bibliografia, en general, se procede de modo inverso. Se dice primero qué
subconjuntos de X son abiertos y luego cuando un subconjunto es un entorno de x.
Veamoslo.

2. Definicion: Sea 7 = {U;};c; una familia de subconjuntos de un conjunto X. Diremos
que T es una topologia de X si cumple

IEstamos formalizando la siguiente intuicién: si y es cercano a x, entonces los puntos muy cercanos
a y son cercanos a x
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1. X,p€r.
2. SiU,U’' €1, entoncesUNU' €.

3. SiUj €1, para todo j€J, entonces Uje U, € 7.

3. Definiciones: Si 7 es una topologia de X, entonces se dice que (X, 7) es un espacio
topologico. Un subconjunto U de un espacio topolégico (X, 1) se dice que es un abierto
si U € 1; se dice que C < X es un cerrado si C¢ es un abierto.

4. Ejemplos: El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto X es una topologi-
a, denominada la topologia discreta de X. Por definicién, en esta topologia todo sub-
conjunto es abierto.

La topologia de X cuyos tinicos abiertos son X y @, se denomina la topologia trivial.

El conjunto de los abiertos de un espacio métrico X es una topologia de X, que es
la topologia que consideraremos en los espacios métricos (salvo que se diga otra cosa).
En R” consideraremos siempre salvo que se indique lo contrario la topologia definida
por la distancia d usual,

ALy %), D1y ) = 1 =YD o4 (= )2,

SiY es un subconjunto de un espacio topolégico (X, ), entonces 7’ :={UNY, YU € 1}
es una topologia de Y y se dice que Y es un subespacio topolégico de X. Dados dos
numeros reales a < b, diremos que los intervalos de R

1. (a,b):={reR:a<r<b}, 2.(a,bl:={reR:a<r=<b},
3. [a,b):={reR:a<r<b}, 4. la,bl:={reR:a<r=<b},

son intervalos semiabiertos (en 1.y 2, puede ser a = —o0o, en 1. y 3. puede ser b = c0).
Son espacios métricos y son subespacios topolégicos de R.

5. Ejercicio: Sea (X,d) un espacio métrico y d'(p,q) := min{1,d(p, q)}. Prueba que la
topologia definida por d coincide con la definida por de d’'.

6. Sea X un espacio topolégico. Pasando a complementarios en 2.3.2, es obvio:
a. X y @ son cerrados.
b. La unién de dos cerrados es un cerrado.
c. La interseccion de cerrados es cerrado.

Evidentemente una topologia esta determinada por cual es el conjuntos de los cerra-
dos. Si tenemos una familia de subconjuntos de un conjunto X, que cumplen a.,b. y c.
entonces es la familia de cerrados de una topologia de X.
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7. Definicion: X un espacio topolégico e Y < X un subconjunto. Se dice que x € X es
un punto de acumulacién de Y, si para todo entorno U de x, Y Nn(U —{x}) # @.

8. Proposicion: Sea X un espacio topoliogicoy C < X un subconjunto. C es un cerrado
de X si y solo si todo punto de acumulacion de C estd en C.

Demostraciéon. =) Six ¢ C, entonces U = X —C es un abierto que contiene a x y obvia-
mente C N (U —x) = @, luego x no es un punto de acumulaciéon de C.

<) Si x ¢ C, entonces no es un punto de acumulacién de C en X y existe un abierto
U que contiene a x, tal que CN(U —x) = @, luego CNU = @. Por tanto, X —C es un
abierto, luego C es un cerrado. O

9. Definicion: Sea X un espacio topolégico e Y < X un subespacio. Llamaremos cierre
de Y en X, que denotaremos Y, al menor cerrado de X que contiene a Y (es decir, a la
interseccion de todos los cerrados que contienen a Y').

10. Ejercicio: Prueba que el cierre de (a,b) en R es [a,b].

11. Proposicién: Sea X un espacio topolégico, Y c X un subconjunto e Y' el conjunto
de los puntos de acumulacion de Y en X. Entonces, Y =Y UY".

Demostracién. Por la proposicién anterior YUY’ cY.Dado x ¢ YUY, existe un abierto
U que contiene a x, que no corta con Y, porque si no x perteneceriaaY’'. UnY’' =@,
porque si ye UNY’, entonces U es un entornode y y (U —y)NY # @. En conclusién, el
complementario de Y UY' es un abierto, Y UY’ esun cerradoy Y cY UY". m|

12. Definicion: Sea X un espacio topolégico. Diremos que V < X es un entorno de
x € X, si existe un abierto U de X tal que xe U c V.

Los abiertos son entornos de cada uno de sus puntos.

13. Definicion: Sea X un espacio topolégico e Y < X un subconjunto. Diremos que
x € X es adherente a Y cuando x € Y, es decir, todo entorno de x corta con Y.

14. Proposicion: Sea X un espacio topolégico e Y € X un subconjunto. El cierre de Y
en X es el conjunto de los puntos de X adherentesa Y.

15. Definiciones: Se dice que un espacio topolégico es T'1, si todos los puntos son
cerrados. Se dice que un espacio topologico X es Hausdorff si para cada pareja de
puntos distintos x,x’ € X existe en entornos U, de x y U, de x’ disjuntos.

Si un espacio topolégico es Hausdorff entonces es T'1: Veamos que x € X es cerrado.
Dado «’ # x, sea U, un abierto que contenga a x' y no a x. Entonces, X —x = Uy, Uy,
que es abierto, luego x es cerrado.

Los espacios métricos son Hausdorff.
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16. Definicion: Sea X Hausdorff. Se dice que una sucesiéon de puntos {x,} de X con-
verge a x € X, si para cada entorno V de x, existe ng tal que x, € V, para todo n = ny.

En este caso, el punto x es dnico y escribimos x = lim x,,.
n—00

17. Ejercicio: Prueba que lim x, =x < {x} = Nmeni®nltnom.
n—oo

18. Definiciones: Sea X un espacio topolégico y x € X. Se dice que un conjunto {U;};es
de entornos de x es una base de entornos de x si para cada entorno U de x existe un
entorno U; tal que U; € U. Se dice que X es primero numerable si para cada punto de
X existe una base numerable de entornos del punto.

19. Ejemplo: Los espacios métricos (X,d) son primero numerables: Dado x € X,
B, ={yeX:d(y,x)< %}neN es una base numerable de entornos de x.

20. Proposicion: Sea X un espacio topoldgico Hausdorff primero numerablee Y c X
un subconjunto. Entonces,

1. Un punto x € X es adherente a Y si y solo si existe una sucesion {y, € Y} que
converge a x.

2. Y es un cerrado de X siy solo si toda sucesion de puntos de Y convergente (en X)
converge a un puntode Y.

Demostracion. 1. =) Sea {U,},en una base de entornos de x, entonces {V,, := n U,} es
i1=n

una base de entornos de x y V,, .1 €V, para todo n. Existe una sucesion {y, € Y NV,
que resulta que es convergente a x.

<) El punto x es adherente a la sucesion {y,}, luego es adherente a Y.

2. =) Sea {y, € Y} una sucesion convergente (en X) y x = r}lg)lo yn. Entonces, x es

adherente a {y,}, luego es adherente a Y, luegox €Y.
<) Si x es adherente a Y, por 1., existe una sucesion de puntos de Y que converge
ax,luegoxeYyY =Y. O

21. Proposicion : Un subespacio de un espacio métrico completo es un cerrado si y
solo si es completo.

Demostracién. Sea (X,d) el espacio métrico completo y Y < X el subespacio (cuya
distancia es la restriccion ded a Y.

=) Dada una sucesion de Cauchy en Y, entonces es de Cauchy en X, luego es
convergente a un punto, que ha de ser un punto de Y porque Y es un cerrado de X.
Por tanto, Y es completo.

<) Sea x un punto adherente a Y. Sea y, € Y nB(x, %). La sucesion {y,} converge
a x y en particular es de Cauchy. Como Y es completo, x € Y. Por tanto, Y =Y y es
cerrado.

O
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2.3.1. Aplicaciones continuas

22, Definiciones: Una aplicacion f: X — Y entre espacios topolégicos se dice que es
continua en x € X, si la antimagen de todo entorno de f(x) es un entorno de x. Se dice
que f es continua si es continua en todo punto. Se dice que f es un homeomorfismo si
es biyectiva y la inversa es continua.

23. Ejemplos: Las aplicaciones entre espacios métricos continuas son continuas.
La aplicacion identidad Id: X — X es continua.
SiY < X es un subespacio topolégico entonces el morfismo de inclusién es continuo.

Sif: X —Y escontinuaenxy g:Y — Z es continua en f(x), entonces gof es
continua en x. La composicion de aplicaciones continuas es continua.

24, Proposicion: Una aplicacion f: X — Y entre espacios topoldgicos es continua st
y solo si la antimagen de todo abierto de Y es un abierto de X.

Demostraciéon. =) Sea V un abierto Y. V es entorno de cada uno de sus puntos, luego
F~H(V) es entorno de cada uno de sus puntos, luego abierto.
<) Sea V un entorno de f(x). Sea V' un entorno abierto de f(x) incluido en V.
Entonces, f~1(V) es un entorno de x porque contiene al abierto f~1(V’).
O

25. Ejercicio: Una aplicacién f: X — Y entre espacios topolégicos es continua si y
solo si la antimagen de todo cerrado de Y es un cerrado de X.

26. Proposicion: Sea f: X — X' una aplicacién entre espacios topoldgicos.

1. La aplicacion f es continua en x € X si y solo si cumple que si x es adherente a
Y c X entonces f(x) es adherente a f(Y).

2. La aplicacion f es continua si y solo si para todo subconjunto Y < X se cumple
que f(Y)< f(Y).

Demostracién. 1. =) Sea U’ un entorno de f(x), entonces £~ 1(U’) es un entorno de
x, luego f~HU")NY # @ y tomando imagenes por f f(f "X U") N f(Y) # @. Por tanto,
Unf(Y)# @y f(x)es adherente a f(Y).

<) Sea U’ un entorno de f(x). Si f~1(U’) no es un entorno de x, entonces x € C :=
f~H(U"ec. Por tanto, x es adherente a f~1(U’)¢, luego f(x) es adherente a f(f~X(U")°) <
U’¢, 1o cual es falso.

2. Observemos que f(Y) < f(Y) es equivalente a decir que si x es adherente a
Y entonces f(x) es adherente a f(Y). Observemos que f es continua si y solo si es
continua en todo punto. Por 1. se concluye facilmente.

O
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27. Proposicion: Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios topolégicos Hausdorff:
Entonces,

1. Si f es continua en x, entonces f(lim x,) = lim f(x,), para toda sucesién conver-
n—.oo n—oo

gente {x,} a x.

2. Si X es primero numerable y f(lim x,) = lim f(x,), para toda sucesion {x,} con-
n—oo n—o0

vergente a x, entonces [ es continua en Xx.

Demostracion. 1. Sea x = r}u{.lo %,. Dado un entorno U de f(x), f ~(U) es un entorno de

x, luego existe ny de modo que x, € f~1(U), para todo n = ng, y por tanto f(x,) € U,
para todo n = ng. En conclusion, lim f(x,) = f(x) = f(lim x,).
n—.oo n—00
2. Sea U un entorno de f(x). Sea {V,},en una base de entornos de x, entonces
(W, := N Vylnen es una base de entornos de x y W,41 € W, para todo n. Si f~1(U)
n

m=<
no es un entorno de x, para cada n existe un x, € W, tal que x,, ¢ f~1(U). La sucesién

{x,}nen converge a x, pero la sucesion {f(x,)},en no converge a f(x), porque f(x,) ¢ U,
para todo n. Hemos llegado a contradiccion, luego la suposicion es falsa. O

28. Sean X y Z espacios topolégicos Haausdorff, Y < X un subespacio, x € X un punto
adherenteaY y f: Y — Z una aplicacién. Se dice que }111916 f(y) = z si para cada entorno

U de z existe un entorno V de x tal que f(VNY)c U. Si X es primero numerable,
equivale a decir que lim f(y,) =z, para toda sucesion {y, € Y} convergente a x.
n—oo

SiY =(a,b), X =(a,b],R, etc., y x = b, denotaremos h’nll)f(y) = ll’Iil f(y). SiY =
y— y—b~
(a,b), X =[a,b), R, etc., y x = a, denotaremos iin%f(y) = lim £(y).
s y—at

R es un subespacio topolégico de [—o0,00] = {—oo} [[R]]{cc}, donde una base de en-
tornos de oo son {(a,00]} (@ € R) y una base de entornos de —oo son {[—oo,a)} (a € R). Si
Y =R, hablaremos de lim f(y)y lim f(y). Por tiltimo, dada una aplicacién f: Y — R,

y—00 y——00

diremos que lim f(y) = +oo si lim f'(y) = oo, donde f' es la composicién de las aplica-
y—x y—x

ciones Y 1, R — [—o00,00].

29. Ejercicio: Calcula 11’r(1)1+% y 1i1})1 % Prueba que f: R — R es continuaenx=0siy
x— x—0~

solo si lirgl+ fx)y HI(I)I f(x) existen y son iguales.
X— x—0~

Dado dos espacios topolégicos (X,7) y (X’,7'), 1a topogia en X x X' cuyos abiertos
son unién (de un nimero arbitrario) de subconjuntos U xU’, con U ety U' € 17/, se
dice que es la topologia producto de X x X'. Veamos la propiedad universal de esta
topologia.

Denotemos por Aplic,,,;(X,Y) el conjunto de todas las aplicaciones continuas de
XenY.
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30. Proposicion: Las proyecciones m1: X x X' — X, m1(x,x') i=xy 19: X x X' = X/,
mo(x,x") := x' son aplicaciones continuas. La asignacién

Apliccont(YaX x X’) - Apliccont(Y,X) X Apliccont(Y,X’), f — (710 f7 g0 f)
es biyectiva.

Demostracién. Dado un abierto U c X, entonces nIl(U )=U x X', que es un abierto de
X x X'. Por tanto, 71 es continua, e igualmente 79 es continua.

Dadas dos aplicaciones continuas f1: Y =Xy fo: Y - X' sea fi xfo: Y - X x X'
la aplicacién definida por f1 x fo(y) = (f1(y), fa(y)). Dados dos abiertos U c X y U’ <
X', tenemos que (f1 x fo) NU xU') = fl_l(U)ﬂ f2_1(U') es abierto. Por tanto, f1 x f2 es
continua. Las asignaciones f — (m1of,mo0f) y (f1,f2) — f1 x f2 son inversas entre
si. O

Dados n espacios topolégicos (X1,71),...,(X,,7,), la topologia en X1 x---x X, cuyos
abiertos son union de subconjuntos Uy x --- xU,, con U; € 1;, para todo i, se dice que es
la topologia producto de X7 x --- x X,,. Es facil, probar que la aplicacion

(Xl Xoee xXn—l) XXn _>X1 Xoees XXn,((xlv--,xn—l),xn)'_’(xl,-u,xn)

es un homeomorfismo.
31. Ejercicio: Sean (X1,d1),...,(X,,d,) espacios métricos y sean d = d1 +---+dj,,
d'=max(di,...,d,)yd" = \/d% +---+d2 las distancias en X{ x --- x X, definidas por

d(x1,...,%),(¥1,...,9)) = dilx1,y1)+--+dn(xn, y2)
d’((xl,- .. axn),(yly- .. ,yn)) méx(dl(xlyyl), cee ,dn(xn,yn))
d"((x1,..%1),(¥1,--5Yn) Vdi(x1,y1)2 + -+ dn(xy, y0)?

Prueba
1. %" <d'<sd<n-d".

2. La topologia producto es igual a la topologia definida por d, por d’ y por d”.

32. Proposicion: Sean f,g: X — Rcontinuas en x. Entonces, f+gy f-g son continuas

en x. Si f(x)#0, para todo x € X, entonces % es continua en Xx.

Demostraciéon. La aplicacion f + g es la composicién de la aplicacion continua en x,
X ->RxR, x— (f(x),g(x)) y la aplicacién continua s: RxR — R, s(a,b) =a + b, luego es
continua en x. El resto al lector.

O
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2.3.2. Espacios topolégicos conexos

Si (X, 1) es un espacio topolégico e Y < X un subconjunto. Entonces, (Y ,7’), con 7/ =
{UNY,VU € 1} es un espacio topologico y diremos que Y es un subespacio topoléogico
de X.

33. Definicion: Se dice que un espacio topolégico no vacio es conexo si no es union de
dos abiertos no vacios disjuntos.

34. Ejemplo: Los espacios topologicos con un tinico punto son conexos.

35. Proposicion: Consideremos R con la topologia usual. Y < R es conexo si y solo si
es un intervalo semiabierto.

Demostracién. =) Sea a :=1inf{y € Y} (si Y no esta acotado inferiormente a = —00). Sea
b =sup{yeY} (si Y no esta acotado superiormente b = o00). Si c € (a,b), entonces c€ Y,
porque sino Y =(—o00,c)NY [[(c,00)NY y no seria conexo. Ahora es facil probar que Y
es una de los intervalos (a, b), (a,b], [a,b) 6 [a, b].
<) Supongamos que el intervalo semiabierto de “extremos” a y b es union de dos
abiertos no vacios disjuntos U y V. Dado c € U n(a,b), sea C :={d € U: (¢,d) < U}.
Sea k el supremo de C en R (si C no esta superiormente acotado definimos % := co = b).
Supongamos k < b. Si k € U, entonces un entorno de % estd incluido en U y existe &' > &
en U, lo cual es imposible. Si % ¢ U, es decir, pertenece a V, existe un entornode 2 enV,
luego existe k' € V tal que ¢ < k' <k, lo cual es imposible. Por tanto, 2 =b y [¢,b) cU.
De modo equivalente demostramos que (a,c] < U y concluimos que (a,b) c U, lo cual
es imposible.
O

36. Ejemplo: Probemos que R” es conexo: Supongamos que R* =V;[[Vy, con V1 y Vy
abiertos no vacios. Sea x; € V1 y x2 € Vy y consideremos la recta R que pasa por x1 y
x2. Entonces, R es union de dos abiertos no vacios disjuntos, RnV; y R nVsy. Entonces,
R no es conexo, pero R es homeomorfo a R que es conexo. Contradiccion.

37. Proposicion: Si Y,Y' c X son dos subespacios topolégicos conexos no disjuntos,
entonces Y UY' es conexo.

Demostracion. SeanV y V' dos abiertos no vacios de Y UY" disjuntos que lo recubran,
es decir, tales que YUY' =V [[V'. Como Y = (Y nV)]I(Y nV’) entonces podemos su-
poner que Y =Y NV y Y NV’ = @. Argumentando igual obtendremos que Y' =Y'nV’
yY'NnV =@. Por tanto, Y y Y’ son disjuntos y hemos llegado a contradiccion. O

38. Proposicién: Si un subespacio Y < X es conexo, entonces Y es conexo.
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Demostracién. Supongamos que Y = V][V’ es unién disjunta de dos abiertos no va-
cios. Cortando con Y tendremos que uno de los dos abiertos, digamos V, contiene a Y
y el orto es disjunto con Y. Por tanto, el cierre de Y en Y, que es Y, estd incluido en el
suplementario de V', lo cual es absurdo. |

39. Proposicion: Si Y c X es un subespacio conexo, entonces estd inlcuido en un
tnico subespacio conexo maximal.

Demostracion. Sea C el conjunto de los subespacios conexos de X que contienen a Y.
Dados Y1,Y5 € C diremos que Y7 < Y5 si Y1 € Ys. Todo subconjunto {Y;};c; totalmente

ordenado de C tiene una cota superior: Y' = ‘UIYi' Tenemos que probar que Y’ es
1€

conexo. Si Y’ = V][V'es unién de dos abiertos disjuntos no vacios, entonces cada Y;
esta incluido en uno de ellos y es disjunto con el otro. Entonces si Y; esta inlcuido en
V (por ejemplo) entonces Y esta incluido en V, para todo Y; =Y}, lo cual implica que
Y’ esta incluido en V y llegamos a contradiccion. Por el lema de Zorn, existe en C
maximales. Como la unién de dos conexos (no disjuntos) es conexo, solo puede existir
un tnico maximal en C.

O

40. Definicion: Se que un subespacio Y € X es una componente conexa de X si es un
subespacio conexo maximal.

Las componentes conexas son cerradas porque han de coincidir con su cierre. Dos
componentes conexas o son iguales o son disjuntas, porque si no son disjuntas su unién
seria un conexo mayor.

41. Proposicion : Todo espacio topolégico es la unién disjunta de sus componentes
conexas.

42, Proposicion: El producto directo de dos espacios topologicos conexos es conexo.

Demostracién. Sean X e Y conexos. Basta ver dos puntos cualesquiera (x,y),(x’,y’) €
X xY pertenecen a un mismo subespacio conexo. El subespacio xxY c X xY es conexo
porque es homeomorfo a Y, igualmente X x y' ¢ X xY es conexo. Por tanto, la unién
C=xxYuUXxy'esconexoy (x,y),(x',y)eC.

O

2.3.3. Espacios topologicos compactos

43. Definicion: Sea X un espacio topolégico. Se dice que una familia {U;};c; de abier-
tos de X, es un recubrimiento de X si X = U;¢;U;. Se dice que X es un espacio topo-
légico compacto, si para todo recubrimiento {U;};c; de X, existen iq,...,i, € I de modo
queX:Uil U--'UUin.
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44. Proposicion: Los intervalos cerrados [a,b] € R son compactos.

Demostracion. Sea B = {U;};e; un recubrimiento de [a,b]. Sea C = {c € [a,b]: [a,c]
esta incluido en un ndmero finito de abiertos de B}. Sea m = sup{c € C}. Tenemos que
probar que m = b. En primer lugar observemos que m # a: sea U € B que contenga
a a, entonces existe € > 0 de modo que [a,a +¢€) c U, luego m = a + €. Supongamos
que m # b, Sea V € B un abierto que contenga a m. Entonces, existe ¢ > 0 tal que
(m—e,m+e)cU. Como m—ee€C,es claro que m+e¢ € C y hemos llegado a contradiccion
porque m +¢€ > m. O

Pasando a complementarios, una definicion equivalente de espacio topolégico com-
pacto es la que sigue: “X es compacto si cumple que si una intersecciéon de un nimero
arbitrario de cerrados es vacia, entonces la intersecciéon de un cierto numero finito de
ellos es vacia”.

45. Proposicion: Todo cerrado de un compacto es compacto.

46. Proposicion: Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Si C < X es compacto en-
tonces es un cerrado de X.

Demostracion. Sea x € X — C. Para cada c € C, sean U, y V. abiertos disjuntos que
contengan a c y a x, respectivamente. C c U.ccU,, luego existe un nimero finito de
abiertos U,,...,U,, tales que Cc U, U---UU,,. Uy = ﬁ;’:chi es un abierto que con-
tiene a x y es disjunto con U, U---U,U,,, luego es disjunto con C. Por tanto, X — C es
abierto, luego C es cerrado. O

47. Proposicion: El producto directo de dos espacios topoldgicos compactos es com-
pacto.

Demostracion. Sean X y X' dos espacios topolégicos compactos. Sea {V;};c; un recu-

brimiento de X x X’. Fijemos x € X. Para cada x’ € X, existe un i € I, que denotamos

xx', tal que Vs contiene a (x,x') y por tanto existen abiertos Uy < X, U, c X', tales
!/

que (x,x') € Uy xU], < V. Sean «},...,x, €X' tales que U;,,...,U;, recubran X' y
1 nx

sea Uy =N* Uy . Entonces,
- 1
! ny ! Ny
Ux x X' c Uilex; X Ux; c uilexx;
Sean x1,...,x,, tales que X = U;?llexj. Entonces,

Ny .
/I _, m I _ ., m xj
XxX'=Ul Uy x X' = UL U2 Vi
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Se dice que un subconjunto de un espacio métrico es acotado si esta incluido en
alguna bola.

48. Teorema de Heine-Borel: Un subespacio K c R" es compacto si y solo si es un
cerrado de R" y estd acotado.

Demostraciéon. =) Sabemos por la proposicién 2.3.46 que K es cerrado. Dado x € K,
tenemos que K < U,enB(x,n). Por ser K compacto, K < B(x,n), para n “grande”.
<) Existe m tal que K < B(0,m). Entonces, K < [-m,m]". El cerrado [-m,m]" es
compacto por las proposiciones 2.3.44 y 2.3.47. Como K es un cerrado de R", es un
cerrado de [-m,m]"?, luego es compacto por la proposicion 2.3.45.
O

49. Definicion: Se dice que x es un punto de acumulacién de una sucesién de puntos
{xn} six € Npenixn, Y =m}.

50. Proposicion : Un subespacio K c R" es compacto si y solo si toda sucesion de
puntos de K tiene algtin punto de acumulacion en K.

Demostracién. =) Sea {x,} una sucesion en K c R". K es cerrado, luego {x,,Vn =m} <
K. Si npenixn, Vn = m} = @, entonces una interseccion de un numero finito de ellos es
vacia, porque K es compacto, lo cual es imposible. Por tanto, N,enixn, VR =m} # @,
luego la sucesion tiene puntos de acumulacién en K.

<) Toda sucesion convergente de puntos de K, converge a un punto de K, luego K
es cerrado. Sea x € K. Si K no fuese acotado, existiria una sucesién de puntos de K,
X, € B(x,n) (n € N). Esta sucesion no tiene puntos de acumulacién y hemos llegado a
contradiccion. Por tanto, K es un cerrado acotado de R”, luego es compacto. O

2.3.4. Teoremas sobre aplicaciones continuas

51. Proposicion: Si X es conexoy f: X — Y es una aplicacién continua, entonces
f(X) es conexo.

Demostracién. Tomando el subespacio f(X) en vez de Y podemos suponer que f es
epiyectiva. Si Y = U[[U’ es unién de dos abiertos no vacios disjuntos, entonces X =
FYY) = AW f 1 U') es unién de dos abiertos no vacios disjuntos y llegamos a
contradiccion. O

52. Corolario: Sea X un espacio topolégico conexo y f: X — R una aplicacién conti-
nua. Si f(x)=ay f(y)=b, con a < b, entonces para todo ¢ € (a,b) existe z € X tal que

f(z)=c.
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Demostracién. Por la proposicion anterior, f(X) es conexo. Por la proposicion 2.3.35,
f(X) es un intervalo semiabierto, luego si f(X) contiene a a y b, contiene a (a,b).
O

53. Teorema de Bolzano: Sea f: [a,b] — R una aplicacién continua. Si sign(f(a)) =
—sign(f(b)), entonces existe a <x < b tal que f(x)=0.

54. Teorema: Sea f: X — Y una aplicacion continua.
1. Si X es compacto entonces f(X) es compacto.

2. Si X es compacto e Y Hausdorff, entonces [ es una aplicacion cerrada (es decir,
la imagen de todo cerrado es cerrado).

Demostracién. 1.Sea {V;j};cr un recubrimiento de f(X). Entonces, {f “1(V;)};e; un recu-
brimiento de X. Luego, existen iq,...,i, € I de modo que f‘l(Vil), e, f‘l(Vin) recubren

X. Por tanto, V;,,...,V; recubren f(X).
2. Todo cerrado de X es compacto, luego su imagen por f es un compacto, que es
cerrado porque Y es Hausdorff. |

55. Teorema de Weierstrass: Sea X un espacio topolégico compactoy f: X — R una
funcion continua. Existe algin x € X, tal que f(x) es mdximo; igualmente, existe algin
x' € X tal que f(x') es minimo.

Demostracién. Sabemos que f(X) es compacto y cerrado. Entonces, M = max{r € f(X)}
pertenece a f(X)y m =min{r € f(X)} también.
O

56. Definicion: Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios métricos. Diremos que f
es uniformemente continua si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 tal que d(f(x),f(y)) <e,
siempre que d(x,y) <6.

57. Teorema de Heine: Sea X un espacio métrico compacto e Y un espacio métrico.
Toda aplicacion continua f: X — Y es uniformemente continua

Demostraciéon. Consideremos la aplicacion continua
F:X xX —R, F(x,x'):=d(f(x),f(x")

y el abierto U = F~(—¢,e). Buscamos &, tal que si d(x,x') < 8, entonces (x,x) € U,
Consideremos en X x X la distancia d1 + dg, definida por (d1 + d2)(x,,x'),(2,2")) =
d(x,z)+d(x',2"). La topologia definida por esta distancia es la de X x X (ver ejercicio
2.3.31). Sea C = U*. La aplicacion continua X — R, x — (d1 + d2)((x,x),C), alcanza un
minimo para cierto xg € X. Sea § = (d1 + d2)((xg,x0),C) > 0. Entonces, si d(x,x) <6,
entonces (d1+d2)((x,x),(x,x")) =d(x,x') <6 y (x,x") ¢ C, es decir, (x,x') e U. |
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58. Sea X un conjunto y Aplic,(X,R) el conjunto de funciones acotadas. Conside-
remos en Aplic,(X,R) la norma del supremo: ||f|lo := sup{lf(x)|; Vx € X}. Sea {f,}
una sucesion de Cauchy. Evidentemente, {f,(x)} es de Cauchy, para cada x y pode-
mos definir r}l_g)lofn X — R, (r}ilgofn)(x) = ’}irlgo(fn(x)). Dado € > 0, existe m tal que

1fm = fmlloo <€, para todo m' = m. Entonces, |f,,/(x) — fm(x)| <€ para cada x € X, luego

| lim f,(x) — fm(x)| < €, para cada x y para m' > m, luego || lim £, — fm/lleo < €, para

n—00 n—.oo

m’ > m. Obviamente, lim f,, es acotada. En conclusién, Aplic,(X,R) es un espacio mé-
n—oo

trico completo.

Si X es un espacio topolégico, denotemos %Q(X ) el anillo de todas las funciones
continuas de X acotadas. Observemos que si X es compacto, entonces ‘€£(X ) coincide
con el anillo de las funciones continuas de X.

59. Teorema: Cgo?(X ) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {f, € €X(X)ten una sucesién de Cauchy y sea f := lim f,,. Solo
n—oo

tenemos que probar que f es continua. Sea x € X. Dado € > 0, existe n € N tal que
1fm = Fm'lloo < €/3, para todo m,m' = n, luego ||fm — flleo < €/3. Existe un entorno U de
x tal que |f(y) — fm(x)| < €/3 para todo y € U. Por tanto,

D)= FOI =1 Q)= I+ 0 = Fn + 1 fn) = F @] <8- % =e

para todo y € U. Luego f es continua.
O

Sea X un espacio topolégico, (Y,d) un espacio métrico completo y C2(X,Y) el con-
junto de las aplicaciones continuas de X en Y acotadas (es decir, las aplicaciones
f: X —Y tales que f(X) es acotado). C2(X,Y) es un espacio métrico con la distancia
d(f,f") =sup{d(f(x),f'(x)), Vx € X}. Dejamos que el lector pruebe el siguiente teorema.

60. Teorema: C%(X,Y) es un espacio métrico completo.

2.3.5. Equivalencia topolégica de las normas

61. Proposicion: Sea (E,||||) un espacio vectorial normado. Entonces,

lllell=lle'lll < lle —€'ll, para todo e,e' € E.
Demostracién. Para todo v,v’ € E, |lv+v|| < ||lvl| +|[v']], luego |[v]] < [lv +v'|| = [|V']].
Si tomamos v =e—e’ y v’/ = ¢/, entonces |le —€'|| < ||e|| —||€’||. Igualmente, |le' —e]|| <
[le'|| - |le]|. Hemos terminado porque |le —e'|| = ||’ —e]|. |

Como consecuencia tenemos que la aplicacion E — R, e — ||e|| es continua.
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62. Definicion: Diremos que dos normas |||, |||’ de un R-espacio vectorial E son
equivalentes si existen A,A’ >0 tales que |le|]| < Alle|’ y llell’ < A'|le|, para todo e € E.

Evidentemente, si dos normas son equivalentes entonces definen la misma topolo-
gia.

63. Teorema : Todas las normas de un R-espacio vectorial de dimension finita son
equivalentes. En particular, todas las normas de un R-espacio vectorial de dimension
finita definen la misma topologia.

Demostraciéon. Podemos suponer que el espacio vectorial es E =R"” y que ejq,...,e, es
la base estandar. Sea |||| una norma en £ y M = max{||e1]l,...,|le,||}. Entonces, dado
e=2;Ae; tenemos que |le|| = [|X; Aje;ll = X; [Aillle;ll = X [A;|- M = M -||el|;. Por tanto,
NI<M-Ill1.

Consideremos en R” la topologia estandar definida por ||||1. Observemos que

. 1
(1, xn)lle = /a2 + -+ + 22 = max{|xq, ..., |x, ]} = M1, sl
Por tanto, ||||1 ¥ |||l2 son equivalentes y definen la misma topologia. El conjunto K =
{e e R™: ||e]|; = 1} es un compacto, porque es cerrado y esta acotado para |[|||2.
La aplicacion R" — R, e — ||e|| es continua, pues

! / !/
Hell—llelll<lle—e’ll<M-|le-e'|l1

Sea m el minimo de |||| sobre el compacto K. Por tanto, |||| =m-||||1. En conclusién, la
topologia definida por |||| es equivalente a ||||;.
O

64. Ejercicio: Prueba que si un subconjunto C € R™ es acotado para una norma,
entonces lo es para cualquier otra norma. Prueba que si una sucesion de vectores
{e, € R™} converge a e € R™ para una norma, entonces converge a e para cualquier
otra norma. Dado v = (14,...,A,,) € R™, denotamos v’ = A,. Prueba que r}irgoen =esiy
solo si rgl_{gloeﬁl = e, para todo i.

Sea X un espacio topoldgico. Prueba que toda sucesiéon de funciones continuas
{fn: X — R™} acotadas converge uniformemente a una funcién continua f, consideran-
do en R™ una norma, entonces converge uniformemente a f considerando cualquier

otra norma en R™. Con las notaciones obvias, prueba que {f,} converge uniformemente
a f, siy solo si {f, ;} converge uniformemente a f;, para todo 1 <i <m.

65. Sea E, |||| un espacio vectorial normado de dimensién finita. Definamos en End, E
la siguiente norma: modo: Dado 7' € End, E, ||T'|| := max{||T(e)||: ||le|]| = 1}. Por tanto,
[IT ()| <I|IT]|-|lell, para todo e € E. Ademas, dados T',S € End;, E, se cumple que

[|T 0S|l = max{||T(S(e))l, ¥llell = 1} = max{||T|- [|(S(e)Il, Yllell = 1} = |IT|| - |IS]I.

La aplicacion Endy E x End, E — Endi E, (T,S)— T oS es continua: Basta verlo con
cualquier norma y en coordenadas es facil demostrar la continuidad.
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2.4. Series

1. Definiciones: Sea (E,]||||]) un espacio vectorial normado completo y {e, € E},en

una sucesién de vectores de E. Diremos que la sucesién {s, =}.7_je;} es una serie. Si

la serie {s, = Z?_Oei} es convergente denotaremos lim s, = 372 e,. Diremos que la
- L =

serie {s,} es absolutamente convergente si la serie de nimeros reales {Z?:O lle;]]} es
convergente.

2. Ejemplos: Sea {a,} un sucesion aritmética de nimeros complejos, es decir, a,+1 =
a, +c, para todo n. Entonces, a, = ¢c-n +ag. Observemos que a, +as =a,.s +ao para
1 +1 .
todo r,s, luego Y. ja; =5, is=nla,+ag)="5=-(cn+2a9) y | X2 a;l = oo (sic+0).
Sea {a,} una sucesién geométrica de numeros complejos, es decir, a,+1 = c-ay,

ara cierto ¢ € C y todo n. Entonces, a, = ¢"-ag. Observemos que ag+c-Y." .a; =
y » Un 0 0 i=0%i
_n+l . . .
Xl paid)tans1 =27 ja;+ ¢"*1.qg, luego Yl ,ai=ag: L 1C_C . La serie geométrica es

convergente si y solo si |c| < 1, en este caso Z‘i’zoai =agp- l—fc

3. Proposicion: Sea {}.7_e;} una serie absolutamente convergente. Entonces es con-
vergente y si 0: N — N es una biyeccién se cumple que Y32 e; =372 eq().

Demostracién. Es un buen ejercicio para el lector. |
4. Proposicién : Si una serie de vectores {¥."_,e;} cumple que la serie {3."_|le;||} es
acotada, entonces la serie es absolutamente convergente.

Demostraciéon. Toda sucesion creciente de numeros reales acotada es convergente.
O

5. Proposicion: Sea {} .7 e;} una serie de vectores. Si existen r <1y m € N tal que

llentall

o <r, para todo n = m, entonces la serie {}.!_,e;} es absolutamente convergente.
" -

Demostracién. Observemos que ||e,im|l <7-llensm-1ll <---<r™-||len|l. Entonces,

n m n m oo m 1
Z lle; Il = Z lle;[l + Z lle;ll < Z IIei||+||em|I'Zr‘ = Z IIei||+||em||-1—-
i=0 i=0 i=m i=0 i=0 i=0 -r

Luego, {3.7_,Ile;|l} es acotada y {}.7"_ e;} es absolutamente convergente.

6. Lema: Si la sucesion {e,} es convergente entonces la sucesion {||e,||} es acotada.

Demostracion. La sucesion {||e,||} es acotada porque es convergente. O
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7. Proposicion: Supongamos ademds que E es una R-dlgebra y que ||le-e'|| < ||e||-||e']|.

Si {37_,en} es absolutamente convergente y {3.7_, e’} es convergente, entonces la serie

{ Y e;-e }es convergente y
i+j<n

lim ) e;- 'j:(Zei)-(Ze'i).
=0 1=0

n=oo i+j<n
Demostracién. El morfismo de multiplicacién E x E — E, (e,e’) — e-e’ es continuo.
Entonces, (X72,e;)- (X2 e’) = lim [(Z’.Lz ei)-(Z;."‘zoe'i)]2

Denotemos s, = (Z e;)- (Z e ) yit,= Y e;-e.. Sea K una cota de las sucesio-
1=0 1=0 l+j<n J

nes{ZIIe ||}yIIZe||ySean€Ntalque|| Z e|| lee ||_ﬁ,paratodom>n.

1=0 i=n+1 i=n
Entonces,
2n n+l n-1 0
/ / / /
||t2n_3n||:||(90' Z e, +---+ep_1- Z ei)+(en+1'Zei+"'+e2n'zei)||
i=n+1 i=n+1 i=0 i=0
€ €
S(”eO”'ﬁ+'+”en—l”'ﬁ)+(||en+1”'K+"'+||e2n||'K)
€ €
<(K-—)+(—-K)=¢.
2K 2K
Ademas,
/ /
lltan = ton-1ll =1l 3 ei-efll< 3 lleill-llel
i1+j=2n i1+j=2n
€
< (lleoll- ot le —1ll =)+ lenll-K +---+legnll - K)
2K 2K " "

€
S(Kﬁ)-i_(ﬁK)_e

Por tanto, lim ¢9,_1 = lim t9,, = lim s,, luego
n—oo n—oo n—00

lim Zel -—hmtn hmsn—(Ze)(Ze)

n—oo .
i+j<n

2Si la serie Xr e '} también es absolutamente convergente, entonces {(X"_ lle;ll)- (X7 OIIe D} es
convergente. y podemos reordenar los sumandos a discrecién y tendremos que lim ZH j<n€i- eJ
n—00

(X2, e)- (X2, )
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2.4.1. Funcion exponencial y funciones trigonométricas

Consideremos el compacto U,, :={z € C: |z| < m} y el anillo de funciones continuas
de U,, en C, que es un espacio métrico completo con la norma del supremo de las
funciones en U,,.

. . i
La serie de funciones {}."_, Zi'—,} es absolutamente convergente en U,,, porque
+1
Hzllf > Nzllf )

lim / = lim
n—oo(n+1)! n! n—oon+1

2l o<1,

8. Definicion: Sea exp: C — C la funcién definida por
22 2"
exp(z):=1+z+—+-+—+---
2! n!
En particular, definimos e :=exp(1)=1+1+ % +--e+ % 4o
La serie de funciones {}_7_ fl—’;} converge uniformemente a la funcién continua exp(z)
en todo compacto de C.
9. Proposicion: Se cumple que exp(z +z') = exp(z) - exp(2’).

Demostracion. En efecto,

<Z—><Z—>2‘”§ y 2.2 Z

r=0n+m= rn r=

(z +z')’

O

Consideremos la funcién exp: R — R, x — exp(x). Si
x > x' < 0 obviamente exp(x) > exp(x’) > 0. Si x <0
entonces exp(x) = ﬁ > 1, luego si x’ < x < 0 ten-
dremos que exp(x') < exp(x) < 1. Por tanto, exp(x) es
10. 2 una funcién estrictamente creciente y establece un
homeomorfismo de R con (0,00). Ademas exp es un
isomorfismo de grupos de (R,+) en ((0,00),-). Dado

% € Q, tenemos que em = Vee= exp(%) y Si x es
el limite de una sucesion de nameros racionales {g,},
entonces

exp(x) = n}inoloexp(qn) = lim el =:e”,

. n n
Obviamente, (e¥)n = exp(x)= = exp(x-;-) =e*m. Si y es el limite de una sucesién
de numeros racionales {g,}, entonces

(e®) = hm (ex)q” = lim ¥ 9" = ™7,
n—o0
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2 Inx

Sea In: (0,00) — R 1a aplicacién inversa de e*. Enton-

11. ces,

, In(xy) =In(x) +In(y) y In(x”) = yIn(x).

12. Definicion: Consideremos la funciéon R — C, x — exp(xi). También denotaremos
exp(xi) = e*. Definimos cosx y senx como las funciones de R en R tales que exp(xi) =
cosx +1i-senx. Es decir,

2 .4
COSx:1—%+%+...+(_1)n x

3
senx=x— g+ + (1" Gg5 +-
Como 1 = ¢%%, tenemos que cos(0) = 1 y sen(0) = 0. Obviamente, cos(x) = cos(—x) y
sen(x) = —sen(—x).
El morfismo de conjugaciéon C — C, x+y-i —x+y-i=x—y-i es continuo Por

tanto, exp(z) = Zfoo f; =220 Zn—': = exp(2). Las series de funciones {}) _,(—1)" (2m),} y
{Zn —o(— 1)m= (2m - 1),} convergen uniformemente en compactos de [Ri acosxysenx, porque

la serie {3} _, ((‘,’2), } converge uniformemente en compactos a e*

13. Proposicion: Se cumple que

1. WHYI = ol p¥i,

2. |e¥| =1
Demostracién. 2. |e¥i| = \/e¥i-e* = Ve*l.e=%i =
V1i=1. o

14. Corolario: Se cumple que
1. cos(x+ y) = cos(x)-cos(y)—sen(x)-sen(y).
2. sen(x + y) = cos(x) - sen(y) + sen(x) cos(y).

3. cos(x)? +sen(x)2 =1
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15. Supongamos que la aplicacién R — C, x — e** es inyectiva. Entonces, cos: RT — R
es inyectiva si cosx = cosx’, entonces senx = + V1—cos?x = + V1—cos?x’ = sen(+x'),
luego e** = eix i x=+x"yx=x" Por ser cosx inyectiva en R* y alcanzar el méximo en
x =0, es facil probar que cosx es decreciente,. Como cos(R") es un intervalo semiabierto
(incluido en [-1,1]), tendremos que cos(R*) = (a,1], con a = rll»%lo cos(r). Dado A € R", si
sen) = 0, entonces cosA = +1 y 1 = (e*)? = e?}M y llegamos a contradiccién. Luego,
sen(x) no cambia de signo y |senx| es creciente. Sea b = rllglo sen(r). Entonces,

a+bi=lime™ = lim % = lim (e"?)? —(hm e™)? = (a +bi)?
r—o0 r—o00 r—o00
Luegoa=1, 5 =0 (ya que a+bi es de médulo 1), luego cosx =1, lo cual es imposi-
ble porque cos(1) =1— ( 4,) ( 8,)— . < 1. En conclusién, R — C, x — e* no es
inyectiva.

Existen x # x tal que e = e*’, luego e *)" = 1. Sea ¢ = x — x/, entonces e
e%? para todo a € Ry n € Z. Luego, Im(e*?) = l®¢li Sea 2.7 :=inflx > 0: e* = 1}. Si
m = 0, entonces existe una sucesién decreciente de puntos ¢, > 0, tal que e** =1y
Im(e*?) = n,el®c17 = {1}, 1o cual es imposible. Evidentemente, 2™ = 1 y dados x,x’ €
[0,27) distintos se cumple que e** # e*L,

(@a+nc)i _

(x+2m)i

Obviamente, e =e*, luego

COS X

cos(x +2m) = cos(x) y sen(x + 2m) = sen(x).

Como (e™%)? = 27 = 1, tenemos que "% = -1, cosmt = -1y sen7 =0 (y 7 es el mi-
nimo nudmero real positivo cumpliendo cualquiera de estas tres igualdades). Como
senx = (1— x?) ("5 - x7)+ - es claro que sen(a) > 0, para todo a € (0,1). Luego, senx
es positivo en (0, 7r) Sea a > 0 minimo tal que cos(a) = 0 luego a € (0 m)y sena = 1.
Como e?*i = (e¥)* =i*=1, entonces 4-a=2-7y a = 5. Es decir, ezl =, cosz =0y
sen% =1(yZ 5 es el minimo numero real positivo cumphendo cualquiera de estas tres
igualdades). Observemos, que
B+ _ g5l o, pXl

Luego, cos(5 +x) = —senx y sen(5 +x) = cosx. Por dltimo dejamos que el lector pruebe
que las siguientes aphcacmnes son biyectivas

(0,712 [1,-1], [— ]Se“[ 1,11, [o,zn)eiisl.

Dado z € C no nulo, entonces z-|z| ™! es de médulo 1, es decir, pertenece a S! y existe
un unico 0 €[0,2mx), tal que
z=|z| e

Se dice 0 es el argumento de z y que la forma exponencial de z es |z|-e??
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2.5. Problemas

1. Prueba que v-1¢R.

Soluc1on Nos piden que probemos que no existe r € R tal que r2 = —1. Probemos
que r2 = 0, para todo r € R. Sea r la clase de equivalencia de una sucesién de
Cauchy de nimeros racionales {a,}. Entonces, r? = [{a%}] =>0.

2. Sean {a,} y {b,} y {c,} sucesiones de niimeros reales.

a) Si lima, =a, b, >0 paratodoneNy hm (b1 +---+b,) =00, entonces

n—oo
, aip+t---+ay
Iim —— =a.
n—ocobhy+---+b,
b) Si lim a, =a, entonces lim "% — o
n—o0 n—oo n
c) Si nhrgo =a, b, >0,paratodoneNy ’}irgo(bl +---+b,) =00, entonces
, Ci1+--+cCp
lim — =a.

n—coby+---+b,

d) Criterio de Stolz: Si lim 1=* =q, {b,} es creciente y lim b, = oo, en-
n—oo 9n+1 n n—oo

tonces lim % > =a.
n—oo ¥n

e) Si lim (a,+1—a,)=a, entonces lim a;" =a.
n—o0 n—0o0

Solucion: a) Sea € > 0. Existe k € N tal que para todo n > k, entonces |a, —a| < €/2.

Entonces,

aibit+-anb, | _ |(@1-a)bi+-(ay—a)by

bi+-+by al= bi+:-+b,

|(a1 a)b1+ (ap a)bkl (ap+1—a)bpi1+-(an—a)by,l |(a1 a)bi+--(ap— a)bk|+€bk+1+ b, <e
= bi+--+b, bi+--+by bi+--+b, 2 b1+-+b,

para todo n >> 0.
b) Es un caso particular de a) cuando b, = 1, para todo n.

c¢) Témese en a), a,, = Z—”.

d)Seaa, =an,—a,_1yb,=b,—b,_1(ag=bg=0). Entonces, lim 72 —a,b’n>0,

para todo n €Ny lim (b} +---+b}) = lim b, = oo, y por ¢)
n—oo n—oo

» aj+---+a, T
a= 1m—— im
ne0 Bl 4+ by n—»oob

e) Es consecuencia del criterio de Stolz, tomando b,, = n.
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. Prueba que un espacio topolégico X es Hausdorff si y solo si A := {(x,x) € X x

X,Vxe X} es un subespacio cerrado de X x X.

. Sea Y c X un subespacio denso (es decir, Y = X), Z un espacio Hausdorff y

f,8: X — Z dos aplicaciones continuas. Prueba que f =g < fiy =gyv.

. Sea r >0 un numero real y n € N. Prueba que existe un tnico namero real s >0

tal que s =r (se denota s = V7).

Solucion: La funcién x™: (0,00) — R, a — a™ es una funcién estrictamente cre-
ciente y lim x"” = oo y 0" = 0, luego x" toma todos los valores reales positivos,
X—00

una unica vez.

. Prueba que S? (superficie esférica de R?) es compacto.

Solucion: S? es un cerrado de R3, pues si consideramos la funcién continua
n: R — R, n(x,y,2) = 22 + vy + 22 entonces S? = n71(1). Es ademéas un subcon-
junto acotado de R3, luego es un compacto.

. Prueba que existe un punto en la superficie terrestre tal que éste y su antipoda

estan a la misma temperatura.

Solucién: Sea t: S?2 — R la aplicacién continua que asigna a cada punto de la su-
perficie terrestre su temperatura. Consideremos la aplicacién T': S? — R, T'(p) =
t(p) — t(-p), que es continua. Observemos que T(p) = —T(—p). S? es conexo: Sea
p =(p1,p2,p3) el polo norte y 7: R% — {x3 — p = 0} — R? la aplicacién que asigna
a cada punto g al punto de corte de la recta que pasa por p y con g con el plano
x3 = 0. Resulta que S? — p es via 7 homeomorfo a B2, luego es conexo. De modo
equivalente si g es el polo su S2 — g es conexo. Por dltimo, S? es conexo porque
es la unién de estos dos conexos (que no son disjuntos). Por tanto, T'(S?) es un
conexo de R (en el que si est4 un punto, entonces estd su opuesto). Luego, T'(S?)
es un intervalo semiabierto, en el que si a es un extremo entonces —a es el otro
extremo. Por tanto, 0 € T'(S2), es decir, existe x € S tal que T'(x) = 0, x es el punto
buscado.

. Se dice que un espacio topolégico X es arcoconexo si para cada pareja de puntos

p,q € X existe una aplicaciéon continua o: [0,1] — X de modo que (0) =p y
o0(1) = q. Prueba que los espacios topologicos arcoconexos son conexos.

. Sea f: R— R una aplicacion continua inyectiva. Prueba que f establece un ho-

meomorfismo de R con un intervalo abierto (a,b) c R (donde puede ser a = —oco 0
b = 00).
Solucion: Sean ¢ < d nameros reales. Si f(¢) < f(d) entonces (f(c), f(d)) < f((c,d))

porque [ es continua. Si existe x € (c¢,d) tal que f(x) = f(d), entonces existe
x' € (c,x] tal que f(x') = f(d), pero esto es imposible porque f es inyectiva y
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10.

11.

x' # d. Del modo equivalente probamos que no existe x € (c,d) de modo que
f(x) < f(c). Por tanto, f((c,d)) = (f(c), f(d)). Igualmente, si f(c) > f(d) entonces
f(c,d) =(f(d),f(c)).

En conclusion f es una aplicacion abierta (la imagen de todo abierto es un abier-
to). Como R es conexo, f(R) es un conexo, luego es igual a un intervalo abierto
(a,b). Es mas, R es homemorfo via f a (a,b).

Sea X un espacio topolégicoy f: X — Y una aplicacion. Consideremos en Y la
topologia final de f, es decir, U c Y es un abierto si y solo si f~1(U) es un abierto
de X.

Sea g: Y — Z una aplicacion entre espacios topologicos. 1. Prueba que g es con-
tinua siy solo si go f es continua.

Consideremos en R” — {0} la siguiente relacién de equivalencia: x ~y <= existe
0#AcRtal que y =A-x. Sea P*~1:= R*—{0}/ ~:= {[x], x € R* — {0} y consideremos
en P"~! 1a topologia final de la aplicacién 7: R* —{0} — P"*~1, n(x) = [x]. 2. Prueba
que Uj := {[(x1,...,%,) € P*"1: x; # 0} es un abierto homeomorfo a R*~1 y que
prl= 'G1Ui' 3. Prueba que P % n — 1 es compacto.
i=

Solucién: 1. Sea U un abierto de Z. Observemos que g 1(U) es un abierto de Y
siy solosi f~Hg X U))=(gof)1(U) es un abierto de X.

2. U; es un abierto de P* ! porque 77 1(U;) = R* — {x; = 0} es un abierto de R”. La
aplicacién ¢;: U; — R"1 O([(x1,x2...,%)D) = (x1/x;,...,%,/x;) es continua porque

l
¢; om es continua. Sea ¢; : Rl - R @i((x1,x2...,x,)) :=(x1,x2,...,1,...,x,). Es
facil comprobar que mo @; es la inversa de ¢;.

Obviamente, .PwlUic =@, luego P" ! = .Lrlei.
1= 1=

3. La superficie esférica S™ = {x € R"”: |x| = 1} es un cerrado acotado de R", luego
. ., . . . /2 —

es un compacto. La composicién de aplicaciones continuas S" — R* & P*~1 g

epiyectiva, luego P"~1 es compacto.

Consideremos el morfismo de grupos de paso al cociente 7: R— R/2nZ, n(r) =[r]
y consideremos en R/27Z la topologia final de 7. Sea S l={zeC: |z|=1}. Prueba
que la aplicacién ¢: R/27Z — S, ¢([x]) = e'* es un homeomorfismo.

Solucion: Sabemos que ¢ es biyectiva, y es continua porque lo es la composicién

R S R27Z A Sl — C, x — cosx + i -senx. Observemos que 7n([0,27]) = R/27Z,
luego R/2nZ es compacto. Por tanto, la imagen por ¢ de un cerrado (compacto)
es un compacto, que es cerrado porque S es compacto y Hausdorff. Por lo tanto,
¢! es continua, luego ¢ es un homeomorfismo.
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12. Consideremos la biyeccion I : (0,27] — R/2nZ, I(r) =[r] y consideremos en R/277
la topologia dada en el problema anterior. Via I tenemos la correspondiente to-
pologia en (0,27x]. Da una base de entornos de cada punto de (0,2x].

a(a—1)-(a—n+1) y (g) =1,

13. Serie binomial: Dado @ € Ry n € N, definimos (7) := -

Prueba que
o0

1+x)%=)

n=0

a
) -x"*, (para |x| < 1).
Solucion: Dados 0 <e <1y k>0, existe m € N tal que

|( (_T_ 1)xn+1/(a)xn| =l(a—n)(n+1)|-|x| <1, paratodon=m, |x|<ey |a| <k.
n n

La serie de funciones continuas en [—¢,¢] x [—k, k], Z ( ) , es absolutamente

convergente por la proposicion 2.4.5, luego convergente Observemos que

(go(z).xn).(g( ) = (T () () gg((ﬁﬂ)

n=0 r+s=n

[e.0] (e.0]
Ademas, 1+x= Y (rll) -x" (para |x| < 1). Por tanto, (1+x)’s = Y. (rr/f) -x", para
n=0 n=0

o0
r,s € Z (y x| < 1). Por continuidad en a, (1+x)* = ¥ (%) -x", para todo a € R (y

n

n=0
lx| < 1).
14. Prueba que el numero e es irracional.
Solucion: Sabemos que e = (:OO 1> luego
1 1 1 1 1 1/6 1
2<e=25+—+—+- <2+ —F+——F——+---=2+ =2'5+—— =275,
3! 47 3! 3-3! 323! 1-1/3 6-2
luego e no es un nimero natural. Supongamos que e = §, con p,geNyqg>1.
Entonces,
p a1 © 1
ql-==ql-e=q!-) —+q!- ) =
q i=ot! i=qr1t!
o0 q o0 [e.@]
Porlotanto, g!- ¥ #=g!-2—q!- ¥ 5 €N.Ahorabien, q!- ¥ f<¥ L= 1/3/
i=q+1" q i=0" i—qe1" =19 a

o0
q—il <1,luegoq!- ¥ 2 ¢N, contradiccién.
i=q+1"

3Se cumple la igualdad de polinomios ¥ (¥)-(?) =(*}”), porque para todo x,y € N coinciden.
r+s=n
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15. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nameros reales. Si lim Z—” existe y es distinto
n—oo “n

n n
de oo, y la serie { ) b;} es convergente, prueba que { ) a;} es convergente.
=0 =0
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Capitulo 3

Derivada e integral de funciones de
variable real

3.1. Introduccion

;Qué numero real es sen(20/21)? Para calcular 22921 ;no tengo otra opcién que

calcular2 1220 y después calcular por la cuenta de la vieja, con la aproximacién que me
pidan, V220? Si p(x) = agx™ +a1x" 1 +--- +a, € Q[x] sabemos calcular con exactitud
p(20/21). Si p(x) € R[x] sabemos calcular con la aproximacion que nos pidan p(20/21).

Uno de los resultados fundamentales del Analisis nos dice que ciertas funciones f
(las “derivables” n veces) son aproximables por polinomios, es decir,

f@=ao+arx—p)+-+ap_1(x—p)" 1 +h(x) (x-p)

con h(x) continua. Este desarrollo en potencias de x — p se denomina desarrollo de
Taylor de orden n en p € R de f(x). Para el calculo de los coeficientes a; necesitaremos
introducir el concepto de derivada y probar sus propiedades.

En muchos problemas de Economia, Fisica, Quimica, Biologia aparecen funciones
de las que tunicamente se conoce cierta relacion lineal de la funcién y sus sucesivas
derivadas, es decir, se conoce que la funcién cumple cierta ecuacion diferencial lineal.
Resolveremos este tipo de ecuaciones diferenciales y daremos muiltiples ejemplos.

El proceso contrario al de derivacién es el de integracion y la regla de Barrow pro-
bara que la integral de una funcién esta estrechamente relacionado con el calculo del
area delimitada por la grafica de la funciéon y el eje 0X. Por una parte, probaremos
que si conocemos el desarrollo de Taylor de la derivada de una funcién (y es una buena
aproximacién a la derivada de funcién), integrando obtendremos el desarrollo de Tay-
lor de la funcién (y sera una buena aproximacién). Por otra parte, el calculo de areas
podra reducirse en dltima instancia a un problema de derivadas.

101
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3.2. Derivada de una funcion

1. Definicion: Sea U un entorno abierto de p € R. Diremos que una funcién f: U — R
es derivable en p cuando exista una funcién f: U — R continua en p tal que

f)=f(p)+fx)-(x—p).

“La funcion f(x) es derivable en p cuando es desarrollable por Taylor en p hasta orden
1.”

2. Proposicion: La funcion f es derivable en p siy sélo si existe

x=p x—p

(v si existe, entonces f(p)=f'(p)).

Demostracion. =) f(x)= 2= f @) (para x# p)y f(p) = lim f(x) = lim £2-L2) f )

x—p
f(x) f(p) f(x) f(p)

,parax#p,y f(p): —f(p)—hm O

<) Definamos f :=
Si V c U es un entorno abierto de p, entonces f: U — R es derivable en p si y solo
si fiv es derivable en p, y (fiv)'(p) = f'(p).

3. Si f es derivable en p entonces es continua en p, ya que f = f(p)+ f(x)-(x—p) y
f(p), f(x) y x— p son continuas en p.

4. Definicion: Si f es derivable en todos los puntos de un abierto U de R, denota-
remos por f'(x) la funcién que sobre cada punto p vale f'(p) y diremos que f' es la
derivada de f(x).

5. Ejemplos: Sea A la funcién real constante de valor A € R. Obviamente A’ = 0.
La derivada de la funcién x es x’ = 1.

6. Ejemplo: Sea f derivable en p y supongamos que f(p) # 0. Veamos que 1/f es

derivable en p y que (1/f) (p) = });(f;)'

En efecto,

JA L, L Uefey L fe-p 1 of
f o [ f(o)f f(p) f(o)f f(p) f(o)f '

1
£=

1
f(p)
-f®) _ -f'®)
F@Z ~ Fp? -

Luego es derivable en p y (1/f) (p) =
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7. Ejemplo: Sea f: U — V un homeomorfismo entre dos abiertos de R. Si f es deri-
vable en pe U y f'(p) #0, entonces ! es derivable en f(p) y

F Y (fp) =

1
f'(p)

En efecto, f(x) = /i (p)+ f(x)-(x — p). Tomando x = f~1(y) en la igualdad anterior, obte-
nemos y = f(p)+ F(f 1) -(F 1(y) - F~X(f(p))) y despejando f~1(y) obtenemos

Fr = fpn+ (y—F(p)).

_t
FFom
Por tanto, f~!(y) es derivable en f(p) y (f ™)(F(p) = 77035 = 707

8. Si escribimos o(x) = f(x)— f(p) = f(x) - f'(p), entonces 3161_131) o(x)=0y

f@x)=Ff()+f'(p)x—p)+olx)-(x—p).

Observemos que lim £&=U@*@Xa=p) _
x—p x=p )

La recta y = f(p) + f'(p)(x — p) es la recta que mejor se apro-
xima a la grafica de f en el punto (p, f(p)), es decir, cualquier
otra recta y = a + b(x — p), para valores de x cercanos a p,
cumple que

y= f(p)éf’(p) “(x=p)
/] é h(x):=|f(x)—a—blx—p)|>|fx)—F(p)-f'(p)x—p)| =: g(x)

p
En efecto, si a # f(p) entonces A(p) >0 = g(p) y en un entorno de p, hA(x) > g(x). Su-
pongamos pues que a = f(p). Si b # f'(p), entonces

1im % | F(p)— bl > 0 = lim £
x=p |x—p| x=p |x — p|

y en un entorno de p, h(x) > g(x).
Diremos que y = f(p)+ f'(p)(x — p) es la recta tangente a la grafica de f(x) en
(p,f(p)).

3.2.1. Propiedades de la derivada

9. Proposicion: Sean f y g derivables en p. Entonces f + g es derivable en p y

(F+2)(p)=Ff'(p)+&'(p).
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Demostracién. Escribamos f = f(p)+ f(x)-(x—p)y gx) = g(p)+x)x—p)con f y &
continuas en p. Entonces,
f+g=FfP)+F@)-(x—p)+gp)+&x)x~p)=(f+8)p)+(fx)+ @) x~p)
Luego, f + g es derivableen p y
(f +8) ()= (D) +&(p)=f'(p) + &'(p).
O

10. Regla de Leibniz : Sean [ y g derivables en p. Entonces f - g es derivable en p y
(f-8 @ =f"(p)-gp)+f(p)&g'p).
Demostracién. Escribamos f = f(p)+ f(x)-(x—p)y gx) = g(p)+gx)x—p)con f y &
continuas en p. Entonces,
f-g=(f(p)+f@)-(x—p)-(g(p)+&x)Nx—p)
=f(p)g(p)+(f(x)-g(x)+ f(x)- &(x) + f(x)- §(x) - (x — p)) - (x — p).
Luego, f - g es derivableen p y
(f-8)(p)=[f(x)- g(x) + f(x)- §(x) + f(x)- §(x) - (x — p))p) = F(p)- 8(p) + f(p)- &(p)
=f'(p)-gP)+f(p)-&'(p).

.8 _fe-fe
g g
Sea n > 0, probemos por induccién sobre n, que (") = na”~1: En efecto, (x*) =
(-2 =a - Trx-" Y =x"T+x-(n—-1Dx" 2 =na L.
Sin <0, entonces (x") = (Z;) = BALSY. s

11. Ejemplos: Observemos que (é)’ = (fé)’ =f' é -f

—(x nx _ n-1
= S =nat

x—2n

12. Ejercicio: Sean f y g n-veces derivables. Prueba que (f-g)” =¥7_, (})f"-g"".

13. Regla de la cadena: Sea U un entorno de p, f: U — R una funcién derivable en
p, V un entorno de f(p) tal que f(U)cV y g: V — R una funcion derivable en f(p).
Entonces, gof: U — Res derivable en p y

(gof)(p)=g'(f(p)-f'(p).

Demostracion. Tenemos f(x) = f(p)+ f(x)-(x—p) y gy) = g(f(p) + &(y)-(y — F(p)).
Luego,
(gof)x) = g(f(x)=g(f(p)+&(f(x))-(f(x) - f(p))
= g(f(p)+&(f(0)-f(x)-(x~p).

Luego, gof es derivable en p, porque f(x) es continua en p, §(x) en f(p) y f en p.
Ademas,

(o)) =8(f()-f(p)=8"(f()-f'(p).
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14. Ejercicio: Prueba el ejemplo 3.2.7, usando la regla de la cadena.

3.2.2. Derivada de funciones vectoriales de variable real

15. Definicion: Sea U c R un abierto y p € U. Diremos que f: U — R" es derivable
en p cuando exista una funcién f: U — R" continua en p tal que

f)=Ff(@P)+fx)-x-p).t

Si f es derivable en p entonces es continua en p, ya que f = f(p)+ f(x)-(x—p) y
f(p), f(x) y x — p son continuas en p.

La funcién f: U — R” continua en p que cumple que f = f(p) + f(x)-(x— p) es la
funcién f(x) := f(X) f(p), parax#p,y f(p):= hm L;(p) En caso de existir la funcién

f, ésta es unica. Seguiremos la notacién f'(p) := ;1_% %ﬁ(p) = f(p) y diremos que f'(p)

es la derivada de f en p. Obviamente, f: U — R", f(x) = (f1(x),...,[n(x)) es derivable
en p, siy solo si fi(x) es derivable en p para todo i. Ademas, f'(p) = (f{(p),...,[,(p)).
Si f es derivable en todos los puntos de un abierto U de R, denotaremos por f'(x)

la funcién que sobre cada punto p vale f'(p) y diremos que f' es la derivada de f(x).
Obviamente, f'(x) = (f{(x),..., f,(x)).

16. Sea U c R un abierto y E un R-espacio vectorial de dimensién finita y considere-
mos en E la topologia definida por cualquiera de sus normas. Se dice que una funcion
f:U — E, es derivable en p € U cuando exista una funcién f: U — E continua en p
tal que

fx)=f(p)+f(x)-(x—p).

Si f es derivable en p entonces es continua en p, ya que f = f(p)+ f(x)-(x—p) y
f(p), f(x) y x— p son continuas en p.
La funcién f: U — E continua en p que cumple que f = f(p)+ f(x)-(x — p) es la

funcién f(x) := f(X) f(p), parax#p,y f(p):= hm L;(p). En caso de existir la funcién

[ f2) = f(p) y diremos que £(p)

es la derivada de f en p. Si f es derivable en todos los puntos de un abierto U de R,
denotaremos por f’(x) la funcién que sobre cada punto p vale f'(p) y diremos que f’
es la derivada de f(x).

SiT: E — E’ es una aplicaciéon R-lineal, entonces (T'o f) (p) = T(f'(p)).

f, ésta es tnica. Seguiremos la notacién f'(p) := 1 m

17. Ejemplo: La funcion f: U — C, f(x) = f1(x) + fa(x)-i es derivable en U si y solo si
f1y fe son derivables en U. Ademas, f'(x) = f{(x) + f(x)-i.

1Con mayor rigor debiéramos escribir f(x) = f(p) +(x — p)- f(x).
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3.2.3. Derivada de funciones elementales

18. Ejemplo: Calculemos la derivada de e*:

x+i x t
; —e ,oet—1
(e*) =lim ———— =¢*-1im e*,
t—0 t t—0 ¢
=1+t-307%, (n+2)' .
La aphcacmn inversa de e* es Inx y si denotamos x = e?, tenemos
1 1
(Inx) = — ==,
eY x

19. Ejercicio: Prueba que (e?*) =5-¢5¢

20. Ejercicio: Dado a > 0, prueba que (ax)’ =In(a)-a”.
21. Ejemplo: Calculemos la derivada de la funcién f(x)8“ (con f(x) > 0, para todo x):

In(f ()@Y = (’}”f(’;))‘jjf,)' y por otra parte In(f(x}¥®)' = (g(x)- In(f(x))) = ¢'-Inf + £L. Por

lo tanto, .
(F@PEWDY = F@ED - In(F@PED) = f@ED -(g'-Inf + £ If

22. Ejercicio: Sea a € R. Prueba que (x%) =a-x%"! (x > 0).
23. Proposicion: 1. (exp(xi)) =i-exp(xi).
2. (cosx) = —senx.

3. (senx)' = cos(x).

., - (x+t)L xi S ti_ . .
Demostracion. 1. (e*?) =lim;_o &——% =e*-lim;_.o & ; L., porque tenemos que
u =14t Z )"
t n=0 (n+2)!" ) )
2.y 3. (cosx) +i(senx) =(cosx+isenx) =(e*') =i-e* = —senx +icosx.

O

24. La funcién cosx establece un homeomorfismo de (0,7) con (—1,1). Denotaremos
por arccosx la funcion inversa de cosx que establece un homeomorfismo de (—1,1) con
(0,7). Tenemos que

1 1
—sen(arccosx) —+/1—x2

La funcién senx establece un homeomorfismo de (—7/2,7/2) con (—1,1). Denotare-
mos por arcsenx la funcion inversa de senx que establece un homeomorfismo de (-1,1)
con (—m/2,7/2). Tenemos que

(arccosx) =

1 1
cos(arcsenx) /1 _x2

(arcsenx) =
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La funcién tanx := % establece un homeomorfismo de (—7/2,7/2) con (—00.00). Se

cumple que (tanx)’ = 1+ (tanx)?. Denotaremos por arctanx la funcién inversa de tanx
que establece un homeomorfismo de (—o0,00) con (—7/2,7/2). Tenemos que

1 1

arctanx) = = )
( ) 1+ (tan(arctanx))? 1+ x2
La funcién cotx := % establece un homeomorfismo de (0, 7) con (—00.00). Se cum-
ple que (cotx) = —1—(cotx)?. Denotaremos por arccotx la funcién inversa de cotx que
establece un homeomorfismo de (—o0,00) con (0, 7). Tenemos que
1 -1
(arccotx) = = )
—1—(cot(arccotx))? 1+x2
La funcién coshx := cos(ix) = % se denomina coseno hiperbélico de x. La fun-
cién senhx := —i-sen(ix) = ex_ze_x se denomina seno hiperbdlico de x. Obsérvese que

(coshx)? —(senhx)? =1y que
(coshx) = —isen(ix) = senhx, (senhx) = —i%cos(ix) = coshx

El coseno hipérbolico es una funciéon par, coshx = cosh—x, es creciente en (0,00) y
establece un homeomorfismo de (0,00 con (1,00). La funcién inversa del coshx en (1,00)
se denomina arcocoseno hiperbélico, se denota arccoshx y

1 1
senh(arccoshx) 2—-1

(arccoshx) =

2 4 . . e, .
Tenemos que coshx = 1+ %; + 77 +---. El seno hipérbolico es una funcién impar, senhx =
senh —x, es creciente en R y establece un homeomorfismo de R con R. La funcién inver-

sa del senhx en R se denomina arcoseno hiperbdlico, se denota arcsenhx y

1 1

(arcsenhx) = = )
cosh(arcsenhx) /321
JC3 x5
Tenemos que senhx =x+ 57 + %+

3.3. Teoremas de Rolle y valor medio

1. Proposicion: Sea f: (a,b) — R una funcion y c € (a,b) tal que f(c) es un mdximo
local o un minimo local y supongamos que f'(p) existe, entonces f'(p) = 0.

Demostraciéon. Supongamos que f(c) es un maximo local, Entonces, lim W >0y
X—cC
lim £2°H9) < 0. Luego, f'(c) = 0.
xXx—C
Idem, si f(¢) es un minimo local. O
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2. Teorema de Rolle: Si f es una funcién continua en la,bl, derivable en (a,b) y
f(a) = f(b), entonces existe c € (a,b) tal que f'(c)=0

Demostracion. Por ser f(x) continua en un intervalo cerrado, existen maximos y mi-
nimos globales de f(x) en [a,b]. Si ambos estan en {a, b}, entonces la funcion es cons-
tante y su derivada es nula. Si alguno esta en (a,b) entonces la derivada de f se anula
en él, por la proposicién anterior.

O

Podemos generalizar el teorema de Rolle.
3. Proposicion: Sea f una funcion continua en [a,b] y de-
rivable en (a,b) y sea t = w (la pendiente de la recta

y=f(a)+ % -(x — a) que pasa por los puntos (a,f(a)) y
(b, (b)), entonces existe c € (a,b) tal que f'(c) = t. Es decir,

b)—
IO _ prey,
b-a
Demostracion. Sea g(x) = f(x)— (f(a) +t-(x —a)). Se cum-
> oo ple que g(a) = 0 = g(b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que
0=g'(c)=Ff'(c)—t,luego f'(c) =t¢. m|

4. Corolario: Sea f: (a,b) — R una funcién derivable en todo punto. Si f' > 0 entonces
f es estrictamente creciente en (a,b). Si f' <0. entonces f es estrictamente decreciente

en (a,b).

Demostracién. Supongamos f' > 0. Dados dos puntos ¢ < d cualesquiera de (a,b) te-
nemos que probar que f(c) < f(d). Si f(c) = f(d), la pendiente ¢ de la recta que pasa
por (c,f(c)) y (d, f(d)) seria menor igual que cero y existiria un punto ¢’ € (c,d) tal que
f'(c")=t <0, contradiccién.

O

5. Corolario: Sea f: (a,b) — R una funcién derivable en todo punto. Entonces, f' =0
st y solo si f es constante.

Demostraciéon. =) Dados ¢ <d € (a,b), si f(c) # f(d) entonces existe e € (¢,d) tal que

f(c) = % # 0 y llegamos a contradiccion.

O

6. Teorema del valor medio: Sean f(x),g(x) € €°([a,b]) derivables en (a,b). Enton-
ces, existe £ € (a,b) tal que

(F(b) - f(a)g'(©)—(g(b) — gla)f'(&) =0.
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Si ademas, g'(¢) #0y g(b)— g(a) # 0, entonces

f®)-f@ _f'©
gb)—gla) g

Demostracion. Sea H(x) = (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(x), como H(a) = H(b), en-
tonces existe un ¢ € (a,b) tal que H'(¢) = 0. O

7. Regla de L'Hopital : Sean [ y g reales diferenciables en (a,b) c R. Supongamos

que g' no se anula en ningun punto de (a,b). Si lirlr)l flx)=0= hm gx) y hm f,g;
oy o

existe, entonces

PR ACONN | '(x)
x—b~ g(x) x—b~ g’(x)'
Demostracion. Podemos suponer que f y g son continuas en (a,b]y que f(b) = g(b) =0.

Observemos que g(x) # 0 para todo x € (a,b), porque g'(x) # 0 en (a,b) y g(b) =

Tenemos
b g(x)  wmb- g@) - g(b) 336 wmb- g'(&)  vob- g (x)

8. Observaciones: 1. Tenemos la correspondiente regla de L'Hopital para x — a™.
2. Puede suponerse en el lema que b = co: Considérese el cambio de variable ¢ = %
y observemos que

fw . fwn  FAWE pwn )
lim = lim =lim ———— = lim = lim .
x—00 g(x) t—0* g(l/t) t—0* g/(1/¢) - ;_21 t—0+ g'(1/t) x—oo g'(x)

9. Regla de L'Hopital 2.: Sean [ y g funciones reales diferenciables en el intervalo

(a,b)cR. Si 11m g(x)=xo0y 11m M)

7@ existe, entonces

lm fx) _ lm f(x)
v—b- g(x) x—»b*g’(x)'

Demostracién. Sea {y, € (a,b)} una sucesion convergente a b y L := hm [« ,Ex; Tenemos

que probar que hm L 8 ”i =L.

Caso |L| # co. Sea ¢ > 0. Existe § > 0 tal que |L — f(x)l < £, para todo x € (b —6,b).

g'(x
Fu)=Fxn) _ feyry)
8Wn)—-8lxn) — g'leyr,)’

Sean b—0 < x, <y, < b, entonces para cierto €, € (x5, y,/). Luego,

Pn) o) - o)) = o)~ flan) = L) g 80n)y  TOw) JCon)
8'(€nrn) 8'(enrn) 8(nr) glyn)  8(yn)
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Sea m tal que para todon' >m, y, >x,,y g((;”,)) y g((;c”,)) sean muy pequenos. Entonces
IARACLPY
g(yn’)

para todo n’ > m y hemos concluido.
Caso L = oco. Sea M € N. Existe § > 0 tal que JHEIRN 2M, para todo x € (b—9,b). Sean

g'(x)
) ~F@n) ey :
géni)_gén) = 2,(;:”), para cierto €/, € (x,,y,). Luego,

b-06<x, <y, <b, entonces

"(€nrn) "(€nrn) () (yn)  flxp)
f/ n'n -(g(yn/)—g(xn))zf(yn')—f(xn) - f, n'n’ 1- 8Xn _ f Yn _ f n
g (en’n) g (En’n) g(yn') g(yn’) g(yn’)
Sea m tal que para todo n' >m, y, >x,,y 5((;”,)) y g((;c”,)) sean muy pequenos. Entonces
JASTIN M
g(yn’)

para todo n’ > m y hemos concluido.
De modo similar resolvemos el caso L = —co.

10. Observacion: Tenemos la correspondiente regla de L'Hépital para x —a™*.
2. Puede suponerse en el lema que b = co.

11. Ejemplo: Probemos que lim (1 + %)” = e. Tomando logaritmos neperianos basta
n—.oo

probar que lim [x-In(1 + %)] =1. Tenemos,
X—00

In(1+¢ 1
n@+8 e 1
t—0*

1
Iim [x-In(1+-)]= lim =
x—00 X 1+¢

t—0* t

3.4. Desarrollos de Taylor

Diremos que una funcién f: U — R es n veces derivable en U si f’ es n— 1 veces
derivable en U.

1. Proposicion: Si f: U — R es n veces derivable en U, entonces para cada a € U
existe una funcion continua z(x) en U de modo que

f=zao+ai(x—a)+ - +a,_1(x—a)" T +z(x)(x—a)

cona;€R.
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Demostracién. Procedemos por induccién sobre n. Caso n = 1 es obvio. Suponemos
n > 1. Por hipétesis de induccién f = Z?:_g a;x' +y(x)(x—a)" L, con y(x) continua. Basta
ver que y(x) es derivable en a. Observemos que y(x) es derivable n veces en U — a,
. . . . ’ l)
luego si derivamos i veces f (con i < n) y tomamos lim,_.,, obtenemos que a; = fi—,(a)

n-1)
y y(a) = ﬁ(a) =:a,_1. Por tanto,

e Y@ -y@ Y je-a)’ @) - @) )
y'(a) = lim ———— = 1lim =1 =
x—a x— x—a (x—a)" 3.3.7x—a nl(x—a) n!

e y(x) es derivable en a.

3 1

2. Ejercicio: Prueba que x°-sen - no es derivable dos veces en R.

3. Resto de Lagrange : Sea U c R un abierto, a €Uy f: U — R una funcion n veces
derivable en U. Si (a,x) c U, entonces existe c € (a,x) (que depende de a y x) tal que

fn—l)(a) 1 fn)(c)
_ . + —' .

=) (x—a)".

f@x)=f@)+f(a)(x—a)+---+ (x—a)

Lo mismo decimos si (x,a) cU.

Demostracién. Sea R(x):= f(x)—f(a)+ f'(a)-(x—a)+---+ % (x —a)" 1. Tenemos

n)
que probar que R(x) = % -(x —a)" para cierto c € (a,x). En efecto,

R(x) R'($1) R"($9) o R™M(&,) _ )

(x—a)y 336 n-(&1—a) 1336 n-(n—1)-(E2—a)* 2336 336 nl n!

n)(r
para ciertos x > &1 > &g > -+ > &, > a. Por tanto, R(x) = % (x—a)".
O

Para acotar el resto de Lagrange y calcular f(a), observemos que si |f™(x)| < M en
Ms"

n)
Uylx—al<¥d, entonces I%%x—a)nl <

4. Corolario: Sea U cR un abierto, pe Uy f: U — Runa aplicacion n veces derivable
tal que f'(p)=---=f" V(p)=0y fP(p) 0. Entonces, si

1. Si n es par, p es un mdximo local en p si fP(p) <0y p es un minimo local si
fM(p)> 0.

2. Si n esimpar, p no es mdximo ni minimo local.
5. Definicion: Una funcién f: U — R derivable en p € U se dice que es convexa en

psifx)=f(p)+f'(p) (x—p), para todo x de un entorno abierto de p. Se dice que es
céncava en p si f(x) < f(p)+ f'(p)-(x— p), para todo x de un entorno abierto de p.
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6. Corolario: Sea U c R un abierto, pe Uy f: U — Runa aplicacion n veces derivable
tal que f'(p)=---=f"D(p)=0y f(p)+0. Entonces, si

1. Sin es par, f es convexa en p si fP(p)>0y f céncava en p si f(p)<0.

2. Si n esimpar, f tiene un punto de inflexion en p.

3.5. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficien-
tes constantes

Sea F' el C-espacio vectorial de todas las funciones f: R — C infinitamente diferen-
ciables. Sea
D:F —F,D(f(x))=f'(x)

el “operador derivada”. Es claro que D es un endomorfismo C-lineal de F'. Dado P(x) =
Anx™ +ap_1x" 1+ +ag, entonces P(D): F — F es el endomorfismo definido por

PD)f)=a,D"(f) +an_1Dn_1(f)+ ---+aq-f, donde D"(f) es la derivada r-ésima de f.

1. Ejercicio: Calcula (D? + D)(cosx).

Queremos resolver ecuaciones diferenciales del tipo
an-fP++asf"+aif +a, f =0, (donde los a; son constantes).

Es decir, buscamos aquellas funciones f € F. que cumplen que P(D)(f) = 0, donde
P(x)=a,x" +a,_12" "1 +---+ag. Tenemos que calcular Ker P(D).
Veamos que

KerD” = {Polinomios de grado estrictamente menor que r}.
En efecto,

D(f)=0 < f =cte

D%(f)=0 < D(D(f))=0 < D(f)=cte < [ =cte-x+cte

D3(f)=0 < D?(Df)=0 < Df =cte-x+cte' = [ = %-x2+cte"x+cte”
Etcétera.

2. Movimiento uniformemente acelerado: Supogamos que un objeto se mueve a
lo largo de la recta (real) con una aceleracién constante a. Digamos que f(¢) es la
posicién del mévil en el instante ¢. La velocidad del mévil es f'(¢) en cada instante t y
la aceleracién es f"(t) = a en cada instante ¢. Por tanto, £ = 0, es decir, f(¢) € Ker D3.
Luego, f(t) = A+ ut +yt2. Observemos que f(0)= A, f'(0)=py f'(0)=2-y = a. Por
tanto,

£(&)= FO) +f'(0)- ¢+ % 2y @) =f0)+a-t.
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3. Formula de conmutacion: Sea P(x) € Clx]. Para toda f € F'y a € C, se cumple
que

P(D)e* - f)=e*-P(D +a-1d)f)

Demostracion. D(e®-f)=a-e*-f+e**-D(f)=e*-(D + a-Id)(f).

D?(e® . f)=D(D(e* - f)) =D - (D + a-1d)(f)) = e* - (D + a-Id)((D + a - 1d)(f)) =
e®™ (D + a-Id)2(f).

Asi sucesivamente, D*(e%* - f) = e**-(D + a-1d)*(f). Para P(D) = ¥ ; a;D* tendremos
que

PD)e™-f)=) a;D' e -f)=)Y a;-e™ (D +a-1d)"(f)=e*-P(D + a-1d)(f)

4. Teorema: Se cumple que

1. Ker(D —a-1d)" = e** -{Polinomios de grado estrictamente menor que r}.
2. 81 Px)=(x—ay)"t---(x—a,)"" , entonces

KerP(D)=Ker(D —a;-1d)*' &---® Ker(D — a, - 1d)""
=e"* {Pol. de grado <ni}@®---®e“*-{Pol. de grado <n,}

Demostracion. 1.(D—a-1d)" f(x)=0 <= 0=(D—-a-1d)(e*™-e ** - f(x)) = e*-D"(e”**-
f(x)) <= 0=D"(e™ " -f(x)) < e *-f(x) es un polinomio de grado menor que r <
f(x) es e** multiplicado por un polinomio de grado menor que r.
2. Ess consecuencia de 1.
O

5. Nota: Supongamos P(x) e R[x]y a =a+bi es una raiz compleja de P(x), con b # 0.
Entonces @ = a — bi también es una raiz compleja de P(x). Mas aun, la multiplicidad
con la que aparece a es la misma con la aparece @, es decir, P(x) = (x—a)"-(x—a@)"*-Q(x),
con Q(a),Q(a&) # 0. Probemos que

{ f €Ker(D — ald)" ® Ker(D — ald)”

_ jax, . .
tales que f(x) € R para todo x } =™ {g(x)-cosbx +r(x)-senbalg() rwep,

donde P,, son todos los polinomios con coeficientes reales de grado < n: Por 3.5.4, tene-
mos que una base del R-espacio vectorial E = Ker(D — ald)” @ Ker(D — ald)”, es

{eax.ebzx. ro.oax bzx_xr,eax.

x",ie% e =bix ,r : ax_ _-bix

e x",ie% e X" Yo<r<n.

Las funciones con valores en R de E, se obtienen sumando a cada funciéon f € E su
conjugada. Por tanto, una base de {f e E: f(x)eR, Vx € R} es

{e®* -cosbx-x",e* -senbx-x",}o<r<n.
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6. Ley de desintegracion radiactiva: Consideremos que tenemos una cierta can-
tidad U(¢) de gramos de uranio que permanece (sin desintegrar) en el tiempo ¢. Su-
ponemos que la cantidad de uranio que se desintegra en un intervalo de tiempo (muy
pequeno) t1, U(t)—-U(t+t1), es proporcional al tiempo ¢; transcurrrido y a la cantidad
U(t) de gramos que habia en el instante ¢. Es decir, tenemos

Uit+t1)-U@)=—cte-t1-U(2) (cte>0)
Por tanto,

U(t+tt1)—U(t) = _cte-U()
1

Tomando limite #; — 0, obtenemos
U'(t)=—cte-Ul(t)

Es decir, U(t) verifica la ecuacién diferencial U’ +cte-U = 0. Tenemos (D +cte-1d)(U) =

0, luego U(¢) = a-e %, para cierta constante a. Observemos que U(0) = a - e = a.

Luego,

U(t)=U(0)- e cte?

Veamos cual es la semivida del uranio, es decir, cuanto tiempo s ha de transcurrir para
que se desintegre la mitad del uranio:

U@
U(0)-e** =U(s) = %
Luego, e ¢t¢s = _71 Tomando logaritmo neperiano —cte-s =In271 = —1n2, luego
In2 n
= nT y U@ =U®©)-e" 5t=U(0)-275.
cte

El carbono 14 que hay en la atmésfera aunque se desintegra en carbono no radiac-
tivo (carbono 12 y 13), también se crea continuamente debido a las colisiones de los
neutrones generados por los rayos césmicos con el nitrégeno de la atmésfera superior
y, resulta que la proporcién de carbono 14 y carbono no radiactivo permanece en un
nivel casi constante en la atmésfera a lo largo del tiempo. Las plantas adquieren el
carbono atmosférico mediante la fotosintesis, y los animales, mediante el consumo de
plantas y de otros animales. Cuando un organismo muere el carbono 14 existente va
desintegrandose. La proporcién de carbono 14 y carbono no radiactivo cuando se exa-
minan los restos del organismo proporciona una indicacién del tiempo transcurrido
desde su muerte.

7. Presion atmosférica: Sea P(h) la presion atmosférica a una altura A del suelo.
La diferencia de presion P(h + t) — P(h) es proporcional a ¢ y a la densidad del aire en
h (que es proporcional a P(h)). Entonces,
P(h+t)—P(h)
t

=-K-P(h), luego P'(h)=-K-P(h)
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Es decir, (D +K -1Id)(P) =0y P(h) =a-e K", donde a = P(0). Puede medirse la altura
en términos de la presion: A = M«))I}ﬂ.

Problema: En 1643, Torricelli al realizar su
experimento, al nivel del mar, obtuvo que la co-
lumna de mercurio media 760 mm. (por encima
del nivel de mercurio de la cubeta). Si a una al-
tura de 100 metros sobre el nivel del mar la co-
lumna de mercurio mide 751 mm. ja qué altura
sobre el nivel del mar estariamos si la columna Experimento de Torricelli
de mercurio mide 600 mm.?

8. Interés compuesto continuo: Supongamos que tenemos un capital de 108 euros
invertidos en un banco. El banco nos por la inversiéon un interés del 2 por ciento anual
y nos permite retirar el dinero en cualquier momento sin penalizacién y con el pago
de los intereses del capital por el tiempo exacto transcurrido. Si retiramos el capital,
con los intereses generados, al aino y medio jcuanto dinero nos llevaremos?: Sea f(¢) el
capital mas los intereses generados que tenemos en el banco en el momento ¢. Obser-
vemos que f(t+h)— f(t) es proporcional a f(¢) y al tiempo A transcurrido ("cuando A
es muy pequefio”), es decir,

fE+h)-f(@)

fE+h)—ft)=K-h-f(2), A

=K -f(®)

Luego,

f@+h)-f(t)
h

Es decir, (D — K -1d)(f) = 0, luego () = a - eXt. Sabemos que £(0) = 108, luego a = 10°%;

y 10%.eX = £(1) =10% - (1 + 0'02), luego X = 1'02. Por tanto,

f(t)=}Lilr(1) =K-f(@)

f(t)=10°%-(1'02)
y f(1'5) =105 (1'02)'°.

9. Ejemplo: Resolvamos la ecuacién diferencial: f""" —2f"" + 2f"” = 0. Tenemos que
resolver (D* —2D3 + 2D?)(f) = 0, es decir, calcular Ker(D* — 2D3 + 2D?). Observemos
que x* — 2x3 + 2¢% = x%(x? - 2x + 2) = x%(x — (1 + ))(x — (1 — )). Luego,

Ker(D* - 2D3 +2D?) = Ker D? @ Ker(D — (1 +i)-1d) @ Ker(D — (1 -i)-1d)

={a+bx+c-e1*pg.e070%)
Luego,

{ Las funciones con valores en R solucién de

la ecuacién diferencial /""" —2f"" +2f" =0 } = la+bx+exp(x)-(Acosx + psenx)}
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10. Movimiento armonico simple: Consideremos un mue-
lle cuyo extremo esté en el origen de la recta real. Denotemos
por f(t) la posicion del extremo del muelle en el instante ¢.
Si el extremo del muelle esta en la posicion f(¢) en el instan-
te ¢, entonces el muelle ejerce una fuerza (luego aceleracion)
proporcional a f(¢) con sentido hacia el origen. Entonces,

') =—cte-f(t), (cte>0).
Es decir, f(#) cumple la ecuacion diferencial
(D? + cte)(f) = 0.

Como x2 + cte = (x— Vcte-i)(x+ Vcte-i), tenemos que f(¢) = acos(cte - t)+ bsen(cte - ).
Como f(0) =0, entoncesa =0y

f(t)=>b-sen(cte-t)

Observemos que b es la maxima elongacion del muelle y 3772 el periodo del movimiento
armonico.

11. Ejercicio: Resuelve la ecuacion diferencial: f” + f = 0.

Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

Hasta ahora hemos resuelto ecuaciones diferenciales del tipo P(D)(f) = 0. Consi-
deremos ahora una ecuacién diferencial del tipo P(D)(f) = g, con g € F. Sea fy una
soluciéon particular. Entonces, f € F' cumple que P(D)(f) =g siy solo si

f =fo+f1, con f1 € Ker P(D)
Dicho con palabras

Todas las soluciones de la
“homogénea” P(D)(f)=0

Todas las soluciones
de PD)f)=g

Una solucién parti-
cular de PD)(f)=g

12. Ejemplo: Consideremos un objeto en caida libre. Supongamos que no hay mas
fuerza de rozamiento que la producida por el aire por causa de la velocidad del objeto.
Supongamos que el rozamiento es proporcional a la velocidad. Planteemos la ecuacion:
Sea V(t) la velocidad del objeto. La aceleracion del objeto sera igual a la gravedad g
menos una constante por la velocidad (debido a la fuerza de rozamiento). Luego,

Vit)=g-R-V®) (R>0)
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Es decir, (D + R -1d)V = g. Una solucién particular de esta ecuacién es V = 1%. Luego,
todas las soluciones son V = 1% +K'-e"Ft. Si V(0)=0, entonces K’ = %g y

Vit)= %(1 _e Rt

Denotemos S(t) los metros recorridos en el tiempo ¢, entonces V(t) = S'(¢) e integrando

St)=[£(1-eB)=a+£(t+ e;t). Como S(0) =0, entonces a = %g y

_8 g -Rt
S(t) = }_BH ﬁ(—1+e )

13. Sea P(D)f =g, con g € F, una ecuacion diferencial de la que sabemos que exis-
te un polinomio @(x) tal que Q(D)g = 0. La aplicaciéon lineal P(D): Ker@(D)P(D) —
Ker@®(D) es epiyectiva (obsérvese que dimKer H(D) = gr(H(x)) y que el nicleo de esta
aplicacién lineal es Ker P(D)). Sabemos calcular por Algebra Lineal f € KerQ(D)P(D)
tal que P(D)(f) =g.

Supongamos ahora ademas que P(x) es primo Q(x). Sean A(x) y u(x) polinomios
tales que A(x)-P(x)+ u(x)-Q(x) = 1. Por lo tanto, tenemos que A(D)-P(D)+u(D)-Q(D) =
Id. Si aplicamos esta igualdad a g, obtenemos

g =1d(g) = (UD)-P(D) + uD)-Q(D))g) = (MD)-P(D))g) = P(D)AMD)g))

Por tanto, una soluciéon particular es f = M(D)(g).

De otro modo: Sea E = (g,g’,g",...,g",...) < KerQ(D) que es un espacio vectorial
de dimension finitay g€ E. P(D): E — E, f — P(D)(f) es un isomorfismo (pues su
inverso es A(D)). Solo tenemos que calcular f € E tal que P(D)(f) = g.

14. Ejemplo: Resolvamos la ecuacién diferencial f””’ — f = x3: Tenemos que resolver
la ecuacién (D3 -Id)(f) = x3. Observemos que D*(x?) = 0. Los polinomios x®—1 y x* son
primos entre si. Tenemos

=3 -1 -x+x

W-1=x-22-1

Luego, 1=x-22 - (3 - D =@x*-@®-1)-2)- 22 - @® - 1) =x%-x* + (=43 - 1)- (x® - 1). Por
lo tanto,

x® =(D?-D*+(-D? -1d)-(D? - 1d))(x®) = (-D> - 1d) - (D3 — 1d))(x®)
= (D3 -1d)(—D? - 1d)(x®)) = (D? - 1d)(—6 — x3).
Luego una solucién particular de la ecuacién diferencial es fo = —6 —x2. De otro modo:
Sea KerD* = (1,x,x2,x3). El endomorfismo lineal D3 —Id: KerD* — KerD*, p(x) —

(D3 -1d)(p(x)) es un isomorfismo lineal y es facil calcular el polinomio ax3 +bx%+cx+d
que cumple que (D3 —Id)(ax? + bx? + cx +d) = x3.
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Todas las soluciones son

1d) + Ker(D — _1+T V=3 19)

—1- /=
fo+Ker(D? —1d) = fo + Ker(D —Id) + Ker(D — TS

-1-v-3, —1+v-3
=—6-x>+a-e“+b-e 2 Fi4c.e 2 %,

Todas las soluciones que son funciones con valores reales son
-1 3
—6-x>+a-e"+e? x-(c-cos7x+d-sen7x).

15. Ejercicio: Resuelve la ecuacion diferencial f” — f = senx.

16. Circuito eléctrico Consideremos el circuito eléctrico de la siguiente imagen.

La segunda ley de Kirchhoff afirma que la
suma de las diferencias de potencial eléctrico
en un circuito cerrado es igual a cero. La cai-
da de potencial en una bobina es propor-

cional a la tasa de variacion de la intensidad de corriente: V7, = L - %, la caida de

tension en una resistencia es proporcional a la intensidad: Vg = R -I (ley de Ohm). Por
tanto,

dl
V=L-—+R-I.
dt

Resolvamos la ecuacion diferencial LI'+RI = (LD +R1d)(I) =V, cuando V es constan-
te. Una solucion particular es I = V/R y la general es

R
I(t)=V/R +Ker(LD +R1d) = V/R + Ker(D + zId) =V/R+ {)L~e_1%}.

Si suponemos que 1(0) =0, entonces A =-V/Ry I(t)=V/R-(1- e_%).
Supongamos ahora que V = A cos(wt). Tenemos que resolver la ecuacion diferencial

(LD +RI1d)I)=A"-cos(wt).
Sea E = (cos(wt),sen(wt)). Buscamos una solucién A-cos(wt) + u-sen(wt) € E:
A -cos(wt)=(LD + RId)(A-cos(wt) + u - sen(wt))
=(Ru—-LwA)sen(wt)+ (RA+ Lwu)cos(wt).
Rt
L

_ AR _ _AL _ ARcos(wt) , ALwsen(wt) -
Obtenemos A = 55— y u= szz’fRZ. Por tanto, I(¢) = 737 5 Tz TYe

Si suponemos que 1(0) = 0, entonces

A _ Bt
I(t)= JENCI Y] (R -(cos(wt)—e L)+ Lw-sen(wt))

t>0 A

= Pz (Brooswd)+Lw-senwt).
w
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Luego, I(t) = % -(cos(¢p) - cos(wt) + sen(¢p) - sen(wt)), donde B = /(Lw)2 + R2, cos(¢p) = %

y sen(¢) = LT?". Por lo tanto,

It)= % -cos(wt — )

Se dice que ¢ es el desfase, tan(¢) = wa la reactanciay B=R - \/tan2(c/>) +1.

Afnadamos un condensador. La diferencia de
potencial causada por un condensador es
proporcional a la carga, V¢ = %, luego deri-
vando respecto del tiempo Vé = é Por tanto,
\% :L-%+R -1 +V¢ y derivando

I
V' =LI"+RI' + =.
C

Supongamos V(¢) = Vp - cos(wt). Si V := Vj-e'™?, entonces I es la parte real de las
soluciones de la ecuacion diferencial

- - )
V' =LI"+RI' + —.
C

Busquemos una solucién particular en (e!*?), es decir, I =Y -e*¢, con Y € C. Tenemos
: —(_T 2 A F_ iwVo L plwt
que iwVp=(-Lw*+Rwi+ ) Y, luego I CLw+ ) iRwi e’ Por lo tanto,
.V
I=—,
Z
- . . . Lw--L .
donde Z = Zg - '? (denominada impedancia) ¢ = arctan % (denominada desfase) y

Zy= \/(Lw - %)2 +R2. En conclusién,,

VY -
I(t)—Z0 cos(wt — )

Observemos que la amplitud del voltaje es Vj y el de la intensidad I := g—g, luego

2Podemos decir que es la solucién, porque si R? # % entonces

Id -R+ VR2-4L/C -R- VR2-4L/C
Ker(LD2+RD+E):Ker(D— - oL )o Ker(D — oL )

—R+VR2-4L/C ¢ —R—VR2-4L/C £ >0
:{a.e 2L +be 2L ~ 0}’

y si R? = 4L/C, Ker(D — =E=YEZ-ALIC) _ (o3t .(q 4 b1) "2’ 0).
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17. Resolvamos la ecuacion diferencial f"”' —2f" + f = xe” siguiendo otro método: Te-
nemos (D3 —2D? + Id)(f) = xe*. Denotamos mg como una funcién A, tal que

(D3 -2D? +1d)h = g. En particular, [g:= 5 Lo esuna funcién cuya derivada es g.
Una solucion particular es

f 1 x 1 xl x 1
= xe" = xe =e X
D3-2D?%+1d (D?2-D -1d)(D -1d) (D2+D-1d)D
E *(-=1d-D 2D2)1 = J‘(_962+ t 2)= x(—xz +a)

=e Dx—e 2 cle—Xx =e 9 XxX+a

18. Denotemos [-"- [f = 2= f.
Sea P(x) = (x—a1)*'---(x — a,)" . Existen polinomios @1(x),...,Q (x) tales que

1 . Ql(x) +r n Qr(x)

(x—ap)t--(x—a) (x—ap™ (x—a,)nr

Resolvamos la ecuacion diferencial P(D)f = g.

L D . D -5 Q:(D)
PD)® " D -arldm D-a, 10" 8~ D-a,1a
QD +ai1d) _, .

3532 axD— g= Zeax Q(D+C¥zld)f f

f=

3.6. Calculo sublime

3.6.1. Integral de una funcion de variable real

1. Definicion: Una particion de [a,b] < R es un subconjunto finito ordenado de puntos
a=x9<x1<-:-<x,=0>b de[a,b]. Diremos que una particiéon P es mas fina que otra
particién P’ si P’ c P, y escribiremos P’ < P.

IEs consecuencia de la férmula de conmutacién.

2Existe un tnico polinomio de grado dos u(x) tal que p(x)-(x? —x — 1)+ A(x)-x® = 1. Por tanto,
m(%x) = ,u(D)(ll)x). Existe una serie en x, s(x), tal que formalmente s(x)- x2+—1x—1 = 1. Ademass,
s(x) coincide con el desarrollo de Taylor de Wlx—l en x = 0. Por tanto, u(x) coincide con el desarrollo de

Taylor de m en x =0, hasta orden 3, que es —1 —x — 2x2.
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2. Notacion: Dada una funcion f: [a,b] = Ry
una particion P = {x,...,x,}, denotaremos

M (f,P):=sup{f(x): x € [xp,xp+11}
mp(f,P) :=1inf{f(x): x € [xp,xp 411}

121
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3. Definicion: Llamaremos suma superior y suma inferior de Riemann de f relativas
a la particion P = {xg,...,x,} a

n-1 n-1
S(f,P):= ) Mp(f,P)-(xps1—22) ¥ s(f,P)= ) mp(f,P)-(xp41—xp)
k=0 k=0
respectivamente.
4. Observacion: Obviamente, s(f,P) < S(f,P). Si P es una particién de [a,b] y P’

es una particiéon de [b,c] entonces P UP’ es una particién de [a,c] y S(f,PUP’) =
S(f,P)+S(f,P)y s(f,PUP')=s(f,P)+s(f,P’).

5. Proposicion: Si P’ <P, entonces
s(f,P"y<s(f,P)<S(f,P)<S(f,P").

Demostracion. Si P = P, el enunciado es evidente. Por induccién basta demostrar
el enunciado cuando P tiene exactamente un punto més que P’. Por la observacién
anterior podemos suponer que P’ ={a,b} y P ={a,c,b}. Entonces,

s(f,P")=inf{f(x): x € [a,bl}- (b —a)
=inf{f(x): x €la,bl}-(c—a)+inf{f(x): x €la,bl}-(b—c)
<inf{f(x): x€la,cl}-(c—a)+inf{f(x): x €[c,bl}- (b —c) =s(f,P).

De modo andlogo se prueba que S(f,P) < S(f,P’).

O
6. Corolario: Si P y P’ son dos particiones de [a,b], entonces s(f,P) < S(f,P’).
Demostracién. En efecto,
s(f,P)<s(f,PuP)<S(f,PuP)<S(f,P).
O

7. Definicion : Llamaremos integral superior e integral inferior de f en [a,b] a

b b
ff::inf{S(f,P),VP} y ff::sup{s(f,P),VP}.

respectivamente.

Por el corolario anterior, s(f,P) < fabf < fff <S(f,P)).
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8. Definicién: Diremos que una funcién f: [a,b] — R acotada es (Riemann) integra-

ble si ff f= ff f. Este valor comun se dice que es la integral de Riemann de f en [a,b]

y se denota f;’f-dx.

Si f: [a,b] — R es no negativa e integrable, diremos que f: f(x)-dx es el area de
la regién de R?, delimitada por la grafica de la funcién £, {a} x [0, f(a)], {b} x [0, f(B)] y
[a,b] x {0}.

9. Propiedades: Sean f y g integrables en [a,b]l y A € R. Entonces,

1.

2.

3.

fPA-dx=2A-(b-a).
A-f es integrable y ffxl-f-dx:/l-fff-dx.
f + g es integrable y fff+gdx = f:f-dx+fabg~dx: Obsérvese que

inf{f (x), Vx € [x;,x; .11} +inflg(x), Vx € [x;,x; 111} <inf{f (x) + g(x),V x € [x;,2;41]}
<sup{f(x)+g(x), Vx € [x;,x;+11} < supi{f(x), Vx € [x;,x;+1]} + supi{g(x), Vx € [x;,x;+1]}.

Si f < g, entonces fff-dxsf:g-dx.

supi{f, g} es integrable: Escribamos h = sup{f,g}. Obviamente, f,g < h, luego el
infimo de los valores de [ (y el de g) en un intervalo es menor que el de h; el
supremo de f o el de g, en un intervalo, coincide el de h. Ahora es fdcil probar
que para toda particion P,

S(h,P)—-s(h,P)=<(S(f,P)-s(f,P))+(S(g,P)-s(g,P)),
luego h es integrable.
|f| es integrable (porque |f| = sup{f,0} + sup{—f,0}) y If(ff-dxl < ff |f|-dx.

f - g es integrable: Dada una funcién h, sea h™ := sup{h,0} y h~ = —sup{-h,0}.
Entonces, fg=(f"+f ) (g +g )=fTg +fr g +f g*+f g . Es fdcil reducirse
alcaso f =0y g=0. Sea k>0 tal que f,g <k. Dado ¢ >0, sea P una particién
de [a,b] tal que S(f,P)—s(f,P),S(g,P)—-s(g,P)< ﬁ. Entonces,

n—1

S(fg,P)-s(fg,P)= ) (My(fg,P)—my(fg,P))-(xps1—x1)
k=0

n-1
< ) (Mp(f,P)M(g,P) = mp(f ,P)my(g,P)) - (xp 41— 1)
k=0

n—1
((My(f,P)—mp(f,P)M(g,P)+mp(f,P)Mr(g,P)—mp(g,P))) (xp11—xp)
k=0

n—-1
<k-) (Mp(f,P)—mp(f,P)+ My(g)—mp(g,P)) (xp11—xp) <€
k=0
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8. Sia<c<b, entonces fabf-dx:facf-dx+fcbf-dx,

10. Teorema: Si f: [a,b] — R es continua, entonces es integrable.

Demostracion. Por el teorema de Heine, sabemos que f es uniformemente continua.
Entonces, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x)—f(y)| < € siempre que |[x—y| <. Sean €
N, de modo que b%“ < 0 y consideremos la particiéon P = {x;} de [a,b] en n segmentos de
longitud b%“. Tenemos que |f(x)—f(y)| <€, siempre que |[x—y| < b%“, lueg IM;—m;|<e
y

n-1 n-1
S(f,P)—s(f,P)= Y (M;—m;)-(xiz1—%)< )_e-(xj4s1—x;) =€-(b—a).
i=0 =0

Por tanto, f_(ff—fabf <S(f,P)-s(f,P)<e-(b-a), para todo ¢, luego f_:f = fabf yf es
integrable. o o
O

11. Observaciones: Si f,g: [a,b] — R son iguales salvo en un niimero finito de pun-

tos, entonces f es integrable si y solo si g es integrable, y cuando lo sean fab f-dx =
b

[, g-dx.

Dada f: (a,b) — R, diremos que es integrable si g: [a,b] — R es integrable, donde
8i@,b) = fia,p) ¥ 8a),g(b) son cualesquiera valores de R; en el caso de que sea integra-
ble se define f:f-dx:: f:g-dx.

Si existe Q}nglo [ f(x)-dx, 1o denotaremos [;° f(x)-dx.

12. Integral vectorial: Sea E un R-espacio vectorial y {e,...,e,} una base. Diremos
que una aplicacion [ : [a,b] = E, f(x) =) ; fi(x)-e; es integrable si f1,...,f, son inte-
grables y definimos fab fdx:=); ff fi-dx-e;.Si{vy,...,v} esotrabaseye; =3 ja;;vj,
entonces f(x)=3; fi(x)-e; =3;; fi(x)-a;;-v; =% ;gj(x)-v;, donde gj(x):=3; fi(x)-a;; y

b b b b
f f-dx::Zf fi(x)-dx-eizz fi(x)-dx-aij-vj:Zf gj(x)-dx-vj.
a i Ja JCa

ij Ja

Sea E’ un R-espacio vectorial de base {e),...,e},} y T': E — E’ una aplicacién R-lineal
con T(e;) =Y ;bj;- e’j. Entonces,

(Tof)(x):T(Zfi(x)'ei):Zfi(x)'bij'elj:Z(Zfi'bij)'e/j, y
l 1] J 1
b b b b
T(f f'dx)ZT(Zf fi-dx-ei):Zf fi-dx-T(ei):Z fi-dx-bij-e'j
a i Ja i Ja ij Jo

b b
:Z[ Zfi'bij'dx'elj':f TOf'dx.
jJa g a
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13. Ejercicio: Sea E un R-espacio vectorial de dimension finita, e,v € E dos vectores.
y f,g: [a,b] — R integrables, Prueba que

b b b
f(f-e+g-v)-dx:f f-dx-e+f g-dx-v.

14. Ejemplo: Calculemos [y "2 cos3x - dx

/2 w2 ik 4 p—ix 1 /2 ) ' )

f cos’x-dx = f T dx=%- f €3 4 3% 4 3¢ 1% 4 I Ly
0 0 2 8 Jo

1 3ix 3 ix 3 —ix —3ix 3 9

SN - )]”/2-— (Sen( %) 4 3sen)E? = 2.

8 3i i -1 3

3.6.2. Regla de Barrow. Cambio de variable

15. Regla de Barrow: Sea f: [a,b] — R continua y F: [a,b] = R, F(x) := f(fﬂdx.
Entonces, F'(c) = f(c), para todo c € (a,b).

Demostracion. Sea M, el maximo de los valores de f en [c,x] y m, el minimo. Enton-
ces,my-(x—c)<Fx)-F(c)= [ f-dx<M,-(x—c)y

m, < L@ =FC@ 4

X—cC

F(x) F(C)

Luego, lim = f(x). Igualmente, lim F-T) = £(x). Luego, F'(c) = f(c).

16. Observacion: Si G' = f se dice que G es una primitiva de f. La regla de Barrow
dice que F(x) = [} *f-dx es una primitiva de f. Si G es otra primitiva de f, entonces
(F-G)Y =0y G =F +cte. Ademss, f f-dx=F(b)=F()-F(a)=G(b)-G(a).

Si a > b, seguiremos la convencién fa f-dx:=— fb f-dy. Si G es una primitiva de
f, entonces fab f-dx=- [ f-dy=—(G(@)-G(b))=G(b)-G(a).

17. Ejercicio: Calcula fol 3 +3x + cos(x) dx.

18. Notacién: Dado un abierto U R, denotaremos C.(U) a las funciones de deriva-
das continuas y acotadas en U.

19. Férmula de cambio de variable: Sea g€ €l((a,b)) y sea f € €(g((a,b))). En-
tonces,
g(b)

b
@ f(y)-dy=f flg(x) g'(x)-dx.
8la a
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Demostracion. Sea F tal que F'(y) = f(y). Por la regla de la cadena, sabemos que
F(g(x)) = F'(g(x))- g'(x). Por la regla de Barrow,
g(b) b
F@)-dy =F(g®)-Fe@)= [ f(g)-gw-dx.
a

g(a)

3.6.3. Conmutacion de derivadas, integrales y limites
Sea U cR" un abiertoy f: U — R™ una aplicacién. Denotaremos

6f e, xi X)) — (X1, Xy, X))
(x) :=lim .
Ox; t—0 t

Si escribimos f = (f1,...,[m), entonces af(x)—(gf1 (x),. ,g—’;’;(x)).

20. Diferenciacion bajo el signo de la integral: Sea [a,b] cR, U c R" un abierto
y [:la,blx U — R™ una funcién continua. Entonces,

b
F(x)::f f(t,x)-dt

., . . . . 0 .
es una funcion continua en U. Si ademds existe a—;(t,x) y es continua en [a,b] x U,
entonces

f(t x)- dt—f —f(t x)-dt.

axl a

Demostracién. Podemos suponer que m = 1. Dado xg € U, sea C < U un cubo cerrado
centrado en xg. Como f es continua es [a,b] x U, entonces es uniformemente continua
en [a,b] x C. Dado € > 0, existe § >0 tal que |f(z)— f(2')| <€, para todo 2,2’ € [a,b] x C,
siempre que ||z — 2’| < §. Por tanto,

b b
|F'(x) — F(x0)| =|f f(t,x)—f(t,x0)-dil Sf If (¢, x)— f(t,x0)l-dt <€-(b—a)

si |lx —xgll < &. Luego, F(x) es contmua en xo, luego continua en U.

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que | (z)— i(z’)l <e, paratodo z,2’' € [a,b]xC, siempre
que [z — 2’| < 6. Dado un nimero real h denotaré x + h; = x+(0,.%.,A,...,0). Por el
teorema del valor medio M (t x+6.), con |6'| < |h|. Por tanto

= |/ $L(t,x0+ 67— SLt, x0)dt

a 0x;

b di— [P .
fa f(txo+h;) (flt fa f(t.x0)-dt — fb i(l‘; xO)dt‘

9L (¢, %0+ 8) - 3L (¢, x0)| dt <e- (b -a)

para todo |A| < 6. Luego, -2 b f f(t,x)- dt—fb OF (¢,x)-dt.

a Ox;
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21. Teorema: Sea {f, € Aplic,([a,b]1xU,R™)},en una sucesion de funciones de Cauchy
integrables. Entonces, lim f, es una funcién integrable y
n—.oo

b b
lim f folt x)-dit = f lim £, (¢ x)dt.
n—oo a a n—oo

Demostracién. Podemos suponer que m = 1. Dado ¢ > 0, sabemos que existe r tal que
[ lim £, — fmlloo <€, para todo m > r. Las desigualdades
n—o0

b b b b ot
[ fmdi-c-6-ar= [ fu-cdi< [ tim fadi< [ tim frdi< [ fn+eas
a Ja_ Ja "0 a " @
b
:f Fudt+e-(b—a)
a

prueban el teorema. O

22. Teorema : Sea {f, € Aplic((a,b) x U,R™},en tales % existen y son continuas.
Si existe un punto c € (a,b) tal que {f,(c,x)} es convergente para cada x, y la sucesion

{af n{t, x)} es uniformemente convergente, entonces {f,} es uniformemente convergente y
o ot D) of (1,0
e = lim 2
ot n—oo Ot

Demostracion. Podemos suponer m = 1. Tenemos que f,(s,x) = fr(c,x)+ [} of, ”(t x)dt
afm(t X) afn(t X)

Dado ¢ > 0, existe m € N, tal que || lloo <€, para todo n > m. Por tanto

50 n(t,x) 0 m(t,X) 0 n(t x) 0 m(t x)
”fn_fm”oo:”f f ot dt|loo < f Il f f lloodt=(b—a)-€
ot ot

Por tanto, la sucesion {f,,} es de Cauchy, luego convergente. Ademas, si tomamos lim ,
n—o0

obtenemos

) o , $0fn(t,%) o S 0fn(t,x)
r}ljgofn(s,x)—,}grolofn(c,x)ﬂ}g&fc T‘dt&aﬂr}ggofn(c,x)+ i ,}LI&T‘d
o(lim £, (¢,x)
y derivando #) = lim af%tt’x).

n—oo
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3.7. Funciones analiticas

1. Teorema de Abel: Si la serie de niimeros complejos Y, a,b™ es convergente, enton-
ces la serie de funciones ), a,z" converge (absoluta y) uniformemente en los compactos
de B(a,|b|) < C.

Demostraciéon. Tenemos que lim |a,b"| = 0, luego existe K > 0 tal que |a,b"| < K para
n—oo

m m m

todo n. Entonces, Y |a,z"|= Y |a,b"|-|z/b|* < K- Y |z/b|" que es una serie geométrica
n= n=0 n=0

convergente cuando |z/b| < 1. O

2. Definicion: Se dice que r € [0,00] es el radio de convergencia de la serie de poten-
cias OZO a,(z —a)" es absolutamente convergente cuando |z —a| <r y no lo es cuando
|z — an|:>O r.

El teorema de Abel asegura la existencia y unicidad del radio de convergencia. En

[o,@]
efecto, r = sup{s =0: Y |a,|s" es convergente}.
n

3. Proposicion: Si r > 0 es el radio de convergencia de la serie de potencias f(z) =

oo o0
Y an(z—a)?, entonces para cada b € B(a,r) existe una serie de potencias Y. b,(z—b)"
n=0 n=0

o0
de radio de convergencia mayor o igual que r —|b —al, tal que f(z)= Y. b,(z—b)" en

n=0
B(b,r—|b-al).

Demostracién. Por cambio de coordenada z’' = z — a podemos suponer que a = 0. Tene-
mos

Y a2 =Y anz—b+b" =Y an(} (n)b”‘k(z—b)k): Y (Y (n)anb"—k)(z—b)k
n=0 n=0 n=0  i=o\k * 120 n=h\R

donde = se debe a que podemos cambiar el orden de los sumandos, ya que

Y lanl()] (Z)Ibl”_klz ~b%) = Y lanl(b]+ 1z = boD)"
n=0 k=0

n=0

que es convergente porque |b|+ |z — b| <r, para todo z € B(|b|,r — |b]). m]

o0
4. Proposicion: Sea r el radio de convergencia de la serie Y a,(z—a)". Entonces,
n=0

r=sup{s=0:s< = para todo n salvo un niimero finito}.

Via,

12 - 1
Con otras palabras: r = T}Lrgo 1nf{—m}m2n.
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Demostracién. Si V/|la,|-s =1 para un numero infinito de nimeros naturales n, en-
[e.0] o0

tonces Y |a,s"| = Z (Vl0anl-s)* =00, luego r <s.
n=0

Si Via,l-s< 1 para todo n salvo para un numero finito de n, tomemos s’ = m,

entonces Via,|-s’ <m y Z la,s™| = Z(\/Ian s < cte. + Z(1+€)n<oo luego r =
n=

/I _ _S
s' = 1, para todo € > 0, luego r=s.
O

5. Observacién: Si lim -—— existe, entonces r = lim inf{-—— }m>n lim —
n—oo Vlanl n—o0 Via n—oo Vianl®

6. Lema: Sea {a,} una sucesién de nimeros reales. Si lim (a,41 —a,) = a entonces
n—.oo
2 an __
iy, ¢ =
Demostraciéon. Supongamos a # +oo. Dado € > 0, existe &k tal que a —e < (ap41—a,) <
a +¢ para todo n =k, luego (n —k)-(a —€) < (a, —ap) < (n—k)-(a +¢€) para todo n = k3.

Por tanto,

ap+(n—=~k)-(a—e¢) _an=ak <(JLk+(n—k)-(a—€)
n T n n

Entonces, dado €' > 0 existe 2’ > k£ de modo que para todo n > &/,
' an _
—€ +(a—e)<— <€ +(a—e),
n

luego lim %2 =q.
n—oo

m
7. Proposicion: Sea { Y a,z"} una serie de niimeros complejos de radio de convergne-
n=0
lan

existe, entonces r = lim %!
+1l n—oo lan+1l”

ciar. Si lim T
n—oo

Demostraciéon. Tomando In, tenemos que lim (Inla,|—1Inla,+1|) existe, y por el lema
n—oo

. L1 .
coincide con lim % Tomando exponenciales
n—oo
. lagl . _lnlan| 1
lim =lime » =lim ——-=r
n—o gy 1| n—o0 n—00 V/la,|

3Si @ = 0o, dirfamos que para cada K > 0, existe un &, tal que K < (a,+1 —a,), para todo n > &, luego
(n—-k)-K <(a, —ap), etc.
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oo o0
8. Proposicion : Dos series de potencias Y a,(z—a)* y Yb,(z—a)" tienen el mismo
n n

nV lay] =1.

radio de convergencia si lim -,
n—oo 1\/|b,l

1
Vbl

o0
Luego si r es el radio de convergencia de Y a,(z—a)" esy r' el de Zb »(z—a)" entonces
n n

Demostracion. Dado € > 0, existe m tal que <(+e): \/_, para todo n = m.

r' <(1+e¢€)-r. Igualmente, obtenemos que r < (1+¢)-r'.

9.Lema: lim {n=1

n—.oo
Demostracién. Tomando logaritmos, tenemos que probar que lim In {/n = 0. Por la
n—0o0

regla de L'Hopital, hm In V/n = lim 22 = 1im 1{"’ =0. m|

n—oo n—oo

o0 o0
10. Proposicién: Las series Y. apn(z—a)®y Y nan(z—a)* ! tienen el mismo radio de
. n=0 n=0
convergencia.

o0
Demostracién. Evidentemente, el radio de convergencia de las series Y. na,(z—a)" !
n=0
\/ lanl

y (z—a)- Z na,(z—a)* 1= Z na,(z—a)"* es el mismo. Como lim —
n=0 n=0 n—oo lan-n|

por la proposicion anterior.

=1, concluimos

11. Corolarlo' Sea r > 0 el radio de convergencia de las serie con coeﬁcwntes niimeros

reales Z an(z—a)". Entonces, la funcién real (a —r,a+r)—R, x — Z ay(x—a)" es de
n=0 n=0

o0 o0
clase €°y (Y ap(x—a)?) = ¥ na,(x—a)* ! (que es una serie de radio de convergencia
n=0

n=0
r).

o0
Demostracién. El radio de convergencia de Y na,(x —a)* ! es r por 3.7.10. La serie
n=0

[e.@]
Y na,(x—a)"" ! es uniforme convergente en compactos de (a —r,a +r) por el teorema
n=0

o0 [e.¢] [e.@]
de Abel. Por el teorema 3.6.22, (Y. a,(x—a)*) = Y. na,(x—a)* 1. Luego, Y a,(x—a)"
n=0 n=0 n=0
es de clase €. Repitiendo los argumentos con la derivada tenemos que es de clase €2,
etc.
O
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12. Definicion: Sea U < R un abierto. Se dice que f: U — R es una funcién analiti-

o0
ca si para cada punto a € U existe una serie de potencias ) a,(x—a)*, de radio de
n=0

convergencia positivo, que coincide con f en un entorno de a*.

La suma y el producto (ver 2.4.7) de funciones analiticas es analitica. La exponen-
cial, el coseno y seno son funciones analiticas en R.

13. Desarrollo de Taylor del logaritmo: El desarrollo de Taylor de In(1 + x), en

m n m n
x =0, hasta orden m es ) (—1)’”1%. Queremos probar que la serie Y (—1)’”1% de
n=1 n=1

funciones de C%((—1,1)) converge uniformemente a In(1+x) en compactos de (-1,1). La

1

T en (-1+e,1-¢),

m
serie de sus derivadas Y (—1)"*1x*~! converge uniformemente a
n=1

0 n 0
por la proposicién 2.4.5. Entonces, (ngl(—l)n“%)’ = ’El(—l)n“x”‘1 = 1_J1rx =In(1+x) en

0 n m n

(—1,1). Ademas, Y (—1)’”107 =0 =1n(1+0), luego la serie Y (—1)’”1% de funciones
n=1 n=1

de Ci((—l, 1)) converge uniformemente a In(1 + x) en compactos de (-1, 1).

14. Desarrollo de Taylor de la arcotangente: La derivada de arctanx es igual a

1

o0 . .
2= 'Zo(_l)l -x?! (para |x| < 1). Integrando tenemos que
1=

(iﬂ 2 = i(—l)i 2= = (arctanx)’
x i .
Luego, arctanx = EO%, 2i+1

15. Desarrollo de Taylor del arcoseno: La derivada del arcoseno es igual a

i=0 i=0 1! o 242

para |x| < 1. Integrando y derivando,

©1.3.--(2i—1) x2i+1

. o (1 — 212 = ]
(i;, 2:4.--21 2i+1) (1-x%) (arcsenx)

o0 . ;
_ v 18-2i-1) x%+!
Luego, arcsenx = EO A9 or T

40bsérvese que f™(a) =n!-a,.
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3.8. Problemas

1. Sigamos las notaciones del apartado 3.5.16. Calcula Ilein}) V/R-(1- e_%) (supone-
mos que V, ¢t y L no dependen de R).

2. Calcula lim x-Inx.

x—07
Solucién: lim x-Ilnx = lim 11‘}" = lim £, = lim —-x=0.
x—0* x—0* x—0+ T1x% o
3. Calcula lim (Inx -2 2
x—07
Solucién: lim 8% = 1 11//x2 = lim —x=0<1. Luego,
x—0*t ; —0*t x—0*
Inx
lim (Inx—-) = hm - (— -1)=—o0.
x—0* X x—0t X =
x
1
4. Calcula xlll(r)l ¢ — s
1 y_ 14, SEDX—% _ cosx—=1 _ 711 —senx _
Solucion: xlim ( senx) - xlir(r)lJr xsenx 1 0+ senx+xcosx xlil(l)l)f 2cosx—xsenx 0

5. Calcula lim x®™*,

x—0*

Inx z 1/x

Solucion: In( 1im x%°"*) = lim senx-In(x) = hm =0, por-

x—0* x—0* VUsenx = 75+ —cosx/sen®x

2
que lim 5% = iy 2sen@cos®) _ o poy tanto lim xe"* =0 =1,
x—0% x—0* x—0*

6. De todos los poligonos regulares de perimetro 1 jcuél es de area maxima?

Solucion: Sea [ la longitud de cada cada lado del poligono regular de n lados.
Entonces, n-l=1y 1l = % Sea a la longitud de la apotema, es decir la distancia
del punto medio de un lado al centro del poligono y r la distancia de cada vértice
del poligono al centro. Entonces, a? +(é)2 =rly sen( )= ”72 2nr El area A del
poligono es

1 2 1\2
A al _a \/r2_(%)2 : \/(2nsen(%)) _(%) B COt(%)
"M Tt T 2 T 2 T Tan
Luego, A = %f[(x) (donde x = 7). Veamos que A es creciente para n > 2. Basta ver

que A es decreciente para x € (0,7/2). A’ = S‘gﬁ% y el numerador es negativo

porque en cero es cero y es decreciente (porque es de derivada negativa).

Por tanto, cuanto mayor es n, mayor es A. Es decir, “el poligono de infinitos lados,

cot(%)
n

la circunferencia, es el de mayor area". Observemos que lim A = lim
n—oo n—oo
1

xcot(x) _ _ —
lim =55 = hn(l) Traens = 121(1) Treoss = 47[, que es el area de la circunferencia de

longitud 1.
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7. Sean senh(x) = % y cosh(x) = % Prueba que cosh(x)? —senh(x)? = 1, que
(cosh(x)) = senh(x) y que senh(x)’ = cosh(x). Prueba que senh(x) establece un
difeomorfismo de R con R. Sea arcsenh(x) la funcién inversa de senh(x), prueba
que

arcsenh(x) =

Vita?

Prueba que cosh(x) establece un difeomorfismo de (0,00) con (1,00). Sea arccosh(x)
la funcién inversa de cosh(x), prueba que

arccosh(x) =
x2-1

8. Catenaria: Calcula la curva que describe una cuerda (sin rigidez flexional y no
extensible) suspendida entre dos puntos fijos (bajo el efecto de la gravedad, que
es cosntante).

Solucién Sea s: [0,a] — R2, s(x) = (x, y(x)) el arco de curva descrito por la curva,
que podemos suponer que esta en un plano (el eje vertical es x =0). Sea x =a el
punto mas bajo de la catenaria (y(a) es minimo). Consideremos el tramo de arco
que comienza en s(a) y termina en s(x). Sea T, la fuerza (horizontal) que ejerce el
tramo izquierdo de la catenaria sobre s(a), T la fuerza (tangente a s en s(x)) que
gjerce el tramo derecho de la catenaria sobre s(x) y P el peso del tramo de arco.
Tenemos que Ty + Ty +(0,P) = (0,0). Tenemos que T, = (1,0), T, = —A-(1,y'(x))
y P =A-y'. Por otra parte, P es proporcional (segin la densidad del cable) a la
longitud del tramo considerado. P = yi- [, \/1+ y'2dt. Por tanto,

X
y':E-f 1+y2-dt
A Ja

Derivando obtenemos que y” = % V1+y? Seaz=y' entonces 2z’ = % V1+22

luego
dz )
=—-dx
Viezz A
Integrando, arcsenh(z) = % -x+7v y tomando senh obtenemos z = senh(% “xX+Y).
Recordemos que z =y’ y que y'(a) =0, luego y = —% -a. Integrando obtenemos

y= %-cosh(‘—/{-x+)/)+17.

9. Velocidad de escape: Calcula la velocidad con la que debe ser lanzado vertical-
mente un proyectil para que escape del campo gravitatorio terrestre (suponemos
que no hay rozamiento y que el proyectil no tiene propulsores). Calcula la altura
del proyectil en el instante ¢.

Solucion: 1. La fuerza de la gravedad en la superficie terrestre es 9,8. La fuerza
de la gravedad g depende de la altura i, g = ;L—Iz{ Luego, 9,8 = 1% y K =9'8-R?
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(con R = 6371000 m.). Sea A(t) la altura del proyectil en el instante ¢, luego
h(0) = R. Entonces, h/(t) es la velocidad en el instante ¢, A(co) = oo y h'(c0) = 0.

La aceleracién es A" (¢) = h_(_gz Entonces, h'h" = _fzh’. Integrando, %-h& = %{ +cte
y tomando valor en ¢ = co obtenemos que cte = 0. Asi pues, A’ = % y h'(0) =

% =Vv2-98-R=11171 m/s.

Tenemos que hY2h' = /2K. Integrando, %-h3/2 = V2K -t+b. Tomando ¢ = 0,

tenemos que b = % ‘R32y
44'1
h(t):R-(\/T-t+1)2/3.

2. Otro modo: La energia cinética del proyectil en la superficie terrestre es igual
al trabajo realizado por el proyectil desde la superficie de la tierra al infinito. En
efecto,

m-(h')? o0 = m - h'(0)>

(VN 2 °

fm-h"-dh:f m-h"h'dt =
R 0

Por tanto, 1m-h'(0)? = [¢° =2 dh = I%]%O = ”;TK. Luego, h'(R) = % =11171.

Caracterizacion optica de la parabola: Consideremos un punto p y una recta
r en el plano. Calcula una curva tal que todo rayo de luz que salga del punto p
después de rebotar en la curva sale con direccion paralela a r.

Solucion: Podemos suponer que el punto es (0,0) y la recta y = 0. Sea U un en-
torno abierto de 0 e Ry o: U — R2, o(¢) = (x(2), y(t)) la curva pedida (y supon-
gamos que (x(0),y(0)) = (b,0)). Consideremos el rayo de luz (x(¢),y(f)) que va
desde (0,0) al punto (x(¢),y(#)) y el rebotado (—1,0) que va desde (x(¢),y(¢)) a
(x(¢)—1,y(¢)). Ha de cumplirse que

(x,5)

= (', y")=(=1,0)-(«, y")

x%+y

Luego, % =—x/, luego (/22 +y2) = —x'y /22 + y2 = —x + 2b. Por tanto,
x2+y

y? = —4bx +4b2,
que es la ecuaciéon de una parabola.

Caracterizacion optica de la elipse: Consideremos dos puntos del plano. Cal-
cula una curva tal que todo rayo de luz que salga de un punto pase por el otro
después de rebotar en la curva.
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Solucion: Podemos suponer que los dos puntos son (—a,0) y (0,a). Sea U un en-
torno abierto de 0 e Ry o: U — R2, o(¢) = (x(¢), y(¢)) la curva pedida (y supon-
gamos que (x(0),y(0)) = (b,0)) . Consideremos el rayo de luz (x(¢) + a, y(t)) que
va desde (—a,0) al punto (x(¢),y(t)) y el rebotado (a — x(¢),—y(t)) que va desde
(x(t),y(t)) a (a,0). Ha de cumplirse que

(x+a9y) I (a_xy_y)
'(x ’y)_

Luego, (tra)x'+yy _ (a—x)x'—yy' Entonces, ( /—(x+a)2+y2)'=(— /(x—_a)2+y2), y

\/(x+a)2+y2 a \/(x—a)2+y2.
por lo tanto v/(x+a)2+y2 = — \/(x—a)? + y2 + 2b. Elevando al cuadrado y ope-
rando obtenemos ax — b2 = —b \/(x—a)2 + y2 y de nuevo elevando al cuadrado y
operando obtenemos

(', y")

(b2 -a?) 22+ b2 y2 = (b2 -a?) - b2

Para b > a obtenemos la ecuacion de la elipse. Para b < a, es la ecuacién de una
hipérbola (en este caso el rayo de luz “rebota” en sentido contrario al natural).

Tiro parabdlico:

oA Desde una altura h se dispara un proyectil con

velocidad (a,b) (solo consideramos largo y altu-
ra). Suponemos que la gravedad g es constante.
Calcula las ecuaciones del movimiento del pro-
yectil.

Solucion: Suponemos que no hay roce por el aire.
¢ Tenemos

@'@®),y'®)=v®)=(a,b)+t-(0,-g).

5 T
Integrando, obtenemos

t2
(x(2), y() =(0,h) + t(a,b) - 3 -(0,8)

Luego, y =h + f—l -x— 2% .x2. Tengamos ahora en cuenta el roce, que para velo-

cidades bajas es proporcional a la velocidad. Entonces, la aceleracion es v'(f) =
(0,—g)—Fk-v(t), es decir, (D +k-1d)(v) =(0,-g) y

’ 0.-8)=(0,=5)+e (e, d), con (e,d) = (@, % +b).

"D+k-1d k
Integrando obtenemos

b —got -kt
@B,y = (%, £ + 2 1 h)+0,-L )_%(a,fﬂ,)

RE2 R ko
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Eliminando ¢, obtenemos y =h + k% In(1 - %x) + (% + g)x.

La ley del enfriamiento de Newton establece que la tasa de pérdida de calor
de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y
sus alrededores. Un sdlido a 20° centigrados es introducido en un lago de agua
a temperatura de 5% Si tarda dos minutos en enfriarse diez grados ;Cuantos
minutos tardara en enfriarse 14 grados?

Solucion: Sea T(t) la temperatura del sélido en el instante ¢. Por la ley de enfria-
mento de Newton & d - =K-(5-T), es decir, 7"+ KT = 5K, que escribimos

(D+KId)T)=5K

Una solucién particular Ty de esta escuacion diferencial es Ty = 5. Todas las
soluciones son 5+ Ker(D + KId) = 5+ e X!. u. Tenemos que T(¢) = 5+ e K. p,

T(0)=20y T'(2) = 10. Luego u=15y K =1n v/3.

Calcula el radio de la é6rbita de los satélites geoestacionarios.

Solucion: Podemos suponer que estamos en el plano. Sea s: R — R?, t — s(¢) =

(rcosAt,rsenit), con A = 5= 602 la trayectoria que describe el satehte geoesta-

cionario. La gravedad sobre la superficie terrestre es 9’8 = luego K =

(6/378- 106)2’
9'8-40'67 - 10'2. Tenemos que calcular la aceleracién y comprobar el valor de
r en el que ésta contrarresta a la gravedad que ejerce la Tierra sobre el saté-
lite, que es f{—z La velocidad es s'(t) = A-(—rsenAt,rcosAt) y la aceleracion es

s"(t) = A2-(=rcos At,—rsent), que esta dirigida hacia el centro de la Tierra. En-

tonces, |s"(t)| =A% -r = r% yr=3 /12 ~42.250-10°m

Un depésito contiene 10000 litros de agua salada con una concentracion de sal
del 5% (50-gramos de sal por litro). Un grifo va vertiendo 50-litros de agua pura
por minuto. Por otro lado se desagua 50 litros del depésito por minutos ;/Cuanto
tiempo transcurrira hasta que la concentracion salina del agua salada del depo-
sito baje al 1%.

Solucion: Sea s(t) los gramos de sal que hay en el depésito en el minuto ¢, luego
c(t)= 1856)0 es la concentracion salina del agua salada del depésito en el minuto ¢.
Tenemos que As = s(t + h) — s(t) es igual a los gramos de sal que hay en 50 litros
de agua salada en el instante ¢ por el incremento de tiempo A¢ transcurrido (%)
cuando el incremento es pequeno, multiplicado por —1, es decir, As = —50 188?)0

At. Luego, s'(t) = — 10000 -s(t). Dividiendo por 1000, tenemos c'(t) = —~ons 10000 -c(t). Es

decir,

(D + Ne(t) =

10000

Luego c(t) = a-eT0t, Como ¢(0) = 5%, entonces a = 5. Por tanto, ¢ = —20-1n(%).
Después de —20- ln(%) = 32’2 minutos la concentracion baja al 1%.
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17.

Sea F el espacio vectorial formado por las funciones de R a C infinitamente deri-
vables y D: F — F el operador derivada. Prueba que

a) D(ef-g)=ef -(D+f'-1d)(g).

b) Calcula las soluciones de la ecuacion diferencial lineal y' + fy = g.

Solucion: El apartado a) es una comprobacion inmediata. Resolvamos b). Tene-
mos

g=y +fy=D+fI1d)y) =D +fId)e /el y)=e I D! y).
Luego, D(e/fy) = e/ g. Entonces, e/ Ty =cte+ [e/Tgey=e S (cte+ [e/Tg).

Sea F el espacio vectorial formado por las funciones de R* a C infinitamente
derivables y ®: F — F el operador C-lineal definido por ©(f):=xf".

a) Prueba que Ker(® —a)” =x%- {Z;’;& Ai(lnx): VA; € C).

b) Resuelve la ecuacion de Euler-Cauchy
x2y" +bxy +cy =0,
para b,ceCy x>0.

Solucién: a) Consideremos el cambio de variable x = e’ (0 ¢t = Inx). Tenemos que
% =0, por la regla de la cadena:

0f(x) _0f(x) O0x _0f(x)
ot  0x Ot Ox

x = 0(f(x))

Por tanto,

p] r-1 . r-1 .
Ker(® - ald) = Ker(a—t —ald) =e% - {}Y At} =x%- {) Ai(nx)'}.
i=0 i=0

2_,20% .0
b) ©% = x" - +x 5. Por tanto,

0=x2y"+bxy +cy=(©%+(b-1)0+cld)(y).

+(b—-1)0+cld). Sean a,f = —b+1t \/W

Entonces, y € Ker(02 . Entonces,

[ Ax%+uxP,  sia#p
| x*(A+ulnx), sia=p
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Resuelve la ecuacion diferencial del movimiento armoénico amortiguado

f"+af +bf =0, (cona’-4b<0ya>0).

Solucion: Tenemos (D2 +aD +b1d)(f) = 0. Las raices de x%+ax+b son —4£%0—15 ”2“2‘41’,
Luego,
—ax V-a?+4b V-a?+4b
feKer(D2+aD +bId)=e® -(A cos(aTx) N usen(aTx))

Resuelve la ecuacion diferencial del movimiento armoénico forzado

f"+af'+bf = ccos(wx), (cona?-4b<0ya>0).

Solucion: Calculemos una solucién particular. Sea E = (coswt,senwt). Busque-
mos en E una solucién particular. Resolvamos (D?+aD +b1d)(Acoswi+usenwt) =
ccoswt, es decir,

b-w?)-A+aw-p=c

—aw-A+(b-w?)-pu=0

c(b—w?) — acw
(b—w?)2+a2w? yH (b-—w?)2+a2w?2"

[Acoswt + pusenwt|= \/ A2+ u? = 0 —w2|)02|+a2w2 >> 0;

fenomeno de resonancia, que en ingenieria es importante conocer.

Luego, A = Para w = Vb (y a pequerio)

Calcula [x2cos?x dx.

16 1 xiy o=i 1 2xi | ,=22i L 9
Solucion: [x?cos?x dx = l_)(xZ(%ﬂ) — 1_)(x2e +e4 +2)

_x e2xi 1 2 e 2xi 1 2
=%t D+%3i”1d(x )+ = pora®”)
— x° e =i, 1 112)( 42

=cte+ 5 +4-(5 + 1D + gD*)(x*) +

3 2
—cte + % + (2x +1)8sen(2x) + xcoi(Zx).

e—2xi
4

(4 + 1D + ZD?)(x?)

Integracidén por partes: Prueba que [fg'=fg—[f'g.

Solucion Derivando, tenemos que probar que (fg— [f'g) =(fg) —f'g=rg', que
es consecuencia de la regla de Leibnitz.

Sea p(x) € R[x] un polinomio ménico de grado n. Sean si(x),...,s,(x) soluciones,
linealmente independientes, de la ecuacion diferencial p(D)y = 0. Pruébese que
si las funciones c1(x),...,c,(x) cumplen las ecuaciones

c1(x)'s1(x) + ...+ cp(x) sp(x) = 0
=0
c1x)s1(x)" 2 +... +cp(x)s, ()2 = 0

c1(x)s1)" V+... +c,(x) s, (x)" D

f(x)
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23.

24.

25.

26.

entonces c1(x)s1(x)+...+ cp(x)s,(x) es una solucién particular de p(D)y = f(x).

Solucion: Observemos que Di(Zi ci(x)s;(x)=Y; c;(x)Ds;(x), para i < n. Enton-
ces,

D™} ci(0)si(x) =D} c;i(x)D" Ls;(x) = Y ci(x)D"s;(x) + Y ci(x) D" Ls;(x).

Luego, p(D)(}; ci(x)s;(x)) =Y ;ci(x)p(D)(s;(x))+Y; ci(x)'s;(x)" D =0+ f(x).

Sea f: R — R una aplicacién diferenciable tal que f'(x) # 0, para todo x € R.
Prueba que f establece un difeomorfismo de R con un intervalo abierto (a,bd)
(donde puede ser a = —0c0 0 b = 00.

Solucion: Por el problema 9 del capitulo 1, f es un homeomorfismo con (a,b) y la
inversa f 1 es diferenciable, pues (f 1) (x) = m

Sea (X,d) un espacio métrico y F': [0,00) — [0,00) una funcién estrictamente
creciente y de crecimiento cada vez méas pequeno (F' >0y F'" <0) y F(0) = 0.
Prueba que d':= F od es una distancia y que la topologia definida por d coincide
con la definida por d’.

Solucion: F es inyectiva, luego un homeomorfismo de R con un intervalo abierto
[0,,a) (a puede ser co) y F([0,b)) =[0,F(b)). Observemos que F(c+d) < F(c)+F(d)
porque F(c+d)—F(c)<F(d)-F(0)=F(d). Por tanto,

d'(x,y)+d'(y,z) =F(d(x,y)) + F(d(y,2z)) < F(d(x,y)+d(y,2)) < F(d(x,2)) = d'(x,2)
Ahora ya es facil probar que d’ es una distancia. Dado r >0

By(x,F(r))={yeX: d'(y,x) <Fr)}={yeX:F(d(y,x))<Fr)}={yeX:d(y,x)<r}
:Bd(x,r).

Ahora es facil concluir que d y d’ definen la misma topologia en X.

Sea d'(p,q) := 1551125,21)' Prueba que la topologia definida por d coincide con la

definida por de d’.
Sea f: [a,b] — [f(a), f(b)] un homeomorfismo y ! la aplicacién inversa. Prueba
que [? f@)-dx =~ [ F 1) -dy+ ()b - fla)a.

Solucion: Sigamos la notacién dh = h'-dx. Entonces, fab d(fg)= ff f’dg+fab gldf.
Escribamos y = f(x), luego x = f~1(y). Entonces, por la féormula de cambio de
variable (y escribamos x =a y x = b, en vez de a y b, para no cometer errores)

b e=b x=b y=F®)
f fodx= f d(f ) f x-df =xfE=b - f o P
x=a x=a x=a y=f(a
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Geométricamente: Del dibujo se deduce que =

b f(®)
f foda+ ff O dy = fOb-f@a.

Calcula [ Inx-dx.

Solucién: [ Inx-dx = xInx]*=3 - [*x-dInx =5In5- 0~ [ dx=5In5-4.
Calcula [ xcosx - dx.

Solucién: [ xcosx -dx = [;— x-d senx = xsenx]] — [ senx-dx = 0+cosx]] = -2.

n-1
n

—sen’ xcosx]b

b n — n b n-1
Prueba que [ sen”x-dx = + - [V sen M x-dx.

Solucion: Se puede comprobar derivando (respecto de b). Pero probemoslo por
integracion por partes:

fsennxdx: —fsen”_lx-dcosx: —senn_lxcosx+fcosx -dsen” 'x
= —senn_lxcosx+f(n —1)cosxsen” 2xcosx-dx
= —sen"_lxcosx+(n—l)fsen"_zx-dx—(n—l)fsen"x-dx
y se concluye facilmente.

1 x 2n—3
2n—2 (x2+1)7-1 + 2n— 2f(x2+1)ﬂ—1'

Solucion: Se puede comprobar derivando, pero probemoslo por integracién por
partes:

1 1 x?
—  dx=|—dx— | ———d
f(x2+1)" g f(x2+1)”‘1 * f(x2+1)” Y

1 x 1 X
2 —d = — d = — + d
f @i f 212 2+1 @2+ 1! f 241 a2+ 2

Prueba que [ (x2-61-1)”

_ B (n 2)2x f
(24 1)t @2+1)m (x2 +1)n T

1
f(x2+1)n' YT on-2 ((x2+1)" 1 (x2+1)” %)

y es facil concluir.
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Este problema es importante para calcular primitivas de funciones rac1onales
Toda fraccién 2 E ; es igual a un polinomio mas suma de fracciones f— donde
q;(x) es una potenma de un polinomio irreducible (que son de grado 2 o 1). Por

cambio de Varlable q(x)=Ax" o ql(x) A2 + 1), Por altimo observemos que

r(x) _ rix)  _ a;jx+b; _ &b
= s(x)+ Z @ Y ey =S+ Z G2 q(x)+ Z C 71y Zl(x2+1)i'

—x2

31. Expresa [x%e™™ en términos de [e™*

. .2 _ a2 2 _
Soluc1on:fx2e x -dx:%fx-de x =%+%fe x

32. Aguja de Buffon: Calcula la probabilidad de que una aguja de [ centimetros de
longitud, lanzada sobre una hoja de papel donde se han trazado rectas paralelas
distanciadas entre si [ centimetros, corte a una de las rectas.

Solucion: Podemos suponer que ! = 2. Podemos suponer que las rectas son las
rectas del plano {y = 2n},cn. Podemos suponer que el centro de la aguja cae en el
eje x = 0, es mas, podemos suponer cae que entre y =0y y = 1. Si cae en el punto
(0,y) (con 0 < y < 1) calculemos la probabilidad con la que corta a y = 0: Tracemos
la circunferencia de longitud 1 y centro c el centro de la aguja y consideremos
el punto de corte p de esta circunferencia con la recta y =0y sea 0 <0(y) < n/2
el angulo de la recta que pasa por ¢ y p con la recta x = 0. La probabilidad de
corte es 22X y ) y cos(8(y)) = =, es decir, O(y) = arccos(y). Por tanto, la probabilidad
de corte de la aguja con alguna recta es igual a

1 20 1 P) 9 cos(#)=1
f 52 -dy :f M -dy = —f arccos(cos(t)) - d cos(t)
0 0 c

T T os(t)—O
2 0 2 /2 /2

= —f —tsen(t)-dt = —f tsen(t)dt = —( cos(t‘)t]”/2 f cos(t)-dt)
7T Jni2 7 Jo 0
2

=— sen(t)]”/2
b1

33. Calcula [ /25 gy,
g ~b+Ya
Resolucion: [ \/ 24 .dx = [ \/z-d 22t f\/_d a,zﬁa:“b b“f\/_d 1=

’bb 'b-b’
aftdtga a a

f”d‘f el

~(t-a) _ _ _ a
Por otra parte, [t-d - f(t o rdt= [T — e dt=—In(t—a) + 5.

t+ 2 t
Luego, [ a“ﬁlg, -dx = af’z\l;lﬂ- % t2\/_“ ), que es igual a

ax+b a ax+b

a'b - b’a \/ a'x+b’ + \V a_ 2 a’ a x+b’
ax+b _a
2a'2 \/ g/ \/ aazil[;, \/ al a'x+b"  a’
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Se sabe que la velocidad de reproduccién x’ de las bacterias sigue la ecuacién
x' = kix —kox?, con k1,ks constantes. Calcula x si x(0) = 103.

/
. X —
Solucion: Tenemos que e 1. Luego,
_ — <4 C) _ rx@®) dx x(t) 1/k1 _kolky
t= fOl -ds = -[0 k1x(s)—kox(s)? ds= f03 kix— kgx2 _-[ X kl kox dx
_ 1 1 _ x(t)
=7 Inx — 1n(k1 kgx)]103 ln(k1 kzx)]103
102 kit _ __«x _ k1
Luego, Bk 108 € " = Erohgx Y POT tanto x = FECSTp—
T3 ¢tk
S1_
Prueba que g o=
(o]
Solucion: % es decreciente en (0,00)y Y % > floo % -dx =Inx]{® =lnoco—In1 = co.

m
Prueba que la serie { ). n—lz} es convergente.
n=1

Solucion: La serie { Z 2} es creciente. Solo tenemos que probar que esta acotada.
n=1

(0,0) (0,0
La funcmn es decreciente en (0,00) y Y n—lz =1+ Y 5 <1+ po -dx =1+

n=1 n=2

-1 _ _
7]<;°_1+1_2.

<.

o0
Prueba la férmula de Leibnitz: § = 2 (z_li)
1=

n i
Solucion: Tenemos que probar que la serie {i§0 (2—1,1)1} converge a m/4:

T t 1 1 -1 n+l,2n+2
—:arctan]_:f dx:f (1_x2+...+(_]_)”x2n+()—xdx
4 0 1+x2 0 1+x2

1 (_1)n 1 (_1)n+1x2n+2

=1-=+---+ +f dx
3 2n+1 Jo 1+ x2

1( 1)n+1 2n+2 2n+92
y 1S T —dx |<fx dx—2n+3

Calcula el area de la elipse £ o - gz =1.

Solucion: El area es igual 4- [ b \/1— Ldx=4b- [§-4/1 azse“ L.d(asent)=

4ab - fn/zcos rodt=4ab- fn/Z(e +e ”)2 dt=ab- fn/2 2it 4 - 21t+2dt_ .=abi.



Capitulo 4

Derivacion e integracion en varias
variables

4.1. Derivadas de funciones en varias variables

1. Definicion: Sea U c R” un abierto y f: U — R una aplicacién. Diremos que f es
derivable en a € U si existe una matriz 1 xn de funciones en U continuas en a, f = (f;),
tales que

f(x)=f(a)+f(x)‘(x—a)=f(a)+Zfi(x)-(xi—ai).

Se dice que f es derivable en U cuando es derivable en todo punto de U.

Es obvio que si f es derivable en a entonces es continua en a.

2. Observaciéon: fi(xi,as,...,a,) = f(xl’“i’i“_’gz)_f(a) (para x1 # a1), luego
3 . I . f(xlaaZ,-"ya )_f(a) af
filay,ag,...,ap)= lim fi(x1,ag,...,a,)= lim = =: —(a).
x1—ai x1—ag x1—aq 0x1
En conclusién, f(a) = (%(a),..., %(a)) =: f'(a) y diremos que es la derivada de f en
a (en las coordenadas x1,...,x,).
3. Proposicion: [ es diferenciable en a si y solo si existen A =(a1,...,a,)y una fun-

cion real o(x) tal que lir% o(x) =0, de modo que
x—>
fx)=f(@)+A-(x—a)+o(x)-||x—all.
Demostracion. =) Efectivamente,

f) =f@)+Ff@)-x—a)=fla)+f(@) x—a)+(fx) - f(@)-(x—a)
(Fx) - f(@) - (x—a) .

Il — el

=f@)+f(@) (x—a)+ llx — all.

143
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S @) =Ff@+A-(x—a)+ox)-lx—all = f(a) + (A + 2Ly (_ q), O

[lx—all

! (x)_fll(z)_;ﬁ'(x_a), para x # a, luego f es derivable en «a si y

fx)—f(a)-A-(x—a)

llx—all

4. Observacion: o(x) =

solo si existe A tal que lim =0, lo cual es una condicién local en a (no
Xx—a

depende de lo grande o pequerio que es U).

5. Proposicion : Sea U c R* un abierto y f: U — R una funcién. Si a« € U es un
mdximo o un minimo local de f, entonces f'(a) = 0.

Demostracién. Tenemos que f(x) = f(a)+f(x)-(x—a), con f(x) continua en a. Suponga-
mos que f'(a) # 0. Podemos suponer que 0 # g—;l(a) = h’nclx f(x1,a9,...,a,). Por tanto,
X1—al
la funcion
g(xl) = f(x17a2>"'7an) = f(a)+f(x17a2a'-'aan)'(xl —(Xl)
no tiene un maximo local ni un minimo local en a1, luego f no tiene un maximo local

ni un minimo local en «.
O

6. Definicion: Sea U c R" un abierto y f: U — R una funcién. Diremos que [ es de

lal
clase €" (o que f € €™ (U)) si existen
que |a| < n.

371z, @y, Y Son continuas en U, para todo a tal

7. Teorema de Hadamard: Sea U c R™ un abierto, a € U y f(x) € €1 (U). Entonces,
existen gi(x) € €"(U), tales que f(x)=f(a)+Y; gi(x) - (x; — ;).

Demostracién. Podemos suponer que a = 0. Procedemos por inducciéon sobre m. Es-
cribamos f(x) = f(0,x9,...,%m,) + g(x). Por induccién sobre m, f(0,x9,...,x,) = f(0) +
Y i>18i'%i,con g; € 6" (U). Basta que probemos que g = g1-x1, con g1 € €"*(U). Obser-
vemos que g € €"1(U) y que g(0,x3,...,%,)=0. En x; £0, g1 = 541 y es de clase €™ 1.
Basta probar que existe g; de clase 6" localmente en una bola B centrada en cada
punto (0,x9,...,x,). Para todo x € B,

15 1 1
g(x):f0 &g(txl,xg,...,xn)-dt:fo gxl(txl,...,xn)-xl-dt:fo 8x,(tx1,%2,...,2p)dt 21

Y 81= Ji 82, (tx1,%2...,2,)dt € €"(B), por 3.6.20.

8. Corolario: Sea U c R" un abierto. Si f € €' (U) entonces f es derivable en U.

9. Corolario: Sea U cR" un abierto, a € U. El ideal my ={f € €°(U): f(a) = 0} estd
generado por x1—Q1,...,Xn, — Qp.
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10. Corolario: Sea U c R™ un abierto y f(x) € €"*1({U). Si f(0,...,0,%r4+1,...,%m) =0,
r

entonces existen gi(x) € €"(U), tal que f(x)= Y g;(x)-x;.
=

12

Demostracion. Sir =0, es consecuencia del teorema de Hadamard. En la demostra-
cion del teorema de Hadamard probamos que f(x)— f(0,xg,...,x,) = g1-X1, con g1 €
¢"(U). Supongamos r > 0. Por induccién sobre r, f(0,x2,...,%,) = X" _o8i(xX2,...,Xn)x;,
con g; € €™(U N0 x R™~1) y hemos concluido.

O

o s . 9 a2f _ f
11. Proposicion: Si f € €°(U) entonces 3, 5— = 35+
104; JOX

Demostracion. Existen g; € €1(U) tales que f = f(a)+Y; g; - (x; — a;). Sabemos que si
h(x) = t(x) - (x; — a;) es derivable en a y #(x) es continua, entonces 37};(05) =0 para todo

j#iy 2&(a)=t(a). Entonces,

o2f g+, g%(xi—a))( ) agj( )+6gi( )
— )= a a).
0x; axj 0x; 0x; axj

02 g g, 02 52
Igualmente, axjafxi(“) = %(a)+ 7o (@), luego Wg;j = axjgxi.

12. Corolario: Dada f(x1,...,xn) € €™ (U)y b € U entonces existe una descomposicion

f=Y ag -0+ Y hg-(x-b)P,

la|<r |Bl=r

lal
con hge €""(U), hg(b) =0y aq € R. Ademds, necesariamente a, = % . W(b).

Demostracion. Podemos suponer que b = 0. Por el corolario 4.1.10,
fx)=f(0,x9,...,03,)+g1(x)-x1,

con g1(x) € €™ 1(U). Por induccién sobre m,

f0,x2,...,0m) = Z Qg x% + Z hﬁ(xg,...,xm)-xﬁ,

(ag,...,am)I<r |(ﬁ2,-'~7,6m)|:r

donde gy = 1 0|06\f(0,x2,...,xm)(0) — % - 01 f(x) (O), hﬁ € €V (U) y hﬁ(O) = 0; y por

al 092 x9---0%M x, 02 xg--- 0% x,,
induccién sobre n,

g1)= Y box"+ Y hpaf,
la|<r-1 |Bl=r—-1
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con by = L 08 (0) fye G T(WU) y hp0) = 0. Si @' =(1,0,...,0) +a, es facil

al  0%1x;---0%mx,

! !

1 aalf _ 1 0% lx1 g9 _ 1 0% gy _
comprobar que a’l " ety gamy,, 0)= a’l ge1tly..pamy,, )= al 0%1xq--0%mxy, (0)=b4. Con
todo obtendremos la descomposicion enunciada con los coeficientes dichos.

Si tuviésemos otra descomposicién, f = Y al,-x* + Y h’ﬁ -xP (con h'ﬁ(O) =0), to-
lal=r |Bl=r
mando la diferencia de ambas descomposiones, obtendriamos, con las notaciones ob-

vias, laigualdad 0= Y al-x* + Y h'é~xﬁ. Si nos restringimos a la recta x = {tc,t € R},
lalsr |Bl=r

con ¢ € R™ conveniente, es facil ver que a, =0, es decir, al, = a,.
O

13. Proposicién : Sea U c R" un abierto y f(x) € €%U) y tal que f, = 0. Tenemos
que f(x) = f(a)+(x—a)-H(x)-(x —a), siendo H(x) una matriz simétrica (de funciones

2
continuas) y H(a) = ( afi 5; y (a)). St H(a) es una matriz no singular, entonces

2f
0x;0x

1. f(x) alcanza un mdximo relativo en a siy solo si ( (a)) es definida negativa.

2
2. f(x) alcanza un minimo relativo en a si y solo si (%(a)) es definida positiva.
[l )

Demostracién. H(a) es una matriz definida positiva si y solo si para todo v € S” se
cumple que v-H(a) v’ > 0. Si H(a) es definida positiva entonces H(x) es definida po-
sitiva en un entorno de a, y por tanto en ese entorno f(x) > f(a), para x #a, y a es un
minimo relativo. Del mismo modo se razona si H(a) es definida negativa.

Nos falta ver que si H(a) no es definida positiva ni negativa entonces a no es mini-
mo ni maximo relativo. Existen v,v’ € 8" de modo que v-H(a)-vi <0y v'-H(a)-v'" > 0.
Existe un entorno abierto V de a, de modo que v-H(x)- vt <0y v'-H(x)-v'" >0, para
todo x € V. Por tanto, para x =a + ; y todo n >> 0, se tiene que f(x) < f(a) y para

x:a+%ytodon>>0, se tiene que f(x) > f(a). O

14. Proposicion: Una aplicacion f: U — Res de clase €™ siy solo si existen H;(x,X) €

6" WU x U) tales que f(x)— f(&) =Y; H;(x,%) - (x; — %;).

Demostracion. Si f € €"(U) entonces f(x)— f(x) € €"(U xU) y por el corolario 4.1.10
f) - f@ =Y Hi(x,%)(x; —%;), con H; e 6" (U x U).

Reciprocamente, supongamos f(x)—f (%) = ¥ ; H;(x,%)-(x; —%;), con H; € €YU xU).
Haciendo x; = x; = a;, para todo i > 1 y X1 = a1 tenemos

f(xl,az,...,an)—f(a)

X1 — 01

:Hl(xl,ag,...,an,a)

y tomando lim,, .., obtenemos que g—;l(a) = Hi(a, a), luego % = Hi(x,x) € €7 1(U).
Ahora es claro que f € €™(U). |
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15. Definicion: Sea U c R” un abierto y f: U — R™ una aplicacién. Diremos que la
aplicacion f es derivable en a € U si existe una aplicacién f: U — Homg_;;,(R",R™)
continua en @ de modo que

fx) = f(@)+ fx)(x - a).

Si escribimos £ =(f1,...,fm) Y f = (fij), entonces
f1 f1(a) fir - fin) (1@
= : + N :
fm fm(a) fml fmn Xn —Qn
Luego las f; son funciones diferenciables en x = a. Reciprocamente, si las funciones
fj son diferenciables en x = a entonces f es diferenciables en x = a. Recordemos que
~ 6 .
Fi(a) = (@), luego
. of; ,
fla)=(z—(a))=: f(a).
0x;

16. Regla de la cadena : Sean U cR" y V c R™ abiertos, f: U — V diferenciable en
a, g: V — R diferenciable f(a). Entonces, gof es diferenciable en a 'y

(go)(@)=g'(f(a)of'(a)

Demostracién. Tenemos f(x) = f(a)+ f(x)(x — ) y g(y) = g(f(a))+ &(y)y — f(a)). En-
tonces,

(gof)x)=g(f(x) = g(f (@) + E(F ())f(x) - F(@) = g(f (@) + E(f () f (x)(x — @)
Luego, gof es diferenciable en a, porque g(f(x))o f(x) es continua en x = a. Ademas,
(g0 ) (@) =[&(f@)o f)(@) = &(f(@)o f(a) = g'(f(a@)o f'(a).

O
17. Ejemplo: Calculemos (f(x)$®) (con f(x) > 0). La composicién de las aplicaciones
R——R"'xR——R
x — (f(x),8(x))

(y,2) ———y*

es la funcién f(x)¥%. Por tanto,

f'(x)
g'(x)

f
g

gf’

(x)y/ _ z—1 z . , — S/ /
(F@FY =y Iy . ( ,)—fg( ’ +g In(f)).

z=g(x)

) = (g1, In(f)f%)- (
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18. Definicion: Sea U c R" un abierto, se dice que f =(f1,...,fm): U — R™ es de clase
€* si f1,...,fm son de clase &k,

Por la regla de la cadena e induccion, la composicion de dos aplicaciones diferen-
ciales de clase €”* es de clase €*.

19. Teorema: Sea U c R” un abierto. Una aplicacién f: U — R™ es de clase €* si y
solo si existen H;;(x,X) € €YU x U) tales que f(x)— f(x) = (x —X)-(H;(x,X)).

Demostracién. Es consecuencia inmediata de la proposicion 4.1.14. O

4.1.1. Funciones de variable compleja

20. Definicion: Sea U < C un abierto y f: U — C una aplicacion. Diremos que [ es
complejo derivable en zy € U, si existe una funciéon f: U — C continua en zo de modo
que

f2) = f(z0)+ f(2)(z - 20).

Diremos que f'(z0) := f(2¢) es la derivada compleja de f en zo.
De existir f, ha de ser f(z) = M, siz#zoy fl(z0) = f(zo) = ZIIHZIM
—Z0

z2—20 Z2—20
Reciprocamente, si este limite existe entonces f es derivable en zy.

21. Proposicion : f: U — C es complejo derivable en zg € U si y solo si existe un
niimero complejo c € C tal que

1 f@)—f(z0)—c-(z—2z0) _
m =

2=20 1z = 2ol

0

(y en caso de existir ¢ = f'(zg)).

22. Notacion: Dado un abierto U < C, lo seguiremos denotando U si lo pensamos
como un abierto de R2.

23. Ecuaciones de Cauchy-Riemann: Sea
[:U—C, flx1+x2-0) = f1(x1,x2) + falx1,22) - 1

una funcién compleja. Entonces, f(z) es complejo derivable en zg = ag+ bg-i siy solo
si (f1,f2): U — R? es derivable en (ag,bq) y

%(ao,bo) %(ao,bo)

3 3
%(ao,bo) = —a—ﬁ(ao,bo)
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Demostracion. Un endomorfismo R-lineal C — C es la multiplicaciéon por un nimero
. . . : o b
complejo a + bi siy solo si su matriz,en la base {1,i}, es igual a (Z a )

La funcién f(z) es complejo derivable en z( si y solo si existe un nimero complejo

a+ bi tal que
f(2)=f(z0) —(a+bi)-(z—2z0)

lim =0
2—20 llz = zoll
que equivale a decir que
(fl(xl,xz)) (fl(ao,bo)) (a —b) _ (xl —ao)
, fa(x1,x2)) \fa(ao,b0))] \b a ) \xa—bo
lim
(x1,22)—(a0,bo) [l(x1 —ag,x2 —bo)ll

que equivale a decir que (f1,f2): U — R? es derivable en (ag,bo) y que cumple que
6x1 9 (ag, bo) axz(ao,bo) (a —b)
6x1 % (ay, bo) axz(ao,bo) b a

24. Proposicion: 1. Si f,g: U — C son funciones complejo derivables en z,
a) f + g es complejo derivable en zoy (f +g)(z0) = f'(z0) + g'(20).
b) f-g es complejo derivableen zoy (f -g)(20) = f'(20)g(z0) + f(20) - g'(20).

2. Sif:U=Vesuna biyeccion entre abiertos de C, f es complejo derivable en zo eU
y '(z0) 0, entonces f~1 es complejo derivable en f(z9) y (f 1Y (f(z0)) = f’(ZO)

3. Si f: U — C es complejo derivable en zo € U, V es un abiertode C, g: V — C es
complejo derivable en f(z9)y f(U) <V, entonces (go ) (z0) = g'(f(20))- f'(20).

25. Definicion: Sea U < C un abierto. Diremos que una aplicacién f: U < C es holo-
morfa si es complejo derivable en todo punto de U y f'(z) es continua.

Sea (f1,f2): U — R? de clase €. Entonces, f = f1 + f2-i es complejo derivable si y

solo si 1 af of ofs of
1 2 2 1
§(O_1+L0_362)(f) 5.6_961_0362 (a—x1 6_362) 1)=0
y silo es
of ofy ofr . 1 oA Ofy ofy Ofry , 1 8 .0
5e =T O e o T2 G omy Gy oy )Notz(axl Loy

o0
Si Y a,(z—a)® es una serie de potencias con coeficientes complejos de radio de
n=0
convergencia r, entonces es una funcién holomorfa en B(a,r) y su derivada compleja
o0
esiguala Y a,n(z-a)" !, que tiene el mismo radio de convergencia, por ??. Recipro-

n=
camente, toda funcion holomorfa es localmente una serie de potencias (ya se probara).
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26. Definicion: Sea U < C" un abierto. Diremos que una aplicacién f: U — C™ es
complejo derivable en zy € U, si existe una aplicacién , f: U — Hom¢c(C",C™) continua
en zg, de modo que

f(2) = f(z0) + f(2)(z - 20).

Si escribimos f = (f1,...,fm) y f =(fi;), entonces
Funciones holomorfas en varias variables... M4as adelante teorema de la funcion
inversa e implicita...

4.2. Teorema de la funcién inversa e implicita
1. Definicion: Sean U,V cR” abiertos. Se dice que una aplicacion
F:U—-V,F)=(fix),...,f.(x))

de clase 6" es un difeomorfismo si es un homeomorfismo y F~! es de clase €”.

Dado F =(f1,...,fs) denotemos por F' = (%),

Xy
2. Teorema de la funcion inversa: Sean U,V sendos abiertosde R* y F: U —V un
morfismo de clase €". Dado a € U, si det(F'(a)) # 0, entonces F es un difeomorfismo de
clase €™ en un entorno de a.

Demostraciéon. Tenemos que F(x)—F(y)=H(x,y) - (x—y), donde H(x,y) es una matriz
(H;j(x,y)) de funciones de " IUXU), x—y =1 =Y1,.. % =), F =(f1,....f) ¥
H(x,x) = (ng;) = F'(x). Reduciendo U, podemos suponer que H(x,y) es una matriz in-
vertible para todo x,y € U.

1. La aplicaciéon F: U — R” es inyectiva: Si 0 = F(x) - F(y) = H(x,y)-(x — y), para
algin (x,y) eV xV, entonces x—y=0y x=y.

2. Dado un abierto V.U y eV, F(V) es un entorno de F(f): Sea B una bola
centrada en f, tal que su cierre esté incluido en V, y sea S la frontera de la bola. Por
ser F' inyectiva F(S) no contiene a F(f). Sea m = infimo {d(F(B),F(s)) | s € S}, que
es mayor estricto que cero porque {d(F(f),F(s)), Vs € S} es un compacto (imagen de
compacto) de R* que no contiene a 0. Sea B’ una bola centrada en F(f) de radio m/2.
Basta que probemos que B’ € F(B).

SeayeB'yg: B—R, g(x):=d(F(x),y). Sea c € B tal que g(c) es minimo. Se cumple
que c ¢ S, puesto que para todo s € S

d(F(s),y)+m/2=d(F(s),y)+dF(B),y) =dF(p),F(s))=m,

luego d(F(s),y) = m/2 = d(F(B),y). Asi pues, g%(c), es el valor minimo de la funcién
g%(x) = (F(x)—y)- (F(x) — v), para todo x € B. Entonces 0 = (g2)(c) = 2(F(c) - y)-F'(c).
Por tanto, F(c) =y y B' < F(B).

3. Por tanto, F' es una aplicacion abiertay F': U — F(U) es un homeomorfismo.
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4. Observemos que x —y = H(x,y)"! - (F(x) — F(y)). Dados z,z' € F(U), tenemos que
Fl'@)-F'&Y=HF "),F ') " (z-2).

Como H es de clase €1, F~1 es de clase €', luego de clase €62, ..., luego de clase 6€”.
O

3. Teorema de la funciéon implicita : Sea (a,p) € R" xR™, U < R" x R™ un en-
torno abierto de (a,B) y f1(x,¥),...,fm(x,y) € €"(U) tales que fi(a,B)="-fm(a,f)=0y
det( af “(a, B)) # 0. Entonces, reduciendo U si es necesario, existen un entorno abierto V
deay funczones £1,-.,8m €€ (V) de modo que

{(e, ) eU: filx,y) =+ =f(x,y) =0 ={(x,y) e U: y; = g;(x), Vi}.

Demostracion. Por el teorema de la funcién inversa, reduciendo U si es necesario, la
aplicacion G: U — R"™™, G(x,y) := (x, f(x,y)) es un difeomorfismo de clase €¢” de U con
GU), ya que

det(G'(a, B)) = det(%(a B) #0.

Sean g;(x):= y;(G1(x,0)), para i = 1,...,m. Entonces,

{x, M eU: f1x,y) == fm(x,y) =0} ={(x,y) e U: G(x,y) = (x,0)}
={(x,y)eU: (x,y) =G 1x,0t ={(x,y) €U : y1 = g1(%),..., ¥m = Em(x)}.

O

4. Observacion: La funcion y; restringida a Y = {fi(x,y) =--- = fm(x,y) = 0} es igual
a la funcién g;(x) = y;(G~1(x,0)). La aplicacién x — g(x) = (g1(x),...,8m(x)) es la com-
posicién de las aplicaciones

-1
V=Vx0—GU) % UcR"xR™ - R™

Si denotamos Id la matriz identidad de orden n, A =( 6f L), B =( af L), entonces

Id| 0 _ Id 0 _

Por tanto, y"jY = 6g‘ =[-B71A];; = [(6f’) ! (gf“)]u

5. Definicion: Sean f1,...,f, € €"(U), U < R" abierto. Se dice que f1,...,f» es un
sistema de coordenadas en U, si la aplicacién

F:U—-R", F(x):=(f1(x),...,[n(x)

cumple que F(U) es un abiertoy F': U — F(U) es un difeomorfismo de clase n.
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En tal caso, el morfismo de anillos F*: €"(V) — €"(U), F*(g) = goF es un iso-
morfismo, luego para cada funcion diferenciable g en U existe una (iinica) funcién
diferenciable h(y1,...,y,) € € (V) de modo que g(x) = h(f1(x),..., fr(x)) (“las funciones
diferenciables en U son las funciones diferenciables en las coordenadas f1,...,[»”).

6. Definicion: Se dice que f1,..., [, son un sistema de coordenadas en un punto x, si
existe un entorno de x en el que f1,...,f, son un sistema de coordenadas.

4.3. Conjuntos Riemann medibles

Decimos que I — R es un intervalo de R si es igual a (a,b) (cona,beRya<b)o
es un punto [a,a] o es el vacio; y definimos u(I):= b —a (y u(®) :=0). Los subconjuntos
R=1;x---xI,cR" (con I; intervalos de R) los llamaremos rectangulos y diremos que
su medida es el nimero u,(R):= u(I1)---ul,).t

1. Ejemplo: [0,1] x[0,1] es union de los rectangulos disjuntos (0,1) x (0, 1), {0} x (0, 1),
{1} x(0,1), (0,1) x {0}, (0, 1) x {1}, {(0,0)}, {(0, 1)}, {(1,0)} y {(1,D}.
2. Ejercicio: Prueba que si R c R"! es un rectangulo y x € R, entonces Un{x}xR)=0.
Si I,J son intervalos de R entonces I N es un intervalo y I° N es unién de
un numero finito de intervalos disjuntos. Entonces, dados dos rectangulos R,R’ c R",
RNR' esunrectangulo y R°NR’ es unién de un nimero finito de rectdngulos disjuntos.
En efecto, escribamos R =1 xS y R’ =1'xS’, donde I,I' son intervalos de Ry S,S’
rectangulos de R" !, entonces

RNR' =I°nIN xS [JININx(S°nS"

que es unién unién de un numero finito de rectangulos disjuntos por induccién sobre
n. Entonces, RUR' = (RNR)II(R°  "R)N[IRNR’' es unién de un numero finito de
rectangulos disjuntos.

Sea £ el conjunto de los subconjuntos de R” que son unién de un nimero finito de
rectangulos. Si P,P' € &, entonces PNP',PUP',P—-P' e 2.

.......................

Dado un ntmero finito de rectangulos I1,...,I,, <R",  F...... e
podemos cuadricular R” de modo que U;I; es union N Ao i S B Z
disjunta de ciertos rectangulos de la cuadricula de N [ T ’

R”, como muestra el dibujo adjunto.

LCuando no cause confusién denotaremos p = fi,.
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3. Lema: Sean I4,...,I,, rectangulos disjuntosde R" y I",... . I

1 0tros rectangulos de
R™. Si [I7,1; < U™, I, entonces ¥ pu(I;) < XM ().

Demostracion. Sicuadriculamos un rectangulo I, es claro que p(7) es la suma de la me-
dida y de cada uno de los rectangulos de la cuadricula. Consideremos una cuadricula
de R", de modo que los rectangulos I+,..., I, yI',...,I ;n , sean union de rectangulos de
la cuadricula. Ahora es facil probar el lema. O

. /
Observemos que si [[, I; = [1*; I : entonces Y.

P € 22, podemos definir

L) = Z;’ill p(I}). Por tanto, dado

m
i

u(P):Zu(Ii),

donde los I; son rectangulos cualesquiera, con la condiciéon de que sean disjuntos y que
P =ul,;. Dados P,P €' 2, es facil ver que

(P UP') = u(P)+ P’y — u(P N P').

4. Definicion: Dado un conjunto acotado A < R", definimos
te(A) =inf{lu(P); Pe Py AcP}, ui(A)=sup{u(P); PePyPcA}.

Por el lema, p;(A) < p.(A) y si A c B, entonces pp(A) < u.(B) y pi(A) < u;(B). Ade-
mas,
i (P) = u(P) = p.(P)
para todo P € 2.
5. Ejercicio: Prueba que pug([0,1] x[0,1]) = 1.

6. Definiciéon: Diremos que un conjunto acotado A es Riemann medible si py;(A) =
Le(A) y denotaremos este nimero por p(A).

Si P € 22, entonces P es medible. La medida i es invariante por traslaciones porque
la medida de los rectangulos es invariante por traslaciones, es decir, dado un conjunto
medible A cR" y e e R", entonces u(A) = u(e + A).

7. Proposicion : Sean A,A’ dos conjuntos (acotados) medibles disjuntos. Entonces,
ATJA’ es medible y
WA JA) = wA) + uA".

Demostracién. Observemos que
pi(ATJA) = pi(A) + (A" = pe(A) + pe(A) = p (A JA.

Luego, u;(A[TA") = u.(AJIA") y A[IA’ es medible. Ademas, w(AI[A’) = u(A) + u(A’).
O
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8. Definicion: Diremos que un conjunto acotado A c R” es de medida nula si es me-
dible y u(A) =0, es decir, si p.(A) =0.

Todo subconjunto de un conjunto de medida nula es de medida nula. Si A y B son
de medida nula entonces A UB es de medida nula: p,(A UB) < u.(A) + u.(B) = 0.

9. Teorema: Sea A c R* un subconjunto acotado y F = A — A la frontera de A en R™.
Entonces,

fe(A) = i (A) + pe(F).
Por tanto, A es medible si y solo si su frontera es de medida nula.
Demostracion. Consideremos en R” una cuadricula lo suficientemente fina de modo

que si P; es la unién de los rectangulos de la cuadricula incluidos en A y Py la unién
de los rectangulos de la cuadricula que cortan a F, entonces

Hi(A)—pu(Pr) <ey w(P2)— p.(F) <e.

Refinando mas la cuadricula y desechando los rectangulos de P1]] P2 que no cortan a
A, podemos suponer que u(P1]]P2)— p.(A) <e. Por tanto, salvo un error de 3e,

pe(A) = p(P1 | [ P2) = u(P1) + p(P2) = pi(A) + o (F)

10. Corolario: Si A y B son medibles, entonces AUB, AnB y A —B son medibles y
WA UB) = u(A)+ w(B)— u(A nB).

Demostracion. Las fronteras de AUB, AnB y A — B estan incluidas en la unién de la
frontera de A y la frontera de B. Por tanto, las fronteras son de medida nula y A UB,
ANB y A-B son medibles. Por iltimo, AUB=A][(B-AnB)yB=(B-AnB)[[ANB,
luego

WA UB) = wA)+uwB-ANnB)=uA)+wB)— uwAnB).

O

11. Proposicion: Sean A cR" y B c R™ medibles. Entonces, A x BcR"*™ es medible
Yy

(A x B) = u(A) - w(B).
Demostracion. Sean P € 2,2 y Q € P,,. Entonces, P =[[,I, y Q = L1; I;., con I; rec-
tangulos de R" e I;. rectangulos de R™. Entonces, P x @ = [I;;I; x I;. € P,.m y con las
notaciones obvias

:un+m(P XQ):Zﬂer(Ii XI;‘):Z,un(Ii)',um(I}):,un(P)',um(Q)-
ij ij

222, es el conjunto de los subconjuntos de R” que son unién de un nimero finito de rectangulos de
R™.
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Sean P,,Pl € %,y Q,,Q, € #,, talesque P,cP,,;cAcP| cP,yQ,cQri1C
Bc Q;+1 = Q;« y tales que rlirgo,un(Pr) = rlirgoﬂn(P,/«) = Hn(A) y rlirgo,um(Qr) = rlirgo,um(Q;) =
Um(B) Entonces,

p(Pr) - (@) = wPr x Qr) = pi(Pr x Q) < (A xB) < (A xB) < /Je(P,,« X Q;)
= w(P; x Q) = u(Py) w@Q;)

Tomando rllrglo , obtenemos u(A)-u(B) < p;(A xB) < (A xB) < u(A)- u(B) y se concluye.
O

12. Proposicion: Entonces:

1. Sea F c R" un subconjunto de medida nula. A < R" es medible si y solo si AUF
es medible; y en el caso de que sean medibles (A) = u(AUF).

2. Si A cR" es medible entonces A y j& son medibles y y(A) = u(A) = ,LL(A).

Demostracion. 1. Por el corolario anterior, si A es medible entonces AUF y ANF son
medibles y (AUF) = u(A)+ u(F)— u(AnF) = u(A). Supongamos que A UF es medible.
Sea F' =(AUF)-A, entonces F' c F luego es medible de medida nulay A = (AUF)-F'
es medible por el corolario anterior.

2. Sea F la frontera de A, que es de medida nula. A = AUF, luego es medible de

medida igual alade A. A=A —F, luego es medible de medida igual a la de A.
O

4.4. Integral de Riemann

1. Definicion: Sea A < R"” un conjunto medible, f: A — R* una funcién acotada y
VA, f):={(x,y) e R"*; x € A,0 < y < f(x)}. Diremos que f es Riemann integrable en
A siV(A,f) es medible y denotaremos

Lf'dxl“'dxn =uwV(A, ).

Observemos que [ 1-dx1---dx, = p(V(A,1)) = u(A x[0,1]) = u(A). Dado un conjun-
to medible B, sea 1p: R” = R, 1p(x)=1six € By 1g(x) =0 si x ¢ B. Entonces,

f 1p-dxi---dx, =uwANBx[0,1]UA x0) = u(AnB x[0,1]) = u(A nB).
A
Si 0 < f < g son integrables, entonces

fAf-dxl---dxn:,LL(V(A,f))Su(V(A,g)):ng-dxl--'dxn.
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Si A es de medida nula entonces f es integrableen Ay [, f-dx1---dx, =0, ya que
si K es una cota superior de f entonces V(A,f)c A x[0,K]y como p,+1(A x[0,K]) =
tn(A)-u1([0,K1)) =0-K =0, entonces V(A, f) es medible de medida nula.

2. Ejemplo: La funcion f: [0,1] - R, f(x):=1six€Qn[0,1]y f(x):=2six¢ Qn[0,1]

no es integrable: V(A,f)=1[0,1]1x[0,2]1y V(A,f)=(0,1) x(0,1), luego [0,1] x [1,2] esta
incluido en la frontera de V(A, f), luego ésta no es de medida nula y f no es integrable.

3. Proposicion : Sean A1,As c R" conjuntos medibles y f: A1UAgy — R" acotada.
Entonces, f es integrable en A1 U As si y solo si es integrable en A1y Ag. Ademds, si es
integrable (en A1 U As) entonces

f f-dx1-~-dxn:f f-dx1~~~dxn+f f-dx1~-~dxn+f f-dxi---dxy,.
A1UA9 A1-Aqg Ag—Aq A1nAg
Demostracion. Si f es integrable en A; y Ag, entonces V(A1,f) y V(Ag,f) son me-
dibles, luego V(A,f) =V(A1,f)UV(Ag,f) es medible y f es integrable en A. Si f es
integrable en A, entonces f es integrable en A;: Dado un subconjunto X c R**!, sea
Fx la frontera de X en R**1. Escribamos A = A1 UAs. Sea K la cota superior de f en
A. Como Fy, r)c Fa, x[0,K]UFy4 ) entonces es de medida nula y f es integrable
en A1. Ademas,

p(V(A, )= V(A1 —Ag, O] [V(A2 - A2, N [V(A1 N Asg, )
=u(V(A1—-Ag, )+ (V(Ag - Ag, [)) + V(A1 NAg, f)).

O

Si A1 < Ag cR” son conjuntos medibles tales que As — A es de medida nula enton-
ces f: As — R" es integrable siy solo silo es en A7 y si f es integrable en Ay entonces

Ja, frdxr-dxy = [y, f-dx1---dx,.

4. Lema: Sea B c R" un subconjunto. Si para cada € > 0, existen B, y B. tales que
B =B.UB], t.(B;) <€y B es medible, entonces B es medible.

Demostracién. Por una parte, po(B) < pe(Be) + pe(BL) < € + u(BL). Por otra, u(Bl) =
pi(BL) < p;i(B). Luego, p.(B) — pi(B) < €, para todo €, luego u.(B) = y;(B) y B es me-
dible.

i

5. Teorema: Sea A c R" medible y f: A — R" acotada. Si f es continua entonces es
integrable en A.

Demostraciéon. Supongamos que A es cerrado, luego compacto. Entonces, f es unifor-
memente continua en A. Dado ¢ > 0 existe § > 0 de modo que |f(x) — f(y)| < € siempre
que ||x—y|loo < 6. Sea P € &2 unidn disjunta de rectangulos C; que cotan a A de diagonal
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de longitud menor que 6 y tal que A c P. Para cada i, escojamos un punto x; € C;NA,
sea C; =(C;nA)x(f(x;)—¢,f(x;)+¢), P=11;C; y P' = [1;(C; nA) x[0, f (x;)—€]. Tenemos
que V(A,f)=(V(A,f)nP)[1P', P’ es medible y u.(V(A, f)NP) < p1e(P) = u(A) - 2¢. Por
el lema, V(A, f) es medible, es decir, f es integrable.
Procedemaos ahora con toda generalidad. Sea K una cota superior de f. Dado
€ >0, sea P € & abierto (de R"), tal que u(P) < z y P contenga a la frontera de A.
Tenemos que V(A,f) =V (A, )n(P x[0,K)UV(A-P,f), u.(VA,f)n(P x[0,K])) <
te(P x[0,K])<ey V(A—-P,f) es medible por el parrafo anterior. Por el lema, V(A,f)
es medible, es decir, f es integrable.
O

6. Sea A cR" medibley f: A — R" acotada.

Sea P < V(A,f), con P € &. Existen rectangulos I; de modo que P = [];I; (lue-
go, w(P) = ¥ ; uI;)). Cuadriculemos R" de modo que si (x,y) € R” x R es un vértice
de I;, entonces x es un vértice de alguno de los rectangulos de la cuadricula de R”.
Sean C; € R" los rectangulos de la cuadricula de R" incluidos en A. Tenemos que P <
L1; C;x[0,inf{f (C;)}1 =V (A, f). Llamemos particion de A, a las familias finitas P = {C }
de rectangulos disjuntos incluidos en A y denotemos s(f,P) =3 ; u(C;)-inf{f(C;)}, en-
tonces

1i(V(A,f)) =supf{s(f,P); P particion de A} ::f f-dxi---dx,
JA

Denotemos S(f,P) =} ; u(C;)-sup{f(C;)}. Igualmente (dado que la frontera de A es de
medida nula),

te(V(A, ) =1Inf{S(f,P); P particién de A} ::f f-dx1---dx,
A

Luego, [ es integrable en A siy solo si [,/ -dx1---dx, = Eﬂdxl---dxn, en tal caso
estos nimeros coinciden con [, f-dxi---dxy,..

7. Notacion: Dada una funcion f: X — R acotada y un abierto U € X, denotemos
o(f,U):=sup{f(x): xe U} —inf{f(x): x € U} y denotemos

o(f ,x) =inflo(f,U): x € U}.
Refinemos el teorema 4.4.5.
8. Proposicion: f: X — Res continua en x si y solo si o(f,x)=0.

Demostracién. =) Dado 6 = €/2, existe un entorno U de x, de modo que |f(y)— f(x)| <
€/2, para todo y € U, luego |f(y)— f(y')| < € para todo y,y' € U, luego o(f,x) < €. Por
tanto, o(f,x) =0.
<) Dado € > 0, existe un abierto U que contiene a x, tal que o(f,U) < ¢, luego para
todo ye U, |f(y)— f(x)| <e. Es decir, f es continua en x.
O
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9. Numero de Lebesgue: Sea K < R" compacto y {U1,...,U,} un recubrimiento de K
por abiertos de R™. Existe § >0, de modo que cada bola B(x,0), con x € K estd incluida
en algun U;.

1
n
que la bola B(x,, %) no estd incluida en ningin U;. Sea x € K un punto de acumulacién
de la sucesion {x,} y sea U; tal que x € U;. Sea n tal que B(x,%) c U;, Sea m > 2n tal
que d(x;,,x) < % Entonces, para todo y € B(xm,%) se cumple que d(y,x) < d(y,xn,)+
d(xm,,x) < % + % < % + % = %, luego y € B(x,%) c U;. Es decir, B(xm,%) c U; y hemos
llegado a contradiccion. |

Demostracién. Supongamos que no existe tal §. Entonces para -- existe x, € K de modo

10. Teorema: Sea A c R"” medibley f: A — R* acotada y A, :={x € A: o(f,x) = %}.
Entonces, f es integrable si y solo si A,, es de medida nula para todo n € N.

Demostracion. =) Supongamos que A, no es de medida nula. Entonces y.(A,)=r>0.
Sea P = {C;};cs una particién de A, tal que y(A—-Q) <¢,donde @ =[I; P;. Sea A}, = A, n
(A - @), entonces (A}) < (A —Q) <e. Por tanto, r = t.(A,) < (A, — A)) + p.(A)),
luego pe(A, —A})=2r—e.Sead ={iel: C;nA, # @}y P'={C,}es. Entonces, u(A') =
pe(A,—Al)=r—ey S(f,P)-s(f,P)=S(f,P)—s(f,P') = %-(r—e) y f no es integrable.

<) Sea € > 0. Sea K una cota superior de f Sea n, tal que 1/n < m. Cuadri-
culemos R"” de modo que la unién P de los rectangulos de la cuadricula que cortan
con Ay, y a la frontera de A, sea un abierto y u(P) < % Para cada x € A — P exis-
te un entorno abierto U, de modo que o(f;U,NA) < % y existen un numero finito de
puntos x1,---,x, € A—P de modo que U,,...,U,, recubren A — P, porque es compac-
to. Dividamos los rectangulos de la cuadricula que cortan a A’ = A — P en rectangu-
los C; de diagonal de longitud menor que §, de modo que esto nos asegure que ca-
da C; estd incluido en alguno de los Uy;. Sea B = [I(C; n A") x [0,inf{f(C; n A")}], B' =

l

L(C; NA") x[Inf{f (C;)},sup{f(C;nA}]. Entonces, V(A,f)=V(A, f)n(P x[0,K]luB’)uB’

y 1e(V(A,)N(P x[0,K]1UB")) < pe(P x[0,K]UB') < +p(B') < § + % -u(A) <ey B es me-
dible. Luego V(A, f) es medible y f es integrable. |

11. Definicion: Sea A c R"” medible y f: A — R acotada (superior e inferiormen-
te). Para cada particién de A, P = {C}}, sean s(f,P):=} ; u(C;)-inf{f(C;)} y S(f,P):=
> i(C)-sup{f(C;)}. Definimos

Jaf -dxi---dxy :=supf{s(f,P); particién P de A}
[uf -dx1---dxp := inf{S(f, P); particién P de A}

Diremos que f es integrable cuando [, f-dx1---dx, = Kf-dxlmdxn y denotaremos
este numero [, f-dx1---dx,.
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Es facil probar que si f y g son integrables, entonces f + g es integrable (ver el
argumento de3.6.9.3) y

f(f+g)-dx1---dxn:ff-dxl---dxn+fg-dx1---dxn.
A A A

Si f es integrable, entonces A - f es integrable y

fkf'dxr“dxn:l'ff'dxl--'dxn
A A

12. Proposicion: Sea A cR" medibley f: A — R acotada (superior e inferiormente),
fi=sup{f,0ty f~ :=inf{f,0} (luego, f = f* + f~). Entonces, f es integrable si y solo si
fTy —f son integrables en A;y si son integrables

ff-dxl---dxn:ff+-dx1---dxn—f —f"-dx1---dxy.
A A A

Demostracién. Observemos que

méX{TAf+—Lf+a7Af_—Lf_}STAf—Lf=(7Af+—Lf+)+(TAf‘—Lf‘)

4.5. Teorema de Fubini

1. Definicion: Dada una aplicacion continua f: X — R llamaremos soporte de f, que
lo denotaremos sop(f), a

sop(f):={xeX: f(x) #0}.

2. Teorema de Fubini: Sea f: R" — R una funcién continua de soporte compacto.
Entonces,

ff-dxl---dxn:f(f f(x1,2%2,...,2%,) - dxg---dxy) - dxi.
R R Jre-1

Demostracion. Estamos definiendo implicitamente [, f := [, f, donde A es un rectén-
gulo de R” lo suficientemente grande para que contenga al soporte de f (y solo vamos
a usar que [ es integrable y que F(xo,...,x,) = f(x1,...,x,) es integrable para todo
x1). Escribiendo f = f* + f~, basta ver el teorema para f* y —f~. Es decir, podemos
suponer que f es no negativa.
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Dado un subconjunto X c R"?, sea 1x: R" — R la aplicacion definida por 1x(x) =1
sixe€X y1lx(x)=0six¢ X. Consideremos un rectangulo de R = I x--- x I, c R",
Entonces,

f[Rn 1g-dx1---dx, = ,un+1(R x[0,1]) = ,un(R)
fR(fRn—l ]-R dedxn)dxl = ./'R:un—l(IZ Xoeee X In) 111 'dxl = ,ul(Il)'ﬂn—l(IZ Xeee X In)

Luego, [gnlr-dx1---dx, = p(R) = [p(Jpn-11R -dxg---dx,) - dx1. Dada una particién
P ={Cj} de A con A =]]Cj, sean sp = Zjinf{f(Cj)}'lcj y tp = stup{f(Cj)}-ch..
Obviamente, sp<f <tpy

Jansp-dx1---dxn < fgn f-dx1---dxy < [gntp-dxi---dxy,
f sP-dxl---dxn:f( sP-dxg---dxn)-dxlsf(f f-dxg---dx,) -dx1
n R JRrr-1 R Jrr-1

Sf( tP-dxz..dxn).dxlzf tP.dxl...dxn
R JRrr-1 n

Como

sup{ fpn sp - dx1 - - dxp; P} = sup{inf{f (C )} - w(C;); P} = f_Af dx1---dxy,
inf{ [ sp - dox1 -+ dxy; P} = inflsup{f (C)} - w(C); P} = [, f -dx1---dxy

obtenemos que fpn f-dx1---dxp = [g(Jpn-1 F(x1,%2,...,%,) - dxa---dx,) - dx1.

4.6. Formula de cambio de variable en integracion

1. Proposicién: Sean U,V c R" abiertosy T: U — V un difeomorfismo de clase €.
Sea A cR” acotado de cierre incluido en U. Entonces, si A es medible entonces T(A) es
medible; y si W(A) =0 entonces u(T(A)) =0.

Demostracién. Por el teorema 4.3.9, solo tenemos que demostrar la segunda afirma-
cién.

Podemos suponer que A = A, luego que A es compacto.

Queremos probar que si recubrimos A por rectangulos pequefios entonces la ima-
gen de todos estos rectangulos estan incluidos en rectangulo pequefios, y que entonces
w(T'(A))=0.

Existe una matriz de funciones continuas H(x, y) tal que T(x)—-T(y) = H(x,y)-(x—y).
Consideremos en R” la norma |||l ¥ en M, (R) la norma |||| inducida. La aplicacién
F:UxU —R, F(x,y) = ||H(x,y)|| es continua. Sea 6 = inf{||x — y||oo; x €A, y € U = U}.
Sea ¢ = sup{||H(x, y)||; x € A, ||x — y|loo < 6/2}. Por tanto,

1T'(x) = T (Pl = [1H(x, ) - (x = ¥)lloo < | H (2, V)] - 1|2 = ¥lloo < ¢ - [1x = ¥lloo
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siempre que X €A y ||x — y||oo < 6/2.

Dado € > 0 existe P € &2, que es unién disjunta de cuadrados C; de lados de longitud
l; < % (que cortan a A), tal que A c P y u(P) <e. Cada C; esté incluido en un cuadrado
C; centrado en un punto de A, de lados de longitud 2/; < §/2. Entonces, T(C;) esta
incluido en un cuadrado D; de lados de longitud menor que c-2/; y

He(T(A) < p(T(P) = Y (D) < (26)" - 3" p(Cy) = (2¢)" -

Luego, 1.(T(A)) =0y T(A) es de medida nula.
O

2. Proposicion: Sea T: R* — R" una aplicacién R-lineal. Entonces si A c R"” es medi-
ble, entonces T(A) es medible y

W(T(A)) = det(T)- u(A).

Demostracién. Diremos que un rectangulo de lados de la misma longitud es un cua-
drado. Denotemos por I, los cuadrados de lados de longitud m. Sea u(T) := wW(T(11)).
Obviamente,

T U )= w(T(m-11) = p(m-TUI)=m" - wW(TU)=m" - (T)- uI1) = (T - u(m - I1)
= w(T) - ).

Si P es union disjunta de cuadrados C;, entonces

pP) = T C) = p(y T(Cy) =3 wT(C) =3 pT)u(C;) = w(T)- p(P)

Si A es medible, dado ¢ > 0, existen P,P’ € & tal que son unién de cuadrados
disjuntos, P c A cP'y w(P') — u(P) < e. Entonces,

w(T)- wP) = w(T(P)) < i(T(A)) < (T (P")) = u(T) - u(P")

Como w(T)- w(P) < u(T)- w(A) < w(T)- u(P'), tenemos que |u(T)- w(A)— w(T(A))| < w(T)-¢,
luego w(T'(A)) = w(T) - u(A).
Dada otra aplicaciéon R-lineal S, tendremos que

(S oT) wA)=u(S(T(A) = u(S)- w(T(A)) = w(S) - w(T) - u(A),

es decir, u(SoT) = u(S) - (7).
Toda aplicacion R-lineal es composicion de simetrias S; respecto de un hiperplano
y una aplicacion h ) : R* — R”, h(x1,...,x,) = (A1x1,...,A,%,). Observemos que S? =1d,
luego 1 = u(Id) = p(S?) = p(Si)2, luego 1 = u(S;) = |det(S;)|. Ademas, u(h,) = u(h(I1)) =
|det(h )|. Por lo tanto, w(T') = |det(T")].
O
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3. Ejemplo: Sean eq,...,e, € R" y escribamos e; = (a;1,...,a;,), para cada i. Sea
P={};Ae;: 0= A; =1, Vi}. Probemos que u(P) = |det(a;;))|. En efecto, consideremos
el isomorfismo lineal T': R® — R" que aplica la base estandar de R"” en los vectores
e1,...,en. Sea C =[0,1]", entonces T(C)=P y

u(P) = w(T(C)) = |det(T)| - w(C) = | det(T)| = | det(a;,).

4. Teorema : Sean U y U’ abiertos de R" y T: U' — U, T(y) = (T1(y),...,Tn(y)) un
difeomorfismo de clase €. Sea f(x) € €°(U) de soporte compacto. Entonces,

oT;
f Fx)-dxr - day = f FT()- 1det( ) -dys - diyn
U g 0y;

Demostracion. Podemos suponer que f = 0.

1. Probemos que fU,f(T(y))-Idet(ngf)l dy1--dyn = [ f(x)-dxy---dxp.

Sea V' c U’ un abierto de cierre (compacto) V' incluido en U’, que contenga a
T (sop f).

Dado r > 0, denotemos C, = [-r,r]". T(y)-T(y) = H(y', y)-(y'—y) para cierta matriz
de funciones continuas H = (H;;(y',y)) (y H(y,y) = T'(y), que es invertible). Dado ¢ > 0,
existe un m € N de modo que ||H(z)"!-H(z)|| < 1+¢, para todo 2,2’ € V' x V' tales
que ||z’ — z||lo < 1/m. Luego, dado ¢ > 0 existe un m € N de modo que H(y',y)-C; c
(1+¢€)-H(y,y)-C1, para todo y,y’ € V' tales que ||y’ — y|loo < 1/m. Por tanto,

T(y+C) =T +(1+e)-H(y,y)-C1

Entonces,
= det(H(y, ) u(C 1)-(1+ e)

Dado m, sea {y,r}z :=V'n %Zn. Denotemos, [,z = max{f (T (y)): y€ ymr +C 1 }.
Por tanto,

Jor F@N-1det( G- dy1---dyn = im T frut -1 det( 5 3mp))] - w(C 1)

2nlLi_IgOZkfmk-,u(T(ymk+C%))-(1+e)_" = [y f(x)-dx1---dxp-(1+e)™

Por tanto, fU,f(T(y))-Idet(aTi)I-dy1~--dyn = [y f(x)-dxy---dxp.

ayj
2. Si consideramos el morfismo inverso T~1: U’ — U y como funcién continua g(y) =
-1
F(T(y)-|det(3E0)], entonces, £(x) = (T~ (x))-|det( 5| y
= or;
f f(x)-dx1---dxp =f g(T™ (x))- | det( ) -dxy---dxy 2[ g8(y)-dyi---dyn
U U Ox] U’

y concluimos que [; f(x)-dx1---dxp, = [i; f(T(y))- Idet(g—z};f)l dy1--dy,.
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4.7. Problemas

1. Calcula el volumen de la esfera de radio r.

Solucién: Tenemos que calcular la medida de B={x € R3: ||x||s<7}. Sea C ={x €
R2: ||x||2 < r}. Por la férmula de cambio de variable, con x = pcost, y=psent (y
el teorema de Fubini)

=9. 2_ 2 _ A2, _ 9 _ o |COSt —psent|
wB) 2[0\/1" x%—y*-dxdy zf[o,r]x[o,zn] rt—p?e| peost dpdt
-4 23/2
:2f P\/"2—pz-dpdt:4nf p\/r2—p%-dp= n(r ) A
[0,71x[0,27] [o,r
_47tr3
E

2. Calcula el volumen del elipsoide £ o i b2 + £ 5=1

Solucion: Sea E el elipsoide, entonces E N {x = a} (con |a| < a) es igual a la elipse
2
% + z—z =1- Z—:, cuya area es mbc(l — Z—;). Entonces,

,u(E)Zf 1~dxdydz:f lE-dxdydz:f(f 1g-dydz)-dx
E R3 R JR2

a x2 4aben
= 1— _) = .
[anbc( a2) dx 3

3. Calcula el volumen del cono C c R? de base un conjunto medible A c R? y altura
h.

Solucion: Trasladando horizontalmente el cono, podemos suponer que el vértice
es el punto (0,0,%). Consideremos el cambio de coordenadas R3 — R3, (£1,¢9,1) —
(¢1,%9,0)+ A1-((0,0,h) —(t1,t2,0)) = (£1(1 — A),t2(1 — A),hA). Es decir, x1 = £1(1— A1),
x9=1to(1-1)y x3=nhA.

Entonces,

1-1 0 —11

,u(C):f dxldxgdxng [l O 1-1 —taf|-dt1dtadA
C Ax[0,1] 0 0 h
h(1-2)3 h A)-h
= h(1 —/1)2 -dt1dtodA f ¥]0 -dt1dts Zf —-dtidto = HA) .
Ax[0,1] A3 3

4. Calcula [, e . dx.
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—x2

Solucion: Denotemos I = [pe ™ -dx. Por una parte,

f e_(x2+y2)-dx-dy:f(f e“x“yz)-dx)-dy:fl'e_yz'dy=12-
R2 R JR R

Por otra parte,

2 2 2 2
f oty )-dx/\dy :f o (reos®)"+(rsend)”) 410050 Adrsend
R2 (r,0)eR* x[0,27)
2 2 2
:_[ e’ -rdrndf = 2n-e”" crdr=-m-e”" Iy =m.
R* x[0,27) R+

Luego, I?=mel= /7.

. Dados n cuerpos (puntuales) de masas my,...,m, situados en los puntos p; =

(11,%12,%13),- -+, Pn = (Xn1,%n2,%,3), se dice que el centro de masas de los n cuer-
pos es el punto % Dado un cuerpo homogéneo que ocupa un espacio me-
dible A c R3, se dice que su centro de masas (o centro geométrico) es el punto
fA(xl’xz’xi()ledxzdm. Calcula el centro de gravedad del cono C de base el circulo de

radio r del plano x3 =0 y centrado en (0,0,0) y vértice el punto (0,0,4).

nrh

Solucién: u(C) = Y Jox1-dxidxadxs = [pxe-dxidxadxs = 0 por simetria.
Calculemos fc x3 - dxldxzdxg El corte C; de C con x3 =t es un circulo de radio

(h=t)r (h— t) r?
=, cuya darea es m—5—. Luego,

h h h—1)2r2 27,2
fx3-dx1dx2dx3:f (f t-dxldxz)-dt:f L A P
o 0o Je 0 h 12

Luego el centro de gravedad es el punto (0,0, 2).

Calcula el centro geométrico de una semiesfera de radio r.

2

Solucion: Sea S = {x? + y? + 22 < r2, z = 0}. Tenemos que calcular

7”3

(S)(fx dxdydz, fy dxdydz, fz dxdydz), donde [J(S)—

Por simetria [gx-dxdydz = [gy-dxdydz = 0. Calculemos [gz-dxdydz. El plano

z =t cortaa S en un circulo S; de radio Vr2 —¢2 (0 <t <r), cuya area es n(r2—t?).
Entonces,

7tr2t2 th4 nr4

z-dxd dz:fr(f tdxd )-dt:frtn(rQ—tz)-dt: =
fS ? 0 Js, ' 0 2 4% 4

Luego el centro de gravedad es el punto (0,0, 2I).




Capitulo 5

Campos de vectores diferenciables

5.1. Diferencial de una funcion

1. Sea U c R" un abierto y @ € U. Denotaremos %,(U) el anillo de todas las aplica-
ciones de U en R derivables en a, sea my := {f € €,(U): f(a) =0}, que es un ideal de
€LU) y EL(Umy =R, f— f(a),y seamyg:={f € E,(U): f(@)=0y f'(a) =0}, que es
un ideal incluido en my.

Sabemos que f = f(a)+ f'(a)-(x— a)+h(x)-(x — @) con h(x) continua en a y A(a) = 0.
Ademas, h(x)-(x—a) € €,(U), es més h(x)-(x—a) € my 9. Denotaremos dof :=f — f(a) €
mgy/my o y diremos que d,f es la diferencial de f en a. Por tanto,

o s w Of
dof =f (@) (x—a)= Z—(a)'daxi-
i=10%;
Las diferenciales en a, {d,x1,...,dgsx,}, son R-linealmente independientes, porque
Yildilx; —a;) € myo siy solo si A; =0, para todo i- Luego m,/m, 2 es un R-espacio
vectorial de dimensién n, de base {d x1,...,dgx,}.
Es de inmediata comprobacién que

deA-f+8)=A-dof +dag
do(fg)=f(a)-dag +g(a)-daf

paratodo AeRy f,g € €, (U).

Sean V c R™ y U c R" abiertos, g: V — U una aplicaciéon derivable en eV y
sea a = g(pB). Consideremos la aplicacion g}: Me/Mg 2 — Mp/Mp 2, gZ(daf) =dg(fog).
Escribamos g(y) = (g1(y),...,g»(y). Entonces,

* 08,
gp(dax) = dplg) =) 5 P py;

1

Luego la matriz de g; enlas bases {dqx1,...,daxn} y {dpy1,...,dpgym} es (a;j) = (%(ﬁ)).

165
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a8
dp(f °8) = gj(daf) = (5 —(a),..., 3 —(a))-( 3y,

(B)

2. Sea E un R-espacio vectorial. Se dice que D, : 6,(U) — E es una derivacién en a de
€, (U)en E, sies R-lineal y Do(f -g) =g(a)-Dof + f(a)-D,y(g), para todo f,g € €, U).
La aplicacion, §,: €,(U) — ma/mi, 0o(f)=f —f(a) es una derivacién en a:

Sdu(fg)=fg—-fla)g(a)=f(a)g—-g(a)+(f —fla)g(a)+(f — f(@)(g—g(a))
=f(a)-04(8)+8(a)-Ou(f).

Sea Derg(€/,(U),R) el conjunto de todas las derivaciones en a de €,(U) en R.

3. Proposicion: La aplicacion (ma/mi)* — Derg(€,(U),R), w — wod, es un isomor-
fismo.

Demostracién. Obviamente, w o6, es una derivacion.

Dado D € Derg(€,,(U),R), observemos que D,(1) = D,(12)=2-D (1), luego D o(1) =
0. Por tanto, D ,(R) = 0. Ademas, Da(mi) = 0. Por tanto, D, factoriza de modo tnico a
través de los morfismos €'(U) — my, f — f — f(@) y Mg — mg/m2, g — &, es decir, a
través de 0. 0

Observemos que

(f=f(a)-6ag =(f - f(@)-(g—g(a)) =0,

luego f -6, =f(a)-6,8.

Observemos que m2 < Mg 2, luego tenemos un epimorfismo

Mg/m2 — mg/mge, f=Ff (%)

La composicién €, (U) O ma/mi — Mg/Mg 9 es el morfismo d,.
Tomando duales en (*), tenemos una inyeccion (mg,/mg 2)* — (ma/mi)* de R-espacios
vectoriales. Sea Der&(‘g&(U),R) ={D € Derp(€,(U),R): D(mg2) =0}.

4. Proposicién: Se cumple que (mg/mg 2)* = Derg(€,(U),R) y es un R-espacio vecto-
. b b

rial de base {(a—xl)a,...,(m)a}.

5. Ejercicio: Prueba que |x1 —a1|-(x1—a1) € ma,g\mi.

Sea U cR" un abierto y £ = 1. Denotaremos

Ay :={h e €*(U xU): h(x,x)=0, Vx e U},
Ayg:=1{h € €*(U xU): h(x,x) = h'(x,x) = 0, Vx € U}
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que son ideales de €*(U x U). Diremos que
f)ngZIA[]Aﬁ[LQ

es el médulo de las diferenciales de U.
Por el corolario 4.1.10, dada h(x, y) € Ay existe una matriz 1 x n, H(x,y), de funcio-
nes de clase €% 1 tal que A(x,y) = H(x,y) - (x — y). Ademas, aThi(x,ac) =H;(x,x)y

S oh
h(x,y)=H(x,x)-X—y = Za—(x,x)'xi — 7y € QF. (5.1.1)
i 0%
La aplicacion
—___ bh oh
QF — €1 U, hx,y) — (w—(x,2),..., —(x,%))
axl 6xn

es inyectiva. Por el teorema de extension de Whitney (...) este morfismo es epiyectivo.
En el caso particular de que consideremos f(x) € €*(U), tenemos que

fx)=f(y)=H(x,y) - (x—y)

y H(x,x) = f'(x) =( of of ). Definamos df := f(x)— f(y) € Q}f]. Entonces,

0x1°° " "’ 0xp,

ar=F@70=Y L w=5i=-y L ax,

~ 0x;
y diremos que es la diferencial de f.
6. Proposicion: QkU es un €~ Y(U)-médulo libre de base dx1,...,dx,.
7. Proposicién: La aplicacion €*(U) — Qg, f—df cumple que

dif +g)=df+dg y d(fg)=fdg+gdf.

Dado a € U, consideremos la inyeccion U — U x U, x — (x,a) induce el morfismo
€*(U x U) — €*(U), h(x,y) — h(x,a), que aplica Ay en mg y Ay en myo. Luego
tenemos el morfismo

QF —mo/my g, g-df — g(@)-daof.

5.2. Derivaciones

1. Definicion: Sea A una k-algebra y M un A-médulo. Diremos que una aplicacion
D: A — M es una k-derivacion si verifica las siguientes condiciones:

1. D es un morfismo de k-médulos.
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2. D(ab)=bD(a)+aD(b) para todo a,b € A.

Observemos que D(1) =D(1-1) = 1D(1)+ 1D(1) = 2D(1), luego D(1) = 0. Ademas,
dado A€k, D(1)=AD(1) =0.

El conjunto de todas las k-derivaciones de A en M se denota por Der;(A,M). Dados
D,D’'e€Der,(A,M)yacA, se define

(D +D")a):=D(a)+D'(a) (@D)(b):=aDb

Con estas operaciones Der;(A, M) es un A-médulo.
Sea A = k[x1,...,x,] el anillo de polinomios y M un A-médulo. Si una k-derivacion

D: Eklxy,...,x,] o M

se anula sobre los x; entonces D = 0: Por linealidad basta probar que es nula sobre los
monomios x% y para ello procedamos por induccién sobre |a| = a1+...+a,. Supongamos
a1 #0,sea B, tal que f1=a1 -1y B; = a;, para i > 1 (luego |B| < |a|), entonces D(x%) =
D(x1-xP)=xP -Dx1+x1-DxP=0+0=0.

Dado m € M, sea ma%i la derivacion definida por maixi(p(x)) = ag_g) -m. Dada una

derivacion D entonces D =Y (Dx;)- 0%, pues la diferencia entre los dos términos de la
- i
14

igualdad es una derivacion que se anula en todos los x;. Hemos probado el siguiente
teorema.

2. Teorema: Dery(k[xq,...,x,],M) = M% ®---o ML
3. Definicion: Sea U < R™ un abierto, a € U, m, € €°°U) el ideal de todas las fun-
ciones que se anulan en @ y M un ¢°°(U)-médulo. Definimos

NulM):= n ml-M y M:=M/NulM).
>

acU,n>0

Se cumple que NulM = 0. También es claro que Nul(€>®(U)) = 0.

4. Teorema: Sea M tal que Nul(M) = 0 (por ejemplo si M es un médulo libre). La
aplicacion €*°(U)-lineal

0 0 0
Derg(€°U),M) =M -—om oM -—, D= Dx; —
erp(€°°(U), M) 3 5 Y Dx; >

m i Xi
es un isomorfismo de €°°(U)-médulos.

Demostraciéon. Veamos que esta asignacion es inyectiva: Tenemos que ver que si Dx; =
0, para todo i, entonces D = 0. Sobre los polinomios p(xi,...,x,) es facil ver que
D(p(x1,...,x0)) =Y; aﬂxé’—j&;"xm)D(xi) (argumentando por induccion sobre el grado del
polinomio). Es claro que D(m?) c m? 1. M. Toda f € €*°(U) es igual a un polinomio p de
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grado n médulo m?, f = p+g, g € m”. Por tanto, D(f) = D(p)+D(g) = 0+D(g) e m* 1. M,
para todony a, luego D(f)=0y D =0.
La asignacion es obviamente epiyectiva, porque Y ; miaix,» es la imagen de la deri-

vacion D definida por D(f) := Zg—gf'mi. O
i i
Observemos que €°(U)/my =R, f — f(a) y por tanto podemos considerar R como
E>°(U)-moédulo (f -1 :=f(a)- 7).

5. Corolario: Se cumple que

oo 9 emam. O _ N
Derg(6>°(U),R) =R (le)a@m@R (axm)a, D, ;Da(xl) (axi)a.

6. Derivada direccional: Dados un vector e € R?, un abierto U c R*, f € €°(U) y
a €U, definimos
+te)—
Dy =t [+ O 1@

Sie=(A1,...,A,) entonces

- _v .. 9
Daf_(at)of(aﬂe)_;)u axi(a).

Luego, D, =3 ; A; -(a%)a y la aplicacién

0 0
R" — Derg(€°(U),R), e =(A1,...,A,) =D =A1-(=—)g® - & Ay - (— )
0x1 0x,,

es un isomorfismo R-lineal.

7. Corolario: Se cumple que

Derg(€°(U),€¢°U))=¢€¢>U)- 9 &meoE>WU)- i, D — ZD(xi)~ i
0x1 0xm, - 0x;

Para cada a € U, tenemos el morfismo €*°(U) — R, f — f(a), que induce el morfis-
mo Derg(€°(U),€*°(U)) — Derr(€>*(U),R), D — D, (donde D ,(f) :=(Df)a)). Se dice
que D € Derg(€¢*°(U),€°°(U)) es un campo de vectores en U. Dar el campo de vectores
diferenciable D =) ; f; - 6% es equivalente a dar la aplicaciéon diferenciable U — R",

a— (f1(a),..., fa(@)).
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5.3. Diferencial en un punto

Sea U c R" un abierto y @ € U. Por el teorema 4.1.7, sabemos que el ideal m, c
€¢°°(U) de todas las funciones que se anulan en a esta generado por x1—aq,...,Xm— A,
es decir,

My = (x1 —Q&1,...,Xm —am).

Dada f € €°(U), tenemos que f = f(a)+Y; g—é(a)(xi—amzij fij(@)(x; —a;)(xj— ).

Observemos que f(x)— f(a)=); g_a};(“) -(x; —a;) moéd mi.

1. Definicion: Llamaremos diferencial de f en a, que denotaremos d,f, a la clase de
f —f(a@) en my/m?2,

Observemos que

0 0 _ 0
dal = ; 69/;' (@) (x; —a;) = Zl: a—j;(a)'xi = Zl: 6—32(&) “daX;.
2. Proposicion: Una base de mﬂm?r esSdgx1=%1—Qa1,...,dqXm =Xm — Ay.

Demostracién. Solo nos falta probar que dyx1,...,d,x, son linealmente independien-
tes. Si Y; A;dqx; =0, entonces Y; A;(x; — a;) € m3. Como m?2 = ((x; — a;)xj—aj)); j, ten-
dremos que }.; ;- (x; —a;) = Y;; fij - (x; — ;) (x; — ;). Derivando por (6%)“ obtenemos
que A; =0. O

Dado f € €°(U) y wqy € ma/mi, se tiene que f -wq = (f — f(@)) - wq + f(@) - wy =
fla) wq.

La aplicacion dy: €°(U) — ma/mi, f — d4(f) es una derivacion:

do(fg)=fg—-f@)g(a)=(f - f(a)gla)+ fla)g —ga)+(f - f(a) (g — g(a))
=(f - f(a)g(a)+ fla)g —gla) = g(a)-dof + f(a)-d,g.

3. Proposicion: La aplicacion
(mg/m2)* := Homg(my/m?2,R) — Derg(€®(U),R), w— wod,
es un isomorfismo R-lineal.

Demostracién. Sea {w;} la base dual de {dyx;}. Es facil comprobar que w;od, = (a%)a.

Luego, la aplicacion del enunciado aplica la base {w;} en la base {(a%)a}. O

Via la identificacién (ma/m%r)* = Derp(€¢°*°(U),R), D, € Derg(€¢°°(U),R) se identi-
fica con la aplicacién lineal D, : ma/m?, — R, Do(Adyf) = A-D,f. La base dual de
dgx1,...,dgXm €8 (%)a,...,(%)a. Por el teorema de reflexividad 1.6.3, tenemos que

Derp(€¢*°(U),R)* = ma/mi, de modo que dof(Dy):=Dy(dof)=D,f.
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En 5 2 6, dimos la identificaciéon R" = Derg(€¢>°(U),R), e — D¢, en coordenadas,
Aq,..., — YA ( )a Tenemos el diagrama conmutativo

== Derp(¥*°U),R)

apxy+- +anxx\ a1dgx1++a,dgxn

Podemos interpretar geométricamente a1d x1+---+a,dqx, como el hiperplano de R”,
aix1+---+anx, =0.
Dada f € €*°(R™) entonces f = f(a)+)_; af (@)x;—a;)+3;; fij(0)(e; —a;)-(x;— a). El

plano tangente a la hipersuperficie f(x) = 0 en a es claramente f(a)+)_; %(a)(xi —a;) =

0. Podemos de nuevo interpretar geométricamente } ; A; - dyx; € ma/mtzx como el plano
de R" de ecuaciones Y ; A; - (x; — ;) =0.

Se dice que Dergr(€°°(U),R) = (in,/m2)* es el espacio tangente (intrinseco) a U < R™
en a. Se dice que m,/m? es el espacio cotangente (intrinseco) a U < R™ en a.

Sean U < R™, V < R" sendos abiertos y F: U — V un aplicacién 62. Desarrollan-
do por Taylor, tenemos que F(x) = F(a)+ F'(a)-(x — a)’ + 2 Gijlo)(x; —a;) - (xj — aj).
Consideremos la recta {a + tv,t € R} que pasa por a y de vector director v, entonces
F(a+tv)=F(a)+F'(a)(tv) + 2 - H(t,v). Para t pequefo F(a + tv) es aproximadamente
F(a)+ F'(a)(tv). Es decir, F aplica el vector infinitesimal tv, de origen a, en el vector
infinitesimal F'(a)(tv) de origen F(a).

2 | —

| F

Por otra parte, el morfismo F' induce en los anillos el morfismo de anillos
F*: 6¢™(V)— €°U), F*(g):=goF

y por tanto el morfismo mpgy) — My, g — goF. En conclusién, tenemos el morfismo
(intrinseco)
2 2
F o Mp(a)/Mp(q) = Ma/My, dp@)8 — dalgoF)

F*(dF@xi) =dg(xioF) =} 5+ of (a) -dqxj. Por tanto, la matriz de F; es (af’(a)) Toman-
do duales tenemos “la aphcac1on lineal tangente en a asociada a F” (intrinseca)

F. q: (Ma/mg)* = Derg(€°(U),R) — Derg(€™°(V),R) = (Mp(q)/Mp )"
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que aplica cada derivacién D, en la derivacién F, o(D,) definida por F.(D,)(g) =
D (F*(g)) = Dy(goF) (como puede comprobarse). Directamente, o por dualidad, te-
nemos que la matriz de F, o es F'(a) = (27'2(04)). Geométricamente, F, , aplica en el

vector tangente v = (11,...,1,) en a el vector tangente en F(a), F'(a)(v).

5.4. Existencia y unicidad en ecuaciones diferencia-
les

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

dx
d_tl :fl(x1,-~-,xn)

dx
d_tn = fn(xly"'axn)

Dar una solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales
ai(A),...,a,(1) en tg, es dar funciones ¢;(¢, 1) tales que ddti =fi(d1,...,00) y Pi(to,A) =
a;(A).

Si escribimos x = (x1,...,%,) Yy F =(f1,..., fr) podemos escribir de modo reducido el

sistema anterior como

dx
— =F(x).
ar (x)
Dada la condicion inicial a(A) = (a1(A),...,a,(1)) en ty, buscamos funciones ¢(¢,1) =
((Pl(ta/l)y"')(/)n(t’/l)) tal que d
¢
T _F
at (P)
y tal que ¢(tg, 1) =a(A).
El sistema de ecuaciones diferenciales (con condicién inicial a(1)) es equivalente a
la ecuacion ,
x=a(Al)+ | F(x)-dt
to
Dada ¢ si denotamos ¢* =a(1) + fg F(¢p)-dt, buscamos ¢ tal que ¢ = ¢*.
Vamos a ver que bajo ciertas condiciones, si consideramos una ¢ cualquiera y toma-
mos * infinitas veces obtenemos una ¢ tal que al tomar * una vez més obtenemos ¢, es
decir, ¢* = ¢p. Asi demostraremos que el sistema de ecuaciones diferenciales anterior

tiene solucién.
1. Lema: Sea X, d un espacio métrico completoy T: X — X una aplicacién contracti-

va, es decir, tal que exista una constante 0 < c¢ <1 tal que d(T(x),T(y)) <c-d(x,y), para
todo x,y € X. Entonces existe un tinico punto p € X tal que T'(p) = p.

Demostracién. Sea x € X un punto cualquiera. La sucesion {x, := T"(x)} es una suce-
sién de Cauchy: Sea a = d(x, T'(x)) entonces d(T™(x), T"1(x)) < ¢ - d(T" (x), T"(x)) <
<" -d(x,T(x)) =c"-a. Entonces, dado n = m se cumple que
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d(T™(x), T"(x)) < d(T™(x), T™ 1 (x)) + A(T™ 1 (x), T™2(x)) + - - + d(T" (x), T"(x))

m n

c™—c a
a=a- <c™.

1-c 1-¢

m

<c™-a+c™t.

n-1,

at+...+c¢

que es todo lo pequeiio que se quiera para n,m grandes.
Por tanto, la sucesion converge a un punto p. Por ser T contractiva es continua,
luego T'(p) = TAim,, oo x,) = limy, oo T'(x,) =lim, oo X +1 = p.
Si T'(p') = p’ entonces d(p,p’) =d(T(p), T(p")) <c-d(p,p’), luego d(p,p’) =0y p' =
p.
O

2. Teorema: Sea F € €1(R",R") con soporte compacto, a(ti,...,tm) € €°R™,R") y to€
R. Entonces existe una unica solucion ¢(t,t1,...,tny) € €OR x R™,R") (derivable en t)
del sistema de ecuaciones diferenciales

dx

— =F@

con condiciones iniciales ¢(tg,t1,...,tm) =alt1,...,tm).

Demostraciéon. Sabemos que F(x)— F(y) = H(x,y) - (x — y), siendo H(x,y) una matriz
de funciones continuas acotadas'. Sea K = max{||H(x, y)|lo; ¥ x,y € R"}. Por tanto, te-
nemos que ||F(x) — F(y)llco < K - ||x — ¥|loo, para cada x,y € R". Tomemos € = % (que
depende solo de F, y no de quien sea tg ni a(t1,...,tmy)).

Sea V un abierto de R". Dada g € €°(V,R") definimos ||g|| = sup{||g(x)|le, Vx € V}
y denotamos €2(V,R") := {g: €°(V,R™): ||g|| < oo}, que sabemos que es un espacio
métrico completo por 2.3.60.

Sea U un cubo abierto de R™. La aplicacion

EO(to—e,to+e)x U,RY) L €0(to—e,to+e)x U,R™)
9 — T(@:=alty,...,tm)+ [} Fl(s,t1,...,tm))-ds

es contractiva, pues
t t
IT(@) - Tl = | f F(p)-F(p)ds|| <| f IF () - F(¢)l|ds|
to to

t 1
<|| K-llp—¢'lldsl<e-K-llp—¢'|| = §|I<p—<p’||

to

1Recordemos que fi(x) - fi(y) = &%fi(y +tx —y)-dt = folzjfi,xj(y +ix—y) - (xj—y;)-dt =
2 fol fixj(y+tx—y))-dt-(xj—y;). Sean H;j(x,y) := fol fix;(y+tx—y)-dt.
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Asi pues, por el lema existe una tnica ¢ € C63((7:0 —e,to+€)xU,R™), tal que T(¢p) = ¢,
es decir, una tnica aplicacién continua acotada ¢ € €O(to—e,to+€)xU,R") solucién del
sistema de ecuaciones diferenciable con condicién inicial ¢(¢g,¢1,...,tm) =alty,..., tn).

Si existiese otra ¢’ € €%((tg—€,t0 +€) x U,R™) solucién del sistema, entonces redu-
ciendo (todo lo poco que se quiera) los cubos (¢g —¢€,tg+€) y U, se cumplird que ¢’ es
acotada, luego habra de coincidir con ¢. En conclusién ¢’ = ¢.

Como U es una cubo abierto, todo lo grande que se quiera, existe una tunica ¢ €
€O(to—¢, to +€) x R™ R™) solucién del sistema con condiciones iniciales P(to,t) = a(?).

Sea ahora t6 = to + €/2. Del mismo modo dado el sistema % = F(x) con condicién
inicial x(¢}) = ¢(¢},), existe un dnica solucién ¢’ € €°((¢, ¢, ¢, +€) x R™,R"). Ahora bien
las restricciones de ¢ y ¢’ a (t;, —€/2,t;, +€/2) x R™ son soluciones del sistema en este
abierto, luego coinciden. Luego tenemos una solucién ¢” € € O(to—€,to+1,5-€)x R™ R™)
del sistema de ecuaciones, con condicion inicial x(¢¢) = a(t), que es unica porque cual-
quier otra sobre (tg—¢€,to+€) xR™ coincide con ¢ y por tanto sobre (t6 —€/2, t{) +€/2) x R™
con ¢'. Argumentando asi sucesivamente, podemos ampliar sucesivamente el interva-
lo a (tg—(1'5)" -€,to + (1'5)" -€) y demostramos que existe una tnica ¢ € €°(R x R™,R")
solucién del sistema con condiciones iniciales x(¢g) = a(?).

O

3. Observaciones: 1. Si uno revisa la demostracion, podra observar que se pueden
debilitar la hipétesis: en vez de suponer que F es de soporte compacto, supéngase que
las funciones fi,xj son acotadas.

2. La existencia y unicidad de la solucién es un problema esencialmente local.

4. Teorema: Sea F € €Y (R",R") y a(t1,...,tm) € €°(R™,R"?). Dado b = (bgy,b1,...,bm) €
R™*1, existe un entorno abierto conexo V de b y una tnica solucién ¢(t,t1,...,ty) €
€OV ,R") (derivable en t) del sistema de ecuaciones diferenciales

dx

E:F(QC)

con condiciones iniciales, p(bg,t1,...,tm) =alt1,...,tm).

Demostracion. Sea H € €°°(R"™) con soporte compacto que en un entorno pequenio U
de a(bl,...,bm) es H|U =1.

Sea F = H-F y ¢ la tnica solucién de la ecuacién diferencial fli—’t‘ = F'(x), con con-
dicién inicial ¢(bg,t1,...,tm) = alty,...,tn). Sea V c (Z)‘l(U) un entorno abierto conexo

de b. Es claro que ¢ := ¢y es una solucién del sistema % = F(x), con condicién ini-
cial ¢p(bg,t1,...,tm) = alty,...,t,). Ademds si ¢ es otra solucion sobre V', entonces es

también solucién sobre V N ¢’ L), del sistema % = F(x) luego ha de coincidir (como
vimos en la demostracién del teorema anterior) con ¢y, sobre la componente conexa
Cde Vng L que contenga a b. Los puntos donde coinciden ¢’ y ¢y (que estdn
incluidos en V n ¢’ _l(U)) es un cerrado de V, que contiene a C. Entonces, C es un
cerrado y abierto de V, luego C =V y ¢' = ¢y
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5.4.1. Dependencia diferenciable de las condiciones iniciales

Sean U cR™ y V cR" abiertos. Sea

0% g i(t,A1,..., Am)
6“1/11 . .6arlm

€OV xU,R"):={G =(g1,...,8,) € €°(V xU,R"): gjalt,A):=

existen Vj, Va e N™ con |a| <k, y
|G|l := suplllg; alloo; VJj, Y& €N™ con |a| < &} < oo}

5. Lema: %éo’k’(v x U,R"™) es un espacio métrico completo.

Demostraciéon. Podemos suponer que n = 1. Sea {f-(¢,1)},en una sucesioén de Cauchy.

Los anillos de funciones continuas acotadas con la norma del supremo son completos.

Las sucesiones {fr o}ren son de Cauchy. Sea f¢ = lim f 4, que es una funcién continua
r—oo

acotada. Solo tenemos que probar que (f°), = f%. Si a = (B1,...,B8;+1,...,Bm), basta

p .
probar que ZLM = £, lo cual es conocido por 3.6.22.

O

6. Teorema: Sea F € €**1(R",R") con soporte compacto y a(1) € €*(R™,R"). Entonces
existe una tunica solucion ¢(¢,1) € €*(RxR™,R") del sistema de ecuaciones diferenciales

dx
= _F
7z (x)

con condiciones iniciales ¢(tg, 1) = a(A), para t = to.

Demostracién. Es un problema local. Veamos que podemos proceder como en el teore-
ma 5.4.2.

Sea U un cubo abierto de R™ y V = (tg—¢€,tg+€) cR. Dada @ € N, con |a| <k, y
Qe €OV x U,R"), tenemos

AN i1t A1, s Am), e s P Ao A)) -
Filiptt, ) = L lamf.aami’; PRI =GR (8, A pis

para cierta aplicacién G>® € Aplic(RY,R), con N = n-#{f: || < k}. Es més, G"(x/F); p) €
“1(RN,R) es suma de las funciones f,-,ﬁ((xj’o) ;) por polinomios (que no dependen de
quien sea ¢), luego es de soporte compacto. Sea G := (G>%) € €1 (RY,RYN). Existe una
constante K, tal que

1G("P) = G(y"P)lloo < K - [|(x7F) = (3P) |, Para cada (x/F), (3/F) e RV,
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En tal caso, ||F(¢) - F(p||<K-|l¢—¢'||. Sea e = % La aplicacién

t
T: 6PV < U,R") — € P (V xU,R"), T(p)=a(M)+ | Flp(s,1)-ds
to

es contractiva:

t t
I(T(@) TN = | F(p)-FpNdsll<|| II(F(p)—F@Nll-dsl
to

to

¢ 1
<| K-Ilcp—w’ll-dSISe-K-Ilqo—<p’||=§|I<,o—<p’ll

to

Por tanto, existe ¢ € %;O’k)(V x U,R") tal que T(¢p) = ¢, que es la solucién local del
sistema de ecuaciones diferenciales (en V x U).

Veamos que ¢ € €*(V xU,RM). Si pe€"(VxU,R"), conr<k,dada (s,a) e NxN",
conr+1=|(s,a)| =s+|al,como ¢ = a()tl,...,/1m)+ffOF((,b(s,/11,...,Am))-ds tenemos que

_ F((tb(t7ﬁ‘17"'7Am))(s—]_,a), Si Sio
PealtA)= { $0,0), sis=0.

son continuas, luego ¢ € €"(V x U,R").

5.4.2. Curvas integrales de un campo de vectores diferenciable.
Grupo uniparamétrico

Sea U c R" un abierto conexoy D =) ; f;- 6% € Derg(€¢*°(U),R). Nos planteamos la
existencia (local) de una aplicacion diferenciable

T:RxU—-U, (t,x)— 1(t,x)

tal que T*((%)(t,x)) =Dy y 7(0,x) = x, para todo x € U.
Si escribimos 7 = (11,...,T,), sabemos que T*((%)(t,x)) =G %a%)f(t,x)' Por tanto,

T*((%)(t,x)) =Dy siy solo si % = fi(1). Si escribimos F = (f1,...,f,) entonces T es

justamente la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

dr
— =F(7)
dt
con condiciones iniciales 7(0,x) = x, para todo x € U. Si D es un campo de vectores con

soporte compacto sabemos que existe la 7: R x U — R buscada (y es tnica).

7. Definicion: Fijado x € U, existe un abierto conexo maximal U* c R que contie-
ne a 0, tal que existe una (inica) aplicaciéon diferenciable o,: U* — U de modo que
Ux*(((%)t) =Dy 1) y 0x(0) =x. Se dice que o, es la curva integral de D en x.
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Sea W = U,eyU* x x cR x U. Veamos que es un abierto (que contiene a 0 x U).

Sea [t1,t2] < U (con t1 <0 < t9). Existe un abierto acotado U’ c U que contiene a
0x([t1,t2]) y una funcién H € €°°(U) con soporte compacto tal que H; = 1. Existe una
aplicacién diferenciable 7: RxU — U, tal que f*((%)(t,y)) =H(#(¢,¥))-Di1y y T(0,y) =y,
para todo y € U. Sea V = # 1(U’) y 7 = #;v. Entonces, r*((%)(t,y)) =D,y y 70,y) =
y, para todo (0,y) € V. Ademas, [t1,t2] xx € V' y 0,(t) = 7(¢t,x) para todo ¢ € [£1,22].
Sea U, un entorno de x, tal que [¢1,t2] x U, = V. Entonces, [t1,t2] x U, ¢ W, luego
W es un abierto y tenemos definida (localmente lo hemos hecho) 7: W — U, tal que
T*((%)(t,y)) =D(,y) y 7(0,y) = y, para todo (0,y) € W. Se dice que 7: W — R" es el grupo
uniparamétrico local asociado a D.

8. Proposicion: Sea 17: W — U el grupo uniparamétrico local asociado a D y denote-
mos T4(x):=1(¢,x). Si s,t+s€ WnN(Rx x), entonces

(TroTg)(x) = T445(x).
Demostracién. Observemos que ambas cumple la misma ecuacién diferencial

dt;ots  dt(t,1(s,x)) dtirs  d1(t+s,x))
dt = dt :Dr(t,r(s,x)) y dt = dt =Ug(t+s,x))

con la misma condicién inicial para ¢ = 0: 79 o T5(x) = T5(x) = Tg4+s(x).

SiWn(Rxx)=(a,b), entonces W x (R x 14(x)) =(a —s,b —s) y el diagrama

WA R x 75(x) —== W x (R x x)

lr(—,x)
7(=,75(x)

Rn
es conmutativo.
Seao: (a,b)— U, t— o(t)=14x)la curva integral del campo de vectores D que pa-
sa por x. Supongamos que no existe s # 0 tal que o(s) = x. Entonces, o es una aplicaciéon
inyectiva: si existen s < ¢ tales que o(s) = a(t), entonces

X =T_g(T5(x)) =7_5(0(8)) = 7_5(0(#)) = T_s(74(x)) = T4—s(x) = (¢t — 5)

y llegamos a contradicciéon. Supongamos que existe s # 0 tal que o(s) = x. Entonces
o((a,b)) =0([0,s]) (si s <0, entendemos que [0, s] es [s,0]), porque dado ¢ € (a,b), exis-
tenneZycel0,s)tal que t =n-s+cy entonces o(t) = T.1,5(x) = T.(x) = g(c). Si existe
una sucesion {s, # 0} convergente a 0, entonces o((a,b)) = n,0([0,s,]) = x, es decir,
o es constante. Sea s = inf{t € (0,b): o(f) = x}, entonces existe una tnica aplicacién
diferenciable ¢’: S = R/Z — R" tal que la composicién

R - RzZ=S! — U

— a'(%)

r —

® N
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9. Ejemplo: Sea A € M5(R) y consideremos la ecuacién diferencial. x' = A - x. Por la
observacién 5.4.3, existe el grupo uniparamétrico global 7: R x R2 — R? solucién de la
ecuacién diferencial. Explicitamente, 7(¢,x) = e**-x. Estudiemos las curvas integrales.
l.a Si A =0 entonces 7;(x) = x.

1.b Si A #0yKerA # 0, entonces
por cambio lineal de coordenadas S — e A>0
podemos suponer que 1

A<0

A0 .
AZ(O O) y Tilx1,x2) = (eMxq, x2)

2. Supongamos que det(A) # 0.
2.a Si los autovalores 11, A2 de A son reales y distintos, entonces por cambio lineal
de coordenadas podemos suponer que

A1 O

A:(o As

Ar-t Aot
) vy Tix1,x2) =(e" " x1,e"? " x9).

Ay=-1,Ay=-2
M=1,Ap=2 1 2

o NN )

2.b Si los autovalores 1; = 13 de A son reales e iguales, entonces por cambio lineal
de coordenadas podemos suponer que

/

A 0 )
A:(O /1) vy Ti(x1,x9) = eM - (xq,x2).

0 bien

A0
1 A

AM=A>0
1=X<0
\ A= <0

A:( ) y Tt(xl,xz)IeM-(xl,tx1+x2).
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2.c Si los autovalores son complejos A1 = a + bi, g =a —bi (b #0), entonces e?’ es

de valores propios e *bt y ¢at=bti 1yego por cambio lineal de coordenadas es igual a
pat (cosbt —senbt)

senbt cosbt

cos bt —senbt) '

at
T4(x1,x2) =™ -
((1,%2) (senbt cosbt

5.4.3. Reduccioén local de un campo de vectores a forma cané-
nica

Si F: U — V es un difeomorfismo entre abiertos de R”, “entonces todo lo que diga-

mos en U podemos traducirlo a V”. Dada una funciéon en g en U, tenemos la corres-

pondiente funcién en V: go F~1. Dada una derivacién D en U, tenemos la derivacién
F(D) en V, determinada por el diagrama conmutativo

F*71
ECOU)=—=E>(V)
D lF(D)
F*71
ECOU)==E>(V)
Es decir, F(D)g := D(goF)oF~1. Puede comprobarse que FD)p@)=F«Dy. D = o

0x1
en un sistema de coordenadas x1,...,x, de U si y solo si F(D) = aiyl en el sistema de
coordenadas y; =x10F 7 1,...,y, =x,0 1 F de V.

Sigamos las notaciones del apartado anterior. Supongamos que D, # 0, por tanto
fi(p) # 0 para algin i. No hay pérdida de generalidad si suponemos que f1(p) # 0.
Sea V ={(y1,y2,...,yn) € R" tales que (y1,x1(p),y2,...,¥n) € U¢ x U} y consideremos la
composicion de morfismos

% & U.xU SAN
1,529 —  (y1,x1(p),y2,...,¥n)

A nivel tangente tenemos

a lx 9 a Tx

91 T ot T b 07 (0,x)

o Ix o 9 : 970 oy _ (0
3y; — o7 1>1 (Oxl- )(O,q) (Z] Ox; axj)q (dxi )q
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En conclusion, la matriz de (7 0i), en el punto (0, po,...,p,) es

fip) 0 ... 0
fop) 1 ... 0
fap) 0 ... 1

Luego 701 es un difeomorfismo de un entorno abierto V' de (0, pe,...,p,) con un en-
torno abierto U de p y tenemos

Vi = U
o0
Oy1 D
y en las coordenadas z1 = y10(t0i)7L,...,2, = ypo(t0i)"}, D = 6571_

5.5. Problemas

1. Prueba la primera ley de Kepler.

Solucion: Tenemos que probar que las 6rbitas de los planetas alrededor del Sol
son elipticas. Situemos la Sol en (0,0,0) € R3. Por la ley de gravitacién universal
de Newton, la trayectoria t — x(t) = (x1(t),x9(¢),x3(¢)) del planeta cumple la ecua-

cién diferencial x” ||_Il3 x, trayectoria que queda determinada por x(0) y x'(0).

Si A es una isometria lineal, entonces A(x)" = T A(x)HA(x) Podemos suponer que
x(0) = (a,0,0) y x'(0) = (b,¢,0) y por tanto x3(¢) = 0 para todo ¢, es decir, podemos
suponer que estamos en el plano (x3 = 0) y resolvamos la ecuacion diferencial. En
coordenadas polares (x1(%),x2(¢)) = p(¢)-(cosO(¢),senO(¢)). Si derivamos dos veces,
la ley de gravitacién universal se traducen en las ecuaciones?

1. p//_p0/2 _ =K
2. 2p'6" + p6" = 0.

De la segunda ecuacion obtenemos Tp % luego integrando —21n p+cte =In6’
ca

y por tanto, |0’ = — 3. Sustituyendo 6’ por 2 en la primera igualdad obtenemos
p

que p" = “Z§2 - p— Multiplicando por p’ e integrando obtenemos la ecuacién

-a K 2 .
p = \/ 5+ 25 +cte|con cte = 2—2+02—%. Las curvas integrales de un campo
P P

2Con condiciones iniciales (p(0),0(0)) = (a,0) y (0'(0),0'(0)) = (2, ).
3La velocidad angular del planeta es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia del
planeta al Sol.
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de vectores D son las mismas que las de f-D (pero con distinta parametrizacion).

2
Luego, multiplicando g—a, basta que resolvamos el sistema*

=1 = 6(s)=s

r_ 2 -1 K cte 1yv_ _ /-1 K cte
p=p" \/p2 +2a2czp 22 ™ (p) = \/p2 +2azczp 22
1 r— m — 1 . dg=s+D-=
Sea g(s) := 55, entonces ¢ q2+Bq+C, luego [ s dg=s+D
0+D. Integrando, obtenemos que arcsen(Ag+u) =0+D, luego Aq+u =sen(0+D),
luego
ai

p= as+asgsen(d+ay)

que son las ecuaciones de las hipérbolas, parabolas y elipses de foco el origen (el
Sol), escritas en coordenadas polares.

2. Circuito eléctrico: Calcula las intensidades de corriente en los diferentes tra-
mos del siguiente circuito

2Q A 1Q

10
AVAVAY

C
Iy
==_5V 5Q 5H =8V
I, I3y

AAAY . Y
30 B 2H D

AN
4Q

Solucion: De D a B la corriente es de intensidad I+ I3. De B a A la corriente es
de intensidad 11 +19+13. De A a C la corriente es de intensidad I9 + /3. La suma
de diferencia de potenciales en todo circuito cerrado es nula. Luego,

3I1+5(I1+Is+1I3)+2I7 = 5
201, +15) +5(I1 + 1o +13)+ 1Io+13)+5I, = 0
4[3—5II2+I3 = 8

I, = 1_15—_[3 Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones
! ro— 11, 11,5
712+2I3 = 2[2 2I3 2
-5, = -5I3+8

4Con condiciones iniciales (p(0),0(0)) = (a,0) y (0'(0),0'(0)) = (b/c, 1).
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que es equivalente al sistema

B - -3
[ SRR S
-1
Una solucion particular es Iy = - 0 . (85 = —81/35 . Deja-
I3 -7/4 -21/4 87/20 8/5

mos que el lector calcule la solucién general e imponga I2(0) =0, I3(0)=0.

. Modelo de desplazamiento de las plantas de un edificio por un terremo-

to: ° Consideremos un edificio de n plantas. Suponemos que la i-ésima planta
tiene masa m; y que las plantas sucesivas estan conectadas por un conector elas-
tico cuyo efecto se asemeja al de un muelle (los elementos estructurales de los
grandes edificios son de acero, que es un material muy elastico). Supongamos
que sucede un terremoto, que mueve el suelo segin la funcién f(#). Sigamos el
siguiente dibujo esquematico:

oy

—ki-(x;—x;-1) kiv1(xi1—%;)
Mi+1 Titg d
m; T; mm
Xi— X; X;
i Zis 1-1 i i+1

OoxX

Denotemos por x; la coordenada sobre el eje de las abscisas del centro de la
planta i-ésima. Por tanto, x¢(¢) = f(¢). El desplazamiento horizontal de la planta
i-ésima respecto de la i +1-ésima es x;.1—x;, por tanto la planta i +1-ésima “tira”
horizontalmente de la planta i-ésima con una fuerza k;1-(x;+1 —x;). Tenemos el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

mix] = —kixi+ka(xg—x1)+k1f(?)
maxy = —kalrz—x1)+k3(x3—x2)
mnx;{ = —kp-(xp—2xp-1)

Podemos escribirlo abreviadamente como MX"” = KX + F(¢), donde M y K son

5Tomado de [?].
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las matrices

o 0 —ki—ky ko 0 0 0 0
01 I ko —ko—ks kq 0 0 0
) .2 R 0 ks —k3—ky ky 0 0
0 0 Mn 0 0 0 0 k, -k,

y F(t)! = (k1f(t),0,...,0). Escribamos A = MK (que es una matriz simétrica
tridiagonal) y G(t) = (rlfl—llf(t),O, ...,0)!, entonces

X"=AX+G.

A =PAP7! donde P es la matriz cuyas columnas son los autovectores de A y
A es la matriz diagonal cuyos coeficientes de la diagonal son los autovalores de
A.Entonces, X" = PAP X +G, luego (P~1X)" = A(P~1X)+ P~ 1G. Si escribimos
Y =P !X, entonces Y = AY + PG que es mas facil de resolver y X = PY.

Resolvamos un caso sencillo n = 2, m; = 5000 kg, k; = 10000 kg/s® para todo i y
f(t) =c-sen(wt).

Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

xf = —4x1+2x9+2csen(wt)
Xy = 2x1—2x9
-4 2
Sea A = 9 _of entonces c4(x) = (x+3+ v5)(x+3— v/5) y los autovectores son

-1-v5
(-1-2\/5,1), (—15\/5,1). Sea P = (_13\/5 i) e Y =P~1X. Entonces,
2

CERCRRGE S

., . _ 2¢c _ c(1- \/5)
Una solucién particular es y; = NP sen(wt) e yo = N sen(wt).
Luego,
y1 = Ap-cos(V3+ V5 5-t)+puy-sen(vV3+ VBE-t)+ N 2203 75 sen(wt)
yo = Ag-cos(V3— V5-t)+pug-sen(V3- vV5-t)+ (Bl _ sen(wt)

VB(w2-3+/5)

Podemos suponer que X =0 para t =0, entonces Y =0, parat =0y 1; = A2 =0.
Podemos suponer también que X' = 0 para t = 0, entonces Y' = 0, para ¢ =0,
—2cw —cw(v5-1)

Vs —3-vHvarvs Y 12T w3+ VB V3 Ve

y obtenemos que uj = Por 1ltimo,

X =PY.
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Observemos que w? = 3+ v/5,3— v/5 son valores criticos. Cuando el opuesto de
algun valor propio de A esté muy préximo a w? el edificio corre grave riesgo de
derrumbamiento en un terremoto.

Calcula la curva que describe un perro que persigue a un conejo que se mueve
en linea recta, yendo ambos a velocidad constante.
Solucion: Suponemos la trayectoria del conejo es ¢ — (0,at) y la del perro ¢ —
(x(2), y(2)), con (x(0), y(0)) = (c,d) y v/x'2+y'%2 =b. Entonces,

—xb (ta—y)b
V2 +(ta—y)2’ V2 +(ta — y)? '

Anadamos la ecuacién, z' = 1, con 2(0) = 0 (es decir, z = ¢). Tenemos que calcular
las curvas integrales del campo de vectores

D= —xb 9, 4 ez b -0, +0y

y proyectarlas al plano xy. Consideremos el cambio coordenadas lineal x =x,y =
y,u =za—Yy, entonces

(', =(

D=—*0 5+ H0 5 LI
= . . a——————=)0,.
VaZiu?z o VaZtu? VaZiuZ o
Cuyas curvas integrales (no parametrizadas) coinciden con las de
_ Va2 1 u2
E= _x.ax+ay+(u_1).au
u ub
Consideremos el campo de vectores F = =X .0, + (- x2+” —1)-9,. Observemos

que uF es invariante por el grupo uniparametrlco de las homotecias (x,u) —
(e'x,e’u), que en coordenadas w = Inx, v = %, es igual 0,,. Como 05uF = 0, en-
tonces ufF = fl(v) 0y + fo(v) -0y = g1(v) - (0, + g2(v) - 0y). En estas coordenadas,
F = _1(6 -3 Vl+v 20,). Un campo de vectores incidente es dw + \/_dv que
es nulo sobre las trayectorias de F, es decir,

w =cte— f dv—cte——ln(v+\/ +1).
aVv1+uv2
Como w =Inx y despejando v, obtenemos que
A o 1 4 A . 1 a
U—Ex_F—z—x' = uZExI__—ﬂ 1+

Por tanto, la curva (en las coordenadas x,u),

t% (01(t),02(t) = (t+c, %(t T zi(t RS ERTN



5.5. Problemas 185

es la curva integral parametrizada de —*-F = 0, + 3"~ ”;ﬂ’zéu (que para ¢t = 0 pasa

por (c,—d)). Luego, si t — 7(¢) es la curvas integral parametrizada del campo de

vectores F', entonces o(t) = 7(f(¢)), donde f'(¢) = —Ualz(g) = %(t +¢)7%b — ﬁ(t + )b
y

1
2A
La curva integral de E en las coordenadas x,y,u es

tA
f() = f Z(s+e) Y- —(s+0)bds.
0o 2
s— (11(s),s +d,79(s)) = (01(F 1)), s +d,09(F 1(s)) = (F 1(s) + ¢, + d,Ta(s))

Alolargodeestacurvay=s+d=f(x—c)+d =[5 ° %(s+c)_“/b—i(s+c)"/bds =
fcx %(t)—a/b _ ﬁ(t)a/b dt.
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Capitulo 6

Variedades diferenciables

6.1. Variedades diferenciables

1. Definicion: Un espacio topoléogico X se dice que es una variedad diferenciable de
dimensién m si existe un recubrimiento por abiertos {U;};c; de X y homeomorfismos’
¢;: U; — V; (V; abierto de R™) de modo que los homeomorfismos

piop;t: gi(U;nU) — pjU;nU))

son aplicaciones diferenciables (entre abiertos de R™).

Si escribimos ¢;(p) = (p1,...,pm) se dice que las coordenadas de p € U; (obteni-
das por ¢;) son (pi,...,pm) ¥y con abuso de notacién se escribe p = (p1,...,pm). Si
peU;nU; ylas coordenadas de p (por ¢;) son (q1,...,q,), tenemos que (q1,...,qm) =
(¢pjo <pi_1)(p1, ...,pm). El lector, al pensar en la variedad X, debe identificar U; con V;.
Debe pensar que un espacio topolégico X es una variedad diferenciable si y solo si
localmente es “igual” a abiertos de R™.

2. Ejemplo: Los abiertos de R"” son variedades diferenciables.

3.Ejemplo: Veamos que la esfera unidad S? = x% +x§ +x§ =1 es una variedad diferen-
ciable de dimensién 2. Sea U l+ = {(a1,a9,a3) € S%: a; > 0}. Consideremos el homeomor-
fismo ¢7: U =V ={(x,y) € R2: x2 + y2 < 1}, (a1, a9, a3) — (as, as) y el homeomorfismo
¢g: Uy =V ={x,y) € R2: x2 + y2 < 1}, (a1, a2, a3) — (a1, a3). No aburrimos al lector
definiendo ¢35, U, y ¢; . El homeomorfismo

by o(d}) L ¢ (U nUS) — U nU; — o5 (U nUS)

es diferenciable, ya que (¢ 0((/>1")_1)(x,y) =5 (V1-22—y%x,y)=(1/1-x2-y2,y). El

lector, puede comprobar que {U;,U; ,¢},$7}; es un atlas de S2.

1Supondremos que I es un conjunto numerable. Diremos que {U;,®;};e7 es un atlas de X.

187
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Un abierto de una variedad diferenciable es variedad diferenciable: si {U;,¢;} es
un atlas de X, entonces {U NU;,$;juny,} es un atlas de U.

4. Definicion: Sea X una variedad diferenciable. Una aplicacién continua f: X — R
entre variedades diferenciales, se dice que es diferenciable si localmente lo es. Con
rigor y precision, f se dice que es diferenciable si las composiciones

o' fig,
Vi =U; il R
(ply"'ypn) — (fIU,O(,bl_l)(pla,pn)

son diferenciables.

Si f: X — R es diferenciable y U < X es un abierto, entonces f|i; es diferenciable.
Reciprocamente, dado un recubrimiento por abiertos {W;} de X, si fjw; son diferencia-
bles entonces f es diferenciable. Que una funcién sea diferenciable es un problema
local (en todo punto).

Las funciones diferenciables son continuas, porque lo son localmente. La suma
y producto de funciones diferenciables es diferenciable (como sabemos localmente) y
denotaremos ¢ °°(X) al anillo de todas las funciones diferenciables de X.

5. Ejemplo: Sea U = {(x,y,2z) € S?: z # 0}. La funcién f: U — R, f(x,y,2) = g es
diferenciable.

6. Definiciéon: Una aplicacién continua entre variedades diferenciables f: X — X’
se dice que es diferenciable si localmente lo es, es decir, si {U;,¢;} es un atlas de X y
{UJ’.,(,b;.} es un atlas de X', entonces las composiciones

¢iUin fHUD) - == ¢U)

L¢;1 [¢§

Uinf~1(U) ; o

son diferenciables. Diremos que f es un difeomorfismo si es biyectiva y la inversa es
diferenciable.

Resulta que f es diferenciable si y solo si para toda funcién diferenciable g: X' — R,
entonces gof: X — R es diferenciable, porque asi sucede localmente. La composicién
de aplicaciones diferenciables es diferenciable, porque basta verlo localmente.

Si {U;, ¢;} es un atlas de X, entonces ¢;: U; — ¢;(U;) es un difeomorfismo.

La aplicacién diferenciable f: X — X' induce el morfismo de R-dlgebras

5 €°X')—€°X), ff(g)=gof.

Si f es un difeomorfismo entonces f* es un isomorfismo de R-algebras.
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6.1.1. Funcion machacona

0, six<0.

La funcién f(x) = { es una funcién de clase € enRy f =0. La

e’ six>0
funcién, g(x) := f(x)- f(—x + 1), que es una funcién positiva no nula pues g(1/2) # 0,
cumple que g(x) = 0 para todo x ¢ (0,1). Sea M = [°0_g(x)-dx. Entonces, la funcién de
clase €,

[ g -dt

M

cumple que A(x) =0six <0, h(x)=1six=21y0<h(x)<1. Sea 0<a <b, es facil
construir una funcién A, ;(x), tal que Ay p(x) =0 si x € (=b,b), hgp(x) =1si x €(—a,a)

y 0<hgp(x) < 1. En efecto,

h(x):=

R(EL),  six=0

h“’b(x):{ h(ZED), six=0

Dado y € R?, la funcién
Hyo: R" =R, Hy(x):=heoe(llx—yII%),

cumple que H, (x) =0 six ¢ B(y,e), Hy (x)=1six€B(y,e/2) y 0= H, (x) < 1.

h(z
0.03 g(x)

flx) ‘ 1

h, (%)

b a a b

7. Definicion: Sea X una variedad diferenciable. Diremos que U c X es un abierto
coordenado si es difeomorfo a un abierto de R”.

Dado y € X, consideremos un entorno coordenado U de y,y sea V c R"” un abierto y
¢: U — V un difeomorfismo. Sea € > 0 tal que B(¢(y),e) €V y consideremos la funcién
Hpy)e: R* — R. Entonces, la funcion H € €°°(X) definida por

Hp)e(Ppw)), siuel.

Hw={ g Suew

cumple que 0 < H <1, H =1 en un entorno abierto de x y tiene soporte compacto
incluido en U.

8. Definicion: Diremos que una funcién i € €°(X) es una funciéon machacona en
x€X,si0<h<1,h=1en un entorno abierto de x y sop(k) es compacto.
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6.1.2. Diferenciales y derivaciones en un punto

9. Definicion: Sea m, c €°(X) el ideal de funciones que se anulan en a € X. Lla-
maremos médulo de diferenciales en a, al R-espacio vectorial ma/mi. Diremos que la
aplicacion

do: €°X) —mo/m?, dof :=f - f(a)

es la diferencial en a.

10. Observacion: Si f € €°°(X) se anula en un entorno V de a, entonces f € m}}, para
todo n. En efecto sea A € ¥°°(X) una funcién machacona en a con soporte incluido en
V. Entonces, f = (1-h)" - f € m]. Por tanto, si f y g son iguales en un entorno de «a,
entonces dyf =d,g.

11. Observacién: 1. Si U c X es un entorno abierto de a en X y my 4 es el ideal de
funciones de €¥°°(U) que se anulan en a, entonces el morfismo

2 2 ;T
me/my — mU,a/mU’a, f—rfiv

es un isomorfismo: el morfismo mu,a/sz, o= ma/mi, g— f, donde f € €°(X) es cual-
quier funcion que coincida con g en un entorno abierto de a, esta bien definido y es el
morfismo inverso buscado.

Con mayor generalidad, el morfismo €*°(X)/m] — ccf"o(U)/mZ,a, f— f|_U es un iso-
morfismo.

2. Consideremos R = €°°(X)/m, como €°°(X)-mddulo. Entonces,

Derg(€*(X),R) = Derg(¢*(X)/m2,R)) = Derg(€°(U)/m ,,R) = Derp(6°U),R).

Explicitamente, a D, € Derg(€*(X),R) le asignamos D, € Derg(€>°(U),R) definida
por D o(f) =D (F), donde F es cualquier funcién de X que coincida con f en un entorno
de a. Reciprocamente, a D, € Derg(€=(U),R) le asignamos D, € Derg(€*(X),R), de-
finida por Dy (f) = D4 (fiv).

12. Proposicion: La diferencial dy: €°°(X) — ma/mﬁ es una derivacion y tenemos el
isomorfismo R-lineal

(mg/m2)* <— Dergp(€*°(X),R)
w +—— wody,

Da(daf)3:Da(f)a f)a <~ Dg

Demostracién. Podemos suponer que X es un abierto coordenado. En este caso la pro-
posicion es consecuencia de 5.3.3.
O
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13. Notacion: Denotaremos 7,X = (ma/mi)* = Derg(¢*°(X),R) y diremos que es el
espacio tangente a X en a. Denotaremos 7, X = ma/ma)* y diremos que es el espacio
cotangente a X en a.

Dada una aplicacién diferenciable F': X — X', tenemos el morfismo inducido entre
los anillos de funciones diferenciables F*: €°(X') —» €>°(X), g — goF, que induce el
morfismo

* *
Fo:Tpq

X' = My o)/ Mgy = Ma/ml = ToX, dp@g— do(goF)
e induce el morfismo
Fig:ToX — TF(a)X/a Dg—DgyoF7,

que es el morfismo dual de F.
Sea U un entorno coordenado de a por las funciones fi,...,f,. Tenemos pues el
difeomorfismo F: U — f(U), F(p) =(f1(p),..., fn(p)). Por tanto, los isomorfismos

00 ~ 00 2 ~ 2
CE(W) = E=U) MF@/ M) = Ma/Mg T U = TrofU)
xi — fi dpwxi — dafi (L), — (L)p
Rty sx) — B(Fiyeeesfn) dp@h(x) — do(hoF) f’® ox; V¥ (@)

donde a(g;f a) = g—;‘i(F(a)). El lector puede comprobar que dado D, € T, X, tenemos

que Dy = ZiDa(fi)'(a%)a y

o(hoF
dathoF)=Y. (af- )

Si F: X — X' es una aplicacién diferenciable x1,...,x, es un sistema de coordena-
Xy, ...,% un si .
dasen a € X y x| !, es un sistema de coordenadas en F(a) € X'. Tenemos

(a)'dafi

7 o e T x Tr@X'
F@ — “a ¢ @

0(goF) ) 6(xjoF) )
dr8& — Li ox; dqaXi (6xi)“ — Zj 0%; (a)'(ax})F(a)

6.1.3. Coordenadas. Subvariedades diferenciables

14. Definicion: Sea X una variedad diferenciable. Diremos que fi,...,f, € €*°(X)
son un sistema de coordenadas en a € X, si existe un entorno abierto U de «, tal que
la aplicacion f: U — R", f(x) = (f1(x),..., fr(x)) cumple que f(U) es abierto de R" y f
es un difeomorfismo de U con f(U).

15. Proposicion: Las funciones f1,...,f € €°°(X) son un sistema de coordenadas en
aeX siysolosidyfi,...,dafn es una base de ma/mi.
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Demostracién. =) El difeomorfismo f: U — f(U), f(x) = (f1(x),..., [»(x)) induce el iso-
morfismo

2 2
f; . mf(a)/mf(a) - ma/ma.

Por la proposicién 5.3.2, d £(q)X1,...,d f(a)Xn €s una base de mf(a)/m}%(a). Por tanto,

falrx1=daf1,---s[adf@%n =dafn

es una base de m,/m2.
<) La aplicacién diferenciable f: X — R"*, f(x) = (f1(x),...,f»(x)) induce el morfis-
mo

2 2
fa* . mf(a)/mf(a) - ma/ma,

que es isomorfismo, porque aplica la base dfq)*1,...,d @)%, en la base dof1,...,dafn.
Sea U un abierto coordenado de a, por un difeomorfismo ¢: U — ¢p(U) c R"™. Tenemos
que (f oc/)‘l)(’;( @ MF@/Mpe2) = m¢(a)/m(2/)(a) es un isomorfismo. Por el teorema de la

funcién inversa f o ¢! es un difeomorfismo de un entorno de ¢(a) con un entorno de
f(a). Por tanto, f es un difeomorfismo de un entorno de a con un entorno de f(a). 0O

16. Definicion: Diremos que un subespacio Y ¢ X de una variedad diferenciable, es
una subvariedad diferenciable (de codimensién r) si para cada y € Y existe un entorno
U, de y, coordenado por unas funciones f7,...,f, de modo que Y NnU, ={p e U,: f1(p) =
= fr(p)=0}.

17. Equivalentemente, un subespacio Y < X de una variedad diferenciable, es una
subvariedad diferenciable (de codimension r) si y solo si para cada y € Y existen r-
funciones f1,...,f, y un entorno U, de y, de modo que d,f1,...,d, [, son linealmente
independientesy Y nU, ={peU,: fi(p)=---=f,(p) =0}

18. Ejemplo: La esfera S2 = {(x,y,z) € R?: x2 + y2 + z2 = 1} es una subvariedad dife-
renciable de R3.

19. Proposicion: Las subvariedades diferenciables son variedades diferenciables.

Demostracion. Sigamos notaciones previas. Y NnU, esta coordenado por las funciones
fr1,...,fn (restringidas a Y nU,): Consideremos el difeomorfismo

F=(f1.sf): Uy— fU,) <R

Dado un subconjunto V < R”, denotemos [V1,_, := {y € R*": (0,-*-,0,y) € V}. Tene-
mos el homeomorfismo Y NnU, — [f(U,)]l,-r), x = (fr+1(x),..., fn(x)). Dado otro punto
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¥ €Y, un entorno U, coordenado por funciones g1,...,g, de modo que Y nU, ={x €

Uy: gi(x)="---=g,(x) =0}, tenemos el diagrama conmutativo
ft g
f,nU,) UynUy gU,nU,)
[f(Uy N Uy’)]n—r _ Y N Uy N Uy/ _ [g(Uy N Uy’)]n—r
(0,x) (0,(go £ 1)4100,,%),...,(g 0 £ 1)u(0,x))
XF———mm—————— = > ((gof1rs100,,2),...,(g 0 fF71),(0,x))

que muestra que la composicién de los morfismos horizontales inferiores es un difeo-
morfismo porque lo es gof L. |

. . .. i . . . .
Obviamente, el morfismo de inclusiéon Y — X es diferenciable. E1 morfismo induci-
do
.k 2 2
A mx,y/mX’y — my,y/my,y, dyh—dyhyy

es epiyectivo y su nucleo es (d,f1,...,d, ). Es decir,
dyhiy =0 siysolosi dyhe{dyfi,...,dyfr).
Tenemos que T)Y =T ;X/(dyf1,...,dyf;). Dualmente,
T,Y ={Dy,eT,X:D,(f1)=-=D,(f;)=0}.

20. Multiplicadores de Lagrange. Maximos condicionados Dada h € €*°(X), si
y €Y cumple que existe un entorno de U de y de modo que A(y) = max{h(y');Vy' €
Y nU} entonces esto es equivalente a decir que Ay alcanza un maximo local en y,
luego d,hy =0, luego d,h € (dyf1,...,dyfr).

Supongamos que x1,...,X, €s un sistema de coordenadas de X en y. Reordenando
las coordenadas si es preciso, podemos suponer que fi,...,[ r, fr+1 = Xr+1,.+-»[n := Xn
es también un sistema de coordenadas en y. Entonces, f;+1,...,fn (restringidas a Y)
es un sistema de coordenadas de Y en y. Si d,hy =0y la matriz
0%hy 0%h

traiofs = Gfra,
0

es definida negativa, entonces y es un méaximo local de /|y . Tenemos que calcular 3 -
Consideremos el morfismo Id: X — X y las coordenadas {x1,...,x,} en X y {f1,...,[n}
en X. Tenemos que

(

Id*:(A B)’ of; ofi

0 1d A :(aj)i,jsr, B =(aj)i5r,j>r
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A"l -A'B
Entonces, Id;1 = ( 0 Id ) y tendremos que
0 0 i
O0fr+1 Ox1 Oxr+1
=—(A71B)Y | ¢ [+]| :
0 Rl e
Ofn 0x, 0xy,

6.1.4. Particiones de la unidad

21. Teorema : Sea X una variedad diferenciable y K ¢ X un compacto. Existe [ €
€°(X), tal que filx =1, 0= f <1y sop(f) es compacto.

Demostracion. Para cada y € K consideremos una funcién machacona en y, H, . Por
ser K compacto, existe un nimero finito de puntos yi,...,y, € K de modo que K c
UifxeX: H, (x)=1}. H=1en K y es de soporte compacto.
La funcién, f = ho H (donde A es la funcién que aparece en 6.1.1) cumple las con-
diciones requeridas.
O

22. Proposicion: Sea X una variedad diferenciable, K — X un compactoy {U1,...,Upn}
abiertos de X tales que K c U;U;. Existen funciones ¢1,...,¢n, € €°(X), tales que

1. 0=<¢;=<1ysop(¢;)cU,.

2. Para todo x€ K, Y ; pi(x)=1.

Demostracion. Cada x € K pertenece a un abierto Uy (1 < o(x) < m) y existe una
funcién machacona en x, h, , cuyo soporte (compacto) estd incluido en U, (). Existen
x1,...,%- € K tales que K c Ujfx € X: hy(x) =1}. Sea U = U;fx € X: hy,(x) >0l y f €
€>°WU), tal que fix =1,0=<f <1y sop(f) es compacto. Entonces, las funciones

(Z) (%)
olxy)=t .
¢; = f(x)'Zjh—xj(x)’ sixeU.
0, six¢U.
son las funciones requeridas. |

23. Definicion: Sea X una variedad diferenciable y {U;} es un recubrimiento por
abiertos de X. Diremos que una familia de funciones {¢; : X — R} de clase €°° es una
particién de la unidad subordinada al recubrimiento {U;} si cumplen

1. 0<¢; y sop(¢p;) cU;.
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2. Para cada x € X, existe un entorno abierto W de x, tal que W nsop(¢;) # @ solo
para un numero finito de ¢;.

3. Paratodoxe X, ) ; ¢;(x)=1.

24. Lema: Sea X una variedad diferenciable. Existen compactos {K,, € X}yen tales

que Ky €K1y X = UK.

Demostracion. X = U,,enUy,, donde cada U, es un abierto homeomorfo a un abierto
de R”. Identifiquemos U,, con dicho abierto de R". Sea K, = {x € U,,: d(x,0U) = % y
d(x,0) < r}. Observemos que K,,, es compacto porque es cerrado y acotado, que K,

Kni+1)y que U2 Kyr = Up,. Sea {K, := U7_, K;;} es la familia de compactos requerida.
O

25. Teorema: Todo recubrimiento {U;} de X por abiertos admite una particion de la
unidad subordinada al recubrimiento.

Demostracion. Sea {K,,}men una familia de compactos de X, tal que K,, c K;;,41 ¥y

u>_Km = X. Sea C, = K, —K,_1 que es compacto, porque es un cerrado de K, y
u,C,=X.SeaV,=K,.1—-K,_1, que es abierto, C, <V, y V,nV, = @, para todo s #
r+1,r,r—1.

Para cada compacto C, c V,, existen un ntimero finito de funciones (/)’r ;€ EX°(V,)?,

tales que
1. 0< (/)’r,i <ly sop((/)’r’i)c U;nV,.
2. ParatodoxeC,,Y; ¢ .(x)=1.
T

Zs,k (P;’k
requerida. O

Entonces, la familia de funciones ¢; := € €°°(X) es la particién de la unidad

6.1.5. Teorema de inmersion de Whitney

26. Definicién: Sea ¢: Y — X una aplicacién diferenciable entre dos variedades. Se
dice que ¢ es una inmersion local en y € Y si la aplicacion lineal tangente en y es
inyectiva.

2Extendidas por cero fuera de V, podemos suponer que gb’r ; EETXD).
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Obviamente ¢ es una inmersion local en y si y solo si la aplicacién lineal cotangente
*. 2 2 R :
P*: m(/,(y)/m(p(y) — my/my es epiyectiva. En este caso, si dy(y)x1,...,d¢y)%n €s una base

2
o(y)’
una base de my/mg. Sea V un entorno abierto de y en el que y; =x10¢,...,y, =x,0¢

sean un sistema de coordenadas. Por tanto, para j >r, x;0¢ = fi(x10¢,...,x, 0 ),
para ciertas funciones diferenciables f;. Las funciones z1 = x1,...,2, =%, 2711 = Xp41—
fre1(x1,...,%0),...,2n =X — fn(x1,...,%,) son un sistema de coordenadas en un entorno
U de ¢(y). Reduciendo V si es preciso para que ¢p(V)c U, tenemos

de mg(y)/m reordenando la base, podemos suponer que d,(x1°¢),...,d(x, o) es

(p: V; {xly"-,xr} - U, {Z]_,...,Zn}
p=P1,...,pr) — ¢(pP)=(p1,...,pr,0,...,0)

Reciprocamente, si existen sistemas de coordenadas en los que ¢ se expresa de este
modo entonces ¢ es una inmersién local.

27. Definiciéon: Sea ¢: Y — X una aplicacién diferenciable entre dos variedades. Se
dice que ¢ es una inmersion si ¢ es inyectiva e inmersién local an cada punto.

A pesar del nombre, puede ocurrir que la imagen de Y no se identifica con una
subvariedad de X, como sucede con el “ocho” en el plano, parametrizado convenien-
temente. Ahora bien, si ademéas ¢: Y — ¢(Y) es un homeomorfismo entonces ¢(Y) es
una subvariedad diferenciable de X y ademas ¢: Y — ¢(Y) es un difeomorfismo.

28. Observacion: Si Y es compacta, entonces ¢p: Y — ¢(Y) es un homeomorfismo, y,
por tanto, ¢(Y) es una subvariedad de X.

Sea X una variedad diferenciable compacta. Queremos encontrar una inmersion

é=f1,.... m): X - R",
de modo que tendremos identificada la variedad X con una subvariedad de R™.

29. Proposicion: Sea ¢ =(f1,...,[fm): X — R™ una aplicacion diferenciable. Entonces,
¢ es una inmersion si y solo si las funciones f1,...,[n separan puntos de X y separan
vectores tangentes de X.

(Separan puntos si, para cualesquiera x,x' € X entonces fi(x) = fi(x') para todo i,
si y solo si x = x'. Separan vectores tangentes si, para todo punto x € X y todo par
de vectores tangentes D,,D' € T, X se cumple que si d,fi(D,) = d,fi(D%), para todo i,
entonces D, = D)).

Demostracion. Que separe puntos equivale a que ¢ sea inyectiva. Que separe vectores
tangentes equivale a que la aplicacion lineal tangente sea inyectiva en todo punto. 0O

30. Teorema de inmersion en el caso compacto: Toda variedad diferenciable com-
pacta es difeomorfa a una subvariedad diferenciable de algiin R™.
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Demostracién. Buscamos funciones f1,...,f» que separen puntos y separen vectores
tangentes.

Sea Uq,...,U, un recubrimiento finito por abiertos coordenados de X y {u;1,...,uin}
el sistema de coordenadas en U;. Sea {f1,...,fr} € ¥°°(X) una particion de la unidad
subordinada al recubrimiento (sop f; cU;, Y ; fi = 1). Consideremos ahora la siguiente
coleccién de funciones {f;,f; - uz}i z, todas definidas en X, si extendemos f; - u;. por
cero fuera del abierto U;.

Comprobemos que esta coleccion separa puntos y vectores tangentes, y con ello
habremos acabado la demostracion.

Separan puntos: dados dos puntos x,x’ € X, para algun j se cumple f;(x) # 0. Si
0 # f;(x) = fj(x') entonces x,x’ € U;. Ahora ya, si fj(x)-u jr(x) = fj(x') - u jz(x") para todo
k, entonces u j,(x) =ujp(x) y x =x'.

Separan vectores tangentes: Dados dos vectores tangentes D,,D’ € T, X, existe
i tal que fi(x) #0. Si d,fi(Dy) = d.fi(D)) y d(fi-uir)Dy) = do(fi-uix)D)) para to-
do %, entonces fi(x)d u;ir(Dy) = fi(x)dsuir(D)) para todo k. Por tanto, d,u;z(D,) =
dyuir(D)) paratodo ky D, =D..

O

6.2. El anillo €°°(X)

6.2.1. Completitud

Si (X,d) es un espacio métrico y d’ = min{1,d}, entonces la topologia definida por
d es la misma que la definida por d’, y d’ < 1.

Sean ahora dos distancias d1,d2 en X y consideremos en X la topologia menos fina
que contenga a las topologias definidas por di y do, que es justamente la topologia
definida por di + ds. Como la topologia definida por una distancia d es la misma que
la definida por A-d, A > 0, entonces la topologia definida por d; + dg es la misma que
la definida por A -dq+ Ag2-dg, 11,42 > 0.

Sea ahora un conjunto numerable {d;};cn de distancias en X. La topologia menos
fina que contiene a las topologias definidas por todos los d; coincide con la topologia
definida por la distancia d :=}; % -min{1,d;}.

Sea X una variedad diferenciable y {K;};en compactos incluidos en abiertos coor-

denados U; de X tales que U;K; = X. Sea {x1,...,x,} un sistema de coordenadas de U;.
Consideremos la pseudodistancia en €*(X)

dj,: 6" X)x 6" (X) — R, d,(f,8) = max{D(f — )|, lal s k,x € K},

lal . .
donde D% = a“law ylal=ai+--+ap. Si{yi,...,yn} es otro sistema de coordenadas
ol

en U; y denotamos c_lﬁi s G (X)) x€F(X) - R, C_Zf{i(f,g) :=max{|Df —g)x)|, la| <k,x€
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K;}, donde D% = aalala(;an entonces existen 0 < A < u tales que /1-53’;;., < d% < ,u-c_lf{, Por
Y1 “Oyn 1 2 i

tanto, ambas pseudométricas definen la misma topologia.

Consideremos en €*(X) la topologia menos fina que contiene a las topologias defi-
nidas por las (pseudo)distancias dﬁi, para todo compacto K;. Esta topologia es igual a
la topologia definida por la distancia

1
¥ =y o -min{1,d} }

i

Si en €°(X) consideramos la topologia menos fina que contiene a las topologias
definidas por las distancias df’{, , para todo compacto K; y k£ € N, entonces esta topologia
coincide con la topologia definida por

1 .
dz;Edl

Expresemos de modo mas simple la topologia. Una base de entornos abiertos de la
funcién 0 € €*(X) (con k < 00), son las intersecciones de un nimero finito de “bolas”

B(K;,a,¢):={f € €*X): ID*f(x)| <¢, VxeK;}

variando el compacto K;, € = % y @ (con |a| < k+1). Una base de entornos de f € €k (X)
son las intersecciones de un numero finito de bolas B(f,K;,a,¢) = {g € €*(X): g -
f € B(K;,a,¢e)}. Una sucesion de funciones {f,} sera de Cauchy si y solo si para cada
B(K;,a,c) existe n tal que [, — fn € B(K;,a,¢c) para todo m = n. Luego, {f,} es una
sucesién de Cauchy si y solo si {(D%f,)k;} es de Cauchy, para cada K; y a (con |a| <
k +1). Una sucesién de funciones {f,} converge a f siy solo si {(D*f,)k,} converge
uniformemente a (D*f)k,, para cada K; y a (con |a| <k +1).

1. Teorema: €*(X) es un espacio métrico completo para toda 0 <k < oco.

Demostracion. Sea {f,;}men una sucesion de Cauchy.
Supongamos k = 0. Para cada compacto K;, la sucesién {f, x} es de Cauchy. Por el
teorema 2.3.59, converge a la funcién fx,, donde fx,(x) := lim fy,(x), para cada x € K.
m—0o0

Por tanto, la sucesion {f;,} converge a la funcion f, donde f(x):= Wlll’m fm(x).
—00

Supongamos & > 0. Para todo a con |a| < K;, {D%fn}men €8 una sucesiéon de fun-
ciones continuas de Cauchy. Sean f% € €%X) el limite de la sucesién {D%f}men.
Basta probar que D*f° existe y coincide con f® para todo a, con |a| <k. Si a =
(B1,...,B;+1,...,B,), basta probar que ngf = f*. Es un problema local, podemos res-
tringirnos a un abierto de cierre compacto. Estamos en las condiciones de 3.6.22 y
hemos terminado.

O
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6.2.2. Localizacion

2. Teorema: Sea X una variedad diferenciable y U € X un abierto. El morfismo
00 00 f -1
G Xy~ GO, L o8

es un isomorfismo, donde €*°(X)y := €*°(X)s, y S es el conjunto de las funciones de X
que no se anulan en ningtn punto de U.

Demostracion. Sean {B;};cn (difeomorfos a) bolas cerradas incluidas en U tales que
U =u;B;. Sean ¢; € €°°(X) positivas en B; y nulas sobre X — B; Dada f € €*°(U) sea

My =max{dy (f¢r,0), Vi<k} y pp=méax{d} (¢r,0), Vis<k)

Las series
21 fo Q1 ¢

son funciones diferenciables, por el teorema anterior. Es evidente que f = g/h.
O

3. Observacion: La funcion A construida en la primera parte de la demostracion es
positiva sobre U y nula en el complementario. Por tanto, todo cerrado de una variedad
son los ceros de una funcion diferenciable.

Igualmente se puede probar que €*(U) = €*(X)y.

4. Definicion: Sea X una variedad diferenciable y x € X. Dadas f,g € €*°(X) que
f ~ g si existe un entorno abierto U de x, tal que fjy = gjy. Llamaremos anillo de
gérmenes de funciones diferenciales en x a €°(X) = €°(X)/ ~ y a la clase de f €
€°(X) en €;°(X) la denotaremos por [f]; y diremos que es el gérmen de f en x.?

Si I € €°°(X) es el ideal de las funciones que se anulan en algun entorno de «x,
entonces €°(X)/I = €X(X), f — [f],; es un isomorfismo. Observemos que [f1, = [g],
siy solo si existe una funcién machacona s en x tal que f-h =g-h. Si U es un entorno
abierto de x entonces morfismo €.°(X) — €.°(U), [f]c — [ful: es un isomorfismo (si
h € €°°(X) es una funciéon machacona en x con soporte incluido en U, el morfismo obvio
€ °(U) — €°(X), [f1x — [h-flx es el morfismo inverso).

5. Proposicion: Sea X una variedad diferenciable, x € X y m, el ideal de las funciones
que se anulan en x. El morfismo

G (X) — € X)gox)-mys [[le— é

es un isomorfismo.

3La suma y producto de gérmenes de funciones se define del modo obvio.
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6.2.3. Restricecion a un cerrado

6. Definicion: Sea X una variedad diferenciable y Y € X un cerrado. Se dice que una
funcién f: Y — R es diferenciable si para cada y € Y existe un entorno abierto U € X
de y y una funcién F € €*°(U) de modo que Fyny = fiynu-

7. Proposicion: Toda funcion diferenciable sobre un subespacio cerrado Y € X es la
restriccion a dicho cerrado de una funcion diferenciable de X. Es decir,

E€°(Y)=6"X)I

donde €°(Y) es el anillo de funciones diferenciables de Y e I es el ideal de las funciones
diferenciables de X que se anulanenY.

Demostracion. Sea f:Y — R una funcién diferenciable. Existen abiertos {U;} y funcio-
nes f; € €°(U;) de modo que {U; NY} recubren Y y fijy,ny = filu,ny-

Sea {¢p;} una particion de la unidad subordinada al recubrimiento {U;} de U = u,;U;.
Recordemos que sop(¢;) < U;. Prolongando por O el producto ¢; f; en el complementario
de U;, se obtiene una funcion diferenciable ¢; € €°°(X) y la familia de soportes de tales
funciones es localmente finita. Luego, la suma F =} ;¢; es una funcién diferenciable
en X. La restriccion de F aY es f, pues dado yeY

Fy) =Y 0i =3 inNfy)=f.

8. Proposicion: Dados dos cerrados disjuntos Y1 e Yo de una variedad diferenciable,
existe f € €°(X) tal que 0=<f <1, fiyy=1y fiv, =0.

Demostracion. Los abiertos Uy =X —Y; ey Ug = X — Y9 recubren X. Existen ¢1 y ¢o,
no negativas, tales que sop(¢1) c U1 y sop(¢p2) c Us y 1+ ¢p2 = 1. La funcién f = ¢po
cumple lo requerido. |

6.2.4. SpecprE>(X)

Denotamos por Specp €°°(X) al conjunto de los ideales m ¢ €°(X) tales que el
morfismo R — €*°(X)/m, 1 — A es un isomorfismo. Dado x € X, el morfismo

CPX)—R, f—fx)

es epiyectivo y el nucleo es el ideal m, de todas las funciones que se anulan en x, y se
cumple que €*°(X)/m, = R. Consideremos en Specyp ¥°°(X) la topologia de Zariski: Los
cerrados de Specy €°°(X) son los conjuntos
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(I)g = {me Specg €°(X): I cm},

donde I es cualquier ideal de 6°°(X). Observemos que N;(I;)o = (}>; I;)9, donde Y ; I;
es ideal de aquellas funciones que son suma (finita) de funciones de U;I;. Ademas,
o u(J)g =UnNeJ): Comprobemos solo que (I NeJ)g < (I)gU(J)g. Sea me (I Nnef)y, si
m¢ (I y mé(J)y, entonces existen f € I y g € J que no pertenecen a m. Entonces,
f-g¢m(porque fg=F-g#0€€°X)/m). Pero, fg € Ind yllegamos a contradiccién.

9. Teorema: El morfismo i: X — Specy €*°(X), i(x) = m, es un homeomorfismo.

Demostracion. El morfismo i es claramente inyectivo. X es unién de compactos K,

tales que K, cK,41. Sea f, € €¢°(X) talque 0<f,, <1, frx, =0y f X 1. La
niA—RKnp+1

funcién f =Y, f, cumple que f~1(r) es compacto para todo r € R.

Sea m c €*°(X) un ideal tal que R = €°°(X)/m. Existe A € R tal que f = A, luego
f-Aem. K={yeX: f(y)-A=0}=f"1(1) es un compacto. Supongamos para cada
y € K existe una funcién g, € m tal que g,(y) # 0. Entonces, g, no se anula en un
entorno de U, de y. Existe un nimero finito de puntos y1,...,y, € K tales que K c
U;U,,. Entonces, la funcién g = (f - A2 +Y; gii es positiva en X, luego es invertible,

g leb®X)yl=g-g1=g g1 =0yhemos llegado a contradiccién. Por tanto, existe
x € K tal que m < m,, luego m = m,. Luego i es epiyectivo.
Dado un cerrado (I)g c Specy €°°(X), se tiene que

i M (D) ={xeX: Tcm}=nperfxeX: f(x)=0}

que es un cerrado, luego i es continua. Dado un cerrado C c X, sea f € €°°(X) que se
anule exactamente en C. Entonces, i 1((f)y) = C, luego i(C) = (f)o y el morfismo i es
un homeomorfismo.

O

6.2.5. Teorema de Borel sobre los desarrollos de Taylor

Veamos ahora que el morfismo €*°(R") — R[[x1,...,x,]] que asigna a cada funcién
diferenciable su desarrollo de Taylor infinito, en un punto a € R" cualquiera, es epi-
yectivo (sorprendentemente a primera vista).

10. Lema: Sea f € €™(R"), tal que D*(f)(0) =0, para todo a, con |a| <m. Dado € >0
existe g € €°(R"), que se anula en un entorno abierto de 0 tal que

If —gllm<e

con ||f — gllm :=sup{|D*(f — g)a)l, a eR", |a] = m}.
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Demostracion. Sea n(x) € €°(R"), tal que n(x) =0, si ||x|| <1/2 y n(x) =1 si [|x]| = 1.
Para 6 > 0, definamos

g5(x) = n(%) F )

Claramente g5 € €™ (R") y se anula en un entorno abierto de 0. Calculemos ||f —gs!|m.
Tenemos que f — g5 =f -(1-n(x/0)) que es nula para ||x|| > 6 y |[n(x)||;n < oo. Obser-
vemos que por las hipétesis lim,_oD*f(x)/||x||™ ! = 0, luego

ID(f —gs)l = IDYf - A —nx/&)+ ). (a)-Dﬁf~5“'“"'ﬁ')-D“—ﬁn(x/anse
0<f<a

para todo x, cuando 6 es pequeilo. En conclusion, ||f — g5llm <€, para  pequeiio.

11. Teorema de Borel: El morfismo
E>(R") — Rl[x1,...,x,]1]

que asigna a cada funcién diferenciable su desarrollo de Taylor infinito en 0 € R" es
epiyectivo.

Demostracion. Sea Y ,cqox® € R[[x1,...,x,1]. Sea T, = ¥ |g=m+1€aX® ¥ &m € €°(R") tal
que se anule en un entorno abierto de 0 y tal que ||T), — gm!lm < 1/2™.

Entonces [ =co+ X, (T — &m) € €°(R") y el desarrollo de Taylor de f en el 0 es
Y acCax®. O

6.3. Modulo de derivaciones

Sea X una variedad diferenciable. Dada f € €°°(X) tenemos su restriccién fiiy a
cada abierto U < X. Si {U;} es un recubrimiento de X por abiertos y tenemos g; €
€¢>°(U;) tales que gilv,nU; = 8ju;nu; entonces existe una unica g € €°°(X) tal que
g|U; = &i, para todo i. Veamos que lo mismo sucede las derivaciones.

1. Denotamos Dery = Derr(€*°(X),¢°°(X)). Dada una derivacion D € Derx y f €
¢°°(X) nula en un abierto U c X, entonces D f también es nula U: dado a € U, sabe-
mos que f € m2, luego D(f) € my y D(f)(a) = 0. Por tanto, si f = g en un entorno de «
entonces D(f)=D(g) en ese entorno.

Consideremos el morfismo natural

Dery — Dery, D— Dy

donde (D\yf)a) := D(F)(), siendo F' € €°°(X) cualquier funcién que es igual a f €
¢°°(U) en un entorno abierto de a. Se cumplen las siguientes propiedades:
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1. D\x =D y si V es un abierto incluido en U, entonces (Di7);y =D)v.

2. Si {U;} es un recubrimiento por abiertos de X y Dy, = 0 para todo i entonces
D =0, pues (Df)y, =Dy, filu, =0, para todo i, luego Df =0y D = 0. Por tanto,
D =D'siy solo si Dy, = Dy, para todo i.

3. Por otra parte, si tenemos para cada i, una derivacién D; € Dery, de modo que
(Di)lUmUj = (DJ-)|UmUj, para todo i,j, entonces podemos definir una D € Dery,
tal que Dy, = D;, para todo i: D(f) se define como la funcién que cumple que
Dy, =D;fu,.

Las propiedades 1., 2. y 3. se expresan diciendo que Dery es un haz.

Sea U c X un abiertoy f € €°°(X) tal que sop(f) cU. Dada h € €°°(U), denotamos
por f-h la funcion de X definida por (f-h)(x) = f(x)-h(x) six e U y (f-h)x) =0
si x ¢ U. Dada D € Dery, denotamos por f-D la derivacion de €°°(X) definida por
(f-D)h)=f-D(hy). SiUy,...,U, es un recubrimiento de X por abiertosy ¢1,...,¢, es
una particién de la unidad subordinada a este recubrimiento, entonces D =}, ¢p;-D|y,.

2. Proposicion: Dery es un €°°(X)-mddulo finito generado proyectivo.

Demostracién. Existe un nimero finito de abiertos coordenados Uj,...,U,, que recu-
bren la variedad diferenciable X (se demostrara méas adelante). Sea ¢q,...,¢,, una
particion de la unidad subordinada al recubrimiento. Sea h; = $i Dery, es un

VZi b2

¢>°(U;)-médulo libre, y sea {D;;} una base. Consideremos el morfismo

n: @ ; €C(X)— Dery, ﬂ((fij)):Zhi' ijDij
L,J

El morfismo s: Derxy — &; ;6°(X), s(D) = (h;f;;), donde Dy, =¥, fi;D;j, es una sec-
cién de 7. O

3. Proposicion: Se cumple que

Dery ®<goo(X)M = Homcgoo(X)(Der},M)
Dem — (Deom)donde (Deom)w):=wD) m

Demostracién. Es consecuencia de que Dery es un médulo proyectivo finito generado.
O

4. Notacion: Sea X una variedad diferenciable y U < X un abierto. dado un €*°(X)-
moédulo M, denotaremos My = M ®¢oox) €°(U). Dado i: M — My, i(m) :=m®1, de-
notaremos m® 1 =my.



204 Variedades diferenciables

Si N es un €°°(U)-médulo, entonces es un ¢°°(X)-médulo y el morfismo N — Ny,
n— ne®1 es un isomorfismo (observemos que n®§ = g-n®§ = g-n®§ = g-n®1 y que
Ny — N, n®h— hn es el morfismo inverso).

5. Toda derivaciéon D : 6°°(X) — M induce la derivacion
o fi_1
Dy:€¢™U)— My, D|U(§) = 2 (gD(f)-fD(g)y.

Toda derivacién Dy : €°°(U) — N, induce la derivacion Dy oi: €°°(X) — N, es decir,
Dy oi)f)=Dy(fiv).

6. Proposicion: Sea N un €°°(U)-médulo. El morfismo natural
Derg(6¢*°(U),N) — Derg(¢*°(X),N), Dy — Dy oi
es un isomorfismo.

Demostracion. El morfismo inverso es la asignaciéon D — D .

7. Sea f € €°(X) con sop(f)c U, el morfismo f-: My - M, m®h — (f-h)-m es un
morfismo de €°°(X)-médulos. Dado Dy € Derg(€°°(U), M), denotaremos la composi-

cién €°(X) — €°U) %Y My L2 M por f-Dy. Explicitamente, (f-Dyy)(g) = f -Dulgiv)-

8. Lema: Si M un €°°(X)-mddulo tal que Nulx(M) = Nyex nenmy - M = 0, entonces
Nuly(My)=0

f

Demostracién. Observemos primero que si m®~ 2 L

,m ry. & EMU entonces me g +m ®f'
(fg'm+f'gm)e L, g ;, luego todo elemento de My es de la forma m ® ;

Dado x € U, tenemos que

My ® chO(U)/mz,x =M ®poo(X) cgoo([]) R () chO(U)/mzyx =M ®po(X) %W(U)/mg,x
=M ®go(X) chO(X)/m;l

Por tanto, sim® f e my; My, entonces m ® ? =0en MU®C€°°(U)/mU ,luegom®1=0
ym=0en M®<goo(X)<€ (X)/m es decir, m e m} M. Sea h € €*°(X) que no se anule en
ningun punto de U y h € my, para todo y € X —U y todo n > 0. Si m ®1 F€ Nuly (M),
entonces hm € Nul(M) = {0}, luego A -(m ® f)—hm® 7 =0ym®1 7 =0.

O
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9. Proposicion: Sea M un €¢°°(X)-modulo tal que Nul(M) = 0. Entonces, el morfismo
natural

Derg ®gooyM — Derg(€%(X), M),

es un isomorfismo.

Dem — (D®m), donde (Dem)(f):=D(f)-m

Demostracién. Sea U c X un abierto D € Dery, me M, D' € Dery ®M y f € €°°(X) con
sop(f)cU. Entonces, (Dem)y =Dy emy)y (f-D)=f-(D").

Si U es un abierto coordenado, entonces el morfismo

Dety @geoyM = Dery ®goounMy "2 Derg(€°(U), My), D @m — (D @ m)
es isomorfismo. Denotemos el morfismo inverso con corchetes D — [D].

Sea un numero finito de abiertos coordenados Uj,...,U,, que recubren la variedad

diferenciable X y ¢1,...,¢,, una particion de la unidad subordinada al recubrimiento.
El morfismo s: Derr(€¢°°(X), M) — Dery ®¢oox)M, s(D) := Y ; ¢; -[D|y,], es el mor-
fismo inverso del dado:

Dem—Dem)—Y;p;-[(Dem)y)l=Y;¢; [(Dy,emuy)l=Y;¢;i-Dy;em=Dem
D—3i¢i-Dyl—X;¢i-[DyD=2;¢i-([Dy,D=2;¢i-Dyy, =D

10. Corolario: Sea M un €*°(X)-mddulo tal que Nul(M) = 0. Entonces, el morfismo
Derr(€¢°(X), M)y — Derg(€*°(U),My), D ® h— h-Dy es un isomorfismo. En particu-
lar,

(Dery)y = Dery.

Demostracion. Derg(€°(X), M)y *2° Derg(€®(X), M) *2° Derg(€>(U), My).

11. Corolario: Sea M un €°°(X)-mdédulo tal que Nul(M) = 0. Entonces, el morfismo

Derg(€¢™(X), M)/m? Derg(€*°(X), M) — Derr(€*°(X),M/m;M), D — noD

es un isomorfismo, donde n: M — M/m} M es el morfismo de paso al cociente..
Demostracion. En efecto,

Derp(€°(X), M) ®eoxr) (X )M 2 Dety ®cgooxyM egoo(xry €°(X )™
= Dery O MMM 2

29 Derg(€(X), M/m™M).
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6.4. Diferenciales de Kahler

Sea k un cuerpo, A un anillo y £ — A un morfismo de anillos (en este caso se dice
que A es una k-algebra y escribiremos A — 1). Sea E el A-médulo libre de base {da,
para todo a € A}, es decir, E es el A-médulo formado por las sumas formales finitas

Y bgda (b, € A y casi todos son nulos). Sea E’ el A-submédulo de E generado por los
acA
elementos d(a+a’) —da—da’, d(1a)— Ada y d(aa’) —a’da—ada’ (paratodoa,a’ €Ay

AeER).

1. Definicion: Llamaremos A-médulo de diferenciales de Kahler de A sobre %k, que

denotaremos por Qasz, a
Qu:=E/E’

2. Notacion: Denotaremos bda por bda.

El morfismo natural d: A — Qa/, @ — da, es una derivacion, es decir, verifica que
d(A-a)=A-da,d(a+a')=da+da’, dlaa’) = ada’' +a’'da (para todo L€k y a,a’ € A).
Observemos que d(1) =0, porque d(1) =d(1-1) =d1+d1, luego d(1) = 0 para todo A € k.

Dar un morfismo de A-médulos ¢: Qa/, — M, equivale a dar un morfismo de A-
moédulos E — M, que se anule sobre E’, es decir, equivale a dar ¢(da), para todo a €
A, de modo que ¢(d(a +a')) = ¢p(da) + Pp(da’), p(dAa)) = APp(da) y ¢p(daa’) = a'Pp(da) +
a¢p(da’). En términos matemaéticos precisos:

3. Proposicion: Sea A una k-dlgebray M un A-mdédulo. Se cumple que

Homa(Qan,M) =  Derp(A,M)
T ——= Tod
Gipladb):=aDb) ip ~—— D

4. Corolario: Qpy, e =klx1,...,x5]1-dx1® - @ k[x1,...,2,] - dxp.

.....

Demostracion. La diferencial d: k[x1,...,2,] = Qp[x,,...x,vx €S una derivacion, luego

.....

d=Y;dx;- Oix' por el teorema anterior y dp(x) = Zag—fc) -dx;. Por tanto, dx1,...dx,
1 L 12

es un sistema generador de Qp[y,, . x,yx- Por otra parte, el morfismo Qppy, . x 1k —

.....

klx1,...,xpldx1® - ® klx1,...,x,1dx,, dp(x) — Zag—g) -dxj, esté bien definido, lo que
13
muestra que dx1,...dx, es una base.

Otro método de demostracion estandar en Matematicas, que esencialmente hemos
seguido, dice: de la igualdad (para todo M) de los dos extremos de las igualdades,

0 0
X ](k[xl,-..,xn],M):M—@...@M_
" 0x1 0x,

x,1(klx1,...,xp]dx1 @~ @ Rlx1,...,x,1dx,, M)

.....

.....

x, Uk = klx1,...,x,]dx1 @ - @ Rlx1,...,x,]dxy. O

.....
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Sea m, < A un ideal maximal tal que A/m, =k como k-algebras. Dado a € A, deno-
temos a(a) =a € k = A/m,. La aplicacién

deg: A— ma/mi, dea:=a—ala)

es una k-derivacion: Observemos que mo[/m?r es un A-médulo, a-m :=am = a(a)-m
(porque (@ —a(a))-m e mi). Ahora ya,

dela-b)=a-b-ala)-b(a)=a-(b-b(a))+b(a)-(a—ala)) =ala)-dub+bla)-dya

5. Nota: Dado un A-médulo M, denotemos M, = M/m,-M y dado m € M denotemos
mgeg=meM/m,M.

6. Teorema: (Q4/3)q = ma/mg.

Demostracion. El morfismo (Qa/z)q — ma/mi, (adb)y — ala)d b esta bien definido y
el morfismo inverso es moc/m%r = (Qam)a, dogb— (db),. O

Dado a € k", el nicleo del morfismo k[x1,...,x,] — &, p(x1,...,x,) — p(a), es el

.....

asigna (dp)g— dgp. Comodp =) ; g—zdxi entonces dyp =) ; g—;(a)-daxi.

Si N es un A-médulo anulado por un ideal I, en particular es un A/I-médulo,
a-n :=a-n. Reciprocamente, si N es un A/I-médulo es en particular un A-médulo
a-n:=a-n.Si N es otro A/I-médulo entonces Homy(N,N') = Homu,;;(N,N'). SiM y
N son A-médulos y N es un A-médulo anulado por un ideal I, entonces todo morfismo
de A-médulos f: M — N se anula en I-M, luego podemos definir f: M/I-M — N,
m— f(m)y f =fon, donde n: M — M/I-M, n(m) := ra. Tenemos Homy(M,N) =
Homu(M/I-M,N), f — f.

7. Teorema: Sea N un A-mdédulo anulado por my (es decir, un A/mgy-médulo). Enton-
ces,

Homy,(m,/m2,N) = Der;,(A,N)
Demostracion. En efecto,

Homy (mg/m2, N) = Homa (mg/m2, N) = Homa (Qa (@), N) = Homa (Qaz, N)
=Der;(A,N).

Explicitamente, dada w: ma/mi — N tenemos la derivacion wod,: A — N; dada
una derivaciéon D: A — N, tenemos ma/mi —N,dab— Db. O

Todo morfismo de k-algebras f: A — B induce el morfismo

Qan — Qp, ada' — f(a)df(a).
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6.4.1. Modulo de diferenciales en Geometria Diferencial

Sea X una variedad diferenciable. Recordemos que dado un ¢°°(X)-médulo M,
denotamos Nul(M) = Ngey oMy - My M = M/Nul(M).

8. Definicion: Diremos que Qyx := Qcoo(X)/R es el médulo de diferenciales de X.

La composicion €*°(X) 4, Qeoxyr — Qx la denotaremos también por d. Obvia-
mente d es una derivacion.

9. Proposicién: El morfismo (Qx), — m/m>2, df — d.f es un isomorfismo.

Demostracion. En efecto,

2
(Qx)x = Qegooxyr/ (M Qegooxym + Nul(Qegooxyr) = Qegooxym/My Qegooxym = My/my.

O

10. Teorema: Sea M un €°°(X)-mddulo tal que Nul(M) = 0. Entonces, la aplicacién
Homgoo(x)(Qx, M) — Derg(€°(X),M), F — F od,
es un isomorfismo de €*°(X)-méddulos.

Demostracion. En efecto,
Homeeo(x)(Qx, M) = Homegoo x)(Qgoxym, M) = Derp(€°°(X), M).

O

11. Corolario: Sea U c X un abierto coordenado por las funciones x1,...,x, € €°°(U).
La aplicacion,

0
Qu — €=(U)-dx1 &+ & €°U)-dxa, gdf~»g-<za—£-dxi),
i

l
es un isomorfismo de €°°(U)-médulos.

Demostracién. Para todo €°°(U)-médulo M, tal que Nuly (M) =0, se cumple que

0 0
Homcoo(1y(Qu, M) = Derg(C*(U), M) 52401 C o M——
0x1 0xy,

= Homeoo(C®U)dx1 & - -- & C¥U)d x, M).

Luego, Quy =€>*°U)-dx1®---®€*°WU)-dxy,. O
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12. Como Nul(¢*°(X)) = 0 todo submédulo M de un €°°(X)-médulo libre cumple que
Nul(M) = 0. En particular, si P es un ¥°°(X)-médulo proyectivo entonces Nul(P) = 0.

13. Teorema: El morfismo natural
Qx — Dery, fdg—(fdg), donde (fdg)D):=fD(g),

es un isomorfismo. En particular, Qx es un €°°(X)-mddulo finito generado proyectivo.
Demostracién. En efecto,

Homegeo(x)(Derl, M) °2° Dery @ M °2° Derg(€%°(X), M) = Homeeox)(Qx, M),

para todo médulo M, tal que Nul(M) = 0. Luego, Qx = Dery.

14. Corolario: E! morfismo natural (Qx)y — Qu, df ® h— h-df|y es un isomorfismo.

Demostracién. Por ser Dery un €°°(X)-moédulo proyectivo,

(Qx)u = (Dery)y = Dery; = Qp .

Qx es un €°°(X)-moédulo finito generado proyectivo, luego es un sumando directo
de un médulo libre, por tanto mex -Qx = 0. Por tanto, w € Qx es igual a cero siy sélo
X€E

siw, =0, para todox e X

15. Teorema: Sea X una variedad diferenciable y N = ﬂme - Qegoo(x)R, entonces
X€E
Qx = Qgooxyr/N.
Demostracion. En efecto,

Qx = QX/xQX My - Qx = Qegooxyr/(N + Nul(Qegooxyr) = Qegooxyr/N .
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6.4.2. Campos de tensores y formas diferenciales

16. Definicion: Cada elemento de 7" Dery ®¢x)T° Q2 se dice que es un campo de
tensores s-veces covariante y r-veces contravariante.

fgoo(X) Qx es el €°°(X)-moédulo de las r-formas diferen-

Qx es el €°(X)-modulo de los campos de tensores

17. Definicion: Se dice que A
ciales de X. Se dice que ngw(X)
simétricos de orden r de X.

18. Notacién: A partir de ahora escribiremos Qf = A" Qx.

Todos estos modulos son médulos proyectivos. Tenemos que

T™ Dery ®goox) T Q = Multlgoox)(Qx %+ x Qx x Dery x-*- x Dery, €°(X))
QS( ®cgoo(X)M = Hem<goo(X)(DerX X1 x Dery, M)
S’ Dery ®cgoo(X)M = Sim<goo(X)(QX X x Qx,M)

Dado un €*°(X)-médulo M y un abierto U c X, denotamos My = M @ x) €°(U).
Para cada abierto U < X, tenemos que

rr Dery ®cgoo(X)Ts QX)U =Tr DQYU ®<goo(U)Ts QU
(Q% ®goxyM)u = Qp; @) My
(ST fDerX ®<goo(X)M)U =S” DerU ®<€°°(U)MU-

Dado un €*°(X)-médulo M, denotamos M, = M/m, M = M ®gx) € (X)/m,.Para todo
x € X, tenemos que

(TT Derx @poox) T Qx ) = T (T X) g T(T; X)
(Q;( ®<€°°(X)M)x = ArT;X Qr M,
(S” Dery ®cgoo(X)M)x = Sr(TxX) QrM,.
Dado un morfismo F': X — Y diferenciable, tenemos el morfismo de anillos
F*: €°(Y)— €¢°X), F'(g)=goF,
que induce el morfismo
F*: Qy — Qx, F*(gdh) =(goF)d(hoF)
que induce los morfismos naturales

F*:TrQy—T'Qu, F*(gdfi®--®df,)=(goF)d(fioF)® - ®d(f,oF)
F*: Q- Qr, F*(gdfin-Adf,)=(goF)d(fioF)A---Ad(f, o F).
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19. Los ¥*°(X)-médulo proyectivos finitos generados P cumplen las propiedades de
los haces, porque son sumando directos de un ¢ °°(X)-médulo libre €°(X)" y €>°(X)
es haz. Expliquemosnos con mas detalle. Sea @ tal que P ¢ @ = €¢°°(X)". Obviamente,
Py e Qu =(€°(X)")y =€¢>°U)". Dado p € P denotemos py = p ® 1 € Pyy. Se cumple

1. px =pysiV cU entonces (py)y = pv.

2. Si {U;} es un recubrimiento por abiertos de X y py, = 0 para todo i entonces
p=0.

3. Por otra parte, si tenemos para cada i, p; € Py; de modo que (p;)u;nv; = (pj)u;nU;>
para todo i, j, entonces existe p € P, tal que py, = p;, para todo i.

Si {¢;} es una particién de la unidad subordinada a un recubrimiento {U;} de X
y tenemos p; € Py,, podemos definir la suma infinita p =} ; ¢; - p; € P, porque para
determinar p solo hay que determinarla en cada abierto U; (donde todos los sumandos
son nulos salvo un namero finito) y observar que se cumple 3.

Dadoxe X y p € P,denotemos p, =p € P,.Six € U c X, recordemos que (X )/m, =
€>°(U)/my . y por tanto es facil probar que (py)x = px.

20. Definicion: Una variedad diferenciable junto con un campo de tensores T €
S2Qx tal que T3 es un producto escalar para todo x € X, se dice que es una variedad
riemanniana.

Si U es un abierto coordenado de una variedad X, por funciones x1,...,x;, entonces
U,Ty=dx1®dx1+--+dx, ®dx,) es una variedad riemanniana. Consideremos ahora
en una variedad diferenciable X un recubrimiento {U;} por abiertos coordenados por
funciones {x;;};-1,. ». Sea {¢;} una particién de la unidad subordinada al recubrimien-
toy To,; =3 jdx;j®dx;j. Entonces, (X,}; ¢; T2 ;) es una variedad riemanniana.

6.5. Integracion de formas diferenciales

1. Definicién: Se dice que una variedad diferenciable X de dimensién n es orientable
si existe una n-forma diferenciable w no nula en todo punto (w, # 0, para todo x € X).
Dar una orientacién es dar una familia {h - w};so (con A € €°°(X)), donde w es una
n-forma diferenciable no nula en todo punto Se dice también que X esta orientada por
w.

Que X esta orientada es equivalente a que QY = €*°(X) como €*°(X)-médulos. En
una variedad diferenciable orientable s6lo hay dos orientaciones. Sean (X,w)y (X', w’)
dos variedades diferenciables orientadas. Se dice que un difeomorfismo f: X — X’
conserva la orientacién (o estd orientado) si f*w’ =h-w con h > 0.

Sea U c R" un abierto, con la orientacion dxi A...Adx,. Seaw = f-dx1A...ANdxp €
Qf, y supongamos que sop f es compacto.
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2. Definicién: Se define [;w:= [, f-dx1- - dx,.
Sea U’ c R" un abierto y escribamos ahora las coordenadas cartesianas de R"” con
las letras y1,...,¥n. Si @: U' — U es un difeomorfismo que conserve la orientacién,
. . . ., * L . . .
entonces el teorema del cambio de variables en integracion (ver =, méas abajo) implica

que
f (p*w:f w
U'=p~1U U

En efecto,

P w=¢@ (f-dxy A Ndxy) = f(@)-dp1 A Ndp,
01 0pn 0¢p;
— ) AVIA - dv:) = .det d v Ad
(@) (gayi YA /\(; o, yi) = f(p) e(ayj) YA ANdyn
luego

a 3 *
(p‘)-dyr--dyn:f f(x)'dxl"'dxn:f w
0y;j U U

f 0w = f F(g(y)-det(
U'=p-1U g

Sea X una variedad diferenciable orientada de dimension n. Dada w una r-forma
en X definimos sopw = {x € X tales que w, # 0}. Sea w una n-forma diferenciable en
X y supongamos que sopw es compacto. Supongamos que existe un difeomorfismo
¢: X — U' < R" orientado. Consideremos el isomorfismo inducido ¢*: QF,, — Q% En-
tonces existe una n-forma diferenciable en U’, w' = f(x1,...,%x,)-dx1 A--- Adx,, tal que
o*w' =w (luego, w = f(P1,...,¢n) - dp1 A+ Adpy) y definimos

f w:f (P*w/::f w/::f f(xl’.”’xn).dxl...dxn_
X o~HU" U’ U’

Veamos que la definicién no depende del ¢ considerado. Sea ¢": X — U"” < R" otro
difeomorfismo orientado, entonces ¢ = ¢' o’ 1: U” — U, y — (¢1(9),...,pn(y) es un
difeomorfismo orientado. Definamos w” = ¢*w’, que cumple que ¢"*(Ww") = ¢"*p*w' =
¢'*w' = w. Por tanto,

via ¢ "n_ w1 s via ¢’
w = w = Y w = w = w
X " lp_l(U’) U’ X

Sea X una variedad diferenciable de dimensién n orientada y w una n-forma dife-
renciable de soporte compacto. Sea un nimero finito de abiertos coordenados U1,...,U,
que recubran sopw y consideremos el recubrimiento de X, {Uq,...,U,,X —sopw}. Sea
{f1,...,fn,f} una particion de la unidad subordinada al recubrimiento. Observemos
quew=fr-w+-+frw (yf-w=0)y que sopf; w < U;. Definimos

fw:: f1w+---+f faw
X Ui Un
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Esta definicion no depende del recubrimiento ni de la particién: Sea {V1,...,V,,} abier-
tos coordenados que recubran sopw y {g1,...,8m,g} una particiéon de la unidad subor-
dinada a {V3,...,V,,,X —sopw}. Entonces

i:ZifUifiw:i: Zflgjw ZZ ijlg]w ZZ fng

i=1j=1JUin i=1j=1
Y [ Yfignw=3
= figjw = gjw
j=14Vji=1 j=1YV;
Dejamos ya que el lector pruebe:

1. Siwjy,...,w, son n-formas con soporte compacto entonces [y Y, w; =Y; [w;.

2. Si ¢: X — X' es un difeomorfismo orientado entre variedades diferenciables
orientadas entonces para toda n-forma diferenciable w’ de X' de soporte com-

pacto se satisface que
*wl :f w/
‘/‘X (p !

6.6. Longitudes, areas y volumenes

1. Definicién: Sea X una variedad diferenciable compacta orientable y w € Q% una
forma de volumen. Se denomina volumen de X a [y w.

Sea (X,T9) una variedad orientada (digamos por w,) riemanniana. Llamaremos
forma de volumen de X a es decir a la tunica forma de volumen positivamente
orientada de moédulo 1.

IIw 1k
El volumen de una variedad de dimensién uno se denomina longitud, el de una

variedad de dimensién dos area y para dimensién mayor que tres hipervolumen.
Longitud de una curva

1. Calculemos la longitud de una curva dada en cartesianas.

Sea R— R", o(¢) = (x1(2),...,x,(t)) una curva. R” es una variedad riemanniana con
la métrica Ty = dx1®dx1+:--+dx,®dx,. La curva o (subvariedad de R") con la métrica
T3|; es una variedad riemanniana.

Tap = dx1(H) ®dx1(t) + -+ +dxn () ®dx, (1) = Y _2';(1)* - dt® dt
i

La forma de longitud de o, w, en la coordenada t es w, = /Y ; x';(t)2-dt y

t1
Longitud de o entre to y t1 ::f /Y ai(8)%-dt.
to i
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En particular, si la curva es la grafica de una funcién f(x), es decir, la curva R — R2,
x — (x, f(x), entonces

x1
Longitud de la grafica de f entre xo y x1 := f 1+ f2.d¢t.
gl g f 0y X1 ., \V1+1%

2. Calculemos la longitud de una curva plana dada en coordenadas polares p,6.
Sea o: R—{0} — Rx S, a(t) = (p(t),0(2)). Recordemos que la relacién entre las coor-
denadas cartesianas y las polares es x1 = p-cosf, x2 = p-senf. Luego,

dxi=cosO-dp—p-senf-do
dxg=senf-dp+p-cosf-db

yTo=dx1®dx;+dxe®dxo=...=dp®dp+p2df ®d6. Ahora ya,

Too = (0" +p%-0')-dt e dt

t1
Longitud de o entre to y t1 :f p'%+p2-0"%.dt
to

3. Supongamos ahora que la curva viene dada en implicitas C = p(x,y) = 0 (don-
de x,y son las coordenadas cartesianas de R?). Un campo normal a la curva es D =

T2(dp(x,y)) = py - % +Ppy- %. Sea N =D//p? +p§,. Por tanto, la forma de longitud de
Pxdy—py-dx

2
xtPy

coordenadas, entonces en C, 0 =dp(x,y) = pydx+p,dyydy = —% -dx. En conclusion
y

Ceswc=in(dxndy) = . Supongamos que x, p(x,y) forman un sistema de

si parametrizamos C por x, tenemos que

-dx

-dy—py-dx x1 2
Longitud de o entre x¢ y x1 = Px @V Py —...:f 1+p_32¢
X0 Py

¢ \/pi+p}
que coincide con el calculo de 1., si consideramos la parametrizacion x — (x, y(x)) (y es
funcién de x en C), y recordamos que en C, 0 =dp = p,dx+p,dy, luegody = —;;—;dx.

Area de una superficie

1. El area del circulo C de radio r, que en coordenadas polares es la region definida
por {0<p<r,0<60<2n}, esigual a

L\/ITzl-dpAdH:f0<pSr p-dp-d@zfo 2n-pdp=n-p%lh =71
0<0<2m
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El area de la region del plano limitada por la grafica de una funcién y = f(x) (su-
pongamos f(x) = 0 y coordenadas cartesianas x,y) , es por definicién [, dxAdy, donde
A es la region del plano limitada por la grafica L = {(x,f(x)) | a < x < b}, el eje OY,
Lo{ly=0,a<x<b}ylasrectas L3={x=a,0<y<f(a), Ly={x=b,0<y<f(b)
(no me preocupo por las orientaciones, pero si del resultado final). Por el teorema de

Stokes .
fdx/\dy:f y-dx:f y-dx:f f(x)-dx
A LiuU--ULy4 Ly a

2. Calculemos el area del triangulo T limitado por la grafica de una funcién (dada
en polares) p = p(0) y el origen:

2 01 2
P~ qo= [PO7
T 2 0o

Area del triénguloT:f \/ITgl-dp/\dH:fp-dp/\dH: deo
T T

3. Calculemos el area de la superficie S que se obtiene al girar la grafica de la
funcién f(x) alrededor del eje OX.

Consideremos coordenadas cilindricas en R3, x,p,0, es decir, x =x, y = psenf, z =
pcosf. En estas coordenadas S ={p = f(x),a <x <b,0 <6 <27}, x,0 son un sistema de
coordenadas en Sy dp=df(x)=f'dxen S.

Ty =dxodx+dp®dp+p>dd ®dO en coordenadas cilindricas. Por tanto, Tos =
(1+f"?)-dxedx+f2-d0edly

b
Areade S= | /|Togl-dxndO=| \/1+f2-f-d dQ:f 2 1+ f'(x)2-d
rea de fs |T2s!-dx A fs + [ f-dxn ] nf(x) + f(x)*-dx

Igualmente se tiene que el area de la superficie S que se obtiene al girar la curva plana
parametrizada (x1(¢),x9(¢)) alrededor del eje OX es

t
“omeaa(D) \[xL 02 aR-dt ()

to

El area de la superficie de la esfera (que se obtiene al girar la semicircunferencia
{(r-cost,r-sent),0 <t < x} alrededor del eje OX) es

/4
f on-r-sent- Vr2-dt=4-n-r?
0

El area de la superficie torica que se obtiene al girar la circunferencia {(r - cost,a +
r-sent)}, a = r alrededor del egje OX es

21
f on-(a+r-sent)- Vr2-dt=4-n%-a-r
0

Veamos que la formula (x) esta diciendo que el area de una superficie de revolucién
es la longitud de una seccién por el perimetro de la circunferencia que describe el
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centro de gravedad de una seccién: Si tenemos dos masas m y m' en los puntos del

I .0
plano x = (x1,x2) y ' = (x],x5) el centro de gravedad de ambas masas es T---ILx
Si tenemos una curva (homogénea) en el plano, que troceamos en incrementos A;, el

centro de gravedad de la curva es % es decir, el centro de gravedad de la curva

C = {(x1(2),x2(1)}, de forma de longitud we = |/« (t)? + x5,(£)? - dt es

Jex-we  (Jox1-we, [ox2-we)
Jewe Long. C

El perimetro de la circunferencia (alrededor del eje OX) que describe el centro de
gravedad es

XoW
o . JoT2WC

Long. C
Por tanto,

X9 W i /
2H'M .Long. C = Zﬂxz(t) x'l(t)2+x'2(t)2dt
Long. C to
Volumenes

1. Consideremos en el plano una regién A y sea V c R? el cuerpo de revolucién obte-
nido al girar la region S alrededor del eje OX. Sean x1,x2,x3 coordenadas cartesianas
y x1,p,0 coordenadas cilindricas, es decir, x; = x1, x2 = p-senf, x3 = p-cosf. Un punto
(x1,x2,x3) €V <= (x1,p) € Ay 0€[0,2r]. Por tanto, el volumen del cuerpo revolucion
es

fdxl/\dle\dx3:f p-dxl/\dp/\dezf27tp~dx1/\dp:f2nx2-wA
4 Ax[0,27] A A

donde w4 es la forma de area de A y la ultima igualdad es un simple cambio de
notacion. Argumentando como mas arriba el lector puede probar que el volumen de un
cuerpo de revolucion es el es el area de la region A por el perimetro de la circunferencia
que describe el centro de gravedad de la region A.

Calculemos el volumen del cuerpo de revoluciéon que se obtiene al girar alrededor
del eje OX la region del plano comprendida entre la grafica de una funcion f(x) y el
intervalo [a,b] del eje OX:

b
fdxll\dx2/\dx3:f2np-dx1/\dp:f nf(x)?-dx.
1% A a

Calculemos el volumen del toro “macizo”, que se obtiene al girar el circulo C del
plano OXY de radio r y centrado en (0,a) alrededor del eje OX. Consideremos en el
plano las coordenadas p,6, con x1 = psenf y x2 = a + pcos6, entonces
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Vol. Toro:f 2m-x9-WC :f
C

r
2n(a+pcosB)-p-dpndb :f 4n*-a-p-dp = 2-n%-a-r?.
[0,r]x[0,27] 0

El volumen del cuerpo de revolucién obtenido al girar alrededor del eje OX el trian-
gulo T de vértice el origen y lado opuesto un arco de curva p = p(8) (en coordenadas
polares) es

01
f27tx2wT:f 2n-p-sen6~p-dp/\d6:f
T 0<p=<p(0),0€[60,01] 6o

2. Calculemos el volumen del cuerpo de revolucién V obtenido al girar alrededor
del origen, pasando por el eje OZ, cada punto del “triangulo del plano OXY” de vértice
el origen y lado opuesto un arco de curva. Consideremos coordenadas esféricas p,6,,
es decir,

2
?n -p(0)®-send-do

x1=pcosfcos¢p, x92=psenlcos¢p, x3=pseneo

Sea la ecuacion de la curva plana en coordenadas polares p = p(6). Entonces, (x1,x2,x3) €
V < 0p0<0<01,0=¢=<2n1y0<p=f@)y

0

4 o
Vol.V:f dxl/\dle\dxg:fpzlcoscpl'dp/\dH/\d(p:f4p2-dp/\d0:gf p(0)%-do
\%4

0o

La esfera de radio r se obtiene al girar la curva p = r (con 6 € [0,7]) alrededor del

origen, luego su volumen es %71’7”3.

Hipervolumen

1. Calculemos el volumen de la bola de radio r, B = {(x1,...,x4) | x% +... +x2 <r?}, de
R*. Consideremos coordenadas hiperesféricas 0,0,¢,p, es decir,

x1=pcosfOcospcosp, x9=psenbfcosdcosy, x3=psendcosy, x4=pseny
B={0<p=<r,0=0<2m,-1/2<¢p=<m/2,-n/2<@p<n/2}ydxiA---Adxs = p>cospcos? -
dondOnddAndey

7.[2 7‘4

Vol. B. = p3cosgpeos?p-dpAdOnddade =
[0,r1x[0,27]x[—7/2,7/2]1x [—7/2,7/2]

2. Sea X una variedad diferenciable de dimensién n, wy una forma de volumen
en X y t: X — R una funcién €*°-diferenciable, tal que d,t # 0 para todo x € X. De-
notemos X = {x € X : t(x) = s}, que si no es vacia es una subvariedad diferenciable
de X de dimensién n — 1. Sea D un campo de vectores tal que D(¢) = 1. La (n - 1)-
forma diferenciable ipwx restringida a X, es una (n — 1)-forma de volumen de X; y
no depende del campo D escogido: Es un problema local en un entorno U, de cada
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punto x. Podemos suponer que U, esta coordenado por ¢,xo,...,x,. Entonces, D = % +
Yi=9 fia% y una base de campos de Dery, es &,...,%. Entonces, tiX(%,...,%) =

wx(D, %,..., %) = wX(%, &,..., %) # 0 y no depende el campo D escogido. Asi pues
podemos definir en cada X; la forma de volumen wyx, := (ipwx)x,. Sea Xtt; ={xe€
C: t(x) €ltg,t1]} y f una funcién con soporte compacto. Probemos que

t
f-wX:f(f f-wx,)-ds.
XZO to JXs

Observemos que wx =dt Aipwyx ya que al contraer por el campo D coinciden. En U,,
wx =g-dtANdxgA---Ndx, ywx, =(Ipwx)x, =8 -dxa A--- Adx,. Entonces,

¢
f f-wX:f fg-dt/\dxz/\-~~/\dxn:f( fg-dxoN---Ndxy,)-ds
XfomUx XttomUx to JXNU,
t
:f( f-wx,)-ds.
to JX;NUy,
Si Uy,,...,Uy, recubren sop(f) y {¢;} es una particién de la unidad subordinada al
recubrimiento de X, U,,,...,U,, ,X —sop(f), entonces

fxi ﬁwx:;fxg (pi'f'wX:;ft:(fxs‘pi'f'st)'dS=ft:(szf-st)-ds.

Si (X,T9) es una variedad diferenciable riemanniana orientada, wx es su forma
de volumen y suponemos que T2%(dt,dt) = 1. El campo D := i4;T?, cumple que D(¢) =
D(dt)=T*(dt,dt)=1y To(D,D) = T?(dt,dt) = 1. Entonces wx, es la forma de volumen
de la variedad riemanniana X, porque ipwx es una (n — 1)-forma de médulo 1.

Derivando 5
Ly .
ot x! X,

Apliquemos esta férmula para calcular el volumen de S = {x € R*: x% +ee 4 xZ =r2};
nlrt
Vol. S = (Vol.{x e R*: % +--- +x2 < r?}) = (T)’ = 2723,
6.7. Problemas

1. Sea A -x! = b’ un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes reales. Calcula
los x tales que la funcién f(x):=||A-x’ —b?|| es minima. Entre todos éstos calcula
el de norma minima.

Solucion: ||A -x! —b|| es minimo si y solo si g(x) = (x-A!—b)-(A-x! - b?) es minimo.
Tenemos que calcular los x tales que g’ =0, es decir, dg = 0. Ahora bien,
0=dg=dx-A" (A-x'—b) +(x-A'—b)-A-dx'
=2dx-A"-(A-x' - b?)
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para todo i, si y solo si A’-A-x! = A?.b’. Si tomamos la matriz de segundas
derivadas de g(x) obtenemos la matriz A - A! que es una métrica semidefinida
positiva. Por tanto, los minimos locales son las soluciones de A?-A -x! = A?-b?.
Observemos que Ker(A?-A)=KerA, porque si y ¢ Ker(A?-A), entonces y-Af-A-
yi=(A-y")-(A-y")>0. Por tanto, Im(A’-A) =Im A?, existen minimos y en todos
el valor de f(x) es el mismo.

Entre los x tales que A?-A -x? = A!- b’ tenemos que calcular el que tiene norma
||| minima (o x-x! sea minimo). Por los multiplicadores de Lagrange, tendremos
que d(x-x') = 2x-dx’ tiene que ser combinacién lineal de las filas de la matriz
d(A'-A-x'—Al-bY)=A'-A-dxt. Es decir, x es combinacién lineal de las filas de
A'- A, o equivalentemente x € Im((A?-A))) =Im(A?-A)=ImA°.

2. Sea C un conjunto de m puntos (con posibles repeticiones) de R" y consideremos
la matriz A =Y ,ccal-a € M,(R).

a) Prueba que el punto mas cercano a los puntos de C es u = %,

b) Prueba que una recta de R” que mejor se aproxima a C es la recta que pasa
por u y de vector director un autovector de A de autovalor maximo.

Solucion: a) Buscamos x € R” tal que F(x) := ¥ ,cc d(x,a)? sea minimo. La funcién
F(x) alcanza el minimo en un x € B:={y e R": ||y|| <2-) secllall}, Tenemos que
ver cuando

0=dF(x)=d ) d(x,a=d ) (x-a)-(x—a) =) 2-(x—a)-dx
aeC aeC aeC

Luego, O:Zaec(x—a):m.x_zaeca yx= Za;lCa = L.

b) Buscamos una recta R que pasa por y € R" y de vector director x (que puedo
suponer que cumple x-x’ = 1) tal que

Y d@,RP=Y (@-y-(a-y'-) (a-y) -z =:Gx,y)

aeC aeC aeC
sea minimo. Fijado x, calculemos y tal que G(x,y) sea minimo. Sea y*® la pro-
yeccion ortogonal de y sobre (x) y y<’“>L la proyeccién ortogonal de y sobre (x)*t.
La recta que pasa por y<">l y vector director x es igual a la recta que pasa por y
y vector director x. Luego,

G,y =G,y )= Y (@-y™)-@-y* )~ Y a-a!

aeC aeC
1 1 1 1
= Y @ -y®)-@® -y - ¥ a-a!
aeC aeC
L. ( >L 3 Caml
Por el apartado a), G(x, y) alcanza el minimo en y*" = =¢<¢~—_ Podemos tomar

1
— Za€ca<x> + ZaECa<x> — Yacca
Yy m m m

= i, que no depende del x fijado.
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Nos falta por ultimo calcular el valor x = b (con b-b’ =1 en el que H(x) =
QO gecla— ,u)-xt)z = (x-A -x! sea maximo. Tenemos que calcular los puntos x = b
enlosdH(x)=dx-A-x'+x-A-dx’' =2x-A-dx' es proporcional a d(x-x!) = 2xdx!.
Es decir, ha de cumplirse que

b-A-dpx! =1-b-dpx’

para cierto L € R, luego b-A=1-by A-b! = 1-b'. Luego, b es un autovector de A
(de autovalor A). Ahora bien, H(b)=b-A-b* = 1-b-b’ = A, luego A es el autovalor
mayor de todos.

Se dice que la longitud de un arco de circunferencia de radio 1 es el angulo,
medido en radianes, de djcho arco. Calcula el angulo del arco de circunferencia
entre los puntos (1,0) y (cos a,sen a).

Solucion: El arco de curva considerado es [0,a] — R?, ¢t — (cost,sent). La longi-
tude de este arco de curva es igual a

a a
f \/cos(t)2+sen(t)2-dt:f 1-dt =1 = a.
0 0

. Trompeta de Torricelli: Prueba que el area de la superficie de revoluciéon que

se obtiene al girar la grafica de la funcién % definida en (1,00) es infinita. Prueba
que el volumen del cuerpo de revolucion que se obtiene al girar alrededor del
origen la regién comprendida entre la grafica anterior y el intervalo (1,00) del
eje OX es igual a 7.

Solucion: El area es igual

o 1 [ 1 wor [ 1 9
f o= 1+(—)’2-dx:f . 1+—4-dx2f T dx = 2710 = oo.
1 X X 10X x 1 x

El volumen es [{°7-(2)?-dx = Z]P =7.

. Demuestra la segunda ley de Kepler.

Solucion: Tenemos que probar que el area barrida por la semirecta que une a
un planeta (digamos la Tierra) con el Sol crece de modo constante a lo largo
del tiempo. Consideremos que el Sol esta en el origen de coordenadas y que la
trayectoria del planeta en funcién del tiempo es ¢ — x(¢) = (x1(£), x9(£),x3(2)). En
un incremento de tiempo barre un tridngulo de lados x(¢) y (), cuyo area es

. Loy — (4 oa! )2
t1 \/(xx)(xzx) (x-x') dt. 4

!/
XX xx .
. Luego el area barrida entre tgy £1 es fto

x'x x'x

1

2

4De otro modo: Si consideramos las coordenadas (x1,x9) = A - (x1(2),x2(¢)) entonces fT dxidxg =

t 1
t()l fO

0p-0y 0)-0;
0:-0) 040

dAdt = [[1 /06 a)— (22 A dAdt [ YEDL O gy
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Tenemos que probar que (x-x)(x'-x') — (x-x')?> = cte y derivando tenemos que
probar que

0=1[Ce-x)x -x)—(x-x)2T =20 - 2)(x’ - ') + 20 - )%’ - ") — 200 - )" - &' + 2 - ).

Por la ley de Newton x” = ﬁ -x y sustituyendo x” por ﬁ -x facilmente conclui-
mos.
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Capitulo 7

Calculo tensorial diferencial

7.1. Diferencial, contracciéon por un campo, deriva-
da de Lie

1. Teorema : El morfismo natural d: A — Q4 extiende de modo unico a una anti-
derivacion de grado 1 del dlgebra exterior de Qay, de cuadrado nulo, es decir, existen
morfismos tnicos di: A'Qap — A 1Qas, de modo que do=d, djz10d; =0y

dn+m(Qn A Qm) = (ann) A Qm + (_1)nQn A (dem)
Demostraciéon. Estamos obligados a definir d1: Q4 — /_\2(2A/k, adb — da Adb (que
esta bien definida) y en general d,(wi A - Aw,) = Zﬁ(—l)“:l ‘Wi A Ad1(W) AN wy,.

Obsérvese que d,(adbiA---Adb,)=daAndbyi A . Adb,,luego d; 10d; =0.
O

2. Notacion: Denotaremos d, = d, si no induce a equivocacién, Q' = N*'Qa, siendo

. (e.0) . . . - 13 .
Q0 = A. Denotaremos Q" = 'GBOQI. Q’, con el producto exterior es un dlgebra “anticon-
1=
mutativa’.

3. Definicién: Dada D €€ Dery(A,A), definimos DL: Qap — Qan, DX(adb) = D(a)db+
adD(d) (que esta bien definida).

Es facil comprobar que DX(f -w) = D(f)-w + f - D¥(w) y que por tanto, D” es una
derivacion de Q4 y por tanto extiende a una tnica derivacion (de grado cero) del
algebra tensorial T"Q 4/, y por paso al cociente de 2°. Podemos definir también

DY: Dery(A,A)=Q},, — Q) =Dery(A,A), (DED')w):=D(D'w)) - D'(D*w).
Si tomamos w = da, obtenemos que (D¥D)(a) = D(D'(a)) — D'(D(a)), es decir,

DID'=DoD'-D'oD =:[D,D']

223
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“paréntesis de Lie de las derivaciones D y D'. Puede comprobarse que D¥ sobre Der(A,A)
es una derivacion.

4. Hemos definido D¥ sobre A, Derz(A,A) y Qa/.. Podemos extender DY sobre la
A-algebra tensorial T Derp(A,A)®4 T Q4y, de modo tnico imponiendo que sea una
derivacion de grado cero.

5. Proposicion: Sea D € Derp(A,A) =Homy(Q4/,,A). Entonces,
DL =ipod+doip
sobre Q" (definimos ip(f) =0, para toda f € A).

Demostracion. Por ser ip y d antiderivaciones de grado —1 y 1 respectivamente, en-
tonces ipod +doip es una derivacion de grado cero (como puede comprobarse). Como
DL yipod+doip coinciden sobre df, entonces son iguales.

O

6. Proposicién: |[DFod =d o D" L

Demostracién. D¥od =(ipod +doip)od =doipod. doDY =do(ipod+doip) =
doipod. O

7. Proposicion: Sean D,D’' € Der,(A,A) dos derivaciones. Entonces

DL o iD/ - iDI ODL = i[D,D’]

sobre Q.

Demostracion. Por ser DF una derivacién de grado cero y ip una antiderivacién de
grado —1. entonces DY oip —ip o DL es una antiderivacién de grado —1, que estara
determinada por lo que vale sobre cada da € Q 4/, que es i[p pn. |

8. Proposicién: Sean D,D' € Dery(A,A) dos derivaciones. Entonces

DL OD,L _D/L ODL — [D’D/]L

Demostracién. DEoD'=—D'FoDL y [D,D'IF son derivaciones de T"Qu, ® T Derj (A, A)
(y Q) de grado cero, que coinciden sobre da, para todo a € A, y sobre Dery(A,A). O

9. Formula de Cartan: Dada w € Q 4y, entonces

dw(D,D")=Dw(D")) - D'(w(D))-w([D,D'])
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Demostracién. dw(D,D") = ip(ipdw) = ip(DE —d oip)w)) = (DEoip — I[D,p'PW —
D'w(D)=Dw(D"))-w(D,D'])-D'w(D). ]

10. Grupo uniparamétrico asociado a un campo de vectores: Sea D € Dery. Ar-
gumentando como hemos hecho en la subseccién 5.4.2, tenemos que para cada x € X
existe un abierto conexo maximal U”* c R que contiene a 0, tal que existe una (iinica)
aplicacién diferenciable o*: U* — X de modo que Uﬁ((%)s) = D x(s), para todo s € U*
y 0(0) = x. Se dice que o es la curva integral de D que pasa por x. Se cumple que
W = UyexU” x x es un abierto de Rx X y la aplicaciéon 7: W — X, 7(¢,x) := 0*(¢) es
diferenciable y cumple que T*(a%)(s’x) =Dy y 7(0,x) = x, para todo x. Ademas, 7 es
la dnica aplicacion cumpliendo estas propiedades. Se dice que 7 es el grupo unipara-
métrico local asociado a D. Si el soporte de D es compacto, entonces W = R x X. Por
altimo, si denotamos 7:(x) = 7(£,x), se tiene que

T(T5(x)) = T145(x)

para todo (s,x) y (¢t +s,x) e W.

11. Dado un difeomorfismo F': X — Y y un campo tensorial (o una forma diferencia-
ble) T en X, se define del modo obvio F(T).

Sea T un campo tensorial (o una r-forma diferenciable), D € Derx y 1 el grupo
uniparamétrico local asociado a D. Veamos que

T_(T)-T
pLT =1im =T
t—0 t
Si D, # 0 entonces en un entorno V de p, D = % en cierto sistema de coorde-

nadas z1,...,2,. Entonces 7,((z1,...,2,)) = (21 +t,29,...,2,), como es de comprobacion
inmediata. Supongamos que T'=3} f;, ; -dz;; A---Adz;,, entonces en V

. 14(T)-T
lim =
t—0 t

a . .
Z le...Lr 'd2i1 /\.../\dzir :DLT
0z1

Si D =0 en un entorno abierto V de p entonces 74(x) = x para todo x € V, como es
TX(T)-T
=
en un abierto denso de puntos, luego son igua-

de comprobacién inmediata. Entonces en V, DYT = 0 = lim;_¢
En conclusién, DET =1im;_ ”(T#

les.

12. Dado un campo tensorial 7' y el grupo uniparamétrico local 7; de un campo de
vectores D, denotemos T'(¢) := 7_,T. Hemos probado que su derivada en ¢ = 0 es DLT.
Observemos que

T4 —14T T

T-T
T(t) = lim = 7_,(im ———) = (DL T)®).
s—0 s—0 S

IDefinimos (7_; Ty := 7_4(T%,@w)) (estando 7 definido en U). Si T es covariante, 7_;T =7/ T (es decir,
(1T, = T;‘,xT”(x)). Si S es contravariante, (7_4S)x = T_¢ 1,(x),«S1,(x)-
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13. Teorema : Sea D € Derx y 14 el grupo uniparamétrico (local) asociado y T un
campo de tensores. Entonces,

1. DET =0 < T@) =T, para todo t,x donde estd definido 7 (si T es covariante
equivale a que 17 T+,(x) = Tk, si es contravariante a Tsx « Tx = Tr,x).

2. DET =h- T = T@)=f(tx) T, para todo t,x donde estd definido t (si T es
covariante, T:,xTTt(x) €(T%), si T es contravariante T; Ty € (T, x)))-

Demostracion. 1. =) T(t) = DET(t) =0, luego T(t) es constante.

2. =) Escribamos DET = h- T, es decir, T(t)' = (h-T)t) = h(t)- T(t). Sea g(t) =
e~ ho hs)ds entonces (g(2)- T'(#)) = 0, luego g()- T'(¢) es constante. Por tanto, g(¢)- T'(¢t) =
£(0)-T(0) y T(t) = g(t)" - g(0)- T(0) = elo Mo¥ds.. T

O

14. Definicion: Dado D € Derxy y f € €°(X), se dice que f es una integral primera
de D si D(f)=0.
Por el teorema anterior, f es una integral primera si y solo si es constante a lo largo

de cada curva integral de D.

15. Lema de Poincaré: Una r-forma diferenciable w, € Qp, es cerrada, es decir, cum-
ple que dw, = 0 si y solo si es exacta, es decir, existe una (r — 1)-forma diferenciable
Wwyr_1€ Q&;l tal que w, = dw,_1.

Demostracion. Consideremos el grupo uniparamétrico 7: R x R* — R”*, 7((t,x)) = e’ - x,
cuya derivacién asociadaes D =) ; x; - a%' Sea 7:(x) = 7(¢,x) y denotemos 7w, =: w,(¢).
12

Se cumple que w,(¢) = h’nér”swrSJ = r:(lin(l) Tswg—_w’) = (D'w,)(t). Entonces
s—>

S—

0 0 0
Wy = 1,(0) = 1y (~00) = f wi(t) - dt = f (D w,)(t)-dt = f (lind +diplw,)(®)-di

0 0 0
:f (dtir)(t)~dt:j d(tir(t))-dt:d[ ipw,(t)-dt =dw,_1.

7.2. Formula de Stokes.

1. Definicién: Sea X una variedad diferenciable, B € X un cerrado y 0B el borde de
B. Diremos que B es una variedad con borde si para todo p € B existe un entorno
coordenado U, uy,...,u, de p en X de modo que BNU ={xeU: ui(x)<0}.
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Observemos que 0BNU = ui = 0, luego 0B es una subvariedad diferenciable de
X. Si wx es una forma diferenciable de volumen en X que lo orienta (y denotemos
wy = (wx)v), podemos definir una orientacién en 0B: en 0BNU, (iaule)mBnU- Si en
U, existe otro sistema de coordenadas v1,...,v, de modo que BNU ={x e U: v1(x) <0},
entonces v1 =F-u1,con F >0 en U (incluso cuando u1 =0, ya que d,v1 = F(p)-dpu; si
u1(p) =0,y F ha de ser no nulo en todos los puntos de u1 = 0). Como wy; = dvll\iavlwy,
entonces

iaul wy =0y, V1" iavl wy +dvi A iaul i5v1 wy

y (9, wuv)ioBnu = Fiop - (19, WU)ioBAU -
Nota: Cuando escribamos [z w querremos decir [, w.
B

2. Lema: Sea X una variedad diferenciable orientada de dimension ny B c X una
variedad con borde. Para cada x € X existe un entorno abierto U de x de modo que para
toda n—1-forma diferenciable w sobre X de soporte compacto contenido en U se cumple

que
fdw:f w
B 0B

Demostracion. 1. Si x ¢ B, tomese U = X —B. Si w tiene soporte compacto contenido
en U entonces [pdw =0= [;zw.

0 0
2.SixeB,sealU, uq,...,u, un entorno coordenado de x, contenido en B, isomorfo
a un cubo, es decir, tenemos

UMt g ert,  U=(a1,b1)%... x (@n,by)
Siw es una n—1 forma con soporte compacto incluido en U entonces [;5w = 0. Veamos
que [gdw = 0: Por la linealidad de la integral podemos suponer que w = fdugA--- A
du,. Entonces

of o1 of
fdw:f d(fdug N---ANduy) = —-du1/\--~/\dun:f f —-dui---duy,
B U U Ouq an a; Oui

bn b2 b1 6
:f f ( —fdul)-dug---dun
an as Jai ouy

by, be
:f f (F(b1,uz, ey tin) — F(@1yuzy s un))-dug--diin =0
an as

porque w es nula sobre los hiperplanos u; =a1, u1 =b;.

3. Si x € 0B sea U,uy,...,u, un entorno coordenado de x tal que BNU = u; <
0 y de modo que U sea isomorfo a un cubo (a1,b1) x --- x (an,b,), como en el caso
anterior. Observemos que 0B NU esta coordenado por uq,...,u, y es difeomorfo al
cubo (ag,bs) x -+ x (an,b,). Consideremos una n — 1-forma diferenciable con soporte
compacto incluido en U.
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Escribamos w =Y ; fiduiA-- AduiN--Ndu,. Entonces, wisp = f1(0,us,...,uz)dusA
ANdu,y

-[ w:f :f £1(0,ug,...,up) dug---du,
oB BAU  Jabg)xx(ay.by)

Por otra parte,

u1=0 pug= b2 Up= 0
[ aw=[ aw=[""[ Z( D Gy,
B BnU u u

1=ai 2=0a2 Up=0an ] uj
u1=0 pug= bg un,=by, afl
:f f f —dui---du,
u1=ai1Jugs=as Up=an, ou1
ofi .
pues, 652 dui---du, son formas como en 2. nulas sobre los hiperplanos u; =a;, u; = b;.
Por tanto,

ug=>by up,=b, 0 afl ug=bg Un=by
fdw:f f (f =—)du;-- dun:f f f1(0,ug,...,uy)dus---du,
B u u u u

2=as n=a, Ja;O0Ul 2=0a3 n=0n

3. Teorema de Stokes: Sea w una n—1-forma de soporte compacto sobre X. Se cumple

que
fdw:f w
B 0B

Demostracién. Sea {Uq,...,U,} abiertos coordenados que recubran el soporte de w y
que satisfagan el lema anterior. Sea f71,..., f,,f una particiéon de la unidad subordina-
da a {Uy,...,U,,X — B}. Entonces

de:Ld(;fiw):;Ld(fiwi):;LBfiwi:/(;Bfiwi:/;gw

7.3. Gradiente, divergencia y rotacional

Ssa (X,T9) una variedad riemanniana. T induce la polaridad, T9: Derxy — Qx,
To(D) :=ipTs. Denotemos por T2 el morfismo inverso de Ts.

1. Definicién: Dada f € €°(X) se define gradf = T?(df) y diremos que es el gra-
diente de f.
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Dado p € X y un vector D, € T, X, tenemos que

D,f=ip,dpf =ip,Tep((gradf),) =Dp-(gradf),.
Por tanto, el vector D, de médulo 1, tal que D, f es maximo es ||g2§};’$)))|| y ||§f"2(c11};||f =

|lgrad £1I.

2. Ejemplo: Consideremos la variedad de Riemann (R*,Ty =} ;dx; ® dx;). Dado f €
€¢°(R"), entonces grad f = Tz(Zifxi dx;) =Y fx 'a%' Dado ¢t: R2 — R, t(p) = presién
en p, se dice que las curvas ¢t = cte son las isobaras, las curvas integrales de gradt
son las curvas de maxima variacion de presion y grad¢ se interpreta como el campo de
fuerzas originado por las diferencias de presion.

3. Proposicion: Se cumple que
1. grad(Af)=Agradf, LeR, f € €°(R").
2. grad(f +g)=grad(f)+gradg, f,g € €°[R").

3. grad(fg)=fgradg+ggradf.

Supongamos que X es orientable y sea wx € Q% la forma de volumen. Observemos
que Q%! =0y por tanto, dwx =0.

4. Definicion: Dado D € Dery se define la divergencia de D, que denotaremos por
divD, como la funcién que cumple

DYwx =(divD) - wx

Observemos que Dfwyxy =(dip+ipd)wx =dipwx. Asi pues,

|dipwx =(divD)-wy |

5. Ejemplo: Sea D =}, f;0x, € Dergn. Entonces,

dipwen =d()(~D " fi-dxy Ao Adxi A dixy = ()0, f) - win.

Luego, div(Y; fi0x,) = X; 0y, fi-

6. Teorema de la divergencia: Sea B c X una subvariedad con borde compacta. Sea
wx una forma de volumen en X, N un campo normal al borde 0B de médulo 1y wyp
la forma de volumen en 0B. Sea D un campo diferencial de vectores en X. Entonces por
el teorema de Stokes

f(diVD)'wX:f tiX:f D-N)-wsp
B 0B 0B
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Se dice que [;5(D -N)-wop es el flujo de D a través de 0B.
7. Proposicion: div(fD)=f-divD +Df.

Demostracién. div(fD) -wx = (fD)LwX =(doirplwx =d(ispwx)=d(f-ipwx)=df A
tix+fdtiX = —iD(df/\wx)-l-(iDdf)/\wX +fDLwX :Df~wX +fdiVD ‘WX. O

El morfismo Dery — QSZ(_I, D — ipwx es un isomorfismo de €°*°(X)-mé6dulos.

8. Definicion: Supongamos ademas que dimX = 3. Dado D € Dery se define el rota-
cional de D, que denotamos por rotD, como el campo que cumple que

3
9. Ejemplo: Sea D = } f;0,, € Dergs. Entonces,
i=1

3
dipTo=d()_fidx;)
i-1

=(0x, fo = 0xyf1)-dx1 Adxo +(0x, 3= 0xy 1) - dx1 Adx3 +(0xy [3 — Oxyf2) - dxa Adx3.

3
Lueg0> I‘Ot( .Zlfiaxi) = (axsz _ax3f2)'6x1 - (ax1f3 _angl) 'axg +(ax1f2 - angl) 'ax?,-
1=

10. Teorema: Sea S una subvariedad diferenciable compacta de dimension 2 de X
(que es una variedad riemanniana orientada de dimension 3), y N un vector normal a
S de médulo 1. Sea B c S una subvariedad con borde y sea T un vector tangente a 0B
de médulo 1. Sea D un campo diferencial de vectores en X. Entonces por el teorema de
Stokes

f((rotD)-N)-wB=f irotDwR3:f ipTeo=| (D-T)-wsp
B B 0B oB

11. Teorema: Sea D € Dergs. Entonces, rot(D) =0 <= existe una funcién f € E°(R3)
tal que D =gradf.

Demostracion. rotD =0 <= 0 =iytpwps = d(T2(D)) <= To(D)=df, para cierta
fe€®([R?) < D =T2df)=gradf para cierta f € €°(R?). O

12. Sea C es una curva en X de campo de vectores tangentes de médulo 1, T, y
sea F' un campo diferencial de vectores en X. Se dice que [,ipTe = [oF-T wc es la
circulacion de F' a lo largo de C. Si C es la trayectoria de una masa m y F un campo de
fuerzas en X, se dice que [, F-T wc es el trabajo realizado sobre m alo largo de C. Un
campo de fuerzas F se dice que es conservativo si [, ipT2 = 0 para toda curva cerrada
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C, que implica que rotF = 0, que equivale a que F es un gradiente si toda 1-forma
cerrada es exacta, que implica que es conservativo.
El campo de fuerzas (gravitatorio) F = ﬁ (X x;0x;) es conservativo (en R3 —

{(0,0,0)}), porque i pTo = d||x|| "

13. Teorema: Sea D' € Dergs. Entonces, divD' =0 <= existe una derivacién D tal
que D' =rotD.

Demostracién. div(D') =0 <= 0=div(D')-wgs = d(iprwgs) < Existe w € Qps tal
que ip'wrs = dw. Ahora bien, para toda w € Qps existe una (dnica) derivacién D tal
que w = T9(D). Por tanto, div(D') = 0 <= Existe D tal que ipwgs = dTo(D) <
D' =rotD, para cierto D. m|

14. Ejercicio: rotfD = f -rotD + grad(f) x D.

7.4. Calculo valorado

1. Definicion: Una aplicacion d: M — M ®4 Q 4/, diremos que es una diferencial en
M, si

1. dim+m'y=dm+dm'.

2. dlam)=adm+m®da.

2. Ejemplo: La diferencial canénicad: A — Qa/, = A®4 Qayp es una diferencial de A
(la tnica salvo multiplicacion por elementos de A).

La diferencial d: M — M ® Q4 extiende a un morfismo
d:MeQ,, —-MeQ,,, dmeQ;)=dmnrQ;+medQ;

(observemos que dm =Y m;®w;, con w; € Qay, y denotamos dmAQ; =Y m; ;@w;AL;).
J J
Los elementos de M ® Q! los llamaremos i-formas valoradas en M.

Dada otra diferencial d: M' — M’ ® Q/, tenemos la diferencial
d:MosM - MoAM &4 Qup, dimem'):=dmem' +medm'’

(reordenando en el primer sumando los factores del producto tensorial para que todo
tenga sentido).

Dadas m®Q; e M® Q' y m'®Q;e M’ ® O/ denotemos (m ®Q)IAN(M ®Q;):=me
m'®Q; AQje M®M' ®Q'*/. Tenemos el morfismo

MeQ)eM'eQ) &> MeMeQ
w;®Ww; — Wi A\wj
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que cumple que |d(w; Aw;)=dw; ANw; + (-1 'w; Ndw;j|.
Dado D € Derp(A,A),seaip: MoQ - MeQ',ip(m®Q;)=m®ip);. Obviamente,

ip(wiAw;)=ipw; A\w;j+(-1)'w; Nipw;

SeaDl: Mo Q — M®Q', definido por DX :=ipod +doip, que resulta ser una deri-
vacion, es decir

DL(wi/\wj)ZDLwi /\wj+w,~ /\DLwJ'

Es sencillo comprobar que

DLOiDr—iDIODL = i[D,D']

porque ambos términos son antidervaciones de grado —1 y coinciden sobre w € QQ por
la proposicién 7.1.7.

Denotaremos D“m = ipdm =: DVm. Dada una 1-forma valorada w € M ® Q, tene-
mos que

dw(D1,D3) = ip,(ip,dw) = ip,(~d(w(D1)) + D w) = ~DJ (w(D1)) + (ip, o DY) w)
=DYw(D2)-DJ(w(D1)) - w(D1,Ds)).

3. Definicion: Una conexién V en un A-médulo M es una aplicacion
Der,(A,A)x M — M, (D,m)— D"m,
que cumple
1. (D+D")Vm={D"m)+{D" m).
2. (@D)Vm =a(DVm).
3. DV(am)=(Da)-m+aD"m.
4. DV(m+m")=D"m+D"m/.
Paratodoa€ A, m,m' € M, D,D’ € Dery(A,A).

Toda diferencial d: M — M ® 4 Qaz, define la conexién V dada por DVm :=ip(dm),
que cumple que

DY(am)=ip(d(am))=ip(m®da+adm)=(Da)m +aipdm =Da)m+aD"m

y las demas propiedades exigidas a las conexiones.

A partir de ahora supondremos que (4,, es un A-moédulo proyectivo finito
generado

Der;(A,A) es un A-médulo proyectivo finito generadoy Q4 y Derz(A,A) son dua-
les entre si. Ademas, M ® 4 Qa/, = Homy(Derp(A,A),M)y me®w € M ® 4 Q4 pensado
en Hom 4 (Derp(A,A),M) es la aplicacion lineal (m @ w)(D) := w(D)m.
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4. Proposicion : Supongamos que Q4 es un A-médulo proyectivo finito generado.
Existe una correspondencia biunivoca entre conexiones en M y diferenciales de M.

Demostracion. A cada diferencial le hemos asignado ya una conexién lineal. Recipro-
camente, dada la conexién V sea d(m), tal que dm(D)=D"m.
O

5. Definicién: El morfismo A-lineal d?: M — M ® Q? diremos que es el tensor de
curvatura.

6. Proposicién: d%(m)D1,D2)=DYD{m -DJDYm —[D1,D3]"m.

Demostracion. ip,(ip,d?m) = ip,(D¥dm — dip,dm) = DX(ip,(dm)) — dm((D1,Ds]) -
(dDYm)D2)=D{DJm-DJDYm —[D1,Ds]"m. O

Recordemos que Homy (M, M ® Q?) = Endy M ® Q2. Denotaré por R € End (M) ® Q2
al tensor correspondiente a d2, luego R(m) = d?m. Observemos que

R(D1,Dg,m)=d*(m)D1,Ds) =DYDym ~DyDYm~[D1,D21"m.

Si tenemos dos médulos M, N con sendas diferenciales, podemos definir una dife-
rencial en Homy (M,N):

d: HomA(M,N) - HomA(M,N)®QA/k ZHomA(M,N®QA/k)
T — d(T), donde d(T)(m):=d(T(m))— (T ®1)(dm).

Un morfismo T: M — N de A-mdédulos diremos que es diferencial si dT = 0, es decir,
doT =Tod. Si el morfismo T es diferencial, entonces T: M®Q’ — M'®()’ conmuta con
d, ip, DE. El morfismo Homa(M,N)® M — N, ¢ ® m — ¢p(m), resulta ser diferencial.
La composicion

Homs(M,N)2Q e M Q" > Homy(M,N)eM&eQ -~ NoQ’

con abuso de notacién la denotaremos A.

7. Proposicién: Dada w € M ® Q, entonces
d*w=RAw

Demostracién. Escribamos w = m ®Q;. Entonces, d?2(m®Q;) =d(dm AQ; +m®dQ;) =
A?mAQ;—dmAdQ; +dmAdQ; +med?Q)=d’mAQ;=RAmeQ;)=R Aw. O

8. Identidad diferencial de Bianchi: dR =0.
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2
Demostracién. La diferencial del morfismo M & M ® Q2 es nula ya que el cuadrado

2
M—Y - MeQ?
T
2
MeQ-4- MeQ3
es conmutativo. O

9. Definicion: Una conexién sobre M = Der,(A,A) se llama conexion lineal.

Supongamos que 4/, es un A-médulo libre finito generado y que tenemos una
conexion lineal. Pensemos Id € Hom4(Qa/z,Q4/z) = Derp(A,A) ® Q como una 1-forma
valorada (no como endomorfismo). Denotemos d Id = Tory € Der;(A,A) ® Q2 y calcule-
mos

Tory(D1,D2) = DY(Ad(D2)) - Do(1d(D1)) - 1d([D1,D2]) = DYDy — D3 D1 — [D1,Ds]

Supongamos que V es una conexion lineal simétrica, es decir, Tory = 0. Entonces,
0=d?(Id)=R Ald.

10. Identidad lineal de Bianchi: Si V es una conexion lineal simétrica entonces
RAId=0

Interpretemos esta igualdad: 0 = RAId(D1,D2,D3) = (ip,(RAId))(D2,D3) = (ip,R)A
Id+RAip,1d)(D2,D3) = R(D1,D2)1d(D3))-R(D1,D3)1d(D2))+R(D2,D3)Id(D1)). Lue-
go,

|R(D1,D3)(D3) + R(D3,D1)(D3) + R(D3,D3)(D1) = 0

11. Proposicion: Sea V una conexion lineal, d: QO — Q®Q la diferencial definida por
Vyn: QeQ— Q2 el morfismo natural de paso al cociente. Sea d¢ la diferencial de
Cartan. Se cumple que

mod —d¢ =Tory € Derj(A,A) ® Q2

Una conexion lineal es simétrica si y solo si mod =d¢

Demostracion. n(d(w))(D1,Ds) = DYw(Dz)—Dgw(Dl) = Dl(w(Dz))—w(DYDz)—Dz(w(D )+
w(DgD 1). Por 1a férmula de Cartan, dc(w)(D1,D2) = D1(w(D3))—-Do(w(D1))—w([D1,D3]).
Por tanto, (mod —d¢)w,D1,D9) = Tory(w,D1,D2). O

Si definimos DY'D'=DVD — %Torv(D,D’ ), se tiene que V' es simétrica.

Consideremos los morfismos canénicos 71: Q®Q — Q2, 19: Q®Q — S2Q. Conside-
remos el isomorfismo ¢: Q®Q = A2Q e S2Q, ¢P(w) = (m1(w), m2(w)). Dada una conexién
lineal simétrica y el morfismo diferencial d: Q — Q ® (2, tenemos que n10d =d¢c y
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mood =dg, con dg(w)(D1,D9) = (DYw)(D2)+(D§w)(D1). Se cumple que d; es k-lineal y
ds(f-w)={df)-w+f- -dswy diremos que d; es una diferencial simétrica.

Dar la conexion lineal simétrica V equivale a dar la diferencial simétrica ds: Q —
S2Q.

Seads: S"Q— S™Q, dy(w1- wm) =Y, w1 wi—1-dsWw; - Wn,. Para m =0 defi-
nimos ds =d.

7.5. Mobdulos de jets y operadores diferenciales

Sean M y N dos A-médulos. Se dice que F: N — M es un operador diferencial de
orden O si F(an)=a-F(n), para todo a € A y n € N, es decir, si F' es un morfismo de
A-médulos.

1. Definicion: Una aplicacion k-lineal F: N — M se dice que es un operador diferen-
cial de orden n —1 si

Z (—1)rai1”'air.F(ajl'“ajnfr.n’):O
(i1, sl iU 1, n—rt={1,...,n}

para todo ai,...,a,€ AyneN.

Las derivaciones son operadores diferenciales de orden 1.

2. Proposicion: F: N — M es un operador diferencial de orden n > 0 si y solo si
[F,al:=Foa-—a-F es un operador diferencial de orden n —1 para todo a € A.

3. Proposicion : La composicién de un operador diferencial de orden r con uno de
orden s es un operador diferencial de orden r +s.

Demostracién. Sea F: N — M un operador diferencial de orden r y G: M — M’ un
operador diferencial de orden s. Procedamos por induccién sobre r +s. Por hipétesis de
induccion

[a,GoF]=a-GoF—-GoFoa-=(aoGoF—Goa-oF)+(Goa-oF —Goa-oF) =[a,GloF +Gola, F]

es un operador diferencial de orden r +s —1, luego G o F es un operador diferencial de
orden r +s.
O

4. Notacion: Diff; (N, M) denota el conjunto de opradores diferenciales de N en M de
orden N.

5. Proposicion: Sea mc A un ideal tal que A/m = k. Supongamos que M es un A/m-
mddulo. Entonces,
Diff} (N, M) = Hom,(N/m"™*! - N, M)
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Demostracién. Todo aplicacién k-lineal F: N/m**1. N — M es un operador diferencial
de orden n: Si a € m entonces [F,a] se anula en m*-N c N/m"*!, es decir, tenemos
[F,al: N/m'*-N — M, que es un operador diferencial de orden n — 1, por hipétesis de
induccion. Si a € k entonces [F,a] = 0. En conclusion, [F,a] es un operador diferencial
de orden n—1y F es un operador diferencial de orden n. Por tanto, si 7: N — N/m**1.N
es el morfismo de paso al cociente For: N — M es un operador diferencial de orden n.
Todo operador diferencial F: N — M de orden n se anula en m”*!'. N (recorde-
mos que m-M = 0), por la definicion de operador diferencial de orden n. Por tanto, F

factoriza via N/m"*1. N.
O

6. Definicion: Sea M un A-mddulo. Diremos que J; M := (A ®;, A/AN"" 1Y @4 M es el
moédulo de r-jets de N.

7. Proposicion: Homy(J}N,M) = DiffZ(N ,M).

En particular, HomA(JZ/k,A) = Diff’];(A,A).

Demostraciéon. Consideremos A ®; N como A®A-médulo, A®;, A como A-algebra, A —
A®rA,a—a®ly M es un A®,A/A-médulo. Diff)(N,M) = Diff, (A ®, N,M), D —
Id®D, luego

Diff} (N, M) = Diff}; (A 8, N, M) = Hom (A ®, N)(A™*! - (A &, N)), M)
= Homy (A ®, A/A" 1) @4 N, M) =Homu(JN,M).

8. Proposicion: Sea mc A un ideal tal que A/m =k y sea M un A-médulo. Entonces

(JPM)®a A/m = M/m™-M

9. Observacion:
Diff’Z(N,M) = HomA(JI’\‘,/k,M) = HomA(N,HomA(JX/k,M)) = HomA(N,DiffZ(A,M))

Explicitamente, a D € Diff; (N, M) le asignamos D € Homy (N ,Diff} (A, M)), definido
por D(n)(a) := D(an) (Diff;(A,M) lo consideramos A-médulo por la “derecha” D -a =
Doa-).

Dado el morfismo Id: J,, — Jy ., tendremos que j: N — Jy ., n— 1®n es un
operador diferencial de orden n y todo operador diferencial de orden n, F: N — N', es
igual a la composicién de j y un morfismo de A-médulos f: J,, — N !

La composicion,

. Jr
JN r N/k S _ S r
N=dJdy, — JJ]’Wk =Jan @Ay ®AN
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es un operador diferencial de orden r + s, que define un morfismo natural
r+s S r
Inie = Tam ®aInp

que dualmente es el morfismo natural Diff; (N, Diff} (A, M)) — Difflr;s(N ,M), D — D,
D(n):=D(n)(1).

Tenemos la cadena de inclusiones (en Homy(A,A))
Diff}(A,A) — Diff}(A,A) — --- — Diff(A,A) — ---

El dual de la sucesién exacta 0 — S"Q — (A® A)/A"*1 - (A®A)/A" -0 es

simb,,

0— Diffz_l(A,A) — Diff}(A,A) =" S"Der;(A,A)— 0
Se dice que simb, (F) es el simbolo del operador F'.
10. Notacion: Denotemos Diff,(A,A) = _OJO DiffZ(A,A).
1=

Supongamos que A es una k-algebra lisa, es decir, el morfismo natural S*Q —
A™/A™*1 es un isomorfismo, para todo 7.

11. Teorema: Sea d; la diferencial simétrica asociada a una conexién lineal simétri-
ca. Los morfismos

AeAA" 2 AeQe - 0S"Q, aeb—a-(b,db,d2b/2,...,d"b/n)

son isomorfismos de A-dlgebras y los diagramas

0 —— A"/AP*L (A®A)A"L (A®A)A" 0
j(l)n j@bn—l
0——S"Q) AoQe---0S"Q——=A0Qo---0S"1Q0——-0

son conmutativos.

Demostracion. Es facil comprobar que ¢, es un morfismo de A-algebras. Obviamente

ppla®1l-1®a)=(0,da,—,...,—), luego, ¢, eslaidentidad sobre A/A™*1. Ahora es facil
ver que el diagrama es conmutativo y demostrar por induccién sobre n que los ¢, son
isomorfismos. |

i!

12. Corolario: El morfismo A/m*»™1 — kem/m2e---om¥y/mi*L, f—
=0

(x), es un

isomorfismo de k-dlgebras.
d

2
Se dice que %f (x) es el Hessiano de f en x.
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13. Teorema: Sea d; la diferencial simétrica asociada a una conexion lineal simétri-
ca. Entonces,

n
S

d
S’ Dery(A,A) £ Diffy(4,A), p(D1---Dy)a) := ——(D1,...,Dy)

n!

y se tiene el diagrama conmutativo

-1_. n .
0— "8 S'Dery(4,A)— & S Dery(A,A) — S" Dery(4,4) —0

4 7] Id

0

Diff} "1(A,A)—— Diff}(A,A)

S"Der,(A,A)—0

Ademds se cumple la “férmula de Leibniz”

@(D1---Dyp)a-b)= Y @D, ---D;i)Na) oDy, ---Dj,_ )Nb)
{it,ee, ir}UUL.--,jnfr}:{l ..... n}

Ahora, Diff,(A,A) via ¢, tiene estructura de dlgebra conmutativa graduada:
@D1---Dyp)* p(D}---D;):=¢@Dy---D,-D}---D})
Sea Diff’, (A,A) := {D € Diff}(A,A): D(1) = 0}.
14. Proposicion:
{Conexiones lineales simétricas} = {s € Homy4 (S 2 Der(A,A),Diffi(A,A)): simbg os = Id}

Demostracién. Dada una conexién lineal simétrica, V, definimos s: S2Der(4,A) —
Diff_%(A,A) por s(D1-Dy):=Dq0D9y —DYDg. Reciprocamente, dado s definimos DYDg =
DioDs—5s(D1-Ds), que como pertenece al nicleo de simbg, pertenece a Dery(A,A).

O

En Diff; (A, A) existe una conexién canénica: DVF := DoF, para todo F € Diff},(A,A)
y D € Derp(A,A). Por tanto, existe una diferencial canénica d: Diffy(A,A)® Q4 1, que
extiende a una diferencial en el complejo Diff,(A,A)® QA ,- Observemos que R = d?=
0, porque R(D1,D9)=Di0Dgo—-DgoD1o—[D1,Ds]o =0. Por tanto, Diffy(A,A)® QA’k
es un complejo diferencial.

Sea E un A-mdédulos finito generado libre. Sea K =S'E® A'E™ el complejo cuya di-
ferencial d es tensorializar por Id, es decir, si {e1,...,e,} esuna basede E y {w1,...,w,}
es la base dual, entonces

d(8i®Qj):ZSi~er®wr/\Qj ZZId/\(Si®Qj)

Obviamente, d? = 0. Graduemos K = ,K,, donde K, := S'E ® A"E*. Obviamente
d(Kr)CKr+1-



7.6. Apéndice 239

15. Lema:
: 0 Sii#n
l —
H(K)_{ AN'E* sii=n

16. Teorema de Takens: Se cumple que

. Osii#n
l : * —_
H'(Diffy,(A,A)®4Qy ;) = { Q1 sii=n
Sea T’y € Q®(2 una métrica simétrica no singular y denotemos la polaridad también
por
Ty: Derp(A,A) — Q.

Sea dg: Q — S2Q, ds(w) := T?*(w)=Ty. Tenemos pues definida una conexion lineal si-
métrica en Dery(A,A), denominada conexion de Levi-Civita asociada a T's.

7.6. Apéndice

7.6.1. Sistemas de Pfaff

1. Lema de Nakayama: Sea M un €°°(X)-médulo finito generado. Dados m1...,m, €
M, si miy,...,m, . generan M,, entonces existe un entorno abierto U de x tal que
My ={my...,mp)y.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Supongamos que n = 0. Escribamos
M = (ni,...,n,). Supongamos que ni no es combinacion €*°(X)-lineal de no,...,n,.
porque si no lo quitariamos de la lista. M, = 0, luego M = m, - M. Entonces, ni =
fini+---+ frn,, con f; € m, para todo i. Sea U = X — {1 — f1 = 0}, entonces ny =
1—_1f1 (fong+---+frn,) en Uy My = (ng,...,n)y (como ¢°°(U)-mébdulo). Repitiendo
el argumento anterior, reduciendo U si es preciso, tendremos que My = {ng,...,n;)y.
Asi sucesivamente, reduciendo U si es preciso, tendremos que My = 0.
Denotemos N = (m1,...,m,), entonces

(M/N)y = M/Ny = My/(m1g,..., M) =0

Luego, existe un entorno abierto U de x tal que 0 = (M/N)y = My/Ny,y My = Ny.
O

2. Corolario: Sea M un €°°(X)-submédulo de un médulo libre L. Entonces,

1. Dado m € M, si para cada a € X existe un entorno U, tal que my, = 0, entonces
m=0.

2. Dado me M, si my=0en L,, para todo x € X, entonces m = 0.
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3. Supongamos que M es finito generado. Si M, = 0 para todo x € X, entonces M = 0.

Demostracion. Escribamos M c el €>°(X).

1. Escribamos m = (f;(x)). Para cada a € X existe un entorno U, tal que my, =0,
entonces f;;;, =0, luego f; =0y m =0.

2. Es obvio.

3. Para cada x € X existe un entorno U, tal que My, =0, por el lema de Nakayama.
Luego, dado m € M, tenemos que my, =0, para cada Uy, entonces m =0y M =0. O

3. Proposicion: Sea M un €°°(X)-mddulo finito generado. M es localmente libre si
y solo si la funcion f(a) := dimr M, es localmente constante (luego constante en cada
componente conexa de X).

Demostracion. <) Dado a € X, sean my,...,m, € M tales que m1y,...,m,, sean una
base de M,. Por el lema de Nakayama, existe un entorno coordenado conexo U de a tal
que {(mi,...,m,;)y = My. Consideremos una combinacion €¢*°(U)-lineal Y ; f; -m; = 0.
Si para algin f e U e i, tenemos que f;() # 0, entonces dimpr Mg < r y llegamos a
contradicciéon. Es decir, m1,...,m, es una base de M.

O

4. Teorema: Sea M un ¢°°(X)-maodulo finito generado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. M es un €°(X)-médulo proyectivo.
2. Existe un recubrimiento finito por abiertos {U;} de X tal que My, es libre.

3. La funcién f(a):= dimgM, es localmente constante y M es submddulo de un
mdédulo libre.

Demostracién. 1. = 3. Por el lema de Nakayama, si dim M, = r entonces en un entorno
U de x se cumple que dimM, < n, para todo y € U. Consideremos un ¢°°(X)-médulo
N tal que Mo N = €¢°°(X)". Dado x € X, sea r =dimM, y s = dimN,, luego r + s = n.
En un entorno U de x, tenemos que

n=dimM,+dimN,<r+s=n

para todo y € U. Luego, dimM, =r, para todo y e U.

3. = 2. Escribamos M = (m1,...,my) yseaV:={€ X: myp,...,m, g son una base
de Mg}. V es abiertoy myy,...,m,yv es una base de My. Veamos que generan. Dada
m € My, para cada x € V, existe un entorno abierto U, y f; € €°°(U,) tnicas tales que
my, = X; fimiy,. Luego existen, F; € €°°(V), unicas tales que F;;;, = f; (para todo x) y
m =) ,;F;-m,;y porque localmente son iguales.
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Para cada subconjunto J < {1,...,n}, sea V; el abierto de puntos a en los que
{m o}jeq es una base de M,. {Vs}s es el recubrimiento buscado.

2. = 1. Sean m;; € M tales que {mijUi}j sea una base de My,, para cada i. Sea
¢; una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {U;}. Consideremos el
morfismo 7: &;; €°(X) — M, n((fij)) := ¥;;fij-mij. Sea s: M — &;;€°(X), s(m) :=
(fij), donde (¢p; -m)y;, =2 ; fij- Mmijy. (como el soporte de f;; € €°°(U;) esta incluido en
Ui, podemos suponer que f;; € C*(X) y que es nula fuera de U;). Observemos que
m=3,¢;-myqued;-m=3;fij-m;j, porque son iguales para todo a € X. Entonces, s
es una seccion de :

”(S(m)):”(Zfij'mij):Zfij'mij:Z(Pi'm:m-
ij ij i

Luego, M es un sumando directo de &;;¢°(X).
O

5. Proposicion: Sea f: P — P’ un morfismo de €°°(X)-médulos, entre médulos pro-
yectivos finito generados. Si la funcion g(x) := dimg Ker f,; es localmente constante, en-
tonces Ker f es un sumando directo de P y (Ker f), = Kerf,, para todo x € X. Ademds,
Im f es un sumando directo de P’y (Im f), = Im f, para todo x € X.

Demostracion. (P'/Imf), = P./Im f,, luego
g(x) = dimgp(P'/Im ), = dimp PJ’C —dimgIm £, = dimp PJ'C —dimg P, + dimg Ker £,

es una funcién es localmente constante. Luego, P'/Imf es localmente libre. Luego,
localmente Im f es un sumando directo de P’, luego es localmente libre. Es més, Im f
es proyectivo y (Im f), = Im f,. Por tanto, P es suma directa de Kerf y Im f. Es facil
probar que (Ker f), = Ker f.

O

6. Proposicion: Sea P un €°°(X)-mdédulo proyectivo finito generadoy M < P un sub-
madulo finito generado. Dado x € X, si el morfismo M, — P, es inyectivo, entonces existe
un entorno U de x tal que My es un sumando directo de Py (en particular, My es un
€°°(U)-maodulo proyectivo y reduciendo U si es necesario es libre).

Demostracién. Sea U un entorno de x, tal que Py = €*°(U)". Sean m1,...,m, € My y
Myril,...,mpy € Py tales que my,...,m,  sea una base de P,. Entonces, reduciendo U
si es preciso m1,...,m, es una base de Py y m1,...,m, generan My, luego son base de
My ympi1,...,my, son base de un suplementario de My en Py.

O

7. Proposicion: Sea P un ¢°°(X)-modulo proyectivo finito generado y supongamos
que P=M & N. Dado p € P, se cumple que p € M si y solo si p, € M, para todo x € X.
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Demostracién. Escribamos p =m+n, con m € M y n € N. Observemos que n = 0 si
localmente es cero. Podemos suponer que M y N son libres y en tal caso como n, =0
para todo X, tenemos que n = 0.

O

8. Definiciones: Los sumandos directos del €°°(X)-médulo Qx diremos que son sis-
temas de Pfaff. Los sumandos directos de Dery diremos que son distribuciones. Dire-
mos que una distribuciéon 2 es involutiva si [D,D'] € 9, para todo D,D' € 9.

Dado un A-submédulo N ¢ M, denotamos N° ={w € M*: w(n) =0, para todo n €
N}, es decir, N° es el nucleo del morfismo natural M* — N*. Si M es un A-mddulo
proyectivo finito generado, recordemos que M** = M, entonces es inmediato que N c
N°° y si ademas N es un sumando directo de M, entonces N = N°°.

Observemos que un submoédulo & c Qx es un sistema de Pfaff si y solo si £2° es
una distribucion.

9. Proposicion: Sea 1; el grupo uniparamétrico local asociado a un campo D y & un
sistema de Pfaff Si D*% c & entonces T;‘,xz@rt(x) = 22, para todo (t,x) en el que esté
definido 1. Igualmente, dada una distribucion 9, si DL9 c 9 entonces Ttxx D = Dry(x)
para todo (t,x) en el que esté definido t.

Demostracién. Es un problema local, luego podemos suponer que &2 es libre de rango
r. Como DE c &, entonces DYA”% < A"%. Por el teorema 7.1.13, T} NPy =
A2, lo que implica que ‘L'ngz’-[t(x) =2,..

O

10. Proyeccion local definida por un campo de vectores: Sea D€ Derxy yae X
tal que D, # 0. Existe un entorno abierto U de a coordenado por funciones x1,...,%,,
de modo que D = 6671. Reduciendo U si es necesario podemos suponer que U =(—a,a)”,
B— (x1(B),...,xn(B) y el grupo uniparamétrico local asociado a D7 es 74(x1,...,x,) =
(x1+t,%9,...,%,). La aplicaciéon n: U — (—a,a)* ' =: U, n(B) = (xo(p),...,x,(B)) es epi-
yectiva y diferenciable, de fibras las curvas integrales de D|yy. Si decimos que dos
puntos de U son equivalentes, x ~ y si y solo si yacen en una misma curva integral
de Dy, entonces U = U/ ~ y 7 es el morfismo de paso al cociente. Observemos que el

nucleo del epimorfismo 74 .. : TgU — Tr(p)U es (Dp).

11. Definicién: Diremos que una aplicacién diferenciable 7: X — X es una proyec-
cién regular si es epiyectiva y mmy . : T X — T X es epiyectiva, para todo x € X.

12. Veamos cémo son las proyecciones regulares 7: X — X en coordenadas. Sean
%1,...,%, un sistema de coordenadas en n(x). La aplicacién 7} : T;(x)X' — T:X esin-
yectiva, por tanto, n;d%1 =dxjon,...,m;dX, = dx,on son linealmente independientes.
Sean x1 = X107,...,X, = X, 07,...,X, un sistema de coordenadas en x. Entonces, 7
aplica el punto de coordenadas (x1,...,x,,) en el punto de coordenadas (xy,...,x,).
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Escribamos Q¢ = (wy,...,w,) y sea

D, :={DeDerx: ipn w; =0, Vi}
Dy = (ﬁ,...,%) localmente. Luego, &, es una distribucién involutiva y son los
campos tangentes a la fibras de n. Ademas, (2,), = Kern, ., para todo y € X. Dados
weQgyDePD, tenemos que ipn*w =0y ipda*w = 0. Por ultimo,

{f€6°X): D(f)=0VYD € 2} =6°X), f— fonm.
Es decir, €°°(X) se identifica con el anillo de integrales primeras de 2.

13. Definicion: Dado un €*°(X)-submédulo &2 c Q)x denotemos

Dy :={D e Derx: ip@P=0yDEP c P} ={DeDerg: ip@P =0y ipdP c P}
Dy, =Dy € ToX:ip, P, =07y ip,deP c Py}

Diremos que 2% es el sistema caracteristico de &2.

Si & es un sistema de Pfaff y escribimos & = (wq,...,w,) y #° =(D1,...,Dy), en-
tonces
@g«) ={De€ P iD(iDidwj) = 0, Vi,j}-

Por la proposicién 7.6.5, si dim%Pg_ es localmente constante, entonces Y4 es una dis-
tribucién y (2%), = D, .

Si D,D’' € 24 entonces [D,D'] € @g: ya que ijp pq=ipoD“~D"Toip y[D,D'IF =
DLDIL —D/LDL.

14. Definicién: Sea n: X — X una proyeccién regular. Diremos que un sistema de
Pfaff 2 < Qx es m-proyectable si existe un (tinico) sistema de Pfaff & < Q3 tal que
TEPx) = Py, para todo x € X (o equivalentemente, & = (1*2?)). Diremos que una
distribucién 2 < Dery es m-proyectable si existe una (tinica) distribucién 2 c Dery tal
que 7 L Dr(x) = Dx, para todo x € X.

Por la proposicion 7.6.9, si & es m-proyectable, entonces 9, € P4, y si una distri-
bucién 2 es n-proyectable, entonces 2, < 2.

15. Proposicion : Sea D un campo de vectores y & un sistema de Pfaff. Entonces,
DL 2 c P siy solo si DX ?° c 2°.

Demostracién. Observemos que (DXw)(D') = D(w(D')) —w(DED') = —w(DED'), si w €
@y D' € 2°. Por tanto, Dfw e Z,Vw e P? < (DLw)D')=0,VweP yVD' € P°
= wDID)=0,YwePyVD € ?° < DLD' e »° VD'eP".

De otro modo: DEP c P = P =P(t) — P°=(P(t))° = P°(t) < DLp°c
748 O

Observemos que una distribuciéon & es involutiva si y solo si & = Dge.
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16. Proposiciéon: Sea n: X — X una proyeccion regular y 2 un sistema de Pfaff.

1. P es n-proyectable a 2 si y solo si P° es n-proyectable a P°.

2. Si &P es n-proyectable a P, entonces Do, = n;,l* D5, (luego, Dy =TxxDp,).

Demostracion. 1. =) 1, (P = (D) € T X, tales que i, pr P = 0} = (D} € To X,
tales que i 75 Pr(x) = 0} = (P°)s.
Para el reciproco se argumenta igual.
2.1, D5, , =D, €2}, tales que in, D, i, . p,drwP =0,V Dy € P} =Dap,.
O

17. Teorema de la proyeccion: Sea & c Qx un sistema de Pfaffy 2 c D4 una dis-
tribucion involutiva. Para cada x € X existe un entorno abierto U de x y una proyeccion
regular m: U — U, tal que Dy = Dy y Py es n-proyectable.

Demostracion. El problema es local en X. Podemos suponer que existe un campo D € &9
no nulo en todo punto. Consideremos la proyecciéon regular definida por D: podemos
suponer que X =(-a,a)", X =(-a,a)" ', 1: X - X, n(ay,...,a,) = (@sg,...,an) y D =
%. Consideremos la seccién s: X — X, s(ag,...,a,)=(0,aq,...,a,) del morfismo 7. El
sistema de Pfaff generado por 7%s*%? coincide con 2?: Dado s(X) € X y wyx) € Psx),
tenemos que (71 ;) st wsz)(Ds@) =0y

(7328 s Ws(@)(Sz,+ D7) = 83wz (D) = We(z)(sz,+ D)

para todo D € TzX. Luego, n*s*2? coincide con 22 en todos los puntos de s(X). Ade-
mas, ambos sistemas de Pfaff son estables por 7}, luego coinciden en todo punto.

En conclusién, & es n-proyectable a & := s* 2. Igualmente, 2° es n-proyectable a
un sistema de Pfaff 2°, luego 2 es n-proyectable a una distribucién 2. Como 2 = @g-
entonces 9 = 9= es involutiva y @ﬂ(x) =Ty« Dy CHDp, = @@ﬂ(x), luego 9 c D5.

Repitiendo en X con 22 y 2, lo que hemos hecho en X con 22 y 2, de modo reiterado,
obtenemos el teorema
O

18. Definicion: Diremos que una distribuciéon 2 es integrable si para cada punto
x € X existe un entorno U, coordenado por una coordenadas x1,...,x,, de modo que
Qu, = (%,...,aixr). Diremos que un sistema de Pfaff &2 es integrable si para cada
punto x € X existe un entorno U, coordenado por una coordenadas x1,...,x,, de modo
que Py, = (dx1,...,dx,).

Obviamente, una distribucion & es integrable si y solo si 2° es integrable.

19. Teorema de Frobenius: Un sistema de Pfaff & es integrable si y solo si P° es
involutiva.
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Demostracién. =) Denotemos 2 = P°. P = D porque 2 es involutivo.. Por el teorema
de proyeccién, existe (localmente) una proyeccién 7: X — X tal que 2 =2, y 2 es n-
proyectable a un sistema de Pfaff 2. Ademaés, 2 es n-proyectable a cero y a 22°. Luego,
P = Q. Podemos suponer que X = (-a,a)”, X =(—a,a)" y n(x1,...,%,) = (x1,...,%),
luego & = (n* Q%) = (dx1,...,dx,).

O

20. Notacion: Dada w € Qx y x € X denotemos

Dy ={D eDerx: ipw=0,ipdw =0} ={D € Derx: ipw =0, DL'w = 0}
@wx ={D,eT,X: ip,wy =0, li(dLU)x =0}

21. Definicion: Se dice que w € Qx es regular de clase €™, si wy #0
dim, 2, =dimX -m

para todo x.

Por la proposicion 7.6.5, en el caso de que w sea regular, &, es una distribucién, y
(Dw)x = Dy, Ademas, 2y, es involutiva: Dados D,D’ € 9,,, tenemos que

w([D,D']) = Dw(D")) - (D*w)D") =0
[D,D'1*(w)=DYD""w-D'EDEw =0

Luego, [D,D'1€ 2, y 9,, es involutiva.

22. Teorema de Darboux: Sea w es una 1-forma regular de clase €™. Entonces:
Sim=2k+1, para cada x € X, existe un entorno U coordenado por funciones z,x;,p;
de modo que
w=dz—pidxi—---—prdxp.

Si m =2k, para cada x € X, existe un entorno U coordenado por funciones x;,p; de
modo que
w=pidxi+---+pprdxp.

Demostraciéon. Procedemos por induccién sobre dimX. Si dimX = 1, entonces en un
entorno coordenado U de x, tenemos que w = dz porque dw = 0. Supongamos n >
1. Sea U = (—¢,€)" un entorno de x coordenado por funciones x1,...,x, de modo que
Dy = (ﬁ,...,%). Entonces, w = f1(x1,...,Xm) - dx1+ -+ fu(x1,...,%m) - dx;,. Como
w considerada como una 1-forma sobre (—e¢,€)”, esta en las hipétesis de induccién
(salvo cuando m = n), w cumple el teorema. Luego el teorema es cierto si &, # 0.

Supongamos que 2, = 0 (es decir, n = m).

Supongamos que n =2k + 1. En cada punto y € U, (dw), es una métrica hemisimé-
trica. Luego, la dimensién de Rad(dw), :={D, € T, X: ip (dw)y = 0} es mayor o igual
que 1; y no puede ser mayor que 1 porque en tal caso 9, # 0. Sea U un entorno de x de
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modo que existe un campo D no nulo en todo punto, tal que ipdw =0 (y ipw es no nulo
en todo punto). Tomando ﬁ -D, podemos suponer que w(D) = 1. Reduciendo U si es
preciso, podemos suponer que D = %. Entonces 6 :=dz —w es regular y 9y = (%). En-
tonces, existen coordenadas z',p;,x;, tales que 6 = Y ; p;dx;. Como ipdf = 0, tenemos
que D(p;) = D(x;) =0 y dz es linealmente independiente de dp;,dx; en todo punto,
luego z,p;,x; es un sistema de coordenadasy w =dz - Y ; p;dx;.

Supongamos que n = 2k. La dimensién de Rad(dw), :={Dy € T\ X : ip (dw), = 0}
es par; y no puede ser mayor o igual que 2 porque Dw, = 0. Por tanto,

D, =Dy eT X :ipwy=0,ip dywe€w} ={Dy €T, X:ip d,w € (wy)}

es de dimensién 1, para todo x. Podemos suponer que 9(,, = (D) (con D, # 0 para
todo x). Por el teorema de la proyeccién, existe (localmente) una proyeccién 7: X — X,
tal que 2, = D¢, y (w) es m-proyectable a un sistema de Pfaff (w). Luego, n*w =
f-w, con f invertible y 93 = 0. Por tanto, 23 = 0. Por hipétesis de induccién, w =
dxq +Zf:2pidxi. Entonces, w = p1dx1 + padxo+-+ ppdx, (con p1=f"1, pi = 1pi).
Resulta que dp;,dx; son linealmente independientes porque dw no tiene radical.

O

7.6.2. Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

Se entiende por ecuacion en derivadas parciales de primer orden una ecuacion de

la forma
0z 0z

ox1’ 7 0x,

donde F es una funcién en abierto de , y donde el problema consiste en sustituir
z por una funcion f(x1,...,x,) de modo que se cumpla la ecuacion (1). Una tal f se
llamara solucién, en sentido clasico de (1).

Denominemos las coordenadas de R?"*! x1,...,%,,2,p1,...,Pn ¥ consideremos la
1-forma

(1) F(x]_,...,xn,z, ):0

R2n+l

w=dz—p1dxi—---—prdx,.

Si f(x1,...,x,) es una solucién clasica de (1) y consideramos la subvariedad X de R?**1
de ecuaciones
af(xl,...,xn) _af(xl,---,xn)

z=f(x1,...,%,), P1 = ————22
fxy n), P1 o1 pP1 o,

K

entonces F =0y w = 0 restringidas a X. Reciprocamente, si X es una subvariedad de

R™*1 parametrizable por x1,...,%,, donde F =0y w = 0, entonces z = f(x1,..., %), cOMO
_ o Of(x1,..5%0) . _ .
w =0 tenemos que p; = === para todo i, y como F =0 entonces f es una soluciéon

clasica de (1) y por dimensiones la variedad de ecuaciones
0f(x1,...,%,) of (x1,...,xn)
4 :f(xl,---,xn), pl = —;---7pn ==

0x1 0xy,
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es X. Por otra parte, si X es una subvariedad conexa de R?**! tal que F(x) = 0 para un
punto X € X, entonces F =0 en X siy solosi dF =0en X.

R2n+1

23. Proposicién: Si X c es una subvariedad tal que w = 0 restringida a X,

entonces dimX < n.

Demostracion. La métrica (hemisimétrica) d,w es de radical <(%)x>’ luego la mé-
trica que define en TxIRQ”H/((%)x) es no singular. Como w = 0 en X, entonces 0 =
dw =Y;dx; Adp; en X. Tenemos que T, X € (w,)° y Como wx((%)x) = 1, entonces
la composicién T, X c T, R2*+1 — TxIRQ”H/((%)x) es inyectiva, y es un espacio vecto-
rial isétropo, es decir incluido en su ortogonal. Entonces, dim7, X <2n —dim7T,X y
dimX =dim 7T, X <n.

O

24, Definicion: Llamaremos solucién de Lie, de la ecuacion en derivadas parciales de
primer orden (1), a toda subvariedad X c R?**! de dimensién n, tal que la restriccién
del sistema de Pfaff (w,dF') es nula.

Supondremos que (w,dF) es un sistema de Pfaff, es decir, estaremos en el abierto
complementario del cerrado F,, =0, Fy, + p;F, =0, para i = 1,...,n. Un célculo inme-
diato muestra que 9, 4r) esta generado por el campo de vectores (no nulo en todo
punto)

n

0 n 0
(Fi+p~F). +§ p.Fi._,
] x Lz api & i'p oz

i 0
Dp=) Fp,-—~—
S o 2

el cual cumple
DpF =0, wDF)=0, ip,dw=dF -F,w.

25. Proposicion: Dy es tangente a toda solucion de Lie.

Demostracién. Si X es una solucion de Lie y (D), ¢ T X, entonces (localmente) las
curvas integrales de Dr que pasan por un entorno de x € X, forman una variedad de
dimension n + 1, donde (w,dF) es cero. Llegamos a contradiccion con la proposicion
7.6.23. O

26. Definicion: Las curvas integrales de Dy se denominan bandas caracteristicas y
su proyeccién a R**! caracteristicas de Cauchy.

27. Supongamos que la hipersuperficie x, = 0 es transversal a Dr en 0 € R2**1
(%(0) # 0. Sean X4,...,X,-1,Z,P1,...,P, integrales primeras de D, que restringi-
das a x, = 0 coincidan con las funciones x1,...,%,-1,2,p1,...,P,. Por la desmotracion
del teorema de la proyecciéon

(w,dFy={dZ-P1dX1—...—P,,_1dX,,_1,dF)
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Una solucién de (1) que sobre la hipersuperficie x,, = 0 coincida con cierta funcion
fx1,...,xp-1) es
of .
F=07Z=fXy,...,X,-1), P; = a_x-(Xl""’Xn_l) (i=1,...,n-1),
l

(que en general definen una subvariedad de dimensién n). Otras soluciones son

F=0,Z=1,,X1=2,..., Xp_.1=2,1 (A; ER).

28. Método de Lagrange-Charpit: Supongamos que n = 2. Sea G una integral
primera de Dg. Es facil comprobar que DgF = DrG, luego DgF = 0. Supongamos
que & = (w,dF,dG) es un sistema de Pfaff de rango 3. Dr y Dg son linealmente
independientes porque ip,dw =dF -F,w y ip,dw =dG - G,w, y dF,dG,w son li-
nealmente independientes. Obviamente Y25 = (Dp,Dg), luego & es integrable, luego
P =(dF,dG,dH). Por tanto, una solucion de Liede (1) es F =0,G =11y H = As.

29. Método de Jacobi: Supongamos que en la ecuacion (1) no aparece z y considere-
mos F como funcién de R?", es decir, depende de las coordenadas x1,...,%n,P1,.-.,Pn-
Una solucién clésica z(x1,...,%,) define la subvariedad dimensién n de R?", p; = %
(i=1,...,n) enla que w:=); p,dx; especializa en dz y por tanto dw = 0. Reciprocal-
mente, si dw =0 en una subvariedad de dimension n, entonces localmente por el lema
de Poincaré 7.1.15, w =dz y si x1,...,Xx, es un sistema de coordenadas en la subvarie-
dad entonces z es una solucién clasica.

Tenemos que ws es una dos forma cerrada no singular de R?”. La dos forma ws
define la polaridad Derpen — Qpen, D — ipws. Dada una funcién G, sea Dg el campo de
vectores tal que ip, w2 = dG. Entonces, Dg(H) =ip,(dH) =ip,(ip,w2) = w2(Dpg,Dg),
luego DG =0y DgH = —~DyG. Ademds, Diwg = dip,w2 —ip,dws =d(dG)+0=0y
[Dg,Dyl=Dp,u, porque

ipe.nywe = (ipg oD% — DY oip Jws = -DE(dG) = ~dDyG = dDGH.

Sea F1 = F (suponemos que localmente dF no se nula en ningin punto). Sea Fo
una integral primera de Dp,, tal que (dF'1,dF3) es un sistema de Pfaff. Tenemos que
(DF,,DF,) es una distribucién involutiva (incluida en (dF'1,dF2)°), luego integrable.
Sea F3 una integral primera de (Dr,,DF,), tal que (dF1,dF2,dF3) es un sistema de
Pfaff. Asi sucesivamente, obtenemos un sistema de Pfaff (dF4,...,dF,) con incidente
la distribucioén involutiva (Dg,,...,DF,). Luego, wa(DF,,D Fj) =Dp,(F;) = 0. Por tanto,
w9 = 0 sobre la subvariedad F =0, Fo = A9,...,.F, = A,.

30. Definicion: El locus singular de (1) es el conjunto de los puntos de F = 0 donde
(DF), =0, es decir, el conjunto de soluciones de las ecuaciones

F=0,F, =0,F,+piF,=0 @=1,...,n).

Se llama solucién singular a toda solucién de Lie contenida en el locus singular.
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31. Proposicién: Supongamos que F,Fy,,....F, ,x1,...,X, es un sistema de coorde-
nadas en un punto a € R2**!. La subvariedad X de R*"*1 definida en un entorno de a

por las ecuaciones
F=0,F, =0,@G=1,...,n).
es una solucion de (1) si y solo si estd incluida en el locus singular.

Demostracion. Las funciones x1,...,x, es un sistema de coordenadasenY . Siw =0en

Y, entonces dFF =0enY siysolosiFy +p,F,=0.
O
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Capitulo 8

Aplicaciones de la teoria

8.1. Ejemplos en Fisica

Quiero establecer justificadamente los principios minimos o basicos de la fisica
Newtoniana y la Relativista.

“Todo individuo tiene conocimiento solo de un entorno relativamente pequerio (infi-
nitesimal) suyo. En cada instante de tiempo y lugar el individuo observara un tiempo
y un espacio”. El espacio fisico X en una variedad diferenciable de dimensién cuatro
(infinitesimalmente T, X = R*). Dar un individuo-observador es dar una curva C — X
(curva espacio-temporal) y un punto ¢ € C digamos que es el individuo en un instante
y lugar determinados.

“Cada individuo infinitesimalmente tiene una concepcion de tiempo y espacio, rom-
pera su realidad observada en dos bien diferenciadas: tiempo y espacio. Ademas supo-
nemos que cada individuo le puede comunicar a uno cercano qué hora tiene y qué lugar
ocupa. Infinitesimalmente el individuo rompe su realidad fisica en tiempo y espacio y
lo puede comunicar”. Es decir, T.X = T.C ¢ E., donde diremos que T.C es el tiempo
infinitesimal del individuo-observador C en c y E. es el espacio del observador C en
c. La condicién de comunicabilidad (que no hemos expresado o detallado con rigor) se
traduce en que T'.X sucede una de las dos posibilidades siguientes:

1. Existe una métrica simétrica (de Lorentz) que en una base ortogonal es de la
forma

1 0 0 O
0 -1 0 O
0O 0 -1 O
0O 0 0 -1

yE,=T.Ct.
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2. Existe una métrica simétrica que en una base ortogonal es de la forma

S O O O
S O O O
S O O O

yE.=radTe
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