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Introduccion

La teoria de grupos algebraicos afines y sus representaciones lineales, ha
sido tratada fundamentalmente desde tres puntos de vista: via la teoria de las
algebras de Lie, en caracteristica cero ([5], [8], [28]), via la teorfa de &lgebras
de Hopf ([5], [17], [28]), via la teoria de variedades algebraicas y sus morfismos.
Dentro de este tltimo punto de vista, el considerar los grupos algebraicos y sus
representaciones en términos de sus funtores de puntos ([8]), permite desarrollar
la teoria de modo geométrico e intuitivo.

De hecho, en no pocas ocasiones, es usual recurrir a este punto de vista para
interpretar o comprender las definiciones y resultados de la teoria de algebras
de Hopf. Por ejemplo, dado una k-dlgebra de Hopf A y un A-comédulo F,
el morfismo de comultiplicacion F — A ® E puede interpretarse de distintos
modos:

1. Sea G = Spec A y consideremos E como G-médulo. Entonces se cumple
que A ® E = Homg_y (G, E) y €l morfismo de comultiplicacién es el
morfismo E — Homyg_,q,-(G, E), e — €&, donde é(g) = ¢ - e, para todo
punto g de G.

2. Dado un punto g de G con valores en una k-algebra B, es decir, g €
G (B) := Homp_csq(Spec B,G), sea Ly : E ® B — E ®; B el morfismo
de traslacién por g, es decir, Ly(v) = g - v, para todo v € E ®; B. Si
g =1d € G'(A) = Homg_.5q(G,G) (“punto general” de G), entonces el
morfismo de comultiplicacién es el morfismo

E—-E®yA e— Lye®]1).

3. A* es un dlgebra, E* es un A*-médulo (por la derecha) y como probamos,
el dual (cuando se considera todo funtorialmente, es decir, via sus funtores
de puntos) del morfismo de multiplicaciéon E* ®j A* — E* es el morfismo
de comultiplicacién.

Por otra parte, si G es un grupo finito discreto, es usual en Algebra (127)),
desarrollar la teoria de representaciones lineales de G como una teorfa de k[G]-
médulos, donde k[G] es el dlgebra envolvente de G, que coincide con el dual
del anillo de funciones de G. Es bastante menos usual tratar la teoria de repre-
sentaciones lineales de un grupo algebraico G = Spec A como una teoria de

11
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A*-médulos. La razén principal por la que esto no se lleva a cabo, es que ello
exige introducir topologias en A* y en las representaciones lineales ([9], [10]).
Sin embargo, si consideramos G via su funtor de puntos y consecuentemente
los espacios vectoriales, los endomorfismo lineales, etc., via su funtor de puntos,
no es necesario introducir ninguna topologia y la teoria se desarrolla de modo
natural.

La interpretacion de la teoria de la medida de los grupos continuos, local-
mente compactos (andlisis arménico) desde el punto de vista de los funtores
de puntos, de manera que luego fuera trasladable a los grupos algebraicos, dio
origen posteriormente a esta memoria. El primer problema se plantea en la
definicién de medida. Sea C(X) = Hom(X,R) (morfismos continuos), el anillo
de funciones continuas de X y definamos el funtor C'x(S) := Hom(X x S,R) =
C(X x S). Se sabe que la topologfa de la convergencia en cada compacto es exac-
tamente aquélla tal que Homeont (S, C(X)) = C(X x S), es decir, es la topologia
que hace a C(X) representante del funtor Cx (esto justifica el considerar tal
topologfa). Ahora, las medidas se definen como M (X) = Homyin—cont(C(X),R)
y se puede comprobar M (X) = Hom fynt—1in(Cx, R). Dicho de otro modo, las
medidas en X son las formas lineales sobre C(X) universalmente definidas, es
decir, tales que para cada espacio S se tenga wg : C(X x S) — C(S) lineal
sobre C(S), de manera compatible con los cambios de base S’ — S (de nuevo
desaparece la condicién de continuidad).

Esta observacién hace ver que es posible definir los espacios de medidas para
cualquier tipo de espacios (diferenciables, analiticos, esquemas afines, etc.) y
en ellos son aplicables, en principio, las cuestiones formales de la teoria de la
medida. Reciprocamente, este punto de vista permite aclarar y justificar defini-
ciones y resultados de la teoria de la medida y el andlisis arménico, dandoles
més naturalidad.

Nuestro interés se centra en el caso algebraico. En este caso, hay que sustituir
C(X) por el anillo Ax = Hom(X, k) de funciones algebraicas de X y se verifica
que todas las formas lineales w : Ax — k estdn universalmente definidas, por lo
que el funtor de medidas en X no es otro que Homg_;;, (Ax, k).

El desarrollo de la teoria es el siguiente. Sea Cj, la categoria de k-dlgebras.
Dado un k-médulo E, sea E el funtor de k-mddulos sobre Cy, definido por

E(B):= E @ B

para toda k-algebra B € Ci. Decimos que E es un k-mdédulo cuasi-coherente.
Es fécil probar que la categoria de k-moddulos es equivalente a la categoria de
k-moédulos cuasi-coherentes. Por tanto, a veces denotaremos E simplemente E.
Dados dos funtores de k-médulos F'y H sobre Cy, denotamos por Homy (F, H)
el funtor de k-mddulos definido por

Homy,(F, H)(B) := Homp(Fp, Hp)

donde F|p es el funtor F' restringido a la categorfa de B-algebras. Diremos que
E* := Homg(E, k) es un esquema de k-mddulos (porque E* es el funtor de
puntos de Spec S'E). Es facil comprobar que E*(B) = Hompg(F ®; B, B). Si
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un esquema de médulos, A*, es ademas un funtor de dlgebras diremos que es
un esquema de algebras.

El teorema fundamental, en el que se apoya toda la tesis, es el teorema de
reflexividad (donde no aparece ninguna topologia).

Teorema. Sea k un anillo y E un k-mddulo.
1. E** =E.
2. Hom;(E*, V) =E®; V.

Como consecuencia de 1., se tiene que la categoria de los k-mddulos es anti-
equivalente a la categoria de los k-esquemas de médulos. En [9, Exposé VIIp,
1.2.3] se obtiene una anti-equivalencia entre la categoria de los k-mddulos pseudo-
compactos proyectivos y la categoria de los funtores de k-mddulos planos, siendo
k un anillo pseudocompacto.

Al considerar G = Spec A y A* como funtores, tenemos un morfismo natural
G — A* (que cldsicamente s6lo podia ser definido entre los puntos k-racionales
de uno y otro). Inmediatamente se plantea qué relacién existe entre k[G'] y A*.
Probamos el siguiente teorema.

Teorema. FEl cierre de esquemas de dlgebras (y mdédulos) de k[G'] es A*, es de-
cir, A* es el representante del funtor sobre la categoria de esquemas de dlgebras

Homk,alg (k[G], —),

Dado un funtor de k-mdédulos H, decimos que F' = H* es un funtor dual.
Con mayor generalidad (que necesitaremos) probamos que el cierre de funtores
duales de dlgebras (y médulos) de k[G'] es A*.

Este teorema permite pensar A* “como” si fuese k[G'], exactamente como
sucede en la teoria de grupos finitos discretos. Este ha sido uno de los obje-
tivos implicitos de la tesis: el tratar la teoria de representaciones lineales de los
grupos finitos discretos y los grupos algebraicos como una tnica teoria. Como
consecuencia del teorema anterior, probamos que si G = Spec A es un k-grupo
afin, entonces la categoria de las representaciones lineales de G es equivalente a
la categoria de A*-mddulos. Con mayor generalidad,

Teorema. La categoria de funtores duales de G-mddulos es equivalente a la
categoria de funtores duales de A*-mddulos.

En conclusién, la teoria de representaciones lineales de los grupos afines es
una teoria de esquemas de algebras y sus representaciones.

En el capitulo 2, como es obligado, estudiamos los esquemas de médulos E*
y el cierre de esquemas de médulos de los funtores de k-mddulos. Probamos
que un funtor de k-mdédulos reflexivo F' es un esquema de mdédulos si y sélo si el
funtor Homy, (F, —) conmuta con sumas directas (de médulos cuasi-coherentes).
Probamos

Teorema. FEl cierre de esquemas de un funtor F' de k-mddulos es estable por
cambio de base <= F* es un k-mddulo cuasi-coherente <= el cierre de
esquemas de modulos de F' es F**.
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Probamos (con hipétesis muy generales) que el cierre de esquemas de médu-
los de un funtor de k-médulos F' coincide con F' := lim F//F;, donde F/F; es k-

moédulo coherente. En particular, obtenemos que un funtor reflexivo de k-médu-
los es un esquema de médulos si y sélo si es completo y separado. Enunciado
que explica la relacién que hay entre los esquemas de médulos y las topologias
antes mencionadas.

Comenzamos el capitulo 3 probando que la categoria de codlgebras con
unidad, Ceoalg, €s anti-equivalente a la categoria de los esquemas de élgebras,
Calg- Los funtores que dan la anti-equivalencia son Ceoaty — Calg, B ~» B* y
Calg - Ccoalg, A~ A

En [9, Exposé VIIg, 1.3.5] se puede encontrar esta anti-equivalencia en térmi-
nos de k-codlgebras planas coconmutativas y de k-variedades formales topoldgi-
camente planas, donde k es un anillo pseudocompacto.

A continuacién, estudiamos los esquemas de algebras y los cierres de esque-
mas de algebras de un funtor de k-algebras.

Teorema. Sea F' un funtor de k-dlgebras. El cierre de esquemas de dlgebras de
F' coincide con F** si y solo si F* es un k-mddulo cuasi-coherente.

Obtenemos inmediatamente que si G = Spec A un k-grupo afin, el cierre de
esquemas de dlgebras de k[G'] es A*. Igualmente probamos que si A* y B* son
esquemas de &lgebras, el cierre de esquemas de dlgebras de A*@B* es (A®B)*.

En hipétesis muy generales, demostramos que el cierre de esquemas de dlge-
bras de un funtor F' de k-algebras coincide con h’ln F/F;, donde F/F; es k-élge-

bra coherente. En particular, los esquemas de algebras son limite proyectivo de
esquemas de algebras finitas, y de este hecho se probard maés tarde que todo
grupo algebraico afin es un subgrupo del grupo lineal.

Sea F' un funtor de k-algebras y D C F*(k) el subespacio vectorial formado
por las 1-formas lineales de F', que se anulan en algin ideal bilatero de F' cuyo
contcleo es un k-espacio vectorial de dimensién finita. Decimos que D es el
k-espacio vectorial de distribuciones de soporte finito de F. Probamos que el
cierre de esquemas de algebras de F' coincide con D*.

El estudio general de los esquemas de k-algebras A* y los A*-moédulos cuasi-
coherentes, sigue las lineas generales del estudio de las k-dlgebras finitas (de-
sarrollado en el capitulo primero). Quizds sorprenda que se obtengan después
los resultados bésicos de la teoria de las representaciones lineales de los grupos
algebraicos, sin considerar la estructura de algebra del anillo de funciones del
grupo. Demos algunos ejemplos.

Si E es un A*-médulo y £/ C E un k-mdédulo de tipo finito, probamos que
A* . E" es un A*-submddulo de E, de tipo finito sobre k. En consecuencia, si
G = Spec A es un k-grupo afin, £ un G-médulo y E’ C E un k-médulo de tipo
finito, entonces G - E' es un G-submddulo de E, de tipo finito sobre k.

A* es un A*-moédulo por la derecha, luego su dual A es un A*-mddulo
cuasi-coherente por la izquierda, que llamaremos el A*-moédulo regular. Cada
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A*-moédulo simple es un A*-submddulo del médulo regular. En consecuencia,
cada G-moddulo simple es un G-submédulo del G-médulo regular.

Teorema. Las extensiones de A*-mddulos de E por E’, mddulo isomorfismos
de extensiones, estdn clasificadas por el grupo Extk*(E, E").

La igualdad de grupos de cohomologia H (G, E) = Ext.(k, E), dard como
consecuencia que las extensiones de G-mddulos de k por E estan clasificadas
por H(G, E).

Las algebras no conmutativas mas sencillas y con mejores propiedades son las
simples y las semisimples. Probamos que un esquema de k-algebras es semisimple
si y sélo si es un producto directo de k-dlgebras simples. A toda &dlgebra se le
asocia de modo candnico un algebra semisimple. Dado un esquema de dlgebras
A*, denotemos por M* el esquema de algebras cociente semisimple maximal de
A* y por I* el radical de A*, es decir, el nicleo del morfismo A* — M*. Sea

Spec, .. A* el conjunto de los ideales bildteros maximales de A*. Probamos que

A" = Spec, . M* = {Conjunto de clases de isomorfia }

Spec de A*-médulos simples

max

Probamos que un morfismo E* — E’™ es un isomorfismo si y sélo si el
morfismo Gp-E* = [[ I'"E* /""" E* — [[ I*"E™*/I*""'E"* = G-E’" es un
isomorfismo.

Todo A*-mddulo coherente E (dimy E < co) define un cardcter xg : A* —
k, que asigna a cada w € A* la traza de la homotecia en E de factor w. Si
cark = 0, demostramos que dos caracteres xg y Xxpg/ son iguales si y sélo si
los M*-mdédulos graduados G+ (E) y Gi+(E’) son isomorfos. Si k es un cuerpo
algebraicamente cerrado, demostramos que los caracteres asociados a los A*-
modulos simples son linealmente independientes.

Una primera aproximacién a la clasificacién de los esquemas de algebras es
la clasificacién de las extensiones de algebras. Probamos que las extensiones de
esquemas de k-dlgebras de un esquema de k-algebras A* por un esquema de
A* ® A*°-moédulos V* estén clasificadas por el grupo

Exta.ga-o (A", V") = Exti.ga-(V,A).

Como consecuencia obtenemos el teorema de Wedderburn-Malcev, en el contex-
to de esquemas de algebras:

Teorema. Supongamos que M* es un esquema de dlgebras semisimple para todo
cambio de cuerpo base (es decir, separable). El morfismo A* — M* tiene una
seccion de funtores de dlgebras, que es unica salvo conjugaciones por elementos
de 14 T*.

Decimos que un esquema de k-algebras A* es unipotente si su esquema de
algebras cociente semisimple maximal es M* = k. Decimos que es triangulable

si M* = [[k. Demostramos que estos conceptos quedan estables por cambios de
i
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base, productos tensoriales, cocientes y subesquemas. En el capitulo 4, probamos
que un k-grupo afin G = Spec A es semisimple (unipotente, triangulable, etc.)
si sélo si A* es un esquema de dlgebras semisimple (unipotente, triangulable,
etc.) y aplicamos todos los resultados anteriores (y otros) a la teorfa de repre-
sentaciones lineales de k-grupos afines (véase secciones 4.1 y 4.2).

Probamos que G N (1 4+ I*) es igual al radical unipotente de G. Denotemos
por Inv B* los invertibles del esquema de algebras B*. Como consecuencia del
teorema de Wedderburn-Malcev obtenemos que

InvA* = (1 +TI%) x InvM*

y como consecuencia de ésta descomposicién obtenemos que todo grupo afin
triangulable (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) es producto semidirecto
de un grupo unipotente (su radical unipotente) y un grupo diagonalizable.

Uno de los lugares donde el tratamiento funtorial de los grupos algebraicos
resulta més bello es en la dualidad de Cartier. La equivalencia (dualidad de
Cartier) entre la categorfa de los k-grupos formales topoldgicamente planos y
la categoria de las bidlgebras planas ha sido tratada como una dualidad de
espacios vectoriales continuos (de funciones) [9, Exposé VIIg by P. Gabriel,
2.2.1]. Dieudonné (en [10, Ch. I, §2, 13]) también prueba la equivalencia entre la
categoria de k-codlgebras en grupos y la categoria dual de k-algebras linealmente
compactas en grupos.

Dado un funtor de grupos G, diremos que

G* = HOmgrupos (Ga Gm)

es el funtor de grupos dual.
Dado un esquema de algebras A* denotamos por Spec A* el funtor

(Spec A™)(B) = Homy_q14(A*, B)

para toda k-algebra B. Probamos que el cierre cuasi-coherente de Spec A* es
A, como el cierre de esquemas de médulos de Spec A es A*. Obtenemos que si
G = Spec A es un k-grupo afin, entonces G* = Spec A* y probamos el siguiente
teorema.

Teorema. La categoria de grupos abelianos afines G = Spec A es anti-equivalen-
te a la categoria de funtores Spec A* de grupos abelianos. Los funtores que dan
la anti-equivalencia son los que asignan a cada funtor de grupos su grupo dual.

Por 1ltimo, aplicamos la teoria de esquemas de dlgebras a la teoria de in-
variantes.

Por sencillez, supongamos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. La
Proposicién 4.1.9 afirma que un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y
solo si A* es semisimple, es decir, A* = [[, End(E;), donde E; son todos los
G-médulos (o A*-mddulos) simples (médulo isomorfismos). Si k es el G-mddulo
trivial, entonces Endy (k) = k y A* = k x B*. Obtenemos el siguiente teorema.
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Teorema. Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y sélo si A* =k x B*
como esquemas de k-dlgebras, siendo la proyeccion de A* en el primer factor la
representacion trivial de A*.

Demostramos que la forma wg := (1,0) € k x B* = A*, que denomi-
namos integral invariante de G, esta caracterizada por ser G-invariante y por
ser wg(1) = 1, y probamos como corolario que la existencia de tal forma ca-
racteriza los grupo semisimples. Ahora es inmediato que dado un G-mddulo,
entonces E¢ = wg - E y éste es sumando directo de E. De hecho procedemos
con mayor generalidad:

Teorema. Sea G = Spec A un k-grupo semisimple y wg € A* la integral
invariante de G. Sea F' un funtor dual de G-mddulos. Se cumple que:

1. FC =wg - F.

2. F descompone de modo tinico como suma directa de FC y otro subfuntor
de G-mddulos, explicitamente

FZwG'FEB(l—wg)-F.

Dados un k-grupo G = Spec A semisimple y dos RG-mddulos (cuasi-coheren-
tes) E, V, Chu, Hu y Kang (en [7]) definen en Hompg(E, V) un operador de
Reynolds generalizado. El problema con que se encuentran estos autores es que si
bien E y V son G-mddulos cuasi-coherentes (con la terminologia estdndar: la ac-
cién de G en E y V es racional) sin embargo Hompg (E, V) no es cuasi-coherente
(con la terminologia estdndar: G no opera racionalmente en Hompg(E,V)). Con
nuestra terminologia, tenemos que todos los funtores considerados son obvia-
mente funtores de G-médulos, y como probamos, de A*-mdédulos. El operador
de Reynolds generalizado para todo A*-mdédulo (no sélo para Hompg(E,V)) es
la multiplicacién por wg € A*.

Sea A* =[], M,, (k) un esquema de &lgebras separable. En cada una de
estas dlgebras de matrices, M, (k), tenemos definida la métrica de la traza y su
polaridad asociada. Tenemos definido, pues, un morfismo ¢ : A = &;M,,, (k) —
[[; M, (k) = A*, que resulta ser de A*-médulos. Sea G = Spec A un k-grupo
afin semisimple y x : A — A, a — a*, el morfismo inducido en los anillos por el
morfismo G — G, g — g~ '. Probamos que el morfismo

A— A*a ar— wG(a* : 7)7

donde wg(a* - —)(b) = wg(a® - b), coincide con el morfismo ¢. La operacién
producto de A* define via ¢ un producto en A, que es el producto de convolucién
en los ejemplos clésicos.

Terminamos la tesis con el calculo de wg, cuando G = Sli,, O,, etc., medi-
ante argumentos geométricos, el uso del morfismo ¢ antes definido y diversas
propiedades de wg: Consideramos un sistema de coordenadas en G, es decir,
consideramos G = Spec A como subgrupo de M,, = Spec B. A es el cociente de
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B por el ideal I de las funciones de M,, que se anulan en G. A* es un subesque-
ma en dlgebras de B* y tenemos que A*¢ = {w € B*“: w(I) = 0}. Ahora bien,
B*G, via el morfismo ¢ : B — B*, coincide esencialmente con BY, es decir, con
el anillo de funciones de M,,/G. Por tltimo, probamos que dado w € B*C, la
condicién w(I) = 0 equivale a w(I¥) = 0 (que es un sistema finito de ecuaciones
“en cada grado”) y con todo damos el cdlculo explicito de wg.

La referencia bésica de la memoria es el texto de Carlos Sancho [26]. En este
trabajo hemos desarrollado y sistematizado muchos de los conceptos y teoremas
que ahi pueden encontrarse.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de médulos y algebras simples y semi-
simples

n
Sea G un grupo y k[G] = {>. Ngi,gi € G,\i € k,n € N} el algebra
i=1
envolvente de G. Como se ver4, 15: teoria de representaciones k-lineales de G es
equivalente a la teorfa de k[G]-mdédulos. Veremos que G es semisimple si y y s6lo
si k[G] es semisimple. As{ pues, es natural abordar la teorfa de representaciones
de grupos via la teoria de mdédulos y el estudio de las dlgebras semisimples.
Buenas referencias para este tema se pueden hallar en los capitulos corre-

spondientes de [18], [19], [25] v [26].

1.1.1. Moddulos simples y semisimples

Definicién 1.1.1. Sea A un anillo con unidad (no necesariamente conmutati-
vo). Un A-mddulo por la izquierda M es un grupo abeliano, normalmente con
notacion aditiva, junto con una operacion de A en M, AxM — M, (a,z) — az,
tal que para todo a,b € A y x,y € M se tiene que

(a +b)x = az + bz,
a(z +y) = ar + ay,
(ab)x = a(bx),
lz ==.
Es inmediato comprobar que a(—x) = —(ax) y que 0z = 0.

De modo similar se define un A-médulo por la derecha. Sélo trabajaremos
con modulos por la izquierda, a menos que se indique lo contrario, y por lo
tanto los llamaremos simplemente A-médulos, o incluso médulos si la referencia
al anillo es clara.

19
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Supondremos que A es un anillo no conmutativo con unidad, y que todos los
médulos, submdédulos y morfismos de médulos son A-mdédulos, A-submodulos y
morfismos de A-médulos.

Definicién 1.1.2. Un mddulo E se dice que es simple si E # 0 y no tiene mds
submaodulos que 0 y E.

Si N es un A-médulo simple, entonces N =< n >~ A/Ann(n) donde Ann(n)
ha de ser un ideal maximal de A. Reciprocamente, si m es un ideal maximal
entonces A/m es un A-mddulo simple. Ademads, si m % m’ entonces A/m % A/m’.

Definicién 1.1.3. Un mddulo E se dice que es semisimple si es suma directa
de submddulos simples.

Por ejemplo, un ideal (por la izquierda) M de A es un médulo simple si y
solo si es un ideal minimal, es decir, si y s6lo si M es minimal en el conjunto
de los ideales no nulos de A. Pero no hay garantia de que en A haya ideales
minimales; por ejemplo en Z no hay ninguno.

Los morfismos entre médulos simples son muy sencillos.

Proposicién 1.1.4 (Lema de Schur). Sean E y F dos mddulos simples. Todo
morfismo no nulo de E en F es un isomorfismo. El anillo End s (E) es un cuerpo
no conmutativo.

Demostracion. El nicleo de un morfismo no nulo g : E — F' debe ser 0, por ser
FE moédulo simple. La imagen debe ser bien 0 o bien F', pues F' es médulo simple.
Ya que g es inyectivo, la imagen serda F'y por tanto g serda un isomorfismo. [

Si N y P son submédulos de E, entonces P se llama suplementario de N si
N+ P=FEyNNP =0, es decir, F es la suma directa de N y P. Se dice que
N y P son sumandos directos de E. En general no todos los submdédulos de
son sumandos directos, pero vamos a ver que la existencia de suplementarios es
lo que caracteriza a los modulos semisimples.

Definicién 1.1.5. Diremos que un conjunto ordenado S estd inductivamente
ordenado si cada subconjunto no vacio totalmente ordenado tiene una cota su-
perior.

Lema 1.1.6 (Lema de Zorn). Sea S un conjunto no vacio, inductivamente
ordenado. Entonces existe un elemento mazimal en S.

Proposicion 1.1.7. Sea E un mddulo. Son equivalentes las siguientes condi-
ciones:

1. E es semisimple.
2. E es suma de submddulos simples.

3. Cada submddulo F' de E es un sumando directo, es decir, existe un submo-
dulo F’' tal que E=F & F’.
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Demostracion. 2. < 1. Sea E = Y E; una suma de submddulos simples, y sea
i€l
J el subconjunto maximal de I (que existe por el lema de Zorn) tal que la
suma »_ E; es una suma directa. Trataremos de probar que esta suma es FE,
j€J
y paraj ello bastara comprobar que cada F; estd contenido en dicha suma. La
interseccién de nuestra suma con E; es un submaédulo de E;, asi pues es 0 o F;.
Si es 0, entonces J no es maximal, ya que podemos anadirle el subindice 4. Por lo
tanto F; estd contenido en la suma, y la equivalencia entre 1. y 2. estd probada.
1. = 3. Tomemos un submdédulo F de E = Y F;, y sea J el subconjunto
icl
maximal de I tal que la suma F + ) E; es directa. Un razonamiento similar
j€J
al de antes muestra que esta suma ]directa es igual a F, y por tanto F' es un
sumando directo en E.

3. = 1. Obviamente los submédulos de E heredan la propiedad 3., ya que
si N es un submédulo de E y N’ un submédulo de N, por dicha propiedad
E=N &M, luego N =N @ (M NN). En E existen submddulos simples:
Sea e € E un elemento no nuloy B C<e >= A-e ~ A/ker(-e) un submédulo
maximal. Por la maximalidad de E’ sus suplementarios en < e > son simples,
luego existe un submodulo simple en E.

Sea Ey C FE la suma de todos los submédulos simples de E. Si Ey # E,
entonces £ = Ey@F, con F' # 0, y existe un submédulo simple en F'. Por lo tanto
llegamos a contradiccién con la definicién de Ey, con lo que concluimos. O

Corolario 1.1.8. Los submddulos y los cocientes de un maodulo semisimple son
semisimples.

Los médulos semisimples tienen por definicién una estructura “buena’, ya
que son suma directa de submdédulos simples. Vamos a ver en qué sentido esta
suma es unica.

Sea J el conjunto de las clases de isomorfia de los médulos simples. Dado
t € J denotamos por N; un representante de . Dado un médulo M, denotaremos
por M (i) el submédulo > {N € M : N ~ N,}. Cuando un médulo es suma
directa de médulos simples isomorfos a N; se dice que es un médulo homogéneo
de tipo N,. Es una consecuencia inmediata que si M es un moédulo semisimple,
entonces podemos escribir M = ‘@JM (#) como suma directa, de modo tnico, de

1€

sus submédulos homogéneos de tipo definido.
Proposicién 1.1.9. Sean M y M’ mddulos semisimples. Escribamos M =
@ M (i) donde M((i) =@ N; es el submddulo homogéneo de tipo N; y M’ =
icd

Bi
@ M'(i) donde M'(i) =@ N; es el submddulo homogéneo de tipo N;. Entonces
i€J

M es isomorfo a M’ si y sélo si los cardinales a; y B; son iguales para todo
i€ J.

Demostracion. Sea ¢ : M — M’ un isomorfismo. Por el lema de Schur, la
imagen por ¢ de un submoédulo simple de tipo IV; debe ser un médulo simple del



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

mismo tipo, luego debe ser ¢(M (7)) = M'(4). Por lo tanto podemos suponer que

8
M :% N y M’ =® N son homogéneos del mismo tipo. Se trata de comprobar
que « = (. El médulo simple N como A-médulo es de tipo finito, luego

Hom (N, M) = Homa(N,® N) =& Homu(N, N).

Si llamamos K al cuerpo Homy4 (N, N), entonces o = dimgHom 4 (N, M). Del
mismo modo 8 = dimgHomyu (N, M’). Al ser M y M’ isomorfos como A-
médulos;, Hom4 (N, M) y Hom4 (N, M’) también son isomorfos, y por tanto
a=0. O

1.1.2. Algebras simples y semisimples

Definicién 1.1.10. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Llamaremos dlge-
bra sobre R a todo anillo con unidad A dotado de un morfismo de anillos
¢: R— A de modo que Im ¢ conmuta con los elementos de A.

En esta seccién A es una R-algebra, aunque a veces sélo nos fijaremos en
que es un anillo no conmutativo con unidad.

Definicién 1.1.11. Un anillo A se dice semisimple cuando lo es cada A-médu-
lo.

Las primeras consecuencias de esta definicién son importantes.

Proposicion 1.1.12. A es un anillo semisimple si y sélo si todo A-mddulo
es proyectivo. Andlogamente, A es semisimple si y solo si todo A-mddulo es
myectivo.

Demostracion. Si todo A-médulo es proyectivo, todo epimorfismo admite sec-
cién, y por tanto todo submédulo de un médulo admite un suplementario.
Reciprocamente, si todo submédulo admite suplementario, todo epimorfismo
admite seccién y toda sucesién exacta corta escinde, luego sigue siendo exacta
al aplicar el funtor Hom 4 (M, —). Anédlogamente se prueba la segunda parte. [

Proposicién 1.1.13. Un anillo A es semisimple si y sélo si A es semisimple
entendido como A-mddulo. Ademds en este caso existen un numero finito de A-
mddulos simples desisomorfos y cada uno es isomorfo a un ideal por la izquierda
minimal de A.

Demostracion. Cada A-moédulo es cociente de un libre, luego si A es un A-
moédulo semisimple, todo A-médulo lo es. El reciproco es trivial.

Si A es semisimple, es suma directa de submdédulos simples. Como la unidad
de A sélo pertenece a la suma de un nimero finito de simples, entonces los
modulos simples considerados son sélo un numero finito. Luego A es suma di-
recta finita de ideales (por la izquierda) minimales: A = I; @...® I5. De nuevo,
como todo A-médulo es cociente de un libre, un A-mdédulo simple sera isomorfo
a uno de los ideales minimales I; de A, y por lo tanto sélo hay un nimero finito
de simples desisomorfos. O
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Segun esto, cuando digamos que A es semisimple, no especificaremos si
hablamos de A-mdédulo semisimple o de anillo semisimple, ya que ambas no-
ciones coinciden.

Sea A anillo semisimple y A =11 & ... ® I, una descomposicién en ideales
minimales por la izquierda y sea, siguiendo la notacién antes establecida, A =
A1) @ ... A(k) la misma descomposicién en A-médulos homogéneos.

Proposicién 1.1.14. Los ideales por la izquierda A(1),..., A(k) son bildteros
(es decir, ideales por la izquierda y por la derecha) y minimales.

Demostracion. Decir que un ideal por la izquierda es bildtero es lo mismo que
decir que es estable por homotecias por la derecha, es decir, por los endomorfis-
mos de A-mdédulos de A. Por el lema de Schur sabemos que esto sucede para los
moddulos homogéneos A(4), luego son ideales bildteros. Supongamos que A(1) no
es un ideal bildtero minimal y sea 0 # I C A(1) un subideal bildtero y sea J un
suplementario de I en A(1) (como A-mddulo por la izquierda). Como A(1) es
suma directa de médulos simples isomorfos existe un morfismo no nulo I — J,
que extendiéndolo por O en J P A(2)®...® A(k) nos da un endomorfismo de A
que valora en J. Ya que los endomorfismos de A son homotecias por la derecha,
deben dejar estable el ideal bildtero I, lo cual es imposible. Por lo tanto A(1)
es un ideal bilatero minimal. O

Pasemos ahora a la definicién de anillo simple.

Definicién 1.1.15. Un anillo A se dice que es simple si es semisimple y no
tiene ideales bildteros propios.

Segun la proposicién 1.1.14, esto significa que si A es anillo simple, como A-
modulo es suma de A-mdédulos simples isomorfos entre si, i.e., A es un A-médulo
semisimple homogéneo, i.e., sélo hay una clase de isomorfia de A-mdédulos sim-
ples.

Teorema 1.1.16. Sea A semisimple y sea A(1), A(2),...,A(s) su descomposi-
cion en mddulos homogéneos. Entonces A(i) es un ideal bildtero, que también
es un anillo (con las operaciones inducidas por A), y A es un anillo isomorfo
al producto directo

A=]T AG).
i=1
Ademds cada A(i) es un anillo simple.

Demostracion. Como los ideales A(7) son bildteros y estdn en suma directa,
A(7)A(j) = 0 cuando i # j, luego A = H A(7). Sélo falta probar que cada A(7)
i=1

tiene unidad.
Escribimos la unidad de A como una suma 1 = e; + ... + e,. Dado un
elemento a; € A(j) se tiene que

aj=1-a; =e1a; +...+esa; = eja;
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ya que e;a; € A(i) N A(j) = 0 si i # j. Igualmente aje; = a;, luego e; es la
unidad en A(j). O

Veamos ahora como es la estructura de los anillos semisimples.

Teorema 1.1.17 (Wedderburn Categorial). Sea A un anillo simple y sean S y
K respectivamente el unico A-mddulo simple y el cuerpo no conmutativo de los
endomorfismos de A-mddulos de S. Se verifica que las categorias C4 de los A-
mddulos y Cx de los K -espacios vectoriales son anti-equivalentes y los funtores
contravariantes de equivalencia son F: C4 — Cx , F(M) = Homa (M, S) para
cada A-mddulo M, G : Cxk — Ca, G(E) = Homg(E,S) para cada K-espacio
vectorial E, donde F(M) es K-espacio vectorial operando en S y G(E) es A-
mddulo operando también en S.

Demostracion. Tenemos morfismos naturales M — Hompg (Homy (M, S),S) v
E — Homy(Homg (FE,S),S) para todo A-médulo M y para todo K-espacio
vectorial F. Basta comprobar que tales morfismos son isomorfismos aplicados a
los generadores (por sumas directas) de ambas categorias, S y K:

G(F(S)) = Homg (Homa(S, 5),S) = Homg (K, S) = S,
F(G(K)) = Hom4 (Homg (K, S),S) = Homy(S, S) = K.
Ahora, las siguientes igualdades son inmediatas.
Homg (E, E') = Hom4(G(E'), G(E)), Homa(M,M") = Homg (F(M'), F(M)).
O

Teorema 1.1.18 (Wedderburn). Sea A un anillo semisimple e Iy, ..., I sus
ideales por la izquierda minimales y desisomorfos (como A-mddulos) y sean
Ki,..., K los cuerpos no conmutativos asociados, es decir, K; = End 4 (I;). Se
verifica que el morfismo natural

h:A 5 EndKl(Il)X...XEHdKS(IS)
a —  (hay.. ,hq)

es un isomorfismo, siendo h, la homotecia asociada al elemento a € A.

Demostracion. Sabemos que A es producto de anillos simples, por lo que podemos
reducir la demostracion al caso en el que A es anillo simple. Aplicando el teorema,
anterior se tiene

A =F(G(A)) = Homg (Homa (A, S),S) = Homg(S, S)
y se concluye. O

Este teorema, en particular, nos dice que los anillos simples son los endo-
morfismos de su tnico ideal minimal (salvo A-isomorfismos) sobre un cuerpo no
conmutativo.
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Teorema 1.1.19. A es un anillo simple si y solo si es isomorfo a un dlgebra
de matrices sobre un cuerpo no conmutativo.

Demostracion. La condicién necesaria se obtiene directamente del Teorema de
Wedderburn. Reciprocamente, sea E un K-espacio vectorial de dimension finita,
n sobre K cuerpo no conmutativo tal que A = Endg (F). Es obvio que E es un
A-médulo simple. Considerando el isomorfismo de A-mdédulos

Endg(E) — E® .7 ®E, T — (T(e1), ..., T(en))

donde {ey,...,e,} es una base de E, vemos que A es un A-médulo semisimple
homogéneo de tipo F, luego es un anillo simple. O

Corolario 1.1.20. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. A es una k-dlgebra
finita simple si y sdlo si A= M,(k).

Demostracion. Sabemos que A = Endg (FE), siendo K un cuerpo no conmuta-
tivo de dimension finita sobre k. Hay que comprobar que si K es una k-algebra
finita {ntegra no conmutativa, entonces K = k. Dado a € K, k[a] es una k-élge-
bra finita conmutativa integra, luego k[a] = k y por tanto k = K. O

Teorema 1.1.21. Un anillo A es simple si y sdlo si no tiene ideales bildteros
propios y contiene algin A-submddulo (ideal) simple no nulo.

Demostracion. Por definicién, si A es un anillo simple no tiene ideales bilateros
propios. A como A-mdédulo es semisimple, es decir, es suma directa de A-mddulos
simples, luego contiene algiin submddulo simple no nulo.

Veamos el reciproco. Sea 0 # E C A un A-submédulo simple. Como E C
E - A es un ideal bildtero de A, debe ser A = E - A, que es suma de A-mddulos
simples isomorfos, es decir, A es un anillo simple. O

Si A es un algebra finita sobre un cuerpo, siempre existen ideales simples,
pues existen ideales minimales propios.

Por ultimo, veremos la caracterizacion de los automorfismos de un dlgebra
simple.

Sea K un cuerpo no conmutativo, E un K-espacio vectorial de dimension
finita y A = Endg(E).

Definicién 1.1.22. Se dice que una aplicacion f : E — E es semilineal cuando
existe un automorfismo o de K tal que se verifica

flet+e€)=fle)+ f(€),
fAe) =a(N)f(e)

para todo e,e’ € E y A € K. El conjunto de automorfismos semilineales forma
un grupo con la composicion que denotaremos Sempy (FE).
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Cada automorfismo semilineal f : E — FE induce un automorfismo en A, la
conjugacién por f, i.e., 7¢(a) = foao f7L

Las homotecias en E por elementos de K — 0 = K™ son transformaciones
semilineales de automorfismo en K la correspondiente conjugacion (la identidad
si y sélo si K es conmutativo). Estas transformaciones son exactamente aquellas
que inducen el automorfismo identidad en A pues son las que conmutan con A,
es decir, Aut4(E) = K*.

Se tiene por tanto el morfismo inyectivo de grupos

Semy (E)/K* — Aut(A4).

El grupo Semg(E)/K* es el denominado grupo de Staudt y el teorema fun-
damental de la geometria proyectiva afirma que coincide con el grupo de las
colineaciones del espacio proyectivo Py (E). Se trata ahora de probar que todo
automorfismo de A es el inducido por una transformacion semilineal.

Teorema 1.1.23 (Skolem-Noether). Sea K un cuerpo no conmutativo, E un
K -espacio vectorial de dimension finita y A = Endg(E). Se verifica que la
sucesion

1— K* — Semg(E) — Aut(A) — 1

es exacta. En particular, si K es conmutativo los automorfismos de A como
K -dlgebra son internos, es decir, Autg(A) = PGl (E).

Demostracion. Basta probar que todo automorfismo de A es el inducido por
una transformacién semilineal. Sea 7 un automorfismo de A. Este induce en E
otra estructura de A-mdédulo simple definida por la férmula a x e = 7(a) - e,
para cada a € Ay e € E. Por ser A un anillo simple todos los A-mdédulos
simples son isomorfos, luego existe una biyeccion aditiva f : E — E tal que
f(a-e) = 7(a) - f(e). Por tanto el automorfismo inducido por f en A es 7,
luego se concluye si se prueba que f es semilineal. Por la férmula anterior se
observa que si A € K, es decir, es un endomorfismo de F lineal sobre A, entonces
foXo f~! también, luego si denotamos por o el automorfismo de K definido
por o(\) = fo Ao f~1 se concluye que

F-e) = (Forf )(f(e) = a(N) - f(e)
como queriamos. O

Corolario 1.1.24. Consideremos la inclusion de K-dlgebras K — M, (K),
A= Ald. La sucesion

1 — K* — M,(K) 5 Autg (M, (K)) — 1

es exacta (n > 1) y T asigna a cada matriz el automorfismo conjugar por ella.
En particular, si K es conmutativo, Autgx (M, (K)) = PGlk(n).

Demostracion. Sabemos que

1— K" — Semg(K"™) — Aut(M,(K)) — 1



1.1. TEORIA DE MODULOS Y ALGEBRAS SIMPLES Y SEMISIMPLES 27

es exacta. Basta comprobar que dada una aplicacién semilineal f, tal que f(\ -
e) = o(A) - f(e), entonces la conjugacién por f en M, (K) al restringirse a K es
el automorfismo o. Es decir, que f o Ald=c(\)Ido f, lo cual es obvio. O
1.1.3. Conmutador de un algebra

Definiciéon 1.1.25. Dado A — B un morfismo inyectivo de k-dlgebras, se
define el dlgebra conmutadora de A en B, que denotamos por C4(B), como

Ca(B) ={be€ B:ab=ba para todo a € A}.
Proposicién 1.1.26. Sea A C Endy(F) una k-dlgebra semisimple. Se cumple:
1. B:=C4(Endg(E)) es una k-dlgebra semisimple.
2. Cp(Endy(E)) = A.

Demostracion. Como A = Endg, (E1) X ... x Endg,, (E,,) es semisimple, E es
suma directa de médulos homogéneos de tipo F;. Escribamos

E=E"®..0FE" =0k, V1)®...0 (Ey ®k,, Vin),

siendo dimg, V; = n;.

Todo endomorfismo de A-médulos de E aplica cada sumando homogéneo en
el mismo sumando homogéneo. Por el teorema de Wedderburn Categorial ya es
facil probar que

B = Cs(Endi(F)) = Enda(F) = Endg, (V1) X ... X Endg, (Vin).

Por tanto, B es semisimple y del mismo modo simétricamente Cp(Endy(F)) =
A. O

1.1.4. Algebras centrales simples o de Azumaya

El que un anillo sea simple no es una propiedad que se conserve por cambio
de base, es necesario algo mas. Precisamente las dlgebras simples por cambio de
base son las de Azumaya.

Definicién 1.1.27. Dada una R-dlgebra A, se define el centro de A como el
conjunto Z(A) ={y € A:zy=yzVzx € A}.

Se verifica que Z(A) es una subdlgebra conmutativa de A (y en particular,
R C Z(A)).

Definicién 1.1.28. Dada una R-dlgebra A, el dlgebra opuesta de A es el dlgebra
A° que como conjunto es el mismo conjunto A, con la misma estructura de R-
mddulo, y que tiene una operacion de multiplicacion * definida por x x y = yzx.
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Toda R-dlgebra A es de modo natural un A ® g A°-mdédulo: (a ® b)c = acb,
o equivalentemente, tenemos definido el siguiente morfismo de R-algebras:

A®p A° 4 Endg(A), fala®b)(c) = acb.

Observemos que los ideales bilateros de A son precisamente los A ® A°-
submédulos de A, y que Z(A) = Endagac(A) C Endg(A) = A°.

Proposicién 1.1.29. Si A es una k-dlgebra simple, Z(A) es un cuerpo.

Demostracion. Por lo anterior, A es una k-algebra simple si y sélo si es un
A ® A°-médulo simple. Como Z(A) = Endaga-(A), por el Lema de Schur
concluimos que Z(A) es un cuerpo. O

Como Z(A x B) = Z(A) x Z(B), del Teorema de Wedderburn se sigue que
el centro de un dlgebra semisimple es un producto de cuerpos.

Definicién 1.1.30. Sea k un cuerpo conmutativo y A una k-dlgebra finita. Una
k-dlgebra A es central simple si A es simple y Z(A) = k.

Estas élgebras centrales simples también se conocen como dlgebras de Azu-
maya. Si A es un algebra simple, entonces su centro es un cuerpo y por lo tanto
A es de Azumaya sobre su centro.

Teorema 1.1.31. Una k-dlgebra finita A es de Azumaya si y sélo si el morfismo
fa es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que f4 es un isomorfismo. Como AQ A° = Endg(A)
y A es un Endg (A)-médulo simple, A es A® A°-médulo simple y por tanto anillo
simple. Ademas, Z(A) = Endagac(A) = Endgya, (4)(A) = Z(Endi(A4)) = k.
Supongamos que A es una k-algebra de Azumaya. Sea B = Im f 4, entonces
A es un B-médulo simple, pues A no tiene ideales bilateros propios, y de la
inclusién B — Endg(A) = A® ... ® A se deduce que B es un anillo sim-
ple. Por el Teorema de Wedderburn, B = Endp(A), donde D = Endg(A) =
Endaga-(A) = Z(A) = k. Luego fa es un epimorfismo, y por dimensiones
concluimos. O

Son corolarios de este teorema las siguientes propiedades.

Corolario 1.1.32. A y B son k-dlgebras de Azumaya si y solo si A @ B es
una k-dlgebra de Azumaya.

Demostracion. Inmediato a partir de que fag,p = fa @k [B. O

Corolario 1.1.33. Sea k — K una extension de cuerpos conmutativos. A es
una k-dlgebra de Azumaya si y solo si Ax = A Qp K es una K-dlgebra de
Azumaya.

Segin esta proposicién, la nocion de algebra de Azumaya es estable por
cambio de base y descenso.
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Corolario 1.1.34. La condicidén necesaria y suficiente para que una k-dlgebra
A sea de Azumaya es que A @y k = M, (k), siendo k el cierre algebraico de k.

Por tanto, una k-algebra finita A es de Azumaya si y sélo si Ax es una
K-algebra simple para toda extensién k — K de cuerpos conmutativos.

Como consecuencia, la dimensién de un dlgebra de Azumaya es un cuadrado
perfecto.

Proposicién 1.1.35. Una k-dlgebra de Azumaya A, de grado n?, es de matrices
sty solo si contiene una k-subdlgebra trivial K = kx .?. xk de grado n.

Demostracion. Si A = M, (k) entonces contiene la k-subdlgebra trivial formada
por las matrices diagonales. Reciprocamente, supongamos que A contiene una
k-subdlgebra trivial K = kx .7. xk. Tenemos que A = AQx K = AQ (kx .™m.
xk) =1 x ... x I, donde algtin ideal I; debe tener dimensién menor o igual
que n. Entonces el morfismo A — Endg(I;) es un isomorfismo, por dimensiones
y porque el nicleo es un ideal bildtero. O

2

Proposicion 1.1.36. Toda k-dlgebra de Azumaya A de dimension n® contiene

una k-subdlgebra conmutativa separable de dimension n.

Demostracion. Para cada a € A consideremos la subdlgebra que genera, k[a],
que es una k-subdlgebra conmutativa separable de dimensién n precisamente
cuando el polinomio anulador de a sea un polinomio separable de grado n.
Recordemos que A ®; k = M, (k). El polinomio anulador de a es el mismo que
el de a® 1. El discriminante del polinomio caracteristico de a ® 1 es una funcién
polinémica sobre el k-espacio vectorial A, y este polinomio no es nulo porque no
es nulo en A®y, k = M, (k). Si k tiene infinitos elementos, podemos concluir que
este polinomio no se anula en algin elemento a € A, de modo que el polinomio
caracteristico de a no tiene raices dobles y coincide con el anulador.

Si k tiene un ndmero finito de elementos, procedamos como sigue. A =
M, (K), donde K es un cuerpo no conmutativo y k = Z(M,(K)) = Z(K). Es
decir, K es un dlgebra de Azumaya. Fécilmente reducimos la proposicién al caso
A = K. Sea ahora, K; una k-subdlgebra conmutativa de dimensiéon maxima de
K. Denotemos Ck,(K) = {a € K : a-b = 0b-a para todo b € K;}. Por ser
méxima, se cumple que C, (K) = K;. Veamos que esto implica que dimy, K7 =
n (donde dimy K = n?). Si by, ..., bs es una k-base de K, Ck, (K) es el niicleo
del morfismo K — K®.%.® K, a — (ab; —ba,...,abs —bsa). Ahora es sencillo
probar que Ck, (K) @ k = Cg o, 5(K ®; k). Por ser k finito, toda extension
finita es separable, luego K7 ® k = k x . x k. En conclusién, vamos a suponer
que k es algebraicamente cerrado, K1 = k x ™ x ky K = M, (k) = Endi(E).
Entonces, £ = E®k, K1 = E1 ® ... ® E,, vy K, opera sobre cada E; por
homotecias por elementos de k. Ahora es facil comprobar, que si Ck, (K) = K,
entonces dimy F; =1y m =n. O

Teorema 1.1.37. Si A es un dlgebra de Azumaya de grado n?, existe una
extension finita de Galois k — K de modo que Ax = M, (K). De K se dice
que neutraliza a A.
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Demostracion. Sea Ky C A una k-algebra conmutativa de dimensién n y sea K
la envolvente de Galois de K. A ® K es una K-algebra de Azumaya de grado
n?, que contiene una K-algebra trivial, K; ® K = Kx .. xK, luego por la
Proposicién 1.1.35, A = M, (K). O

1.1.5. El radical de un algebra. Algebras separables

Definicién 1.1.38. Un R-mddulo se dice que es artiniano si sus R-submaodulos
verifican la condicion de cadena descendente, i.e., si toda cadena descendente
de R-submodulos estabiliza.

Un anillo se dice que es artiniano si sus ideales verifican la condicion de
cadena descendente, i.e., si toda cadena descendente de ideales estabiliza.

Un ejemplo de algebras artinianas son las k-dlgebras finitas.

Supongamos que A es un dlgebra artiniana, aunque no necesariamente con-
mutativa. Sea {F;}; el conjunto de los A-mdédulos simples desisomorfos de A, y
consideremos el morfismo

A= [[Endk, (E;)

donde K; = End4(FE;). La imagen A de este morfismo es un élgebra artiniana,
y por ello se inyecta en un producto directo finito

A < Endg, (B1)x .7 xEndg, (Ey).

Como los médulos E, ..., E, son A-simples y Endg,(E;) = ©F;, A es semi-
simple. Por tanto, A = Endg, (F1)x .». xEndg, (E,) vy los A-médulos simples
son F1,...,E,, que son también todos los A-médulos simples.

Todo epimorfismo de A en un algebra simple factoriza via el epimorfismo
A — A. Por tanto, todo epimorfismo de A en un 4lgebra semisimple factoriza
via A. Diremos que A es el dlgebra semisimple mazimal de A.

Definicién 1.1.39. Se denomina radical de A al niicleo del morfismo A — A,
que es un ideal bildtero, y lo denotaremos por R.

Se observa inmediatamente que A/R = A y que R es la interseccién de los
ideales bildteros maximales de A.

Sea E' un A-médulo de tipo finito, luego artiniano, y sea F; el A-submddulo
semisimple maximal de E, que coincide con {¢ € E: R-e = 0}. Sea E2 C E un
A-submdédulo que contiene a Ey y tal que Ea/E; es el A-submédulo semisimple
maximal de E/FE;. Asi sucesivamente obtenemos una cadena

OCFhCEy;C...CFE, 1 CE.

Se verifica que E;/E;_1 son A-médulos semisimples, E; = {e € E : R' - e = 0}
v R-E; C F;_1. En particular R" - E = 0.

Definicion 1.1.40. Un ideal I C A se dice que es nilpotente si existe unn > 0
de modo que I = 0.
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Se verifica que este radical es un ideal nilpotente de A.
Proposicion 1.1.41. Eziste un n tal que R™ = 0.

Demostracion. Puesto que A es un A-mdédulo de tipo finito, para un n >> 0 se
cumple que 0 = R - A = R". O

Definicién 1.1.42. Un dlgebra se dice reducida si no tiene ideales bildteros
nilpotentes.

Que un algebra no tenga ideales bilateros nilpotentes equivale a que no tenga
ideales por la izquierda I nilpotentes, porque I"™- A = (I- A)™ e I - A es bilétero.

Ahora podemos caracterizar las algebras semisimples en términos de su radi-
cal.

Proposicion 1.1.43. Un dlgebra artiniana es semisimple si y sélo si es reduci-
da, o bien si y solo si R = 0.

Demostracion. Si el dlgebra es reducida el radical es nulo, y por tanto es un
algebra semisimple.

Si es un algebra semisimple es producto directo de dlgebras simples, que son
reducidas pues no contienen ideales bildteros propios. Por tanto, el dlgebra es
reducida y en particular su radical es nulo. O

Observemos que toda dlgebra semisimple es artiniana, puesto que es produc-
to de algebras de matrices.

Al igual que las dlgebras simples no se conservan por cambio de base, tam-
poco lo hacen las algebras semisimples. Precisamente las algebras semisimples
por cambio de base son las dlgebras separables. Ahora hacemos un breve repaso
de éstas dlgebras, de las que se pueden hallar referencias en [21, Ch. VII, 5], [22,
§26] y [25, Ch. 10].

Definicién 1.1.44. Sea k un cuerpo y A una k-dlgebra finita. Decimos que A
es separable sobre k cuando es universalmente reducida, es decir, cuando ARk’
es reducida sobre k' para cada extension conmutativa k — k'.

De la definicién se sigue que ser separable se conserva por cambio de base. Es
facil ver que si un algebra por cambio de base es separable entonces es separable,
ya que si un algebra por cambio de base es reducida, antes lo era.

Teorema 1.1.45. Una k-dlgebra finita es separable si y solo si se wverifica
cualquiera de las condiciones equivalentes:

1. A es universalmente semisimple;

2. A®y k es producto directo de dlgebras de matrices, siendo k — k el cierre
algebraico de k;

3. A es reducida y su centro es un dlgebra conmutativa separable;

4. ARy A° es reducida (o semisimple).
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Demostracion. Puesto que un dlgebra es reducida si y sélo si semisimple, uni-
versalmente reducida equivale a universalmente semisimple y tenemos (1).

(1) = (2) Es inmediato a partir de la estructura de las dlgebras semisimples
y de cémo son los anillos simples sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

(2) = (3) Por ser Aj reducida lo es A, y por ser Z(A); = Z(Ag) = [[ k se
concluye que Z(A) es separable.

(3) = (1) Sea k — K C k una subextensiéon de Galois de grupo G que
trivializa a Z(A). Ak es reducida: Su radical es estable por la accién de Gy por
tanto tomando invariantes por G desciende en A a un ideal nilpotente, lo cual
contradice que A sea reducida. Z(Ax) = Z(A)k es una K-algebra trivial. Por
tanto, Ax es un producto directo de algebras reducidas de centro trivial K, es
decir, un producto directo de K-algebras simples, luego de Azumaya. Por tanto
Ak es una K-dlgebra separable y A es una k-algebra separable.

(1) = (4) El producto tensorial de &lgebras de matrices es de matrices:
Endg(F) ®@k Endg (V) = Endg(E @, V). Por tanto (A @y A°) = Ap @f AR es
producto directo de algebras de matrices, luego A ®; A° es reducida por las
equivalencias anteriores.

(4) = (1) Por ser Z(A @y A°) = Z(A) @, Z(A) vy A @ A° reducida, se
concluye que Z(A) ®; Z(A) es un élgebra conmutativa reducida, luego Z(A) es
separable. De la inclusion A ® 1 C A ®; A° se deduce que A es reducida y se
concluye por (3). O

1.1.6. La métrica de la traza

Definicién 1.1.46. Dada una k-dlgebra finita A, se define en ella la métrica
de la traza Ty como la métrica

Ts(a,b) = tr(ha)

donde h. denota el endomorfismo lineal de A que consiste en multiplicar (por
la izquierda) por el elemento ¢ € A.
Denotaremos también Tz (a,b) = a x b.

La métrica de la traza T define una polaridad ¢ : A — A*, a — Ts(a, —).
Ademss se verifica que T5 es una métrica simétrica, pues tr(h,ohy) = tr(hyoh,).
A* es A-médulo por la izquierda, (a-w)(b) = w(b-a), y por la derecha, (w-a)(b) =
w(a - b). La polaridad verifica que también es morfismo de A-mdédulos por la
izquierda y por la derecha, pues se cumple

Ty(aa’,b) = To(a', ba)

Ty(a'a,b) = Ta(d', ab)

para todo a,a’,b € A.

Consideremos el caso particular de A = Endy(E), con k cuerpo de carac-
teristica 0. Dado 7 € Endy(E), via el isomorfismo Endy(E) = E® .7. ®F el
morfismo h, : Endg(E) — End(F) consiste en aplicar el endomorfismo 7 a
cada E. Por lo tanto, tr(h;) = n-tr(r). Sea {d;;} la base de M, (k) = Endy(FE)
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formada por las matrices que tienen 1 en la posicion ij y 0 en la demads, y sea
{w;;} la base dual en M, (k)* = Endy(E)*. Como

.. g
nsit=j5yj=1
6ij * (51'/3‘/ = tT(h(;ij.(;i,j,) = {

0 en los demés casos,

entonces 0;; * — = nw, ;. Por tanto, la polaridad ¢ : M, (k) — M, (k)* es
claramente un isomorfismo.

Por dltimo, si A = A; x A, como A; L Ay para nuestra Ts, ya que (a,0) -
(0,b) = (0,0), la polaridad de A descompone en el producto de las polaridades:
A=Ay x Ay 2502 A A5

Vamos a aplicar todo esto que hemos visto a caracterizar las dlgebras sepa-
rables (las dlgebras universalmente reducidas) en términos de la métrica de la
traza.

Teorema 1.1.47. Sea A una k-dlgebra finita y sea k un cuerpo de caracteristica
cero. A es separable si y sélo si la méltrica de la traza es no singular, i.e., si y
sélo si rad(Ty) es nulo.

Demostracion. Podemos suponer que k es algebraicamente cerrado. Si A es
separable, por el teorema de Wedderburn A = [[ M,,, (k). La polaridad de la
métrica de la traza es un isomorfismo sobre el algebra de las matrices y “funciona
bien” con el producto directo, luego 75 es no singular sobre A.

Reciprocamente, supongamos que la polaridad ¢ es un isomorfismo de A en
A* y probemos que el radical de A es nulo. Basta ver que R C rad(T3). Sean
reRyac€A:

To(r,a) = tr(hy.q) =0

va que 7 -a € R por ser R ideal bildtero, y el endomorfismo h,.., es nilpotente
pues R C A es un ideal nilpotente. O

En cualquier caracteristica, tenemos la forma lineal w : A = Endg(FE) — k,
w(7) = tr(7). Esta define a su vez la métrica simétrica ¢o(7, 7') = w(r-7'), cuya
polaridad asociada ¢ : A — A* es un isomorfismo de A-mddulos por la izquierda
y por la derecha. La polaridad ¢ estd determinada por ¢(1) = w. Ademds, todo
isomorfismo con estas propiedades difiere por composiciéon en un isomorfismo de
A-médulos de A por la izquierda y por la derecha, es decir, en una homotecia por
un elemento invertible de Z(A) = k. Por cambio de base y descenso, si A es una
k-dlgebra de Azumaya existe una tinica métrica simétrica (salvo homotecias por
elementos invertibles de Z(A) = k) cuya polaridad asociada es un isomorfismo
de A-médulos por la izquierda (y por la derecha). Por tltimo, si A es una
k-algebra separable existe una dnica métrica simétrica (salvo homotecias por
elementos invertibles de Z(A) = k) cuya polaridad asociada es un isomorfismo
de A-médulos por la izquierda (y por la derecha).

La existencia de tales métricas no caracteriza en caracteristica p > 0 las k-
4lgebras separables: Sea A = k[z]/(2?) y w € A* tal que w(1) = 0y w(Z) = 1. La
polaridad asociada a la métrica simétrica ¢o(a,a’) ;== w(a-ad’), con a,a’ € A, es
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un isomorfismo de A-médulos por la izquierda y por la derecha, pero obviamente
A no es separable.

1.2. Representaciones lineales de grupos

La parte que nos interesa recordar del estudio de las representaciones de
grupos finitos (y de grupos algebraicos més tarde) se puede encontrar en [19],
[26] y también en [28].

Definicién 1.2.1. Sea k un cuerpo, E un k-espacio vectorial y G un grupo
finito. Una representacion lineal de G en E es un morfismo de grupos

p: G — Auty(FE)

donde Auty(E) es el grupo de los automorfismos de k-espacios vectoriales de E.
Se dice que E es un G-espacio vectorial, y la dimg E es el grado de la repre-
sentacion lineal.

Se puede definir la k-dlgebra no conmutativa k[G] = @ k- g, cuya suma y
geG

(Z/\gg) + (Z)‘/gg) = Z(/\g + /\lg)ga

producto son

geG geEG geG
(C00) - (C30) = 3 Aok a = Y S Ay
geG geG g9,9'€G geG g'-g'"=g

Sélo si G es un grupo abeliano la k-algebra® k[G] es conmutativa. A la k-algebra
k[G] se le llama dlgebra envolvente de G.

Sea F(G) = Aplic(G, k). Se verifica que F(G) = k[G]*, pues toda funcién
w € F(G) extiende de modo tinico a una forma lineal sobre k[G]:

w(z Agg) = Z Ag - w(g).

geG geG

Dada una representacién lineal p : G — Auty(E) se puede dotar a FE de
estructura de k[G]-mdédulo:

O Xag) - e=> Agplg)(e).

geG geG

Reciprocamente, si F tiene estructura de k[G]-mdédulo se puede definir la repre-
sentacion lineal p : G — Auti(E), p(g)(e) :=g-e.

Sean p : G — Endy(E) y p' : G — Endg(E’) dos representaciones lineales.
Una aplicacién lineal T' : F — FE’ diremos que es una aplicacién de repre-
sentaciones lineales si T'(p(g)(e)) = p'(g)(T(e)). Con todo tenemos el siguiente
teorema.

IEn la bibliograffa es frecuente denotar por k[G] el anillo de funciones de G. No seguimos
esta convencién.
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Teorema 1.2.2. La categoria de representaciones lineales de un grupo G es
equivalente a la categoria de k|G]-mddulos.

Definicién 1.2.3. Se dice que dos representaciones lineales p : G — Aut(F),
P G — Autp(E') son equivalentes si y sdlo si E y E' son isomorfos como
k[G)-mddulos.

Se dice que la representacion lineal p : G — Autg(E) es irreducible si E es
un k[G]-mddulo simple.

Definicién 1.2.4. Sean F;, Es, E, k[G]-mddulos.

1. La suma directa Eq @ FEy es de modo natural un k[G]-mddulo con la es-
tructura

g-(e1®e2)=g-e1@g-ez
para cada g € G, e; € E1, es € Es.

2. El producto tensorial E1 Q@ Eo es de modo natural un k[G]-mddulo con la
estructura de representacion dada por la formula

g-(e1®@ex)=g-e1®g-e2
para cada g € G, e; € E1, es € Es.

3. Si E es k[G]-mddulo por la izquierda (respectivamente por la derecha),
es de modo natural k[G]-mddulo por la derecha (respectivamente por la
izquierda):

ex*g:= g_l e
para cada g € G, e € E (respectivamente gxe :=e-g~1).

4. St E es un k[G])-mddulo por la izquierda, su dual E* es de modo natural
k[G]-mddulo por la derecha, luego k[G]-mddulo por la izquierda

(g-w)(e) =w(g™" ¢)
para cada g € G, w € E* y todo e € E.

5. Las aplicaciones k-lineales Homy (E1, F2) son k[G]-mddulo con la estruc-
tura de representacion dada por la formula

(g+T)(e1) =g-T(g™"-e1)
para cada g € G, T € Homg(E, Es) y todo e € Ey.

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que el
algebra k[G] sea semisimple.

Teorema 1.2.5 (Maschke). Sea G un grupo finito. Toda representacion lineal
de G es suma directa de representaciones irreducibles si y solo si #G y cark
son primos entre si.
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Demostracion. Se trata de comprobar cudndo todo k[G]-mddulo es suma directa
de k[G]-médulos simples, es decir, cuando k[G] es semisimple.

Supongamos que #G y car k son primos entre si. Dado un k[G]-médulo E y
un k[G]-submdédulo E’, consideremos la sucesién exacta

0—-FE —-ESE/E —0.

Sea s : E/E' — E una seccién de k-espacios vectoriales de 7. El morfismo

1
' > g-s-g~! es un morfismo de k[G]-médulos y es seccién de 7. Por

’ #GgeG
lo tanto la sucesién escinde y F = E’ @ E/E’. Por la Proposicién 1.1.7 E es
semisimple y k[G] es una k-lgebra semisimple.

Reciprocamente, supongamos que #G es multiplo de cark. Si toda repre-
sentacion k-lineal de G es suma directa de representaciones irreducibles, k[G] es
semisimple y por Wedderburn descompone k[G] = M,,, (K1) X ... x M, (K,).

Sea el elemento no nulo s = > g, que pertenece al centro Z(k[G]) = Z (K1) X
g€G
... X Z(K,). Se verifica que s> = #G - s = 0, lo cual es imposible. O

A partir de este momento suponemos siempre que car k no divide a #G <
00. Por sencillez, supondremos ademds que k es algebraicamente cerrado. Con
estas hip6tesis, sabemos por Wedderburn que k[G] = M,,, (k) x ... x M, (k) =
Endg(F1) X ...xEndg(E,), donde Endg(E;) es un anillo simple y E; es el inico
Endy (F;)-médulo simple. Entonces la composiciéon G — k[G] — Endy(E;) son
(todas) las representaciones irreducibles de G, desisomorfas entre si. Ademds,
como Endy(E;) = E;® ™. @E;, la descomposicion k[G] = My, (k) x...x M, (k)
es la descomposicién de k[G] en suma de mondgenos.

Definicién 1.2.6. Se llama cardcter xg de una representacion lineal p : G —
Auti(E) ala funcion xg : G — k, xg(g) = tr(p(g)).

Observemos que la composicién de los morfismos
G — k[G] = Endj(E}) x ... x Endy(E,) 5 Endy(E;) 2 k

es justamente el cardcter x g, , donde hemos denotado ¢r; la aplicacién que asigna
a cada matriz su traza.
Los principales resultados referente a los caracteres son los siguientes.

Proposicion 1.2.7. Los caracteres asociados a las representaciones irreducibles
son linealmente independientes.

Demostracion. Todo caracter y g extiende por linealidad de modo tnico a una
forma lineal sobre k[G]. Los caracteres asociados a las representaciones irre-
ducibles seran linealmente independientes si y sélo si lo son sus extensiones
lineales sobre k[G].

Consideremos la descomposicién k[G] = Endg(F1) x ... x Endg(E,) y las
proyecciones 7; : k[G] — Endy(E;). La extensién lineal de xg, a k[G], que
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seguimos denotando xg,, es xg; = tr; o m;. Estas extensiones son linealmente
independientes, pues

(XE:) [Endy. () = Oij * tTi.
O

Proposicion 1.2.8. Sicark = 0, dos representaciones lineales son equivalentes
si y solo si sus caracteres son iguales.

Demostracion. Sea una representacion lineal de G en End(E), y sea la descom-
posicién E = E" & ...® E. Tenemos que Xg = m1 - Xg, + ...+ My XE,.-
Los ntimeros m; estan univocamente determinados por g por la proposicion
anterior y clasifican al k[G]-médulo E. O

1.3. G-invariantes
Sea G un grupo y E un k[G]-médulo.

Definicién 1.3.1. Se dice que e € E es invariante por G cuando g-e = e para
todo g € G.

El subconjunto de invariantes de un k[G]-médulo E es un subespacio vecto-
rial y se denota E¢.
Sean Fy, Fy dos k[G]-médulos. Observemos que

Homy (E1, E2)¢ = Homg (B, Es).

Definicién 1.3.2. Se dice que el grupo G es (linealmente) semisimple si k[G]
es una k-dlgebra semisimple.

Teorema 1.3.3. G es semisimple si y solo si el funtor “tomar invariantes” es
exacto.

Demostracion. SiG es semisimple, toda sucesion exacta de k[G]-médulos rompe,
y es claro que la toma de invariantes es exacta. Reciprocamente, supongamos
que la toma de invariantes es exacta. Dado un epimorfismo de k[G]-médulos
m: M — M’ entre espacios vectoriales, consideremos el epimorfismo inducido

7. : Homy(M', M) — Homy(M', M')

donde G opera por conjugacién, i.e., (g * f)(m) = g - (f(g~*m)). Tomando
invariantes se obtiene el epimorfismo

Ty : Homyg)(M', M) — Homy (M, M').
Por tanto, existe s € Homyg(M', M) tal que 7, (s) = Id. En conclusion, 7 tiene

seccidn, luego toda sucesién exacta de k[G]-médulos rompe y G es semisimple.
O



38 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.3.4. Sea G un grupo finito. G es semisimple si y sélo si existe un
isomorfismo de dlgebras k[G] = k x B, de modo que la proyeccion en el primer
factor m : k[G] — k es m1(g) = 1, para todo g € G.

Demostracion. Si G es semisimple entonces sabemos que k[G] es el producto
directo de los anillos de endomorfismos de las representaciones irreducibles de
G, una de ellas es la trivial.

Supongamos que k[G] = k x B, de modo que la proyeccién 7 en el primer
factor aplique G en 1. Si E es un k[G]-médulo trivial, es decir, g-e = e = m1(g)-e,
entonces a - e = mi(a) - e, para todo a € k[G] y e € E, es decir, B anula a E.
Por tanto dado un k[G]-mddulo V', tenemos la identificacién de k[G]-mdédulos

V = k[G] @k V = (k @k V) @ (B @pj V),

de modo que k[G] opera en el primer sumando via m; y en el segundo via la
proyeccién mo en el segundo factor. Tomando invariantes por G tenemos

Ve = (k @u[ay V)G ®© (B ®x[q] V)G.

Segtin lo anterior, k®yq V es invariante por G pues k[G] opera via m;. Por otra
parte, k[G] opera en B®jg) V via m2. Puesto que los invariantes estdn anulados
por B, eso significa que (B ®yq V)¢ =0, luego V¢ =k ®pq) V. Por tanto,
la toma de invariantes es exacta por la derecha. Como la toma de invariantes
siempre es exacta por la izquierda concluimos que la toma de invariantes es
exacta y G es semisimple. O

Definicién 1.3.5. Dado un grupo G, llamaremos integral de G a cada forma
lineal sobre las funciones de G, es decir, a toda w € F(G)* = Aplic(G, k)* =
k[G].

Definicién 1.3.6. Se dice que una integral w sobre un grupo G es invariante
por traslacién cuando gxw = w para todo g € G. Es decir, w(f(g-x)) = w(f(x))
para toda funcion f(x) € F(G) y todo g € G. Diremos que w estd normalizada
stw(l) =1.

La existencia de esta integral invariante estd ligada a la semisimplicidad del
grupo.
Teorema 1.3.7. Un grupo finito G es semisimple si y solo si admite una integral

invariante normalizada.

Demostracion. Si G es semisimple entonces k[G] = k x B, de modo que la
proyeccién 7 en el primer factor cumple que 71 (G) = 1, es decir, m; = 1 € F(G).
Se cumple que wg := (1,0) es la integral invariante normalizada:

g9-(1,0) = (m(g),m2(g)) - (1,0) = (1,m2(g)) - (1,0) = (1,0)

y we(l) = m((1,0)) = 1.
Sea wg € k[G] una integral invariante normalizada. Entonces, g - wg =
wg = ¢(1) - wg, luego w' - wg = w'(1) - wg para toda w’ € k[G]. Sea * :
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k[G] — k[G]° el isomorfismo de k-algebras definido por x(g) = ¢!, para todo

g € G. Se verifica que wy; := *(wg) es una integral invariante por la derecha
normalizada. Por tanto, wi, - w = w, - w(1). En conclusién, @ = we - wg; cumple
que w' - w=w'(1)-w=w-wy w(l) = 1. En particular, w es idempotente y es
facil comprobar que la descomposicién, k[G] = @ - k[G] ® (1 — @) - k[G] es una
descomposicién de k[G] en producto de dos k-dlgebras. Ademds, k- w = @ - k[G]
ymi(g) =m@-g+ (1 —w)-g) =m(w+ (1 —w)-g) =1, para todo g € G.
Luego G es semisimple. O

Proposicion 1.3.8. Si G es un grupo que admite una integral invariante nor-
malizada we, para cada representacion E de G existe un retracto de k[G]-mddu-
los pg : E — EC, pp = wg * —.

Demostracion. Si e € E€, entonces para toda w = Y \ig; € k[G] se verifica
i
wke =) N-gixe= (D N\)-e=w(l)-e. Por tanto, (wg * —)gc = Idgc.
- .

1
Ademés, dado un e € E cualquiera, entonces g (wg *e) = (g*xwg) *xe = wg xe,
es decir, wg * E C EC. O

Calculemos (cuando exista) la integral normalizada de un grupo finito G. Si

w = Y. Ayg es invariante por traslaciones, entonces
geG

Z)\ggg:g*w:w:z}\gg VgeG
geG geG

de donde igualando componentes se obtiene \zg = A, para todo g,g € G, es

decir, Ay = Ay para todo g,¢" € G, es decir, w = X- > g. Si ademds w(l) =1
geG

se concluye que A - |G| = 1. Por tanto, la integral normalizada existe si y sélo si

|G| es primo con la caracteristica de k. En tal caso

1
wag ::Riqzz:g'

geaG

Teorema 1.3.9. Los grupos finitos son semisimples si y solo si |G| es primo
con la caracteristica del cuerpo base.

1.4. Grupos algebraicos. Representaciones linea-
les

El funtor de puntos de las variedades algebraicas permite tratar de modo
natural la teoria de grupos algebraicos igual que la teoria de grupos finitos.

Los resultados de esta seccion para grupos algebraicos y G-espacios vectoria-
les se obtendran mas tarde como consecuencia de nuestra teoria de esquemas de
algebras.
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Consideremos un sistema de ecuaciones algebraicas

pl(xla"wxn) :Ov"'vpr(xlu"'vmn) =0.

El funtor sobre la categoria de algebras en la categoria de conjuntos F' definido
por

F(B) = {Soluciones del sistema de ecuaciones con valores en B}

determina el ideal generado por el sistema de ecuaciones, es decir, determina la
variedad de soluciones de dicho sistema.

En efecto, sea C una categoria, X € C un objeto y denotemos por X" el funtor
de C en la categoria de conjuntos definido por X = Hom¢(—, X). Diremos que
X' es el funtor de puntos de X. El lema de Yoneda ([16, II, 4.1]) dice que

Homfuntorcs (X, Y) = HOInc (X, Y)

yque X ~ Y siysdlosi X ~ Y. Ademds, un morfismo de funtores §: X ~» Y~
estd determinado por la imagen por 0x de Idx € X (X), que llamaremos punto
general de X.

Sea C la categorfa de k-esquemas afines (que se identifica con la categoria de
k-dlgebras). Sea A = k[z1,...,zn]/(p1,...,0r) ¥ X = Spec A. Tenemos que

X (B) = Homesquemas(spec B, Spec A) = Homk—élgebras(Aa B)

Soluciones del sistema de ecuaciones
=< pi(z1,...,x0) =0,...,p(21,...,2,) =0 » = F(B).
con valores en B

Sea A,, = Speck[z1,...,2,]. Observemos que A, (B) = {(b1,...,b,): b; €
B}. Sea
G1(z1, .., 20) =0,...,qs(x1,...,2,) =0

otro sistema de ecuaciones (con el mismo nimero de variables), y denotemos
B =klxy,...,2n]/(q1,--.,4qs) € Y = Spec B. Existe un isomorfismo de funtores
f que hace conmutativo el diagrama

L
v
siy solo si A = B, es decir, (p1,...,0r) = (q1,---,¢s)-

Definicién 1.4.1. Dado un k-esquema afin X = Spec A, el funtor X' de la
categoria de k-dlgebras en la categoria de conjuntos definido por

X(B) = Homkfélgcbras(Aa B)

se llama funtor de puntos de X.
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Ejemplo 1.4.2. Dado el k-esquema afin Spec A, se verifica que dar un mor-
fismo de funtores de su funtor de puntos en el de la recta afin Ay es dar un
elemento de A:

Homgyntores((Spec A), A7) = A} (A) = Homy_gigebras (k[z], A) = A.

Definicién 1.4.3. Un grupo afin sobre un anillo k es un k-esquema afin G =
Spec A tal que su funtor de puntos G valora en la categoria de grupos.

Esta tultima condicién es equivalente a que G esté dotado de tres morfismos
w:G Xy G— G, inv:G— Gye:Speck — G de modo que cumplen:

1. La propiedad asociativa: g o (u X Id) = po (Id x p).
2. Elemento neutro: po (e x Id) = Id.

3. Elemento inverso: p o (inv X Id) = eox, donde 7 : G — Speck es la
proyeccién estructural.

Se verifica que dotar a G = Spec A de estructura de grupo afin es equivalente
a dotar a A de estructura de algebra de Hopf.

Definicién 1.4.4. Un dlgebra de Hopf es una k-dlgebra A dotada de tres mor-

fismos
m:A— ARy A,

e: A—k,
i:A— A,
tal que m es asociativo, e es un punto neutro respecto a m, i.e.,

AD A, ACY ko A~ A

es el morfismo identidad de A, e i es un paso al inverso respecto a m, i.e.,
AT AAYY 4

es la composicion A 5 k — A.

Definicién 1.4.5.
1. Sea G un grupo finito. El funtor de grupos G definido por G(A) = G es

representable por Spec(ﬁ k), que es, por tanto, un grupo algebraico afin.
2. El grupo lineal Gl (k) es el grupo algebraico afin representante del funtor
F(B) = Autp_6qa(B® .7 ®B)

para cada k-dlgebra B. Se comprueba que Gl, (k) = Spec A donde A =
(k[z11, -+ - Ton])det(ay;), Siendo det la funcion determinante.
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. El grupo lineal especial Sl,,(k) es el subgrupo de Gl,(k) de las matrices

de determinante 1, es decir, es el cerrado definido por los ceros del ideal
(det(z;;) — 1) y es el representante del funtor

F(B) = {7 € Autp_mea(B® 7. ®B) : det(r) = 1}.

. El grupo ortogonal O, (k) es el cerrado de Gl,, (k) formado por las matrices

que dejan invariante una métrica simétrica Ty no singular, es decir, es el
cerrado que define el sistema de ecuaciones (z;;) - (a;j) - (zi5)" = (aij):

Q5 = Z(Ziﬂz‘lalk)%‘k-
kool

Ademds, es el representante del funtor

F(B)={7 € Autp_med(B® .*. ®B) : ToTho7" =Th}.

. El grupo lineal triangular T, (k) es el subgrupo de Gl, (k) de las matrices

invertibles superiormente triangulares, es decir, el cerrado definido por los
ceros del ideal (x;)i<; y es el representante del funtor

F(B) ={7 € Autp_msa(B®") : 7 deja estable la cadena trivial de
submddulos B&0C B&B®0C...C B®.". ®B}.

. El grupo lineal triangular unipotente Uy (k) es el subgrupo del grupo tri-

angular T, (k) de las matrices triangulares con los coeficientes de la dia-
gonal iguales a 1; es decir, es el cerrado de T, (k) definido por el ideal
(xii — 1)i<i<n. Su funtor de puntos es el subfuntor del de T, (k) de los
automorfismos lineales que, ademds de dejar estable la cadena anterior,
dan la identidad en cada uno de los factores consecutivos.

Sea E un k-espacio vectorial y E el funtor de k-espacios vectoriales sobre la

categoria de k-algebras asociado a FE, definido por

Sea Auty(E) el funtor de grupos definido por

Auty,(E)(A) = Aut 4 (E @y, A).

Definicién 1.4.6. Sea G un funtor de grupos. Dado un k-espacio vectorial E,
se llama representacion lineal de G en E o estructura de G-mddulo en E a cada
morfismo de funtores en grupos:

p: G — Auti(E).
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Comentario 1.4.7. Sea G = Spec A un k-grupo afin. Sea E un G-mddulo y
z =1d € G'(A) = Homy_s1gebras (4, A), el “punto general” de G. Sea

L,: AL F — AQL E

la traslacion por el punto general.
Para cada punto g € G'(B), la traslacion por g, Ly : B®y E — BQy E es
el automorfismo L, cambiado de base al punto g: A — B.

Un funtor A de la categoria de k-dlgebras en la de dlgebras diremos que un
funtor de dlgebras. El funtor k definido por k(A) = A es un funtor de élgebras.
Diremos que un funtor de algebras A, junto con un morfismo de funtores de
algebras k — A, es un funtor de k-dlgebras.

Sea F un k-espacio vectorial. Dado un morfismo A x E — E que dote a
Ep de estructura de A(B)-mdédulo para toda k-dlgebra B, diremos que E es un
A-mddulo.

Sea G un funtor de grupos. El funtor k[G] definido por

K[GI(A) :={D_aigi, a; € A, gi € G(A)}

=1

es de modo natural un funtor de k-dlgebras. Es facil demostrar que la categoria
de G-médulos es equivalente a la categoria de k[G]-mddulos.

Dado un A-médulo F, un subespacio vectorial E' — E diremos que es un
A-submédulo de E si para toda k-dlgebra B, E; es un B-submdédulo de Ep, es
decir, si el morfismo natural A x E' — E valora en E'.

Dejamos que el lector defina los conceptos de A-mddulo simple, semisimple
y pruebe la proposicién equivalente a 1.1.7.

Proposicion 1.4.8. Sea G = Spec A un grupo algebraico y E un G-mdédulo. Si
V C E es un subespacio de dimension finita, entonces también lo es el minimo
G-mddulo conteniendo a V, < G-V >.

Definicién 1.4.9. Un k-espacio vectorial A tiene estructura de codlgebra si
existen morfismos m: A — A®r A ye: A— k tal que m es asociativo y e es
un punto neutro respecto a m.

Conviene observar que dotar a un espacio vectorial de dimensién finita de
estructura de coalgebra equivale a dotar a su espacio vectorial dual de estructura
de algebra.

Corolario 1.4.10. Sea G = Spec A un grupo afin. Se cumple que A es union
de sus subcodlgebras de dimension finita.

Teorema 1.4.11. Si G es un grupo algebraico afin sobre k, entonces es isomorfo
a un subgrupo cerrado del grupo lineal Gl,,(k), para cierto n € N.
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Definicién 1.4.12. Dado un G-mddulo de dimension finita E, llamamos cardc-
ter lineal asociado, y lo denotamos xg, a la funcion xg : G — Ay definida, via
el funtor de puntos, por

xe(9) = Tre(g)

donde Trg(g) es la traza del endomorfismo inducido por g en E.
Teorema 1.4.13. Se verifican las afirmaciones:

1. Los caracteres lineales de un grupo algebraico G asociados a sus repre-
sentaciones finitas constituyen un subanillo de funciones de G. Con pre-
cision se verifican las formulas

XE\®E; = XE; @ XE3,

XE1®E> = XE; " XE2»
xe-(9) = xelg™").

2. Los caracteres lineales de G asociados a representaciones simples desiso-
morfas son linealmente independientes sobre k como funciones de G. En
particular, dos representaciones simples son isomorfas si y solo si tienen
el mismo cardcter lineal asociado (cark =0).

Definicién 1.4.14. Sea G un grupo algebraico y E un G-mddulo de dimension
finita.

1. Se dice que E es triangulable cuando admite una cadena de composicion
como espacio vectorial

0O=FEyCFEiC...CE,=F
constituida por G-submddulos.

2. Se dice que E es unipotente cuando es triangulable, es decir, admite una
cadena de composicion formada por G-submddulos, y ademds los G-mddu-
los cocientes E;/E;_1 son triviales, es decir, G opera por la identidad sobre
ellos.

Definicién 1.4.15. Un G-mddulo se dice triangulable (respectivamente unipo-
tente) cuando cada G-submddulo de dimension finita es triangulable (respecti-
vamente unipotente).

Definiciéon 1.4.16. Un grupo afin G se dice que es triangulable (respectiva-
mente unipotente) si y solo si todo G-mddulo de dimension finita es triangulable
(respectivamente unipotente).

Teorema 1.4.17.

1. Un grupo algebraico afin es triangulable cuando es isomorfo a un subgrupo
del grupo triangular Tn(k) para algin n.

2. Un grupo algebraico afin es unipotente cuando es isomorfo a un subgrupo
del grupo triangular unipotente Un(k) para algin n.
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1.4.1. Lisitud de los grupos algebraicos en caracteristica
cero

Definicién 1.4.18. Una variedad algebraica X es lisa sobre un cuerpo k si por
cambio de base es regular en todo punto.

Si X es una variedad algebraica irreducible entonces es lisa si el médulo de
las diferenciales Qx5 es un Ox-mddulo localmente libre de rango la dimensién
de X. Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, liso equivale a regular.

Un anillo local noetheriano A, de maximal m, es regular si y sélo si

mz/mi =< fl,"'afn >
donde n es la dimensién de Krull de A,.

Teorema 1.4.19. Todo grupo algebraico afin, G = Spec A, sobre un cuerpo k
de caracteristica cero, es liso.

Demostracion. Por cambio de cuerpo base podemos suponer que k es algebraica-
mente cerrado. Definimos el grupo reducido de G como G..q := Spec A/rad(A),
que es de nuevo un grupo algebraico: Si hacemos cociente por los radicales en
el morfismo de comultiplicacion A — A ®j A obtenemos el morfismo de comul-
tiplicaciéon A/rad(A) - A® A/rad(A® A) = A/rad(A) ® A/rad(A) del anillo
de funciones de G,.qq.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que G es conexo. G,.q €s un
subgrupo de G, que coincide con G a nivel topoldgico. El cociente G/Greq =
Spec B es una variedad algebraica afin de dimensién cero y con un tnico punto
cerrado, luego B es una k-dlgebra conmutativa finita local?.

Sea Ty la métrica de la traza en B. G opera por translaciones en G/G.cq
de modo transitivo, luego opera en B y opera como simetrias de 75. Luego G
deja estable (radT3)o. Como G opera transitivamente, esqueméticamente bien
(radTy)o = &, bien (radT3)o = Spec B. En el primer caso radT, = B, y en
el segundo rad T = 0. Sin embargo, T5(1,1) = tr(hy) = tr(Id) = dimy B # 0
(car k = 0), por lo que debe ser rad T = 0. Entonces B es una k-dlgebra finita
local separable, luego reducida, y racional, luego es una k-algebra trivial y su
grado sobre k es el nimero de puntos de su espectro, es decir, B = k. Como
G/Greq = Speck, Greqg = G y el anillo de funciones A de G es reducido.

En G, que es reducido y conexo, existen abiertos afines no vacios irreducibles
y reducidos, por tanto, existe un abierto no vacio donde G es liso. Puesto que k&
es algebraicamente cerrado todo punto cerrado es racional, asi que por transla-
ciones todo G es liso. O

2En este caso, la existencia de este cociente, en la topologfa fielmente plana, es sencilla,
supuesto conocida la construccién de la grasmanniana de subespacios de codimensién finita
de un espacio vectorial ([3]). G/Gyreq es el “conjunto” de subespacios de A de la misma
codimensién que la del ideal de funciones de A que se anulan en G,.4, que son ideales y que
son estables por la accién de G .qq.
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Capitulo 2

R-modulos cuasi-coherentes
y esquemas de R-moddulos

2.1. Funtores de R-modulos

Sea R un anillo conmutativo con unidad, sea Cp la categoria de las R-algebras
conmutativas y sea R : Cg — Cg el funtor de dlgebras que asigna a A la R-
algebra R(A) := A. Sea Cap la categoria de los grupos conmutativos.

Definicién 2.1.1. Un funtor F : Crp — Cap con un morfismo de funtores

RxF 2 F se dice que es un funtor de R-mddulos si F\(A) junto con el morfismo

A X F(A) 54, F(A) es un A-mddulo para cada A € Cg.
Dado un R-mddulo E, el funtor E definido por E(A) = FE ®r A para toda

R-dlgebra A, es un funtor de R-mddulos.

Salvo que se diga lo contrario, de ahora en adelante supondremos que todos
los funtores considerados estan definidos sobre la categoria Cg.

Definicién 2.1.2. Dado un par de funtores de R-mddulos F y F', denotaremos
por Hompg(F, F') el funtor de homomorfismos de R-mddulos de F en F’,

HOIIIR(F, F’)(A) = HomA(F|A, F|IA)

donde F| denota el funtor F' restringido a la categoria de las A-dlgebras Ca.
Un elemento de Hom 4 (F) 4, F"A) consiste en asignar un morfismo de B-mddulos
F(B) — F'(B) a cada A-dlgebra B.

Denotamos por F* = Hompg(F,R) el funtor dual de F*!.

1Si F = E o F = E*, entonces Hompg(F, F')(A) es un conjunto (véase 2.1.3, 2.1.6 y el
lema de Yoneda) y Hompg(F, F’) es un funtor. Cuando escribamos F* o F** supondremos que
son funtores bien definidos. Sin embargo, dados cualesquier F' y F’, para que Hom 4 (F‘A7 FI/A)
sea un conjunto (serd necesario en 2.2.1, 2.2.2 y A.2.1), en vez de considerar la categoria de
las algebras conmutativas, consideramos un conjunto infinito X y la categoria de las algebras
conmutativas cuyo cardinal es menor o igual que card(X"). Véase [8, General conventions].

47
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Proposicion 2.1.3. Para cada funtor de R-mddulos F' y cada R-mdédulo E, se
cumple que
Homp(E, F') = Homp(E, F(R)).

Demostracion. Dado un morfismo f : E — F de R-mdédulos, tenemos para cada
R-élgebra A un morfismo de A-médulos fa : E®r A — F(A) y un diagrama
conmutativo

EorA 14 F(4)

7 7
E % F[R).
Luego el morfismo de A-médulos f4 esta determinado por fg. O

Lema 2.1.4. Sea A una R-dlgebra y sean E un R-mddulo y F, F’ funtores de
R-maddulos. Entonces:

1. Ej4 es el funtor asociado al A-mdédulo E @ A en Ca.
2. HOmR(F,F/)M = HOmA(F]A,F/‘A).

Definiciéon 2.1.5. Dada una R-dlgebra conmutativa A, definimos el funtor
(Spec A)" en Cr como (Spec A) (B) = Hompg_sigebras (A, B) para cada R-dlgebra
conmutativa B. Llamaremos a este funtor el funtor de puntos de Spec A.

Por el lema de Yoneda ([16, II, 4.1]), Homsuntores((Spec A)', F') = F(A).

Dado un R-médulo F, denotaremos por SpFE el dlgebra simétrica de E.
Recordemos ahora el siguiente bien conocido lema (véase [8, II, §1, 2.1] o [9,
Exposé VIIg, 1.2.4]).

Lema 2.1.6. Si E es un R-mddulo, entonces E* = (Spec SpE)" como funtor
de R-mddulos.

Demostracion. Para cada R-algebra A, se cumple que
E*(A) = Homs(Ej4,Rj4) = Homs(E ®r A, A) = Hom, (E ®r A, A)

= Homp(FE, A) = Homp_sigebras(SpE, A) = (Spec SR E) (A).
O

Definicién 2.1.7. Se definen los R-mddulos cuasi-coherentes como los funtores
de R-mddulos de la forma E, donde E es un R-mddulo cualquiera. Diremos que
E es un R-mddulo coherente si E es un R-mddulo de tipo finito.

Los esquemas de R-mddulos se definen como funtores de R-mddulos del tipo
E*.

Si F es un R-modulo libre de tipo finito, entonces E es un R-mddulo cohe-
rente y un esquema de R-mddulos.
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2.1.1. El Teorema de Reflexividad

Definicién 2.1.8. El producto tensorial F @r G de dos funtores F' y G en la
categoria de los funtores de R-mddulos se define (FRrG)(A) := F(A)®4G(A).

Proposicién 2.1.9. Sean E y E' dos R-mddulos. Entonces
HOIIIR(E)*7 E/) =E®p E'.

Demostracion. Sabemos que el funtor E* estd representado por Spec Sy, por
lo tanto

Hompg(E*,E') C Homgypores(E*, E') = E'(SpE) = Sy F @r E'.

Sin embargo, para que w € SRpE ®r E’ sea una aplicacién lineal, debe ser
w € E®g E’'. Por lo tanto, Homg(E*,E') = E ®g F’.
Para cada R-algebra A tenemos que

Hompz(E*,E')(A) = Homu (E*|4,E'|4) = Homs(E®r A)*,E' ®@r A)
=(EF®rA) ®a (E’ ®rA) = (E®g EI)(A).

O

Comentario 2.1.10. SiCg es la categoria de las R-dlgebras conmutativas cuyo
cardinal es menor o igual que card(XY) = m, entonces debemos suponer que
SpE € Cr, es decir, que card SRpE < m. St E es un R-mddulo libre de cardinal
cualquiera, obtenemos la proposicion de nuevo: Sea {E;} el conjunto de cocientes
de E cuyo cardinal es menor o igual que m. Se verifica que E* = h’in E;. El
morfismo natural thE;k — E*, que llamaremos T, es claramente inyectivo.
Veamos que es epiyectivo. Sea w € E*(A). Como E*(A) = Homa(F ®; A, A) =
Homy(E, A), w se corresponde con cierta aplicacion ¢ € Homy(E, A) . Sea
E, = E/ker¢ y ¢; : E; — A el morfismo inducido por ¢. Sea w; € Ef(A)
correspondiente a ¢;. Se cumple que T(w;) = w.
Entonces

Homp(E*,E') = Homp(IlmE;,E') = lim (E; R E') = E®r E’

i i

donde = es una consecuencia de la igualdad EQp E'®r S = lim(E; @g E' ®r S)

para cualquier R-dlgebra S € Cr. Para demostrar esta igualdad probemos, por
sencillez, que todo espacio vectorial E es limite proyectivo de sus cocientes E;
de dimension numerable: Es fdacil comprobar que el morfismo E — lim E; es

inyectivo. Veamos que es epiyectivo. Sea v € im E;, sea {e;} una base de E y
wy € E* tal que wi(e;) = 0;. Sea mj : im E; — E/kerw; ~ k el morfismo

i
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natural. Se cumple que sdlo para un nidmero finito de indices mj(v) # 0. En

efecto, si existe una cantidad numerable infinita de indices j' tal que my (v) =

Ay # 0, consideremos un suplementario V en E de < ejr >; y el morfismo

natural m : Im E; — E/V. Tendremos que w(v) = > p;:€;, siendo todos los
. ]/

i

wjr = 0 salvo un nimero finito. Ahora bien, la composicion de los morfismos
naturales lim E; — EJV — E/kerw;j es el morfismo mj, luego pjr = \jr y

i

llegamos a contradiccion. En el morfismo E — lim E;, Y m;(v) - e; se aplica
T finita

env.

Con mds generalidad, la proposicion es cierta si E es un R-mddulo proyec-
tivo, es decir, es un sumando directo de un R-mddulo libre.

Como corolario de la proposicion anterior obtenemos el teorema de reflexi-
vidad para funtores de R-mddulos cuasi-coherentes.

Teorema 2.1.11. Sea E un R-mddulo. Entonces
E*”* =E.

Comentario 2.1.12. Probemos el teorema para espacios vectoriales sin la teoria
de esquemas. Sabemos que el dual de una suma directa es un producto directo y
lo que queremos probar es que el dual “natural” de un producto directo es una
suma directa. Dado el k-espacio vectorial [[k queremos calcular las aplicaciones

iel
k-lineales naturales wy, : [[k — k, es decir, debemos dar para cada k-dlgebra
il
A, aplicaciones A-lineales wa : [[A — A, tales que para cada morfismo de

i€l
k-dlgebras A — B el siguiente cuadrado es conmutativo

A 4 4
iel
! !
1B “= B.
el

Bien, las inicas aplicaciones naturales son las combinaciones lineales de las

proyecciones sobre cada factor: Sea A = k[x;licr v sea p(x) := wa((x;)icr) €
A. Dado (o;)ier € [[k, consideremos el morfismo de k-dlgebras m : A — k,
iel

w(x;) = ay. Tenemos que wi((a;)) = wi(m(x;)) = m(wa(z;)) = 7(p(x)), asi que,
como wy, es lineal, p(x) debe ser un polinomio homogéneo de grado 1, p(z) =
A1Zj, + ...+ Apxy, y por lo tanto wy es una combinacion lineal de proyecciones
sobre n factores.

Subrayemos que el teorema de reflexividad se verifica para todo R-mdédulo
E, por ejemplo para E = @& R o para E = R/I (siendo I cualquier ideal de R).
neN
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Teorema 2.1.13. La categoria de los modulos cuasi-coherentes sobre R es
equivalente a la categoria de los R-mddulos. La categoria de los mddulos cuasi-
coherentes sobre R es anti-equivalente a la categoria de los esquemas de R-
mddulos (la correspondencia se establece asignando a cada funtor de mddulos
su dual).

En [9, Exposé VIIp, 1.2.2] se demuestra la equivalencia entre la categoria
de los R-mdédulos planos y la de los R-mdédulos planos. Y en [9, Exposé VIIg,
1.2.3], queda establecida la anti-equivalencia entre la categoria de los R-mddulos
planos y la categoria de los R-moédulos pseudocompactos proyectivos, donde R
es un anillo (conmutativo) pseudocompacto.

Proposicién 2.1.14. El morfismo R-lineal E — E’ es epiyectivo, en la cate-
goria de funtores de R-mddulos, si y sélo si el morfismo BE'™ — E* es inyectivo,
en la categoria de funtores de R-mddulos.

Demostracion. Se sigue inmediatamente que si el morfismo E — E’ es epiyecti-
vo, entonces el morfismo E'* — E* es inyectivo. Reciprocamente, supongamos
que el morfismo E’* — E* es inyectivo. Si V es el conticleo del morfismo E — FE,
obtenemos que V* = 0. Luego V = V** = 0 y el morfismo E — E’ es epiyecti-
vo. O

Comentario 2.1.15. Si un morfismo de funtores de R-mddulos E'* — E*
es epiyectivo entonces existe una seccion. En efecto, veamos que el morfismo
asociado E — E’ (que es inyectivo) tiene un retracto: Consideremos la R-
dlgebra A := R® E, donde (r,e) - (r',¢') = (rr',re’ +1'e) para todo r,v’" € R y
e,/ € E. Sea w € E*(A) = Homg(E, A) definido por w(e) := (0,e). Entonces
existe un w' € Homp(E', A) tal que w'(e) = (0, e) para todoe € E. Siw: A — E
es la proyeccion natural, entonces wow' es un retracto del morfismo E — E'.

Lema 2.1.16. Sean F y G dos funtores de R-maodulos. Entonces
Hompg(F,G*) = Hompg(G, F™).
Demostracion.
Hompg(F,G*) = Homg(F @r G,R) = Hompg(G, F*).
O

Definicién 2.1.17. Diremos que un funtor de R-mddulos F es dual si existe
un funtor de R-mddulos G tal que F ~ G*.

Proposicion 2.1.18. Sea E un R-mddulo libre y F' un funtor de R-mddulos
dual. Se cumple que

Homp(E*, F) C Homg(E*, F(R)).
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Demostracion. Escribamos F'= G* y E = @ R. Entonces
iel
H = =
omR(l_Ilz'{7 F) = Hompg(G, Z_QGBIR) C Hompg(G, HR) HHomR(G, R)
icl i€l i€l
= [[Homr (R, F) = [ [Homg (R, F(R)).
iel i€l
La composiciéon Homg([[R, F') — Homg([[ R, F(R)) — [[Homg(R, F(R)) es
iel iel icl
inyectiva, luego el morfismo Homg([[R, F) — Hompg([[ R, F(R)) es inyectivo.
i€l iel
O

Recordemos ahora la Formula de los funtores adjuntos.

Definiciéon 2.1.19. Sea A una R-dlgebra. Consideremos la inclusion de las
categorias

Cr = {R-dlgebras conmutativas} 5Cp = {A-dlgebras conmutativas}.

Dado un funtor G en Ca, definimos el funtor (i.G)(B) := G(A®g B) para cada
objeto B de Cr. Dado un funtor F' en Cr, definimos el funtor (i*F)(B) := F(B)
para cada objeto B de C4.

Damos un demostraciéon directa del siguiente teorema, aunque se puede
obtener de [4, 8.4,8.5] tras multiples precisiones y complicados términos técnicos.

Teorema 2.1.20 (Férmula de los funtores adjuntos). Sea F' un funtor de R-
maodulos y sea G un funtor de A-mddulos. Entonces se verifica que

Homy (i F, G) = Hompg(F, i.G).

Demostracion. Dado un w € Hom 4 (i*F, G), tenemos morfismos wagp' : F(A®
B') — G(A ® B’) para cada R-dlgebra B’. Componiendo con los morfismos
F(B') - F(A® B'), tenemos los morfismos ¢p : F(B') — G(A® B') =
i+G(B'), que a su vez definen ¢ € Hompg(F,i.G).

Dado un ¢ € Hompg(F,i.G), tenemos morfismos ¢p : F(B') — i,G(B') =
G(A®B') para cada A-élgebra B’. Componiendo con los morfismos G(A® B’) —
G(B'), tenemos los morfismos wp: : F(B') — G(B’), que a su vez definen
w € Homu (i*F, G).

Ahora comprobaremos que w — ¢ y ¢ — w son asignaciones mutuamente
inversas. Dado w € Hom 4 (¢* F, G), tenemos ¢ € Hompg(F,i.G). Probemos que
este ultimo define w de nuevo. Tenemos el siguiente diagrama, donde B’ es una
A-4lgebra:

F(A® B')—2422"_, G(A® B) i G(B")

bp/ Id
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El morfismo compuesto po ¢ es el asignado a ¢, y coincide con wg/ ya que
el diagrama entero es conmutativo.

Dado ¢ € Homg(F,i.G), tenemos w € Hom 4 (i* F, G). Veamos que el tltimo
define ¢. Tenemos el siguiente diagrama, donde B’ es una R-élgebra:

F(B) - F(A® B)) —225 , (§,G)(B')
P/ bagn’ p
(i.G)(B') : (i.G)(A® B')

El morfismo compuesto wagp’ © 7 asignado a w coincide con ¢p/, ya que
poj = Idy el diagrama entero es conmutativo. O

Por simplicidad de notacién, dado un funtor F' escribiremos a veces w € F
en vez de w € F(A).

Proposicion 2.1.21. Sean F; funtores de k-espacios vectoriales y sea E un
k-espacio vectorial. Se cumple que

Hom (] [F;, E) = © Homy(F;, E).
. 3

., . . J .
Demostracion. Del morfismo inyectivo @ F; = [[F; se obtiene el morfismo
i i

j* : Homy([ [ K, E) — Homy,(& F, E) = [[Hom,.(F;, E).
Se trata probar que este morfismo es inyectivo y que su imagen es ® Homy, (F;,E).
Respecto a la primera cuestién, sea w € Hom;c(HFi7 E) uria forma lineal

tal que w # 0 pero w|gr, = 0. Entonces existen una lk—élgebra A y elementos

fi € Fi(A) tales que w((fl)l) # 0, y componiendo con los morfismos ¢ : [JA —

HF”A, d((a;);) = (a; fi); obtenemos una forma lineal wo¢ € HomA(HA ]ZE®A)

que no es nula pero se anula en EBA lo cual es imposible ya que Hom A(HA E®

A) = HomA((@A) ,E®A) = (@A) @4 (E®A) = EBE ® A se 1nyecta en

HomA(@A E® A) = HE ®A.

Para probar que Im ] = 69 Homy (F;, E), es suficiente probar que

Homy (] [Fi, E) = @Homy,(F;, E),
K3

i
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pues en ese caso tendremos
HOHlA(HFi‘A,Em) 2120 Homk(HFi, E® A) =®Homy(F;, E® A)
i i !
=& HomA(Fi|A7E|A)-

Dada una forma lineal w € Homy([[F;, E) tenemos que probar que como

K3
mucho existe un subconjunto finito de indices i tales que w|r, # 0. Supongamos
que esto no es cierto, es decir, que existe un conjunto de indices i,, donde n € N,
y k-dlgebras A, tales que w(f;, ) # 0 para algin f; € F; (A,). Sea A=®A,y
n

denétese por h,, : A, — ®A,, las inyecciones naturales y por fm la imagen de
fi,,, por el morfismo inducigo F; (hm): F;, (Ap) — F; (® Ay,). Es fécil ver que
w(fm) = hm(w(f;,,)) # 0. Por lo tanto, tenemos una fo:ma lineal w : [[A —
E®A, @((an)n) == w((anfn)n), que no se anula en ningtin factor A C HnA. De
nuevo esto contradice el hecho de que Hom 4 ([[A,E® A) = ia E® A.n O

Corolario 2.1.22. Sean F; funtores de k-espacios vectoriales. Se verifica que
(HFi)* = OF.
3
Definicién 2.1.23. Un funtor de R-mddulos F' se dice que es reflexivo si F' =
e,

Proposicién 2.1.24. Sea F' un funtor de k-espacios vectoriales y sea E un
k-espacio vectorial. Entonces se cumple que

Homk(E, F)* =E®, F*.
En particular, si F' es reflexivo, Homy(E, F) es reflezivo.
Demostracion. Como se tiene que E = EBIk, entonces
i€
Homy,(E, F)* = Homy( @ k, F)* = (] [Hom,(k, F))*
il
iel

= FY'=0F=0¢ kg, F)=E; F*.
(g ) el iel( k ) k

Si F es reflexivo, entonces

Homy (E, F) = Homy (E, F**) = (E ®; F*)* = (Homy(E, F))**.
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2.2. Caracterizacion de los esquemas de espacios
vectoriales

Sea R un anillo conmutativo con unidad, y sea k& un cuerpo conmutativo.
En primer lugar, probaremos una caracterizacion de los esquemas de espacios
vectoriales en términos de los funtores reflexivos.

Teorema 2.2.1. Si F' es un funtor reflexivo de k-espacios vectoriales tal que
Homy(F, —) conmuta con sumas directas, es decir,

Homy (F, ® F;) = & Homy(F, F;)
il i€l

para cualesquier funtores I de k-espacios vectoriales, entonces F' es un esquema
de k-espacios vectoriales.

Demostracion. Por la Formula de los funtores adjuntos, tenemos que
Homy (F, A) = Homy(F,i,i"k) = Homa(F|a, A) = F*(A).

Sin embargo, A = @ k y por la propiedad que F verifica por hipdtesis, tenemos
iel

que Homy (F,A) = F*(k) ® A. Por lo tanto, F*(A) = F*(k) @, Ay F* = E,
donde E = F*(k), y por lo tanto F' = F** = E*. O

Ahora podemos reformular este resultado en términos de limites inductivos
(la definicién de tal limite que se utiliza aqui en concreto es la que aparece en
[12, Ap. 6], como indicamos al final del Apéndice B).

Teorema 2.2.2. Sea F' un funtor reflexivo de k-espacios vectoriales. El funtor
sobre la categoria de los k-espacios vectoriales cuasi-coherentes, Homy (F, —),
conmuta con limites inductivos si y solo si F' es un esquema de k-espacios
vectoriales.

Demostracion. La condicion necesaria es una consecuencia del teorema previo,
ya que solo era necesario que Homy, (F, —) conmutase con sumas directas de k-
espacios vectoriales cuasi-coherentes para que F fuese un esquema de k-espacios
vectoriales.

La condicién suficiente se obtiene como una consecuencia inmediata de la
Proposicién 2.1.9, ya que el funtor hln E; es de nuevo un k-espacio vectorial

iel

cuasi-coherente y

Homy (F,lim E;) = F* ® (lim E;) = lim (F* ® E;) = lim Homy (F, E;).

i€l i€l i€l i€l

Definicién 2.2.3. Dado un funtor de R-mddulos F llamaremos clausura de
esquemas de R-mddulos de F, y la denotaremos por F, al representante (inico
salvo isomorfismos) del funtor Homg(F, —) en la categoria de esquemas de R-
modulos.
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Se cumple la igualdad
Homp(F, V*) = Homg(F, V™)
para todo R-modulo V.

Notacién 2.2.4. Por F*(R) denotamos el R-modulo cuasi-coherente corres-
pondiente al R-modulo F*(R), es decir, F*(R)(A) = F*(R) Qg A.

Proposicién 2.2.5. Sea F un funtor de R-mddulos. Se verifica que F =
F*(R)*.
Demostracion.

Hompg(F, V") = Homg(V, F*) = Homg(V, F*(R))

O

En particular, E(k) = E**, es decir, “los puntos racionales del cierre es-
quematico de E son E**7.

Desgraciadamente, la clausura de esquemas de R-moédulos de un funtor de
R-moédulos F no es estable por cambio de base. Sin embargo, podemos establecer
cuando si lo es.

Proposicién 2.2.6. Sea F' un funtor de R-mddulos. Si F'* es un R-modulo
cuasi-coherente entonces F = F** y F* = F*.

Demostracion. Si F* es un R-mddulo cuasi-coherente, entonces
Homp(F,E*) = Homg(E, F*) = Homp(F**, E").
Por lo tanto F' = F**. Es més, F* = (F**)* = (F*)** = F*. O

Proposicién 2.2.7. La clausura de esquemas de R-modulos de un funtor de
R-mddulos F es estable por cambio de base si y solo si F* es un R-mddulo
cuasi-coherente.

Demostracion. Si F“A = m, entonces tomando Hom(—, A) obtenemos que
F*(R)®gr A = F*(A). Reciprocamente, si F'* es cuasi-coherente entonces Fj4 =
F**a = (F"a)" = Fla. O

Ejemplo 2.2.8. Si F1,..., F, son funtores de R-mddulos cuyos duales son R-
mddulos cuasi-coherentes, entonces (F1 ® ... ® F,)* = Ff ® ... ® Ff, que en
particular es un R-mddulo cuasi-coherente:

Homgp(F1®...@ F,,,R)=Homgp(F1 ®...® F,,_1,F})
=Homp(F1 ®...® F,_2,Hompg(F,_1, F}))
= Homp(F1 ® ... ® Fy_s, Homp(F:*, F*_)))
=Homgp(F1 ®...®0 F2,F;_{ ®F})
=..=F®...0F].
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Porlo tanto, 1 @ ... @ F,, = (F1®...QF,)"* = (Ff®.. F)*yF ®...0 F,
= ®...9F, (pues Ff = F}).

Si denotamos por & el producto tensorial en la categoria de esquemas de
R-mdédulos entonces EIQE; = Ef ® E3 = (E; ® Eq)*. Es mds, ® conmuta con
limites proyectivos:

(Iim E})®E" = (fm E;)*@E" = ((im B;) ® E)* = (Iim (E, ® E))*
= 1im (E; ® E)* = lim (E;®E*).

De ahora en adelante, solo trabajaremos con funtores de k-espacios vectoria-
les.

Proposicién 2.2.9. El morfismo F' — F** es inyectivo si y solo si el morfismo
F — F es inyectivo.

Demostracion. Probemos la condicién necesaria. Dada un k-dlgebra A, sea s €
F(A) tal que s =0 en

F(A) = F*(k)*(A) = Homa(F* (k) 4, A) = Homy (F* (k), A) = Homy,(F* (k), A)

entonces s(w) := w(s) = 0 para todo w € F*(k).
Dada una k-algebra B, si uno escribe B = @k - ¢;, advierte que

F*(B) = Homp(F|3, B) = Homy (F, B) = Homy(F, &k) C | [ Homy(F k)

que asigna a cada wp € F*(B) un (w;) € [[ F*(k). Explicitamente, dado s €
F(B), entonces wp(s) = Y, w;i(s) - e;. Por lo tanto wp(s) = 0 para todo wp €
F*(B). Puesto que el morfismo F' < F** es inyectivo, esto significa que s = 0,
es decir, el morfismo F — F es inyectivo.

Para la condicién suficiente, consideremos el morfismo F*(k) — F*, el cual,
mediante la toma de duales, se convierte en F** — F*(k)*. Ya que el morfismo
compuesto I — F** — [ = F*(k)* es inyectivo, también lo es el morfismo
F — F**. O

Finalmente, caracterizamos los esquemas de k-espacios vectoriales como los
funtores completos reflexivos. Necesitamos algunos resultados técnicos antes de
la Definicién 2.2.12.

Proposicién 2.2.10.

1. El morfismo F*(k) — F(k)* es inyectivo si y sélo si el morfismo F* —
F(k)* es inyectivo.

2. El morfismo F*(k) — F(k)* es inyectivo si y sdlo si para cualquier espacio
vectorial cuasi-coherente E la imagen de cualquier aplicacion k-lineal F' —
E es un subespacio cuasi-coherente de E.

Demostracion.
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1. Si el morfismo F* — F(k)" es inyectivo, entonces tomando secciones en
k el morfismo F*(k) — F(k)* es inyectivo. Reciprocamente, del diagrama
conmutativo

Homy (F,®k) — Homy(F(k),®k)
N N

se tiene que Homy(F, k) C Homy(F'(k), ®k). Puesto que A = &k, en-
tonces

F*(A) = Homy4(F|4, A) = Homy (F, k) C Homy (F(k), ©k)
= HOIHA(F(]C) Qr A, A) = HOHIA(F(k) Rk A,A)
= Homy (F(k) 4, A) = Homy (F(k), k)(4) = F(k)*(4),

i.e., el morfismo F* — F(k)* es inyectivo.

2. Supongamos que la imagen de cualquier morfismo F' — E es un subespacio
cuasi-coherente de E. Dado w € F*(k), i.e., un morfismo w : F' — k, Imw
es igual al espacio vectorial cuasi-coherente asociado a w(F'(k)). Luego si
w(F(k)) = 0 entonces w = 0.

Reciprocamente, sea E’ la imagen del morfismo F(k) — E'y consideremos
el morfismo F' — V := E/E’. El morfismo V* — F(k)* es nulo. Por tanto
el morfismo V* — F* es nulo, y la composiciéon F' — F** — V** =V es
nulo. En consecuencia, la imagen del morfismo F' — E es E'.

O

Corolario 2.2.11. Sea F un funtor reflexivo y sea E un k-espacio vectorial.
Entonces la imagen de cualquier morfismo k-lineal FF — E es un subespacio
cuasi-coherente de E.

Demostracion. Si F = F**, por la Proposicién 2.2.9 el morfismo F* — F* =
F(k)* es inyectivo. Luego por la proposicién anterior, la demostracion estd com-
pleta. O

Definicion 2.2.12. Dado un funtor de k-espacios vectoriales F' tal que la ima-
gen de cualquier aplicacion k-lineal ' — E es un subespacio cuasi-coherente
de E, consideremos el conjunto de los subfuntores de k-espacios vectoriales
F; C F tales que F/F; son k-espacios vectoriales coherentes. Entonces definimos
F:=lmF /F;.

i

El limite inductivo de espacios vectoriales cuasi-coherentes, en la categoria
de funtores de k-espacios vectoriales, es un espacio vectorial cuasi-coherente.
Luego, el limite proyectivo de esquemas de k-espacios vectoriales es un esquema
de k-espacios vectoriales. Por lo tanto Fesun esquema de k-espacios vectoriales,
especificamente, F := (lim (F/F;)*)*.

i
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Proposicion 2.2.13. Sea E un k-espacio vectorial. Entonces E* es completo
y separado, i.e., E* = E*.

Demostracion. Por el teorema de reflexividad, los conticleos coherentes de E*
se corresponden con los subespacios £’ C E de dimensién finita. Por lo tanto,

E*= lim (E)*=( lim E)*=E"

pa
dimy B/ <oco dimy B/ <oo

Proposicion 2.2.14. Sea F un funtor de k-espacios vectoriales tal que la ima-
gen de cualquier aplicacion k-lineal F — E es un subespacio cuasi-coherente de
E. Entonces la clausura de esquemas de espacios vectoriales de F es igual a la
complecion de F, i.e., F=F.

En particular, F = E*, donde E = F*(k), y F es completo, separado, y
reflexivo.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que E es un espacio de dimensién
finita. Obviamente, dado un morfismo de funtores de k-espacios vectoriales F' —
E*, tenemos un morfismo F — E* sin mas que componer con el morfismo
natural F — F. Reciprocamente, dado un morfismo de k-espacios vectoriales
F — E*, por hipdtesis, su imagen es un subespacio coherente de E*, luego el
morfismo factoriza por uno de los cocientes F//F; y por lo tanto tenemos un
morfismo de su limite proyectivo, 13', en E*.
En general, E* = h’in E;, donde dimy E; < co. Entonces

i

Homy (F, E*) = Homy,(F,lim E}) = lim Homy (F', E}) = lim Homy, (F, E)

i k3 i

= Homy (F,E*).

Por lo tanto, F=F. O

Teorema 2.2.15. Sea F' un funtor reflexivo de k-espacios vectoriales. Entonces
F es un esquema de k-espacios vectoriales si y solo si F' es completo y separado.

2.3. Linealizacion de una variedad

Sea R un anillo conmutativo con unidad y sea k un cuerpo.

Definicién 2.3.1. Sea X = Spec A un R-esquema afin y denotemos por X el
funtor de puntos de X, i.e., X (B) = Hompg_gigebras(A4, B). Sea R[X'] el funtor
de R-mddulos definido por

combinaciones B-lineales formales
finitas de puntos de X en B
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Es claro que para cualquier funtor de R-mdédulos se cumple que
Hompg(R[X'], F) = Homguntores (X, F).

Recordemos que Homgypiores(X ', R) = A. Por tanto, todo punto x de X
define una forma lineal perteneciente a A*, la que asigna a cada funcién de X
su valor en z. De otro modo, X (B) son los morfismos de R-dlgebras A — B
y A*(B) son los morfismos R-lineales A — B. Tenemos, pues, un morfismo
natural ¢ : X' — A*. Entonces tenemos un morfismo R[X| — A*.

Notacién 2.3.2. Dado X = Spec A un R-esquema afin, es usual la notacién
Xp =Spec A xr Spec B =Spec(A®r B) y Ap = AQg B.

Teorema 2.3.3. Sea X = Spec A un R-esquema afin. Se verifica que:
1. RIX*=A.
2. RIX'] = R[X|* = A*.
Demostracion. Se tiene
R[X']"(R) = Hompg(R[X'],R) = Hompuntores(X ", R) = A

y del mismo modo

R[X']*(B) = Homp(R[X']|5,B) = Homp(B[X3],B) = Ap = A(B).

ax 2.2.6

Por lo tanto, R[X'|* = A y tomando duales A* = R[X] R[X]. O

Teorema 2.3.4. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Si X = Spec A es
un R-esquema y F' es un funtor de R-mddulos dual, entonces el morfismo
HOIHR(A*, F) i Homfuntores (X, F)
A*—> F — X ‘ﬂ A*—> F
es un isomorfismo.

Demostracion. Escribamos F' = G*, entonces

Homungores(X ', F) = Homp(R[X'], F) £ Homg(G, R[X']*)

233 Hompg(G, A) 2116 Hompg(A*, F).
O

Teorema 2.3.5. Supongamos que la inica funcion a € A del k-esquema X =
Spec A que se anula en cada punto k-racional es la funciéon a = 0. Sea E un
espacio vectorial de dimension finita y X — E un morfismo de k-esquemas. La
imagen esquemdtica del morfismo inducido k[X'] — E coincide con el subespacio
vectorial de E generado por las imdgenes de los puntos racionales de X .
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Demostracion. Por hipétesis, el morfismo X — E factoriza a través del subes-
pacio vectorial V' generado por las imagenes de todos los puntos racionales de
X. Luego tenemos un epimorfismo k[X'] — V < E y por tanto un epimorfismo
kE[X'] —V < E. O

Teorema 2.3.6. Supongamos que la dnica funcion a € A del k-esquema X =
Spec A que se anula en cada punto k-racional es la funcion a = 0. Entonces,

KX = A~

Demostracion. Por hipétesis, el morfismo k[X']*(k) = A — E[X'](k)* es inyecti-
vo, luego estamos en las hipdtesis de la Definicién 2.2.12 y la Proposicién 2.2.10.

—

Por lo tanto, por la Proposicién 2.2.14 se cumple k[X'] = k[X] = A*. O

Quizas es mas natural la definicién
R[X''(B) := < Hompg_g1gebras(4, B) >pC Homp(A, B),
i.e.,, R[X'] es la imagen de R[X ] en A*.
Proposicion 2.3.7. Se cumple:
1. Homg(R[X']', F) = Homguntores(X ', F') para cada funtor dual F.
2. RIX']*=A.

3. RIX)=A*
4. El minimo subfuntor reflexivo de A* que contiene R[X']" es A*.
Demostracion.

1. Es una consecuencia de las igualdades

Hompg(A*, F) = Homgyptores(X ', F) = Hompg (R[X ], F).

2. Es consecuencia de (1).
3. Es consecuencia de (1).

4. Supongamos que tenemos morfismos R[X'] — F — A* donde F es un
funtor reflexivo. Tomando dobles duales, obtenemos que la composicién
A* — F — A* es el morfismo identidad. Por lo tanto, el morfismo F —
A* es epiyectivo y se sigue 4.

O
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Capitulo 3

Esquemas de algebras y sus
representaciones

3.1. Esquemas de algebras

Sea R un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 3.1.1. Diremos que un esquema de R-modulos A* es un esquema
de R-dlgebras si ademds es un funtor de R-dlgebras, es decir, A*(B) es una
B-dlgebra y los morfismos A*(B) — A*(B’) son morfismos de B-dlgebras para
cada morfismo B — B’ de R-dlgebras.

Proposicién 3.1.2. La categoria de codlgebras con unidad, Ceoarg, €5 anti-
equivalente a la categoria de los esquemas de dlgebras, Caig. Los funtores que
dan la equivalencia son Ceoalg — Calg, B ~» B* y Calg — Ceoalg, A* ~ A.

Demostracion. Obsérvese que Homp(Ef®...QE!, V*) = Homg(V, (Ef®...®
E!)*) =Homgp(V,E;1 ® ... E,).

Dar una estructura de funtor de R-algebras en un esquema A* es equivalente
a dar un morfismo de multiplicaciéon A* ® A* — A* y una unidad R — A*, de
modo que los diagramas que establecen las propiedades asociativa, distributiva
y demads, son conmutativos. Esto es equivalente a dar morfismos A — A ® A,
A — R que doten a A de estructura de codlgebra con unidad. O

En [9, Exposé VIl g, 1.3.5] se puede encontrar esta anti-equivalencia en térmi-
nos de k-codlgebras planas coconmutativas y de k-variedades formales topoldgi-
camente planas, donde k es un anillo pseudocompacto.

Notacion 3.1.3. De ahora en adelante, en ésta y en las demds secciones del
capitulo, A* denota un esquema de R-dlgebras.

Definicion 3.1.4. Sea F' un funtor de R-mddulos y sea A un funtor de R-
dglgebras. Decimos que F' es un A-mddulo (por la izquierda) si existe un morfismo
de funtores de R-dlgebras, A — Endg(F).

63
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Diremos que un R-mddulo E es un A-mddulo si E es un A-mddulo.

Dar una estructura de A*-médulo en F es equivalente a que exista un mor-
fismo A* ® E — E verificando las propiedades bien conocidas. Si E es un
A*-médulo por la izquierda entonces E* es un A*-mdédulo por la derecha (y
reciprocamente) como sigue:

(w-a)(e) =w(a-e)
donde a € A*, w € E* y e € E. De otro modo,
HomR—élgebras (A*7 EndR(E)) = HomR—élgebraS(A*oa EndR(E*))

Dar un morfismo E* ® A* — E* verificando las propiedades conocidas de
moédulo (por la derecha) es equivalente a que exista un morfismo E — A ® E
verificando las propiedades conocidas de comddulo. Asi pues, la categoria de
A*-médulos cuasi-coherentes es equivalente a la categoria de comddulos sobre
A.

Mediante estas equivalencias, si tenemos el morfismo £ — A ® FE, e —
> a; ® e;, entonces w - e = > w(a;)e; dado w € A*. Si w es la forma lineal

general, i.e., w =1d € A*(A) = Homp(A, A), entonces w-e =Y a; @ e;.

(]
Si A* es un esquema de &dlgebras, entonces A es de un modo natural un
A*-moédulo por la izquierda y por la derecha como sigue:

a(w' - w)
a(w - w')
donde a € A, w,w’ € A*. Diremos que A es el A*-mddulo reqular de A*.

Lema 3.1.5. Sean E1,...,E,, R-mddulos proyectivos y sea Ey un R-mddulo.
La imagen de cualquier morfismo R-lineal T : E} ®r ... ®r E} — Eg es un
R-mddulo coherente.

Demostracion. Como E, ..., E, son R-médulos proyectivos, son sumandos di-
rectos de R-médulos libres Lq,...,L,. Entonces, E} es un cociente de L} y
podemos suponer que E; = L; son moédulos libres.

Por el Lema 2.1.16 y la Proposicién 2.1.9, Hompr(E} ®r ... g Ef,Eq) =
Ei1®R...®r E, @R Eo. Sea {e;, }; una base de Fj, para cada j. Entonces para
T € Homg(Ef ®g ... g Ef, Eq) podemos escribir

T = E €1 ®...0¢€,n €. i,
[

15:5tn

donde sélo un numero finito de elementos e;,..;, € Ey no son nulos. Es facil
comprobar que el R-médulo coherente asociado a E =< e;,.. 4, >i,..4, €s igual
almT. O
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Proposicion 3.1.6. Sea A* un esquema de R-dlgebras, E un A*-mddulo y
E' ¢ E un R-submddulo. Supongamos que A es un R-mddulo proyectivo. En-
tonces, E' es un A*-submddulo de E si y sélo si E' es un A*-submddulo de
E.

Demostracién. Obviamente, si E' es un A*-submddulo de E entonces E’ es un
A*-submoddulo de E. Reciprocamente, supongamos que E’ es un A*-submddulo
de E y consideremos el morfismo natural de multiplicacién A* @ E' — E.
La imagen de este morfismo es un R-mdédulo cuasi-coherente de E. En efecto,
considerando un R-médulo libre L = 69 R que se epiyecte en E’, podemos

suponer que E’ = L. En este caso, A* ® E’ EB A* y por el lema anterior la

imagen del morfismo estudiado es un R- modulo cuas1 coherente. Por tanto, la
imagen del morfismo A* ® E' — E coincide con el R-mdédulo cuasi-coherente
asociado a A* - B/ = E’, lo que prueba que E’ es un A*-submdédulo de E. [

Proposicion 3.1.7. Sea A* un esquema de R-dlgebras y sea E un A*-mddulo
(respectivamente un A*-mddulo por la derecha y por la izquierda). Supongamos
que A es un R-mddulo proyectivo. Cada R-submddulo de tipo finito de E estd in-
cluido en un A*-submddulo de E (respectivamente un A*-mddulo por la derecha
y por la izquierda) que es un R-submddulo de tipo finito.

Demostracion. Dado un R-médulo de tipo finito E' C E entonces A* - E’ (res-
pectivamente A* - E - A*), que es la imagen del morfismo de multiplicacién
A* ® E' — FE (respectivamente A* @ E' ® A* — FE), es un A*-submddulo
(respectivamente un A*-submédulo por la derecha y por la izquierda) de E que
es un R-mdédulo de tipo finito por el lema previo. O

Comentario 3.1.8. FEn particular, un A*-mddulo E es un k-espacio vectorial
de dimension finita si y sélo si es un A*-mddulo de tipo finito, i.e, si existe un
epimorfismo de A*-mddulos A*® .". PA* — E.

Definicién 3.1.9. Sea A* un esquema de R-dlgebras. Diremos que un esquema
de submddulos I* C A* es un esquema de ideales si es un subfuntor de ideales.
Diremos que I* C A* es un esquema de ideales bildteros si es un subfuntor de
tdeales bilateros.

El nicleo de un morfismo de esquemas de dlgebras es un esquema de ideales
bilateros.

Definicién 3.1.10. Dada una R-dlgebra finita B, diremos que B es una R-
dlgebra coherente.

Comentario 3.1.11. Debido a la equivalencia entre la categoria de R-mddulos
y la categoria de R-mddulos cuasi-coherentes, hay una equivalencia categorial
obvia entre las R-dlgebras finitas y las R-dlgebras coherentes.

Teorema 3.1.12. Sea A* un esquema de R-dlgebras. Supongamos que A es un
R-maodulo proyectivo. Entonces A* es un limite proyectivo de cocientes B;, que
son R-dlgebras coherentes.
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Demostracion. A es el limite inductivo de sus R-submdédulos de tipo finito M; C
A. Entonces por la Proposicién 3.1.7 es el limite inductivo de sus A*-submddulos
por la derecha y por la izquierda N;, que son R-médulos de tipo finito.

Los ntcleos de los morfismos A* — N7 son esquemas de ideales bildteros
I = (A/N;)* de A*. Es mas, A*/I} es una R-dlgebra coherente: Consideremos
un epimorfismo R™ — N;. La imagen de la composicién A* — Nf — (R")* =
R"™ es un R-médulo coherente por el Lema 3.1.5, y es isomorfo a A*/I7.

El dual de un limite inductivo es un limite proyectivo. Tomando limites
proyectivos en la sucesién de morfismos A* — A*/If — NZ obtenemos la
sucesiéon A* — lim A*/I7 — A*. Por lo tanto, A* = lim A*/I} es un limite

— —

proyectivo de R-algebras coherentes. O

Definicién 3.1.13. Sea F un funtor de R-dlgebras. Definimos F como el re-
presentante en la categoria de los esquemas de R-dlgebras, si existe, del funtor
Hom g s1gebras (F, —), es decir,

HomR—élgebraS(F; A*) = HomR—élgebras(Fv A*)

Proposicién 3.1.14. Si F' es un_funtor de R-dlgebras tal que F™* es un R-
modulo cuasi-coherente, entonces ' = F = F**. Es mds, si G es un funtor de
R-dlgebras dual, entonces

Homeélgcbras (Fv G) = Homeélgcbras(Fv G)

Demostracion. Por el Lema 2.1.16, el Ejemplo 2.2.8 y la Proposicién 2.2.6 se
cumple para cualquier funtor de R-médulos dual T' := S* que

Homp(F®...® F,T) = Homg(S,F* ®...® F*) =Homgr(F®...® F,T).

Si consideramos T' = F, se sigue facilmente que la estructura de dlgebra de F
define una estructura de algebra en F. Finalmente, si consideramos T' = G,
vemos enseguida que Homp_sigebras(F, G) = Homp_gigebras(F, G). O

Notacién 3.1.15. Denotaremos por @ el producto tensorial en la categoria de
los esquemas de R-dlgebras.

Entonces, tenemos que

HomR—élgebraS(F%y A") = Homp_gigebras(F @ G, A™)
= Hompg_s1gebras (F;, A™) x Hompg_1gebras (G, A™)
( N
(

F
F,A*) x Hompg_ g1gebras(G, A*)
&G, AY).

= HomR—éIgebraS
= HomR—élgebras
Por lo tanto, F ® G = F&G.

Corolario 3.1.16. Si A* yB* son esquemas de R-dlgebras, entonces A*QB* =
A*@B* 2% (A @ B)*.
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En esta seccion de ahora en adelante, F' serd un funtor de algebras tal que la
imagen de cualquier morfismo k-lineal F' — E es un subespacio cuasi-coherente
de E, por ejemplo, si F' es un funtor reflexivo de k-espacios vectoriales.

Teorema 3.1.17. Se verifica que F = lim F/F;, donde {F;}; es el conjunto de

i

subfuntores de ideales bildteros de F tales que F/F; es una k-dlgebra coherente.

Demostracion. Denotemos F’ = lim F/F;. Debemos probar la expresién funto-
rial
Homkfélgebras(F; A*) = Homkfélgebras(Fla A*)

Primero supongamos que A* es un esquema de dlgebras finitas. Cada morfismo
de funtores de k-algebras F© — A* tiene como ntcleo un Fj, luego factoriza a
través de F'/F;. Reciprocamente, cada morfismo F’ — A* factoriza a través de

Homy (F', A*) = Homy (Iim F/F;, A*) = Homg (A, lim (F/F;)*)
= lim Homy (A, (F/F;)*) = lim Homy (F/F;, A*)

i

donde = se cumple porque A es un k-espacio vectorial de dimensién finita.
En el caso general,

Homk—élgcbras(F; A*) = Homk—élgcbras(F, lgn A;k) = lgn Homk—élgcbras (Fv A:)
, / 7 1,
= 1{11 Homk—élgebras (F y A:) = Homk—élgebras(F 5 lgn A:)

- Homkfélgebras(F/7 A*)
[

Proposicién 3.1.18. Sea F un funtor de k-dlgebras. Entonces, F es el cociente
de F por el subesquema de espacios vectoriales minimo de F, tal que su conticleo
tiene estructura de esquema de dlgebras y el morfismo de F en €l es un morfismo
de funtores de k-dlgebras.

Demostracion. Si F; — F es un funtor de ideales bildteros tal que F/F; es
un k-espacio vectorial coherente, entonces el epimorfismo F — F/F; factoriza
a través de F y por lo tanto el morfismo F — F/F; es epiyectivo. El limite
proyectivo de tales epiyecciones es F' — F que es epiyectivo, porque dualmente
el limite inductivo de inyecciones de espacios vectoriales cuasi-coherentes es una
inyeccion.

Sea F’ — F un subesquema de espacios vectoriales tal que F'//F’ es una k-
algebra coherente y el morfismo F' — F'/F’ es de funtores de dlgebras. Entonces
la imagen del morfismo F — F/F’ es un esquema de algebras finito, luego el
morfismo es epiyectivo y por tanto F/F' ~ F/F; para algin F; — F subfuntor
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de ideales bildteros. Reciprocamente, si F; — F' es un funtor de ideales bilateros
tal que F'/F; es un k-espacio vectorial coherente entonces existe un £’ tal que
F/F, = F/F.

Por tanto, el nicleo del morfismo F — F = h’in F/F; es la interseccién de
los subesquemas de F' de codimensién finita cuyo contcleo tiene estructura de
esquema de algebras y el morfismo de F' en él es un morfismo de funtores de
k-algebras.

Por la Proposicién 3.1.12, en todo esquema de &algebras el ideal cero es la
interseccién de los ideales bilateros de codimensién finita, luego todo subesque-
ma de F cuyo conticleo tiene estructura de esquema de lgebras es interseccién
de subesquemas de F' de codimensién finita cuyo contcleo tiene estructura de
esquema de algebras. Luego el nticleo del morfismo £ — F es la interseccién de
los subesquemas de F' cuyo conticleo tiene estructura de esquemas de dlgebras
y el morfismo de F en él es un morfismo de funtores de algebras. O

Corolario 3.1.19. Sea F un funtor de k-dlgebras tal que F es un Juntor de
k-dlgebras y F — F es un morfismo de funtores de k-dlgebras. Entonces F = F.

Observemos que este corolario implica que en F existe una tnica estructura
de 4lgebra (si existe alguna) de modo que el morfismo F' — F, que denotaremos
1, sea un morfismo de funtores de k-algebras: Por la unicidad del representante
de un funtor, si existen dos estructuras de funtor de dlgebras en F' entonces
existe un isomorfismo ¢ : ' — F, que aplica una de las estructuras de funtor
de algebras en la otra y tal que el diagrama

es conmutativo. Ahora bien, como Homy(F, F) = Homy(F,F), h +— hoi,y
¢ oi =1, se tiene que ¢ = Id.

Proposicién 3.1.20. Sea F' un funtor de k-dlgebras. Entonces, la_categoria
de los F-mddulos k-coherentes es la misma que la categoria de los F-mddulos
k-coherentes.

Demostracion. Si F; — F es un funtor de ideales bildteros tal que F'/F; es un
k-espacio vectorial coherente, entonces el epimorfismo F' — F/F; factoriza a
través de F y por lo tanto el morﬁsmo F—F / F; es epiyectivo.

Si F; < F es un funtor de ideales bildteros tal que F / F; es un k- -espacio
vectorial coherente, entonces la imagen del morfismo F' — F/ F; es un esquema
de 4lgebras, luego la imagen del morfismo inducido F — F / F; valora en esa
imagen. En conclusién, el morfismo F' — F/ F; es epiyectivo.

En conclusién, dado un k-espacio vectorial de dimension finita F

Homk—élgcbras (Fv Endk (E)) = Homk—élgcbras(F7 Endk (E))

y se concluye la proposicién. O
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Dado un k-subfuntor de un esquema de k-espacios vectoriales F' C E*, lla-
mamos cierre de F en E*, y lo denotaremos F’, al minimo subesquema de
k-espacios vectoriales de E* que contiene a F. Obviamente, la imagen de F
en E* contiene al cierre de F' en E*. Reciprocamente, tomando clausura es-
quemética, se observa que el cierre de F' en E* contiene a la imagen de F en
E*.

Lema 3.1.21. Sea ¢ : F1 — Fs un morfismo de funtores de espacios vectoriales
y sea ¢ : Fy — Fy el morfismo inducido en la clausura de esquemas de espacios
vectoriales. Se verifica que:

1. ¢(Fy) = ¢(F).
2. W:FQ/QE(FH)'

Demostracion. Obviamente, ¢(F}) es el minimo subesquema de espacios vecto-
riales en F, que contiene la imagen de Fj.

Por otra parte, todo morfismo de F5 en un esquema de espacios vectoriales
que se anula en ¢(Fy) define un tinico morfismo de F», que se anula en ¢(Fy).
Reciprocamente, todo morfismo de Fy en un esquema de espacios vectoriales
que se anula en ¢(F;) define un tnico morfismo de F, que se anula sobre el
minimo subesquema de espacios vectoriales que contiene a la imagen de F} en
F,, es decir,

Fo/¢(Fy) = Fa/$(Fy).
O

Proposicién 3.1.22. Sean I7,... . I} C A* esquemas de ideales bildteros y sea
E un A*-mddulo. Se verifica que:

1. I7 - E es un submodulo cuasi-coherente de E.

2.5 I E=(I7 - I) - E.

3. {e€ E:Ij - e =0} es un submddulo cuasi-coherente de E.

4. (E*T5-.. - I*) es un A*-submddulo de E* y tomar la clausura de esquemas
de mddulos es estable por cambio de base, i.e., dado un morfismo de anillos
k — B, entonces (E*-1j - ... - I})ip = (E" g - I g - ... - I}, g)". Adems,
(E*/(E*-If-...-I)) = (E*/(E*-I; - ... - I¥))*~.

S (Er-Iy ... L) - (I -... L)) = (B - I - ... - I).

Demostracion.

1. La imagen del morfismo de A*-médulos I§ ®, E — E es un A*-submdédulo
cuasi-coherente y coincide con I - E.
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. Es suficiente probar I - I3 - e = (I§ - I5) - e para todo e € E. Consideremos

el diagrama conmutativo

I -I; —“>F

]

Ar—S SR
La imagen del morfismo horizontal superior es un espacio vectorial de
dimensién finita porque es la imagen del morfismo I ®; IZ®, < e >— E,
luego es cerrado y coincide con I - I - e. La antimagen de I - I - e por el
morfismo horizontal inferior es un esquema, luego debe contener a (I*-I3)’.
Por tanto, (I* - I) - e C I* - I} - e y se sigue la igualdad.

. Consideremos la sucesién exacta E*®I7 — E* — E*/E*-I7 — 0. Entonces

el nicleo del morfismo dual
E—-I1 . E

es{ecE:Ij-e=0}.

. La imagen del morfismo de A*-mddulos

Eole. . ol=EchL®.. o) —E

es (E*-Ij-...-I*)". Por lo tanto (E* - Ij -...-I*)" es un A*-médulo. Dado
un morfismo de anillos £ — B, la imagen de E* @ I ® ... @ I} s en E*
es (E*-I7-... . I})p. Como (E" @I ®..0 )" =EoL ®...0 L,
sabemos que su clausura cambia de base. Es decir, se verifica que

EoLe. . oh,=Eoho. o)

= E\*B ®B IT\B RB...0R I;’;‘B.
Pero la imagen de este tltimo médulo en E*|p es (Ejfp - If 5 - ... Is)s
luego concluimos esta parte.

Respecto a (E*/(E*-I5-...-I}))* = (E*/(E*-I5-...-I}))*, es consecuencia
del lema previo.

. Sesigiede E*@ I @..0l =E*{®..eL el ®.. ..

O

Notacién 3.1.23. De ahora en adelante, cuando estemos en el contexto de
esquemas de dlgebras y de espacios vectoriales, dado un esquema de ideales
bilateros I* C A* y un A*-mddulo por la derecha E*, entenderemos E* - I*
por su clausura de esquemas de mddulos (E* - T*) en el esquema de espacios
vectoriales E*.
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3.1.1. Apéndice: Distribuciones con soporte finito

La siguiente definicién y la siguiente proposicién son las extensiones andlogas
para funtores y esquemas de k-algebras a las que se pueden encontrar en el
apartado 2 del capitulo VI de [26] sobre el dlgebra de distribuciones de soporte
finito de un grupo algebraico afin.

Definicién 3.1.24. Sea F un funtor de k-dlgebras. Llamamos k-espacio vecto-
rial de distribuciones de soporte finito de F', y lo denotamos por D, al subespacio
vectorial D C F*(k) que consiste en las 1-formas lineales de F' que se anulan en
algun ideal bildtero de F' cuyo conicleo es un k-espacio vectorial de dimension
finita.

Por la demostracién del Teorema 3.1.17, F* = D. Entonces F = D* y se
cumple que

Homcoélgebras (B> D) = Homkrfélgebras (D*, B*) = Homkfélgebras (Fa B*>
para cualquier coalgebra B.

Notacién 3.1.25. Dada una k-dlgebra conmutativa A y un punto cerrado x €
Spec A, cuando lo consideremos como ideal de A escribiremos my.

Proposicion 3.1.26. Sea A una k-dlgebra conmutativa de tipo finito. Se cumple
que:

1. A = I1 Aw, donde AL :=1im A/m?.
rESpec A .

max

2. El morfismo natural D — A* es epiyectivo, donde D es el k-espacio vec-
torial de las distribuciones de soporte finito de A.

Demostracion.

1. Si A/I es una k-dlgebra de tipo finito, entonces Spec (4/I) se corresponde
con un numero finito de puntos cerrados de Spec A, {z1,...,2,}, y existe
un numero m € N tal que (mg, -...-m, )™ C I. Por lo tanto,

A= lim A/(mg -...-my )"

= lim A/ml'x..xA/m; = J] A.
n n
T1yeenr@n,m TESpPeEC,, A

2. El morfismo D — A* es epiyectivo si y s6lo si el morfismo A — D*(k) =

D* es inyectivo. Este morfismo es obviamente inyectivo, por 1. y porque
D*=A.

O
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3.2. Esquemas de algebras semisimples

Definicién 3.2.1. Decimos que un esquema de k-dlgebras A* es simple si no
contiene ningun esquema de ideales bildteros propio. Decimos que un A*-mddulo
E # 0 es simple si no contiene ningin A*-submddulo propio. Decimos que un
A*-maodulo E es semisimple si es una suma de A*-mddulos simples.

Por la Proposicién 3.1.6, un A*-mddulo es semisimple si y sélo si es una
suma directa de A*-mddulos simples.

Por la Proposicién 3.1.7, los A*-mddulos simples son k-espacios vectoriales
de dimensién finita.

Teorema 3.2.2. Un esquema de k-dlgebras A* es simple si y sdlo si es isomorfo
al anillo de endomorfismos de un espacio vectorial de dimension finita sobre un
cuerpo no conmutativo de grado finito. Ademds, dicho espacio vectorial es un
A*-mdédulo simple y el cuerpo no conmutativo son sus endomorfismos como
A*-mdédulo.

Demostracion. Si A* es simple, por la Proposiciéon 3.1.12 es un esquema finito
de k-algebras. Por tanto el teorema es consecuencia del Teorema de Wedderburn.
O

Teorema 3.2.3. Cada A*-mddulo simple es un A*-submddulo del médulo re-
gular. Cada A*-mddulo es un submddulo de una suma directa de modulos regu-
lares.

Demostracion. Si E es un A*-médulo por la izquierda simple, luego de dimen-
sién finita, entonces E* es un A*-médulo por la derecha simple. Por lo tanto,
para cada w € F* no nulo, E* = w - A*. Es decir, E* es un cociente de A*,
como A*-médulo por la derecha. Por tanto, F es un submddulo de A*, como
A*-moédulo por la izquierda. Supongamos ahora que E no es simple. El morfismo
de multiplicacién E* ® A* — E* es obviamente epiyectivo y es morfismo de A*-
modulos por la derecha, donde A* actiia en E* @ A* por la derecha en el segundo
factor. Tomando duales tenemos la inyeccién deseada F — A Q@ F = ®A. O

Definicién 3.2.4. Decimos que un esquema de k-dlgebras A* es un esquema
semisimple de k-dlgebras si cada A*-mddulo cuasi-coherente es semisimple.

Proposiciéon 3.2.5. A* es un esquema de dlgebras semisimple si y sélo si A
es un A*-maodulo semisimple.

Demostracion. Si A* es un esquema de dlgebras semisimple entonces en par-
ticular A es un A*-mddulo semisimple. Reciprocamente, si A es un A*-médulo
semisimple, por la Proposicién 3.2.3 cada A*-médulo E es un submédulo de
una suma directa de A, que es semisimple, luego tenemos que E es semisimple.
Entonces A* es un esquema de dlgebras semisimple. O

Definicién 3.2.6. Un esquema de ideales bildateros I* C A* se dice mazrimal
si A*/T* es simple. Llamaremos espectro maximal de A* al conjunto de sus

esquemas mazimales de ideales bildteros, el cual denotaremos por Spec,,,.A*.
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Si A* = A} x A3, entonces

Spec,,a. A" = Spec,, .. AT L Spec,, .. A5

porque cada esquema de ideales bilateros I* C A* es I* = I] x I3, donde I} es
un esquema de ideales bildteros de A. Por lo tanto, cada epimorfismo de un
producto de dos esquemas de k-algebras en un esquema de k-algebras simple
factoriza a través de la proyeccién en uno de los dos factores. Si A}, B} son k-
algebras simples y ¢ : AT x...xA¥ — BJ x...xBZ es un epimorfismo, entonces
existen isomorfismos ¢; : A’{j — B} (i # ix, j # k) tales que ¢(a1,...,a,) =

(#1(aiy), ..., ds(ai,))-

Teorema 3.2.7. A* es un esquema de k-dlgebras semisimple si y solo si es un
producto directo de k-dlgebras simples.

Demostracion. Supongamos que A* es un esquema de algebras semisimple.
Sabemos que A* es un limite proyectivo de cocientes A} que son k-algebras
finitas. Obviamente, los Af-médulos son A*-mdédulos, luego A} es un édlgebra
semisimple. Por la teoria de anillos semisimples, A} es un producto directo de
k-algebras finitas simples, luego A* es un producto directo de k-algebras finitas
simples.

Sea A* producto directo de algebras simples. A* serd semisimple si y sélo
si A es A*-médulo semisimple. Por la Proposicién 3.1.6, equivale a que A sea
A*-semisimple. Como A* es producto directo de dlgebras simples, es un algebra
semisimple y en particular A es un A*-mddulo semisimple. O

Como consecuencia de este teorema, obtenemos que todo esquema de alge-
bras simple es en particular semisimple.

Proposicién 3.2.8. Cada A*-mddulo E # 0 contiene un unico A*-submddulo
no nulo semisimple mazximal.

Demostracion. El submoédulo semisimple maximal es la suma de todos los sub-
mdédulos semisimples. Ademads existen submdédulos simples, pues dado 0 # e €
FE, este e esta contenido en un A*-submédulo de dimensién finita, que contiene
A*-submédulos simples. O

Proposiciéon 3.2.9. El dual del submddulo semisimple mazximal de A es el
esquema de dlgebras cociente semisimple mazrimal de A*, es decir, cualquier
otro esquema de dlgebras cociente semisimple de A* es un cociente de éste.

Demostracion. Sea M C A el submddulo semisimple maximal. Veamos que es
un moédulo bildtero, ya que asi serd una subcodlgebra de A. Debemos probar
que es un A*-mddulo por la derecha. Dado w € A*, es claro que M -w es un A*-
submédulo por la izquierda de A. Luego es un A*-submédulo por la izquierda
de A. Es también claro que es semisimple, luego M -w C M. Entonces M es un
A*-submédulo por la derecha de A, luego es un A*-submédulo por la derecha
de A.
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Es més, la counidad w : A — k (es decir, la unidad de A*) no se anula en
todo M: si m(w) = w(m) = 0 para cualquier m € M, entonces 0 = (m-w')(w) =
m(w’ - w) = m(w') para cualquier w’ € A*, y por lo tanto m = 0, luego M serfa
nulo, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto, M* es un esquema de k-algebras. Si I* es el esquema de ideales
bildteros nicleo del epimorfismo A* — M*, entonces I* - M = 0: (i - m)(w) =
m(w-i) = 0, para todow € A* y paracadai € I* ym € M, luego i-m = 0. M es
semisimple como M*-mddulo, porque como A*-moédulo es semisimple. Entonces
por la Proposicion 3.2.5, M* es un esquema de k-algebras semisimple. Si B* es
un cociente semisimple de A* entonces B es un B*-mdédulo semisimple, luego
es un A*-submédulo semisimple de A. Por lo tanto B C M y B* es un cociente
de M*. O

Notacién 3.2.10. Denotaremos el esquema de dlgebras cociente semisimple
mazximal de A* como M*.

Si E es un A*-médulo simple, luego de dimensién finita, entonces la imagen
del morfismo natural ¢ : A* — Endg(E) es un esquema de k-algebras simple:
E es simple y fiel como médulo sobre Im ¢, luego Im ¢ es un algebra simple (en
concreto Im ¢ = Endg (E), donde K = Enda~(F)). Luego, es un cociente de
M*. Entonces E es un M*-mdédulo simple. Si E es un A*-mdédulo semisimple
entonces es un M*-mddulo semisimple. Obviamente,

Spec,q. A" = Spec,, ., M* =

max

Conjunto de clases de isomorfia
de A*-médulos simples

Definicién 3.2.11. Llamaremos (ideal) radical de un esquema de k-dlgebras
A* al nicleo del morfismo cociente A* — M* del esquema de dlgebras en su
esquema de dlgebras cociente semisimple maximal.

Sea E # 0 un A*-mdédulo y sea I* el radical de A*. E es semisimple si y
s6lo si es un M*-médulo, es decir, si estd anulado por I*. Si 0 # Fy C E es el
A*-submédulo semisimple maximal de E, entonces

Ei={e€cE:T"-e=0}
o equivalentemente, £y = {e € E : I*(k) - e = 0}.

Proposicion 3.2.12. Sea E un A*-mddulo y sea I* el radical de A*. Sea E;
el submddulo semisimple mazximal de E, entonces

E; = (E* ®a- M*)" = (E*/E* - T*)".

Demostracion. Por cambio de base, es suficiente probar que F; = Homy (E*/E*-
I*, k). Homy (E*/E* - I*, k) se identifica con los vectores e € Hom(E*, k) = E
tales que e(E* - I*) = 0. Como e(w - i) = w(i - ¢) para todo w € E* e i € I*, se
sigue que e € E verifica que e(E*-I*) = 0 si y s6lo si e € Ej. O
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El funtor F(F) := E; de la categoria de los A*-mddulos en la de los M*-
modulos es un funtor exacto por la izquierda representado por M*, pues

F(E) = E; = Homa. (M*,E).

Consideremos el cociente ' = E/FE; y sea E{ el A*-submédulo semisimple
maximal de E’. Sea Fy := n~}(E}), donde 7 : E — E’ es el morfismo cociente.
Entonces Ey C Es y E3/FE; = Ej. Sucesivamente construimos una cadena
canénica Fy C Ey C E3 C ..., tal que cada cociente E;/FE;_1 es un A*-mddulo
semisimple y F;/E;_1 = {€ € E/E;_; : I* - € = 0}. Inductivamente deducimos
que ‘

E,={e€ E:T""-e=0}.

De nuevo, por la proposicién anterior, obtenemos que

Notacién 3.2.13. Dado un A*-mddulo E, denotaremos por E1 C Es C ...
la cadena candnica de A*-submddulos que acabamos de construir. Denotaremos

o] o0 . .
G(E) =& Ei/Eiy. donde By =0, y Gr-B*:=][ (B"- | R DR RO

i=1

Proposicion 3.2.14. Sea E un A*-mddulo. Entonces
(G-E*)* = G(E).

En el caso del A*-médulo regular A, la cadena candnica de factores semisimples
es Ay C Ay C...C A donde A; = (A*/T*")*.

Lema 3.2.15. Sea E un A*-mddulo de tipo finito y sea I* el radical de A*.
Eziste un n >> 0 tal que I' - E = 0.

Demostracion. En la cadena natural de inclusiones F4 C Ey C ... C E, una
inclusiéon F,, C E,,;+1 es una igualdad cuando E = FE,, por la Proposicion 3.2.8.

Puesto que E es de dimension finita, la igualdad E = FE,, debe ser cierta para
algin n. Por lo tanto, I* - E = 0. O

Teorema 3.2.16. Sea E un A*-mddulo y sea I* el radical de A*. Se verifica
que:

1. E=1imE;.

i

2. E* = imE*/E* - I". Bn particular, 1 B*-T'" =0.

n

Demostracion.

1. Cada e € E estd incluido en un A*-submdédulo de dimensién finita E’ de
E. Por lo tanto existe un n € N tal que I - ¢ = 0. Luego F = lim F;.

i
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2. Como E = lim E;, tomando duales y recordando que E; = (E*/E* - T*")*,

se sigue que E* = lim E* /E* - I**.

n

O

Proposicién 3.2.17. (Nakayama) Sean E y E' A*-mddulos y sea M* el
esquema de dlgebras cociente semisimple maximal de A*.

1. E* =0 si y solo si E* @« M* = 0.

2. Un morfismo de A*-mddulos E* — E'* es epiyectivo si y sélo si el mor-
fismo E* @5 M* — E'* @4+ M* es epiyectivo.

* . . . .
3. Elmorfismo E* — E'" es un isomorfismo si y sélo si el morfismo Gi+E* —
G1-E'™" es un isomorfismo.

Demostracion.

1. Si E* @a+ M* = 0 entonces E; = (E* @a- M*)* =0, luego E =0y
E*=0.

2. Aplicamos 1. a los contcleos de los morfismos.

3. Si el morfismo G- E* — G1-E’* es un isomorfismo, entonces también lo es
el morfismo entre las compleciones, que coincide con los propios esquemas
de espacios vectoriales por el apartado 2. del teorema anterior.

O

Si F es un A*-mdédulo de dimensién finita definimos el caracter asociado a
E, xg: A" — k, como
Xe(w) :=trhy,
donde h,, es la homotecia de E de factor w € A* y trh,, es la traza de dicho

endomorfismo lineal. La traza de h,, : £ — E coincide con la traza del endo-
morfismo inducido h,, : G(F) := ®F;/E;_1 — @®FE;/E;_1 =: G(E). Asi que

tenemos el tridngulo conmutativo

A*

XE k
\ A?Ei/Ei—l
M*

Proposicién 3.2.18. Supongamos que cark = 0. Entonces xg = xg' st y solo
si G(E) y G(E") son isomorfos como M*-mddulos.

Proposicion 3.2.19. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los caracteres
asociados a los A*-maodulos simples son linealmente independientes.
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Notacién 3.2.20. Sea E* un esquema de R-mddulos (respectivamente de R-
dlgebras) y sea R — S una extension de anillos conmutativos. Denotaremos por

§ al esquema de S-mddulos (respectivamente de S-dlgebras) E*|g = (E®@rS)*
asociado al S-mdédulo E®p S. Diremos que E* cambiado de base por R — S es

Proposicion 3.2.21. Sea A* un esquema de k-dlgebras, sea M* su esquema de
k-dlgebras cociente semisimple mazximal y sea k — K una extension de cuerpos
conmutativos. El esquema de K-dlgebras cociente semisimple mazimal de Ay
es un cociente de M.

Si k es algebraicamente cerrado, entonces el esquema de K -dlgebras cociente
semisimple mazimal de Ay es My .

Demostracion. Sea 0 C A1 C Ay C ... la filtracién candnica de A*-mddulos
de A. Consideremos la filtraciéon A1 @ K C Ao @ K C ... de A®, K. Si
E es Aj-médulo simple, entonces se inyecta en A ®; K y para algin ¢ existe
una inyeccién E — (A; @ K)/(Ai—1 @ K) de Aj-mébdulos. Por tanto, como
(A; @k K)/(Ai—1® K) es un Mjc-médulo, E es un Mjc-médulo. En conclusidn,
cada morfismo de A} en un dlgebra simple factoriza a través de My;. Por lo
tanto, el esquema de K-algebras cociente semisimple maximal de Aj; es un
cociente de Mx .

Si k es algebraicamente cerrado entonces M* = [[M,, (k), luego My =

(]

[IM,,, (K) es semisimple y el esquema de K-algebras cociente semisimple maxi-

K2
mal de Aj es isomorfo a My;. O

En particular, si A es semisimple, entonces A* también es un esquema de
algebras semisimple.

Proposicion 3.2.22. Sea M* el esquema de dlgebras cociente semisimple mazi-
mal de A* y sea N* el esquema de dlgebras cociente semisimple mazimal de B*.
Entonces el esquema de dlgebras cociente semisimple mazimal de A*@B* es un
cociente de M*@N*.

Si k es algebraicamente cerrado entonces M*®N* es el esquema de dlgebras
cociente semisimple mazimal de A*@B* y un A*@B*-mddulo es simple si y sélo
st es un producto tensorial de un A*-modulo simple y un B*-mddulo simple.

Demostracion. Sea E un A*®B*-médulo simple. En particular dim E < oo.
Consideremos la cadena canénica F; C Es C ... C F, = F de E como A*-
moédulo. B* conmuta con A* en A* ®@B*, entonces debe dejar estable la cadena.
Puesto que FE es simple, entonces F = FE', es decir, F es un A*-mddulo semisim-
ple. Del mismo modo, E es un B*-mddulo semisimple. En conclusion, F es un
M* ® N*-médulo, luego es un M*@N*-mddulo. Por lo tanto, cada morfismo de
A*®B* en un esquema de dlgebras simple factoriza a través de M*@N*, luego
el esquema de dlgebras cociente semisimple maximal de A*®B* es un cociente
de M*QN*.
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Sea ahora k un cuerpo algebraicamente cerrado. Ya que Endy (V)®;Endg (V')
= Endy(V @ V') (dimy,V, V' < 00), M* = [[Endy,(V;) y N* = [[End,(V,),
i J

entonces
M*@N* = HEndk(Vi ®k V7).
i,

O

Corolario 3.2.23. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces A* y
B* son esquemas de k-dlgebras semisimples si y solo si A*@B* es semisimple.

3.3. Esquemas de algebras separables

Definicién 3.3.1. Decimos que un esquema de k-dlgebras A* es separable si
por cualquier cambio de base k — K, Aj = (A @ K)* es un esquema de
K-dlgebras semisimple.

Definicién 3.3.2. Sea F' un funtor de k-algebras. Llamaremos centro de F al
subfuntor de k-dlgebras de F, que denotaremos como Z(F), definido por

Z(F)(C):={a€ F(C)|a =-a}
donde a-: Fj¢ — Fi¢, b—a-band-a: F¢ — Fjcg, b—b-a.

Se verifica que Z(A*)(C) = {w € A*(C) | Ay ——5 A%} coincide con el
centro de la C-algebra (A ®;, C)* = A*(C).

Z(A*) es esquema de k-algebras: Z(A*) es el niicleo del morfismo ¢ : A* —
End;(A), w— w-—-w, y Endg(A) estd contenido en el esquema de k-espacios
vectoriales Homy (A, A) = (A @, A*)*.

Se verifica que Z(A*®B*) = Z(A*)®@Z(B*): B* es un esquema de k-espacios
vectoriales isomorfo a [k, entonces A*®@B* es un A*-médulo por la derecha
y por la izquierda isomorfo a [[A*. Ahora es ficil ver que Z(A*®B*) C
Z(A*)®B*. Igualmente, Z(A*®B*) C A*®Z(B*). Por lo tanto, Z(A*®@B*) C
Z(A*)®Z(B™*). La otra inclusién es inmediata.

Teorema 3.3.3. Sea A* un esquema de k-dlgebras. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A* es separable.

2. A7 es un producto directo de dlgebras de matrices, donde k es un cuerpo

algebraicamente cerrado.
3. A* es semisimple y su centro es un esquema de dlgebras separable.

4. A*QLA*° es semisimple.
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Demostracion. 1) = 2) Es obvio.

2) = 1) Si A*®;k es un producto directo de &lgebras de matrices entonces
por cualquier cambio de base también es un producto directo de algebras de
matrices cuyo radical es nulo. Si A*, o cualquier cambio de base suyo, tiene
radical no nulo, entonces al cambiar de base el radical tampoco seria nulo.

1),2) = 3) Z(A*); = Z(A%) = [k, entonces Z(A*) es separable. Obvia-
mente A* es semisimple.

3) = 2) A* es un producto directo de dlgebras simples. Como el centro
de un producto directo es el producto directo de los centros, podemos suponer
que A* es simple de centro separable, y que en particular es k-dlgebra finita.
Entonces podemos escribir A* = A*. En este caso Z(A*) es un cuerpo, porque
A* = Endg(E) y Z(A*) = Z(K). Por lo tanto, A* es un Z(A*)-algebra de
Azumayay A* @pk = A* @za) Z(A") @k = A*@za [k = [[(A* @z k)
que es un producto directo de dlgebras de matrices.

2) = 4) Es suficiente probar que A*®;A*° por cambio de base al cierre
algebraico de k es semisimple. Como el producto tensorial de dlgebras de ma-
trices sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es un algebra de matrices, 4.
esta probado.

4) = 3) Como Z(A*®A*°) = Z(A*)®Z(A*) y puesto que A*®A*® es un
producto directo de algebras de matrices (sobre dlgebras de divisién de grado
finito), se sigue que Z(A*)®Z(A*) es un producto directo de cuerpos con-
mutativos (de grado finito) y, por lo tanto, Z(A*) es un producto directo de
extensiones finitas separables de cuerpos conmutativos de k, luego es separable.
Por la Proposicion 3.2.23, A* es semisimple. O

3.3.1. Teorema Principal de Wedderburn-Malcev

Generalicemos ahora el Teorema Principal de Wedderburn-Malcev para los
esquemas de algebras. Este teorema afirma que el epimorfismo natural de una
k-algebra finita A en la k-algebra cociente semisimple maximal tiene seccién
(siendo k un cuerpo algebraicamente cerrado).

Lema 3.3.4. Si A* es un esquema de k-dlgebras semisimple, entonces cada es-
quema de A*-mddulos es inyectivo y proyectivo (en la categoria de los esquemas
de A*-mddulos).

Demostracion. Dualmente, debemos probar que cada A*-moédulo V' es proyec-
tivo e inyectivo. Como A* es semisimple toda sucesion exacta de A*-moddulos
rompe, lo que implica que cada A*-moédulo V' es proyectivo e inyectivo. O

Definicién 3.3.5. Sea F un funtor de k-dlgebras. Diremos que D € Homy (F, M)
es una derivacién de F en un FQ F°-mddulo M si D(ab) = (Da)b+a(Db), para
todo a, b € F. Denotaremos por Derg(F, M) el conjunto de las derivaciones de
FenM.

Lema 3.3.6. Sea Ap el nicleo del morfismo F @ F — F, a® b +— ab. Se
verifica que
Derk(F, M) = HOI’nF®Fo (AF7M)



80 CAPITULO 3. ESQUEMAS DE ALGEBRAS Y SUS REPRESENTACIONES

Demostracion. Sea ¢ € Hompgpe (Ap, M) ysead: F — F®y F el morfismo de
k-espacios vectoriales definido por d(a) =a® 1 —1® a. Puesto que Imd C Ap,
la composicion ¢ o d es un morfismo de k-espacios vectoriales de F' en M, y
ademas es una k-derivacién:
(pod)(ab) =plab®@1—1®ab) =dp(ab®1—a®b) + pla®b— 1R ab)
=¢ab®1-1®b))+¢((a®1—1® a)b)
=a(pod)(b) + (pod)(a)b Va,beF.

Sea D una k-derivacion de Fen M y ¢ : FQF — M, ¥(a®b) = D(a)b, que
es morfismo de k-espacios vectoriales. Comprobemos que v restringida a Ap es
morfismo de F' ® F°-médulos:

w(c(z a; @ b;)d) = qp(z ca; @ byd) = Z D(ca;)bid
= Z(D(c)azbld + cD(al)bzd) = Z C(D(az)bL)d

9

(@D aibi))d VY a;®@b; € Ap.

Ahora sélo resta comprobar que ambas asignaciones son inversas entre si, lo
cual es facil. O

Notacion 3.3.7. Dado un esquema de k-dlgebras A* denotemos por A« el
nicleo del morfismo A*QpA* — A* a®d — ad'. Observemos que Aax =
Apa~, ya que A* R A* = A" D Ap-.

Proposicién 3.3.8. Sea m : B* — A* un epimorfismo de esquemas de k-
dlgebras de nicleo I*. Entonces la “sucesion de diferenciales”

0 I/T'? % Ap-®p-gp- (A*®A™) = Apx- — 0
es exacta, donde di :=i® 1 — 1 ® i para todo i € I*.

Demostracion. Si aplicamos Homaxgaxe(—, V*) a la sucesién de diferenciales
obtenemos la sucesion exacta

0 — Deri(A*, V*) — Der,(B*, V*) — Homa~ga~ (I*, V*).

Por tanto, sélo queda probar que d es inyectivo. Sea s : A* — B* una seccién de
esquemas de k-espacios vectoriales del epimorfismo 7 : B* — A*. La aplicacion

Ap:@p-gp-o (A"QA®) = T /I° N b @b = > (b — s(w(b;))) - b}

es un retracto de d. O

Teorema 3.3.9. A* es un esquema de k-algebras separable si y solo si A* es
un A*®A*°-mddulo proyectivo.
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Demostracion. Si A* es un esquema de k-algebras separable entonces A*@A*
es un dlgebra semisimple y cada esquema de A*®A*°-mddulos es proyectivo.

Reciprocamente, supongamos que A* es un A*®@A*°-mddulo proyectivo. Por
tanto, la sucesién de A*®A*°-mébdulos

0— Aar - A"RA™ - A" >0 (3.1)

rompe. Sea k el cierre algebraico de k. Por simplicidad de notacién escribimos
A* en lugar de A] (obsérvese que Aa- cambia de base porque (Aa~)* es cuasi-
coherente). Sea M* el esquema de algebras cociente semisimple maximal de A*
y sea I* el radical de A*. Si aplicamos — ®@a«ga+ M*®M*® a (3.1) obtenemos
que Aax @pxgaxe (M*OM*®) = Apg+.

De la sucesion exacta 0 — I* — A* — M* — 0 obtenemos la sucesién
exacta de diferenciales de la Proposicion 3.3.8

0T /T2 % Ap-®a-gare (M AM™) — Ay — 0

de la que deducimos que I*/I’k2 = 0. Por lo tanto, I* = I*? y por el Teorema
3.2.16 A* =lim A*/T*" = A*/T* = M*, luego A* es separable por el Teorema

n

3.3.3. O

Comentario 3.3.10. En la demostracidn hemos visto que si (y sélo si) la suce-
sion de A*@A*°-mddulos 0 — Ax- — A*QA* — A* — 0 rompe, entonces
A* es un esquema de k-dlgebras separable.

Teorema 3.3.11. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea A* un esquema
de k-dlgebras, sea M* su esquema de dlgebras cociente semisimple maximal y
sea I* el radical de A*. El morfismo A* — M* tiene una seccion de funtores
de dlgebras, que es unica salvo conjugaciones por elementos de 1 + I*.

Demostracion. M* es un esquema de algebras semisimple, luego M*®@M* es
semisimple. Por el Lema 3.3.4 y el Teorema A.4.4, cada extensién de esquemas
de dlgebras de M* por cualquier esquema de M*®@M*-mddulos es trivial. A*/ I*?
es una extension de esquemas de algebras de M* por I* /1*2, por lo tanto, el
epimorfismo 7y : A*/T*2 — M* tiene una seccién sy. Sea 7 : A*/T*3 — A*/T*?
el epimorfismo natural y sea B* = 77! (s(M*)) C A*/T**. B* es una extensién
de esquemas de &lgebras de M* por I*2 /I*3, por lo tanto, existe una secciéon
s’ : M* — B*. Como B* C A*/T*3, tenemos un morfismo s3 : M* — A*/T*%.
Actuando de esta manera, finalmente obtenemos un diagrama conmutativo de
flechas

Sn \X
M*
que define la seccion M* — A* que buscdbamos, ya que A* = lim A*/T*" por

n

el Teorema 3.2.16.
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Sean s1, so dos secciones de esquemas de algebras del epimorfismo A* —
M*. Los morfismos inducidos 51, 33 : M* — A*/I*2 difieren en un elemento
de Dery,(M*,I*) = Hompg-g, Mo (Anm-=, 1), donde I* = I*/I*2. Es mas, el
morfismo natural

i*(k) = HOIHM*@kM*O (M* X 1\/_[*07 i*) — HomM*®kM*o (AM*,i*)

es epiyectivo porque ExtiA*@M*o(M*,i*) = 0 por el Teorema 3.3.9, ya que
M* es separable al ser M*QM*° semisimple por el Teorema 3.3.3. En con-
clusién, existe un i; € I*(k) tal que 82(m) = (1 + 1) - 51(m) - (1 +41)~L. Sea
s la composicién de s; con el automorfismo de A* que es conjugar por 1+ 4;.
Los morfismos inducidos 33, &, : M* — A*/I*3 difieren en un elemento de
Dery, (M*, I*?) = Hompg+ g, M=o (Am+, I*2), donde I*? = I*2/T*3. Pero el morfis-
mo natural I*?(k) = Hompg g, M=o (M* @M*°, I*?) — Hompm- g, meo (A, 17?)
es epiyectivo. Por lo tanto existe un iy € I*2(k) tal que 5 la composicién de &)
con el automorfismo de conjugacién por 1 4+ is. Por lo tanto, médulo I*3, sy es
igual a la composiciéon de s; con la conjugaciéon por 1+ i; + ¢2. Razonando de
este modo obtenemos que ss es igual a la composicion de s; con la conjugacion
por un elemento de 1 + I*. O

3.4. Algebras unipotentes y triangulables

Definicién 3.4.1. Diremos que un esquema de k-dlgebras A* es unipotente si
su esquema de dlgebras cociente semisimple maximal es M* = k.

Las tunicas k-dlgebras finitas conmutativas unipotentes son las locales y
racionales.

Proposicion 3.4.2.

1. Si A* es esquema de k-dlgebras unipotente entonces Ay es un esquema
de K-dlgebras unipotente.

2. El producto tensorial A*Q@B* de un par de esquemas de k-dlgebras unipo-
tentes, A* y B*, es unipotente.

Demostracion. 1. se debe ala Proposicion 3.2.21 y 2. a la Proposicién 3.2.22. O

Si A* es unipotente, existe un tinico A*-moédulo simple V, que resulta ser
de dimensién 1. Reciprocamente, si existe un tnico médulo simple V' y es de
dimension 1, entonces M* = k.

Si A* es unipotente, de médulo simple V', dado un A*-médulo F, la cadena
canénica F1 C F> C ... C E, C ... C E de factores semisimples verifica que
Ei 1 /E; =V,

Definicién 3.4.3. Sea x : A* — k un morfismo de funtores de k-dlgebras.

Diremos que un A*-mddulo E es x-unipotente si existe una cadena de A*-

submdédulos Vi C Vo C ... CV,, C ... C E de modo que E = UV; yw-e = x(w)-e
K3

para todo i, todo € € Vi1 /V; y todo w € A* (es decir, si consideramos k como
A*-mdédulo via x, entonces Viy1/V; = &k como A*-mddulos).
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Submédulos y cocientes de un A*-moédulo y-unipotente son unipotentes.
El dual de un médulo (por la izquierda) de dimensién finita y-unipotente es
Xx-unipotente (por la derecha).

Si A* es unipotente, entonces todo A*-mddulo es x-unipotente, para algin
morfismo de funtores de k-dlgebras y : A* — k.

Proposicion 3.4.4. A* es unipotente si y sélo si existe un morfismo de k-
dlgebras x : A* — k de modo que A es x-unipotente.

Demostracion. Si A* es unipotente y x : A* — M* = k es el epimorfismo
candnico, entonces la cadena canénica A1 C A C ... C A, C ... C A muestra
que A es x-unipotente. Reciprocamente, si existe tal cadena, entonces k£ con la
estructura de A*-médulo definida por x es el tinico A*-mdédulo simple (salvo
isomorfismos), luego A* es unipotente. O

Ejemplo 3.4.5. La subdlgebra B del dlgebra de matrices triangulares cuyos
coeficientes de la diagonal son iguales es un dlgebra unipotente: Escribamos
B C T,(k) C M,(k), éste dultimo se identifica con End(E), una vez que se
fija una base {e1,...,e,} de E. Sea x : B — k el morfismo de k-dlgebras que
asigna a cada matriz de B cualquier coeficiente de la diagonal. Considerando
la cadena 0 C< e, >C< en,en—1 >C ... C FE, tenemos que E es un maodulo
x-unipotente. Como Endy(E) = E*®...® E* es x-unipotente (por la derecha),
B lo es, luego su dual también lo es (por la izquierda). En conclusidn, B es un
dlgebra unipotente.

Lema 3.4.6. Sean A*, A’" esquemas de k-dlgebras cuyos esquemas cocientes
.. . * . .
semisimples mazimales son M*, M'" respectivamente. Todo epimorfismo A* —
* . . *
A’" define por paso al cociente un epimorfismo M* — M'".

Demostracion. M'™ es un cociente semisimple de A*, luego es un cociente de
M*. O
Proposicion 3.4.7. Sea A* un esquema de k-dlgebras unipotente.

1. Si B* C A* es un subesquema de k-dlgebras, entonces B* es unipotente.

2. Si A" — B* es un epimorfismo de esquemas de k-dlgebras, entonces B*
es unipotente.

Demostracion.

1. Sea V el tinico A*-mdédulo simple y sea A; C A C ... la cadena candnica
de A, que verifica A;;1/A; = V. Consideremos la epiyeccién A — B,
que es morfismo de B*-mddulos (por la izquierda y por la derecha). La
imagen de la cadena candnica de A por esta epiyeccion es una cadena de
B, cuyos factores son isomorfos a una suma directa de V. Por tanto, B*
es unipotente.

2. El esquema de dlgebras cociente semisimple maximal de B* es un cociente
del de A*, que es k. Luego B* es unipotente.
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O

Definiciéon 3.4.8. Diremos que X C A* es un subconjunto denso en A* si
el minimo subesquema de espacios vectoriales de A* que contiene a X es A*.
Dualmente, X es denso en A* si la dnica funcion a € A tal que a(x) = 0 para
todox € X esa=0.

Proposicion 3.4.9. Sea x : A* — k un morfismo de funtores de k-dlgebras
y sea X C A* un subconjunto denso en A*. A* es unipotente si y sdlo si se
cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

1. Para todo x € X, x — x(x) pertenece al radical de A*.

2. Para todo A*-mddulo E de dimension finita, si ¢ : A* — Endg(E) es el
morfismo natural, entonces ¢(x) — x(z)-Id es nilpotente, para todo v € X
(k cuerpo algebraicamente cerrado o de caracteristica cero).

Demostracion.

1. Si A* es unipotente entonces x — x(z) pertenece al nucleo de y, que es el
radical de A*. Veamos ahora el reciproco. Haciendo cociente por el radical
podemos suponer que el radical es nulo. En tal caso, x = x(x) para todo
z € X, luego w = x(w) para toda w € A*. Por tanto A* = k.

2. Supongamos que A* es unipotente. Sabemos que x — x(x) pertenece al
radical IT* de A*, y también sabemos que existe n € N tal que I*"* - E =0
por ser E de dimensién finita. Luego se verifica que (z — x(x))" es el
operador nulo sobre E, es decir, ¢(x) — x(z) - Id es nilpotente.

Veamos el reciproco. Supongamos que E es un A*-médulo simple. Sea
Xe @ A" — k la aplicacion lineal que asigna a cada w € A* la traza de
o(w) (xg #0). Dado x € X, como ¢(x)— x(z)-Id es nilpotente, se cumple
que 0 = xg(z—x(x)) = xg(z) —n-x(x), donde n = dimy E. Los elementos
de X generan linealmente A*, por lo tanto xg = n - x. De aqui se sigue
que xg = X v F = k. En conclusiéon, A* es unipotente.

O

Definicién 3.4.10. Diremos que un esquema de k-dlgebras A* es triangulable
st M* =[k.
i

Por lo tanto, A* es triangulable si y sélo si los A*-mddulos simples son de
dimension 1.
Las dlgebras finitas conmutativas triangulares coinciden con las racionales.

Comentario 3.4.11. Como veremos en el siguiente capitulo, un grupo alge-
braico afin G = Spec A serd triangulable o unipotente si y sdlo si lo es A*.
Luego, G serd triangulable si y solo si cada G-moddulo es de dimension 1, y
serd unipotente si y sdlo si, salvo isomorfismos, k es el inico G-mddulo simple,
tal y como podemos también encontrar en [17, §1, 2.14].
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Definicién 3.4.12. Diremos que un A*-mddulo E es triangulable si existe una
cadena de A*-submddulos Vi C Vo C ... C E tal que E = UV, y V;1/V; es
K3

suma directa de modulos simples de dimension 1, para todo i.

Los submédulos y cocientes de un A*-mdédulo triangulable son triangulables.

Si A* es triangulable entonces todo A*-médulo E es triangulable: La cadena
canénica 0 C Ey C Ey C ... E cumple que FE;/FE;_1 es semisimple luego suma
directa de mdédulos simples de dimensién 1. Si A como A*-mdédulo contiene
una cadena de este tipo, entonces los médulos simples son de dimensién 1 y
M* =]]k.
Proposicién 3.4.13. A* es triangulable si y sélo si el modulo reqular A es
triangulable.

El algebra de matrices triangulables es un dlgebra triangulable.

Proposicion 3.4.14. Todo cociente de un esquema de k-dlgebras triangulable
es triangulable.

Lema 3.4.15. Si A* — B* es un morfismo inyectivo de funtores de k-dlgebras,
entonces cada A*-mddulo simple es un A*-submddulo de un cociente (de A*-
mddulos) de un B*-mddulo simple.

Demostracion. Dualmente tenemos el epimorfismo 7 : B — A, que es de A*-
médulos. Sea V' un A*-mdédulo simple y consideremos una inyeccién V < A.
Sea W C B un B*-mddulo maximo con la condicién de que 7(W)NV =0 (que
existe por el Lema de Zorn). Tenemos la epiyeccién natural @ : B/W — A/m(W)
y la inyeccién natural V < A/m(W). Si W’ es cualquier B*-médulo simple de
B/W entonces m(W')NV # 0, luego V — 7(W’). O

Proposicion 3.4.16. Cada subesquema de k-dlgebras de un esquema de k-
dlgebras triangulable es triangulable.

Demostracion. Supongamos que B* es triangulable y que A* — B* es un
subesquema de k-dlgebras. Cada A*-mddulo simple es de dimension 1, ya que es
un A*-submédulo de un cociente de un B*-moédulo simple, que es de dimensién
1. Entonces A* es triangulable. O
Proposiciéon 3.4.17.

1. Si A* es esquema de k-dlgebras triangulable entonces Ay es un esquema
de K-dlgebras triangulable.

2. El producto tensorial A*Q@B* de un par de esquemas de k-dlgebras trian-
gulables, A* y B*, es triangulable.

Demostracion. 1. se debe a la Proposicion 3.2.21 y 2. a la Proposicién 3.2.22. [

Proposicion 3.4.18. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si A* es un
esquema de k-dlgebras conmutativo entonces A* es triangulable.

Demostracion. M* = J]k, porque la unica k-dlgebra conmutativa simple es
I

k. O
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Capitulo 4

Aplicaciéon de la teoria de
esquemas de algebras a la
teoria de grupos algebraicos

4.1. Aplicacion de 3.1 y 3.2 a la teoria de grupos
algebraicos
Sea G = Spec A un R-grupo afin. El funtor de R-médulos R[G'] es de modo

obvio un funtor de R-dlgebras. Dado un funtor de R-médulos E, es facil probar
la igualdad

HomgrupOS(G', AutR(E)) = HomR,élgebraS(R[G'L EndR(E))

Proposicién 4.1.1. Sea G = Spec A un R-grupo afin. Se cumple que

RG] =R[G] = A*.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposiciéon 3.1.14 y del Teorema 2.3.3.
O

El dual del morfismo de multiplicacién k[G'] ® k[G'] — k[G'] es el morfismo
de comultiplicacién A — A® A, y el dual de éste es el morfismo de multiplicacién
A" ® A* — A*. La estructura de esquemas de algebras de A* es la tinica que
hace que el morfismo k[G'] — A* sea de funtores de dlgebras.

Teorema 4.1.2. Sea G = Spec A un R-esquema en grupos. La categoria de
G-mddulos es igual a la categoria de A*-mddulos.

Demostracion. Sea E un R-mddulo. Observemos que Endg(E) = (E* @ E)*.
Por lo tanto, por la Proposicién 3.1.14 y la proposicién anterior

HomR—élgebras (R[G]y EndR(E)) = HomR—élgebraS(A*a EndR(E))

87
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En conclusion, dotar a E de estructura de G-médulo es equivalente a dotar a F
de estructura de A*-mddulo.

Observemos que Hompg(R[G'], E) 2L16 Homp(E*, A) = Homg(A*,E). Por
tanto, dados dos G-mdédulos (o A*-médulos) E, E’, una aplicacién lineal f :
E — FE' ye € E, tendremos que fi : R|G'| — E'| fi(g) := f(ge) — gf(e) es
nula si y sélo si la aplicacién fs : A* — E', fa(a) := f(ae) — af(e) es nula. En
conclusién, Homg—med (E, E') = Homa- (E, E). O

Ahora obtenemos como consecuencia principal resultados conocidos para
esquemas de grupos afines.

Proposicién 4.1.3. [5, Ch. I, 1.9] Sea E un G-mddulo. Cada subespacio vecto-
rial de E de dimension finita estd incluido en un G-submodulo de E de dimen-
sion finita.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.1.7.
O

Proposicién 4.1.4. [28, 3.4] Si G = Spec A es un grupo algebraico entonces
es un subgrupo de un grupo lineal Gl,,.

Demostracion. Consideremos las inclusién natural G© <— A*. Por la Proposicién
3.1.12 sabemos que A* = lim A} es el limite proyectivo de k-dlgebras cocientes

i

finitas. Por la noetherianidad de G, existe un indice i tal que el morfismo G' —
A es inyectivo. Ademds, tenemos la inyeccién natural A¥ < Endy(A;), luego
tenemos una inyeccién G* — Endy(A;). O

Corolario 4.1.5. [26, 5.35] Si A es un dlgebra de Hopf yV C A es un subespa-
cio vectorial de dimension finita, existe una subcodlgebra E C A de dimension
finita y que contiene a V. Es decir, A es union de sus subcodlgebras de dimension
finita.

Demostracion. Por la Proposicién 3.1.12 sabemos que A* = 1im A} es el limite

proyectivo de sus k-dlgebras cocientes finitas. Dualmente, A es unién de sus
subcoalgebras de dimensién finita. O

Corolario 4.1.6. [26, 5.37] Sea G = Spec A un grupo afin. Entonces G es
limite proyectivo de grupos algebraicos afines.

Demostracion. A es unién de sus subcodlgebras A; de dimensién finita. La k-
algebra k[A;] generada por A; es una k-dlgebra de tipo finito de Hopf. Obvia-
mente, A = lim k[A;] y G = lim Spec k[4,]. O

i

Ya hemos visto algunas de las consecuencias inmediatas de la aplicacién de la
seccién 3.1 a la teoria de representacién de grupos. Veamos algunas aplicaciones
de la seccién 3.2. Sea G = Spec A un k-grupo.
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Proposicién 4.1.7. [28, 3.5] Cada G-mddulo simple es un G-submddulo del
G-mddulo regular. Cada G-mddulo es un G-submddulo de una suma directa de
mddulos regulares.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y el Teorema 3.2.3. O

Definicién 4.1.8. Un k-grupo afin G se dice (linealmente) semisimple si todo
G-mddulo E es semisimple.

Proposiciéon 4.1.9. El k-grupo G = Spec A es linealmente semisimple si y solo
si A* es semisimple.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2. O

G, es semisimple. Sea G,, = Speck[z,1/z] el grupo multiplicativo. Cal-

culemos la clausura de esquemas de su linealizacién k[G;,] = k[x,1/x]".
Puesto que k[r,1/x] = @k - 2%, entonces k[x,1/x]" = [[k - w; como k-
z zZ

espacios vectoriales, donde w; es la funcién que sobre x* vale 1 y sobre 27 vale 0
para j # i. Veamos ahora cual es la estructura de dlgebra de k[x,1/x]* = [[k:
z

el morfismo natural G;,, — k[x,1/x]" = [[k, t — (t!);cz es de grupos, luego
Z

(t-¢)™ ha de ser la componente n-ésima de (¢); - (¢"*);. Luego la nica estructura
posible de k-dlgebra en [] k es la asociada al producto directo de k-élgebras.
Z

En conclusién G, es semisimple y las representaciones lineales irreducibles
de G,, son {E; = k}, de modo que t xe =t*- e para todo t € G,, y e € E;.

Proposicién 4.1.10. Si un k-grupo afin G es semisimple al cambiar de base a
K, entonces antes también lo era.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.2.21. O

Mas adelante, en el Corolario 4.5.25, probaremos que si un k-grupo es semi-
simple entonces por cambio de cuerpo base es semisimple.

Proposicion 4.1.11. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. El producto
directo de un par de k-grupos es linealmente semisimple si y solo si lo es cada
uno de ellos.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2 y el Corolario 3.2.23. [

Corolario 4.1.12. [26, 7.18] Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los
caracteres asociados a representaciones simples desisomorfas son linealmente
independientes.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.2.19. 0
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Dado un G = Spec A-médulo F, la cadena candnica de A*-médulos 0 C
Ey C Es C ... C FE puede definirse en términos de G-mddulos como sigue:
F1 es el G-médulo semisimple maximal de E, Es es el G-médulo de E que
contiene a Eq, tal que E2/FE; es el G-médulo semisimple maximal de E/Ey, etc.
Denotemos G(E) = ®E;11/E;.

7

Proposicion 4.1.13. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sean E y E’ dos
G-mddulos. Entonces xg = xg' si y sdlo si G(E) = G(E'").

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.2.18.
O

Proposicion 4.1.14. Sea G = Spec A un k-grupo afin. Se verifica que
Homgrupos(G7 Gm) = Homk—élgebras (A*a k) = Homk—élgebras(M*v k)

Los caracteres multiplicativos de un grupo algebraico afin G = Spec A se corres-
ponden con los puntos “racionales” de A* (o los de M*).

Demostracion. La primera igualdad es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la se-
gunda se debe a que M* es el dlgebra cociente semisimple maximal de A* y k
es semisimple. O

Corolario 4.1.15. Sea G = Spec A un k-grupo afin. El conjunto Specpq.A*
de los ideales bildateros mazimales de A* es igual al conjunto de representaciones
irreducibles de G.

Demostracion. Observemos que los ideales bilateros maximales de A*, los cuales
son de codimensién finita, se identifican con los esquemas de ideales bildteros
maximales de A*. Ahora ya, se concluye por las igualdades

Spec

max

« N Conjunto de clases de isomorfia
A" = Spec,, o, M" = { ) }

de A*-médulos simples
_ Conjunto de clases de isomorfia
" | de representaciones irreducibles de G

O

4.2. Aplicacion de 3.4 a la teoria de grupos al-
gebraicos

Sea G = Spec A un k-grupo afin y x : A* — k el cardcter trivial (es decir,
la unidad de A, o equivalentemente x(g) = 1 para todo g € G). Un G-mdédulo
es unipotente si y s6lo si es un A*-médulo y-unipotente. Observemos que si A*
es unipotente existe un tnico morfismo de funtores de k-dlgebras x : A* — k,
que ha de ser el caracter trivial.
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Teorema 4.2.1. Un k-grupo afin G = Spec A es unipotente si y sélo st A* es
un esquema de k-dlgebras unipotente.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.4.4. O

Por la Proposicion 3.4.4 un k-grupo afin G = Spec A es unipotente si y sélo
si A es un G-médulo unipotente.

Proposicion 4.2.2. Los subgrupos, cocientes y productos directos de grupos
unipotentes son unipotentes.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2, la Proposicién 3.4.7 y
la Proposicién 3.4.2. O

G, es unipotente. Sea G, = Speck[z] el grupo aditivo. Dado a € G, éste
opera en G, por translaciones: G, — G, 8 +— [+ a. Asi pues, G, opera en el
anillo de funciones de G, como sigue: para cada a € G, tenemos klz] — k[z],
x — x+«a (o en general p(z) — p(z + «)). Por tanto, si consideramos la cadena
kc<l,z>C<1,z,2% >C ... C klx] tenemos que k[z] es G,-unipotente, luego
G, es unipotente.

Calculemos la clausura de esquemas de su linealizacién k[G,] = k[x]".
Sea 1,z,22%,...,2", ... una base de k[z]. Puesto que k[x] = @k - 2!, entonces
N

k[x]" = [[k-w' = k[[w]], donde la identificacién como k-espacios vectoriales
N

es entender la serie formal Y \;w’ como la funcién cuyo valor en el elemento de
la base ™ es A,,. Por lo tanto tenemos el morfismo

G, —K[w]], t— Ztiwi.

j
(>_t"kw*) para que el anterior morfismo sea de grupos, luego comparando térmi-
k

Ahora bien, la multiplicacién en k[[w]] debe ser > (t + t')iw® = (> t/w’) -

no a término observamos que es necesario que

whowl = (T )t
2

Si car k = 0 y denotamos 2’ = i! - w?, tendremos que z*- 2/ = z*J y por lo tanto
k[x]" como anillo es k[[z]] con el producto usual del anillo de series, y tenemos
el morfismo natural

G, — k[[z]], tw e
El cociente semisimple maximal de k][z]] es M* = k, porque los dnicos ideales

de k[[z]] son de la forma (2?).

Proposicién 4.2.3. [5, Ch. I, 4.8] Un grupo algebraico afin G = Spec A es
unipotente si y sdlo si es un subgrupo (cerrado) de un grupo triangular unipotente
U, (k), para algin n.
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Demostracion. Supongamos que G = Spec A es un subgrupo (cerrado) del grupo
de las matrices unipotentes U, (k) = Spec B. Para probar que A* es unipotente
basta probar que B* lo es, por la Proposicién 3.4.7 y ya que A* es una subélgebra
de B*. Escribamos M, (k) = Endi(E) = SpecC, con C = S'Endy(E)* =
S (E®E™*). Por tanto, B es un cociente de sumas directas y productos tensoriales
de E, el cual es obviamente U, (k)-unipotente. Por tanto, B es un B*-mddulo
unipotente, luego por la Proposicion 3.4.4 B* es unipotente.

Supongamos que A* es unipotente. Podemos suponer, por la Proposicién
4.1.4, que G es un subgrupo (cerrado) de un grupo lineal. Tenemos una in-
yeccion G° — Endg(E). E es un G-médulo, luego es unipotente. Escogiendo
convenientemente una base de E, tenemos que G es un subgrupo del grupo lineal
triangular unipotente U, (k), con n = dimi E. O

Proposicion 4.2.4. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y G un grupo
integro. G es unipotente si y solo si para cada morfismo de funtores de semi-
grupos ¢ : G — Endy(E), donde E es de dimension finita, ¢(g) es unipotente,
es decir, ¢(g) — id es nilpotente.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.4.9. O

No es dificil comprobar que si G C Gl,, = Aut,(E) es un subgrupo integro,
entonces G es unipotente si y s6lo si cada punto cerrado g € G es una matriz
unipotente, o bien si y s6lo si £ es un G-moédulo unipotente.

Obviamente un G-médulo E es triangulable si y sélo si es un A*-moddulo
triangulable.

Teorema 4.2.5. Un grupo afin G = Spec A es triangulable si y solo si A* es
un esquema de k-dlgebras triangulable.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposicién 3.4.13. 0O

Por la Proposicién 3.4.13 un grupo algebraico G = Spec A es triangulable si
y sblo si A es un G-mddulo triangulable.

Proposicion 4.2.6. Un grupo algebraico afin es triangulable si y solo si es un
subgrupo (cerrado) de un grupo triangular de matrices T,,(k), para algin n.

Demostracion. Se procede de modo equivalente al que hemos seguido en la
demostracién anterior. Sélo tenemos que hacer observar que 7, (k) es un cerrado
de Gl (k) (y no de M, (k)). El anillo de funciones de Gl,, (k) es la localizacién
del anillo de funciones C' de M,, (k) por la funcién determinante det. Ahora bien,

Clet €s un cociente de @ C - det™. O
nez

Proposicion 4.2.7. Los subgrupos, cocientes y productos directos de grupos
triangulables son triangulables.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 4.1.2, la Proposicién 3.4.14, la
Proposicién 3.4.16 y la Proposicién 3.4.17. O
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Proposicién 4.2.8. [26, 9.23] Si G = Spec A es un k-grupo afin abeliano
entonces es triangulable (k algebraicamente cerrado).

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y la Proposiciéon 3.4.18. [

Definicién 4.2.9. Diremos que un grupo afin es diagonalizable si es semisimple
y triangulable.

Un grupo algebraico es diagonalizable si y sélo si es un subgrupo de G7.,,
para cierto n.

4.3. Aplicacion del teorema de Wedderburn-Mal-
cev a la teoria de grupos algebraicos

Proposicién 4.3.1. Sea A* un esquema de k-dlgebras e 1* el radical de A*.
Se cumple que:

1. 141" es un k-grupo afin unipotente.
2. La sucesion de morfismos obvios
1—-14+T" - InvA* - InvM* — 1

es exacta. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces Inv A* =
(141*) xInv M*. En particular, si A* es un esquema de dlgebras abeliano,
InvA* = (1+TI*) x InvM*.

8. Todo subgrupo afin normal unipotente de Inv A* estd incluido en 1 + I*,
es decir, 1 +T* es el radical unipotente de Inv A*.

Demostracion.

1. 14+ TI* = Spec.S'I es un funtor de semigrupos afin de A*, con la multipli-
cacién. Por el Teorema 3.2.16, I* = lim I* /T*", luego 14+1* = 1+1im I* /T*".

n n
Ahora bien, 1 + I* /T*" es un grupo, pues (1 —i)" ' =1+i+... +i" L
luego 1 + I* es un grupo. La cadena candnica de A*-mddulos 0 C I C
I, C ... C I de I, muestra que I es 1+ I*-unipotente, luego 1+ I* es un
grupo unipotente.

2. El morfismo natural 7 : A* — M* induce un morfismo Inv A* — Inv M*
de nucleo 1 + I*. Ademsds, el morfismo Inv A* — Inv M* es epiyectivo:
Dado m € InvM*, sean t,t' € A* tales que m(t) = m y w(t') = m™1,
entonces ¢ -t € 1+ I*, luego es invertible y ¢ € Inv A*. Tenemos la
sucesién exacta

1—-14+T" -InvA* - InvM* — 1.

Toda seccién de algebras del epimorfismo A* — M*, que existe por el teo-
rema de Wedderburn-Malcev, define por restriccién una seccién de grupos
del morfismo Inv A* — Inv M*. Luego, Inv A* = (1 4+ I*) x Inv M*.
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3. Sea G C Inv A* un subgrupo afin normal unipotente. Consideremos el
morfismo obvio G — M*. Sea E un M*-mddulo simple (0 un A*-mdédulo
simple). E¢ es estable por productos por Inv A*, por ser G’ normal en
Inv A*. Por tanto, es estable por Inv M* y como éste es denso en M*,
EC es estable por M*. Luego E¢ = E, pues E es simple. En conclusion,
G opera por la identidad en todo M*-médulo simple, luego la imagen
morfismo G — M* es la unidad, es decir, G C 1 + I*.

O

Corolario 4.3.2. Sea G = Spec A un k-grupo afin. Entonces, G N (14 TI*) es
tgual al radical unipotente de G.

Demostracion. G, = G N (1 + I*) es un subgrupo normal unipotente de G
porque 1+ I* es un subgrupo normal unipotente de Inv A*. Si G’ C G/G, (que
estd incluido en M*) es un subgrupo normal unipotente, de nuevo tendremos
que G’ opera por la identidad en todo G-mdédulo simple, luego G’ = 1d. Por
tanto, G N (1 4 I*) es igual al radical unipotente de G. O

Sea G = Spec A un grupo triangulable. Denotemos G, = G N (1 + I*) su
radical unipotente. Tenemos que D := G/G,, C InvM* = [[G,,, es un grupo
diagonalizable (cuyas representaciones irreducibles son exactamente las de G,
luego M es el anillo de funciones de D). Tenemos el diagrama conmutativo

1 Gy G D 1

L]

11— 14T ——InvA* ——InvM* ——1

Proposicién 4.3.3. [26, 10.6] Si G = Spec A es un grupo abeliano entonces
es producto directo de un grupo unipotente (su radical unipotente) y un grupo
diagonalizable.

Demostracion. En el diagrama anterior consideremos un retracto r del morfismo
1+TI* — Inv A*. Tenemos el tridngulo conmutativo

GuHG

N

(@)

Luego tenemos un morfismo D = G/G,, — r(G)/G, de un grupo diagonalizable
en uno unipotente. Luego el morfismo es trivial y r(G) = G, es decir, r es un
retracto de la inclusién G, — G. En conclusion, G = G, x D. O

Proposicién 4.3.4. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si G = Spec A
es un grupo triangulable entonces es producto semidirecto de un grupo unipotente
(su radical unipotente) y un grupo diagonalizable.
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Demostracion. Consideremos la sucesién exacta 1 — G, — G = D — 1.
Tenemos que probar que existe una seccién de grupos de w. Vamos a proceder
por inducciéon noetheriana sobre G,. Si G, = Id entonces la proposicién es
obviamente cierta.

Si la proposicién es cierta para un cociente de G por un subgrupo G!, C G,
normal en G entonces es cierta para G: Si el epimorfismo 7 : G/G), — D tiene
seccién § y G C G es la antimagen de 5(D) por el epimorfismo G — G/G.,
tenemos la sucesion exacta

1—>G;—>G/1>D—>1

y por induccién noetheriana, sabemos que existe una seccién s de w con lo que
concluirfamos.
Por tanto, basta probar la proposicién para el grupo imagen del morfismo
natural G — A*/I*2. I*/I*? = [[I%, donde I7, son M*-médulos (por la derecha
(6%

y la izquierda) tales que m - i = xo(m) - 4, para todo i € I, m € M* y siendo
Xa : M* — k un morfismo de esquemas de algebras. Por otra parte, I, = HI’&ﬂ,
B

donde i - m = yg(m) - i. Haciendo cociente en A*/I*? por el ideal bildtero
conveniente y tomando la imagen de G, podemos suponer que G estd incluido
en un esquema de algebras B* de radical k = G, y esquema cociente semisimple
maximal M*. Sabemos que Inv B* = (1 + k) x Inv M* y tenemos el diagrama
conmutativo

1 G & D 1

S S

1—G, +k ——>InvB* =G, x InvM* —"> Inv M* — 1
Observemos que G se inyecta en 7~ 1(D) = G, x D. Observemos que toda
seccién s del epimorfismo 7=1(D) — D define un morfismo D — B* que define
una seccion M* — B*, que se obtiene de una dada conjugando por elementos
de 1 + k. En conclusién, las secciones del morfismo 7=1(D) = G, x D — D se
obtienen de una dada conjugando por elementos de G,,.

Si Gy, = G, entonces G = 7~ 1(D) = G, ¥ D y hemos terminado. Si G,, =
opn, tendremos

D=G/G,— nYD)/G, =Gu/GyxD~G,xD.

Conjugando por un elemento de GG, podemos suponer que la inclusién natural
D =G/G, — G,/Gy x D es d — (0,d). Luego la secciébn D — G, x D,
d — (0,d) valora en G y hemos terminado. O

Proposicion 4.3.5. Sea A* un esquema de k-dlgebras e I* su radical. En-
tonces, k I* es un esquema de k-dlgebras unipotente. Cualquier otro subesque-
ma de dlgebras unipotente de A*, estable por conjugaciones por invertibles de
A*, estd incluido en k & T*.
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Demostracion. B* := k @ I* C A* opera en los factores de la cadena B* D
I* D I** O ... via el epimorfismo de funtores de k-dlgebras natural (y tinico)
x : B* — k. Tomando incidentes obtenemos una cadena en B de modo que en
los factores opera B* via . Por lo tanto B* es unipotente.

Sea C* C A* un subesquema de algebras unipotente, estable por conjuga-
ciones por invertibles de A*. Sea D* la imagen de C* por el epimorfismo natural
A* — M*. D* es un esquema de dlgebras unipotente, estable por conjugaciones
por invertibles de M*. Basta probar que D* estd incluido en k. Para ello basta
probar que estd incluido en Z(M*), pues la tnica k-dlgebra conmutativa finita
reducida unipotente es k. Sea x : D* — k el unico morfismo de funtores de
k-algebras. Dado un M*-mddulo simple F, sea E; el subespacio vectorial de E
sobre el que D* opera via x. E; es estable por multiplicaciones por M*, porque
es estable por sus elementos invertibles (los cuales son densos en M*). Por tanto,
E = FE, y D* opera en E via x. Ahora es ya claro que D* C Z(M*). O

4.4. Dualidad de Cartier

En esta subseccion supondremos que A* es un esquema de algebras conmu-
tativo.

Definicién 4.4.1. Dado un funtor de dlgebras A, definimos el funtor espectro de
A como (Spec A)(B) = Homygigebras(A, B) para cada k-dlgebra no conmutativa
B.

Ejemplo 4.4.2. Sea X un conjunto. Consideremos en X la topologia discreta.
Sea X el funtor sobre la categoria de k-dlgebras Cy,, que diremos que es el funtor
constante X, definido por

X(B) := Aplic,,,; (Spec B, X)

para toda k-dlgebra B.
Sea Ax el funtor de dlgebras definido por

Ax(B) = Aplic(X,B) = [[ B, VB € G
X

Observemos que Ax =[]k es un esquema de dlgebras conmutativo.
X

Probemos que Spec Ax = X.
Los morfismos de funtores de k-dlgebras son en particular morfismos de
funtores de k-espacios vectoriales

(Spec Ax)(B) = Homy_gigebras(Ax , B) C Homy(Ax, B) = Hom, ([ [ %, B)
zeX

y sabemos por la Proposicion 2.1.21 que los morfismos de k-espacios vectoriales

de [Tk en B factorizan a través de la proyeccion en un nimero finito de factores.
X
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Luego, dado un morfismo [[k — B existe un subconjunto Y C X de orden finito,
X

de modo que se tiene la factorizacion
[[x—]]x—B
X Y

Igualmente, todo morfismo continuo Spec B — X es de imagen finita, pues
Spec B es compacto y X discreto. Podremos suponer que X es un conjunto
finito.

Ahora ya,

Homk,élgebraS(H k, B) = Aplic.cont.g .., (Spec B, Spec H k= H Speck)
X X X

= Aplic., (Spec B, X).
Mas abajo veremos que las funciones de Spec Ax coinciden con Ax, es decir,
Homyyntores(Spec Ax, k) = Ax.
Proposicién 4.4.3. Spec A* = Homy,_gigebras (A, k).

Demostracion. Por la Férmula de los funtores adjuntos 2.1.20 (restringida a los
morfismos de dlgebras y no todos los morfismos de médulos) se verifica que

Homk—élgcbras (A*a k)(B) = HOInB—élgcbraS(A*\Ba B) = Homk—élgcbraS(A*7 B)
= Spec A*(B).

O

Por tanto Spec A* C A. Veamos que A es la envolvente lineal (cuasi-
coherente) de Spec A*.
Si dimi A < oo entonces

Spec A* = (Spec A¥)".

Teorema 4.4.4. Sea A* un esquema de dlgebras conmutativas. Sabemos que
A* =1lim A}, donde los A} son los cocientes de dlgebras de A* de dimension

i

finita. Se verifica que
Spec A* = lim Spec A}.

Demostracion. Recordemos por el Lema 3.1.5, que la imagen de todo morfismo
k-lineal A* — B es un k-espacio vectorial coherente, luego todo morfismo de
funtores de k-algebras A* — B factoriza a través de un algebra cociente A} de
A* de dimensién finita. Luego,
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Spec A* (B) = Homkfélgebras(A*y B) = lim Homkfélgebras(A;Fy B)

i

= lim Spec A (B).

i

Proposicion 4.4.5. Se cumple que
Homfuntores(spec A*; SpeC B*) = Homkfélgebras(B*7 A*) = Homcoélgebras (A7 B)
Demostracion.

Homgyntores (Spec A™, Spec B*) = Homguntores (1im Spec A}, Spec B¥)

i

= lim Hom¢yntores (Spec A}, Spec B¥)

i

* s * *
= @ Homkfélgebras(B ’ AZ )

i

= Homk—élgebras (B* ) A*)

donde = se debe a que Homyyptores((SpecAf) ', F) = F(AF), para todo funtor
F. ]

Proposicion 4.4.6. Se verifica:
1. Homygyptores(Spec A* k) = A*.
2. El cierre cuasi-coherente de k[Spec A*] es A.
3. Homgyntores(Spec A*  E) = Homy (A, E).
Demostracion.
1. Sigamos las notaciones del teorema anterior:

Hom¢yntores (Spec A*7 k) = Homfuntores(lim Spec A;kv k)

i

= lim Homyyntores (Spec A7, k) = lim Af = A"

i i

donde la igualdad = se debe a que Spec A7 es un funtor representable por
A}. Por cambio de base del algebra base k, obtenemos igualmente que

Homfuntorcs(SpeC A*v k) (B) = (AB)* .

Homy, (k[Spec A*], E) = Homy, (E*, k[Spec A*|*) = Homy (E*, A™)
= HOID]Q;(A7 E)
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3. Delaigualdad Homgyptores (Spec A*, E) = Homy (k[Spec A*], E) y el aparta-
do anterior se obtiene 3.

O

Explicitamente, A* = Homyyptores(Spec A*, k), w +— @, donde w(p) =
¢(w), para todo ¢ € Spec A* = Homy,_g1gebras (A, k).

Teorema 4.4.7. Si Spec A* es un funtor de grupos entonces A es una k-dlgebra
y se cumple:

1. HoMgemigrupos (Spec A*, B) = Homy_gigebras(A4, B), para toda k-dlgebra
conmutativa B. Es decir, el cierre cuasi-coherente de funtores de dlgebras
de k[Spec A*] es A.

2. Si suponemos que Spec A* es un funtor de grupos abelianos entonces A es
una k-dlgebra conmutativa y Homg,upos(Spec A*, G,,,) = (Spec A) (igual-
dad que en particular nos dice que Spec A es un k-grupo afin abeliano).

Demostracion. Sean
Spec (A ®; A)* = Spec A* x Spec A* — Spec A*
Speck — Spec A*

el morfismo de multiplicacién y la unidad del grupo. Tomando Homgyntores(—, k),
obtenemos los morfismos A* — (A ® A)* y A* — k. Tomando duales tenemos
los morfismos A® A — Ay k — A, que dotan a A de estructura de k-dlgebra.
Ademds, como el cuadrado

Spec A* x Spec A* —— Spec A*

ARA A

es conmutativo, el morfismo Spec A* — A es de semigrupos.

1. Dado un morfismo de funtores de semigrupos con unidad ¢ : Spec A* — B
extiende a un unico morfismo de funtores de k-mddulos ¢~> : A — B, que
tenemos que probar que es un morfismo de funtores de k-algebras: Se
cumple que ¢(a - g) — ¢(a) - p(g) = 0, porque fijando g € Spec A* es la
extension lineal del morfismo f(g’) := ¢(¢' - g) — ¢(¢') - #(g) = 0, con
g € Spec A*. Ahora fijando a, la extensién lineal del morfismo f'(g) =
d(a-g)—d(a)-d(g) = 0 es justamente el morfismo ¢(a-a’)—d(a)-p(a’) = 0.

HomgrUDOS (Spec A*v Gm) = Homsemigrupos (Spec A*, k)
= Homk—élgebraS(A, k) = (Spec A)
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Explicitamente, (Spec A)" = Homygypos(Spec A*, G, ), x — T, donde Z(¢) =
¢(z), para todo = € (Spec A)" C A* y ¢ € Spec A* = Homy_zigebras(A*, k).

Definicién 4.4.8. Sea G = Spec A un k-grupo afin abeliano. El funtor G* :=
Spec A* se llamard grupo dual de G.

Observemos que

G" = SpeC A = Homk—élgebras(A*7 k) = Homgrupos(G‘a G,

m)

y Homg,.,0s(G', G;,) es un funtor de grupos abelianos: (f-f)(g) := f(g)-f'(9),
para todo f, f’ € HoMgrupos(G',Gm) v g € G. Observemos que la inclusién
G* = HoMygpos(G', G;,,) € Homyypiores(G, k) = A es un morfismo de semi-
grupos con unidad.

Dado un funtor de grupos abelianos G, denotemos G* = Homyg, yp0s (G, Gin)-

Proposicion 4.4.9. Si H = Spec A* es un funtor de grupos abelianos entonces
H = H*.

Demostracion. Tenemos que probar que el morfismo H — H**, h +— 71, donde
ﬁ(f) := f(h), para toda f € H* = (Spec A)’, es un isomorfismo. Ahora bien,
siguiendo las notaciones del parrafo previo a la definicién, f = &, para cierto
x € Spec A, y f(h) = &(h) = h(x). Es decir, si escribimos G = Spec A, H = G*
y H* = G** = G (Teorema 4.4.7 2.), el morfismo H — H** es el morfismo
identidad G* — G*. O

Teorema 4.4.10. Sea G = Spec A un k-grupo afin abeliano. Entonces, A es el
cierre cuasi-coherente de dlgebras de k[G*]. Por tanto,

1. Homgemigrupos (G*, B) = Homy,_gigebras(A, B), para toda k-dlgebra conmu-
tativa B.

2. G** =Gt

3. Homgrupos(G1, G2) = Homgrupos (G5, GT).
Demostracion.

1. Es consecuencia del Teorema 4.4.7 1.

2. Es consecuencia del Teorema 4.4.7 2.

3. Todo morfismo de grupos G1 — Gag, tomando Homgypos(—, G) define
un morfismo G35 — G}. Tomando Homg,ypos(—, Gr,) obtenemos el mor-
fismo G; — G5 de partida, como es facil de comprobar. Igualmente, todo
morfismo de grupos G5 — G7, tomando Homgupos(—, G) define un
morfismo G; — Go. Tomando Homyg,ypos(—, Gp) obtenemos el morfismo
G5 — G7 de partida.

IEste resultado para grupos abelianos finitos, formulado en términos funtoriales, se lo
debemos a Carlos Sancho ([26]). Esta seccién es un desarrollo de este resultado en el marco
de esquemas de algebras y envolventes lineales.
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O

Teorema 4.4.11. La categoria de grupos abelianos afines G = Spec A es anti-
equivalente a la categoria de funtores Spec A* de grupos abelianos.

Proposicion 4.4.12. Sean G; = Spec A; y Go = Spec Ay dos grupos afines
conmutativos. Se cumple que

(G1 x G2)* = G7 x G5.

Demostracion.

(Gl X GQ)* = Homgrupos(Gl X GQ? Gm)
= Homyg,ypos(G1, G) X Homgpupos(G2, Gm) = G7 X G5.

Veamos algun ejemplo.
Ejemplo 4.4.13. G, = Speck|x,1/x]|" = Spec[]k, que es igual al funtor
7

de grupos constante? Z. Dicho de otro modo, Homyg,upos (G, Gm) = Z, dado
7: G — G, existe n € Z, de modo que 7(a) = a™.
Obviamente Z* = G,,. Puesto que Z = Spec]]k se tiene de nuevo que
z

Gy, =17.
Los esquemas de dlgebras cocientes de [ [k se obtienen proyectando en unos
Z
cuantos factores. Por tanto, Spec A* C Spec]|]k = Z es un subgrupo si y sdlo
Z

si Spec A* = n - Z. Dualmente, los grupos algebraicos cocientes de G, son
los epimorfismos G, — G, t — t™. Por tanto, los subgrupos de G, son los
pn ={a € Gy, : o™ =1} = Speck[z]/(z™ — 1) = (Z/(n))*.

Igualmente, (G, X.?. X Gy, )* = Zx.". X Z. Por la teoria de grupos abelianos
(0 Z-mddulos), los subgrupos de Z x .. x Z son isomorfos a Z" via un morfismo
inyectivo ¢ (digamos de matriz (n;;)),

Zx.?.xZgZx.’?.xZ

cuyo conticleo es isomorfo a Z"™" X Z/(n1) X ... X Z/(n,.). Dualmente los sub-
grupos de Gy, X .. X Gy, son isomorfos a G " X fin, X ... X [y, que es isomorfo
al nicleo del epimorfismo

G'n.

o GTL (b tn) o (AT g,

Proposicién 4.4.14. [5, Ch. III, 8.12] La categoria de los grupos algebraicos
diagonalizables es anti-equivalente a la categoria de los Z-mddulos de tipo finito
(o grupos abelianos finito generados).

2Tanto Spec A* como Spec A (si A es una k-algebra de tipo finito) son funtores que conmu-
tan con limites inductivos, luego para definir un morfismo entre ellos podemos considerarlos
como funtores sobre k-dlgebras de tipo finito. Ademés, como conmutan con productos directos,
podemos considerarlos como funtores sobre las k-algebras de tipo finito conexas.
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Ejemplo 4.4.15. Calculemos G},. Supongamos que cark = 0.

G (B) = Homy,_gigebras (k[x]", B) = Homy_s1gebras (k[[2]], B)
= 1im Homy, _g1gebras (k[2]/(2"), B) = rad B.

n

Sigamos la notacion G} = radk. Ezplicitamente, asignamos a n € radk el
morfismo Go — G, a — e*™. Por dltimo, (radk)* = G,,.

Sea G un grupo finito abeliano. Por definicién, G = Spec A es unipotente si
y s6lo si A* es una k-dlgebra local racional.

Teorema 4.4.16. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p.
Todo grupo abeliano finito G descompone candnicamente como producto directo
de un grupo unipotente de dual unipotente, grupos multiplicativos p,n y grupos
constantes Z/(m).

Demostracion. G* es producto directo de un grupo F' unipotente por un grupo
H diagonalizable. Entonces G = F* x H*. H* es producto directo de Z/(m). F*
es producto directo de un grupo unipotente (de dual unipotente) por un grupo
diagonalizable (de dual unipotente). Ahora bien, un grupo diagonalizable cuyo
dual es unipotente ha de contener un tnico punto (racional), es decir, ha de ser
producto directo de pipn. O

4.5. Invariantes. Operador de Reynolds

Sea G un funtor de grupos y F' un funtor de G-médulos. En esta seccién k
denotard un anillo.

A veces, denotaremos g € G(A) simplemente ¢ € G y dados f € F(A) y
un morfismo de k-dlgebras A — B, seguiremos denotando por f a la imagen de
éste por el morfismo F(A) — F(B).

Definicién 4.5.1. Sea F un funtor de G-médulos. Definimos F(A)¢ = {f €
F(A), tales que g- f = f para todo g € G}.> Denotamos por FC el subfuntor
de k-mddulos de F definido por F€(A) := F(A)¢.

Si Fy y Fy son dos funtores de G-médulos entonces Homy (Fy, Fy) es un
funtor de G-médulos (g* f :=g- f(g~!-—) para toda f € Homy(Fy, Fy)) y se
cumple que

Homy (Fy, F5)¢ = Homg(F, Fy).

Definicién 4.5.2. Diremos que un funtor de G-mddulos es un funtor dual de
G-mddulos si es un funtor de k-mddulos dual. Iqualmente, diremos que un funtor
de A*-maodulos es un funtor dual de A*-mddulos si es un funtor de k-modulos

dual.

3Con mayor precisién, g- f = f para todo g € G(B) y todo morfismo de k-dlgebras A — B.
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Definicién 4.5.3. Un funtor de grupos G se dice (linealmente) semisimple si
para toda sucesion exacta (en la categoria de funtores de k-mddulos) de funtores
de G-modulos duales

0—-F, —-F — F3—0

entonces
O—)FF—)F?—)F??—)O

es exacta.

Sea, de ahora en adelante, G = Spec A un k-grupo afin. Sea F una repre-
sentacién lineal de G. E€ es el niicleo de los morfismos

s
E = Homysuntores(G,E) = Hom, (A", E) = A @, E
T

donde S(e)(g) := g-e, T(e)(g) := e para todo e € E 'y g € G. Por tanto, E¢
es un k-médulo cuasi-coherente (“los invariantes son estables por cambios de
base”).

Teorema 4.5.4. La categoria de funtores duales de G-mddulos es equivalente
a la categoria de funtores duales de A*-mddulos.

Demostracion. Sea F' = G* un funtor dual de G-médulos. Su funtor de endo-
morfismos Endy (F) es un funtor de k-dlgebras y al mismo tiempo es un funtor
dual:

Endy(F) = Hom(F,G*) = Hom(F ® G, k) = (F @ G)*.

Podemos aplicar entonces la Proposiciéon 3.1.14, y por lo tanto
Homyp—sigebras (RG], Endy (F)) = Homy_gigebras (A", Endy (F)).

Es decir, es equivalente dotar a F' de estructura de funtor de G-mddulos que
dotarlo de estructura de funtor de A*-modulos.

De modo andlogo al seguido en el Teorema 4.1.2; se demuestra que los mor-
fismos de funtores de G-mdédulos entre dos G-médulos F'y F’ se corresponden
con los morfismos de funtores de A*-médulos entre ellos. O

Sea G = Spec A un k-grupo afin y sea © : G — k, g — 1 el cardcter trivial,
que induce la representacion trivial A* — k. © € A coincide con la unidad de

A.

Teorema 4.5.5. Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y sdlo si A* =
k x B* como esquemas de k-dlgebras, siendo la proyeccion de A* en el primer
factor my = ©.

Demostracion. Supongamos que G es semisimple. La proyeccién © : A* — k es
un morfismo de funtores de G-médulos (o de A*-médulos) por la izquierda y por
la derecha. Tomando invariantes (por la izquierda) obtenemos un epimorfismo
O : A*¢ — k. Sea pues 1; € A*“ tal que O(1;) = 1. Sea * : A* — A*° el
morfismo de esquemas de dlgebras inducido por el morfismo G — G, g — g~ 1.
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Se cumple que 15 = x(1;) es G-invariante por la derecha y ©(14) = 1. Luego,
w = 1; - 14 es G-invariante por la izquierda y por la derecha y ©(w) = 1. Por
tanto, w’ - w = w'(1) -w = w - w’, w es idempotente, tenemos la descomposicién
en producto de esquemas de dlgebras A* = w - A* @ (1 — w) - A*, el morfismo
k — A", A — X-w es una seccién de O, w- A* = k- w y © se anula sobre
(1—w)-A*

Supongamos ahora que A* = k x B*, siendo m; = © y tratemos de probar
que G es semisimple.

Sea w = (1,0) € A*, que es G-invariante por la izquierda (y por la derecha).
Dado un funtor dual de G-médulos F, se cumple que w - F' = F&: Tenemos que
w-F CF% puesg-(w-f)=(g-w)-f=w-f, paratodage Gy feF.
Reciprocamente, F¢ C w - F: Sea f € F G-invariante. El morfismo G — F,
g g-f = [ extiende a un dnico morfismo A* — F, w' — w'(1) - f, o bien
w' —w' - f. Por tanto, w' - f =w'(1) - fy f=w-f€w-F.

Tomar invariantes es exacto por la izquierda. El morfismo F{ — F3G es
epiyectivo porque lo es el morfismo F{' = w - Fy — w - F3 = FS. O

En la demostracién del Teorema 4.5.5 hemos probado también los siguientes
teoremas.

Teorema 4.5.6. Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y solo si existe
una aplicacion lineal G-invariante por la izquierda w : A — k tal que w(1) = 1.

Puede encontrarse este resultado, para k cuerpo y G un grupo algebraico
linealmente reductivo en [6] y [26, 7.2].

Teorema 4.5.7. Un k-grupo afin G = Spec A es semisimple si y solo si y
sélo si para toda sucesidn exacta (en la categoria de funtores de k-mddulos) de
G-esquemas

0—-E —-E; —-E;—0

la sucesion
0-E“ -E® -E“ -0

es exacta.

Supongamos ahora que k es un cuerpo. La sucesién exacta dual 0 — F3 —
Es; — E; — 0 de la del teorema puede obtenerse como limite inductivo de suce-
siones exactas 0 — F3 ; — Ea ; — E;; — 0, donde los E; ; son A*-submddulos
de tipo finito (luego dimy E; ; < oo) de E;. La toma de invariantes conmuta
con limites proyectivos. Por tanto, en el teorema anterior puede suponerse que
FEy, Ey y E3 son k-espacio vectoriales de dimensién finita.

Si k es un cuerpo y F es un k-espacio vectorial de dimensién finita, entonces
E* es un k-modulo cuasi-coherente.

Teorema 4.5.8. Sea k un cuerpo y G = Spec A un k-grupo afin. G es semi-
simple si y solo si el funtor “tomar invariantes” es exacto sobre la categoria de
los G-mddulos cuasi-coherentes.
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Definicién 4.5.9. Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple. Llamaremos
integral invariante de G (influidos por la teoria de grupos de Lie compactos),
que denotaremos wg, a la unica 1-forma wg € A* que sea G-invariante por la
izquierda y derecha y tal que wg (1) = 1.

Proposicion 4.5.10. Sea G = Spec A un k-grupo semisimple y wg € A* la
integral invariante de G. Sea F' un funtor dual de G-mddulos. Se cumple que:

1. FGZU)G'F.

2. F descompone de modo tinico como suma directa de FC y otro subfuntor
de G-maodulos, explicitamente

F=uwg F®(—wg)-F

Demostracion.
1. Lo hemos probado en la demostraciéon del Teorema 4.5.5.
2. Como A* =wg - A* @ (1 —wg) - A* entonces
F=A"@a~F=wg - F® (1 —wg)-F.

Si tenemos un isomorfismo de G-médulos F = FY @ H, multiplicando
por wg tenemos que wg - F = F% @ wg - H, luego wg - H = 0, luego
(lfwg)'F:(lfwg)«H:(wGJrlwayH:H.

O

Definicién 4.5.11. Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple y wg € A*
la integral invariante de G. Sea F un funtor dual de G-mddulos. Llamaremos
operador de Reynolds generalizado de F' al morfismo F — FC, f — wg - f, que
es el unico retracto de G-mddulos de la inclusion F& «— F.

Proposicién 4.5.12. Sea G = Spec A un k-grupo afin y F,H dos funtores
duales de G-mddulos.

1. Homy(H, F) es un funtor dual de G-mddulos.

2. Sea G semisimple y wg su integral invariante. St m : F — H es un
epimorfismo de G-mddulos y s : H — F es una seccion de w de k-mddulos,
entonces wg - 8 es una seccion de G-mddulos de 7.

Demostracion.

1. Sélo tenemos que probar que Homy(H, F') es un funtor dual. En efecto,
Homy(H, F) = Homy(H ® T, k), donde F = T*.

2. Consideremos el epimorfismo de G-médulos (luego de A*-médulos)
7 : Homy(H, F) - Homy(H, H), f — 7o f.

Por tanto, o (wg - 8) = me(wg - 8) = wg - T4 (8) = wg - Id = Id.
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O

Un G-moédulo E diremos que es simple si no contiene ningiin G-submaddulo
E’ ¢ E, tal que E’ sea un sumando directo como k-médulo de E (esta ltima
condicién equivale a que el morfismo E* — E’* sea epiyectivo por el Comentario
2.1.15). Si G es un k-grupo afin semisimple y F es un k-médulo de tipo finito
y G-médulo, entonces por la proposicién anterior es facil demostrar que E es
suma directa de G-moédulos simples.

Sea G = Spec A un k-grupo afin y sea R una k-algebra.

Definicion 4.5.13. Decimos que R es un G-anillo si G opera en R mediante
endomorfismos de k-dlgebras. Es decir, el morfismo G° — Endg(R) asigna a
cada punto g € G(A) un endomorfismo g- de R ®y A que es morfismo A-lineal
y endomorfismo de anillos.

Definicién 4.5.14. Dado un G-anillo R y un funtor de R-mddulos M, decimos
que M es un RG-mddulo si es G-mddulo y dicha estructura es compatible con
la de R-modulo:

g(r-m) = g(r) - g(m)
para todo g€ G, r€e Rym € M.

Dados dos funtores de RG-médulos M y N, consideremos el funtor de ho-
momorfismos Homg (M, N) R-lineales de M en N:

HOl’IlR(]\47 N)(A) = HOIHRA (M|A,N|A),

para toda k-dlgebra conmutativa A. Obviamente, Homg (M, N) es un subfuntor
de k-espacios vectoriales de Homy (M, N). Ademds, Homy (M, N) es un R-
moédulo: (r - f)(m) = r- f(m), para todo m € M y r € R. Es facil comprobar
que Hompg (M, N) es un RG-submédulo de Homy (M, N).

Recordemos que aunque E y V son funtores de k-mddulos cuasi-coherentes,
Homy (E, V) no lo es en general. Asi, por ejemplo, si dimy A = co entonces A*
no es cuasi-coherente, porque el G-submddulo generado por 1 € A* es A* que
no es de dimensién finita.

Definicién 4.5.15. Dado un R-mddulo E, diremos que E es un RG-mddulo si
E es un funtor de RG-mddulos.

Dados un k-grupo G = Spec A semisimple y dos RG-mdédulos (cuasi-coheren-
tes) E, V, Chu, Hu y Kang (en [7]) definen en Hompg(E, V) un operador de
Reynolds generalizado, mejorando el resultado obtenido por Magid en [20] para
el caso en que F y V son R-mdédulos proyectivos de tipo finito. Utilizan el
operador de Reynolds generalizado para probar: si E = R- E® y es R-médu-
lo proyectivo (respectivamente R-médulo plano), entonces E¢ es R%-médulo
proyectivo (respectivamente R%-médulo plano). Resultados probados en casos
particulares por Magid en [20] y por Al-Aubaidy y Naoum en [1].

El problema con que se encuentran estos autores es que si bien E y V son
G-médulos cuasi-coherentes (con su terminologia: la accién de G en E'y V es
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racional) sin embargo Homg (E, V) no es cuasi-coherente (con su terminologfa:
G no opera racionalmente en Hompg(FE,V')). Con nuestra terminologia tenemos
que todos los funtores considerados son obviamente funtores de G-médulos y
como veremos de A*-médulos. El operador de Reynolds generalizado para to-
do A*-médulo (no sélo para Hompg(E,V)) es la multiplicacién por la integral
invariante wg € A*.

Sabemos que Hompg (E, V) es un G-submdédulo de Homy, (E, V). Si supiése-
mos que Hompg (E, V) es un funtor dual de k-médulos entonces sabriamos que
también es un A*-mddulo. Ahora bien, como coincide con el nticleo del morfismo
de A*-médulos (pues son funtores de G-médulos duales)

Hom;(E,V) % Hom(R®,E,V)
f — Ji—fa

donde fi(r®e):= f(r-e)y fa(r ® e) :=r - f(e), entonces es un A*-médulo.
Ademis, si G = SpecA es un k-grupo semisimple, Homg (E, V)¢ = wg -
Hompg (E, V), porque s € Homy(E, V) es G-invariante si y sélo si s = wg - s.
Del mismo modo, con mayor generalidad, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.5.16. Sean F' y F' funtores duales de RG-mddulos. Entonces:
1. Homg (F', F) es un funtor de A*-mddulos.

2. Si G = Spec A es un grupo semisimple, entonces Homg (F', F)% = wg -
Hompg (F', F).

Proposicion 4.5.17. Sea E un RG-mddulo y F' un funtor de k-mddulos reflexi-
vo que sea RG-mddulo. Supongamos ademds que R y E son k-mddulos libres.
Entonces

Homg(E, F)
es un funtor dual de G-mddulos.

Demostracion. Sabemos por la Proposicion 2.1.24 que Homy (E, F') es un funtor
reflexivo de G-médulos. Hompg (E, F') coincide con el nicleo del morfismo de
funtores reflexivos de G-mdédulos

Hom,(E,F) % Hom,(R®;E,F)
f = fi—f2

donde fi(r®@e) = f(r-e) y fa(r®e) :=r- f(e). Sélo nos falta probar que es un
funtor dual de k-médulos. Ahora bien, el nticleo de todo morfismo entre funtores
reflexivos es un funtor dual: Sean Fy y F, funtores reflexivos. Observemos que
Homy, (F1, F») = Homy(F5, FY). Dado un morfismo ¢ : F; — Fj, tenemos la
sucesion exacta

Fr % FF — Coker ¢* — 0.

Tomando duales obtenemos que Ker ¢ = (Coker ¢*)*. O
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Concluyamos esta seccion demostrando las conclusiones de Chu, Hu y Kang
en [7].

Proposicion 4.5.18. Sea G un k-grupo afin semisimple. Sea E un R-mddulo
proyectivo que sea RG-mddulo, tal que E = R - E®. Entonces EC es un RC-
mddulo proyectivo.

Demostracion. Consideraremos un epimorfismo de R€-médulos
®RY — EC.

Tensorializando por R®pc obtenemos un epimorfismo ®R — R ®@pc EC de
RG-médulos. Componiendo con el epimorfismo R ® pe E“ — E, obtenemos un
epimorfismo RG-moédulos

&R 5 E.

Sea s : E — @R una seccién de R-médulos de 7. Se cumple que wg - s €
Homp(E,®R) (donde wg es la integral invariante de G) es una seccién de RG-
moédulos de 7: Sabemos que wg - s es G-invariante, es decir, es un morfismo de
RG-modulos. Nos falta probar que es una secciéon de m, lo cual es consecuencia
de la Proposicién 4.5.12.

Si tomamos invariantes en E <° &R 5 E obtenemos
EC "S° oRCG T EC,
Luego EY es un sumando directo de ®R® y es un RS-médulo proyectivo. [

Antes de probar un resultado analogo para médulos planos, necesitamos un
criterio de platitud en términos del funtor de homomorfismos, que reformulare-
mos a partir de un criterio de platitud de Matsumura.

Teorema 4.5.19. [22, §7, 7.6] Sea A un anillo (conmutativo con unidad) y
M un A-mdédulo plano. Si a;; € Ayzx; € M (paral <i<ryl<j<mn)
satisfacen

Zaijxj = 0 para todo t,

J

entonces existe un natural s y elementos bj, € A, yp € M (para 1 < j<ny
1<k <s) tales que

Zaijbjk = 0 para todo ik, yx; = ijkyk para todo j.
J k

Reciprocamente, si la conclusion anterior se cumple para el caso r = 1, entonces
M es plano.

Este teorema afirma que si M es A-mddulo, tal que para todo médulo de
presentacién finita N (considérese una resolucién por libres de tipo finito L %
L' 5 N — 0, y escribamos a = (a;;), donde el subindice 7 indica la columna y el
Jj la fila) y todo morfismo ¢ : N — M (dendtese pom = (x;), x; € M) existe un
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modulo libre de tipo finito L” y morfismos f : N — L” (dendtese fom = (bji)),
g: L'’ — M (denétese g = (yx), con yr € M) de modo que el diagrama

es conmutativo, entonces M es un A-mdédulo plano.

Proposicién 4.5.20. Sea A un anillo (conmutativo con unidad) y M un A-
mddulo. Entonces, M es A-mddulo plano si y sélo si para todo A-mddulo de pre-
sentacion finita N el morfismo ¢ : N* @4 M — Homa (N, M), o(w®@m)(n) :=
w(n) -m es epiyectivo (o isomorfismo).

Demostracion. Veamos que si M es un A-médulo plano entonces N* @ 4 M =
Homy (N, M). Si N es un A-médulo libre de tipo finito la afirmacién es obvia.
Sea N un A-médulo de presentacién finita y A — A®* — N — 0 una pre-
sentacion por médulos libres de tipo finito de N. Concluimos por el diagrama
conmutativo de filas exactas

0*>N*®AM%(AS)*®AMH(AT)*®AM

|

00— Homy (N, M) —— Hom 4 (A%, M) —— Hom 4 (A", M)

Supongamos ahora que el morfismo ¢ : N* ®4 M — Homyu(N, M) es
epiyectivo, siendo N un A-mdédulo de presentacién finita. Dado un morfis-
mo ¢ € Homu(N, M), por hipdtesis existen w; € N*, m; € M tales que
o> w; ® m;) = ¢, lo cual quiere decir que ¢ es la composicién del morfis-

K3
mo N L1y 00), A’ con el morfismo A® i), M, luego por el teorema
anterior M es un A-moédulo plano. O

Proposicion 4.5.21. Sea G un k-grupo afin semisimple. Sea M un R-mddulo
plano que sea un RG-mddulo, tal que M = R-MY. Entonces ME es RE-mddulo
plano.

Demostracion. Segun el criterio de platitud anterior, necesitamos probar que
para todo R“-médulo de presentacién finita N, el morfismo

Hom e (N, RY) @ ge MY — Hompe (N, M)
es epiyectivo. Puesto que M es R-mddulo plano, el morfismo

Hompg(N ®prc R,R) g M — Hompg(N Qrc R, M)

I |
Hompge (N, R) @p M Hompge (N, M)
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es epiyectivo, ya que N ® pe R es un R-médulo de presentacién finita. El mor-
fismo

Hom pe (N, R)® ge MY = Hompe (N, R) @ g R® e ME — Hompe (N, R)@r M

es epiyectivo, luego componiendo con el morfismo anterior se obtiene el epimor-
fismo

Hompe (N, R) @ ge M — Hompge (N, M).

Tomando invariantes por G, que es multiplicar por wg, obtenemos los epimor-
fismos

we - (Hompe (N, R) @ pe ME) —> we - Hompe (N, M)

chpi

Hompe (N, wg - R) @ ge ME Hompge (N, wg - M)

HOmRG(N,RG) ®RG MG HOmRG(N7MG)

y concluimos que el morfismo Hompa (N, R®) @ ge ME — Hompe (N, ME) es
epiyectivo. O

4.5.1. Algunas aplicaciones del operador de Reynolds

Por su sencillez e importancia damos la demostracion de Hilbert y Nagata
([14],[15], [23]) del famoso Finiteness Theorem of Hilbert.

Teorema 4.5.22. Sea G un k-grupo afin semisimple operando en una variedad
algebraica X = Spec A. Entonces, X/ ~:= Spec AY es una variedad algebraica.

Demostracion. Observemos en primer lugar que X es un cerrado de un espacio
afin en el que G opera linealmente. Sea &1, ...,&,, un sistema generador de la
k-dlgebra A. Sea E un G-submoédulo de A de dimensién finita, que contenga a
&1, ..., &n. El morfismo natural S"E — A es epiyectivo y tenemos la inmersién
cerrada X — E* buscada.

Tenemos que probar que A% es una k-dlgebra de tipo finito. Como la toma
de invariantes por un grupo semisimple es exacta, basta probar que (S 'E)G =
(k[z1,...,2,]))¢ es una k-algebra de tipo finito.

Sea I C k[xy,...,,)] el ideal generado por (z1,...,2,)%. Sean fi,..., f, €
(w1,...,2,)¢ un sistema generador (finito) del ideal I. Podemos suponer que
los f; son homogéneos. Probemos que k[z1,...,2,]¢ = k[f1,..., f-]. En efecto,
dada h € k[z1,...,2,]¢ tenemos que probar que h € k[fi, ..., f,]. Procedamos
por induccién sobre el grado de h. Si grh = 0 entonces h € k C k[f1,..., fr].

T

Sea grh = d > 0. Podemos escribir h = > a; - f;, donde a; € k[z1,...,z,] son
i=1



4.5. INVARIANTES. OPERADOR DE REYNOLDS 111

homogéneas de grado d — gr(f;) (que es menor que d). Entonces,

s

h:wg~h:2wg~(a¢~fi):Z(wg~ai)~f,;.
i=1

i=1

Por hipétesis de induccidn, se verifica que wg - a; € k[f1,..., fr] y concluimos
que h € k[f1,..., fr]. O

Si el grupo no es semisimple, el teorema anterior no es cierto. Se pueden
encontrar contraecjemplos en [13] y [24].

Lema 4.5.23. Sea F : G = SpecA — G = SpecA un isomorfismo de k-
grupos. Supongamos que G es un grupo semisimple de integral invariante wg.
El morfismo inducido F : A* — A* cumple que F(wg) = wg.

Demostracion. Tenemos el morfismo natural de funtores de k-algebras F' :
klG] — K[G'], F(32; Xi - 9i) = >_; XiF(gi), que componiendo con la inclusién
kE[G'] — A*, define un morfismo de funtores de k-dlgebras k[G'] — A*, que
factoriza a través de un tinico morfismo de funtores de k-algebras F' : A* — A*.
Entonces F(wg) = F(g-wg) = F(g9) - F(wg) e igualmente F(wg) = F(wg-g) =
F(wg) - F(g), para todo punto g € G. Por tanto, F(wg) es G-invariante por la
izquierda y por la derecha. Ademds, F(wg)(1l) = wg(F*(1)) = wg(l) = 1. En
conclusion, F(wg) = wg. O

Proposicién 4.5.24. Sea G = Spec A un k-grupo algebraico afin, H C G un
subgrupo normal afin y G/H = Spec A® el grupo cociente de G por H. Si H y
G/H son grupos semisimples entonces G es semisimple.

Demostracion. Sea wy la integral invariante de H y wg, g la integral invariante
de G/H. La composicién

WEH - wWa/H
A 2 owy-A=AH =25 K
a Wy - a
i !
a = wgyp(a)

es la integral invariante de G. Es facil comprobar que wg/g(wy - 1) = 1,y
también lo es comprobar que wg, g o (wg-) es G-invariante, pues wy-g = g-ww,
aplicando el corolario anterior al isomorfismo F' = 7, de conjugacién por g en
H. O

Veamos, por ultimo, algunas consecuencias.

Corolario 4.5.25. Si G es semisimple, entonces lo es por cambio de base k —
K.

Demostracion. Que G = Spec A sea semisimple equivale a que A* = k x B*.
Al cambiar de cuerpo base k — K, tenemos (Ak)* = A = (k x B )k =
K x (Bk)*, luego Gk es semisimple. O
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Corolario 4.5.26. El producto directo de dos k-grupos es linealmente semisim-
ple si y sdlo si lo es cada uno de ellos.

Demostracion. Por cambio de base y descenso podemos suponer que k es alge-
braicamente cerrado, caso en el que es consecuencia del Corolario 3.2.23. O

Corolario 4.5.27. Sea G = Spec A un k-grupo afin. Si E es un G-mddulo
semisimple entonces lo es por cambio de base k — K.

Demostracion. Sea M* el esquema cociente de dlgebras semisimple maximal de
A* y w € M* la tnica 1-forma G-invariante (por la izquierda y la derecha) tal
que w(l) =1. Sea i : V — Ei un Gg-submédulo. Como E es un M*-mddulo
entonces Fx es un Mj.-médulo, V' y Homg (Ek,V) también. Si 7w : Ex — V
es un retracto de K-espacios vectoriales de i, entonces w -  es un retracto de
G g-médulos: Para todo g € Gk, g-w-m = w -, es decir, w - 7 es un morfismo
de G g-mddulos. Para todo g € Gk se cumple que g - m es un retracto de i, es
decir, (g-7)oi =1Id. Por tanto, (w’'- 7)o = w'(1) - Id, para toda w’ € Aj. En
conclusién, w - 7 es un retracto de G g-modulos de i.

Ahora ya es facil concluir que Fx es un G g-mdédulo semisimple. O

Corolario 4.5.28. Si G = Spec A es un k-grupo afin entonces M*, I* y G,
son (conceptos) estables por cambio de cuerpo base.

Demostracion. M es el A*-submédulo semisimple maximal de A. Por el coro-
lario anterior Mg es un submédulo semisimple de A . Luego Mj; es un cociente
del esquema de dlgebras cociente semisimple maximal de A . Por la Proposicién
3.2.21 concluimos que M* cambia de base.

Si M* cambia de base entonces I* también. Como G,, = GN(1+1I*) entonces
G, cambia de base (observemos que el funtor de puntos de la interseccién es la
interseccién de los funtores de puntos y que para todo k-grupo afin G, el funtor
de puntos de G es la restriccién del funtor de puntos de G a la categoria de
K-algebras). O

Sea G = Spec A un grupo algebraico liso sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado y E* un G-médulo. Entonces e € E*C si y sélo si g - e = e para todo
punto racional g de G: Sea e tal que g - e = e para todo punto racional g de G.
Considérese el morfismo de esquemas f : G — E*, g — g - e. La subvariedad
f71(e) de G contiene todos los puntos racionales de G, luego por el teorema de
los ceros de Hilbert f~'(g) = G y e € E*¢. Dado un G-médulo E y e € E,
recordemos que e estd incluido en un G-médulo finito, luego e € E€ si y sélo si
g - e = e para todo punto racional g de G.

Sea ahora V' = Spec A una R-variedad algebraica lisa y conexa, y v € V
un punto R-racional. Si una funcién (algebraica) f se anula en todo los puntos
R-racionales de V' entonces f = 0. En efecto, procedamos por induccién sobre la
dimensién de V. Basta probar que f se anula en un entorno abierto de v € V. Si
dim V' = 1 entonces el niimero de puntos R-racionales es infinito (el niimero de
puntos de una variedad diferenciable de dimensién 1 es infinito). Por la teorfa de
dimension f sélo se anula en un niimero finito de puntos de V, salvo que f = 0.
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Supongamos que dim V' > 1. Si f # 0 existe una hipersuperficie H = g = 0 no
singular en v, transversal a f = 0. Considerando un entorno abierto U de v y
tomando V = U, podemos suponer que H es lisa en todo punto y conexa. Ahora
bien, f se anula en todos los puntos R-racionales de H, luego por hipétesis de
induccién f es nula en H, lo que contradice que f =0y H sean transversales.

Sea G = Spec A un R-grupo algebraico conexo y E* un G-mdédulo. De nuevo,
e € E*C siy sélo si g - e = e para todo punto racional g de G.

Corolario 4.5.29. Todo grupo de Lie G compacto es semisimple.

Demostracion. G es semisimple si y solo si lo es la componente conexa de la
identidad, ya que el conicleo es un grupo finito reducido, luego semisimple (en
caracteristica cero).

Sea pues G = Spec A un R-grupo algebraico afin conexo, que considerado
como variedad diferenciable sea una variedad diferenciable compacta. Existe

una n-forma de volumen diferenciable (y algebraica) G-invariante (donde n =
dim G).
Sea la aplicacién w : A — R, f — fG f - w™, que estd bien definida porque

w(f) < 0o, ya que G es compacto. Si definimos w’ := —, entonces w' : A —

w
Jow
R, 1 — 1 es la aplicaciéon buscada. U

Corolario 4.5.30. El grupo especial ortogonal SO(k) es semisimple (en carac-
teristica 0).

Demostracion. Por cambio de base y descenso se puede suponer que k = R.
Ahora bien, SO(R) es semisimple porque es un grupo de Lie compacto. O

Corolario 4.5.31. El grupo ortogonal O(k) es semisimple.

4.5.2. Representacion inducida

Sea A* — B* un morfismo de funtores de k-algebras entre esquemas de
k-algebras y E' un A*-moédulo cuasi-coherente. Llamaremos inducido de E, y lo
denotaremos Indﬁz (E), al B*-médulo cuasi-coherente representante del funtor
Homa«(—, E), es decir,

Homg- (V,Ind%. (E)) = Homa- (V, E)
para todo B*-médulo V.
Proposicién 4.5.32. Se cumple que IndB. (E) = (E* ©4- B*)*.
Demostracion. Observemos que
Homp« (E* ®a+ B*, V*) = Homa (E*, V™)
para todo esquema de B*-mdédulos (por la derecha) V*. Luego

Homg- (V, (E* ®4- B)*) = Homa-(V, E)
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para todo B*-mdédulo (por la izquierda) V.
Observemos que (E* ®a- B*)* es cuasi-coherente: El dual de la sucesién
exacta

E*®.B*®, A" — E* @, B* — E*®@a-B* — 0
WwRbRa — wa®b—w®ab

es la sucesién exacta
0— (E* R A* B*)* —>E®kB—>E®kB®kA.
O

Observemos que (E* ®a+ B*)* = Homa+(B*,E), y para éste también es
sencillo probar la proposicién anterior.

Proposicion 4.5.33. Se verifica que Indﬁi (E)* = E* ®@a- B* y es el repre-
sentante en la categoria de esquemas de B*-mddulos del funtor Homa - (E*, —).

Demostracion. Por el Ejemplo 2.2.8,
E* ®a- B* = (E* ®4- B*)*™* = Indh. (E)*.
O

Sea G = Spec A un k-grupo afin, H = Spec B C G un subgrupo cerrado y F
un H-médulo. Llamaremos representacion inducida, v lo representaremos por
md%(E), al G-médulo representante del funtor Homp (—, E). Es decir,

Hompy (V, E) = Homg(V, Ind% (E))
para todo G-médulo V.

Proposicion 4.5.34. Se cumple que

Ind$(FE) = (E* ®p- A*)* = Hompg- (A", E)
= Homy; (k|G E) = (A E)

donde H opera en A® E como sigue: h- (a®e):=a-h ' ®@h-e.

Demostracion. La primera igualdad es inmediata de la equivalencia categorial
de la categoria de los G-mdédulos cuasi-coherentes y la categoria de los A*-
modulos cuasi-coherentes (G = Spec A), para todo G.

Para probar Homg-(A*,E) = Homyy(k[G"], E), en primer lugar tene-
mos que Homy (A*, E) = Homy (k[G'], E) por ser A* el “cierre dual” de k[G']
(Teorema 2.3.4). Si A* — E es un morfismo de B*-médulos, al componer con
E[G] — A*, tenemos k[G'] — E morfismo de k[H ]-médulos porque ambos
morfismos lo son.
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Sea f : k[G'] — E un morfismo de k[H ]-mddulos. Por ser de funtores de
k-espacios vectoriales sabemos que factoriza via A*, y seguimos llamando f al
morfismo A* — E. Sea el morfismo

B* — E
b — f(b-g)—0b-f(g)

para g € G fijo. Al componer con k[H']| — B* tenemos el morfismo

— E
— fh-g)—h-fl9)=0

luego B* — E también es el morfismo nulo y se verifica f(b-g) =b- f(g) para
todo g € Gy todo b € B*.

Si ahora fijamos b € B* y consideramos A* — E, a— f(b-a) —b- f(a), el
morfismo inducido k[G'] — A* — E es de nuevo nulo, luego A* — E también
y f(b-a) =b- f(a) para todo a € A* y todo b € B*, luego f : A* — E es
morfismo de B*-médulos.

Por dltimo, por argumentos similares a los anteriores se tiene que

k[H ]
h

y como

Homyy (A", E) = (Homy(A*,E)) = (A, )
va esta probada la dltima igualdad. O
Proposicién 4.5.35. Sea G = Spec A un k-grupo afin, H = Spec B C G un

subgrupo cerrado. Si G/H = SpecC es una variedad afin entonces el funtor
sobre la categoria de H-médulos, IndS, (=), es exacto.

Demostracion. El morfismo C' — A es fielmente plano por [28, 14.1]. Por tanto,
el funtor E ~ Ind%(E) = (A ® E) es exacto si y sdlo si lo es el funtor
E~ A®c (A®, E)2. Ahora bien,
A ®C (A Rk E)H = (A ®C A Rk E)H - Homfuntores(G ><G/H G7 E)H
= Homfuntores(G x H, E)H = Homfuntores(Ga E)
=A®; E.

O

Teorema 4.5.36. Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple, H = Spec B C
G un subgrupo cerrado. Si G/H = SpecC' es una variedad afin entonces H es
semisimple.

Demostracion. Tenemos que probar que la toma de invariantes por H es un
funtor exacto. Sea E un H-médulo y consideremos k con la estructura de G-
modulo trivial. De la igualdad

E" = Hompy (k, E) = Homg (k, Ind$ (E)) = (Ind% (E))¢
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se deduce que la toma de invariantes por H es la composicion del funtor Indfl(—)
(exacto por la proposicién anterior) con el funtor “tomar invariantes por G”
(exacto por ser G semisimple). Por tanto, la toma de invariantes por H es un
funtor exacto. O

4.5.3. Semisimplicidad de Sl, y Gi,

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y sea la k-
algebra finita A = Endg(E)®y 7. @;Endg(F) = Endg(E® 7. @1 FE), donde
FE es un k-espacio vectorial de dimension finita m. Los elementos o € S,, del
grupo n-simétrico operan en A permutando los factores y se obtiene que

O'(T1®...®Tn)=T0(1)®...®Ta(n).

Sea AS" =< a € A|o(a) =aVo €S, >.
En caracteristica cero el morfismo

S™(Endg(E)) — Endg(E)®k .7 ®xEndy(E)

1
T -...- T, = = ZT0(1)®-~-®Ta(n)
n: ocES,,

establece un isomorfismo entre S™(End,(E)) y (Endg(E)®y, .7. @xEndy(E))%"
cuyo inverso es 7, donde 7 : Endg(E)®g 7. QxEndg(E) — S™(Endg(F)) es el
morfismo de paso al cociente.

Proposicién 4.5.37. La k-dlgebra S™(Endg(E)) es un dlgebra semisimple.

Demostracion. Puede demostrarse que B = S"(Endy(E)) es un algebra semi-
simple, por ser el dlgebra conmutadora del algebra semisimple k[S;] en A =
Endk(E)®k . ®kEndk(E).

Vamos a probar que la métrica de la traza de A restringida a B tiene radical
nulo, lo que implicard que B es semisimple.

Recordemos que dada una métrica T5 sobre un espacio vectorial E, la po-
laridad ¢ de la métrica restringida a un subespacio E' C E es la composicién

@ s s
E' — E = E* — E’. En nuestro caso este morfismo es la composicién

(Endk(E)®k . ®kEndk(E))S" — Endk(E)®k . ®kEndk(E)

Lo
S"(Endk(E)*) “— El’ldk(E)*®k . ®kEndk(E)*

pues si dimy F' < co entonces (F*®y, .7. @ F*)5 = (SPF)*.

Si fijamos una base {ey,...,e,} de E (dimgyE = m), entonces una base de
Endy(E) = M, (k) es {0i;}1<i j<m, donde 6;; es la matriz cuyos coeficientes son
nulos salvo en la posicion ij que es 1, i.e., se corresponde con el endomorfismo
de E que aplica el vector e; de la base al vector e; y los demds vectores en el
cero. A partir de esta base se construye una base de S (Endy(E)):

{8 v Gipg N<in < i <m1<G1 <. S <
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Un elemento de esta base por el morfismo B — A se transforma en

1
5i1j1 BRI 6injn = ﬁ . E : 5iﬂ(1)ja(1) ®...® 6io(n)ja<n)‘
" oES,

Si aplicamos el morfismo ¢ : A — A* a este elemento de B visto en A, obtenemos
que

1 5 5 n 1
n! ’ Z to(1)Jo(1) ®...08 io(nydomy T TV nl ’ Z Wiy 1yie (1) ®...Q® Wis(nyio(n)
g€eS, ocES,

donde {w;j}i<i j<m es la base dual de {0;;}1<i j<m en Endg(E)*. Por dltimo,
si pasamos al cociente A* — B* tenemos

1
. . - . n . .. . . . .
R E : Wi, 1yie) ®...0 Wi, nyigmy T M - Wiydy = e e " Wy, -
o€eSy

n

Asi pues, la polaridad de la métrica de la traza de A restringida a B es un
isomorfismo, luego rad(Ty),) = 0.

Sea ahora R el radical del dlgebra B y comprobemos que R C rad(Ty,):
dadosr € Ry b € B, Ta(r,b) = tr(h,.,) = 0 pues r-b € R que es ideal nilpotente
de B. Como rad(T5|,) = 0 entonces R =0 y B es dlgebra semisimple. O

M,, es semisimple.

Consideremos la k-variedad algebraica afin M,,, cuyos puntos en una k-dlgebra
B es el semigrupo de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en B.
Su anillo de funciones algebraicas es A = k[x11,...,Tnn] = S (Endg(E)*) =
@NS"(Endk(E)*), y la clausura de esquemas de su linealizacién es

ne

n

(M;] = [[(S"End(B)")* =]] (Endi(E)ox 7. @,End,(E))5".
neN neN

A =

o

Aunque M,, es un esquema de semigrupos y no de grupos, k[M, ] es un funtor
de k-algebras y su cierre de esquemas de algebras es A*. El morfismo natural
explicito

M, - A" 71— (1,1, TRT,TRTRT,...)

muestra que para que sea un morfismo de semigrupos la (Unica) estructura
de funtores de &lgebras de A* es la del producto directo de las algebras (que
ya hemos tratado) (End;(E)® .”. ®End(E))®~. Puede hablarse igualmente
de M,,-médulos. De nuevo, se cumple que la categoria de A*-mddulos cuasi-
coherentes equivale a la categoria de M,,-moédulos. A* es un algebra semisimple
en virtud de la proposiciéon anterior, luego todo A*-moédulo y todo M,-médulo
son semisimples.
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Proposicion 4.5.38. Consideremos la accion natural del grupo lineal Gl,, en
M, y denotemos Ay, el anillo de funciones de M,,. Se cumple que

(437,)" = [T2(kISw))-

Demostracion. Sea m,, la composicién de los morfismos obvios
[[5"Endi(E) — S™Endy(E) — Endi(E)® 7 @Endg(E) = End,(E® ™. QF)
y M, = End;(F) — End;(F)® ™ ®End(F), la asignacién g — g® "™ ®g. El

diagrama
My,

End,(E)® . @Endy(E)

\ Tm

RO, = T15"Endy (E)

es conmutativo, luego por el Teorema 2.3.5, S™End,(E) se identifica con la
imagen de k[M,] en End(E)® . ®End(E), que coincide con la imagen de
k[Gl,].

Por tanto,
(Endy(E)® ™. ®End,(E))%"" = Endgc,|(E®™) = Endgmpna, (g (E®) = k[Sn]

por la Proposicién 1.1.26, ya que Cys,,|(Endy(E®™)) = S™Endy(E). Por ulti-
mo,

(S™Endy(E))" = (Endg(E)® ™. @Endy(E))%m S = k[S,,]5" = Z(k[Sm]).
O

Sl,, es semisimple.

La k-variedad algebraica afin Si,, cuyos puntos en una k-algebra B es el grupo
de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en B y determinante 1, es el
cerrado de M,, = Spec k[z11, ..., Zpny] definido por los ceros del ideal (det(z;;) —
1). Su anillo de funciones es k[z11,. .., Tnn]/(det(z;;) — 1) y la inclusién SI,, C
M, se traduce en anillos en la epiyeccién de Si,,-médulos

k:[xn, v ,,Iinn] — ]{i[l‘ll, cee ,xnn]/(det(xij) - 1)

Para probar que SI,, es un grupo semisimple, es decir, que todo SI,,-médu-
lo es semisimple, basta probar que k[x11,...,Zn,]/(det(z;;) — 1) es semisim-
ple. Sabemos que k[x11,. .., Znn] €s un M,-médulo semisimple; si comprobamos
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que sus M,-submdédulos simples coinciden con los Si,,-submédulos simples, en-
tonces k[x11,...,Tny] serd suma directa de Sl,-médulos simples y por tanto
k[z11,. .., Tnn)/(det(z;;) — 1) también.

Sea V. C S"(Endi(E)*) C k[r11,...,Znn] un My-submdédulo simple (en
particular, es un Si,-submédulo) y supongamos que existe un SI,,-submdédulo
V' C V. Sea G, = Spec [z, 1/x] el grupo multiplicativo, cuyo funtor de puntos
en una k-algebra B es el grupo de los invertibles de B, y vamos a pensarlo dentro
de M, como los multiplos no nulos de la matriz identidad. Dado un A € G,,
opera en un producto simétrico Wy - ... - W, de formas lineales sobre Endy(E)
operando en cada una de ellas: Ax (Wy-... W,.) = (A« Wy)-...- (A« W,.). Sobre
un elemento w;; de la base de Endy(E)* un A € Gy, opera por la férmula

(A w;)(A) = wii(A-X) = X-ai; = (Awi;)(A), A€ Endy(E)

luego opera en V (y en V') de la forma Axv = A" -v. Asi pues, G,,, v Sl,, dejan
estable V.

Sea Endy/ (V) la subvariedad cerrada de Endy(E) cuyos puntos es el con-
junto de endomorfismos de V' que dejan estable V’. Si consideramos el morfismo
natural f : M, — Endy(V) (V es un M,-médulo) entonces f~(Endy(V)) es
la subvariedad cerrada de M,,, cuyos puntos son las matrices que dejan estable
V.

Como G, - Sl,, es denso en M,,, tenemos que M,, también deja estable V"',
es decir, V' es un M,,-submddulo de V', luego V' =V y V es un Sl,-submédulo
simple.

Gl,, es semisimple.

Sea ahora la k-variedad algebraica afin Gi,, = Spec k[x11, ... ,xnn]detmj), cuyos
puntos en una k-algebra B es el grupo de las matrices invertibles con coeficientes
en B. Consideremos la sucesion exacta de morfismos de grupos

1 - Un  — Gm XSln - Gln — 1

&€ = (&€

MA) o A-A

Puesto que el producto directo de grupos semisimples es semisimple y el cociente
también lo es, Gl,, es un grupo semisimple.

Las representaciones irreducibles de Gl,, son las representaciones irreducibles
de G,, x Sl, en las que u, opera por la identidad. Las representaciones irre-
ducibles de G, x SI,, son el producto tensorial de las representaciones irre-
ducibles de G, por las de Si,,. Sea {E;}; el conjunto de las representaciones
simples de Si,, (médulo isomorfismos). Extendamos la accién de Si,, en cada E;
a una accién de Gl,, sobre éstos. Denotamos L = A" E (suponemos que Gl,, es
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el grupo de endomorfismos lineales de E), entonces { E; @ L®™}, ., es el conjunto
de las representaciones simples de Gl,,.

4.5.4. Meétrica canonica. Producto de convolucion

Veamos que si A* es un esquema de k-algebras separable, entonces en A hay
definida una métrica no singular de modo natural.

En M, (k) tenemos definida la métrica de la traza: (T, S) = “la traza del la
matriz T o S”. Si B es un &lgebra de Azumaya (B ®j, k = M,,(k), siendo k el
cierre algebraico de k) por descenso tenemos definida una métrica que seguimos
llamando métrica de la traza. Si B es una k-algebra finita separable entonces
es producto de dlgebras de Azumaya, y tenemos de modo natural la métrica

producto en B, que llamaremos en esta seccién métrica de la traza .

Dar una métrica en A equivale a definir un morfismo A 4, A*, que sera su
polaridad asociada. A* = [ AJ, donde A} son k-dlgebras de Azumaya. A =
®A,;. Los (iso)morfismos A; — A definen la inyeccién obvia ¢ : ®A; — [[ A}.

Propiedades. Este morfismo ¢ : A — A* verifica que:

= es morfismo de A*-mddulos por la izquierda y por la derecha, por ser
cada polaridad A; — A’ morfismo de A’-mdédulos por la izquierda y por
la derecha;

= es una métrica simétrica, ¢(a)(b) = ¢(b)(a), ya que la métrica de la traza
de cada A} lo es;

= es un morfismo inyectivo, es decir, la métrica que define es no singular,
por serlo la métrica de la traza de cada AJ;

= la imagen de ¢ es densa en A*: En efecto el morfismo natural @E; — [[E;

es denso, es decir, ®E; — []E; es epiyectivo, porque el morfismo dual es
i i

un morfismo inyectivo entre médulos cuasi-coherentes ya que @ E; — [[EF

es inyectivo.

= laimagen de ¢ es el A*-submddulo cuasi-coherente (pues es isomorfo a A)
méximo de A*: sea w = (w;)icr € [[ AF un elemento tal que w; # 0 para
infinitos {ndices . Los elementos (...,0,w;,0,...) = (...,0,1,0,...) - w
pertenecen al A*-submoddulo generado por w, luego éste es un A*-médulo
de dimensién infinita y w no puede pertenecer a ningin A*-submédu-
lo cuasi-coherente (si perteneciese a alguno, entonces estaria incluido en
algiin A*-submdédulo suyo de dimensién finita).

Teorema 4.5.39. Sea A* un esquema de dlgebras separable. Si en A hay defini-
da una métrica simétrica Ty = (—, =), A*-lineal, (i.e., Ta(a-w,a’) = T(a, w-a’),
para todo a,a’ € A yw € A*), entonces la métrica Ty es, salvo un factor de
Z(A*), la métrica natural ¢.
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Demostracion. La polaridad T : A — A™* es un morfismo de A*-médulos, por
la izquierda y por la derecha. Por tanto, T, aplica cada sumando A; en cada A}.
Sean ¢;,T; : A; — A7 las restricciones de ¢ y T, sobre cada A,. El morfismo
T; o d)i_l A7 — A7 es un morfismo de A7-mddulos por la izquierda y por la
derecha. Ahora bien, los morfismos de A;-médulos de A} por la izquierda son
las homotecias por elementos de A7, si imponemos ademds que sea morfismo de
A’-médulos por la derecha, entonces es una homotecia por elementos de Z(A).
Asi pues, T; = z; - ¢i, con z; € Z(AF). Como Z(A*) = [[Z(A}) se concluye
(2

K2

facilmente. O

Sea G = Spec A un k-grupo afin semisimple. Supongamos por sencillez que
k es un cuerpo algebraicamente cerrado. A* = [[Endy(E;), donde {E;}icr
T

(médulo isomorfismos) son las representaciones irreducibles de G. El morfismo
de la traza A7 = Endi(E;) — A; aplica la unidad 1; de A} en xg,, pues
tr(1;-g9) = xg, (9). Por tanto, ¢(xg,) = 1;. Como 1;-1; = d;; - 1; obtenemos que

<XE,” XEJ> = 51';'-

Como A*-mdédulo A esta generado por los xg,, pues Im ¢ estd generado por
los 11

A es isomorfo a Im ¢ como A*-mddulo por la izquierda y por la derecha.
Recordemos que la integral invariante wg de G se corresponde con 1;, siendo
E; = k la representacién trivial de G. Por tanto, como wg - 1; = 0, si E; no es
la representacion trivial, y wg - 1; = 1, si E; = k es la representacion trivial,
entonces wg - Xg; = 0 si Ej no es la representacion trivial, y wg - xg, = 1, si
E; = k es la representacion trivial. Recordemos que xger = XE + xE. Por
tanto,

wg - xXg = dimg EC.

Sea * : A — A, a — a* el morfismo inducido en los anillos por el morfismo
de paso al inverso de G. Si E es una representacion de G, consideraremos E*
también como G-médulo por la izquierda: (g * w)(e) = w(g~! - e). Se cumple
que X% = X+, pues la traza de g~! € G operando en E es igual a la traza de
g operando en E* (que opera por el inverso transpuesto de g).

Teorema 4.5.40. Sea G = Spec A un grupo semisimple y wg € A* su integral
invariante. El morfismo

A - A" a—wgla™—)
donde wg(a* - —)(a’) = wg(a* - a’) coincide con la métrica natural de A.

Demostracion. Veamos en primer lugar que A — A*, a — wg(a* - —) es un
morfismo de G-médulos por la izquierda y por la derecha:

*ok

we((g-a)—) =wg(a™g =) Zwg((a*g~ " —)-g9) = wela

*

—g) = g-(wg(a*-—)),
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donde = se debe a que
(9-a)*(g") = alg

y = se debe a que ¢ - we = we.
Del mismo modo se comprueba que es morfismo de G-mdédulos por la derecha.
Podemos suponer que k es algebraicamente cerrado. Sélo nos falta probar
que los {xg, }, donde {E;}; son las representaciones irreducibles de G, son orto-
normales:

wa(Xg, - XB;) = we(XEr0E,) = Wa - XEroE; = dimg Homg (E;, E;) = ;.
O

Expresemos con (—, —) la métrica canénica definida en A. Dados a,b € A,
tenemos que (a,b) = ¢(a)(b) = wg(a* - b). Si denotamos we = [ dg entonces,

(a,8) = / a(g™) - blg) dg.

La imagen del morfismo ¢ : A < A* es un ideal bildtero, luego un subanillo,
aunque sin unidad: (...,1,1,1,...) € @A} =Im ¢.

Definicién 4.5.41. Mediante la identificacion A i Im ¢, el producto del sub-
anillo induce en A un producto, que se llama producto de convolucion.

Sean a,b € A, w' = ¢(a), w” = ¢(b) y denotemos el producto de convolucién
por *. Entonces

axb=¢ t(w -w")=w ¢ (W) =w-b.

Por tanto, (axb)(z) = (w'-b)(z) = b(z-w') = (x-w')(b) = w'(b-x) = wg(a*-(b-x)).
Si denotamos wg = [ dg entonces

(axb)(x) = / a(g™!) bz - g) dg.

Tlustremos esta definicién con un ejemplo.

Ejemplo 4.5.42. El semigrupo con unidad M, = Speck[x11,...,ZTnn] €s semi-
simple, luego en A = kl[z11,...,Tns] tenemos un producto de convolucidn,
definido de la siguiente manera:

Denotemos por 6;; la matriz cuyo coeficiente ij es 1 y todos los demds son
nulos. Es facil comprobar que ¢~ (8;;) = z;;. Entonces

0 sii#tj

.. .
X g S11 =)

Tijxxij = ¢ (D(wig) - plwiy)) = ¢ (855 6jrar) = {
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_1 —_— .. . . .. y
En general, ¢~ (85,5, - -+ 0ij.) = Tjyiy - - - Tjq, Y Se tiene
(‘Thjl L. IiTjT) * (xiiji et .Ii/rj;) =
0 sir#s
12 @itgony o Tigo) Gigqysigydids SIT =S
*o€S,

donde la dltima “delta” es una delta de Kronecker (generalizada).

Teorema 4.5.43. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si en A hay defini-
da una métrica simétrica Ty = (—, =), A*-lineal, (a-w,a’) = (a,w - d’), que es
no singular sobre toda subcodlgebra finita, entonces A* es separable y la métrica
es, salvo un factor de Inv (Z(A*)), la métrica natural ¢.

Demostracion. Sea M C A el submddulo semisimple maximal, M = ®A,,
donde los A} son algebras simples. Ademads, los A; tienen estructura de coalge-
bra, luego por hipétesis la polaridad de la métrica (—, —) restringida a A; es un
isomorfismo.

La descomposiciéon de M = @©A; es ortogonal, pues A; L A;: para w =
(1,0) € A7 x Aj se verifica que

(a;,a;) = (a; - w,a;) = (a;,w - a;) = (a;,0) =0
Por tanto, la polaridad es inyectiva sobre M y podemos descomponer A =
MaeM*, donde M+ es un A*-submédulo porque la métrica es A*-lineal. Puesto
que todos los A-médulos simples estdan en M, M+ = 0y A = M, es decir,

A* = M* es semisimple, luego A* es un esquema de algebras separable porque
k es algebraicamente cerrado. O

4.5.5. Integral invariante de SI,,, de Gl, y de O,

Por las secciones anteriores sabemos que

Sl, = Speck[x11,. .., Tnn]/(det(x;j) — 1),

1
Gln = Spec k[fL’]l, ooy Lyn, m]
y
1
O,, = Speck[z11,. .., Tnn, m]/(z TikZjk — 0ij)

son grupos semisimples, luego para cada uno existe una integral w invariante
por la accién del grupo y tal que w(1) = 1. Esta seccién la vamos a dedicar al
calculo de estas formas lineales.
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Integral invariante de Sl,. Sea A = k[x11,...,Znn]/(det(x;;) — 1) el anillo
de funciones del grupo lineal especial. Sabemos que A* descompone en pro-
ducto directo de &dlgebras simples, siendo una de ellas la correspondiente a la
representacién trivial

A" =k -wg, xB*.

Se verifica que k - wg;, = A*¥'" luego debemos calcular los invariantes de
A* por Sl,. La integral invariante, wg;, , es la forma lineal invariante por Si,
univocamente determinada por la ecuacién wg;, (1) = 1.

Denotemos Apr, = k[z11, .- ., Tny] €l anillo de funciones algebraicas de M,,.
Como Sl,, C M, tenemos

A" = k[SI,] C K[M,] = A},

Calcularemos primero los invariantes de k:[M | por la accién de Sl,, y luego
calcularemos los que pertenecen a A*. Puesto que Ay, es un Sl,-mdédulo semi-
simple, descompone en la suma directa

donde S; son Sl,-submddulos simples, pero ya no Sl,-invariantes. Tomando
dual tenemos que

KIM,] = A%y, = (AF) HS )% ([ Ish)

pues si un grupo opera en un médulo trivialmente, en su dual opera del mismo
modo, y viceversa.

Sea ¢ la métrica canénica de Ay, (o cualquier otra multiplicada por un
invertible de Z(A%, )). La polaridad ¢ : Ay, = Aj;" & B — (A7")* x B,
que es un morfismo de Sl,-mdédulos, cumple que

S(A) C (AF)" = (Ahy, )"
y ¢(B) C B*. Como
¢(AM7L) = A}‘V[n?

entonces p(AF") = (A*I‘Vln)Sl". Calculemos pues A7/
La sucesion exacta de grupos

1 - s, ¢ G, — Gl,/Sl,=G, — 1

T det(T)

nos indica que

Sl
1 " 1
Gm = SpeC (k[.’l’:ll, ooy Lyn, det(x”)]) = SpeC k’[det(aﬁl]), W]

e I]L’ij)
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luego
1
k‘[xlly o axnn]Sln = k:[a;u, PN ,J}nn] n k[d@t(l‘i]‘), W] = k[d@t(l‘w)]
ij
y por tanto

(k[X11, -, Xnn) )" =k x k- ¢(det(xs5)) x ..., xk - p(det(x;;)") x ...
Recordemos que denotabamos por ¢;; la matriz de coeficientes nulos, salvo el ij

que vale 1. Como aplicacién lineal sobre k[z;;], d;; coincide con —— |;:

8%1']'
0
¢(zij) = 92,0 o
y en general
1 9 9
(b(‘riljl N .‘ri'mjnL) — mﬂ LR m |O

Segtin esto, como el determinante de las funciones z;; es un polinomio ho-
mogéneo de grado n,

1 0 1 0
¢det(zij)) = —det (&rﬂ) lo = —jdet (é)xm) lo-

Del mismo modo,

d(det(xi;)") = ﬁdetr (af]) lo-

) (llamado operador Q u operador de Cayley) y denotemos

0

Sea D = det <
3;162-]-
D§ = DT |,. Tenemos que

(k[xll,...,xnn]*)Sl":kxk~D0><...><k~D6><...

Calculemos ahora las 1 € (k[X11,...,Xnn] )" tales que se anulan sobre el
ideal I = (det(z;;) — 1). Como W es Sl,-invariante, tenemos que 0 - wg;, = W.
Por tanto, @w(I) = 0 si y sélo si @w(ws;, - I) = w(I%) = 0.

Por tanto, si w se anula sobre las funciones

det™ (l‘ij) - detnil (l‘ij)

para todo n > 0, entonces W = wg;,, si exigimos w(1) = 1. Sea W = A\g+ A1 Do +
...+ A:D{+. .. tal que se anula sobre las funciones anteriores. Eso significa que

AlDo(det(Iij)) — )\0 = 0,
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)\QD(Q)(detz(xij)) — M Do(det(z45)) =0,

AlDé(det’(xw)) — )\ileéil(detiil((Eij)) =0.

Si w(1) = Ao = 1, entonces

1
M= Dy (det(ey)”
1, _ MDo(det(ziy)) _ 1
> D2(det*(zi;))  DE(det?(xi;))’
1
N = Dy et ()’

Luego

D;
© =2 Didett (o))

i

Sélo falta determinar el valor de Df(det(z;;)) € k.
Lema 4.5.44. Se cumple que D(det"(x;5)) € k[z11, ..., Tpn)'n.

Demostracion. Dado S € Sl,,, consideremos el morfismo de traslacién 75 :
M, — M,, A — S o A. Este morfismo induce un morfismo natural entre
los anillos de funciones 7 : k[z11,...,Zpn] — k[z11,. ., Zna], f — fo Tgl.
A su vez éste induce un morfismo natural entre los mdédulos de derivaciones
Der = Dery(k[zj], k[zi;]), 7' : Der — Der, D+ 1o Dot~

Es facil comprobar que

()5

También es facil comprobar que dadas n-derivaciones Dy, ..., Dy, 7((D1o...o0
D,)(f)) = (t"(D1) o...o7(Dy))(7(f)). Por tanto,

T(D(det"(z5))) = ‘(T/ <8i’j>)

= |S| . D(detr(a:ij)) = D(detr(mij)).

ST

T (det"(wij))

(T(det"(zi5))) = |So < . >”

Lema 4.5.45. Se verifica que
D(det" (i) = pr - det” (z45)
donde
(r+n-—1)!

P =1-(r+1)-...-(r+n—-1)= =)
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Dolgachev llega al mismo resultado en [11, 2.1].

Demostracion. D(det”(z;;)) es un polinomio homogéneo de grado n - (r — 1)
invariante por el especial lineal, luego es igual a p,.,, - det” ! (x;;). Calculemos

Hr,n-
Procedamos por induccién sobre n. Para n = 1 el lema es obvio. Hagamos

médulo (x;; — 51])@)]’ en k[z11,...,%n,). En tal caso pi,.,, - det"™™ ! = ;.. De-
notemos det l]: el menor del complementario de las columnas i1,...,%4, y
filas ji,..., ]T. Igualmente, denotemos Dﬁ;: el determinante de las parciales

correspondientes a las variables del menor anterior. Como siempre, x;; denota
el elemento de la fila ¢ y la columna j.

firn = D(det") = D((ZH)W -1 - det!)")

= D(z%, - (det])" 47 - qu VY - (det) ™t - det} 4. )
i#1
=r . Di(det])" +r- ZD}((det%)“l - det})
i#1
F e (i + S DN(dethi) 1 - det?))
i#1
s+ 3 DM (et - dett)
2751]751
(s + DU 1) iy dehl) )
z;él j#1
1 ks
r- (Mr,n—l + Z;D%((det%) ))
i#1

n—1
r- (Mr,nfl + T . Mr,nfl) = (7“ +n— 1) CMrn—1-

Luego
D" (det"(zi5)) = pr - fy—1 - - - - p11.

Toda representacion lineal de SI,, es un submédulo de una suma directa de
la representacién regular (es decir, del anillo de funciones de Si,,). El anillo
de funciones de SI,, es un cociente del anillo de funciones de M,,. Por ultimo
el anillo de funciones de M,, = Endi(FE) estd contenido en una suma directa
de F ® .M. ® E. Calculemos los invariantes de Sl,, operando en estos espacios
vectoriales.

Proposicion 4.5.46. Sea Sl, el grupo especial lineal de los endomorfismos
lineales de E (dim E = n). Consideremos la accion natural de Sl,, en EQ M. QF,
g- (11 ®...QUR) =g V1 ®...R¢-vy. Se cumple que:
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1. (E®.".®E)% = A"E.

2.
(E@meE)S = Y o(A"E® .7 ®A"E)

0ESnm

donde o € Sy, opera en E ® "M @ E permutando los factores.
3. (E® ™ @ E)S» =0 si m no es miiltiplo de n.

Demostracion. Recordemos que el morfismo natural del grupo de matrices en
su algebra envolvente se expresa como sigue

End(E) — [[ S"Endi(E), g+ (9- " g)m-

La operacién natural de Endy(E) en E® ™ ® E extiende a una unica estructura
de [[S™Endy(E)-mdédulo, que es proyectar [ [S™Endy(E) en el factor m-ésimo,

S™Endy(E), y hacer operar éste en £ ® ™. ® F via su inclusién en Endy(E) ®
. @ Endg(F), es decir,

1
(gl 'gm) : (vl ®®Um) = ﬁ Z go(l)(vl) ®"'®go(m)(vn)’
O'ESWL

1. Tenemos que calcular wg;, - (E®.".® E) = D (E®.7.® E). Fijada una
base de E, {e1,...,e,}, observemos que 0;; = % se corresponde con la
matriz d;; que aplica el vector e; en e; y los demds vectores en el cero.
Ahora es claro que D-e;, ®...®e;, = %eil A...Ne;, , es decir, multiplicar
por D es un multiplo del operador de hemisimetrizacion.

2. La componente de grado r = nm de wg;, es salvo escalares D™, que es

igual salvo escalares a Y. oo (D ® .™ ® D)oo~ t. Luego,
O’ESnm

(E@mmeE)SC Y oA"E®.m o A"E).

0ESnm

La inclusién inversa es obvia.

3. wgy, € [[S"Endg(FE) y sus “componentes” de grado r son nulas cuando r

kA
no es multiplo de n.

Podemos calcular la dimensién de (E ® " @ E)St:
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. Dm nm
dimy,(E ® " ® E)%'" = wgy, - Xpgrmen = W(XE )
Dm nm
D™ m m (mn)!
= W($11'~--'$nn' min )
_ (mn)!
~ Dm(det™)’
Integral invariante de Gl,,. Sea A = Speck[z,..., Tnn, m] el anillo de

funciones del grupo lineal. Como en el caso anterior, (A*)%" = k- wg;, , donde
wgi,, es la forma lineal sobre A tal que es Gl,-invariante y wgy, (1) = 1. Pero
por otra parte, (A*)%n = ((A*)%m )5l luego primero calcularemos (A*)%m =
(A%m)* y entre esas formas lineales, buscaremos las invariantes por SI,,.

El grupo multiplicativo opera sobre una funcién z7; de grado r asi: Axz7; =
A" - x7;, luego las funciones invariantes son los polinomios homogéneos de grado
n - r cociente por det” (x;;):

U { polinomios homogéneos de grado n - r}

AGnL —
det” (JZZ])

reN

Buscamos las formas lineales w : A" — k invariantes por Si,. Para ca-
pnvr(xij)
det”(xij)
nomio homogéneo de grado n - r }, debe ser Si,-invariante. Puesto que las
funciones det"(x;;) ya son invariantes por Si,, wgi, restringida a los poli-
nomios homogéneos de grado n - r, que llamaremos w,., debe ser Si,-invariante.
Como w, € (polinomios homogéneos de grado n - r)* = (S""End(E)*)* =
ST"Endg(E) C [[S°Endi(E) = k[z11,.-.,Znn]*, para que sea Sl,-invariante
1

det” (.IIZJ)
det” (iEZ])

da r € N esta forma restringida a { , donde pp..(z;;) es un poli-

debe ser w,. = «,. - D". Si ademds w debe ser 1 sobre 1 = € A%m  eso

equivale a que 1 = wy,(det"(x;5)) = o, - D" (det" (x;;)), luego o, =

y

Dr (detr(xij))

D D

N Dr(det’“(mij)) N J2 7R V5 § '

W

La integral invariante wg;, de Gl,, que hemos determinado?, como forma lineal

4Marcel Bokstedt comprueba en “Notes on Geometric Invariant Theory” (disponible en la
direccién de internet http://home.imf.au.dk/marcel/GIT/GIT.ps) que la integral asf definida
es el operador de Reynolds del grupo lineal, y afirma que Cayley, en cierto sentido, ya la habia
obtenido.
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sobre A es
Ds(dets(z;))

Integral invariante de O,. Sea T, una métrica simétrica no singular sobre
un espacio vectorial F de dimensién n. Sea O,, el subgrupo del grupo lineal de
las simetrias de T5. En la variedad algebraica S2E* de las métricas simétricas,
independientemente de la base escogida de E, podemos definir (salvo un factor
constante multiplicativo) la funcién det que asigna a cada métrica su determi-
nante. Asf pues, podemos considerar el abierto S?E* — (det)o. La sucesién de
morfismos de variedades

1 - 0, — GIE) — 8?E*— (det)g — 1

S —  StoTy08

muestra que S?E* — (det)q es la variedad cociente de GI(E) por el subgrupo
ortogonal O,, (operando O,, en GI(FE) por la izquierda). Fijando una base en

E, diremos que k[x11, .. | es el anillo de funciones de GI(E) y

. axnn; det(l‘”)

1
Elyi<j, W)} el anillo de funciones de S?E* — (det)o. Entre anillos tenemos
T eetyiy
el morfismo inducido

1 1
k 1<js 7 .7\ k yeorsTny 7
[y <j det(yij)] — [xn T det(xij)]
Yrs = [(l'”)t [¢] T2 o (xlj)]'r‘s
det(yij) — det($ij)2 ~detTs.

Las funciones algebraicas de GI(E) invariantes por O,, se identifican con las
funciones algebraicas de S?E* — (det)o. Por tanto, en el morfismo End(E) —
S?E*, S+ StoT 08, las funciones de S?E* se identifican con las funciones de
End;(E) invariantes por O,, (por la derecha).

Expresemos estas igualdades sin fijar bases. Hemos definido el morfismo

Endy(E)=E*®E — S°E*
wRe — Cg”i’(w®e®T2®e®w)
=Th(e,e) ww

que induce un morfismo entre los anillos de funciones S'(S?E) — S (Endy(E)*),
que se expresa explicitamente como sigue

S?E — S?*(Endix(E)*), s—Th®s
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(pensamos S?(End(E)*) como cociente de E*@ FEQE*®FE = E*QE*QFE®QE).
En general,

S™(S2E) — S?™(Endg(E)*)

S1 e Sy = THoRXMRXTo®s1®...R0 S,

(pensamos S?™(End(E)*) como cociente de (E* ® F) ® 2 ® (E* ® E) =
E*@MQE*QEQ®M™MQE).

De modo equivalente calculemos las funciones de Endg(E) que son O,,-
invariantes por la izquierda.

La sucesién de morfismos de variedades

1 - 0, — GIE) — S?E—(det)g — 1
S — SoT?08?

muestra que S?E — (det)y es la variedad cociente de GI(E) por el subgrupo
ortogonal O,, (operando O,, en GI(E) por la derecha).

De nuevo, las funciones de S?E se identifican con las funciones de Endy (E)
invariantes por O,, (por la izquierda).

Hemos definido el morfismo

End,(E)=E*®E — S°E

wRe — CS’”i(e®w®T2®w®e)
=T} w,w)-exe

que induce un morfismo entre los anillos de funciones S"(S?E) — S (Endy(E)*),
que se expresa explicitamente como sigue

S2E* — S?(Endi(E)*), w—w®T?

(pensamos S?(Endy(E)*) como un cociente de E* @ EQ E*®@ E = E* ® E* ®
E ® E). En general,

S™(S2E*) — S?™(Endg(E)*)

Wl oo Wy, — W Q... Qup®T?2®. ™ T2

(pensamos S?™(End(E)*) como cociente de E**™ ® E?™). Por tanto, los inva-
riantes de S?™(Endy(E)*) por la accién de O,, por la izquierda y por la derecha
son

(T Ty)@d'(T? R . ®T?))s.0/cSom
={(Th®.7T)Rd(T?®. ™ QT?))secs,,, -
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Sea Ap,, el anillo de funciones algebraicas de O,, y Ay, el anillo de funciones
algebraicas de M,,. Por tanto, la componente r-ésima [wo, ], de la integral in-
variante de O,,, wo, € A5 C A}, = [[S"Endg(E) es

T

wo,lr= Y Ao (@ " @T)@c(T?@ ™.@T?) sir=2m,
oE€Sam
[wo,]r =0 sir=2m+1.

Proposicion 4.5.47. Consideremos la accion natural de O, en E® .7. ® E,
g-(e1® - ®e.)=g-e1®...Q0¢-e.. Se cumple que:

1. (E®?rtle E)9 =0.
2. (E®2m@ E)% = (0(T? ® ™ @ T?))ses,,, -
Demostracion.

1. wo, - (E®2?"t1 @ E) = [wo, Jami1 - E®2m+1l _ (. pe2m+1 _ ().

2. [wo,lom = D Ae(Te® ™ @Te)®c(T? ® ™ ® T?)y tenemos la igual-

ocE€Sam
dad

(e meT)o(T?®.m e T?)

1
B (2m)! Z o (To@ @) ®do(T?®.meT?)
" 0'ESam

via la inclusién S?™Endy(E) C E*®?™ @ E®?™, Ademds, E*®?™ @ F®2m
opera en E®?™ contrayendo cada forma lineal con el correspondiente vec-
tor.

Por tanto,
(E®2m)On = wo, - E¥*™ = [wo, Jam - E®*™ C (0(T? @ ™. @ T?))pes,,, -
La inclusién inversa es obvia.

O

Consideremos la inclusién S, — So,,, que asigna a cada o € S, la per-
mutacién que seguimos denotando por o definida por (2i) = 20 (i), 5(2i—1) =
20(i) — 1, para todo 1 < i < m. Sea (Sz x.™. x S2) el subgrupo de Sa,, generado
por las permutaciones (2¢ — 1, 2i), para todo 1 <i < m.

Para todo 7 € (Sy x /™ x S3) X S, se cumple que 7(T? ® . @ T?) =
T? @ ™ @ T?. Por tanto, dados 7,7’ € (S3 x .. x S3) X Sy, tenemos que

(T T)Rc(T?®@ M T?) =1(Ta®@ ™. T) o7 (IT?® ™. @ T?)
=(TLem™Th) 1t ler(T?® ™ & T?).




4.5. INVARIANTES. OPERADOR DE REYNOLDS 133

Dado o € Sy, existen 7,7 € (Sg x ™ x S3) X S, tal que 707’ permuta los
nimeros impares entre s{ (y los pares entre si), es mds podemos suponer que
sobre los impares es la identidad. Por tanto,

{TQ R Ty ® T12<7(1) & .M T,fw(m)}aesm

forman un sistema generador de las funciones de M, invariantes por la izquierda
y por la derecha, y denotamos por T120(1) ®.m ®T5m(m), T(T?*®.7.®T?), donde
7(2i — 1) = 2i — 1 y 7(2i) = 20(¢). Ahora dado o’ € S,, C Sa, igualmente
obtenemos que

LemeheTy o™l

o(m)

=TemMeT, T2

lo'oo’ ~1(

m 2
H® T,

mo’oo’ =1 (m)”

o,0 'm di o~ o’ si Slosioy o j
Dados 0,0’ € S, diremos que "siy sélo si " son conjugados entre
si. Por tanto,

T, T12c7(1) Q.7 Tia(m)}[g]esm/N

forman un sistema generador de las funciones de M,, invariantes por la izquierda
y por la derecha. Es mas, forman una base, como vamos a ver.

Consideremos el morfismo S?E — Endy(E), T2 — T oTy, que asigna a ca-
da métrica T'? el endomorfismo asociado (a la pareja T2, T" 2). Es bien conocido
que dos métricas son isométricas (respecto a T3) si y sélo si sus endomorfismos
asociados son equivalentes. Por tanto, la 6rbita del endomorfismo asociado a
una métrica T"° (por la accién por conjugacién del grupo lineal) corta en S?E
en la 6rbita de 772 por la accién del grupo ortogonal de To. Ademas las érbitas
de todos los endomorfismos asociados (por la accién por conjugacién del grupo
lineal) recubren el conjunto de los endomorfismos diagonalizables, que contienen
un abierto no vacio. Como consecuencia se obtiene que las funciones de M, in-
variantes (por la accién por conjugacién del grupo lineal) estédn incluidas en las
funciones de S?E invariantes por el grupo ortogonal.

Componiendo los morfismos Endy(E) — S?E — Endy(E), T +— TT?*T! —
TT?T*T,, tenemos que las funciones de Endy(E) invariantes por la accién por
conjugacién del grupo lineal (que hemos calculado en la Proposicién 4.5.38)
se inyectan en las funciones de Endy(E) invariantes por la izquierda y por la
derecha por la accién del grupo ortogonal. Explicitamente,

hmm®m®M%mﬁ—»B®m®B®mm®ﬂ®ﬁwm
Not. Not.
o [

Ahora es claro que la inyeccién es una epiyeccion, es decir, las funciones de
Endy (E) invariantes por la accién por conjugacién del grupo lineal se identifican
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con las funciones de End(E) invariantes por la izquierda y la derecha por la
accién del grupo ortogonal.

Hemos calculado las w € A}, que son O,-invariantes por la izquierda y por
la derecha. Para calcular la integral invariante wo, de O, nos falta imponer
que w(I) = 0, donde I es el ideal de funciones de M, que se anulan en O,,.
Ahora bien, como wo,, - W - wo, = W, tenemos que w(I) = W(wo,, - I -wo,) vy
wo,, - I -wo,, son las funciones de M,, que son O,-invariantes por la izquierda y
por la derecha que se anulan en O,,. Las cuales se identifican con el ideal I’ de
las funciones de M, invariantes por la accién por conjugacion del grupo lineal
que se anulan en Id € M,.

Por la Proposicién 4.5.38, ACA*}” = @k[S,,]°™, donde

m

E[Sm]®™ =< & >[5)es,,/~C S™(Endy(E))*.

Tenemos que wo,, - I - wo,, se identifica con

I'=o<l-— N
O <1= 5qay) Tlesn/

donde Id; = Id ® ™. ® Id. Si o es producto de r ciclos disjuntos (incluidos los
ciclos de orden 1) es facil comprobar que 6(Id;) =n".

Denotemos w, "= T ® 7. © Ty @ T, ) ® "™ @ T2, € S™Endy(E). En-
contrar wo,, = 1+ > > cg. /oA - Wo cumpliendo wo, (I) = 0 equivale a
m>0

resolver para cada m el sistema de ecuaciones (variando o’ € S,/ ~)

0ESm [~

we (

Si denotamos Ay, = 6’([6271/))’ entonces
()‘U)UESm/N = ()\ao’);lg/esm/w . (17 ey 1)

Demos los tres primeros términos de wo,,:

Ty @ T2
wonzl'i‘&

N (=3n—6) ThTheT?@T?+ (Bn2+3n+3) ThehheTh, T
nt+n3+n?2—-3n




Apéndice A

Extensiones de esquemas de
algebras

A.1. Extensiones de modulos

La teorfa del descenso fielmente plano (véase [28], por ejemplo), dice que
dado un “haz” E en R, los haces E’ sobre R que por cambio de base fielmente
plano R — S son isomorfos a Eg estén clasificados por H'(S/R, Aut(E)). Si en
vez de considerar morfismos fielmente planos “como recubrimientos abiertos”,
se consideran otro tipo de morfismos “convenientes”, se pueden desarrollar de
modo equivalente otras teorias de descenso.

Sea Cy la categoria de A-mddulos sobre N, es decir, la categoria cuyos
objetos son A-médulos R, dotados de un morfismo fijado de A-médulos N — R,
y los morfismos entre dos objetos N — Ry N — R’ son los morfismos de A-
médulos f: R — R’ que hacen el diagrama

R f R

N

N

conmutativo.

Dados I y R objetos de Cy diremos que un morfismo R — [ es un re-
cubrimiento si es inyectivo. Dado un recubrimiento N — I y E un objeto de
Cn, denotemos E; := E @y I. Observemos que dados E, E’ objetos de Cy, un
morfismo E — E’ es isomorfismo si y sélo si E; — E7} es isomorfismo.

Diremos que un funtor covariante aditivo F' sobre Cx es un haz si para todo
recubrimiento R — I, la sucesién

F(R)—- F(I)=z F(I®grlI)

135
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es exacta, es decir, F' es exacto por la izquierda. Dado un recubrimiento R — I,
tenemos la sucesién exacta

R —— 1 IPrl ——= IPrI®DRI ...

Denotemos por I'(R) el complejo (de cocadenas) diferencial recién definido.
Definimos H (I /R, F') como la cohomologia H (F(I'(R))).

Proposiciéon A.1.1. Sea I un mddulo inyectivo, R — I un recubrimiento y
F un haz sobre Cn. HY(I/R, F) coincide con el primer funtor derivado (por la
derecha) de F en R.

Demostracion. Consideremos el complejo R --» I'(R) recién definido. Resolva-
mos este complejo por inyectivos, I’(R) --» I'(I"). El bicomplejo F'(I'(I")) tiene
la primera fila y la primera columna aciclicas, ya que tanto I como I (R) son
inyectivos. F' es exacto por la izquierda. Estas condiciones son suficientes para
asegurar que

HYI/R,F)=H'(F(I'(R))) = H'(F(I'(I'(R)))) = H'(F(I'(R))) =: R'F(R).
O

Sean M y N dos A-médulos. Dada una sucesién exacta de A-médulos
0—-N—-FE—-M-—0

diremos que E es una extension de A-mddulos de M por N. Un ejemplo de
extensién es la extension trivial E = N @ M, con los morfismos obvios N <
NeM,NoM— M.

Dadas dos extensiones E' y E' de M por N, diremos que un morfismo de
A-médulos E — E’ es un isomorfismo de extensiones si el siguiente diagrama

es conmutativo
O - N - F — M — 0

[ l [
0 - N —-— B — M — 0

Vamos a clasificar las extensiones de médulos de M por N, médulo isomor-
fismos.

Dar una extensién E de M por N es dar E objeto de Cy con N — FE
inyectivo y donde fijamos el conticleo M del morfismo N — E.

Si E’ es una extension de M por N y Ef — E} es un isomorfismo (en
Cr), entonces E es una extensién de M por N (de modo que E; — E} es un
isomorfismo de extensiones).

Si N — I es un recubrimiento, I un A-mdédulo inyectivo y E una extension
de M por N, entonces E; es isomorfa a la extensién trivial (de M por I).

Los automorfismos de extensiones de E, que son los automorfismos (en Cy)
de E que inducen el morfismo identidad en M, se identifican con Hom 4 (M, N):
dado un automorfismo de extensiones f : £ — FE, se define h : M — N,
m =é+— h(m) =e— f(e), y dado un morfismo de A-médulos h : M — N, se
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define f : E — E, e — e — h(€). En general, los automorfismos de extensiones
de Ey se identifican con Hom 4 (M, I).

Los objetos R de Cy los podemos considerar como haces R en Cy: R(I) =
R ®n I.Y los cambios de base definen los cambios de base naturales de haces:
Dado un morfismo f : N — I y un haz F en Cy definimos f*F en C; por
f*F(Q) := F(Q). Dado un haz G en Cy, definimos f.G en Cy por f.G(Q) :=
G(Q @ I). Se cumple que f*R = Rry f.R =R

Auty; (E) = Homu (M, —), donde Auty;(E) es el funtor definido sobre Cy
de la siguiente manera

Aut s (E)(I) = Autpre, (E ®n I) = Homa (M, I).
Por tanto, al ser Hom 4 (M, —) un funtor exacto por la izquierda,
HY(I/N,Aut;(E)) = Extl{ (M, N)

si I es un A-médulo inyectivo. Ahora ya, con los mismos calculos de la teoria
de descenso fielmente plano, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema A.1.2. [16, III, 2.4] Hay tantas extensiones de mddulos de M por
N, médulo isomorfismos, como elementos de Exty (M, N).

A.2. Extensiones de A*-modulos

En esta seccién utilizaremos concisamente los argumentos cohomoldgicos y
la teoria del descenso en el contexto de los esquemas de mdédulos.

Proposicion A.2.1. Sea A un funtor de k-dlgebras, sea Cproq la categoria de
funtores de A-mddulos y sea Cyect la categoria de los funtores de k-espacios vec-
toriales. El funtor “olvidar la estructura de A-mddulo” ¢ : Cprroq — Cvect, M ~~
M tiene un funtor adjunto, que es Ad(@) : Cyect — Crrod, M ~» Homy (A, M).
Es decir, si M es un A-mddulo y N es un funtor de k-espacios vectoriales se
cumple que

Homy (M, N) = Hom 4 (M, Homy (A, N)). (A1)

Denotemos RY := Ad(¢) o ¢, i.e., R°(M) = Homyg(A, M). El morfismo
Id: M — M define un morfismo natural M — R°(M) = Homy (A, M) median-
te la ecuacién (A.1). Si aplicamos R’ a este morfismo obtenemos un nuevo
morfismo R*(M) — R°(R%(M)) = Homy (A ®; A, M) ademés del natural, y
asi sucesivamente obtendremos el complejo

M —— R°(M) —_ RUR"(M)) =—= ....
Denotemos M --» R’ (M) este complejo, que es exacto: El morfismo identidad
Id : Ad(¢)(N) — Ad(¢)(N) define por adjuncién un morfismo candénico (¢ o
Ad(¢))(N) — N, luego tenemos morfismos canénicos ¢(R*(M)) — ¢(R=H(M))
que resultan ser unos operadores de homotopia (o una homotopia contractiva)
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del complejo ¢(M) — ¢(R (M)). Por lo tanto, este complejo es homotGpico a
ceroy M — R (M) es exacto por ser ¢ un funtor fielmente exacto (es decir, una
sucesion es exacta si y sélo si lo es al aplicarle ¢).

Si aplicamos ¢ a R (M) obtenemos un complejo escindido, e igualmente si
aplicamos R°.

Sea Cj; la categoria de los funtores de A-moddulos sobre M, es decir, sus
objetos son los funtores de A-mdédulos R dotados de un morfismo M — Ry
los morfismos entre dos objetos M — Ry M — R’ son los morfismos de A-

médulos f : R — R tales que M — R L. R’ es el morfismo M — R'. Dado
R°(M) denotemos por C"(M) el siguiente complejo
M - R°(M) —_— RY(M)oyR' (M) —= R (M)onuR(M)Dy RO (M) ...
que es de nuevo exacto (y k-escindido). Ademéas, R°(C"(M)) = C(R°(M)) y
R (C"(M)) es un bicomplejo de columnas y filas exactas.

Si S es un funtor covariante aditivo de Cj; exacto por la izquierda,

HY(R(M)/M,S) := H'(S(C"(M))) = H'(S(R (C"(M)))) = H'(S(R (M))).

Si ahora consideramos A = A*, entonces RO(M) = A ®;, M y resulta
ser un A*-médulo cuasi-coherente inyectivo, porque Homa«(—, A ®; M) =
Homy (—, M) es exacto en la categoria de los A*-mdédulos cuasi-coherentes. Por
lo tanto R (M) es una resolucién de M por A*-médulos cuasi-coherentes inyec-
tivos.

Podemos desarrollar la teoria de extensiones de A*-modulos cuasi-coherentes
de modo totalmente andlogo a como hemos desarrollado la teoria de extensiones
de A-médulos.

Sea F una extension de A*-mddulos cuasi-coherentes del A*-moddulo cuasi-
coherente M por el A*-médulo cuasi-coherente N. Los automorfismos de exten-
siones de E se identifican con Homa« (M, N). Si N es un A*-médulo inyectivo
entonces £ = N & M. Por los argumentos estandar de la teoria del descenso
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema A.2.2. Las extensiones de A*-mddulos de M por N, médulo isomor-
fismos de extensiones, estdn clasificadas por el grupo Ext}v(M, N).

Demostracion. Las extensiones de A*-mddulos de M por N estan clasificadas
por el grupo

HY(RO(N)/N, Aut (M & N)) = H'(R°(N)/N, Homa- (M, —)),

yva que dada una extension 0 - N — EF — M — 0 de A*-mddulos y dado
el morfismo inyectivo N — R?(N), al hacer la suma amalgamada sobre N
obtenemos una nueva extension

0— RYN) - E®y R (N) - M —0

que es isomorfa a la trivial ya que R%(IN) es un A*-médulo inyectivo.
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Puesto que Homa- (M, —) es un funtor exacto por la izquierda,
H'(R°(N)/N,Homa- (M, —)) = H' (Homa- (M, R'(N))) = Exth. (M, N).
O

Dado un morfismo de funtores de k-algebras y : A* — k y un A*-mddulo
cuasi-coherente E denotemos por EX := {e € F |w-e = x(w) -e Vw € A*}.
Denotaremos H'(x, E) a los funtores derivados del funtor E — EX. Hagamos
notar que

EX = Homa~ (k, E)

luego H (x, E) = Exty.(k, F).

Sea G = Spec A un k-grupo y E un G-médulo. H (G, E) se define como los
funtores derivados del funtor E ~» E¢. El morfismo G — {1}, g + 1 define un
morfismo y : A* — k y se verifica E¢ = EX. Por el Teorema 4.1.2 es cierta la
siguiente proposicién.

Proposicién A.2.3. H (G, E) = H (x, E) = Exts.(k, E).

Corolario A.2.4. [26, 8.6] Sea G = Spec A un k-grupo afin. Las extensiones
de G-mddulos de k por N estin clasificadas por H'(G, N).

Demostracion. Las extensiones de G-médulos de k por N estan clasificadas por
Exth.(k,N) = H' (G, N). O

Dualmente, consideremos la categoria de esquemas de A*-mddulos por la
derecha (es decir, A*°-mé6dulos por la izquierda). Dado un A*-médulo por la
derecha V*, tendremos la resolucién por esquemas de A*-médulos proyectivos
de V*

. VRA*QA* = V*RA* — V* (A.2)
donde los morfismos son
VRA*® .7 QA" - V'@A*®@ "7l QA*
a0®a1®...®anl—>ao®a1®.?. Ra;a;+1 Q... an
para 0 <i<n—1y ag € V*. Asi que tenemos que
Exty. (B, V) = Exthy..(V*, E").

(Ext’y. (F, V) esta considerado en la categorfa de A*-médulos cuasi-coherentes
y Ext’y..(V*,E*) en la categorfa de esquemas de A*°-médulos.)

Supongamos que V* = A*, que es también un A*-moédulo por la izquierda,
es decir, precisando, es un A*®;A*°-mdédulo. Entonces la ecuaciéon (A.2) se
transforma en una resolucién de A* por esquemas de A*®;A*°-mddulos, que
escinde como sucesién de A*-mddulos por la derecha. Dado un morfismo de
k-algebras x : A* — k, cada A*-méddulo por la izquierda E* se puede ver como
un A*®;A*°-médulo, donde A* opera por la derecha a través de . Se verifica
que

Exty. 54+ (A", E*) = Exty. (k, E*).
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Supongamos que F es un G-espacio vectorial de dimensién finita, entonces

H'(G,E) = Extiy.(k, E) = Extiy. 5. (A", E).

A.3. Extensiones de algebras

Sean B y A dos k-algebras (no necesariamente conmutativas) y sea B — A
un epimorfismo de k-dlgebras, de modo que el niicleo es un ideal I tal que I = 0,
y por tanto I es un A-médulo por la izquierda y por la derecha, es decir, un
A ®, A°-mddulo. Tenemos la sucesién exacta

0—-I—-B—-A—0

y decimos que B es una extension de dlgebras de A por el A @y A°-mddulo I.
Un ejemplo de extension de dlgebras de A por I es A® I, donde (a,i)-(a’,i') :=
(ad’,ai’ +ia’), y se llama extensidn trivial de A por I.

Si B’ es otra extensién de dlgebras de A por I, diremos que un morfismo
de k-algebras ¢ : B — B’ es un isomorfismo de extensiones de dlgebras si el
siguiente diagrama es conmutativo

0 -1 - B - A »0
Id [ Id
0 -1 - B’ - A >0

Diremos que una aplicacién D € Homy (A, I) es una derivacion de una k-
algebra A en un A®y A°-mdédulo T si se verifica que D(ab) = (Da)b+a(Db) para
todo a,b € A. Denotaremos Dery (A, I) al conjunto de todas las derivaciones de
Aen I

Proposiciéon A.3.1. Sea A el nicleo del morfismo A Q@ A — A, a® b +— ab.
Se verifica que
Derg(A,I) = Homagao (A, I).

Demostracion. A como A = A ® 1-médulo estd generado por los elementos
de la forma da = a ® 1 — 1 ® a. Dada una derivacion D : A — I, entonces
A@rA— I, a®b— (Da)b restringida a A es un morfismo de A ®j A°-mddulos
que explicitamente es A — I, adb — aDb.

Reciprocamente, el morfismo d : A — A, a — da :=a®1—-1®a es
una derivacién. Dado un morfismo de A ®j; A°-médulos ¢ : A — I, entonces
pod: A— I, a— ¢(da) es una derivacién. Ademds se comprueba que ambas
asignaciones son inversas entre si. O

Proposicion A.3.2. Sea B una extension de dlgebras de A por el A ®; A°-
mddulo I. Entonces,
Autext_élg_(B) = De’l“k(A, I).
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Demostracion. Es inmediato de comprobar que las asignaciones
Derk(A, I) — Autexhélg(B), D—I1d+ D
donde (Id + D)(b) = b+ D(b), siendo b la imagen de b en A, y

AUtext.élg.(B) - Derk’ (Aa I)a ¢ = D(b

donde Dy (b) = b — ¢(b), son inversas entre si. O

Proposicion A.3.3. Denotemos por Ag el nicleo del morfismo B ®, B — B,
bb — bb y A el nicleo del correspondiente morfismo A @, A — A. Dada
la extension de dlgebras 0 — I — B — A — 0 se tiene la sucesion exacta de
diferenciales

0-T%Ap@pepe (A®A°) = As —0 (A.3)
donde di :=1® 1 —1® 1 para todo i € I.

Demostracion. Si tomamos Hom 440 (—, M) en la ecuacién (A.3) se obtiene la
sucesién exacta

0 — Derg (A, M) — Dery(B, M) — Homagao (I, M).

Por tanto, sélo falta probar que d es un morfismo inyectivo. Sea s : A — B

una seccién de k-espacios vectoriales del epimorfismo 7 : B — A. La aplicacién

Ap ®pgpe (A® A°) — I, b, @b, +— > (b; — s(m(b;))) - b es un retracto de
i i

d. O

Dar un isomorfismo de extensiones de B en la extension trivial equivale
a dar una derivacion D : B — I de modo que D sobre I sea el morfismo
identidad. Si I es un A ®; A°-mddulo inyectivo y tomamos Hom g ae(—, )
en la sucesién exacta de diferenciales de la proposiciéon anterior, entonces el
morfismo Dery(B,I) — Homagao(I,I) es epiyectivo y existe una derivacién
D : B — I de modo que sobre I es el morfismo identidad. En conclusién, si I
es un A ®j A°-mddulo inyectivo entonces B es isomorfa a la extension trivial.

Ahora queremos clasificar las extensiones de algebras de A por el A ®; A°-
médulo I, médulo isomorfismos. Sea Cy la categoria de A ®j A°-mdédulos que
contienen a I, es decir, la categoria cuyos objetos son A ®; A°-mddulos M
dotados de un morfismo de A®y A°-médulos I — M. Dados dos objetos I — M,
I — M’ los morfismos de C; de M en M’ son los morfismos de A ®j, A°-mddulos
¢ : M — M’ que hacen el siguiente diagrama

M ¢ M’

N,

1
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conmutativo.

Dados dos A ®; A°-mdédulos R, Q@ objetos de Cy, diremos que un morfismo
R — @ esun recubrimiento de R si es un morfismo inyectivo. Un funtor covarian-
te aditivo F' de C; diremos que es un haz si para todo recubrimiento R — @, la
sucesiéon

F(R) = F(Q) = F(Qor Q)

es exacta. Dado un morfismo inyectivo R <— @ tenemos la sucesién exacta

R——Q 7 QdrQ —= QOrQ®rQ

Denotemos por @ el complejo diferencial recién definido. Se define H (Q/R, F')
— H(F(Q)).

Dado un morfismo de A ®j A°-médulos ¢ : I — R, tenemos el morfismo
Cr —Cr, M — Mr=R&; M. Dada una extensién de algebras B de A por I,
entonces Br es una extension de algebras de A por R.

Sea B el haz de dlgebras en C; definido por B(R) := Bp, que contiene el haz
de ideales I, definido por T (R) = R, cuyo contcleo es el haz de dlgebras constante
A. El haz de automorfismos de &lgebras de B, Aut(B), que son la identidad
sobre T y A, coincide con Dery(A, —) = Homagao(A, —). Por tanto, dado un
médulo inyectivo @ y una inyeccién I < @, tenemos que H'(Q/I, Aut(B)) =
Extlg a0 (A, 1) = Extg 40 (4, I), donde la tltima igualdad se deduce de tomar
Homagao(—,I) en la sucesién exacta 0 - A — A®py A — A — 0. Como
consecuencia tenemos el siguiente teorema.

Teorema A.3.4. Las extensiones de dlgebras de A por I estan clasificadas por
Ext? g0 (4, 1).

Demostracion. Q = Homg(A ®j, A°,I) es un A ® A°-médulo inyectivo, porque
Homyg o (—, Q) = Homy(—, I). Por tanto, toda extensién B de dlgebras de A
por (D es trivial.

Sea B la extensién trivial, entonces

{Clases de extensiones de A por I} = H'(Q/I,Aut(B)) = Ext% 440 (A, I).
O

A.4. Extensiones de esquemas de algebras

Desarrollemos la teoria de extensiones de esquemas de &algebras de modo
totalmente andlogo a como hemos desarrollado la teoria de extensiones de alge-
bras.

Sean B y A funtores de k-dlgebras y B — A un morfismo epiyectivo, de
modo que el nicleo es un funtor de ideales 7 tal que Z? = 0, es decir, es un
A ®1 A°-mdbdulo. Se dice que B es una extension de funtores de dlgebras de A
por el A®y A°-mddulo I (supondremos ademds que el morfismo B — A tiene
una seccién k-lineal). Tenemos pues la sucesién exacta corta

0—-Z—-B—A—0.
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Si C es otra extensién de funtores de dlgebras de A por Z, diremos que un
morfismo de funtores de k-algebras B — C es un isomorfismo de extensiones de
dalgebras si el siguiente diagrama

0 - 7 —-— B —-— A — 0

I ! I
0 - I = C —> A = 0

es conmutativo.

Proposiciéon A.4.1. Sea A el nicleo del morfismo A A — A, a ® b+— ab.
Se verifica que
Dery(A,7) = Homag.a- (A, Z).

Proposicion A.4.2. Sea B una extension de funtores de dlgebras de A por el
A Q. A°-mddulo Z. Dar un automorfismo de extensiones de B es equivalente a
dar una derivacion de A en I, es decir,

Autext_élg_ (B) = Dery (A, I) .

Proposicion A.4.3. Denotemos por Ag el nicleo del morfismo B®, B — B,
bV — b y A4 el nicleo del correspondiente morfismo AQ, A — A. Dada la
extension de dlgebras (k-linealmente escindida) 0 — I — B — A — 0 se tiene
la sucesidn exacta de diferenciales (k-linealmente escindida)

0—T% Ap@pes ARk A" — Ay —0
donde di :=1® 1 —1® 1 para todo i € I.

Sea B una extensién de funtores de dlgebras de A por el A ®; A°-mddulo
Z. Dar un isomorfismo de extensiones de dlgebras de B en la extension trivial
T=A®7T (m;-m; =0Vm;,m; €I) es equivalente a dar una k-derivacién
D : B — T tal que D en 7 es el morfismo identidad; las asignaciones son, dada
una derivacién D : B — Z, el isomorfismo ¢(b) = b+ D(b), donde b es la imagen
de b en A, y dado un isomorfismo ¢ : B — A®Z, la derivacién Dy (b) = ¢(b) —b.
Supongamos que Z = Homy(A ®; A°,N). Si aplicamos Hom gg4o(—,Z) =
Homy (—, N) a la sucesién exacta de diferenciales (k-linealmente escindida)

0—7— A ®pgpe AR A° — Ax —0

asociada a la sucesién exacta 0 — Z — B — A — 0, obtenemos que el
morfismo Der(B,Z) — Homug4(Z,Z) es una epiyeccién. Por lo tanto exis-
te una derivacion D : B — T tal que en 7 es la identidad. En resumen, si
Z = Homg (A ®y A°, N) entonces B es isomorfo a la extensién trivial.

Por tanto, la extensiones de funtores de dlgebras de A por el A®y.A°-mdbdulo
7 estén clasificadas por

HY(R(T)/T, Attexs 415, (A& I)) = H' (Homug e (A, B (T))).

Vamos a clasificar ahora las extensiones de esquemas de algebras.
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Teorema A.4.4. Las extensiones de esquemas de k-dlgebras de un esquema de
k-dlgebras A* por un esquema de A* ®i A*°-maddulos V* estdn clasificadas por
el grupo

Exth-ga-o (A", V) = Exth.ga-(V,A).

Demostracion. Las extensiones de esquemas de algebras de A* por V* estan
clasificadas por el grupo

HY(R°(V*)/V*, Autext_élg_(A*/G\}_{/*)) = H'(Homp-ga~s(Aa~, R (V*))).
Aplicando Homa+ga«o(—, R (V*)) a la sucesién exacta k-escindida
0> Apax 2 A" A" > A" -0
y luego tomando cohomologia tenemos
HY (R (V") /V*, Alttexs g1, (A* & V*)) = H2(Homa-ga-- (A", R (V*))).

Denotemos B* = A*®@,A*°. R{(V*) = (V ®; B*®1)* es B*-médulo via el
ultimo factor. Se tiene que

HOIHB* (A*, (V Rk B*®i+1)*) _ (V Rk B*®i Rk A*)*
La diferencial del complejo &(V ®5 B*®*~! @, A*)*, en grado 4, es el morfismo
dual del morfismo d: V @5 B*® @, A* — V @, B*®~1 ;. A*, siendo
d(v®b1®bl®a) :vb1®b2®®bl®a—v®b1b2®®bl®a+
+ (1) @b ®...@b_1 @b a.

De nuevo, ‘ ‘
(V @, B*®" @), A*)* = Homg-(V, R"T(A))

y concluimos que
H?(Homp-ga- (A*, R(V*))) = H*(Homa-ga--(V, R (A)))
= Exta-ga-(V, A).
O

Sea G = Spec A un k-grupo y sea E un G-espacio vectorial tal que dimgE <
0.

Definiciéon A.4.5. Denotemos por 1 + E el grupo algebraico Spec S'E*, cuyo
funtor de puntos es E. Dada una sucesion exacta de k-grupos afines

1-1+E-G5G—1

tal que g’ - (1 +e)- gt =1+ g(e) para todo g € G’ ye € E (donde g =(g"))
diremos que G' es una extension de grupos de G por E.
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Observemos que el morfismo G — 1 induce un morfismo de esquemas de
k-dlgebras x : A* — k.

Teorema A.4.6. El conjunto de extensiones de grupos de G por E, mddulo
isomorfismos, es igual al conjunto de extensiones de dlgebras de A* por el A* ®y,
A*°-mddulo E, mddulo isomorfismos (donde A* opera en E por la derecha via

X)-

Demostracion. Por [16, VI, 10.3] o [26, 8.8], el conjunto de extensiones de
grupos de G = Spec A por E, médulo isomorfismos, es igual a H*(G,E) =
Ext}. (k, E) = Ext3.ga--(A* E), que coincide con el conjunto de extensiones
de algebras de A* por el A*®;,A*°-mdbdulo E, médulo isomorfismos. O

Demos explicitamente la correspondencia entre las extensiones de grupos de
G = Spec A por E y las extensiones de dlgebras de A* por E.

Sea B* una extensién (singular) de dlgebras de A* por FE, es decir, tenemos
la sucesion exacta

0—-E—-B*5A*—0
donde E? = 0. Si consideramos la inclusiéon G C A*, entonces 7~ !(G) es una
‘s L .

extensién de grupos de G por E ~ 7~1(1), donde L(e) := 1+e¢ (E es A*-médulo
por la derecha via y, luego es G-mdédulo por la derecha trivialmente).

Reciprocamente, sea una extensién de grupos 1 — M — G’ 5 G — 1 donde

M =1+ E. Consideremos la inclusién E — k[G'], e — (1 + e) — 1, donde
(1+e) € M. Denotemos e = (1 +¢) — 1 € k[G']. Sea

I= ()\9/ t€— W(g/)(/\e))g’ec’,Aek,eeE

el funtor de ideales bildteros de k[G"]. Entonces se verifica que el nicleo del
epimorfismo natural k[G"]/I — k[G'] es E. Tomando clausuras, si denotamos
B* = k[G"]/I, tenemos una extensién de algebras

0—-—E—-B"—= A* = 0.

Ambas asignaciones son inversas entre si.
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Apéndice B

Limites inductivos y
proyectivos

Describimos dos nociones categoriales ttiles en dlgebra conmutativa. Las dos
son duales la una de la otra, aunque no lo sean sus desarrollos.

Definicién B.1. Sea I un conjunto ordenado. Diremos que es filtrante decre-
ciente si para cada par 1,5 € I existe algun k € I que cumple que k < 1 y
k<j.

Definicién B.2. Sea I un conjunto filtrante decreciente. Un conjunto de objetos
{M,}ier de una categoria C, junto con morfismos fi; : M; — M; para cadai < j,
diremos que es un sistema proyectivo de objetos de C si satisface las siguientes
condiciones:

1. fi; =1d para todo i € I;
2. fixo fi; = fir siempre quei < j <k.

Definicién B.3. Sea {M,;};cr un sistema proyectivo de objetos. Diremos que
M objeto de C (si existe) es el limite proyectivo de este sistema proyectivo, y lo
denotaremos lim M;, si se cumple la siguiente igualdad funtorial:

i

Home (N, imM;) = {(f;) € [ [Home (N, M;) | £; = fij 0 fi para todo i < j}.

i

Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home(lim M;, lim M;) define

morfismos ¢; : lim M; — M; de modo que

L. ¢j = fijo fi;
2. dados {(f;) € HHomc(N7 M,) | f; = fij o fi para todo ¢ < j}, entonces

1
existe un morfismo f : N — lim M; de modo que f; = ¢; o f.

i

147
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Se tiene también el reciproco, es decir, si existe un objeto M de C y morfismos
¢; : M — M; verificando estas dos condiciones, entonces M = lim M;.
P
Vamos aver ahora que en dos categorias con las que siempre trabajamos,
existen los limites proyectivos.

Teorema B.4. En la categoria de conjuntos los limites proyectivos existen,
explicitamente

lim M; = {(m;) € HMi | fij(mi) =m; para todo i < j}
i ;

yo: lgan — M;, ¢((my)) = m;.

Demostracion. Denotemos M = {(m;) € [[ | fi;(m;) = m; para todo ¢ < j}.
Dados {(fi) € [[Home(N,M;) | f; = fij o fi para todo i < j}, entonces la

3
aplicacion f : N — M, f(n) = (fi(n)) estd bien definida y cumple que f; =
piof.
Reciprocamente, dado f : N — M, las aplicaciones f; = ¢; o f cumplen que
fi = fij o fi para todo 7 < j.
Puesto que ambas asignaciones son inversas entre si, hemos concluido. [

Teorema B.5. En la categoria de A-mddulos los limites proyectivos existen,
explicitamente

i

lim M; = {(m;) € HMi | fi;(mi) = m; para todo i < j}

y ¢« Him M; — M;, ¢((my)) = m.

i

Demostracion. La demostracién es similar a la anterior. O

Dado un sistema proyectivo {M;, f;;} de objetos de una categoria C, entonces
{Hom¢ (N, M;), fij, tier forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Proposicién B.6. Se verifica que

Home (N, lim M;) = lim Home (N, M;).

Demostracion. Tenemos

Hom (N, 1im M;) = {(f:) € [ [Home (N, M;) | f; = fij o fi para todo i < j}

= lim Hom¢ (N, M;)

i

donde la primera igualdad se debe a la definiciéon de limite proyectivo, y la
segunda a la construccion del limite proyectivo de conjuntos. O
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Definicién B.7. Un morfismo f entre dos sistemas proyectivos de maodulos
{M;, fi;} y{Ni,gi;}, con el mismo conjunto ordenado de indices, es una familia
de morfismos f; : M; — N; tales que f; o fij = gij o fi cuando i < j.

Todo morfismo f entre dos sistemas proyectivos induce morfismos lim M; —
—

i

N;, que inducen a su vez un morfismo f : lim M; — lim N;, el cual estd ex-
— —

i i

plicitamente definido por f((m;)) = (f(m;)).

Definiciéon B.8. Diremos que una sucesion de morfismos de sistemas proyec-
tivos de médulos {M]} — {M;} — {M, } es exacta si lo es la sucesidn M —
M; — M, para todo i.

Ahora enunciamos un resultado sobre la exactitud de tomar limites proyec-
tivos.
Proposicion B.9. La toma de limites proyectivos es un funtor exacto por la
izquierda. Es decir, si 0 — {M]} — {M;} — {M, } es una sucesion exacta de
sistemas proyectivos de A-maodulos, entonces la sucesion de A-mddulos
0 — lim M} — lim M; — lim M,

i i i

es exacta.

Demostracion. Es una comprobacién sencilla, puesto que conocemos explicita-
mente como se construyen los limites proyectivos de médulos. O

Pasemos ahora la definicién de limite inductivo, que es la nocién dual de
limite proyectivo.

Definiciéon B.10. Sea I un conjunto ordenado. Diremos que es filtrante cre-
ciente si para cada par 1,5 € I existe algun k € I que cumple que k > 1 y
k> .

Definicién B.11. Sea I un conjunto filtrante creciente. Un conjunto de objetos
{M;}icr de una categoria C, junto con morfismos fi; : My — M; para cadai < j,

diremos que es un sistema inductivo de objetos de C si satisface las siguientes
condiciones:

1. fi; =1d para todo i € I;
2. fjko fij = fur siempre que i < j < k.

Definicién B.12. Sea {M;}icr un sistema inductivo de objetos. Diremos que
M objeto de C (si existe) es el limite inductivo de este sistema inductivo, y lo
denotaremos lim M;, si se cumple la siguiente igualdad funtorial:

i

Home (im M;, N) = {(f;) € ®Home (M;, N) | fi = f; o fij para todo i < j}.
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Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home (lim M;,lim M;) define
morfismos ¢; : M; — lim M; de modo que

L. ¢; = ;0 fiz;
2. dados {(fi;) € ®Hom¢(M;,N) | f; = f; o fi; para todo i < j}, entonces
existe un morfismo f : lim M; — N de modo que f; = f o ¢;.

Se tiene también el reciproco, es decir, si existe un objeto M de C y morfismos
¢; » M; — M verificando estas dos condiciones, entonces M = lim M;.
—

1

Vamos a ver ahora que en dos categorias con las que siempre trabajamos,
también existen los limites inductivos.

Teorema B.13. En la categoria de conjuntos los limites inductivos existen,
explicitamente

lim M; = {HMZ/ ~ | m; ~m; si existe un k de modo que fi(m;) = fix(m;)}

z K2

Yy ¢j : Mj — 11;1’)I1MZ, gbj(mj) = T_nj.

Demostracion. Denotemos M = [[M;/ ~. Dados {(f;) € [[Hom(M;,N) | fi =
K3 3
fj o fi; para todo ¢ < j}, entonces la aplicacién f : M — N, f(m;) = fi(my)
estd bien definida y cumple que f; = f o ¢;.
Reciprocamente, dada una aplicacién f : M — N, las aplicaciones f; = fo;
cumplen que f; = f; o fi; para todo ¢ < j.
Estas asignaciones son inversas entre si, luego hemos concluido. O

Teorema B.14. En la categoria de A-mddulos los limites inductivos existen,
explicitamente

lim M; = {HMl/ ~ | m; ~mj si existe un k de modo que fip(m;) = fir(m;)}
Yy ¢j : Mj — Hli — Mi; ¢j(mj) = ’I’?Lj.

Demostracion. Sencilla a partir de la demostracion anterior, sélo falta compro-
bar que los conjuntos definidos son A-mdédulos y los morfismos definidos de
A-mébdulos. O

Dado un sistema inductivo {M;, fi;} de objetos de una categoria C, entonces
{Hom¢(M;, N), fij+ }ier forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Proposiciéon B.15. Se verifica que

Home (lim M;, N) = limHome (M;, N).

i i
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Demostracion. Tenemos

Home (lim M;, N) = {(fi) € ®Home (M;, N) | fi = fj o fi; para todo i < j}

= lim Hom¢ (M;, N)

i

donde la primera igualdad se debe a la definicién de limite inductivo, y la se-
gunda a la construccién del limite proyectivo de conjuntos. O

Definicién B.16. Un morfismo f entre dos sistemas inductivos de maodulos
{M;, fi;} y{Ni, gij }, con el mismo conjunto ordenado de indices, es una familia
de morfismos f; : M; — Nj tales que fj o fij = gij o fi cuando i < j.

Todo morfismo f entre dos sistemas inductivos induce morfismos M; —
lim NV;, que inducen a su vez un morfismo f : lim M; — lim NNV;, el cual estd ex-
— — —

i i i

plicitamente definido por f(m;) = fi(m;).

Definicion B.17. Diremos que una sucesion de morfismos de sistemas in-
. P " . .,
ductivos de mddulos {M]} — {M;} — {M, } es exacta si lo es la sucesion
" .
M! — M; — M, para todo i.

Ahora enunciamos un resultado sobre la exactitud de tomar limites induc-
tivos.

Proposicion B.18. La toma de limites inductivos es un funtor eracto. Es

. . fi gi " iy .
decir, si 0 — {M/} = {M;} = {M,; } — 0 es una sucesién ezxacta de sistemas
inductivos de A-mddulos, entonces la sucesion de A-mddulos

0 — lfm M/ 5 1tm M; 2 1im M, — 0

i i i

es exacta.

Demostracion.

L (go f)(mi) = g(fi(m;)) = gi(fi(m7)) = 0.

2. Si g(m;) = 0 entonces g;(m;) = 0. Por tanto existe un k tal que 0 =

1"

fin(9i(ms)) = gu(fir(m;)). Luego si fir(m;) = fi(m},), por tanto m; =
fiu(my,) = f(my).

3. Obviamente g es epiyectiva: dado m;' € h’mMiN, entonces existe m; tal que

i

12

gi(m;) =m; y g(m;) =m; .

4. Por ultimo f es inyectiva: si 0 = f(m;") = f(m}), entonces existe un k tal

que fir(fi(m;)) = 0. Por tanto fi(fj,(mi)) = 0y fix(m;) = 0 porque f;
es inyectiva. Luego m, = 0.
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O

Por dltimo un enunciado sobre el limite inductivo y el producto tensorial
que para limites proyectivos, sin embargo, no es cierto.

Proposicion B.19. Fl limite inductivo de A-mddulos conmuta con el producto
tensorial. Es decir,

(fmM;) @4 N = lfm(M; ®4 N).

3
Demostracion.

Homy ((lim M;) ® 4 N, R) = Hom 4 (lim M;, Hom4 (N, R))
= lim Hom 4 (M;, Hom4 (N, R))
= h’mHomA(Mi ®A N, R)

i

= Homy (lim (M; ®4 N), R).

O

Los limites que aqui hemos definido y cuyas propiedades se han estudiado
son de conjuntos filtrados de objetos, aunque no es la tnica forma de tratarlos.
En el Apéndice 6 de [12] se puede encontrar las definiciones de limites inductivos
y proyectivos de categorias pequetias (es decir, aquellas cuyos objetos forman
un conjunto) de una categorfa inicial. Aunque posteriormente se introduce el
concepto de categoria filtrada, el desarrollo que se hace de las nociones de limite
inductivo y proyectivo es, a priori, sobre un conjunto de objetos de una cate-
goria sin més exigencias sobre su indexacién o sobre los morfismos que pueda
haber entre ellos. Concretamente en nuestro Teorema 2.2.2 es ésta la definiciéon
de limites inductivos en la que pensamos, mas general que la que aqui hemos
tratado. En el resto de la memoria, sin embargo, son las nociones desarrolladas
en este apéndice las que se utilizan.
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156 TABLA DE NOTACIONES

Tabla de notaciones

Semg (E) grupo de automorfismos semilineales del K -espacio vectorial E
Ca(B) dlgebra conmutadora de A en B

Z(A) centro del dlgebra A

A° dlgebra opuesta de A

A dalgebra semisimple mazimal de A

R radical del dlgebra A

k[G] dlgebra envolvente de G

XE cardcter de E

E modulo cuasi-coherente

E* esquema de mddulos

A* esquema de dlgebras

M* esquema de dlgebras cociente semisimple mazximal de A*
I* radical de A*

Inv A* invertibles de A*

Spec,, .. A" conjunto de esquemas de ideales bildteros mazimales de A*
Z(F) centro del funtor de dlgebras F

F clausura de esquemas de mddulos del funtor de médulos F
F complecion del funtor de espacios vectoriales F

F clausura de esquemas de dlgebras del funtor de dlgebras F



4]l

X
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funtor de homomorfismos de R-mddulos de F' en F’
funtor de R-maodulos asociado al R-esquema X
k-derivaciones de F en M
nicleo del morfismo FQ F — F, a ® b+— ab
producto semidirecto
radical unipotente de G
integral invariante de G
producto tensorial en la categoria de esquemas de mddulos

producto tensorial en la categoria de esquemas de dlgebras
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semisimple, 89
triangulable, 44
unipotente, 44
grupo dual, 100
grupo especial lineal, 42
grupo lineal, 41
triangular, 42
unipotente, 42
grupo ortogonal, 42
grupo semisimple, 37

haz, 135, 142

ideal nilpotente, 30

integral invariante, 38, 105

invariante por G, 37

isomorfismo de extensiones de algebras,
140, 143

isomorfismo de extensiones de moédu-
los, 136

limite inductivo, 149
limite proyectivo, 147

métrica de la traza, 32

médulo, 19
artiniano, 30
coherente, 48
cuasi-coherente, 48
homogéneo, 21
regular, 64
semisimple, 20, 72
simple, 20, 72
suplementario, 20
triangulable, 85
unipotente, 82

producto de convolucién, 122
producto tensorial de funtores de médu-
los, 49

radical de un algebra, 30

radical de un esquema de algebras, 74

recubrimiento, 135, 142

representacién inducida, 114

representacién lineal, 34, 42
equivalente, 35
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irreducible, 35

sistema inductivo de objetos, 149
sistema proyectivo de objetos, 147

variedad algebraica lisa, 45



