Tema 3: TEORIA DE GRAFOS.
1. Dadoel grafo G = (V, E) donde V = {a,b,c,d,e} y E = {ab, bc,be, cd, de, ad}, construir
una representacion grafica de G.

2. Escribir explicitamente el conjunto de vértices y de aristas del grafo G dado por la

siguiente figura:

3. Decir de qué tipo es cada uno de los grafos dados por las siguientes representaciones
graficas:
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4. Construir dos isomorfismos distintos entre los grafos dados por las siguientes represen-
taciones graficas:

5. Estudiar cudles de los grafos dados por las siguientes representaciones graficas son
isomorfos entre si. Para los que sean isomorfos, dar el isomorfismo y para los que no,
razonarlo.
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6. Estudiar cudles de los grafos dados por las siguientes representaciones graficas son
isomorfos entre si. Para los que sean isomorfos, dar el isomorfismo y para los que no,
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10.

11.

12.

13.

razonarlo.
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De todos los grafos con 5 vértices y 7 aristas, jcudntos se pueden construir de modo
que no haya dos isomorfos?

De todos los grafos con 4 vértices y 7 aristas, jcudntos se pueden construir de modo
que no haya dos isomorfos?

De todos los grafos con 8 vértices y 7 aristas, jcudntos se pueden construir de modo
que no haya dos isomorfos?

De todos los grafos con 8 vértices y grado de cada vértice 1, jcudntos se pueden construir
de modo que no haya dos isomorfos?

De todos los grafos con 8 vértices y grado de cada vértice 2, jcuantos se pueden construir
de modo que no haya dos isomorfos?

De todos los grafos con 6 vértices y grado de cada vértice 0, 1 6 2, jcuantos se pueden
construir de modo que no haya dos isomorfos?

Hallar todos los subgrafos del grafo representado por la siguiente figura:
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Sea G un grafo regular de grado k con n vértices. ; Cudntas aristas tiene?
Sea G un grafo regular de grado k con n aristas. ; Cudntos vértices tiene?

a) Probar que para todo grafo G = (V, E) se verifica que:
Card(E) < %Card(V) (Card(V) - 1)
b) Sea G = (V, E) un grafo tal que:
Card(FE) = %Card(V) (Card(V) - 1)
Probar que G es completo.
Encontrar un subgrafo 2—regular de K4 no isomorfo a K3 y otro que si lo sea.
Encontrar dos subgrafos 3—regulares de Kg no isomorfos a Ky y otro que si lo sea.

Probar que todo grafo regular de orden impar tiene un niimero par de vértices.

Sobre el subconjunto V' = {1,2,3,4,5,6,7} de los nimeros naturales, se considera
la relacion ”ser menor o igual que”. Estudiar qué tipo de relacién es y representarla
graficamente mediante un grafo. ;Qué tipo de grafo se obtiene?

Estudiar si son conexos o desconexos los siguientes grafos, indicando el nimero de
componentes conexas de cada uno de ellos, el grado de cada uno de sus vértices y si son
eulerianos o hamiltonianos:

a) G=(V,E)donde V={A,B,C,D}y E={AB,AD,BC,BD,CD}.

b) G=(V,E)donde V={A,B,C,D,E}y E={AB,AC,BC,DE,}.



22. Encontrar para el grafo representado por la siguiente figuras:

Dos caminos distintos que conecten v; con v4.

>t

Un camino simple de longitud 5 entre vy y vy.

Un camino de longitud 6 entre vy y vy.

o

Un camino cerrado de longitud 6 con origen en v;.

Un ciclo de longitud 3, otro de longitud 4 y otro de longitud 6.
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Un circuito de longitud 9
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23. Dado multigrafo representado por la siguiente figura, encontrar:

a) Un ciclo de longitud 2.
b) Un circuito de longitud 6.

24. Probar que un multigrafo es un grafo si y solo si no tiene ciclos de longitud dos.

25.  Probar que en un grafo conexo G = (V, E) se verifica que:

Card(V) —1< Card(E).

26. Sea G = (V, E) un grafo conexo.

Se llama punto de corte a un vértice v de G tal que el subgrafo GG, de G con vértices
en V — {v} y cuyas aristas son las de F que tienen vértices en V — {v} no es conexo.



27.

28.

Se llama itsmo a una arista e de E tal que el subgrafo (V, E — {e}) no es conexo.
Hallar los puntos de corte y los itmos del grafo representado en la figura.

Sea G = (V, E') un grafo conexo con un itsmo. Probar que en tal caso G contiene algiin
vértice de grado impar.

Determinar cudles de los grafos representados por las siguientes figuras se pueden di-
bujar sin levantar el 1apiz del papel y sin pasar dos veces por la misma arista, en caso
afirmativo, encontrar el modo de dibujarlos con las propiedades deseadas:
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29. Una empresa de autopistas ha contratado a una empresa de seguridad para que patru-
lle la red de autopistas cuyo mapa estd esquematizado en la siguiente representacion
grafica:

La empresa de seguridad quiere realizar el servicio con un solo vehiculo y quiere de-
terminar la existencia un recorrido de la red de modo que se vigilen los tramos de la
autopista una unica vez. ;Existe tal recorrido? ;Cuél es? jEs solucion tnica?

30. Los siguientes resultados sobre grafos son conocidos:

a) Siun grafo G es euleriano, entonces todo vértice tiene grado par.

b) Si un grafo G tiene un camino euleriano no cerrado, entonces tiene exactamente
dos vértices de grado impar.

¢) Sitodos los vértices de un grafo conexo tiene grado par, entonces dicho grafo es
euleriano.

d) Siun grafo conexo tiene exactamente dos vértices con grado impar, entonces ad-
mite un camino euleriano no cerrado.

iSon validos estos resultados sustituyendo la palabra grafo por multigrafo?

31. Encontrar para el grafo de la figura siguiente un circuito euleriano distinto del obtenido
en clase, con origen y fin en el vértice a:

32. Encontrar un ciclo hamiltoniano para el grafo de la siguiente figura:



33. Probar que todo grafo completo es hamiltoniano.

34. Sea G = (V, E) el grafo dado por la siguiente representacién gréfica:

Sea G’ el subgrafo de G cuyos vértices son V — {v} y sus aristas son todas las de E que
no tiene por extremo a v. ;Cudntas componentes conexas tiene G'?

35.  (Es hamiltoniano el grafo del problema anterior? Probar que todo grafo con un punto
de corte no es hamiltoniano.

36. Sea K, el grado completo de n vértices. Deducir para qué valores de n K, es euleriano
y para qué valores de n K, es hamiltoniano.

37. Probar que un grafo regular, conexo, con un nimero par de vértices y un nimero impar
de aristas, no es euleriano.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

Hallar la matriz de adyacencia del grafo y digrafo dados por las siguientes representa-

ciones graficas:

Hallar la matriz de adyacencia del grafo completo K, para p > 1. Caracterizar alge-
braicamente las matrices de adyacencia de los grafos completos de p vértices y de los
grafos n—regulares.

Probar que las siguientes matrices son matrices de adyacencia de grafos isomorfos:

010 1 011 1
101 1 001 1
A=1o 10 1|¥Y8=|1 101
1110 1110

Establecer un criterio algebraico para saber si dos matrices dadas son las matrices de
adyacencia de dos grafos isomorfos.

Definir la matriz de adyacencia de un multigrafo, y caracterizar algebraicamente la
matriz de adyacencia de un multigrafo que no es un grafo.

Estudiar si en el digrafo representado por la siguiente figura existe algiin camino entre
v9 y vs. Responder primero utilizando matrices de adyacencia, y después, sin hacer uso
de tales matrices.
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44. Sea G un grafo y M su matriz de adyacencia. Se suponen conocidos los siguientes
resultados de teorfa de grafos:

a) El coeficiente m;'; de la matriz M™ es el nimero de caminos de longitud n con
b2
extremos v; y v;.

b) Supongamos que G tiene p vértices. Sea C = MP + MP~! + ... + M. Existe un
camino entre los vértices v; y v; siy solo si el coeficiente ¢; ; de la matriz C' es no
nulo.

¢) SiC es la matriz definida en el apartado anterior, el grafo G es conexo si y solo si
todos los coeficientes de C' son no nulos.

;. Seran ciertos estos resultados si se sustituye la palabra grafo por multigrafo?

45. La siguiente matriz de adyacencia corresponde a un grafo que representa, para una
cierta zona, los lugares de interés turistico y las vias de comunicacién que los unen.

010101010
101000101
01 0100O0T1O0
101010001
M=10 00101000
100010101
01 0001010
101000101
010101010

a) Encontrar, si es posible, un ciclo que pase por todos los lugares de interés.
b) Encontrar, si es posible, un circuito que pase por todas las vias de comunicacion.

¢) (Es plano el grafo que representa esa matriz?

46. Probar que todo subgrafo conexo de un arbol es también un arbol.

47. Probar que todo grafo conexo con menor nimero de aristas que de vértices debe ser un
arbol.
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48. Obtener la distancia entre el vértice x y el vértice y en el digrafo etiquetado represetnado
por la siguiente figura:

ST
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49. EIl siguiente mapa representa las calles de una ciudad entre dos puntos A y B. Cada
etiqueta representa la longitud de la correspondiente calle. Segtin se indica en el mapa,
algunas de las calles tienen direccién tinica. Encontrar la distancia entre A y B y entre
By A.
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50. Demostrar que el grafo representado por la siguiente figura es plano, encontrar un mapa
que lo represente y el pseudomultigrafo dual de tal mapa:

51. Encontrar el grado de cada una de las regiones del siguiente mapa:

N .
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52. Estudiar si es plano el grafo representado por la siguiente figura:

53. Para cada unos de los siguientes mapas, encontrar:

a) Minimo nimero de colores que se necesitan para colorearlos.

b) Grafo dual de cada uno de ellos.

Ao Q
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54. Encontrar, si es posible, una representacién plana de cada uno de los grafos dados
por las siguientes representaciones graficas, en caso contrario, probar que contienen un
subgrafo isomorfo a una particién de K5 o de K3 3:

55. Estudiar qué grafos completos son planos y cuéales no.

56. Hallar los pseudografos duales de los mapas que representan los siguientes poliedros
regulares. ;Se obtiene algin grafo que no estd representado en tales mapas?
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o7.

58.

59.

60.

61.

62.

Probar que en todo grafo plano conexo existe al menos un vértice cuyo grado es, a lo
mas, cinco.

Hallar una condicién necesaria y suficiente para que K, sea bipartito.

Probar que son necesarios al menos tres colores para colorear las regiones del siguiente
mapa, de modo que regiones adyacentes tengan colores distintos:

Probar que un multigrafo es bipartito si y solo si no contiene ciclos de longitud impar.

Dado un mapa, encontrar una condicién necesaria y suficiente para que necesite mas
de tres colores para colorear sus regiones.

Estudiar si el grafo representado por la siguiente figura es plano y, en caso afirmativo,
colorear un mapa que lo represente:
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63.

64.

65.

66.

;,Cuantos colores son necesarios para colorear las regiones de cada uno de los siguientes
mapas’

N

Responder razonadamente a las siguientes cuestiones relativas a grafos:

a) ;Puede existir un grafo con 15 vértices todos ellos de grado 57

b) Sea G = (V, E) un grafo conexo y plano con 8 vértices todos ellos de grado 3, jen
cuantas regiones divide al plano un mapa asociado a dicho grafo?

Probar que en todo mapa conexo, si el nimero de aristas es menor o igual que 29,
entonces hay algin vértice cuyo grado es menor o igual que 4. (Se sugiere utilizar, entre
otras, la Férmula de Euler).

Tenemos nueve paquetes informaticos instalados en ocho ordenadores del siguiente mo-

do:

ORDENADORES: | 1 2 | 3] 4 5 6 7| 8
PAQUETES: 1,269 | 27,8 | 4,6 | 35,8 | 6,7,9 | 1,2,3,4,6 | 8,9 | 1,2,6

Queremos distribuir los ordenadores en salas, de modo que los que estén en la misma
sala no tengan ningin paquete en comun. Demostrar que 5 salas son suficientes para
tal distribucién y que para tal distribucién son necesarias, al menos, 5 salas.
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