Parcial de Calculo Numeérico
Calculo Numérico y Estadistica. Curso 2024-2025.

1. Utilizando los polinomios de Lagrange, obtener el polinomio interpolador de la siguiente tabla:

z |0 1 2
y|-2 0 2

Calcular su valor (el valor de interpolacién) en z = 1/2.

(1,5 puntos)

2. Obtener mediante dos pasos del método de Euler el valor en ¢ = 2 de la solucién del siguiente problema de
valor inicial:
Z(t)=t—=x(), =z(1)=4.

(1,5 puntos)

3. Consideremos la funcién:
23+ 22+ r+1size[-1,0]
s(z) = P .
—z+az*+ax+1size0,]]

. Es el spline cibico natural que en x=-1,0,1 vale 2,1,27 Justificar la respuesta.

(2 puntos)

4. Aproxima la integral LOQ f(z)dz, f(z) = —e**tD | por cuadratura adaptativa con error estimado menor que
0.01.1

(2 puntos)

5. Aproximar el cero de la funcién f(x) = 2sin(x) — z partiendo del valor ¢ = 1.6 mediante dos pasos del
método de Newton-Raphson. Considerando que todos los puntos del método estédn en el intervalo [1.6,2]?,
acotar el error cometido.

(1,5 puntos)
6. Aproximar la posicién x de un extremo (méximo o minimo - en este caso es un minimo) de la funcién
2 . ’ . .’ .
f(z) = e™* + &= aplicando dos pasos del método de biseccién en el intervalo [1, 2].

(1,5 puntos)

1Las integrales aproximadas por el método de Simpson son:

0 -1 0
/ f(x)dx = —2.3621, / f(z)dz = —0.6323, / f(x)de =~ —1.7189
—2 -2 -1

—1.5 -1
/ f(x)dx =~ —0.2387, / f(x)dx =~ —0.3936,

—2 —1.5

—0.5 0
/ f(z)dx ~ —0.6489, / f(z)dr =~ —1.0698.
1 —0.5

2Se puede usar que la funciones seno y coseno son decrecientes en el intervalo [1.6, 2], el coseno es negativo y el seno positivo.



Soluciones:

1. El polinomio de Lagrange para la tabla proporcionada es:

P(x) = yoLo(z) +y1L1(x) + y2La(x)

donde:
Lo(a) = &= 1)2(”” “2 L) = —a(e—2), La(x) = ””(””2_ D
Sustituyendo los valores de y;:
Pl) = —2. &= 1)2(96 =2 L0 (ca(z—2) + 2 x(x; D

Simplificando (no es necesario):

Plz)y=—(z—-1)(z—2)+a(z—1)
Px)= -2 4+3z—-2+2% -2
P(z) =2z -2

Evaluando en x = 0.5:

P(0.5) =2(05)—2=1-2=—1

El valor de interpolacién en x = 0.5 es:

2. El método de Euler para aproximar la solucién a la EDO 2/(¢t) = ¢ — 2(¢), (1) =4 en el punto ¢t = 2 con
un paso h = 0.5 se puede escribir en los siguientes pasos:

Paso 1:
to = ]., Ty = 4

Calcular z1:

Paso 2:
ty =15, 1 =25

Calcular zo:

To=a1+h- f(t1,21) =25+05- (1.5 —25) =25+05-(=1) =25 - 0.5 =2

Por lo tanto, el valor en t = 2 de la solucién es:

3. Para comprobar si la funcién es un spline, tenemos que estudiar si cumple las condiciones. Denominaremos
p1 al polinomio que define el spline en [—1,0] y p2 al que define el spline en [0, 1] (son el mismo en este caso).

En primer lugar, hay que ver que interpola, es decir, que s(—1) = 2, s(0) = 1 y que s(1) = 2. Para ello
calculamos el valor de los dos polinomios en los extremos. Es decir,

pi(—=1)=2, pi(0)=1, p2(0)=1, po(l)=2.

Basta sustituir para comprobar que lo cumple.



A continuacién vamos a comprobar que el spline es dos veces derivable. Para ello, tenemos que comprobar
que las derivadas primera y segunda de p;, p2 coinciden en = 0. Pero esto es inmediato porque son el mismo
polinomio.

Finalmente, veamos que cumple las condiciones de natural, es decir, que la derivada segunda en los extremos
vale 0, s”(—1) = s”(1) = 0. Sustituyendo, es facil comprobar que p{(—1) # 0, por lo que no es el spline
natural (tampoco la cumple en el otro extremo, pj (1) # 0).

4. Consideramos la funcién f(z) = —e®™! y queremos calcular su integral definida en el intervalo [—2,0] uti-
lizando la cuadratura adaptativa de Simpson.

(a) Paso 1: Dividimos el intervalo [—2, 0] en dos subintervalos més pequenos:
[=2,-1] vy [-1,0]
(b) Usamos los valores aproximados dados:
S(f,—2,-1) = —0.6323
S(f,—1,0) = —1.7189
S(f,—2,0) = —2.3621
(c¢) El error en la cuadratura adaptativa estd dado por:

S(f,a,c)+5(f,c,b)—S(f,a,b)-

E:
! 15

Por lo tanto, la férmula se convierte en:

S(f,—2,-1)+ S(f,—1,0) — S(f,—2,0)

Ev= 15
—0.6323 + —1.7189 — (—2.3621)
By = 15
B, _ 00109
15

E; ~0.000727
(d) El resultado final de cuadratura adaptativa se calcula mediante la férmula:
S(f,a,c)+ S(f,c,b) + Eq
S(f,—2,—-1)+ S(f,—1,0) + Ey
= —0.6323 + (—1.7189) + 0.000727
= —2.3505

(e) Resultado final | —2.3505

5. Consideremos la funcién f(x) = 2sin(z) — 2 y queremos encontrar su cero partiendo del valor inicial zo = 1.6.
Usaremos el método de Newton-Raphson para aproximar este cero y luego acotaremos el error cometido.

El método de Newton-Raphson se basa en la férmula iterativa:

Tng1l = T — f/(l' )
n

En este caso, tenemos



Primer paso:

f(xo)

f'(xo)
25in(1.6) — 1.6
2cos(1.6) — 1

r1 =T —

I = 1.6 —

r1 ~ 1.977

Segundo paso:

f(z1)

f'(@1)

2sin(1.977) — 1.977
2¢c0s(1.977) — 1

To9 = T1 —

x2 ~ 1.899
La aproximacion del cero de la funcién después de dos pasos es aproximadamente z ~ 1.899.
Acotemos ahora el error. Primero, calculamos las derivadas de la funcién f(z):
f(z) =2cos(x) — 1
f'(x) = —2sin(z)

El error cometido en cada iteracion se puede acotar utilizando la férmula:

_ M
& — | < 5 —lan — P

donde M = max,cjqp |f(z)] y m = mingepq 4 [ f/()].

Para el intervalo [1.6, 2], calculamos:

M = max |—2sin(z)] =2
z€[1.6,2]

m = min |2cos(xz)— 1] ~ 1.058
z€[1.6,2]

Ahora, podemos acotar el error cometido en la segunda iteracién (n = 2):
T—zx Tog —
2=y !
Sustituyendo los valores de M y m, y de x1, xs:

2
T — xo] < —————11.899 — 1.977|% = 0.006
|7 = 2 < 5058 |

. Para calcular un extremo, tenemos que calcular un cero de la derivada, asi que consideramos la funcién
g(x) = fl(x) = —e™" +x/4.

Evaluamos la funcién en los extremos del intervalo [1, 2]:

1
f(1)=—et+ 7 = —0:3679 +0.25 = —0.1179

2
f(2)= -2+ 1= —0.1353 + 0.5 = 0.3647

Como f(1) y f(2) tienen signos distintos, sabemos que existe una raiz en el intervalo [1, 2].



Aplicamos el método de biseccidn:

1. Calculamos la mitad del intervalo:

2. Evaluamos la funcién en xc:

1.5
f(1.5) = —e 15 ¢ - = 02231 40.375 = 0.1519

Como f(1) y f(1.5) tienen signos distintos, sabemos que existe una raiz en el intervalo [1, 1.5].
Aplicamos nuevamente el método de biseccién:

1. Calculamos la mitad del nuevo intervalo:

2. Evaluamos la funcién en c:

1.2
f(1.25) = —e~ 1% 4 T5 = —0.2865 + 0.3125 = 0.026

Como f(1) y f(1.25) tienen signos distintos, sabemos que existe una raiz en el intervalo [1,1.25].
Aplicamos nuevamente el método de biseccion:

1. Calculamos la mitad del nuevo intervalo:

14+1.2
e 1L o5
2
2. Evaluamos la funcion en c:
1.125
f(1.125) = —e 1125 4 5 = 03246+ 0.28125 = —0.0434

Como f(1.125) y f(1.25) tienen signos distintos, sabemos que existe una raiz en el intervalo [1.125, 1.25].

Después de aplicar el método de biseccion tres veces, sabemos que el minimo se alcanza para un valor de x
en el intervalo [1.125,1.25].



Resolucién de ecuaciones

e Newton-Raphson: z,11 = 2, — f(2n)/f (zn),

_ M .
£ = 2l € ol —waa [ M = max | ()], m= min | /().

e Férmula de extrapolacién de Aitken: ¢ — x,, ~ ﬁ(mn — Tp_1),

)\’ﬂ . Tp—Tp-1

Tp—1—Tp—2"

Interpolacion y aproximacion

e Error de interpolacién: f(x) — P,(x) = %(m —xzo)(x —x1) ... (T — x)

o Lagrange: L;(z) = H((j__zj))
gAY

e Diferencias divididas:

f[xk] _ f(xk), f[xi7xi+17 o ,33]} — f[xi+17$i+27 cee 7IJ] N f[xhxi-'rh e v‘rj—l]’
Tj — X4
o £
f[xk’w . '7$k] = T_l)ﬁ:

Derivacién e integracion

e Derivadas:
f(@+h) = flx—h)

f'(a) ~ - LOE

fle—h)—2f(x) + f(z+h)
h2

e Trapecio: f; f(z)dx = %52(f(a) + f(b)). Error: E = f%f”(f).

Ea
e Simpson: fab f(z)dx = 22(f(a) + 4f (21) + f(b)). Error: E = —%f(‘l)(f).
e Error métodos compuestos:

" (4)
Trapecio: — 1(25) (b—a)h?, Simpson: ] V() ht(b — a).

e Cuadratura adaptativa: Ey = (S(f,a,c) + S(f,¢,b) — S(f,a,b))/15.

e Euler: zpy1 = xg + hf(tk, k).
e Euler modificado: xpy1 = xp + % (f(tg,zi) + f(te + h,xp + hf(t, 1))

o Runge-Kutta: zj1 =2k + 2 (fry, + 2k + 20 + fra) 5

foy = f(teszk),  fry = f(te + 1/2, 21 + hfy, /2),
fros = fte + 1/2, 25 + hfiy/2)s fro = (e + hoxi + i)



