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Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.
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Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece 6gico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ” : ” b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.
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Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece 6gico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ” : ” b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.

Esto es cierto, pues si |f(x) — P(x)| < € para todo x € [a, b], entonces

[ s [ pwya = [ (- o) o
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Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece 6gico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ” : ” b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.

Esto es cierto, pues si |f(x) — P(x)| < € para todo x € [a, b], entonces

[ reaac= [ P =| [ (- Pro) | <
/ab ‘f(x) - P(X)| dx

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece 6gico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ” : ” b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.

Esto es cierto, pues si |f(x) — P(x)| < € para todo x € [a, b], entonces
b b b

/ f(x)dx —/ P(x) dx| = ‘/ (f(x) — P(x)) dx| <
a a a
b b

/ ‘f(x)—P(x)!dxg/ € dx

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece 6gico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ” : ” b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.

Esto es cierto, pues si |f(x) — P(x)| < € para todo x € [a, b], entonces

/ab f(x)dx_/ab Pl i — ‘/ab(f(x)_P(X)) .
/ab‘f(X)—P(XHdXS/absdxgg(b_a)
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Tema 1.4: Integracion numérica.

Si f es una funcién definida en [a, b], no siempre es facil encontrar una
primitiva que nos permita calcular fab f(x)dx. Por otra parte, muchas
veces ni siquiera conocemos la funcién f(x), sino que Unicamente tenemos
la capacidad de evaluarla (por ejemplo, como resultado de un experimento).

Esto hace que sea necesario disponer de métodos numéricos para aproximar
b
[; f(x)dx.

Parece légico esperar que si P(x) es una buena aproximacién de la funcién
b ) Sy b
f(x), entonces [’ P(x) dx serd una buena aproximacién de [ f(x) dx.

Esto es cierto, pues si |f(x) — P(x)| < € para todo x € [a, b], entonces

/ab f(x)dx—/ab P(x) dx

/b‘f(x)—P(xﬂdxg /bsdxge(b—a)

Por tanto, para que fab P(x) dx aproxime bien a fab f(x) dx bastard hacer €
suficientemente pequeno.
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En el tema anterior, hemos visto que una posible forma de aproximar a
la funcién f es utilizar un polinomio que la interpole en varios puntos.
En esto se basardn los métodos de aproximar la integral, que veremos a
continuacién.
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En el tema anterior, hemos visto que una posible forma de aproximar a
la funcién f es utilizar un polinomio que la interpole en varios puntos.
En esto se basardn los métodos de aproximar la integral, que veremos a
continuacién.

Sean xp < x3 < -+ < Xp, n+ 1 puntos de [a, b]. El polinomio de grado
< n, P(x), que interpola a f(x) en esos puntos lo podemos calcular en la
forma de Lagrange como

P(x) = D F(xi)Li(x) = F(x0)Lo(x)+F(xa)La(x)++ -+ (xa)Ln(x) ()
i=0

en donde Lo(x), L1(x), ..., Lo(x) son los polinomios de Lagrange correspon-
dientes a los puntos xp, ..., X,, €s decir
n —_—
L = T[22 = b)) () )
=0 T (i = x0)(xi = xa) -+ (xi = xi) -+ (Xi — xn)
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En el tema anterior, hemos visto que una posible forma de aproximar a
la funcién f es utilizar un polinomio que la interpole en varios puntos.
En esto se basardn los métodos de aproximar la integral, que veremos a
continuacién.

Sean xp < x3 < -+ < Xp, n+ 1 puntos de [a, b]. El polinomio de grado
< n, P(x), que interpola a f(x) en esos puntos lo podemos calcular en la
forma de Lagrange como

P(x) = D F(xi)Li(x) = F(x0)Lo(x)+F(xa)La(x)++ -+ (xa)Ln(x) ()
i=0

en donde Lo(x), L1(x), ..., Lo(x) son los polinomios de Lagrange correspon-
dientes a los puntos xp, ..., X,, €s decir
L) =TT 222 =0 = ) () (= )
1 - - —_—
=0 TN (i —xo)(xi —x1) e (G —xi) - (X — xn)
JF#i

Se sigue de () que

b b _n W b
/ P(x) dx = / D Fa)Li(x) dx =D F(x) / Li(x) dx
a 4 i=0 i=0 3



Por tanto, podemos considerar que

/ab f(x) dx ~ /ab P(x) dx = Z f() /ab Li(x) dx

en donde Lo(x), L1(x), ..., Lo(x) son los polinomios de Lagrange correspon-
dientes a los puntos xp, ..., X,, €s decir
X = (x = x0)(x = x0) e (X =) e (x = xa)

Lix)=1] =

0T (= x0) (i = x1) (= )+ (x5 — x0)

Se sigue de () que

b b : b
/aP(x)dx:/a iz;f(xi)Li(X)dXZiz;f(Xi)/a Lo e
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Por tanto, podemos considerar que

b b n b
/a f(x) dx ~ / P(x) dx:iz_%f(x,-) / Li(x) dx

Obsérvese que para calcular el termlno de Ia derecha soIo necesitamos

f(x0), F(x1),...,F(xn) y fab Lo(x) dx, f Ly(x . f Ln(x) dx, pero
estas integrales solo dependen de los puntos xo,xl, ey Xn, Y NO de f(x).
en donde Lo(x), L1(x), ..., Lo(x) son los polinomios de Lagrange correspon-
dientes a los puntos xp, ..., X,, €s decir
L) = [ 2228 = (e )= m) () (= )
j=0 TN (xi = x0)(xi — x) - (xi = Xi) -+ (Xi = Xn)
J#i

Se sigue de () que

b b _n W b
/ P(x) dx = / D Fa)Li(x) dx =D F(x) / Li(x) dx
a a4 j=0 i=0 a



Por tanto, podemos considerar que

b b n b
/a f(x) dx ~ / P(x) dx:iz_%f(x,-) / Li(x) dx

Obsérvese que para calcular el termlno de Ia derecha soIo necesitamos

b
f(x0), F(x1),...,F(xn) y fa Lo(x) dx, f Ly(x .. f Ln(x) dx, pero
estas integrales solo dependen de los puntos xo,xl, ey Xn, Y NO de f(x).
Cuando los puntos xg, x1, ..., X, estan igualmente espaciados entre si, lo

anterior da lugar a las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes.

en donde Lo(x), L1(x), ..., Lo(x) son los polinomios de Lagrange correspon-
dientes a los puntos xp, ..., X,, €s decir
n —_—
L = T[22 = b)) () )
j=0 X1 T (i = x0)(xi —x1) - (i = xi) - (% = Xn)
JF#i

Se sigue de () que

b b _n W b
/ P(x) dx = / D Fa)Li(x) dx =D F(x) / Li(x) dx
a 4 i=0 i=0 3



Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos Xj, Xjt+1 es siempre h.
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h= % y los puntos xp =

X0
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h= % y los puntos xp =

x=a+0h=a
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h= % y los puntos xp = a, x3 =

X1
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h= % y los puntos xp = a, x3 =

x1=a+1lh=a+ 552 =2
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h:%ylospuntosxoza, xlz%b, Xy =

X2
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h:%ylospuntosxoza, xlz%b, Xy =

x2:a+2h:a+2(%):b
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= ?. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos x;, Xjt+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h:%ylospuntosxoza, xlz%b, xo = b.
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Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= Q. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos Xi, Xi+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h:%ylospuntosxoza, xlz%b, xo = b.

, b )
Recordemos que tenfamos que calcular [” Li(x)dx, i =0,1,...,n. Puede
demostrarse que cuando los x; son como los anteriores, entonces

/ dx_h/ _'/dt i=0,1,....n
a

J#I
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Férmulas de cuadratura de Newton-Cotes

En este apartado supondremos que los puntos x; son de la forma x; = a+ih,
i=0,1,....,ny h= Q. De esta forma, la distancia entre dos puntos
consecutivos Xi, Xi+1 es siempre h.  Por ejemplo, para n = 2, tenemos

h:%ylospuntosxoza, xlz%b, xo = b.

, b )
Recordemos que tenfamos que calcular [” Li(x)dx, i =0,1,...,n. Puede
demostrarse que cuando los x; son como los anteriores, entonces

/ dx_h/ _'/dt i=0,1,....n
a

J#I

Esto nos lleva a las Férmulas de Newton-Cotes en las que

b n .
—J .
f dx ~ h iF(x;), i dt, =0,1,...,
/a (x) dx Z;a (xi), con a; / L7=; i=0 n
J#

1
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmula en este caso es

Formulas de Newton-Cotes

b n nn i
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

I=J

h=ba  x,=a+ih 7

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmula en este caso es

b
/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
= i=0
en donde h =

Formulas de Newton-Cotes

b n nn i
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

I=J

h="5-2" x;=a+ih ol

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmula en este caso es

b
/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
= i=0
endonde h=»b—a, xg=

Formulas de Newton-Cotes

b n nn i
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

I=J

h="5"2 x;=a+ih el

n

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmula en este caso es

b
/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
= i=0
endonde h=»b—a, xp=a, x1=

Formulas de Newton-Cotes

b n nn i
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

I=J

h="5"2 x;=a+ih el

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b
/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
= i=0
endonde h=»b—a, x9g=a, x3=b,

ap =

Formulas de Newton-Cotes

b n nn g
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

=1

h="5-2 " x;=a+ih J#

n !
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

/ i f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))

i=0

endonde h=»b—a, x9g=a, x3=b,
11 t—

ap = Hidt_
0 ig0—J
J#0

Formulas de Newton-Cotes

b n nn g
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

i—J
h=>5t=2 " x;=a+ih J#
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b,

ao—/H Jd_/ Ojdt /Ol(l—t)dt
1#0

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b

J 11
= Il = 1— =t —
ap = / d /O 1dt /( t)dt=t 2 2
1#0

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b

J 11
= Il = 1— =t —
ap = / d /O 1dt /( t)dt=t 2 2
1#0

a; =

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b

J 11
= Il = 1— =t —
ap = / d /O 1dt /( t)dt=t 2 2
1#0

/ Jdt

J?él

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b

J 11
= Il = 1— =t —
ap = / d /O 1dt /( t)dt=t 2 2
1#0

11 0 1 1
t—J t—0
a1:/ ||.dt:/ —dt = /tdt:
ojzol—J o 1-0 0

J#1

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
a i=0

endondeh—b—a Xo = a, xl—b

J 11
= Il = 1— =t —
ap = / d /O 1dt /( t)dt=t 2 2
1#0

11 : 1 1 2
t— ] t—0 21 1
a1:/ .dt:/ ——dt = /tdt:‘ —
OJITO].—J 0 ].—0 0 20 2

J#1

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=152 x,=a+ih Hé’

n
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Ejemplo: Vamos a calcular la férmula de Newton-Cotes correspondiente a
n=1. La férmulalen este caso es

b

/ f(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (1))
= i=0

endondeh—b—a Xo=a, x3=b,

8 /QII Jd /’dt /(l—tdt t—Ei _1
0= = b O=1 T 2l 2
1#0

11 : 1 1 2
t— | t—0 21 1
- = | = tm:—‘:f
o /01_11)1—1 /01—0 /0 210~ 2
j#1 ;
Asi obtenemos la Férmula del Trapecio: / f(x) dx ~ ; (f(a)+£(b))
a

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
/a (e h Y aif ) [ 7=

_ b-a i
h= ., xi=a+ih Hﬁ
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Ejemplo: Ahora calculamos la correspondiente a n = 2. La férmula en este
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caso es

2
/b F(x)dx~ h Y aif(x) = h(aof (x0) + a1f (x1) + 22f (x2))
a i=0

1
endonde h= 222, xy=a, x =2t x =5,

2 2
2 2 2
t—J t—0\/t—2 )
ay = dt—/( )()dt—/ 2t — £2) dt =
ogl—j s \1—0/\12 0( )
j#1
2_13‘2:4
3o 3

[CSIE

1
a0 = 3, ar =

Formulas de Newton-Cotes

b n nn i
/f(x)dx%hZa,-f(x,-), con a,-:/ Ht -dt, i=0,1,....n
a i=0 0 j=0

I=J

h="5-2 " x;=a+ih ol

n

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Ejemplo: Ahora calculamos la correspondiente a n = 2. La férmula en este
caso es

2
/b f(x) dx ~ hz aif (x;) = h(aof (x0) + a1f (x1) + a2f (%))

endondeh—%, Xo = a, xlz%b, Xo = b,

dpy =

W[
5]
flary
\

ap =

Formulas de Newton-Cotes

b n o
—J )
f(x)dx ~ h aif(x;), con a;= / dt, i=0,1,...,n
| > aif(x) [ 7=

h=5=2x =a+ih Hé’

n

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura
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Férmula de Simpson: bf(x) dx ~ =2 f(a) +4f (2L & f(b
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Férmula de Simpson: bf(x) dx ~ =2 f(a) +4f (2L & f(b
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