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Factorizacion en el método de Gauss:

Nuestro sistema original lo podemos escribir en forma matricial:

ayxy + apxe + -+ 4 ax, = by il 412ttt e (X1 by
anxi +apxe + ot axy = by a1 a2 v A x| fb
an1X1 + an2Xo 4 -+ + appXn = by anl  am & Xn b,
o bien, Ax = b, en donde
d11 d12 - din by X1
ax axp - an by X2
A= , b= , X=
dpnl dp2 - dnn bn Xn
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Supongamos ahora que podemos aplicar el método de Gauss sin tener que
reordenar las ecuaciones. Denotemos por

(C) R ) B (1)
3311) 8%12) az{’) la matriz original del sistema. Tras cada
d dp 9y reduccién vamos obteniendo las siguientes
: S matrices:
@ (1)
a0 L JCO R CO BN () B €
JRCO RN C) I ¢ 1w 912 3 1n
S o 0 &y &y - ay)
0 ap - a5 ®3) 3)
S o o & .. &P L S
3 2 . . . .
0 3572) e 0 0 3(32) N
1 1 1 1 n
ay &) &y oo &y
0 2 L@ 0
0 22 533) f;’) Esta dltima matriz es la triangular
d3 7 9 superior que queriamos obtener.
0 0 0 - ap
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Puede demostrarse que si 1 0 0 0 - 0

definimos las matrices agll)
ey
11
1 2
D A = A2 U
@ @ 4 42
0 ay - ay, 11 22
u=1| _ =10 @ .
: T ... 0 T O ] 0
o RO YR
0 0 --- a 11 92 93
1 2 3 (n—-1)
31(11) 3512) 3573) T S
1 2 3 n—1
a(11) agz) 323) 351—1 r)1—1
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Puede demostrarse que si 1 0 0 0 - 0

definimos las matrices agll)
)
11
1 2
ay & oo & & g
@) 2 2y a2
0 ay - ay, 11 22
u=1| _ =10 @ .
: T ... 0 T O ] 0
RO YR
0 0 ... am 1 9n 93
A g 1 2 3 (n=1)
entonces se verifica la igualdad a) B R S
1 2 3 n—1
A— LU a(11) agz) 323) 351—1,21—1
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Puede demostrarse que si 1 0 0 0 - 0

definimos las matrices agll)
)
11
1 2
ay & oo & & g
@) 2 2y a2
0 ay - ay, 11 22
u=1| _ =10 @ .
: T ... 0 T O ] 0
RO YR
0 0 ... am 1 9n 93
A g 1 2 3 (n=1)
entonces se verifica la igualdad a) B R S
1 2 3 n—1
A— LU a(11) agz) 323) 351—1,21—1

- U es la matriz resultante de aplicar el método de Gauss.

- Cada columna de L se obtiene a partir de la columna correspondiente de
las etapas anteriores.)
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En el primer ejemplo que vimos consideramos el sistema

5x1 + 7xp + 6x3 = 14 5 7 6 x1 14
3x1 —4x0 +2x3 =9 Es decir, |3 —4 2 X2 | = 9
2x1 + 5x2 + 7x3 = 10 2 5 7] \x 10
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En el primer ejemplo que vimos consideramos el sistema

5x1 + Txp + 6X3 =14

5 7 6\ (x 14
3x1 —4x0 +2x3 =9 Es decir, |3 —4 2 X2 | = 9
2x1 + 5xs + 7x3 = 10 2 5 7] \x 10

Las matrices que fuimos obteniendo fueron

(1) @) @)

a1 91 913 5 7 6 aﬁ’ a&? a%) 5 7 6
A=l A =3 -4 2] [0 A2 Do 22
&) s ) e P eow E
Y &) A\ (5 7 6
0 & A |=[0 F
o o &) \0 o &
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Con lo que las matrices U y L son:

Las matrices que fuimos obteniendo fueron

(1) @) @)

a1 91 913 5 7 6 aﬁ’ a&? a%) 5 7 6
A=l A =3 -4 2] [0 A2 Do 22
&) s ) e P eow E
Y &) A\ (5 7 6
0 & D=0 B
o o &) \0 o &
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Con lo que las matrices U y L son:

5 7 6

_ 41 -8
U=10 == =
171

0o o

Las matrices que fuimos obteniendo fueron

(1) @) @)

a1 91 913 5 7 6 aﬁ’ a&? a%) 5 7 6
A=l A =3 -4 2] [0 A2 Do 22
&) s ) e P eow E
Y &) A\ (5 7 6
0 & D=0 B
o o &) \0 o &
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Con lo que las matrices U y L son:

1 0 O

5—21 —68 % Lo
UZO?E L: 1
0 0 5 2 _5

1 gE1
5

Las matrices que fuimos obteniendo fueron

(1) @) @) (1) @) (1)

a1 91 913 5 7 6 aj;  ajy a3 5 7 6
A=l A =3 -4 2] [0 A2 Do 22
&) s ) e P eow E
Y &) A\ (5 7 6
0 & D=0 B
o o &) \0 o &
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Con lo que las matrices U y L son: Obsérvese que, efectivamente,
se verifica la igualdad:
1 0 O
5 7 6 3 1 o0 5 7 6
—41 -8 5
U=|0 == 5| L= 1 LU=A=|3 -4 2
o o % 2 5
1 : oo 1 2 5 7
5

Las matrices que fuimos obteniendo fueron

(1) @) @) (1) @) (1)

a1 91 913 5 7 6 aj;  ajy a3 5 7 6
A=l A =3 -4 2] [0 A2 Do 22
&) s ) e P eow E
Y &) A\ (5 7 6
0 & D=0 B
o o &) \0 o &
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

1) Célculo de determinantes:

De la igualdad A = LU se sigue que det(A) = det(L) det(U). Pero como L
y U son triangulares, se tiene que

det(L) = /11 . /22 cee /nn, det(U) = uy1 - U2 -+ Upp,

con lo que:  det(A) = h1-ho-lop- U1 - U2 Upp
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

1) Célculo de determinantes:

De la igualdad A = LU se sigue que det(A) = det(L) det(U). Pero como L
y U son triangulares, se tiene que

det(L) =h1-by-- g, det(U) = U171 - Upp -+ Upp,
con lo que:  det(A) = h1-ho -l U1 U2 Upn

En nuestro ejemplo,

5 7 6 1 0 O 5 7 6
A=(3 -4 2| =tu=[2 1 of|o =2 =£
2 —11 171

2.5 1 5 2 1/ \0 0 3r

Por tanto, det(A) =5 (=t) - 1t = —171.
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

1) Célculo de determinantes:

De la igualdad A = LU se sigue que det(A) = det(L) det(U). Pero como L
y U son triangulares, se tiene que

det(L) =h1-by-- g, det(U) = U171 - Upp -+ Upp,
con lo que:  det(A) = h1-ho -l U1 U2 Upn

En nuestro ejemplo,

5 7 6 1 0 0 5 7 6
A=(3 -4 2| =tu=[2 1 of|o =2 =£
2 —11 171

2.5 1 5 2 1/ \0 0 3r

Por tanto, det(A) =5 (=t) - 1t = —171.

(Obsérvese que esto muestra que si U es la matriz resultante de aplicar el
método de Gauss a la matriz A, entonces det(A) = det(U).)
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.

Ejemplo: Consideremos el sistema

5x1 + 7xp + 6x3 = 14 5 7 6 X1 14
3x1 —4x0 +2x3 =9 - ({3 —4 2 X2 | = 9
2x1 4+ 5x0 + 7x3 = 10 2 5 7 X3 10

X b
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.

Ejemplo: Consideremos el sistema

Bx1 + Txa + 6x3 = 14 5 7 6 i 0 0)/5 _11 _68
2x1 +5x2 + 7x3 = 10 2 5 7 %*47111 1/\o o %
Resolvemos Ly = b: A V)
1 of(w]=19

2 -l

5 ar 1) V8 10
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.

Ejemplo: Consideremos el sistema

5x1 + 7xz + 6x3 = 14 5 7 6\ (1 0 O\ 7 6
2x1 +5x2 + 7x3 = 10 2 5 7 % %ll 1/\o o %
Resolvemos Ly = b: L U
14
T Bl W
2 -1 Y3 =el
5 a1 1 y3 10 41

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:
Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.

Ejemplo: Consideremos el sistema

Bx1 + Tx + bxs = 14 5 7 6\ (1 0 O\ 7 6
2x1 +5x2 + 7x3 = 10 2 5 7 % %ll 1/\o o %
Resolvemos Ux = y: A L U
5 7 6\ /x 14 i 134
—41 —8 _ 3 o) = =)
R R B w i
0 0 I/ \x 187 3 ar
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Aplicaciones de la factorizacién A = LU: ;Y para que sirve esto?

2) Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Supongamos que queremos resolver el sistema cuadrado Ax = b, y que
hemos conseguido factorizar A como A = LU. Si x e y son las soluciones
de los sistemas triangulares

Ly = b, Ux=y
entonces x es la solucién de Ax = b, pues Ax = L(Ux) = Ly = b.

Ejemplo: Consideremos el sistema

5x1 + Txp + bx3 = 14 5 7 6\ (1 9 DYy 70
3x1 —4x0 +2x3 =9 — |3 -4 2|= 5 1 0 0 < 5
2x1 +5x2 + 7x3 = 10 2 5 7 % %ll 1/\o o %
Resolvemos Ux = y: A L
17

5 7 6 X1 14 X1 9 que es la
0 =4 =8 w|=| 23| 7 ]~ 17419 solucién del

° 1?1 127 X3 187 primer sistema.
0 0 I X3 = 171
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Obsérvese que si la factorizaciéon A = LU se ha obtenido aplicando el método
de Gauss, entonces la solucién y de Ly = b ya la hemos calculado durante
la aplicacion del proceso, pues no es mas que el vector independiente que
se obtiene en la dltima reduccién. Por ejemplo, cuando al aplicar el método
de Gauss pasamos del sistema

5x1 + Txp + 6x3 = 14 5x1 + Txo + 6x3 = 14

Ax =b: 3x; —4x, +2x3 =9 al sistema —%x2 — gx;.; = %
2x1 + 5x0 + 7x3 = 10 i, _ 187
4173 — 41
y construimos las matrices
5 7 6 1 0 0
_ —41 -8 _ 13
171 2 -1
0 0 S 5 oar 1
14
entonces la soluciéon de Ly = bes y = % con lo que solo hemos tenido
187
41

que resolver Ux = y.
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A continuacién vamos a ver que la factorizacion A = LU se puede calcular
directamente. Pero no toda matriz A admite una factorizacién de esa
forma. Observemos, no obstante, el siguiente resultado:
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A continuacién vamos a ver que la factorizacion A = LU se puede calcular
directamente. Pero no toda matriz A admite una factorizacién de esa
forma. Observemos, no obstante, el siguiente resultado:

Teorema: Si todos los menores principales de la matriz

411 412 -+ din

dp1 a2 - apn
A=

dnl a@n2 - dpn

son no nulos, entonces existe una tnica matriz triangular inferior L = (/j),
con [ =1 para i =1,...,n, y una lnica matriz triangular superior U =
(ujj) tales que A= LU, es decir,

a1 ap - an 1 0 --- 0 Uil U - Ul
a1 ax - an by 1 --- 0 0 wxp -+ uy
dnl dn2 -  @ann i g oo 1 0 0 c++  Upp
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El teorema anterior nos da una condicién suficiente, pero no necesaria, para
. . . . 2 8
que exista factorizacion A = LU. Por ejemplo, la matriz A = 1 4> que

no verifica las hipdtesis del teorema pues det(A) = 0, la podemos escribir

(G H-GIE
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo.
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1[3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz

decir, queremos que se verifique la igualdad:
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1[3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 U1o u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux hiu13 + U3 =13 —4 2
Biuir  Biuip + houxy  hBiuiz + Rouoz + us3 2 5 7
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1[3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 0 uii uio  U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
uii ui2 u13 5 7 6
hiuir  bhiuip + ux hiu13 + U3 =13 —4 2
Biuir  Biuip + houxy  hBiuiz + Rouoz + us3 2 5 7

Igualando los elementos de la matriz de la izquierda con los de la derecha,
y yendo de izquierda a derecha y de arriba abajo, podemos calcular todos
los términos de Ly U:
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1[3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 0 uii uio  U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
uii ui2 u13 5 7 6
hiuir  bhiuip + ux hiu13 + U3 =13 —4 2
Biuir  Biuip + houxy  hBiuiz + Rouoz + us3 2 5 7

ui1 =5, u1p =7, u13 =06,
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=13 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 0 U1 Uiz U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
k1 hy 1 0 0 uss3
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 U1o u13 5 7 6
hiuir  hiuia + ux h1u13 + U3 =3 -4 2
Biuir  hBiuiz + kot hBiuiz + hBouos + uss 2 5 7
ui1 =5, U2 =7, u13 =6, hiun =3 — /212%:%
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1|3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
/31 /32 1 0 0 us3
decir, queremos que se verifique la igualdad:
uii uip u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux h1u13 + up3 =13 —4 2
Biuir  Biuip + houxy  hBiuiz + Rouoz + us3 2 5 7
_ _ _ _ _ 3 _3
u11 =5, u1p =7, u13 =6, biuy =3 — bhi=;-=3%
biuz + up = —4 — up=—4—hiup=—-4-37=-3

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1|3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 uip u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux h1u13 + up3 =13 —4 2
Biuir  hiuiz + Bouxy  kiuiz + Bauoz + U3z 2 5 7
_ _ _ _ _ 3 _3
uir =5, ui2 =7, 113 =6, biuy1 =3 — b =,-=3%
biuz + up = —4 — up=—4—hup =—-4-37=-3
biuz+up =2 — up=2—hiuz=2-36=7
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1|3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 uip u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux h1u13 + up3 =13 —4 2
Biuir  hiuiz + Bouxy  kiuiz + Bauoz + U3z 2 5 7
_ _ _ _ _ 3 _3
uir =5, ui2 =7, 113 =6, biuy1 =3 — b =,-=3%
biuz + up = —4 — up=—4—hup =—-4-37=-3
biuz+up =2 — up=2—huz=2-36=7
2 _ 2

hiu =2 — k=47 =%,
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=13 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
ki1 hy 1 0 0 9wz
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 uip u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux h1u13 + up3 =(3 -4 2
Biuir  hiuiz + Bouxy  kiuiz + Bauoz + U3z 2 5 7
uir =5, ui2 =7, 113 =6, b1 =3 - =2 =13
biua + upp = —4 — wpp = —4— hiupp =—4—37==
b1z +up =2 = w3 =2—huz=2—36=3
hiun =2 = B = u% =2, ki + houp =5 — lp = 5_[,3% =3
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1|3 —4 2 Queremos encontrar las matrices
2 5 7
1 0 O uil U2 U13
L=1|h 1 0] ,yU-= 0 wx w3 , tales que LU = A. Es
/31 /32 1 0 0 us3
decir, queremos que se verifique la igualdad:
u11 U1o u13 5 7 6
hiuir  bhiuia + ux h1u13 + up3 =13 —4 2
Biuir  hiuiz + Bouxy  kiuiz + Bauoz + U3z 2 5 7
_ _ _ _ _ 3 _3
uir =5, ui2 =7, 113 =6, biuy1 =3 — b =,-=3%
biua + upp = —4 — wpp = —4— hiupp =—4—37==
b1z +up =2 = w3 =2—huz=2—36=3
hiuy1 =2 — k= u% =2, hiup+ houp =5 — I 1:7145_[,321;12 =

Biuiz + Boupz +us3 =7 — u3zz =7 — B3 + Kotz = 37
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=1|3 —4 2
2 5 7
Hemos calculado asi las matrices
1 0 O 5 7 6
L=13 1 o], u=1|o = 2|,
2 -1 171
5 ar ! 0 0 3
u11 =5, uip =7, u13 =6, hiun =3 — /212%:%
biua + upp = —4 — wpp = —4— hiupp =—4—37==
b1z +up =2 = w3 =2—huz=2—36=3
Biu;p =2 — /31:%11:%, Biuip + Bouzp =5 — /32:5_5%:%

171
Biuiz + Boupz +us3 =7 — u3zz =7 — B3 + Kotz = 37
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Vamos a ver a continuacidn, en el caso de que sea posible, como se calculan
Ly U a partir de A con un ejemplo. Consideremos

5 7 6
A=(3 —4 2
2 5 7
Hemos calculado asi las matrices
1 0 O 5 7 6
_ 13 _ —41 -8
L=z 1 0], U=10 = S|,
2 —11 171
5 a1 1 0 0 51

que es la descomposicidn que obtuvimos anteriormente.
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Ya sabemos (Teorema) que el que todos los menores principales de A sean
no nulos, es una condicién suficiente para que se pueda descomponer la
matriz como A = LU. Ya vimos con un ejemplo que esa condicién puede no

L i 2 8 q 1 0\ /2 8
ser necesaria. La matriz { , , | se descompone como % 1) \o o)
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Ya sabemos (Teorema) que el que todos los menores principales de A sean
no nulos, es una condicién suficiente para que se pueda descomponer la
matriz como A = LU. Ya vimos con un ejemplo que esa condicién puede no

L i 2 8 q 1 0\ /2 8
ser necesaria. La matriz { , , | se descompone como % 1) \o o)

Sin embargo, si no se verifican las hipdtesis del teorema, puede ser que no
exista descomposicion A = LU. Por ejemplo, no existen matrices L y U

0 1\ (1 0\ (v up
tales que <1 1) = </21 1) < 0 u21>,
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Ya sabemos (Teorema) que el que todos los menores principales de A sean
no nulos, es una condicién suficiente para que se pueda descomponer la
matriz como A = LU. Ya vimos con un ejemplo que esa condicién puede no

L i 2 8 q 1 0\ /2 8
ser necesaria. La matriz { , , | se descompone como % 1) \o o)

Sin embargo, si no se verifican las hipdtesis del teorema, puede ser que no
exista descomposicion A = LU. Por ejemplo, no existen matrices L y U

tales que L I e Ptz ues, por una parte tendria
N1 1) "\ 1)\ 0 uy) PUSP P

que ser u;; = 0, y por otra hiu;; = 1.
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La descomposiciéon que hemos obtenido de la matriz A como A = LU, en
donde L es triangular inferior con diagonal de unos y U es triangular superior,
se denomina descomposicién de Doolittle. Si es U la matriz que tiene unos
en la diagonal, la descomposicién se llama de Crout.
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La descomposiciéon que hemos obtenido de la matriz A como A = LU, en
donde L es triangular inferior con diagonal de unos y U es triangular superior,
se denomina descomposicién de Doolittle. Si es U la matriz que tiene unos
en la diagonal, la descomposicién se llama de Crout. Por ejemplo:

5 7 6 1 0\ /5 7 6
3 4 2|=(2 1 offo FH 22 (Doolittle)
2 5 7 ¢ 5 1/ \0 o &
5 0 (1 L8
=13 01 2 (Crout)
2 ¥ /) \0o0 1
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La descomposiciéon que hemos obtenido de la matriz A como A = LU, en
donde L es triangular inferior con diagonal de unos y U es triangular superior,
se denomina descomposicién de Doolittle. Si es U la matriz que tiene unos
en la diagonal, la descomposicién se llama de Crout.

En general, a la hora de obtener una descomposiciéon A = LU, podemos fijar
para cada i el valor de /;; o de uj; (pero no de ambos a la vez).

Calculo Numérico y Estadistica. Universidad de Extremadura



La descomposiciéon que hemos obtenido de la matriz A como A = LU, en
donde L es triangular inferior con diagonal de unos y U es triangular superior,
se denomina descomposicién de Doolittle. Si es U la matriz que tiene unos
en la diagonal, la descomposicién se llama de Crout.

En general, a la hora de obtener una descomposiciéon A = LU, podemos fijar
para cada i el valor de /;; o de uj; (pero no de ambos a la vez). Por ejemplo,
podemos fijar los valores u1; = 7, hp = —2, u33 = 3, y (resolviendo las
ecuaciones correspondientes) obtener la descomposicién

5 49 42

— 3 41 4

3 4 2|=|2 2 0o||o 4 2
2 22 57
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La descomposiciéon que hemos obtenido de la matriz A como A = LU, en
donde L es triangular inferior con diagonal de unos y U es triangular superior,
se denomina descomposicién de Doolittle. Si es U la matriz que tiene unos
en la diagonal, la descomposicién se llama de Crout.

En general, a la hora de obtener una descomposicién A = LU, podemos fijar
para cada i el valor de /;; o de uj; (pero no de ambos a la vez). Por ejemplo,
podemos fijar los valores u1; = 7, hp = —2, u33 = 3, y (resolviendo las
ecuaciones correspondientes) obtener la descomposicién

5 49 42
5 7 6 2 0 0 T 5 %
— |3 41 4
2 22 57
2 5 7 S T 0 0 3

Obsérvese que con la descomposicién anterior también podriamos resolver el
sistema Ax = b mediante la resolucién de los dos sistemas Ly = b, Ux = y.
Igualmente, con esta descomposicién también podemos calcular facilmente
el determinante de A. En este caso, sabiamos que det(A) = —171, y lo
podemos calcular como

det(L)det(U) = [?(—2) 57] [ B 3}
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Método de Choleski: Recuérdese que el que una matriz A sea definida
positiva significa que x*Ax > 0 para todo vector x # 0, es decir

aiy aw - ai Xy X1 0

ax  axp ' A X2 _ X2 0
(a0 x x| : .| >0 si S| #

dnl an2 ann Xn Xn O

y que esto es equivalente a que todos los menores principales de la ma-
triz sean positivos.
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Método de Choleski: Recuérdese que el que una matriz A sea definida
positiva significa que x*Ax > 0 para todo vector x # 0, es decir

aiy aw - ai Xy X1 0

ax  axp ' A X2 _ X2 0
(a0 x x| : .| >0 si S| #

dnl an2 ann Xn Xn O

y que esto es equivalente a que todos los menores principales de la ma-
triz sean positivos. En el caso de que la matriz A sea simétrica y
definida positiva, entonces un proceso similar al visto anteriormente permite
descomponer A como A = LL?, siendo L una matriz triangular inferior con
los elementos de la diagonal positivos.
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Método de Choleski: Recuérdese que el que una matriz A sea definida
positiva significa que x*Ax > 0 para todo vector x # 0, es decir

aiy aw - ai Xy X1 0

ax  axp ' A X2 _ X2 0
(a0 x x| : .| >0 si S| #

dnl an2 ann Xn Xn O

y que esto es equivalente a que todos los menores principales de la ma-
triz sean positivos. En el caso de que la matriz A sea simétrica y
definida positiva, entonces un proceso similar al visto anteriormente permite
descomponer A como A = LL?, siendo L una matriz triangular inferior con
los elementos de la diagonal positivos. Es decir,

air ar - an hy 0 - 0 b b eco g
a2 ax - anm| hi hy -+ 0 0 by - Iy
a1, @y '+ apn P O . 0 0 - |,
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Ejemplo: La matriz

8 -3 6
A=1[-3 12 5
6 5 10
es simétrica y definida positiva pues
8 _3 8 -3 6
a1 =8> 0, det(_3 12)287>0, det | -3 12 5| =58>0
6 5 10
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Ejemplo: La matriz

8 -3 6
A=1[-3 12 5
6 5 10
es simétrica y definida positiva pues
8 _3 8 -3 6
a1 =8> 0, det(_3 12)287>0, det | -3 12 5| =58>0
6 5 10
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Ejemplo: La matriz

8 -3 6
A=1[-3 12 5
6 5 10
es simétrica y definida positiva pues
8 _3 8 -3 6
a1 =8> 0, det(_3 12)287>0, det | -3 12 5| =58>0
6 5 10

Planteando las ecuaciones que se siguen de la igualdad

38 -3 6 hi O 0 hi b1 k1
A=|-3 12 5 =[I'= hi by 0 0 by hp
6 5 10 ki hy I3 0 0 /A3
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Ejemplo: La matriz

8 -3 6
A=1[-3 12 5
6 5 10
es simétrica y definida positiva pues
8 _3 8 -3 6
a1 =8> 0, det(_3 12)287>0, det | -3 12 5| =58>0
6 5 10
Planteando las ecuaciones que se siguen de la igualdad
38 -3 6 /11 0 0 /11 /21 /31
A=|-3 12 5 =[I'= /21 /22 0 0 /22 /32
6 5 10 /31 /32 I33 0 0 /33
se obtiene que
22 0 0
-3 &7
L=|2z 22 ©
3 V29 V2
V2 V6 V3
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Ejemplo: La matriz

8 -3 6
A=1[-3 12 5
6 5 10
es simétrica y definida positiva pues
8 3 8 -3 6
a1 =8> 0, det(_3 12)—87>0 det | -3 12 5| =58>0
6 5 10

Planteando las ecuaciones que se siguen de la igualdad

8 -3 6 hi 0 0 hi b1 b
A=[-3 12 5 | =LL'= hi by 0 0 by hp
6 5 10 ki hy I3 0 0 I3
se obtiene que
2v2 0 0 Obsérvese que detA—(detL)(detLt):
= & o (det L)? = (2[2\[[) — 58,
3 V2 V2
V2 V6 3
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