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Ajuste e interpolacién

Planteamiento del problema

Interpolacién e
Interp 5n polinomial a trozos: splines

J.L. Bravo

La interpolacién consiste en construir
una funcién (o una curva) que pase por
una serie de puntos prefijados.

@ Interpolacién polinomial: el
conjunto de datos observados se
interpola mediante el polinomio de
menor grado que pase por todos
los puntos.

o Interpolacién a trozos (splines)
cada par de puntos consecutivos se
interpola mediante un polinomio.
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Planteamiento del problema

Dados los puntos (xo, yo), (x1,¥1), - -+, (Xn, ¥n), existe un dnico polinomio de
grado < n, P,(x) tal que

Po(xk) = yk, k=0,1,...,n

al cual llamamos polinomio interpolador de los puntos.

Para calcularlo, definimos P,(x) = ap + aix + ... + a,x", e imponemos
Po(xx) = yk, k=0,1,...,n.

1 xo Xg ao Yo
1 x X7 ap n
1 x, ... X/ an Yn

Este es un sistema de n+ 1 ecuaciones con n+ 1 incégnitas. Se prueba que el
determinante es no nulo. Por tanto, el polinomio interpolador es tnico.
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Introduccién

. . s Polinomio interpolador
Ajuste e interpolacion P
Interpolac E

Interp:

Ejemplo 1

Consideremos los puntos:

(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Tenemos que resolver el sistema:

100 0 a0 4
111 1 a | [ 3
12 4 8 a | 7|1
13 9 27 a3 4

Resolvemos y obtenemos

P(x) = ap + a1x + aox® + azx> = 4.0+ 1.5x — 3.5x% + x°.

J.L. Bravo Interpolacién 4/28



Introduccién
Polinomio interpolador
Interpolacién de Hermite

Ajuste e interpolacién

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ejemplo 1

Si dibujamos el polinomio interpolador y los puntos:
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Introduccién

: . s Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién nterp )
Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Polinomio Interpolador de una curva

Si tomamos (xk, yk), pertenecientes a la grafica de una funcidn f, yx = f(xk).

Teorema

Dada f € C"Y([x0, xn]), si P(x) es el polinomio interpolador de (xk, f(xx)),
k=0,...,n, entonces existe £ € [xg, x,] tal que

n+1)
f(x) — Pu(x) = o)

O CREDCEEARNCES

v

f € C"™([x0, xs]) quiere decir que la funcién f es n+ 1 veces derivable en [xg, x,],
y que dicha derivada n + 1 es continua en [xg, X,].

Veremos dos métodos para calcular el polinomio interpolador, ademds de la
resolucion del sistema de ecuaciones lineales.
@ Método de Lagrange

Q@ Método de Newton
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Ejemplo 2

Consideremos la funcién
4 1 2 2
f(X):_§ 3sin (37rx)+3xf35in <37rx>+4.

Se verifica f(0) =4, f(1)=3, f(2)=1, £(3)=4. Por tanto su polinomio
de interpolacién es

\

"

\

\

\

\

Figura: Funcién y polinomio Figura: error
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Introduccién

. . s Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacion P
Interpolac E

Interp:

1. Polinomios de Lagrange

Dados xp < x1 < ... < Xy, se definen los polinomios de Lagrange como

L,'(X) _ H (X — XJ)

i i =)

Li(x) es el polinomio interpolador de (x;,1) y (xj,0), para j # i.

El polinomio interpolador de (xo, o), (x1,¥1), -1 (Xn, ¥n) €S

Pa(x) = ZYILI(X)
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Ajuste e interpolacién

1. Polinomios de Lagrange

Consideremos los puntos:

(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Tenemos:
Lo = ~ DA -y - XD 3)
Ly(x) = _W, L3(x) = W
Y

P3(X) = 4L0(X) —|— 3L1(X) —|— LQ(X) —|— 4[_3(X)
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Introduccién

. . s Polinomio inter, olador
Ajuste e interpolacion ! P

2. Interpolacién de Newton

Dada una funcién f(x), se definen las diferencias divididas de f(x) como

Flxd = F(xi),  Flxe—t, xe] = Fixad = ] |

Xk — Xk—1
fXk— — [ Xp—ry ooy Xk
ks xi] = Xk ri1s o Xi] = FXkrs ooy Xk 1]'
Xk — Xk—r
El polinomio interpolador de los puntos (xo, ¥0), (X1, Y1) - -+ (Xn, ¥n), puede

escribirse usando las diferencias divididas como

Pn(x) = flxo] + f[xo0, x1](x — Xx0) + ... + fx0, X1, .. ., Xa] (X — X0) - .. (X — Xp—1)-
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Introduccién
Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién Interpola

2. Interpolacién de Newton

Ejemplo 3:
(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Creamos la tabla de diferencias divididas:

x | O T ]
4

0
1] 3
2| 1
3| 4
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Introduccién
Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién Interpola

2. Interpolacién de Newton

Ejemplo 3:
(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Creamos la tabla de diferencias divididas:

LS I N O IO Y L RS
0| 4
-1
1] 3
-2
2| 1
3
3| 4
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Introduccién
Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién Interpola

2. Interpolacién de Newton

Ejemplo 3:
(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Creamos la tabla de diferencias divididas:

x | O T ]
4

0
-1

1| 3 -1/2
-2

2| 1 5/2
3
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Introduccién
Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién Interpola

2. Interpolacién de Newton

Ejemplo 3:
0 1 I O I O R L D

E
)

2|1 5/2

3] 4
P(x)=4—x—(1/2)x(x — 1) + x(x — 1)(x — 2).
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpol: e Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Interpolacién de Hermite

Teorema

Sean xg < x1 < ... < Xp, ¥
y,.(j) 0<i<n

)

Existe un tnico polinomio de grado menor o igual que m := n + Z?:o m; tal que

PO(x)=yD, 0<i<n, 0<j<m.

El polinomio definido por el Teorema anterior se denomina polinomio
interpolador de Hermite.

J.L. Bravo Interpolacién 15/28



Introduccién

Ajuste e interpolacién Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite
Interpolacién polinomial a trozos: splines

Definimos las diferencias divididas como

f[Xk,Xk] = f/( Xk

f(x
f X, X, xi] = (2 k)7
fm_l)(Xk)
f .m. = -
[Xka ;Xk] (m — 1)[

Denotemos
s1m __ 1 1 n+1
{%i}o = {x0, ™1, x0, x1, ™I X1, ..., Xp, ML X}

Entonces el polinomio interpolador de Hermite es

m j—1
P(x)=> fl%,.... %] [ [ (x
j=0 i=0
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Introduccién
i rpolador
de Hermite
Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Fenémeno de Runge

El ajuste de una curva mediante
polinomios de interpolacién de grado
alto, esto es, para un conjunto

numeroso de datos, suele resultar poco 0s
satisfactoria, pues produce oscilaciones
en los extremos que llevan a graves os

errores (fenémeno de Runge). Tomemos

1
F) =125

x € [71,1] T o3 g o5 T
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Ajuste e interpolacién

Efecto de Runge-Kutta

1
f(x) = To 052 la curva azul.

Tomamos los puntos
(—1,0.0385), (0,1),(1,0.0385)

y calculamos el polinomio interpolador
de los mismos.

Py(x) = —0.9615x% 4 1(gréfica roja)

J.L. Bravo
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Fenémeno de Runge

Tomamos mas puntos para interpolar.

Afadimos os
(-0.6,0.1),(0.6,0.1) i

El polinomio interpolador es de grado 4:

P4(x) = 2.4038x* — 3.3654x2 + 1(verde) \/ s = \/
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Introduccién
i rpolador
de Hermite
Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Fenémeno de Runge

Tomando mas puntos para interpolar, el polinomio de grado 6 se representa en la
grafica naranja. Como vemos, aparecen fluctuaciones en los extremos que hacen
que el ajuste no sea adecuado, pues se producen muchos errores.
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Fenémeno de Runge

Para un total de 21 puntos, las fluctuaciones son enormes (el polinomio de
interpolacidn en este caso es la gréfica violeta)
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Introduccién

Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Interpolacién polinomial a trozos: splines

La interpolacién polinomial a trozos consiste en construir un polinomio de grado
1, 2 0 3 para cada par de nodos consecutivos (xk, yk) Y (Xk+1, Yk+1) La curva
definida mediante estos “trozos” se denomina spline. Estudiaremos:

@ Interpolacién lineal a trozos: splines lineales

@ |Interpolacién clibica a trozos: splines ctibicos
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Introduccién
Aluste e interpolacién Polinomio interpolador
J P Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Splines lineales

Consisten simplemente en unir los nodos o puntos mediante segmentos. Asi, dado
el par de nodos (X, Yk), (Xk+1, Yk+1), definimos el segmento que los une:

k — Yk
Se(x) = yie+ 2L (0 3, x € [ il
Xk+1 — Xk

con lo que el spline lineal de los puntos (xo, ¥0), - - - , (Xn, ¥n) es la funcién definida
a trozos:

S(x) = Sk(x), x € [xk,xk41], k=0,...,n—1
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Introduccién
Aluste e interpolacién Polinomio interpolador
J P Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Splines lineales

Ejemplo 4 Queremos interpolar los puntos (2,4), (3,3), (4,1). Tomamos el spline
lineal:
—x+6 sixe(23)

st = —2x+9 sixe(3,4)
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Polinomio interpolador

Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Ajuste e interpolacién

Splines ctbicos

En el caso de que busquemos una curva mas suave, debemos usar un spline
clbico, imponiendo que sea una funcién con segunda derivada continua. Se define
la curva en [x, x,] a trozos

S5(x) = Sk(x), x € [xk-1, %], k=0,...,n—1
donde Sk(x) = arx® + byx® + ckx +di, k=0,...,n— 1.
Se debe cumplir que:

Q Sk(xk) = ykr Sk(Xk+1) = Yk+1, k=0,1,...,n— 1 cada trozo de spline pasa
por los nodos correspondientes

Q S, (xk+1) = Siy1(Xk41), k =0,...,n—2 en los nodos donde los trozos se
unen la derivada es la misma, es decir, no hay picos

Q S/(xk+1) = S/ 1(xk+1), k =0,...,n—2 en los nodos donde los trozos se
unen hay igual radio de curvatura, pues este coeficiente se define tinicamente
a partir de la derivada segunda
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Interpolacién polinomial a trozos: splines

Splines ctbicos

Para encontrar una solucién del sistema, formado por 4n — 2 ecuaciones y 4n
incégnitas, debemos imponer dos restricciones mds. Segtin la forma de imponerlas,
podemos definir distintos tipos de splines.

© Spline cibico natural: este spline clibico es el que minimiza la energia de
tension.

$"(x) =0, S"(x,)=0.
@ Spline periddico:

S'(x0) = S'(xa),  S"(x0) = S"(xn)
@ Spline cibico sujeto (el que menos oscila)

S/(Xo) = ko, S/(Xn) = k,,
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J P Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Splines ctbicos

Ejemplo 5 Spline ciibico natural que interpola (0,4), (1,3), (2,1).

Tenemos el sistema

S(0)=4— (/1 0 00 0 0 0 0\ [do 4
S(1)=3—= (11110 0 0 0] 3
ss(1)=3—= (00001 1 1 1|k 3
si2)=1— |0 0001 2 4 8f||la]| |1
S =8(1)— |01 230 -1 =2 =3|[[d| |0
S/1)=S'1)— [0 0o 26 0 0 -2 —6|]a 0
S/0)=0— |0 0200 0 0 O0]|h 0
S’'2)=0— \0 0 0 0 0 0 2 12/ \a 0

So(x) =4 —x, Si(x) =5—4x+3x* - x>
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Introduccién
Polinomio interpolador

Ajuste e interpolacién

Interpolacién de Hermite
Interpolacién polinomial a trozos: splines

Splines ctbicos

Ejemplo 5

J.L. Bravo
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J P Interpolacién de Hermite

Interpolacién polinomial a trozos: splines

Interpolacién cubica a trozos de Hermite

Nos dan
@ Xg < x1 <...<Xp,
@ Yo, Y1+ Yn,

/ ! /
° y07y17"~7yn'
Queremos una funcién f tal que

fo) =ye, /() =y 0<k<n
Vamos a obtener una funcién de la forma

f(x) = {akx3 + bex? + aex + dk,  x € (X1, Xk)-

Es decir, en cada intervalo (xx—_1, xk) tomamos el polinomio cdbico de Hermite.
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