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FUNCIONES

Dados dos conjuntos D y F, una funcién es una
correspondencia que asocia a cada elemento de D un tnico
elemento de E.

Dado un elemento z de D y una funcién f, el inico
elemento de D asociado a x por la funcién se denomina
imagen de x y se denota f(x). También se denomina
valor de f en .

El conjunto D se llama dominio de la funcién. La imagen
de la funcién es el subconjunto de elementos de F que
estan asociados a algin elemento de D. Si denominamos f
a la funcién, el dominio de f también se denota Dom(f) y
la imagen de f se denota Im(f).



e SiD=1{1,2,3},y E={1,2,3,4,5,6}, podemos definir la
funcién que a 1 le asocia 2, a 2 le asocia 4 y a 4 le asocia 6.
Entonces la imagen es {2,4,6}.

e Si D =Ny E =N, podemos definir la funcién que a cada
numero de D le asocia el doble de ese numero.

@ Podemos pensar en funciones mucho méas complejas y de
las cuales no conozcamos su expresion. Por ejemplo, a cada
instante de tiempo, podemos asignarle la temperatura
media de la clase.



@ Decimos que una funcién es sobreyectiva si la imagen de
la funcién es todo E.

@ Decimos que una funcién es inyectiva si a elementos
distintos de D les corresponden imagenes distintas.

@ Decimos que una funcién es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.



@ Si el dominio es finito, podemos definir la funcién dando
para cada elemento del dominio su elemento asociado.

o Mediante una expresion que dependa del elemento del
dominio. Por ejemplo, si D = E =Ny f es la funcién que
asigna a cada elemento de D su doble, lo denotamos:

FiNSN,
x v f(z) = 2.

Esta definicién se denomina en forma explicita.



e Mediante una ecuacion que relacione cada elemento del
dominio con su imagen. Si denotamos como x el elemento
del dominio y como y su imagen, podemos definir la
funcién anterior en forma implicita como

y —2x =0.



i0jo! No toda expresién implicita define una funcién. Por
ejemplo, la ecuacién de la circunferencia,

24y =1,

no define una funcién. En efecto, al despejar y para obtener
la forma explicita, tenemos

y=+v1—22, 6 y=—vV1-—2a2

Es decir, para un mismo valor de x (por ejemplo z = 0),
obtenemos dos valores de y, (+1 y —1). Sin embargo, si
podemos asociar dos funciones a dicha ecuacién,

fl@)=v1—22 f(z)=—V1—22
B



Para describir subconjuntos de R, utilizaremos la notacion de
intervalos. Asi, (a,b) denotara todos los nimeros reales x tales
que a < x < by [a,b] denotara todos los nimeros reales x tales
que a < x < b.

Analogamente
(a,b)) ={xeR:a<z<b}, [a,b)={zeR:a<x<b}.
Para denotar los intervalos no acotados, usaremos
(—00,b) ={z eR:z<b}, (—o0,b={xreR:x<b},
(a,00) ={zeR:a<z}, [a,00)={zeR:a<zx}



Estamos interesados en funciones cuyo dominio e imagen
son subconjuntos de R. Las llamaremos funciones reales
de una variable real. Asi que una funcién f: D CR - R
asocia a cada nimero z € D un tnico valor f(x) € R.

Por ejemplo, la funcién f: [3, 4] — R definida por
f(z) = y/z denotard la funcién que a cada x que cumpla
3 < x < 4 asocia el nimero /z.
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DOMINIO

e El dominio de una funcién real de variable real serd el
conjunto sobre el que esté definida la funcién. El dominio
puede estar indicado en la definicién de la funcién, por
ejemplo:

En este caso, nos estan indicando que el dominio sera

@ Si no aparece explicitamente el dominio de la funcion, se
entenderd que es el mayor conjunto en el que es posible
definir la funcién. Por ejemplo, el dominio de f(z) = /z es
el conjunto de niimeros reales mayores o iguales que 0, es
decir, Dom(f) = [0, +00).



o La grafica de la funcién f: D C R — R es el subconjunto
del plano

{(z,f(x)): = € D}.

o La definicién de funcién exige que a cada x del dominio de
la funcién le corresponda un unico f(z) de la imagen de la
funcién, lo que geométricamente significa que cada linea
vertical que interseca a la grafica de la funcién lo haga en
un tnico punto.



o Considérese en el plano x,y la ecuacién de la circunferencia
de centro el origen y radio la unidad, 22 4+ y? = 1. Al
resolver la ecuacion con respecto de x se obtienen dos
soluciones

y=+v1—22, y=—1-22

@ La definicién de funcién exige que a cada x del dominio de
la funcién le corresponda un unico y de la imagen de la
funcién.



Asi que se dice que las dos soluciones definen dos funciones

fa) = VI=2, gl) = —VI= 2

cuyas graficas son

1_332 -1 0 1

N\

-1 |0 1 —V/1—23
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GRAFICAS DE FUNCIONES

o Para dibujar la gréfica se construye una tabla de valores, se
dibujan los puntos y, una vez que queda claro cémo es la
grafica, se hace el dibujo.

o A lo largo del tema, iremos viendo cémo estudiar la funcién
para estudiarla en los puntos donde la tabla de valores no
nos aclara cémo es la funcion.

@ Veamos un ejemplo. Se han dado varios valores a la
variable x y se han calculado los valores de la funcién
f(z) = y/z. Al unir esos puntos se consigue dibujar la
grafica de la funcion.
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e Este método no siempre funciona y a veces empeora al
dibujar més y més puntos.

e Por ejemplo, para f(x) = sen(1/x), dibujar puntos con
valores x préximos a 0 hace cada vez méas confuso el dibujo
de la gréfica.
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GRAFICAS

BEJEMPLO

Representar las siguientes funciones calculando el valor en los
puntos —1, —0,5, 0, 0,5, 1:

@ j(@)=x+1
Q f(z)=2a?
Q f(z)=1

Q@ f(z) =1In(xz+0,2)
Comparar las grificas obtenidas con los resultados en Geogebra
o Wolfram Alpha.




Una funcién es constante f(z) =1

cuando la imagen de cada
punto del dominio es siempre
el mismo valor.

Es decir, existe a € R tal que

f(z) =a.

Su grafica es una recta horizontal.



Una funcién es lineal cuando flz) =z
la imagen de cada punto del
dominio es proporcional a su
valor.
-1/10 1
Es decir, existe a € R tal que

f(z) = ax.

Su gréafica es una recta que pasa por el origen. Conocido un
punto de la grafica distinto del origen, podemos calcular la
constante a. Ademads, podemos obtener el valor de cualquier
otro punto aplicando una regla de tres.



Una funcion es afin cuando es /
suma de una funcién constante

y una lineal. % el

Es decir, existen a,b € R tal /_1 0 1
que f(z) =ax+0.

Su gréafica es una recta. Conocidos dos puntos de la gréfica,
podemos calcular las constantes a y b. Si a # 0 entonces corta el
eje z en un unico punto, g = —b/a.




El dominio de las funciones constantes, lineales y afines es R.

La imagen de la funcién constante es un unico punto, y la de las
funciones lineales y las afines es R, salvo cuando son constantes.

La funcién constante no es inyectiva y las funciones lineales y
afines son inyectivas salvo cuando son constantes.

Las funcién constante no es sobreyectiva, pero las funciones
lineales y afines si lo son (cuando no son constantes).
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FUNCIONES AFINES

EJEMPLO

@ Supongamos que tenemos muchos frutos todos iguales y nos
dicen que en 7 kilos hay 26 frutos.
@ Obtener la funcion que relaciona el numero de frutos con su
peso.
© ;Cudntos frutos hay en 11 kilos? Resolver usando la
funcion anterior y también por regla de tres.

@ Calcular la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
(1,3) y (4,2).

@ El crecimiento de cierto animal es una funcion afin que
depende de la edad. Sabiendo un ejemplar de 1 ano pesa
1.3 kgs y un ejemplar de 8 anos y medio pesa 2.6 kgs:

@ Calcular la funcion afin que modeliza dicho crecimiento.
® Calcular el peso al nacer.
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FUNCIONES AFINES EN BIOLOGIA

Las funciones afines (normalmente denominadas lineales) son
las més empleadas como modelo. Por ejemplo, podemos tratar
de relacionar el tamano del fémur con el tamano del animal.

Para calcular la funciéon afin que mejor se ajusta a los datos se
utiliza la regresion lineal.

26 -10 10 20 30 40 50 60

FiGUrA: De Sewaqu, dominio publico, Wikipedia.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11967659

Un polinomio es una funcién fo)|= 22
de la forma TN=T
p(z) = apr"+a,_ 12" 4. . +aiz+ag,

para ag,ai,...,an_1,0, € R -1 1|0 1
fijados, con a, # 0. Se dice que

n es el grado del polinomio.
El dominio de los polinomios es R. ;Cudl es su imagen? ;Son
inyectivos/epiyectivos?

Si n = 2, la gréafica es una pardbola. Mas adelante estudiaremos
c6mo los las graficas de los polinomios de grado més alto.



PoLiNOM

Recordatorio

Para sumar polinomios basta sumar los coeficientes con el
mismo grado.

Para multiplicar polinomios, usaremos la propiedad dis-
tributiva. En particular, es conveniente aprenderse las si-
guientes identidades:

(a+b)? = a® + 2ab + b?,

(a —b)? = a® — 2ab + 1%,
(a+b)(a—Db)=a®—b>




Los puntos del dominio tal que su imagen por el polinomio es el
cero se denominan raices del polinomio.

Un polinomio p tiene la raiz xg si y sélo si se escribe como
p(x) = (x — z0)q().

BEJEMPLO

Calcular las raices de los polinomios 2% — x, 22 —x — 1,

?+z+1,234+2-2y(z—1)(z—2)(z - 3).




RADIC

Recordatorio

Propiedades que verifican las potencias:

1 0
% = — 2ot — xamb’ 20b — N
z %
a\b __ _.ab a_ _a.a 1 "
(4)° = 2%, (2y)® = 2%°®, zn = Yz

EJEMPLO

3 3
Simplificar las expresiones: (3v2)? Va4l

3223 7 193/2°

)

SIS
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RADICALES Y POTENCIAS

Una funcién potencia es una funcién definida como
f(z) = 2% para a € R.

El dominio de definicién, depende del valor de a:

@ SiaeN (oa=m/nconm,necNyn esimpar), entonces
el dominio es R.

Q@ Sia€eZya<0(oa=—m/nconm,neNyn esimpar),
entonces el dominio es R\{0}.

@ Si no estamos en los casos anteriores y a > 0, entonces el
dominio es [0, +00).

@ Si no estamos en los casos anteriores y a < 0, entonces el
dominio es (0, +00).

EJEMPLO

Obtener el dominio de las funciones z~ 1, o3, #3/2, x=3/2, :El/?’.J




Si f(x) = x%, entonces f(x) =0siysélosiz=0ya>0.

Ademaés, en todo caso, f(z) > 0siz > 0.




La funcién exponencial se /
define como f(x) = e, donde

e &~ 2,718282. Su dominio es R. /f(l')

e” >0 paratodoxr € R.e* > 1 -1 10
siy sélo si z > 0.

Recordatorio
Cumple las mismas propiedades que las potencias:

6a-l-b — 6a,6b, (ea)b — eab.




Lo

La funcién logaritmo

neperiano o logaritmo flz)=In=z
natural, Inz, es la funcién /
inversa de la exponencial,

I 0 1 2
e =In(e’) = .

Su dominio es RT.

Recordatorio
El logaritmo verifica las siguientes propiedades

Inz+Iny=In(zy), ylnz=In 2’
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ESCALA LOGARITMICA Y SEMILOGARITMICA

Para representar datos de magnitudes muy diferentes se utilizan
las escalas logaritmica y semilogaritmica.

En escala logaritmica, se preserenta en la posicién 4 el valor 10°.
Es decir, si tenemos un valor z, lo representamos en la posicién
log ().

Decimos que la escala es semilogaritmica cuando usamos escala
logaritmica sélo en un eje.

EJEMPLO

Representar en escala logarimica y semilogaritmica (en el eje
0 y) los puntos

(107%,3), (1,1072), (0,1,0,01), (2,3) ~ (10%3,10%9), (2:102,10%)
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FUNCIONES POTENCIA EN BIOLOGIA

Las funciones del tipo f(z) = ax® son muy utilizadas para

comparar dos magnitudes fisicas de los animales (Alometria).
Por ejemplo, para relacionar el tamano de tetrapodo con el de
su fémur o el de un huevo respecto del ave.

En escala logaritmica, las graficas de estas funciones son rectas.

103

102 f(z) =2yz
10!

/(r* 100 102 108 10°

107!



https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3403949/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3403949/
https://www.jstor.org/stable/4084786
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EXPONENCIAL Y LOGARITMO EN BIOLOGIA

Las funciones exponenciales del tipo f(z) = be®® se utilizan en
Biologia para modelar el crecimiento de un animal o de una
poblacion.

Usando escala semilogaritmica (logaritmica sélo en el eje y), las
graficas de estas funciones son rectas.
103
102t f(x) = 2%/
10!

/0123

107!




Func

Recordemos que las funciones
trigonométricas, sen(z),
cos(z) y tan(z), para  un
angulo en radianes, se definen
seguin el esquema adjunto.

Recordatorio
Algunas propiedades: sen?z + cos®z = 1,

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen b,
cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sen(a) sen b.
B




Las funciones sen x y cosx son 2w-periddicas, y la funcién tan x
es m-periddica,

sen(z+2m) = sen(z), cos(z+2m) = cos(z), tan(z+m) = tanw.

sen r Cos T



EJjEMPLO
Demostrar que se cumplen las siguientes propiedades:

sen(—xz) = —sen(z), cos(—z) = cos(x),

sen(x £ ) = —sen(x), cos(x +m) = —cos(z),

sen(m/2 — x) = cos(x), tan(x + 7/2) = tan(z —7/2).
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN BIOLOGIA

El uso de las funciones trigonométricas en Biologia suele estar
mas relacionado con comportamientos periédicos que con
angulos.

Un ejemplo serian los ritmos circadianos. Por ejemplo, la
temperatura de un animal a lo largo del dia se suele aproximar
por una ecuacién de la forma

T(t) = To + acos((t — to)mw/12),

donde Tj es la temperatura media, tg es la hora a la que se
alcanza la temperatura maxima, y a es la mitad de la diferencia
entre la temperatura maxima y minima.
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