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La funcidén exponencial

Introduccién

Existen varias definiciones equivalentes de la funcién exponencial:

1. exp(x) = limpyoo (1 + %)

n
2. exp(X) =20 %
3. exp(x) es la Unica solucion del p.v.i.

4. Sea x > 0y sea, por definicidn,

ot

log x =
g L

Entonces la exponencial es la inversa de la funcién log.
5. La funcién exponencial es la tnica funcién continua tal que

f(1)y=e, f(x+y)=IFX)fy).
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Proposicion
La serie de potencias

o0 Xn
nt

n=0
es absolutamente uniformemente convergente en todo compacto de

Definicion

Denominaremos funcién exponencial, denotada exp, a la funcion
continua (analitica) definida para todo x € R por

> x"
exp(x ZF
n—0

| %
N
N
N,
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Proposicion
Sean a,b € R. Se verifica

exp(a) exp(b) = exp(a+ b).

Corolario
Para todo x € R, exp(x) exp(—x) = 1.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Proposicion
La funcidn exponencial es estrictamente positiva y estrictamente
creciente para todo x € R. Ademas,

lim exp(x) = +o0, lim exp(x) = 0.
X—00 X—>—00

Proposicion
Para todo x € R, se verifica

| A\

exp’(X) = exp(x), exp(0) =1.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Veamos ahora la relacion entre la exponencial y el numero e.

Definicion
Se define el nUmero e como

Se verifica
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Teorema

El nimero e es irracional.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Dados x,a € R, a > 0, definimos

a8 := sup &°.

p<x, peQ

Proposicion
Para todo x € R, se verifica

X

exp(x) = e*.
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La

funcién exponencial

La exponencial como serie de potencias

Teorema
Sea

Para todo x € R, se verifica:

1.

o 0k wD

n

exp(x) =Y =,

n=0

exp(x) es continua y diferenciable.

exp’(x) = exp(x).

exp(x) es estrictamente creciente y exp(x) > 0.

exp(x +y) = exp(x)exp(y).

exp(x) — +oo cuando x — +oo y exp(x) — 0 cuando x — —oc.
limx—+o0 X"€Xp(—x) = 0 para todo n € N.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Como la funcién exp es estrictamente creciente, existe su funcion
inversa.

Definicion

Se define el logaritmo natural, In, como la funcién inversa de exp, es
decir, como la tnica funcion tal que

In(exp(x)) = x, paratodo x € R,

Equivalentemente,

exp(In(x)) = x, paratodo x >0, x € R.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Proposicion
Para todo x > 0,

In’(x) =1/x.
En particular, para todo x > 0,
X
In(x) = g
:

Proposicion

Para cada x,y € R se verifica

In(xy) =Inx+Iny.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

A partir de las funciones exponencial y logaritmo, podemos definir la
potencia de modo directo.

Para x > 0, x € Ry n € N, tenemos que
Inx
x" = exp(nln x), X7 = exp <n> .

Luego, para cada q racional,
x9 =exp(glnx).

Definimos potencia o € R de x > 0 como

x* :=exp(alnx), parax,aeR, x>0.
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Fijado « € R, definimos para cada x € R, x > 0,

x* :=exp(alnx).

Proposicion
Se verifica que la derivada de x> respecto de x es

(X(x)/ _ axu—1
y una primitiva es

Inx sia=-1

/xo‘dx:
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La funcion exponencial

La exponencial como serie de potencias

Teorema
Sea In la funcidn definida implicitamente para x > 0 como

In(exp(x)) = x.

Para todo x € R™, se verifica:

1. In x es continua y diferenciable.
In" x = )1(
In x es estrictamente creciente y (x —1)Inx > 0 six # 1.
In(xy) =Inx + Iny para todo y € R*.
In X — 400 cuando x — +oo yIn — —oo cuando x — 0.

limy s 0o X *Inx =0 para todo a > 0, a € R.

o 0k wD
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Una segunda aproximacién es comenzar definiendo la funcién
logaritmo.

Definicion
Si x > 0, definimos el logaritmo natural o neperiano de x, In x, como

/X at
Inx := —.
1
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

EX

Teorema
Six,y > 0, entonces

In(xy) =Inx+Iny.

Corolario

Para todo numero natural n y todo x > 0,

In(x") = nin x.

Corolario

Six,y > 0, entonces
In (X) =Inx—Iny
% .
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Proposicion

La funcidn In es estrictamente creciente y su imagen es R. En
particular

lim Inx=+o00, lim Inx=—oc0.
X——+00 x—0+

o
A\

Definicion
Definimos la funcién exponencial, exp, como la funcién inversa de In.
Es decir,

exp(log(x)) = x, paratodo x > 0.

Por la proposicion anterior, la exponencial esta bien definida y su
dominio es R.
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Teorema
La funcidn exponencial verifica
1. exp/(Xx) = exp(x) para todo x € R.
2. exp(Xx + y) = exp(x) exp(y) para todo x, y € R.

Definicion

Definimos el nimero e como

e :=exp(1).
Equivalentemente, e esta definido implicitamente como
¢ dt
1ot
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Proposicion
Para cada numero racional q,

exp(q) = €9.

Analogamente, si a > 0, para todo x racional se verifica que
= (eln(a)>x _ eXIn a

Por lo que la siguiente definicion extiende la definicién de
exponencial sobre los racionales.

Definicion

Si a > 0, definimos la funcién exponencial de a como

a* :=exp(xIna).
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Teorema

Sia > 0, entonces
1. (a°)° = & paratodo b, ¢ € R.
2. a' =ayaty =aa paratodo x,y € R.

A partir de la definicién anterior, es sencillo obtener que

o)

/

(900)' = 900" () mglx) + hix)

En particular, si f(x) = x4, entonces

f(x) = ax@ .
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Teorema
Si f es diferenciable y

f'(x) = f(x), paratodox € R,
entonces existe ¢ € R tal que

f(x) = ce*, paratodo x € R.

o’

Teorema

Si f es continua y

f(x+y) =f(x)f(y), paratodox,y €R,

entonces o bien f(x) = 0 para todo x € R o existe a > 0 tal que

f(x) = &, paratodo x € R.
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La funcién exponencial

La funcién logaritmo

Teorema
Para todo natural n,

Teorema
Para todo x € R, se verifica
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La funcion exponencial

Aplicaciones de la exponencial y el logaritmo

Desintegracion radioactiva. Prueba del carbono 14.
Crecimiento de poblaciones. Modelo de Malthus y logistico.
Ley de enfriamiento de Newton.

Acustica: B = 10logy, I/ Iy, donde Iy = 10~"2w/m? es el umbral
de audicion.

5. Sismologia: Escala Richter

PoODp

M = log A+ 3log(8At) — 2,92,

> A: Amplitud de las ondas en milimetros tomadas del sismografo.

> At: tiempo en segundos desde el inicio de las ondas primarias al
de las ondas secundarias.

> M es el valor en la escala, igual para terremotos que liberan la
misma cantidad de energia.

6. Escalas logaritmicas y semilogaritmicas.
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