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Funciones trigopnométricas

Definiciones
EX

Se define 7 como 1
=2 /1 de.

Dado —1 < x < 1, definimos la funcion

V1 — x2 1
A(x):“TX—i—/ NC

v
TOe

Proposicion

La funcion A es estrictamente decreciente en [—1,1] y toma los
valores

y
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Funciones trigopnométricas

Definiciones

Definicion

Dado 0 < x < m, definimos el coseno de x, cos x como el Unico
numero en [—1, 1] tal que

A(cos x) = g

Dado 0 < x < 7, definimos el seno de x, sen x como

sen X = \/1 — cos? x.
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Funciones trigonométricas

Propiedades

Teorema
Si0 < x < «, entonces

cos'(x) = —sin x, sin’(x) = cos X.

Proposicion
La funcion cos se anula en un unico valor de [0, 7). Es mas, dicho
valor es w/2. Es decir,

| A\

cos(x) =0, x e [0,71] = x=

N

José Luis Bravo | Las Matematicas en la Ensefianza Secundaria



Funciones trigopnométricas

Extension a R

Definicion
Sea x € (m,27). Entonces definimos el seno y el coseno de x como

sen X := —sen(2w — X), cos X := cos(2m — X).

y

Definicion
Sea x = 2wk + X para algun k € Z y X € [0,27). Entonces definimos
el seno y el coseno de x como

sen X :=sen X, COS X := COS X.
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Funciones trigopnométricas

Extension a R

Teorema

Sea x € R. Se verifican las siguientes propiedades:
» sen®x +cos?x = 1.
» sen’(x) = cos X, cos’(X) = —sen X.

Proposicion

Se verifica que sen(km) = cos(km + 7/2) = 0, k € Z. Ademas
» cos(x) >0six=2kn+X, ke Z, x € (—7n/2,7/2).
» cos(x) <0six=2kn+X,keZ, xe(n/2,3r/2).
» sen(x) >0six=2kn+ X, k€ Z, x € (0,7).
» sen(x) <0six=2kn+ X,k e€Z,x e (n,2n).

N
| A\

A\
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Funciones trigopnométricas

Otras funciones trigonométricas

Definicién
Las funciones secante, cosecante, tangente y cotangente se definen,
respectivamente, como

sen X
, CsC X = , tan X = , cotX= .
cos X sen X cos X sen X

sec X =

Proposicion
» Six # kw + /2, entonces

sec’(x) = sec xtan x, tan’(x) = sec? x.
» Six # kw, entonces

csc/(x) = —csc xcot X, cot’(x) = — csc? x.

\
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Funciones trigopnométricas

Funciones inversas

Para obtener las funciones inversas, debemos restringirnos a un
intervalo donde sean mondétonas y continuas. Asi, consideraremos
las siguientes funciones:

f(x)=senx —_—-<x<

N
NME]

g(x)=cosx 0<x<m.

Denominaremos a las funciones inversas de f, g, h como funcion
arcoseno, arcocoseno y arcotangente y las denotaremos
arcsen, arccos, arctan, respectivamente.
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Funciones trigopnométricas

Funciones inversas

Teorema
Si—1 < x < 1, entonces

1 —1

arcsen’(X) = ——, arccos’(X) = ——.
W == K==

Para todo x € R, se verifica

”
arctan’(x) = el
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Ecuaciones diferenciales

Funciones trigonométricas (\

Lema
Sif € C3(R) y verifica

f’(x) + f(x) =0, paratodox e R
f(0)=0, f'(0)=0.

Entonces f(x) = 0 para todo x € R.

y

Teorema

Sif € C3(R) y verifica

f’(x) + f(x) =0, paratodox e R
f(0)=b, f(0)=a.

Entonces f(x) = asen X + bcos x para todo x € R.

y
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Funciones trigopnométricas

Ecuaciones diferenciales

Teorema
Para todo x, y € R, se verifica

sen(X + ¥) = sen X cos y + cos X sen y,

cos(X + y) = cos X cos y — sen X sen y.
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Funciones trigonométricas

Series de potencias

Teorema
Para todo x € R, se verifica
. (_1)n 2n+1 - (_1)n 2n
SenX:ZmX y COSX:Z (2n)|X o

n=0
v

Teorema (ldentidad de Euler)

Para todo x € R, '
e = cos X + isen X. )

Corolario
Para todo x € R,
eix 4 e—ix eix o e—/’x

cCoOsX = ——, senX = ———
2 ' 20
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