Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 1
Soluciones, campos de pendientes y PVI

1.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Justifica las respuestas. Usamos t como variable independiente y x = x(t) como incégnita. PVI significa problema de
valor inicial.

1. Conceptos y clasificacion. Indica cudles son EDO y cudles EDP, su ordeny, en las EDO de primer orden,
si estan escritas en forma explicita o implicita. Identifica la incognita y las variables independientes.
a)a = x, bz’ +2z=t, ¢)(2)?+ta' —2=0,
d)a” +sinz =0, e) wu = cPug, f)tx' +x = cost.
Ene),u = u(s,t)yc > 0.Daun ejemplo de condicion inicial para a).
2. Comprobar soluciones. Verifica por sustitucion las familias siguientes y determina la constante que
satisface el dato indicado:
a) ' =z, z(t)=Ce, z(0)=3.

b) o' = —tx, a(t)=Ce /2, 2(0)=2.
Q) &' =2—ux, x(t)=Ce'+2t—2, x(0)=0.

3. Elintervalo forma parte de la solucion.

a) Comprueba que z(t) = 1/(1 — t) resuelve 2’ = 22, Determina su intervalo méaximo que contiene a
to = 0.

b) Comprueba que z(t) = V4 — t? satisface t + x2’ = 0 para —2 < t < 2. ;Puede incluirse alguno de
los extremos en el intervalo de una solucién derivable?

4. Campos de pendientes e isoclinas. Para 2’ = z,2' = —txy 2’ = 2t — z, calcula las pendientes en
(0,1),(1,0) y (1,1). Encuentra las isoclinas de pendientes —1, 0 y 1, dibuja un campo aproximado y
esboza la solucion que pasa por (0,1).

5. Existenciay unicidad local. Estudia si el teorema basado en la continuidad de F'y F, permite concluir
existenciay unicidad en:

a)z’ = 2% —t, 2(0) = 1; b) 2’ = \/|z|, (0) = 0; o' =az/t, z(1) =2.

Indica un abierto adecuado cuando sea posible. ;Que no se cumplan las hipotesis permite afirmar que
no hay solucion?
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 2
Integracion directa y ecuaciones lineales

1.2. Métodos de integracion

Identifica el método, muestra los pasos y comprueba el resultado. En cada PVI indica el intervalo méximo de la solucién
que contiene al dato inicial.

6. Integracion directa. Resuelve los PVI:

t

I 942 — 9. —

z(0) = 0.
Explica por qué la solucién es Unica y esta definida para todo ¢ € R.

7. Soluciones generales. Resuelve las ecuaciones lineales:

a) o' + éx: §t.
2 )

2
b) ' — £L = 29 sin t.
2
c) =’ + o =t?,ent > 0.
Escribe en cada caso un factor integrante y separa la solucion de la ecuacion homogénea de una solucién

particular.

8. Problemas de valor inicial. Resuelve:

4
a) o +4tx =e 2, 2(0) = —%.

b) ' +2x =1t x(0)=1.

) te’ +x =cost, xz(m)=0.

En c), distingue el intervalo en el que puedes dividir por ¢ de la posible prolongacion de la solucidn para
la ecuacién originalen ¢t = 0.

9. Un dato inicial singular. Considera (¢t — 2)z’ = x. {Existe solucion con z(2) = 1? ;Y con z(2) = 0?En
este Gltimo caso, construye dos soluciones distintas definidas en R. Explica por qué no hay contradiccion
con el teorema de unicidad.

10. Familia de solucionesy superposicion. Considera 2’ = 2t — z.

a) Obtén su solucion generaly la que cumple z(0) = 4.
b) Sizy o son soluciones, ;qué ecuacion satisface x1 — w27 ¢Es x1 + 22 necesariamente solucion de
la ecuacion original?

c) Pruebaque x(t) — (2t — 2) — 0 cuando t — +oo para toda solucion.
11. Régimen transitorio y oscilacion persistente. Resuelve
2+ = 1,01 cos(10¢t), z(0) = 0.

Identifica el término que tiende a cero y la solucion periddica a la que se aproxima. Calcula el periodo y
la amplitud de esa oscilacion. ;Tiene x(¢) limite cuando t — +00?
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 3
Ecuaciones autonomas y separables

1.2. Métodos de integracion

Antes de dividir por una funcion de x, busca las soluciones constantes. Combina la integracion con el estudio del signo de

/.

12. Equilibrios y comportamiento cualitativo. Para 2/ = 22 — 1:

a) Encuentra los equilibrios y dibuja la recta de fases. Indica si las soluciones cercanas se aproximan o
se alejan de cada equilibrio.

b) Sin integrar, describe la monotonia para datos iniciales en (—oo, —1), (—1,1) y (1, +00).
c) Resuelve los PVl z(0) = 0,2(0) = 2y x(0) = —2. Determina sus intervalos maximos y sus limites en
los extremos.

13. Crecimiento con saturacién. Considera 2’ = z — 422. Obtén los equilibrios, la recta de fases y la
solucién general no constante. Resuelve los PVl con 2(0) = 1/8y (0) = 1/2y calcula sus limites
cuando t — +o0. (Pueden sus graficas cruzar la recta x = 1/4?

14. Separacion de variables. Resuelve y determina los intervalos maximos que contienenat = 0:

a) ' = —tx, x(0)=2.
b) 2/ = 2t(1+2?), x(0)=0.
c) 2/ =tx?, primeroconz(0) = 1ydespués con z(0) = 0.

Explica por qué el Gltimo dato debe tratarse antes de dividir por 2.
15. Soluciones que esperan. En el PVI

o =/|z],  x(0)=0,

comprueba que, para cada a > 0, la funcion
0, t<a,
To(t) = {

(t—a)?/4, t>a

es solucién en R. Verifica explicitamente la derivabilidad en t = a. Compara estas soluciones con
x(t) = 0y explica el fallo de unicidad.

16. Separaciony prolongacion. Resuelve

1
¥ =1-2a2 x(())zﬁ, -1<z <1

Obtén la solucién mientras —1 < z(¢) < 1y determina cuando alcanzax = —1yx = 1. Proléngala a
toda la recta mediante tramos constantes. Comprueba la ecuacién en los puntos de union. ;Por qué no
puede continuarse la formula trigonométrica sin cambiarla?

17. Una familia con parametros. Paraa > 0y b < 0, estudia 2’ = ax + bx?. Encuentra los equilibrios e
integra la ecuacion. Para 2:(0) = xg > 0, determina el limite futuro y cudndo la solucion crece o decrece.
Relaciona el resultado con el ejercicio 14.
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 4
Cambios de variable

1.2. Bernoulli, Riccati y ecuaciones homogéneas

Deduce la ecuacion transformada, resuélvela y vuelve a la variable original. Indica las restricciones del cambio y recupera
las soluciones excluidas.

18. Bernoulli con exponente tres. Resuelve

a) Paraz # 0,usau = 22y deduce una ecuacién lineal para w.
b) Elige el signo de = de acuerdo con el dato inicial y determina el intervalo maximo de la solucion.

c) Encuentra todas las soluciones constantes de la ecuacion original. ;Cuéles quedan excluidas por el
cambio?

19. Bernoulli con coeficiente variable. Considera

4z = tz°.

a) Obtén las soluciones no nulas mediante u = 1/x.
b) Resuelve el PVl 2(0) = 1y determina su intervalo maximo.

c) Resuelve el PVI z(0) = 0. ;Puede una solucién no nula alcanzar el valor cero en un tiempo finito de
su intervalo de definicion?

20. Ecuacion homogénea.Ent > 0, resuelve
2
:z/:%—f—(E) . z(l)=1.

Utiliza u = x/t, teniendo en cuenta que 2’ = u + tu'. Determina el intervalo maximo que contiene a
t = 1y estudia el comportamiento en sus extremos. Identifica la solucién que se pierde si divides por u?.

21. Riccati con una solucion conocida. Sea
:1:'::1:2—2t33+t2+1.

a) Comprueba que z,(t) = t es una solucion particular.
b) Parax # xp,,hazx =t + 1/uy deduce la ecuacion para u.

c) Obtén la familia de soluciones y afiade la solucion excluida. Resuelve el PVl z(0) = 1 e indica su
intervalo maximo.

22. Un cambio afin. Resuelve
o = (t+w)? z(0) =0,

mediante u = ¢+ x. Determina el intervalo maximo y verifica el resultado en la ecuacion original. Explica
por qué la ecuacidn para u es autbnoma, aunque la ecuacion para z no lo sea.
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJAS5
Integrales primeras y ecuaciones exactas

1.2. Ecuaciones exactas y factores integrantes

Escribe cada ecuacion como M (t,x) + N (t,x)x’ = 0. Comprueba la exactitud antes de integrar e indica dénde es valido
cada factor integrante.

23. Comprobar integrales primeras.

a) Verifica que U(t,z) = xe! /2

dichas solucionesde U = C.

b) Verifica que V(t,z) = t? + 2% permanece constante sobre las soluciones de t + z2’ = 0. Determina

dénde VV # 0. Para C > 0, describe las ramas de V' = C que son graficas de solucionesy sus
intervalos maximos. ;Es la circunferencia completa una grafica z(¢)?

permanece constante sobre las soluciones de x’ = —tx y recupera

24. Una ecuacion exacta polinomica. Resuelve
(2tx + 3) + (t* + 22)2’ = 0, z(0) = 1.

Comprueba M, = N,y calcula un potencial U tal que U; = M, U, = N. Da la solucién implicita y
justifica que define una Gnica funcion z(t) cerca del dato inicial.

25. Una ecuacién exacta trigonométrica. Integra
(2t + wcost) + (sint + 2x)z’ = 0.

Encuentra el nivel del potencial que corresponde a z(0) = 1. Comprueba el resultado derivando la
relacién implicita.

26. Factor integrante dependiente de ¢. Considera
(2t — t* — 2°) + 222’ = 0.

a) Prueba que no es exacta y busca un factor integrante p(¢).
b) Calcula un potencial de la ecuacién multiplicada por .
c) Resuelve el PVl 2(0) = 1 en forma implicita y selecciona la rama explicita valida cerca de t = 0.

27. Factor integrante dependiente de x. En eldominioz > 0, encuentra un factor integrante u(x) e integra
2
2t + (—1-337) ' = 0.
T

Obtén la relacion implicita que satisface (0) = 1y explica por qué el factor no debe anularse en el
dominio elegido.
28. Factor integrante radial. En el dominiot > 0, integra
t+zx +t(tr' —x) =0

buscando un factor de la forma p(t? + 22). Indicacién: prueba con p = (t2 + x2)~3/2 y utiliza las
derivadas de 1/v/t? + z2 y 2/v/t?> 4+ x? para encontrar un potencial.
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 6
Modelizacion y aplicaciones

Tema 1. Seleccion del método e interpretacion de resultados

Define la incégnita y sus unidades, formula el PVl y resuélvelo. Da primero una expresion exacta y después una aproximacion
con unidades. Considerat > 0 en todos los modelos.

29. Crecimiento bacteriano. La tasa de crecimiento de un cultivo es proporcional al nimero de bacterias
presentes. Al cabo de un dia, la poblacion es 1,25 veces la inicial.

a) Formula el modelo y determina su constante de crecimiento.
b) Calcula los tiempos de duplicaciony de triplicacion.

c) Explica una limitacion del modelo exponencial y como la ecuacion logistica de la hoja 3 permite
representar recursos limitados.

30. Mezcla en un depdsito. Un depdsito contiene 500 litros de disolucidn con 80 kg de sal. Entra disolucién
a 20 litros por minuto, con una concentracion de 0,2 kg por litro. Sale mezcla perfectamente homogénea
al mismo caudal.

a) Justifica que el volumen permanece constante y formula el PVl para la masa de sal S(t), en kg.

b) Calcula S(t)y la masa limite cuando ¢ — +oc.

c) ¢Cuanto tarda en alcanzar el 95 % de esa masa limite? ;Cual es entonces la concentracion en kg por
litro?

31. Desintegracion radiactiva. Una sustancia sigue un modelo de desintegracién exponencial y pierde el
10 % de su masa en un dia.

a) Formula el PVI para una masa inicial mg > 0.

b) Calcula el periodo de semidesintegracion.

c) Determina cuanto tarda en desaparecer el 99 % de la masa inicial. ; Llega la masa a ser exactamente
cero en un tiempo finito segin el modelo?

32. Ley de Newton para el calentamiento. Una barra metalica a 20 °C se introduce en agua mantenida a
100 °C. Al cabo de un minuto, la barra estd a 51,5 °C. Supdn que la tasa de cambio de su temperatura es
proporcional a la diferencia entre la temperatura del agua y la de la barra.

a) Formulay resuelve el PVI; determina la constante del modelo.
b) Calcula cuando alcanza 99,9°C.

c) Explica por qué la temperatura aumenta sin superar los 100 °C y si alcanza ese valor en un tiempo
finito.

33. Circuito eléctrico RL. La corriente I(¢) de un circuito satisface LI’ + RI = E. Se conecta una fuente
constante de 12V a una resistencia de 4 2y una inductancia de 2 H, con 7(0) = 0. Formula el PVI, calcula
la corriente y su valor limite, y determina cuando alcanza el 95 % de dicho valor. Expresa el tiempo en
segundos.
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA7
Ingenieria Quimica: materia y reaccion

Tema 1. Balances de materia y cinética quimica

Los datos son hipotéticos. Formula el balance y el PV, identifica el método y comprueba las unidades. Toma t > 0,
expresado en minutos. Supén mezcla perfecta y temperatura constante; no hay reaccién salvo que se indique.

34.

35.

36.

37.

38.

Reactor discontinuo: cinética de primer orden. En un reactor cerrado de volumen constante tiene
lugar la reaccion A — B. La velocidad de desaparicion de A por unidad de volumen es kC'4, donde C'4
se mide en mol/L. Inicialmente C'4(0) = 2 mol/Ly, a los 10 min, C'4 = 1,2 mol/L.

a) Deduce la ecuacion para C'4 y determina k, indicando sus unidades.
b) Calcula el tiempo necesario para consumir el 90 % de A.

c) Define la conversién como X () = 1 — C'4(t)/C4(0). Obtén una ecuacién autébnoma para X y
explica si puede alcanzar X = 1 en un tiempo finito.

Reactor discontinuo: cinética de segundo orden. En otro reactor cerrado de volumen constante, la
velocidad de desaparicion de A por unidad de volumen es kav conk = 0,2L/(molmin)y C4(0) =1
mol/L.

a) Formulay resuelve el PVI por separacion de variables o usando u = 1/Cy.

b) Calcula los tiempos de semirreaccion y de conversion del 90 %.

c) Siseduplica la concentracion inicial, ;como cambia el tiempo de semirreaccion? Compara con una
reaccion de primer orden a k fijo.

Arranque de un reactor continuo agitado. Un reactor de 100 L recibe y descarga 5 L/min. La alimen-
tacién contiene 2 mol/L de A; en el reactor, A desaparece con velocidad kC 4, con k = 0,05 min—!. Al
arrancar, el reactor esta lleno de disolvente sin A.

a) Expresa el balance como acumulacién = entrada — salida — consumo. Deduce y resuelve el PVI para
Cal(t).

b) Obtén la concentracion estacionaria C'4 » y calcula cudndo se alcanza el 95 % de ese valor.

c) Calcula la conversién estacionaria 1 — C'4 o /C 4 entrada- Explica como influye aumentar & mante-
niendo los demas datos.

Depésito con volumen variable. Un tanque de capacidad 200 L contiene inicialmente 100 L de disolu-
cion con 5 kg de soluto. Entran 4 L/min con concentracion 0,1 kg/L y salen 2 L/min de mezcla. Supén
que los volimenes son aditivos y estudia el proceso hasta que se llena.

a) Halla V' (t), el tiempo de llenado y el PVI para la masa de soluto m(t).

b) Deduce la ecuacion para C(t) = m(t)/V (t) usando la regla del producto. Resuélvela y recupera
m(t).

c) ¢(Sealcanza C' = 0,08 kg/L antes de que se llene? No prolongues el modelo de caudales mas alla del
llenado.

Alimentacion de concentracion decreciente. Un tanque de 100 L, inicialmente lleno de disolvente
puro, recibe y descarga 10 L/min. La concentracion de entrada es C,.(t) = 2¢71/20 mol/L. Obtén C(t),
determina cuando alcanza su maximo y calcula ese maximo. Justifica por qué al principio aumentay a
largo plazo tiende a cero, aunque la alimentacion nunca se interrumpe.
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Matematicas Il Tema 1 - Ejercicios

HOJA 8
Ingenieria Quimica: calor y transferencia

Tema 1. Balances de energia y modelos de transferencia de materia

Usa los modelos simplificados y los datos hipotéticos indicados. Formula cada PVI, resuélvelo e interpreta el resultado
parat > 0 en minutos. Las propiedades y los coeficientes se consideran constantes.

39.

40.

41.

42,

43.

Calentamiento de un tanque con camisa. Un tanque cerrado contiene 100 kg de liquido bien agitado,
de calor especifico ¢, = 4,2 kJ/(kg K). La camisa se mantiene a 80 °C'y transmite calor al liquido a razén
de UA(80 — T') kd/min, con U A = 8,4 kJ/(min K). Inicialmente 7'(0) = 20 °C. No hay reaccién, cambio
de fase ni otras entradas o pérdidas de calor.

a) Formula el balance de energiay calcula T'(¢).

b) ¢Cuanto tarda en alcanzar 75 °C? ;Co6mo cambia ese tiempo si se duplica U A? Identifica la constante
de tiempo mc, /(U A).

Calentador continuo perfectamente mezclado. Un tanque contiene 200 kg de liquido con ¢, = 4
kJ/(kg K). Entrany salen 10 kg/min; la entrada estd a 20 °C'y la salida a la temperatura T'(¢) del tanque.
Una resistencia aporta 1600 kJ/min. Inicialmente el tanque esta a 20 °C; no hay reaccién, cambio de
fase ni pérdidas.

a) Formula el balance de energiay determina 7'(¢) y su limite.

b) Calcula el tiempo para alcanzar 55 °C. ;Seria alcanzable esa temperatura si el aporte fuese de 800
kJ/min?

Absorcion de oxigeno en un liquido. En un recipiente sin entradas ni salidas de liquido, bien agitado
y de volumen constante, se absorbe oxigeno desde una corriente gaseosa. Se supone que la tasa de
transferencia por unidad devolumen es kya(C*—C),conkra = 0,2min~! y concentracién de equilibrio
constante C* = 8 mg/L. No hay consumo quimico o biolégicoy C'(0) = 1 mg/L.

a) Deducey resuelve el PVI. Calcula el tiempo para alcanzar 7,5 mg/L.

b) Dibuja la recta de fasesy explica por qué no se supera C*. ;Qué predice el mismo modelo si inicial-
mente C'(0) > C*?

Secado en periodo de velocidad decreciente. La humedad en base seca X (¢) se mide en kg de agua por
kg de sélido seco. Se propone X’ = —k(X — X.), con humedad de equilibrio X, = 0,02. Al comenzar
este periodo X (0) = 0,30y alos 10 min X = 0,16.

a) Determina k y el tiempo necesario para alcanzar X = 0,04.

b) Sihay 50 kg de sélido seco, cuya masa permanece constante, calcula el agua eliminada hasta ese
instante. ;Puede alcanzarse X < X, segin el modelo?

Reaccion con desactivacion del catalizador. En un reactor discontinuo de volumen y temperatura
constantes, la actividad del catalizador viene dada por a(t) = e~ %% Se propone C'y = —kga(t)C 4, con
ko = 0,1 min—ty C4(0) = 1 mol/L. Integra la ecuacién, calcula la concentracién limite y la conversién
maxima asintotica. ;Se puede consumir el 99,9 % del reactivo? Compara con el caso sin desactivacion,
a(t) = 1.

Material de referencia: Libro de Kreiszyg.
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