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1.1. Soluciones. Campos de pendientes. El problema de valor
inicial.

1.2. Métodos de integracion:

Ecuaciones lineales

Ecuaciones auténomas y de variables separadas.
Cambio de variable.

Ecuaciones exactas.

Integrales primeras y factores integrantes.

2/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracion

Introduccion: ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial (ED) es una ecuacion cuya incognita es
una funciény en la que aparecen una o varias de sus derivadas.
Resolverla significa encontrar las funciones que verifican la
igualdad.

Ejemplo: ecuacion y soluciones

EnlaED
' (t) = z(t),

la incdgnita es la funcidn z(t). Todas las funciones
z(t) = Cée, C eR,

son soluciones, pues cumplen z/(t) = x(t).

3/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracion

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) tiene como incognita una
funcion de una sola variable independiente.

Ejemplo de EDO

o' (t) + 2z(t) = t.

La funcién desconocidaesz: I C R — Ry la Gnica variable
independiente es t.

En adelante abreviaremos 2/(t) y :(t) escribiendo, cuando no haya
ambigliedad, 2’ y .
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Ecuaciones en derivadas parciales

Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) tiene como incognita
una funcion de varias variables y contiene derivadas parciales.

Ejemplo: ecuacion de ondas

0*u 507U
w(%t) =c 7(95775),

donde la incognita es u(x, t). Una solucidn explicita es
u(zx,t) = sen(x + ct).

En efecto,

2 2

up(z,t) = —c”sen(x + ct) = c“uzy(z, ).
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Orden de una ecuacion diferencial

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada mas
alta que aparece en ella.

Ejemplo de primer orden
z'(t) = z(t).

La derivada de mayor orden es 2/, por lo que la ecuacion es de
primer orden.

Ejemplo de segundo orden
2" (t) + w?senz(t) =0, w > 0.

La derivada de mayor orden es z”.
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EDO de primer orden: forma implicita

Una EDO de primer orden esta en forma implicita cuando se escribe
como
G(t,z(t),2'(t)) = 0,

dondeG: A C R3 — R.

Ejemplo de forma implicita

(z'(t))? + ta'(t) — z(t) = 0.

En este caso,
G(t,z,p) =p*> +tp — .
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EDO de primer orden: forma explicita

Si se puede despejar la derivada, la ecuacién queda en forma
explicita:
a'(t) = F(t, (1)),

donde F: D c RZ » R.

Ejemplo de forma explicita
z'(t) = 2t — z(t), F(t,z) =2t — .

La ecuacion también puede escribirse implicitamente como
2'(t) — 2t + z(t) = 0.
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Ecuaciones diferenciales como modelos

Las ecuaciones diferenciales permiten describir cdmo evoluciona
una magnitud a lo largo del tiempo.

Ejemplo: crecimiento limitado de una poblacion

P(t)

P'(t) = rP(t) (1 -

P(t) representa la poblacion, r la tasa de crecimiento y K la
capacidad del medio.

), r, K > 0.

En este tema estudiaremos soluciones, campos de pendientes,
problemas de valor inicial y métodos clasicos de integracion.
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1.1

Ecuaciongs diferenciales
de primer orden

Estudiaremos ecuaciones diferenciales de primer orden en forma
explicita,
2'(t) = F(t, ()
donde F: D Cc R? — R.
En particular, aprenderemos a:
o definir, identificar y comprobar soluciones;
¢ interpretar geométricamente el campo de pendientes;

¢ formular problemas de valor inicial y estudiar la existencia y
unicidad de sus soluciones.
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Definicion de solucion

Una solucion de laED 2/(t) = F(t,x(t)) esuna funcionz: I — R,
donde I esunintervalo de R, tal que paratodot € I

® resderivableent,

* (t,xz(t)) € D,

o 2/(t) = F(t,x(t)).
Sit es un extremo del intervalo I, se considera la derivada lateral
correspondiente.
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Ejemplos de ecuaciones y soluciones

En estos ejemplos, D = R?y las soluciones estan definidas en el
intervalo I = R.

Ejemplos de ecuaciones y soluciones

Ecuacion Solucion Comprobacion

T =t x(t)=t2/2 /() =t

7 = a7 z(t) = et 7' (t) = et = x(t)
r=22-1 z@t)=1 ) =0=12-1
¥=2t—x z(t)=2t—2 2(t)=2=2t—x(t)

Una solucién también puede ser constante, como en el tercer
ejemplo.
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Campo de pendientes: como leerlo

La ecuacion z’ = F(t, z) nos dice qué pendiente debe tener una
solucion al pasar por cada punto (¢, z).

Del numero al dibujo

Calculamos F(t, z) y dibujamos un pequefio segmento con esa
pendiente. El conjunto de segmentos es el campo de pendientes.

Al recorrer una solucién hacia la derecha, es decir, al aumentar ¢:
e F(t,z) > 0:lasolucion sube.
® F(t,x) < 0:lasolucion baja.
e F(t,x) = 0: tiene tangente horizontal en ese punto.

Cuanto mayor es | F (¢, z)|, mas inclinado es el segmento.
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Fijate en la altura
La pendiente es el valor de z:

® Arriba del eje: positiva.

e Sobre el eje: cero.

® Debajo del eje: negativa.
En una misma fila, todos los
segmentos tienen la misma

inclinacion: la pendiente no
depende det.
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Una solucion sigue las pendientes

Para z’ = z, las curvas deben
ser tangentes a los

/LR segmentos por los que pasan.
/S S/ v/ /) .

s
VAV AAr v v avs |
% L L L L x(t) = e':pasapor (0,1)y

crece.

N L4 x(t) = —e': es negativay
NN N decrece.
NN \\ N\ x(t) = 0: permanece en el gje.
AN N A\ A No unimos los extremos de los

segmentos: esbozamos una
Ccurva suave.
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Dibujar el campo: el método de la red

@ Elegimos una cuadricula de puntos (¢, ).

@ Calculamos la pendiente F'(t, x) en cada punto.
© Dibujamos segmentos cortos de esa inclinacion.

Primeros puntos para 2’ = —tx

Punto Pendiente -tz Segmento

(0,1) 0 Horizontal
(1,1) -1 Descendente
(—-1,1) 1 Ascendente
(1,-1) 1 Ascendente

Los segmentos pueden tener la misma longitud: lo importante es su
inclinacion, no su tamafio.
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Isoclinas: la misma pendiente en varios puntos

Unaisoclina reline puntos donde la pendiente tiene un mismo valor
k:
F(t,x) = k.

Sirve para dibujar de una vez muchos segmentos con la misma
inclinacion.

Ejemplo: 2/ = —tx

® k= 0:tx = 0. Enlos dos gjes, los segmentos son horizontales.
® k= 1:tx = —1. Sobre esta hipérbola, la pendiente es 1.
e k= —1:tx = 1. Sobre esta hipérbola, la pendiente es —1.

Atencién: una isoclina indica donde repetir una pendiente; no es,
en general, una solucion.
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Ejemplo: subiry bajaren 2’ = —tx

Observa la solucion
positiva
® Sit < 0,sube.
® Ent =0, tieneun

maximo.
e Sit > 0, baja.

Trazos discontinuos: isoclinas
de pendientes 1y —1.

Curva continua: una solucién
que sigue el campo.
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Ejemplo: distinguir isoclinas y soluciones

Ecuacion: 2’ = 2t — x.
® Debajodex = 2t: las
soluciones suben.
e Encima: bajan.

e Sobre ella: tangente
horizontal.

Dos rectas, distinto papel

x = 2t es unaisoclina, pero
no una solucion.

x = 2t — 2 sies (la gréfica de
una) solucién.
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Ejemplo: leer el campo sin resolver la ecuacion

Ecuacion: »’/ = 22 — ¢.

La parabola separa dos
zonas

| 1=l 1 A—
/ /) /e OS|t.<.x:pend|ente
/ /14 (/1,1_)’_——\'\ R positiva.
J - /','\"\ N ° Sit>:z:2:pendiente

i Y negativa.
/ /O/\\ NN N\ \f’ ® Sit = z?: pendiente cero.
/ 7/ /“*—\i\ N A En (1,1), la solucion tiene
!/ / /oot J‘2~\._}_ tangente horizontal, pero no
[ /! /7 /7 sigue la parabola.

El campo da informacion
aungue no conozcamos una
formula para la solucion.
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El problema de valor inicial

Un problema de valor inicial (PVI) combina una ecuacion diferencial
con un punto por el que debe pasar la solucidn:

7' (t) = F(t,z(t)), x(ty) = xo .

ecuacioén diferencial condicién inicial

Qué buscamos

Una solucién en un intervalo I que contenga a ty, cuya grafica
permanezca en D, el dominio donde esta definida F'. En particular,
el punto inicial debe cumplir (¢g, z9) € D.

Ejemplo: elegir una curva de la familia

Para 2’ = z, las soluciones son z(t) = Cet. Si afiadimos z(0) = 2,
queda C' = 2: la solucién es z(t) = 2¢!. Aqui D = R?e I = R.
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Existencia y unicidad: qué garantiza el teorema

Teorema

Sea D C R? abierto. Si F y su derivada parcial F, = OF /0x son
continuas en D, entonces para cada (to, z9) € D el PVI

7' (t) = F(t,z(t)), z(tg) = xo

tiene una unica solucion local: existe un intervalo abierto I que
contiene a tq en el que la solucion estd definida.

® Unicidad: dos soluciones con el mismo dato inicial coinciden
en la interseccion de sus intervalos.

e Local: no garantiza que la solucion exista paratodo ¢ € R.

e Silas hipétesis fallan, el teorema no permite concluir; hay que
estudiar el caso por otro medio.
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Ejemplos: cuando se aplica el teorema

Si: en todo el plano

2’ = 22,2(0) = 1. Tomamos D = R?. F,(t,z) = 2x es continua: hay una
Unica solucién local. Es z(t) = 1/(1 — t), con intervalo maximo (—oo, 1):
dominio D no significa intervalo de solucion I.

Si: en un dominio que evita la singularidad

' =x/t,x(1) = 2. Tomamos D = (0, +o0) x R. F'y F, = 1/t son
continuasen D,y (1,2) € D. En cambio, (0) = 2 no es un dato
admisible: la ecuacidn no esté definidaen ¢ = 0.

No: la derivada parcial no existe en el punto inicial

2’ = +/|z|,#(0) = 0. Tomamos D = R, F es continua, pero F,, no existe
cuando z = 0. El teorema no se aplica y, en este caso, no hay unicidad:
x(t) =0y x(t) = t|t|/4 son dos soluciones del mismo PVI.
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1.2
Integracion elemental

Estudiaremos métodos para obtener formulas de las soluciones de
EDO de primer orden y reconocer las hipotesis que permiten

aplicarlos.
La seccion se divide en:
® Ecuaciones lineales ¢ Integrales primeras
® Ecuaciones autonomas ® Ecuaciones exactas
¢ Variables separadas ® Factores integrantes

e Cambios de variable
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Campo independiente de z: solucion general

Seag: I — R continua en unintervalo /. Queremos resolver

Resolver es calcular una primitiva

SiG'(t) = g(t), todas las soluciones en I son

z(t)=Gt)+C, CEeR.

Cambiar C desplaza la grafica verticalmente, sin cambiar su
derivada.

Si ' = 2t, entonces z(t) = t* + C, pues (t> + C)' = 2t.
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Campo independiente de x: PVI

Si g es continuaen I, dados tg € Iy zp € R, buscamos la solucién
que pasa por (to, zo):

{x'@) — g(1),

l‘(to) = Z.

Como las soluciones son z(t) = G(t) + C, sustituimos en la
condicion inicial para obtener C:

xro = :B(to) = G(to) +C, C=uz9— G(to).

Ejemplo: 2’ = 2¢,2(1) = 3

En la familia z(¢) = t? + C, el dato inicial exige 1 + C' = 3. Por
tanto, C = 2y lasolucién es z(t) = t> + 2enR.

26/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracién

Ecuaciones lineales

Seana,b: I — R continuasenunintervalo I.

Definicion: ecuacion lineal de primer orden
Es una ecuacion de la forma

7' (t) = a(t)z(t) + b(t).

La incognita = aparece en primer grado; los coeficientes dependen
solo det.

Dos casos

Homogénea: sib = 0 en I, queda 2’ = a(t)z.

No homogénea: si b # 0 en I, aparece el término b(t). Su
homogénea asociada es =’ = a(t)z.

Enambos casos, D = I x Ry F(t,x) = a(t)x + b(t).
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Ecuaciones lineales: caso homogéneo

Queremos resolver 2’ = a(t)x. Sea A una primitivade a en I.
Multiplicando por e=4(!), obtenemos

(e Wz(1)) = e AW (2 (t) — a(t)z(t)) = 0.

Solucion general

El producto e~z (t) es constante. Por tanto,
z(t) = Ce®), CeR, tel.

Elvalor C = 0 incluye la solucion trivial z(¢) = 0.

Ejemplo: ' = —2x
Como A(t) = —2t, las soluciones son z(t) = Ce2. Siz(0) = 3,
entonces C = 3y z(t) = 3e 2.
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Ecuaciones lineales homogéneas: dato inicial

Dadosty € Iy xg € R, consideramos el PVI
2'(t) = a(t)z(t), x(to) = xo.

Elegimos A(t ft s) ds, de modo que A(ty) = 0. En la solucion
general z(¢ ) Ce At ), el dato inicial impone C' = z.

Unica solucion en todo /
t
x(t) = zpexp (/ a(s) ds) )
to

El factor exponencial es positivo: si 2y # 0, la solucidén conserva su
signo; si xo = 0, es idénticamente nula.
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Modelo: crecimiento de una poblacion bacteriana

DATOS E HIPOTESIS

Un cultivo contiene inicialmente 1000 bacterias y se duplica en 2 horas.
Suponemos que la velocidad de crecimiento es proporcional a la
poblacion presente. ;Cuantas bacterias habra a las 6 horas?

Modelo: una ecuacién lineal homogénea

Sea N(t) la poblacién, con ¢ medido en horas. Entonces
N'(t) = kN(t),  N(0)=1000, k> 0.

La solucién es N (t) = 1000e*. El dato N (2) = 2000 implica e?* = 2, de
dondek = (In2)/2h~t.

Prediccion del modelo

N(t) = 100022, N (6) = 1000 - 2% = 8000.
Tres duplicaciones en seis horas, suponiendo recursos suficientes.
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Modelo: desintegracion radiactiva

DATOS E HIPOTESIS

Una sustancia tiene un periodo de semidesintegracion de 1000 afios. La
rapidez de pérdida de masa es proporcional a la masa presente. ;Qué
fraccion permanece al cabo de 100 afios?

Modelo: una ecuacion lineal homogénea

Sea m(t) la masa, con ¢ en afios y mg > 0 la masa inicial:

m' = —Am, m(0) = my, A > 0.
Como m(t) = moe~* ym(1000) = mg/2, obtenemos
A = (In2)/1000 afio ™.

Prediccion del modelo
m(t) _ 2—t/1000’ m(]‘OO) _ 2—071 ~ 0’9330
mo mo
Permanece el 93,30 por ciento; la masa tiende a cero sin llegar a anularse.
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Desintegracion radiactiva: periodos de semidesintegrac

El periodo T7 /, es el tiempo necesario para que la cantidad inicial se
reduzca ala mitad: A = In2/T /5.

Elemento Tipo de desintegracion T, Aplicaciones
uranio-238 o,y 4.5-10° afios Reactores nucleares
plutonio-239 o,y 24.300 afios Reactores y bombas nucleares
radio-226 o 1620 afos Radioterapia
radén-222 o 3,82 dias

azufre-35 B 87,.0 dias

sodio-24 B,y 15,0 horas Circulacion sangre
oro-198 B,y 2,7 dias Localizacién tumores
yodo-131 B 8 dias Hipertiroidismo
bario-140 B 12,8 dias Circulacién oleoductos
fésforo-32 B 14,3 dias Autorradiografias
iridio-192 B 70 dias Radiografia industrial
calcio-45 B 165 dias Metabolismo huesos
cobalto-60 B.y 5,27 afios Radioterapia
cesio-137 B 30 afios Radioterapia
carbono-14 B 5730 afios Geocronologia
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Caso no homogéneo: una solucion particular

Consideramos ' = a(t)x + b(t), con a, b continuas en I. Buscamos
primero una solucion concreta, que llamaremos ).

Ccomo calcularla

@ Elegimos una primitiva A de a: A'(t) = a(t).

@ Calculamos una primitiva B de b(t)e=4®),

© Tomamos z,(t) = eA) B(¢).
Para obtener una particular basta elegir una primitiva en cada paso,
sin afadir constantes arbitrarias.

El factor integrante e=4(*) explica el procedimiento:
o —at)r =bt) <= (e V(1)) =b(t)e .
Asi, basta tomar e~ 4" (1) = B(t).
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Ejemplo: una solucion particularde 2/ = 2t — z

Aquia(t) = —1,b(t) = 2t y podemos trabajaren I = R.

Aplicamos los tres pasos

B(t) = /2tet dt = 2(t — 1)el,
zp(t) = e P2(t — 1)e! = 2t — 2.

La integral se calcula por partes; elegimos la constante igual a cero.

Comprobacion

zp(t) = 2, 2t — xp(t) = 2t — (2t — 2) = 2.

Por tanto, z,,(t) = 2t — 2 es una solucién particular.
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Caso no homogéneo: todas las soluciones

Una vez conocida una solucién particular z,, solo falta afiadir las
soluciones de la homogénea asociada 2’ = a(t)x.

Solucion general en /
A
z(t) = zp(t) + CeA® | CeR,
particular homogénea

donde A’ = a. Esta férmula recoge todas las soluciones.

En efecto, si = es otra solucién, y = = — x, cumple y’ = a(t)y.
Reciprocamente, sumar una solucion homogénea a z,, da otra
solucion.

Continuamos el ejemplo: 2/ = 2t — z

z(t) =2t — 2 + Ce ™, C eR.
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Ecuaciones lineales: el problema de valor inicial

El dato z(tg) = x¢ determina la constante de la solucion general.
También podemos obtener la solucion directamente mediante una
integral:

Existencia y unicidad en todo /

Sia,bson continuas en Iyt € I,elPVltiene una Gnica solucion.
Tomando A(t ft s) ds, se puede escribir como

t
z(t) = eA® (xo +/ b(s)e=AC) ds> .
t

0
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Temal
Ejemplo: aplicacion de la formula del PVI

Resolvemos z’/ = 2t — z, 2(0) = 1, mediante la formula integral.

Sustitucion de los datos y calculo de la integral

Aquia(t) = —1,b(t) = 2t,tg = 0y zg = 1; por tanto,
A(t) = fot(—l) ds = —t. Aplicamos la férmula:

t
z(t) = e ? (1 +/ 2se’ ds)
0

— (1 +[2(s — 1)68}3)
=e f(14+20¢—-1)e"+2) =2t —2+3e".

La integral se calcula por partes. La solucion esta definida en R.
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Modelo: enfriamiento de Newton

DATOS E HIPOTESIS

Un termdmetro a 100 grados se coloca en un medio a 70 grados
constantes. A los 6 minutos marca 80. Su enfriamiento es proporcional a la
diferencia de temperaturas. ;Qué marcara a los 20 minutos?

Modelo: la diferencia de temperaturas es homogénea

Con t en minutos, 7" = —k(T — 70), T(0) = 100y k& > 0. La ecuacion en
T es no homogénea, peroy = T' — 70 satisface

y = —ky, y(0)=30 = T(t)="70+30e".

Eldato 7'(6) = 80 dae 5% = 1/3, luego k = (In3)/6 min~".

Prediccion del modelo
T(20) = 70 + 30 - 372%/6 ~ 70,77 grados.
La temperatura se aproxima a la del medio sin bajar de 70 grados.
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Modelo: secrecion de hormonas

DATOS E HIPOTESIS

Secrecidn con ciclo de 24 horas y eliminacién proporcional a la cantidad
de hormona. Datos del gjercicio: a« = 5 =1, k = 2, 2(0) = 10.

Modelo: secrecion menos eliminacion
Sea z(t) la cantidad de hormonay ¢ en horas; w = 7/12.

' =1 — cos(wt) — 2z, x(0) = 10.

En unidades de cantidad por hora, entran 1 — cos(wt) y se eliminan 2z.

Prediccion del modelo

1 2cos(wt) + wsin(wt)
Ip(t) = 0 2
2 44w

z(t) = zp(t) + (10 — 2,,(0))e>".

El término exponencial desaparece en el limite; persiste un ciclo de 24
horas.

)
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Modelo: mezcla de salmuera en un tanque

DATOS E HIPOTESIS

Un tanque contiene 1000 litros de agua sin sal. Entra salmuera a 6 [/min
con 10 g/l de sal y sale mezcla al mismo caudal. Suponemos mezcla
homogénea. ;Cuéndo alcanzara una concentracién de 5 g/1?

Modelo: entrada menos salida de sal

Sea S(t) lamasa de sal en gramos y ¢ en minutos. El volumen es
constante: 1000 litros. El balance, en g/min, es

S’:6~1076%:6070,0065, 5(0) = 0.

Una particular es S, = 10000; la homogénea aporta C'e~0:006,

Prediccion del modelo
S(t) = 10000(1 — e~ %0065 - ¢(¢) = 10(1 — e~ 0061,

La concentracion ¢(t) alcanza 5 g/la lost = In2/0,006 ~ 115,52 minutos.
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Modelo: problema general de mezclas

DATOS E HIPOTESIS

Un tanque contiene Vj > 0 litros de agua sin sal. Entra salmuera a v,
|/min, con concentracién c. g/l, y sale mezcla a v, |/min. Los caudalesy c,
son constantes; la mezcla se mantiene homogénea.

Balance de volumen y de sal

Con t en minutos, V (t) = Vi + (v. — vs)t es el volumen. Si S(¢) es la masa
de sal en gramos, la concentracion de salida es ¢(t) = S(¢)/V (¢). Entrada
menos salida da

Vs

/ — e ———————————————
(%) = Be@e 7 —r

S(t), S(0) = 0.
Es una ecuacion lineal, incluso si el volumen varia.

Validez: Usamos ¢t > 0 mientras V'(¢) > 0y no haya desbordamiento. Si
Ve = g, recuperamos el caso de volumen constante.
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Ejemplo de mezclas: el volumen aumenta

Un tanque con 1000 litros de agua sin sal recibe 6 [/min a 10 g/l, pero
ahora salen 5 |/min. Buscamos la concentracion ¢(t), suponiendo mezcla
homogénea.

Planteamiento y solucion

Elvolumen es V() = 1000 + ¢ litros. ELPVl es S" = 60 — ﬁOHS, con
S(0) = 0. Una particular es S, (¢) = 10(1000 + ¢). Afiadiendo la
homogénea,

1000 \°
1000 +¢ /) °

S(t) = 10(1000 +¢t) + C (
Eldato inicial impone C' = —10000.
Concentracion en el tanque:
S(t) 1000 \°
=——7 _ —10[1—(—r
M= 1500 1¢ 10 l <1ooo+—t>

Valida parat > 0 hasta que el tanque alcance su capacidad.

g/l.
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Ecuaciones autonomas

Sea f: U — R continua, con U C R abierto.

Definicion: ecuacion autonoma
Es una ecuacion de la forma

La pendiente depende del valor de x, pero no explicitamente de ¢.
Elcampo es F(t,x) = f(z)ysudominioes D =R x U.

Ejemplo: 2/ = 22 — 1

Aqui f(x) = 2? — 1y D = R%, Sobre cada recta horizontal z = ¢, la
pendiente es la misma: ¢? — 1.
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Ecuaciones autdonomas: puntos de equilibrio

Definicion: punto de equilibrio

Unvalor z. € U es un punto de equilibrio (o critico) si f(z.) = 0.
En ese caso, z(t) = x. es una solucion constante.
Reciprocamente, toda solucion constante corresponde a un cero de

f.

Antes de dividir por f(z), hay que buscar sus ceros.
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Ecuaciones autonomas: traslacion en el tiempo

Como el campo no depende explicitamente de ¢, podemos
desplazar horizontalmente cualquier curva solucion.

Una solucion genera otras por traslacion

Siu: I — U satisface v’ = f(u), entonces
x(t) = u(t — to), teto+1,

también es solucion, pues 2/(t) = v/ (t — to) = f(z(t)).

Aplicacion al problema de valor inicial

Siademas u(0) = g, la funcion z(t) = u(t — tp) cumple
x(to) = xo. Por eso basta estudiar los PVI con instante inicial 0.
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Ecuaciones autonomas: método de integracion

Trabajamos en un intervalo abierto J C U donde f no se anula.

Separar e integrar

Sea H una primitivade 1/f en J. Por la regla de la cadena,

(H(xz(t)) = =1.

Por tanto, las soluciones con valores en J verifican

H(z(t)) =t+C, CeR

Despejar y determinar el intervalo

Como f es continuay no se anulaen J, H es estrictamente
monotona y tiene inversa. Asi,

z(t)=H 1t +O), t+C e H(J).
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Ejemplo: una ecuacién autonoma sin equilibrios

Queremos resolver 2/ = 1 4+ 22. Como 1 + 2% > 0, no hay
soluciones constantes.

Separacion e integracion
x/
1+ x2

Despejando, obtenemos todas las soluciones maximales:

=1 = arctanxz(t)=1t+C.

2(t) = tan(t + O), —g—0<t<g—a

Dato inicial: z(0) = 0

Como C' = arctan 0 = 0, la solucion es x(t) = tant en
(—m/2,7/2). No esta definida para todo ¢t € R.
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Ecuaciones autonomas: problema de valor inicial

Seaxg € J,donde J C U esunintervalo abierto sin ceros de f.
Queremos resolver ' = f(x) con z(ty) = xo.

Integrar desde el dato inicial

Elegimos la primitiva
_ [T A8
zo £(8)

Integrando la ecuacion entre tgy ¢, queda H(x(t)) =t — to.

Unica solucion con valores en .J

z(t)=H ' (t—t9), t—tye H(J).

Sitop = 0, laférmula se reduce a z(t) = H~1(¢).

H(.I‘) H(l’o) =0.
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Ecuaciones autonomas: unicidad y monotonia

Cuando f € C'(U)

El campo F(t,z) = f(x)ysuderivada F,(t,z) = f'(x) son
continuos. El teorema de existencia y unicidad garantiza una Gnica
solucién local por cada dato inicial (¢9, zo) € R x U.

Consecuencias para las curvas solucion
® Sizg esun equilibrio, la solucién es z(t) = xy.
¢ Una solucién no constante no puede alcanzar ni cruzar un
equilibrio.
® Donde f(z) > 0, las soluciones son estrictamente crecientes;
donde f(x) < 0, son estrictamente decrecientes.

La existencia local no implica que la solucién esté definida en todo
R.
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Ejemplo: integracion de 2’ = 22 — 1

Ya conocemos las soluciones constantes x(¢) = +1. Como
f € CY(R), las demas no alcanzan esos valores.

Separar e integrar fuera de los equilibrios

Usamos la descomposicion

11 1 1
2—-1 2\z—-1 x+1)/)°

Dez’/(x? — 1) = 1 obtenemos

xz(t) — 1

Y e ——
. x(t) +1

2

‘zt—%—K.

El cociente no cambia de signo. Distinguimos las soluciones que
estan entre —1y 1 de las que estan fuera de esa banda.
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Ejemplo: soluciones entre los equilibrios

Para—1 < z(t) < 1, el cociente (z(t) — 1)/(z(t) + 1) es negativo.

Solucionesenlabanda —1 <z < 1

Con C = e2K > 0, tenemos

1—Ce?

z(t) -1 _
14 Ce2t

W——Ce% = z(t)

El denominador nunca se anula: estan definidas en todo R. Son
decrecientes, pues 22 — 1 < 0,y cumplen

lim z(t) =1, lim z(t) = —1.

t——o0 t—o0

Dato inicial: z(0) = 0

De0=(1-C)/(14+C)resultaC = 1yxz(t) = (1 —e%)/(1 + ).

51/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracién

Ejemplo: soluciones fuera de los equilibrios

Para |z(t)| > 1, elcociente (z(t) — 1)/(x(t) + 1) es positivo.

Solucionesenlasbandasz > lyz < —1

z(t) —1 o 14 Ce*
z(t) +1 ‘ z(t) 1—Ce?t’
El denominadorse anulaent, = —% In C. Cadarama es una

solucién maximal distinta:
® En(—o0,t,),se cumple z(t) > 1.
® En (4, 00),secumple z(t) < —1.
Ambas son crecientes y tienen una asintota verticalent = t,.

Estas dos familias, junto con z(¢) = +1, dan todas las soluciones
maximales de la ecuacion.
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Ecuaciones autonomas: cuando solo hay continuidad

La continuidad de f garantiza existencia local, pero no basta para
garantizar unicidad en los equilibrios.

Ejemplo: 2/ = 322/3

La funcién f(z) = 3z2/3 = 3(¥/x)? es continua en R, pero no es
derivable en z = 0. La funcion z(t) = 0 es solucion.
Para x(t) # 0, la separacion de variables da

?m””(;(;)/g -1 = Ya@)=t+C.

Asi obtenemos z(t) = (t + C')3, que también satisface la ecuacién
cuando pasa por z = 0.

En particular, z(t) = 0y z(t) = t3 cumplen el mismo dato z(0) = 0.
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Ejemplo: infinitas soluciones con el mismo dato inicial

Consideramos el PVl 2/ = 32%/3, z(0) = 0.

Soluciones que permanecen un tiempo en el equilibrio

Para cualesquieraa < 0 < b, la funcion

(t—a)?, t<a,
xz(t) =140, a<t<hb,
(t—0)3, t>0b

es solucion en todo Ry cumple z(0) = 0.
En los puntos de unién, tanto x como 2’ valen cero; por tanto, la
funcion es derivable y satisface la ecuacion también alli.

El dato inicial no determina cuanto tiempo permanece la solucion
en z = 0. Por eso este PVI tiene infinitas soluciones.
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Ecuaciones de variables separadas

Las ecuaciones diferenciales de variables separadas tienen la forma

donde f: (xz1,22) — Ryg: (t1,t2) — Rson funciones continuas.
La funcién que define la ecuacion diferencial es

F: (t1,t2) X (z1,22) = R,  F(t,z) = g(t)f(x).

Una ecuacion autdnoma es de variables separadas con g(t) = 1.
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El método de integracion. 2/ (t) = g(t) f(z(t))

e SealaED Z/(t) = g(t)f(xz(t)) donde f: (x1,22) — Ry
g: (t1,t2) — Rson funciones continuas.

e Supdngase que f(x) # 0 paratodo x € (1, x2); por ejemplo,

f(z) > 0.
e Seax: I — Rsolucién. Entonces I C (x1,22),z(I) C (21, 2)
y

2'(t) = f(x(t))g(t), paratodot € I.
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El método de integracion. 2/ (t) = g(t) f(z(t))

® Integrando, existe C' € R tal que

O
/f(:z;(t)) dt = /g(t) dt + C, paratodot € I.

® Si H(x) esuna primitivade 1/f(z), entonces

2/ (

t)
f(z(t))

H() = [

dt, paratodot € I.
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El método de integracion. 2/ (t) = g(t) f(z(t))

e Lafuncion H(x) tiene derivada estrictamente positiva y, por
tanto, es estrictamente creciente. En consecuencia tiene
funcién inversa, que se denota por . Con esta notacién

H(xz(t)) = G(t) + C, paratodot € I,
donde G(t) es una primitiva de g(t). Despejando,
x(t) = H Y(G(t) + C), paratodot € I.

Notese que el intervalo I esta incluido en alguno de los
intervalos del conjunto A = {t: H_ < G(t) + C < H}.

® Reciprocamente, se comprueba que H~1(G(t) + C)
restringido a cada uno de los intervalos del abierto A es
solucion.
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® SifeCY(Uy)yg € C(Uy),donde Uy y U, son abiertos de R, el
teorema 1 garantiza que el problema de valor inicial tiene una
Unica solucién.

e En efecto, sea
F:D=U,xU; =R

definida por F'(t,z) = g(t) f(z). Entonces F, %—I; son continuas
en D.
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Cambio de variables

Hay ecuaciones diferenciales que se reducen mediante un “cambio
de variable", a ecuaciones de variables separadas o lineales. A
continuacion se presentaran algunos ejemplos de resolucion de
ecuaciones mediante un cambio de variable.

60/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracién

La ecuacion de Bernoulli

Tiene la forma
a'(t) = a(t)z™(t) + b(t)x(t),

donde a 'y b son continuas en el intervalo I y donde m es un entero
positivo.
La funcion que define la ecuacion diferencial es

F:D=1IxR—R, F(tz)=a(t)z™+b(t)x.
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La ecuacion de Bernoulli

El teorema de existencia y unicidad grarantiza que hay una Unica
solucion del problema de valor inicial.

Sim = 0, es una ecuacion diferencial lineal y simn = 1 una de
variables separadas. Supdngase por tanto que m # 0, 1. Puesto
que z(t) = 0 es solucidn, cualquier otra solucion es o estrictamente
positiva, o estrictamente negativa en todo su intervalo de
definicion.
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La ecuacion de Bernoulli

Sea m par. Se verifica que z(t) es solucién no nula de la ecuacion de
Bernoulli siy solo si y(t) = 2'~™(t) es solucién de la ecuacién
diferencial lineal /' (t) = (1 — m)a(t) + (1 — m)b(t)y(t). En efecto,

y(t) = (1L—m)z""(t)a'(t)

= (1 =m)z="(#)(a(t)z™(t) + b(t)z(t))
= (1 =m)a(t) + (1 —m)b(t)y(?).

Sim esimpar, y(t)ﬁ = z(t) solo esta definido para y(¢) > 0. Pero
en este caso x(t) es solucién siy solo si —z(t) es solucion.
Se dice que el cambio de variables y = z' =™ transforma

2/ (t) = a(t)z™(t) + b(t)z(t), en 2—y/(t) = a(t) + b(t)y(t).
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La ecuacion de Bernoulli

® Laecuacion de Bernoulli también se puede reducir a dos de
variables separadas buscando soluciones de la forma
x(t) = u(t)v(t) mediante el siguiente procedimiento:

® Se buscan soluciones de la forma z(t) = u(t)v(t). Se verifica
que x(t) es solucion de la ecuacién de Bernoulli si y solo si u(t)
y v(t) satisfacen ecuaciones de variables separadas.
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La ecuacion de Ricatti

Es delaforma
(1) = a(t)z*(t) + b(H)x(t) + c(t),

donde se supone que a, b, c: I — R son funciones continuas en el
intervalo 1.
La funcion que define la ecuacion diferencial es

F:D=IxR—=R, F(tz)=a(t)z®+bt)x+c(t).
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o' (t) = a(t)z?(t) + b(t)z(t) + c(t)

® Sia(t) =0,eslinealysic(t) = 0esdeBernoullicon m = 2.

® Pero a pesar de estas semejanzas formales, esta ecuacion
diferencial ofrece una diferencia esencial con las anteriores, ya
que, en general, sus soluciones no pueden expresarse
mediante un numero finito de cuadraturas (integraciones)
sobre funciones elementales de sus coeficientes, hecho que
fue probado por Liouville.

® Sin embargo, si se conoce una solucién z1 (t), el cambio de
variables z(t) = z1(t) + y(t) la reduce a una ecuacién de
Bernoulli.
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o' (t) = a(t)z?(t) + b(t)z(t) + c(t)
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Ecuaciones homogéneas

Tienen la forma

¥'(t)=h (@) :

La funcion que define la ecuacion diferencial es

F:D—R, F(t,x)=h(z/t),
donde D = {(t,z) € R? : t # 0}.

Mediante el cambio de variables u(t) = x(t)/t se transforma en
una ecuacion de variables separadas.
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Ecuaciones definidas implicitamente

SeaG: A C R? — R, donde A tiene interior no vacio. Una
ecuacion diferencial de primer orden en forma implicita es una
expresion del tipo

G(t,z(t),z'(t)) = 0.

Definicion

Se dice que z: I — R, donde I es un intervalo de R es solucién de la
ecuacion si para todot € I,

® 1 esderivableent,
o (t,x(t),2'(t)) € A,
o G(t,z(t),2'(t)) =0.
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Integral primera

Una integral primera de G(t, z(t), z'(t)) = 0 en el abierto D' C R?
es una funcionu: D' — R tal que
* u e CYD),
o (%, %) # (0,0) en cada punto de D'.
® Siz: I — Ressolucionde G(t,x,x") = 0 tal que (t,z(t)) € D’
para todot € I, entonces existe ¢ € R tal que

u(t,z(t)) = c, paratodot € 1.

70/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracién

® De manera que las curvas de nivel u(¢, z) = cde la integral
primera contienen a las graficas de las soluciones.

® Unaintegral primeradet + x(t)z'(t) = Oen
D' =R?\ {(0,0)} esu(t,z) = t* + 2.

e Unaintegral primera de (¢ + z(t)2/(¢))(t> + 22(t)) /> = 0 en
D' =R2\ {(0,0)} esu(t, ) = (t> + 22)/2.
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Integral primera

Una integral primera de la ED 2/ (t) = a(t)x(t) + b(t) se obtiene de
la siguiente manera: Si z(t) es una solucion, entonces

De modo que una integral primera es

u(t, ) = we A0 — /b(t)e_A(t) dt.
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Integral primera

También es facil comprobar que u(t, z) = H(z) — G(t) esuna
integral primera de la ecuacion 2/ (t) = g(t) f(x(t)), donde H(x) es
una primitivade 1/f(x)y G(t) de g(t).
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Ecuaciones exactas

Sea u(t, x) una funcion de clase 1 que describe una superficie en el
espacio tridimensional mediante z = u(¢, ). Supdngase que la
funcion z(t) tiene su grafica sobre la curva de nivel

u(t,z) = c.

Es decir u(t, z(t)) = c.
Derivando respecto de ¢ la ecuacion anterior, se obtiene la siguiente
ED satisfecha por z(t).

ou ou 14y —
o (B2®) + 5 (6 2(1)' () = 0,

que podemos reescribirla como

M(t,z(t)) + N(t,z(t))z'(t) = 0.
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Ecuaciones exactas

Nétese que u(t, z) es una integral primera de la ecuacion
diferencial, siempre que (u¢, u,) # (0,0). Alas ecuaciones del tipo
anterior las llamaremos exactas. Es decir:

Definicion

Se dice que la ecuacion diferencial M (t, z(t)) + N (t,z(t))x'(t) = 0
es exacta en D, si existe u(t, x) de clase 1 en D tal que uy = M y

u, = N enD.

El siguiente resultado caracteriza a las ecuaciones diferenciales
exactas.
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Teorema (Condicion de exactitud)

Seala ED M (t, z(t)) + N(t,z(t))z'(t) = 0, donde M (t,z) y N(t,x)
son funciones diferenciables con continuidad en el rectangulo
R = (a,b) x (c,d). Entonces existe una funcion u(t, z) tal que

ou

S (ta) =M(ta) y g“(t z) = N(t,z)

para todo (t,x) € R siysolo si

oM ON

o (62) = = (t,2)

para todo (t,x) € R.
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Ecuaciones exactas

El rectangulo R del enunciado del teorema puede ser no acotado.
Si M (t,z)y N(t,z) no se anulan simultdaneamente en ningln
punto de Ry la ecuacién diferencial es exacta, entonces la funcién
u(t,z) es unaintegral primera en Ry las soluciones se pueden
obtener despejando x de la ecuacion

u(t,z) = c.
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Factores integrantes

SealaED M (t,z(t)) + N(t,xz(t))2'(t) = 0.
Se denomina factor integrante a una funcion u(t, x) # 0 para todo
(t,x) donde esta definiday tal que

p(t, 2(0)M (¢, 2(8)) + pt 2(O) N (t 2(D)a'(t) = 0

es una ED exacta.
Es facil comprobar que pu(t, z) = e~ Ja®)dt o5 un factor integrante
parala EDL 2/(t) = a(t)x(t) + b(¢).
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Factores integrantes

En las hipdtesis del Teorema que establece la condicion necesaria'y
suficiente de exactitud, la funcion p(t, =) es un factor integrante siy
solo si

oM + pMy = (pM)y = (uN)e = N + pNy,

donde el subindice ; (resp. ,.) denota derivacion parcial respecto de
t (resp. x).
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Desintegracion radiactiva

Ver Robert L. Borrelli- Courtney S. Coleman, Differential Equations,
A Modeling Approach, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New
Jersey 07632).

Se sabe que ciertos elementos o sus isétopos son inestables,
desintegrandose en isdtopos de otros elementos mediante emision
de particulas a, particulas 3 o fotones. Se dice que tales elementos
son radiactivos. Por ejemplo, un dtomo de radio se desintegra en un
atomo de radon, emitiendo una particula « en el proceso,

226Ra % Rn.
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Desintegracion radiactiva

La desintegracion de un Gnico nicleo radiactivo es un proceso
aleatorio, y el tiempo exacto de desintegracion no puede ser
determinado con exactitud. Sin embargo pueden hacerse
afirmaciones concretas en el proceso de desintegracién de un gran
nimero de atomos radiactivos.
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Desintegracion radiactiva

La cuestion es:

(Cuantos nlcleos hay en una muestra de un elemento radiactivo en
el instante de tiempo ¢?

Nuestro sistema es la coleccion de nicleos radiactivos en la
muestra, y lo Gnico que nos interesa medir es el nimero de ndcleos
radiactivos en el tiempo ¢. No es obvio, sin embargo, cual es la ley
de desintegracion. Hay numerosas evidencias experimentales que
sugieren que la siguiente ley es cierta:

En una muestra que contiene un gran nimero de nlcleos
radiactivos, la disminucion del nimero de nlcleos radiactivos en
un intervalo de tiempo es directamente proporcional a la longitud
delintervalo de tiempo y al nimero de niicleos presente en el
tiempo inicial.
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Desintegracion radiactiva

Si denotamos por z(t) el nUmero de ndcleos radiactivos en el
tiempo ty el intervalo de tiempo por At, la ley se traduce en

z(t + At) — z(t) = —ax(t)At,

donde a es la constante estrictamente positiva de
proporcionalidad.
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Desintegracion radiactiva

El modelo matematico anterior para la ley nos ayuda a darle su
justo valor.

Poruna parte z(t) y (¢t + At) deben ser enteros, pero —aAt puede
no ser un entero. Si queremos mantener la ley debemos idealizar el
fendmeno real suponiendo que z(t) es una cantidad continua. Por
ejemplo, midiendo z(¢) en gramos.

Incluso siendo z(t) continuo la ley pudiera no ser cierta para
valores de ¢ grande, ya que x(t) — 0 cuando t — oc.
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Desintegracion radiactiva

Ademas la ley no tiene sentido si At es tan pequefio que ningln
nlcleo se desintegra en el intervalo de tiempo At.

El fallo de la ley para intervalo grandes de tiempo puede ser
ignorado, porque s6lo estamos interesados en un comportamiento
local (en el tiempo). Las dificultades con ¢ pequefio son mas
preocupantes. S6lo podemos esperar que el procedimiento
matematico que se presenta a continuacién nos conduzca a un
modelo matematico en la que la z(t) tedrica sea razonablemente
proxima a la experimental.
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Desintegracion radiactiva

Si dividimos ambos lados de
x(t + At) — x(t) = —ax(t)At,
por Aty tomamos limite cuando At — 0, obtenemos

2/ (t) = —ax(t).
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Desintegracion radiactiva

Asi que podemos decir:

La velocidad de desintegracion del elemento radiactivo es
directamente proporcional a la cantidad de materia disponible.

El periodo de semidesintegracion del elemento radiactivo, t1/2, €S
el tiempo que debe transcurrir para que la mitad de los nicleos
radiactivos se desintegre. La constante a se puede calcular
conociendo el periodo de semidesintegracion
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Elemento
uranio-238
plutonio-239
radio-226
radén-222
azufre-35
sodio-24
oro-198
yodo-131
bario-140
fésforo-32
iridio-192
calcio-45
cobalto-60
cesio-137
carbono-14

Temal | 1.1Solucionesy PVl

Tipo de desintegracion
o,y
o,y
o
o
B
B.y
B,y
B

T T T T ™ ™
=

Tl[Z
4.5-10° afios
24.300 afios
1620 afos
3,82 dias
87,.0 dias
15,0 horas
2,7 dias
8 dias
12,8 dias
14,3 dias
70 dias
165 dias
5,27 afios
30 afios
5730 afios

1.2 Integracion

Aplicaciones

Reactores nucleares
Reactores y bombas nucleares
Radioterapia

Circulacién sangre
Localizacién tumores
Hipertiroidismo
Circulacién oleoductos
Autorradiografias
Radiografia industrial
Metabolismo huesos
Radioterapia
Radioterapia
Geocronologia
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Determinacion de la edad mediante el 14C

Ver Robert L. Borrelli- Courtney S. Coleman, Differential Equations,
A Modeling Approach, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New
Jersey 07632).

Las células vivas absorben carbono directa o indirectamente del
didxido de carbono en el aire. Algunos de los atomos del carbono
en este CO,, son la forma radioactiva: '*C, en lugar del comin '2C,
producido por las colisiones de los rayos cosmicos (neutrones) con
el nitrégeno de la atmosfera. Los niicleos de “C se desintegran
convirtiéndose en nicleos de nitrégeno y emitiendo particulas j.
Entonces todos los seres vivos, o seres que estuvieron vivos
contienen algunos nicleos de carbono radiactivo, C.
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Determinacion de la edad mediante el 14C

En los afios 1960, Willard Libby demostré que una medicion
cuidadosa de la tasa de desintegracién del 1C en una muestra de
tejido muerto puede usarse para determinar el nimero de afios
desde que murio.

Se considera un problema especifico para concentrar nuestra
atencion:
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Determinacion de la edad mediante el 14C

Se utiliz6é un contador Geiger para medir la tasa de desintegracion
de 'C en fragmentos de carbén vegetal encontrados en la gruta de
Lascaux en Francia, donde hay pinturas prehistéricas. El contador
registrd 1,69 desintegraciones por minuto y por gramo de carbono,
mientras que para tejido vivo el nimero de desintegraciones,
medido en 1950, fue de 13,5 por minuto y gramo de carbon. ;Hace
cuantos afios se formo el carbdn vegetal y, presumiblemente,
fueron dibujadas las pinturas?
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Determinacion de la edad mediante el 14C

En cualquier organismo vivo la razén del 4C al 12C es la misma que
en el aire. Si larazon en el aire es constante en el tiempo y en el
lugar, entonces también lo sera en un tejido vivo. Después de la
muerte del organismo, la absorcién de CO, se detiene y sélo sigue
la desintegracion radioactiva. El periodo de semidesintegracion del
14C es de 5568 + 30 afios (valor internacionalmente aceptado
desde 1968).
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Determinacion de la edad mediante el 14C

Sea z(t) la cantidad de '“C por gramo de carbén en el tiempo ¢
(medido en afios) en la muestra de carbdn vegetal. Seat = T el
tiempo actual y supongase que t = 0 es el tiempo en el que el tejido
de la muestra muri6. Entonces x(t) = z(0) paratodo ¢ < 0. Para
t > 0 los nlcleos de *C se desintegran siguiendo la ecuacién
diferencial

2 (t) = —ax(t),

donde la constante a se calcula a través de la vida media del **C.
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Determinacion de la edad mediante el 14C

Sabemos que el carb6n de la muestra presenta 1,69
desintegraciones por minuto y por gramo de carbon y que en un
tejido vivo hay 13,5 desintegraciones por minuto y por gramo de
carbén. Sabiendo que el niimero de desintegraciones por unidad
de tiempo es proporcional a la velocidad de desintegracion 2/ (t), se
calculaT.
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La ley de enfriamiento de Newton

Segln la ley de Newton del enfriamiento, si un objeto a
temperatura 7'(¢) se coloca en un medio que se encuentra a la
temperatura constante T, entonces la razén de cambio de T'(¢) es
proporcional a la diferencia de temperatura T'(t) — T)y.

Esto da lugar a la ED autonoma

dr

() = k(T = Th), k<0,

que se resuelve por integracion elemental.
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Secrecion de hormonas

La secrecion de hormonas suele ser una actividad periédica. Si una
hormona es segregada en un ciclo de 24 hr, entonces la razén de
cambio del nivel de la hormona en la sangre se puede representar
por medio del problema de valor inicial

mt

2'(t) = —kz(t) + a — B cos B

z(0) = o,

donde z(t) es la cantidad de la hormona contenida en la sangre en
elinstante ¢, o es la velocidad de secrecion media, 3 la cantidad de
variacion en la secrecion, y k una constante positiva que representa
la velocidad a la cual el cuerpo elimina la hormona de la sangre. La
ecuacion diferencial es de tipo lineal y se integra elementalmente.
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Un problema de mezclas

Considere un tanque que contiene V' litros de agua, dentro del cual
una solucién de salmuera empieza a fluir a una velocidad constante
de v, |/min. La solucion dentro del tanque se mantiene bien agitada
y fluye hacia el exterior del tanque a una velocidad de v |/min. Si la
concentracion de sal en la salmuera que entra en el tanque es de ¢,
g/ly z(t) es la cantidad de sal en gramos que hay en el tanque en el
tiempo ¢, entonces cumple la ecuacion diferencial lineal

x(t)

/
t) = — P ———
x() VeCe USV—F(Ue—US)t
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Evolucion temporal de poblaciones

Sea p(t) la poblacion en el tiempo . Si bien la poblacién es siempre
un nimero entero, normalmente es tan grande que se introduce un
error muy pequefio al suponer que p(t) es una funcion continua.
Considérese una poblacién de bacterias que se reproducen
mediante division celular simple, de modo que la tasa de
crecimiento es proporcional a la poblacion presente. Esta hipotesis
es consistente con las observaciones de crecimiento de bacterias.
Mientras exista espacio suficiente y un buen suministro de alimento
para las bacterias, se puede suponer también que la tasa de
mortalidad es cero. (Recuerde que en la division celular la célula
madre no muere, sino que se convierte en dos nuevas células).
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Evolucion temporal de poblaciones

Un modelo matematico para la poblacion de bacterias que siga las
hipétesis anteriores viene definido por la ecuacién auténoma

P (t) = ap(t), a > 0.
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Evolucion temporal de poblaciones

En el estudio de poblaciones humanas, la premisa de que la tasa de
crecimiento de la poblacién es proporcional a su tamafio parece
razonable. Sin embargo la hip6tesis de una tasa de mortalidad nula
es, desde luego, errénea. Suponiendo que las personas fallecen por
causas naturales, se podria esperar que la tasa de mortalidad fuera
también proporcional al tamafio de la poblacion.

Un modelo matematico para la poblacién teniendo en cuenta los
factores anteriores es

P'(t) = (a—b)p(t), a,b> 0.
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Evolucion temporal de poblaciones

;Qué se puede decir de las muertes prematuras debidas a
desnutricidn, servicios médicos inadecuados, enfermedades
contagiosas, crimenes violentos, etc.? Puesto que estos factores
implican la competencia dentro de la poblacion, se puede suponer
que la tasa de mortalidad debida a estos factores es proporcional al
nimero de interacciones bipartitas.

Un modelo matematico para la poblacion donde se tenga en cuenta
la tasa de mortalidad debida a competencias entre la misma
especie es

p'(t) =pt)(a—1bpt),  a,b>0.

101/101



Temal | 1.1SolucionesyPVI | 1.2 Integracién
Se deducen las ED lineales que rigen el flujo de la electricidad en el
circuito simple que se muestra en la figura que sigue.

AAYAY

Este circuito consta de cuatro elementos, cuya accién se puede
comprender con facilidad, sin necesidad de tener conocimientos
especiales de electricidad.

A. Una fuente de fuerza electromotriz (fem) E -una pila o un

generador- impulsa una carga eléctrica y produce una corriente 1.
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Dependiendo de la naturaleza de la fuente, F puede ser una
constante o funcién del tiempo.
B. Un resistor de resistencia R que se opone a la corriente, reduce la
fuerza electromotriz en una magnitud Er = RI. Esta ecuacion se
conoce como ley de Ohm.
C. Uninductor de inductancia L, que se opone a cualquier cambio
de la corriente, produciendo una disminucién de la fem en una
magnitud

Er = LE'

D. Un condensador de capacitancia C, almacena una carga Q. La
carga acumulada por el condensador se opone a la entrada de una
carga adiccional y la disminucién de la fem que se produce en este
caso es

1
Eo = —Q.
CCQ

Ademas, puesto que la corriente es la rapidez de flujo de la carga y,

en consecuencia, el indice al que la carga aumenta en el
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condensador, se tiene
dq
dt
Estos elementos del circuito actian de acuerdo a la ley de
Kirchhoff, que indica que la suma algebraica de las fuerzas
electromotrices en torno a un circuito cerrado es igual a cero. Es
decirE — Er— FE;, — Ec=00

I:

ar 1
E—-RI-L———-Q=
& dt CQ 0
que se puede escribir como
dl
Ldt+RI+ Q E.

Dependiendo de las circunstancias, se puede consideraryasea I o
() como la variable dependiente. En el primer caso se elimina @,
derivando la ecuacion anterior con respecto de ¢ y sustituyendo
dQ/dt por I:

d*I dl 1 dE

L= +R—+ -] =—.
w P ia el = a
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En el segundo caso se sustituye I por dQ/dt:

d’Q aQ 1
L—- —+—-Q=FE.
i T Tl
Ambas son ecuaciones diferenciales de segundo orden que se
resolveran en el Capitulo 2. Cuando no hay condensador se obtiene

la ED de primer orden

dl
L— I=F.
dt+R
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