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SISTEMAS DIFERENCIALES n-DIMENSIONALES

DEFINICION

Un sistema diferencial de primer orden de dimensién n
es un sistema de ecuaciones de la forma

() = fult, 21(8), .., 2n(D))

donde f1,...fn: D CR X R™ — R son funciones conocidas.
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SISTEMA DIFERENCIALES n-DIMENSIONALES

Es habitual suprimir el argumento ¢ en las funciones incégnitas
x1(t),...,xn(t). Asi que un sistema diferencial de n ecuaciones
con n incognitas es una expresion del tipo

l‘ll = fl(t,xl, . ,:En)

xl = fu(t,ze, ... @)

EJEMPLO

Por ejemplo, si x1 =z, o =y, fi(t,x1,22) =21+ 22 Y
fa(t, 1, x9) = 1 — 2, tenemos el sistema diferencial

2-dimensional
/

¥ =z+y,

/

y=z-y.
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SISTEMAS DIFERENCIALES n-DIMENSIONALES

DEFINICION
Una solucién es una funcion t € I — (z1(t),...,z,(t)) € R,
siendo I un intervalo de R, tal que para

@ I1,...,T, son derivables en t,

o (t,x1(t),...,xn(t)) estdn en el dominio de fi,..., fn,

o cumplen el sistema diferencial, es decir,
i (t) = fi(t,z1(t), ..., zn(t))

2 () = fults 21 (8)s - (8)
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EJEMPLOS

EJEMPLO

Sea el sistema diferencial

=1

y =2z
Una solucidn es la funcion t € R — (z(t),y(t)) = (¢,2).
Se dice que {x(t) =t,y(t) = t*} es una solucion.
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EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL

DEFINICION

El problema de valor inicial consiste en determinar una
solucion de

2 (8) = Fult21(8), - ., 2n(2)

que verifique

(xl(to), 500 ,xn(to)) = (x()l, 000 ,mon),

donde xo1, . .., T, son valores previamente fijados.
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EJEMPLOS

EJEMPLO

El problema de valor inicial

=z

v g T =1 y0) =32

tiene la solucion t € R — (x(t),y(t)) = (', e /2 4+ 1).

Se dice que {z(t) = e, y(t) = e*/2 + 1} es una solucion.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DEL
PROBLEMA DE VALOR INICIAL

TEOREMA
Supongamos que
af; .
fi’@TUZ-: D—K, 5=1,...,n
J
son funciones continuas en el abierto D C R x K" y la
condicion inicial (to, o1, ..., Ton) € D.

Entonces existe una solucion del problema de valor inicial en un
intervalo (to — a, to + @) y esa solucion es iunica.

v
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN 7

DEFINICION

Una ecuacién diferencial de orden n es una expresion de la
forma

x(n)(t) = fn(t’ x(t)a wl(t), ooa 7$(n_1)(t))a

donde f, es una funcion conocida.

DEFINICION

Una solucion de la ecuacion diferencial de orden n es una
funcion x: I — R tal que para todo t € I,

2™ () = fo(t, (), 2 (), ..., D(@)).
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN 7

DEFINICION

El problema de valor inicial para la ecuacion diferencial de
orden n consiste en determinar la existencia y, en su caso, la
unicidad de soluciones de

™ = f(t,x, 2, ..., x™Y),
tales que satisfacen la condicion inicial

donde (to, xo1,...,Zon) estan fijados.
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RELACION ENTRE SISTEMAS Y ECUACIONES

@ Las soluciones de una ecuacion de orden n
2 = falt,x, 2!y .., x(”_l)) se pueden obtener a partir de
las del sistema diferencial

.%'1 T2
/
Lp—1 =
/!
LL‘n— (tl‘l,..., n)

e En efecto, se verifica que z(t) es solucién de la ecuacién
diferencial si y solo si

{z1(t) = 2(t), 22(t) = 2/ (1), ..., an(t) = 2D ()}

es solucién del sistema diferencial.
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RELACION ENTRE SISTEMAS Y ECUACIONES

@ Las soluciones del problema de valor inicial

) = fn(t, x? 1’"7

' (to) =

x(to) = o1,

’ x(n_l))v

TO2y -« l'(n_l)(to) = Ton

se pueden obtener a partir de las del problema de valor

inicial
x) = xo
xh =13
x/n 1= Tn
;1 - fn(t xl,...,mn)
xl(to) = Zo1, x?(to) =202y -+ 1’n(t0> = Zon
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EJEMPLO

EJEMPLO

Transformar el problema de valor inicial

" (t) + (2'(t))* + 3z(t) = €
z(0) =1, 2/(0) =0, 2"(0) =0

en un problema de valor inicial para un sistema diferencial.
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SISTEMAS LINEALES

e Un sistema diferencial lineal de n ecuaciones con n
incégnitas tiene la forma

.CCll = an(t)arl —+ -+ aln(t)xn + bl(t)

2 = a1 )z + -+ anp(t)x, + by (t)

donde a;j,b;: I — K, siendo I un intervalo de R e
,7=1,...,n.

e Siparatodoi=1,...,n, b;j(t) =0, el sistema se dice
homogéneo.
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SISTEMAS LINEALES

Un sistema lineal se puede escribir en la forma matricial

/

) an(t) ... ai(t) 1 bi(t)

x’n an1(t) ... ann(t) xn bn‘(t)

L1 an(t) - aln(t) b1 (t)

z a1 () . ann(t) b (£)
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DEL
PROBLEMA DE VALOR INICIAL

En el caso de un sistema diferencial lineal

fi(t, L1y ,.Z'n) = aﬂ(t)xl + -+ am(t)l'n + bi(t),

ofi o
a—wj(t,a:b co X)) = agi(t).

Para que se cumplan las hipétesis del teorema de existencia y
unicidad es suficiente que las funciones a;;(t), b;(t) sean
continuas en su intervalo de definicién.

En todo lo que sigue se supone la continuidad de las
funciones a;;(t), b;(t).
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ESTRUCTURA ALGEBRAICA DEL CONJUNTO DE
SOLUCIONES

TEOREMA

Si y1,y2 son soluciones del sistema lineal homogéneo y
c1,c2 € R, entonces c1y1(t) + caya(t) también es solucion.

Como consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema lineal
homogéneo es un espacio vectorial. Para obtener todas las
soluciones, sera suficiente obtener una base.
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

J.L. Bravo

Supéngase que para cada 7, j la funcién a;;(t) es constante
e igual a a;; y que b;(t) = 0.

Si llamamos A a la matriz de los coeficientes (a;j), el
sistema lineal se puede expresar en forma vectorial como

7 = Ax. (1)

El Teorema de existencia y unicidad dice que para cada
condicién inicial hay una tnica soluciéon definida en todo R.

En el caso unidimensional el sistema lineal homogéneo es la
ecuacién 2’ = ax, cuyas soluciones son z(t) = ce®, donde
ce kK.

Sistemas Diferenciales Lineales
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

o Guiados por el caso unidimensional se buscan soluciones de
la forma z(t) = eMp, donde A € Ky p € K™.

e Sustituyendo en el sistema diferencial se obtiene que eMp es
una solucién no trivial si y solo si Ap = Ap con p # 0, es
decir, si y solo si p es un autovector del autovalor A.
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

En el caso particular de n = 2,3 se suele representar el campo
de direcciones de 2/ = Az mediante un vector en cada punto

del dominio.

R
N
N\\4,
o <KK
/NN

PP N

EJEMPLO

Representar el campo de direcciones de

:L"::U—i—y,

y=z—y.
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
DOS AUTOVALORES REALES DISTINTOS.

EJEMPLO (PUNTO DE SILLA)

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
DOS AUTOVALORES REALES DISTINTOS.

EJEMPLO (NODO IMPROPIO (INESTABLE))

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
DOS AUTOVALORES REALES DISTINTOS.

EJEMPLO (NODO IMPROPIO (ESTABLE))

Obtener las soluciones de

¥ =-2r+2, o =z-2y.
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
AUTOVALORES COMPLEJOS CONJUGADOS.

EJEMPLO (CENTRO)

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
AUTOVALORES COMPLEJOS CONJUGADOS.

EJEMPLO (FOCO (INESTABLE))

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
AUTOVALORES COMPLEJOS CONJUGADOS.

EJEMPLO (FOCO (ESTABLE))

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
DOS AUTOVALORES REALES IGUALES.

EJEMPLO (NODO PROPIO (ESTABLE))

Obtener las soluciones de
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SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
DOS AUTOVALORES REALES IGUALES.

Supongamos ahora que no hay una base de autovectores.

EjempPLO (NODO IMPROPIO)

Obtener las soluciones de

/

=44y, Y =-x+2y.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS

Vamos a intentar resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

a = Az + f(t),

Sistemas de primer orden y ecuaciones de orden 1
Sistemas diferenciales lineales

donde A es una matriz y f es una funcién dada.
@ Si uy(t) es una solucién de la ecuacion, entonces todas las
soluciones son de la forma

u(t) = up(t) + un(t),

donde uy, es solucién de 2/ = Az.

o Si f(t) = fi(t) + f2(t) y w1, uz son soluciones de
' = Ax + f1(t), ' = Ax + fo(t), respectivametne, entonces

up(t) = u1(t) + uz(t)

es solucién de 2’ = Az + f.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS

Por la discusién anterior, basta encontrar una solucién
particular u,,.

@ Si f(t) = at™, buscaremos soluciones que sean polinomios
de grado n o menor.

© Si f(t) = ae™ y X no es autovalor de A, buscaremos
soluciones que sean de de la forma

z(t) = zoeM,  y(t) = yoe.

O Si f(t) = ae™ y A es autovalor (simple) de A, buscaremos
soluciones que sean de de la forma

x(t) = zoe™ + xlte)‘t, y(t) = yoe>‘lt + ylte)‘t.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS

EJEMPLO

Encontrar una solucion general del sistema lineal no homogéneo

;L (2 -4 2t2 + 10t
y_AyJ“g_L —3) YT |2 rot+3)

EJEMPLO

Encontrar una solucion general de

;L =3 1 —6| _o
y_Ay—i—g—[l _3]34—1—[2]@ .
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