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Introduccién a las series de Fourier Calculo de los coeficientes de Fourier
Problemas de contorno Convergencia
La ecuacién del calor Convergencia

COEFICIENTES DE FOURIER

Dada una funcién f(z) definida en —L < 2 < L, buscamos
coeficientes ag, a1,...,b1,bs,... tales que

16 = 943 (sweon (M55 i (*55)). —p= s
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COEFICIENTES DE FOURIER

Sea f una funcién integrable en [—L, L]. Se denominan
coeficientes de Fourier de f a

1 L
:L/_Lf(x)cos(lza:)dac, n=0,1,2,...,
1 L

—L/_Lf(:n)sin(nzx)dx, n=12,....

Se denomina serie de Fourier de f a

+Z(ancos( 75+ busin (“70)) -
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INTEGRALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

J.L. Bravo

@ Para todo niimero natural n,

/_LL cos (nzm) sin (m;r:c) dxr = 0.

© Si n # m, entonces

L
/ cos (nmc) cos (mﬂx) dz = 0.
_L L L

L
/ sin <@) sin <m7r:c> dr = 0.
I L L

© Sin # 0, entonces

L L
ot (M) e = [ (M
L L n L
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CONVERGENCIA
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TEOREMA

Si f de clase C* a trozos en [—L, L], entonces la serie de
Fourier de f converge a f salvo en los puntos en los que f es
discontinua.

Si f(x) es continua y f'(x) es continua a trozos, entonces la
serie de Fourier de f converge a f.

EJEMPLO

Calcula la serie de Fourier de f(x) = sin(z), x, € [—m, 7.

EJEMPLO

Calcula la serie de Fourier de f(z) = cos?(z), x, € [~, 7.
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CONVERGENCIA
EJEMPLO
Dada

-1, —7<x<0,
1, O<x<m.

fz) =

Calcula la serie truncada con N = 2 términos.

EJEMPLO
Sea la funcion
flz)=2, —-wm<z<m.

Calcula la serie de Fourier truncada con N = 3 términos:

3
aog
S3(x) = = Z an cos(naz) + by, sin(nz)).

n=1

4
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CONVERGENCI

EJEMPLO

Dada
0, —m<z<0,

1, O0<zx<m.

Calcula la serie truncada con N = 2 términos.
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FORMA ARMONICA

En ocasiones el término general del sumatorio se escribe de la
siguiente forma:

ap, cos(nwoz) + by, sin(nwoz) = ¢, cos(nwox + oy),

donde )

cn=+/a2 +02, §,=tan"! <n>
Gn

Esta manera de escribir la seriede Fourier se denomina forma

armoénica. El término cos(nwox + d,) es la n-ésima armoénica

de f, ¢, es la n-ésima amplitud arménica y 6, el n-ésimo angulo

de fase de f.

Se define el espectro de amplitud de una funcién periédica

como los puntos (nwy, ¢, /2).
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PROBLEMAS DE CONTORNO

Al resolver ecuaciones en derivadas parciales por el método de
separacion de variables surge el problema de encontrar
soluciones no triviales z(t) de

2"(t) + Az (t) = 0,

ax(0) + bz’ (0) =0, cx(l) +da’'(l) = 0.

e En el problema de valor inicial se buscan soluciones x(t)
tales que en un punto ¢ € [0,!] se conocen x(to) y z'(to).

o En un problema de contorno se buscan soluciones que
cumplen ciertas ecuaciones en los extremos del intervalo

[0,1]. Por esto se llama problema de contorno o de valores
frontera.
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PROBLEMAS DE CONTORNO

A continuacién se resuelven algunos casos sencillos, pero
importantes.
Primer problema:

() + \z(t) = 0,

z(0) =z(l) =0.

Resolviendo la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con
coeficientes constantes se llega a que hay soluciones no triviales
solo si

A=\, =n*7?/I?, n=1,2,...

Ademas para cada n la solucién es un multiplo de

(t) = sen (”l”) .

J.L. Bravo Problemas de contorno. Ecuaciones en derivadas



Introduccién a las series de Fourier
Problemas de contorno
La ecuacién del calor

PROBLEMAS DE CONTORNO

Segundo problema:
2" (t) + Mx(t) = 0,
2 (0) =2'(l) = 0.

Hay soluciones no triviales solo si A = \,, = n?7?/I? para
n=20,1,2,... Ademé&s para cada n la solucién es un miltiplo de

2n(t) = cos (”l”t> .
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Tercer problema:

2" (t) + Xz (t) = 0,
z(0) +2/(0) =0, =(1)=0.
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PROBLEMAS DE CONTORNO

Estos tres problemas son casos particulares del siguiente
teorema que se establece sin demostracion.

TEOREMA
El problema de contorno

2" (t) + Az (t) = 0,

ax(0) + b2’ (0) =0, cx(l)+ dz'(l) = 0.

tiene soluciones no triviales x,(t) solo para un conjunto
numerable de valores Ay < Ao <, ... tales que lim,_ o \,, = 00.
Los valores A, se llaman autovalores y las x,(t) autofunciones.
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PROBLEMAS DE CONTORNO

e Se dice que )\, es un autovalor del problema de contorno y
crn(t), ¢ € R sus autofunciones asociadas.

@ Sea V el conjunto de todas las funciones x: R — R de clase
2 que cumplen las condiciones de contorno

ax(0) + b2'(0) = 0, cx(l) + da'(1) = 0.

Entonces V' es un espacio vectorial. Sea el operador lineal L
con dominio V definido por

Lx(t) = —a"(t).
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PROBLEMAS DE CONTORNO

Las soluciones del Problema de contorno
2"(t) + Az (t) = 0,

az(0) +bz'(0) =0, cz(l) +dz'(l) = 0.

son las funciones no triviales x € V tales que Lz = Az. Por esto
a x se le llama autofuncién asociada al autovalor A.
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LA ECUACION DEL CALOR

Difusién del calor en una varilla “unidimensional”. Partimos de

los siguientes principios:

(1) El calor fluye en la direccién de temperatura decreciente, es
decir, de las zonas calientes a las zonas frias.

(11) La velocidad a la que fluye el calor a través de un érea es
proporcional al area y a la velocidad de cambio de la
temperatura en una direccion perpendicular al area. El
factor de proporcionalidad se llama conductividad térmica
del material y se denotara por la constante k.

(1) La cantidad de calor ganado o perdido por un cuerpo, es
decir la variacién de energia térmica, es proporcional a la
masa del cuerpo y al cambio de temperatura. El factor de
proporcionalidad se llama calor especifico del material y se
denotard por c.
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LA ECUACION DEL CALOR

J.L. Bravo

La masa de la region es Am = pSAx, donde p es la densidad de
la varilla. Si Au denota el cambio de temperatura en el
intervalo de tiempo At en el punto x, entonces (iii) dice que la
variacion de energia calorifica en la regién en el intervalo de
tiempo de ¢ a t + At es

AH = cAmAu = cpSAzAu.

Por tanto la velocidad de variacion del calor es

AH Au

Problemas de contorno. Ecuaciones en derivadas
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LA ECUACION DEL CALOR

La variacion del calor debida al flujo de calor a través de la
seccion de la izquierda es

ou
—kS—(x,t
61: (x7 )
La velocidad a la que el calor fluye a través de la seccién
derecha es 5
kSa—z(:c + Az, t).
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LA ECUACION DEL CALOR

Tenemos entonces:

Au

ou ou
kES—(z + Az, t) — kS%(:E,t) = cpSA:L‘E,

ox

es decir
k2 ez + Ax,t) — (a: t)  Au

cp Az TAL
Tomando limites cuando Az — 0 y At — 0,

8u 20 0u
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LA ECUACION DEL CALOR

En el caso de dimensién mayor a uno y sin asumir que la
conductividad, el calor especifico y la densidad son constantes,
tenemos la ecuacién del calor general,

2., 2 2
ou i (8 d*u  O*u

P K-
P 62+62 82>+V Vu,

donde la conductividad K, el calor especifico u y la densidad p
son ahora funciones de varias variables que se suponen
conocidas.
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EXTREMOS A TEMPERATURA CONSTANTE

Se pretende encontrar soluciones de la ecuacién del calor que
ademas cumplan las condiciones de contorno

u(0,t) = u(L,t) = 0.
Las soluciones también deben cumplir la condicién inicial
u(z,0) = f(z), 0<z<L. (1)

Siui,...,u, cumplen la ecuacion del calor y la condicién de
contorno entonces ciuj + - - - + cpu, también cumple la ecuacién
del calor y las condiciones de contorno, para todo ci, ..., cy.

Se buscaran soluciones de la forma u(z,t) = X (z)T'(¢).
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EXTREMOS A TEMPERATURA CONSTANTE

Derivando se obtiene

ou , 0%u "
LX@T), 5= X"@)T0)

Sustituyendo en la ecuacién
X(2)T'(t) = a®> X" ()T (t).

Dividiendo ambos miembros de la igualdad por a?X (z)T(t) se

llega a
() X"(x)

a?T(t) X(z)
En consecuencia debe cumplirse que para alguna constante A

T _X'@)
a?T(t) X(z) )
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EXTREMOS A TEMPERATURA CONSTANTE

De la condicién de contorno se deduce que X (0) = X (L) = 0.
De modo que debemos resolver el problema

X"2)4+AX(z) =0, X(0)=X(L)=0,  T'(t)+a*\T(t) = 0.

Ya se ha visto que solo tiene soluciones no triviales X, (t), T, (t)

para A\, = %, n=12,..., donde
X, (z) =sen <n77lr/m) , T,(t) = e*t("m/L)Q,

de modo que

nm), n=1,2,...

_ —t(nwa/L)? ens
up(x,t) =€ sen( 7

verifica la ecuacion del calor y las condiciones de contorno.
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EXTREMOS A TEMPERATURA CONSTANTE

Supéngase que f(0) = f(L) =0y sea F(z) la extensién impar
2L—periédica de f(z), es decir

) f(=), si0<z <L . (s
F(x)_{—f(—:z:), G —Lews<0’ F(z+2L) = F(x).

Considérese el desarrollo en serie de Fourier de F(z)

F(fv)zibnsen(T), bn:i/OLf(:L‘)sen(T) dx
n=1
entonces

u(t,z) = i b,, sen (?) o—t(nma/L)?

cumple la ecuacién del calor, las condiciones de contorno y la
condicion inicial.
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EXTREMOS AISLADOS

Supongamos ahora que los extremos estan aislados, es decir que
no hay radiacion de calor al exterior. Como la transmisiéon de
calor es proporcional a la derivada respecto a = de la
temperatura, si f(z) denota de nuevo la temperatura inicial,
tenemos las siguientes condiciones en la frontera:

ug(0,t) = ugp(L,t) =0, wu(z,0)= f(x).

De nuevo se utilizard el método de separacién de variables para
obtener que la solucién al problema de frontera es

o0
u(z,t) = %0 + Z Cp, COS (?) e_t(”m/L)?,
n=1

9 L
Cp = L/o f(z)cos (nmz/L) dx.
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