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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Diedro: regién (convexa) del
espacio comprendida entre dos
semiplanos (denominados caras)
limitados por una recta comdn
(denominada arista).
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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Diedro: regién (convexa) del
espacio comprendida entre dos
semiplanos (denominados caras)
limitados por una recta comdn
(denominada arista).

Angulo del diedro: dngulo que
forman cualquier par de rectas
perpendiculares a la arista tales que
cada recta esté contenida en una
cara.
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Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Tomamos para cada cara del diedro,

D la semirecta perpendicular punto /
: que no esté contenida en el diedro.

" Entonces el dngulo que forman
B dichas rectas es suplementario al

F angulo del diedro.

E
GIH + a = 180.
G
H
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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Triedro: regién (convexa) del
espacio comprendida entre tres
semirectas (llamadas aristas) y las
regiones de plano que definen, no
contenidas en un plano y con un
punto comin (llamado vértice.
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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Triedro: regién (convexa) del
espacio comprendida entre tres
semirectas (llamadas aristas) y las
regiones de plano que definen, no
contenidas en un plano y con un
punto comin (llamado vértice.
Lados o caras del triedro: angulos
comprendidos entre cada dos
aristas. Miden menos de 180°.
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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Triedro: regién (convexa) del
espacio comprendida entre tres
semirectas (llamadas aristas) y las
regiones de plano que definen, no
contenidas en un plano y con un
punto comin (llamado vértice.
Lados o caras del triedro: angulos
comprendidos entre cada dos
aristas. Miden menos de 180°.
Angulos del triedro: diedros
determinados por cada arista del
triedro tal que cada cada cara del
diedro contiene a una de las otras
dos aristas. ‘Miden menos de 180°
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Geometria de la esfera q
Diedros

Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Despliegue de un triedr
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Triedro polar

Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Para cada cara del triedro,
consideramos la semirecta
perpendicular por el vértice del
triedro que no esté incluida en
ninguno de los dngulos dihedros.
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Triedro polar

Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Para cada cara del triedro,
consideramos la semirecta
perpendicular por el vértice del
triedro que no esté incluida en
ninguno de los dngulos dihedros.

Se denomina triedro polar al
limitado por esas tres rectas
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Triedro polar

Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Para cada cara del triedro,
consideramos la semirecta
perpendicular por el vértice del
triedro que no esté incluida en
ninguno de los dngulos dihedros.

Se denomina triedro polar al
limitado por esas tres rectas

Los dngulos del triedro polar son los
angulos suplementarios de las caras
del triedro original y las caras del
triedro polar son los dngulos
suplementarios del triedro original.

José Luis Bravo Trinidad
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Geometria de la esfera

Propiedades del triedro

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

@ Una cara es menor que la suma
de las otras dos y mayor que la
diferencia.

la—bl<c<a+b

@ A mayor angulo se le opone
mayor cara.

A>B&a>b

José Luis Bravo Trinidad
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Geometria de la esfera

Propiedades del triedro

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

@ La suma de los angulos de las
caras es menor que cuatro
angulos rectos.

a+ b+ c < 360°

@ La suma de los tres angulos del
triedro estd comprendida entre
dos y seis angulos rectos.

180° < A+ B+ C <540
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Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

ncia maxima y menor

José Luis Bravo Trinidad

Circunferencia menor: Es la
interseccién con la esfera de un
plano que no pasa por el origen de
la esfera.
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Geometria de la esfera

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Circunferencia maxima y menor

José Luis Bravo Trinidad

Circunferencia menor: Es la
interseccién con la esfera de un
plano que no pasa por el origen de
la esfera.

Circunferencia maxima: es la
interseccién con la esfera de un
plano que pasa por el origen de la
esfera.
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Geometria de la esfera

Distancia y angulos

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Distancia: La distancia entre dos
puntos A, B de la esfera es la
longitud del (menor) arco
comprendido entre Ay B de la
circunferencia maxima determinada
por los puntos.

José Luis Bravo Trinidad
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Geometria de la esfera

Distancia y angulos

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Distancia: La distancia entre dos
puntos A, B de la esfera es la
longitud del (menor) arco
comprendido entre Ay B de la
circunferencia maxima determinada
por los puntos.

Angulo de dos circunferencias
maximas: es el dngulo diedro
determinado por los planos que
contienen ambas circurferencias
maximas.
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Geometria de la esfera

José Luis Bravo Trinidad

Diedros
Triedros
Elementos geométricos de la esfera

Polos de una circunferencia
maxima: son los puntos obtenidos al
intersecar la recta que pasa por el
origen de la esfera perpendicular al
plano que contiene la circunferencia
maxima.
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Triangulos esféricos

Tridngulo esférico

Definicion
piedades
ulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Triangulo esférico: es la regién de
la esfera determinada por la
interseccidn entre la esfera y un
triedo con vértice en el origen de la
esfera.
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Triangulos esféricos

Tridngulo esférico

Definicion
piedades
ulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Triangulo esférico: es la regién de
la esfera determinada por la
interseccidn entre la esfera y un
triedo con vértice en el origen de la
esfera.

Lados del tridngulo esférico: son las
intersecciones con las caras del
triedro.
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Triangulos esféricos

Tridngulo esférico

Definicion
piedades
ulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Triangulo esférico: es la regién de
la esfera determinada por la
interseccidn entre la esfera y un
triedo con vértice en el origen de la
esfera.

Lados del tridngulo esférico: son las
intersecciones con las caras del
triedro.

Angulos o vértices del tridngulo
esférico son los angulos esféricos
determinados por las intersecciones
de los angulos del triedro.
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Triangulos esféricos

Clasificacion de los triangulos esféricos

Propiedades

@ A mayor angulo se opone
mayor lado
A>B&a>b

@ Dos lados son iguales si y sélo
si los lados opuestos son
iguales.

A=B&a=b>b

@ La suma de los angulos es
mayor que dos rectos y menor
que seis.
180° < A+ B + C < 540°
Exceso esférico:
e=A+ B+ C—180.
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Definicién
Triangulos esféricos Propiedades
Tridngulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Propiedades

@ Cualquier lado de un triangulo
esférico es menor que 180°.
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Triangulos esféricos

Clasificacion de los triangulos esféricos

Propiedades

@ Cualquier lado de un triangulo
esférico es menor que 180°.

o Cada lado de un tridngulo
esférico es menor que la suma
de los otros dos y mayor que la
diferencia.
|b—al<c<a+b

@ La suma de los tres lados es
menor que cuatro rectos.
a+ b+ c <360
Defecto esférico:
d=360—(a+ b+ c).
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Triangulos esféricos

Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Tridngulo polar

Dado el lado a consideramos los
polos de la circunferencia maxima
que define.
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Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Dado el lado a consideramos los
polos de la circunferencia maxima
que define.

De los dos polos, elegimos el mas
lejano a Ay lo denotamos A’.
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Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Dado el lado a consideramos los
polos de la circunferencia maxima
que define.

De los dos polos, elegimos el mas
lejano a Ay lo denotamos A’.

Repetimos el proceso para b, c.
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Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Dado el lado a consideramos los
polos de la circunferencia maxima
que define.

De los dos polos, elegimos el mas
lejano a Ay lo denotamos A’.

Repetimos el proceso para b, c.

Se define el triangulo polar como
el triangulo esférico determinado
por los tres puntos A’, B’, C' asi
obtenidos.
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Definicién
Triangulos esféricos Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Tridngulo polar

Por definicién, los vértices del
triangulo polar son polos del
tridngulo original.
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Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Por definicién, los vértices del
tridngulo polar son polos del
tridngulo original.

Ademis, los polos de los lados del
tridngulo polar son los vértices del
tridngulo original.
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Triangulos esféricos

Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Tridngulo polar

Por definicién, los vértices del
tridngulo polar son polos del
tridngulo original.

Ademis, los polos de los lados del
tridngulo polar son los vértices del
tridngulo original.

Si tenemos un triangulo esférico,
calculamos su tridngulo polar y el
tridangulo polar del tridngulo polar,
volvemos al tridngulo original.
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Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Los dngulos del tridngulo polar son
suplementarios a los lados del

tridngulo.

A’ =180° — g,
B’ =180° — b,
C’ =180° — c.

Métodos Matematicos Trigonometria Esférica



Tridngulo polar

Triangulos esféricos

Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

Los dngulos del tridngulo polar son
suplementarios a los lados del

tridngulo.

A’ =180° — g,
B’ =180° — b,
C’ =180° — c.

Los lados del tridngulo polar son
suplementarios a los dngulos del

tridngulo.

a =180° — A,
b’ =180° — B,
¢ =180° - C.
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Triangulos esféricos

Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Superficie de poligonos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

El drea de un un tridngulo esférico
es igual al exceso esférico en
radianes por el radio al cuadrado.

S=r’(A+B+C—n)

LG 2, T
En grados: S = reeqg;
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Triangulos esféricos

Propiedades
Triangulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

Superficie de poligonos esféricos

José Luis Bravo Trinidad

El drea de un un tridngulo esférico
es igual al exceso esférico en
radianes por el radio al cuadrado.

S=r’(A+B+C—n)
En grados: S = r%ﬁ

El drea de un poligono esférico de
angulos A1, Az, ..., A, viene dada
por

2 w(Ar+..+Ar—(n—2)180)
S=r 180 .
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Triangulos esféricos Propiedades

Tridngulo polar
Clasificacion de los triangulos esféricos

@ isosceles: Dos de los lados son iguales.

@ equilatero: Tres lados son iguales.

o rectangulo: Uno de los dngulos es recto.

@ birrectangulo: Dos de los angulos son rectos.
@ rectilatero: Uno de los lados es recto.

@ birectilatero: Dos de los lados son rectos.
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Relacién entre los elementos de un triangulo esférico

Férmulas de Besel
Analogias
Regla de Neper

Primera Formula de Bessel - Teorema del Coseno

En un tridngulo esférico, el coseno
de un lado es igual al producto del
coseno de los otros dos lados mas el
producto de los senos de los otros
dos lados por el coseno del angulo
comprendido.

cosa = cos bcos ¢ + sin bsin ccos A,
cos b = cosacos c + sinasin ccos B,

cosc = cosacos b+ sinasin bcos C.

José Luis Bravo Trinidad
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Relacién entre los elementos de un triangulo esférico

Férmulas de Besel
Analogias
Regla de Neper

Segunda Férmula de Bessel - Teorema del Seno

En un tridngulo esférico, la
proporcién entre el seno de un
angulo y el seno del lado opuesto es
constante.

sen a sen b sen ¢

senA senB senC
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Férmulas de Besel
Analogias

Relacién entre los elementos de un triangulo esférico
Regla de Neper

Tercera Féormula de Bessel - Teorema de la Cotangente

En un tridngulo esférico se verifica:

cotasen b = cos bcos C + sin C cot A,
cot asen ¢ = cos c cos B + sin Bcot A,
cot bsena = cosacos C + sin C cot B,
cot bsen ¢ = cos ccos A+ sin Acot B,
cot csena = cosacos B + sin Beot C,
cotcsen b = cos bcos A + sin Acot C,
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Férmulas de Besel
Analogias

Relacién entre los elementos de un triangulo esférico
Regla de Neper

Cuarta Féormula de Bessel - Teorema del Coseno para los

Angulos

En un tridngulo esférico, el coseno de un angulo es igual a menos el
producto del coseno de los otros dos dngulos mas el producto de los senos
de los otros dos angulos por el coseno del lado comprendido.

cos A = — cos B cos C + sin Bsin C cos a,
cos B = —cos Acos C + sin Asin C cos b,
cos C = —cos Acos B + sin Asin B cos c.
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Férmulas de Besel
Analogias

Relacién entre los elementos de un triangulo esférico
Regla de Neper

Analogias de Gauss-Delambre

En un tridngulo esférico se verifica:

A+B a—b A—B a—b
sen - COSs 5 sen 5 sen 5
c c c - c
Cos 5 COs 5 Cos sen 5
cos B cos 2t cos AZB sen "’fgb
C c c c
sen > COS 2 sen 5 sen 2

Dichas formular siguen funcionando cambiando la nomenclatura de

vértices y aristas.

José Luis Bravo Trinidad
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Férmulas de Besel
Analogias

Relacién entre los elementos de un triangulo esférico
Regla de Neper

Analogias de Neper

En un tridngulo esférico se verifica:

tan # cos "”;b tan % sen agb
cot§  cos =L ot S ~ sen atb’

tan a+b cosA58  tan2E sen45E
tanj _cos#’ tan% _sen#'

Dichas formular siguen funcionando cambiando la nomenclatura de
vértices y aristas.
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Férmulas de Besel
Relacién entre los elementos de un triangulo esférico LAEIEES
< angl Regla de Neper

Regla de Neper (Tridngulos rectangulos)

A =90°

90°-c 90°-b

El coseno de cada vértice es igual al producto de los senos de cada
vértice opuesto.

El coseno de cada vértice es igual al producto de las cotangentes de los
vértices adyacentes.
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Resolucién de triangulos rectangulos
Resolucion de gulos rectilateros

- s - Resolucién de tri los esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Propiedades de los tridngulos rectangulos

En todo tridngulo rectangulo un cateto y su angulo opuesto son ambos
agudos o ambos obtusos.

En todo tridngulo rectangulo, la hipotenusa es menor de 90° si los dos
catetos son de la misma especie (los dos agudos o los dos obtusos) y es
mayor de 90° en caso contrario.

En todo tridngulo rectangulo, o bien los tres lados son menores de 90° o
bien sélo uno es menor de 90°.
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Resolucién de triangulos rectangulos
Resolucion de gulos rectilateros
- s - Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Ejemplo de resolucién

Supongamos que conocemos a = 60° y b = 50°.

En el pentagono de Neper formamos todos los tridngulos que tenga a a, b
como dos vertices y calculamos las férmulas:

cos a =sin(90 — b)sin(90 — ¢),
cos C = cot acot(90 — b),

cos(90 — b) = cot acot B.
La primera férmula queda

cos a = cos bcosc.
y podemos despejar c:

¢ = acos(cos a/ cos b) = 36°56

Como hemos usado el arcocoseno no hay ninguna -ambigiiedad.

José Luis Bravo Trinidad
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Resolucién de triangulos rectangulos
Resolucion de gulos rectilateros

- s - Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Ejemplo de resolucién (cont.)

Para obtener los dos dngulos las férmulas restantes,
cos C = cot atan b,

sin(b) = cotacot B.

De aqui,
C = acos(cot atan b) = 46°31’

B = asen(cot a/ sin b) = 48°54’.

Como hemos usado el arcoseno hay una intederminacién en B (podria ser
también 180° — 48°54’. Para decidir que es correcto el dato obtenido,
aplicamos que en un tridngulo rectangulo a catetos agudos se oponen
angulos agudos.
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Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucién de tridngulos rectilateros

- s - Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Resolucién de tridngulos rectilateros

Dado un tridngulo rectilatero de angulos y lados A, B, C, a, b, c,
consideramos el tridngulo polar de dngulos y lados

A =180 —a,B =180 — b, C' =180 — ¢

a=180—-A b =180 B,c’ =180 - C.

El tridngulo polar es rectangulo, luego podemos obtener los lados y
angulos con el procediento anterior.

Finalmente, obtenemos los lados y dngulos del tridngulo original con las
relaciones:
A=180—-4a,B=180—-b,C =180

a=180—- A b=180—-B',c =180 C".
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Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucion de triangulos rectilateros

s il . Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Resolucién de tridngulos esféricos

Si conocemos tres datos, tenemos los siguientes casos:
@ Tres lados. Resolvemos usando el T2 del Coseno.

@ Dos lados y el angulo comprendido. T2 del Coseno y T?
Cotangente.

© Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
@ Dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos.
o

Dos angulos y el lado comprendido. T2 del Coseno para Angulos %
T2 Cotangente.

O Tres angulos. Resolvemos con el T? del Coseno para Angulos.

Excepto en los casos 3 y 4, se resuelve el tridngulo usando los teoremas
indicados y no hay indeterminacién.
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Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucién de los rectilateros

s il . Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Método del perpendinculo

Supongamos que tenemos los lados a, b y el angulo A. Calculamos el
angulo B utilizando el Teorema del Seno y las propiedades de los
tridngulos esféricos (a mayor lado se opone mayor angulo).

Consideramos la circunferencia maxima que pasa por el vértice C y es
perpendicular a la circunferencia maxima definida por el lado c.
Denominamos H al vértice interseccién de ambas circunferencias maximas)

Esto nos define dos tridngulos rectangulos. Debemos distinguir dos casos,
segln A, B sean de la misma especie (en cuyo caso podemos asumir que H
esta en el lado ¢) o de distinta especie.

Resolvemos los dos tridngulos rectdngulos y a partir de ellos calculamos ¢
y C.
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Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucién de los rectilateros

s il . Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Resolucién mediante ecuacién de segundo grado

Veamos un ejemplo de resolucién cuando conocemos dos lados y el angulo
opuesto.

Supongamos que tenemos los lados a, b y el dngulo A. El Teorema del
coseno:

cos a = cos bcos ¢ + sin bsin ¢ cos A.

Escribimos sin ¢ = v/1 — cos? c. Despejamos la raiz y elevamos al

cuadrado: )
cosa — cos bcos ¢ 5
=1—cos“c.

sin bcos A

Tenemos una ecuaciéon de segundo grado en cos c:
(cos? b+sin® bcos? A) cos? ¢ —2 cos a cos b cos c+cos® a—sin? bcos? A = 0.

Despejamos cos ¢ (podemos tener 0, 1 o 2 soluciones) y obtenemos c.
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Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucién de los rectilateros

s il . Resolucién de triangulos esféricos
Resolucién de triangulos esféricos

Método directo

Supongamos que tenemos los lados a, b y el angulo A. Del Teorema del
Seno, obteneos el dngulo B. Nétese que tenemos dos soluciones posibles.
Aplicamos las propiedades de los tridngulos esféricos para ver si podemos
descartar alguno.

Para obtener el lado y dngulo restante, usamos las analogias de Neper.
Tenemos que hacerlo para cada uno de los dos casos anteriores.
Finalmente, comprobamos si las soluciones anteriores son validas
(propiedades de los tridngulos rectdngulos, analogias de Gauss-Delambre,
Teorema del Seno)
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