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Introduccidn

El objetivo de este tema es obtener la solucién del sistema de
ecuaciones lineales

AX — b, A S Mn)(r” b € Rn.

Nétese que existe una tnica solucidn si y sélo si A es no singular.
Ademas, dicha solucién se puede obtener por la regla de Cramer.

El problema que trataremos es cémo aproximar dicha solucién de
modo eficaz.
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Matriz transpuesta conjugada

Dada una matriz A € M,xn, A= (au){j}; definiremos su
transpuesta conjugada como

(La matriz transpuesta conjugada también se denota AH.)

Sean A, B € Mpxn, C € Myxp. Se verifica:

o A = A
o (A+B)*=A"+B*.
o (MNA)* = \A*.

o (AC)* = C*A".
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Definiciones

Sean
A= (aj)i<ij<n € M, 1= (6j)1<ij<n-

Decimos que A es

@ simétrica si real y A = At @ hermitica si A = A*.
) ortogonal si real y @ unitaria si AA* = A*A=1.
AAT = ATA = |. e normal si AA* = A*A.

Si A es invertible, entonces A* es invertible y se verifica
(A7) = (A"

Ademds, det A* = det A.
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Definiciones

Atendiendo a la naturaleza de los elementos:

@ Aesdiagonalsia;j=0,i#/j,1<ij<n

@ A es triangular superior si a;; =0, i > j, 1 <i,j < n.
@ A es triangular inferior si a;; =0, i < j, 1 <i,j < n.
°

A es (estrictamente) diagonal dominante si

\a,,| Z|au\ 1<i<n.

J#I
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Propiedades

Proposicion

Toda matriz estrictamente diagonal dominante es invertible.
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Particidon de matrices

Dada una matriz D € M, diremos que

Dii D -+ Dy,
Dyy Dy -+ Dy
D= . . . ° ’
Dmp1 Dmp2 -+ Dmpip

es una particién de D si para cada 1 <i,j < n, Dj; es una matriz
con el mismo ndmero de filas que D;; para todo j y con el mismo
nimero de columnas que D,Tj para todo /.
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Elementos basicos del analisis matricial

Definiciones y propiedades
Descomposicion de Schur

Particidon de matrices

Supongamos que A = (Aj;), B = (Bjj), C = (Cj;) son particiones
de A, B, C € M,,.

Teorema

Si cada producto AjsBsj se puede formar y

Cij = Z Aissta
s

entonces C = AB.
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Autovalores y autovectores

Sea A€ M,. Se llama
@ Polinomio caracteristico de A a p(\) = det(A — \/).

Autovalores de A a las raices del polinomio caracteristico.

Radio espectral de A, p(A) := max{|A|: A € Sp(A)}.

Autovector asociado a un autovalor A € Sp(A) a todo vector
v que satisfaga Av = \v.

°
@ Espectro de A, Sp(A), al conjunto de autovalores de A.
°
°
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Propiedades de los autovectores y autovalores

@ A es invertible si y sélo si 0 ¢ Sp(A).

e Para todo autovalor A, dim(Ker(A — Al)) > 0 (todo autovalor
tiene un autovector no nulo asociado).

e Sp(AB) = Sp(BA). En particular, el espectro es invariante
por cambio de base.

@ Los autovectores asociados a un autovalor X\ constituyen el
subespacio vectorial Ker(A — Al), de dimensién menor o igual
que la multiplicidad de A.

@ Si A1, X\ son dos autovalores distintos de A, entonces

Ker(A — A\il) N Ker(A — X2l) = {0}.
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Elementos basicos del analisis matricial P A
Definiciones y propiedades

Descomposicion de Schur

Propiedades

Proposicion
© Los autovalores de una matriz hermitica son siempre reales.

@ Los autovalores de una matriz unitaria tienen modulo 1.

Corolario

Los autovalores de una matriz simétrica son reales.
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Elementos basicos del analisis matricial S .
Definiciones y propiedades

Descomposicién de Schur

Matrices semejantes

Se dice que las matrices A, B € M,, son semejantes si existe
P € M, invertible, tal que

B =P lAP.

Ay B son semejantes si y sélo si representan la misma aplicacién
lineal en dos bases distintas.

Sean A, B € M, matrices semejantes. Se verifica:
o det A =detB.
® Sp(A) = Sp(B).
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Elementos basicos del analisis matricial S .
Definiciones y propiedades

Descomposicién de Schur

Descomposicion de Schur

Teorema (Descomposicién de Schur)
Sea A € M,(C).

© Existe una matriz unitaria U tal que la matriz U*AU es
triangular superior. Ademdas los elementos de la diagonal son
los autovalores de A.

@ A es normal si y solo si existe U (unitaria) tal que U*AU es
diagonal.
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Elementos basicos del analisis matricial

Definiciones y propiedades
Descomposicién de Schur

Matriz definida positiva

Una matriz hermitica A € M, es definida positiva (resp.
semidefinida positiva) si

viAv >0, v € K"\{0} (resp. v*Av >0, v € K"\{0}).

Proposiciéon

Sea A € M,, una matriz hermitica. Se verifica:
@ A es definida positiva si y sdlo si Sp(A) C RT.
@ A es semidefinida positiva si y sélo si Sp(A) C R U {0}.

Proposiciéon

Sea A € M,,. Entonces A*A es una matriz hermitica y
semidefinida positiva.
Si ademads A es invertible, entonces A*A es definida positiva.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Norma matricial

Una norma (vectorial) sobre M, es una aplicacién,
-1l M = RTU{0}, A= Al

que verifica:
Q ||A]| =0siysélosi A=0.
Q |[A+ B| < ||A|| + ||B]|, para todo A, B € M,,.
O ||IMA|| = |A|||A]], para todo A € C, A€ M,,.
Decimos que es una norma matricial si ademas verifica
Q ||AB]| < ||A]l||B]|, para todo A, B € M,,.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Ejemplos

Sea A€ M, A= (ajj)i<ij<n. Podemos definir las siguientes
normas:

e Norma no matricial: ||A|| = méxi<j j<n |ajl.
o [|AllL = méxi<j<n > iy |ajl.
0 [|Alloo = maxi<i<n Dy |ay]-

o [|All2 = p(A*A)'/2.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Normas matriciales compatibles e inducidas

Sea || - ||y una norma vectorial en K" y || - ||m una norma matricial
en M,.
Decimos que || - ||» es una norma matricial compatible si

AV, < |Almllv]v, VYveK", Ae M,.

Decimos que || - ||; es una norma matricial inducida si
. AVl )
| Allm = maxy, .o HV7||VV = max| ||, =1 [|Av]ly, VA€ M,.
Si || - |[m es una norma matricial inducida entonces ||/||y = 1.
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Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Ejemplos

|All1 inducida por ||v|[y = 327 |vil, v € K",
|Allso inducida por ||v]ec = max_, |vi|, v € K".

| All2 inducida por ||v]l2 = /S0, [vi[2, v € K.

La norma de Frobenius:

1/2
A= { D lagl’| =tr(A A

no es una norma inducida.

@ Toda norma vectorial es compatible con la matricial inducida,
pero dada una norma matricial, existen infinitas normas
compatibles con ella.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

La norma inducida es una norma matricial

Proposiciéon

Si|| - ||y es una norma vectorial sobre K", entonces la norma
inducida
[Allm = max)y,=1 [|Av]],

es una norma matricial, compatible con || - ||, .
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Normas matriciales inducidas por las vectoriales

Proposiciéon

@ La norma inducida por ||v|1 = >_7_; |vi|, v € K", es

n
Al = lgagxn;!aul.
=

@ La norma inducida por ||v|lcc = maxi<j<n |vi], v € K", es

n
[Alloo = max > 2.
j=1

© La norma inducida por ||v]2 = /> i |vi|>, v € K", es
1A]l2 = p(A*A)!/2.




Norma matrici
Normas matriciales Normas ma les inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Error y error residual

Sea X una solucién aproximada de Ax = b. Definimos el vector de
error como
Xs = X — X,

donde x es la solucién exacta del problema.

Definimos el vector de error residual como
bs = AX — b.

Nétese que Axs = bs.

Fijada una norma, definimos los errores relativos asociados a los
errores anteriores como

x5 | bs||

X I1bI|

José Luis Bravo Métodos directos



Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Condicionamiento

Consideremos una norma matricial inducida por una vectorial
(denotaremos ambas como || - ||).

Sea A € M,,. Denominamos condicionamiento de A respecto a la
norma || - || a
cond(A) := | A[l|A71].

Proposicion

Sea || - || una norma matricial inducida y A € M,, una matriz
invertible. Se verifican las siguientes propiedades:

Q cond(A) > 1.
@ cond(A) = cond(A™1).
© cond(MA) = cond(A) para todo A € R\{0}.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Condicionamiento

Teorema

Sean b, bs € R" no idénticamente nulos. Denotemos x y x + x5 a
las soluciones respectivas de los sistemas lineales

Ax=b A(x+ x5) = b+ bs.

Entonces se verifica

L ksl < Il

N1
cond(A) [[B] = [IxI| =

b]]

ond(A)

Ademads, para toda matriz A invertible, existen b, bs € R" no
idénticamente nulos tal que las desigualdades se alcanzan.
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Norma matricial
Normas matriciales Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Error y condicionamiento

Condicionamiento

Teorema

Sean b, by € R" no identicamente nulos, A, As € M, tales que A y
A+ As son matrices invertibles y denotemos x y x + xs a las
soluciones respectivas de

Ax=b, (A+As)(x+xs)= b+ bs.

Entonces se verifica

sl cond(A) <||b5|| HA5H>

< +
IxI = 1 —cond(A) | Asl[/IIAll \ llbIl (Al
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Factorizacién LU

P, . Factorizacién LU con pivoteo
Factorizacién de matrices

Cota superior asintética (notacién de Landau)

Decimos que una sucesién {x,} es del orden menor o igual que
otra sucesion {yn} si existen constantes C, N tales que
|xn| < Clyn| para n > Ny lo denotamos

{xn} = O ({yn})-

Decimos que dos sucesiones {x,},{yn} son del mismo orden, y lo
denotamos {xp} = © ({yn}) si

{xa} = O{yn}), {yn}=0({xa}).

Decimos que el orden de {x,} es estrictamente menor que el de
{yn} si limy_00 Xn/yn = 0y lo denotamos {x,} = o ({ya}).
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P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices L

Sistemas faciles de resolver

Consideremos que tenemos el sistema de ecuaciones lineales
Ax = b,

donde A € M,(K), b € K" son conocidos.
Para ciertas matrices A el sistema es facil de resolver:

O A diagonal.
@ A triangular superior.
© A triangular inferior.

Q A ortogonal o unitaria.
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Factorizacién LU

P, . Factorizacién LU con pivoteo
Factorizacién de matrices

Factorizacion de matrices

Supongamos que la matriz A factoriza como producto de varias
matrices

A=MM,...M,,

de modo que las matrices M; se correspondan con matrices de
sistemas “faciles de resolver”.
Entonces, podemos resolver el sistema recursivamente:

Miy1 = b, May; =y1,... Myyk = yk-1,

y tendremos que la solucién es x = yy.
Por ejemplo, si A = M1Mj, basta resolver M1y = by Max =y.
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P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices L

Factorizaciéon LU

Decimos que una matriz invertible A admite una factorizacién LU
si se puede escribir en la forma:

A=1LU

donde
o L es una matriz triangular inferior (l; = 0 si i < j).

@ U es una matriz triangular superior (ujj = 0 si i > j).
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Factorizacién LU

P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices L

Factorizaciéon LU

Si conocemos una factorizacién LU de una matriz A, A = LU,
podemos resolver el sistema Ax = b con el siguiente
procedimiento:

@ Resolvermos mediante sustitucién progresiva el sistema
Ly =b.

@ Obtenemos la solucién x resolviendo por sustitucion regresiva
el sistema
Ux =y.

También es atil para calcular el determinante, inversas, etc.
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Factorizacién LU

P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices L

Factorizaciéon LU

Obtener una factorizacién LU de una matriz A es equivalente a
resolver el sistema

A=LU
donde los elementos de L y U son las incégnitas.

2

Tenemos n? ecuaciones y n® + n incégnitas.

Debemos fijar n condiciones. Algunas posibilidades:

@ Factorizacién de Doolittle, si L es triangular inferior unitaria.
@ Factorizacién de Crout, si U es triangular superior unitaria.
e Factorizacién de Choleski, si U = Lt.

Por omisién, se considerard que la factorizacién LU es la de
Doolittle.
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Factorizacién LU

P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices L

Existencia de la factorizacién

Teorema

Si los n menores principales de la matriz A € M,, son no
singulares, entonces la matriz A admite una factorizacion LU.
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Factorizacién LU

P, . Factorizacién LU con pivoteo
Factorizacion de matrices

Matriz de permutacién

Dada o € S,,, denominamos matriz de permutaciones asociada
a o a la matriz

€s(1)

€o(n)

Para toda matriz A € M,,, PA permuta por o las filas de A.

Sea P una matriz de permutaciones. Entonces en cada fila y en
cada columna de P hay un dnico 1 y el resto de posiciones
contienen ceros. Ademds, det(P) = sig(o) y

PPt = PtP = |.
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Factorizacién LU

P, . Factorizacién LU con pivoteo
Factorizacion de matrices

Factorizacién LU con pivoteo

Decimos que A € M, admite una factorizacién LU con pivoteo si
existen

© una matriz de permutacién P,

@ una matriz triangular inferior L = (/;j)1<; j<n, con ;i =1,
1<i<nyl|ljj<11<ij<n,

© una matriz triangular superior U invertible
tales que PA=LU.

Si A admite una factorizacién LU con pivoteo entonces A factoriza
como A = PtLU.
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P, . n LU con pivoteo
Factorizacion de matrices P

Factorizacién LU con pivoteo

Para calcular la factorizacién con pivoteo, partimos de P =L = Id,
U=A.
Para cada columna k, comenzando por la primera:
© Permutamos las filas de U de modo que en la columa k el
elemento de la diagonal sea mayor en médulo que los
elementos que estan debajo.
@ Esa misma permutacion se la aplicamos a Py a L, peroen L
no modificamos los elementos de la diagonal.
© Hacemos ceros en la columna k de U por debajo de la
diagonal.

Q Los factores que hemos utilizado en el paso anterior, los
guardamos en la posicién correspondiente de L.
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Factorizacién LU
Factorizacién LU con pivoteo

Factorizacion de matrices

Factorizacién LU con pivoteo

Teorema

Para toda matriz A € M,, invertible, existe una matriz de
permutacion P, una matriz triangular inferior L = (I,-J-)lg,- j<n, con
i=1,1<i<nyll] <11<ij<n,yuna matriz triangular
superior U invertible tales que

PA=LU.
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Factorizacién LU

P, . Factorizacién LU con pivoteo
Factorizacion de matrices

Factorizaciéon LU de Cholesky

Sea A € M,(R). Decimos que A admite una factorizacion LU de
Cholesky si existe una matriz real triangular inferior L tal que los
elementos de su diagonal son positivos y

A=LL".

Teorema

Una matriz A real es simétrica y definida positiva si y sélo si
admite una factorizacion LU de Choleski.
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