Tema 2 Métodos iterativos para sistemas lineales

Los métodos directos que hemos estudiado tienen inconvenientes si se aplican a sistemas de ecuaciones
de grandes dimensiones, porque requieren muchas operaciones y son sensibles a errores de redondeo. Ademas,
son especialmente poco practicos cuando las matrices son dispersas, es decir, tienen muchos ceros. Veremos
que estos problemas se pueden resolver con los métodos iterativos.

Por otra parte, veremos métodos iterativos para el cdlculo de los autovalores y autovectores de una matriz.

2.1 Sucesiones de matrices

Una sucesion de matrices {4, },=12, ., A, € M, se dice que converge a la matriz A € M,, si para una
(cualquier) norma matricial
lim ||A, — A|| = 0.
r—00

Proposicion 2.1

Sea A € M,,. Entonces se verifica
1. p(A) < ||A|| para toda norma matricial.

2. Para todo € > 0, existe una norma matricial inducida || - || tal que

[A]l < p(A) + €.

Demostracion
1) Sea \g el autovalor que da el radio espectral y sea v un autovalor asociado no nulo.
Sea u un vector tal que vu! # 0. Entonces
Polllva|| = [Aove'[| = [|[Ava’|] < | AlffJou’]],
luego p(A) = [Ao| < [|A]
2) Dada A, por el Teorema de Schur, existe U (invertible) tal que U~ AU es triangular superior.

Noétese que los elementos de la diagonal de U ! AU son los autovalores de A. Es decir

)\1 u2 ... Uln
UilAU _ 0 A2 R . E

B ’ Un—1,n

0o ... 0 An

Dado € > 0 tomamos § > Otalque paral <i <n —1,

n

S 1F gl = 18] > 167 | <e

j=i+1 j=it1
Construimos la matriz Ds = diag(1,6,62,...,6" 1)
Entonces
A1 Ouin ... (5n71uln
0 Ao

C = (UDs)'A(UD;) =
5un—1n

0o ... 0 An



2.1 Sucesiones de matrices

Luego la aplicacion
I+ 1l: Mn =R, | Bllr = |(UDs)~" B(UDs)l|

es una norma matricial (inducida por ||v|| := ||(UDs) 'v||) que verifica

1
4]l = U D5)~ BUS) e = miix Z il

Es decir,
n

141 = e (N4 D0 10 | | < e mix A = e+ p(A).
j=it1

Sea A € M,,. Son equivalentes:
. limp_eo AF =0
2. limy_o0 A¥v = 0, para todo v € C™.
3. p(A) < 1.

4. Existe una norma matricial (inducida) tal que || A|| < 1. o

Demostracion

1 =2 Sea]| - ||, una norma vectorial y | - || as la norma matricial inducida. Entonces || A¥v||, < [|A*|az]v][o.
Luego limy o0 || A%0]|y < limy oo ||AF|| ar]|v ]l = 0.

2 = 3 Supongamos que p(A) > 1 entonces existe un autovalor A tal que [A| > 1
Sea v un autovector no nulo asociado A*v = A\Fv
Luego || A*v]|, = |A|¥||v]| > ||v||, en contradiccién con que la sucesién converge a cero

3 = 4 Supongamos ||A|| > 1 para toda norma matricial
Existe una norma matricial inducida tal que ||A]| < p(A) + €.
Luego 1 < ||A|| < p(A) + €. Tomando limite, p(A) > 1.

4 = 1 Supongamos que existe una norma tal que || A|| < 1. Para dicha norma || A*|| < || A||* — 0.

Teorema 2.2

Sea A € My, y || - || una norma matricial. Entonces

ltm. || 4% [1/* = p(4).
k—o0

Demostracion
Por una parte, p(A) < ||A||. Ademds, si \ es autovalor de A, entonces \* autovalor de A
Luego, para todo k, p(A)* = p(A*) < || A¥||. Por tanto

p(A) < || AF|HE
Por otra parte, para cada € > 0 consideramos la matriz

1
Ac=——7—"A4A
p(A) + €

Entonces p(A.) < 1. Por el Teorema anterior, A’j — 0. Por definicién de convergencia, existe K > 0 tal que
| A¥|| < 1 para todo k > K..
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Luego para todo k > K.

G A <1

De donde || A% < (p(A) + €)¥. Luego para todo k > K,
JARIYY < p(4) + €.

1Ag] =

Tomando limite en k, tenemos que
lim [|AF||Y/* < p(A) 4+ €, paratodo e > 0.
k—o0

Luego
lim [| A5 Y% = p(A).
k— o0

Finalmente, recordemos el Teorema del punto fijo de Banach que necesitaremos posteriormente.

SeaT: K" — K" una aplicacion contractiva (es decir, existe K < 1tal que |T(y)—T (z)| < K|ly—x||
para todo z,y € K"). Entonces existe un uinico punto fijo de T', z € K".
Es mas, para cualquier xo € K", sea {x} la sucesion definida por

Lh+1 = T(wk)v n > 0.

Entonces se verifica

lim x, = 2.
k—o0

2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Los métodos directos que hemos estudiado tienen inconvenientes si se aplican a sistemas de ecuaciones de

grandes dimensiones, porque requieren muchas operaciones y son sensibles a errores de redondeo.

Los métodos iterativos estian especialmente indicados en la resolucién de este tipo de sistemas, o en aquellos
en las que las matrices son dispersas (poseen muchos ceros).

Consisten en definir una sucesién de puntos xg, X3, ... que converjan a la sucesion del sistema. Para
aplicarlo, escribiremos A = M — N. Entonces
Ax=be (M-N)x=b< Mx=Nx+b

Eligiendo una matriz M que sea fécil de resolver, podemos aplicar el método del punto fijo partiendo de un

vector xg y calculando los siguientes vectores de modo recursivo resolviendo el sistema
Mz = Nz + b.
Esto es equivalente a x;1 = G(zy), donde
G(z) = M~ YNz +b).
Como

IG(y) — G(x)|| < [M~'N]llly — | paratodo z,y € K",

si |[M~1NJ| < 1, entonces la funcién G es contractiva.
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Sean A, M, N € M,, tales que M es invertibley A = M — N. Dado xoy € K", definimos la sucesion
Tpr1 = G(z), donde G(x) = M~ (Nx + b).
Una condicion necesaria y suficiente para que la sucesion anterior converja para todo valor inicial (a
un punto fijo de G) es

p(M™IN) < 1.

En primer lugar, si p(M~'N) < 1, entonces existe una norma matricial inducida tal que
|M~IN
Reciprocamente, si la sucesion del punto fijo converge a x para cualquier punto inicial xy, como

Tpy1 — =M IN(zp +b) — MIN(z+b) = M N(z), — z),

| < 1. Asi que G es contractiva y la sucesion converge al tinico punto fijo de G.

entonces
0= lim o —2 = lim (Mle)k (xg — ).

n—o0 n—o0

Noétese que o — x es cualquier punto de K™. Luego p(M~'N) < 1.

2.2.1 Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

El método de iteracion de Jacobi consiste en definir M como una matriz diagonal con la misma diagonal
que Ay
N=M-A

Asfi, la sucesion se construye partiendo de un valor inicial xg y definiendo
Mxy11 = Nxp+b, k>0

Nétese que en este caso, M ~! es una matriz diagonal tal que el i-ésimo elemento de su diagonal es a;; L
1< <n.

El método de iteraciéon de Gauss-Seidel se obtiene al tomar M/ como una matriz triangular inferior cuyos
elementos no nulos coinciden con los de A, es decir, si A = (a;j) y M = (m;;), entonces m;; = a;; sit > jy
mG; = Osiz <j.

Lamatriz N = (n;;) = M — A verifican;; = —a;jsii < jyn;; =0sii>j.

La sucesion se construye partiendo de un valor inicial xg y definiendo

Mxk—i-l =Nxip+b, k>0

Ejemplo 2.1
Ejemplo 4: Dado el sistema de ecuaciones
20 —y =9 2 -1 0
r+6y—22 = 15,conA=[|1 6 -2
dr -3y +8z = 1 4 -3 8
tenemos:
2 00 0 0 O 0 -1 0
D=|0 6 0|, L=(f1 0 0], U=]10 0 -2
0 0 8 4 -3 0 0 0 O
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Partimos de un valor inicial

X = (Oa 07 0)

El método de Jacobi consiste en definir

Dx;1 =—(L+U)xy+b, k>0

2 00 Tl 0 -1 0 Tk 9
0 6 0 k1 | =—[1 0 =2 ye | + | 15
0 0 8 Zk+1 4 -3 0 2k 1
Por tanto,
2x41 = Y +9
6yr+1 = —xk+ 22+ 15
8211 = —dwp+ 3y +1
2z1 = Yy +9=9
Partiendo de xo = (0,0,0), 6y; = —x¢+ 22+ 15 =15
821 = —Adxg+3y+1=1
Ejemplo 2.2 Para el método de Jacobi, tenemos:
e x0 = (0,0,0)
o x1 = (4,5,2,5,0,125)
o xo = (5,75,1,7916667, —1,1875)

(
(
o x3 = (5,3958333, 1,14583333, —2,078125)
o x4 = (5,07291667,0,90798611, —2,14322917)
Noétese que, en este caso, el sistema es resoluble, y la solucién real es (5,1, —2), hacia la cual converge la
sucesion creada por el método.
Ejemplo 2.3

El método de Gauss-Seidel consiste en definir

(D+L)x,,;=-Uxz+b, k>0

2 0 0 Thtl 0 -1 0 Tr 9
6 0| wul=-(0 0o —2||w]|+]15
3 8) \zn 0 0 0/ \z 1
Por tanto,
2xp 41 = yp+9
Tg+1 + 6Yg+1 = 2z +15
4rp1 — Yk + 821 = 1
2¢7 = yo+9
Partiendo de xo = (0,0,0), 6y; = —x1+ 22+ 15
821 = —dx1+3y1+1

Para el método de Gauss-Seidel, tenemos:
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

o x0 = (0,0,0)

o x1 = (4,5,1,75, —1,46875)

o x5 = (5,375,1,11458333, —2,14453125)

o x3 = (5,05729167, 0,94227430, —2,05029297)
o x4 = (4,97113715,0,98804615, —1,99005127)

2.2.1.1 Convergencia de los métodos iterativos

Dado el sistema Ax = b, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces existe una tinica solucion
del sistema y los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel producen una sucesion de vectores que

converge a dicha solucion.

Para el método de Jacobi, basta calcular la norma infinito de M ~1N. Como A es estrictamente
diagonal dominante, se obtiene que ||M !N ||o < 1. Luego es contractiva.
Para el método de Gauss-Seidel, vamos a probar que todos los autovalores de M ~! IV tienen médulo menor
que 1.
Seav = (v1,...,v,) un autovector de M~ N de norma infinito 1 y autovalor .

M~'Nv=X, ie. Nv=AMuo.
Sea 7 tal que v; = 1 (si es necesario, cambiamos de signo el autovector). Entonces

— g awv]—/\g aijv;.

Jj=1+1
Luego

2 =it lagj]

n
= D imit1 g

IMZ‘

i i—1 <1
D=1 QijV; lagi| = 22521 laij]
O

2.2.2 Criterio de parada

Consideremos un método iterativo de la forma

Mz = Ng(™) 4 p,

donde z() es el punto inicial escogido, B = M !N la matriz del método y b un vector constante.

Denotemos 8y, = ||z(%) — 2*=V||. Sj *+1) = ||z — 2**+1)||, entonces una estimacién para dicho valor es

52
b tl) o kA1
Ok — Ok41

Vamos a justificar dicho critero. Si x es la solucion, y denotamos €; 1 = = — 2*+1) tenemos
ekt = [lz — ™D = |MH (Ve +b) = M7 (N2® 1+ 0)|| < [|B[ e — 2@
Por la desigualdad triangular,

o = 2® D) < |Bllle - 2@ < |1B] (llz — 2D + o+ - 2®))

Despejando
lers1] < IBII/(1 = 1Bl) k1
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2.3 Meétodos iterativos para el cdlculo de autovalores y autovectores

Por otra parte, podemos estimar || B|| del siguiente modo:
01 = 2V — 2@ = M (N2® +0) = M (N2 4 0)| = (| B — Be" V| < ||B]6),
De aqui,

Bl = dk+1/0k-

Tomando la estimacion || B|| & dy1/d% y sustituyendo en la desigualdad anterior, tenemos el resultado buscado.

2.3 Métodos iterativos para el calculo de autovalores y autovectores

Sea A € M, una matriz. Recordemos que sus autovalores pueden ser calculados como las raices del
polinomio
p(A\) = det(A — AI),
y, dado un autovalor A\, podemos calcular su autovector asociado como la solucién del sistema lineal homogéneo

(singular)
(A= M)z =0.

Sin embargo estos problemas (en especial el primero) estdn mal condicionados. Por ello, estudiaremos métodos

para determinar directamente los autovalores.

Teorema 2.6 (Teorema de Gershgorin)

Sea A € M, (C). La unién de todos los discos

n

Ki={peC:lp—as| <Y lanl}
k=1
%

contiene todos los autovalores de la matriz A = (aij)1<i j<n-

Demostracion Sea A un autovalor y v un autovector asociado. Entonces
Av = Av.
1 _— n .. .
En particular Av; = » %) a;;v;.

Sea ¢ la coordenada donde se alcanza ||v||o. Podemos suponer que v; = 1y |vj| < 1 para todo j # i.

Entonces
n n
A= i = [N = ai)vil = D aijosl < lagl.

j=1 j=1

J#i J#i
Es decir, A € K;. O

Corolario 2.1
Si la union M7 = U}f””leij de m discos Kij 7 =1,....,mylaunion M, de los discos restantes son

disjuntas, entonces M contiene exactamente m autovalores de A.

Q©

Demostracion (Necesita variable compleja)

Mediante permutaciones de filas y columnas, podemos asumir que los indices de M son 1,...,m.

Sea D la matriz diagonal con la misma diagonal que Ay B = A — D. Consideremos A; = D + tB.
Los autovalores de A; son funciones continuas respecto de ¢, ya que son los ceros del polinomio caracteristico

(valido tinicamente si son simples, si no, hay que hacer una construccién un poco mds delicada). Aplicando
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2.3 Meétodos iterativos para el cdlculo de autovalores y autovectores

el Teorema de Gershgorin a la matriz A;, se obtiene que, para ¢ = 0, los primeros m autovalores pertenecen
a M,. Como para todo ¢ en un camino que una 0 y 1 y evite los autovalores mdltiples, los autovalores A;(t),
1 <4 < 'm, pertenecen a la unién de My y My y \;(t), 1 < i < m, es un conexo, tenemos que \;(t) € Mj.

]

2.3.1 Métodos para calcular un autovalor

Sea A € M,, y supongamos que sus autovalores, A1, ..., A, verifican
ALl > A2 > ... > | A
y que existen n autovectores linealmente independientes, w1, uo, . . ., u, (tal que Au; = A;u;).

Sea xp = ajuy + ... + apuy, con ay y consideremos la sucesion {xy } definida por

T = Akmo.
Entonces . i
A A
xk:/\lf aiul + 22 asus + ...+ [ 2 ) anun
A A

Es decir, para k suficientemente grande, se verifica
Tht1 ~ Alxk.

Para obtener el valor de )1, basta aplicar a ambos términos una funcioén lineal ¢: K™ — K, por ejemplo:
1. Método de Rayleigh
Ty Th+1
Ty Tk
2. Sea j la posicién de la mayor coordenada en médulo de x, entonces

*
€ Tk+1

Q

1 *
€T

El método de la potencia también permite calcular un vector propio asociado a A;. Conocido Ay, se verifica
que

, Tk
lim 5 = Q1w
k—o00 )\1

Si el autovalor de médulo méximo no es Unico, existen modificaciones del método que permiten estimarlo.
En particular, si A\; es un autovalor multiple (y verifica que su médulo es estrictamente mayor que el del resto
de autovalores), entonces el método de la potencia también estima ;.

El método de la potencia inversa permite calcular el autovalor de médulo minimo. Sea A € M, invertible
y diagonalizable, con autovalores Ay, ..., A, tal que

|/\1’ > |>\2| >0 > ’)\n‘ (> 0)
Entonces los autovalores de A~' son A[*,..., A1y verifican
TSI << T

Por tanto, podemos aproximar A\, ' mediante el método de la potencia, aplicado a la matriz A"

El método de la potencia desplazada permite mejorar la convergencia del método de la potencia y poder
aplicarlo en el caso de autovalores distintos con el mismo médulo. Consideremos la matriz A — p/, donde p se

denomina desplazamiento. Si A es un autovalor de A, entonces A — p es un autovalor de A — p/. De este modo,
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2.3 Meétodos iterativos para el cdlculo de autovalores y autovectores

si dos autovalores tienen el mismo médulo, podemos tomar un desplazamiento para que en la matriz desplazada

no tengan el mismo médulo y poder aplicar el método de la potencia.
Una variante del método anterior permite obtener el autovalor més préximo a un nimero complejo p dado.
Sean A1, ..., \, los autovalores de A — ;I y supongamos que
M| > 1A2] > ... > M| > 0.
Entonces los autovalores de (A — )~ son A7Y,..., A1y verifican
TSI << AL

Por tanto, podemos aproximar (\,, — 1)~ mediante el método de la potencia, aplicado a la matriz (A — )~ 1.

2.3.2 Métodos basados en transformaciones matriciales

Los métodos anteriores permiten estimar los autovalores de uno en uno. Existen métodos basados en trans-
formaciones matriciales que permiten aproximar todos los autovalores a la vez. En este apartado estudiaremos

uno de ellos.

2.3.2.1 Método QR de Francis-Kublanovskaya

El Método QR de Francis-Kublanovskaya es un método iterativo que, bajo ciertas condiciones permite
obtener todos los autovalores de una matriz.
Dada una matriz A € M,,(C), supondremos que podemos factorizarla como
A=0QR,
donde () es una matriz unitaria (Q*Q) = I) y R es una matriz triangular superior. Esta factorizacién se denomina

factorizacion QR.
Sea A1 = Ay @1, Ry una factorizaciéon QR de A;. Definimos la matriz

Ay = RiQ1 = Q1A1Q1 = Q7' A1Q1.
En particular A, y Ao tienen los mismos autovalores. El método QR de Francis-Kublanovskaya consiste en ir

calculando recursivamente
Ap = R 1Qk—1,
donde Q1 Ryx_1 = Ak_1, Rr_1 es triangular superior y QJx_1 es unitaria.
1
Sea A € M,,(C) tal que sus autovalores \;, 1 < i < n verifican

|)\1‘ > |/\2’ > ... > ‘)\n|

Entonces
)\1 ci12 ... Cln
0 X
lim A, = 2
k—oo
Cn—1,n
0 0 An



2.3 Meétodos iterativos para el cdlculo de autovalores y autovectores

Es mas,
k
Ai ‘
(Ak)i7i—1:(/) ‘)\ 1 ) 71227...,?’1.
P
Si ademds A es simétrica, entonces c;j = 0,1 <i# j <n. 0
2.3.2.2 Factorizacion QR Householder
Dado un vector v unitario (con norma euclidea) de R", la reflexion de Householder es la matriz
P =1—2u'.
Proposicién 2.2
La reflexion de Householder es una matriz simétrica y ortogonal. Ademdas
1. PP =1,
2. ||Pc||2 = ||¢||2 para todo ¢ € R™.
3. Geométricamente, se corresponde con una reflexion respecto al hiperplano ortogonal a v. o

Demostracion  Es facil comprobar que P es simétrica y ortogonal. En particular PP = Id, ||P|| = 1y la

imagen por P de un vector c es otro vector con la misma norma (euclidea), ya que
| Pc||3 = (Pe)!Pc = ' P! Pc = c'e = ||c||3.

Por otra parte, si w = v(v'c), w es la proyeccién de ¢ en v. Entonces ¢ — w es un vector ortogonal a v, es

decir, un vector del hiperplano ortogonal y
Pc=c—2vlc=c— 2w
es el simétrico de c respecto a ese hiperplano. ]

La reflexién de Householder permite transformar un vector en otro en la direccioén de uno de los ejes.

Proposicién 2.3

Dado ¢ € R™, existe una reflexion tal que Pc = =£||c||e;.

[
Demostracion Basta tomar
v = L, u=c=|c|e;.
[[wll
Entonces .
2
Pc:c—Qthc:c—uu—g
[[ull
Ahora bien, como
2utc  2(|lell” £ leller)
Jul> 2[lel|? £ 21| ’
tenemos que
2 t
Pc=c—2wlc=c— u”uug =c— (cx|cller) = Fl|c|lex
U
O

Algoritmo de factorizacion.



2.3 Meétodos iterativos para el cdlculo de autovalores y autovectores

Sea A € M,, y sean c la primera columna. Definimos la matriz

QW =1 —2v0t, w u=c=|cle;.

_u
|l
Entonces Q1) es una matriz unitaria tal que la primera columna de R = QM A tiene ceros debajo de la
diagonal.

(k=1) formada por las dltimas n — k + 1

Definimos Q*), R(*) por recursivamente. Sea R la submatriz de R
filas y columnas. Procediendo como antes, existe una reflexion de Householder Q tal que QR tiene ceros debajo

de la diagonal. Entonces definimos

QW — (Id 9), R®) — Q) g1,
0 @

Finalmente Q = QWQ® ...Q»"Vy R = Q"1 .. .Q® QWM A producen la factorizacién Q R buscada.

Ejemplo 2.4 Obtener una factorizacién QR de

25 25
_ 12 52
3 3

-5 —5 3
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