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Métodos lterativos

Los métodos directos que hemos estudiado tienen inconvenientes si
se aplican a sistemas de ecuaciones de grandes dimensiones,
porque requieren muchas operaciones y son sensibles a errores de
redondeo.

Los métodos iterativos estan especialmente indicados en la
resolucion de este tipo de sistemas, o en aquellos en las que las
matrices son dispersas (poseen muchos ceros).
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Convergencia de matrices

Una sucesién de matrices {A,},—=12 ., Ar € M, se dice que
converge a la matriz A € M, si para una (cualquier) norma
matricial

lim ||[A, — Al =0.

r—o0

Proposiciéon

Sea A € M,,. Entonces se verifica
Q@ p(A) < ||A|| para toda norma matricial.

@ Para todo € > 0, existe una norma matricial inducida || - || tal
que

Al < p(A) + €.
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Sucesiones geométricas

Teorema

Sea A € M,,. Son equivalentes:
Q limk_oo AA =0
Q limy_so0 AKv =0, para todo v € C".
9 p(A) <1
Q Existe una norma matricial (inducida) tal que ||A|| < 1.

Teorema

Sea Ae M, y| |l una norma matricial. Entonces

lim [|A4]M% = p(A).
k—o00
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Teorema del punto fijo

Teorema (Teorema del punto fijo de Banach)

Sea T: K" — K" una aplicacién contractiva (es decir, existe

K <1 tal que || T(y) — T(x)|| < K||y — x|| para todo x,y € K").
Entonces existe un tinico punto fijo de T, z € K".

Es mds, para cualquier xo € K", sea {xx} la sucesion definida por
Xk+1 = T(Xk), n> 0.
Entonces se verifica

lim x, = z.
k—o00
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Método del punto fijo para sistemas lineales

Consideremos el sistema Ax = b. Vamos a transformarlo para
aplicar el método del punto fijo. Para ello descomponemos
A= M — N, donde M es una matriz invertible. Entonces x es

soluciéon de
Mx = Nx + b.

Tomamos un vector inicial xg y definimos la sucesién
Mxp1+1 = Nx, + b.

Si la sucesién converge, converge a la solucién de Ax = b.
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Dado un sistema Ax = b y una descomposicion A= M — N,
definimos la aplicacién afin

G(x) = M7Y(Nx + b).
Como
1G(y) = Gl < [IM7INllly — x||,  para todo x,y € K",

si ||[M~IN| < 1, entonces la funcién G es contractiva.
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Teorema

Sean A, M, N € M, tales que M es invertible y A= M — N. Dado
xo € K", definimos la sucesion xx11 = G(xx), donde

G(x) = M~Y(Nx + b).

Una condicion necesaria y suficiente para que la sucesién anterior
converja para todo valor inicial (a un punto fijo de G) es

p(M~IN) < 1.

José Luis Bravo Métodos iterativos para sistemas lineales



Método del punto fijo
Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
Criterio de parada

Métodos iterativos para sistemas lineales

Método de Jacobi

El método de iteracion de Jacobi consiste en definir M como
una matriz diagonal con la misma diagonal que Ay

N=M-A

Asi, la sucesién se construye partiendo de un valor inicial xg y
definiendo
Mx, 1 = Nx,+b, k>0

Nétese que en este caso, M~! es una matriz diagonal tal que el
i-ésimo elemento de su diagonal es a;l, 1<i<n.
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Método de Gauss-Seidel

El método de iteracion de Gauss-Seidel se obtiene al tomar M
como una matriz triangular inferior cuyos elementos no nulos
coinciden con los de A, es decir, si A= (aj;) y M = (mj), entonces
mij=ajsii>jym;=0sii<j.

La matriz N = (nj;) = M — A verifica njj = —ajjsii<jyn;=0
si > .

La sucesidn se construye partiendo de un valor inicial xg y

definiendo
Mx; 1 = Nx,+b, k>0
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Ejemplo de Métodos iterativos

Ejemplo: Dado el sistema de ecuaciones

2x —y =9 2 -1 0

X+6y—2z = 15, conA=|1 6 -2

4x -3y +8z = 1 4 -3 8
tenemos:

2 00 0 0 O 0 -1 O
D=|0 6 0, L=|1 0 0}, U=]0 0 -2

0 0 8 4 -3 0 0 0 O

Partimos de un valor inicial

xo = (0,0,0)
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Ejemplo de Métodos iterativos

El método de Jacobi consiste en definir

Dxyi1 = —(L + U)Xk +b, k>0

2 0 0\ /xeu 0 -1 0\ /x 9
06 0| (yur|==11 0 —2](y]|+]15
0 0 8 Zk+1 4 -3 0 Zj 1

Por tanto,

2xk+1 = ykt+9

Oykt1 = —xk+2z+15

8zky1 = —Ax+3yt+1
2X1 = Yo+ 9=09

Partiendo de xg = (0,0,0), 6y1 = —xo+2z+15=15

8z1 = —4x+3w+1=1
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Ejemplo de Métodos iterativos

Para el método de Jacobi, tenemos:
e xo = (0,0,0)
e x; = (4.5,2.5,0.125)
e xp = (5.75,1.7916667, —1.1875)
e x3 = (5.3958333,1.14583333, —2.078125)
e x4 = (5.07291667,0.90798611, —2.14322917)

Nétese que, en este caso, el sistema es resoluble, y la solucién real
es (5,1, —2), hacia la cual converge la sucesién creada por el
método.
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Ejemplo de Métodos iterativos

El método de Gauss-Seidel consiste en definir

(D+L)x, 1 =—Ux,+b, k>0

2 0 0 Xk+1 0 -1 0 Xk 9
1 6 O Yer1l =—1(0 0 =2 v | + 115
4 -3 8 Zi+1 0 0 0 Zj) 1
Por tanto,
2Xk 11 = y+9
Xk+1 + O0Yki1 = 2z +15
A1 — Y41 +8zkp1 = 1
21 = y+9
Partiendo de xg = (0,0,0), 6y1 = —x3+2z + 15
8z1 = —4x1+3y+1l

José Luis Bravo Métodos iterativos para sistemas lineales



Método del punto fijo
Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
Criterio de parada

Métodos iterativos para sistemas lineales

Ejemplo de Métodos iterativos

Para el método de Gauss-Seidel, tenemos:
e xo = (0,0,0)

e x; = (4.5,1.75, —1.46875)

e xp = (5.375,1.11458333, —2.14453125)

e x3 = (5.05729167,0.94227430, —2.05029297)
e x4 = (4.97113715,0.98804615, —1.99005127)
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Convergencia de los métodos iterativos

Teorema

Dado el sistema Ax = b, si A es estrictamente diagonal
dominante, entonces existe una unica solucion del sistema y los
métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel producen una sucesion
de vectores que converge a dicha solucion.
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Criterio de parada

Consideremos un método iterativo de la forma
Mx(K+1) = Nx (k) 4 p,

donde x(9) es el punto inicial escogido, B = M~1N la matriz del
método y b un vector constante.

Denotemos d; = ||x(9) — x(k=1)||. Si (k1) = ||x — x(k+1))|,
entonces una estimacién para dicho valor es

(kD) i1
P
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Introduccidn

Sea A € M, una matriz. Recordemos que sus autovalores pueden
ser calculados como las raices del polinomio

p(A\) = det(A — \I),

y, dado un autovalor A\, podemos calcular su autovector asociado
como la solucién del sistema lineal homogéneo (singular)

(A= Al)x = 0.

Sin embargo estos problemas (en especial el primero) estan mal
condicionados. Por ello, estudiaremos métodos para determinar
directamente los autovalores.
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Localizacidon de los autovalores

Teorema (Teorema de Gershgorin)
Sea A € Mp(C). La unién de todos los discos

n
Ki={peC:|p—aj < Z |aik |}
k=1
k£

contiene todos los autovalores de la matriz A = (ajj)1<i j<n-

Corolario

Si la union My = Uj’"le,-j de m discos Kj, j =1,...,m y la union
M, de los discos restantes son disjuntas, entonces My contiene
exactamente m autovalores de A.
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Método de la potencia

Sea A € M, y supongamos que sus autovalores, A1,..., A,
verifican

| > ol > > A

y que existen n autovectores linealmente independientes,
ui, U, ..., up (tal que Auj = Ajuj).

Sea xg = a1u1 + ... + apup, con oy y consideremos la sucesion
{xx} definida por
xi = Akxp.

Entonces
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Método de la potencia

Es decir, para k suficientemente grande, se verifica
Xk+1 ~ )\1Xk.

Para obtener el valor de A1, basta aplicar a ambos términos una
funcién lineal ¢: K" — K, por ejemplo:
@ Método de Rayleigh

Q

X;Xk+1
XXk

A1

@ Sea j la posicidon de la mayor coordenada en médulo de x,

entonces "
€ Xk+1
A oA
ej Xk
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Calculo del autovector

El método de la potencia también permite calcular un vector
propio asociado a A;. Conocido A1, se verifica que

I Xk

PEUSY
Nota: Si el autovalor de médulo méaximo no es (nico, existen
modificaciones del método que permiten estimarlo. En particular,
si A1 es un autovalor miiltiple (y verifica que su médulo es
estrictamente mayor que el del resto de autovalores), entonces el
método de la potencia también estima ;.
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Método de la potencia inversa

El método de la potencia inversa permite calcular el autovalor
de médulo minimo. Sea A € M,, invertible y diagonalizable, con
autovalores Aq,..., A\, tal que

A1l > [A2] = ... > |[Aq] (> 0).
Entonces los autovalores de A~ son A;%,... A, 1y verifican
AT I << Y

Por tanto, podemos aproximar A, mediante el método de la
potencia, aplicado a la matriz A~1
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Método de la potencia desplazado

Consideremos la matriz A — ul que supondremos diagonalizable.

Si A es un autovalor de A, entonces A — i es un autovalor de
A — pl. El pardmetro p se denomina desplazamiento.

El desplazamiento permite calcular el autovalor principal cuando
hay varios autovalores con el mismo médulo; basta desplazar en
cualquier direccion tal que los autovalores resultantes ya no tengan
el mismo médulo.
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Método de la potencia (inversa) desplazado

Una variante del método anterior permite obtener el autovalor mas
préximo a un nimero complejo p dado.

Consideremos la matriz A — pl que supondremos diagonalizable.

Sean A1, ..., \, los autovalores de A — pu/ y supongamos que
|5\1’ > ‘5\2| > ... > ’/_\n’ > 0.

Entonces los autovalores de (A — u/)™* son A\;%, ..., Aty
verifican B B B
AT ST << I

Por tanto, podemos aproximar (A, — 1) ~! mediante el método de
la potencia, aplicado a la matriz (A — u/)~L.
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Factorizacién QR

El Método QR de Francis-Kublanovskaya es un método iterativo
que, bajo ciertas condiciones permite obtener todos los autovalores
de una matriz.

Dada una matriz A € M,(C), supondremos que podemos

factorizarla como
A= QR,

donde Q es una matriz unitaria (Q*Q = /) y R es una matriz
triangular superior.

Esta factorizacién se denomina factorizacion QR.
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Método QR de Francis-Kublanovskaya

Sea A1 = Ay @1, Ry una factorizacién QR de A;. Definimos la
matriz

Ay =RiQ1 = QiA1Q:.

En particular A; y A tienen los mismos autovalores. El método
QR de Francis-Kublanovskaya consiste en ir calculando
recursivamente

Ak = Ri—1Qk—1,

donde Qx_1Rk_1 = Ak_1, Rk_1 es triangular superior y

Qli—l Qk*l =1
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Teorema

Sea A € M,(C) tal que sus autovalores \;, 1 < i < n verifican

IA1] > | A2l > ... > |Anl

Entonces
)\1 C12 ... Cin
. 0 A
lim Ay = 2
k—
> Cn—1,n
0 0 An
Es mads,

Si ademds A es simétrica, entonces c; =0, 1 <i#j<n.
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Reflexién de Householder

Dado un vector v unitario (con norma euclidea) de R”, la
reflexion de Householder es la matriz

P=1—-2wt.

Proposicion

La reflexion de Householder es una matriz simétrica y ortogonal.
Ademds

Q@ PP =1,.
Q ||Pcl|2 = ||c||2 para todo c € R".

© Geométricamente, se corresponde con una reflexion respecto
al hiperplano ortogonal a v.
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Reflexién de Householder

Proposicion

Dado c € R", existe una reflexion tal que Pc = +||c||e;.

Basta tomar u

lulle’

u=c=|cler.
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Factorizacién QR de Householder

Sea A € M, y sean c la primera columna. Definimos la matriz
u

lull”

Entonces Q1) es una matriz unitaria tal que la primera columna
de R = QA tiene ceros debajo de la diagonal.

Q(l):l—2vvt, v= u=c=|c|er.
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Factorizacién QR de Householder

Definimos Q(k), R(K) por recursivamente. Sea R la submatriz de
R(=1) formada por las dltimas n — k + 1 filas y columnas.
Procediendo como antes, existe una reflexién de Householder @ tal
que QR tiene ceros debajo de la diagonal de la primera columna.
Entonces definimos

Q(k):(’g g) R — QUIR(K-1).

Finalmente Q = QWQ® ... Q-1 y R= Q-1 . QRIQWA
producen la factorizacién QR buscada.
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Ejemplo. Obtener una factorizacién QR de

16 14 _5

25 2B
N VI
A= 25 25 1
3 3
-5 —5 3
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