Tema 3 Resolucion aproximada de ecuaciones no lineales

Los métodos numéricos para obtener un cero de f producen una sucesion {zy, } tal que

lim z, =&, donde f(§) =0.

n—oo
Sea {z,} una sucesién producida por un método decimos que converge a & con orden p > 1 si existen

C > 0yng € Ntal que

x —
M < C, paratodon > ny.

|$n _§|p

#: Ejercicio 3.1 Obtener el orden de las siguientes sucesiones: 1/n, 1/n?, 27", x,,1 = 2 con 7o < 1.

3.1 Métodos iterativos de dos puntos

Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano)

Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b] tal que f(a)f(b) < 0. Entonces, existe & € (a,b) tal

que f(€) = 0. .

Los métodos de dos puntos tratan de reducir la anchura del intervalo manteniendo el cambio de signo.

3.1.1 Método de la biseccion
Sea f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0. El método de la biseccion consiste en definir dos sucesiones {ay, },
{b,}, determinadas por ag = a, by = b, y paran > 0
p—1 Si f(cn—l)f(an—l) <0,

Cn—1 €n otro caso.

Ap —

bun1 sif(ea1)f(an—1) >0,

Cph—1 €notro caso.

donde
Gn-1+ bp—1

Cpn—1 = B

Método de la biseccion



3.2 Métodos de un punto

Seana < b € R, f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0y sean {ay}, {b,} los extremos izquierdo y derecho,

respectivamente, de los intervalos obtenidos por el método de la biseccion.

Entonces existe £ € (a,b) tal que f(§) =0y

lim a, = lim b, = ¢&.
n—o0 n—oo
Ademads, ; ,
—a —a
bn - f S 2,n ) 5 - an S 271 . \\;\

Sea f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0. El método de la regula falsi se define andlogamente al método de

biseccion tomando
f(bn—1)an—1 — flan—1)by_1

f(bn—l) - f(an—l)

En este método, no tenemos asegurado que la anchura de los intervalos converja a cero. Puede ocurrir que

Cn—1 =

a partir de un término solo se actualice a,, 6 b,. En todo caso, se puede demostrar que la sucesion c,, converge

aun cerode f.

3.2 Métodos de un punto

Meétodos de un punto

Tenemos una funcion f(x) continua y un punto inicial x.
Queremos calcular un cero de f(x) proximo a x.

Los métodos de un punto tratan de obtener el cero creando una sucesion {x,} que converja a dicho valor.

3.2.1 Método del punto fijo

El objetivo es obtener un punto fijo de una funcion F(x) dada, es decir, un valor c tal que F(c) = c.

A partir de la funcion F(x) y de un punto inicial xq, definimos la sucesion del método del punto fijo como

Ty = F(xp-1) |

Si el

Proposicion 3.1

Sea F' continua, xo € Ry {x,} la sucesion definida por x,, = F(xy_1). Si {x,} converge a ¢ € R,

entonces F(c) = c.

)
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3.2 Métodos de un punto

Si x,, — ¢ cuando n — o0,

c= nh_)rglo Tppl = nlg)go F(zp)=F <nh_>rrolo xn> = F(c).
O
Ejemplo 3.1 Consideremos el método del punto fijo para F(x) = e~* /3 (grdfica azul), con xy = 1. Podemos
representar las primeras iteraciones en una grdfica mediante un diagrama de Verhulst (o diagrama de tela de
arana - cobweb diagram). La grdfica roja es la identidad, el punto buscado es aquel en el que se cortan. rg = 1

Los valores que botenemos al aplicar el método son los siguientes:

1

o x1 = F(x9) = 0,122626
o x9 = F(x1) = 0,294865
o x3 = F(x9) = 0,248211
Podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Banach para asegurar la existencia y unicidad del punto fijo.

En este contexto, el teorema tiene el siguiente enunciado.

Supongamos que F € C([a, b]).
1. Si F(x) € [a,b] para todo x € [a,b], entonces F' tiene un punto fijo en |a, b).
2. Siademdas F'(z) estd definida y es continua en (a,b) y |F'(z)| < 1 para todo x € (a,b), entonces

F tiene un uinico punto fijo c en |a, b].

El primer punto se sigue del Teorema de Bolzano aplicado a la funcién F'(z) — x.

El segundo, del Teorema de Valor Medio, considerando que haya dos puntos fijos ¢; # co en a, b, entonces
1 — o] = [F(c1) = Fleo)| = [F'(§)ler — cal < ler — cal.

De esta contradiccion, ¢; = co. U

Supongamos que F € C!([a, b]) verifica:

1. F(z) € [a,b] para todo x € [a, b].

2. F'(x) estd definida y es continua en (a,b) y |F'(z)| < K < 1 para todo x € (a,b).
Sea xy € [a,b], sea c el iinico punto fijo de F'y sea {xy,} definida recursivamente por x,, = F(zp_1).
Entonces

p 1 — Zo
Jim oz, =c, By = e —an| < K"H_K‘
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3.2 Métodos de un punto

Tenemos que
¢ = @np1| = [F(c) = F(2n)| < Kle — 2.

Por induccién,
lc — x| < K™|c — x|

En consecuencia x,, — ¢ cuando n — oco. Ademas,
lc — xo| < |e— x| + |21 — 20| < Kle— zo| + |21 — x0].
Luego
¢ — @] < |w1 — wol/(1 = K).

O
Ejercicio 3.2
Consideremos la funcion f(x) = ax, para a € R. Calcular para qué valores de a el método del punto
fijo es convergente para cualquier condicion inicial en el intervalo [—1, 1] y qué valores de a no es convergente
para toda condicion inicial en [—1, 1].

Pensar qué ocurre si a € C.

3.2.2 Extrapolacion de Aitken

Supongamos que F € C([a,b]) y que c un punto fijo de F. Si denotamos por A\ = F'(c) y {xy} la sucesion

del método del punto fijo, entonces podemos estimar el error como:
c—xp=F(c)— F(zp_1) = F(&)(c—zpn_1) = Mc—xp_1).

Despejando c, tenemos
Ty — ATp—1

CR ————— =T+ —(Tp — Tp—1)-
1—A n T3 @ @)
Proposicion 3.2
Supongamos que x,, — ¢, n — 00. La sucesion
Ap = Tp — Tp—1
Tn—1 — Tn-2
converge a A cuando n — oo. .

Aplicando el Teorema de Valor Medio

Tn—@p1 _ Flopn) = Flon2) F'(€,) — F(c) = .

Tn—1 — Tpn-2 Tp—1 — Tpn-2
O
Una estimacion del error, llamada Férmula de extrapolacion de Aitken es
An
C— Ty R q(wn —Tp_1).

Esta formula puede utilizarse para acelerar la convergencia.

3.2.3 Método de Newton-Raphson

Partimos de una funcion f(x) y un punto inicial x.
Definimos x1 como el punto donde la tangente a la grdifica de f(x) en el punto (g, f(x¢)) corta el eje .

La ecuacion de la tangente es:
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3.2 Métodos de un punto

y — f(z0) = f'(z0)(z — o)
Despejando el punto de corte con el eje x,

x1 = xo — f(x0)/f (w0).

Repitiendo el proceso,

Tny1 = n — f(xn)/f (2n)

Convergencia

Supongamos que f, f', f" son continuas en un entorno de una raiz, ¢, de f y que f'(c) # 0.

Existe un entorno U de c tal que si xo € U, entonces la sucesion {x,} del método de Newton-Raphson
estd contenida en U y

lim z,, = c.

n—o0
Ademas,
1 f"(&n)
E =c—x = —— E?
n+1 n+1 2 f,(xn) ns
para cierto &, entre T, y C. ©
Demostracion

Desarrollando en serie de Taylor,

fle) = f(an) + f'(zn)(c = an) + f'(€)(c — xa)?/2.
Luego

fan) + flan)(c—2n) [
f,(xn) 2.]”(1'11)

0(5) . méX|x—c|§5 |f”($)|
©2min,_g<s | f/(2)]

Elegimos § tal que p = d¢(d) < 1 (existe porque dc(d) — 0 cuando § — 0 ). Entonces, si ey = |¢ — x| < 6,

c—Tpy1 =C— T+ flxn)/f(x,) = (c—xn)2.

Definimos

e1 = |e—x1| < c(8)ed < 5c(8)eg = peg < eg < 6.
Luego
es < per < peq,

Repitiendo el proceso

en < pen—1 < peg.

Como p < 1, e, = 0 cuando n — oo.

Proposicion 3.3

Sea f € C*([a,b]), con una raiz c en [a, b).

Si f'(¢) > 0y f"(x) > 0 para todo x € [c,b], entonces la sucesion {x,} converge a c para todo valor

inicial zo € [c,b].
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3.2 Métodos de un punto

Se verifica un resultado andlogo si f'(c) < 0 y/o f"(x) < 0 para todo x € [a, b]. N

Se deja como ejercicio. O

3.2.4 Meétodo de la secante

Partimos de una funcion f(x) y de dos puntos iniciales x, x1. Calculamos el siguiente punto xo como el
punto en el que la secante determinada por los puntos (xo, f(x9)) y (z1, f(z1)) corta el eje .

La ecuacion de la secante es:

f(x1) = f(xo)

Tr1 — X0

y— f(zo) = (x — o)

Imponemos que corte el eje x:
vy —x0 _ wof(w1) —x1f(w0)

flxr) = f(xo) — fla1) — flzo)

w9 = x9 — f(x0)

Repitiendo el proceso,

Loan = xnf(xn—i-l) - xn+1f<$n)
" f@n11) = f(@n)

Sea c una solucion de f(x) = 0y supongamos que f’'(r) # 0. Entonces el método de la secante converge
en un entorno de c'y es de orden (1 +/5)/2.

Ver Kincaid-Cheney. (I

3.2.5 Sistemas no lineales

Queremos resolver un sistema de ecuaciones no lineales

fl(fL‘l, . ,iL'n) = 0,

fn(xla co 7l’n) =0.

3.2.5.1 Punto fijo

El método del punto fijo consiste en escribir el sistema no lineal en la forma F(z) = x,donde F : R" — R™

es una funcion continua. Fijado xoy € R", definimos la sucesion
T+l = F(Qj‘n)
Por continuidad, si la sucesion {x,,} definida por el método del punto fijo converge, es decir, existe z € R™

tal que

lim z, = z,
n—oo

entonces z es un punto fijo de F'y por tanto una solucion del sistema original.

Por el Teorema del punto fijo de Banach, una condicion suficiente para que la sucesion converja es que la

aplicacién F sea contractiva.
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3.2 Métodos de un punto

Supongamos que F: D C R" — R", F € CY(D), existe z € D tal que F(z) = 2y p(JF(z)) < 1.
Entonces existe un entorno U de z tal que para todo x¢ € U, la sucesion definida por el método del

punto fijo converge a z.

Existe una norma matricial inducida tal que ||JF'(z)|| < 1. Tomemos una bola centrada en z
tal que || JF'(x)| < K < 1 para todo x en la bola. Entonces

1
Ply) - Flz) = /0 TF(z 4ty — 2))(y — o)dt.

Luego

1 1
1E(y) = F ()]l S/O [ JF (2 +t(y — 2))(y — z)|ldt S/O [T (z+t(y — ) lly —zlldt < | < Ky —=|
De donde obtenemos que es contractiva. (Il

3.2.5.2 Newton-Raphson

Consideremos de nuevo el sistema

fl(:cl, . ,xn) = O,

fo(z1,...,zn) =0.
Podemos escribir el sistema como f(x) = 0, para f: R" — R™, £ = (f1,..., fn). Sean x,z € R"™ tal que

f(2) = 0y supongamos £ de clase 2. Entonces, desarrollando en serie de Taylor,
0= f(z) = f(z)+ Jf(x)(z — x).
El método de Newton-Raphson consiste en, partiendo de xq, generar la sucesion definida por

Jf(xn)(Xny1 — xn) = —£(x4).

Supongamos que f: D C R™ — R", f € C*(D), existe z € D tal que f(0) = 0.
Entonces existe un entorno U de z tal que para todo xoy € U, la sucesion definida por el método de

Newton-Raphson converge a z.

El método de Newton-Raphson es equivalente a aplicar el método del punto fijo a la funcién
F(x) =x — (Jf(x)) " f(x).
Es facil ver que el radio espectral de J F'(z) es cero, por lo que aplicando el Teorema del método del punto fijo

concluimos. |
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