Tema 4 Interpolacién y aproximacioén polinomial

La interpolacion consiste en obtener una funcion que pase por una serie de puntos prefijados.

o Interpolaciéon polinomial. Elegimos los polinomios de grado menor o igual que el niimero de puntos
menos 1.

o Interpolacion a trozos. Elegimos funciones definidas a trozos por polinomios.

o Otras interpolaciones. Aunque no lo estudiaremos en este tema, también existe la interpolacion por

funciones racionales (aproximantes de Padé), por funciones trigonométricas, etc.

4.1 Polinomio interpolador

Denotaremos Py, el conjunto de polinomios (reales) de grado menor o igual que n.

Dados (z0,%0), (1, y1), - - -, (Tn, Yn) € R?, 2; # xj sii # j, existe un uinico polinomio en Py, Py (x),
tal que
Py(xp) =yk, k=0,1,...,n.

‘P, es un espacio vectorial de dimensién n + 1.
Consideremos la aplicacion lineal ¢: P, — R™ tal que ¢(P) = (P(x9), ..., P(zy)).
Bastaria ver es un automorfismo, ya que dados (yo, - . ., ¥ ) el polinomio interpolador es la preimagen por
@.
Si tomamos la base 1, x, 22, ..., entonces su matriz es la matriz de Vandermonde y el determinante es no
nulo.
Una demostracion alternativa es probar que el nicleo es cero, lo que es trivial, ya que el nicleo es un

polinomio de grado menor o igual que n con las n + 1 raices zg, 21, . .., Tn.
O

El tinico polinomio de grado menor o igual que n, P, (x) que verifica
P (zr) =yx, k=0,1,...,n

se denomina polinomio interpolador de los puntos.

Ejemplo 4.1 Consideremos los puntos:
(0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Tenemos que resolver el sistema:

100 0 ao 4
111 1 ai | | 3
1 2 4 8 a | |1
1 39 27 as 4

Resolvemos y obtenemos

3 7
P("”):“0+a11’+a2$2+a3x3:4+§w—§x2+x3.



4.1 Polinomio interpolador

Consideremos el espacio vectorial generado por funciones { fo(x),..., fn(x)}. Entonces existe una

iinica funcion de dicho espacio que interpola (xo,vo), (x1,%1), - - -, (Tn, yn) € R? siy sélo si

fo(zo) .. falzo)

Do t|#0
folzn) oo fulzn)
Si f(x) =Y 1" gaifi(x), es la funcion de interpolacion del corolario anterior, entonces (ay, . . ., ay) son
solucion del sistema lineal
fO(xO) cee fn(m[)) agp Yo
fo(xn) - fn(xn) Qp Yn

Supongamos que (xy,yx), pertenecen a la grdfica de una funcion f, es decir, y, = f(xy), entonces el

siguiente resultado determina el error al sustituir la funcion por su polinomio interpolador.

Sean xq, ..., x, € R, x; # xj sii # j, y supongamos (sin pérdida de generalidad), que x es el minimo

Y Xy, el mdximo.

Dada f € C"([xo, xn)), si P(x) es el polinomio interpolador de (xy, f(zx)), k = 0,...,n, z; # x;

si i # j, entonces para todo x € [xg, x,), existe £ € [xg, xy] tal que

n+1)
@)~ Pua) = T

(x —z0)(x —21) ... (T — )
Consideramos Z # x; fijo, lafuncionw(z) = [} j(x—x;) yel valorc = (f(Z)—Pn(Z))/w(Z).
Entonces la funcién ¢(z) = f(z) — P,(z) — cw(z) tiene n+ 1 ceros, luego (Teorema de Rolle) su derivada

n+1 tiene un cero, &, pero la derivadan + 1 de P, es O y lade wes (n + 1)!, luego

0= ftI(E) —e(n+ 1)

Despejando
, L
f(@) — P(z) = mw(@-
O
4.1.1 Polinomios de Lagrange
Dados xo,x1,...,T, € R, x; # x; si i # j, se definen los polinomios (base) de Lagrange como

(z — ;)
Li(z) =[] —22
(@) ]I;IZ (zi — zj)

Li(x) es el polinomio interpolador de (x;,1) y (z;,0), para j # i.
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4.1 Polinomio interpolador

Proposicion 4.1

El polinomio interpolador de (xo, o), (z1,Y1), - - - (Tn,Yn) €s
n

Po(z) =) _ulLi(z)
=0

[ )
4.1.2 Método de Newton
Dados xg,x1,...,7, € R, x; # ; si i # j, se definen los polinomios (base) de Newton como
1, z—xo, (x—z0)(x—21), ...,(x—20)(T—21) (T —Tp_1).
La matriz de la aplicacion lineal ¢: P,, — R definida como
es triangular inferior (con diagonal no nula).
Dada una funcion f(x) y n + 1 valores xg,x1,...,z, € R tales que x; # x; si i # j, se definen las
diferencias divididas de f(x) recursivamente como
fler] = flar),
f[xr,---,xk] _ f[x’l’-f-la"'axk] _f[x’l’w"axk—l], 0 <r< 2 <n.
Tk — Tp
Sean o, x1,...,%, € Rtales que x; # x; sii # jy sea f una funcion definida (al menos) sobre esos
puntos. Entonces el polinomio interpolador de los puntos (xq, f(20)), - .., (zn, f(x,)) es
n j—1
P,(z) = Zf[:co,:cl, ey T H(:c — ;).
§=0 i=0 O

Demostracion Por induccioén sobre el nimero de puntos.
Sin =1, es trivial.
Veamos que se es cierto para n puntos entonces lo es para n + 1 Por hipétesis de induccién, tenemos que
Po_1(x) = flxo]l + flzo, x1](x — xo) + ... + flxo, 21,y 1] (@ — 20) ... (. — 2p—1).
Buscaremos a,, para que
P (z) = Ppoi(x) + an(z — x0) ... (x — Tp—1).

(Nétese que basta resolver la ecuacion P, (z,,) = Py—1(zy) + an(xn — x0)...(Ty — p—1).)

Sean p, ¢ los polinomios interpoladores de (xg, f(x0)), ..., (Tn—1, f(zn-1))y (21, f(21)), ..., (zn, f(xn)),
respectivamente. Entonces

r—x
Po(z) = q(x) + = (q(z) — p(z)).
Tp — TQ
Pero, igualando los coeficientes de ™, tenemos
1
an = (fler, @1, ..o 0] = flzo, 21, 2naa]) = fl2o, 21, 20l
Tp — X0
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4.1 Polinomio interpolador

Corolario 4.2

La diferencia dividida f[xy,...,x,| es invariante frente a permutaciones de x, ..., x,, es decir, si

0 € Sp+1, entonces

flzos - - s Zn] = flZo(0), - - -+ To(m)]- v
Demostracion En la demostracion anterior no hemos elegido ningtin orden para los puntos g, . .., x,
Pero f[zo,..., x| es el coeficiente de 2. Luego invariante respecto a la eleccion de los puntos (unicidad

del polinomio). La demostracién irfa, sea o ... entonces construimos los polinomios tal y cual, pero son el mismo

y por tanto con el mismo coef. principal. O

Sean P, el polinomio interpolador de una funcion f en n + 1 puntos distintos, xg, x1, . ..,x, € R. Para

todo T # xg, ..., Tn,

Demostracion Basta considerar el polinomio interpolador de f en xg, ..., x,, Z. Entonces

q(z) = Py(z) + flxo, z1, ..., Tn, T H(a: — ;).
=0

Abhora basta considerar que ¢(z) = f(Z). O
Corolario 4.3
Si f € C"([a,b]) y xo,...,xy € [a,b], entonces existe § € (a,b) tal que
(n)
f["BO?"'?In]:f '(é.)

4.1.3 Interpolacion de Hermite

Sean g < x1 < ...<Xp,y

v, 0<i<n, 0<j<ms

Existe un inico polinomio de grado menor o igual que m :=n+ >, m; tal que

Py =yP, 0<i<n, 0<j<my

El polinomio definido por el Teorema anterior se denomina polinomio interpolador de Hermite.

Definimos las diferencias divididas como

flag, zr] = (),

(@
flog, o, o] = (2 ),
.,
B fm_l)(xk)
flog, ™, z] = O
Denotemos
{237 = {zo, ™0t o, 21, ™ 2y, .y, Mt 2y, )
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

Entonces el polinomio interpolador de Hermite es
j—1

P(x) =Y flFo,.... 3 [[(= — %)
7=0 ‘

4.1.4 Fenémeno de Runge

El ajuste de una curva mediante polinomios de numeroso de datos, suele resultar poco satisfactoria,

interpolacion de grado alto, esto es, para un conjunto pues produce oscilaciones en los extremos.

Fenomeno de Runge Runge observo que si interpolamos la funcion

1
f(z) = 15 2522 z € [-1,1]

en puntos equiespaciados, la distancia entre la funcion y el polinomio de interpolacion, con la norma infinito,

tiende a infinito cuando aumentamos el nitmero de puntos.

4.2 Interpolacion polinomial a trozos: splines

Interpolacion polinomial a trozos: splines La interpolacion polinomial a trozos consiste en construir un
polinomio de grado 1, 2 o 3 para cada par de nodos consecutivos (zi,yr) y (Tr+1,Yr+1) La curva definida

mediante estos “trozos” se denomina spline. Estudiaremos:

1. Interpolacion lineal a trozos: splines lineales
2. Interpolacion ciibica a trozos: splines de Hermite

3. Interpolacion cibica a trozos: splines ciibicos

4.2.1 Splines lineales

Splines lineales Consisten simplemente en unir los nodos o puntos mediante segmentos. Asi, dado el par

de nodos (zi, yi), (Tk+1, Yp+1), definimos el segmento que los une:

Yk+1 — Yk
Sk(x) =y + R (x —zk), = € [Tk, They1]
Ti41 —
con lo que el spline lineal de los puntos (o, yo), - - ., (Tn, Yn) es la funcion definida a trozos:

S(z) = Si(z),z € [k, xk41], k=0,...,n—1
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

4.2.2 Interpolacion ciibica a trozos de Hermite

Nos dan
o xp <1 <...< Tp,
° Yo, Y1y--- 5 Yns
/ / /
° y(]?yla"'vyn‘
Queremos una funcion f tal que
fag) =k, fag) =y 0<k<n.

Vamos a obtener una funcion de la forma

f(z) = {akx?’ + bpw? 4 cpr +dy, T € (21, 7).

Es decir, en cada intervalo (xy_1, x)) tomamos el polinomio ciibico de Hermite.

4.2.3 Splines cubicos

Se define la curva en [xg, x,] a trozos
S(z) = Sk(z),z € [xp—1,z1], k=1,...,n
donde Si(x) es un polinomio ciibico y se impone que
1. S interpole: Si(xk—1) = yp—1, Sk(xx) =y, k=1,...,n
2. SenCl([wo, xy)): Sp_(wg) = Sp(ap), k=1,...,n—1
3. SenC%([wo, xn)): Sy (xk) = SP(xk), k=1,...,n—1
Para tener una unica solucion del sistema, formado por 4n — 2 ecuaciones y 4n incognitas, debemos
imponer dos restricciones mds. Segun la forma de imponerlas, podemos definir distintos tipos de splines.
1. Spline ciibico natural: este spline cuibico es el que minimiza la energia de tension.
S"(xg) =0, S"(x,)=0.
2. Spline periodico (suponiendo que yo = yp):
S'(0) = §'(xn),  S§"(x0) = 5" (2n)
3. Spline ciibico sujeto: Suponemos conocidos y|, y., e imponemos
S'(o) =vp,  S'(zn) =
Ejemplo 4.2 Spline ciibico natural que interpola (0,4), (1,3), (2,1).

Tenemos el sistema

So(0)=4— (1. 0000 0 0 0\ (do 4
So)=3—= |1 1110 0 0 0]]co 3
S5 1)=3—= (00001 1 1 1 ||t 3
Si2)=1— (00001 2 4 8 |[|a]| |1
Sy =81)— [0 1 230 -1 -2 =3||d| |0
SI1)=58'1)— |00 26 0 0 -2 —6]|]|a 0
SI0)=0— 00200 0 0 0]]|bh 0
$’2)=0— \0 0000 0 2 12/ \a 0

Resolviendo el sistema, obtenemos

So(z)=4—=z, Si(z)=5—4x+ 32% — 23

50



4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

4.2.4 Método de los momentos

Sean xg < 1 < ... < xp. Supongamos que tenemos valores yo,yi,...,yn ¥ sea S el spline ciibico
natural tal que S(x;) = y;. En esta seccion veremos un método efectivo para calcularlo. Ademds, probaremos
la existencia y unicidad de dicho spline.

Como vamos a imponer que S € C?([xg, 21]), podemos definir los momentos de S en xg, .. ., x, como

zii=98"(z;), 0<i<n.

Denotemos

Yi+1 — Yi
hi = T4l — Ty, bl _——,
h;

U; = 2(hz'_1 + hz‘), v; = 6(bZ - bi—l)'

Proposicion 4.2

Los momentos z; son las soluciones del siguiente sistema tridiagonal
20 = O,
hic1zic1 +wizs + hizip1 =0, (1<i<n—1)

% =0.

)

Demostracion  Fijado un intervalo [z;, x;41], S” (z) restringido a dicho intervalo es un polinomio de grado 1,

S, tal que S¥(x;) = z; y S”(xi41) = zi+1. Entonces

T —x; Titl — T
Sél(w) =z © + Zi+1 w , T &€ [SCZ‘,.Z'H_l].
hi hi
Integrando dos veces, tenemos que
3 3
T — T Titl — T
Si(z) = Ziu + «’<7i+1M +Ax + B, € [z, mi41].

6h; h;
Imponiendo que S(z;) = y; y que S(zi4+1) = yit+1, tenemos

Yi h; yi  hi
Az + B = ( htl - 62i+1) (z — ;) + <hz - 6%) (Tit1 — ).
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Luego

Ziy1 2
Si(x) = 6; (x —x)® + @(I‘iﬂ — )’

Veamos ahora que z,

el spline natural. Calculamos S!_, (x;), S.(z;),

i i hi
Siwi) = — (i1 — m1)° + (y - ;

C2h; h; 6

Z; 7 hi*
Si—1(wi) = i (i — 1) + ( vio_ 24

hi—1 6
Ahora, teniendo en cuenta que S;_, (z;) = S.(z;), tenemos

Yi hi
—i—( htl 6Zi+1) (l’—xi)—i-( _

4.3 Teorfia de la aproximacion

h;
6%) («TH—I — l’)

., 2n,son soluciones del sistema lineal anterior. Es inmediato que 2y = z,, = 0 por ser

1 2 1 Yirl —¥Yi _ Yi — Yi-1
ghi—lzi—l +z (hi + hi—1) zi + ghi+1zz‘+1 = Hhi Lo = hi—i .

Multiplicando por 6 obtenemos la ecuacién buscada. U
Sean xg < r1 < ... < xy. Supongamos que tenemos valores yg, Y1, - - - , Yn- El spline ciibico natural S
que verifica S(x;) = y;, 0 < i < n, estd formado por los polinomios

Zit1 &
Si(z) _617};(33 —z)° + GTZi(l‘iH — i)
vitr _hi Yi D N
< n, e zz+1> (z—z:) + <hz : zl> (Zi1 — ).
parax € [x;,xit1], 0 < i < n.
Es inmediata a partir de la demostracién de la proposicién anterior. (I

4.3 Teoria de la aproximacion
El problema de aproximacion consiste en, dada una funcion continua f y una familia de funciones F,
obtener g € F tal que la distancia entre f y g sea minima.
Por tanto, necesitaremos fijar dos elementos:
1. La definicion de distancia entre dos funciones.

2. La familia de funciones JF.

Un espacio prehilbertiano C es un espacio vectorial sobre R (o C), dotado de un producto escalar, {-,-),

es decir, una aplicacion (-,-): R?> — R bilineal, simétrica y definida positiva. A partir del producto escalar,

definimos una norma ||v|| = /(v, v).
Ejemplos

1. R"™ con el producto escalar

n
(u,v) = Z W; ;.
=1

2. Cyla, b] el espacio de funciones continuas sobre el intervalo [a,b] con el producto escalar

b
(f.9) = / F(@)g(w)w(=) dz,
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4.3 Teorfia de la aproximacion

donde w es una funcion continua y positiva en [a, b).

Espacios prehilbertianos Dadas f, g € C, decimos que f 'y g son ortogonales, f L g, si (f,g) = 0.

Sea C un espacio prehilbertiano, se verifica
11f + gl = IF12 + llgll? + 2(£. 9)
2. fLgsiysolosi|f+gl*=IfI*+llgl*
31CE L < f gl
4N f + g2+ 11F = all? =201F17 + llgll?)-

1. Aplicando la definicién

2. Pitagoras: inmediato

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Supongamos que no se verifica. |(f, g)| > ||f|l|lg|l En particular, ||g|| no puede ser cero, pues entonces
se darfa la igualdad Podemos suponer que ||g|| = 1. [(f,g)| > ||f||. Reescalando, podemos suponer

(f,g) = 1,1uego || f|| < 1. Entonces, llegamos a contradiccion, pues

0<|If =gl = IFI1” = 2(f, 9) + llgI* = lfII* - 1
4. Igualdad del paralelogramo. Es inmediata a partir del primer punto.

O
Sea C un espacio prehilbertiano y S un subespacio de C. Dada f € C, decimos que g € S es la mejor
aproximacion de f en S si
If =gl <|If =hll  paratodoh € S.

Decimos que h € C es ortogonal a S, h L. S, si (h,g) = 0 paratodo g € S.

Sea C un espacio prehilbertiano 'y S un subespacio de C.

Dada f € C, g € S es la mejor aproximacion de f en S siy solosi f —g L S.

Si f — g es ortogonal, entonces por el teorema de pitdgoras
If =0l =If —g+g—hl>=f —gl*+ g —hl* = [If — gll*.
Reciprocamente, si g es la mejor aproximacién, consideremos b y A > 0. Entonces
0<f =g +X0l2 = IIf = all? = If = gl +2M{f — g, h) + N2[|0]| = |[f = gll* = X2(f — g, h) + X|[1]*).
Tomando limite cuando A — 07, tenemos que (f — g,h) > 0. Andlogamente, tomando —h en lugar de h,
(f — g,h) < 0En consecuencia, (f —g,h) =0,luego f —g L S.
O

Ejemplo 4.3 Aproximar sin x por un polinomio de la forma g(x) = ax + bz + cx® con la norma inducida por

el producto esclar

1
(f,9) :/_1 f(x)g(x) dx.

Dado un espacio prehilbertiano, decimos que un conjunto finito de vectores o una sucesion de vectores
f1, fo, ... es ortogonal si

(fir f;) =0 paratodoi # ;.
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4.3 Teorfia de la aproximacion

Decimos que es ortonormal si

(fir i) = dij-

Sea{gi,...,gn} un conjunto ortogonal de vectores de C. Sea S el subespacio generado por {g1, ..., gn}

y f € C. Entonces g =Y ;| ¢;g; es la mejor aproximacion de f en S si'y sélo si

ci = (f,9:i)/(9,9:), i=1...,n.

4.3.1 Aproximacion cuadratica polinomial

Fijado un intervalo I y una funcion w, continua y positiva en el interior de 1. Denotaremos Cy,(I) al

espacio prehilbertiano de las funciones continuas sobre I dotado del producto escalar

(flg) = /I f@)g(@yw(z)dz, .9 € Cu(l).

Sea Py, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n. Dada f € Cy,(I), buscamos
la mejor aproximacion de f en P,,.
Como hemos visto antes, necesitaremos una base ortogonal de Py,. Para ello podemos aplicar la ortogo-

nalizacion de Gram-Schmidt a {1, z,22,... 2" }.

Consideremos los polinomios po(x) = 1, p1(x) =z — a1 y

pi(z) = (x — a;)pi—1(x) — bipi—2(x), i=2,...,n,

donde
N (xpi—1,pi-1) . (Tpi—1,pi—2)
@ =—"—""", bj=—"——""-"—"-"-"--.
<pi71,pi71> <pi—2ap172>
Entonces py, .. ., pn, es una base ortogonal de P,,.

Usaremos que (fg, h) = (f, gh). p; es un polinomio ménico de grado 4, por definicién, luego
forman base.

Demostrar que (pj,p;) = 0, ¢ < j por induccién sobre j Definimos pi por la definicién. Multiplicamos
por pj con j < i — 2, tenemos < pi,pj >=< xpi— 1,pj >=<pi—1,xpj >y xpj se despeja de la definicién
de pj + 1, obteniendo combinacién lineal de pj + 1,pj.p7 — 1, 7 + 1 < ¢ — 1. Luego multiplicamos por pi — 1
y por pi — 2y obtenemos ai y bi. O

1. Si tomamos como producto escalar

1
(f,9) = /_1 f(x)g(x)dzx.

Los polinomios de la base ortogonal dada por el Teorema anterior se denominan polinomios de Legendre.

2. Los polinomios de Chebyshev forman una base ortogonal de P, con el producto escalar

1 X X
o= [ B2
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